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e Résumé :

Dans cette these, nous nous intéressons a une classe particuliere de modeles stochas-
tique de croissance de plantes structure-fonction a laquelle appartient le modele Green-
Lab. L’objectif est double. En premier lieu, il s’agit d’étudier les processus stochastiques
sous-jacents a l'organogenese. Un nouveau cadre de travail combinatoire reposant sur
I'utilisation de grammaires formelles a été établi dans le but d’étudier la distribution
des nombres d’organes ou plus généralement des motifs dans la structure des plantes.
Ce travail a abouti a la mise en place d’'une méthode symbolique permettant le calcul de
distributions associées a 1’occurrence de mots dans des textes générés aléatoirement par
des L-systemes stochastiques. La deuxieme partie de la these se concentre sur ’estima-
tion des parametres liés au processus de création de biomasse par photosynthese et de
son allocation. Le modele de plante est alors écrit sous la forme d’un modele de Markov
caché et des méthodes d’inférence bayésienne sont utilisées pour résoudre le probleme.

Mots-clés : modele de croissance de plantes structure-fonction, GreenLab, processus
de branchement, méthode symbolique, modele de Markov Caché, inférence bayésienne,
filtrage particulaire

e Abstract :

This PhD focuses on a particular class of stochastic models of functional-structural
plant growth to which the GreenLab model belongs. First, the stochastic processes un-
derlying the organogenesis phenomenon were studied. A new combinatorial framework
based on formal grammars was built to study the distributions of the number of or-
gans or more generally patterns in plant structures. This work led to the creation of a
symbolic method which allows the computation of the distributions associated to word
occurrences in random texts generated by stochastic L-systems. The second part of the
PhD tackles the estimation of the parameters of the functional submodel (linked to the
creation of biomass by photosynthesis and its allocation). For this purpose, the plant
model was described by a hidden Markov model and Bayesian inference methods were
used to solve the problem.

Keywords : functional-structural plant growth model, GreenLab, branching process,
symbolic method, hidden Markov model, Bayesian inference
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Chapitre 1

Contexte et problématiques

L’homme ne saurait subsister sans les plantes. Elles jouent un réle fondamental au
quotidien : production de nourriture que ce soit par les cultures en champs ou sous
serre, régulateur environnemental de par le cycle naturel du carbone, production de
biocarburant avec le colza ou la betterave ... Face a la situation économique et envi-
ronnementale actuelle, il apparait essentiel de gérer au mieux leur exploitation. En effet,
la population mondiale ne cesse de croitre tandis la quasi-totalité des terres arables est
déja exploitée. Il est donc capital d’augmenter la rentabilité des surfaces agricoles tout
en limitant 'empreinte écologique. Ainsi, la compréhension des mécanismes de crois-
sance des plantes et celle de leurs interactions avec I’environnement est un des enjeux
majeurs du 21°7¢ siecle.

C’est dans un tel contexte que s’est développée la modélisation de la croissance des
plantes. L’objectif principal de ces modeles est de pouvoir reproduire le comportement
des plantes dans un environnement donné. Parmis les nombreuses applications, nous
pouvons citer la prédiction qualitative et quantitative de la production végétale ou en-
core 'optimisation des cultures par rapport a des ressources énergétiques limitées. La fin
des années 1990 a connu I'essor d’une nouvelle classe de modele de croissance de plante :
les modeles structure-fonction (voir Sievanen et al.| (2000), Prusinkiewicz (2004), Godin
and Sinoquet| (2005) et De Reffye et al. (2008])). Ces modeles ont pour but de simuler
le développement de la structure de la plante ainsi que son fonctionnement biophysique
(c’est-a-dire la production de biomassdf] par photosynthese et son allocation). Afin de
reproduire la croissance le plus fidelement possible, ils integrent dans leur formalisme
des processus biophysiques de plus en plus complexes. Les mathématiques deviennent
donc un outil indispensable pour analyser et exploiter ces modeles.

Quoi de plus intéressant pour un chercheur que d’explorer de nouvelles contrées re-
gorgeant de problématiques complexes, variées et passionantes pouvant aboutir sur des
applications tres prometteuses. C’est dans cet état d’esprit que j’ai effectué ma these
dans 1'équipe Digiplante au laboratoire MA de 'Ecole Centrale Paris (ECP). Cette
these fut 'occasion de découvrir le domaine de la botanique mais également d’approfon-
dir (ou apprendre) de nombreuses disciplines des mathématiques. Les chapitres suivants

a biomasse est la matiere végétale composant les plantes, voir le chapitre
2Mathématiques Appliquées aux Systémes
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14 Chapitre 1. Contexte et problématiques

traitent ainsi de questions de nature diverse que ce soit en modélisation, en probabilité,
en combinatoire ou encore en statistique.

Dans ce chapitre introductif, nous présentons d’abord 'équipe Digiplante puis le
contexte scientifique de la these. Ensuite, nous donnons les différents axes de dévelop-
pement du manuscrit.

1.1 L’équipe Digiplante

1.1.1 Présentation

Digiplantd’] est une équipe projet INRIA cofondée en 2002 par Philippe de Reffye
(CIRADf) et Paul-Henry Cournede (ECPP). Ses axes de recherche sont centrés sur la
modélisation mathématiques de la croissance des plantes et ses applications en agrono-
mie et en foresterie. Plus précisément, 1’équipe développe un modele de croissance de
plante intitulé GreenLab (voir le paragraphe suivant) dont les objectifs sont les suivants :

— Prévision quantitative et qualitative de la production végétale des cultures et des

foréts ;

— Controle Optimal des cultures et des modes d’exploitation;

— Optimisation du processus d’amélioration génétique.

1.1.2 Le modele GreenLab

GreenLab est un modele de croissance de plante structure-fonction (voir le chapitre
pour une description compléte du modele). 1l integre donc dans son formalisme le
développement de la structure de la plante et son fonctionnement caractérisé par les
processus de création de biomasse par photosynthese et son allocation aux organes de la
plante. Les équations de GreenLab ont été publiées pour la premiere fois en 2003 (voir
de Reffye and Hul (2003))). Par la suite, plusieurs versions ont vu le jour (voir le chapitre
pour plus de détails). Le modele GreenLab 2 (Kang et al.|(2004))) se caractérise par un
modele de développement stochastique. Dans le modele GreenLab 3 (Mathieul (2006))),
il y a une rétroaction du fonctionnement sur le développement. Le modele GreenLab
4 (voir par exemple Pallas et al.| (2009))) couple les caractéristiques des deux modeles
GreenLab 2 et 3.

Le modele GreenLab est générique, c’est-a-dire qu’il peut simuler la croissance de
toute sorte de plante que ce soit des petites plantes ou des grands arbres. Dans cette
optique, les processus impliqués doivent étre suffisamment généraux pour étre présents
chez toutes les plantes mais représentés le plus simplement possible (tout en conservant
un sens botanique). Le modele est donc décrit de fagon concise par un faible nombre
d’équations ce qui le rend exploitable facilement du point de vue mathématique (estima-
tion des parameétres, controle optimal, analyse de sensibilité . .. ). La paramétrisation du

3http ://digiplante.saclay.inria.fr/
4centre de Coopération Internationale en Recherche Agronomique pour le Développement.
http ://www.cirad.fr/

5Ecole Centrale Paris. http ://www.mas.ecp.fr/website/



1.1. L’équipe Digiplante 15

modele s’en trouve également simplifiée ce qui fait sa force par rapport a la majorité des
autres modeles de croissance structure-fonction. En effet, dans GreenlLab, I'estimation
des parametres se fait a I’échelle de la plante entiere et non processus par processus. Les
parametres estimés integrent ainsi les nombreuses interactions complexes des différents
processus biophysiques de la croissance des plantes. On peut parler de modele intégratif.

Le modele a été adapté sur toute sorte de plantes qu’elles soient agronomiques (le
mais, (Guo et al. (2006)) ; la betterave, |Lemaire| (2010)), tropicales ( Cecropia sciadophylla,
Letort et al.| (2009))) ou méme des arbres (le hétre, Letort et al.| (2008al)) ; le pin, |Guo
et al.| (2007)).

1.1.3 Les logiciels

Quatre principaux logiciels basés sur le modele de croissance GreenLab ont été im-
plémentés a ’heure actuelle :

° GreenScilalﬂ : il s’agit d’un logiciel open-source développé par le LIAMA. Plus
précisément, il se présente sous la forme d’une toolbox Scilab. Le logiciel ne prend
en compte que les versions GreenLab 1 et 2 du modele. De par sa licence libre,
il est un excellent outil de diffusion du modele GreenLab et est également utilisé
dans des sessions de travaux pratiques sur la modélisation de la croissance des
plantes.

e Digiplante (logiciel) : logiciel éponyme de 1'équipe, il est implémenté en C++ afin
d’optimiser les temps de calcul pour la simulation. Les versions GreenLab 1 et
3 du modele sont codées dans le logiciel. De par ses fonctionnalités, il est plus
performant que le logiciel GreenScilab. Il offre en effet des représentations 3D plus
réalistes et est bien adapté pour les aspects calibration du modele. Digiplante est

le logiciel le plus utilisé par 1’équipe et un grand nombre de partenaire pour la
plupart des applications (CIRAD—AMAPE], ITEﬁ7 CAUﬂ, CAPF_UL INRA Grignon

).

e Pygmalion : il s’agit d'une plateforme développée tres récemment permettant a son
utilisateur de créer son propre modele de croissance. De nombreux outils mathé-
matiques sont également mis a disposition pour exploiter ce modele : identification
paramétrique, controle optimal, analyse de sensibilité . ..

e DGP SDK : ce logiciel se concentre principalement sur la simulation et la visuali-
sation 3D des plantes que ce soit a ’échelle individuelle ou a celle du paysage.

Shttp ://www.scilab.org/products/modules/pem /greenscilab

"UMR bot Anique et bioinforMatique de I’ Architecture des Plantes.
http ://amap.cirad.fr/fr/index.php

8Institut Technique de la Betterave. http ://www.itbfr.org/

9China Agricultural University. http ://www.cau.edu.cn/cie/en/

10Chinese Academy of Forestry. http ://www.caf.ac.cn/
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1.2 Contexte scientifique

Les travaux de cette these ont été motivés par les résultats de recherches sur la
structure des plantes et les processus biophysiques permettant sa mise en place. L’étude
botanique de la structure des plantes est récente. Les premiers travaux remontent aux
années 1970 avec entre autres ceux de |[Hallé and Oldeman| (1970) et Hallé et al.| (1978).
Parallelement au développement de I'informatique, de nombreuses recherches ont ensuite
été menées pour 'obtention de structures 3D réalistes. C’est dans ce contexte qu’ont été
créés des modeles de plante dits architecturaux (voir |[Kurth (19944))). Plusieurs procédés
ont été employés pour construire ces représentations 3D. Parmis ceux-ci, I'utilisation de
L-systemes reste 'un des plus populaires. Les L-systemes sont des grammaires a réécri-
ture parallele opérant sur des chaines de CaractéresE]. A Torigine, ils ont été introduits
en 1968 par Lindenmayer pour modéliser le développement d’organismes multicellulaires
simples, cf |Lindenmayer]| (1968). Ce n’est que dans les années 1980 qu’ils ont été envisa-
gés pour générer des structures de plantes, cf /Aono and Kunii (1984) et [Smith| (1984).
Par la suite, les L-systemes ont connu un développement important dans ce domaine
(voir [Prusinkiewicz and Lindenmayer| (1990)). Afin de proposer des structures de plus
en plus réalistes, plusieurs déclinaisons ont alors vu le jour telles que les L-systemes sto-
chastiques, les L-systemes « context-sensitive » et les « relational growth grammars »
(pour ces derniers voir Kurth) (1994b)) et Kurth| (2007)). Les L-systémes ont également
été utilisés dans le but de simuler le développement de la structure des plantes pour
certains modeles de croissance structure-fonction (voir par exemple le modele ADEL
pour le mais, |[Fournier and Andrieu| (1999), le coton avec Hanan| (2004) et le modele
L-PEACH pour les arbres, |Allen et al.| (2005))).

L’étude mathématique des structures de plante a été plus tardive. de Reffye (1979) a
6té parmi les premiers & modéliser les mécanismes biophysiques de I'organogeneésd 2| du
caféier avec des processus aléatoires. Les différents modules composant la structure d’une
plante sont alors mis en place suivant un ensemble de regles probabilistes. La plante
toute entiere devient donc un objet aléatoire. Des calculs de distributions, de moyennes
et de variances ont également été effectués notamment pour des organes occupant une
position particuliere dans la configuration de la plante.

De nombreuses études probabilistes sur la structure des plantes ont ensuite été me-
nées par le groupe AMAP depuis les années 1990. de Reffye et al.| (1988), |Costes et al.
(1992) proposent des modeles d’organogenese utilisant la théorie du renouvellement.
Pour ce type de modélisation, il est possible de déterminer la distribution du temps
entre les apparitions de deux phytoméres{T_gl successifs le long d’un axe, cf |Costes et al.
(1993)). Des recherches ont ensuite été conduites sur la facon dont les phytomeres se suc-
cedent le long d'un axe donné d’une plante, chacun de ces phytomeres étant caractérisé
par un ensemble de données botaniques. Par exemple, (Costes et al|(1994) s’intéressent a
la répartition des phytomeres le long d’'un axe en fonction de la présence ou non de fruit
sur les phytomeres en questions. Pour résoudre le probleme, les axes ont été imaginés

yoir le chapitre [4 pour une définition et une étude complete des L-systémes
12processus de création d’organe
13La structure des plantes est un assemblage d’entités élémentaires appelées phytomeres, voir cha-

pitre [2]
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comme étant la trajectoire d’une chaine de Markov (I’état initial de la chaine est donné
par le phytomere a la base de 'axe). Chaque phytomere est alors caractérisé par un
état qui est la présence de fruit ou non. D’autres données peuvent étre prises en compte
pour ce genre d’approche comme le nombre d’axes latéraux portés par un phytomere,
voir Heuret et al.| (2002). L’étude des caractéristiques botaniques des phytomeres le long
d’un axe a surtout été traitée par Yann Guédon. Son objectif est de repérer les zones
homogenes d’un axe, c¢’est-a-dire des portions d’axe pour lesquelles les phytomeres qui
les composent présentent des caractéristiques botaniques similaires. Pour ce faire, il uti-
lise la théorie des chaines de semi-Markov cachées (Kulkarni (1995))). Chaque axe est
considéré comme la trajectoire d'une chaine de semi-Markov cachée. Les phytomeres
sont caractérisés par un état ontogénique caché qui est observable par I'intermédiaire de
ses caractéristiques botaniques (voir (Guédon et al. (2003)). Le temps de séjour des phy-
tomeres dans un état ontogénique donné est représenté par une autre variable aléatoire
qui est également caché a priori. Ces travaux ont non seulement été appliqués sur de
vraies plantes (Heuret et al. (2003) et (Guédon (2005)) mais ont abouti également & des
résultats mathématiques portant sur 'estimation des chaines de semi-Markov cachées
(Guédon| (2003))) et I'analyse statistique de ces chaines (par exemple quel est ’état le
plus probable, cf |(Guédon| (2007))). Ces recherches ont ensuite été étendues aux arbres de
Markov cachés pour lesquels c’est la structure de la plante toute entiere qui est utilisée
et non uniquement les axes (voir |[Durand et al.| (2005)). Cette approche permet alors de
tenir compte de phénomenes globaux a ’échelle de la plante.

L’étude de I'agencement des phytomeres le long des axes a permis d’améliorer les
modeles d’organogenese de certains modeles de croissance de plante structure-fonction.
C’est le cas du modele L-PEACH qui utilise les L-systemes pour générer ses structures de
plante. Un nouveau modele L-PEACH a ainsi vu le jour avec un modele d’organogenese
couplant L-systemes et chaines de semi-Markov cachés (voir [Lopez et al. (2008))). Le
modele obtenu est beaucoup plus flexible et les résultats de simulation concordent mieux
avec les plantes observées.

Inspirée par les travaux de |de Reffye| (1979) et de |Jaeger and de Reffye| (1992), une
version stochastique du modele structure-fonction GreenLab (dénommée GreenLab 2)
a été créée au début des années 2000 (voir [Kang et al.| (2003)) et Kang et al.| (2008)). A
chaque étape de croissance, le comportement des bourgeons est dicté par un ensemble de
processus aléatoires (processus de survie, de dormance, nombre aléatoire d’axes latéraux
portés par un phytomere, ... ). L’espérance et la variance du nombre de phytomeres pour
une plante d'un age donné ont été calculées explicitement grace a la théorie des processus
composés (Kang et al| (2008)). De plus, les équations du modele ont permis le calcul
de l'espérance et la variance de la quantité de biomasse produite a un instant donné.
Kang et al| (2007) ont également écrit les fonctions génératrices associées au nombre
de phytomeres dans une plante d'un age donné grace a une approche combinatoire.
Ainsi, la plante est codée par un mot donnant sa composition. L’organogenese est alors
caractérisée par un ensemble de regles de production donnent les évolutions de chacune
des lettres composant le mot. L’idée d’utiliser la combinatoire dans le cadre d’études
mathématiques pour la croissance des plantes n’est pas une idée nouvelle. Frangon| (1990))
imaginait déja tout le potentiel de la représentation de la structure d’'une plante par un
arbre binaire ce qui permettrait d’utiliser notamment des résultats et méthodes d’analyse
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combinatoire (voir [Flajolet and Sedgewickl (2009)). La vision d’une plante en tant que
structure combinatoire a également été percue par|Viennot et al.[(1989)) pour des besoins
d’ordre graphique.

1.3 Problématiques et axes de développement

L’étude des structures des plantes et de leur mise en place est récente et de nombreux
problemes n’ont pas encore été résolus. Le point qui ressort le plus est la multitude des
approches concernant la représentation de l'organogenese. En effet, un certain nombre
de formalismes a été introduit dans le but de simuler et d’étudier le développement de
la structure parmi lesquels nous pouvons citer la représentation par des automates (cf
Zhao et al.| (2001))), les processus de branchement multitypes (voir Kang et al.| (2007)) et
Loi and Cournede, (2008)) ou encore les L-systémes (cf Prusinkiewicz and Lindenmayer
(1990)). Ces différentes approches présentent pourtant de tres fortes similitudes. 11 serait
donc intéressant de les comparer, d’établir des liens et de caractériser leurs différences
pour montrer ce que chacune d’entre elles peut apporter.

Un autre point est celui de la nature des objets étudiés. Les études probabilistes se
sont concentrées soit sur des calculs de distributions du nombre d’organes d’un type
donné soit sur 'agencement des phytomeres suivant un ensemble de caractéristiques
botaniques. La question de l'occurrence de motifs particuliers dans la structure d’une
plante n’a pas encore été abordée. Le terme motif désigne par exemple un agencement
topologique précis comme un embranchement{ﬂ

Il est également clair que tout le potentiel de la combinatoire dans le cadre des
plantes n’a pas encore été dévoilé. Le lien entre plante et arbre planaire est intuitif. Il y
a donc beaucoup de résultats a obtenir a partir du vaste champs mathématique qu’est
la combinatoire.

Enfin, dans le cadre du modele de croissance GreenLab 2, il n’existe pas de méthode
d’estimation générale pour les parametres liés au fonctionnement de la plante.

Dans le présent manuscrit, nous tentons de répondre aux problemes évoqués ci-
dessus. La these porte sur I’étude d’une classe de modeles de croissance de plante avec
organogenese stochastique. Cette classe est représentée par un métamodele se carac-
térisant par deux processus biophysiques : le développement de la plante (i.e. la mise
en place de sa structure) et le fonctionnement (i.e. la création de biomasse par pho-
tosynthese et son allocation aux organes de la plante). Le métamodele est alors étudié
d’abord sous un angle probabiliste puis sous un angle combinatoire. Par le biais de ces
travaux, nous verrons les similitudes des différentes approches de modélisation existante
et ce que chacune d’entre elles peut apporter. Ces résultats sont également utilisés pour
I’estimation des parametres du métamodele que ce soit au niveau de l'organogenese ou
du fonctionnement.

Le métamodele est introduit au chapitre 2. L’objectif est d’écrire un modele suf-
fisament général pour représenter une classe de modeles de croissance de plante. En
premier lieu, nous présentons le développement de la plante comme le couplage de

4]a notion de motif est bien illustrée dans le chapitre
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deux phénomenes biologiques : 'organogenese et la différenciation. Les processus de
photosynthese et d’allocation liés au fonctionnement sont ensuite détaillés. Le modele
de croissance GreenLab est ensuite présenté comme un cas particulier du métamodele
et sera utilisé comme exemple d’application dans la suite de la these.

Dans le chapitre 3, nous présentons et étudions un modele de développement sto-
chastique pour le métamodele. L’organogenese est alors le résultat d'un ensemble de
processus aléatoires dictant le devenir des bourgeons a chaque étape de croissance. Les
phase-types multivariées sont utilisées pour modéliser les changements d’état (i.e. la
différenciation) des bourgeons apicaux des axes. Une étude probabiliste du modele d’or-
ganogenese est ensuite conduite. La dynamique d’évolution des bourgeons est identifiée
comme un processus de branchement multitype et les fonctions génératrices associées
au nombre d’organe de tout type sont écrites. La finitude de la croissance de la plante
est également étudiée.

Le monde de la croissance végétale est mis de coté pour celui de la combinatoire dans
le chapitre 4. Nous y présentons en effet une méthode qui trouvera son utilité dans le cha-
pitre suivant. L’objectif est le calcul de la distribution associée au nombre d’occurrences
d’un mot donné dans un texte généré aléatoirement par un L-systeme stochastique. Pour
ce faire, une méthode symbolique dans la tradition Flajolet (voir |Flajolet and Sedgewick
(2009)) est développée pour I’étude des ensembles de mots pondérés. Un structure de
semi-anneau est établie afin de pouvoir écrire une spécification appropriée. Nous don-
nons également deux théoremes de décomposition qui contribuent a I’obtention de cette
spécification. La méthode symbolique est ensuite illustrée au travers de deux exemples.

Un nouveau cadre de travail combinatoire est établi pour le modele de développement
stochastique dans le chapitre 5. La structure d’une plante est codée par un mot de Dyck
et les regles de production de I’'organogenese sont données par un L-systeme stochastique.
Grace aux résultats du chapitre 4, il devient alors possible de déterminer la distribution
associée au nombre d’occurrences d’un motif précis dans la structure de la plante. Nous
déterminons par exemple la distribution du nombre d’apex ou encore de structures en
Y. Le chapitre se termine par la mise en place d’'une méthode d’estimation permettant
de retrouver les probabilités intervenant dans le modele de développement stochastiques
a partir de données botaniques liées a la structure de la plante.

Les chapitres 6 et 7 sont dédiés a ’estimation des parametres liés au fonctionnement
du métamodele. Ils apparaissent comme une application des résultats obtenus dans les
trois précédents chapitres. Le chapitre 6 est purement bibliographique et porte sur un
ensemble de méthodes d’inférence bayésiennes pour des modeles de Markov cachés. Nous
présentons d’abord les modeles statistiques mis en jeu et nous montrons comment les
adapter pour pouvoir faire 'estimation des parametres qui interviennent dans les mo-
deles. Quatre méthodes d’inférence sont ensuite présentées : le filtre de Kalman sans
parfum, le filtre particulaire, le filtre particulaire convolé et le filtre particulaire Rao-
Blackwellisé. Dans le chapitre 7, nous appliquons ces méthodes pour l'estimation des
parametres liés au fonctionnement du métamodele. Ce dernier est alors présenté sous la
forme d'un modele de Markov caché. Nous donnons également un ensemble de recom-
mandations permettant la mise en ceuvre pratique des méthodes. Celles-ci sont ensuite
analysées et comparées au travers de trois cas-tests reposant sur le modele GreenLab.
Nous proposons également des estimateurs pour les bruits de modélisation et de mesure
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du modele ce qui, par bootstrap paramétrique, nous permet d’avoir la distribution a
posteriori des parametres et les intervalles de confiance associés. Le chapitre se termine
par une application sur données réelles avec le cas de la betterave sucriere.

Remarques préliminaires a la lecture du manuscrit :

e Les différents termes botaniques employés dans la these sont résumés dans un
glossaire, voir page 197;

e Tous les symboles introduits dans le manuscrit sont répertoriés a la page 199;

e Les chapitres 3, 4 et 5 (partie probabiliste et combinatoire) sont indépendants des
chapitres 6 et 7 (partie statistique). La lecture du chapitre 2 est indispensable
pour la compréhension des deux parties.



Chapitre 2

Description d’une classe de modeles
de croissance de plantes

Les travaux effectués dans cette these sont valables pour tout une classe de modeles
de croissance de plantes. L’objectif de cette section est de présenter cette classe par le
biais d’un métamodele noté M. Celui-ci integre dans son formalisme deux phénomenes
biophysiques intervenant dans la plupart des modeles structure-fonction (voir Le Roux
et al.| (2001))) :

e le développement : mise en place de la structure de la plante ;
e le fonctionnement : ensemble des processus de création de biomasse[] par photo-

synthese et son allocation aux organes de la plante.

Ces processus sont décrits au niveau macroscopique (c’est-a-dire a ’échelle de I'organe).
Nous commengons ce chapitre par la présentation du développement de la plante (section
. Le fonctionnement est ensuite détaillé dans la section . Un certain nombre de
modeles structure-fonction correspond a cette description dont le modele de croissance
GreenLab introduit dans la section [2.3] Ce modele sevira d’exemple d’application pour
la these.

N.B. 2.1 Le modele de développement de M sera complété par un modele de déve-
loppement stochastique S introduit dans le chapitre [3

2.1 Deéveloppement

Le développement d'une plante désigne le processus de mise en place de sa structure.
Dans cette these, le développement est le résultat de deux phénomenes biologiques :

e l'organogenese : création de nouveaux organes par la plante;

e la différenciation : changement de classe physiologique du méristeme apical d’'un

axe (voir la section [2.1.4)).

Imatiere végétale composant la plante

21
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Les trois premieres sections sont dédiées a l'organogenese (sections et
. Plus précisément, nous donnons quelques principes de modélisation permettant
de la simplifier et de I'étudier mathématiquement. La section [2.1.4] explique plus en
détails la différenciation. Ensuite, le concept de structure est défini plus formellement,
cf section La section [2.1.6] introduit des variables liées a la composition de la
plante. Celles-ci vont jouer un role important pour la suite de la these. La derniere
section s’intéresse a la représentation des regles de production du développement sous
forme d’automates.

2.1.1 Méristeme et bourgeon

L’acteur principal de l'organogenese est le méristeme primaire. Il s’agit d’un tissu
végétal constitué de cellules indifférenciées. Ces cellules vont se diviser au cours de la
mitose et se différencier par la suite pour former de nouveaux organes (feuilles, fleurs,
fruits, ...). Ce sont donc les méristémes primaires qui construisent la structure de la
plante. On distingue principalement deux types de méristemes primaires suivant leur
position sur la plante :

— Méristeme apical (également appelé apex) : ce méristéme est situé au bout d'un
axe (une tige, une branche ou une racine par exemple). Il est alors responsable de
I’expansion en longueur de cet axe.

— Méristeme axillaire : celui-ci est situé a 'aisselle des feuilles. Dans ce cas, il peut
étre a l'origine d’un nouvel axe (= axe latéral).

La figure positionne les méristemes primaires a I’échelle de la plante.

'\

Meéristeme apical

Méristeme axillaire »

/M(‘ristbmvs apicaux des racines

F1G. 2.1 — Localisation des méristemes primaires d’une plante.

Suivant le mode de fonctionnement du méristeme, la croissance de la plante peut
étre continue ou rythmique. Il y a croissance continue lorsque le méristeme fonctionne
en permanence. La plante crée donc de nouveaux organes en continue. C’est le cas de
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nombreuses herbacées et de certains arbres tropicaux (le genre Cecropia par exemple,
Letort et al. (2009)). Pour d’autres plantes, le méristeme marque des pauses dans son
fonctionnement. Ces pauses sont généralement synchronisées avec des fluctuations en-
vironnementales mais restent parfois observées également si la plante est placée en en-
vironnement constant (Barthélémy and Caraglio| (2007)). Dans ce cas, la croissance de
la plante est dite rythmique. Par exemple, la plupart des arbres en zone tempérée sont
a croissance rythmique. A I'approche de I'hiver, le méristeme cesse de se développer et
reprend son activité au printemps. Ainsi, le cycle de développement dure un an (voir la
figure [2.4).

En ce qui concerne les plantes a croissance rythmique, les méristemes primaires
se situent a l'intérieur des bourgeons. Pendant la période hivernale, des organes (les
primordia) se forment dans les bourgeons. Au printemps, ces derniers éclosent et les
organes apparaissent. Il est également possible que des organes non préformés dans le
bourgeon apparaissent par la suite de maniere continue au cours de 'année. On parle
alors de néoformation. On observe également, comme chez le hétre (Nicolini (1997)), que
la croissance de la pousse annuelle peut étre marquée d’'une ou plusieurs interruptions
pendant lesquelles peuvent se former des bourgeons fugaces. On parle alors de mono-
ou polycyclisme. Dans cette these, nous considérons seulement 1’échelle de la pousse
annuelle.

Par la suite, afin de simplifier le processus d’organogenese, nous ne ferons pas de
distinction entre le bourgeon et le méristeme qu’il contient. Les organes responsables
de l'organogenese seront alors désignés de fagon générale par le terme bourgeon. Le
vocabulaire utilisé pour les méristemes leur sera également appliqué (bourgeon apical,
bourgeon axillaire, ...). Les bourgeons n’existent en réalité que chez les arbres. Chez les
plantes vertes par exemple, le méristeme n’est pas contenu dans un bourgeon. Du point
de vue modélisation, nous supposerons cependant que ceux-ci sont contenus dans des
bourgeons « fictifs » (voir Mathieu| (2006]) ). L’ensemble sera alors également désigné par
le terme bourgeon.

2.1.2 Discrétisation spatiale de la structure d’une plante

Phytomere

La plante peut étre considérée comme un assemblage de structures élémentaires
appelées phytomeres (voir [White| (1979) et Barthélémy et al.| (1997)) ou encore la figure
pour un exemple). La facon dont les phytomeres sont reliés les uns aux autres
constitue la topologie de la plante. Un phytomere est un ensemble d’organes composé
essentiellement :

— d’un entrenceud (partie de la tige située entre deux noeuds successifs, c’est-a-dire
deux points d’insertion de feuilles successifs) ;

— d’une ou plusieurs feuilles constituées d'un limbe (surface de la feuille captant la
lumiere) et d’un pétiole (tige raccordant le limbe a 'entrenceud) ;

et potentiellement :
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— d’un bourgeon apical (aussi appelé bourgeon terminal) ;
— de bourgeons axillaires (également appelés bourgeons latéraux) ;
— de fleurs;;
— de fruits.
D’autres organes peuvent étre rattachés au phytomere. Par exemple, les racines sont

considérées comme un organe attaché au phytomere situé a la base de la plante. La
figure 2.2] donne un schéma d’un phytomere.

Bourgeon axillaire

Bourgeon apical
Limbe

Pétiole

Neeud

Elltl’Pll(P],l(l
©

F1G. 2.2 — Description d’'un phytomere. Le phytomere de droite provient d'un Cecropia,
Letort et al. (2009) (le dessin est de Patrick Heuret).

Classes physiologiques

Le méristeme apical d’'un axe peut produire des phytomeres ayant des caractéris-
tiques morphologiques (c’est-a-dire liées a son apparence externe) ou fonctionnelles dif-
férentes en fonction de ce que 1'on appelle son stade de différenciation ou age physio-
logique (voir Barthélémy and Caraglio (2007))). Il est alors possible de regrouper les
phytomeres émis par les méristemes de méme age physiologique en classes, que nous
appellerons classes physiologiques (ou CP en abrégé). Chaque classe physiologique est
alors caractérisée par 1’age physiologique qui lui correspond. Pour la suite de la these,
nous désignerons par classe physiologique d’age k ’ensemble des organes associés a ’age
physiologique k.

La classe physiologique 1 est attribuée a l'axe situé a la base de la plante (le tronc
pour un arbre par exemple). Le stade final de différenciation se dénote par C'P,, €
IN* et est attribué en général a des axes courts, fins et ne portant pas de branche.
Pour la plupart des plantes, un nombre maximal de 5 ou 6 CPs est suffisant pour
classer tous les axes (voir par exemple les catégories d’axes définies pour le cedre Cedrus
Atlantica, Sabatier and Barthélémy (1999))). Sauf quelques exceptions rares qui ne seront
pas étudiées dans la these, un axe de classe physiologique 7 ne peut porter que des axes
latéraux de classe physiologique j supérieure (c’est-a-dire ¢ < 7, voir par exemple la
figure . Lorsque i = j, on parle de réitération.

N.B. 2.2 La graine sera considérée comme un bourgeon de classe physiologique 1.
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N.B. 2.3 Attention a ne pas confondre classe physiologique et ordre de ramification.
L’ordre de ramification se définit comme suit : I'ordre 1 est attribué a I’axe principal
(le tronc par exemple) ; lorsqu’un axe latéral est porté par un axe d’ordre k, celui-ci est
d’ordre k + 1. Il existe certaines plantes chez lesquelles ordre de ramification et classes

physiologiques coincident (le pin par exemple, |Guo et al. (2007), ou encore la figure
et d’autres non (le hétre, [Letort et al. (2008b), et la figure .

7
g
2

I
o

o T

Fi1G. 2.3 — Illustration des différentes classes physiologiques d’une plante. La classe 1 est
en bleu, la 2 en vert et la 3 en rouge. Dans cet exemple, classes physiologiques et ordres
de ramification ne coincident pas.

2.1.3 Discrétisation temporelle de I’organogeneéese
Cycle de développement

Dans la plupart des modeles de croissance de plante, le processus d’organogenese
est discrétisé en temps (voir par exemple les modeles LIGNUM [Perttunen et al.| (1996)),
GreenLab | [Yan et al.| (2004), et ADEL, Fournier and Andrieu (1998))). La croissance
de la plante peut alors s’écrire sous la forme d’un systeme dynamique discret. Par la
suite, nous appellerons cycle de développement le pas de temps associé. Dans cette
these, nous le définissons de différentes fagons suivant le type de croissance considéré.
Dans le cas d’une plante a croissance rythmique, le cycle de développement est défini
comme le temps séparant 'apparition de deux pousses successives (par exemple, le cycle
de développement est d'un an pour les arbres en zone tempérée). Si la croissance est
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I' . phytomére CD : Cycle de Développement
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& | Phytomeéres créés
- pendant un CD
| T | I;_ 1 l l-: \J

4« r 4 Temps , - . Temps
CD1 CD3 CD1 CDh2  CD3

Croissance continue Croissance rythmique

F1G. 2.4 — Croissance rythmique/continue et cycle de développement. Dans I'exemple
ci-dessus, un bourgeon produit trois phytomeres par cycle de développement dans le cas
rythmique.

continue, le cycle de développement est simplement défini comme le temps nécessaire au
méristeme apical de 'axe principal pour former un nouveau phytomere (voir la figure
. Dans ce cas, le cycle de développement est plus court et peut varier de quelques
jours a quelques semaines. Par convention, le cycle de développement zéro marque le
début de la croissance (la plante est alors a I’état de graine).

La discrétisation temporelle de 'organogenese permet ainsi de simplifier considé-
rablement sa modélisation. Que la croissance soit continue ou rythmique, le cycle de
développement sera décrit de la fagon suivante : au début du cycle, les bourgeons de
la plante éclosent pour donner naissance a de nouveaux phytomeres. Ces phytomeres
possedent des bourgeons apicaux et potentiellement des bourgeons axillaires. Ces bour-
geons pourront alors éclore au début du cycle de développement suivant et engendrer
de nouveaux phytomeres.

Par la suite, nous appellerons unité de croissance I’ensemble des phytomeres produit
par un bourgeon durant un cycle de développement.

Notion d’age

L’age d'un axe ou d'un organe est donné par le nombre de cycles de développement
écoulés depuis sa création. Par convention, 1’age zéro est attribué aux axes ou organes qui
viennent d’étre créés (les bourgeons entre autres; dans ce cas, la graine sera considérée
comme un bourgeon de classe physiologique 1 et d’age 0). Plus généralement, I’age d'une
plante correspond au nombre de cycles de croissance écoulés depuis la germination de
la graine.
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2.1.4 Différenciation

En général, un bourgeon apical est de la méme classe que le phytomere qui le porte.
Cependant, il est possible que ce bourgeon change de classe (il se différencie) sous 'effet
du vieillissement. Ce phénomene est connu sous le nom de différenciation (ou encore
de mutation). Un bourgeon apical de CP i ne peut se différencier que vers une classe j
supérieure (j > 7). Le stade ultime de la différenciation correspond en général a la mort
du bourgeon ou a sa transformation en fleur.

:CP1
: CP 2
: CP 3

: bourgeon de CP 3

: l)('}lll'g(".(')ll mort

Fiac. 2.5 — Exemple de différenciation. Sur I'axe principal, le bourgeon apical passe de
la classe physiologique 1 a 2 apres 3 phytomeres, de la classe 2 a 3 apres 2 autres et de
la classe 3 a un bourgeon mort apres un dernier.

2.1.5 Structures

Une structure de classe physiologique 7 et d’age k est la structure formée par l'en-
semble des phytomeres issus d'un bourgeon de CP i apres k cycles de développement.
Autrement dit, celle-ci peut étre vue comme une « sous-plante » d’age k dont la graine
serait un bourgeon de CP 7. En particulier, une structure de classe physiologique 7 et
d’age 0 est un bourgeon de CP i. Une plante d’age k est une structure de CP 1 et d’age
k. La figure montre quelques exemples de structures.

Le concept de structure simplifie considérablement 1’étude théorique et la simulation
de la croissance. En effet, il est possible de décomposer la structure d’une plante en un
ensemble de structures plus jeunes. De facon générale, une structure de CP 7 et d’age
k peut se décomposer en une unité de croissance contenant des phytomeres de CP i et
un ensemble de structures de CP 5 > i et d’age k — 1. Cette description récursive de la
topologie débouche sur de nombreuses applications. Entre autre, elle est la clé de votite
de nombreuses démonstrations concernant 1’étude de la structure d’une plante et de son
évolution. Elle permet aussi un gain au niveau du temps de calcul pour la simulation
de la croissance d'une plante, la complexité des algorithmes passant d’exponentielle a
polynomiale (voir la méthode des sous-structures, Cournede et al.| (2006)).
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Structure de CP 2 et d’age 0 Bl  Crl
B CP2

Structure de CP 1 et d’age 2

Structure de CP 2 et d’age 3

i

Structure de CP 1 et d’age 4

Fi1G. 2.6 — Exemples de structures. La plante ci-dessus est une structure de CP 1 et
d’age 5.

2.1.6 Variables topologiques

Les variables topologiques sont liées a la composition de la plante a un cycle de
développement donné. Afin de les introduire, nous associons a chaque sorte d’organe
un symbole. Ainsi, les lettres b, e, [, p, f., fi et r sont associées respectivement aux
bourgeons, entrenceuds, limbes, petioles, fruits, fleurs et racines. Parfois, il n’est pas
nécessaire de distinguer les parties pétiole et limbe des feuilles. Dans ce cas, les symboles
[ et p sont remplacés par un unique symbole f qui désigne la feuille toute entiere. Si
un organe est également caractérisé par une classe physiologique, celle-ci vient alors
compléter le symbole le décrivant. Par exemple, un entrenceud de CP i sera représenté
par le symbole e;. Par la suite, nous noterons B I’ensemble des symboles décrivant les
bourgeons d'une plante donnée :

B = {bi}ie{l,‘..,CPm}

et O lensemble des symboles permettant de décrire les autres organes (O ne contient
pas nécessairement tous les autres symboles possibles mais seulement ceux associés aux
organes pouvant potentiellement faire partie de la plante. Par exemple, si une plante ne
donne pas de fruit, le symbole f, ne sera pas présent dans O).

N.B. 2.4 B représente en fait I’ensemble des organes permettant l'extension de la
structure de la plante et qui sont amenés a évoluer au fil des cycles de développement
tandis que O représente, lui, les organes constituant son architecture et qui ne changent
pas.

Pour tout k € N et a € BUQO, soit N la variable donnant le nombre total d’organes
a au début du cycle de développement k (c’est-a-dire avant I’étape d’organogenese du
méme cycle). Ainsi, si a = b € B, N? donne le nombre de bourgeons b vivants au début
du cycle k et qui seront en activité lors de I'organogenese du méme cycle (il s’agit des
bourgeons susceptibles de produire de nouveaux phytomeres au cycle k).
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N.B. 2.5 Pour tout organe o € O, nous supposons par convention que la variable N}
comptabilise tous les organes de type o créés depuis le cycle de développement 0, y
compris ceux qui sont morts.

N.B. 2.6 Les organes o € O créés au cours de l'organogenese du cycle de dévelop-
pement k& sont comptabilisés dans N7, ; et non dans Ny. Le nombre d’organes o € O
créés lors de l'organogenese du cycle de développement k& vaut Ny, , — N¢. Ces organes
sont issus de bourgeons qui sont actifs lors de 'organogenese du méme cycle (bourgeons
comptabilisés dans la variable N?).

N.B. 2.7 Etant donné que la graine est considérée comme un bourgeon de CP 1 et
d’age 0 au cycle de développement 0, on a NZ = &, (b) avec &, le symbole de Kronecker
centré en by. Les organes o € O issus de la germination de la graine sont comptabilisés
dans N7.

Pour k € NN, soit N, le vecteur de IN¢@rd(B)+eard(O) donnant la composition de la
plante au début du cycle & (avant I’étape d’organogenese) :

Nk: = (N/?)aeBua k > 0> (2-1)

Le processus (NN,),~, joue un role important dans l'organogenese et sera étudié dans
le chapitre . Enfin, pour (ni,ne) € IN? avec ny < mng, soit Ny, _,, le vecteur de
IN(r2—mi+1)card(No) donnant I’évolution de la composition de la plante du cycle ny au
cycle ng :

anﬂn2 = (Nn1>Nn1+17"'>Nn2> (22)

Ny_., représente 1’évolution de la structure de la plante d’age n depuis sa création et
intervient dans les processus écophysiologiques de la croissance (voir la section sur
le fonctionnement).

2.1.7 Représentation par des automates

Au début de chaque cycle de développement, les bourgeons actifs de la plante peuvent
éclore pour donner de nouveaux phytomeres. Nous appellerons regles de production I'en-
semble des évolutions possibles associées a chaque type de bourgeon. Si le développement
est déterministe, alors un bourgeon d’un type donné n’a qu’une seule évolution possible.
En revanche, si il est stochastique, ce méme bourgeon peut avoir plusieurs évolutions
possibles. Dans ce cas, une probabilité d’occurrence est associée a chacune de ces évolu-
tions. Le développement stochastique de la plante sera présenté et étudié dans le chapitre
31

Les regles de production définissent un ensemble d’axiomes permettant de construire
la structure topologique de la plante cycle de développement apres cycle de développe-
ment. Dans toute la these, nous faisons 'hypothese que les bourgeons se comportent
indépendamment les uns des autres. Concernant l'organogenese, il existe plusieurs ma-
nieres de représenter ces regles. La représention la plus classique (et la plus visuelle)
est celle sous forme d’automates a états finis (Prusinkiewicz and Lindenmayer| (1990)),
Zhao et al.| (2003)). Ces automates donnent le devenir de chaque bourgeon de la plante
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/ . . v oy e ATAT N e)
Automate organogenése CD : Cycle de Développement

Bl :Cr1
° = o == B e
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CD3 CD4

o
CDo CD1 CD2
Fic. 2.7 — Exemple de regles de production déterministes. Notons que, contrairement
a ce qui est indiqué par les automates, les axes latéraux alternent quant a leur position
par rapport a ’axe principal. Cette représentation est plus naturelle et ne change rien
quant a la suite de la these.

apres une étape d’organogenese. Supposons que nous disposons d’une plante d’age n.
La plante d’age n + 1 s’obtient alors en remplacant chaque bourgeon de la plante d’age
n par 'une de ses évolutions données par les regles de production des automates. La
figure donne des exemples d’automates déterministes.

N.B. 2.8 Le terme automate désigne ici un ensemble de regles permettant de construire
automatiquement la structure de la plante. Il ne correspond pas exactement a la défi-
nition standard d’un automate utilisée en informatique théorique (voir
Sedgewick! (2009)).

N.B. 2.9 Afin d’alléger I'écriture des regles de production, seuls seront représentés
les automates des organes pouvant évoluer d'un cycle de développement a ’autre. Par
convention, les organes dont les automates d’évolution ne sont pas représentés sont
considérés inchangés (du point de vue de leur nature botanique) au cours de la croissance
de la plante (les entrenceuds par exemple).

Il est également possible de représenter les regles de différenciation (appelée aussi
mutation, voir la section des bourgeons apicaux sous forme d’automate. Le chiffre
au-dessus de chaque fleche indique le nombre de cycles apres lequel a lieu le change-
ment de classe physiologique. A chaque cycle de développement, les bourgeons de la
plante évoluent donc non seulement selon les regles données par les automates de 1’or-
ganogenese mais aussi selon celles données par les automates associés au phénomene de
différenciation. Il est donc nécessaire d’instaurer une priorité entre ces deux processus.
Par convention, la priorité est donnée a 1'organogenese. En conséquence, a un cycle de
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Automate organogenése Automate différenciation

=T =0 0ta0a.

CD : Cycle de Développement |,
® : bourgeon mort
Bl Cr!
- : CP 2 ,
o —»T — | — —
CD3 CD4

CDO CD1 CD2

Fic. 2.8 — Exemple de regles de production couplées avec de la différenciation. La
priorité est accordée aux regles de 'organogenese.

développement donné, les bourgeons vont d’abord évoluer suivant les regles de produc-
tion de I'organogenese et ensuite suivre les regles de différenciation (voir la figure
pour un exemple).

Il existe d’autre fagons de représenter les regles de production. La représentation
sous forme de grammaire formelle est tres présente dans le milieu botanique (voir
(1984)), |Viennot et al.|(1989), Francon| (1990) ou Kurth! (1996)). La structure de la plante
est donnée par une succession de lettres appelée mot. La grammaire formelle donne alors
un ensemble de regles (établies a partir des regles de production) permettant de faire
évoluer le mot (et donc la structure de la plante). Une grammaire formelle fréquemment
utilisée est le L-systeme, |[Prusinkiewicz and Lindenmayer| (1990) (voir le chapitre |5/ pour
une description compléte).

2.2 Fonctionnement

Le fonctionnement de la plante est le résultat d’un certain nombre de processus
écophysiologiques. L’écophysiologie est le domaine de la biologie qui étudie le compor-
tement des organismes en interaction avec leur environnement. En ce qui concerne les
plantes, un phénomene écophysiologique de premiere importance est la photosynthese.
Durant la photosynthese, ’eau et les sels minéraux du sol ainsi que le dioxide de carbone
présent dans l'air sont transformés en assimilats (sucres) grace a 1'énergie fournie par
la lumiere. Au niveau des feuilles, la seve brute se transforme en seve élaborée. Celle-ci
contient les assimilats créés qui vont alors étre distribués a I’ensemble des organes en
expansion (= allocation). Ces assimilats seront désignés par la suite sous le terme de
biomasse. Le fonctionnement de la plante représente ainsi ’ensemble des processus de
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création de biomasse par photosynthese et son allocation aux organes en expansion.

L’objectif de cette section est de présenter le modele retenu pour le fonctionnement
du métamodele M. Les phénomenes impliqués sont en réalité tres complexes mais nous
allons adopter ici un point de vue macroscopique qui nous permet de présenter un
cadre tres générique pour leur modélisation. Les hypotheses de validité du modele de
fonctionnement sont les suivantes :

— le fonctionnement est discrétisé en temps et le pas de temps associé est celui du
développement (i.e. le cycle de développement) ;

— la production de biomasse dépend de la surface foliaire, que ce soit a 1’échelle de
la plante ou a l’échelle individuelle ;

— D’allocation se fait a ’échelle de 'organe ;

— la production de biomasse et son allocation ne dépendent pas de la topologie de
la plante.

Le modele de croissance TOMSIM dédié a la tomate (voir Heuvelink (1996]) et Heu-
velink (1999)) peut s’inscrire dans un tel cadre. Le modele GreenLab également, voir la
section 2.3

La section présente le modele associé a la production de biomasse et la section
2.2.2] celui associé a son allocation. Ensuite, nous expliquons comment ces phénomenes
s’integrent dans le cycle de développement (cf section . La plupart des fonctions
présentées par la suite dépendent d’un vecteur de parametres © . caractérisant le
fonctionnement d’une plante donnée. O,y est inconnu a prior: et doit étre estimé a
partir de données expérimentales (voir le chapitre [7]).

2.2.1 Photosynthese

Nous présentons le modele associé a la production de biomasse par photosynthese.
Nous rappelons que, afin de simplifier le métamodele M et I’étude qui en sera faite par la
suite, le processus de photosynthese est discrétisé en temps et que le pas de temps choisi
est le cycle de développement (le méme pas de temps que celui de 'organogenese). Pour
n € IN*, soit @), la quantité totale de biomasse créée au cours du cycle de développement
n. @, est donnée par 1’équation de production suivante (aussi appelée équation de
photosynthese) :

Qn = (I)n(SsCtv No—n, En, @fonc)v n>1 (23)

avec @,, une fonction borélienne. S est un vecteur dont les composantes donnent les
surfaces de toutes les feuilles de la plante au cours du cycle n. Le vecteur E, traduit
I'impact de I'environnement sur la quantité de biomasse créée. Suivant les modeles de
croissance de plante considérés, F, incorpore les effets liés a la température de I'air,
I’ensoleillement et 'apport en eau. F, est donc le résultat d’'un ensemble de données
expérimentales associées a ’environnement de la plante. Notons également que @Q,, dé-
pend du vecteur topologique Ny_,,. Cela est du au fait que la quantité de biomasse créée
dépend du nombre de feuilles dans la plante ainsi que de leur surface individuelle. Ces
différentes données sont liées a I'historique d’évolution de la plante et donc a Ny_,,.
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N.B. 2.10 Au cycle de développement 0, la plante est a I’état de graine. La quan-
tité de biomasse )y disponible au cours du méme cycle n’est alors pas produite par
photosynthese mais est contenue dans la graine.

2.2.2 Allocation de la biomasse

La biomasse créée @), est ensuite distribuée a I’ensemble des organes en expansion
au cycle de développement n. Pour tout o € O, soit Ty, le temps d’expansion associé¢ a
un organe de type o. Celui-ci correspond au nombre de cycles de développement durant
lequels un organe o consomme de la biomasse. Ainsi, un organe o créé au cycle n (et
comptabilisé dans N, ) recoit durant son expansion de la biomasse en provenance de
@n pour la premiere fois et de Qy11o, —1 pour la derniere fois.

La quantité de biomasse recue par un organe dépend de son type o € O, de son age
k et du cycle de développement n en cours. Elle dépend aussi de Ny, 1 car I’allocation
dépend du nombre total d’organes en expansion durant le cycle de développement actuel
(la biomasse doit étre partagée entre les différents organes en expansion). Pour tout
o€ Oetle{0,...,T7,— 1}, soit AlSY(Qny No—nt1, Ofone) la quantité de biomasse
allouée a un organe o d’age [ au cycle de développement n, c¢’est-a-dire a partir de @Q,,.
Pour k € {1,...,n}, la masse M, d'un organe o d’age k au cycle de développement n

est la somme des quantités de biomasse regues depuis sa création :

min(k,T¢,,)—1
Zk = Z Al;?l,kJrl(Qn—k-l-l) NO—»n—k+1+la G)fonc)a 1 S n et 1 S k S n. (24)
=0

N.B. 2.11 L’équation précédente n’est pas définie pour les organes d’age 0. Nous adop-
tons la convention qu'un organe d’age 0 possede une masse nulle (aucune biomasse ne
lui a encore été allouée). Ce n’est seulement qu’a la fin de son premier cycle de dé-
veloppement que celui-ci regoit de la biomasse pour la premiere fois (voir la section
2.2.3)).

2.2.3 Intégration dans le cycle de développement
Déroulement d’un cycle de développement

A chaque cycle de développement, trois phénomenes biophysiques se produisent :
I'organogenese, la photosynthese et 'allocation. L’objectif de ce paragraphe est de pré-
senter le déroulement du cycle de développement de facon générale et de préciser entre
autre comment ces phénomenes sont liés les uns aux autres.

N.B. 2.12 Du point de vue modélisation, nous supposons que la différenciation des
bourgeons apicaux (si elle a lieu) s’effectue au niveau de 'étape d’organogenese, juste
apres la création des nouveaux organes. Ce choix est cohérent avec les priorités établies
pour les régles de production (voir la section [2.1.7)).

Chaque cycle de développement n > 1 débute par la photosynthese. La plante syn-
thétise alors une quantité @,, de biomasse. Puis, le cycle se poursuit avec 1’étape d’orga-
nogenese. Les bourgeons créent de nouveaux phytomeres suivant un ensemble de regles
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Germination de la graine

Allocation de la biomasse Qg
Cyele 0 contenue dans la graine

& ________________________________

Cycle n > 1 Création de @, par photosynthése (——

J

Organogenése

J

Allocation de Q,, —————

F1G. 2.9 — Principales étapes de la croissance.

de production. Les organes ainsi créés possedent un age 0. La biomasse (), est ensuite
répartie entre les différents organes en expansion (incluant les organes d’age 0). Au
début du cycle n 4 1, tous les organes voient leur age augmenter de un.

Le cycle 0 est légerement différent puisque la biomasse n’est pas créée par photosyn-
these mais provient des réserves contenues dans la graine. Durant ce cycle, 'organoge-
nese est le résultat de la germination de la graine. Le déroulement de la croissance de
la plante est résumée dans la figure 2.9

Prenons, par exemple, la plante dont 1’évolution est donnée par la figure 2.7 Suppo-
sons que T¢,, = 2, pour tout o € O. Au début du cycle de développement 1, la plante
est constituée d’un entrenceud et d’un bourgeon apical de CP 1, d'un bourgeon axillaire
de CP 2 et d’'une feuille. Tous ces organes sont agés d'un cycle. Toujours au début de
ce méme cycle, elle produit une quantité (); de biomasse par photosynthese. Ensuite, le
bourgeon de CP 1 va créer un phytomere de CP 1 et le bourgeon de CP 2 un phytomere
de CP 2 (ces organes ont un age de 0 cycle). Ces deux phytomeres possedent alors une
masse nulle et ne sont pas encore visibles sur la plante. Enfin, la biomasse () est distri-
buée a I'ensemble des organes en expansion (dans ce cas, les organes d’age 0 et 1). Au
début du cycle 2, les phytomeres créés au cycle 1 apparaissent physiquement (puisqu’ils

ont une masse) et leur age passe de 0 a 1 cycle.

Equation récurrente de photosynthese

A partir des équations écrites dans la section [2.2.2] il est possible d’écrire I’équation
de production de fagon récurrente. En effet, nous allons montrer que, a un cycle
n donné, la quantité de biomasse (),, créée est une fonction de ), avec k < n — 1. La
photosynthese au cycle n dépend en fait des surfaces des feuilles actives durant ce méme
cycle. On qualifie d’active toute feuille susceptible d’intercepter la lumiere du soleil
durant la photosynthese. Chez certaines plantes comme la betterave, il est possible que
les feuilles soient actives pendant plusieurs cycles de développement avant de mourir.
Dans le métamodele M, la sénescence des feuilles est prise en compte en introduisant
un temps d’activité. Soit alors T, € IN* le nombre de cycles de développement durant
lesquels une feuille est active (pour les arbres en zone tempérée, T, = 1 : les feuilles



2.3. Exemple du modele GreenLab 35

apparaissent au printemps et tombent en automne). Pour n € N* et k € {1,..., Ty},
soit .S, la surface d'une feuille active d’age k au cycle de développement n. La biomasse
(), créée est alors une fonction de :

- Sn,la- <oy Sﬂ,Tact sin Z Tact;

- Sn,17~ . Sn,n sin < Ty
De facon générale, on a donc plus précisément :

Qn = (I)n(sn,la cee 7Sn,min(n,Tact)a N0—>n> Ena 6fonc)a n > 1. (25)

N.B. 2.13 Une feuille ne peut étre active que si elle a une surface et donc une masse.
Ainsi, si une feuille est créée au cycle de développement n, elle ne sera pas active durant
ce méme cycle puisque sa masse est nulle. Par contre, elle le sera au cycle n + 1 et ceci
jusqu’au cycle n + Thuae-

La surface d’une feuille est reliée a la masse de son limbe grace a une fonction de
densité d,, ; qui peut dépendre de I'age k de la feuille et du cycle de développement n
en cours :

S = dn (M} 1) 1<n e 1<k<n (2.6)

avec | € O le symbole désignant le limbe d’une feuille. La biomasse créée (), est donc
une fonction de Mfm avec k € {1,...,min(n, T,)}. Or, d’apres 'équation 1} Mflk

est une fonction de Qpn_gim avec m € {0,. .., min(k, T/,,) — 1}. Dans ce cas, 'équation
de production peut se réécrire comme une fonction, que nous noterons encore ®@,,, des
biomasses créées aux cycles k € {n — min(n, Tyet),...,n — 1} :

Qn = ®n(Q(n_Tact)+7 ey Qn—la NO—>n7 En, G)fonc)a n 2 ]_ (27)

avec (n — Toe)™t = max(n — Ty, 0) = n — min(n, T,e). Cette équation joue un role
capital pour I'estimation du jeu de parametres O oy, car elle permet d’écrire le systeme
dynamique sous la forme d’un modele de Markov caché (voir le chapitre [7)).

N.B. 2.14 Les masses Mflk avec k € {1,...,min(n, Tye)} dépendent aussi de No—,—g1m
avec m € {1,... ,min(k:,Telxp)}. Or, d’apres I’équation 1) toute l'information conte-
nue dans Ny_,,, 'est aussi dans Ng_,,» si m < m/. Ainsi, nous retrouvons que @, ne

dépend que de Ny_,,.

2.3 Exemple du modele GreenLab

Nous présentons dans cette section les principales caractéristiques du modele de
croissance de plante GreenLab. Une description complete du modele est donnée dans
Mathieu| (2006) et Letort| (2008) (en particulier, les calculs menant aux équations pré-
sentées dans ce qui suit). GreenLab appartient a la classe des modeles de croissance de
plantes définie par le métamodele M. 1l sera choisi comme exemple d’application par la
suite.

Le modele GreenLab est un modele générique de croissance de plante (c’est-a-dire
qu’il n’est pas dédié a une espece de plante en particulier). Il peut en effet aussi bien
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étre utilisé pour des petites plantes comme 1’ Arabidopsis (une vingtaine de centimetres,
voir |Christophe et al| (2008))) que pour des grands arbres comme le hétre (une dizaine
de métres, voir |Letort et al.| (2008a))). Dans cette these, nous nous intéressons a la
croissance de la plante isolée : l'interaction entre la croissance de la plante et celle
de ces voisines n’est pas prise en compte. Le passage au peuplement a été déja traité
en partie (voir (Cournede et al.| (2008) pour les questions de compétition ou encore
Le Chevalier (2010) pour les paysages fonctionnels) et fait encore I'objet de recherches.
Les modeles de peuplement integrent en outre la compétition concernant le partage des
ressources naturelles (lumiere, eau, ...). Cela ne sera pas pris en compte ici. De méme,
les équations présentées par la suite sont valables pour un modele GreenLab dans lequel
la croissance secondaire ne dépend pas de la topologie. Nous ne considérons donc pas le
cas ou l'allocation a la croissance secondaire se fait selon le principe du « pipe model »,
dans lequel la croissance en épaisseur d’un entrenceud dépend de la surface des feuilles
actives situées au dessus de lui dans la topologie de la plante (voir Shinozaki et al.| (1964)
et |Letort| (2008))).

2.3.1 Description des processus biophysiques

Nous reprenons chacun des processus biophysiques du fonctionnement détaillés pré-
cédemment et les décrivons dans le cadre du modele GreenLab. Le modele de dévelop-
pement n’est pas expliqué car il est pratiquement identique au modele de la section
a quelques mots de vocabulaire pres.

Photosynthese

L’'un des objectifs de GreenlLab est de proposer un modele de croissance prenant
en compte les éléments écophysiologiques essentiels tout en conservant une formulation
mathématique simple. Dans cette optique, le processus de photosynthese se résume
a une seule équation intégrant les effets cumulés sur un cycle de développement de
plusieurs phénomenes biophysiques tels que le transport de I’eau ou encore I'impact des
conditions environnementales (température, ensoleillement, . . .). En outre, dans un souci
de simplicité, le modele GreenLab n’integre pas dans ses équations la position spatiale
des organes et notamment celle des feuilles pour la photosynthese. Ainsi, I'interception
lumineuse n’est pas calculée de facon exacte mais est modélisée par une loi de type
Beer-Lambert (voir [Marcelis et al.| (1998)). La surface foliaire interceptant la lumiere
(= SIL) est alors donnée par :

tot
SIL =15, (1 —exp (— kbg” )) n>1. (2.8)
D

avec S la somme des surfaces des feuilles participant activement a la photosynthese :

min(n,Taet)

Sit= " (Nl k=N ) Sex n>1 (2.9)

k=1

avec | € O le symbole désignant le limbe d’une feuille. &, est le coefficient d’extinction
de la loi de Beer-Lambert. Celui-ci est lié, botaniquement parlant, a l'inclinaison des
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feuilles et a la direction moyenne du rayonnement lumineux. S, est une surface foliaire
caractéristique. Elle est spécifique a un modele de plante donné. Elle peut parfois s’inter-
préter comme la projection du couvert végétal sur le sol suivant la direction moyenne du
rayonnement lumineux. Bien que les hypotheses validant 1'utilisation de la loi de Beer-
Lambert soient rarement vérifiées dans la réalité (feuilles infiniment petites et réparties
aléatoirement de fagon uniforme sur la plante), ’approximation faite par 1’équation ({2.8|)
sur la surface foliaire interceptant la lumiere reste bonne en pratique.

La quantité @),, de biomasse créée au cours du cycle de développement n est propor-
tionnelle a la STL. L’équation de production (2.3)) est donnée de fagon générale par :

Ky Skt
Qn=E,uS, |1 —exp| — 5 n>1. (2.10)
P

i est un parametre permettant de calibrer au mieux la production photosynthétique
pour un modele de plante donné. E,, traduit toujours l'impact de I’environnement au
cycle n. Les données expérimentales utilisées sont des moyennes observées sur un cycle
de développement. Lorsque seul I'ensoleillement est pris en compte (dans un soucis de
simplification du modele ou par manque d’autres données environnementales), I’équation
est équivalente & I’équation de production de Monteith (voir Monteith (1977)),
initialement établie dans le cadre des cultures en champs mais adaptée pour 1’étude de
la plante isolée :

tot
Q. = PAR, RUE S, (1 — exp (— k"gn )) n>1. (2.11)
p
P AR signifie Photosynthetically Active Radiation. PAR,, représente I’énergie lumineuse
totale recue par unité de surface si toute I’énergie lumineuse incidente est absorbée par
le couvert végétal dans la gamme de longueur d’onde utile pour la photosynthese. RUE
signifie Radiation Use Efficiency. Il s’agit d'un coefficient de conversion de l'intensité
lumineuse regue en biomasse produite. Ainsi, PAR,, RUE donne la quantité de biomasse
produite au cycle n par metre carré de couvert végétal. En multipliant par la STL, nous
obtenons bien @),,.

N.B. 2.15 Le vecteur de parametres endogenes © s, contient y (respectivement RUE),
ky et S, si I'équation de photosynthese utilisée est (2.10) (respectivement (2.11)).

Allocation

L’allocation se fait selon un modele sources-puits. Les organes sources sont ceux qui
participent a la production de biomasse (les feuilles dans la majotité des cas). Les organes
puits consomment la biomasse. Il s’agit donc de I'ensemble des organes en expansion.
Supposons qu’'une quantité (),, de biomasse ait été produite par photosynthese au cours
du cycle n. Chacun des organes en expansion recoit alors un certain pourcentage de @,
qui correspond a sa demande relative en biomasse (modele d’allocation proportionnelle,
Warren-Wilson| (1972)). C’est I'hypothese du pool commun. La demande d’un organe
représente sa capacité a attirer les assimilats créés lors de la photosynthese. Elle est
mesurée par une fonction puits. Plus le puits d'un organe est élevé par rapport aux
autres, plus celui-ci regoit de biomasse. Nous supposons que le puits ne dépend que du
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type o € O de 'organe ainsi que de son age. En outre, il ne dépend pas de sa position
sur la plante. Le puits est alors donné par la formule suivante :

k+0.5\%" k4 0.5\%" .
Po(k) _PONO( - ) (1— - ) ke{o,...,T5,— 1}  (2.12)

erp erp

a, et 3, sont des parametres permettant de controler la forme des puits (voir le Nota
Bene 2.16 ci-dessous). P, désigne la force de puits d’'un organe. N, est une constante

de normalisation choisie de sorte que { max }po(k:) = P,. P,, a, et 3, sont des
ke{0,...,To, —1

exrp

parametres inconnus a priori et font partie de © fope.

N.B. 2.16 La fonction puits p, est en fait proportionnelle a la densité d’une loi béta
de parametres a, et 3,. Ce choix se justifie par la richesse des types de courbes obtenues
en ne modifiant que les parametres a, et (3, (voir la figure . Il est ainsi possible
d’obtenir toutes sortes de fonctions puits en ne calibrant seulement que deux parametres
ce qui est bénéfique pour l'estimation des parametres du modele (voir Yin et al.| (2003)).

N.B. 2.17 Si T2, < 2, d’autres fonctions puits peuvent étre proposées afin d’éviter

exp
une surparamétrisation du modele (voir la section [7.3)).

———— a=05 et B=05

s a=5 et p=1
L . - P |
a=1 et B=4 ,/ \ /
e a=2 et B=5 / N /
a=3 et B=3 / \

a=20 et B=20 / v .

})_Jf— I ———
! ! —— T | 1 T L
o 0.1 02 03 04 05 06 o7 08 09 1

Fi1aG. 2.10 — Les différentes formes possibles de la densité de la loi beta de parametres

(o, B)

La demande relative en biomasse d'un organe est le rapport entre la demande d’un
organe et la demande totale D,, des organes en expansion au cycle de développement n
avec :

min( Cup— )

To 1
D, = Z Z ( 1k N?Z—k) Po(k) n > 0. (2.13)
k=0

0O
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La quantité de biomasse AlfL’I(Qn, No—n+1, O fone) allouée a un organe o d’age [ au cycle
de développement n est alors donnée par :
Po(l)

Al?f(@m NO—m-I—lu @fonc> - D Qn - po(l)

Q.
D,

(2.14)

En reprenant 'équation (2.4), la masse My, d'un organe o d’age k et créé au cycle n
est donnée par :

min(k,T¢,,)—1
Qn—k-l—l
= Y )P 1<noet 1<k<n 2.15
ok —0 P ( )Dn—k—i-l ( )

N.B. 2.18 En général, dans GreenLab, la fonction de densité (voir I’équation (2.6)) ne
dépend pas de ’age de la feuille ni du cycle de développement en cours. Elle est donnée
par :

Smk:MﬁL’k,/e 1<n e 1<k<n

avec e la densité surfacique des feuilles. En combinant les équations (2.10)), (2.9)), (2.13])
et (2.15)), nous obtenons I’équation récurrente de photosynthese (2.7)).

N.B. 2.19 L’hypotheése d'un pool commun a été introduite dans GreenLab afin de
simplifier le modele d’allocation. Une telle hypothese suggere que la quantité de biomasse
recue par un organe ne dépend pas de sa position sur la plante. Cependant, celle-ci n’est
pas toujours vérifiée (elle est valable par exemple pour la tomate, Heuvelink! (1995)), mais
pas pour la vigne, Pallas et al.| (2009)). Généralement, elle est valable pour les petites
plantes mais est rarement vraie chez les arbres pour lesquels la répartition de la biomasse
se fait plus localement (phénomene lié au probleme de transport des assimilats).

2.3.2 Algorithme de croissance

Soit Tyim € IN* le temps maximal de simulation (en cycle de développement). Le
modele de croissance GreenLab peut se résumer par ’algorithme suivant :

Algorithme 1 : Modele de croissance GreenLab

Initialisation : cycle 0

Etat initial de la plante :

Poser N§ = 0y, (a), a € BUO.

Poser No = (..., N§, .. )veBuo-

Poser )y : biomasse contenue dans la graine.

1 R e

&L

organogenese :
Calculer N; a partir de Ny et des regles de production.

£

Allocation :
Calcul de la demande totale au cycle O :

Do = N{p,(0).

ocO
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- Pouroe O
- calculer la masse des organes au début du cycle 1 :

0 o
A46J :ZPO(O)jaa‘

o Itération :
- Pour n=1,..., Ty, faire :
$ Photosynthese du cycle n :
- Calculer la surface foliaire active totale :

min(n,Tact) min(n,Tact) 1

M
St = Z (erzﬂ—k - erkk) Snk = Z (Nflwlfk - Né*k) —

k=1 k=1

- Calculer la biomasse produite :

tot
Qn = EnpuSy (1 —exp (— ik ))
SP

$ organogenese du cycle n :
- Calculer N, ; a partir de N,, et des regles de production.

$ Allocation du cycle n :
- Calculer la demande totale :

min(7¢,,—1,n)
Do=3 " > (Noin—Now)po(k)
o€ k=0

-PouroeOetk=1,...,n+1, faire :
- Calculer la masse au début du cycle n + 1 d'un organe o d’age k :

min(k,T¢,,)—1

o Qn —k+1
M= Y, p)F—=

P Dyy1—pt

L’initialisation correspond au cycle 0 de la croissance. La plante est alors a I'état
de graine. Le vecteur Ny ne contient donc que des composantes nulles a 1’exception de
celle correspondant a un bourgeon de CP 1 qui vaut 1. La graine germine ensuite pour
faire apparaitre les premiers organes de la plante qui seront comptabilisés dans Ny (les
bourgeons qui seront actifs au cycle de développement 1 sont entre autre créés lors de
cette étape). Les organes fraichement créés regoivent une fraction de la biomasse Qo
contenue dans la graine correspondant a leur demande relative. Au début du cycle 1,
ces organes deviennent visibles sur la plante et sont agés d’'un cycle. De facon générale,
le cycle n > 1 débute par la photosynthese. Cette étape commence par le calcul de la
surface foliaire active totale S®* qui s’exprime en fonction des masses des limbes calculées
lors du cycle précédent. La quantité de biomasse @), est ensuite déterminée par I’équation
(2.10]). Puis, le cycle continue avec la création de nouveaux organes (comptabilisés dans
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N,+1) par les bourgeons actifs de la plante (comptabilisés dans N,). Enfin, I’étape
d’allocation débute par le calcul de la demande totale de la plante. La biomasse @),
est alors distribuée a ’ensemble des organes en expansion en fonction de leur demande
relative. Le cycle se termine par le calcul des nouvelles masses des organes (masses
visibles sur la plante au début du cycle suivant). I’age de la plante (et de tous ses
organes) augmente alors de 1.

2.3.3 Les différentes versions du modele

Il existe plusieurs versions du modele GreenLab différant chacune par le type d’organo-
genese considéré et la présence ou non de rétroaction du fonctionnement de la plante
sur son développement.

La premiere version de GreenLab , nommée GL1, se caractérise par une organoge-
nese déterministe et indépendante du fonctionnement de la plante (voir de Reffye et al.
(2003)). Bien qu’étant la version la plus simple a ce jour, celle-ci trouve de nombreuses
applications (le mais, Guo et al.| (2006)), la betterave, Lemaire et al. (2008), la tomate,
Dong et al.[(2008)) ou encore le coton, Dong et al.| (2009)). La décomposition de la plante
selon un ensemble de structures identiques (voir la méthode des sous-structures, |Cour-
nede et al.| (2006])) permet un gain computationnel important (le temps de simulation
passe d’exponentiel & polynomial).

La seconde version (GL2, voir Kang et al. (2008)) introduit un modele d’organo-
genese stochastique (voir le chapitre 3| pour plus de détails) toujours indépendant du
fonctionnement. Ceci permet d’intégrer simplement dans le modele d’organogenese des
phénomenes naturels imprévisibles (bourgeon mangé par les insectes,...) ou encore des
processus de développement encore mal compris (nombre variable de phytomeres en-
gendrés par un bourgeon,...). Il est ainsi possible de simuler la variété architecturale
au sein d’'une méme espece de plante. Ce modele s’applique a des plantes comme le pin
sylvestre (variété mongolienne), Wang et al.| (2010).

Le modele GL3 revient a un modele d’organogenese déterministe mais introduit une
rétroaction du fonctionnement sur le développement (voir Mathieul (2006) and |[Mathieu
et al. (2009)). Ainsi, les régles de production associées au développement des bourgeons
dépendent d’une variable rendant compte de la compétition trophique au sein de la
plante. A un cycle de développement donné, cette variable est en fait le rapport entre la
biomasse disponible et la demande totale des organes en expansion. Si le rapport offre
sur demande est élevé, alors les bourgeons produiront de nouveaux phytomeres. En re-
vanche, dans le cas contraire, un grand nombre de bourgeons restera inactif durant le
cycle en question et ne produira rien. Un tel modele permet de prendre en compte I'im-
pact de 'environnement sur le développement architectural de la plante. Ainsi, suivant
les conditions environnementales considérées, une méme plante possedera des structures
différentes. Cette version de GreenLab permet une meilleure compréhension de la crois-
sance et gagne en popularité. Elle est appliquée entre autre sur la tomate (Kang et al.
(2010)), le poivron (Ma et al.) et le hétre (Letort et al.| (2008a))).
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Le modele GL4 integre 'organogenese stochastique de GL2 et la rétroaction de GL3.
Ainsi, les probabilités associées aux regles de production dépendent de la compétition
trophique (c’est-a-dire de l'offre de biomasse sur la demande totale). Ce modele est
encore a 1’étude et n’a pas pour le moment de forme définitive. Un premier essai a
cependant été effectué sur la vigne, |Pallas et al.| (2009) et Pallas et al.| (2010).

Un dernier modele (GL5) est en cours de développement. Celui-ci se focalise plus
sur la croissance des arbres et integre notamment le polycyclisme, la préformation et la
néoformation.



Chapitre 3

Modélisation stochastique du
développement de la plante

Le développement des bourgeons peut étre influencé par un certain nombre de fac-
teurs qui affectent leur comportement. Ces facteurs peuvent étre externes a la plante
(bourgeons mangés par des insectes, incidents météorologiques, ...) ou internes (pro-
cessus de développement dont la mécanique n’est pas entierement comprise ou trop
complexe) et sont souvent difficiles & prévoir ou mal compris. Afin d’étudier au mieux la
croissance des plantes en question, il est bien de les prendre en compte et de les intégrer
dans le modele. Il en résulte que le comportement des bourgeons n’est plus certain et
que plusieurs évolutions sont possibles lors de leur développement. Dans ce cas, une pro-
babilité d’occurrence est associée a chacune de ces évolutions. Nous pouvons mettre en
évidence deux types de processus aléatoires : ceux qui sont liés a I’'organogenese et ceux
qui sont liés a la différenciation du bourgeon apical d'un axe (cf la section . Dans ce
chapitre, nous présentons tout d’abord ces deux types de processus stochastiques (sec-
tions et . Les processus ainsi présentés définissent un modele de développement
stochastique que nous appellerons S et qui vient compléter le modele de développement
de M (cf chapitre [2)). Les sections suivantes sont consacrées a I'étude de S. Cette étude
est importante pour deux raisons. Tout d’abord, cela permet de comprendre, d’analyser
et de critiquer le modele ainsi défini en confrontant son comportement avec celui de
vraies plantes. Ensuite, son étude est une étape prérequise pour I’estimation du vecteur
de parametres © f,,. lié au fonctionnement du métamodele M (voir le chapitre . Dans
un premier temps, nous mettons en évidence les processus de branchement sous-jacents
a S (section [3.3). La section suivante introduit les fonctions génératrices permettant de
calculer des quantités d’intérét concernant la composition de la plante. Enfin, la der-
niere section présente une courte étude sur la finitude de la croissance. Les variables
(ou vecteurs) aléatoires présentées par la suite sont définies sur un espace de probabilité

(Q,F,P).
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3.1 Processus aléatoires de 1’organogenese

3.1.1 Description

Nous présentons dans cette section I’ensemble des processus aléatoires intervenant
dans 'organogenese. Etant donné le nombre important de phénomenes a prendre en
compte, ceux-ci sont résumés par quatre principaux processus stochastiques (générali-
sant ceux présentés dans de Reffye| (1979) et Kang et al.| (2008)) :

e probabilité de survie py(i), i € {1,...,CP,} : au début de l'organogenese, un
bourgeon de CP i peut mourir avec une probabilité 1—pg(7).

e probabilité d’activité p,(i), i € {1,...,CP,} : si un bourgeon de CP i ne meurt
pas, il se peut que celui-ci soit dormant (c’est-a-dire qu’il ne produit aucun nouvel
organe durant I'organogenese) avec une probabilité 1—p,(i). Dans le cas contraire,
le bourgeon est dit actif.

,,,,,

ie{l,...,CP,} : lorsqu'un bourgeon de classe CP i est actif, celui-ci produit,
pour chaque j € {1,...,CP,}, k; entrenccuds de CP i portant chacun poten-
tiellement des bourgeons axillaires de CP j et ky entrenceuds de CP ¢ ne portant
aucun bourgeon axillaire avec une probabilité p., (ko, k1, ..., kcp,, ). Le nombre to-
tal de phytomeres créés par ce méme bourgeon vaut donc ij{” k;. Etant donné
les regles botaniques énoncées dans la section , De, (ko, k1, ..., kep,,) = 08l
existe 0 < j < ¢ tel que k; > 0 puisqu'un entrenceud d'une CP donnée ne peut
porter que des axes latéraux de CP supérieure ou égale. Bien que cette distribution
soit sur NP+ pour chaque j € {0,...,CP,,}, il existe un rang que nous notons
Ent € N tel que si k; > Enthd alors pe, (ko, ..., kep,) = 0. Enthl - est une
donnée botanique propre a chaque plante.

e distribution du nombre de bourgeons axillaires portés par un entrenceud (plfj (k)) ,
keN

(i,7) € {1,...,CP,}* : lorsqu'un entrenceud de CP i portant des bourgeons axil-
laires de CP j est créé, le nombre de bourgeons latéraux est égal a k avec une
probabilité pgj(k) Nous supposons que le nombre de bourgeons créés vaut au
moins 1. Dans ce cas, pZ;(O) = 0. Les variables aléatoires donnant le nombre de
bourgeons latéraux portés par un entrenceud sont supposées indépendantes. Bien
que la distribution soit sur N, il existe un rang que nous notons Bou®/ € IN tel

max

que si k > Bouy?,, alors pj' (k) = 0. Bou,/,, est également une donnée botanique

propre a chaque plante.

Nous rappelons que les bourgeons se comportent indépendamment les uns des autres.
Chaque bourgeon vivant au début d’'un cycle de développement donné est soumis aux
quatre processus précédents selon un ordre de priorité établi. Ainsi, a chaque étape
d’organogenese, la premiere expérience aléatoire a laquelle sont soumis les bourgeons
est la question de la survie. Viennent ensuite successivement ’activité, le nombre d’en-
trenceuds créés par le bourgeon et enfin le nombre de bourgeons axillaires portés par
chaque entrenceud.
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L’ensemble des probabilités intervenant dans le modele d’organogenese stochastique
peut étre regroupé sous la forme d'un vecteur O,,, défini de la facon suivante :

Oorg = {Ps(0) i Upa(i)}i UApe. (Ko, -+ kopn) Yiko,ker, U AP, (K) ik

aveci € {1,...,CP,},j €{1,...,CP,}, k €{0,..., Enti! 1 pourtout! € {0,...,CP,}
et k € {0,...,Bout }. Dans le chapitre , nous proposons une méthode permettant

max
d’estimer ©,,, a partir de données expérimentales sur un ensemble de vraies plantes.

N.B. 3.1 En réalité, le nombre de bourgeons axillaires portés par un entrenceud et
créés a un cycle n est une donnée botanique constante (propre a la plante étudiée) qui
ne dépend que de la CP de l'entrenceud auquel ils sont rattachés. Deux entrenceuds
d’un méme type porteront donc le méme nombre de bourgeons axillaires. Cependant,
ces bourgeons ne donneront pas tous un axe latéral (ils sont alors qualifiés de potentiels).
Ce n’est que lors de 'organogenese du cycle de développement suivant (c’est-a-dire le
cycle n 4 1) que le nombre définitif d’axes latéraux sera fixé (dans ce cas, il est possible
que le nombre d’axes latéraux differe pour des entrenceuds ayant méme CP). Ce phé-
nomene naturel est modélisé par un processus aléatoire caractérisé par la probabilité de
branchement d’un bourgeon potentiel. Dans le cadre du modele d’organogenese présenté
dans cette these, ce processus ne dépend que de la CP des bourgeons potentiels (en par-
ticulier, il ne dépend pas du cycle de développement considéré). Afin de simplifier le
modele d’organogenese, nous supposerons que, pour des bourgeons potentiels créés au
cycle n, 'expérience aléatoire liée au branchement des bourgeons potentiels se déroule
également au cycle n (et non au cycle n + 1 comme il le devrait) et est caractérisée par
les distributions (pi;’_(k))kem, (i,7) € {1,...,CP,}* Cette simplification n’affecte en
rien ’étude stochastique des plantes étudiées dans la these. Cependant, elle ne serait
plus valable si nous choisissions de faire dépendre les probabilités de branchement du

cycle de développement et notamment de I’état de la plante (ce qui est le cas pour des
modeles comme GreenLab 4).

3.1.2 Modele d’organogenese de GreenLab2

Le modele GreenLab 2 (cf la section est un cas particulier du modele d’or-
ganogenese stochastique décrit dans la section précédente (voir Kang et al.| (2008)
pour une description complete du modele d’organogenese de GreenLab 2). Les pro-
babilités de survie ps(i) et d’activité p,(i) sont définies de la méme fagon. La distri-

.....

(pei’j(kj))(k')em de la facon suivante :
J

CPy,
De; (k(]a ) kCPm) - H pei,j (k])
j=1

avec pe,;(k;) la probabilité pour un bourgeon de CP i de produire k; entrenceuds de

CP ¢ pouvant potentiellement porter des bourgeons latéraux de CP j. La distribution

(p%. (kzj)) o yens €St celle d'une loi binomiale de parametres (Ent’d . p,.(i,7)) avec p,, (i, 7)
J
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la probabilité d’apparition d’un entrenceud de CP i portant potentiellement des bour-
geons latéraux de CP j. De méme, la distribution du nombre de bourgeons axillaires

de CP j portés par un entrenceud de CP i (pg(k)) est celle d’une loi binomiale de
J keN

parametres (Bou  py(i,7)) avec py(i, j) la probabilité de branchement d’un bourgeon
de CP j qui est porté latéralement par un entrenceud de CP ¢. Dans le cas du modele
GreenLab 2, nous noterons @gj?g le vecteur contenant toutes les probabilités du modele
d’organogenese associé.

3.1.3 Représentation a ’aide d’automates stochastiques

Tout comme pour le cas déterministe, les regles de production du modele d’organo-
genese stochastique associé a S peuvent également étre représentées par un ensemble
d’automates. Ceux-ci donnent les regles d’évolution pour chaque type de bourgeon au
cours d’une étape d’organogenese. Les probabilités d’évolution d’'un bourgeon vers une
structure donnée sont indiquées au-dessus des structures correspondantes (cf figure .

1—ps(1)] Ps(1) ps(1)pa(l ),”m(“ 0,2) Ps(1)pa(1)pe, (1,1, 1)
X(1=pa(1)) X P (1P (2 x py (1 ),“;, (2)

@ q ® Q see s

pf,(‘Z)p( ,({} () ‘)}

1—pa(2) Pa(2)pe,(1,0,0) X .“; ,U!a

. bour £2e011 1or t
: CP 1
(®] q [®) ese ese -

F1G. 3.1 — Exemple d’automates stochastiques avec C'P,, = 2. Concernant 'automate
du bas, la probabilité de survie p,(2) vaut 1.

3.2 Modélisation stochastique de la différenciation

Cette section présente nos travaux concernant la modélisation stochastique de la
différenciation (cf Loi and Cournede] (2008)). La différenciation (ou mutation) est le
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Bl :cr! ®1(6) = A
Bl :cr2 ol(5) =3
: CP 3

[ ol(4) =2

@ : bourgeon de CP 3

@® : bourgeon mort A

dl(2) =1
“
SL0) =1
DO D2 CD4 CD5 CD6

F1G. 3.2 — Processus de différenciation ®?(k). Dans I'exemple ci-dessus, 3 = 1. A
correspond a I’état final de différenciation (ici la mort du bourgeon apical). CP = Classe
Physiologique. CD = Cycle de Développement.

phénomene biophysique selon lequel le bourgeon apical d’un axe change de nature bo-
tanique sous 'effet du vieillissement (voir Barthélémy and Caraglio| (2007) et la section
2.1.4). Elle se traduit par un changement de CP du bourgeon apical (vers une classe
supérieure), le stade ultime étant la mort du bourgeon ou sa transformation en fleur.
Soit ®7(k) la classe physiologique du bourgeon apical d’'un axe d’age k et ayant débuté
par un bourgeon de CP 3 (c’est-a-dire ®°(0) = f3).

Etudier la differenciation revient donc & étudier le processus a temps discret (®2(k))pen
avec 3 € {1,...,CP,,}. Nous choisissons de modéliser (®”(k))ren par un processus mar-
kovien de saut (voir Pardoux] (2007)) que nous noterons (¢°(t)),cr+ de sorte que les deux
processus coincident sur les valeurs entieres :

Vk € IN, (k) = ¢° (k).

Ce choix se justifie principalement par deux points :

— le changement de classe physiologique d’un bourgeon apical est dit au vieillissement
de l'axe auquel il appartient. Il est donc raisonnable de modéliser le temps de
séjour d’un bourgeon apical dans une classe physiologique j donnée par une loi
exponentielle de parametre A\; > 0 avec \; l'inverse du temps de séjour moyen
dans la classe j (cette loi étant habituellement utilisée pour modéliser la durée de
vie de certains phénomenes biologiques ou industriels notamment en théorie de la
fiabilité, Bouleau| (2002)).

— bien que travaillant avec une organogenese discrete, il est préférable de modéliser
la différenciation par un processus a temps continu pour des raisons d’estimation
paramétrique (voir le chapitre [5)). En effet, I'estimation des parametres du proces-
sus passe par la mesure, a partir de véritables plantes, des temps de séjour moyens
d’'un bourgeon apical dans une classe donnée. Ces temps de séjour moyens étant
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des nombres décimaux, modéliser la différenciation par un processus a temps dis-
cret nécessiterait de tronquer les valeurs mesurées sur le terrain. Ceci entrainerait
une perte d’information sur le processus qui pourrait nuire a la qualité du modele
de croissance.

L’espace d’état £ du processus markovien de saut est composé de toutes les classes
physiologiques ainsi que d'un état final noté A représentant la mort du bourgeon ou sa
transformation en fleur :

£=1{1,...,CPy,, A}

Les états 1,...,CP,, sont tous transitoires. Seul A est absorbant. Soient {¢; ;, (i,]) €
A?} les probabilités de transition associées a la chaine de Markov sous-jacente & (¢°(¢)),cr+.
¢;; représente la probabilité que le bourgeon apical passe de ’état ¢ a I’état j au moment
ou celui-ci se différencie (ce qui correspond & un saut du processus). Etant donné qu'un
bourgeon ne peut se différencier que vers une CP supérieure, nous avons ¢; ; = 0si j < 4.
Le générateur infinitésimal @) s’écrit donc :

-\ )\1(]1,2 )\1(]1,CPm )\1Q1,A
0 —A A A
Q B . 2 292.CP,, 2(].2,A - A ‘ —Atlcpm
I “\ Ocp, | O
0 0 —Acp, | Acp,
0 0 0 0

avec A la sous-matrice de taille C'P,, x C'P,, du coin supérieur gauche et Ocp, (resp.
1cp,) le vecteur ligne de taille C'P,, dont toutes les composantes valent 0 (resp. 1).
Comme ¢°(0) = 3, la distribution initiale du processus markovien de saut est donnée par
la mesure de Dirac centrée en 3 : §5. Pour la suite, nous posons ag = (05-1,03, 0cp,,—3)-

L’étude probabiliste de la différenciation se fait par I’étude des temps d’atteinte d’une
classe physiologique donnée. Ces derniers sont étroitement liés a la théorie des phase-
types (voir 'annexe concernant les principaux concepts). Les phase-types ont tout
d’abord été développées dans les années 70 par Neuts (Neuts| (1975)) avec de nombreuses
applications en théorie de la fiabilité (Neuts| (1981) et Assaf and Levikson| (1982)). Par
la suite, elles sont devenues un centre d’intérét probabiliste qui a connu de nombreux
développements mathématiques (Assaf et al.| (1984), Kulkarni (1989) et plus récemment
Goff| (2005)). L’intérét des phase-types réside dans le fait que de nombreux outils pro-
babilistes peuvent étre exprimés explicitement (notamment la fonction de répartition,
voir I’annexe ce qui sera utile par la suite pour le calcul des fonctions génératrices
ou encore 1'étude de la finitude de la croissance (section . Soient {I'y}reqt,..cPnt1}
une famille de sous-ensembles de £ définie de la fagon suivante :

CP’!YL

U Grufa) sike{L,...cP,}
j=k

{A}
Etant donné que ¢;; = 0 si j < 7, les ensembles {Fk}ke{lwcpmﬂ} sont bien stochasti-
quement fermés (voir 'annexe et la figure [3.3)).

I, =
sik=CP, +1
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| : ¢tat transitoire

[ ] : état absorbant ‘ ‘ . . le le
O A T Ty T, T

W

FiG. 3.3 — Représentation des ensembles I'y, pour C'P,, = 3.

Soit alors Tkﬁ le temps d’atteinte de I';, par ¢° :
77 = inf{t € RT,¢"(t) € T}
Nous avons ainsi :

Proposition 3.2.1 Pour tout 8 € {1,...,CP,}, (Tgﬂ,...,TngH) est un vecteur

aléatoire de phase-types multivariées avec représentation (g, A). De plus, nous avons
B B B

0<Tg, <Tg<...<Tgp, .1

Preuve Nous reprenons la définition donnée dans I’annexe :
1. D’apres la définition des ensembles I';, il est clair que ﬂkcf gfll I, = A.

2. selon Neuts| (1975), 'absorption dans A est certaine presque stirement (= p.s.) si et
CPrm

seulement si A n’est pas singuliere. C’est le cas ici puisque det A = (—1)“m H A F#
k=1

0.

3. étant donné qu’a l'instant ¢ = 0 le processus se situe dans 1’état 3, il en découle
que Tk’g >0pour ke {f+1,---,CP,, + 1} ce qui acheve la premiere partie de la
proposition.

La deuxieme partie de la proposition est tirée immédiatement du fait que I'cp, 1 C
Fcpm c...cIy.

O

L’ensemble des probabilités et parametres intervenant dans le modele de différencia-
tion stochastique peut étre regroupé sous la forme d’un vecteur Oy défini de la facon
suivante :

Ouif = {Niticqr,..cpnt Ui ape(t,..oPn,ar

avec ¢ < j. Dans le chapitre [5| nous proposons une méthode permettant d’estimer Oy
a partir de données expérimentales sur une population de vraies plantes.

3.3 Processus de branchement associés au modele
de développement stochastique

Dans le cas du modele de développement stochastique S, les variables topologiques
N2 a € BUO et n € N, sont des variables aléatoires dont 1’étude stochastique est
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primordiale pour la compréhension, 'identification et la validation du modele de crois-
sance de plante. Les techniques utilisées reposent souvent sur la décomposition de la
plante en structures élementaires. Dans cette optique, nous completons les notations
déja existantes en ajoutant des crochets qui permettent de préciser 1'origine des struc-
tures étudiées. Pour @’ € B U O, soit alors N¢[a’] le nombre d’organes a dans une
structure d’age m initiée par un organe o’ (il s’agit du nombre de bourgeons actifs de
type a si a € B ou alors du nombre total d’organes de type a si a € O). Par convention,
si les crochets sont omis, alors la structure considérée a débuté par un bourgeon de CP
1 (c’est-a-dire N = N?[by]). C'est le cas si cette structure est la plante toute entiere.
Nous en déduisons immédiatement un lemme préliminaire qui nous aidera pour la suite
de cette section :

Lemme 3.3.1 Sio € O, alors N{[o] = d,(a) pour tout a € BUQO et n > 0.

Preuve Ce résultat est simplement du au fait qu’'un organe o € O ne produit pas de
nouveaux organes et ne change pas de nature botanique au cours de la croissance de la
plante. Il n’évolue donc pas au fil des cycles de développement.

O

Le processus aléatoire sous-jacent au modele S est un processus de branchement
de Galton-Watson multitype ou PBGWM en abrégé (voir 'annexe [A.3)). Ce type de
processus aléatoire a été amplement étudié par le passé (Harris (1963), Mode| (1971)
ou encore Athreya and Ney| (2004)). En ce qui concerne le modele S, nous pouvons
distinguer deux types de PBGWM. Le premier ne se concentre que sur la population
des bourgeons actifs (= processus de branchement simple), le second prend en compte
I'ensemble des organes de la plante (= processus de branchement complet). Soit alors
B,,, n € IN, le vecteur aléatoire de taille C'P,, dont les composantes donnent le nombre
de bourgeons actifs dans la plante au cycle de développement n :

b
B, = (N,)ves-
Alors, dans ce cas, nous avons :

Théoréme 3.3.2 (Processus de branchement simple) Le processus (B,),,», est un
processus de branchement de Galton-Watson multitype.

Preuve Le nombre de bourgeons actifs b au cycle n+ 1, N? 41, est le résultat de 'étape
d’organogenese du cycle n. Il s’agit donc de ’ensemble des bourgeons produits par les
bourgeons de la plantes au cycle n (les organes o € O ne peuvent produire de bourgeons).
Sachant qu'un bourgeon ¥’ produit N?[¥'] bourgeons b, nous en déduisons :

Nt
(k)
Ny =), ) NIV
beB k=1
) (VY A e indé b T %imddé
avec NY[b']"7, ..., NY[b']"""’, N copies indépendantes de N7 [b']. L’'indépendance de ces

variables aléatoires est due au fait que les organes se comportent de facon indépendante
les uns des autres.
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N.B. 3.2 Si N[V ](k) = 0, alors la somme est nulle par convention.

Finalement, en regroupant les variables aléatoires sous la forme d’un vecteur, il vient :

NY NY'

n n k
B =3 > (NMW]ics = > > Bil)™
beB k=1 beB k=1
avec B[] & (NP[b'])pep. Les vecteurs aléatoires B[], ..., B [b’](NZ) sont bien NV

copies indépendantes d’un méme vecteur aléatoire toujours a cause de 'indépendance
de comportement des bourgeons. Ainsi, d’apres la définition le processus (B),,>q
est un PBGWM.

O

Le processus de branchement (B,,), -, est dit simple puisqu’il ne prend en compte
que les bourgeons actifs (les types des individus correspondent & I’ensemble des symboles
de B). Il s’agit du processus a étudier lorsque le centre d’intérét est la dynamique de
croissance de la plante. Nous pouvons mettre en évidence un deuxieme processus de
branchement (N, ), -, dit complet, qui se concentre sur la dynamique d’évolution de la
plante toute entiere :

Théoréme 3.3.3 (Processus de branchement complet) Le processus (N,),,~, est
un processus de branchement de Galton- Watson multitype.

Preuve Le vecteur N, ;1 comprend les bourgeons actifs au cycle n+1 (= B,41) ainsi que
les organes constitutifs de la plante apres I’étape d’organogenese du cycle n (c’est-a-dire
(N2, 1)oco)- En ce qui concerne les premiers, nous avons déja vu dans la démonstration

du théoreme [3.3.2] que :

Nt

N = 30 SN

beB k=1
Comme N![o] =0 si o € O (cf le lemme [3.3.1)), nous avons alors :

i N N
(k) (k) (k)
Npgr = D NI+ Y Nl = > > Nl (3.1)
beB k=1 0€0 k=1 a€BUO k=1
avec N? [a](l), o NP [a](N’%), N copies indépendantes de N?[a]. Considérons maintenant

le nombre d’organes o € O de la plante au début du cycle n +1: N7 ;. Il s’agit en fait
de la somme des organes o € O de la plante au cycle n (= N2) et de ceux créés lors de
I’étape d’organogenese du méme cycle :

Ny ., = N, + nouveaux organes o du cycle n.

Les nouveaux organes du cycle n sont ceux créés par les bourgeons actifs lors de 'orga-
nogenese du meéme cycle :

N
nouveaux organes o du cyclen = Z ZN{’ [b'] *)
beB k=1
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avec N2V, .., Nf[b’](Ng ). NY copies indépendantes de N?[V/]. L’indépendance est
toujours due a l'indépendance de comportement des bourgeons lors de 1'organogenese.
Ensuite, en utilisant a nouveau le lemme [3.3.1], nous avons :

N? N
Ne =S Nglo] = S0 S g™
k=1 0'e0 k=1
ce qui donne :

NY

N¢ N©
N2 =2 2 MY+ MY = 30 > Vv (32)
v'eB k=1 0'e0 k=1 a€BUO k=1

Finalement, en regroupant les équations (3.1)) et (3.2) sous la forme d’un vecteur avec
a € BUQO, nous avons :

Noy1= ) ZNl Jlso = . le

acBUO k=1 acBUO k=1

avec Nyla] = (N¥[a])wesuo pour a € BU O. Pour tout a, les vecteurs Nl[a](l),...,

Ni[a]™ sont N® copies indépendantes de Nj[a] (indépendance du comportement).
Ainsi, d’apres la définition u le processus (N,,), 5 est un PBGWM.

O

L’étude de (N,),,-, permet entre autre de calculer les distributions et plus particulie-
rement les moments associés au nombre d’organes o € O d’un type donné (entrenceuds,
feuilles, fruits, ...) grace a l'utilisation de fonctions génératrices, voir la section Il est
possible également d’exprimer la distribution des descendants a 1’aide des probabilités
introduites dans la section (ceci est entre autre effectué dans les démonstrations de
la section |3.4]).

3.4 Fonctions génératrices

Les fonctions génératrices (cf 'annexe sont un outil d’étude probabiliste tres
efficace permettant entre autre de calculer les moments a tout ordre d’une variable aléa-
toire. Dans cette section, nous déterminons la fonction génératrice associée au modele
de développement stochastique S (voir [Loi and Cournede (2008]) et [Loi and Cournede
(2008)). Pour ce faire, nous déterminons tout d’abord la fonction génératrice associée
a l'organogenese puis celle associée a la différenciation. Ensuite, nous calculons récur-
sivement la fonction génératrice de S grace a la composition des fonctions génératrices
précédentes. Dans un soucis de clarté des expressions mathématiques, nous supposerons
que O ne contient que les symboles liés aux entrenceuds (ce qui n’est pas génant puisque,
pour la plupart des plantes, le nombre d’organes d’'un autre type est proportionnel au
nombre d’entrenceuds) :

O = {ei}ieq1,..0Pn}-
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S’il y a besoin de préciser la classe physiologique j des axes portés par un entrenceud
de CP 7, un deuxieme indice j sera ajouté au symbole e; le décrivant. Cet entrenceud
sera alors désigné par e; ;. Par soucis de simplicité et de clarté d’écriture, les symboles
utilisés pour désigner les éléments de la plante seront aussi utilisés comme variables
des fonctions génératrices. Soient alors b = (by,...,bcp,,) et € = (ey,...,ecp, ) deux
vecteurs de N®P»_ Nous avons donc :

Théoréme 3.4.1 (Fonction génératrice de 'organogenese) La fonction génératrice
de l'organogenése (sans différenciation) W"9[a] associée a Nylal, a € BUQO, est donnée
par :

~-sia=b€B:

\Ijll)rg[bi](ba e) :1_ps(i) + ps(i)(l_pa(i»bi

+ps(i)pali) | D > Pe(mo,0i1,mi,...,mcp, )€,

meN  mo+m;+...+mcp,, =m

CP,,
b i 1.
< T1 3 YoV o] = LiINy 6] = my)b)
j=i |\ 1;eN
avec :
m;
> T siom=n
]P(ij [b;] = lj|Nfi’j [bi] =m;) = t+.+]9=l; v
]. Si mj = lj = O
0 SInon.
~sia=¢€ 0O :

‘ijlwg [61] (b, e) = €;.

Preuve Considérons un modele S avec organogenese et sans différenciation. La fonction
génératrice associée a Ni[a], avec a € BU O, vaut :

cP, CPy,
Ta)(b, e) = S IP(Nl[a] = (l,...,lop,,ma, ... ,mcpm)) TT07 TT e
j=1  j=1

(I1yeesle Py JENCEm
(m1,...,mcp,, )ENCPm

Pour prouver le théoreme, il suffit de déterminer la distribution de Nj[a]. Le cas le
plus simple correspond a a = ¢; € O. Etant donné quun entrenceud e; ne produit
aucun autre organe, celui-ci reste inchangé apres organogenese. On a donc Nile;] =
(Ocp,,+i-1,1,0cp,, ;) p-s. avec 0y le vecteur de tailles k dont toutes les composantes

sont nulles. D’ou :
Ui ei](b,e) = e;

Sia = b; € B, il faut énumérer tous les cas possibles en fonction des situations botani-
quement réalisables. Soient S; et A; deux évenements tels que :
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S; = { le bourgeon b; survie } A; = { le bourgeon b; est actif }
Quatre situations sont alors possibles :

1. le bourgeon b; meurt avec une probabilité 1—P(S;) = 1—p4(i). Cela se traduit par
Ni[bs] = 02cp,,-

2. le bourgeon b; survit mais ne produit rien avec une probabilité :
P(A; N S) = P(A[S)P(Si) = (1-P(AilS:)P(S;) = (1—pa(i))ps(3).
Dans ce cas, on a Ni[b;] = (0;_1,1,0¢p, +i—1)-

3. le bourgeon b; survit et est actif. Il produit alors non seulement un bourgeon
apical b; mais aussi un nombre m > 0 d’entrenceuds e; et un nombre [; de
bourgeons axillaires b; avec j € {i,...,CP,}, cest-a-dire Ni[b;] = (0,_1,1; +

def 1.y 2 ., N IR
1,...,lcp,,0;,_1,m,0cp, ;) = D. La probabilité associée a cet événement vaut :

]P(N1 [b;] = D) - IP({N1 b] = D} N S; N Ai) - IP<N1 [b:] = D|S; N Ai)]P(Ai\Si)IP(Si)

= IP(Nlb[bl] = (Oi—ly li, “oey lcpm)|Nf[bi] = (Oz‘_l, m,OCPm,i)>IP<Nf[bi] = (Oi_l,m, Ocpm,i)>ps(i)pa(i)

avec N{)[bz] = (Nfl [bz], ce NfCPm [bz]) et Nle[bz] = (Nlel [bl], ce NfCPm [bz]) Etant donné
que m > 0, U'évenement {N¢[b;] = (0;_1,m,0cp,,—;)} est inclue dans S; N A; ce qui
explique pourquoi on ne conditionne plus par rapport a S; N A; dans IP(N}’[bZ-] =
(0i-1,Li - lop, ) INSIb] = (0i-1,m,00p, i) ni dans P(NF[b] = (0i-1,m,0cp, ). 1l
faut maintenant différencier les entrenceuds e; créés selon la classe physiologique j des
bourgeons axillaires qu’ils portent. Nous avons alors m = mg + ij’" m; avec m; le

nombre d’entrenceuds de type e;; si j > i et mg le nombre d’entrenceuds de CP ¢ ne
portant pas de bourgeon axillaire. Ainsi :

P(Nelb] = (0, m.Ocp, )ISiNA) = 3 pelmo,Oiymi,... mep,)

mo+m;+...+mgp,, =m
De plus, comme les variables aléatoires comptant le nombre de bourgeons axillaires

portés par un entrenceud sont indépendantes, nous en obtenons également :

CPn,
]P(Nf’[bi] = (0i—1,0i;...,lop,, ) INT[bi] = (Oz‘—lamﬁch—i)) = [T 2@y i) = 1IN [bi] = my).
Jj=t

Ainsi, nous en déduisons :

P<Nl[bi] = D) ZPS(i)pa(i)[ Z Pe; (m0,0i-1,m3; ..., mCP,,)

m0+mi+.4.+mcpm =m
CPp, b
< TPV 0] = LINT 0] = my) |
7=
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Sim; = 0, alors le bourgeon b; ne produit aucun bourgeon b; (puisqu’il ne produit aucun
entrenceud de type e; ;). Dans ce cas, ]P(ij (b)) = LINT[b] = my) = 1sil; =0 et
vaut 0 dans tous les autres cas. Si m; > 1, alors le bourgeon b; produit [; bourgeons b;
qui seront portés par m; entrenceuds de type e; ;. Notons [] le nombre de bourgeons b,

, o\ CP, e ,
portés par le v-ieme entrenceud e; ;. Nous avons donc ; = ) j=i" lj. Ainsi, étant donné
que les nombres de bourgeons axillaires portés par un entrenceud sont indépendants,
nous obtenons :

k;
b; €i,j ei (v :
P(NY[bi] = [Ny [bi] = my) = Z Hpbj(lj) siomy 2> 1.

1 mj_;. v=1
L.+l 7=l

4. le bourgeon produit une situation botanique impossible (par exemple, un bour-
geon b; qui produirait des entrenceud e; avec j # ¢ ou qui produit des bourgeons
b; avec j < i). La probabilité associée a cette situation est nulle.

Nous en déduisons la fonction génératrice liée a 'organogenese W] 9[b;] en sommant sur
toutes les valeurs de Nj[b;] possibles (qui sont décrites par les situations précédentes)
et en permutant les signes somme et produit (ce qui est possible puisque le nombre de
termes est fini).

O

N.B. 3.3 Sil’on ne s’intéresse qu’a la dynamique de croissance (c’est-a-dire au proces-
sus de branchement simple (B,),,-,), la fonction génératrice associée a Bj[a] s’obtient
simplement en attribuant au vecteur e de ¥{%[a](b,e) la valeur 1¢p, avec lcp, le
vecteur de taille C'P,, toutes les composantes valent 1. Afin de simplifier les notations,

cette fonction génératrice sera encore désignée par ¥ ?[a](b).

Grace aux phase-types introduites dans la section [3.2], nous pouvons écrire la fonc-
tion génératrice associée a la différenciation. Nous rappelons que le vecteur des temps
d’atteinte des classes physiologiques est un vecteur aléatoire de phase-types multivariées
avec représentation (ag, A) (cf la proposition. Soit b_, le symbole (et la variable)
associé a un bourgeon de CP ¢ qui est apical pour un axe d’age k qui a débuté par un
bourgeon de CP 3 (voir la figure . Etant donné que les symboles bgﬁ s dépendent de
I’age k des axes, nous travaillerons avec un intervalle de temps fini. Ainsi, nous intro-
duisons I’age de la plante notée t,,. L’indice k£ varie donc entre 0 et ¢,,. Cette notation
n’est conservée que dans la présente section.

Notons B/ = {bg_)qs}(57(;5)6{17”.70]37”}27ke{07m7tm} I’ensemble des symboles associés aux
bourgeons pour la différenciation et b%/ = (b/’é*)¢)(5#))6{1’.__7CPm}2’k€{0’.__7tm} le vecteur de
variables associé. Soit D I’événement {T(f < k- 1,T£Jrl > k — 1}. Soit g la matrice
diagonale de taille C'P,, x C'P,, dont le i-eme élément diagonal vaut 1 si ¢ € I'{ et 0
sinon avec I'; le complémentaire de I';, dans £. Nous avons alors :
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s W,
Bl :CpPi 1—A
B o bis
B CPs: {)%_2
@ : bourgeon de CP 3
® : bourgeon mort
2
bi_1
0
b1
C DO CD2 CD4 C'D5 CD6

Fi1G. 3.4 — Notations pour la différenciation. A correspond a 1’état final de différen-
ciation (ici la mort du bourgeon apical). CP = Classe Physiologique. CD = Cycle de
Développement.

Théoréme 3.4.2 (Fonction génératrice de la différenciation) La fonction géné-
ratrice associée & la différenciation (sans organogenése) Ui [a](b%/ ), avec a € B/ U
O, est donnée par :
Lk dif .
- sia="0% , € B .
CPpn—o

difpk di k k
Uy (b4 @) = P(T/p, 4y < KID)+P(TY, > kID)f_y+ > P(TY,, < kT, 1 > kD) ;0
i=1

si1<k<t, et par :
di i
Vb5 5l (b ) = b5

stk =0.
~sia=¢€ 0O : '
\If‘lhf[ei](bdzf,e) = €;.

Toutes les probabilités sont des fonctions explicites de (g, A) :

t(aﬁ)[gﬁHeA(k_l) - (gﬁ+1)5‘3“(¢)€A(k_1)9¢]€‘49¢+11CPm
t(aﬁ)[gﬁﬂef‘(k*l) - (9,6+1)5‘”1(¢)€A(k71)9¢]9¢+1101>m

P(T),, > kD) =

HaP)[ggr1e2F Vggin — (9a41)%8+1 D eA*Vgiled g, i1 — gorillep,
t(a’g)[gﬁJrleA(k_l) - (96+1)5"+1(¢)€A(’“_1)9¢]9¢+11CPm

8 8
P(T),, < kT

srit1 > kD) =

avec 1op, le vecteur de taille C' P, toutes les composantes valent 1.

Preuve Soit N/ [a], avec a et b dans B U, la variable aléatoire donnant le nombre
d’organes b résultant de la différenciation de a (I'organogenese n’est pas prise en compte)
et notons

k__dif

N () = (O )y, (VP a))
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. o . USRS (s . . < . USRS di ;.
La fonction génératrice associée a la différenciation (c’est-a-dire associée a N. 1’f [a]) s’écrit
alors :

CPpm tm CPp,

W= X (= (e o)) TT T T 1T
j=1

(U5 gk s (mj)s) =1 j=1 k=0

Dans la fonction génératrice précédente, la variable ZZ_U est associée au nombre de
bourgeons de type bHJ

Sia = e; € O, alors le résultat de la différenciation reste e; (un entrenceud ne se
différencie pas) d’ott N""%/[e;] = 6,,(a) p.s.. La fonction génératrice associée vaut donc :

\I/(Ihf [61] (bdif, e) = e;.

Sia= bg_@, nous procédons de la méme fagon que pour le théoreme en énumérant
toutes les situations qui sont botaniquement possibles. L’évenement D = {Tg < k—
1, Tf 1 > k—1} traduit le fait que, lorsque I'axe a atteint un age k—1, le bourgeon apical
a une CP ¢. Il représente la situation actuelle du bourgeon ce qui explique pourquoi
les probabilités qui interviennent dans la fonction génératrice sont conditionnées par D.
Les différentes situations sont :

1. Le bourgeon b% _ ne se différencie pas (c’est-a-dire Ny dzf[bﬁﬂd)] Oy £ (a)). Cela
signifie que le processus des classes physiologiques ¢° est dans I'y a linstant k — 1
mais n’a pas encore atteint ',y & l'instant & (sinon la CP du bourgeon apical
serait supérieure ou égale a ¢+1). La probabilité d’occurrence vaut IP(Tf 1> k|D).

2. Le bourgeon bgﬁ » se différencie et atteint I'état final de différenciation (sa mort ou
sa transformation en fleur, c’est-a-dire N4/ [0, s = 0 pour tout a € By O).

Dans ce cas, ¢” atteint I'cp,, 41 avant I'instant k. La probabilité d’occurrence vaut
P(T5p o1 < k|D).

3. Le bourgeon b’g_, » se différencie et sa classe physiologique passe de ¢ a ¢ +1 (c’est-
a,di
a-dire NP/ [bf_,] = by (a

I'4+it+1. La probabilité d’occurrence vaut alors IP(T(f i < kT, f it

(a)). ¢ a donc atteint I'y,; avant I'instant & mais pas
. > k|D).

4. Toutes les autres situations ne sont pas possibles et donc ont une probabilité
d’occurrence nulle.

En sommant toutes les situations précédentes pondérées par leur probabilité d’occur-
rence, nous obtenons la fonction génératrice associée a la différenciation. Le cas ou
a = bgﬁﬁ est particulier puisqu’il correspond a celui d’'un bourgeon qui vient juste
d’étre créé (son age est de 0). Dans ce cas, ce bourgeon ne peut pas se différencier
immédiatement et donc N&% (055 = (5b%%(a).
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Les probabilités écrites ci-dessus peuvent s’écrire comme des fonctions explicites de
ag, A). En effet, d’apres la section [A.2] la fonction de répartition du vecteur aléatoire
B

(T§+1> . ngPerl) vaut :

P(T§+1 > tﬂ+1, e ,Tgpm+1 > tCPm+1)

t At Altpio—t A(t —t
=aPe Ftiggie (tpt2 "“)--.gcpme (tePm+1 CPm)QCPm+11(JPm-

En particulier, comme Tg < Tg o < < Tgpm +1 (cf la proposition [3.2.1)), nous avons
pour tout ¢ € {f+1,...,CP,},ie{l,...,CP,+1—¢}and k > 0,

B B _
P(I) > kT),, > k+1) =
B B B e B 8
P(I5 >0, T > 0,10 > k... T, > kT >k+1,... T >k+1)
et ensuite,

IP(T(Z/? > k) = t(o‘/ﬂ)(g,@+1)1{ﬁ+1}(¢)€Akg¢lcpm
P(T] > k, Ty, > k+1) = (o) (ga) o Deghegsrilon,
On en déduit IP(qu+1 > k|D) par le théoreme de Bayes :

P(Ty,, > k) —P(T) >k—1,T),, > k)
P(T), >k—1)—-P(T)>k-1)

P(T),, > k|D) =

< k:,Tf i1 > Kk|D) et on

. . P 8
On applique & nouveau le théoreme de Bayes pour P(T o+

o+i
obtient le résultat souhaité.

O

Les théoremes précédents permettent d’obtenir la fonction génératrice associée au
modele de développement stochastique S de la plante (organogenese avec différencia-
tion). Pour cela, le théoréeme doit étre rééerit en utilisant les variables {bf ;};; &
la place des variables {b;}; :

Lemme 3.4.3 La fonction génératrice de l'organogenése (sans différenciation) Wi |a)
associée a Ni[a], a € B4 U O, est donnée par :

- sia= bgﬂﬁ € B ;
U5 ) (b4 @) = 1—ps(0) + ps(6) (1—pa(9)D5

+ps(®)pa(9) Z Z P% (mo, 0p—1,mg, - .. amCPm)eglbgil<b

meN mo+me+...+mc p, =m

CPp,

b €g,j i
< TT § Do PONY (o] = 1 INT#7 bg] = my) (0, )"
j=¢ \l;eEN

avec .
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k;
S I si k=1

P(NY'[b] = LINT* [bg] = my) = 4 iigpiizy, o=
1 S’i k‘j = lj = 0
0 stnon.
~sia=¢€ Q0 :

TY9e;](b% e) = e;.

Preuve La démonstration est pratiquement identique a celle du théoreme |3.4.1| puisque
les probabilités impliquées dans I'organogenese ne dépendent que de la classe physiolo-
gique actuelle du bourgeon apical. Il faut cependant changer les variables dans I'expres-
sion de la fonction génératrice. Ainsi, lorsque le bourgeon bf;_)q5 est vivant mais inactif,
celui-ci devient bgild) (I’age augmente d’un cycle). Si le bourgeon bgﬂ » est actif, il produit
non seulement un bourgeon apical bg:l(b mais aussi un ensemble de m; entrenceuds ey ;,
avec j € {¢,...,CP,}, portant [; bourgeons axillaires b?_)j ainsi que myg entrenceuds de
CP ¢ ne portant pas de bourgeons latéraux. Ces bourgeons axillaires débutent un axe
de CP j d’ou j — j et 1’age qui vaut 0.

U
Soient W99 = (U"9(a])pepiruo et I = (U9 [a]),cpiru0. Nous avons alors :

Corollaire 3.4.4 (Fonction génératrice du développement) Soit ¥i[a] la fonc-
tion génératrice associée a Ny[a], a € B¥ U O, pour le modéle S sur n < t,, cycles
de développement (organogenése et différenciation). Soit W = (Viv[a]) ,cpairyo. W
est alors donné récursivement par :

Pl = W9 o Wi o e, ned0,... t,—1}.

Preuve Calculons tout d’abord la fonction génératrice W¢[a] pour a € B4/ U O. La
démonstration reposent sur la composition de L-systemes (voir le théoreme du cha-
pitre . Soient G°9, G4/ et G les L-systemes stochastiques associés respectivement
a l'organogenese, la différenciation et au développement. D’apres les regles de priorité
définies dans la section [2.1.7, nous avons :

Gdev — G o Gdif

En utilisant le théoreme m (théoreme des fonctions génératrices pour les compositions
de L-systemes) et le lemme , nous obtenons bien que la fonction génératrice du
développement complet est la composée de celle associée a la différenciation par celle
associée a l'organogenese :

W = W9 o Wi,
Le résultat du corollaire découle simplement de la formule de composition des fonctions
génératrices (Harris| (1963)) :

O [a] = @1[a] o ¥ a].
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0

Grace au corollaire [3.4.4] il est possible de calculer les distributions mais aussi les
moments associés aux nombres d’organes d’un type donné de fagon récursive (grace au

corollaire |A.1.2)).

3.5 Finitude de la croissance

L’étude de la finitude de la croissance est primordiale afin de valider le comporte-
ment stochastique d’'un modele d’organogenese donné. En effet, suivant les probabilités
attribuées au modele, la croissance peut étre finie ou non p.s.. Il est donc impératif de
vérifier que le comportement théorique de la plante est en adéquation avec ce qui est
observé dans la réalité.

Etudier la finitude de la croissance d’une plante revient en fait a étudier I'extinc-
tion du processus de branchement simple (B,,), ,. Soit E; 1'’évenement correspond a
I'extinction de la population des bourgeons actifs :

Eu = {Eln > 1, B, = OC’Pm}-

Soit alors ¢; = P(E,|By = (0,1, 1,0¢p, —;)) la probabilité d’extinction de la population
sachant que la génération a l'instant 0 est composée d'un bourgeon b;. La croissance de
la plante est donc finie p.s. si ¢y = 1. Nous allons examiner en premier lieu le cas
d’une plante avec organogenese sans différenciation et voir quelles sont les conditions
donnant la finitude de la croissance. Ensuite, nous montrerons que, pour une plante avec
organogenese et différenciation mais sans réitération, la croissance est finie p.s..

Considérons tout d’abord un modele de croissance sans différenciation. Le théoréme
suivant donne une condition sur la finitude de la croissance :

Théoréme 3.5.1 Soit un modéle de croissance avec organogenése mais sans différen-
ciation. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

Vie{l,...,CP,}, E[N[b]] <1 < la croissance est finie p.s.
avec B[N [b;]] Vespérance de la variable aléatoire N [b;].

Preuve On souhaite utiliser le théoreme . Soit M la matrice de taille C'P,, x C'P,,
dont la composante (i, j) est donnée par E[N,”[b;]]. Etant donné qu’un bourgeon de CP
¢ ne peut engendrer que des bourgeons de CP j > ¢, la matrice M est triangulaire supé-
rieure. Les valeurs propres de M sont donc sur sa premiere diagonale et sont positives
ou nulles. La plus grande valeur propre p est alors donnée par :

ie{l,...,CPmn} i€{1,...CPn}

Nous appliquons alors le théoreme de I’annexe (il n’est pas utile de recourir au
théoreme de Perron-Frobenius car nous avons immédiatement ’existence d’une valeur
propre maximale positive) et nous en déduisons :

p=z1l < <L

Par contraposée, nous obtenons le résultat du théoreme.
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0

Le théoreme suivant permet d’obtenir implicitement la probabilité de finitude de la
croissance. Il s’agit d’un théoreme classique de la théorie des processus de branchement
(voir ’annexe [A.3). Soit W{"? la fonction génératrice associée & (Bi[a])aesuo (voir le
Nota Bene 3.3). Nous avons alors :

Théoreme 3.5.2 Soit q = (¢;)icq1,...cp,,} GVEC
¢ = P(Ey|By = (0;-1,1,0¢p,,-i)).
Alors q vérifie la relation :
q=¥7"(q).

On peut méme montrer que q est la plus petite solution x sur [0, 1]“F de I'’équation
x = W{"(z) au sens de la relation d’ordre partielle canonique (voir Athreya and Ney
(2004))). Cependant, il n’est pas possible d’obtenir une expression explicite de ¢; dans
le cas général du modele d’organogenese décrit dans la section B.1] ¢ peut tout de

meme étre calculée dans des cas simples de croissance. Prenons le cas d’'un modele de
Leeuwenberg (voir [Hallé et al.| (1978)) avec probabilité de mort (C'P,, =1 ici) :

1=ps(1) © ps(1)

@ : bourgeon mort

o = o
Fic. 3.5 — Organogenese du modele de Leeuwenberg avec probabilité de mort.
La fonction génératrice Wi est alors donnée par :
() = U7 (br) = 1-ps(1) + ps(1)b]
D’apres le théoreme [3.5.2] ¢; vérifie donc la relation :
¢ = 1-ps(1) + ps(1)gf

ce qui donne deux solutions : 1 et ps(1)/(1—ps(1)). Ainsi, si ps(1) < 0.5, ¢4 = 1. En
revanche, si ps(1) > 0.5, la croissance n’est pas finie p.s. et la probabilité d’extinction
vaut alors ¢; = ps(1)/(1—ps(1)) (elle vaut par exemple 1/3 si ps(1) = 0.75).

La croissance n’est donc pas toujours finie p.s. dans le cas de modeles avec orga-
nogenese mais sans différenciation. La différenciation permet de forcer la finitude de la
croissance sous certaines conditions :

Théoreme 3.5.3 La croissance est finie p.s. pour des modeles de plante avec organo-
genese et différenciation ne présentant pas de réitération.
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Preuve Soit un modele de plante sans réitération (c’est-a-dire qu'un bourgeon de CP ¢
ne peut engendrer que des bourgeons de CP j > 7). Introduisons les temps d’extinction
des bourgeons b; :

TV, =inf{n €N, k>n = N}=0}.

Le temps de croissance de la plante T/

des bourgeons b; avec i € {1,...,CP,} :

est donc le maximum des temps d’extinction

Tpl ante

— bi
ext = ~max 1.}

i€{l,....CPny
i, < 00 P.S. par récurrence sur
t. Prenons ¢ = 1. Etant donné qu’il n’y a pas de réitération, le seul bourgeon de CP 1 est
la graine de la plante. Ainsi, I'extinction des bourgeons de CP 1 correspond simplement
a un changement d’état botanique du bourgeon apical de I'axe principale de la plante.
Comme 0 < Ty < T3 < ... <T¢p, ,; (cf la proposition [B.2.1]), nous avons :

Afin de montrer le théoréme, nous allons montrer que T

e

ext

1
< Thpia-

Or, comme la matrice A est inversible (voir la démonstration de la proposition [3.2.1)),
I'absorption dans A (état final du bourgeon apical d'un axe : sa mort ou sa transforma-
tion en fleur) est certaine (Assaf et al. (1984)) :

P(Tip o <o0)=1

cest-a-dire Thp 1 < oo p.s.. On en déduit T”, < oo p.s.. Supposons maintenant

que la propriété soit vraie jusqu'au rang i € {1,...,CP,, — 1}, c’est-a-dire Teb;t < 00
p.s. pour tout 1 < j < i < CP,, — 1. Etant donné qu’il n’y a pas de réitération, les
nouveaux bourgeons axillaires de CP 7 + 1 sont ceux engendrés par les bourgeons de
CP j < i (et non j < i+ 1 dans le cas général). Ainsi, s’il n’y a plus de bourgeons
b; avec 7 < i dans la plante, aucun nouveau bourgeon de CP i + 1 ne peut étre créé.
Apres que le dernier bourgeon de CP i 4 1 est créé, il y a extinction des bourgeons de
CP 7+ 1 lorsque tout ceux-ci auront changé de nature botanique apres différenciation.
Comme 0 < T}, < ... < Ty o4 (cf la proposition , cet évenement se produit
au plus tard ngﬂ 41 cycles apres Pextinction de tous les bourgeons de CP j < . Le
temps d’extinction des bourgeons de CP ¢ 4+ 1 est donc majoré par la somme du temps
d’extinction de tous les bourgeons de CP j < i et de Téj];}n 1

bit1 b i+1
T+ < maxT, + T, )
ext — 1<j<i ext CPy,+1

Comme 'absorption dans A est certaine, T, 5}; 41 < oo p.s.. En utilisant I'hypothese de

’ . . b; . , . .
récurrence, il vient donc que T.7" < oo p.s. ce qui prouve la récurrence. Ainsi, pour

ext
tout i € {1,...,CP,}, T", < oo p.s.. Nous avons donc :

plante __ b;
Tezt - max Te:ét

< 00 D.S.
i€{1,...CPp}

ce qui prouve le théoreme.
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Occurrences de mots dans un texte
généré par un L-systeme
stochastique

La question de 'occurrence de mots d'un type donné dans des textes générés aléatoi-
rement a fait 'objet de nombreuses recherches durant ces vingt dernieres années (voir
entre autre Robin and Daudin| (1999)), Régnier| (2000)) et les référénces auxquelles ils font
mention). Cette branche de la combinatoire suscite de ’engouement non seulement de
par la richesse et I'intérét des problemes mathématiques rencontrés mais également de
par les multiples applications dans des domaines tels que la télécommunication (Bar-
bara and Imielinski (1994)) ), la compression de données (Szpankowski| (1993), [Luczak and
Szpankowski (1997)) ) et la biologie moléculaire (avec entre autre Robin| (2002) et les
références auxquelles il est fait mention). Concernant ce dernier domaine, la recherche de
motifs dans des séquences d’ADN (par exemple la recherche de motifs promoteurs pour
mettre en évidence la position de certains genes (Fickett| (1982)), [Robin et al. (2002),
Boeva et al.| (2000), Eng et al.| (2009)))) a soulevé de nombreuses questions théoriques.
Parmi les problemes mathématiques rencontrés, nous pouvons citer :

e le calcul de la distribution (ou des moments) associée au nombre d’occurrences
d’un mot dans un texte d’une longueur donnée (Robin and Daudin| (1999)), Régnier
(2000)) ;

e ’étude de la répartition d’'un mot le long d’un texte d’une taille donnée (le mot
est-il réparti uniformément ou irrégulierement, Karlin and Macken| (1991))) ;

e la mise en évidence de certains mots d’un texte dont la fréquence d’occurrence est
particulierement basse ou élevée (Prum et al.| (1995), Gelfaud| (1995), Régnier and
Denise| (2004)).

Du point de vue modélisation mathématique, les textes apparaissent comme étant
la trajectoire d'une chaine de Markov dont l'espace d’état est l'alphabet des lettres
composant les séquences d’intéret. Par exemple, en biologie moléculaire, les séquences
d’ADN sont construites lettre apres lettre, chacune d’entre elles étant tirée aléatoirement
dans I'alphabet des bases azotées {a,t, g,c}. Il existe plusieurs modeles de chaine de
Markov possibles (voir |[Régnier (2000)) et Robin and Daudin| (1999)) :

63
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e modele MO0O (Blom and Thorburn| (1982))) : il s’agit du modele le plus simple. Les
lettres sont tirées indépendamment des précédentes et de fagon équiprobable. Ce
modele porte aussi le nom de modele de Bernouilli équilibré ou uniforme.

e modele MO (Fudos et al.| (1996)) : dans ce modele, les lettres sont toujours tirées
indépendamment des précédentes mais plus de facon équiprobable.

e modele de Markov d’ordre 1 (M1, voir Chrysaphinou and Papastavridis (1990) et
Régnier and Szpankowski (1998))) : les lettres ne sont plus tirées de fagon indépen-
dante. Le texte est la trajectoire d’'une chaine de Markov d’ordre 1. La probabilité
d’occurrence d’'une lettre dépend alors de la derniere lettre de la séquence et est
donnée par les probabilités de transition de la chaine de Markov.

e modele de Markov d’ordre k£ (MKk) : il s’agit d'une extension du modele précédent a
I’ordre k. La probabilité d’occurrence d’une lettre donnée dépend des k précédentes
lettres de la séquence.

Robin and Daudin| (1999) et [Régnier (2000) obtiennent des formules exactes concer-
nant la distribution du nombre d’occurrences d’une famille de mots pour I’'un des modeles
probabilistes précédents grace au calcul des fonctions génératrices correspondantes. Pre-
nons le cas d'une famille se réduisant a un seul mot w. La méthode utilisée par Robin
and Daudin| (1999) est probabiliste. Ils s’intéressent d’abord a la fonction génératrice
associée a la position de la premiere occurrence de w puis a celle associée a la distance
séparant deux w successifs. A partir de ces deux fonctions génératrices, ils en déduisent
celle liée a la position de la k-ieme occurrence du mot w. Si la longueur du texte est
fixée, alors a partir des fonctions génératrices précédentes il est possible de donner la
distribution du nombre d’occurrences du mot w dans une séquence de taille donnée.

L’approche utilisée dans Régnier| (2000) est combinatoire. La premiere étape consiste
a décomposer algébriquement un texte contenant un nombre donné de mots w en utili-
sant des classes combinatoires dont la structure est plus simple (par exemple, ’ensemble
des textes pour lesquels le mot w est le suffixe et I’ensemble des textes commencant par
w et finissant par w). On obtient alors un systeme d’équations algébriques que 'on
transforme en un systeme d’équations fonctionnelles faisant intervenir les fonctions gé-
nératrices associées aux classes combinatoires précédentes et a partir duquel on extrait
les quantités d’intéreét.

Dans cette section, nous nous intéressons a des textes générés aléatoirement par
des L-systemes stochastiques (Lindenmayer| (1968) et Prusinkiewicz and Lindenmayer
(1990))). Ce sont des grammaires a réécriture parallele dont les regles de production sont
données par un ensemble de distributions de probabilité. Un L-systeme génere une suite
de textes a partir d’'un texte initial appelé axiome. A une étape de génération donnée
(également appelée étape de production), le nouveau texte est obtenu en remplagant
chaque lettre du texte actuel par une autre selon les probabilités données par les regles
de production. Chaque lettre évolue donc indépendamment des lettres qui l'entourent.
Dans cette configuration, le texte n’est plus généré « de gauche a droite »selon un mo-
dele de Markov comme précédemment mais il évolue intégralement a chaque étape de
production. Les méthodes développées par Robin and Daudin| (1999) et Régnier| (2000))
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ne peuvent donc plus étre mises en ceuvre ici. L’objectif de ce chapitre est donc de pré-
senter une méthode combinatoire permettant de déterminer la distribution du nombre
d’occurrences d’'un mot donné dans un texte généré aléatoirement par des L-systemes
stochastiques apres N étapes de production. La majorité des résultats présentés par la
suite sont issus de [Loi and Cournede| (2010). Cette méthode repose sur une approche
symbolique (voir les travaux de Philippe Flajolet et notamment son ouvrage de réfé-
rence |[Flajolet and Sedgewick (2009)). La premiere étape consiste a écrire une bonne
spécification pour les classes combinatoires d’intérét (voir la section . Autrement
dit, il s’agit de décomposer ces classes d’intérét en un ensemble de classes combinatoires
dont la structure est plus simple a partir de constructions admissibles. Dans cette op-
tique, nous introduisons une nouvelle structure algébrique pour I'ensemble des classes
combinatoires pondérées construites a partir d’'un ensemble de mots (les textes générés
par les L-systemes stochastiques peuvent étre considérés comme des mots pondérés dont
le poids est la probabilité de réalisation des textes).

Dans une premiere section, nous présentons le cadre combinatoire associé aux en-
sembles de mots pondérés (Section . Nous introduisons en particulier une structure
de semi-anneau se basant sur de nouveaux opérateurs union et concaténation. La section
suivante (Section présente le modele probabiliste lié aux textes générés aléatoire-
ment par des L-systemes stochastiques avec entre autre le lien avec les processus de
branchement multitypes. Ensuite, la section introduit la méthode symbolique. Nous
y présentons des conditions sur les opérateurs définis dans la section 4.1 pour obtenir des
constructions admissibles mais aussi des théoremes de décomposition pour les classes
combinatoires d’intérét. Ce chapite se termine par des exemples soulignant les difficultés
que 'on peut rencontrer dans un tel contexte. Dans tout le chapitre, les variables (ou
vecteurs) aléatoires sont définies sur un espace de probabilité (2, F, P).

4.1 Cadre combinatoire

4.1.1 Classes combinatoires pondérées

Nous énongons tout d’abord quelques concepts de combinatoire que nous étendons
ensuite dans un cadre plus large. Rappelons tout d’abord la notion de classe combinatoire
ainsi que celle de fonction génératrice (voir [Flajolet and Sedgewick| (2009) pour plus de
détails) :

Définition 4.1.1 (Classe combinatoire) Une classe combinatoire (ou simplement une
classe) est un ensemble fini ou dénombrable sur lequel est définie une fonction taille |.|
satisfaisant les conditions suivantes :

e la taille d’un élément est un entier naturel ;

e [e nombre d’éléments d’une taille donnée est fini.

La fonction génératrice est 'outil mathématique central de la combinatoire permettant
d’étudier les classes :



66 Chapitre 4. Texte généré par un L-systeme stochastique

Définition 4.1.2 (Fonction génératrice d’une classe combinatoire) La fonction
génératrice ¥V d’une classe C' munie d’une fonction taille |.| est la série formelle donnée
par la forme combinatoire suivante :

En réarrangeant les termes de la fonction génératrice W, nous obtenons la série entiere

formelle suivante :
U(z) = Z Mt = Z A, z"

teC nelN

avec A, le nombre d’éléments de C' ayant une taille n. Déterminer la fonction géné-
ratrice d’une classe combinatoire permet donc de compter le nombre d’éléments d’une
taille donnée appartenant a cette classe . En pratique, la fonction génératrice est ob-
tenue a partir d’une relation fonctionnelle faisant intervenir entre autre des fonctions
génératrices de classes combinatoires connues (ou tout du moins plus faciles a caracté-
riser). Cette relation est généralement établie a partir de la forme combinatoire de ¥
puisque celle-ci permet de décomposer une classe selon les caractéristiques propres a sa
structure combinatoire (voir la section a propos de la méthode symbolique).

Nous introduisons maintenant le concept de classe combinatoire pondérée. Il s’agit
en fait d’une extension de la définition de classe combinatoire dans le cas ou un nombre
réel positif ou nul peut étre associé a chacun de ses éléments :

Définition 4.1.3 (Classe combinatoire pondérée) Soit C' une classe combinatoire.
Une classe combinatoire pondérée est un ensemble WC = {(t,p;) | t € C} tel que :

e VteC, A (t,p) € CxRY/(t,p) e WC;

L4 Zpt<00

teC
Pour tout t € C, le nombre p, est appelé poids associé a t.

N.B. 4.1 SiWC = {(t,p;) | t € C}} est une classe combinatoire pondérée, alors C
est appelée classe combinatoire associée a W'

Nous introduisons maintenant un type particulier de classe combinatoire pondérée :

Définition 4.1.4 (Classe combinatoire stochastique) Une classe combinatoire sto-

chastique est une classe combinatoire pondérée SC = {(t,p;) | t € C} telle que
>
teC

Le concept de fonction génératrice associée a une classe combinatoire peut facilement
s’étendre au cas pondéré :
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Définition 4.1.5 (Fonction génératrice d’une classe combinatoire pondérée) Soit
WC ={(t,p) | te C}} une classe combinatoire pondérée avec C' la classe associée.
Soit |.| une fonction taille définie sur C. La fonction génératrice de WC' munie de la
fonction taille |.| est la série formelle donnée par la forme combinatoire suivante :

U(z) = Z pe2ltl.
teC
N.B. 4.2 Pour z € [0, 1], la fonction génératrice d’une classe combinatoire stochastique
SC munie de la fonction taille |.| coincide avec la fonction génératrice associée a la
variable aléatoire Z donnant la taille d’un élément tiré aléatoirement dans SC' selon la
loi multinomiale dont les parametres sont donnés par les poids des éléments :

Vz €[0,1], ¥(z)= Z pe2ltl = Z P(Z =n)z".
teC nelN

L’extraction des coefficients de ¥ sous forme d’une série entiere permet ainsi d’obtenir
la distribution de Z.

4.1.2 Ensembles de mots pondérés
Définition et fonction génératrice

Nous présentons maintenant le cadre combinatoire attaché aux ensembles de mots
pondérés. Les notations suivantes sont valables pour tout le reste du chapitre. Soit
V = {v1,...,v,} un alphabet de taille m. Soit W l’ensemble des mots construits a
partir de V' et W+ I’ensemble des mots non vides (W' = W \ {e} avec € le mot vide).

Définition 4.1.6 (Fonction de comptage) La fonction de comptage ¢ est une appli-
cation de W x W7 dans W telle que, pour tout (w,u) € W x W, c(w,u) donne le
nombre de mots u dans le mot w (les recouvrements sont pris en compte).

Pour tout u € W, ¢(e,u) est une fonction taille sur W (la taille d’un élément est
alors donnée par le nombre de mots u qu’il contient). Ainsi, tout sous-ensemble de W
est une classe combinatoire munie de cette fonction de comptage.

Définition 4.1.7 (Ensemble de mots pondérés) Un ensemble de mots pondérés G =
{(w,pw) | w € G} est une classe combinatoire pondérée dont la classe associée G est
un sous-ensemble de W.

La fonction génératrice donnée par la définition peut donc étre utilisée pour les
ensembles de mots pondérés munis d'une fonction de comptage. Nous pouvons méme
étendre cette notion dans le cas ou 'on s’intéresse au comptage de plusieurs mots :

Définition 4.1.8 (Fonction génératrice associée a une famille de mots) Soit G =
{(w,py) | w € G} un ensemble de mots pondérés et U = {uy,...,w} une famille de
mots de W . La fonction génératrice de G associée a U est la série formelle donnée par
la forme combinatoire suivante :

1

U(z1,...,2) = Z pszl-c(w’ui).

weg i=1
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Structure algébrique

Nous définissons une structure algébrique pour I’ensemble de tous les ensembles de
mots pondérés VW construits a partir de W :

W={G={(w,p,) | we G} | G est un ensemble de mots pondérés de W}.

Dans cette optique, de nouveaux opérateurs union et concaténation sont définis sur W.

Définition 4.1.9 (Opérateur union ¢ 4 ’) Soient G et H deux sous-ensembles de
W. L’union des ensembles de mots pondérés G = {(w,p,) | w € G} et H =
{(v,q,) | v € H} est définie de la fagon suivante :

G+H= U {(l',pgg)} U U {(t%@p)} U( U {(mapx‘i_qx)})‘

zeG\H xeH\G xeGNH

Exemple Soit V' = {¢,d} un alphabet. Soient G = {(cd, p1), (¢, p2)} et H = {(cd, p3), (d, ps) }
deux éléments de W. Alors :

G+ H={(c,p2),(d,ps), (cd, p1 + p3)}.

N.B. 4.3 Notons que + est différent de 'opérateur union « standard »U. En effet,
supposons par exemple que G N'H # {}. Il existe alors (w,p) € G N H. Dans ce cas,
(w,p) est un élément de G U H mais pas nécessairement de G + H (voir I'exemple ci-
dessus avec le mot cd en prenant p; = ps = p : (cd, p) est présent a la fois dans G et ‘H
mais pas dans G + H).

N.B. 4.4 + est une loi de composition interne pour W. Elle est également associative,
commutative et possede 1’ensemble vide {} comme élément neutre.

Par la suite, nous utiliserons la convention de notation suivante :

{<w17pw1)} + {(w27pw2)} +...+ {(wmpwn)} = Z{<wi7pwi>}'

Définition 4.1.10 (Opérateur concaténation ¢ . > ) Soient G et H deuz sous-ensembles

de W. La concaténation des ensembles de mots pondérés G = {(w,p,) | w € G} et
H={(v,q,) | ve&H} est définie de la fagon suivante :

GH=>  {(wv,pug)}

(ww)eGxH

avec w.v la concatenation (au sens classique) des mots w et v.
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Exemple Soit V' = {c, d} un alphabet. Soient G = {(d, p1), (dc, p2) } et H = {(cc, p3), (¢, ps) }
deux éléments de W. Alors :

G.H = {(dcc,pip3)} + {(de, pipa) } + {(dece, paps) } + {(dee, paps)
= {(dc, p1p4), (dcce, paps), (dee, pips + papa) }-

Par convention, nous posons F.{} = {}.F = {}. Ainsi, W a une structure de semi-
anneau (voir Duchamp et al.| (2005)) et Klima and Polak| (2008) pour des exemples de
semi-anneaux en théorie des automates et des languages).

Définition 4.1.11 (Semi-anneau) (S,+,.,0,1) est un semi-anneau si :

(S,+,0) est un monoide commutatif avec 0 comme élément neutre ;

(S,.,1) est un monoide avec 1 comme élément neutre ;

la multiplication est distributive par rapport a l’addition ;

0 est un élément absorbant de S par rapport a la multiplication.

Dans ce cas, nous avons :

Théoreme 4.1.1 (W, + , . {},{(e,1)}) est un semi-anneau. L’ensemble vide {}
et {(e,1)} sont respectivement les éléments neutres pour ‘+ et *. .

Preuve La preuve est immédiate et repose sur des manipulations élémentaires des
opérateurs * 4+ * et ‘. . Notons tout de méme que w.e = e.w = w. La quatrieme
propriété de la structure de semi-anneau (voir la définition est due au fait que,
pour tout G e W, G{} ={}.G ={}.

O

4.2 Textes générés aléatoirement par des L-systemes
stochastiques

4.2.1 OL et FOL-systemes stochastiques

Les L-systemes sont des grammaires a réécriture parallele. Elles ont été introduites
en 1968 par Lindenmayer (Lindenmayer| (1968])) et ont été particulierement utilisées
pour modéliser le développement d’organismes cellulaires et la croissance de plantes
(Lindenmayer| (1968), [Smith| (1984), Prusinkiewicz and Lindenmayer| (1990)) et Francon
(1990)), principalement pour des besoins de visualisation graphique (Rozenberg and
Salomaaj (1992)). Elles ont également fait 'objet d’études mathématiques (avec entre
autre Rozenberg and Salomaa (1980a)) et Rozenberg and Salomaal (1980b))). Lorsque des
probabilités d’occurrence sont associées aux regles de production, les L-systemes sont
dits stochastiques :

Définition 4.2.1 (OL-systéme stochastique) Un 0L-systéme stochastique est une
grammaire L = (a, ) avec :
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e a € Wt (= laxiome);
e 1 une matrice de transition de V dans W (i.e., Y(u,v) € V.x W, 0<m,, <1 et
Y wew Tuw = 1) avec un nombre fini de composantes non nulles.

N.B. 4.5 Bien que différente, la définition précédente est équivalente a celle donnée
dans |Prusinkiewicz and Lindenmayer| (1990) : I'ensemble P, = {(z,y) € V. x W |, >
0} définit les regles de production. Ces regles représentent toutes les évolutions possibles
des lettres a travers le L-systeme.

N.B. 4.6 De par la nature méme du OL-systeme stochastique, les lettres d’'un mot
évoluent de fagon indépendante.

Un OL-systéeme stochastique L = (a,7) génere une suite de mots (wﬁ)nelN de W.
Cette suite est initiée par 'axiome (¢’est-a-dire w§ = a). Pour n > 0, wk,, est obtenu
en remplagant indépendamment chaque lettre z de w’ par une séquence de lettres y
avec une probabilité m, .

Proposition 4.2.1 Soit L = (a, ) un 0L-systéme stochastique. La suite de mots (wﬁ)nelN
générée par L est une chaine de Markov homogéne a espace d’état dénombrable W dont
la distribution initiale est donnée par la mesure de Dirac centrée en a (= 6,) et le noyau

de transition P par :

n
V(r,y) €W x W, Py =Pwy,, =yloy =1) = > [T7ew
(W1,y2,.-yn)EWT, 0=l
Y1Y2 . Yn=y
avec T = 1%y ... T, et x; €V pour tout i € {1,...,n}.

Preuve La propriété de Markov découle directement du principe de construction de
(wﬁ )nelN puisque chaque mot wk 1 est construit uniquement a partir de wk. Etant donné
que les lettres évoluent de facon indépendante, la probabilité que le mot x = z125 ... 2,
évolue vers le mot y = y;1.y> . . . ¥, est donnée par le produit des probabilités d’évolution
de chacune des lettres x; de x vers le mot y;, ¢’est-a-dire H?:l Tz, - POUr obtenir P, , =
P(wk,, = ylwk = z), il suffit de considérer toutes les combinaisons (y1,ys, ..., y,) € W"
de sorte que y1.9s ...y, = y et de sommer les probabilité d’occurrence correspondantes.
La chaine de Markov est homogene puisque les probabilités de transition données par m

ne dépendent pas de I’étape n de production.

0

Définissons maintenant une classe plus générale de L-systemes appelée FOL-systemes
stochastiques, étendant la définition standard de FOL-systeme (Rozenberg and Salomaal
(1980a)), p. 89) au cas stochastique :

Définition 4.2.2 (FOL-systéme stochastique) Un FOL-systeme stochastique est une
grammaire L = (A, ) avec :
e A un sous-ensemble non vide de W+ (appelé ensemble des axiomes de L) ;
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e pour tout a € A, L[a] = (a,m) est un 0L-systéme stochastique (appelé systéme
composant de L ).

N.B. 4.7 Tous les systemes composants L[a] avec a € A ont le méme noyau de tran-
sition P. Ainsi, par définition, ce noyau sera appelé noyau de transition associé au
FOL-systeme stochastique L.

Définition 4.2.3 (Composition de FOL-systémes stochastiques) Soient L = (W™, 1),
L' = (W al) et L? = (W, 7% trois FOL-systémes stochastiques et P, P! et P? les
trois noyaux de transition qui leurs sont associés. L est le composé de L' par L* si

P = P'P2%. Dans ce cas, on note L = L' o L?.

Une conséquence immédiate de cette définition est la propriété suivante :

Propriété 4.2.2 Soit L = (W™, ) un FOL-systéme stochastique. Pour tout n > 0, soit
L™ le FOL-systeme stochastique donnant les régles de production de L apres n étapes de
production. Alors :

V(k, k') e N* x N*,  LFV = ko ¥

Soit L = (W, 7) un FOL-systeéme stochastique. Pour a € W, la chaine de Mar-
kov (wn[ ]> associée au systeme composant L[a| peut également s’interpréter comme
nelN

I’évolution d’%ne population dont les individus a une génération n donnée sont les lettres
composant wZ. Ces individus sont étiquetés par la lettre de I'alphabet qu’il représente.
Soit alors Z) I e vecteur aléatoire dont les composantes donnent le nombre de chacune
des lettres de I'alphabet dans un mot généré aléatoirement par le OL-systeme stochas-
tique L[a] apres n étapes de production :

Zi/[a] = (C(wﬁ[a}a v))UEV7 n 2 07
avec c¢ la fonction de comptage définie dans la section Alors :

Théoréme 4.2.3 Soit L = (W™, 1) un FOL-systéeme stochastique. Pour tout a € W,
le processus (Zf[a]> est un processus de branchement de Galton-Watson multitype
N

ne
dont la distribution des descendants est donnée par 7.
Preuve Pour tout (v,v) € V2, la variable aléatoire c(wf[v],v' ) donne le nombre de
lettres v’ engendrées par v apres une étape de production de L. Ainsi, pour n > 0 et
a € W, le nombre de lettre v' présentes dans wﬂﬂ est égal a la somme de toutes les

lettres v’ créées par les lettres composant wk el

=3 z utf )

veV k=1
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[a] e
avec c(w ™ v\, e(wFP vy en™ o) ok 4 copies indépendantes de e(w ™, v)
(I'indépendance est due a I'indépendance d’évolution des lettres). En regroupant sous
la forme d’un vecteur (avec v' € V'), nous avons alors :

Ld] “lun ) L] (k)
ZN=) > 4
k=1

veV =

[ )

L L
avec Z; L. la]

c ﬁ[a],v
L)

Z

définition|A.3.1{de I'annexe[A.3| <ZT€ [a]) est un processus de branchement de Galton-
nelN

,v) vecteurs aléatoires indépendants. D’apres la

* )

Watson multitype.
O

Soit L = {(a,7) un OL-systeme stochastique de noyau de transition P. Par la suite,
WE désignera 'ensemble des mots pondérés possibles générés par L apres n étapes de
production :

WE={(w,(P")aw) | we W}

n

WL est une classe combinatoire stochastique.

N.B. 4.8 Notons ici que P" symbolise la puissance n-ieme de la matrice P. (P")4.
représente donc la composante (a,w) de la matrice P™.

4.2.2 Fonction génératrice

L’objectif du chapitre est de calculer la distribution du nombre d’occurrences d’une
famille de mots dans un texte généré aléatoirement par un OL-systeme stochastique.
Pour ce faire, I'outil combinatoire de prédilection est la fonction génératrice donnée par
la définition et adaptée au cas des L-systemes stochastiques :

Définition 4.2.4 (Fonction génératrice d’un OL-systéme stochastique) Soit L =
(a, ) un OL-systéme stochastique de noyau de transition P et U = {uy,...,u;} une
famille de mots de W™ . La fonction génératrice de L associée a U est la fonction géné-
ratrice de W associée a U :

l
Ve, ) = Y Paw [ 5. (4.1)
=1

weW

La définition précédente peut étre adaptée pour les FOL-systémes stochastiques :

Définition 4.2.5 (Fonction génératrice d’un FOL-systéme stochastique) Soit L =
(A, ) un FOL-systéme stochastique et U = {uy,...,u;} une famille de mots de W+. Le
vecteur de fonctions génératrices de L associé a U est défini de la facon suivante :

\IIL(ZIW"JZZ) = (\IJL[Q](ZIW":ZZ))GGA? (42>

avec WX g fonction génératrice du systéme composant Lla] associée a U.
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Soit L™ le FOL-systeme stochastique associé a la n-ieme étape de production de L. Pour
tout a € A, déterminer les coefficients de la fonction génératrice WX"l? (qui est en

. . o . L PSRN . ;. N
fait la fonction génératrice de Wi, o associée a U ) écrite sous forme d’une série entiere
permet de résoudre le probleme de la distribution d’occurrences de mots. En effet, en
réarrangeant les termes de I’équation nous obtenons :

l
\Ian[a](Zl, o ,Zl) _ Z (Pn)a,w H Zf(w,uz')
=1

weW

= Z ]P(c(w,];[“},m) :kl,...,c(wﬁ[a},ul) :k’l)Hszl

(K y.ee oy N i=1
Les coefficients P (c(wﬁ[a],ul) = ky,... clwy [a],ul) = k:l> forment la distribution que

l'on cherche & calculer.

Dans le cas ott L est le composé de deux FOL-systemes L' et L2, le vecteur de
fonctions génératrices de L associé a U = V s’exprime facilement en fonction de ceux
correspondant & L' et L?. Pour cela, nous avons tout d’abord besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.4 Soit L = (W™, m) un FOL-systéme stochastique. Pour tout a € W, soit
Wl Jq fonction génératrice de Lla] associée a V. Alors :

m

Va € W+, plla — H (@L[Ui})c(“v”i) .

i=1

Preuve Soit P le noyau de transition associé a L. La fonction génératrice de L|a]
associée a V' s’écrit :

\IJL[a}(zl, ey Zm) = Z P, ﬁ zf(w’vi).
i=1

weW

Supposons que a = v{vj ...V avec la| le nombre de lettres composant a et v§ € V,
pour tout j € {1,...,|a|}. Comme les lettres évoluent de fagon indépendante,

|al

Pa,w = Z H Pv?,w]w

(wl,...,w‘a|)€W|a| Jj=1
W W) | =W

Siw=w;...wy alors c(w,v;) = Z‘ja:ll c(wj,v;). Ainsi :

|al m_ |al

\IIL[G](Zl, .. ,Zm) = Z Z H Pv;,wj H H Zic(ij)

weW (un, el | \s=1 i=1-1
wl.A.w‘a‘:w
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Les produits sur 7 et j comportent un nombre fini de termes. Nous pouvons donc les
permuter :

|al la| m

\I/L[a](zl, . ,Zm) = Z Z H Pv] s H H Zic(wj,vi)

WEW (wy,...wpa)eWlel | j=11i=1
W .. W) g | =W

[ al m
SR VN 1 B

weWw (wl,...,w‘a‘)EW‘a‘ _j:l 1=1
W .o W) q| =W

Les deux signes ) | peuvent se regrouper pour ne former plus qu’une somme sur (wy, ..., w,|) €

Wihal .

|al m
q/L[a](Zl,...,Zm) — Z H ( v w]H cuu,m))

(wy,.-., wla‘)GW‘a‘ Jj=1 =1

|al

—H S P w]H A

=1 |w;eWw =1

|al

= H\IJL[”?](zl, ey Zm)-
j=1

Finalement, comme a comporte c(a,v;) lettres v;, avec i € {1,...,m}, nous en dédui-
sons : N
\IJL[a](Zl H \DL[UZ L ’Zm))c(a,w) ‘
=1
O

Grace au lemme précédent, nous en déduisons le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.5 Soient L, L' et L? trois FOL-systémes stochastiques dont l’ensemble
des axiomes est W7 et soient W, Wl et W2, les vecteurs de fonctions génératrices
respectifs associés a U =V . Si L = L' o L? alors :

V(z1, ..., 2m) € [0,1]™, Uz, 2m) = OloW(z, ..., 2,).

Preuve Soient P, P! et P? les noyaux de transition associés respectivement a L, L' et
L?. Par définition, nous avons donc P = P'P?. Soit a € W*. Alors :

\I/L[a](zl, ey Zm) = Z P, ﬁ zl-c(w’vi)
i=1

weWw

= Z Z Pal,w’Pz?;’,w ﬁ ZZ'C(wmi)'
=1

weWw'eWw
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Comme Wl est absolument convergente sur [0, 1], nous pouvons permuter les signes
sommes :

T (2, 2) = Z Z H clwwe) ZPl (2 ).

w' eW weW i=1 w'eWw

Grace au lemme [£.2.4] :

m

QL] — H (@LQ[vi])C(

=1

wl7vi)

Nous avons donc :

m c(w’ ;)
\IJL[G]<Zla s 7Z'rn) = Z Paiw’ H (qu2[Ui](Zla s 7Zm)> - \I/Ll[a](‘:[,2(z17 T Zm))

w'eW =1

Finalement, en regroupant les fonctions génératrices W sous la forme d'un vecteur
avec a € W, nous obtenons bien :

U =T!ow?
0J

Corollaire 4.2.6 Soit WL le vecteur de fonctions génératrices d’un FOL-systéme sto-
chastique L = (W™, 7t} associé a V aprés n étapes de production. Alors :

V(k, k') € N* x IN*, U =Pr oWy, = WP, o UL,

Preuve Soit L™ le FOL-systeme stochastique associé a la n-ieme étape de production
de L. D’aprés la propriété 4.2.2] LF+ = Lk o L = ¥ o L¥. En utilisant le théoréme
et en remarquant que le vecteur de fonctions génératrices de L™ associé a V' est
WL nous en déduisons le résultat du corollaire.

Grace au corollaire précédent, nous avons en particulier :
« L L _ gl L
Vk € IN*, 'llk+1—\Ilko\Ill—\Illo\Ilk.

Ce résultat peut également étre obtenu a partir du théoreme soulignant le lien
entre OL-systémes stochastiques et processus de branchement multitypes. En effet, WL

est également le vecteur de fonctions génératrices associé a (Z,% M) . ot ZH est le
acW

vecteur de IN" dont la i-eme composante donne le nombre de lettres v; dans un mot
généré aléatoirement par L[a] apres n étapes de production. En appliquant le théoréme
de composition des fonctions génératrices pour des processus de branchement multitypes
(théoreme de 'annexe |A.3| Harris| (1963))), nous retrouvons le résultat précédent.
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4.3 Mise en place d’une méthode symbolique

L’objectif de cette section est de mettre en place une méthode symbolique permettant
de calculer la distribution associée au nombre d’occurrences d’une famille de mots dans
un texte généré aléatoirement par un 0L-systéme stochastique L = (a, ) apres N étapes
de production.

N.B. 4.9 Afin de simplifier ’écriture des équations qui suivent, nous ne considérons
que des familles réduites a un seul mot u € W (c’est-a-dire U = {u}). L’extension a
des familles de plusieurs mots ne pose pas de probleme particulier.

Pour résoudre ce probléme, on se propose de déterminer W% la fonction génératrice
de LY associée a U = {u} avec LV le OL-systéme correspondant & la N-ieme étape de
production. En effet, nous avons vu dans la section que cette fonction génératrice
peut se mettre sous la forme d’une série entiere :

Uk(z) = Z (PN) g 20 = Z P (c(wy,u) = k) 2*

weW kelN

avec (w}) _ lachaine de Markov générée par L. La suite des coefficients (P (c(wk, u) = k))
correspond a la distribution qui nous intéresse. Le probleme est que, la plupart du temps,
UL ne peut pas étre calculée directement & cause de la complexité des structures engen-
drées par L. Nous mettons en place une méthode symbolique permettant alors d’obtenir
UL de fagon récursive.

k>0

Nous commencons cette section par quelques rappels de combinatoire et nous pré-
sentons ensuite les fondements de la méthode symbolique.

4.3.1 Rappels de combinatoire

Tous les concepts mentionnés dans cette annexe sont détaillés dans Flajolet and
Sedgewick (2009). Soit A une classe combinatoire et |.| une fonction taille. Soit A la
fonction génératrice de A munie de s :

A(z) = ZZ’M = ZAnz"

te A nelN

avec A,, le nombre d’éléments de A ayant une taille n. La suite (A,)nen est appelée
suite de comptage de A (counting sequence en anglais).

Définition 4.3.1 (Construction admissible) Soit BY, ... B™) une collection de classes
combinatoires munies d’une fonction taille |.| et BV, ..., B™ les fonctions génératrices
correspondantes. Soient (Bél))nem, e (Bém))nem les suites de comptage associées. Soit
O une construction qui, pour toute collection de classes B, ... B associe une nou-

velle classe

A=oBY . BM.
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La construction ® est admissible si la suite de comptage (A, )nen de A ne dépend que des
suites de comptage (By(bl))ne]N,. . .,(B,(@m))ne]N de BV ... B™. Pour une telle construc-
tion admissible, il existe un opérateur W bien défini agissant sur les fonctions généra-
trices correspondantes B (2), ..., BM(2) :

A(z) = U[BY(2),..., B™(2)].

Définition 4.3.2 (Spécification) Une spécification pour un r-uplet (AWM, ... A™M)
de classes combinatoires est une collection de r équations,

AD = (AD, . AD)
(2 — (1) (r)
A Bo(AD, .., A (43)

AT =& (AD . AM)
ot 1, Do, ..., P, sont des constructions admissibles.

Formellement, le systeme (4.3]) est une spécification itérative si celui-ci est strictement
triangulaire inférieur, c’est-a-dire que A peut étre exprimée uniquement & partir de
classes combinatoires de bases et, pour tout k € {1,...,r—1}, la construction de A*+"
ne dépend que de AY, ... A® et de classes combinatoires de base.

4.3.2 Principe, constructions admissibles et théoremes de dé-
composition

La méthode symbolique est tres utilisée en analyse combinatoire, voir Flajolet and
Sedgewick| (2009). Elle permet de calculer des fonctions génératrices associées a des
classes d’intérét. Le principe de base consiste a transformer un systeme d’équations
combinatoires faisant intervenir les classes d’intérét en un systeme d’équations fonction-
nelles impliquant les fonctions génératrices correspondantes.

Nous présentons ici cette méthode dans le cadre des textes générés aléatoirement par
des OL-systemes stochastiques. La premiere étape de la méthode consiste a écrire une
spécification itérative appropriée pour I’ensemble des classes combinatoires stochastiques
{WL | ne{0,...,N}} sous la forme d’un systéme d’équations combinatoires reposant
sur des constructions admissibles. Ensuite, en utilisant des regles de transformation, ces
équations combinatoires sont transformées en équations fonctionnelles faisant intervenir
UL pour n € {0,..., N}. Finalement, les coefficients de W% sont extraits & partir de ces
équations fonctionnelles.

Le point crucial de la méthode symbolique est I'écriture de la spécification. Dans
cette optique, les classes W sont décomposées algébriquement en faisant intervenir les
classes W avec k < n mais aussi des classes de structure combinatoire simple. Cette
décomposition doit reposer sur des constructions admissibles. Pour ce faire, nous allons
utiliser la structure de semi-anneau établie dans la section pour 'ensemble W des
ensembles de mots pondérés contruits sur W. En effet, sous certaines conditions, les
opérateurs union et concaténation sont des constructions admissibles :
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Définition 4.3.3 (Concaténation non génératrice) Soit u € W et G et H deuz
sous-ensembles de W. La concaténation de G et de H est dite non génératrice par
rapport a u si la condition suivante est vérifiée :

V(w,v) € G x H, c(wv,u)=clw,u)+c(v,u).

Dans le cas contraire, la concaténation de G et de H est dite génératrice par rapport a
u.

Par définition, la concaténation de G = {(w,py) | w € G}etde H ={(v,q,) | v €
H} est dite non génératrice par rapport a u si la concaténation de G et de H 1’est. Dans
ce cas :

Théoréme 4.3.1 (Constructions admissibles) Soient G, H et I trois éléments de
W. Soitu € W et a,[3 ety les fonctions génératrices respectives de G, H et I associées
a U = {u}. Alors, l'opérateur union ‘+ ’ est une construction admissible avec la régle
de transformation suivante :

I=G+H = v(2) = a(z) + B(2).

Supposons de plus que la concaténation de G et H est non génératrice par rapport a u.
Dans ce cas, l'opérateur concaténation ‘. ~ est aussi une construction admissible avec
la regle de transformation suivante :

I=GH = v(z) = a(2)B(2).

Preuve Supposons que G = {(w,p,) | we€ G} et que H={(v,q,) | veE H}.
1) SiZ = G + 'H. Alors, a partir des définitions et ;

’7(2) _ Z pxzc(a:,u)_'_ Z qxzc(x,u)+ Z (px_l_qx)zc(x,u)

xe€G\H zeH\G xeGNH
= S pu @ 4 g, = a(z) + ().
weG veH

2) Si Z = G.H. Alors, a partir des définitions [4.1.8 et |4.1.10] :

V@) = ) (pugn)z .

(ww)EGXH

Etant donné que la concaténation de G et ‘H est non génératrice par rapport a u, alors,
pour (w,v) € G x H, c(w.v,u) = c(w,u) + c¢(v,u). Ainsi,

= (pwzdw))(quc(va):<2pwzc<w>> (quzc(”’“))za(z)ﬂ(z)-
welG

(ww)eGxH veH

O

N.B. 4.10 Contrairement a I'opérateur union classique U, il n’y a pas besoin d’imposer
que G N'H = {} pour faire de 'opérateur * + ’ une construction admissible.
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Bien que la structure de semi-anneau donne un cadre algébrique pour 'écriture de
la spécification, elle ne fournit pas de méthode de décomposition pour Wl avec n €

{0,..., N}. Pour obtenir une telle décomposition, nous pouvons utiliser les théoremes
432 et [£.3.3] suivants :

Théoréme 4.3.2 (Décomposition générale) Soit L = (W', 1) un FOL-systéme sto-
chastique. Alors :

Ya e W, VneN, nLJ[ral]—Z{emw}WL
weWw

Preuve Soit P le noyau de transition associé a L. Soit x € Wn ‘1. Alors, il existe
s € W tel que z = (s,(P"™),,). En utilisant le théoreme de Chapman-Kolmogorov,

nous avons : ey, Zpaw . Zwaw . "
weW weW
Ainsi :
{x} = {(Sv Zﬂ-a,w(Pn)w,s)} = Z {(Svﬂ-aﬂu(Pn)w,s)} = Z{(Eaﬂ-a,w)}'{(‘s? (Pn)w,s>}'

Or (s, (P")ys) € W pour tout w € W . Nous en déduisons que, pour tout x € Wﬂal],

x € Z {(€, Taw) }.-WEM et donc :
weW

n+1C Z{ewaw }WL

weWw

Réciproquement, soit © = (s,ps) € Z {(€, Tan) . WEM Alors, il existe une suite
weWw
{(rw, (P eors) bwew de Wik telle que :

{z} ={(s;ps)} = Z {(e. maw) }-{(ruw, (P")wr, )} = Z {(rw; Ta,(P" )w,ra) }-

Cette derniere équation impose s = r,, pour tout w € W. Ainsi, en utilisant 1’équation
de Chapman-Kolmogorov (4.4]), nous obtenons :

weWw weW

Nous en déduisons que, pour tout x € Z {(e, 7ra7w)}.WnL[w], T € Wfial] et donc :
weW

w Lla
> {6 o) }WH Wi,
weWw

Finalement :

75—1[—(11 - Z{ €, 7Taw }WL[w]

weW
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0

Théoréme 4.3.3 (Indépendance d’évolution) Soit L = (W™, ) un FOL-systéme
stochastique. Soient wy, wy,. .., wg, k mots de W+. Alors :

VneN, Whierwewd — i) pylies ... pyLiod,

Preuve Soit £ = 2. Soient m; et mo le nombre de lettres de w; et de ws respec-

tivement. Dans ce cas, il existe (v,...,vL, ) € V™ et (v],...,v2,) € V™ tels que
wy =vy.--- 0, et wy =vi.--- w2, . Etant donné que les lettres d’un mot évoluent de

fagon indépendante, nous avons :

L[l o), w202 L[v}nl] L[vﬁw]

P Elwr ] — pp e om mal _ WEb Lt e,
De la méme fagon, pour j € {1,2} :

Liv]

Wkl — W,

gy )
Ainsi,
WnL[wl-wﬂ — Wf[wl],Wf[w],
Le résultat du théoreme se démontre par une récurrence immédiate sur k& > 2.

O

Les théoremes [4.3.2 et [4.3.3 procurent des équations combinatoires qui apparaissent
comme des décompositions naturelles des classes WE. Cependant, leur utilisation n’abou-
tit pas toujours sur des constructions admissibles (voir 'exemple 4.4.2)). Dans ce cas,
d’autres méthodes moins systématiques doivent étre employées pour obtenir une spéci-
fication appropriée.

4.3.3 Enoncé de la méthode

Soit L = (A, 7) un FOL-systéme stochastique. La méthode symbolique peut étre
résumée par les points suivants :

e Déterminer I'objectif : calculer la distribution associée au nombre d’occurrences
d’'un mot v € W+ dans un texte généré aléatoirement par le systéme composant
Lla] apres N étapes de production et a € A.

e Ecrire la fonction génératrice de W associée a U = {u} : WX, Les coefficients
de \Ifﬁa] (écrite sous la forme d’une série entiere) donnent la distribution d’intérét.

e Ecrire une spécification itérative pour les ensembles de mots pondérés {WnL la] | n€
{0,..., N}} en utilisant des constructions admissibles obtenues & partir des opé-
rateurs union ‘ + ’ et concaténation ‘ . ’. Les théorémes et permettent
en général d’aboutir au résultat.

e Utiliser les régles de transformation du théoreme [£.3.1] et écrire un systéme fermé
d’équations fonctionnelles impliquant \I/i[a} pour n € {0,...,N}.

e Résoudre directement le systeme précédent ou bien trouver un ensemble d’équa-
tions récursives vérifiées par les coefficients de \I/]Lv[a] pour n € {0,...,N}.

e En déduire les coefficients de ‘IIJLV[“].
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4.4 Exemples

La méthode symbolique est illustrée ici au travers de deux exemples tirés de la
botanique (voir le chapitre [5| et plus particulierement la section ; d’autres exemples
sont également détaillés dans cette section). Le premier exemple est le calcul de la
distribution associée a un mot d’une seule lettre. Nous montrons que les théoremes de
décomposition et donnent directement une bonne spécification ce qui nous
permet d’en déduire les équations fonctionnelles vérifiées par les fonctions génératrices
d’intérét. Le deuxieme exemple traite d’un mot a deux lettres. Dans ce cas, les théoremes
de décomposition et ne fournissent plus directement une bonne spécification
puisque les équations combinatoires obtenues ne reposent plus sur des constructions
admissibles. Il faut donc les réécrire sous une forme plus convenable.

4.4.1 Exemple avec un mot d’une lettre

Soit V' = {s,m} un alphabet. Soit L = (W', 1) un FOL-systeme stochastique dont
les composantes de la matrice de transition 7 sont toutes égales a zéro a ’exception de :

Ts,ms = P1 Tsss = 1 =1 Tm,mm = P2 Tm,s = 1 — P2

avec (p1, p2) €]0,1[%. Le noyau de transition correspondant est noté P. Nous souhaitons
calculer la distribution associée au nombre d’occurrences du mot m dans un texte généré
aléatoirement par le systeéme composant L[s] apres N étapes de production. Afin de

résoudre ce probleme, nous voulons déterminer la fonction génératrice de ij,[s] associée
am:
L
W) = 3 (P 2 =30 P (e m) = k)
weW keN

avec <wn[ ]> la chaine de Markov engendrée par L[s]. Trouvons maintenant une
n>0

spécification itérative adéquate pour {WnL s | ne€{0,...,N}}. Utilisons d’abord le
théoreme de décomposition générale 4.3.2):

Vne{0,...,N -1}, W= {(e,1—p)}WHS 4 {(¢, py) ) WE,
Ensuite, en appliquant le théoréme d’indépendance d’évolution [£.3.3] il vient :
Vne{0,...,N=1}, W = {(e, 1—p) } WHL WEE L { (e, py) ) WEM WEEL - (4.5)

n

. , . : . L
De la méme facon, nous obtenons une équation combinatoire pour anf] ;

vn € {0,.. 1} wﬂ";l = {(e,1 — pa) Y. WEHEL 4 {(e, po) } WE W LMl (4.6)

n

Les equatlons et ) forment une spécification itérative. Notons que W, Lls] _
{(s,1)} et W (m, 1 )}. Ainsi, en utilisant les regles de transformation (cf le

theoreme , nous obtenons

W () = (1 py) (W) + k() wt o)

(=) = (1= po) Wiz + o (27 (2))

(4.7)
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avec UL (2) = Tet WE™(2) = 2. Soit pk = P (C(WnL[S],m) = k) (resp. ¢ =P (c(WnL[m], m) = k))
la probabilité d’avoir k lettres m dans un texte généré aléatoirement par L[s] (resp. L|m])

apres n étapes de production. pf (resp. ¢F) représente le coefficient devant 2* dans le
développement en série enticre de WA (resp. WY [m]). Grace au systeme (4.7)), il est pos-

sible de déterminer récursivement la distribution { p’f\,} ren € identifiant les coefficients

des fonctions génératrices vues comme séries entieres :

k(] — ko0 kel ko1 kel
¥ne{0,...,N —1}, {pg“_( PL) 2o Py P12 i P (4.8)
G = (1= p2)py + P2 > 12 4l

A partir du systeme , il est également possible de calculer récursivement I'espérance
E,[s] (resp. E,[m]) du nombre de lettres m dans un texte généré aléatoirement par L]s]
(resp. L|m]) apres n étapes de production. Il faut pour cela utiliser le corollaire
de 'annexe [A.] et nous obtenons :

Epials] = 2(1 = p1) En[s] + p1 (En[s] + En[m])

Epa[m] = (1 — pa) En[s] + 2p2 B [m)] (4.9)

Vn e {0,...,N —1}, {

Une équation similaire peut étre obtenue pour la variance.

Le systeme d’équations peut également étre obtenu a partir du corollaire m
car nous sommes en présence de processus de branchement multitype, voir [Kang and
de Reflye (2007) et Loi and Cournede (2008)). En effet, le vecteur de fonctions généra-
trices WL de W1 associé & V = {s,m} vérifie alors :

L _ L L
q?n+1 _'ipl O‘I’n

avec

\Ilﬁ(zh 22) = (Z (Pn)&wzlc(s,m)ZQc(w,m)’ Z (Pn)mwzlc(w,s)ZQc(w,m)) ‘

weW weW

WL peut directement étre calculée A partir de L :
Wi (z1,22) = (1= p1)at + praze, (1 —po)zr + pozi) -
Le lien avec les fonctions génératrices T ot WEM ogt le suivant :
Wi (1, 2) = (WP (2), U7 (2))
ce qui nous permet de retrouver le résultat précédent. De facon générale, les deux mé-

thodes sont équivalentes lorsque 1’on traitre de mots composés uniquement d’une seule
lettre.
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4.4.2 Exemple complexe

Soit V' = {s,m, d} un alphabet. Soit L = (W™ 7) un FOL-systéme stochastique dont
les composantes de la matrice de transition m sont toutes égales a 0 a ’exception de :

Tsmssd — P Tse = 1-— p Tm,m = 1 Tdd = 1

avec p €]0, 1[. Le noyau de transition correspondant est noté P. Nous souhaitons calcu-
ler la distribution associée au nombre d’occurrences du mot dm dans un texte généré
aléatoirement par le systéme composant L[s| apres N étapes de production. Afin de

résoudre ce probleme, nous voulons déterminer la fonction génératrice de WN[S] associée

adm:
Wi (2) = Z (PN)g 2™ = Z P (c(w]LV[S],dm) = k) 2F

wew keN

L . . . .

avec (wn [S]> la chaine de Markov engendrée par L[s]. Trouvons maintenant une spé-
n>0

cification itérative appropriée pour {WnL s | ne€{0,...,N}}. Une premiere idée est
d’utiliser la méme approche que dans I'exemple précédent (on utilise d’abord le théo-
reme de décomposition générale [4.3.2] et ensuite on applique le théoréme d’indépendance
d’évolution . On obtient alors :

Vne{o,...,N—1}, W ={(e,1—p)} + {(e,p)} WE W] w2l py

n

Etant donné que 7, ,,, =1 et mg4 = 1, nous avons :
vnelN, W ={(m 1} W ={d 1} (4.10)
Ainsi :

Vne{0,...,N-1}, Wil ={(e,1-p)}+ {(e.p)}{(m, )} WHLW {(d,1)}.
(4.11)
Cependant, cette derniere équation ne repose pas sur des constructions admissibles
puisque la concaténation de WEE ot de W est génératrice par rapport a dm (voir
la définition . En effet, comme le mot mssd peut étre obtenu apres une étape de
production de Lls|, la concaténation mssd.mssd = mssdmssd est alors un mot pondéré
de W} [S].WlL 5] avec un poids p? strictement positif. Or, nous avons c(mssdmssd, dm) #
c(mssd,dm) + c(mssd, dm). Par conséquent, il est nécessaire de trouver une autre dé-
composition afin de pouvoir utiliser les regles de transformation du théoreme[4.3.1] Etant
donné que le mot dm ne peut étre créé que par la concaténation de deux lettres s (voir
les regles de production du L-systeme), I'idée est d’écrire une décomposition impliquant
Wkl Nous pouvons l'obtenir a partir de ’équation (4.11]) et du théoreme :

Vne{0,...,N=1}, W= {(e, 1=p)} +{(e, p)}{(m, D} W {(d, 1)}. (4.12)

Cependant, 1'équation (4.12)) n’est pas suffisante pour avoir une spécification. Il faut
’ . ’ L[ss] - ,
alors une équation récurrente pour W, mettant en évidence le mot dm dans la dé-
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composition :

L[ss Lls L[s

= [{(e1=p)} + {(eP}{m, WAL DY - [{6 1= )} + {(e ) kA 0m, DYWL {(d, 1))

={(e. (1 = p)*)} + {(m,2p(1 —p))}. Wi L{(d, 1)} + {(m, p*)}. W) { (dm, 1)}-1’([/7’3[”;-{(& D}
4.13

Les équations et forment bien cette fois une spécification itérative appro-
priée pour {Wi™ | n € {0,..., N}}. En effet, il est facile de prouver par une récurrence
immeédiate sur n que tous les mots de W commencent soit par s ou m et se finissent
soit par s ou d. Ainsi, dans les équations (4.12) et (4.13)), la concaténation de deux
ensembles consécutifs de mots pondérés est toujours non génératrice par rapport au
mot dm. Nous avons donc des constructions admissibles. En appliquant les regles de

transformation, nous obtenons alors :

U () = 1 — p+ pWil(2)

qu[ss] —(1— 2 (] — \IJL[SS] 2 qu[ss] 2

ni1 (2) = (1=p)* +2p(1 = p)¥y " (2) +p°2 (Vn 7 (2)
(4.14)

avec WL (2) =1 et UE(2) = 1. Tout comme pour 'exemple de la section précédente,
les coefficients de \I’JLVM(Z) peuvent facilement étre extrait du systeme d’équations (4.14))
en identifiant les coefficients des séries entieres correspondantes. En faisant ainsi, ces
coefficients peuvent étre calculés récursivement. Il est également possible de calculer de
facon récursive I'espérance et la variance du nombre de mots dm dans un texte généré
aléatoirement par L[s] apres N étapes de production en utilisant le corollaire de

I’annexe [A-1]

Vn e {0,...,N — 1},



Chapitre 5

Etude combinatoire des structures
de plante

Dans le chapitre [3] nous avons présenté un modele de développement stochastique
(noté S) pour la croissance des plantes. Ce modele a fait I'objet d’une étude probabiliste :
mise en évidence des différents processus stochastiques et leur modélisation, écriture
des fonctions génératrices, étude de la finitude de la croissance. Dans ce chapitre, nous
introduisons un cadre combinatoire pour ce modele permettant d’approfondir 1’étude
probabiliste. La structure d’une plante est codée par un mot de Dyck. Le développement
de la plante est représenté par un 0L-systéme stochastique (voir la section [5.1.3).

L’utilisation de grammaires formelles pour créer des structures de plante n’est pas
une idée nouvelle (voir [Smith| (1984), Prusinkiewicz and Lindenmayer| (1990), Francon
(1990)), Kurth and Sloboda (1997)), Kang and de Reffye| (2007)) entre autres). Elles ont
surtout été employées pour des besoins graphiques (Prusinkiewicz and Lindenmayer
(1990), Kruszewski and Whitesides| (1998) ...). Plus récemment, (Kang et al.| (2007))
les ont utilisées pour fournir un cadre mathématique propice a I’étude de I'organogenese
stochastique du modele de croissance GreenLab 2. Dans un tel contexte, la composition
de la plante a un cycle donné est codée par un mot construit a partir d’'un alphabet
de symboles représentant les bourgeons et les phytomeres de tout age physiologique.
L’introduction des fonctions génératrices associées au nombre de lettres permettent de
calculer de facon récursive les moments a tout ordre de n’importe quel type d’organe
dans la plante a un cycle donné. Dans ce chapitre, nous utilisons un codage par mot de
Dyck pour représenter la structure d’une plante (voir |Loi et al. (2009} 2010))). Ce codage
présente l'avantage de conserver la topologie de la plante (contrairement au codage de
Kang et al. (2007))). II est alors possible d’étendre I’étude de la composition a celle
de motifs (un enchainement particulier d’organes, des organes placés a des positions
particulieres ... ). Pour cela, nous utiliserons les résultats du chapitre précédent et en
particulier la méthode symbolique établie pour des textes générés aléatoirement par des
OL-systemes stochastiques.

Nous commencons le chapitre en introduisant le cadre combinatoire associé au mo-

dele de développement stochastique S, section [5.1] Ensuite, la section traite de
I'occurrence de motifs dans des structures de plante générées par S et montre comment

85
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appliquer la méthode symbolique écrite dans le chapitre précédent dans un tel contexte.
Le chapitre se termine par 'application des résultats obtenus a I’estimation des vecteurs
de parametres O,,, et ©4 du modele S a partir de données botaniques, voir section

5.3l

5.1 Cadre combinatoire

Cette section commence par quelques rappels de combinatoire. Nous montrons en-
suite comment la structure d’une plante peut étre codée par un mot de Dyck et comment
le modele de développement S peut étre représenté par un OL-systeme stochastique.

5.1.1 Quelques concepts de combinatoire

Nous rappelons quelques concepts de combinatoire indispensables pour la suite du
chapitre (voir Riordan| (2002) et [Flajolet and Sedgewick! (2009) pour plus de détails).

Définition 5.1.1 (Graphe) Un graphe simple non-orienté G est un ensemble (S, A)
avec :

e S l'ensemble des sommets de G ;

o A C Py(S) un ensemble de paires d’éléments de V' appelé ensemble des arétes de
G.
Po(S) désigne l'ensemble des parties de cardinalité 2 de S.

Pour un graphe simple non-orienté, on appelle chemin un ensemble consécutif d’arétes
reliant deux sommets entre eux. La longueur d’un chemin est le nombre d’arétes le
constituant.

Définition 5.1.2 (Arbre) Un arbre est un graphe simple non-orienté G = (S, A) qui
est :

e acyclique : il n’existe aucun chemin commencant et terminant par le méme som-
met ;

e connexe : pour tout couple de sommets de S, il existe un chemin permettant de les
relier.

La figure [5.1) montre un exemple d’arbre. Concernant les arbres, les sommets S’ sont
aussi appelés noeuds.

Définition 5.1.3 (Arbre enraciné) Un arbre G = (S, A) est dit enraciné s’il existe
un neud que l'on distingue spécifiquement des autres et que ['on appelle racine.

Pour un arbre enraciné, on appelle profondeur d’un nceud la longueur du chemin
reliant directement la racine au nceud en question. Lorsque ’arbre est enraciné, il devient
un graphe orienté. Les arétes de A deviennent des arcs : la paire de sommets définissant
une aréte devient ordonnée. Le sommet de départ de chaque arc est donné par le nceud
le moins profond (et le sommet d’arrivée par le noeud le plus profond). Dans le cas d'un
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(2)
(1)
(3)

F1G. 5.1 — Exemples d’arbres. Si on les considere non orientés, les trois graphes repré-
sentent le méme arbre. L’arbre (3) est un arbre enraciné. La racine est le noeud marqué
par deux traits et sera toujours représentée par le noeud en bas de l'arbre. Les fleches
indiquent le sens des arcs.

arbre, lorsque deux sommets sont reliés entre eux par un arc, le sommet de départ est
appelé noeud parent du sommet d’arrivée (le sommet d’arrivé est appelé neeud fils du
sommet de départ).

Définition 5.1.4 (Arbre planaire enraciné) Un arbre enraciné est dit planaire si
les sous-arbres provenant d’un méme sommet sont ordonnés entre eux et représentés de
gauche a droite.

FiG. 5.2 — Exemples d’arbres planaires enracinés. Bien que ces deux graphes soient iden-
tiques en tant qu’arbres enracinés, ils deviennent deux objets distincts en tant qu’arbres
planaires enracinés.

Il existe plusieurs facons de parcourir un arbre planaire enraciné. L’une des plus
connues est le parcours en profondeur.

Définition 5.1.5 (Parcours en profondeur d’un arbre) Un arbre planaire enraciné
est parcouru en profondeur si :

e e premier neeud visité est la racine;

e pour un neeud donné, l'ordre de visite des sous-arbres correspond a leur position
de gauche a droite (la racine est placée en bas de larbre) ;
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e une fois que tous les sous-arbres d’un neceud ont été visités, la visite se poursuit
par le neeud parent ;

e le parcours de ’arbre est terminé lorsque tous les sous-arbres de la racine ont été

V18ILEs.

La figure [5.3 montre un exemple de parcours en profondeur. Le parcours en profon-

deur permet de coder les arbres planaires enracinés par un mot de Dyck (voir [Knuth
(1997 (3rd edition))).

Définition 5.1.6 (Mot de dyck) Un mot w construit a partir de l'alphabet V =
{z,7'} est un mot de Dyck si :

e w comporte autant de lettres z que de lettres 2’ ;
e tout préfixe de w comporte un nombre de lettres z supérieur ou €gal au nombre de

lettres 2'.

w V) w / I ! C

Définition 5.1.7 (Mot de dyck associé a un arbre planaire enraciné) Un arbre

planaire enraciné peut étre codé bijectivement par un mot de Dyck sur l’alphabet V =
{z,2'} de la fagon suivante :

e [‘arbre est visité suwivant le parcours en profondeur;
e chaque aréte parcourue du neud parent vers le neud fils est codée par la lettre z ;

e chaque aréte parcourue du neud fils vers le neud parent est codée par la lettre 2.

Mot de Dyck associé :

~rommd A A Al sl
L fo B S B R B fe o Ko

~

A
I
|
|
|
I

F1G. 5.3 — Mot de Dyck associé a un arbre planaire enraciné. Le parcours en profondeur
est donné par les fleches en pointillé.

:“ / I,
|
I
|
|
|
Y

Il est possible d’étendre les notions précédentes lorsque des étiquettes peuvent étre
associées aux noeuds de I’arbre. Dans ce cas, I'arbre est dit étiqueté. Nous étendons alors
la définition des mots de Dyck de la fagon suivante :
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Définition 5.1.8 (Mot de dyck généralisé) Soit L = {l1,...,l,,} un ensemble de
m étiquettes. Un mot w construit a partir de Ualphabet V = {z,, Zfi}ie{l,...,m} est un mot
de Dyck si :

e pouri € {1,...,m}, w comporte autant de lettres z;, que de lettres 2.

e pouri € {1,...,m}, tout préfize de w comporte un nombre de lettres z, supérieur
ou égal au nombre de lettres z; .

_ ! _ A A |
Les mots wy = 2y, 21,2, 27, b wy = 23, 21,21, 21, 21, 7, sont des exemples de mots de Dyck
; B , / . iy " .
sur Palphabet V' = {2, 21, 21,, 7, }. Les arbres planaires enracinés et étiquetés peuvent
également étre codés par un mot de Dyck au sens de la définition [5.1.§]:

Définition 5.1.9 (Mot de Dyck associé a un arbre planaire enraciné étiqueté)
Soit L ={ly,...,l,,} un ensemble de m étiquettes. Un arbre planaire enraciné et étiqueté
peut étre codé bijectivement par un mot de Dyck sur l'alphabet V = {2z, 2] }iequ,...m} de
la facon suivante :

o [‘arbre est visité suivant le parcours en profondeur;

e le mot de Dyck commence par la lettre 2 et se finit par la lettre z; avec | € L
[’étiquette de la racine.

e chaque aréte parcourue du neeud parent vers le neud fils est codée par la lettre z,
avec l; l’étiquette du neeud fils,;

e chaque aréte parcourue du neeud fils vers le neeud parent est codée par la lettre z;,
avec l; l'étiquette du neeud fils,;

L={l, 1}

Mot de Dyck associé :

Fi1G. 5.4 — Mot de Dyck associé a un arbre planaire enraciné et étiqueté. L’ensemble
des étiquettes est £ = {l1,l2}. A noter que le mot de Dyck associé a cette arbre est
plus long que celui du cas non-étiqueté, cf figure Ceci est di a 'ajout de deux
lettres permettant de coder 1’étiquette de la racine et ainsi de conserver la bijectivité
des représentations.
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5.1.2 Codage de la structure d’une plante par un mot de Dyck

Dans cette section, nous montrons que toute structure de plante générée par le
modele de développement stochastique S peut étre codée de fagon bijective par un
mot de Dyck (rappelons que, d’apres la définition du chapitre , une structure
de classe physiologique i € {1,...,CP,} et d’age k > 0 est la structure formée par
I’ensemble des phytomeres issus d’un bourgeon de classe physiologique ¢ pendant k
cycles de développement).

N.B. 5.1 Dans ce chapitre, nous faisons la distinction entre deux structures de plante
dont I'une est 'image chirale de 'autre. Ainsi, les deux structures de la figure sont
considérées comme étant des objets distincts bien que, du point de vue 3D, elles soient
identiques. Le passage de la 2D a la 3D se fait au niveau de la calibration des automates
donnant les régles de production du développement (voir la section [3.1.3). En effet,
supposons par exemple que les deux plantes 2D de la figure [5.5 aient respectivement
une probabilité d’occurrence p; et ps. Si on les considere comme structures 3D, alors
leur probabilité d’occurrence sera p; + po.

Fi1G. 5.5 — Deux configurations 2D possibles pour une méme structure 3D. Dans ce
chapitre, les deux plantes ci-dessus sont deux objets différents.

Afin de faire le lien entre structures de plante et mots de Dyck, nous montrons
auparavant la proposition suivante :

Proposition 5.1.1 Toute structure de plante générée par le modéle de développement
stochastique S peut étre représentée bijectivement par un arbre planaire enraciné et
etiqueté.

Preuve Soit i € {1,...,CP,} et k > 0. Pour prouver la proposition, nous allons
construire 'arbre planaire enraciné et étiqueté associé a une structure de CP 7 et d’age
k. Soit L = B U O l'ensemble des étiquettes avec B et O les ensembles de symboles
décrivant respectivement les bourgeons caractérisés par leur classe physiologique et les
autres organes composant la structure de la plante (voir la section . Si k=0, alors
la structure se réduit a un bourgeon de CP 7. Celle-ci peut donc étre représentée par un
arbre planaire enraciné et étiqueté composé de deux noeuds reliés entre eux par un arc :
le nceud fils représente le bourgeon et porte 1'étiquette b; et le nceud parent est la racine
a laquelle on attribue I’étiquette r. Si k > 0, cette structure peut alors étre représentée
par I'arbre planaire enraciné et étiqueté défini de la fagon suivante :
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— tout organe de type [ € L est représenté par un nceud dont I'étiquette est [;

— la racine est le nceud parent du nceud représentant I’entrenceud de CP i situé a la
base de la structure et porte I'étiquette r;

— deux organes connectés sont représentés par deux nceuds reliés entre eux par un
arc. L’organe porteur est représenté par le nceud parent et l'organe porté par le
neeud fils;

— la position des noeuds et des arcs de 'arbre respecte l'agencement des organes
donné par la structure.
L’arbre planaire enraciné et étiqueté ainsi défini représente bien de fagon bijective la
structure de plante.

O

Une plante d’age k est une structure de CP 1 et d’age k. Elle peut donc étre repré-
sentée bijectivement par un arbre planaire enraciné et étiqueté. Dans ce cas, le nceud
racine de I'arbre planaire peut également représenter I'organe racine de la plante.

by f
b,

b
ey 2

e fr

F1G. 5.6 — Arbre planaire enraciné et étiqueté associé a une plante. Les pétioles p et les
limbes [ sont représentés par un unique symbole f (pour feuille).

N.B. 5.2 |Godin and Caraglio| (1998)) avaient déja fait le lien entre structures de plante
et arbres planaires. Leur représentation est différente de celle présentée dans la these et
est utilisée entre autre pour des besoins de simulation.

Un corollaire immeédiat est le suivant :

Corollaire 5.1.2 Toute structure de plante générée par le modéle de développement
stochastique S peut étre codée bijectivement par un mot de Dyck sur alphabet V =

{Zly ZZ}ZGBUO-

Preuve Le résultat découle du fait que tout arbre planaire enraciné et étiqueté peut
étre codé bijectivement par un mot de Dyck, cf définition [5.1.9]

O
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Afin de simplifier ’écriture des mots de Dyck associés aux structures de plante, nous
adoptons les conventions de notation suivantes :

— les lettres z, et 2/ sont retirées du mot de Dyck : elles se situent toujours respec-
tivement en premiere et derniere position et n’apportent aucune information sur
la structure de la plante;

— chaque lettre z; € V' (resp. z;, € V) est remplacée par I'étiquette [ (resp. I') qui lui
est associée ;

— pour les organes de type [ € BU{L,p, f,, fi} (resp. les bourgeons, limbes, pétioles,
fruits et fleurs), la lettre z; est toujours suivie de la lettre 2. Dans ce cas, la
séquence z2; sera remplacée par z;. Les seuls organes qui ne sont pas concernés
par cette convention sont les entrenceuds de CP ¢ noté e;, i € {1,...,CP,,}.

La figure donne un exemple de codage avec un mot de Dyck et le mot de Dyck
simplifié qui en résulte suite aux conventions de notation.

L ={b1,ba,e1,e2, fr. f,7}

Mot de Dyck associé :
P Y R A
A &f/«fw(‘] /v(’,z,{,bz,&b] Abl Nf/gfx«(-, “en e e

1
PNV PR VY RV N
. "‘f"f"l):l A’b-_}"’f" A.rf" “ep el “r

Mot de Dyck simplifié :

e1feibaby feleafbaf ehel

Fi1c. 5.7 — Mots de Dyck associés a une plante. Le parcours en profondeur est donné
par les traits en pointillé.

Pour la suite du chapitre, V' désigne 'alphabet des symboles d’organe permettant
de coder par un mot de Dyck la structure d’une plante générée par S :

V=BU {62', e;}ie{l,..-,CPm} U {l7p7 fT7 fl}

L’ensemble des mots finis construits a partir de V' est noté W et I'ensemble des mots
non vides W 7. Le mot vide sera désigné par .

5.1.3 Développement et L-systemes stochastiques

Dans la section précédente, nous avons vu que toute structure de plante a un cycle
de développement n € IN donné peut étre codée bijectivement par un mot de Dyck
wy,. Dans cette section, nous nous intéressons a la dynamique d’évolution (wy,),,~, pour
une structure générée suivant le modele S cycle de développement apres cycle de déve-
loppement. Autrement dit, nous cherchons a intégrer I'organogenese stochastique et la
différenciation dans le cadre combinatoire initié dans la section précédente. L’outil ma-
thématique approprié est alors le OL-systéme stochastique (voir le chapitre . En effet,
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les regles de production associées a & peuvent étre représentées de facon synthétique
par une matrice de transition m de V' dans W de la fagon suivante :

— pour b e Betwe W, m, donne la probabilité que le bourgeon de type b évolue
vers la structure de plante w (probabilité donnée par les regles de production). On
peut noter que, si w n’est pas un mot de Dyck (en tenant compte des conventions
de notation détaillées dans la section précédente), alors m,,, = 0 car toute structure
de plante peut étre codée bijectivement par un mot de Dyck, cf corollaire [5.1.2]

—pouro€eV~BetweW,n,, =d(w) avec §, le symbole de Kronecker centré

en o. En effet, tout organe o € V . B reste inchangé par les regles de production
de S.

N.B. 5.3 Notons que la matrice de transition 7 ainsi définie ne prend pas en compte
la sénescence des feuilles. Autrement dit, a partir du moment ou une feuille est rajoutée
a la structure de la plante, celle-ci reste en permanence. Pour corriger ce probleme, il
faudrait ajouter un indice au symbole f (resp. [ et p si la distinction est faite entre limbe
et pétiole) traduisant 1’age de 1'organe. Cette représentation complique alors ’étude de
la structure de la plante et ne sera pas retenue pour cette these.

Prenons par exemple les regles de production données par la figure [5.8] Dans ce
cas, l'alphabet est V' = {by, by, €1, €9, f-,7}. Toutes les composantes de la matrice de
transition 7 associée au modele S sont nulles a ’exception de :

Thy,by = 1_pa(1) Thy,e1biboe) = pa(l) Tby,e2ba frel, = 1
pour les bourgeons et de :
Tepe, = 1 el el = 1 Tegen = 1 Tely e, = 1 Tt fr = 1

pour les autres organes.

L—pa(l) i Pall)

oﬂo oﬂ'\.

1)1 b1 f’,ﬂ)lf)gfi'l 1)«)

Fi1G. 5.8 — Regles de production et OL-systeme stochastique.
On a alors la proposition suivante :

Proposition 5.1.3 Soit 7 la matrice de transition de V dans W donnant les regles
de production de S. Pour tout i € {1,...,CP,}, la suite de mots de Dyck associée a
l’évolution d’une structure de classe physiologique i générée par le modéle S coincide
avec celle générée par le 0L-systéme stochastique L = (b;, ). Dans ce cas, on dit que L
représente le développement de la structure de classe physiologique i générée par S.
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Preuve Soit 2 € 1,...,CP,,. Notons w, le mot de Dyck représentant une structure de
CP 7 et d’age n. Le mot w, correspond a la structure d’age 0. Nous avons donc wy = b;.
La structure au cycle n + 1 est obtenue en remplagant chaque bourgeon de la structure
au cycle n par I'une de ses évolutions selon les regles de production de §. Autrement
dit, w,1 est obtenu en remplacant chaque lettre b de w, par un mot de Dyck w avec
une probabilité m,,, (les lettres o € V' \ B de w,, associées aux organes qui ne sont pas
des bourgeons restent inchangées dans wy,1). Le processus a temps discret (wy,),~, est
donc une chaine de Markov. En suivant les régles de production de S, les probabilités
de transition sont données par :

n

L L
‘v’(m,y) € W X VV, IP(wn+1 - y|wn - I‘) - Z wamyi
(Y1,92,-yn)EW™,  i=1
Y1.Y2.--Yn=yY
avec T = x1Ty...T, et x; € V pour tout i € {1,...,n}. Ainsi, le processus a temps
discret (wy),~, possede le méme espace d’états W, le méme noyau de transition et la

L

n)nzo générée par le OL-systeme

meme distribution initiale que la chaine de Markov (w
stochastique L = (b;, m) ce qui prouve la proposition.

0

A partir de la proposition précédente, il est naturel de définir le concept de FOL-
systeme stochastique associé au modele S :

Définition 5.1.10 (FOL-systéme associé au modele S) Soit © la matrice de tran-
sition de V' dans W donnant les regles de production de S. La grammaire formelle
L= (W7, 7) est appelée FOL-systéme stochastique associé au modéle de développement

S.

Ainsi, pour b € B, le systeme composant L[b] caractérise 'organogeneése d'une structure
de plante initiée par un bourgeon de type b. Par la suite, nous utiliserons les mémes
notations que dans le chapitre 4} Ainsi, pour tout 0L-systeme stochastique L = (b, 7) de
noyau de transition P et b € B, WX désignera I'ensemble des mots pondérés possibles
générés par L apres n étapes de production :

Wy = {(w,(P")aw) | we W}

Du point de vue botanique, WE peut étre vue comme I'ensemble des structures de
plante initiées par un bourgeon de type b et générées par le modele de développement
stochastique S apres n cycles de développement. Pour w € W, (P"),,, est la probabilité
de réalisation d’une telle structure de plante.

5.2 Occurrence de motifs dans la structure d’une
plante

5.2.1 Principe

Dans le chapitre [3| nous avons effectué une étude probabiliste du modele de déve-
loppement stochastique S. Nous avons entre autre mis en évidence que le processus
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(Nn)neqo,...ry Pour T € IN, est un processus de branchement de Galton-Watson multi-
type, voir le théoreme du chapitre 3] Nous rappelons que N,, est le vecteur donnant
la, composition de la plante au début du cycle de développement n (avant 1’organoge-
nese) :

N, = (N})acBuo: n >0,

avec NN le nombre total d’organes de type a dans la plante au début du cycle de
développement n. Nous avons également écrit une relation de récurrence pour la fonction
génératrice U [h] associée au vecteur aléatoire N,, cf corollaire . Grace a cette
relation, il est possible d’obtenir de fagon récursive la distribution de probabilité et les
moments a tout ordre du nombre d’organes de tout type dans une plante a un cycle de
développement n donné.

Cette approche trouve cependant ses limites quand on s’intéresse a des répétitions
de motifs dans la topologie de la plante (i.e. la fagon dont les organes sont reliés les
uns aux autres). Ici, le terme motif peut désigner un agencement particulier d’organes
(par exemple, les structures en Y de la section , une sous-structure précise de la
plante ou encore des organes occupant une position particuliere (cf section avec les
apex). Dans I’étude probabiliste du chapitre 3| la topologie de la plante n’était pas prise
en compte. Ce qui nous intéressait alors était la composition de la plante a un cycle
donné (c’est-a-dire le nombre d’organes de chaque type). Cependant, ’étude de motifs
nécessite de conserver l'aspect structurel de la plante. Le cadre combinatoire détaillé
dans la section 5.1 est plus adapté au probleme grace a l’'utilisation des mots de Dyck
qui servent a coder bijectivement la structure de la plante.

Soit 7 la matrice de transition donnant les regles de production de §. Soit wy le mot
de Dyck codant la structure d’une plante générée par S apres N cycles de développement.
Dans le cadre combinatoire détaillé dans ce chapitre, un motif est en fait une chaine
de caracteres u pris dans lalphabet V. Déterminer la distribution (ou les moments)
associée au nombre d’occurrences du motif en question dans une plante générée par S
apres IV cycles de développement est en fait équivalent a déterminer la distribution (ou
les moments) associée au nombre d’occurrences du mot u dans le mot aléatoire wy.
Le probleme se résume donc a ’étude d’occurrences du mot u dans un texte généré
aléatoirement par le 0L-systeme stochastique L = (b, w) apreés N étapes de production.
La méthode symbolique développée dans le chapitre [d] précédent permet de résoudre ce
probleme dans certains cas. En effet, pour N donné, la distribution d’intérét est obtenue
a partir des coefficients de la fonction génératrice U4 de L associée a {u} apres N étapes
de production et mise sous la forme d’une série entiere :

UL(2) =Y (PY)pwz™ =Y P (c(Wf,u) = k) 2*

weW kelN

avec ¢ la fonction de comptage donnée par la définition [4.1.6]du chapitre[d] P le noyau de
Markov associé a L et (WnL )n>0 la chaine de Markov engendrée par L. Grace a la méthode
symbolique, nous obtenons un ensemble de relations de récurrence faisant intervenir
les fonctions génératrices WL avec k € {0,...,N}. Il est alors possible d’extraire la
distribution du nombre de motifs ou encore les moments associés.
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Le reste de la section est dédié a la mise en ceuvre de la méthode symbolique
au travers de trois exemples. Les deux premiers sont tres fortement liés aux exemples
d’application de la section [£.4] A chaque fois, 'objectif est d’obtenir les relations de
récurrence vérifiées par les fonctions génératrices d’intéret.

5.2.2 Distribution du nombre de fruits

Considérons le modele de développement S suivant :

— La classe physiologique maximale est CP,, = 2;

— Un entrenceud de CP 1 porte un bourgeon apical de CP 1, un bourgeon axillaire
de CP 2 et une feuille;

— Un entrenceud de CP 2 porte un bourgeon apical de CP 2, une feuille et un fruit;

— Un bourgeon de CP 1 est actif et produit un nouveau phytomere avec une proba-
bilité p,(1) ou bien il est dormant avec une probabilité 1—p,(1);

— Un bourgeon de CP 2 produit toujours un nouveau phytomere a chaque cycle de
développement.

Les regles de production de S sont illustrées par la figure5.8, Nous souhaitons déterminer
la distribution associée au nombre de fruits dans une plante générée aléatoirement par
S apres N cycles de développement. Etant donné que nous ne nous intéressons pas aux
feuilles et que celles-ci n’interviennent pas dans la mise en place de I'architecture de la
plante, nous les omettons pour la suite de I’étude. Les ensembles de symboles associés
aux bourgeons et aux autres organes de la plante sont alors donnés respectivement par
B = {b1,bs} et O = {ey,ea, f.}. En tenant compte des conventions de notations pour
les mots de Dyck associés aux structures de plante (voir section , I’alphabet est
donc donné par :

V= {blyb% €1, 6/176276/27 fT}

La matrice de transition 7 associée aux regles de production de S est la matrice de V'
dans W dont toutes les composantes sont nulles a ’exception de :

To1by = 1_pa(1) Tby,e1b1boey = pa(l) Tby,ebs frel, = 1
pour les bourgeons et de :
Terer = 1 Tel e = 1 Teg,en = 1 Tel e = 1 Thofr =1

pour les autres organes. Soit L = (W™, ) le FOL-systeme stochastique associé au modele
de développement S. Déterminer la distribution associée au nombre de fruits dans une
plante générée aléatoirement par S apres N cycles de développement est équivalent a
déterminer la distribution associée au nombre d’occurrences du mot f, dans un texte
généré aléatoirement par le systéme composant L[b] apres N étapes de production.
Pour résoudre le probleme, nous souhaitons calculer \I/]L\,[bll, la fonction génératrice de
L[b;] associée a {f,.} apres N étapes de production :

\I’%bl](Z) _ Z (PN)bl,w Zc(w,fr) _ ZIP <C<W]€,[b1],f7«> _ ]{3) Zk

weW kelN
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avec P le noyau de Markov associé a L et (WnL M) la chaine de Markov engendrée
n>0

par L[b;]. U4 (2) peut étre déterminée récursivement en utilisant la méthode symbolique
du chapitre[d] La premiére étape consiste a trouver une spécification itérative appropriée
pour {Wi, b n e {0,..., N}}. Le probleme rencontré ici est trés proche de celui traité
dans la section [£.4.1] & propos de I'occurrence de mots composés d’'une seule lettre. Les
mémes techniques peuvent donc étre employées. En utilisant d’abord le théoreme de
décomposition générale [1.3.2] et ensuite le théoreme d’indépendance d’évolution [4.3.3] il
vient :

e {0, N=1} Wl = {6 1pa (1)} WP (e, pa(1) } WL el 1
(5.1)
Il nous faut également une équation combinatoire pour Wk b2l avee n € {0,...,N}.
Nous procédons de la méme fagon :
Vne{0,...,N—1},  WHP = yytlezl gyl yy LU yyLles], (5.2)

D’apres les regles de production données par 7, il est immédiat que :
ne{0,...,N}, aé€{ep e, e ch fr}, Wk = {(q,1)}.
En remplacant dans les équations (5.1) et (5.2)), nous obtenons :

nefo... N-1), { W%le = {(e,1 —pa(lL)[l))}a.Wf[bﬂ + {(er, pa(1) . WEPT W E R f(er 1))
Wn+1 = (6271)}'Wﬂ ? '{(fr‘eévl)}

Le systeme d’équations combinatoires précédent est bien une spécification itérative adé-

quate pour {W, (o] | n € {0,...,N}} puisque toutes les concaténations sont non-

génératrices par rapport a f,. (voir la définition . Il est donc possible d’utiliser

les regles de transformation du théoreme 4.3.1] et on obtient le systeme d’équations

récurrentes suivant :

¥n e {0,...,N —1 W (2) = (1= pa(1) W (2) + pa(1) 0" (2) 07" (2)
n e { 2y - }7 \I/L[b2]<z) _ Z\If{;[bﬂ(z)

n+1
(5.3)
avec \IJOL[bl](z) =1let \IIOLM(Z) = 1. Il s’en suit immédiatement :
Lzl () = om, n>0
et donc :
Lby 1 ny __
W) = ) (1= pa() + (12 = [T (L= paW) +pa()2Y)  (5.4)
k=1

Soit pk = PP (c(WnL“’”, £) = k:) la probabilité d’avoir k fruits dans une plante d’age n. p

. . . - o Lb .
représente le coefficient devant z* dans le développement en série entiere de \I/n[ 1 Grace
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a I'équation ([b.4)), il est possible de déterminer récursivement la distribution {pﬁ,} kel
en identifiant les coefficients des fonctions génératrices vues comme séries entieres :

Vn € {07 e 7N - 1}7 k Z 07 prJrl = (1 _pa(l))pﬁ + ]]‘]N(k - n)pa(l)psz

avec 1y l'indicatrice des entiers naturels. En dérivant 1’équation ([5.4]) et en prenant
z = 1 (voir le corollaire de I'annexe |[A.1]), nous obtenons I'espérance du nombre
de fruits dans une plante d’age N :

N(N —1)

E[eWi™ 1)) = =50,  Nz1L
Notons que si Ey désigne la distribution empirique (obtenue a partir d'un ensemble de
vraies plantes) du nombre de fruits dans une plante d’age N, nous pouvons fournir une

estimation de la probabilité p,(1) que nous notons p,(1) par :

2

ﬁa(l) = ENMN—_D

La section [5.3| consacrée a ’estimation des parametres de S utilise en partie cette tech-
nique.

N.B. 5.4 Le systeme d’équations aurait pu étre obtenu directement en appli-
quant le théoreme de composition des fonctions génératrices associées a N,, (voir corol-
laire du chapitre|3) et en affectant la valeur 1 pour toutes les variables a I’exception
de ey. En effet, dans cet exemple, le nombre de fruits correspond au nombre d’entre-
neeuds de CP 2.

5.2.3 Distribution du nombre de structures en Y

Considérons le modele & défini de la facon suivante :

— La classe physiologique maximale est CP,, = 1;

— Un entrenceud de CP 1 porte deux bourgeons axillaires de CP 1, aucun bourgeon
apical et une feuille ;

— Un bourgeon de CP 1 est actif et produit un nouveau phytomere avec une proba-
bilité ps(1) ou bien il meurt avec une probabilité 1—p,(1).

Les reégles de production de S sont illustrées par la figure [5.9)

1=p(1) | po(1)

|
l I

) - Y @ : bourgeon mort
.
.
.
.
.

by € e1b1b1e]

F1G. 5.9 — Regles de production avec probabilité de survie.
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. Y-structure

F1c. 5.10 — Exemples de structures en Y.

Nous souhaitons déterminer la distribution associée au nombre de structures en Y
dans une plante générée aléatoirement par S apres N cycles de développement. On
appelle structure en Y la structure formée par un phytomere et les deux phytomeres
latéraux qu’il porte, cf figure |5.10L

Etant donné que nous ne nous intéressons pas aux feuilles et que celles-ci n’inter-
viennent pas dans la mise en place de l’architecture de la plante, nous les omettons
une fois de plus pour la suite de ’étude. Les ensembles de symboles associés aux bour-
geons et aux autres organes de la plante sont alors donnés respectivement par B = {b;}
et O = {e;}. En tenant compte des conventions de notations pour les mots de Dyck
associés aux structures de plante (voir section [5.1.2)), Palphabet est donc donné par :

V = {bl,el,e/l}.

La matrice de transition 7 associée aux regles de production de S est la matrice de V'
dans W dont toutes les composantes sont nulles a l'exception de :

Thy,e = 1_p5(1) Ty ,e1bibrel = pS(l) Ter,e1 = 1 el ef = 1

Soit L = (W™, 7) le FOL-systeme stochastique associé au modele de développement S.
Déterminer la distribution associée au nombre de structures en Y dans une plante gé-
nérée aléatoirement par S apres N cycles de développement est équivalent a déterminer
la distribution associée au nombre d’occurrences du mot €} e; dans un texte généré aléa-
toirement par le systeme composant L[b;] apres N étapes de production. Pour résoudre
le probleme, nous souhaitons calculer \I/%[bll, la fonction génératrice de L[bi] associée a
{ele1} apres N étapes de production :

\P%bﬂ(z) _ Z (PN)bl,w ZC(w,e’lel) _ ZIP (C(W]{;[bl]’ 6'161) — k) S

weW kelN

avec P le noyau de Markov associé a L et ( L M) la chaine de Markov engendrée
n>0

par L[b;]. Tout comme dans '’exemple précédent, \Ifi[bl](z) peut étre déterminée récursi-
vement en utilisant la méthode symbolique du chapitre [d Le probléme a déja été traité
dans la section [4.4.2 11 suffit de remplacer les lettres s, m et d respectivement par b,

e; et ¢|. Une spécification itérative adéquate pour {W,r™ | n e {0,...,N}} est alors
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donnée par :
Vn € {0,...,N — 1},
WL = {(e,1 = po(1))} + {(ex, ps (1)} WAL (61, 1))

WER = {(e, (1 = ps(1)2)} + {(er, 205 (1)(1 — ps(1)) )W ™ { (e, 1)} (5.5)
(e ps(V2) )W P (eher, 1)} WP { (e, 1))

En utilisant les régles de transformation du théoréme [£.3.1] nous obtenons le systeéme
)z . L Lib1] .
d’équations récurrentes pour ¥, pour n € {0,..., N} :

WAL () = 1 — py(1) + po (WAL (2)

Vn € {0,...,]\7—1}7 { \IIL[blbl]

(=) = (1= p ()2 + 220 (1 = P ()W) + 9122 (w7 (2))

(5.6)

avec \Ifg[bﬂ(z) =1let \IfoL[blbll(z) = 1. On en déduit :

D=1 1 g
Lot () = Pl L g,
( ) ps(l) ps(l) +1< )

et donc en réinjectant dans la deuxieme équation du systeme (5.6 :
vn{0,...,N — 1},

W (2) = 1= (1) + pa(D)(1 — pa(1)) + 204(1) (1~ pa(L) TE(2) 4 (D)2 (o)) — 1+ WEL(2))

(5.7)

L
avec V)

[bl](z) = 1. Soit p* =P (C(W,{J[bﬂ, eler) = k:) la probabilité d’avoir k structures
en Y dans une plante d’age n. Tout comme pour l'exemple précédent, la distribution
{p’f\,}k>0 peut étre déterminée récursivement en identifiant les coefficients des fonctions

génératrices développées en séries entieres :

Vn e {0,....N — 1}, Vk>0,
pfz—‘,—l :50(k) [1 - ps(l) +ps(1)(1 - ps(l))] + 2ps(1)<1 - ps(1>>pfz

e (R)po(1) D (P2 + Go(a) [ps (1) = 11 ) (0577 + 041 (0) (1) — 1)

q=0

Il est également possible d’obtenir récursivement les moments a tout ordre du nombre
de fruits dans une plante d’age N a partir de I’équation (5.7)) grace au corollaire
de I'annexe [A.1]

5.2.4 Distribution du nombre d’apex

Soit le modele de développement stochastique S défini de la fagon suivante :

— La classe physiologique maximale est CP,, = 1;

— Un entrenceud de CP 1 porte deux bourgeons axillaires de CP 1, aucun bourgeon
apical et une feuille;

2
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— Un bourgeon de CP 1 est actif et produit un nouveau phytomere avec une proba-
bilité p,(1) ou bien il est dormant avec une probabilité 1—p,(1).

Les regles de production de S sont illustrées par la figure [5.11]

1—]){,(]) E pu(l-)

- T

l)1 l)l (’,11)11)16/1
F1c. 5.11 — Regles de production avec dormance.

Nous souhaitons déterminer la distribution associée au nombre d’apex dans une
plante générée aléatoirement par S apres N cycles de développement. Un apex est en
fait le bout d’une tige, cf figure |5.12

F1G. 5.12 — Exemples d’apex.

Etant donné que nous ne nous intéressons pas aux feuilles et que celles-ci n’inter-
viennent pas dans la mise en place de 'architecture de la plante, nous les omettons
une fois de plus pour la suite de ’étude. Les ensembles de symboles associés aux bour-
geons et aux autres organes de la plante sont alors donnés respectivement par B = {b;}
et O = {e;}. En tenant compte des conventions de notations pour les mots de Dyck
associés aux structures de plante (voir section , I’alphabet est donc donné par :

V = {bl,el,e'l}.

La matrice de transition 7 associée aux regles de production de S est la matrice de V'
dans W dont toutes les composantes sont nulles a I'exception de :

M1 ,b1 = 1_pa(1) Thy1,e1brbre] = pa<1) Teper = 1 Tejef = 1

Soit L = (W, ) le FOL-systéme stochastique associé au modele de développement S.
Déterminer la distribution associée au nombre d’apex dans une plante générée aléatoire-
ment par S apres N cycles de développement est équivalent a déterminer la distribution
associée au nombre d’occurrences du mot e; b by €] dans un texte généré aléatoirement par
le systéme composant L[b;] apres N étapes de production. Pour résoudre le probléme,
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nous souhaitons calculer \Ifﬁbl], la fonction génératrice de L[b] associée a {e;b1bie]}
apres IV étapes de production :

\IJ%M(Z) = Z (PM)p, 0 ze(werbrbrey) Z P (C 6151516’1) = k) z*

weW kelN

avec P le noyau de Markov associé a L et (W [b1]> la chaine de Markov engendrée par
n>0

Lby]. \IIL[bl]( ) est encore déterminée récursivement en utilisant la méthode symbolique

du chapitre [ La premiére étape consiste & trouver une spécification itérative adéquate
pour {W,, o] | ne€{0,...,N}}. Utilisons tout d’abord le théoreme de décomposition
générale [4.3.2] et le théoréme d’indépendance d’évolution [4.3.3]:

Vne{0,...,N=1}, W = {(e,1=p (1)} WEH 1 { (1, 1=py (1)} WEPL W B { (&4, 1)}

Le systeme d’équations combinatoires précédent n’est pas une bonne spécification car
la concaténation de {(e1, 1 — ps(1))}, Wil ke e {(€}, 1)} est génératrice par rap-
port au mot e bbye]. L’idée est alors d’introduire la classe combinatoire stochastique
1008 lerbibiea] ans la décomposition de WL[bl]. A partir de ’équation précédente, nous
avons alors :

Vn € {0, o, N — ]_}, Wri[rbll] = {(6, 1— ps(l))}WT{/[l)l} + {(6, 1 — ps(l))}.Wf[elblble/ﬂ
(5.8)
Cette fois, toutes les concaténations sont non génératrices par rapport a e;bb;e}. Pour

que la spécification soit complete, il faut encore un systeme d’équations combinatoires

. L] .. . . .
exprimant Wn[ I récursivement et reposant sur des constructions admissibles. Nous

I’'obtenons a partir de I’équation (/5.8)) :

Vn € {0,...,N —1},
wrlaiel ptlel bl yrtod el — ey 1yl e 1))
le1b1bi€]] e1b1bie!
—{(&, (1 = ps ()2 WA L o) po(1)(1 = py(1))) ) Wil prLiond £(eh 1)}
+{(e1, ps(1)(1 = py(1))) } WL w00l fer 1)y

+{(e1, ps(1)2) p W ttnetl plestiinal g 1y (5.9)

Les équations (5.8) et (5.9) forment bien une spécification itérative adéquate pour
Wy o] | ne€{0,...,N}}. En utilisant les régles de transformation du théoreme 4.3.1

nous obtenons le systeme d’équations fonctionnelles suivant :
Vne{0,...,N —1}
Lle1bibi €]
0 (2) = (1= pa ()W) + po (1) ) ,
o) = (1= pa(1))205 M 2) 4 2 (1)(1 = pa(1) W ) 0 (2)

/ 2
1 pa(1)22 (\Ifﬁ[el’“blel](z))
(5.10)
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avec WP (2) = 1 et \Ilg[elblblell](z) = 2. On peut extraire des équations précédentes la

probabilité p*F = P (c(WnL[bl], e1bibie)) = k:) d’avoir k apex dans une plante d’age n. On
introduit également ¢* = P (c(WnL[elblbleﬂ, e1bibie)) = k) la probabilité d’avoir k apex
dans une plante d’age n. On en déduit :

Vne{0,...,N—1}, Vk>0,

{ ph =1 —pa(1)pk + pa(1)gt ) .
@b = (1= pa(1))%qh + 2pa(1)(1 — pa(1) Do g dhph ™ + I (k) >0 dbpl ™

En utilisant le corollaire de I'annexe et le systeme d’équations (5.10)), il est

également possible d’en déduire les moments a tout ordre du nombre d’apex dans une
plante d’age N.

5.3 Estimation des parametres du modele de déve-
loppement

Nous proposons dans cette section une méthode permettant d’estimer le vecteur de
parametres O, associé au modele S a partir de données botaniques (voir |Loi et al.
(2010))). Ogey est en fait le vecteur formé a partir des vecteurs ©,,, et Og;¢ (cf le cha-
pitre |3)) associés respectivement au modele d’organogenese et de différenciation de S.
Pour estimer ©,.,, nous proposons une méthode s’inspirant de celle utilisée pour es-
timer le vecteur de parametres @g@ associé au modele d’organogenese de GreenLab 2
(voir Wang et al.| (2009)) entre autres et la section pour une description du mo-
dele) mais qui combine également les résultats obtenus dans la section grace a la
méthode symbolique. Nous présentons d’abord la méthode d’estimation des parametres
de l'organogenese de GreenLab 2, cf section [5.3.1] Nous proposons ensuite une méthode
pour l'estimation de Gg4., associé au modele de développement S, section [5.3.2] Enfin,
nous terminons par la présentation d'une procédure d’échantillonnage permettant de
recueillir les données a partir d’'une population de plantes (section .

5.3.1 Cas du modeéle GreenLab 2

Dans GreenLab 2, 'estimation de @gfl se fait a partir de données botaniques liées
a la composition de la plante comme par exemple le nombre de phytomeres dans une
structure donnée ou encore le nombre d’unités de croissance (i.e. 'ensemble des phy-
tomeres issus d’un bourgeon au cours d’une étape d’organogenese). Ces données sont
recueillies a partir d'une population de plantes dont I’dge maximal (en cycles de déve-
loppement) est noté N,,... Pour la suite, nous choisissons de travailler avec le nombre
de phytomeres. Le principe reste le méme pour tout autre type d’organe. Pour toute la
suite de la section, nous faisons 'hypothese de connaitre I’age de tous les phytomeres
des différentes plantes. L’estimation @frg de @% est alors choisie comme le vecteur
minimisant la distance euclidienne entre deux vecteurs M., et My, de RM M e IN*,
introduits de la fagon suivante :
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e construction de M., : a partir des plantes, nous en déduisons ’ensemble des
distributions empiriques Dé;ﬁp associées au nombre de phytomeres présents dans
une structure de CP ¢ € {1,...,CP,} et d’age k € {1,..., N} (cf la section
W pour l'obtention de D5¥ ). Pour tous les couples (i, k), il est alors possible

.. ivk . .. ’L',k’ A N
de calculer la moyenne empirique Mg, et la variance empirique V7 associées a

Dé;ﬁp. Le vecteur M,,,, regroupe alors toutes les moyennes et variances empiriques

possibles obtenues a partir des vraies plantes :
_(agik Yk
Memp = (Mps Verp)ie{1,...CPn} k{1, Nyaa} -

e construction de My, : en utilisant la théorie des processus composés, il est possible
de donner une expression explicite de Mf;lk et de Vtﬁlk qui sont respectivement
I’espérance et la variance théorique associées au nombre de phytomeres dans une
structure de CP i € {1,...,CP,} et d’age k € {1,..., Npa} générée selon le
modele GreenLab 2 (voir Kang et al. (2008))). Le vecteur My, regroupe alors
I’ensemble de ces espérances et variances :

ik ik
My, = (M, Vi )icq1, O P ke{1, Noas } -

GL

et dépend du vecteur de parametres O, .

L’estimation @g*;g est alors donnée par :

0% —  argmin M (O5E) — Mgyl |2 (5.11)

org — oL org
oG L erom(Gorg)

avec ||.||2 la norme euclidienne sur R%m(95:3)  Des algorithmes d’optimisation de type

Levenberg-Marquardt (voir 'annexe [B|) peuvent étre utilisés pour calculer (:)OG,,Lg

5.3.2 Procédure utilisant la méthode symbolique

La méthode de GreenLab 2 peut également étre utilisée pour fournir une estimation
(:)dw du vecteur de parametres ©4,., associé au modele §. Cependant, il n’est pas toujours
facile de compter le nombre de phytomeres (ou le nombre d’unités de croissance) dans
une plante. En effet, il est possible que les cicatrices laissées par les étapes successives
d’organogenese s’estompent avec le temps rendant difficile le comptage. Ceci entraine
alors une sous ou une sur-estimation des moyennes et variances empiriques M, ei;flp et Ve",;’fp
ce qui a pour effet de biaiser ’estimation @dw de O4.,. Au lieu de travailler avec des or-
ganes, nous proposons de travailler avec des motifs qui sont plus facilement identifiables
a I'échelle de la plante (apex, structure en Y, ...). En effet, la méthode symbolique ap-
pliquée aux plantes permet de calculer récursivement moyennes et variances théoriques
associées au nombre d’occurrences d’un motif particulier dans une structure donnée (voir
les sections et . Pour la suite, choisissons comme motif les structures en Y et
supposons que 1’on dispose toujours d'une population de plantes dont I’age maximal (en
cycles de développement) est noté N,,,, et que nous sommes capables de donner I’age de
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chacune des plantes. Notre méthode propose une estimation O4er de Oye, choisie comme
le vecteur minimisant la distance euclidienne entre deux vecteurs M, et My, de RM,
M € IN*, introduits de la fagon suivante :

e construction de M,,,, : a partir des vraies plantes, nous en déduisons 1’ensemble
des distributions empiriques Dfmp associées au nombre de structures en Y présentes
dans une plante d’age k € {1,..., Ny} (cf la section [5.3.3)). Il est donc possible

o . k . .o . k .z N
de calculer la moyenne empirique M, , et la variance empirique V,; , associées a

k . . .
Dg,,,,- Le vecteur M., regroupe alors toutes les moyennes et variances empiriques

possibles obtenues a partir des vraies plantes :
k k
Memp = (Memzw ‘/(imp)ke{lv-“vaaz}'

e construction de My, : en utilisant la méthode symbolique dans le cadre des plantes,
il est possible de calculer récursivement M} et V¥ qui sont respectivement 1'es-
pérance et la variance théorique associées au nombre de structures en Y dans
une plante d’age k € {1,..., Npao} générée selon le modele S. Le vecteur My,
regroupe alors I’ensemble de ces espérances et variances :

My = (Mtkiw V}]Z)ke{L...,wa}-
et dépend du vecteur de parametres O 4,.
L’estimation @dev est alors donnée par :

Oyen = argmin || M, (Ogen) — ./\/lempH% (5.12)

Odev€D

avec ||.]|2 la norme euclidienne sur R4 ®de) et D un sous-ensemble borné de R4™(Odco),
Tout comme pour GreenlLab 2, des algorithmes d’optimisation de type Levenberg-
Marquardt (voir ’annexe peuvent étre utilisés pour résoudre le probleme de mi-
nimisation. Dans le cas ou le nombre de parametres a estimer est supérieur au nombre
d’équations disponibles, c¢’est-a-dire :

dim(@dev) > dim(/\/lemp) = dim(Mth),

il est toujours possible d’augmenter la dimension de M., (et donc celle de My,) en
introduisant dans M, les moments d’ordre [ > 3 concernant le nombre de structures
en Y pour des plantes d’age k et obtenus a partir de Dfmp. Le vecteur My, est alors lui
aussi augmenté de facon similaire en introduisant les moments théoriques d’ordre [ > 3

(toujours obtenus récursivement par la méthode symbolique).

Dans la méthode proposée, il est nécessaire de disposer d'un grand nombre de plantes
(plusieurs centaines) pour construire des distributions empiriques { D}, }ref1..... Ny} QUi
soient bien représentatives de la vraie distribution. En effet, un échantillon de petite
taille engendrerait un biais important dans 1’estimation du vecteur de parametres © g, .
Si nous ne disposons seulement que de quelques plantes (de l'ordre de la dizaine), il
n’est pas raisonnable d’appliquer la méthode précédente. Dans ce cas, il convient de
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changer la nature des données botaniques utilisées. Au lieu de travailler a 1’échelle de
la plante entiere, nous considérons cette fois I’ensemble des structures qui la compose.
L’estimation C;)dev de Oy, est toujours choisie comme le vecteur minimisant la distance
euclidienne entre deux nouveaux vecteurs Me,,, et My, de RM, M € IN*, introduits de
la fagon suivante :

e construction de M., : a partir des vraies plantes, nous en déduisons ’ensemble
des distributions empiriques Dé;ﬁp associées au nombre de structures en Y présentes
dans une structure de CP ¢ € {1,...,CP,} et d’age k € {1,..., Npaz} (cf la
section . De méme, pour tous les couples (i, k), il est possible de calculer
la moyenne empirique Mé;?’fbp et la variance empirique VZ;,’jp associées a Di;flp. Le

vecteur M., regroupe alors toutes les moyennes et variances empiriques possibles
obtenues a partir des vraies plantes :

_ ik ik o\
Memp - (Memp7 ‘/;mp)’LE{l,...,CPm},ke{l,...,Nmag;}‘

e construction de My, : en utilisant la méthode symbolique dans le cadre des plantes,
il est possible de calculer récursivement Mf,’tk et thhk qui sont respectivement 1’es-
pérance et la variance théorique associées au nombre de structures en Y dans une
structure de CP i € {1,...,CP,} et d’age k € {1,..., Npaz } générée selon le mo-
dele S. Le vecteur My, regroupe alors I'ensemble de ces espérances et variances :

ik ik
My, = (M, Vi, )i {1, C P} {1, N } -
et dépend du vecteur de parametres O 4, .

L’estimation O, est encore donnée par :

édev - argmin HMth(@dev) - Memp“% (513>

Odey €D

avec ||.||2 la norme euclidienne sur R4"™(®ae) et, D un sous-ensemble borné de R4 (Oaev),
Cette nouvelle version de la méthode nécessite de connaitre 1’age de tous les phytomeres
de la plante ce qui est une hypothese tres restrictive. En effet, dans le cas d'une plante
avec développement stochastique, il se peut que les bourgeons de celle-ci marquent des
pauses dans leur fonctionnement. En général, il n’est alors pas possible de donner ’age
des phytomeres avec précision.

5.3.3 Procédure d’échantillonnage

Dans cette section, nous proposons une procédure concernant I’obtention des distri-
butions empiriques Dfmp et Dé;ﬁp, ie{l,...,CP,} et k€ {l,..., Nya:}, intervenant
dans les méthodes d’estimation des deux sections précédentes.

Obtention de D*

emp?

Ee{l,..., Npae} :

Nous supposons toujours que nous disposons d’un ensemble de plantes dont 1’age
maximal est N, et que nous sommes capables de donner I’age de chacune d’entre
elles. La procédure est la suivante :
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1. Choisir un organe ou un motif a partir duquel la méthode d’estimation se fera;

2. Pour chaque plante, compter le nombre d’organes ou de motifs d’intérét ;
k

Y
o d’Organes ou

3. A partir du modele d’organogenese, établir le nombre maximal O
de motifs d’intérét que peut contenir une plante d’age k ;

4. Calculer la probabilité empirique p*(I) d’avoir [ organes ou motifs dans une plante
d’age k :

a0 nombre de plantes d’age k ayant [ organes ou motifs
p =

nombre total de plantes d’age k

si le nombre de plantes d’age k est différent de 0. Dans le cas contraire, on pose
F(1) = do(1).
p 0
5. On définit alors la distribution empirique D
tel que :

k comme le vecteur de taille OF +1

emp max

Dfmp = (pk(l))lE{O,...,O,]%az}'

Obtention de D%

emp?

ie{l,....,CP,} et ke{l,...,Npas} :

Nous supposons toujours que nous disposons d'un ensemble de plantes dont 1’age
maximal est NV,,q. et que nous sommes capables de donner ’age des différents phytomeres
de chacune d’entre elles. La procédure est la suivante :

1. Choisir un organe ou un motif a partir duquel la méthode d’estimation se fera;

2. Isoler parmis les vraies plantes toutes les structures de CP i et d’age k;

3. Pour chacune de ces structures, compter le nombre d’organes ou de motifs d’inté-

rét;

4. A partir du modele d’organogenése, établir le nombre maximal O%* ~d’organes ou
de motifs d’intérét que peut contenir une structure de CP 7 et d’age k ;

5. Calculer la probabilité empirique p**(1) d’avoir [ organes ou motifs dans une struc-
ture de CP i et d’age k :

ik () nombre de structures de CP i et d’age k ayant [ organes ou motifs
p ’ —

nombre total de structures de CP 7 et d’age k

si le nombre de structures de CP i et d’age k est différent de 0. Dans le cas
contraire, on pose p**(1) = d(l).

6. On définit alors la distribution empirique D5¥  comme le vecteur de taille O5F  +1
tel que :

Dé,r])cv,p = (pi’k(l))ze{o,...,OkL’Zz}'

Les figures et montrent deux procédures de comptage sur une plante pour

I'obtention de Diﬁp, la premiere pour le nombre de phytomeres et la seconde pour le

nombre de structures en Y.
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B Organogencse :
1=ps(2),  ps(2)
B o cre
[ IR ° -\t o = o ‘I
® : bourgeon mort
Structure d’age 4 Structure d’age 3 Structure d’age 2 Structure d’age 1

R

Fiac. 5.13 — Comptage du nombre de phytomeres sur une plante. Par exemple, il y a 3
structures d’age 2. Une d’entre elles est de CP 1 et contient trois phytomeres. Les deux
autres sont de CP 2 et contiennent respectivement un et deux phytomeres. La plante
entiere est d’age 4 et contient neuf phytomeres.

Structure d’age 5 Structure d’age 4 [ R
® : bourgeon mort
Organogenése :
L=ps(1),  ps(1)
o wmp @ I
Structure d’age 3 Structure d’age 2 Structure d’age 1

Ay Xy Ay

Fi1ac. 5.14 — Comptage du nombre de structures en Y sur une plante. Par exemple, il y
a deux structures d’age 4 et de CP 1 contenant pour 'une une structure en Y et pour
I’autre trois structures en Y. La plante entiere est d’age 5 et contient cing structures
en Y. On peut noter qu’il faut au moins deux cycles de développement pour créer une
structure en Y. Les structures d’age 1 ne contiennent donc aucune structure en Y.

Représentativité des distributions :

Les remarques suivz:ntes concernent {Défw}ie{1,...,CPm},ke{1,..., Nimee} Mais sont égale-
ment valables pour {Demp}ke{l,...,Nmax}'

Pour chaque couple (i, k) € {1,...,CP,} x{1,..., Njaz}, il est nécessaire de dispo-
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ser d'un nombre suffisant de structures de CP ¢ et d’age k afin d’avoir une distribution
empirique Dé;’fbp représentative de la vraie distribution. Plus le nombre de structures
disponibles est faible, plus le biais sur les parametres estimés est important. Les ta-
bleaux et donnent une idée du biais sur des parametres estimés pour une loi
multinomiale en fonction de la taille de ’échantillon disponible. Un minimum de cent

réalisations permet d’avoir une estimation des parametres faiblement biaisée.

Vraies valeurs | Est. N =30 | Est. N =100 | Est. N = 1000
p1 | 1/4 =0.2500 0.2517 0.2488 0.2495
pe | 1/320.3333 0.3299 0.3337 0.3335
ps | 5/12 ~ 0.4167 0.4184 0.4175 0.4170

TAB. 5.1 — Estimation des parametres d’une multinomiale .# (N, py, p2,ps3). La procé-
dure est la suivante : on affecte a N individus une caractéristique ¢; avec une probabilité
pi, © € {1,2,3}. L’estimation de la probabilité p; correspond alors a la fréquence em-
pirique associée a la caractéristique ¢; dans la population. La valeur Est. (= Estimée)
correspond a la moyenne des fréquences empiriques obtenues a partir de 1000 répétitions
de 'expérience aléatoire.

Vraies valeurs | Est. N =30 | Est. N =100 | Est. N = 1000
p1 | 1/4=0.2500 0.2550 0.2510 0.2499
pa | 1/6 =~ 0.1667 0.1689 0.1684 0.1665
ps | 1/5~0.2000 0.1586 0.1989 0.2002
ps | 1/3 ~0.3333 0.2960 0.3343 0.3337
ps | 1/20 =~ 0.0500 0.1215 0.0505 0.0498

TAB. 5.2 — Estimation des parametres d’une multinomiale .# (N, p1, p2, p3, ps, ps). La
procédure est la méme que celle du tableau |5.1

Si le nombre de structures de CP i et d’age k est insuffisant, il est préférable de
ne pas intégrer les moyennes et variances empiriques correspondantes Mé;’nfp et Ve"',;’jp
dans le vecteur M,,,, afin de ne pas biaiser I'estimation de ©g4.,. Dans ce cas, il faut
également retirer les composantes associées Mf;f et thk dans My,. Il est alors possible
que le nombre de parametres a estimer donné par dim(Oe,) soit supérieur au nombre
d’équations disponibles donné par dim(Mp,) = dim(My,). Dans ce cas la, on procede
comme décrit a la fin de la section [5.3.2] en rajoutant des moments d’ordre [ > 3
pour des distributions Défw bien représentatives (c’est-a-dire pour lesquelles nous avons
suffisamment de données).

Procédure d’échantillonnage automatique :

La procédure de comptage peut s’avérer assez fastidieuse surtout pour des plantes
dont la topologie est complexe. Une idée serait de pouvoir obtenir directement ces don-
nées a partir de techniques de digitalisation. De nombreux travaux ont été effectués sur
la digitalisation de vraies plantes (voir Zhu et al|(2009) pour un ensemble de références
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sur le sujet). Les techniques les plus populaires reposent sur 'utilisation de scanner la-
ser 3D (voir Xu et al| (2005))) ou encore de photos digitales (voir |Cheng et al. (2007)
et |Quan et al| (20006))). La figure [5.15| montre un exemple de digitalisation d'une vraie
plante.

F1G. 5.15 — Digitalisation d’une vraie plante. Image extraite de Quan et al. (2006).

Une fois digitalisée, nous disposons d’'un modele 3D de la plante qui nous intéresse. En
particulier, nous disposons d’un graphe représentant la topologie de la plante. A partir
d’un algorithme de recherche sur le graphe, il est alors possible de compter le nombre
d’organes ou de motifs d’intérét dans la plante. Une limite de ce genre d’approche est la
fiabilité de la reconstruction 3D de la plante. Lorsque celle-ci est recouverte de feuilles,
certaines parties ne sont pas directement visibles. Des algorithmes de reconstruction
permettent alors de corriger ce probleme mais ne garantissent pas de reproduire la vraie
topologie de la plante. Ceci entraine donc des erreurs au niveau du graphe et donc au
niveau du comptage des organes ou des motifs.



Chapitre 6

Inférence bayésienne pour les
modeles de Markov cachés

Les modeles de Markov cachés constituent 'un des modeles statistiques les plus
utilisés pour étudier des systemes dynamiques évoluant a temps discret (voir Rabiner
(1989) et |[Ephraim and Merhav (2002)). Ils se sont illustrés au travers de nombreuses
applications : traitement de I'image (Bunke and Caelli (2001)), économétrie (Kim and
Nelson| (1999)), biologie (Koski (2001))), reconnaissance vocale (Jelinek (1997)) ... A
une étape donnée, les systemes dynamiques en question sont caractérisés par un état que
I'on suppose caché (c¢’est-a-dire qu’il ne nous est pas possible de le mesurer directement a
partir du systeme). Seules sont accessibles des observations qui sont liées a ’état caché.
Les modeles probabilistes associés a 1’évolution de 1’état caché et a l'observation du
systeme peuvent dépendre de parametres qui sont inconnus a priori. L’objectif de ce
chapitre est de présenter un ensemble de méthodes bayésiennes permettant 1’estimation
de ces parametres a partir des observations du systeme (on parle alors d’estimation a
posteriort).

Dans la section nous présentons les modeles de Markov cachés ainsi qu'un cas
particulier : les modeles a saut de Markov. Nous introduisons également un cadre statis-
tique permettant I'estimation des parametres du modele grace a 'utilisation de méthodes
bayésiennes. La section suivante présente quatre méthodes bayésiennes permettant d’es-
timer I'état caché du systeme dynamique a un instant donné a partir des observations
du systeme : le filtre de Kalman sans parfum, le filtre particulaire, le filtre particulaire
convolé et le filtre particulaire Rao-Blackwellisé.

N.B. 6.1 A lorigine, le terme « systeme dynamique » est employé pour désigner un
systeme évoluant de fagcon déterministe. De facon générale, nous utiliserons ce terme
pour désigner tout systeme que son évolution soit déterministe ou stochastique.

6.1 Conventions de notation

Les conventions de notation suivantes sont adoptées pour toute la suite du chapitre.
Considérons un espace de probabilité (§2, F, P). Alors :

111
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— Les variables aléatoires sont notées en majuscule et leur réalisation en minuscule
avec la méme lettre. Par exemple, pour une variable aléatoire Z, une réalisation
est notée z.

— On note dz la dimension d’un vecteur aléatoire Z.

. . 7 . \ . N def
— Si Z est une variable aléatoire a valeurs discretes, alors nous noterons P(Z = 2) =

P(z).

— Si Z admet une densité de probabilité (par rapport a la mesure de Lebesgue),
alors elle sera notée p(z).

— Soient Y et Z deux variables aléatoires. Si la loi conditionnelle de Y sachant Z = z
admet une densité de probabilité alors elle sera noté p(y|Z = 2) = p(y|z). Si Y

est & valeurs discréte, alors nous noterons P(Y = y|Z = 2) = P(y|=).

— Concernant les algorithmes présentés dans ce chapitre, la notation z ~ p(z) (resp.
z ~ P(z)) signifie que I'on génere une valeur z pour la variable aléatoire Z selon
la loi caractérisée par la densité p(z) (resp. la fonction de probabilité P(z)).

— Soient (Z,),,cn un processus aléatoire a temps discrets. Pour tout (s,t) € IN x N,
s < 't, on note Z,; le vecteur aléatoire suivant :

def

Zs:t - (ZSJ ZS+17 ceey Zt—17 Zt)

Une réalisation de Z,.; sera notée zg..
— On note N (m, X) la loi normale d’espérance m et de matrice de covariance X.

— On note N(z;m,Y) la densité de la loi normale d’espérance m et de matrice
de covariance ¥ évaluée au point z € R? avec d la dimension de la loi normale
considérée.

N.B. 6.2 Les conventions précédentes restent valables pour les vecteurs aléatoires.

6.2 Modeles statistiques

Dans cette section, nous présentons les différents modeles statistiques qui servent
de cadre de travail pour 'estimation des parametres du systeme dynamique d’intérét.
Nous introduisons d’abord les modeles de Markov cachés (cf section et ensuite le
cas particulier des modeles & saut de Markov (cf section [6.2.2)). La section montre
comment adapter les modeles précédents pour permettre I’estimation des parametres du
systeme dynamique grace a une approche bayésienne.

6.2.1 Modeéle de Markov caché

Considérons un systeme dynamique évoluant a temps discret et dont 1’état a un
instant £ € IN est caractérisé par un vecteur aléatoire X;. Dans cette these, nous sup-
posons que les vecteurs X, £ € IN, ont méme dimension dx et que ceux-ci prennent
leurs valeurs dans un espace d’état X C R muni de sa tribu Borélienne B (X). Nous
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supposons également que 1’état du systeme a un instant k est caché, c¢’est-a-dire qu’il
ne nous est pas possible de mesurer X directement a partir du systeme. Cependant,
toujours a linstant k, un certain nombre de mesures sont faites a partir du systeme et
sont regroupées sous la forme d’un vecteur aléatoire Y}. Les vecteurs Y}, sont a valeurs
dans un espace Y, C R muni de sa tribu Borélienne B ()))) et sont appelés observa-
tions du systeme. Enfin, pour tout £ € IN, nous supposons que Xj, et Y, admettent une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue notée respectivement p(z) et p(yx).

N.B. 6.3 Dans cette these, les espaces X et )} avec k € IN sont euclidiens. Les défi-
nitions présentées par la suite peuvent cependant étre étendues aux espaces polonais.

Les modeles de Markov cachés peuvent étre présentés de la fagon suivante (voir
Doucet et al.| (2001) et Cappé et al. (2005)) :

Définition 6.2.1 (Modele de Markov caché) Le processus a temps discret {( Xy, Yi) bren
est un modele de Markov caché s’il est caractérisé par les équations d’état suivantes :
{ Xn+1 = fn+1(Xna Wn+17 @)7 n > 07

Y, = gu(Xn, Vi, ©), n>0, (6.1)

avec :
— fn et g, des fonctions boréliennes ;

~ {Watso €t {Va},so des suites mutuellement indépendantes de vecteurs aléatoires
iid.;

— O un vecteur de paramétres prenant ses valeurs dans un espace P C R .

N.B. 6.4 La définition précédente est en fait celle d'un modele a espace d’état général
(« general state space model » en anglais). Dans (Cappé et al. (2005), les modeles de
Markov cachés sont présentés comme un processus a temps discret {(Xp, Vi) bren tel
que :
— { X\ }ren est une chaine de Markov ;
— {Yi }rew est une suite de vecteurs aléatoires conditionnellement indépendants telle
que la distribution conditionnelle de Y}, sachant Xg.. et Yy.x_1 ne dépend que de
Xg.
Les modeles de Markov cachés ont donc d’abord été définis pour des processus { Xj }ren
a valeurs dans un espace d’état fini (Baum and Petrie (1966)). Cependant, le terme de
« modele de Markov caché » a depuis été également utilisé pour les modeles a espace
d’état général. Par la suite, nous désignerons ces deux termes de facon équivalente par

la défintion [6.2.11

N.B. 6.5 Le vecteur © ne contient pas a priori les parametres liés aux distributions
des bruits W, et V,,. Concernant le modele M, ces parametres sont estimés par d’autres
procédures (cf le chapitre [7)).

Un modele de Markov caché peut donc se décomposer en deux modeles :
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e un modele d’évolution donné par la premiere équation fonctionnelle du systeme
(6.1) : ce modele permet de construire 1'état X, ;1 du systeme a partir X,,. Le
vecteur aléatoire W, est appelé bruit du modele ou bruit de modélisation et permet
de prendre en compte des incertitudes au niveau du modele;

e un modele d’observation donné par la seconde équation fonctionnelle du sys-
teme : ce modele indique la fagon dont les observations Y,, du systeme a
I'instant n sont reliées a I'état du systeme X,,. Le vecteur aléatoire V,, est appelé
bruit de mesure et représente la variabilité due au protocole de mesure.

Le vecteur de parametres © est supposé inconnu a priori. Son estimation fait 1’objet
du présent chapitre. Nous pouvons noter que les fonctions f,, et g, qui caractérisent
respectivement le modele d’évolution et le modele de mesure dépendent de l'instant
n considéré. Nous ne sommes donc pas dans un cadre homogene. Dans le cadre des
modeles de Markov cachés, les dépendances entre vecteurs aléatoires peuvent étre re-
présentées a I’aide d’un diagramme de dépendance (également appelé modele graphique
de dépendance, voir |Jensen| (1996), lJordan| (2004) et la figure [6.1]).

> Xn Xn,+1 >

Non observable

Observable

F1G. 6.1 — Diagramme de dépendance pour un modele de Markov caché. Conditionnel-
lement a Xy, et Yj.,, la loi de X, 11 ne dépend que de X,,. De méme, conditionnellement
a Xone1 et Yo, laloi de Y11 ne dépend que de X, 41

Un modele de Markov caché peut donc étre représenté de facon équivalente par le
modele statistique suivant :

p(xo)a
Po(Tni1|zn), n >0, (6.2)
p@(y”|xn>7 n Z 0,

avec © € P.

6.2.2 Modéle a saut de Markov

Nous considérons toujours un systeme dynamique caractérisé par un processus a
temps discrets { X, Y brew avec Xy, I'état caché du systeme a U'instant & et Yy, son obser-
vation au méme instant. Nous supposons également cette fois que le modele d’évolution
et le modele d’observation a l'instant k& dépendent d’un troisieme vecteur aléatoire caché
C et que tous les C} ont méme dimension d¢. Le processus a temps discret {Cj}r>o
évolue dans un espace d’état discret C C R muni de la tribu formée de I’ensemble des
sous-ensembles de C. Les modeles a saut de Markov peuvent étre présentés de la facon
suivante (voir Doucet et al. (2001), Andrieu et al. (2003) et Cappé et al.| (2005))) :
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Définition 6.2.2 (Modele a saut de Markov) Supposons que {Cy}r>o est une chaine
de Markov (généralement non-homogéne) caractérisée par sa distribution initiale P(cy)
et ses probabilités de transition P(cni1|c,). Le processus a temps discret {( X, Yi) bren
est un modele a saut de Markov s’il est caractérisé par les équations d’état suivantes :

Xn+1 - fn+1(Xn7 Cn—i—la Wn—&-l» @)7 n Z 07 (6 3)
Yn :gn(Xn,Cme@)7 n Z Oa .

avec :
— fn €t g, des fonctions boréliennes ;

— W}, 0 €t {Val},so des suites mutuellement indépendantes de vecteurs aléatoires
.4.d. ;
— © un vecteur de paramétres prenant ses valeurs dans un espace P C Rde.

Dans la littérature, le terme « modele a saut de Markov » est en général réservé
dans le cas ou l'espace d’état de la chaine de Markov C est fini. Si ce n’est pas le cas,
le terme employé est « modele de Markov caché hiérarchique »  (hierarchical hidden
Markov model en anglais, voir [Fine et al.| (1998) et |Cappé et al.| (2005)). Dans le cas
du modele de croissance de plantes M, 'espace C est infini mais discret (cf chapitre [7)).
Nous conserverons le terme de modele a saut de Markov.

N.B. 6.6 Les modeles a saut de Markov sont en fait des cas particuliers des modeles
de Markov cachés. En effet, si on considere le vecteur d’état (X, C) a I'instant k, alors
le processus a temps discret {((Xg, Ck), Yi) bi>0 est un modele de Markov caché.

Dans un modele a saut de Markov, les dépendances entre vecteurs aléatoires peuvent
étre représentées a 'aide du diagramme de dépendance de la figure [6.2]

> CnJrl

> Xn+1 —_—
l \\ { Non observable
Observable

K] Yvn+1

F1G. 6.2 — Diagramme de dépendance pour un modele a saut de Markov. Conditionnel-
lement au passé, la loi de C), 1 ne dépend que de C,,, la loi de X, 1 ne dépend que de
X, et de C, 41 et la loi de Y, 11 ne dépend que de X,,;1 et de C), ;.

Un modele a saut de Markov peut donc étre représenté de facon équivalente par le
modele statistique suivant :

p(l‘o),

P(CO)7

P(cpi1|cn), n >0, (6.4)
Po(Tn1|Tn,s Cngr), 1 >0,

P (Yn|Zn: cn), n =0,
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avec © € P. Le vecteur de parametres © est toujours inconnu a priori et doit étre
estimé par les méthodes de la section [6.3]

6.2.3 Estimation bayésienne des parametres du modele

Les problématiques d’estimation associées aux modeles de Markov cachés et aux
modeles a saut de Markov peuvent étre classées dans trois catégories :

e le filtrage : pour n € IN donné, estimer 'état caché X,, a partir des observations
Yo.n- L'objectif est alors d’estimer la densité de probabilité conditionnelle p(z,|yo..)
(quand elle existe).

e le lissage : pour (n, N) € IN? donné avec n < N, estimer I'état caché X, a
partir des observations Yy.y. On cherche alors d’estimer la densité de probabilité
conditionnelle p(x,|yo.n) (quand elle existe).

e la prédiction : pour n € IN donné, estimer ’état caché X, ., a partir des ob-
servations Yj.,. Il s’agit donc d’estimer la densité de probabilité conditionnelle
P(Tn11|Yom) (quand elle existe).

Lorsque l'on désire estimer 1’état caché X, et que les données arrivent au fur et
a mesure, l'estimation est dite « en ligne ». Dans ce cas, il s’agit d’'un probleme de
filtrage. Si, en revanche, nous disposons déja d’un ensemble de données Y. et que
I’on souhaite estimer 1’état caché X,, avec n < N, alors 'estimation est dite « hors-
ligne ». Il s’agit alors d’un probleme de lissage. Les problemes d’estimation hors-ligne
peuvent également étre traités par des méthodes de filtrage en chosissant d’ignorer
Y,11.n pour 'estimation de X,,. Les résultats obtenus sont généralement moins bons que
pour les méthodes de lissage (ce qui se comprend puisque le lissage permet d’estimer
avec plus d’informations). Dans le cadre de cette these, I'estimation est faite hors-ligne
(voir la section sur les données du chapitre @ Cependant, nous choisissons d’utiliser
des méthodes de filtrage pour 'estimation des parametres du modele de croissance de
plante. La raison est principalement due au rapport temps de calcul sur efficacité de
I'estimation (voir la section pour plus de détails). C’est pourquoi pour toute la
suite de la thése, nous ne nous intéresserons uniquement qu’aux méthodes de filtrage
bien que I'estimation soit hors-ligne.

Les méthodes présentées dans la section ont pour objectif d’estimer ’état caché
X, a partir d’'un ensemble d’observations Yj.,. Il est possible d’adapter le modele statis-
tique afin d’utiliser ces méthodes pour l'estimation du vecteur de parametres © (cf les
définitions et [6.2.2)). 1l suffit en fait de l'intégrer dans le vecteur d’état caché du
systeme dynamique en le considérant comme un vecteur aléatoire a valeurs dans I'espace
mesurable (P, B (P)), voir |Quach et al.| (2007) et |d’Alché Buc and Brunel (2010) pour
des exemples en biologie moléculaire. Notons 0,, le vecteur © associé a I'étape n. Soit
X2 le vecteur d’état caché augmenté défini de la facon suivante :

Xy =(Xpn,0,), n > 0.

L’espace d’état associé est X* = X x P. Pour que le cadre statistique soit bien posé, il

faut définir un modele d’évolution pour le nouveau vecteur d’état X?. Ceci implique en
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fait de définir un modele d’évolution pour ©,, (c’est-a-dire une équation fonctionnelle
permettant de construire 6,41 a partir de ©,,). En regle générale, le vecteur © reste le
méme d’une étape a l'autre du systeme dynamique. Son évolution est donc constante a
priori, ¢’est-a~-dire ©,, = ©,,,1. Cependant, afin d’améliorer les performances de certaines
méthodes bayésiennes (notamment celles du filtrage particulaire, voir le cha,pitre7 nous
pouvons attribuer a ©,, une dynamique d’évolution artificielle. Nous supposerons alors
que 6, évolue selon I'équation d’état :

®n+1 - hn+1 (@’m Un-‘,—l)a n Z 07

avec h,, une fonction borélienne et {U,},., une suite de variables aléatoires i.i.d. de
telle sorte que {U,},~q, {Wa}, 50 €6 {Vi},5o soient mutuellement indépendantes. Par
la suite, pour tout n € IN, nous supposons que 0,, admet une densité de probabilité par
rapport a la mesure de Lebesgue notée p(6,,). En ce qui concerne les modeles de Markov
cachés, nous pouvons donc définir une nouvelle fonction f? de X x P x R*Wn*%n dans
X X P caractérisant le modele d’évolution de X¢ de la facon suivante :

V(x,0, (w,u)) € XXP x RWntin et n e N,
fa@®w®) = (fu(z, w), ha(0,u))

avec 2% = (x,0) et w* = (w,u). f* est définie de fagon similaire pour les modeles a saut
de Markov en intégrant simplement la dépendance en C), dans la fonction.

Dans le cadre des modeles de Markov cachés, nous avons donc construit un nouveau
systeme dynamique caractérisé par les équations d’état suivantes :

Xg+1 = fn+1(Xa ﬁ+1)a n >0, (6 5)
Y—gn(X;:V) n > 0, ’

avec Wy, la concaténation des vecteurs aléatoires W,y et U,;1. Notons que nous
avons toujours que {Wye} ., et {V,,}, -, sont des suites mutuellement indépendantes de
variables aléatoires i.i.d.. Dans le cas des modeles & saut de Markov, le nouveau systeme
dynamique est le suivant :

{ Xg—i-l n+1(X C +17W7tzl+1)7 n Z 07

Yo = gu(X0, C VL), n >0, (6.6)

avec W, | défini de fagon similaire.

Les méthodes d’estimation de la section permettent d’estimer le vecteur d’état
caché X7 a partir des observations Yy.,, estimation qui est notée XJ. Il est alors possible
d’en déduire une estimation ©,, de © en extrayant les composantes associées a © dans
X2

6.3 Quelques méthodes d’estimation bayésienne

Considérons un systeme dynamique évoluant a temps discret. Supposons que ce
systeme peut étre représenté par un modele de Markov caché dont les équations d’états
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sont données par ou bien par un modele de Markov a saut dont les équations
d’états sont données par . Supposons également que nous disposons d’un ensemble
d’observations Y.y avec N € IN. L’objectif de cette section est de présenter un ensemble
de méthodes de filtrage bayésiennes permettant l’estimation de ’état caché X2 a partir
des observations Y., avec n € {0,..., N}. Par la suite, nous notons Xﬁ; un estimateur
de X?. Nous supposons que la loi conditionnelle de X sachant Y{., admet une densité
de probabilité p(z%|yo.,) par rapport a la mesure de Lebesgue pour tout n € {0,..., N}.
Le probleéme peut étre résolu en construisant un estimateur p(z%|yo.,) de p(x®|yo.,) et en
choisissant 1'un des deux estimateurs suivants pour X¢ (voir Bar-Shalom et al. (2001)) :

e cstimateur MMSE (= Minimum Mean Squared Error) :
X = EXqYoul ~ [ atilatlunn)A(da2)

avec A la mesure de Lebesgue.

e estimateur MAP (= Maximum a posteriori) :

Xo = argmax p(|yon)-

CD%GXG

Dans cette section, nous présentons quatre méthodes bayésiennes permettant de
construire un estimateur p(x%|yo.,) de p(x%|yo.,) avec n € {0,..., N} : filtre de Kalman
sans parfum (Unscented Kalman Filter en anglais), filtre particulaire (Particle Filtering),
filtre particulaire convolé (Convolution Particle Filter) et filtre particulaire de Rao-
Blackwell (Rao-Blackwellized Particle Filter). Les trois premieres méthodes peuvent
étre utilisées dans le cadre des modeles de Markov cachés et les trois dernieres pour
les modeles a saut de Markov. Dans chacune de ces méthodes, les densités p(z%|yo.n),
n € {0,..., N}, se calculent de fagon récursive : 1'étape n a pour but de déterminer
P(2% 1 |Yom+1) & partir d'un ensemble de relations entre p(z%|yon) et p(@h 1 |Yom+1) et se
décompose en deux points :

e Prédiction : on détermine la densité de probabilité de prédiction de I’état du
systeme :

P24 o) = / P41 |22)p(22 o)A (d22). (6.7)

Xa

e Correction : on corrige la densité de probabilité de prédiction en tenant compte
de la nouvelle observation du systeme y,1 pour obtenir p(z%_ ;|yomn+1) :

p(x%+1 |90:0)P (Y41 ‘xZH)
Tpiq |Y0:0) P (Y41 ’9‘?7z+1)>\(dm%+1)

p(xz+1|y0:n+1) = f){a p( (68>

Le détail des calculs menant aux équations précédentes est donné dans ’annexe
. On obtient ainsi un systeme d’équations reliant p(x%|yo.n) & p(2%, 1 |Yom+1) pour
n € {0,...,N —1}. A partir de la connaissance de p(x{), on peut donc déterminer ces
densités de probabilité de filtrage. Dans la pratique, ces quantités sont rarement calcu-
lables de fagon explicite. Elles le sont par exemple dans le cas d’un systeme dynamique
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linéaire gaussien, cf le filtre de Kalman standard de la section [6.3.1} Concernant des
systemes dynamiques plus complexes, des approximations sont en général faites pour se
ramener a des cas simples comme par exemple le filtre de Kalman sans parfum de la
section [6.3.1} D’autres procédures proposent d’approcher numériquement ces intégrales
par des méthodes stochastiques. Il s’agit entre autre des méthodes particulaires (voir
les sections [6.3.2} [6.3.3] et [6.3.4]). Ces méthodes connaissent un succes grandissant. Ceci
est notamment du au fait qu’elles peuvent s’appliquer a des modeles de structure tres
complexe sans avoir a effectuer des calculs de densité tres difficiles. Dans sa these, |Caron
(2006) propose une bonne vue d’ensemble de la plupart des méthodes décrites par la
suite.

6.3.1 Filtre de Kalman sans parfum

A TDorigine, le filtre de Kalman a été congu pour des systemes dynamiques linéaires
et gaussiens (voir [Kalman| (1960])). C’est le cas par exemple du systeme d’équations
si f et g, sont des fonctions linéaires en X2, en W et en V,, et si la densité
de probabilité p(z%) associée a la loi de X§ est gaussienne. D’autres méthodes ont
ensuite été développées dans le cas ou f et g, ne sont plus linéaires. Parmis elles,
nous pouvons retenir le filtre de Kalman étendu (Extended Kalman Filter, Sorenson
(1985)), le filtre de Kalman d’ensemble (Ensemble Kalman Filter, Evensen (1994)) et
le filtre de Kalman sans parfum (Unscented Kalman Filter, Julier and Uhlmann| (1997)
et Quach et al| (2007))). Le filtre de Kalman étendu se ramene au filtre de Kalman
standard en linéarisant les fonctions f? et g, par un développement de Taylor a ’ordre
1. Cependant, le filtre diverge rapidement si ’hypothese de linéarité locale de f? et g,
n’est pas respectée. Le filtre de Kalman d’ensemble permet d’estimer les matrices de
covariance intervenant dans les équations du filtre standard (voir la section par
des méthodes de type Monte-Carlo. Cette méthode est assez couteuse du point de vue du
temps de calcul. Elle est tres avantageuse dans le cas ou la dimension du vecteur d’état
est élevée (> 25, |Luo and Moroz| (2009)) ce qui n’est pas le cas pour cette these (voir le
chapitre . Le filtre de Kalman sans parfum propose d’utiliser la transformation sans
parfum (Unscented Transform, Julier et al.| (2000) et Wan and Van Der Merwe, (2000)))
pour calculer les moments qui interviennent dans les équations du filtre. Cette méthode
donne de bons résultats si les fonctions f et g, ne sont pas fortement non-linéaires,
auquel cas le filtre diverge. En raison des remarques précédentes, nous choisissons de
travailler avec le filtre de Kalman sans parfum. Nous commencons tout d’abord par
rappeler le principe du filtre de Kalman pour le cas linéaire gaussien et nous verrons
comment 'adapter dans le cas non-linéaire avec la transformation sans parfum.

Dans toute cette section, nous supposons que W et V,, suivent des lois normales
centrées de matrice de covariance respective J,, et R, pour tout n € IN.

Filtre de Kalman pour un systéme dynamique linéaire gaussien

Considérons le systeme dynamique défini par les équations avec fo une fonction
linéaire en X¢ et en W et g, une fonction linéaire en X! et additive en V,,. Supposons
également que la densité de probabilité p(z§) associée a la loi de X§ est gaussienne.
Dans ce cas, p(z}[yo.) est la densité d'une loi normale d’espérance 7, et de matrice
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. > a ,
de covariance 2in données par :

n = E[X |YO n]
w = BUXG —a5,)" (X0 — 25,) [ You]- (6.9)

n|n

n\
n\

La connaissance de ces deux dernieres quantités est alors suffisante pour caractériser
p(z%|yon). Le filtre de Kalman permet de les déterminer séquentiellement en utilisant
les équations et (voir |Anderson and Moore| (1979)) et |Arulampalam et al.
(2002)). En effet, lorsque 1'on traite des systemes linéaires gaussiens, ces deux équations
peuvent étre calculées explicitement. L’é¢tape n du filtre s’effectue en deux temps (on
suppose que 'on a calculé z¢ i €t Zn‘n) :

e prédiction (= étape de mise a jour) : I'objectif de cette étape est de détermi-
ner p(z2,,|yo:n) (= densité de probabilité de prédiction de I’état du systeme) ainsi que
P(Yn+1|Yon) (= densité de probabilité de prédiction de 'observation du systéme). Dans
le cas d'un systeme linéaire gaussien, ces deux densités de probabilité sont celles de lois
normales dont les espérances et matrices de covariance se déduisent des équations du
systeme dynamique (6.5)). L’espérance de X, | sachant Y., est alors donnée par :

52?1+1\n = E[Xg+1|y0:n] = E[ n+1(Xa r?+1)|y0:n]-

Comme le vecteur aléatoire W, , est indépendant de {Wk Vs (kKY€ {1,...,n}?},
on en déduit que W72, | est indépendant de Yj.,. L’espérance intervenant dans le calcul
de 27, est alors déterminée & partir des lois de probabilité N(0, Joy1) (= la loi de

We.,) et de celle associée a p(z%|yo.n). On calcule de méme la matrice de covariance

associée a la loi de X“Jrl sachant Yj., :

e = El(Xy = @500) " (X = 1) [You).
On procede de méme pour p(ynﬂ\yo:n) et on en déduit I'espérance associée :
Un+iln = ElYn1|Yon] = Elgns1 (Xg-i-l) + Vas1|Youm] = E[gn+1<XZ+1)|Yb:n] (6.10)

ainsi que la matrice de covariance associée (en remarquant que V,, 1 et Yp., sont indé-
pendants) :

EZ+1|n = El(Yai1 = Gnttpn)” (Yasr = Gnsan)| Yo
= El(gn1(X211) = Gns1n)” (91 (X241) = Gngan)| Yo + Rosr. (6.11)

La matrice de corrélation croisée entre X, et Y, conditionnellement a Yp.,, intervient
également dans les équations de 1’étape de correction :

ZiCLer1|n = E[(X;ll-i-l - £Z+1|n)T(Yn+l - gn+1\n)’Ybn]

e correction : on corrige la densité de probabilité de prédiction de I’état du systeme
(2. 1|Yom) en utilisant 1’équation . L’espérance et la matrice de covariance de la
loi normale associée a p(x%_;|Yo:nt1) sont alors données par :

~a _ aa R T
xn+1|n+1 - xn+1|n + Kn+1 (yn—i-l - yn+1|n)
g o 2\ @ A y T

n+lln+1 — En+1|n - Kn+12n+1|nKn+1 (612)
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K, 1 s’appelle le gain de Kalman et vaut :

~ -1
z Y
K"+1 - z]n—l-1|n <Zn+1\n> :

La quantité y,11 — Un41n S'appelle la correction. En regardant I'équation , on
comprend que la prédiction de I'état du systeme 27 i @ été modifiée en fonction de la
correction pour mieux correspondre a la nouvelle observation du systeme y,.1. Plus la
correction est importante, plus I’état prédit du systeme sera modifié.

Extension dans le cas non-linéaire

Lorsque les fonctions f2 et g, ne sont plus linéaires en X%, W (on conserve I'addi-
tivité de V},), la densité p(x%|yo.,) n’est plus celle d’'une loi gaussienne. Nous choisissons
alors d’approcher cette densité par une autre densité p(x n|y0 ») qui est celle d’'une loi
gaussienne dont 1’espérance ¢ i €0 la matrice de covariance Eﬂ sont toujours données

par le systeme . Les quantités $n|n et En|n sont alors calculées de fagon récursive
en utilisant les équations de mise-a-jour et de correction du filtre de Kalman standard.
Cependant, a plusieurs reprises, nous sommes amenés a calculer I’espérance de la trans-
formée par une fonction non-linéaire d’un vecteur aléatoire gaussien. Il n’est donc plus
possible d’obtenir des relations de récurrence explicites comme dans le cas linéaire gaus-
sien. Afin de contourner ce probleme, nous utilisons une procédure de transformation
sans parfum, cf annexe - Prenons par exemple le calcul de 27, | =~ donné par :

j“nJrl\n = E[fnJrl(Xa n+1)|)/01n]‘

Etant donné que f;,; n’est pas forcément linéaire en W7, il est préférable de faire la
transformée a partir du vecteur (X2, Wy, ;) au lieu de X . Ainsi, le calcul des sigma-
points (cf 'annexe |C.2)) se fait a partir d’une distribution normale d’espérance :

~b A
$n|n = (aj(rlﬂn? Odws+l)

et de matrice de covariance :

&\ 0
- ;CT — n|n dz% 7dWﬁ+1
nn 0
dWﬁ-&-l ,dz% J’n—l—l

avec 0j (resp. Oy ) le vecteur de dimension k (resp. la matrice de taille k par k')
dont toutes les composantes sont nulles. Notons dy = dim(Wn‘H) dx = dim(zy,,)
et dwx = dw + dx et considérons les 2dy x + 1 sigma-points X;‘n associés au couple
(ii’”n, ii?ﬂ) avec leur poids respectif w; pour i € {1,...,2dw.x +1}. Propageons chacun
de ces sigma-points a travers ’équation d’évolution et nous obtenons 2dyy, x +1 nouveaux
sigma-points notés x* 1 AVEC les mémes poids :

XiL+1|TL = 7:+1(X:‘1\n)7 S {177M}

Dans ce cas, 2% est approchée par :

n+1ln
2dw, x+1

n+1|n = E Wi Xn+1|n
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N.B. 6.7 On suppose que 'état initial X suit une loi normale d’espérance z{ et de
. . a a 7 /7
matrice de covariance X . z8 et Xf sont supposées connues (ou fixées).

Le filtre de Kalman sans parfum est donc completement décrit par l'algorithme

suivant :
Algorithme 2 : Filtre de Kalman sans parfum
e Initialisation
- Poser i, = xf et 2§, = ¢
e Itération

Pour n=0,..., N —1:

$ Mise a jour :

- Poser dy = dim(W,41), dx = dim(z%, ) et dwx = dw + dx
- Poser :

nln

-
b (ra Sl Znn 0dX7dW'
xn\n - (In\nv OdW> et nln — < 0 | J

dw,dx n+1

Calculer les 2dy x + 1 sigma-points X;\n et leurs poids repectifs w; suivant une
. A alge )
101./\/(:6%”,2%” .
Pouri=1,...,2dw x +1, calculer le futur état augmenté du systeme donné par
le i-éme sigma-point :
a

X;+1|n = fn—l—l(X:ﬂn)

Calculer I'estimation de I’état du systeme a l'instant n 41 :

2y, x+1
£a _ A
xn+1|n_ E : wZXn+1|n
=1

ainsi que la matrice de covariance associée :

2dW,X+1
T _ i ~a T/ i ~a
n+lin — § wi(Xn+1\n - xn+1|n) (Xn+1\n - xn+1|n)'
i=1
Pouri =1,...,2dw x + 1, calculer la future observation du systeme donnée par

le i-éme sigma-point :
g:z+1|n = gn+1(X;z+1|n)'
Calculer I'estimation de 'observation du systeme a l'instant n + 1 :

2dw, x +1

~ _ )
yn+1|n — § wiCn+l|n

i=1
ainsi que la matrice de covariance associée :

2dw,x+1
o ) ) T .
ZZTJL+l|n = Z wi(C:z+1\n - yn+l|n) (Crzz+1\n - yn+l|n)‘

i=1
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- Calculer la matrice de corrélation croisée :

2dw, x +1
xly i ~a T(r ~
En-i-l\n o z : wi(Xn+1|n - anrl\n) (<n+1|n - yn-i-l\n)'
i=1

$ Correction :
- Calculer le gain de Kalman :

—1
— 2ty Y
KnJFl - zn+1\n (En+1|n) ’

- Calculer I'état corrigé du systeme a l'instant n + 1 :

A

— sa ~ T
Tntin+1 = Tntiln + Kn—l—l(yn—',-l - yn+1|n)

ainsi que sa matrice de covariance :

~

z e Y T
n+ljnt+1 — En—&—1|n - Kn+12n+1|nKn+1'

Pour des raisons de clarté, 1'algorithme présenté ci-dessus ne prend pas en compte
la premiere observation Yj. Il est cependant possible de I'intégrer dans I’algorithme en
rajoutant une étape dans laquelle les sigma-points sont créés a partir de la distribu-
tion N (zg,X2"). Le reste de I'étape se déroule exactement de la méme fagon que pour
n’importe quelle autre étape.

6.3.2 Filtre particulaire

Le filtrage particulaire est une méthode de type Monte-Carlo (Doucet et al.| (2001)),
Doucet and Wang) (2005)) entre autres). L’objectif des méthodes de Monte-Carlo est de
fournir une approximation numérique d’intégrales qui ne peuvent étre calculées ana-
lytiquement. Cette approximation est obtenue grace un échantillon de valeurs générées
aléatoirement suivant une distribution d’intéret. Les différents points abordés dans cette
section sont issus des ouvrages Doucet et al| (2001)) et Ristic et al. (2004) et des syn-
theses faites dans |Caron| (2006) et Davy| (2006)). Le filtrage particulaire s’applique aux
modeles de Markov cachés mais également aux modeles a saut de Markov en considérant
le vecteur d’état caché (X2, C,,) a U'instant n (cf le Nota Bene 6.6).

De l’intégration de Monte-Carlo a ’échantillonnage d’importance

Soit Z un vecteur aléatoire a valeurs dans 1’espace mesurable (Rdz , B (]Rdz)) admet-
tant une densité p(z) par rapport a la mesure de Lebesgue. L’objectif est d’approcher
numériquement 'espérance de h(Z) avec h une fonction borélienne de (R, B(R%))
dans (R', B(R')) avec | € N* :

E[h(Z)] = /R ETENE (6.13)
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avec A la mesure de Lebesque sur R%. Lorsque la loi de Z est connue et facilement
simulable, la méthode d’intégration de Monte-Carlo peut étre utilisée pour résoudre ce
probléme (voir Pardoux! (2007)). Considérons 2, pour i = 1,..., M, M réalisations de
Z tirées selon la loi associée a la densité de probabilité p(z). Dans ce cas, on peut faire
I’approximation suivante :

E[h(Z)] ~ %Zh(ém).

D’apres la loi des grands nombres, moyennant quelques hypotheses sur h, il y a conver-
gence presque str de la somme vers E[h(Z)] quand M — oo. Utiliser cette méthode
revient en fait a approcher la loi de Z par la distribution suivante :

1 M
Z ~ Mizldg(i)

avec 0z la distribution de Dirac centrée en 7 Cette méthode trouve cependant
ses limites lorsque la loi de Z n’est pas connue ou difficile a simuler. La procédure
d’échantillonnage d’importance a été introduite dans le but de contourner cette diffi-
culté. L’idée est tres proche de celle de I'intégration de Monte-Carlo et consiste a utiliser
une autre loi caractérisée par une densité m(z) (appelée densité d’importance ou impor-
tance density en anglais) pour la création de I'échantillon {2, i =1,..., M}. L’intérét
de cette approche est de pouvoir choisir une loi facile a simuler. La densité m(z) doit
vérifier la condition :

VzeR¥%, p(z)>0 = n(z)>0.
A partir de I’équation ([6.13]), nous obtenons :
E[h(Z)] :/ h(Z)MTF(Z))\(dZ) :/ h(z)w(z)m(2)A(dz) (6.14)
Rz 7(2) Rz
avec w : z — p(z)/m(z). Suivant le méme principe que l'intégration de Monte-Carlo

classique, ’échantillonnage d’importance propose cette fois d’approcher la loi de Z (a
une constante de normalisation prés) comme suit :

M
Z ~ C.Zw(i(i))(sg(i)
=1

avec 29, pour ¢ = 1,..., M, M réalisations de Z tirées selon la loi caractérisée par la
densité de probabilité 7(z). La constante de normalisation C' est choisie de fagon a ce
que 'approximation de la loi de Z soit une loi de probabilité et vaut donc :

C= (iw(%m)>_ .

i=1

w(Z™) est appelé poids de la réalisation 2 et w(2%)) son poids normalisé. L’approxi-
mation de E[h(Z)] est alors donnée par :

E[h(Z)] ~ Y w(z9)h(z?). (6.15)
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Dans le cadre des modeles de Markov cachés ou des modeles a saut de Markov, le
calcul de l'estimateur MMSE X? de X2 sachant Y., est donné par :

x?zp(xm%n))\(dl’% = / h(xgn)p(xgn ‘y0n>>\<d'x8n) :

(Xu,)n+1

X2 = BX[ Vo) = |

a

avec h : z§, +— xo. Nous sommes donc bien dans la situation correspondant a cette
section. p(z%|yo.,) est en fait une densité marginale de p(xg., |yo.,). Sauf cas exception-
nels, la loi associée a la densité p(zf.,|vo.n) n’est pas connue ou est impossible a simuler.
Nous devons alors utiliser I’échantillonnage d’importance pour résoudre le probleme. La
densité d’importance associée a p(xf,,|yo.n) est notée m,(xf,,|yo.n). La fonction poids est
notée w, et est définie par :

p(xgzn |y0:n)

Vi, € (X" w,(af,) = '
0: ( ) ( 0: ) Wn(xgzn‘yom)

Les poids normalisés w,, sont définis comme précédemment. L’estimateur MMSE est
alors obtenu par la relation suivante :

M M
X =D i@, h(g, ") = >, ) (6.16)
i=1

=1

avec 78 @ pour i = 1,..., M, M réalisations de X¢, sachant Y., tirées selon la loi
caractérisée par la densité de probabilité m, (¢, |yo.). Les réalisations {72, @ i =
1,..., M} sont appelées trajectoires. Intuitivement, une trajectoire f&n(") représente
la propagation d’une particule caractérisée par un indice i € {1,..., M} a travers le
systeme dynamique pendant n étapes. Une particule 7 est en fait un point mobile de
I'espace X®. La trajectoire #2 () qui lui est associée représente les positions successives
qu'elle a occupées entre les instants 0 et n. Le poids w, (72, ")) associé & sa trajectoire
est un indicateur de sa vraissemblance par rapport a la trajectoire réelle des états cachés
du systeme dynamique.

Echantillonnage d’importance séquentiel
L’échantillonnage d’importance nécessite le calcul des poids w,, (55(()231) pouri=1,...,M

ce qui revient a calculer de fagon exacte p(F2, D |yo..) et 7, (78, ?|yo.n). Cependant, ce
calcul n’est pas toujours facile (voire possible) et peut s’avérer tres fastidieux. Une fa-
con de contourner le probleme est d’utiliser le caractere markovien de 1’évolution du
systeme dynamique et de calculer les poids séquentiellement (c’est-a-dire en établissant
une relation de récurrence entre w,(7g,?) et wy41(78,.1")). Cette méthode porte le
nom d’échantillonnage d’importance séquentiel ou encore de filtrage particulaire. Au lieu
de raisonner directement sur la trajectoire entiere (= x¢,,), on raisonne étape par étape
(c’est-a-dire que 'on raisonne au niveau de la transition entre xf,, et 2%, ;). On introduit
tout d’abord la densité de transition d'importance gn1(z%,|2%) (#mportance transition
density en anglais) permettant de propager les particules de I'étape n a 1'étape n + 1.
Cette densité est choisie simple a simuler et de sorte a retranscrire la dynamique mar-
kovienne d’évolution du modele de Markov caché associé au systeme dynamique (voir le
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paragraphe concernant le choix de la densité d’importance avant 1’algorithme du filtre
particulaire). ¢, doit également vérifier la condition suivante :

Vagg € XY planglay) >0 = go(agyqlzh) > 0.
On définit alors la densité d’importance 7, par récurrence de la facon suivante :
n
def
7Tn+1(x8:n+1|90:n+1) = 71-n(l‘g:n|y0:n>qﬂ+1("Efz—i-l|*ng) = qo($8)qu+1(xg+1|$Z) (617)
k=0

avec qo(z¢) la densité d'importance permettant de simuler X§. Afin de calculer les poids
w,(78,,) de facon séquentielle, on a recours & la formule de Bayes (voir le détail des

calculs dans 'annexe [C.3]) :

P(Ynt1 |x%+1)p(:£f;+1 |z5:)
p(yn+1 |y0:n)

En combinant les équations ([6.17)) et (6.18)), nous obtenons alors :

p<x8:n+1 ’y01n+1) = p(xg;n‘yO:n) (618)

(i) p(yn+1If%H(’))P(ff?LH(”|ff§(l))
PYns1|Yom ) @nir (Tg 4 D[22 @)
(6.19)
Le calcul de p(yn+1|yo.n) est difficile mais pas nécessaire. En effet, il s’agit d'une constante
de normalisation qui est la méme pour toutes les trajectoires et qui disparait donc dans
le calcul des poids normalisés @, 1(78.,,1?) :

p(‘%gzn—f—l(i) |y0:n-‘r1) _ <~

a
7Tn+1(',i.8:n+l(i) |y0:n+1) om

Wn+41 (ig:n—‘rl(i)) =

Wn+1 ("Z‘S:n—i—l ® )

M —a :
Zj:l W1 (261011 Y)

W1 (5001 7) = pour i=1,..., M. (6.20)

En résumé, a la fin de I'étape n, on dispose d'un ensemble de M trajectoires g,
et des poids normalisés associés W, (g,,Y) pour i = 0,..., M. On simule #2_,® selon

la 10i gny1 (22, ,@|22(™) et on complete la trajectoire 7§, @ = (38, @, 72, @) (il s’agit

de Iétape de prédiction donnée par I'équation (6.7])). Les poids associés aux trajectoires

¢ () gont remis & jour par les équations (6.19) et (6.20) (cela correspond & 1’étape
0:n+1 J p q p p
de correction donnée par I'équation (6.8)).

Choix de la distribution d’importance

Le choix de la densité d’importance ¢,(z%|z%_,) (et donc de m,(x¢.,|yon)) est pri-

mordiale pour s’assurer de l'efficacité du filtre particulaire. Cette densité gere la fa-
con dont les particules vont parcourir ’espace des états X'® a l'instant n. Or, il se
peut que cet espace soit tres grand. Une densité d’importance permettant aux par-
ticules de parcourir I'espace sans guidage précis va entrainer une dégénerescence des
poids des trajectoires. Ainsi, & un instant n, un grand nombre de trajectoires vont
avoir un poids proche de zéro (ce qui correspond a des trajectoires improbables). 11
en résulte une variance empirique au niveau des poids tres importante ce qui nuit
a la qualité des estimations telles que celle faite dans I’équation . La solution
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consiste a parcourir intelligement ’espace des trajectoires. Supposons que 1'on dispose
d’une trajectoire & l'instant n, ¢, @, i € {1,..., M}. Pour orienter la particule dans
la « bonne » direction, il faudrait tenir compte de la future observation du systeme
Yni1 de sorte que la trajectoire complétée 7, ., donne une observation proche de
Yn+1. Dans cette optique, la densité d’importance serait g, (2%, |22) = p(x% 1|22, Ynt1)-
Il est prouvé que celle-ci est optimale au sens ou c’est celle qui engendrerait une va-
riance minimale des poids. Les particules se concentrent donc dans la « bonne » zone
de 'espace des états. Cependant, d’apres 1’équation , il est nécessaire de pouvoir
calculer g,41(2%,,9|7¢®) = p(z2 ,D|¢D y,,1) et ce calcul n’est généralement pas
possible dans la majorité des systemes dynamiques. Une solution plus simple est de
choisir la densité d’importance gn1(z%,|28) = p(z4,|2f) correspondant a la probabi-
lité de transition de la chaine de Markov des états du systeme. Cette densité est plus
facile a simuler et simplifie considérablement le calcul des poids mais elle entraine une
dégénerescence des poids plus importante. Elle reste cependant un bon compromis dans
la plupart des cas. Il existe d’autres choix possibles pour la densité d’'importance dont
I'un consiste a prendre la densité d’évolution donnée par un pas de filtre de kalman (voir

la section [6.3.1)).

Rééchantillonnage

Malgré le choix d'une bonne densité d’importance, il est possible que les poids des
particules dégénerent. Dans ce cas, une stratégie consiste a choisir un nouveau jeu de
particules en se concentrant sur les trajectoires a forte vraissemblance. Cette procédure
s’appelle le rééchantillonnage. Lorsque la variance empirique des poids devient trop
grande, on crée un nouveau jeu de particules en tirant aléatoirement avec remise M
trajectoires parmi {7&,¥,i € {1,..., M}} selon une multinomiale :

M (1,0 (55,, V), D0 (5, ), - (5, ))

n

7 Q

ce qui est cohérent puisque S 0 b, (7%, ) = 1. On affecte alors aux nouvelles tra-
jectoires un poids 1/M. En pratique (voir [Kong et al. (1994) et Kitagawal (1996))), le
rééchantillonnage est effectué lorsque :

i=1

avec 1 un seuil de rééchantillonnage & définir (en général n = 0.8 M, voir Caron| (20006)).
Cette condition repose sur le critere d’information (qui est 1ié a la variance empirique
des poids des trajectoires). Il existe aussi d’autres procédures de rééchantillonage (voir
par exemple Pham| (2001)).

Algorithme

Algorithme 3 : Filtre Particulaire
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e Initialisation
- Pouri=1,..., M, faire :
- Générer 72 ~ go(z2)

- Poser wy(7¢®) =2

(olzg (2§ )
q0(&5 ™)

$ Normalisation des poids :
- Pouri=1,..., M, faire :

$

- Poser

Rééchantillonnage : si nécessaire, voir ci-dessous.

e Itération
- Pourn=0,... N —1, faire :

$

Prolongement des trajectoires :
Pouri=1,..., M, faire :

- Générer 7|V ~ g, g (22 ,,]72D)
- Poser #8,,.,® = (38,9, 32,,©)
- Calculer

a

ra  (@D)p(ge, @z
~a O\ — 5 (e (i) p(yn-i-llxn—l—l )p(xn+1 |xn )

Wr 1(1’ mn ) - wn(x mn ) ~ )| ma (i
RO 0 Q1 (T D]T5D)

Normalisation des poids :
Pouri=1,..., M, faire :

- Poser y
’U~)n+1<fi8:n+1(i)) = Wn+1 (ign+1(2))/ Z Wn41 (igzn-‘,-l(j))
j=1
Rééchantillonnage :
‘ -1
Calculer Neff = [Zf\il (wn+1(i8:n+1(2)))2:|
Si Neg <1 :

- Pouri=1,..., M, faire :
- Tirer avec remise une nouvelle trajectoire z{., H(i) parmi {73,.,1).j €
{1,..., M}} selon une multinomiale .# (1, Wy 11 (38,01 ™M), - . ., W1 (38,1 D))
- Poser wWy41(78,.1") = 1/M
Sinon, conserver le jeu de trajectoires avec leurs poids respectifs

6.3.3

Filtre particulaire convolé

Le filtre particulaire convolé est une méthode d’estimation non paramétrique de
type filtrage particulaire (voir |Campillo and Rossi (2009))). Tout comme le filtrage par-
ticulaire, cette méthode s’applique aux modeles de Markov cachés mais également aux
modeles & saut de Markov en considérant le vecteur d’état caché (X¢, C,,) a 'instant n.
Elle propose d’estimer p(z%|yo.,) de fagon récurrente a l’aide d’un estimateur a noyau
(voir ’annexe que 'on note p(x%|yo.,). En tant que méthode bayésienne de filtrage,
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elle se décompose aussi en deux étapes (on suppose que 'on dispose d’'un estimateur

P(5 Yon)) -

e prédiction : I'objectif est de fournir un estimateur a noyau de p(z%, 1, Yn+1|Y0:n)
que I'on note p(x2 1, Yn+1|Yo:n). Pour cela, on a besoin, dans un premier temps, d’un en-
semble F de réalisations indépendantes du couple (X¢_;, Y1) conditionné par rapport
a Yp., a partir duquel on construit I’estimateur. Dans cette optique, on crée d’abord un
jeu de M particules {Z¢® i = 1,..., M} tirées selon la loi de densité p(x?|yo.,). On
propage ensuite chacune de ces partlcules a travers I’équation d’évolution du systeme
ce qui revient & obtenir un nouveau jeu de particules {Z* +1,(’), i=1,...,M} tirées
selon la loi de densité p(z%,,]22®). Enfin, on propage chacune de ces dernitres parti-
cules a travers I'équation d’observation du systeme ce qui revient a obtenir un nouveau

jeu de particules {gjfjil,?z' = 1,..., M} tirées selon la loi de densité p(ynﬂlasnﬂ,(i)).
L’ensemble {(z¢ +1,(i), ﬂﬁzl,),i =1,..., M} correspond a I’ensemble E des réalisations

indépendantes recherché.
Dans un second temps, on construit I'estimateur a noyau p(z$, 1, Yn+1|Yo:n) & partir
de I’ensemble E. On choisit un noyau de Parzen-Rosenblatt pour le couple (X2, ,,Y,11)
conditionné par rapport a Yj., de la forme suivante :
XY X
K3y () = Ky (0) K,

X pY 7 Y
hirshas h M

(y)

avec KX iy, et K Yy deux noyaux de Parzen-Rosenblatt et hy; (resp. hy;) la taille de la
M
fenétre assomee a K %{ (resp. K ’}:’1&)' On en déduit I'estimateur a noyau empirique de

la densité de probabilité conditionnelle de (X3, ,,Y,41) sachant Yg., (voir la définition
C.4.3)) :

~loa XY ¢ ~a i ~(7
p<xn+17 yn+1’y0 m) — ZKhX hY n+1 - ‘rn—&—l*( )7 Yn4+1 — yfl_):,_l—)
= Z n+1 Z+1—(i))K;%[(yn+1 - ﬂr(;il—)- (6.21)

e correction : dans cette étape, on propose un estimateur a noyau pour p(zs . ; [yom+1)-
On l'obtient en utilisant 1’équation :

P($Z+1|yo:n)p(yn+1|$%+1) _ p(fo-la yn+1|y():n)
($Z+1 |Y0:n )P (Yn+1 |!T%+1))\(d95%+1) fXa P($?L+1a Yn+1 |yozn))\(d95n+1)

P($Z+1 ‘y1:n+1) = f
Xa

Etant donné que p(2% .+, Ynt1|Yom) est estimée par p(z$, 1, Yn+1|Yo:n), on obtient :

M

a a 1 X a ~a i a Y ~(2
/Xa (25 1, Ynt1|Yon) Mdzh 1) = M; < o Kpx (2 — a2, )))\(dl’nﬂ)) Kpy (Yn+1 — y,(h)Lr)

MZKI'LY Ynt1 — ?J;J)rl )-
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On obtient donc comme estimateur a noyau pour p(zg, |[y1:nt1) :

(yn-‘rl - g:—)f—l_ )

Y
M

M
ZK% (@41 — Tpya- (z))Ki};
i=1

DT Yrns1) = (6.22)

M .
ZK{L (Ynt1 — Zj,(;)rr )
i=1

iy (i M (i ,: .
N.B. 6.8 La quantité K]% (Yna1 — yﬁir)/ZileZL (Ynt1 — yiil,) peut s’interpréter
comme le poids normalisé 12)7(;11 associé a la particule 72 H_(i).

N.B. 6.9 Dans le cas des modeles a saut de Markov, les équations de prédiction et de
correction précédentes restent valables a condition de remplacer le noyau K })Lg( par le
M

produit K ;& K }?C avec KSC le noyau de Parzen—Rosenblatt associé a C),.
M M M

Algorithme 4 : Filtre Particulaire Convolé

e Itération
- Pour n =-1,0,..., N — 1, faire :
$ Prédiction :
- Pour:=1,..., M, faire :
- Générer :if&l,(i) ~ p(z,,]|72®)
- Générer §1) -~ p(ynsi |72, @)
- Calculer les poids :
0 _ gy _ a0
wn+1 - har (yn“’l yn+1—)
$ Normalisation des poids :
- Pouri=1,..., M, faire :
- Poser

M
wgl = wﬁl/ Zwr(ﬁrl
j=1

$ Correction :
- Poser

M
]S(xgwrl‘yo:nﬂ) = ngilKIigvf (x?wl - ﬂrll-s-l*(l))
=1

- Pour:=1,..., M, faire :
- Générer 72| D ~ p(22_ | Yomnt1)

Par convention, nous posons p(z§|7%,®) = p(z2) pour tout i € {1,..., M}. Le fait
de commencer 'itération a n = —1 permet de prendre en compte la premiere observation
Yy dans l'algorithme. L’étape n = —1 sera appelée étape d’initialisation par la suite.
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Si le noyau K7 h est la densité d'une loi normale centrée, alors on peut obtenir un
estimateur MMSE "de X2 par :

X% = E[X% Y. = (6.23)

||M§

6.3.4 Filtre particulaire Rao-Blackwellisé

Dans cette section, nous nous intéressons uniquement aux modeles a saut de Markov
dont les équations d’état sont données par le systeme . Nous avons vu dans la
section que la méthode de filtrage particulaire pouvait étre employée dans le cadre
des modeles a saut de Markov en considérant le vecteur (X¢, C),) comme vecteur d’état
caché a I'instant n. Dans ce cas, 'espace des états (qui est aussi 'espace d’évolution des
particules) est donné par X'* x C. Plus 'espace des états est grand, plus le nombre de
particules nécessaire pour permettre la convergence de ’algorithme doit I’étre aussi (voir
la section . Dans le cadre des modeles a saut de Markov, il est possible d’améliorer
les performances de l’algorithme en découplant les vecteurs aléatoires X/ et C), ce qui
permet de réduire 1’espace des états a C. C’est le principe méme du filtre particulaire Rao-
Blackwellisé. Ce filtre est notamment utilisé en poursuite de cibles (Séakké et al. (2004])),
télécommunication (Chen et al.| (2000)), détection de défaillance (Flores-Quintanilla
et al. (2005)), géoscience (Baziw, (2005)) et traitement de I'image (Wu et al| (2003)).

L’objectif est d’approcher p(z%|yo.,) en découplant les variables X? et C),

p<xmy0:n) = Z p(x2700:n|y0:n) = Z p(xZ|CO:nayO:n)P(CO:n|y0:n)- (624)

cO:'r7.€Cn+1 CO:necn+1

Le probleme initial peut donc se décomposer en deux sous-problemes :
- P(co.n|yon) sera approchée par filtrage particulaire;

- p(2%|comn, Yon) sera approchée par une gaussienne dont 'espérance et la matrice de
covariance seront déterminées par une itération du filtre de Kalman sans parfum

(cf section [6.3.1]).

e Filtrage Particulaire de P(co.n|yon) : I'objectif est de fournir une approxi-
mation de P(co.n|yo.n) (nous conservons le vocabulaire introduit pour I’échantillonnage
séquentiel dans la section malgré que Cy,, soit a valeurs discretes). Tout comme
dans la section [6.3.2, on choisit une densité d’importance m,(co.n|yo.n), plus simple a
simuler que P(co.n|Yo.n), se décomposant de la fagon suivante :

7Tn+1(00:n+1|y0:n+1) déf 7Tn(CO:n|y0:n)Qn-|—1(Cn—‘,-l|Cn) = q0<CO)HQk+1(Ck+1|0k) (625)
k=0

avec Qgi1(crr1|ck) la densité de transition d’importance permettant de propager les
particules de I'étape k a I’étape k + 1 et go(cp) la densité d’'importance permettant de
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simuler Cy. La loi de (Y., conditionnellement a Yj.,, est alors approchée par la distribution
suivante :

M
N (EDs 5
Com len(cozn)(sé& (6.26)
avec é((f;)n, pour ¢ = 1,...,M, M réalisations de Cy.,, tirées selon la loi associée a

Tn(Com|Yom) €t W, la fonction poids normalisée associée a w,, : ¢ — p(c|Yon)/Tn(C|Yomn)-
Les poids peuvent étre aussi calculés séquentiellement en utilisant la formule de Bayes :

p(yn—l-l |y0:n7 CO:n+1)p(Cn+1 |Cn)
p(yn+1 |y0:n)

P(CO:n+1’y0:n+1) = P(CO:n‘yO:n>

N.B. 6.10 On peut noter que, dans I’équation précédente, p(yn+1|Yom, Cont1) nE se
simplifie pas en p(y,11|cnr1) comme c’était le cas pour le filtre particulaire de la section
6.3.2, Ceci est dii au fait qu’on ne conditionne plus par rapport a X7, mais par rapport

a Cpy1 (voir 'annexe [C.3]).

On obtient la formule de récurrence suivante pour le calcul des poids :

(i) ~(1)
p(Co:n+1|y0:n+1) _ wﬂ(éézzl)p(ynJr”yOm CO:n—i—l)p( n—i—llcn ) (627)

7Tn+1(5(()1:21+1’?/0:n+1) P(yn+1’yo:n)%+l(cn+1’% )

Wn+1 (5((31:3%1) =

P(Yn+1(Yon, 5((31“) sera calculé dans ’étape du filtre de Kalman (voir le Nota Bene 6.11).
P(Yn+1|Yon) est une constante de normalisation des poids qu’il n’est pas nécessaire de
calculer. En effet, elle est identique a toutes les trajectoires et disparait donc lors de la
normalisation des poids :

M
Wn 41 (68:3&1) = Wn+1 (6§)ZZL+1)/ Z wn+1(6§]]:1)1+1) pour i=1,..., M. (6.28)
j=1

En combinant les équations (/6.26)) et ((6.24]), on obtient une approximation de p(xg., |yo.n) :

p(xﬂyo:n) = Z p(meO:n;yO:n) Co: n|90n an n!con,yo n) (629)
Co;necn+1
e Filtrage de Kalman sans parfum de p(x n|60in,y0 n) tpour i = 1,..., M,

on approche p(x n|00n,y0n) par une loi normale d’espérance 7, @) et de matrice de

covariance Ef;ln(z déterminées par :

x ® - E[Xa|YE):n = Yo:n, C(O:n - 6821]

nln
ot @ = BI(X — 22,7 (X2 — 22,)| Yo = Youms Com = Con). (6.30)

Pour chaque particule i € {1,..., M}, 2% ol (@) et Enm(i) sont estimées par une itération
de filtre de Kalman sans parfum On utilise ainsi les équations décrites dans la section
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0.3.1] pour calculer les différentes quantités qui interviennent dans une itération du filtre
(Cest-a-dire 24, 1, Em(\ln @, g @, Ey| @ et Ex|’y @) et en déduire 2, et
e (@)

n|n

A la fin de I’étape n, on obtient donc un estimateur de p(z%|yo.,) donné par :

nlyon an CO ‘%gﬂn(l)? AfLTn(z)) (631>

On obtient alors un estimateur MMSE z¢ de X sachant Y, :

?L X |K)n an COn n|n 2 (632)

N.B. 6.11 En ce qui concerne le calcul des poids, en suivant I'approximation gaus-
sienne donnée par le filtre de Kalman sans parfum, on approche p(y,+1|Yo:n, 6((;31 41) par

une loi normale d’espérance j&n+1|n(i) et de matrice de covariance EZ +1\n(i>' L’équation

(6.27)) devient :

N(yn-‘rla yn+1|n(i)7 Z,zi+1|n(l))p(5sjr1 |6£;L))

ﬁ/n+1(5(()1:21+1) W, (G . (E(i) |6(i))
n+1\Cn411n

N.B. 6.12 On suppose que I’état initial X suit une loi normale d’espérance x{} et de
matrice de covariance X¢°. z& et X2° sont supposés connus.

Algorithme 5 : Filtre Particulaire Rao-Blackwellisé

e Initialisation
- Pouri=1,..., M, faire :
- Générer c( ) qo(co)
- Poser x0|0(') =z et 20|0(.) DI
e Itération
- Pour n =0,..., N — 1, faire :
$ Prolongement des trajectoires :
- Pouri=1,..., M, faire : '
- Générer ESJ)FI ~ qn+1(cn+1|6§f))
- Calculer gjnﬂ\n(i), EZ+1|n(i), ig+l|n+1( i) et Zn+1| +1( i) avec une itération de filtre
de Kalman sans parfum a partir de foW() et Zﬁln(i)
- Calculer les poids :

N(yn-i-la ynJrl\n(l)a EZJFHn(Z) )p<é7(1l—)&-1 ’égzz))

wn—i-l(E[()Z:)nJrl) w, (5((3231) P (5(2-) ]E(i))
n+1\tp41[tn

$ Normalisation des poids :
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- Pouri=1,..., M, faire :

- Poser
Bis1 (Coon 1) = W1 (Coon 1)/ D W1 (G041
7j=1

$ Rééchantillonnage :

- Caleuler Ng =[S, (0612
- SiNeg<n:
- Pour:=1,..., M, faire : '
- Tirer avec remise une nouvelle trajectoire (E(()ZZL Ty Hn H("),EA]

a

i+l|n+1(i))

parmi {(& ., ‘i‘gz+1|n+1(i)722:—1|n+1(i))’i € {1,...,M}} selon une loi mul-
tinomiale . (1, W, (&5, 1), - . ., (o)1)

- Poser w}ﬁl =1/M
- Sinon, conserver le jeu de trajectoires avec leurs poids respectifs

Par soucis de clarté, I'observation Yy n’est pas prise en compte dans I’algorithme.
Cependant, il est possible de I'intégrer en combinant les remarques faites pour le filtre
de Kalman sans parfum et le filtre particulaire a ce sujet.



Chapitre 7

Estimation des parametres liés au
fonctionnement de la plante

L’objectif de ce chapitre est 'estimation du vecteur de parametres © s, associé¢ au
fonctionnement de la plante pour le modele de croissance M (voir le chapitre . A titre
de rappel, le fonctionnement est ’ensemble des processus de création de biomasse par

photosynthese et de son allocation (voir les sections et [2.2.2)).

Afin d’estimer © .., nous souhaitons utiliser les méthodes d’inférence bayésienne
du chapitre [6] Pour cela, il faut auparavant écrire le métamodele M sous la forme d’un
modele de Markov caché ou d’un modele a saut de Markov. L’écriture d’un modele de
croissance de plante sous la forme d'un systeme dynamique n’est pas une idée nouvelle.
Cournede et al.| (2011) écrivent par exemple le systeme dynamique (sans bruits de mo-
délisation) associé a une famille de modeles de plante structure-fonction caractérisée par
un modele d’allocation de carbone particulier. Afin d’estimer les parametres du modele,
ils utilisent la méthode des moindres carrés généralisés (voir 2-stage Aitken Estimator,
Taylor| (1977)). Cette approche trouve cependant ses limites lorsqu’il s’agit de caracté-
riser les incertitudes liées aux parametres. [Trevezas and Cournede (2011) ont écrit un
modele de Markov caché pour le modele GreenLab 1 en introduisant un cadre de bruits
de modélisation et de mesure plus général. Cependant, les temps d’expansion et d’acti-
vité sont supposés tous égaux. Les parametres ainsi que les bruits de modélisation et de
mesure sont estimés par la méthode du maximum de vraissemblance via une variante sto-
chastique de 'algorithme Ezpectation-Mazrimization. Dans cette section, nous proposons
une troisieme approche reposant sur les techniques d’inférence bayésienne du chapitre
@ le but étant 'estimation de Oy, et de sa distribution a posteriori. Contrairement
a [Trevezas and Cournede| (2011)), les temps d’activité et d’expansion sont quelconques.
L’approche bayésienne a déja été employée par Wallach et al. (2006) dans le cadre des
plantes mais pour d’autres familles de modeles. L'un des objectifs de ce chapitre est aussi
de pouvoir comparer et critiquer les différentes méthodes sur un ensemble de cas-tests.
Gaucherel et al.| (2008) ont déja effectué ce genre de comparaison concernant d’autres
méthodes (moindres carré, MCMC et filtrage particulaire) pour un modele de croissance
de plante de type process-based.

Dans la section [7.1], nous écrivons le modele statistique associé a M. Nous y décri-
vons en particulier la nature des données disponibles ainsi que les modeles de Markov
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cachés et modeles a saut de Markov associés au systeme dynamique. Il est donc pos-
sible d’employer les méthodes d’inférence bayésienne du chapitre [6] pour 1’estimation de
O fonc. La section donne tous les éléments permettant d’implémenter les méthodes
en pratique. Ensuite, les différentes méthodes sont analysées et comparées entre elles a
partir d’'un ensemble de cas-tests basés sur le modele GreenLab, cf section[7.3] La section
propose des estimateurs pour les bruits de modélisation et de mesure ainsi qu'une
procédure permettant d’estimer la distribution a posteriori de © ¢,,, par bootstrap pa-
ramétrique. La derniere section est une application sur données réelles : la betterave
sucriere.

N.B. 7.1 Nous supposons que les parametres du modele de développement S sont
connus ainsi que les temps d’activité Tp,.; des feuilles et les temps d’expansion 77, , des
organes de type o € O.

N.B. 7.2 Les conventions de notation du chapitre [6] sont encore valables dans ce cha-
pitre.

7.1 Description du modele statistique

Dans cette section, nous posons un cadre statistique s’inspirant des travaux de Tre-
vezas and Cournede (2011)) et qui nous permettra d’utiliser les méthodes d’inférence
bayésienne décrites dans le chapitre [l Nous nous intéressons d’abord aux données bo-
taniques que 'on peut récolter a partir d’'une plante et qui nous sont nécessaires pour
'estimation du vecteur de parametres O .. (voir section . Ensuite, nous écrivons
le modele de croissance de plante sous la forme d’'un modele de Markov caché ou d’'un
modele a saut de Markov suivant si ’évolution de la structure de la plante donnée par

{Ny}n>0 (voir la section [2.1.6]) est déterministe ou stochastique, cf section [7.1.2]

7.1.1 Les données botaniques

Supposons que 'on dispose d’une plante et que 'on est capable de donner 'age (en
cycles de développement) de chacun des organes la composant. A un instant Ty, € IN*,
la plante est découpée et un certain nombre d’organes sont pesés. Pour tout (o,n) € O x

{0,..., T}, notons .4,° le nombre d’organes de type o créés au cycle de développement
n qui ont été pesés. Etant donné que le nombre total d’organe de cette sorte Vaut
N2y — NY (cf section section [2.1.6), nous avons alors immédiatement 0 < .4;°

Ny — N;. Rappelons que la masse My, d’un organe de type o d’age k au cycle de
développement n est donnée par la relatlon (voir I’équation - ) du chapitre . :

min(k, T2, )—

exp

qg,k - Z Alzl k+1 Qn—k—l—b N0—>n—k+l+17 ®fonc)7 1 S n et 1 S k S n. (71)

Au moment de I'observation expérimentale (c’est-a-dire a la fin du cycle de développe-
ment Tps), un organe de type o créé au cycle n a un age k = Tps + 1 — n. Sa masse
est donc M2 ;. ., (on considere que I'age d'un organe a la toute fin du cycle T,
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est le méme qu’au tout début du cycle Tops +1). Si A7 > 1, notons Mg 5y, (i)
la masse du ‘eme organe pesé avec ¢ = 1,...,.4,°. Chacune de ces masses est entachée
d’une erreur de mesure additive €2(i) qui est due au protocole de recueil des données
(imprécisions liées a I'expérimentateur, aux appareils de mesure ...). Nous supposons
que toutes les erreurs de mesure sont mutuellement indépendantes deux a deux, ne
dépendent que du type d’organe considéré et suivent une loi normale centrée de va-

riance o2 (cette variance est supposée indépendante du cycle de création n). La masse
o . 7 .
M2 i1, +1-,(1) est donc donnée par :
min(Tobs+1_nangp)_1
o N\ o,l o/ . o
MTobs+17Tobs+1*n(z) - Z Aln—l—l(QnJrl? NOHnJrlJrl; @fonc)+€n(2), 1= 1, .. ,f/%l .
1=0
(7.2)
. o o . )
Soit M. i1, 41, la valeur moyenne des {MTobs 1Tt 1-n () }l pour un type d’organe
o donné :
N2
1 7o) . . °
MO = <A§LOZMTObs+LTObs+1_n(Z> S1 % Z 1’
Tobs+11Tobs+1—7’l i=1
0 sinon.

Par la suite, nous supposons 4,° > 1 pour tout o € O et n € {0,..., Ty} afin
d’alléger les notations (I’adaptation au cas A4,° = 0 est immédiate). En conséquence,
Mz, 171, +1_n suit une loi normale d’espérance la moyenne des masses non bruitées et
de variance o2/.4,°. On définit alors le vecteur d’observation Y,, comme le vecteur des

masses moyennes des organes de O qui sont apparus au cycle de développement n :

Yn = (M%ostrl,Tostrlfn)oeo : (73)
En développant Y,, grace a I’équation (7.2)), nous avons :

Ao min(Tops+1-n,T¢,,)—1

1 Y ‘
Yn - No Z Z Alnil (Qn+l7 NOHnJrlJrl; @fonc) (Z) + Vn (74)

nog=1 =0

o€

o . . , . .
avec V,, = ((1/4,2) D71 €9(4))oco un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
R,. R, est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont donnés par les
composantes du vecteur (02/.4.°),c0. {Vyn}n>0 est une suite de vecteurs aléatoires i.i.d.

En notant T, = max{T7,,}oco et A, = (A,°)oco, Yn peut se mettre sous la forme :

Yn = mn(Q’m sy Qn-{—Tg;p—la NO—»n—&-Te";py 4/%17 ®fonc) + Vn (75)

avec m,, une fonction borélienne et la convention que @ = 0 et No_ = No_1,,,+1 Si
k> Tws + 1 (la plante est découpée a la fin du cycle de développement Tpps).

N.B. 7.3 Lorsque l'on travaille avec un systeme dynamique évoluant a temps discret, il
est naturel de prendre I’observation Y,, comme étant un ensemble de mesures réalisées sur
le systeme a l'instant n. Les mesures {Y}, },,>¢ refletent I’évolution du systeme dynamique.
On peut cependant noter que ce n’est pas le cas avec le protocole de recueil de données
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détaillé dans cette section. En effet, 'observation d’une plante est destructive puisque
I'on pese ses organes (il existe d’autres méthodes d’observation non destructive qui ne
consideérent pas les masses mais elles ne sont pas prises en compte dans cette these).
Le systeme « plante » ne peut étre observé qu'une seule fois puisque les mesures sont
destructives. Les données Y,, ainsi définies dans cette section ne sont pas liées a une
évolution du systeme mais plutot a I'architecture de la plante et plus particulierement
a l'ordre d’apparition des organes (voir [Trevezas and Cournede| (2011)) ce qui est une
facon originale de percevoir le systeme dynamique.

7.1.2 Modele de Markov caché et modele a saut de Markov
associés

Nous souhaitons poser un cadre statistique pour le modele de croissance de plante
M. Plus particulierement, nous allons décrire le systeme dynamique associé sous la
forme d’'un modele de Markov caché ou d’un modele a saut de Markov ce qui nous
permettra d’utiliser les méthodes d’inférence bayésienne du chapitre [6] pour 1’estimation
du vecteur de parametres © fop.

Le fonctionnement de la plante a été introduit comme 1’ensemble des processus de
création et d’allocation de biomasse. L’allocation est caractérisée par 1'équation (|7.5)
donnant le vecteur des masses moyennes des organes créés a un cycle de développement
donné. La création de biomasse est gouvernée par I’équation de photosynthese du
chapitre 2] Cette équation permet de calculer la quantité de biomasse @,, disponible au
cycle de développement n :

Qn = ®n(Q(n—Tact)+7 ) Qn—la N0—>n> Ena ®fonc)a n > 1. (76)

avec (n — Ty, )™ = max(n — Tye, 0). Du point de vue modélisation statistique, il n’est
pas raisonnable de supposer que 1’équation de production soit déterministe. En effet,
plusieurs sources d’incertitudes affectent le calcul de @), :

— incertitude de modélisation : I’équation de Beer-Lambert suppose une distribution
poissonienne des feuilles dans le couvert végétal (voir [Vose et al.| (1995))). Le calcul
de @, est donc le résultat d’'une extrapolation.

— incertitude sur la variable environnement F(n). La valeur attribuée a E(n) est le
résultat d’un ensemble d’observations expérimentales, chacune d’entre elles étant
entachée de sa propre erreur de mesure.

Partant de ces différents constats, il convient d’ajouter un bruit de modélisation a 1’équa-
tion (|7.6)) noté w, que I'on suppose multiplicatif :

Qn = ®H(Q(H_Tact)+7 BRI anla NO‘Wl? Ena ®fonc)(1 + Wn)a n>1. (77>

Nous supposons également que w,, suit une loi gaussienne centrée de variance K, et que
les suites {wy }rn>0 €t {Vi}n>o (bruits de mesure) sont mutuellement indépendantes.

Les variables (g, k > 0, jouent donc un role clé dans la croissance de la plante et le
processus (Qr)r>o caractérise 'évolution du systéme dynamique. De plus, ces variables
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ne sont pas directement observables. Elles le sont par l'intermédiaire des masses des
différents organes et donc des vecteurs d’observation {Y},},>¢. Il apparait donc naturel
de définir I’état caché du systeme dynamique a partir de I'ensemble {Qy },>0. Pour cela,
nous introduisons T' € IN*, le maximum des temps d’activité et d’expansion de la plante :

T = max (Toe, T12,) -

erp

Nous définissons alors le vecteur d’état caché du systeme dynamique de la facon sui-
vante :

Xn = (Qn+T’" Ty« 7Qn+Tm 1)7 n > 07

exp exrp

avec la convention @, = 0si k < 0.

N.B. 7.4 Les indices de la variable () dans X,, ont été choisis de sorte que le systeme
« plante » puisse se mettre sous la forme d’un modele de Markov caché ou d’'un modele
a saut de Markov.

L’observation du systeme a l'instant n est donnée par le vecteur Y, des masses
moyennes des organes créés au cycle de développement n (voir I’équation ) L’équa-
tion de production permet de créer X, 1 a partir de X, et sera donc liée a I’équa-
tion d’évolution du systeme dynamique. L’équation donne la masse des organes en
fonction de X, et sera alors associée au modele de mesure. Il est donc possible d’écrire
completement le modele statistique associé a M. Deux situations sont possibles : 1’évo-
lution de la structure de la plante est déterministe (i.e. nous connaissons N,, pour tout
n > 0) ou stochastique ((/V,,)n>o est un processus de branchement de Galton-Watson
multitype, cf le théoreme du chapitre (3)).

Théoréme 7.1.1 Supposons que le processus (Ny)n>o soit déterministe et I’état initial
Qo soit connu. Dans ce cas, le modéle de croissance de plante M caractérisé par le
processus & temps discret {(X,, Yy) }nso censuré a Uinstant Typs est un modéle de Mar-
kov caché dont les modeéles d’évolution et d’observation sont donnés par les densités de
probabilité suivantes :

n+T7 —1

exp

2
p(%ﬂ@n) =N (q;z-&-ngp; ¢n+ngg,,a KnJrnggp (¢n+ngp) ) H 5qz-(qz{)

i=n+Tm —T+1

exrp

p(yn|xn> = N (yn; mn(an ey anrngpfl? NOanLTe’gp’ f/%w @fonc)a Rn) .

avec :
¢n+Te7gp = (I)n+ngp <Q(n+ngpract)+7 <o Ant T 1 N[)*»n#»ngp; EnJrTé'gpu @fonc);
T, = (anrmp,T, . ,qn+Tg%,1) et 0, le symbole de Kronecker centré en u € R.

Preuve Nous allons écrire le systeme dynamique sous la forme du modele de Markov
caché donné par la définition du chapitre @ Notons dy, = T+ du, 1y _, +dey,,, €t

introduisons tout d’abord la fonction f, de R%™ dans R” définie de la facon suivante :

dwn m d
Vanl = (QTL+ngp*T*17 e ,Qn+TngLp72) E RT, wnJrTeWszfl 6 R +T€1:p 17 @fonc E R @fonc’
(7.8)

fn(Xn—la wn—l—Te”;p—la @fonc) = (Qn—i—ngp—Ta SR Qn—i—ngp—% An(Xn—lv Wn—l—Tg;p—la @fonc))
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avec :

An(anla Wn—&—ngp—la @fonc) =

q)n-l—ngp—l(Q(n+ngp—Tact—1)+7 sy Qn—&-TE’gp—Z; NO—m—i—ngp—ly En—&-Te’gp—la @fonc)(l + wn—i—Tg;p—l)
(7.9)

De méme, introduisons la fonction g, de R %sone dans R4™(©) définie de la facon
suilvante :

d
VX = (Quirz, -1+ -, Quar,—1) € RY, Opgpe € R™rone,

gn(Xna ®fonc) = mn(Qna SR 7Qn+ngp—17 N0—>n+T8"sz7 %a @fonc)-
(7.10)

Dans ce cas, le processus discret {(X,,, Y,) }n>o vérifie le systeme d’équations suivant :

{ Xn+1 = fn-i—l (Xna wn—Q—TQ;pa @fonc)a

Yn = gn<Xn7 ®fonc) + Vn

En posant W,, = wy, 47 1 et en remarquant que {W, }, -, et {Vi.}, 5, des suites mutuel-
lement indépendantes de vecteurs aléatoires i.i.d., nous avons bien que {(X,,Y,)}n>0
est un modele de Markov caché d’apres la définition Les densités de probabilité
associées au modele d’évolution et d’observation découlent directement du fait que W,
et V,, suivent des lois normales centrées de matrice de covariance respective Kn+Temw_1
et R,.

O

N.B. 7.5 La densité associée a la loi de Xy ne peut pas s’exprimer de facon explicite.
Cependant, elle est facile a simuler (voir la section [7.2.1)).

Dans le cas ou I’évolution de la structure de la plante est stochastique, le processus
{(Xn,Y,) }n>o n'est plus un modele de Markov caché mais un modele a saut de Markov.
Considérons le processus {C,, },>o défini de la fagon suivante :

Cn = <NO—>n+ngp7 O(Tobs+1_n_T$p)card(No)> ) n Z 0.
avec 0y le vecteur de taille £ dont toutes les composantes sont nulles. Etant donné que
{ Ny, }n>0 est un processus de branchement de Galton-Watson multitype (voir le théoreme
du chapitre[3)), {C, } >0 est donc une chaine de Markov caractérisée par sa distribu-
tion initiale P(cg) et ses probabilités de transition P(c,i1|c,) = P(Npsrm 11| Npsrm ).

exrp exp

N.B. 7.6 Nous conservons les majuscules dans P(NMT%H ]Nn+ngp) pour éviter toute

confusion entre le vecteur aléatoire N et I'indice n utilisé & maintes reprises dans la these.

La distribution initiale P(cq) n’est pas exprimable explicitement mais est facilement
simulable (voir la section [7.2.1]). Nous avons alors (voir |Loi et al.| (2011))) :
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Théoréeme 7.1.2 Supposons que (N, )n>0 soit un processus aléatoire et que l’état initial
Qo soit connu. Dans ce cas, le modéle de croissance de plante M caractérisé par le
processus a temps discret {(X,,Y,) nso censuré a linstant T,ps est un modéle a saut
de Markov dont les modéles d’évolution et d’observation sont donnés par les densités de
probabilité suivantes :

n+17 —1

exp
2
p(w), 41 [Tn, Cnga) =N <q§z+ngp; Oty Koo, (Onarm,) > H dq; (4}
i=n+Tm,—T+1
p(yn|'rn7 Cn) - N (yn7 mn(Qn> <o s QnyTm 1, Cp, '/%17 @fonc)v Rn) .

exp

avec :
¢n+ngp = q)n—i—ngp <Q(n+ngp—Tact)+7 <o 4T —1, Cnt 1 En-‘rngpa @fonc)a
Ty = (qn+ngp_T, . ,qn+ngp_1) et 6, le symbole de Kronecker centré en u € R.

Preuve La démonstration est immédiate. Introduisons les mémes fonctions f, et g,
définies respectivement par les équations et (7.10) en prenant soin cette fois de
marquer la dépendance en Ny_; avec k > 0. Nous avons alors immédiatement que le
processus discret {(X,,,Y,) tn>o vérifie le systeme d’équations suivant :

Xn+1 = fn—i—l (Xna Cn-{—la Wn+17 @fonc)a
Yn = gn(Xna Cna @fonc) + Vn

avec W, pour n > 0 défini de la méme facon que dans la démonstration du théoreme
7.1.1} D’apres la définition du chapitre @, nous avons bien que {(X,, Y;,) }n>0 est un
modele a saut de Markov. Les densités de probabilité associées au modele d’évolution
et d’observation découlent également du fait que W,, et V,, suivent des lois normales
centrées de matrice de covariance respective Kn+ngp—1 et R,.

N.B. 7.7 X, 1 dépend en fait de C,. Etant donné que toute l'information de C,, est
contenue dans C,, 1, X,,11 dépend également de C,,.1. C’est cette dépendance que nous
choisissons afin de représenter le systeme sous la forme d’un modele a saut de Markov.

O

7.2 Mise en ceuvre pratique des méthodes d’infé-
rence bayésienne

Suivant que I’évolution de la structure de la plante est déterministe ou non, le mo-
dele de croissance de plante M peut étre décrit soit par un modele de Markov caché
soit par un modele a saut de Markov. Il est donc possible d’utiliser les méthodes d’infé-
rence bayésienne du chapitre @ pour estimer le vecteur de parametres O ¢,,.. Dans cette
section, nous expliquons comment mettre en pratique ces méthodes. Nous montrons
comment adapter les algorithmes et donnons quelques conseils quant a leur utilisation.
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Les différents points mentionnés par la suite sont une combinaison de résultats emprun-
tés a la littérature scientifique sur le sujet (voir |Cappé et al. (2005)), (Caron, (2006)) et
de résultats observés par le biais de I'expérimentation durant la these. Pour la suite de
cette section, nous supposons connues ou fixées la biomasse )y contenue dans la graine
ainsi que les variances K,, et matrices de covariance R,,, n € IN, associées respectivement
aux bruits de modélisation et aux bruits de mesure (voir la section concernant ce
sujet).

7.2.1 Initialisation des algorithmes

e Initialisation pour le filtre de Kalman sans parfum : nous donnons une mé-
thode permettant de construire les conditions initiales z¢ et 32", Pour cela, il faut en
premier lieu attribuer une valeur de départ ©7% au vecteur de parametres © fone- NoOUS

~ fonc
attribuons alors & chaque composante de O une valeur d’un ordre de grandeur cor-

onc
respondant au parametre que cette composa];te représente. Par exemple, si I'on sait que
le parametre en question varie typiquement entre 1 et 10, on peut lui attribuer la valeur
initiale 5. Tout autre choix dans I'intervalle [1;10] est correct également. Par contre, il
ne faut pas lui attribuer une valeur de 100. Cela présuppose que nous sommes capable
de donner un ordre de grandeur raisonnable pour chacun des parametres ce qui est le
cas dans la pratique pour les modeles de croissance de plante (cf section pour des
exemples). Pour construire z§, il faut également attribuer une valeur de départ z¥ ., au
vecteur d’état caché Xy. Afin de simplifier les calculs, nous construisons x{ dans le cas
ou T;;;p > Ty, c'est-a~dire T' = ngp (la démarche est identique pour le cas 7T, np < T, €n
adaptant les indices). Dans ce cas, Xo = (Qo, .., Qrm 1) = (Qo, - . ., @r—1). Construire
x§ revient a attribuer une valeur initiale & @, avec k € {1,..., T/ — 1}. Ainsi, nous

aurons x§ = (29,;;, O'far.). Rappelons qu’a la base nous ne disposons seulement que de
Qo. Soit alors le vecteur ;s = (0r_1, Q) et fr.7—1 la composée en X des T'—1 fonctions

fi,-.., fr—1 (la fonction f,, est définie par I’équation ([7.8)) :

v<X7 W1:T-1, @)7

fl:T_l()(v7 W1.T—-1, @) = fT—l(fT—Q(- . (fl(X, w1, @),u}g, @), e, W9, @), wr—1, @)
(7.11)

xY ., est alors choisi comme la valeur moyenne du premier état caché Xy conditionnelle-
ment a Qg :

x?nit = E[fr.r—1(@init, wir—1, @?eric)]

N.B. 7.8 Dans I’équation précédente, les seules variables aléatoires sont données par
le vecteur wy.7_q.

Pour calculer z? .., nous pouvons utiliser une procédure de transformation sans par-
fum (voir 'annexe . Associons au vecteur wq.7_1 son vecteur des valeurs moyennes
Or_; et sa matrice de covariance diagonale D dont les éléments diagonaux sont don-
nés par le vecteur (K7,..., Kr_1). Considérons les 2T — 1 sigma-points x’, associés au
couple (07_y, D) avec leur poids respectif W' (voir 'annexe pour la définition des
sigma-points). Propageons ces sigma-points & travers la fonction fi.r_; en attribuant



7.2. Mise en ceuvre pratique des méthodes d’inférence bayésienne 143

respectivement aux entrées X et © les vecteurs x;,;; et @?ﬁc et nous obtenons 27 — 1
nouveaux sigma-points x;, -associés a ’état caché X, chacun d’entre eux étant de taille
T

vie{l,...,2T — 1}, Xy = Jrr-1(Tinit, Xor OFme)-
Le vecteur 29 ., est alors donné par :

27T-1

0o _ i i
Linit = E W Xazg:
i=1

L’initialisation de la matrice de covariance 32" se fait en utilisant la transformation
sans parfum précédente. Nous choisissons pour ¥¢* la matrice diagonale par bloc dont
les blocs sont donnés successivement par ;,;; et B avec :

27T-1

Yiinit = Z Wi(XiO - x?mt)t(Xio — Tou)
i=1

avec (.)! la transposée d’une matrice et B une matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont égaux & 107 (le choix d’une telle matrice est également expliqué dans

la section [7.3.4)).

e Simulation suivant la distribution initiale pour le filtrage particulaire et
le filtrage particulaire convolé : nous expliquons comment obtenir un ensemble
de M réalisations {#¢® i = 1,..., M} pour ces deux méthodes particulaires. Chaque
réalisation fg(i) se décompose en un vecteur &,V associé a I'état caché X, du systeme
dynamique et un vecteur Oy associé au vecteur de parameétres © fone- Expliquons tout
d’abord comment avoir les vecteurs {(:)o(i),i =1,...,M}. Ces derniers sont choisis de
fagon a étre uniformément répartis dans 'espace des parametres P (on suppose que
P est borné, ce qui est le cas dans la pratique). Pour ce faire, on crée d’abord un
ensemble de points uniformément répartis dans P. On note M; son cardinal. On affecte
ensuite un nombre M, de particules a chacun des points précédents. On obtient alors
un nombre M = M; M, de particules. En utilisant cette procédure, on augmente les
chances d’orienter directement les particules dans la bonne zone de I’espace P. Plus le
nombre de points M; est important, plus 'algorithme converge rapidement. Cependant,
si I’espace P est de grande dimension, M; peut devenir assez conséquent. En effet, si K
valeurs sont choisies pour chaque dimension de P, on a donc M; = K%™P) Par exemple,
pour 10 parametres et K =5 (ce qui est une répartition raisonnable), M1 vaut un peu
moins de dix millions. Ce phénomene est connu sous le nom d’explosion combinatoire.
Si le nombre de parametres a estimer est grand, la valeur de K doit étre faible. On ne
peut donc proposer qu'une répartition grossiere dans ce cas. Supposons maintenant que
nous disposons d'un ensemble de vecteurs de parametres {(:)O(i),i =1,...,M}. Pour
construire les états cachés initiaux correspondants {%,(?,i = 1,..., M}, nous partons
d’un vecteur initial 2;,;; = (07-1, Qo). Tout comme pour le filtre de Kalman sans parfum,
nous ne considérons que le cas ou 1" > T,., c’est-a-dire T = T . afin de simplifier

exp erp)

les notations (la démarche est identique pour le cas T}, < T, en adaptant les indices).

Soit alors {wy.7_1®¥,i=1,..., M} un ensemble de M réalisations indépendantes d'une
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loi normale centrée de dimension 7'— 1 dont la matrice de covariance est diagonale et les
éléments diagonaux sont donnés par le vecteur (K7,..., Kr_1). Les vecteurs Z0® sont
alors donnés par :

570(1) = fl:T71<xinit7 wl:Tﬂ(l)’ @0(1))

avec fi.p_1 la fonction donnée par I'équation (7.11)). o™ est en fait une réalisation du
systeme dynamique caractérisé par le vecteur de parametres O sur 7'—1 étapes. Nous
posons alors :

Vie{l,...,M}, 720 = (7,0, D).

e Initialisation pour le filtre particulaire Rao-Blackwellisé : I'objectif est d’obte-

nir un ensemble de réalisations {(&®, 22 ¥2°@) i =1,... M}. L’ensemble {&,?,i =
1,..., M} est simplement obtenu en simulant M trajectoires du processus de bran-
chement { N, }n>o sur 177, étapes en commencant avec No = (..., 0, (b), .. .)ses. Pour

chaque réalisation &®, 28 et ¥2°@ sont déterminés de la méme facon pour que I'ini-
tialisation du filtre de Kalman sans parfum.

7.2.2 Itérations multiples des algorithmes

A une étape n € {0,...,Tys} donnée, les quatre algorithmes bayésiens donnent
un estimateur p(x%|yo.,) de la densité de probabilité p(z%|yo.,). En conséquence, il est

possible d’estimer 1’état caché augmenté du systeme dynamique en utilisant I'estimateur
MMSE :

X = BXglYoul ~ [ atilotlunn)\(dd)
Nous obtenons donc une estimation de O ¢,,. en extrayant les composantes de Xﬁ asso-
ciées au vecteur de parametres. Afin de bénéficier de toutes I'information fournie par les
données Yo7, ., la meilleure estimation de O ., est celle obtenue a partir de I’estimation
du dernier vecteur d’état caché augmenté X%Dbs. Notons alors © fone cette estimation. En
général, a la fin d’une itération compleéte des algorithmes (c’est-a-dire le déroulement
des étapes 0 a T,s), le vecteur 6 fone Obtenu est encore bien loin de la vraie valeur de

O fone que l'on notera %j‘fc par la suite. L’idée est alors d’appliquer une nouvelle fois

I’algorithme en utilisant comme valeur d’entrée 1’estimation 0 fone Obtenue en sortie de
I'itération précédente (ou les particules associées pour les méthodes particulaires) :

e Filtre de Kalman sans parfum : linitialisation de la nouvelle itération se fait
de la méme fagon que décrit dans la section sauf qu’au lieu de donner a chaque

composante de ©F"  une valeur correspondant a I’ordre de grandeur de la composante en

. . init A 5e . .
question, nous imposons © fone = O fonc- Cela permet de conserver I'information acquise

au cours de 'itération précédente sur le vecteur © fop..

N.B. 7.9 Pour l'initialisation de la premiere itération, il est également possible d'uti-
liser un vecteur O f,,. obtenu par un estimateur classique plus facile a avoir comme, par
exemple, les moindres carrés généralisés (voir |Cournede et al.| (2011))).
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e Filtre particulaire et le filtre particulaire convolé : a la fin de I’étape T,;,, nous

disposons d'un ensemble de particules {ig:Tobs @ i=1,...,M} avec les poids normali-
sés associés {wy, (To V)i = 1 , M}. Plus précisément, nous avons un ensemble
de vecteurs de parametres {@ ,i=1,..., M} avec les mémes poids normalisés en
extrayant de z9, T (@) 1e vecteur @ (1 associé a O fon.. Ainsi, nous initialisons {93“(1 1=
1,...,M} dela meme facon que dans la section |7.2.1] _ sauf que cette fois nous choisissons
de prendre {@ @ i=1,.. M} pour 'ensemble {60 i =1,..., M}. Les poids as-
sociés aux nouvelles particules {72® i =1,..., M} sont {wTobS (@, D), i=1,...,M}.

En procédant de cette maniere, nous donnons au vecteur O f,,. une distribution initiale
qui tient compte des informations obtenues lors de l'itération précédente de I’algorithme
ce qui va permettre une meilleure estimation du vecteur de parametres.

e Filtre particulaire de Rao-Blackwell : I'initialisation de la nouvelle itération de
I’algorithme se fait de la méme fagon que pour le filtre de Kalman sans parfum en
adaptant Iestimateur MMSE pour le filtrage particulaire (cf section [6.3.4)).

Pour la suite du chapitre, nous noterons O fonc I'estimation MMSE de O, apres la
k-ieme itération complete d'un des quatre algorithmes bayésiens.

7.2.3 Criteéres de convergence

Etant donné que les algorithmes peuvent étre appliqués plusieurs fois de suite (cf
section précédente), il nous faut définir un critere d’arrét pour les différentes procédures
d’estimation. Nous utilisons un critere classique de convergence basé sur la norme de la
différence entre deux estimations successives de © f,,.. Ainsi, nous arrétons I’algorithme
apres la K-ieme itération complete si :

K—1)
||®fonc @;onc H2 <
avec ||.|| la norme euclidienne sur R%sonc et ¢ un seuil & définir (dans cette these,

€ = 107* pour le filtre de Kalman et ¢ = 1072 pour les méthodes particulaires plus
difficiles a stabiliser). Afin de s’assurer de la convergence, nous pouvons améliorer le
critere précédent en considérant plusieurs itérations de suite. Par exemple, nous arrétons
I’algorithme apres la K-ieme itération complete si :

K
Z ||@f0nc o @E‘koni H2 < Kpe (7.12)
k=K —Ko+1

avec Ky a définir (K, = 10 dans cette these). Ceci permet de s’assurer que 'estimation
de O y,pe se stabilise. Nous pouvons aussi imposer un rang minimum pour K pour évi-
ter de tomber sur des minima locaux (rang que I'on peut définir avec l'indicateur de
performance par exemple).

Concernant les méthodes particulaires, il est plus difficile de stabiliser les estimations

(;)Spo)nc En effet, ce sont des algorithmes stochastiques. Ils donneront donc une estimation

différente a chaque itération complete de l'algorithme. Il existe une méthode appelée
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« averaging » (voir (Cappé et al. (2005))) qui permet de stabiliser I'estimation. Fixons
une itération minimale K et posons :

K

—(K) 1 A (k)

VK > Ky, B ——— 3 60
K o KO k=Ko+1

Le vecteur @;{26 reste une estimation de Oy, (voir |Cappé et al. (2005)). Il est moins
sujet aux fluctuations que égf;ﬁc ce qui permet de lui appliquer le critere de convergence

donné par ’équation ([7.12)). Il est préférable de choisir un rang K, suffisamment élevé

pour ne pas biaiser l'estimation de ©y,,. avec de mauvaises estimations égfoizc Les
itérations 1 a K sont alors appelées période de « burning ». Nous pouvons par exemple
choisir un rang K, au-dela duquel le critere des moindres carrés est plus petit qu'un
certain seuil « :

Ko =min{k, ||[Y(OF) ) = Y,,|]? < x}

fonc

avec ||.|| la norme euclidienne sur R%ors , Yo = (Y3, )nefo,..7,,.1 1€ vrai vecteur de données
(regroupant tous les vecteurs d’observation Y,,) et 7(@;’218) le vecteur de données calculé

a partir du systeme dynamique avec (:);]f))m en parametres et sans pertubation (les bruits
de modélisation et de mesure sont nuls).

N.B. 7.10 La définition de @;{26 proposée ici est valable lorsque le nombre de par-
ticules ne change pas d’'une itération complete de ’algorithme sur l'autre. Dans le cas
contraire, d’autres définitions sont possibles, cf |Cappé et al.| (2005).

724 A propos du nombre de particules

Pour les méthodes de filtrage particulaire et filtrage particulaire convolé, il est pos-
sible (et méme astucieux!) de changer le nombre de particules d’une itération compleéte
de I'algorithme a 'autre, en particulier sur les premieres itérations. Pour la premiere ité-
ration de ’algorithme, il est préférable de commencer avec un grand nombre de particules
M (cf section afin d’orienter directement la recherche du vecteur de parametres
dans la bonne zone de I'espace des parametres P. En effet, plus M; est grand, plus les
vecteurs initiaux O seront diversifiés et bien répartis dans P ce qui permet d’affiner
d’emblée la recherche du vecteur optimal. En revanche, cela signifie un nombre de parti-
cules M plus conséquent ce qui ralentit considérablement 1’algorithme. Etant donné que
I’on cherche juste a placer globalement les particules dans la bonne zone de P, il n’est
pas nécessaire d’effectuer les T,,s + 1 étapes d’une itération complete de I'algorithme.
Nous pouvons nous limiter aux cing premieres par exemple pour diminuer le temps de
calcul. Une fois la premiere itération terminée, nous pouvons restreindre le nombre de
particules et effectuer alors les T,,s + 1 étapes pour les itérations suivantes.

N.B. 7.11 1l est impératif d’utiliser les T, + 1 étapes pour les itérations £ > 2 de
I’algorithme. En effet, utiliser peu d’observations entraine une perte d’information qui
nuit a la qualité de I'estimation de © sy



7.2. Mise en ceuvre pratique des méthodes d’inférence bayésienne 147

En résumé, il faut prendre beaucoup de particules bien réparties dans P pour la
premiere itération mais en se limitant a un petit nombre d’étapes. Pour les itérations
suivantes, on restreint le nombre de particules mais on utilise toutes les données. En
faisant ainsi, on concentre d’abord les particules dans la bonne zone de P et ensuite
on affine le résultat. Cette procédure permet d’accélérer grandement la convergence des
algorithmes particulaires.

7.2.5 Modele d’évolution pour le vecteur de parametres, den-
sité de transition d’importance et noyaux

e Modele d’évolution pour le vecteur de parametres
Dans la section [6.2.3] nous avons défini un modele d’évolution pour le vecteur de para-
metres © de la forme suivante :

@n-i-l = hn+1(@na Un+1), n Z 0. (713)

Ce modele permet de donner une dynamique d’évolution au vecteur d’état caché aug-
menté X7 = (X,,0,) et donc d’utiliser les méthodes d’inférence bayésienne. En ce qui
concerne le filtre particulaire convolé, I’évolution du vecteur de parametres se fait niveau
de I"étape de correction lors du tirage des M particules {Z¢ +1(i), i=1,..., M} suivant
la densité estimée p(x? ,|yo.nt1)- Il n'est donc pas nécessaire de donner une dynamique
d’évolution a ©. Dans ce cas, h,11(0,,U,+1) = ©,. Par contre, il est nécessaire de le
faire pour les trois autres algorithmes. Nous choisissons alors un modele d’évolution de
la forme :

@n—i—l = @n + Un—i—la n=>0

avec la contrainte que {U,}, <o, {Wat,s0 €t {Va},s0 sont des suites mutuellement indé-
pendantes de vecteurs aléatoires i.i.d.. Pour le filtre de Kalman sans parfum et le filtre
particulaire de Rao-Blackwell, il est impératif d’imposer que U, soit un vecteur gaus-
sien. Par contre, ce n’est pas obligatoire pour le filtre particulaire. Dans cette these, nous
avons choisi U,, vecteur gaussien centré de matrice de covariance L,,. Nous supposons L,
connue ou fixée dans un premier temps (voir la section pour plus de détails). Dans
ce cas, nous pouvons calculer la densité de transition p(z%_,|x%) associée au modele de
Markov caché (respectivement p(z?,,|z%, ¢,1) pour les modeles a saut de Markov) :

p(xpi1|zn) =p(@nt1, Ong1|Tn, On)
:p(xn+1|xn79n+1)p(9n+1‘9n) (7.14)

2
=N <Q7I1+T$p§ Pt Knirrm, (¢n+Tg’;p) > N(Ont15 On, Ln).

avec

¢n+Tg;;p = CI)n+ngp(Q(n+Tm ~Tact) Ty« o An+ T, —15 N0—>n+ng

exp

En—l—ngp ) ®fonc)

)

et x, = (qn+ngp,T, . ,qn+ngp,1). Cette densité interviendra dans le calcul des poids
(voir ci-dessous). Nous pouvons également calculer la matrice de covariance J, associée
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au vecteur d’état caché augmenté X ¢ (intervenant dans le filtre de Kalman sans parfum,

cf la section :
Kn ‘ Od
J, = T.Ly
( OdLn,T ‘ Ly, )

avec 04, 4, la matrice de taille d; x dy dont toutes les composantes sont nulles et K,, la
matrice diagonale de taille T'x T" dont les éléments diagonaux sont donnés par le vecteur

(Kn—i—Tm Ty - 7Kn+Tm 1).

exp exp

e Densité de transition d’importance

Nous proposons quelques densités de transition d’importance g,41 (22, |z%) pour la mé-
thode de filtrage particulaire. La densité la plus simple est la densité d’évolution du
vecteur d’état caché augmenté :

Qn+1(37$z+1‘x2) = p@iﬂ’f‘fi)

Cette densité présente 'avantage d’étre facilement simulable et de simplifier considéra-
blement le calcul des poids donné par I’équation (6.19)) du chapitre |§| La formule de
récurrence liant les poids devient alors :

wnJrl(i.g:nJrl(i)) = wn('%gn(l) )p<yn+1|jg+l(z)) = wn<i.8n(1)) N(yn+1 3 g(if’i«#l(i))? RTL+1>'

Un gros inconvénient de cette densité est qu’elle ne tient pas compte de la nouvelle
observation y,+1 pour choisir les M particules {Z% H(i), i =1,...,M}. Les particules
sont orientées sans information a priori ce qui peut entrainer une dégénérescence des
poids et donc un rééchantillonnage plus fréquent. Une solution consiste alors a utiliser
un pas de filtre de Kalman sans parfum. Pour chaque particule i, on calcule 1’état
corrigé j2+1\n+1 a partir de jzln = 720 et de fli?n = 04y4,dyq avec une étape de filtre

de Kalman sans parfum. On pose alors z¢ +1(1) = Cette procédure a pour

‘@z+1\n+1'
avantage de calculer ¢ +1(i) en fonction de y,,1 ce qui augmente 'efficacité du guidage
des particules. En utilisant 1’équation , I’équation de récurrence des poids devient
dans ce cas :
p(yn+1\f%+1(i))p(f%+1(i)\f%(i))

An+1(Z5, 1, D]z 0)

~a (i)) N (Yns1; 9(53?1+1(i))7Rn+1)p($2+1|93%)
n 2
N <q;+ngp;¢n+T£paKn+ngp <¢n+Tg;p> >

wn(jgn(l))/\/‘(yn—i-l ; g(j(rlL—l—l(i))’ Rn+1)N(én+1(i) ; én(l)v Ln+l)-

Wn+1 (i.gszrl(i)) = Wn (‘%811(1))

avec

¢n+Tg’;p = q)n—i—ngp <Q(n+Tm —Tact)ts - 7Qn+T§;p—1a NO—WH—Tem En—i—Tm ) @fonc)-

exrp zp’ exp

Il existe d’autres facon de choisir la densité de transition d’importance (voir Liu
and West| (2001)), Pitt and Shepard, (2001)) et (Caron| (2006)) : utilisation d’une variable
auxiliaire, méthode de régularisation par noyau, distribution de Whishart.
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e Choix des noyaux Nous définissons les noyaux KX et KY (resp. K¢ pour les modeles
a saut de Markov) associés aux vecteurs aléatoires X¢ et Y, (resp. C,). Pour K%, on
choisit la densité d’une loi normale centrée réduite. K~ (z) est bien un noyau de Parzen-
Rozenblatt puisque |z|*% KX(z) — 0o quand |z| — oco. Introduisons alors le noyau
réduit K})L%[ (x) :

e LIS TR (NS S R P RE
Gy ) T
avec h3; > 0 la fenétre du noyau définie par :
X — C’XM—l/(‘H‘dxg)'

C'x est une constante a ajuster (voir le Nota Bene 7.13 sur la réitération de I’algorithme).
Nous choisissons un noyau réduit K}L%I (y) de fagon similaire pour Y, en remplagant hy;

par hY, = CyM~YVU+dv) 1 a été prouvé que ce choix de hy; et de h}, permet la
convergence L' de p(x?|yo..) vers p(z%|yo.,) quand M — oo (voir |Campillo and Rossi

(2009)).

N.B. 7.12 On peut améliorer les performances du filtre en choisissant astucieusement
Cx a chaque itération de l'algorithme. Le parametre Cx est lié a la dispersion des
particules. Si Cx est petit, alors la particule z¢ +1(") sera proche de #2(). Une grande
valeur de C'x (=~ 5.107%) permet de bien explorer 'espace des états. Au contraire, un
petit Cx (< 1073) concentre les particules dans une zone donnée. En tenant compte de
ceci, I'idée est de prendre C'y grand pour les premieres itérations afin de permettre une
bonne exploration de I'espace des parametres P par les particules. On affecte ensuite a
C'x des valeurs de plus en plus petites au fur et a mesure des itérations afin de réduire la
variance des particules et améliorer la précision de 'estimation du vecteur de parametres
O. La constante Cy reste la méme tout au long de la méthode. Elle est fixée de fagon
a donner aux poids des particules un ordre de grandeur raisonnable (il faut éviter de
n’avoir que des poids tres petits car cela entraine des instabilités numériques).

En ce qui concerne le noyau K¢, il n’est pas tres judicieux de choisir un noyau gaus-
sien car les composantes de (), sont des entiers naturels. De plus, C), a une signification
botanique tres précise puisqu’il représente ’évolution de la composition de la plante.
I1 n’est donc pas raisonnable de le perturber aléatoirement comme pour X, et Y, (les
nouvelles plantes que 1'on obtiendrait apres perturbations peuvent n’avoir aucun sens
dans la réalité). Pour ces raisons, on choisit de ne pas perturber C,. Son noyau K¢ est
donc donné par :

ne (¢) = do(c).
7.3 Analyse et comparaison des méthodes

L’objectif de cette section est d’analyser les performances des méthodes d’inférence
bayésiennes pour I'estimation du vecteur de parametres O ¢,,. et de les comparer entre
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elles. Dans cette optique, elles sont appliquées sur trois cas-tests utilisant le modele de
croissance de plante GreenLab (voir la section pour une description complete du
modele) ayant les spécificités suivantes :

— Cas-test 1 (= cas-test simple) : évolution de la structure de la plante déterministe
avec temps d’expansion et d’activité égaux a 1;

— Cas-test 2 (cas de la betterave, voir les sections et [7.5)) : évolution de la
structure de la plante déterministe avec temps d’expansion et d’activité supérieurs
al;

— Cas-test 3 (cf section [7.3.6)) : évolution de la structure de la plante stochastique
avec temps d’expansion et d’activité égaux a 1.

Les cas-tests sont réalisés a partir de données simulées ce qui nous permet de
connaitre le vrai vecteur de parametres O jone noté ©%% et de bien comprendre le
comportement des méthodes. Tout comme dans la section précédente, nous supposons
connues ou fixées la biomasse (g contenue dans la graine ainsi que les variances K, et
matrices de covariance R,, n € IN, associées respectivement aux bruits de modélisation
et aux bruits de mesure (voir la section concernant 'impact de cette hypothese
sur l'estimation). Dans cette section, nous nous intéressons uniquement a l’estimation
du vecteur de parametres © s, et non a sa distribution a posteriori. La section @ est

dédiée a ce sujet.

L’objectif du premier cas-test est d’analyser les performances du filtre de Kalman
sans parfum, du filtre particulaire et du filtre particulaire convolé dans le cadre d’un
modele de croissance simple (peu de parametres a estimer) et faiblement non-linéaire.
Nous commengons tout d’abord par décrire ce cas-test dans la section [7.3.1} Ensuite, di-
vers aspects des méthodes sont étudiés (sections|7.3.2} [7.3.3|et [7.3.4)). Le second cas-test
(cf section a pour but d’analyser le passage a des temps d’expansion et d’ac-
tivité élevés augmentant la non-linéarité du systeme. Pour le dernier cas-test (section
, nous cherchons a comparer les méthodes de filtrage particulaire convolé et filtrage
particulaire de Rao-Blackwell dans le cas ou I’évolution de la structure de la plante est
stochastique. Pour les deux derniers cas-tests, il n’est pas nécessaire de faire I’étude com-
plete des méthodes comme pour le premier cas-test car la plupart des résultats obtenus
restent valables. Nous terminons par un bilan des différentes méthodes en soulignant
leurs points forts et leurs points faibles, cf section [7.3.7]

N.B. 7.13 Tous les cas-tests ont été implémentés avec Matlab 7.9.0 (R2009b) et les
simulations de données en C++.

7.3.1 Description du cas-test simple

Considérons un modele de type GreenLab 1 dont le modele de développement S est
le suivant :
— La classe physiologique maximale est CP,, = 2;
— Un entrenceud de CP 1 porte un bourgeon apical de CP 1, un bourgeon axillaire
de CP 2 et une feuille;
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— Un entrenceud de CP 2 porte un bourgeon apical de CP 2 et une feuille;
— Les bourgeons ont un comportement déterministe et produisent toujours un nouvel
entrenceud a chaque cycle de développement.

Les regles de production de S sont illustrées par la figure [7.1

Bl cr1 P2

N B

F1G. 7.1 — Regles de production pour le cas-test simple. C'P = Classe Physiologique.

Les ensembles B et O associés aux bourgeons et aux organes sont donnés par :

B = {bla b2} O = {617627lap}'

Dans ce cas-test, les feuilles ont un temps d’activité de 1 et les organes un temps d’ex-
pansion de 1 :
T&Ct =1 Yo € O, T° =1.

erp

Ainsi, les puits des différents organes sont constants et donnés par un seul parametre
P, avec 0 € O. L’ensemble des parametres du modele est donc donné par le tableau [7.1]
L’objectif est de réaliser I’estimation du vecteur de parametres © ¢, défini par :

@fonc = (;ua Sp7Pp7P617P62) .

Afin de tester le comportement des méthodes, nous avons également fait varier le nombre
de parametres a estimer (de 1 & 5). Dans ce cas, le vecteur a estimer est un sous-
vecteur de Ogopn.. Les autres parametres de 0y, sont alors fixés a leur vraie valeur.
L’estimation se fait a partir d’une plante virtuelle mesurée a son vingt-huitieme cycle
de développement. Nous disposons donc d’un jeu de données {yx, k =0, ..., Ty} avec
Tops = 28 (voir la section pour une description complete des données botaniques).
La figure [7.2) donne le comportement du systéme dynamique au travers des 28 cycles de
développement.

7.3.2 Stabilité de ’estimation et biais

Nous cherchons a comparer la qualité des estimations du filtre de Kalman sans
parfum, du filtre particulaire et du filtre particulaire convolé pour le cas-test simple.
Les estimations sont obtenues apres convergence des algorithmes selon le critere défini
dans la section[7.2.3] Auparavant, il faut s’assurer de la stabilité des estimations fournies
par les différents algorithmes. Comme I’algorithme du filtre de Kalman sans parfum est
déterministe, celui-ci fournit donc toujours la méme estimation des parametres pour
un meme jeu de données yo.7,.. En revanche, ce n’est pas le cas pour les deux autres
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Parametres | Description Valeur Nature Unité
E(n) Facteur environnement au 2000 Mesuré Jom ™2
cycle n
K, Variance du bruit de modélisa- | 6.25 x 107* | Fixé | Sans Unité
tion
o, Ecart type du bruit de mesure | 2.5 x 1072 | Fixé g
0 Water use efficiency 0.095 Estimé g.J !
Sp Surface foliaire spécifique 2.5 Estimé m?
Ky Coefficient d’extinction de la | 2.5 x 1072 Fixé | Sans Unité
loi de Beer-Lambert
b Force de puits d'un limbe 1 Fixé | Sans Unité
P, Force de puits d'un pétiole 0.3 Estimé | Sans Unité
P, Force de puits d'un entrenceud 3 Estimé | Sans Unité
de classe physiologique 1
P, Force de puits d’un entrenceud 2 Estimé | Sans Unité
de classe physiologique 2
e Masse surfacique d’'une feuille 10 Mesuré g.m~2
Qo Biomasse contenue dans la 10 Mesuré g
graine

TAB. 7.1 — Valeurs des parametres utilisés pour générer les données. Le parametre S,
rend compte de 'effet compétition. « Mesuré » signifie que le parametre est mesuré di-
rectement a partir de données botaniques. « Fixé » signifie que la valeur des parametres
a été fixée pour des raisons d’identifiabilité. Enfin, « Estimé » signifie qu’il s’agit d'un
parametre a estimer a partir des données. Dans ce cas, le chiffre indiqué dans la case
valeur correspond a la vraie valeur du parametre (c’est celle qui a servi a créer le jeu
d’observations simulé¢). Nous avons donc ©%% = (0.095,2.5,0.3,3,2).

fonc

méthodes particulaires. Pour chacune d’entre elles, une estimation différente de © s, est
obtenue apres chaque exécution de ’algorithme. Pour tester la variabilité des estimations
avec un jeu d’observations yo.7,. donné, les algorithmes de filtrage particulaire simple
et convolé ont été exécutés 200 fois. Ainsi, 200 vecteurs de parametres estimés ont été
obtenus pour les deux méthodes. Leur distribution est représentée par la figure
Globalement, les distributions sont centrées autour des mémes valeurs pour chacun
des parametres. En revanche, il apparait clairement que la variabilité des estimation est
plus importante pour le filtrage particulaire simple que pour le convolé. Ce dernier est
meéme relativement précis dans ces estimations. Le tableau propose de comparer les
valeurs moyennes obtenues par les trois algorithmes pour le méme jeu de données yo.1,,.

Les trois méthodes proposent des estimations tres proches I'une de 'autre. Notons
tout de méme la présence d'un biais concernant l'estimation de p et de S, qui est da
au peu de données disponibles (29 vecteurs d’observation uniquement). Les estimations
des puits des organes sont trés bonnes (particulierement celles du filtre de Kalman). Ce
tableau confirme a nouveau que la variance des estimations est plus importante pour le
filtre particulaire simple que pour le convolé.
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Biomasse créée (q)
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— — Originale non bruitée

— Originale bruitée
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Cycle de développement

25
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F1G. 7.2 — Biomasse créée par photosynthese a chaque cycle de développement a partir

du vrai vecteur de parametres

vrat

fonc

: la courbe en trait plein représente la vraie valeur

de la biomasse créée pour une réalisation du systeme dynamique (incluant le bruit de
modélisation). Celle en traits pointillés représente la biomasse obtenue par une équation
de photosynthese sans bruit.

Parametres | Vraie valeur Est. FK Est. FP Est. FPC Std FP Std FPC
I 9.5x 1072 [9.230 x 1072 [ 9.257 x 1072 | 9.285 x 1072 | 2.64 x 1073 | 2.14 x 1073
Sp 2.5 2.5974 2.5921 2.5834 8.56 x 1072 | 7.08 x 1072
F, 0.3 0.3000 0.2987 0.2992 6.51 x 1073 | 4.03 x 1073
P, 3 3.0006 2.9949 2.9967 1.59 x 1072 | 1.18 x 1072
P, 2 1.9923 2.0092 1.9974 1.06 x 1072 | 7.62 x 1073

TAB. 7.2 — Estimation des parametres et écart-type des estimations. Est. = Estimation.
Std = écart-type. FK = Filtre de Kalman sans parfum. FP = Filtre Particulaire. FPC
= Filtre Particulaire Convolé.

Pour comparer la qualité des estimations des différentes méthodes, nous avons généré
200 jeux de données y(()f)Tobs, i €{1,...,200}, a partir du méme vecteur de parametres
(voir le tableau . Pour chacun de ces jeux, les trois algorithmes ont été exécutés
une seule fois et les vecteurs de parametres estimés recueillis. La valeur moyenne de
chacun des parametres estimés ainsi que leur écart-type est regroupé dans le tableau

vras
fone

.3l

Les estimations sont globalement tres bonnes. Notons tout de méme la présence d’un
biais sur les parametres de I’équation de production p et S,. Le filtre particulaire propose
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Fi1c. 7.3 — Comparaison des distributions des parametres pour les méthodes de filtrage
particulaire (= FP) et filtrage particulaire convolé (= FPC). Le trait rouge indique la
médiane, les bleus indiquent les quartiles et les noirs les valeurs extremes. Les croix cor-
respondent aux mesures abérantes (outliers). On considére qu’une mesure est abérante
si elle est située a plus de 1.5 fois I’écart interquartile a partir des limites de la boite.

Parametres | Vraie valeur Est. FK Est. FP Est. FPC Std FK Std FP Std FPC
1 9.5 x 1072 | 9.436 x 1072 | 9.456 x 1072 | 9.434 x 1072 [ 3.59 x 1073 | 4.39 x 1073 | 2.96 x 1073
Sp 2.5 2.5292 2.5158 2.5230 1.26 x 107! | 1.49 x 107! | 9.71 x 1072
P, 0.3 0.3000 0.2994 0.2997 4.50 x 107* | 8.59 x 1073 | 6.08 x 1073
P, 3 3.0003 2.9982 2.9984 24 %1073 | 221 x 1072 | 1.58 x 1072
P., 2 2.0002 1.9983 1.9985 1.35 x 1073 | 1.49 x 1072 | 1.09 x 102

TAB. 7.3 — Estimation moyenne des parametres et écart-type des estimations pour 200
jeux de données générés avec le méme vecteur de parametres ©Y,% . Est. = Estimation.

Std = écart-type. FK = Filtre de Kalman sans parfum. FP = Filtre Particulaire. FPC
= Filtre Particulaire Convolé.

les meilleures estimations de p et S, avec le plus petit écart-type. Le filtre de Kalman
propose d’excellentes estimations pour les puits avec un écart-type tres faible. Le filtre
particulaire reste le moins performant des trois sur tous les parametres que ce soit au
niveau de ’estimation ou de son écart-type. Il est raisonnable d’appliquer une seule fois
les algorithmes pour le FPC a cause de la faible variabilité des estimations ce qui est
moins le cas pour le filtre particulaire. Notons également que les méthodes sont toutes
trés robustes (pour chaque jeu de données yé@robs, i€ {1,...,200}, les estimations du
vecteur de parametres restent tres proches de ©4% avec un faible écart-type).

Nous pouvons également définir un critere de performance pour comparer les mé-
thodes (a premiere vue, il n’est pas facile de comparer le filtre de Kalman et le filtre

particulaire convolé). Un choix possible est 1’écart moyen a la vraie valeur des para-
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metres. Pour ¢ € {1,...,200}, notons provisoirement A% Testimation obtenue par la
méthode m a partir du jeu de données y(()fzfobs. Le critere de performance 4, associé a

cette méthode m vaut :

200
avec ||.|| la norme euclidienne sur R%sonc. La meilleure méthode est donc celle qui

présente le plus petit %,,. Dans le cas ou les parametres ont des ordres de grandeur
différents, il est préférable de travailler avec des données centrées-réduites (nous divisons

alors chaque composante du vecteur (:)7(%) —@%ﬁfc dans I’équation ([7.15)) par la composante

de ©% correspondante). Le critere ainsi calculé est nommé critere réduit et se note

¢ . Le tableau donne les criteres de performance simples et réduits pour chacune
des méthodes.

Filtre Kalman | Filtre Particulaire | Filtre Particulaire Convolé
Critere 6, 1.66 x 1072 4.63 x 1072 1.03 x 1072
Critere réduit €, 8.515 8.540 8.525

TaB. 7.4 — Critere de performance standard et réduit pour chacune des méthodes.

Le filtre de Kalman apparait comme le plus performant des trois algorithmes avec
le critere réduit mais pas avec le critere standard, le meilleur étant dans ce cas le filtre
particulaire convolé. Les différences sont cependant minimes. Il est tout de méme préfé-
rable de travailler avec le critere réduit afin de donner un poids équivalent a chacune des
composantes du vecteur de parametres (et ne pas privilégier les composantes a valeurs
importantes). Le tableau confirme également les moins bonnes performances du filtre
particulaire simple.

Les trois méthodes donnent également des résultats tres bons concernant ’estimation
des états cachés du systeme dynamique (c’est-a-dire la biomasse créée a chaque cycle
de croissance dont la valeur est donnée par I'équation de photosynthese bruitée (7.7)).
Ceci est bien mis en évidence par la figure [7.4] 11 est & noter que le filtre de Kalman
sans parfum propose une estimation tres précise de ces états cachés (voir la figure .

7.3.3 Convergence et vitesse de convergence

Dans cette section, les questions relatives a la convergence des algorithmes sont
traitées : nombre d’itérations avant convergence, temps d’exécution des algorithmes,
facteurs influencant la convergence... Pour ce faire, les méthodes ont été appliquées
sur le cas-test simple pour un méme jeu de données. Pour chacune des méthodes, nous
avons également fait varier le nombre de parametres a estimer pour observer son effet
sur la convergence. Les résultats de ces tests sont résumés dans le tableau [7.5]
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— Originale

— FK .
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— FPC
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Cycle de développement

F1G. 7.4 — Estimation des états cachés du cas-test simple. Les courbes originale et UKF
d’une part et FP et CPF d’autre part sont pratiquement confondues. FK = Filtre de
Kalman sans parfum, FP = Filtre Particulaire, FPC = Filtre Particulaire Convolé.

1 parametre 3 parametres 5 parametres

Méthode utilisé FK | FP | FPC | FK | FP | FPC | FK FP | FPC

Temps d’exécution (min) | 2.3 | 1.3 | 1.5 | 10.8 | 11.4 | 12.2 | 24.7 | 25.2 | 28.2

Nombre d’itérations 2180 | 32 30 | 6348 | 53 49 | 12732 | 39 26

Nombre de particules /1300 | 300 /| 1500 | 1500 / 3000 | 3000

TAB. 7.5 — Comparaison des temps d’exécution et du nombre d’itérations avant conver-
gence. FK = Filtre de Kalman. FP = Filtre Particulaire. FPC = Filtre Particulaire
Convolé.

N.B. 7.14 Bien que les exemples proposés ne reposent que sur un seul jeu de données
Yo-N, les résultats restent vrais de fagon générale.

Il est bien entendu évident que le nombre d’itérations et en conséquence le temps
d’exécution augmentent avec le nombre de parametres a estimer. Nous pouvons remar-
quer que les temps d’exécution des trois algorithmes sont sensiblement du méme ordre
de grandeur. Le filtre de Kalman est un peu plus lent quand le nombre de parametres a
estimer est plus faible mais devient le plus rapide quand 3 parametres ou plus sont a es-
timer. Notons également que le filtre particulaire simple est un peu plus rapide que dans
sa version convolée. Cela est du a la procédure de rééchantillonnage qui est systématique
a chaque étape du filtre convolé.

Un point qui peut surprendre est le nombre d’itérations nécessaires a la convergence
du filtre de Kalman. Une itération complete du filtre n’apporte en fait qu’'une faible
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Fi1a. 7.5 — Agrandissement du cadre de la figure [7.4 La courbe UKF est encore prati-
quement confondue avec 1’originale ce qui montre la précision de I'estimation des états
cachés. FK = Filtre de Kalman sans parfum, FP = Filtre Particulaire, FPC = Filtre
Particulaire Convolé.

correction au vecteur de parametres © ¢, surtout sur les dernieres itérations. En fait,
le filtre aboutit rapidement a un vecteur de parametres estimé correcte en seulement 10
pourcents des itérations. Au-dela, les corrections apportées sont mineures. En résumé,
le filtre trouve rapidement un vecteur de parametres du bon ordre de grandeur mais
il a besoin de beaucoup d’itérations pour affiner le résultat. Celui-ci se ratrappe bien
évidemment par le faible temps d’exécution d’une itération complete de I’algorithme. Les
méthodes particulaires ont un comportement inverse. Il faut beaucoup moins d’itérations
pour vérifier le critere de convergence. Le nombre d’itérations augmente avec le nombre
de parametres a estimer mais cette augmentation est bien moins importante que dans
le cas du filtre de Kalman. En revanche, le temps d’exécution d’une itération augmente
radicalement avec la taille du vecteur de parametres © s, a estimer. En effet, le temps
d’exécution d’'une itération dépend du nombre de particules utilisé. Plus le nombre de
parametres a estimer est important, plus la taille de I'espace des états augmentés X¢
I’est aussi. Il faut donc beaucoup de particules pour pouvoir ’explorer correctement. Si
le nombre de particules est faible, alors I'espace des parametres P est mal exploré. Le
jeu de particules obtenus a la fin de I'étape T,,s n'est pas vraiment représentatif des
différentes évolutions possibles du systéeme dynamique ce qui conduit a une estimation
des parametres du modele non seulement erronée mais en plus instable. En effet, un
faible nombre de particules ne permet pas la convergence du filtre. La variabilité des
particules est alors telle que I'on obtient une estimation différente a chaque itération de
I'algorithme. Il est donc nécessaire de prendre un nombre suffisant de particules (voir
la section . D’ailleurs, il s’agit ici d’une des principales limites de ces méthodes



158 Chapitre 7. Estimation des parametres liés au fonctionnement

particulaires puisque si le nombre de parametres a estimer est tres grand, alors il faut une
puissance de calcul et des capacités de stockage importantes pour pouvoir les utiliser.

En résumé, les trois méthodes convergent bien si les conditions suivantes sont véri-
fiées :

— Filtre de Kalman sans parfum : les conditions initiales sont du bon ordre de gran-
deur et les bruits de modélisation et de mesure pas trop importants (voir la section
7.3.4) ;

— Méthodes particulaires : le nombre de particules M doit étre suffisamment impor-
tant.

La vitesse de convergence des algorithmes dépend fortement du nombre de para-
metres a estimer. Pour un nombre de parametres supérieur a 3, le filtre de Kalman
devient vite avantageux. En revanche, toutes ces méthodes montrent leurs limites si le
nombre de parametres devient trop important. De fagon générale, il s’agit méme d’une
limitation qui est propre aux méthodes d’inférence bayésienne.

7.3.4 Influence des conditions initiales et des bruits sur 1’esti-
mation

Dans les sections et [7.3.3] nous avons supposé connues ou fixées la biomasse Qo
contenue dans la graine ainsi que les variances K,, et matrices de covariance R,,, n € IN,
associées respectivement aux bruits de modélisation et aux bruits de mesure. Dans cette
section, nous traitons de leur influence sur ’estimation.

Influence des conditions initiales

Afin de permettre la convergence des algorithmes, il est important d’attribuer aux
vecteurs d’état cachés initiaux des valeurs correspondant a I’ordre de grandeur des quan-
tités qu'il représente. Dans le cas du filtre de Kalman sans parfum, un choix de z{ tres
éloigné de sa vraie valeur peut aboutir a une divergence du filtre. En effet, dans ce cas
1a, les observations prédites par les équations du filtre sont elles aussi tres éloignées des
vraies observations du systeme. Cela engendre une correction du vecteur d’état caché
tres importante pouvant aboutir a des valeurs négatives pour certains parametres qui,
normalement, sont positifs. Ceci est dii a 'hypothese gaussienne faite sur la distribution
de X2 conditionnellement a Yj.,. En effet, cette hypothese autorise des valeurs négatives
pour X meéme si celles-ci n’ont aucun sens du point de vue physique pour le systeme
dynamique ce qui le fait diverger. Pour les méthodes particulaires, une initialisation
inappropriée pointe les particules dans la mauvaise zone de l'espace d’état caché X' ce
qui entraine des poids tres faibles pour les particules et la divergence des algorithmes.
Concernant le cas-test simple, 'ordre de grandeur des différents parametres est donné

par le tableau

Si la biomasse initiale ()g n’est pas connue, il est possible de I’estimer en l'incluant
dans le vecteur des parametres © fo,.. Il suffit alors de connaitre un ordre de grandeur
raisonnable (par exemple entre 3 et 25 pour le cas-test simple). En utilisant le filtre de
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ILL Sp Pp P@l P€2 QO
Vraie valeur 0.095 2.5 0.3 3 2 10
Ordre de grandeur | [0.01;0.5] | [1;5] | [0.1;1] | [1;10] | [1;10] | [3;25]

TAB. 7.6 — Ordre de grandeur des parametres du cas-test simple. Les ordres de grandeur
peuvent étre obtenus en utilisant l'interprétation botanique des parametres. Il est pos-
sible également d’estimer au préalable les parametres grace a des estimateurs classiques
comme les moindres carrés généralisés ce qui nous donne une idée de leur valeur.

Kalman avec 6 parametres a estimer (les 5 initiaux de © s €t Qp), Qo est estimé a 9.91
pour le jeu de données ayant servi a la création du tableau (contre 10 pour le vrai
Qo). Ce léger biais est du encore une fois au faible nombre de vecteurs d’observation.

Influence des bruits de modélisation et de mesure

Les bruits de modélisation et de mesure influencent peu I'estimation des parametres
du modele. Dans le cas des méthodes particulaires, des bruits trop grands engendreraient
une variance importante au niveau des particules et donc une variance importante pour
I'estimation de O ., ce qui peut nuire a la convergence des algorithmes. En revanche,
des bruits trop faibles diminueraient considérablement la vitesse de convergence. Il vaut
donc tout de méme mieux privilégier des petits bruits. Les estimations obtenues sont
tres proches quelque soit la valeur accordée aux bruits en restant dans une gamme rai-
sonnable (valeurs diagonales des matrices de covariance inférieures & 107%). Concernant
le filtre de Kalman sans parfum, le choix des bruits influencent peu l’estimation des
parametres (voir le tableau [7.7)).

Parametres | Vraie valeur Estimation avec Estimation avec

K, =625x10%et | K, = 1072 et 0, =
0, = 2.5 x 1072 107!

1 9.5 x 1072 9.230 x 1072 9.102 x 102

Sp 2.5 2.5971 2.6542

P, 0.3 0.3001 0.3004

P, 3 3.0006 3.0051

P, 2 1.9992 2.0020

TAB. 7.7 — Influence des bruits de modélisation et de mesure sur 'estimation du filtre
de Kalman sans parfum.

Cependant, si les bruits sont trop grands, le filtre peut diverger. En effet, I’hypo-
these consistant a approcher p(x%|yo.,) par une loi normale n’est plus raisonnable et les
équations du filtre ne sont plus valables. Il est donc préférable également d’utiliser des
petites valeurs de bruit méme si la convergence est plus longue a obtenir. C’est pour ces
raisons que les éléments diagonaux de la matrice de covariance L, associée au vecteur
gaussien U, (voir I"équation d’évolution associée a Ofypnc) sont choisis égaux a
10=%. 1l en est de méme pour la matrice B correspondant au bruit des parametres dans
I'initialisation de X pour le filtre de Kalman sans parfum.
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N.B. 7.15 Rappelons que nous ne nous intéressons ici qu’a l'estimation du vecteur
de parametres © fo,.. Le choix des bruits de modélisation et de mesure a bien entendu
une grande influence concernant 'estimation de la densité a posteriori des parametres.
Cependant, il est bon de noter que, sous certaines conditions, 'estimation du vecteur
d’état caché 2%, n € {0,...,Tys}, n’est pas trop influencée par le choix des bruits. Ceci
nous permettra de proposer une procédure d’estimation des bruits dans la section et
d’en déduire la distribution a posteriori du vecteur de parametres © f,,. par bootstrap
paramétrique.

7.3.5 Comportement avec des temps d’activité et d’expansion
quelconques

Le comportement des trois méthodes est étudié lorsque les temps d’activité et d’ex-
pansion ne sont plus égaux a 1. Le cas-test choisi est celui de la betterave. La description
du modele ainsi que les résultats de I'estimation sont présentés dans la section Pour
ce cas-test, nous avons travaillé avec des données réelles et non simulées. Nous ne don-
nons ici que les principaux résultats.

En ce qui concerne la betterave, les temps d’expansion et d’activité sont élevés.
La non-linéarité du systeme est plus importante. Le filtre de Kalman devient donc
inutilisable car divergent. Etant donné que la méthode de filtrage particulaire simple est
plus instable que sa version convolée, seule cette derniere a été appliquée. Les estimations
obtenues sont moins stables que pour le cas-test simple (voir la section . Ceci
est dii au nombre de particules limité que nous avons pu utiliser. Nous n’avons pu
prendre que 8000 particules (ce qui correspondait a la limite de la mémoire accordée
par Matlab 7.9.0 (R2009b)) alors que 12000 auraient été plus appropriées. En effet,
comme les temps d’expansion sont élevés, il est nécessaire de simuler des trajectoires
sur un nombre important de cycles avant de pouvoir utiliser la premiere observation du
systeme. Les particules « voyagent » donc dans ’espace des états sans guidage pendant
plusieurs étapes de suite. Ceci entraine une mauvaise exploration de I’espace en question
si le nombre de particules est insuffisant. L’algorithme s’initialise donc tres mal ce qui
explique le manque de stabilité des résultats.

Les valeurs des parametres estimés restent bonnes au vu des données réelles. Le temps
d’exécution du filtre est de deux jours en moyenne sur un ordinateur standard et une
soixantaine d’itérations completes sont nécessaires pour vérifier le critere de convergence.
Il apparait donc clairement que la complexité du systeme dynamique augmente de fagon
drastique les temps d’exécution et nombres d’itérations.

7.3.6 Cas ou I’évolution de la structure est stochastique

Nous reprenons le cas-test simple de la section mais cette fois en considérant
un modele de développement S stochastique :
— un bourgeon de CP 1 meurt avec une probabilité 1 — ps(1) ou bien il produit un
phytomere de CP 1 portant un bourgeon apical de CP 1, un bourgeon latéral de
CP 2 et une feuille avec une probabilité ps(1).
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— un bourgeon de CP 2 produit toujours un phytomere de CP 2 portant un bourgeon
apical de CP 2 et une feuille.

Les regles de production de & sont données par la figure [7.6,

Bl cri M P2

]-_ps(l)

I NI

Fi1G. 7.6 — Regles de production associées au cas-test stochastique. C'P = Classe Phy-
siologique.

Les parametres du modele sont toujours donnés par le tableau et le vecteur Ot
par :
@fOTLC = (:uv Sp? PZH P61= P62) .

Si I'évolution de la structure de la plante donnée par { N, },,>0 est déterministe, alors
les méthodes de filtrage de kalman sans parfum, de filtrage particulaire simple et convolé
peuvent étre utilisées pour I'estimation du vecteur de parametres © f,,.. Dans cette sec-
tion, nous supposons que cette évolution est stochastique. Le modele de croissance M est
alors un modele & saut de Markov, cf théoreme [7.1.2] Les méthodes de filtre particulaire
simple, convolé et Rao-Blackwellisé peuvent donc étre employées. Le filtre de Kalman ne
peut étre considéré car 'approximation de la loi de (X%, C,) conditionnellement a Y.,
par une gaussienne n’est pas raisonnable (le processus {C),},>0 a la méme dynamique
d’évolution que {N,},>0 qui est un processus de branchement multitype). Etant donné
que le filtre particulaire simple est moins stable que son homologue convolé (cf section
, il ne sera pas utilisé ici. L’étude complete de ce cas-test ne sera pas détaillée
car les résultats qui en découlent présentent de nombreuses similitudes avec ceux du
cas-test simple. Nous ne considererons que la situation ou 5 parametres sont a estimer
(contrairement aux résultats présentés dans le tableau . A titre de comparaison, les
résultats obtenus avec le filtre particulaire convolé pour le cas-test simple sont rappelés.

Globalement, les estimations des parametres sont légerement moins bonnes que pour
le cas-test simple ce qui est normal car le systeme dynamique est plus complexe. En
particulier, les parametres p et S, sont moins bien estimés (surtout pour le filtre Rao-
Blackwellisé). L’estimation des puits restent tout de méme tres convenable. Les temps
d’exécution et le nombre d’itérations avant convergence sont bien plus élevés que ceux
du cas-test simple. En effet, la suite {IV,, },,>0 est traitée cette fois comme un processus
aléatoire ce qui rajoute une grande variabilité au niveau des estimations. La convergence
est donc plus difficile a obtenir. Une différence notable entre le filtre convolé et le Rao-
Blackwellisé est le nombre de particules employé. Dans le cas du convolé, il faut 6000
particules pour avoir la convergence du filtre ce qui est deux fois plus que pour le cas-test
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Vraie valeur FPC FPRB
FPC cas-
test simple
I 9.5 x 1072 9.434 x 1072 | 9.048 x 1072 | 8.998 x 10~
Sy 2.5 2.523 2.660 2.748
P, 0.3 0.2997 0.2971 0.2988
P, 3 2.9984 2.8981 3.0273
P., 2 1.9985 1.8962 2.0401
Temps d’exécution (min) / ~ 30 74.2 243.8
Nombre d’itérations / ~ 60 71 610
Nombre de particules / 3000 6000 300

TAB. 7.8 — Résultats du cas-test de la section [7.3.6, Pour le FPC cas-test simple, les
temps d’exécution et nombre d’itérations sont des valeurs moyennes. FPC = Filtre
Particulaire Convolé. FPRB = Filtre Particulaire Rao-Blackwellisé.

simple. Ceci s’explique par 'augmentation de la taille de 1'espace des états (X' pour le
cas-test simple contre X' x C pour le cas-test de cette section). Il est donc normal que le
temps d’exécution augmente. En ce qui concerne le filtre de Rao-Blackwell, il ne faut que
300 particules car celles-ci ne parcourent uniquement que I'espace C et non X xC (voir la
description de la méthode dans la section [6.3.4]). Paradoxalement, le temps d’exécution
est bien plus important (un peu plus de trois fois supérieur). Ceci peut s’expliquer par
le fait que I'état caché z? des particules évolue avec un pas de filtre de Kalman sans
parfum a chaque étape de la méthode. Or la correction apportée avec un pas de filtre
de Kalman reste faible (surtout lors des dernieres itérations de l'algorithme). II faut
donc un grand nombre d’itérations completes avant de vérifier le critere de convergence.
Le filtre de Rao-Blackwell combine ainsi les défauts des méthodes particulaires (chaque
étape de l'algorithme doit étre répétée autant de fois qu’il y a de particules) et ceux du
filtre de Kalman (la correction apportée lors d'une étape est faible; un grand nombre
d’itérations est nécessaire pour avoir la convergence). Le filtre particulaire convolé est
donc beaucoup moins gourmand en temps de calcul.

Les deux méthodes permettent de bien retrouver les états cachés du systeme (en
particulier la vraie biomasse produite a chaque cycle de développement, voir figure [7.7)).

7.3.7 Bilan des méthodes

Cette section synthétise les résultats obtenus dans toute la section [7.3] En particulier
des conseils sont donnés quant au choix des méthodes a employer dans une situation
précise.

Bilan quand 1’évolution de la structure est déterministe

Les performances des méthodes de filtrage de Kalman sans parfum, de filtrage par-
ticulaire simple et convolé sont résumées dans le tableau (7.9
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— Originale

—— FPC
—— FPRB

4 10 15

Cycle de développement
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Fi1c. 7.7 — Estimation de la biomasse produite a chaque cycle de développement. Le
filtre particulaire Rao-Blackwellisé propose une estimation un peu meilleure. FPC =

Filtre Particulaire Convolé. FPRB = Filtre Particulaire de Rao-Blackwell.

FK | FP | FPC

Estimation des parametres | ++ | ++ | ++
Estimation des états cachés | ++ | + +
Convergence ++ | + +
Stabilité de I’estimation ++ | . +
Vitesse de convergence ++ | + .
Robustesse ++ | + +

Adaptativité au modele - + | ++

Facilité d’'implémentation + | ++
Stabilité numérique - + +

TAB. 7.9 — Bilan des méthodes pour le cas-test simple :

++ = tres bon; + = bon;

. = moyen; - = mauvais; - - = tres mauvais. FK = Filtre de Kalman. FP = Filtre

Particulaire. FPC = Filtre Particulaire Convolé.

Le filtre de Kalman propose de fagon générale une meilleure estimation que ce soit
au niveau des parametres ou au niveau de la biomasse produite a chaque cycle de
développement. Il est également le plus rapide a converger et propose une estimation
stable a chaque exécution compleéte de 'algorithme puisque celui-ci est déterministe (ce
qui n’est pas le cas pour les méthodes particulaires). En revanche, le filtre de Kalman
trouve ses limites quand les temps d’expansion ou d’activité sont élevés ou si la structure
de la plante est tres ramifiée. En effet, dans ce cas, la non-linéarité du systéme dynamique
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augmente et les équations du filtre ne sont plus valables. Les méthodes particulaires
proposent des estimations qui sont tout de méme bonnes et convergent plus lentement
si le nombre de parametres a estimer est élevé. Le filtre convolé est a privilégier au filtre
particulaire simple car plus stable au niveau de ses estimations. Le filtre convolé peut
également s’adapter a toute sorte de modele car les hypotheses nécessaires a sa mise en
place sont plus souples et il ne requiert aucun calcul complexe de densité.

En résumé, le filtre de Kalman est a privilégier pour des systemes dynamiques fai-
blement non-linéaires (temps d’expansion et d’activité inférieurs ou égaux a 2 et struc-
ture de plante peu ramifiée) car il propose une trés bonne estimation, converge bien et
rapidement. Si le systeme dynamique est plus complexe, il convient alors d’utiliser le
filtre particulaire convolé qui possede une grande capacité d’adaptation. Il est également
stable avec de bonnes estimations.

N.B. 7.16 Le filtre de Kalman sans parfum est plus difficile a implémenter que les
méthodes particulaires. En effet, les formules du filtre sont assez fastidieuses a écrire et
peuvent étre sources d’erreurs. En outre, la procédure de transformation sans parfum
fait appel a une décomposition de Choleski qui peut s’avérer numériquement instable si
les matrices en jeu sont mal conditionnées.

Bilan quand I’évolution de la structure est stochastique

Les performances des méthodes de filtrage particulaire convolé et Rao-Blackwellisé
sont résumées dans le tableau [Z.10l

FPC | FPRB
Estimation des parametres + +
Estimation des états cachés
Convergence . -

Stabilité de I'estimation : -
Vitesse de convergence - - -
Robustesse + +
Adaptativité au modele ++
Facilité d’implémentation | ++
Stabilité numérique ++

TaB. 7.10 — Bilan des méthodes pour le cas-test de la section . ++ = tres bon; +
= bon; .= moyen; - = mauvais ; - - = tres mauvais. FPC = Filtre Particulaire Convolé.
FPRB = Filtre Particulaire de Rao-Blackwell.

Le filtre particulaire convolé propose une estimation des parametres un peu meilleure.
Par contre, il converge beaucoup plus rapidement que le filtre Rao-Blackwellisé. Il est
de plus facilement adaptable a toute sorte de modeles qu’ils soient complexes ou non. Il
est donc a privilégier.
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Quelques remarques

e Filtrage et lissage : la plante étant mesurée a un cycle T,;,; donné, nous diposons
de toutes les données yo.7,,, des le départ. Dans cette situation, les méthodes de lissage
sont a privilégier pour I'estimation des parametres du modele. Cependant, nous avons
choisi de travailler avec des méthodes de filtrage. En effet, une itération complete d’une
méthode de lissage dure approximativement deux fois plus longtemps que celle d’une
méthode de filtrage du méme type (par exemple filtre de Kalman et lisseur de Kalman).
L’estimation fournie par la méthode de lissage est certes meilleure que celle fournie par
une méthode de filtrage apres une itération mais ce n’est plus le cas si 'on compare une
itération de lissage avec deux itérations successives de filtrage. Ainsi le ratio qualité de
I’estimation sur temps d’exécution est plus en faveur des méthodes de filtrage que de
lissage dans cette these.

N.B. 7.17 Le lissage est a privilégier en général car il utilise toute I'information yo.z,,,
a chaque étape de 'algorithme. Cependant, dans cette these, les algorithmes sont répétés
de nombreuses fois a la suite, chacune des nouvelles itérations reprenant le vecteur de
parametres résultant de 'itération précédente. En faisant ainsi, les méthodes de filtrage
utilisent également toute I'information yo.r,,. mais en décalé d'une itération a l'autre.

e Calibrage des « autres » parametres du modele : Certains parametres fixés
intervenant dans les algorithmes (par exemple, le nombre de particules M nécessaire
pour permettre a I'estimateur de converger) peuvent varier suivant les modeles étudiés.
Lorsque l'on travaille avec des données simulées selon un modele de plante précis, ces
parametres sont déterminés par la pratique (on connait alors la vraie valeur du jeu © sy,
il suffit d’ajuster les parametres fixés pour retrouver cette valeur par les méthodes d’es-
timation). Dans le cas de données obtenues a partir de plantes réelles, cette démarche
ne peut plus étre appliquée puisque ’on ne connait pas a priori © fo,.. Pour contourner
ce probleme, il suffit d’ajuster les parametres fixés a partir de données simulées cor-
respondant a un modele de plante équivalent (il faut choisir un modele de plante avec
les mémes temps d’expansion et d’activité, les mémes regles de production et le méme
nombre de parametres dans © s, ). Les parametres ainsi calibrés sont bien adaptés pour
traiter les vraies données.

7.4 Estimation des bruits et distribution des para-
metres

Dans cette section, nous proposons tout d’abord des estimateurs pour les variances
K, et matrices de covariance R,, n € IN, associées respectivement aux bruits de modé-
lisation et aux bruits de mesure (section [7.4.1). Les estimateurs sont obtenus a partir
de l'estimation des états cachés augmentés du systeme dynamique. Il est a noter que
cette procédure n’est possible que parce que 'estimation de ces états ne dépend pas du
choix des bruits pourvu que ceux-ci vérifient certaines conditions (voir la section .
Le deuxieme point de cette section est la mise en place d’une procédure pour obtenir la
distribution a posteriori du vecteur de parametres 0, (section . Cette technique
repose sur l'utilisation du bootstrap paramétrique (voir Bradley and Tibshirani| (1994)).
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Pour toute la section, nous supposons que les bruits de modélisation {w,, }n>¢ sont
des copies indépendantes d’une méme variable aléatoire w centrée et de variance K.
Nous avons donc :

¥n >0, K,=FKu, =K.

7.4.1 Estimation des bruits de modélisation et de mesure

Une méthode d’estimation des variances K et o2 est proposée dans cette section

dans le cas ou l'évolution de la structure { N, },>o est déterministe. A titre de rappel,
K est associé au bruit de modélisation w,, dans I’équation de production ([7.7)) :

Qn - (I)n(Q(n—Tact)+> ey Qn—la NO—>n7 Ena ®fonc)(1 + Wn)a n 2 1.

La variance o2 est associée a l'erreur de mesure €% (i) de la masse d'un organe de type
o € O (voir équation (7.2)) :

min(Tops+1-n,T¢,,,)—1
o

MTobs—l—l,Tobs—&-l—n(i) = Z AZZ—IH(QWHJ? NOHnJrlJrla @fOﬂC)—i_GZ(Z’)? t=1,... 7%0'
=0

Nous supposons que les états cachés du systeme dynamique ont été estimés par une des
quatre méthodes d’inférence bayésienne a partir d’'un ensemble de données y.y. Grace
a ces estimations, nous en déduisons :

— Destimation © fone du vecteur de parametres O fop ;

— l'estimation Qn des quantités de biomasse (), créées au cycle de développement
n e {O, c. 7Tobs}-

L’estimateur K7, de K est alors défini de la facon suivante :

Définition 7.4.1 (Estimateur de K) L’estimateur Kr, de K est donné par :

~ ~ 2
[A( i 1 ozbs Qn - (Q (n—Tact)t> - -+ 7@11717 NOHTH Ena @fonc>
To s A A~
b Tobs - 1 n(Q(n_Tact)+7 ey Qn_l, N()_)n, En, @fonc)

n=1

La terme (Qn—Pn(Quu-1u0)ts - - s @1, No—n, En, O onc) )/ Qn peut s’interpréter comme
une réalisation de la variable aléatoire centrée w. L’estimateur fourni par la définition
1] est bien alors un estimateur de la variance de w c’est-a-dire de K. De facon ana-
logue nous donnons un estimateur 67, pour I'écart-type o associé a la mesure de la
masse d'un organe de type o € O :

Définition 7.4.2 (Estimateur de 0°) L’estimateur 6%, de o° est donné par :

Tobs mln( Tops+1— nTeIP) 1

(&%obs) b 1 Z ’/VO yn o Z AlZil(Qn+l7 NOHn+1+l7 éfonc)

=0

avec N,° le nombre d’organes de type o créés au cycle n et (yn)o leur

masse moyenne (cf section :

— ]
o MTobs+17Tobs+17n
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Il est alors facile d’en déduire un estimateur R,, de la matrice de covariance R,, associée
ay, :

Définition 7.4.3 (Estimateur de R,) L’estimateur R, de R, est donné par la ma-
trice diagonale dont les éléments diagonauz sont les composantes du vecteur (.. ., (&%ObS)Q/%O, e ocO-

N.B. 7.18 L’étude théorique de ces estimateurs n’est pas faite dans cette these.

7.4.2 Distribution a posteriori des parametres

Un fois que les matrices de covariance associées aux bruits de modélisation et de
mesure sont connues (qu’elles soient fixées ou estimées), il est possible de déterminer
la distribution a posteriori du vecteur de parametres © s, en utilisant une procédure
de bootstrap paramétrique. Nous pouvons alors en déduire un intervalle de confiance
pour chacun des parametres estimés. Supposons dans un premier temps que les bruits
de modélisation et de mesure sont inconnus et que 1’on cherche a les estimer en priorité.
La procédure est alors la suivante :

1. Récolter un jeu de données yo.7,,,

2. Estimer les vecteurs d’états cachés 2 en choisissant K < 1072 et R,, une matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont inférieurs & 1072. On obtient alors une
estimation de la biomasse créée a chaque cycle de développement donnée par Qn,
n € {0,...,T,s}, et une estimation du vecteur de parametres 6 Fone-

3. Calculer les eAstimaAtions des variances des bruits de modélisation et de mesure
données par K et R,.

4. Générer un ensemble de données fictives y((]f)TobS avec i € {1,...,200} a partir des
bruits estimés K et R,,.

5. Estimer a nouveau le vecteur de parametres ©,,. pour chaque jeu de données

y(()fgpobs, i€ {1,...,200}, en attribuant aux bruits la valeur donnée par les estima-
tions K et fin Le résultat est noté égfgm
6. Déterminer la distribution expérimentale de I’ensemble {(;)Sf()mc, i=1,...,200} et

les intervalles de confiance associés a chacun des parametres.

Rappelons une nouvelle fois que, dans les étapes 2 et 5 de la procédure décrite ci-
dessus, 'estimation des états cachés augmentés dépend peu des bruits pourvu qu'’ils
vérifient la condition qu’on leur impose (cf section [7.3.4)). En particulier, le fait que 'on
impose une forme particuliere a la matrice de covariance L,, associée au vecteur gaussien
U, (voir I'équation d’évolution associée a O fo,.) n'influence en rien la méthode
ci-dessus. En effet, nous n’avons besoin de L, que pour l'estimation des parametres
et non pour générer les nouvelles données de ’étape 4 (ce sont ces nouvelles données
qui vont permettre d’obtenir la distribution a posteriori). Dans le cas ou les bruits de
modélisation et de mesure sont fixés, la procédure associée est la méme que ci-dessus en
ne conservant que les étapes 4 a 6 et en générant les données fictives a partir des valeurs
fixées des matrices de covariance.
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Nous avons appliqué cette méthode au cas-test 1 pour le filtre de Kalman sans
parfum, le filtre particulaire et le filtre particulaire convolé. Les estimations des bruits
de modélisation et de mesure pour chacune des méthodes sont données dans le tableau

11l
Vraie valeur FK FP FPC
K | 625x107* | 6.453 x 10~* | 3.257 x 1073 | 3.039 x 1073
o° | 25x 1072 | 2976 x 1072 | 4.781 x 1072 | 4.491 x 102

TAB. 7.11 — Estimation des bruits de modélisation et de mesure pour un jeu de données
du cas-test simple. FK = Filtre de Kalman. FP = Filtre Particulaire. FPC = Filtre
Particulaire Convolé.

Les distributions a posterior: empiriques sont données par la figure [7.8] et les inter-
valles de confiance par le tableau [7.12
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Fi1G. 7.8 — Histogrammes des distributions a posterior: du vecteur de parametres © fon
pour chacune des trois méthodes.

Ces résultats nous confirment a nouveau que les estimations des parametres p et S,

sont plus précises avec le filtre particulaire convolé. Le filtre de Kalman est plus précis
pour l'estimation des puits. Notons de fagon générale que la variance des estimations
est toujours plus importante pour i et S, que pour les puits. Ces deux parametres sont
plus difficiles a estimer.
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FK FP FPC
[ | [8.96 x 1072:10.17 x 107] | [8.78 x 10~2:10.33 x 107] | [8.96 x 10-2;9.91 x 107
S, [2.28:2.71] [2.22:2.73] [2.35:2.68]
p, 0.299 :0.300] [0.284:0.314] [0.289:0.310]
P, [2.99:3.00] [2.96:3.03)] [2.97:3.02]
P, [1.99:2.00] [1.97:2.02] [1.98:2.02]

TAB. 7.12 — Intervalle de confiance & 95% pour les distributions de la figure [7.8} FK =
Filtre de Kalman. FP = Filtre Particulaire. FPC = Filtre Particulaire Convolé.

N.B. 7.19 Pour les méthodes de filtrage simple et convolé, il est possible d’avoir la
distribution a posteriori du vecteur de parametres © s, en utilisant le poids des parti-
cules. Pour ce faire, il faut reprendre les trois premieres étapes de la méthode précédente.
Ensuite, il faut a nouveau appliquer le filtre pour I'estimation des états cachés augmen-
tés en utilisant le méme jeu de données .. Les poids finaux des particules associés
a la valeur des états cachés augmentés correspondants ciblent bien la distribution a
posteriori de © fop.

7.5 Application a la betterave sucriere

Nous appliquons les méthodes d’inférence bayésienne pour I’estimation du vecteur de
parametres O f,,. associ¢ a un modele de croissance de la betterave sucriere. Le vecteur
des observations y.n est construit a partir de vraies données botaniques transmises par
l’ITBE] (= Institut Technique de la Betterave). Le modele de croissance de plante utilisé
est GreenLab 1 (voir la description complete dans Lemaire et al.| (2008) et Lemaire
(2010)). Trois types d’organes sont pris en compte : la racine, les pétioles et les limbes.
Le modele de développement est décrit de la fagon suivante :

— Au cycle 0, la germination de la graine donne une racine avec une feuille ;

— Une nouvelle feuille apparait a chaque cycle de développement.

La figure donne un exemple de betterave produit par le modele GreenLab 1.

~-
\

F1a. 7.9 — Betterave simulée par le modele de croissance GreenLab 1, cf Lemaire (2010).

L’ensemble O associé aux organes est donné par :

O ={rlp}

Les données utilisées pour I'estimation correspondent a des valeurs moyennes sur une
dizaine de plantes. Le temps d’observation vaut T,,s = 51. La racine est en expansion

thttp ://www.itbfr.org/
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permanente durant la croissance de la betterave (son temps d’expansion est choisi égal
a 130). Les temps d’expansion des limbes et pétioles sont supérieurs a 1 et dépendent
du rang d’insertion des feuilles sur la betterave (voir la figure|7.10)). Soit alors T2, pour
o€ {l,ptetne{l,...,Tys}, le temps d’expansion d’un organe o placé au rang n et

17, le maximum de ces temps d’expansion pour un organe o donné :

TS =max{Tol n=1,..., Ty}

exp exp’

Les temps d’activité des feuilles varient également en fonction de leur rang sur la plante
(cf figure [7.10)). Notons 77, le temps d’activité d'une feuille placée au rang n.

80 T T T T

0~ —

In . i @
=] =] = =]
T T T T

| | |

Cycle de développement

X
=]
T
|

—— Temps d'activité
—— Temps d'expansion

0 | | 1 | 1 | 1 1 | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Rang d'insertion des feuilles

F1G. 7.10 — Temps d’expansion et d’activité des feuilles en fonction de leur rang d’in-
sertion sur la betterave.

L’équation de photosynthese est donnée par I’équation ([2.11)) du chapitre [2| :

Ky SEOt
Qn =PAR, RUES, (1 —exp | — 5 n>1.
p

Le puits d'un organe o € O placé au rang n est donné par I'équation (2.12)) du chapitre
:

erp

o on ao—1 o o.n o—1
kTS, /TSR + 0.5 KT,/ To0 + 0.5\ "
o 1— To , ked{o,...,

erp erp

po,n(k) = PoNo (

L’ensemble des parametres du modele est donc donné par le tableau [7.13] Les valeurs
environnementales PAR,, sont données par la figure [7.11]

Le vecteur de parametres O s, est le suivant :

@fonc = (RUE7 Sp7 Ppa ﬁlv 617)

Ton -1},
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Parametres | Description Valeur Nature Unité
Par, Facteur environnement au . Mesuré Jm™?2
cycle n
K, Variance du bruit de modélisa- | 6.25 x 107* | Fixé | Sans Unité
tion
o, Ecart type du bruit de mesure | 2.5 x 1072 | Fixé g
RUE Radiation Use Efficiency [0.01;0.25] | Estimé g.J !
Sp Surface foliaire spécifique [0.001;0.05] | Estimé m?
ky Coeflicient d’extinction de la 0.7 Fixé | Sans Unité
loi de Beer-Lambert
P, Force de puits d’un limbe 1 Fixé | Sans Unité
Qy Coefficient de la loi béta 2.81 Fixé | Sans Unité
B Coeflicient de la loi béta [1; 20] Estimé | Sans Unité
P, Force de puits d'un pétiole [0.5; 10] Estimé | Sans Unité
a, Coefficient de la loi béta 3.64 Fixé | Sans Unité
By Coeflicient de la loi béta [1; 20] Estimé | Sans Unité
P, Force de puits de la racine 600 Fixé | Sans Unité
Q. Coefficient de la loi béta 6.16 Fixé | Sans Unité
0, Coefficient de la loi béta 5.57 Fixé | Sans Unité
e Masse surfacique d’une feuille 83 Mesuré g.m~2
Qo Biomasse contenue dans la 0.003 Mesuré g
graine

TAB. 7.13 — Valeurs des parametres pour le modele de betterave. Le parametre S, rend
compte de l'effet compétition. « Mesuré » signifie que le parametre est mesuré directe-
ment a partir de données botaniques. « Fixé » signifie que la valeur des parametres a
été fixée. Enfin, « Estimé » signifie qu’il s’agit d’'un parametre a estimer a partir des
données. Dans ce cas, 'intervalle indiqué dans la case valeur correspond a l'ordre de
grandeur du parametre (qui a servi a l'initialisation de ’algorithme).

Ce vecteur peut étre estimé a priori par le filtre de Kalman sans parfum, le filtre
particulaire simple et convolé car 'évolution de la structure {N, },>o est déterministe.
Etant donné que les temps d’expansion et d’activité sont tres supérieurs a 1, la non-
linéarité du systeme devient plus importante, en particulier lors des premiers stades
de croissance. Il n’est donc plus possible d’appliquer le filtre de Kalman car celui-ci
diverge. Le filtre particulaire convolé sera préféré a la version simple car plus stable.
C’est donc le filtre convolé qui est utilisé pour I'estimation. Les résultats sont donnés
dans le tableau Etant donné le temps d’exécution important du filtre (plus de
deux jours par exécution sur un ordinateur standard), seulement quatre vecteurs de
parametres O f,,. ont pu étre estimés. Nous pouvons remarquer que les estimations sont
moins stables surtout pour les parametres 3 des puits. Ceci est dii a un nombre de
particules employé trop faible par rapport a la complexité du systeme. En effet, nous
n’avons pu utiliser que 8000 particules (ce qui correspondait a la limite de la mémoire
accordée par Matlab 7.9.0 (R2009b)) alors que 12000 auraient été plus appropriées.
Afin de tester I’adéquation des parametres avec les vraies données botaniques, nous
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Fi1G. 7.11 — Valeur du PAR,, en fonction du cycle de développement.

avons simulé la croissance d'une betterave (sans bruit de modélisation ni de mesure) en
utilisant la moyenne des parametres estimés du tableau[7.14] et relevé le poids des organes
ainsi obtenus. La comparaison entre valeurs simulées et valeurs réelles est donnée par
la figure Les résultats sont plutot concluants surtout pour les limbes. Ils sont un
peu moins bons pour les pétioles mais restent dans le méme ordre de grandeur. Quant
au poids de la racine, la valeur simulée est de 113 g contre 220 g dans la réalité. Un tel
écart peut s’expliquer par I’équation de photosynthese employée qui n’est peut étre pas
optimale.

N.B. : En raison du manque de temps, nous n’avons pas fait I'estimation de la
distribution a posteriori des parametres.

RUE S, P, Bi 3,

Résultat 1 | 0.3714 | 7.231 x 105 | 0.9814 | 6.6892 | 15.8227
Résultat 2 | 0.3784 | 8.211 x 103 | 0.9836 | 8.0781 | 17.5643
Résultat 3 | 0.3698 | 7.988 x 1073 | 0.9823 | 8.1231 | 17.4328
Résultat 4 | 0.3778 | 7.047 x 10~% | 0.9833 | 7.3050 | 18.8205

TAB. 7.14 — Estimation des parametres du vecteur ©,,. en exécutant 4 fois I’algorithme
complet jusqu’a convergence.
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Fia. 7.12 — Comparaison des poids des pétioles et des limbes. Chaque graphique compare
les poids obtenus avec les parametres moyens estimés et les vraies données.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

8.1 Principaux apports

Tout au long du manuscrit, nous avons tenté de répondre aux problématiques énon-
cées dans l'introduction a savoir :

— Danalyse et la comparaison des différentes représentations de I'organogenese ;
— I’étude de motifs dans la structure de la plante;
— T'utilisation de la combinatoire concernant 1’étude des structures de plante;

— l'estimation des parametres pour des modeles de croissance de plantes avec déve-
loppement stochastique.

L’un des principaux apports de la these est un effort de généralisation des résul-
tats concernant 1’étude du développement stochastique de la plante et ’estimation des
parametres liés au fonctionnement. En effet, les différents travaux n’ont pas pour cible
un modele de croissance particulier mais une classe de modeles structure-fonction re-
présentée par le métamodele M. Les résultats obtenus dans ce cadre sont donc valables
pour tout modele vérifiant les hypotheses énoncées dans le chapitre 2l Nous avons égale-
ment présenté un nouveau modele de développement S généralisant celui introduit par
Kang et al.| (2008]). Ce dernier a été décrit sous trois angles différents : modélisation des
processus (chapitre , processus de branchement multitypes (chapitre |3]) et L-systemes
stochastiques (chapitre [f)). Chacun de ces angles a ses propres avantages. Ainsi, la mo-
délisation fait le lien entre la botanique et les mathématiques. Cette représentation de
S est un prérequis indispensable a son étude qu’elle soit probabiliste ou combinatoire.
L’approche processus de branchement nous permet de traiter des questions comme la
finitude de la croissance. Enfin, la description de S par des L-systemes stochastiques
nous a conduit a I’élaboration d’un nouveau cadre combinatoire pour la croissance des
plantes. L’une des principales nouveautés concerne 1'utilisation des mots de Dyck pour
coder la structure de la plante ce qui permet de conserver sa topologie. Un tel cadre
couplé avec la méthode symbolique du chapitre |4 a rendu possible le calcul des distri-
butions associées a certains motifs dans la structure de la plante (apex, structure en
Y ...). L’approche combinatoire apparait tout de méme plus générale que 'approche
probabiliste. En effet, les processus de branchement introduits dans le chapitre [3| ne

175
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permettent pas I’étude de motifs puisqu’ils ne conservent pas la topologie de la plante.
En revanche, nous avons montré que ’approche combinatoire était équivalente a celle
des processus de branchement lorsque I'on s’intéresse aux occurrences de mots composés
d’une seule lettre.

Cette these contribue également a 1’étude probabiliste du développement de la plante.
La différenciation du bourgeon apical a été modélisée par des phases-types multivariées.
Ensuite, les fonctions génératrices associées au développement complet (organogenese et
différenciation) ont été établies ce qui permet par dérivation de calculer I’espérance et la
variance du nombre d’organe de tout type. Ces travaux apparaissent également comme
une généralisation de ceux présentés dans |[Kang et al.| (2008]). En revanche, le calcul des
distributions de motifs via la méthode symbolique est entierement nouveau. Enfin, nous
avons aussi proposé une breve étude de la finitude de la croissance des plantes dont le
modele de développement est donné par S.

Du point de vue mathématique, un autre apport majeur de la these est la mise
en place d’'une méthode symbolique pour déterminer la distribution du nombre d’oc-
currences d’'un mot donné dans un texte généré aléatoirement par un L-systeme sto-
chastique. Dans cette optique, une structure de semi-anneau reposant sur de nouveaux
opérateurs union et concaténation a été établie pour I'ensemble composé des ensembles
de mots pondérés construits a partir d’'un alphabet donné. Nous proposons également
quelques théoremes de décomposition algébrique afin de trouver une spécification adé-
quate.

Du point de vue statistique, les travaux de la these ont contribué aux problématiques
d’estimation des parametres que ce soit pour le développement ou le fonctionnement.
Concernant le développement, nous avons proposé une méthode généralisant celle de
Wang et al.| (2009). En effet, grace a 'utilisation de la méthode symbolique, il est possible
de faire I'estimation des parametres non seulement a partir du nombre de phytomeres
mais également a partir de données botaniques liées a la topologie de la plante. Ceci
permet de travailler avec des éléments de la plante qui sont plus facilement repérables
(structures en Y, bouts de tige ...) et donc réduit le risque d'un comptage erroné lors
de la récolte des données.

Concernant le fonctionnement, nous avons écrit M sous la forme d’un modele sta-
tistique permettant I’estimation des parametres grace a une approche bayésienne. L'un
des points forts de la méthode est d’étre applicable méme dans le cas ou le modele
de développement est stochastique. Dans cette optique, nous avons auparavant fait une
présentation dans un cadre statistique unifié de quatre méthodes d’inférence bayésiennes
pour des modeles de Markov cachés. Les performances de ces méthodes ont ensuite été
analysées et comparées via trois cas-tests. Finalement, un ensemble de recommandations
a été donné quant a leur utilisation.

Tous ces résultats ont donné lieu a 2 publications dans des journaux avec comité
de lecture, 5 publications dans les actes de conférences internationales (dont 2 dans la
prestigieuse série DMTCS Proceedings) et deux rapports de recherche INRIA (voir la
page 181).
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8.2 Perspectives

Cette section présente quelques axes de développement possibles compte tenu des
travaux réalisés jusqu’a présent.

8.2.1 Généralisation du métamodele

Les hypotheses du métamodele introduit dans le chapitre [2| sont assez restrictives.
Afin d’élargir la classe des modeles concernés, il serait bien d’introduire la topologie
comme une variable affectant le fonctionnement de la plante. En effet, dans le mo-
dele de croissance LIGNUM par exemple (voir |Perttunen et al. (1996)) et Perttunen
et al. (1998)), la topologie de la plante a un cycle de développement donné affecte non
seulement la production de biomasse par photosyntheése mais également son allocation
a l’ensemble des organes en expansion. C’est le cas également des modeles GreenLab
lorsque la croissance secondaire des axes est prise en compte avec un « pipe model » (voir
Shinozaki et al.| (1964) et Letort (2008])). La biomasse allouée aux cernes au niveau d’un
phytomere donné dépend du nombre de feuilles situées en aval du phytomere en question.

La topologie de la plante au début du cycle de développement n peut étre représentée
par un vecteur 7, traduisant la facon dont les organes sont reliés les uns aux autres.
Deux situations sont a envisager :

e la topologie de la plante est fixée, c’est-a-dire que la suite (73,),>0 est connue avant
méme le début de la croissance : dans ce cas, le systeme plante peut-étre décrit
par ’équation de photosynthese suivante :

Qn+1 = (I)n<Q(n+1—Tact)+7 < >Qn> NOHnJrla En+17 Tn+17 @fonc)(l + wn+1)7 0< n,
et par I’équation d’allocation :

min(k, T2, )—

exp

TCL),]@ - Z Aln.H Qn—i—lu N0—>n+1+l7Tn+l+17 @fonc>7 0 S n, 0 S k S n.

Etant donné que (7,),>0 est supposé connue a lavance, I’étude de ce systeme
dynamique est similaire a ceux présentés dans la these.

e la topologie n’est pas fixée : plusieurs causes peuvent conduire a cette situation.
Nous ne considérons seulement ici que le cas ou le développement est déterministe
et la topologie au début du cycle n + 1 ne dépend que de la biomasse produite
au cycle n et de la topologie au début du cycle n. C’est typiquement le cas du
modele GreenLab 3(voir|Mathieu et al.| (2009)) avec rétroaction du fonctionnement
sur 'organogenese. Dans ce cas, le vecteur de topologie T, vérifie une relation de
récurrence du type :

Tn+1 = jn+1<Tn7 Qm ®fonc)-
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La croissance de la plante est alors caractérisée par le systeme d’équations suivant :

Tn+1 == jn+1<Tn7 Qna @fonc)a 0 S n,
Qn+1 = q)n<Q(n+1fTact)+7 cee 7Qn7 NOﬂnJrla EnJrla Tn+17 ®fonc)(1 + WnJrl)a 0 < n,
min(k,T¢,,)—1

N
M&k = Z AlfH_l(QnJrh NOﬂn+1+l7Tn+l+17 @fonc)a 0 < n, 0 < k <n.
=0

Ce systeme peut encore étre mis sous la forme d’un modele de Markov caché en
écrivant I’état caché a partir des ensembles de vecteurs {Q,,n > 0} et {T,,,n > 0}.
I1 est donc a nouveau possible d’estimer O,y a partir des méthodes d’inférence
bayésiennes du chapitre [0]

8.2.2 Développement et exploitation de la méthode symbo-
lique

Les travaux concernant la méthode symbolique du chapitre |4 sont encore loin d’étre
terminés. Il reste en effet un certain nombre de points a améliorer pour en augmenter
son efficacité. Le plus important est sans aucun doute 'obtention d’une spécification
appropriée pour les classes combinatoires d’intérét. En effet, dans cette these, nous ne
proposons pas de méthode de décomposition qui permettent d’écrire automatiquement
une spécification adéquate, c’est-a-dire un ensemble d’équations algébriques qui peut
se traduire directement en un systeme d’équations fonctionnelles faisant intervenir les
fonctions génératrices d’intérét. Deux théoremes généraux de décomposition ont été
énoncés mais ceux-ci n’aboutissent pas toujours a des concaténations non-génératrices
par rapport au mot étudié (voir la section et donc & des constructions admis-
sibles. L’utilisation des regles de transformation n’est pas envisageable dans ce cas-la.
Il conviendrait donc d’établir de nouveaux théoremes décomposant les classes combina-
toires avec uniquement des concaténations non-génératrices.

Ensuite, nous n’avons pas exploité tout le potentiel des relations de récurrence entre
fonctions génératrices obtenues par application de la méthode. Pour le moment, nous
avons uniquement établi des systemes d’équations perrmettant de calculer de maniere
récursive les distributions de probabilité associées au nombre d’occurrences du mot d’in-
térét ou encore les moments correspondants. Pourtant, de nombreux outils et méthodes
ont été développés en analyse combinatoire pour étudier notamment le comportement
asymptotique des structures combinatoires impliquées a partir du systeme des fonctions
génératrices en question (voir Flajolet and Sedgewick (2009)).

Enfin, il faudrait multiplier les exemples illustrant la méthode symbolique au niveau
des plantes en proposant de nouveaux types de motifs a étudier. De plus, il serait
bien d’étendre le champs d’application de cette méthode a d’autres domaines de la
biologie. Par exemple, les séquences d’ADN soumises a des mutations peuvent étre vues
comme des textes générés aléatoirement par des L-systemes stochastiques. La méthode
symbolique initiée dans cette these pourrait étre envisagée pour 1’étude d’occurrences
de motifs dans ces séquences d’ADN en mutation.
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8.2.3 Estimation des parametres

Il reste également de nombreux travaux a accomplir concernant I’estimation des para-
metres du modele de développement stochastique S et du métamodele M. Par exemple,
pour chacun des deux modeles, nous avons supposé connaitre 1’age des organes compo-
sant la plante au moment ou elle est observée (pour le développement, il s’agit du cas ou
le nombre de plantes disponibles est faible). Cette hypothese est assez restrictive. Dans
le cas d'une organogenese stochastique avec possibilité de pause dans le développement
des bourgeons, il est en général impossible de donner ’age des organes avec exactitude
ce qui peut fausser completement les procédures d’estimation. Il faudrait donc réfléchir
a de nouvelles observations ne faisant pas intervenir 1’age des organes. Concernant 1’es-
timation des parametres liés au développement, une solution serait de considérer des
distributions de motifs dans des structures de plante qui ne sont pas caractérisées par
leur age mais par leur position dans la plante. Une telle démarche peut étre envisageable
avec la méthode symbolique du chapitre

Concernant le modele S, il faudrait mettre en place une méthode découplant 'es-
timation des parametres liés a la différenciation de ceux associés a 'organogenese. En
effet, les parametres de la différenciation sont riches d’interprétation botanique. Par
exemple, les temps de séjour moyens dans une classe physiologique ¢ donnée sont re-
présentés par les parametres );. En observant ces temps de séjour sur une population
de plantes, il serait possible d’estimer \;, i € {1,...,CP,}. Le fait de découpler les
procédures d’estimation donnerait aux parametres estimés un sens botanique plus fort.

Il faudrait également optimiser les algorithmes d’estimation des parametres liés au
fonctionnement. Les temps d’exécution de ces algortihmes sont trop élevés (estimation
de cinq parametres pour la betterave = 2 jours sur un ordinateur standard!). C’est en
particulier le cas si la plante étudiée est tres ramifiée, possede des temps d’expansion
et d’activité élevés ou si le nombre de parametres a estimer est important. En effet, les
algorithmes mettent plus de temps pour se stabiliser. Dans le cas des méthodes par-
ticulaires, il se peut méme que la convergence n’ait pas lieu a cause du nombre trop
important de particules a employer. Plus spécifiquement, un probléeme se pose au niveau
de linitialisation des algorithmes (voir la section . Lorsque les temps d’expansion
sont élevés, il est en effet nécessaire de simuler des trajectoires sur un nombre important
de cycles avant de pouvoir utiliser la premiere observation du systeme. Les particules
« voyagent » donc dans l’espace des états sans guidage pendant plusieurs étapes de suite
ce qui entraine une mauvaise exploration de ’espace en question. L’algorithme s’initia-
lise donc tres mal et cela peut aboutir a sa divergence. Une solution serait d’employer
une approche « backward » (cf [Trevezas and Cournede (2011)). Au lieu d’estimer suc-
cessivement les quantités de biomasse )1 a (J7,,., nous faisons 'inverse, c’est-a-dire de
Qr,,. & Q1. Dans le cas « forward » (celui de la these), I'initialisation nécessite d’estimer
les biomasses 1 & Qry . Il faut donc attendre T,7, étapes avant d’utiliser les premieres
données botaniques. Dans le cas « backward », nous pouvons utiliser les données des
I'estimation de Qr,, (en prenant les masses des organes apparus au cycle T,p). Les
particules sont donc guidées des le départ ce qui améliore les chances de convergence.

Toujours concernant le fonctionnement, 'estimation des bruits de mesure et de
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modélisation est encore loin d’étre satisfaisante. Les méthodes mentionnées dans la these
reposent sur I'estimation des états cachés. Tout biais sur cette estimation en entraine un
sur celle des bruits. Ceci engendre donc des problemes de précision quant a ’estimation
de la distribution a posteriori du vecteur de parametres O ¢,,. et en conséquence les in-
tervalles de confiance sont erronés. Il faudrait donc mettre en place des estimateurs plus
efficaces. Dans le cas des méthodes particulaires, il est possible de propager les particules
selon une distribution de Wishart inverse (voir |(O’Hagan and Forster| (2004) et |Caron
(2006))). Cette distribution est particulierement adaptée pour l'estimation des matrices
de covariance de lois normales. Il s’agirait donc d'une voie possible pour I'estimation des
bruits. Cette méthode pourrait également étre employée directement pour 1’estimation
de la distribution a posteriori des parametres de M en considérant un modele d’évo-
lution gaussien pour le vecteur aléatoire O f,,.. Un autre axe de développement serait
I’amélioration du modele statistique associé a M. En effet, nous avons choisi un bruit de
modélisation multiplicatif et un bruit de mesure additif. Ce modele est assez simple et
pourrait étre modifié pour mieux correspondre a la réalité botanique. Nous pouvons par
exemple introduire du bruit dans le modele d’allocation donné par la fonction Al (voir
la section ou encore améliorer le bruit de mesure en proposant des matrices de
covariance traduisant des dépendances entre les mesures des différents organes (lorsque
I’on coupe une feuille et que I'on sépare le pétiole du limbe, il est facile de constater que
le choix de la zone de séparation influence a la fois le poids du pétiole et celui du limbe).
Des techniques de sélection de modeles pourraient étre envisagées pour choisir celui qui
reproduit au mieux le comportement biologique de la plante.

Les méthodes bayésiennes permettent l'estimation des parametres associés au modele
de Markov caché. Il existe cependant d’autres familles de méthodes qui ont également
fait leurs preuves. Trevezas and Cournede| (2011)) propose une approche fréquentiste en
utilisant un estimateur du maximum de vraissemblance calculé a partir d’une variante de
I’algorithme Ezpectation-Maximization. Cette méthode a été appliquée avec succes sur
un cas particulier du modele de croissance GreenLab 1. Il serait intéressant de comparer
les deux approches sur un méme cas-test et de repérer les forces et les faiblesses de
chacune d’entre elles.

Enfin, la these manque de mise en ceuvre pratique sur données réelles. Concernant
I'estimation des parametres liés au développement, le pin (Wang et al. (2009)) peut
étre un beau cas-test. Il faudrait également compléter et améliorer I'étude des para-
metres associés au fonctionnement de la betterave (voir le chapitre [7)) avec notamment
I’estimation de la distribution a posteriori ou encore la réduction des temps de calcul.

8.2.4 Le mot de la fin

Cette these apporte quelques modestes contributions au monde des modeles de crois-
sance de plantes que ce soit en modélisation, en probabilité, en combinatoire ou en
statistique. Elle s’ouvre également sur de nombreuses perspectives. Tous ces travaux
montrent bien la richesse des problemes mathématiques inhérente au domaine d’appli-
cation en question. Il s’agit d’'un domaine passionnant qui a encore beaucoup a offrir
aux mathématiciens et qui, inversement, a beaucoup a gagner de l'utilisation des ma-
thématiques.
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Annexe A

Compléments de probabilité

A.1 Fonctions génératrices

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Soit Z une variable aléatoire de (92, F,P)
vers 1’espace mesurable (IN™, P(IN™)) avec P(IN") I’ensemble des parties de IN".

Définition A.1.1 (Fonction génératrice) La fonction génératrice de Z est une ap-
plication ¥ de [0, 1™ dans [0, 1] définie de la facon suivante :

V(z1,oom) € 0,07 W(z,zm) = Y P(Z= (k.. k) ]2
(k1yeeesfom ) ENM i=1

Comme Z P (Z = (k1,..., km)) =1, le rayon de convergence d’une fonction
(K1 e o ) EN
génératrice est au moins égale a 1. La fonction génératrice est donc continue sur [0, 1]™
(elle y est aussi convexe) et en particulier ¥(1,,) = 1 avec 1,, le vecteur de taille m dont
toutes les composantes sont nulles. Il s’agit également d’un outil probabiliste tres utile
pour le calcul des moments d'une variable aléatoire :

Théoreme A.1.1 Si la i-éme composante Z; de Z admet un moment d’ordre r > 1
alors,
o'v
0z]

avec |E 'espérance d’une variable aléatoire.

(1)) = E[Z(Z; — 1) ... (Zi — 1+ 1)]

Preuve Ce résultat se démontre facilement en faisant une récurrence sur r et en appli-
quant le lemme d’Abel (applicable puisque E[|Z;|"] < 00).

OJ
Corollaire A.1.2 Si la i-eme composante Z; de Z admet un moment d’ordre 2 alors,
ov
E[Z;] = 1,,) et
20 =5 (L)«
0> o o ?
VIZ] = S )+ 5 t) = ()

avec V la variance d’une variable aléatoire.
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Preuve Il s’agit d’une conséquence immédiate du théoreme précédent en prenant les
valeurs 1 et 2 pour r et en combinant les équations obtenues.

O

A.2 Phases-types multivariées

Les phase-types ont tout d’abord été développées dans les années 70 par Neuts (Neuts
(1975)) avec de nombreuses applications en théorie de la fiabilité (Neuts| (1981)) et |Assaf
and Levikson| (1982)). Par la suite, elles sont devenues un centre d’intérét probabiliste
qui a connu de nombreux développements mathématiques (Assaf et al.| (1984), Kulkarni
(1989) et plus récemment Goff| (2005))).

Soit (2, F,P) un espace de probabilité et (X (¢));>o un processus de Markov conti-
nue a droite sur un espace d’état fini &€ = {1,..., P, A}. Supposons que 1, ..., P sont
transitoires et que A est absorbant. Supposons également que le générateur infinitésimal
Q de taille P+ 1 x P + 1 est de la forme suivante :

Al —Alp
avec A la sous-matrice de taille P x P du coin supérieur gauche et 1p un vecteur de
taille P dont toutes les composantes valent 1. Soient I'y,...,I",, n sous-ensembles de £

stochastiquement fermés pour X :

Définition A.2.1 Un ensemble I' est dit stochastiquement fermé pour le processus
(X (t))i>0 st, quand X entre dans ', X ne quitte plus I' :

Jto € RY, X(ty) eT'= Vt>t, X(t)eTl.

Soit a la distribution initiale de X sur £ et supposons a(A) = 0. Soit « le vecteur
de taille P défini par o = (a(1),...,a(P)). Nous définissons T}, le temps d’atteinte de
I'y par X :

Ti, = inf{j, X (j) € I'y}.
Définition A.2.2 (Vecteur aléatoire de phase-types multivariées) Si les hypo-
théses suivantes sont vérifiées :

1. mZ:l Fk = A,’

2. l'absorption dans A est certaine;

3. P(Ty >0,....,.Tp >0)=1;
alors (T1,...,Tp) est un vecteur aléatoire de phase-types multivariées avec représenta-
tion (a, A).

L’un des intéréts des phase-types est que de nombreuses quantités peuvent s’écrire
de fagon explicite. Soit g, la matrice diagonale de taille P x P dont le i-eme élément
diagonal vaut 1 si ¢ € I'j, et 0 sinon avec I'; le complémentaire de I';, dans £.

Théoréeme A.2.1 Soit (Ty,...,Tp) un vecteur aléatoire de phase-types multivariées
avec représentation (o, A). Alors, pour tout 0 < t; <ty < ... <tp:

P(Tl >tq,... ,Tp > tp) = t(&)€At191€A(t2_t1) .. .gp_1€A(tP_tP_l)gp1p.
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A.3 Processus de branchement de Galton-Watson
multitype

Soit (§2, F,P) un espace de probabilité. Les processus de branchement constituent
une branche des probabilités encore tres étudiée a I'heure actuelle et trouvent de nom-
breuses applications notamment en biologie moléculaire (Athreya and Ney| (2004)).
L’objectif est d’étudier 1’évolution suivant les générations d’une population d’indivi-
dus, lesquels peuvent se reproduire suivant un ensemble de regles stochastiques appelés
distribution des descendants. Dans le cadre multitype, les individus peuvent étre classés
en m catégories numérotées de 1 a m. Un individu de type ¢ produit des enfants de tout
type suivant la distribution de probabilité suivante : {p;(j) | 7 = (j1,-.-,Jm) € N"}.
pi(J1, -+, Jk, - -+, Jm) représente la probabilité pour un individu de type i de produire
Ji enfants de type k pour tout k& € {1,...,m}. Supposons que les individus se re-
produisent de fagon indépendante les uns des autres. De méme, la reproduction a
une génération donnée est indépendante du comportement de la population lors des
générations précédentes (propriété de Markov). Soit Z! la variable aléatoire donnant
le nombre d’individus de type i & la génération n et soit Z, = (Z!,...,Z™). Soient
{6,])9 | (I,n) € N2,i € {1,...,m}} des variables aléatoires iid ayant pour distribu-
tion {p;(j) }jewm. £.[i]? est le vecteur aléatoire dont la k-iéme composante représente le
nombre d’enfants de type k engendrés par I'individu [ de type i de la n-ieme génération.
Soit 0,, le vecteur de taille m dont toutes les composantes sont nulles.

Définition A.3.1 (Processus de Branchement de Galton-Watson Multitype)
Si le processus stochastique (Zy)nen €volue suivant la relation de récurrence suivante :

m Zi

Vn € ]N, Zn—l—l = ZZﬁn[i](l) st Zn 7£ Om;
i=1 [=1
O St Zn = Om;

alors (Zy)nen est un processus de branchement de Galton- Watson multitype.

Soit W, [i] la fonction génératrice (voir 'annexe [A.1]) associée au vecteur aléatoire Z,,
pour une lignée débutant par un individu de type i :

V(21 ozm) €007, Uulil(zr, o ozm) = Y P(Zo= (k.. k)| Zo = e) [ [
(k1,....km)€EN™ =1

avec e; le vecteur de taille m dont toutes les composantes sont nulles sauf la i-eme qui
vaut 1. Soit ¥, = (V,[1],..., ¥, [m]). Alors :

Théoreme A.3.1 La fonction génératrice W, vérifie la relation de récurrence sui-
vante :

\V/’I'LG]N, lI’n—Q—l:\IIlO\I’n:\Ian\Ill-
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Preuve Pour faciliter I’écriture de la démonstration, celle-ci sera faite pour m =1 (la
variable aléatoire donnant le nombre d’enfants engendrés par un individu sera notée &).
L’égalité W, .1 = ¥, o ¥, est un résultat classique des fonctions génératrices puisque
Zn.1 apparalt comme la somme de Z,, copies indépendantes de la variable aléatoire &.
Pour lautre égalité, nous avons pour z € [0,1] :

Voi1(2) = Y P(Zy = k)2

kelN

=3 P(Zp1 =k|Zy = )P(Z, = 1)2*

kelN leIN

Comme ), .n D ey P(Zny1 = k|Z1 = 1)P(Z, =) = 1 < oo, nous pouvons appliquer le
théoreme de Tonelli et permuter les signes de sommation :

Vo1 (2) =D | P(Zoy = k21 =1)2F | P(Z1 =1)

leN LkelN

Etant donné que (Z,), oy est une chaine de Markov homogene et que les individus se
reproduisent de facon indépendante, nous en déduisons :

l
P(Zoy1 =k|Z1=1)=P(Z, =klZo=1)= > [[P(Z.=kilZ=1)
ki+.. 4k =k i=1

ce qui est le coefficient devant z¥ de (U, (2))". Nous avons donc :

Uoi(2) =Y P(Z1=1) (U(2)' = 09, (2).

lelN

O

Soit E,; 1’événement extinction FE,;, = {In € N, Z, = 0,,} et la probabilité
d’extinction ¢; pour la lignée issue d'un individu de type 7 :

¢ = P(Ey|Zo = €;)
Soit q = (q1, . - -, qm) le vecteur donnant toutes les probabilités d’extinction. Alors ¢
vérifie :
Théoreme A.3.2 Le vecteur de probabilité d’extinction q vérifie la relation :

q=Y(q).

Preuve Afin de simplifier I'écriture, la démonstration sera faite pour m = 1 ('extension
au cas général ne pose pas de probleme). La probabilité d’extinction est notée ¢ et la
distribution des descendants p. On a alors :



Annexe A. Compléments de probabilité 189

P
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P(Ew|Zy = k)P(Zy = k| Zo = 1)

B
Il

0

p(k)g" = Uy(q).
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0

O

Soit m; ; = E[Z}|Zy = e;] et soit M la matrice de taille m? dont les composantes
sont les m; ;. Soit p la plus grande valeur propre de M. Supposons que (Z,)nen est
irréductible c’est-a-dire que, pour chaque (7,j), il existe n;; tel que (M™3);; > 0.
D’apres le théoreme de Perron-Frobenius, on en déduit que p > 0 et que, pour toute
valeur propre A de M, |\| < p. On a alors :

Théoréeme A.3.3 Soit (Z,)new un processus de branchement de GW mulltitype irré-
ductible. Alors q; < 1 pour tout i € {1,...,m} si et seulement si p > 1.

Tout comme dans le paragraphe, on peut distinguer trois cas suivant les valeurs
prises par p :

— p < 1:le processus de branchement est sous-critique. Dans ce cas, il y a extinction
de la population presque strement (i.e. P(E|Zy = 1) = 1).

— p=1:le processus de branchement est critique. Dans ce cas, il y a extinction de
la population presque siurement (i.e. P(E|Zy =1) =1).

— p > 1:le processus de branchement est super-critique. Dans ce cas, il y a explosion
de la population presque stirement.
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Annexe B

Algorithme de
Levenberg-Marquardt

Soit (di,dy) € IN* x IN*, y € R% et f une fonction Borélienne de R% dans R%.
L’objectif de I'algorithme de Levenberg-Macquardt (voir Moré| (2006])) est de trouver le
vecteur p,, € P C R% tel que :

pm = argmin ||y — f(p)HZ2 = argmin S(p)

pEP pEP

avec ||.||4, la norme euclidienne sur R%. La procédure est alors la suivante :

Algorithme 6 : algorithme d’optimisation de Levenberg-Macquardt

e Initialisation
- Poser p=pg € P
- Poser S~ = S(po)
- Poser condition =1
- Définir e € R™
e Itération
- Tant que condition =1 :
- Calcul du Jacobien de fenp:J
- Calcul de la direction de descente ¢ comme solution du systeme :

"TIg="Jlly = f(®)|la

- Poser p=p—+q
-Si|S(p) =S| <e:
- Poser condition = 0
- Poser S~ = S(p)
- Poser p,, = p

Il est possible d’améliorer les performances de 'algorithme en modifiant 1'étape
d’initialisation. Au lieu de définir un point de départ pg € P, nous pouvons affiner
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la zone de recherche du minimum p,, en parcourant « rapidement »l’espace des pa-
rametres P. Pour ce faire, nous pouvons par exemple définir un ensemble de points
P C P répartit uniformément dans 'espace des parametres et regarder pour chacun
de ces points lequel donne la plus faible valeur du critere S. Ce point sera alors choisi
comme point de départ de l'algorithme. Cette technique diminue grandement le risque
de tomber dans un minimum local.



Annexe C

Compléments sur les méthodes
d’inférence bayésienne

C.1 Equations bayésiennes pour le filtrage

On se place dans le cadre des modeles de Markov cachés. Les équations d’état sont
données par le systeme (6.5). A I'instant n, le vecteur d’état caché est donné par X2 et
I’observation par Y,,. Le théoreme de Chapman-Kolmogorov donne 1’équation de 1’étape
de prédiction :

p(x?LJrl’yO:n) —/ p(fﬁiﬂ\xi,yo;n)p(xilyo;n)k(dfri)-

a

Dans le cadre des modeles de Markov cachés, la loi de X , sachant X et Yp,, ne

dépend que de X (voir le diagramme de dépendance [6.1)). Nous en déduisons :

p@iﬂ@ia Youn) = p($z+1|$2)
et donc :
patalinn) = [ Pl lotplatlmoa)A do?).

X{L
Pour I'équation de 1’étape de correction, on applique d’abord la formule de Bayes a
(2. 1|Yom+1) en conditionnant d’abord par Y41 puis par X2, :

p(xZH’yO:n—Irl) = p(x(rlu-l’y():m Ynt1)
. P(xZHa Ynt1|Yon)
PYn+11Y0:n)
- p(yn+1|93§3+17 yO:n)p(IZ+1|y0:n)
PYn+11Y0:n)
Etant donné que Y,,;1 dépend directement de X2, (voir la schéma des dépendances de la

figure[6.1)), on peut simplifier p(yp41|25 41, Youn) P P(Ynt1]2l, ). Pour le dénominateur
P(Yn+1|Y0:n), on applique le théoreme des probabilités totales en conditionnant par X2 .

On obtient alors I'équation de I’étape de correction :
P(5 1Y) P(Ynt1 |25 41)
Yn1 |25 11)P(E] 11 [Yon ) A (dag 4 1)

p(x(rlLJrllyO:n—i-l) - f p(
Xa
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C.2 Transformation sans parfum (Unscented trans-
form)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles reliées entre elles par une fonction f
borélienne non linéaire :

Y = f(X).

L’objectif est de fournir une approximation de E[Y] = E[f(X)] dans le cas ou X suit
une loi normale d’espérance T et de matrice de covariance X,. Notons d la dimension de
X. On crée d’abord un échantillon de taille 2d + 1 représentatif de la distribution de X
que 'on appelle sigma-points :

X :z+< M+@EQ ief{l,...d
X”i:f—< u+ﬁmg ief{l,....d
avec K > —d et ( (d+ KJ)ZI) “la ieme ligne ou colonne de la racine carré de la matrice
(d + k)X,. On associe & chaque point Y’ un poids w; de la fagon suivante :
wo =k/(d+K)
wi =1/2(d+ K) ie{l,...,d}
Wiva = 1/2(d+ k) ie{l,...,d}

On fait alors I'approximation suivante :
2d
EY] = E[f(X)] ~ > wif(x").
i=0

N.B. C.1 1l existe d’autres choix de sigma-points permettant des approximations
d’ordre supérieur.

N.B. C.2 Si f est linéaire, alors 'approximation de E[Y] est en fait exacte.

N.B. C.3 Un bon choix de & est d — 3 (voir Julier and Uhlmann| (1997))). Dans ce
cas, 'approximation du calcul de I'espérance est correcte jusqu'a lordre 3 (c’est-a-dire
que I'espérance de Y est exacte si f est tronquée a 'ordre 3 dans son développement de
Taylor).

N.B. C.4 Plutdt que de calculer la racine carré de la matrice (d+£)%,, on peut utiliser
une décomposition de Choleski ce qui est plus rapide et plus stable numériquement.
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C.3 Formule de Bayes pour le calcul séquentiel des
poids des trajectoires

On se place dans le cadre des modeles de Markov cachés. Les équations d’état sont
données par le systeme . A Tinstant n, le vecteur d’état caché est donné par X?
et lobservation par Y. Le but est d’établir une équation récurrente entre p(z§.,|Yo.n)
et p(28.,41|Y0:m+1). Celle-ci s’obtient en appliquant trois fois la formule de Bayes sur
(2§, 11 |Yo:ns1) en conditionnant d’abord par Y;,4; ensuite par X¢,, et enfin par X7, :

p(xg:n—i-l [Yo:nt1) = P($8:n+1 |Y0:n> Yn+1)
- p($8:n+1a Yn+1|Yo:n)
P(Ynt1lyom)
DT> Tys 15 Y1 [Yoon)
P(Yn+1|Yon)

P15 Ynt1|Tms Y0:n)P(XG0 | Y0:n)
p(yn+1|y0:n)
p(y"+1 ’mgzn’ x(rlz—i-l? yU:n)p(x;ZH-l ’xS:rw yO:n)

P(Yn+1]Yo:n)

= p('rg:n ’yO:n)

Etant donné que la loi de Y41 conditionnellement au passé dépend directement de X/,
(voir la schéma des dépendances de la figure[6.1)), on peut simplifier p(yn 11|26, 2%, 1, Yo:n)
par p(Yn+1|xe, ). Ensuite, comme (X?), _ est une chaine de Markov, on peut simplifier
(2 1|26, Yom) Par p(xh, i |2%). On obtient alors I’équation récurrente bayésienne pour
le calcul séquentiel des poids :

P(Yn+1 |x§+1)p(xf§+1 |z5:)
P(Unt1[Y0:n)

(20,011 [Yorm+1) = P(2G,0 |Y0un)

C.4 Estimateurs a noyau

Le principe des estimateurs a noyau est brievement rappelé dans ce paragraphe (voir
Parzen| (1962) et [Silverman| (1986)).

Définition C.4.1 (Noyau) Un noyau K est une appliquation de R¢ dans R vérifiant
les propriétés suivantes :

- K(z) >0, Vz € RY;

— K est symétrique : Vo € RY, K(x) = K(—x);

— K est bornée;

— Jpa K(x)dz = 1.

On définit alors : .
def L d

avec h > 0 la taille de la fenétre. Pour tout h > 0, K} est encore un noyau.

Kh(ZL’)
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Définition C.4.2 (Noyau de Parzen-Rozenblatt) Un noyau K est un noyau de
Parzen-Rosenblatt si :

lz|*K () — 0 quand |x| — oo.

Soient Xi,..., Xy, N variables aléatoires i.i.d. ayant la distribution de probabilité
¢. Alors :

Définition C.4.3 (Estimateur & noyau) L’estimateur a noyau ¢n de ¢ associé au
noyau K est donné par :

1 L (- X,
=—>Y K ' R%.
=g () oS




Glossaire

Les principaux concepts botaniques sont rappelés dans ce glossaire :

activité (page 34) : Une feuille est dite active a un cycle de développement donné
lorsqu’elle participe a la photosynthese durant ce méme cycle.

allocation (page 33) : Etape du cycle de développement durant laquelle la biomasse
produite est distribuée a ’ensemble des organes en expansion.

architecture : L’architecture d'une plante désigne la facon dont les organes sont po-
sitionnés dans l’espace ou dans le plan. Elle integre donc la géométrie de la plante,
c’est-a-dire les angles que font les organes entre eux.

biomasse (page 31) : Matiere végétale composant la plante. La biomasse est produite
au cours de I’étape de photosynthese du cycle de développement.

bourgeon (page 23) : Du point de vue modélisation, le bourgeon est considéré comme
I'organe de la plante responsable de la création de nouveaux phytomeres lors de I’étape
d’organogenese.

classe physiologique (page 24) : Les organes de la plante peuvent étre classés en
différentes catégories suivant leurs caractéristiques morphologiques ou fonctionnelles.
Ces catégories sont appelées classes physiologiques.

croissance : La croissance de la plante désigne I’ensemble des processus concernant le
développement de sa structure et son fonctionnement biophysique au fil des cycles de
développement.

cycle de développement (page 25) : Dans la these, la croissance de la plante est
discrétisée en temps. Le cycle de développement est le pas de temps correspondant. Les
processus de développement et de photosynthese sont synchronisés sur ce pas de temps.

développement (page 21) : Le développement de la plante désigne I'ensemble des
phénomenes biologiques relatifs a la mise en place de sa structure. Le développement
comprend les processus d’organogenese et de différenciation.

différenciation (page 27) : Sous l'effet du vieillissement, il est possible que le bourgeon
apical d'un axe change de classe physiologique. Ce phénomene est connu sous le nom de
différenciation (ou mutation) du bourgeon apical.

entrenceud (page 23) : Portion d’axe comprise entre deux noeuds.

expansion (page 33) : Un organe est dit en expansion lors d'un cycle de développe-
ment donné si sa masse augmente, c’est-a-dire s’il regoit de la biomasse lors de 'étape
d’allocation du méme cycle.



fonctionnement (page 31) : Le fonctionnement de la plante désigne 'ensemble des
processus de création de biomasse par photosynthese et de son allocation.

limbe (page 23) : Partie large et aplatie de la feuille constituée de nombreuses cellules
photosynthétiques.

méristéme (page 22) : Tissu végétal responsable de la création de nouveaux organes.
Dans la these, 'action des méristemes est modélisée par les bourgeons.

métamodele (page 21) : Modele générique représentant une classe de modeles de crois-
sance de plantes.

nceeud (page 23) : Point d’insertion d’une feuille sur 'axe qui la porte.

organogenese (page 21) : Etape du cycle de développement durant laquelle les bour-
geons de la plante créent de nouveaux organes.

pétiole (page 23) : Partie de la feuille raccordant le limbe a Ientrenceud.

photosynthése (page 31) : Processus biophysique durant lequel les feuilles de la plante
synthétisent de la biomasse.

phytomere (page 23) : Le phytomere est I'unité élémentaire composant la structure de
la plante. Il est constitué d’un entrenceud, d’une ou plusieurs feuilles et potentiellement
de bourgeons, de fruits ou de fleurs.

régles de production (page 29) : ensemble des regles donnant la ou les évolutions
possibles d’un bourgeon au cours d'une étape d’organogenese.

structure (page 27) : La structure d’une plante désigne de fagon indifférenciée sa topo-
logie ou son architecture. A 1’échelle de I'organe, une structure de classe physiologique
1 et d’age k est la structure formée par I’ensemble des phytomeres issus d’'un bourgeon
de CP i apres k cycles de développement.

topologie (page 23) : La topologie d’une plante désigne la fagon dont les organes sont
agencés les uns par rapport aux autres sans considération géométrique.



Notations

Les principales notations de la these sont rappelées dans cette annexe.

e Variables topologiques :
— B : ensemble des symboles associés aux bourgeons.

— O : ensemble des symboles décrivant les éléments fixes de la plante comme les
entrenceuds, les feuilles, les fleurs ou les fruits.

— b, e, f, U, p, fr, fi, v : symboles désignant respectivement un bourgeon de CP 1,
un entrenceud de CP ¢, une feuille, un limbe, un pétiole, un fruit, une fleur et la
racine.

— ¢;; : symbole désignant un entrenceud de CP ¢ portant des axes latéraux de CP
Jj.

— b/’gﬂp : symbole représentant un bourgeon de CP ¢ qui est apical pour un axe
d’age k ayant débuté par un bourgeon de CP (.

— N7 :nombre total d’organes de type o € BUO au début du cycle de développement
n.

— NZ[0'] : nombre total d’organes de type o € BU O dans une structure d’age n
ayant débutée par un organe o'.

— N, : vecteur donnant la composition complete de la plante au début du cycle n.
Les composantes de [V, sont les variables Ny.

— B, : vecteur dont la composante ¢ donne le nombre de bourgeons de CP i vivants
au début du cycle de développement n, c’est-a-dire N,

— Ny, —n, @ vecteur donnant 1’évolution de la composition de la plante entre les cycles
de développement n; et ny. En d’autres termes, N,,_.,, contient les vecteurs Ny
avec k € {ny,...,na}.

e Croissance de la plante :

— M : métamodele étudié dans la these.

— & : modele de développement stochastique associé a M.

— C'P,, : nombre total de classes physiologiques.

— T¢,, : temps d’expansion d'un organe o € O.

— T, : temps d’activité d’une feuille.

— @, : biomasse créée au cycle n par photosynthese.

— FE, : vecteur environnement au cycle de développement n.



e Probabilité et combinatoire :
— P : mesure de probabilité sur un univers (2.
— IE : espérance.
— V : alphabet.
— W : ensemble des mots construits a partir de V.
— W™ : ensemble des mots non vides construits a partir de V.
— € : mot vide.
— ¢(w,u) : fonction de comptage donnant le nombre de mots u dans le mot w.
— WZL: ensemble des mots générés par le OL-systéme L apres n étapes de production
— 7 : matrice de transition associée a un OL-systeme.
— L fonction génératrice d'un OL-systéme L associée & un mot ou une famille de
mots apres n étapes de production.
e Estimation des parametres :
— Voir les conventions de notation du chapitre [6]

— Ogrg 1 vecteur de parametres associé a l'organogenese du modele de développement
stochastique S.

— @frg : vecteur de parametres associé a l'organogenese du modele de croissance

GreenLab 2.

— Oy : vecteur de parametres associé¢ au processus de différenciation du modele de
développement stochastique S.

— Ogey 1 vecteur formé a partir des vecteurs de parametres O,,4 et O4¢.

— Oone : vecteur de parametres associé au fonctionnement de la plante.

— T,ps : age de la plante au moment de la mesure expérimentale (destructive).
— X, : vecteur d’état caché.

— X : vecteur d’état caché augmenté.

— Y, : vecteur d’observation du systeme.

— (), : vecteur pilotant les modeles d’évolution et de mesure du systeme dynamique
dans le cas d'un modele a saut de Markov.
— 17, : maximum des temps d’expansion.

— T : maximum des temps d’expansion et d’activité.

— M : nombre de particules.
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