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Introduction

Ce travail est une contribution a I’étude du comportement de certains matériaux com-
posites. Un travail important a été accompli du point de vue < mécanique > par E. de
Bilbao [5] et ses coauteurs [8, 6, 7]. Notre point de départ est [5] dont nous reprenons
ici quelques extraits. Notre travail a consisté a formaliser les observations de ce travail
expérimental du point de vue mathématique, a faire une étude < critique > des différents
modeles utilisés et proposer des techniques génériques d’identification de parametres dans
ce contexte.

Les matériaux composites utilisés dans les domaines industriels, notamment dans les
secteurs de I'aéronautique et de 'automobile, offrent de nombreux avantages par rapport
a [37] : gains de masse, absence de corrosion, amortissement des vibrations, bonne te-
nue en fatigue, complexité des formes réalisables. Pour ces raisons, leur utilisation est en
progression constante dans ces secteurs (par exemple dans le programme Airbus A380).

Ces composites sont constitués d’une matrice résineuse (thermodurcissable ou thermo-
plastique) et d’un renfort. L’utilisation d’un renfort textile (fibres continues, multidirec-
tionnelles) permet de réaliser des formes complexes tridimensionnelles, non développables,
avec des performances mécaniques élevées. Les procédés de fabrication des pieces com-
posites sont nombreux et variés, I’étude mécanique menée par E. de Bilbao s’est inscrite
dans la famille des procédés LCM (Liquid Composite Molding) [22, 10] qui sont de plus en
plus utilisés pour la production de pieces composites constituées de ces renforts textiles.
Parmi eux on distingue les procédés de transfert de résine par injection et plus parti-
culierement le procédé RTM qui est le plus utilisé [11, 23, 53]. Ce dernier comporte deux
phases principales :

1. Une étape de mise en forme du renfort, lors de laquelle on vient faire prendre la
forme de la piece au renfort fibreux,

2. La phase d’injection de la matrice, lors de laquelle la résine, sous forme fluide, est
injectée dans la préforme de renfort qui est maintenue en compression.

L’étape de préformage du renfort sec reste une phase délicate a mettre en ceuvre, surtout
pour les pieces fortement non développables. Il est pourtant primordial de maitriser au
mieux cette phase puisque son résultat, c’est-a-dire, ’état de la préforme apres la mise en
forme, aura une influence sur la phase suivante ainsi que sur la qualité de la piece finale. La
question de la déformabilité d’un renfort fibreux et par conséquent de la faisabilité d’obtenir
une forme spécifique se pose lors de cette étape. De nombreux auteurs ont répondu a cette
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question par I'utilisation de moyens de simulations de cette étape. Si certains de ces outils
s’appuient sur des approches géométriques [57, 45, 12], ces méthodes ont montré leurs
limites, en effet ne pas prendre en compte le comportement mécanique spécifique des
renforts conduit & des limitations en terme de résultat.
Les travaux d’E. de Bilbao se sont inscrits dans cette problématique :

— d’une part comprendre les phénomenes de déformabilité des renforts de composites,

— d’autre part déterminer le comportement mécanique, et ce en s’attachant au com-

portement spécifique en flexion.

Le comportement mécanique des renforts fibreux est tres spécifique. De nombreuses études
[35, 17, 14, 15, 20, 1, 40, 41, 16, 12, 36, 43|, a partir des déformations engendrées par le
renfort lors des procédés de fabrication, se sont portées sur la détermination du com-
portement mécanique. Il s’avere que le comportement prépondérant est membranaire.
Le renfort est assujetti principalement a des allongements dans la direction des meches
[20, 40, 41, 16] mais également du cisaillement plan, par rotation entre les deux directions
des meches [36, 33]. Le comportement hors-plan reste bien moins étudié, la compaction [24]
(écrasement dans 1’épaisseur), ou la flexion. Concernant la flexion, des études numériques
[49] ont montré I'importance de la prise en compte de ce phénomene pour la modélisation
des défauts survenant lors de la mise en forme, la compréhension et l'identification de lois
de comportement se sont donc avérées nécessaires.

La these d’E. de Bilbao a été consacrée a I'identification de modeles de comportements
en flexion. Ces travaux ont associé une démarche expérimentale qui a été couplée a une
démarche de modélisation (de 'essai de flexion) afin d’identifier les parametres entrant en
compte dans les modeles de comportement postulés. Cette démarche, dite de méthode in-
verse est couramment utilisée en mécanique des structures, surtout lors de comportements
complexes pour lesquels les parametres a identifier, et donc le nombre d’essais a réaliser,
est important. L’idée est, a partir de courbes expérimentales, obtenues a partir d’essais, de
simuler numériquement I’essai, en postulant un modele, et a ’aide d’un algorithme d’opti-
misation qui minimise ’écart entre la courbe expérimentale et le résultat de la simulation
d’identifier les parametres du modele de comportement.

Cette méthodologie a été conduite dans [5] avec succes, mais elle présente certains
inconvénients. D’une part elle nécessite une simulation numérique, qui dans le cas présent
a été réalisée par éléments finis. Associée a une technique d’optimisation, cette méthode a
nécessité un certain nombre de calculs, non linéaires, donc cotuteux. Enfin 'optimisation,
soit la détermination des parametres de comportement, n’a pu étre réalisée sur toutes les
plages de valeurs potentielles.

Notre travail s’inscrit donc a ce niveau, et tente de dépasser ces inconvénients. A par-
tir d’'un modele simplifié, continu directement issu de la modélisation mécanique, qui ne
nécessite pas l'utilisation de simulations numériques nous allons conduire une démarche
d’optimisation mathématique afin, comme dans la méthodologie d’E. de Bilbao d’identifier
les parametres de comportement. Nous souhaitons également couvrir d’'une maniere plus
large, grace a la formulation employée, les plages de valeurs potentielles. Pour ce faire nous
repartirons des résultats expérimentaux obtenus mais également des modeles de compor-
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tement introduits. Les résultats expérimentaux nous fournissent des jeux de données que
nous allons ajuster grace a une méthode de moindres carrés. Dans un premier temps nous
allons calculer la forme analytique de la solution & ajuster grace a des calculs explicites de
facon a traiter un probleme d’optimisation sans contraintes. Toutefois cette méthode n’est
réaliste que si le modele de loi de comportement est suffisamment simple pour conduire
des calculs explicites. Ce n’est pas le cas dans le cadre général et nous proposons donc,
apres cette étape qualifiée < d’empirique >, une formulation qui, en conservant I’équation
différentielle vérifiée par la fonction a ajuster, permet d’éviter la résolution exacte. Cette
équation sera traitée comme une équation d’état dépendant des parametres du modele qui,
eux, joueront le role d’un contrdle. Nous avons donc affaire & un probleme de controle
optimal. Nous présenterons alors deux approches : la premiere, quantitative, consiste a
résoudre le probléme avec une méthode directe en discrétisant fonction cout, contraintes
et équation d’état. La résolution sera alors faite via des méthodes classiques d’optimisa-
tion discréte implémentées sous AMPL! (A Mathematical Programming Language). La
deuxieme approche est plus qualitative : elle consiste a étudier le probleme dans le cadre
< continu > et écrire un systeme d’optimalité pour obtenir des informations indépendantes
de la discrétisation. Il s’agit d’'une méthode indirecte. Nous proposons alors de résoudre
numériquement le systeme d’optimalité obtenu.

Le manuscrit se divise en trois chapitres (outre cette introduction) et une annexe. Le
chapitre 1 rappelle les principes élémentaires et le contexte mécanique de cette étude.
On rappellera la démarche expérimentale conduite par E. de Bilbao, puisque nous nous
servirons des résultats expérimentaux comme données comparatives. De maniere similaire
ce chapitre permettra d’introduire les différents modeles de comportements dont les pa-
rametres sont a identifier. Enfin nous développerons, a partir d’hypotheses simplificatrices,
le modele continu. L’écriture de la fonctionnelle sous contraintes a minimiser terminera ce
chapitre. Le chapitre 2 est consacré a la modélisation du probleme inverse avec utilisation
du modele de Grosberg et a son étude théorique et numérique. Nous nous bornerons a
I’étude par la méthode dite < empirique > car nous montrerons ensuite que ce modele
est <« inclus » dans le modele de Dahl. Le chapitre 3 reprend la démarche du chapitre
précédent avec le modele de Dahl. Outre la méthode numérique utilisée précédemment,
nous développons 'approche « controle optimal > et présentons des résultats plus rigou-
reux obtenus avec AMPL. Nous terminons avec la présentation de la méthode indirecte et
d’un algorithme générique pour résoudre le systeme d’optimalité.

1. http://www.ampl.com/
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Chapitre 1

Contexte mécanique

Cette these s’inscrit dans un contexte mécanique largement décrit dans les travaux
d’Emmanuel de Bilbao mais qu’il est nécessaire de rappeler, et c¢’est l'objectif de ce cha-
pitre. Nous allons décrire la conception des matériaux composites, support de cette étude,
ainsi que les travaux expérimentaux et numériques réalisés précédemment. A lissue de
ces parties les objectifs de ces travaux seront rappelés. Notons qu’un certain nombre de
notions mécaniques décrites en annexe vient compléter ce chapitre.

1.1 Présentation des matériaux composites

1.1.1 Définition

Un matériau composite peut étre défini comme un assemblage de plusieurs constituants
de natures différentes a ’échelle microstructurale mais également comme une combinaison
d’au moins deux matériaux distincts a 1’échelle macroscopiques distinctes. L’un est la
matrice (ou résine) et l'autre est le renfort qui est inséré dans cette matrice. L’objectif
est d’obtenir un matériau qui a des propriétés différentes de celles des deux constituants
[4, 37].

Les matrices peuvent étre des métaux (on parle de composites a matrices métalliques),
ou organiques (résines thermodurcissables, ou résines thermoplastiques). Le role de la ma-
trice est de figer le renfort, elle n’apporte pas de résistance mécanique. Les renforts peuvent
étre sous forme de poudre, fibres, ou de granulés. On utilise pour les renforts la terminolo-
gie de charge, car le renfort est présent pour apporter la rigidité au matériau composite.
Dans le cas des renforts fibreux, cas de 1’étude, ces fibres peuvent étre de différentes lon-
gueurs, on parle ainsi de renforts sous forme de fibres courtes (quelque micrometre de
longueurs) ou de fibres longues (jusqu’a plusieurs centimetres).

La caractéristique principale des composites est de pouvoir tirer avantage des propriétés
de chacun des constituants qui les compose. Les matériaux composites se caractérisent par
cette constitution, mais également par leur caractere anisotrope et fortement hétérogene.
L’adhésion entre la matrice et les renforts constitue un des principaux facteurs de succes
pour l'obtention de matériaux composites aux propriétés mécaniques optimales. Cette
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caractéristique est a suivre lors du procédé de fabrication mais également lors de I’étude
de la durée de vie des pieces. (On parle alors de délaminage ou de décohésion entre les
renforts et la matrice).

Les composites sont généralement utilisés pour leurs propriétés mécaniques relative-
ment a leur densité (rapport de résistance comparativement au poids de la structure) mais
également pour leur résistance a la corrosion (relativement aux matériaux métalliques). Le
choix des constituants (quelle matrice, quel renfort) ainsi que la fraction volumique (quan-
tité de chacun des constituants), de méme que la faisabilité de réaliser une piece (aspects
procédés de fabrications) dépendent des applications visées. De nos jours les composites
sont utilisés dans de nombreux secteurs industriels (aéronautique, automobile, etc..) mais
également dans la vie quotidienne (sports de loisirs, médical). Notons enfin que le cotit des
constituants mais également des procédés dédiés a ces matériaux n’est pas négligeable.

1.1.2 Structure et mécanique des renforts

Le renfort du matériau composite est le constituant qui va apporter la rigidité a la piece
composite. Dans le cadre d’applications structurales, pour des pieces fortement chargées,
de dimensions complexes, les renforts fibreux sont le plus couramment utilisés [25]. Parmi
les fibres les plus employées, on peut citer :

— Les fibres de verre qui ont un faible colit de production par rapport aux autres
matériaux, et qui constituent le renfort le plus utilisé actuellement (batiment, nau-
tisme et autres applications non structurales aéronautiques).

— Les fibres de carbone [46] qui sont utilisées pour des applications structurales.
Elles sont ainsi utilisées dans l’aéronautique et pour les équipements de sport de
compétition. D’un colt de revient plus élevé que les fibres de verre, leur champ
d’application s’élargit et leur production augmente, car elles disposent de propriétés
mécaniques plus élevées que celles du verre.

— Les fibres d’aramide [9, 25] qui sont légeres et ont une bonne résistance aux chocs.
Elles sont utilisées pour les protections balistiques ainsi que pour certains articles
de sport (raquettes de tennis, skis, etc.). Elles n’ont cependant pas une trés bonne
résistance a la compression, a la flexion ni au flambement et elles sont sensibles au
cisaillement interlaminaire. Les fibres d’aramide sont aussi difficiles & découper.

— Les fibres naturelles (d’origine végétale ou animales) [9] présentent l’avantage
d’étre particulierement écologiques car mises en ceuvre a partir de produits naturels,
tel que le chanvre, le lin, ou le bambou pour les fibres végétales. Ces fibres sont de
plus en plus étudiées car elles disposent de bonnes propriétés mécaniques a un cout
intéressant et répondent par ailleurs a des problématiques de recyclabilité des pieces
[52].

Ces fibres se présentent en tant que renfort sous différentes formes. Dans le cadre des
applications traitées, elles sont assemblées sous forme de meches. Ces meches se présentent
alors soit en tant que renfort :
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— Unidirectionnel (ou UD) : les meches sont orientées dans une seule direction. Les
propriétés mécaniques du composite sont fortement dépendantes de cette orientation.
Notons dans ce cas que plusieurs plis d’unidirectionnels peuvent étre superposés a
des orientations différentes (figure 1.1(d)).

— Tissé : Les tissus sont constitués de meches, disposées dans deux directions ortho-
gonales, (nommées chaine et trame), reliées entre elles par une armature de tissage,
c’est-a-dire par un enchevétrement (contrairement a la superposition d’unidirection-
nels). L’armure définit la séquence de passage de la trame au-dessus puis au-dessous
de la chaine. En fonction de I’armure, on obtient :

+ le taffetas : Les meches se croisent alternativement. Le pli est stable mais peu
déformable (figure 1.1(a)).

+ Le sergé mxn : Les meches de trame passent au-dessus de m meches chaine alors
que les meches de chaine passent au-dessus de n meches trame (figure 1.1(b)).

+ Le satin de n : Chaque meche de trame passe au-dessus de n-1 meche(s) de
chaine. Les satins sont déformables (figure 1.1(c)).

— Tricot : Comme pour les renforts tissés c’est un renfort bidirectionnel mais les
meches, contrairement aux renforts tissés, ne sont pas droites et plates, mais courbées.
Les renforts tricotés sont par conséquent plus déformables.

— Multidirectionnel : Le renfort multidirectionnel existe sous une grande variété
de configurations. C’est un renfort tres utilisé dans I’aéronautique. Dans une autre
configuration, la tresse obtenue par tissage cylindrique permet d’obtenir des pieces de
révolutions de formes ogivales (figure 1.1(e)). Tissage volumique 3D ou plus, le renfort
permet d’obtenir des volumes trés complexes aussi utilisés dans ’aéronautique [32].

— Non tissés : Les textiles non tissés (appelés également Non Crimp Fabric, NCF) sont
multidirectionnels, c’est-a-dire constitués d’au moins deux plis d’unidirectionnels
superposés (figure 1.1(f)), sans tissage, avec des orientations différentes. On y rajoute
un point de couture qui va relier les différents plis mais seulement a certains endroits.
Ces points de couture permettent a chaque pli de se déformer mais également de les
retenir ou il faut.

Pour les pieces composites minces constituées de renforts dont I'épaisseur est petite
devant les autres dimensions, on parle alors de renforts surfaciques. Pour des pieces
de géométrie développable (caractérisée que par une courbure simple) 'utilisation d’UD
(ou de superposition d’'UD) est possible. Par contre pour des pieces de géométrie non
développable (double courbure), il est nécessaire d’avoir une déformation (maitrisée) dans
les deux directions du renfort, par conséquent il faut un lien entre les deux directions de
renforts (par tissage, tricotage ou comme un NCF).



1.1. PRESENTATION DES MATERIAUX COMPOSITES
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FIGURE 1.1 — Exemples de renforts

Notons que pour des pieces tres épaisses (applications aéronautiques) on utilise des
renforts qui sont tissés dans la troisieme direction.

1.1.3 NCF - Renfort testé dans cette étude

L’étude de Bilbao [5] a porté sur plusieurs renforts de composites minces pour appli-
cations aéronautiques en fibres de carbone. Les structures concernent principalement des
renforts tissés, mais également non tissés de type NCF (Non Crimp Fabric). Dans le cadre
de ce travail, nous ne reprendrons que les résultats obtenus avec un renfort non tissé de
carbone NCF.

Il s’agit d’un laminé de 2 plis unidirectionnels & +45° par rapport a la
couture de la liaison entre les deux plis. Sa masse surfacique est de 568 g/m?
et son épaisseur de 1,1 mm. Le point de liaison est droit et a une longueur de
4 mm.
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(a) Dessus (b) Dessous

FIGURE 1.2 — Renfort NCF - Non tissé de carbone (Non Crimp Fabric)

1.2 Essai de flexion

Le travail de Bilbao a été consacré a I’étude du comportement en flexion des renforts
de composite a fibres continues [6, 7]. Cette étude était motivée par la volonté de mieux
comprendre le comportement spécifique des renforts sous sollicitation en flexion qui est
rarement pris en compte dans les études. En effet les rigidités principales des renforts
fibreux sont membranaires [36, 16]. Par conséquent, le comportement hors plan et le com-
portement en flexion est souvent considéré comme négligeable relativement aux rigidités
en traction dans le sens des fibres [21], ou en cisaillement plan [42]. La finalité consistait
également, apres un travail expérimental d’identification, a modéliser le comportement
afin de l'intégrer dans des simulations par éléments finis. Ce travail s’inscrivait donc dans
la continuité des travaux sur 'identification du comportement mécanique des renforts de
composites [13]. Dans un contexte spécifique a la flexion, E. de Bilbao a développé la
méthodologie suivante :

— Réalisation et validation d’un dispositif expérimental reproduisant le comportement
en flexion d’un renfort composite, sec soit sans résine, sous poids propre. La partie
fléchie dépend des longueurs de flexion considérée. Pour chaque essai, pour chaque
longueur de flexion, I'image de I’échantillon est capturée par une caméra.

— Un travail de seuillage (filtrage, binarisation) est associé, afin d’extraire de I'image
le profil de I’échantillon défini par une ligne de référence pour chaque longueur de
flexion.

— Développement d’une méthode d’identification, pour déduire des profils mesurés la
loi de comportement (expérimentale). Cette loi de comportement en flexion est
définie par la relation reliant le moment de flexion, noté M, a la courbure, notée
K.

— Superposition a ces résultats des modeles théoriques de comportement dont les coef-
ficients sont corrélés a ces résultats expérimentaux. Cette étape a permis de définir
ces modeles de comportement.

Puisque les travaux présentés dans ce mémoire s’appuient sur le travail d’E. de Bilbao,

nous allons dans les paragraphes suivants détailler les notions nécessaires a notre étude,
issues de cette méthodologie, puis nous fixerons les objectifs de nos propres travaux.



1.2. ESSAI DE FLEXION

1.2.1 Description et traitement d’un essai

Le banc expérimental est basé sur le principe dit <« de cantilever > qui consiste a encas-
trer I’échantillon de renfort le long d’un de ses bords dans la largeur et a le laisser pendre
sous son poids propre sans aucun autre appui. Le systeme a été développé pour prendre en
compte des longueurs de surplomb variable, soit des longueurs de flexions différentes. Cette
spécificité permet d’identifier des comportements non élastiques. Ce banc expérimental
comprend deux modules : un module mécanique et un module optique. L’échantillon est
une éprouvette découpée de renfort composite, elle est caractérisée par sa faible épaisseur
relativement a la longueur et la largeur.

Le module mécanique permet de placer ’échantillon dans la configuration de cantilever
sous son poids propre. Le module optique permet de capturer le profil de I’échantillon fléchi.
La structure complete est montée sur des pieds réglables pour obtenir I'horizontalité du
dispositif.

L’échantillon étant placé entre une plaque fixe et un ensemble de lames amovibles, les
différentes longueurs de flexions sont obtenues par la libération successive de ces lames de
sorte que I’échantillon se retrouve sous son poids propre au niveau des lames libérées. Cet
échantillon reste en liaison encastrement entre la prochaine lame a libérer et la plaque fixe.
La longueur de flexion va donc augmenter avec le nombre croissant de lames libérées.

?'ﬂ 4 — Iogig, X
————{\_‘t_"ur s f'&"-"f!nn o *
HEEEEHE R -

fames escumondées

FIGURE 1.3 — Essai de flexion - Surface déformée

Au cours de l'essai, une photographie numérique de I’échantillon fléchi est prise grace
au systeme optique. Chaque position fléchie de I’échantillon correspond ainsi a un état
quasi-statique.

Dans la méthodologie, largement détaillée et validée dans la these d’E. de Bilbao,
I'image du profil fléchi est traitée, pour étre recadrée, filtrée, binarisée, afin d’extraire la
ligne moyenne du renfort fléchi, pour chaque longueur.

La notion de ligne moyenne (ou ligne de référence) s’associe a l’épaisseur moyenne de
I’échantillon. Rappelons en effet que cette étude porte sur des renforts de composites
minces.

10
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1.2.2 Profils expérimentaux

Le traitement numérique des images permet d’extraire la ligne de référence de chaque
profil de flexion. Ces résultats expérimentaux se présentent sous de fichiers numériques (ou
couple de points) :

(X, Z) = (2i, zi)1<i<n

ou le nombre de points noté N dépend de la longueur de flexion L.
Nous présentons sur la figure 1.4 quelques profils expérimentaux sur le renfort NCF pour
3 longueurs de flexion L différentes.

20 -

A0 L

-0

B0

-100

1200 F

Bl L L=100mm

L=150mm
——-—L=200mm

-1680 |

=180 1 1 1
0 =0 100 1=0 200

S

FIGURE 1.4 — Profils expérimentaux pour L = 100 mm, L = 150 mm et L = 200 mm

Notons que ces résultats expérimentaux, sous forme de position de profils, constitueront
une donnée d’entrée pour le probleme d’identification que nous allons traiter.

1.2.3 Comportement en flexion

Le comportement mécanique est caractérisé par une relation liant les contraintes et les
déformations (voir annexe). Dans le cadre de la flexion des renforts minces, cette relation
se limite a exprimer la relation entre le moment de flexion, noté M, et la courbure,
notée k : M = f(k).

11
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La méthode d’identification directe, développée dans le cadre des travaux d’E. de Bil-
bao, a partir des profils, consiste a déterminer directement I’évolution du moment en
fonction de la courbure. Ainsi pour chaque profil mesuré, il est nécessaire de calculer :

— la courbure en chaque point de la ligne de référence,

— le moment exercé en ce point par la partie libre.

On obtient alors une courbe moment - courbure, pour chaque longueur de flexion issue de
ces résultats expérimentaux. L’ensemble des courbes obtenues permet d’analyser la nature
du comportement en flexion élastique ou inélastique, linéaire ou non linéaire. La démarche
est détaillée ci-dessous.

1.2.3.1 Détermination de la courbure et du moment

L’échantillon est assimilé a une poutre de longueur L, encastrée au point E et libre au
point F'. Elle est soumise a ’action de son poids propre (voir figure 1.5).
La courbe EF suit la surface moyenne déformée. Un point P sur cette courbe a pour
abscisse curviligne s et (z(s), z(s)) pour coordonnées cartésiennes.

FIGURE 1.5 — Schéma de calcul du moment de flexion M (s)

La courbure k(s) de la courbe au point P est calculée par

B |:E/Z” _ :L‘”Z/’

|6l = (@2 + 22)3/2

(1.1)

ot ' désigne la dérivée de x par rapport a s et 2’/ la dérivée seconde. Le moment de flexion
M (s) est le moment exercé au point P(s) par la partie suspendue PF. On obtient donc

L
M(s) = q / j2(t) — x(s)| dt

ou ¢ est la masse surfacique du matériau. Par d’ailleurs, notant ¢(s) Pangle tangent au
point P(s), on a

dip(s)|

- (1.2)

(o)l = |

12
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Pour obtenir une relation entre M (s) et ¢(s) nous utilisons le fait que :
S
x(s) :/ cos p(u) du,
0
S
z(s) :/ sin p(u) du .
0
Le moment de flexion M (s) devient donc

M(8)=q/sL

t
/ cos p(u)du| dt .

1.2.3.2 Exemple d’évolution du moment en fonction de la courbure

(1.3)

Cette méthode de caractérisation directe a été réalisée sur I’ensemble des profils mesurés

pour le renfort NCF considéré. L’échantillon testé est de largeur 100 mm et les longueurs

de flexion L ont évolué de 80 mm a 170 mm. La figure 1.6 représente les courbes moment

- courbure pour toutes les longueurs de flexion testées.
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001 .00 0.01 0.0z 003 004 0.05 Q.08

K (mm-1)

FIGURE 1.6 — Courbes moment-courbure M = f(x) - L =80 mm a L = 170 mm

A Tissue de cette démarche expérimentale, et plus spécifiquement pour le renfort NCF,

nous disposons d’une succession de profils sous forme de couples de points position. La

suite de la méthodologie, mise en place par E. de Bilbao et rappelée ci-dessous, permet

d’introduire les différents modeles de comportement dont nous allons nous servir, mais

également de discuter de la stratégie menée par 'auteur afin d’identifier les parametres de

ces modeles.
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1.3. MODELES DE COMPORTEMENT EN FLEXION

1.3 Modeles de comportement en flexion

Le comportement en flexion, qui influe sur la spécificité des profils obtenus, est in-
trinséque a chaque renfort. A partir des résultats expérimentaux, E. de Bilbao s’est
intéressé a trois lois de comportement spécifiques : le modele de Grosberg, le modele de
Dahl et un modele élastique non linéaire plastique (ENLP). L’idée est de postuler des
modeles et d’identifier les parametres par < corrélation > avec les résultats expérimentaux.

1.3.1 Modele de Grosberg

Le modele de Grosberg [39] est un modele a deux parametres qui sont : le moment

suivante :

{m_o si M < Moy, .4

M:M0+B‘/€| si M > M.

Avec un tel modele, dans un plan moment de flexion — courbure, le comportement du
renfort se dissocie en deux parties. Une premiere partie au cours de laquelle la courbure
est nulle et le moment de flexion augmente jusqu’a atteindre une valeur notée My, suivi
d’une deuxieme partie ou le moment croit linéairement en fonction de la courbure. Dans
ce modele, le parametre M, est en fait la valeur du moment de flexion au point
ou le renfort commence a se courber.

M

FIGURE 1.7 — Le modele de Grosberg comme modele de comportement moment-courbure

1.3.2 Modele de Dahl

Le modele de Dahl [29] a été développé pour simuler le contrdle dynamique de systémes
mécaniques comportant des phénomenes de friction :

d]\iiﬂ) = B(l — Aj;:) signe (H))n (1.5)

14
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ou £ désigne la dérivée de Kk par rapport a s, B est la rigidité du matériau et My le
moment de friction; B, My et n sont des parametres du modele.

M,

0.8

0.6+

0.4

-10 08 -06 04 -02

FIGURE 1.8 — Le modele de Dahl comme modele de comportement moment-courbure

La figure 1.8 représente la courbe de flexion avec B = 5, My = 1 et n = 1. B est la pente
a Porigine ; elle détermine le comportement quasi élastique pour les faibles courbures. My
constitue 'asymptote ; ¢’est le moment limite du comportement < quasi plastique > lorsque
la courbure devient élevée. L’entier n est le coefficient de forme de la loi.
Dans notre étude nous ne considérons que le cas ou n = 1.

1.3.3 Modéele Elastique Non Linéaire Plastique (ENLP)

C’est un modele proposée par E. de Bilbao dans son travail de thése :

aM

— = B (k) = By, + (Byg — By )e A (1.6)
K

Dans ce modele, la partie non élastique a été choisie non linéaire de forme exponentielle
pour controler les limites maximale et minimale de la rigidité. La rigidité n’est fonction
que de la composante élastique de la courbure. Elle atteint la valeur maximale Bj; quand
la courbure est nulle et elle tend vers la valeur minimale B,,, quand la courbure tend vers
I'infini. Le coefficient 1 permet de controler la vitesse de convergence vers ’asymptote.
Notons que dans ce modele le moment de friction n’intervient plus.

1.4 Stratégie d’optimisation

Disposant de résultats expérimentaux et de modeles de comportement, les travaux de
cette these consistent a déterminer les parametres présents dans ces modeles, les résultats
expérimentaux servant de résultats de référence. Nos travaux s’inscrivent dans cet objectif.

15
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Cette stratégie d’optimisation a été également menée par E. de Bilbao dans une approche
différente. Afin de préciser les avantages et inconvénients de chacune des deux approches,
nous allons les décrire dans cette section.

1.4.1 Approche menée par E. de Bilbao

E. de Bilbao a développé une approche par une méthode d’identification inverse qui a
pour objectif de déterminer les parametres des modeles de comportement introduits par
comparaison entre la réponse expérimentale et celle obtenue par la simulation de I’essai.
Deux étapes sont donc présentes dans la stratégie menée par Bilbao : d’une part obtenir
un profil a I'aide d’'un des modeles de comportement, cette étape ayant été réalisée par
I'utilisation d’un logiciel de simulations par éléments finis, d’autre part réaliser I’optimisa-
tion des parametres de comportement par corrélation entre le profil simulé et les résultats
expérimentaux, cette étape ayant été réalisée par une méthode d’identification inverse.

1.4.1.1 Modélisation de I’essai par éléments finis

La technique des éléments finis est une approche discrete qui repose sur certaines
hypotheses, mais qui a permis, dans le cadre de cette étude, de calculer le profil de
I’échantillon fléchi pour chaque longueur de flexion et pour chaque modele de compor-
tement considéré a partir des données suivantes :

— géométrie de I’échantillon,

— chargement,

— conditions aux limites.

Dans cette modélisation I’échantillon est maillé (discrétisé) par des éléments finis de
type coque, les caractéristiques géométriques permettant de s’inscrire dans cette hypothese.
Des développements numériques ont été nécessaires afin de programmer les lois de com-
portement spécifiques en flexion. La mise en donnée du chargement et des conditions aux
limites est effectuée afin de reproduire 'essai expérimental de flexion. Notons que cette
analyse en éléments finis est non linéaire car I’hypothese des grands déplacements est
retenue et certains des modeles de comportement sont non linéaires.

1.4.1.2 Méthode <« d’identification inverse >

Avec un modele du type < éléments finis > de simulation de I’essai de flexion et une loi
de comportement, il est possible de lancer manuellement des analyses avec différents
jeux de parametres du modele de comportement, puis de comparer les résultats
simulés avec les résultats expérimentaux, jusqu’a trouver un jeu satisfaisant,
a condition que le modéle soit approprié.

Cette démarche n’est donc pas « systématisée > et nécessite de tester plusieurs jeux
de parametres, sans étre totalement certain que la < solution > retenue soit la meilleure
possible.

Une stratégie alternative, développée dans ces travaux, a consisté a programmer une
méthode inverse utilisant une formulation par moindres carrés. La formulation est es-

16



1.4. STRATEGIE D’OPTIMISATION

sentiellement discrete et la résolution utilise I'algorithme de Levenberg-Marquardt. Ce
programme permet dans un premier temps de lancer les simulations, de communiquer
avec le logiciel < éléments finis > pour lui fournir le jeu de parametres, et de récupérer les
résultats simulés. Et dans un second temps de calculer les écarts entre les résultats simulés
et expérimentaux et d’appliquer l'algorithme de recherche du jeu de parametres.

La corrélation entre les simulations et les résultats expérimentaux ainsi que le calcul des
écarts s’effectuent sur les profils.

1.4.1.3 Résultats obtenus

E. de Bilbao a montré que le modele de Grosberg est valide pour une petite longueur de
flexion, c’est-a-dire que ce modele est capable de décrire le comportement élastique. Pour
le cas des grandes longueurs de flexion, ce modele n’est plus valide. Le comportement du
matériau a changé et dévie de son régime linéaire. Il a donc poursuivi avec le modele non
linéaire de Dahl.

Pour le modele de Dahl, 'optimisation a été réalisée sur le plus grand profil mesuré
(L = 200 mm). Le profil optimisé est proche du profil expérimental. Toutefois, avec les
valeurs optimales trouvées, les profils simulés pour L = 100 mm et L = 150 mm ne sont
pas assez proches des profils mesurés (voir figure 1.9). Bilbao en a conclu que le modele de
Dahl n’est capable de décrire que le comportement non élastique, et ne convient pas pour
les faibles courbures qui comportent un comportement élastique.

fxp 1150 ——
Ppt L1150
Exp L100
bot 1100 sreeer

I i |

FIGURE 1.9 — Modele de Dahl - L’optimisation est effectuée sur L = 200 mm. Profils
expérimentaux et optimisés pour L = 100 mm et L = 150 mm.

Le modele ENLP a été proposé dans le but d’intégrer un comportement élastique au
modele de Dahl. Le moment de friction n’apparait plus dans ce modele et la rigidité est
caractérisée par deux valeurs extrémes B,, et Bj.

L’optimisation a été faite a la fois sur les deux profils L = 100 mm et L = 200 mm pour

tenir compte des deux comportements élastique et non élastique. Pour les deux longueurs
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d’optimisation, les profils optimisés sont tres proches des profils expérimentaux. En plus,
pour L = 150 mm, le profil simulé est aussi tres proche du profil expérimental (voir figure
1.10). Le modele proposé est donc capable de décrire correctement le comportement du

matériau dans tous les cas.

FiGUurE 1.10 — Modele ENLP - L’optimisation est effectuée sur L = 100 mm et L = 200
mm. Profils expérimentaux et optimisés pour L = 100 mm, L = 150 mm et L = 200 mm.

1.4.1.4 Bilan de la démarche d’optimisation
Les motivations de nos travaux sont issues du bilan de la stratégie d’optimisation menée

par E. de Bilbao rappelée dans les paragraphes précédents. On peut ainsi faire un certain

nombre de constats.
D’une part 'obtention d’un profil comparatif a ceux obtenus expérimentalement né-

cessite des simulations éléments finis. Ces calculs, non linéaires, donc itératifs, génerent
un cott (en terme de temps de calcul) inhérent aux hypotheses réalisées et a la méthode
utilisée. Par ailleurs cette méthode de discrétisation dépend de la taille des éléments et il
est nécessaire que le maillage soit assez raffiné. Enfin cette stratégie implique que le cofit,
inhérent a chaque simulation élément fini, soit multiplié par le nombre de jeu de parametre
issu de 'optimisation.

La premiere question est donc : comment, pour chaque modele de comportement, disposer
d’un profil comparatif 7 Afin de suppléer a cette méthode des éléments finis et donc & une

approche purement discrete, nous sommes partis d’une solution continue du déplacement,
formulée a partir des équations de la mécanique et d’un certain nombre d’hypotheses.

Par ailleurs, dans I’étude d’E. de Bilbao, I'optimisation n’a été réalisée que sur certains

profils expérimentaux pour identifier les valeurs optimales des parametres, pour chaque
modele de comportement. Les profils mesurés mais non utilisés dans cette stratégie d’op-
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timisation n’ont servi qu’a la vérification du modele. On peut conclure que ces parametres
ont été considérés comme des constantes indépendantes de la longueur de flexion.

Le second objectif de ces travaux est donc d’introduire, dans les deux premiers modeles
de comportement proposés, une dépendance de ces parameétres en fonction de la
longueur de flexion.

1.4.2 Proposition alternative pour le modele d’optimisation

Afin de répondre aux objectifs énoncés dans le paragraphe précédent, la premiere étape
consiste a formuler une solution simple, continue, qui reproduit le comportement en flexion
du renfort sous son poids propre (probleme direct).

1.4.2.1 Obtention d’un profil continu sous ’hypothese de coques

On considere une plaque mince, maintenue dans une direction horizontale par un encas-
trement partiel, I’autre partie de son bord étant libre. On considere un repere orthonormé
Ozyz tel que le plan moyen de la plaque soit le plan Oxy. On appelle e I'épaisseur de

la plaque. Ainsi, on appelle § z = —%} le plan inférieur et < z = g} le plan supérieur. La
plaque peut étre définie par
_ 3 e e
V={z=(oy2)eR®; @yeQ; -S<z<}

ou ’on pose
Q={(z,y) eR?; 0<z<L;0<y<I}.

L’épaisseur e est supposée petite devant les dimensions de 2.

FIGURE 1.11 — Flexion d’une plaque
La structure est soumise & l’action de son propre poids selon Z (effort de volume, noté p).
Les quantités sont indépendantes du temps (hypothese statique). On étudie ’évolution de

la plaque juste apres son encastrement.

Nous rappelons ici la définition du champ de déplacement.
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Définition 1.4.1 (Champ de déplacement). Soit M(z,y,z) un point de la plaque et
G(z,y,0) le point correspondant dans le plan moyen a linstant t = 0. Ils deviennent
a Uinstant t les points M’ et G'. On appelle

Uy (z,y, 2) . vg(x,y)
a(M)=MM' = | uy(z,y,2) et i(G) = GG = | wvy(z,y)
uy(x,y, 2) v.(z,y)

les champs de déplacement de M et G respectivement.

Les essais de flexion sur différents renforts minces dans [5] nous ont montré que le
champ de déplacement @(G) des points G au plan moyen ne dépend que de x. La surface
moyenne est donc une surface & symétrie cylindrique, ce qui nous permet de paramétrer
la plaque moyenne déformée par une courbe en 2D dans le plan Oxz.

De plus, le déplacement selon y est petit par rapport a l'unité (v, < 1) et peut donc étre
négligé. Apres la déformation, un point G(z,y,0) du plan moyen devient donc un point
G'(x 4+ vi(x),y,v.(x)) de la surface moyenne déformée. La surface moyenne déformée est
engendrée par la courbe
{ 2+ vg(z) z€0,L] an
v, ()

Dans les cas de petits déplacements et de petites déformations, les hypotheses de Love-
Kirchhoff sont valides (voir Annexe) et le déplacement selon x est petit par rapport a
celui selon z (vy(z) < v,(x) pour tout € [0, L]). On peut donc le négliger et la courbe
(1.7) devient

vy(x), x €[0,L].

On appelle v, (z) la fleche et la note par w(z) pour simplifier les notations. La surface
moyenne déformée se caractérise donc par la fleche w(x) :

w(x), = €[0,L]. (1.8)

On se place dans la configuration ou l'on suppose que la flexion prédomine le
long de l’axe des z, comparativement aux déformations membranaires, aux
déformations de cisaillement transverse, ou autres termes de flexion. Les lois de
la mécanique nous disent que le comportement en flexion de la plaque est gouverné par
une relation entre le moment de flexion M et de la courbure x du type

M = f(k)

que 'on appelle une loi de comportement (voir Annexe). La fonction f dans la relation

peut-étre linéaire ou non suivant les modeles de comportement proposés.

20



1.4. STRATEGIE D’OPTIMISATION

1.4.2.2 Approximation de la courbure et du moment

Compte tenu de (1.1), la courbure #(x) d’'un point sur la courbe (z, w(x)),eqo,1) s"écrit !

*w”(ﬂj)

K(x) = (1+ w/2($))%

ol w' (respectivement w”) est la dérivée premiere (respectivement seconde) de w par
rapport a . Dans le cas de petits déplacements, la dérivée w’ est supposée tres petite (par
rapport a l'unité), et on obtient

k(x) = —w"(z). (1.9)
De la méme facon, 'angle tangent ¢ est petit ce qui nous permet de supposer
cosp(u) ~ 1

pour tout u € [0, L]. D’apres (1.3), le moment M (x) d’un point sur la courbe est donné

_q/‘k/cww dqﬁ—q/ﬁk/dqﬁ

—Q/‘H—Mﬁ “;@ GOy (1.10)

x 2

par :

1.4.2.3 Probléme d’identification

Comme indiqué au début de ce chapitre, nous considérerons le comportement en flexion
sur le renfort NCF :

e la masse surfacique est p = 0.568 g/m? et I'épaisseur e = 1.1 mm,
e la largeur des plaques testées est de 10 mm,

e les longueurs de flexion L vont de 80 mm & 200 mm avec un pas de 10 mm.
Pour chaque longueur de flexion L fixée, on veut identifier les parametres de chaque loi
de comportement : pour cela les profils optimisés correspondant au modele doivent étre
les plus proches possibles des profils expérimentaux. Nous utilisons (classiquement) une
formulation par moindres carrés :

e Pour chaque modele de comportement, on résout les équations suivantes :

q(x — L)?

M= f(k), M= 5

et k=—w"(z), xe€[0,L]
avec les conditions aux limites ad-hoc. Cela donne la solution w sous la forme d’une
fonction de x, S et L :

w=w(zx,S, L)

1. dans notre étude nous considérons le cas ou x > 0
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1.5. CONCLUSION

ou z € [0, L] est la variable et S I'ensemble des parametres du modele de comporte-
ment apparus dans f. Nous avons alors une famille de fonctions w(z, S, L)gec ou C
est I’ensemble de contraintes sur S.
La formulation par moindres carrés permet de minimiser ’écart entre la fonction
w(-, S, L) issue du modele et les données expérimentales. Nous introduisons donc ces
données expérimentales et la formulation discrete du probleme d’optimisation.

e Les données expérimentales (profils mesurés) sont de la forme d’un ensemble de
N(L) points

(X, Z) = (xi, Zi)lgz'gN(L)

avec x; € [0, L] et z; est la mesure de la fleche au point x;, pour tout i € {1,--- , N(L)}.
On remarque expérimentalement que pour tous les profils mesurés, z; < 0 pour tout
1 <1< N(L), cela qui est tout-a-fait cohérent car les fleches sont toujours négatives.
Désormais on notera N := N(L) pour simplifier.

e Les données (discrétes) du modele sont
(X, W(S,L)) = (zj,w;(S, L))1<i<n

ou w;(S, L) := w(x;, S, L) pour tout i« € {1,--- , N(L)}. Une contrainte physique est
la négativité des fleches et nous imposerons donc w; < 0 pour tout i € {1,--- , N(L)}.

e Enfin, pour chaque longueur de flexion L, nous définissons la fonction cott :

N N

J(S) =3 (w(i, S, L)~ )" = %Z(wi(s, L)—z)%= %HW(S, L)—Z|?. (1.11)
1 1

Le probleme d’optimisation se formule de la maniere suivante :
min J(S5), S € Cy, (1.12)
ou Cy, est 'ensemble des contraintes que 1’on précisera pour chaque modele de com-
portement étudié.
1.5 Conclusion

Nous avons dans ce premier chapitre rappelé le contexte mécanique dans lequel s’inscrit
notre travail et les objectifs par rapport aux travaux développés précédemment. Dans les
chapitres suivants nous allons développer les stratégies mises en place pour résoudre le
probleme d’optimisation, pour respectivement les modeles de Grosberg et de Dahl.
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Chapitre 2

Problemes d’identification avec le
modele de Grosberg

2.1 Etude théorique du modele

2.1.1 Probleme d’optimisation

On considere le modele de Grosberg que nous rappelons ci-dessous. C’est un modele a
deux parametres : le couple de friction My et la rigidité élastique B. La courbure k et le

moment M sont reliés par

k=20 si M < My,
M:MU+B|I€| si M > M.

Le signe de la courbure x indique la direction dans laquelle le vecteur tangent unitaire
tourne en fonction du parametre le long de la courbe. Si la tangente unité tourne dans le
sens des aiguilles d’'une montre, alors x > 0. Si elle tourne dans le sens contraire horaire,
alors k < 0. On remarque expérimentalement que dans notre cas x > 0. On va donc
imposer cette condition de sorte que |k| = k. Le modele de Grosberg devient donc

k=0 VM < My,

(2.1)
M=My+B-x YM> M.

My est le moment du point qui divise la courbe z +— w(x) ou w est le déplacement (fleche)
en deux parties (droite donc de courbure nulle et courbe avec courbure positive). Nous
redonnons ci-dessous des exemples de courbes expérimentales :
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

I:I T T T T T
ol ]
20| i
-30 e _ -
40t J
-50 1 1 1 1 1
o 20 40 G0 an 100 120
b
(a) Courbe expérimentale : L=110 mm
1] ; ; ; 0 . . .
-20 - -20 .
-40 | - -40 - .
60| ] 60} -
80| : ] 80| -
M : M :
-1o0 ':_ - -100 :: i
120 - : . 20| : ]
140 | § - -140 | : ;
B0 ] 160 L ]
180 1 1 1 180 1 1 1
0 20 40 G0 a0 1] 20 40 G0 a0
b b
(b) Courbe expérimentale : L=170 mm (¢) Courbe expérimentale : L=200 mm

F1Gure 2.1 — Courbes expérimentales pour différentes longueur de flexion L
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

Compte tenu de la relation (1.10), on a
My > 0.

De plus, sur la partie courbe ou M > My, la relation (2.1) nous donne

M -~ M,
N KR

B >0.

Avec (1.9) et M = My — B - k, on obtient

M M,
K= — — —
B B
et donc
q 2 My
2 (v L -0
oll w est le déplacement vertical *.
Les conditions aux limites en x = 0 sont les suivantes :
w=0, w,=0. (2.2)
Finalement
w = w(x, B, My, L) = —ﬁa@(:ﬁ — 4Lz + 612 — 12My) (2.3)

sur la partie courbe ou M > M, c’est-a-dire :

2M, 2M
g(x—L)2>Mo<:> o —L|> /"2 o< L— =2
q q

2M
Soit L. =L — 0 Sur la partie droite ou x > L., nous avons

w=w(x,B, My, L) =kx+p (2.4)
avec

w(Ld) =w(L;),

w'(LE) = w/(L;) = k.

[

Les données du modele de Grosberg sont :
(X, W) = (fl«“z’,wihgz‘gN

avec
Wy = QU(CL"L', Ba MO? L)

1. nous adopterons les notations en usage dans la communauté des mécaniciens (voir Annexe), ici w4
désigne la dérivée par rapport & x et w 5, la dérivée seconde.
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

défini soit par (2.3), soit par (2.4), selon les valeurs de x;. Grace aux données expérimen-
tales, on constate que la partie droite est petite par rapport a la partie courbe, c¢’est-a-dire

L.~ L.
On va donc supposer que la courbe n’a pas de partie droite. On a alors

w; = ’LU(:Ei, .B7 Mo, L)
= 9202 gL, 1612 — 12200 (2.5)
24B VY q
€ (M() — Ozi)
2B

ou l'on a posé
2

VI<i<N o= -La—20)2+ L >, (2.6)

12
Soit o := min{a;, 1 <i < N}. Comme B > 0, on a

D’autre part,

1 N 2
J(B, Mo) = 5 Z ( (B, My, L) — zi)

N
:1Z(W_Zi>z
2 ¢ 2B
4.2

iv: (a:fMOQ i Mocy; A x?Moz; n iz L 2)
4B? 2B? 432 B B !

MO M(] (&
= b— — +d—=— = .
“ B2 M B2 * B B +f (28)

avec a,b,c,d,e, f > 0 et définis par :
1 | |
SIS e iYde e=iYde
i=1 =1 =1 (2 9)
1 1 1 '
d:—§Z$?Zi, 62—52%2%22‘, 752
i=1 i=1 =1

Le probleme d’optimisation s’écrit donc

. Mg M() C &
B>0 (2.10)
OSM()SO[
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

2.1.2 Existence et unicité. Conditions d’optimalité
2.1.2.1 Existence et unicité

Remarquons tout d’abord que nous ne sommes pas dans un cadre “classique” car :
— La fonction J n’est pas coercive. En effet,

lim J(B,0)= lim (i—3+f):f7é+oo.

B—+4o00 B—+400

— L’ensemble des contraintes
C={B>0; 0<My<a}

est non-vide mais n’est ni borné, ni fermé.
On ne peut donc assurer directement ’existence de solutions du probleme par des théore-
mes généraux. Toutefois, nous allons montrer que 'on peut toujours rajouter des con-
traintes 0 < B,,, < B < By, By, tres petit et By, trés grand, sans changer la solution du
probleme. L’ensemble des contraintes sera alors fermé et borné, ce qui garantira I’existence
de solutions.

Théoréeme 2.1.1. [l existe B, > 0 et Byy > 0 tels que le probléeme (2.10) est équivalent
au probleme suivant :
M2
min J(B, My) = a—2% —bf—i- f-l—d— - f—i-f
B2 B2
B,, < B < By (2.11)
0 S Mo S o

Démonstration - Remarquons pour tout My € [0,q] :
N 2
. . 1 Ty (MO — Oéi) 2
1 B, My) = lim — (’7 — ) = ,
Jim, J( 0) lim 5 E 2 +00

2B

=1

N 2
) 1 xi (Mo — «;
li B, M, 1 — (17 )
phm J(B, Mo) = lim 2 ; 2B

l\.')\r—l

N
Par suite, pour tout My € [0,a], pour tout C' > 0 et ¢ > 0, il existe des valeurs By =

B1(My,C) et By = By(Moy, <) telles que :

J(B,Mo) > C VB<Bl(M0,C),

J(B,Mp) > f —& VB> By(My,e). (2.12)

Nous allons montrer que By et By ne dépendent pas de Mj.
Soit iy 'indice vérifiant «;,, = max{a;,1 <i < N} et posons

d=q;,, —a=max{w;, 1 <i< N} —min{a;, 1 <i< N},
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

On remarque (expérimentalement) que § > 0. Par ailleurs, en éliminant tous les points
(0,0) dans les données expérimentales, on a z;,, # 0 et z;,, < 0.
Pour tout My € [0, a], on obtient :

MO_aiM <a— gy, =0,
c’est-a-dire > (M 2 5
i (Mo i) G (2.13)
28 2B
Pour tout C > 0 )
o)
— ;Aé — Ziy < —\/ﬁ
et alors 2 5
a:‘,
21% > QC—ZZ'M >0
d’ou 22 5
2(\/ﬁ - ZiM)
Posons

By =—* .
2(\/ 2C - ZiM)
On voit que B; ne dépend pas de My et que pour tout B < Bi, (2.13) et (2.14) nous
donnent :

.%'ZZM (MO - O‘iM)

— Ziypg <—\/2C§0,

2B
2 (Mo — «; 2
( zM( 20B M) _ziM> > 920
c’est-a-dire
J(B, M) > C. (2.15)

De plus, pour tout € > 0, on a |J(B, My) — f| < € et donc

aMg—bMo—{—c dMgy — e
B2 * B

<e. (2.16)
D’autre part, on constate que
A = max{|aM§ — bMo + ¢|, My € [0,a]} = ¢

et
p = max{|dMy —e|, My € [0,0]} = e.
En effet, compte tenu de (2.8),

N N
1 1
g(Mp) := ]aMO2 —bMy+ | = ‘5 Zl$;1(MO — ai)2‘ =3 lef(Mo — ai)Q,
1= 1=
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

et donc

N
g/(Mo) = Zw?(MO — OJZ‘) < O, VMO S [0,04] .

i=1

Par conséquent, le maximum de g sur [0, o] est atteint en My =0 et

A=g(0)=c.

De la méme fagon, pour tout My € [0, o],

N
1
Mod—ezizb’v%(ai—Mg)zigO(carziSOVi:L"-,N)7
1=1

ce qui entraine

h(MO) = |M0d — €| =€ — Mod

De plus W/ (My) = —d < 0, et le maximum de h sur [0, o est donc atteint en My =0 :
p=nh(0)=e.

Finalement, pour tout My € [0,a], on a

aM@ — bMy + ¢ c
e B (2.17)
et IM
0o— € (&
— < = 2.18
1< 218)
Posons
2¢ 2
Bgzmax{ —C,—e}, (2.19)
€ €
de sorte que
c € e €
B>By— —<—- et =< —-.

B2 "2 B 2
B> ne dépend pas de M et pour tout B > By, ce qui précede nous donne :

aMg—bMo+c+dMg—e‘<’aMU2—bMo+c‘+’dMo—e’<c+e
B? B - B2 B — B2 B
€ €
<§+§—6.

Par suite, avec (2.16), nous obtenons
VB> B, |J(B,My)—f|<e

et en particulier
VB > Bo J(B,My) > [ —e.
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

N . 2C
Enfin, pour finir la démonstration de ’existence on considere le point (—, 0) :
e

2c e2 e e2
J(—,O):c.——e2—c+f:f—4—c.

2.20
e 4c2 ( )

Posons 9

2c e
C=J—,0)=f——2>0,
( e )=f 4c —
car la fonction J est positive. D’apres ce qui précede, on peut trouver
)

1
B,, = M

2
2(,/2f— g —ziM)
By :max{w%,%}
e’ €
e? 2c

V(B,Mo) € (0, B) U (Bag, +00) x [0,0]  J(B,Mo) > f — - = J(=,0).

e

et

tels que

2
Par conséquent (—C, 0) ne peut pas étre un élément de (0, By,) U (Bar, +00) X [0, o). Donc
e

(%70) € [Bm, B x [0, a].

On a alors

min{J(B, M) | B>0; 0 <M < a} =min{J(B, M) | B, < B< By; 0< M < a}.

Donc il existe By, > 0 et By > 0 tels que le probleme (2.10) est équivalent au probleme
(2.11) :

. Mg My c My e
0< My<a
qui admet au moins une solution. O

L’existence des solutions est donc prouvée. Toutefois, la fonction J n’est pas convexe,
on ne peut donc assurer 'unicité.

2.1.2.2 Conditions d’optimalité
On considere désormais le probleme suivant :

. Mg My c My e
B,, < B < By (P)

OSM()S(I
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2.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

Le probleme (P) est un probleme d’optimisation avec contraintes en inégalité. Nous allons
établir des conditions d’optimalité du premier ordre (conditions de Karush-Kuhn-Tucker,
voir [3] par exemple).
Vérifions que les hypotheses d’obtention des relations de KKT sont satisfaites :
— L’ensemble des contraintes C = [B,,, By X [0, a] est fermé borné et non-vide donc
le probleme (P) admet au moins une solution (B*, M) € C;
— Larégularité du point (B*, M) est assurée avec le fait que I'intérieur C de I’ensemble
C est non-vide (condition de Slater) :

o

C = (Bm, By) x (0,c) # 0.

D’apres [3] (Théoreme 3.2.5), si (B*, M) est une solution optimale du probleme, les condi-
tions de KKT sont satisfaites. Nous les précisons ci-dessous.

Définition 2.1.1. Le Lagrangien du probléeme (P) est la fonction définie par
4

L(B, Mo, p) = J(B,Mo) + > _ 1g;(B. Mp)
j=1
avec
gl(B,Mo) = B — By, gg(B,Mo) = —B + B,,,
93(B, My) = My — a et g4(B, My) = — M.
Dire que les conditions de KKT sont satisfaites équivaut a dire qu’il existe un multi-
plicateur de Lagrange p* = (uj, 13, 15, 113) tel que

Vi=1,--,4 pi>0, (2.21a)
Vi=1,---,4 gj(B*,M)>0, (2.21D)
4
V(B M)+ u Ve (BYMg) =0, (2.214)
j=1

ou V.J désigne le gradient de J. On peut aussi écrire la relation (2.21d) :
VL(B*, My, p*) =0,

c’est-a-dire

oL oL
—(B*, My, u*)=0, ——(B*, My, ") =0.
8B( ) 07#) ) GMO( ) 0,/.L)
Finalement, il existe u7, 3, u3, py > 0 tels que
Bm <B*<By,0<M<a, (2.22a)
15 (B* = Bar) =0, y3(~B" + B) = 0, pi3(Mg —a) =0, —piMz =0, (2:22b)
2(aMi? —bMG +¢)  dM; —e
- . B*3 L - _BO*2 + MT - N; =0 ) (222C)
2aM; —b 4,
T+§+ﬂ3—u4:0. (2.22(1)

31



2.2. ETUDE NUMERIQUE

2.2 Etude numérique

2.2.1 Identification des bornes B,,, B/

Tout d’abord, on va identifier les bornes des contraintes B,, < B < Bj, c’est-a-dire
que l'on va trouver des valeurs de By, et Bjs telles que les solutions du probleme (2.10)
et du probleme (2.11) sont les mémes. Comme on l'’a montré dans la démonstration du
Théoreme 2.1.1, B,, et Bj; peuvent étre calculés par

z? 0 [2¢ 2
By = —F——M et BM:max{ —c,—e},
2(V2C - 2, e’ e

2 2

avecC:f—e—etz-::e—.Onaalors
4c 4c

x? 2v/2¢ %} 8¢
e

B, = M et By = max{ ,
2 e €
2(/2f - & — 2

Vu que l'on a supposé qu’il n’y a pas de partie droite dans la courbe, on rajoute les
contraintes
Vi<i<N z; <L,

ce qui nous donne

My < ~(max{z;,1 <i< N} — L)

NCIES

Soit
3 = min{a, g(max{xi, 1<i<N}—L)?2.

Les contraintes sur M, deviennent donc

0< My <p.

2.2.2 Meéthode empirique

Pour fixer les idées on va d’abord tracer la surface (B, M) — J(B, My) sur le domaine
correspondant [0, Bys| x [0, 5], pour chaque L fixé. Comme les valeurs du domaine sont
tres petites (6 < 1 et By < 1) nous allons faire un changement d’échelle pour éviter des
erreurs importantes dans les calculs. On pose donc :

B=B'x107°, My= M} x 1075,

et ici
(B', My) € [By,, By] x [0, (']
avec

8 =px%x10°, B = B,, x 10°, B}, = By x 10°.
m M
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2.2. ETUDE NUMERIQUE

De méme, on considere la fonction J' définie par
J'(B', M) := J(B, My).
On définit de la méme fagon
ad=a, V=0bx10%, d =cx1019,
d=d, €e=ex10°, f=F,
ce qui conduit a la formulation équivalente suivante du probleme

. M/2 M/ C/ M/ e/
minJ'(B, M) =o' G ~V g+ g +d G~ +f ,
B), < B' < B, (P')

0<My<p

Tracons maintenant les différentes surfaces (lorsque L varie) apres ce changement
d’échelle.

L =80mm e L =80mm

L =80mm 1o L =80mm

(b) L =90 cm

FIGURE 2.2 — Surfaces et lignes de niveau pour My petit, L = 80,90 mm.
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2.2. ETUDE NUMERIQUE

L =100mm ¥10 L =100mm

L=110mm :{10- L =110mm

S SO S| S A S
018 0.2 02z 024 026 028 03 032 03 036

(b) L =110 mm

L =120mm L =120mm
0.02-

0015 heees

000s -

oL i i H i i i
044 045 018 02 022 024 026 028 03 032

(¢) L =120 mm

FIGURE 2.3 — Surfaces et lignes de niveau pour My petit, L = 100 — 120 mm
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2.2. ETUDE NUMERIQUE

L=130mm L=130mm

L =140mm L =140mm

(b) L = 140 mm

L =150mm L =150mm

i ; i I
0.08 0.09 0.1 011 o012 013 044 015 016 047
B

(¢) L =150 mm

FIGURE 2.4 — Surfaces et lignes de niveau pour M petit, L = 130 — 150 mm
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2.2. ETUDE NUMERIQUE

L =180mm L =160mm

0.25 -

B - 015 -
i
BTLRA "
- |‘|"\II.‘I.\\||J\J\w|||“\||||h||“ | ||H|‘
‘|\||.‘\IH‘|| s
oL i i i i i
0.1 012 014 016 018

L =180mm L =180mm

(¢) L =180 mm

FIGURE 2.5 — Surfaces et lignes de niveau pour My petit, L = 160 — 180 mm
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2.2. ETUDE NUMERIQUE

L =180mm L =1890mm

1000 . ..

ELLRREE N Lo 35

L =200mm L =200mm

1000 . ..

(b) L =200 cm

FIGURE 2.6 — Surfaces et lignes de niveau pour My petit, L = 190,200 mm.

Vu que 'ensemble des contraintes est un rectangle fermé dans R?, une méthode natu-
relle serait la méthode du gradient projeté. Mais en regardant sur les surfaces ci-dessus
on constate qu’elles sont trop “plates” dans tous les cas. C’est pour cela que ’algorithme
du gradient projeté ne converge pas, ce que nous avons constaté apres plusieurs tests. Les
autres méthodes testées (Uzawa, Newton projeté) ne fonctionnent pas non plus. Finale-
ment, vu le petit nombre de données et la “petitesse” de l’ensemble des contraintes (méme
apres le changement d’échelle), nous avons utilisé une méthode empirique.

e Choix de U'intervalle : pp > 0 pour B’ et pps > 0 pour M/, on regarde la surface sur
un quadrillage : [B], : pp : By, ] x [0: par 2 ']

e Solution du probleme (P’) : trouver un point (B’, M{)) sur le quadrillage pour que

J(B’, M) soit minimale par comparaison des différentes valeurs ou par dichotomie :
(B', M{)) est une solution du probleme (P’) avec lerreur ¢’ = max{pp, par}-
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2.2. ETUDE NUMERIQUE

e Solution du probléeme (P) : en posant B := B’ x 107°, My := M} x 107>,
(B, My) est une solution du probleme (P) avec I'erreur ¢ = ¢’ x 1075.

2.2.3 Résultats numériques
Nous avons adopté les criteres suivants :
— choix de l'intervalle :
pB = pm = 0.01;
— lerreur ¢ :
e=0.01x10"°=10"";

— D’écart moyen 7 :
N

> Jw(wi, B, My, L) — 2| x 10%(mm).
=1

1
N

Nous présentons ci-dessous les résultats numériques sur le renfort NCF :

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140
B (N.mm) 0.0035 | 0.0034 | 0.0031 0.0027 | 0.0023 | 0.0020 | 0.0017
My (x1075 N) 0 0 0 0 0.0040 | 0.0060 0

7 (mm) 0.5214 | 0.7679 | 0.4391 0.7445 | 0.9314 | 0.6803 | 1.5796
L (mm) 150 160 170 180 190 200 -
B (N.mm) 0.0012 | 0.0014 | 0.0012 | 0.0012 | 0.0004 | 0.0002 -
My (x1075 N) | 0.0260 0 0 0.0030 | 0.6270 | 0.8560 -

7 (mm) 3.0248 | 9.1645 | 16.3372 | 24.5473 | 34.4799 | 41.7402 -

TABLE 2.1 — Résultats d’essais sur le renfort NCF - Modele de Grosberg

Les figures ci-dessous présentent les profils de flexion sur le renfort NCF pour les
différentes longueurs pour le modele de Grosberg.
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FIGURE 2.7 — Courbes expérimentales (en pointillés) et calculées (ligne continue) pour
L =80—110 mm.
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FIGURE 2.8 — Courbes expérimentales (en pointillés) et calculées (ligne continue) pour
L =120 — 140 mm.
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T
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FIGURE 2.9 — Courbes expérimentales (en pointillés) et calculées (ligne continue) pour
L =150 — 180 mm.
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L =200mm
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60 | .

(a) L=190 mm (b) L=200 mm

FIGURE 2.10 — Courbes expérimentales (en pointillés) et calculées (ligne continue) pour
L =190, 200 mm.

2.3 Validation du modele

En regardant les figures ci-dessus, on constate que I'optimisation est tres bonne sur les
profils avec L < 140 mm. Elle ne I'est déja plus pour L = 150 mm et elle est trés mauvaise
pour L plus grand. La valeur optimale de M est égale a 0 dans presque tous les cas, cela
s’accorde avec le fait que ’on suppose qu’il n’y a pas de partie droite dans les courbures.

Dans ce qui suit on étudie les valeurs optimales de B et de M, dans le cas ou L < 140
mm pour voir si l'on peut établir des relations de B et de My en fonction de L : B = B(L)
et My = Mo(L). On regarde I’évolution de chaque parametre en fonction de L.
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xio? B=B(L)
T

80 a0 100 10 120 130 140
L

(a) B en fonction de L

My =ML}
T

45
as|
= 250

150

0sh /_,___—e\
o & & 4 L .

[ 90 100 110 120 130 140
L

(b) M en fonction de L

FIGURE 2.11 — Evolution de B et M

Normalement, il faudrait résoudre le probleme d’optimisation dans le cas général ou
la partie droite dans la courbure est prise en compte. Toutefois, vu la bonne optimisation
dans le cas ot L < 140 mm et vu que le modele n’est plus valide pour L > 140 mm (alors
que les données expérimentales confortent le fait qu’il n’y a pas de partie rectiligne), on
n’étudiera plus ce modele.

2.4 Conclusion

— Le modele de Grosberg, sous I’hypothese de L-K, est valide sur le renfort NCF pour
les profils avec une longueur L assez petite, ici L < 140 mm.

— L’optimisation n’est déja plus bonne pour L = 150 mm et trés mauvaise pour L plus
grand : le modele n’est plus valide.

Il nous faut donc un modele qui représente bien ce qui se passe lorsque L > 150 mm et
qui coincide (si possible) avec le modele Grosberg pour des petites longueurs. Un modele
répond partiellement a cette attente : le modele de Dahl qui fait 'objet du chapitre
suivant.
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Chapitre 3

Probleme d’identification avec le
modele de Dahl

Dans le chapitre précédent nous avons considéré le probleme d’identification avec le

modele de Grosberg. Dans ce chapitre, nous considérons la deuxieme loi de comportement
qui correspond au modele de Dahl.
La premiere partie est consacrée a 1’étude théorique du modele. Nous allons introduire
le probleme d’identification sous forme d’'un probleme d’optimisation non-linéaire avec
contraintes d’inégalités. Nous montrerons ici ’existence du probleme et constaterons que
nous ne pouvons assurer l'unicité dans ce cas.

Dans un premier temps, on va faire une premiere étude numérique du probleme pour
avoir une idée a priori des solutions cherchées. Cela nous amene & un probleme assez simple
que 'on résoudra avec une méthode empirique comme dans le chapitre précédent.

Dans un deuxieme temps, on formulera le probleme sous forme de probleme de controle
optimal. Pour le résoudre, on considéra deux types de méthodes : les méthodes directes et
les méthodes indirectes.

3.1 Etude théorique du modele

3.1.1 Probléeme d’optimisation

Nous considérons le modele de Dahl avec n =1 :

dM . dk, M

ouw M = M(z), k = k(z). Nous ferons ici 'hypotheése physique qui vient de 'expérience

(voir la figure ci-dessous) : quand la courbure k est croissante, le moment de flexion M

Iest aussi.
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0.6+

a0
T T 00

T I T
-10 08 <06 04 -02

FIGURE 3.1 — Modele de comportement moment-courbure de Dahl

Cela nous donne

dM
— > 0. 3.2
P (3:2)
De plus | M| < |Mp| dans tous les cas et on a donc
d M
Vo € [0, L] 1- signe(d—Z) A > 0. (3.3)

Par conséquent
B > 0.

Par ailleurs, le probleme mécanique que l'on considere correspond a la période ou le
matériau est chargé. On a alors

My > 0.
Rappelons que
M= g(a: — L)%
Comme Mj est le moment de flexion maximal de la plaque, on a pour tout x € [0, L],
My > M , et donc en particulier
My > q§2 =a(L) . (3.4)

Compte tenu de (3.1),

dM dz . dr
% . % = B(l — 51gne(%) . MO)

dz ) dr. q(z — L)?
—I)-—==RB(1- o
al@=1L)- 50 ( signe(50) -~ )
dx q(x — L)

|
—
oo
(@)
N~—

dr B(1-signe(%) - L55”)
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3.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

Remarquons que
q(z — L)

Vz € [0, L] 5

< 0.

d
Avec (3.3) et (3.5) nous avons d—m < 0, on obtient donc
x

dr q(x — L)
dz ) T a(z—L)?)’
B(1+ 4552

Par conséquent, en utilisant la condition (L) = 0,

(" qs-1L)
fi($)_ /IB<1+q(;_M€)2)

z € [0, L].

ds

MO L d(l + 7(1(;;4[01)2)
i ——
B Je 141 ;MO)

q(s — L)2)

L

On a alors o u ( Ly
w _ Mo ar = L)
Ve el0,L]  S(e.BMy) = ——'In (1 + o ) (3.6)
2

Rappelons qu’ici est le déplacement vertical de la surface moyenne. Désormais nous

0x?
noterons My par M pour simplifier les notations.

Nous allons maintenant résoudre 1’équation (3.6) avec les conditions initiales :

w(0,B,M) =0, (3.7a)
ow
5 (0,B.M) =0. (3.7b)

Remarquons tout d’abord que grace a ces conditions, la fonction w est bien négative pour
tout x €10, L]. En effet, compte tenu de (3.6),

0*w
ow .
B décroit sur [0, L]. Avec (3.7b), on a
vre0,L] 2 B, M) <0
) 8"13 ) ) — *

De la méme facon et avec (3.7a), on obtient

Ve el0,L] w(z,B,M)<0.
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3.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

ow
Grace a o — (0, B, M) = 0, nous avons

ooy = -4 [T (1+Q(“_L)2>du.

L -
Va 6]07 [ or [ B 0 M

En utilisant I'intégrale

/ln(l +t3)dt = tIn(1 + t?) 4+ 2arctant — 2t 4 C,

avec le changement de variable ¢ = 4/ ﬁ(u — L), on obtient

ln< )du
,/ 1n 1+ t%)d
1/ tln1+t2 —|—2U—arctant—21/ t+

Q

_ L)? / [ a
= (u—1L) n(1+W>+2 Tarctan( m(u—L))—Q(u—L)+C
—(u- g(u—L)* 2M 1) -
= (u L)ln(l—i— Wi )—|—2 . arctan( 2M(u L)) 2u + C.
Par suite,
ow M [T q(z — L)?
ax(:c,B,M)_—B/O ln<1+W)du
M q(u—L)2 2M q T
M
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3.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

Par conséquent, compte tenu de (3.7a), on a

w(z, B, M)

- % Ox {(u— L)In (1 + q(u2—]WL)2) +2ﬁarctan (&(u— L)) —2u
+ Lln (1 + gﬁ;) + 2ﬁarctan <\/T )}

:_ﬂg[/of(u_L)ln <1+ q(u — 2M d —1-2\/»/ arctan ( L))du
— 2?4+ Ln(1+ gﬁ;)x+2ﬁarctan<\/; )x}

En utilisant l'intégrale

1 12
/tln(l +t3)dt = 5(1 +t3)1In(1 4 %) — 3 +C,

avec t = ﬁ(u — L), on obtient

/(u— ln( —i—q<u2_]wL)2)du

:/tln (1+t%)d

-2 B0 <M>> (14 2550 - 20 ]

= ]\5(1 + q(u;]\f)z) In (1+ Q(“2;WL)2) C —2L)2

Avec t = 4| ﬁ(u — L), dans l'intégrale

1
/arctantdt = tarctant — 3 In(1+t*)+C,

on obtient

/arctan ( 2?\4 (u— L))du

2M
— /arctantdt
q
2M 1
=\ /T (t arctant — 5 In(1+ t2)> (3.9)

= (u— L) arctan (\/E(U—L)) —% 22\4ln (l—l—q(UQ_ZML)Q> +C.
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3.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

Compte tenu de (3.8) et (3.9), nous avons

w(:I:,B,M):—M[/Ox(u—L)ln<1+q(u2_]\f)2)du

2M [*
+2”q/0 arctan( ﬁ(u—L))du
2 /
9 qL 2M q
-z +Lln(1+m)x+2 Tarctan( 2ML>$:|

x — L)? Tz — )2 — L)?
:_M[Aj(1+(l(2ﬂf)>ln<l+Q(2ML))_( 2L)

B

M qL? qL? L?
415+
q(+2M Ut aar) T

[2M 1 —L)?
q 1 /2M qL? 9
—Larctan( 72ML)+§ —q ln(l—l—lM))—w
L? [2M
+ L1n (1+73M)x+2 —q arctan( 2?\411)33}

1 M? —L)? —L)? M(z — L)?
LM gy g e D) M- D)
B q oM oM 2
M? qL? qL?, ML?

—2M 22\4(35 — L) arctan (@(m — L))

q
2M? qL 9
— . ln(l—l—m)-f—Mx
L? 2M
—MLxln(1+gW)—2M Tmarctan( Q?WLH
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T2 2 T2

=gl (e ) - (1 255
q

M qL?, M? qL? qL?

22 14—7——f1@ 4—>—ML1<1——J

+2 n(—|—2M) qn +2M xIn +2M

2M
—2M T(l‘ — L) arctan ( ﬁ(l‘ - L))

2M q M,
—2M 7(:6 — L) arctan ( ml}) + - T MLx].

Finalement on obtient 1

ou 'on a défini

(
—2M 2‘;\4(95 —-L) (arctan ( a (x — L)) + arctan ( qL))

3M

Donnons quelques propriétés de la fonction f ainsi définie. Tout d’abord, d’apres (3.10)
et comme w < 0 et B > 0, cette fonction est toujours négative.

Proposition 3.1.1. Pour tout x €)0, L[ fizé, la fonction f, : M — f(x, M) définie pour
M >0, est négative, vérifie f(0) =0 et admet le développement asymptotique suivant au
voisinage de 400 :

hm@:u4@+J;m@»+oQb> (3.12)

ol Oon a Posé

gz —L)*  qL* gL’z

Up(x) := —

24 24 6
2 _ L 6 2L6 2L5
m@%:q@ Y _¢l” lz
240 240 40

En particulier
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3.1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE

Démonstration. Montrons d’abord que f,(0) = 0. En effet, la fonction arctan est bornée
et les fonctions polynomiales de degré 2 convergent vers 0 plus vite que la fonction loga-
rithme.

Pour étudier le comportement de f lorsque M — +o00 on fait un développement asymp-

totique au voisinage de +o0c0. On a

(14 QL) sl D e DY oDl oD (L)

oM oM SM?2 24 M3 32M4 M4

M4
L2 L2 2L4 3L6 4L8 1
(o) S e ()

oM )~ 2M  SM?2 ' 24M3  32M*

r— )3

orean (/310 )) =\ - - | [yt @D
x— L)° r— L7
e (i) 5 e G

~o(5mvm)

et
q q q q L3 q ([ q\2L°
£ 4y L, /L 9= —(—) =
arcan(\mM) Vaar” " Vaarz2ar 3 Vo \2ar) s
q q 37 1
o G e (i)
oM \2M /) 7 M3/ M
Donc f(z, M) =

M4

2M 8M? 24 M3 32M*

ML2 M2 L2 2L4 3L6 4L8 1

Aﬂ)(«x—@Q Plo-0)' | - L) &u—LP+O(1>)

oM SM2 ' 24M3  32M4

oo (-0 - 50 () S () o ()

q L3 g \2L° g \3L" 1
o0 (1 4 G L () e
(z )< o3 \aar) 5 \aar) 7 To\as
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gle —L)*  M(z—L)? ¢*(x—L)°% qz—L)*

=4 ° 2 T VA
P -L)® | Fe-L0)° Fe-L)P
e 24M 3202
qL4 L2M qL3$ q2L6 N qL4 N QQLSJ? N q3L8 q2L6 q3L7m+ q3L8
4 2 2 16M 8 SM ' 48M2  24M  24M2 ' 32M2
g(z = L) ¢@-L)° ¢(z—L)* )
— —9M(z — L
* ( 3 0M 2802 (z-1L)
qL(x —L) ¢L°(@x—L) ¢’L'(z L)
_ —OML(z — L
* ( 3 YR TIVE (z-1L)
3M 2 1

24 + 24 6 + M 240 240 + 40
1 113 (x — L)  11¢3L8 37 1
<_ ¢(x— L) L UL g fﬂ) +O< )

qlx —L)* qL* qL3z 1 < @(x— L)% ¢L° q2L5a:>

M2 672 672 28 M2
La fonction f(xz, M) s’écrit alors avec les notations de la proposition 3.1.1 et

@A -0 11308 @AL'

ua(@) = 672 672 28
1 1 1
flz, M) = uy(x) + Mul(az) + W’UQ(ZE) +o e ) (3.13)
O
Dans ce qui suit, nous posons
X = (.%'1,[172,...,:[}1\7),
Z =(z1,22,...,2N)
et
F(M):(f(xl,M>,f($2,M),,f(I'N,M)) (314)
de sorte que
SyS| 2
=f@i, M) =z ) =||5F(M)-Z|*,
> (o =) =lgran-2)
ott || - || désigne la norme euclidienne de R¥.
Le probleme naturel est donc le probleme (PJ) suivant :
min J(B, M) = 1HlF(M) —Z))?
(B,M) ’ 2'B (P9)
B>0, M>«
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L2
oll on a posé o := qT en raison de la contrainte (3.4).

On ne sait pas montrer l'existence de ce probleme a priori car la fonctionnelle n’est
pas coercive et I'ensemble des contraintes n’est pas borné (ni fermé). On va donc, dans
un premier temps borner ’ensemble des contraintes de maniere arbitraire. On va montrer
qu’il faut seulement borner M par M < (3. Comme M est le moment de flexion maximal
de la plaque, on peut toujours avoir des valeurs a priori de ce parametre a partir des essais
expérimentaux et choisir § en conséquence. Le probleme que nous considérons est donc le
suivant 11

. 2
min J(B.M) = 5| 5 F(M) - 2| -
B>0,a<M<g

Si on pose b = —, une forme équivalente de ce probleme est

&l ~

1
i b, M) := =||bF (M) — Z|?
(rl){lﬁl)Jb(, ) 2H (M) I
b>0, a<M<pJ.

3.1.2 Existence et unicité

Théoréme 3.1.1. Le probléeme (Py) admet une solution (B*, M*) ou M* est une solution
de

: FM)
max J(M) == (==, %) ~
M [ E (M) (Pa)
a<M<p
et )
g IFQOP
(F(M*), Z)
ot (-,-) désigne le produit scalaire usuel de RY.
Démonstration. Supposons que (B*, M*) est une solution de (Py).
Le couple (b* := ﬁ’M *) est alors un point stationnaire et vérifie
Vb > 0,VM € [a, f] VIp(b*, M*)(b—b"M — M*) >0,
car J est dérivable. En particulier
Vb >0 %z’(b*,M*)(b—b*) >0. (3.15)
Supposons que b* > 0 alors (3.3.1) devient
aJy
— (", M*)=0.

Comme

J(6,M) = SJbE(M) — ZIP = SIFODPE ~ (F(), 2) b+ 5| 2]
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on obtient alors .
(F(M*), Z)

BRRIE

Plus généralement, pour chaque M > « fixé, le probleme

b* car M* #0.

admet une solution unique
b(M) = W (3.16)
et nous obtenons
rglzigjb(bv M) = Jy(b(M), M)
_1 2 (F(M),Z)* (F(M),Z) 1,
= SIS — (FOD.2) i+ 12
1 L{(F(M),Z)?
= ran e o

Comme

Vb > 0,YM € [, 8] Jp(b*, M*) < Jy(b, M),

et b* = b(M™*) on a en particulier
VM € [Oé,ﬁ], Jb(b*7M*) < Jb(b(M)7M)7

et M* est solution du probleme (P,)

Réciproquement : Soit M™* une solution du probléme (75d). On sait qu’elle existe car
la fonction J est continue et bornée sur [a, 3]. Compte tenu de (3.17), M* minimise la
fonction J,(b(M), M) sur 'intervalle [a, 8]. Par suite, on obtient :

Vb > 0,YM € (0,8 Jy(b(M*), M*) < Jy(b(M), M) < Jy(b, M) .

Par conséquent le couple (b* = b(M*), M*) est une solution du probléme (Py). O

Remarque 3.1.1. Comme indiqué auparavant, nous me savons pas montrer l’existence
dans le cas ou l’ensemble des contraintes est non borné. Toutefois, dans certains cas, le
probleme admet une solution sans qu’on ait besoin de borner [’ensemble des contraintes.
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Pour étudier le comportement de j(M) pour M — 400, on utilise le développement asymp-
totique de f(x, M) au voisinage de +oo établi dans la proposition 3.1.1. Nous avons :

N N 2
[ (1
;f( zaM) ;[o( Z)+M 1( l)—’_ <M>:|
N N
= Sl 2 S w0 (37
i=1 i=1
N 2 N 2 N N
(Z f(a:l,M)zl> = ZUO(:UZ),ZZ> + % Uo(x4) 2 Zul(:vj)zj +o0 (;4)
i1 i=1 i=1 J=1
Par suite,
2o (F(M), Z)?
YD = TFanp
N 2 5 N N
(Z uo(z;l)zl> + Mzuo(xz)zlzul(x])zj
i=1 i=1 j=1 1
= N o N To <M>
Zuo(ml) + MZ Uo(ml)ul(l'l)
i=1 ’Lle N
Zuo(xi)ziZul(a:i)z
250 i—1
N > 1T M N 2
=5 v vo(7)
Zuo(iﬁi)2 ) Zuo(iﬂi)ul(fﬂi)
=1 1+ Mz:lN
Zuo(xi)2
i=1
N 2 N N
- N M N N M)
Zuo(a:i)Q Zuo(xi)zi Zuo(:ci)2
i=1 i=1 i=1
Notons
Us := (uo(1),uo(2), ..., uo(xN))
et
U1 = (ul(xl),ul(a:g),. . .,ul(xN)),
on obtient
- (UnZ)? 2 ((Uh,Z) (U, Un) oL
Jon="5 e (oo~ e )| o) 6w
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Le comportement de j(M) au voisinage de +00 est donc caractérisé par le signe de

<U17Z> <UO7U1>

0 7Z = - .
WWo U 2) 2= 52y = 10

— Siy(U, Uy, Z) <0 :

<U17 Z> _ <U07 U1>
(Uo, Z)  |IUo]|?

<U07U1>

=0e R

Uy, Z) < 0.

Dans ce cas J est majorée au voisinage de +o0o et le probleme max j(M) admet
>«

donc une solution.
~ Siy(Up, U1, Z) > 0 : la fonction J(M) n’est pas majorée au voisinage de +oo. Une
condition suffisante pour ’existence de solution dans ce cas est

J(+o00) < J(a)
(Uo, Z)*
1Uo|1?

L’existence de solution du probléme dépend des données expérimentales qui varient beau-

ot J(+00) = d’aprés (3.18).

coup lorsque la longueur de flexion change.

3.2 Premieéere étude numérique du modele

Le but de cette section est d’avoir une idée a priori des solutions optimales cherchées
et des méthodes numériques que l'on va utiliser. Pour cela, on commencera par tracer

quelques unes des surfaces J(B, M) et les courbes J(M) sur un domaine borné lorsque L

varie entre 80 mm a 200 mm :

L-g0mm K10

FIGURE 3.2 — Surfaces .J(B, M) et courbes J(M) pour L = 80 mm
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L=80mm 3
o 19995 112

1.8384 4

1.9382

1.039

1.0388

1.4386

1.9384

1.9382

1938

1.9378

0.002 0.004 0.006 0.008 0.0

mim

L=100mm

ooz

o112 -

012

00112

o112

012

00112

o112

[RIRE! L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.0

(b) L = 100 mm

L=110mm
0.0435

0.0435

0.0435

0.0435

0.0435

0.0435

0.043%

0.043%

0.043%

0.043%

0.002 0.004 0.006 0.008 0m

(¢) L =110 mm

FIGURE 3.3 — Surfaces J(B, M) et courbes J(M) pour L = 90 — 110 mm
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L=120mm

01557

01557

01556

01558

01558

01558

01558

01556

0.002 0.004 0.006 0.008 0.0

(a) L = 120 mm

L=130mm
e 04158

04157

04157

04157

04157

04157

04157

04157

04157

04157

0.002 0.004 0.006 0.008 0m

(b) L =130 mm

L=140mm
X 0.8486

0.8486

0.8485

0.8485

0.8484

0.8484

0.8483

0.8483

0.002 0.004 0.006 0.008 0m

(¢) L = 140 mm

FIGURE 3.4 — Surfaces J(B, M) et courbes J(M) pour L = 120 — 140 mm : on constate
un net changement de comportement
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L=150mm

1.2708

1.3797

13796

1.270%

13794

13793

1.2702

13791

1379 L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 om

(a) L =150 mm

L=160mm
. 1.872

1.871% -
187

1.8705

0.002 0.004 0.006 0.008 0m

L=170mm
2.338%

2.338

23375

2337

23365

2336

23355

2.33%

23345

2.334

23335 L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0m

(¢) L =170 mm

FIGURE 3.5 — Surfaces .J(B, M) et courbes J(M) pour L = 150 — 170 mm
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L=170mm

2.738%

2.738 -

2.737%

2737

2.736%

2.736

2.7355

2.735

2.7345

2.734

27335
0

L L L L
0.002 0.004 0.006 0.008 0.0

(a) L = 180 mm

L=1a0mm
X 3.0358

3.0357

3.0358

3.0355

30354

3.0353

20352

0.002 0.004 0.006 0.008 0m

(b) L =190 mm

L=200mm
. 3.248

3.24%

3.244

3.243

3.242

3241

3.239

3238

3237 L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0m

(¢) L =200 mm

FIGURE 3.6 — Surfaces J(B, M) et courbes J(M) pour L = 180 — 200 mm - L’allure de la
courbe change a nouveau

La figure suivante montre un zoom au voisinage de « de la courbe dans le cas 140 <
L <180 mm.
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(a) L =140 mm (b) L =150 mm (¢) L =160 mm

(d) L =170 mm (e) L =180 mm

FIGURE 3.7 — Zoom de la courbe J(M) au voisinage de a pour 140 < L < 180

3.2.1 Méthode empirique

On considere la fonction F(M)
J(M) = (-, Z)
[E (M)
sur un intervalle [a : 3] oit 3 = 10~%. On prend le pas égal & p. On cherche un point M*
sur lintervalle tel que J (M) soit maximale par comparaison des différentes valeurs : M*

est une solution du probleme (P;) avec l'erreur

€ =p.

B* est ensuite calculé avec )
e IFQEP

(F(M*), Z)

(B*, M) est alors une solution du probleme (P) avec erreur e.

3.2.2 Résultats numériques

Nous avons pris un pas (et donc une erreur €) égal & p = 1077, La valeur

1 11
F= NJ(B*,M*) = NHﬁF(M*) — Z|| x 103(mm)
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3.2. PREMIERE ETUDE NUMERIQUE DU MODELE

est ’écart quadratique moyen.

Nous présentons ci-dessous les résultats numériques sur le renfort NCF.

TABLE 3.1 — Résultats d’essais sur le renfort NCF - 3 =2 x 1072

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140

B* (x107% N.m) | 3.4596 | 3.3982 | 3.0775 | 2.6721 | 2.3116 | 2.0224 | 1.2704
M*(x10"2N) | 1.9920 | 1.9925 | 1.9931 | 1.9937 | 1.9944 | 1.9952 | 0.0060
7 (mm) 0.5284 | 0.7632 | 0.4112 | 0.7629 | 1.0669 | 0.7529 | 0.9795

L (mm) 150 160 170 180 190 200 -
B* (x107% N.m) | 0.9320 | 1.0356 | 0.8625 | 0.8706 | 1.2191 | 1.0454 -
M*(x1072 N) 0.0069 | 0.0078 | 0.0089 | 0.0099 | 1.9911 | 1.9923 -
7 (mm) 2.3133 | 8.0530 | 15.3350 | 23.1129 | 32.8228 | 42.4816 -

On constate que un net changement a partir de L = 150 mm.

Les figures ci-dessous présentent les profils de flexion sur le renfort NCF pour les
différentes longueurs pour le modele de Dahl.

20 40 a11] 20

(a) L =80 mm

20 40 ] a0
b

(b) L =90 mm

FIGURE 3.8 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 80, 90 mm
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10k

20} e

-30

H

(a) L =100 mm

an | - J

.50 . . . . 1
0 20 40 il a0 100 120

(b) L =110 mm

20l i
e T 4
40| 4
5oL ]

-0 L ' 4

-70 . 1 1 . 1
] 20 40 J&11] a0 100 120

(¢) L =120 mm

FIGURE 3.9 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 100 — 120 mm
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20k

-0k

4nl

GO L

ok

-80

-ant

20 40 G0 a0 100 120

(a) L =130 mm

200

A0t

R0

-100 ¢

-120

(b) L =140 mm

F1GURE 3.10 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 130, 140 mm
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20}

40t

-60 |
)
B0}
-0}
-z20f
140 s w - w -140
0 20 a0 50 80 100 0 20 a0 50 80 100
X X
(a) L =150 mm (b) L =160 mm

Exp
Opt

20 b : . REI]S .
140 L : 140 .
-160 I I I 160 1 1 . L
0 20 40 B0 80 0 20 40 B0 Ely
X it
(¢) L =170 mm (d) L =180 mm

FI1GURE 3.11 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 150 — 180 mm
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40

-1oo

-120

-140

-160

-180
1}

(a) L =190 mm

a0

-20

-0

-60

-B0

-100
120
-140
160

-180
0

B
apt

(b) L =200 mm

a0

FIGURE 3.12 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 190 — 200 mm

3.2.3 Premiere conclusion

Les résultats numériques nous permettent de conclure que l'optimisation est assez

bonne sur les profils avec L < 150 mm. Mais cette méthode reste peu fiable. Les deux

figures ci-dessous décrivent 1’évolution des valeurs optimales de B* et de M* en fonction

de L.
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1 1 1 1
en an 100 110 120 130 140 120

(a) B* en fonction de L

0af 4

06| 4

04} 4

02 4

] ! I ! !
a0 an 100 110 120 130 140 150

(b) M* en fonction de L

F1GURE 3.13 — Evolution de B* et M*

Les résultats de cette section permettent de se faire une idée de la validité des modeles et
des valeurs espérées. Toutefois, le résultats ne sont pas fiables car empiriques et la méthode
n’est plus utilisable si nous pouvons disposer d’un plus grand nombre de données. Nous
allons mettre en ceuvre dans la section suivante une méthode plus rigoureuse, basée non
plus sur la forme analytique de la solution w mais sur une formulation de type < controle
optimal >.
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3.3 Formulation < controle optimal >

Nous commencerons par introduire le probleme de controle optimal suivant (voir par
exemple [3, 47]) :

min{J (y,u), Aly,u) =0, u €Uyq CU, y € K C X}

ou U est un espace de Hilbert, X un espace de Banach, U, et K sont des sous ensembles
convexes, fermés non-vides de U et X respectivement. La fonction cotit J est une fonction
de X x U dans R U {400}, semi-continue inférieurement et convexe en général, et A est
un opérateur différentiel. On appelle y la fonction d’état et u le controle. Dans le cas ou U
et X sont de dimensions finies, ce probleme peut étre aussi considéré comme un probleme
d’optimisation sous contraintes.
Dans tout ce qui suit on se placera dans X = C?([0, L]) N L?(0, L) muni de la norme L? par
exemple. Le probleme d’identification que nous avons considéré dans la section précédente
peut étre mis sous forme d’un probleme de controle optimal avec la fonction d’état w et le
controle u = (B, M) € Uyq := R4 X [, 5] ot a« > 0 (arbitrairement petit). Ils sont couplés
par les équations d’état

Wae = g(x,u) sur [0, L]

w(0) =0 (3.19)

w,z(o) =0

ol g est définie sur [0, L] x Ry x RY par

M — L)?
g(x,B,M) := —Eln (1—0—%).

On définit le probleme de contréle optimal de la fagon suivante
min{.J(u) := J (wlu], u), u € Uag = Ry x [o, ] } (Pe)
ou wlu| désigne 1'unique solution de (3.19) et J la fonction cout :

(w(azi, u) — zi)z.

i=1

N | =

J(w,u) :=

Remarquons qu’a priori il faudrait supposer B > 0 car g n’est pas définie en B = 0.
Toutefois, la solution B = 0 n’est pas admissible du point de vue physique, et nous verrons
dans la section suivante que ce cas ne peut pas se produire de sorte qu’on peut choisir la
contrainte B > 0.

Il faudrait aussi ajouter la contrainte w < 0 mais on a remarqué dans la section
précédente que cette condition est automatiquement satisfaite par toute solution de (3.19)
quand B >0, M > 0.

Une alternative au choix de U,q = R X [, (] est de forcer la coercivité de la fonctionnelle
cout en ajoutant une terme de pénalisation de la forme

S (B2 + M),
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ol € > 0 et en imposant B > 0, M > «. Le probleme devient
min{J.(u) := J-(wlu],u), u > (0,a) } (P:)

ou
To(z,u) = T (w, 1) + 3(32 +M?) .

Dans cette section nous allons étudier et résoudre numériquement les problemes (P.) et
(P:). Pour ce genre de probleme on peut utiliser deux types de méthodes : les méthodes
directes et les méthodes indirectes.

— Les méthodes directes résolvent le probleme directement en discrétisant la fonction
d’état et le controle, ce qui nous ramene a résoudre un probléme d’optimisation
non-linéaire en dimension finie.

— Les méthodes indirectes consistent & résoudre numériquement le systeme des condi-
tions d’optimalité obtenu par le principe du maximum.

Dans un premier temps, nous allons opter pour une méthode directe. On utilise donc une
méthode d’intégration numérique de I’équation d’état. Pour cela, on commencera par la
discrétisation du probleme.

3.3.1 Méthode directe : discrétisation

Tout d’abord, nous faisons un changement de fonctions pour transformer I’équation
différentielle du second ordre en un systeme différentiel du premier ordre. Posons

w(z, B, M) )

V(z,B,M) = ( w (. B, M)

on a alors

B, M)
V/ B M — w,fl‘(x7 bl
(, B, M) (wW,B’M)

ou V' désigne la dérivée de V par rapport a x.
De plus, compte tenu des conditions aux limites

w(0,B,M) =0, w4,(0,B,M)=0,

nous avons

V(0,B,M) =0.

01 0
Az(o 0> et G(x’B’M):<g(x,B,M).>’

Vi=A- V4G
V(0)=0

En posant

on obtient

(3.20)
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3.3.1.1 Discrétisation de 1’équation d’état

Pour l'approximation numérique du probléeme, on définit ici un maillage de pas h;
sur l'intervalle [0, L] qui correspond & I’ensemble des points (z;)i1<i<ny dans les données
expérimentales (voir [5]). On appelle (z;)1<i<n les noeuds du maillage (voir la figure ci-
dessous).

$1:0, $i+1:xi+hi (1§i§N—1).

€1 X2 €X; xi+1 TN
FIGURE 3.14 — Discrétisation

Remarquons que le controle u = (B, M) est constant sur I'intervalle [0, L]. Il nous reste
a discrétiser les équations d’état (3.20). Il y a de nombreuses méthodes pour discrétiser une
équation différentielle : la méthode d’Euler, les méthodes de Runge-Kutta, la méthode du
point milieu, etc. (voir par exemple [28], [55]). Pour simplifier nous choisissons la méthode
d’Euler.
Pour tout 1 <7 < N, notons

Vi=V(x;,B,M), G;:=G(x;,B,M).

Compte tenu de (3.20), on obtient
Vi=0 (3.21)

et, pour tout 1 <7 < N — 1, nous avons
Vigr = Vi + hi(A- Vi 4+ Gy)

ou encore
Vig1 — (IQ + hiA)V; = h;G; . (3.22)

ol I, est la matrice identité de rang 2.
Soient V = (V, B, M)T € R?N*2 et M, la matrice définie par blocs de la maniere
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suivante
I 022 02,2
_(Ig—l-hlA) I 0272 0272
02,2
M, =
—(I2+hi—1A) o 022
022
02,2 o o 022 —(Io+hy1A) I
et
02,1
h1G1
M= (Mo O2n,1 02N,1> ) G(B,M) = hoGo
hn-1GN-1

ou 0, est la matrice nulle a n lignes et p colonnes.
Les relations (3.21) - (3.22) s’écrivent alors

MV =G . (3.23)

3.3.1.2 Discrétisation des contraintes

Soit la matrice C suivante

C= Orzy 10 et dy = 0 .
0172]\7 01 «

Nous pouvons alors réécrire les conditions (B, M) € Ry X [«, 400 apparaissant dans (P:)
de la maniére suivante :

CV > d,. (3.24)

Dans le cas du probleme (P.) il faut ajouter la contrainte M < (3. Soient alors

O1onv 1 0 0
C= 0172]\[ 0 1 et d/@ = «
O1o8v 0 —1 —p

Les conditions (B, M) € Ry x [a, 8] apparaissant dans (P.) deviennent

CV > dg. (3.25)
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3.3.1.3 Discrétisation de la fonctionnelle

Soit enfin la matrice J, € RZV*2N
A 022 -+ 099
0 A
Jo=| 2* ‘ ' (3.26)
. .. .. 02~’2
02,2 022 A

ol A= 1o . Posons
0 0

Jo 0Oon;1 Oonp1
J=10on O 0 | et Z=(21,0,22,0,...,25,0,0,0)T € R?N*2, (3.27)
O1ov O 0

Nous avons

N
1 2
J(BM) =3 (w(xi, B, M) — zi>
=1
1
== — 7|
LIV -z

1 1
= _VvIIv - vz + Z|Z)>
2 2
La fonctionnelle
g
J.(B,M) = J(B,M) + 5(BQ + M?)

correspond alors a la matrice

Jo  Oa2n1 Oan1
Je = | O12n 5 0 . (3.28)
g
012N 0 5
Les problemes discrétisés sont alors des problemes d’optimisation non-linéaire de dimension
finie. Le probleme (P.) avec contraintes de bornes s’écrit

min Q(V) := Lyryv - vz

A% 2 /
MV -G =0 (Pe)
CV >dg

et le probleme (P.) est

1
min Q. (V) = §VTJ€V -v'y.z

MV — G =0 (PL)
CV >d,
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Nous avons résolu ces problemes en lancant des modeles AMPL! (une abréviation de
Panglais A Mathematical Programming Language) sur le serveur NEOS avec un solveur
approprié. Vu que le probleme (P.) est quadratique avec des contraintes en inégalités, nous
avons choisi le solveur SNOPT (Sparse Nonlinear OPTimizer) basé sur une méthode SQP

(Sequential Quadratic Programming) [38].

3.3.2 Résultats numériques pour la méthode directe

3.3.2.1 Résultats numériques pour (P.)

Nous présentons ci-dessous les résultats numériques sur le renfort NCF. Nous avons
fait des tests avec plusieurs points initiaux ainsi que différents choix pour la contrainte de

borne (3 sur M.

TABLE 3.2 — Résultats d’essais sur le renfort NCF - 3 =2 x 1072

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140
B* (x107° N.m) | 3,5401 | 3,4450 | 3,1317 | 2,6810 | 2,3227 | 2,0321 | 1,2751
M*(x1072 N) 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 1.9944 | 1.9952 | 0.0060
7 (mm) 0.5283 | 0.7631 | 0.4123 | 0.7549 | 1.0320 | 0.7529 | 0.9780
L (mm) 150 160 170 180 190 200 -
B* (x107% N.m) | 0,9355 | 1,0394 | 0,8656 | 0,8737 | 1,2249 | 1,0504 -
M*(x1072 N) 0.0069 | 0.0078 | 0.0089 | 0.0099 | 1.9911 | 1.9923 -

7 (mm) 2.3118 | 8.0515 | 15.3340 | 23.1123 | 32.8230 | 42.4813 -

TABLE 3.3 — Résultats d’essais sur le renfort NCF - 3 =4 x 1072

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140
B* (x107% N.m) | 3.5404 | 3.4517 | 3.1327 | 2.6820 | 2.3236 | 2.0331 | 1.2751
M*(x1072 N) 4.0000 | 4.0000 | 4.0000 | 4.0000 | 3.9944 | 3.9952 | 0.0060
7 (mm) 0.5284 | 0.7631 | 0.4110 | 0.7627 | 1.0665 | 0.7522 | 0.9780
L (mm) 150 160 170 180 190 200 -
B* (x107° N.m) | 0.9355 | 1.0394 | 0.8656 | 0.8737 | 1.2264 | 1.0518 -
M*(x1072 N) 0.0069 | 0.0078 | 0.0089 | 0.0099 | 3.9911 | 3.9923 -

7 (mm) 2.3118 | 8.0515 | 15.3340 | 23.1123 | 32.8228 | 42.4816 -

1. http://www.ampl.com/
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TABLE 3.4 — Résultats d’essais sur le renfort NCF - 3 = 6 x 1072

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140
B* (x107% N.m) | 3.5406 | 3.4519 | 3.1329 | 2.6822 | 2.3239 | 2.0334 | 1.2751
M*(x1072 N) 5.9806 | 6.0000 | 6.0000 | 6.0000 | 5.9944 | 5.9952 | 0.0060
7 (mm) 0.5284 | 0.7631 | 0.4110 | 0.7626 | 1.0663 | 0.7520 | 0.9780
L (mm) 150 160 170 180 190 200 -

B* (x107° N.m) | 0.9355 | 1.0394 | 0.8656 | 0.8737 | 1.2269 | 1.0523 -
M*(x1072 N) 0.0069 | 0.0078 | 0.0089 | 0.0099 | 5.9911 | 5.9923 -

7 (mm) 2.3118 | 8.0515 | 15.3340 | 23.1123 | 32.8231 | 42.4813 -

TABLE 3.5 — Résultats d’essais sur le renfort NCF - 3 = 8 x 1072

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140
B* (><10_6 N.m) | 3.5407 | 3.4520 | 3.1330 2.6825 2.3240 2.0336 | 1.2751
M*(x1072 N) 7.9924 | 8.0000 | 8.0000 | 7.8995 | 7.9944 | 7.9952 | 0.0060
7 (mm) 0.5284 | 0.7631 | 0.4110 | 0.7625 | 1.0663 | 0.7519 | 0.9780
L (mm) 150 160 170 180 190 200 -

B* (x107% N.m) | 0.9355 | 1.0394 | 0.8656 | 0.8737 | 1.2271 | 1.0525 -
M*(x1072 N) 0.0069 | 0.0078 | 0.0089 | 0.0099 | 7.9811 | 7.9923 -

7 (mm) 2.3118 | 8.0515 | 15.3340 | 23.1123 | 32.8231 | 42.4812 -

TABLE 3.6 — Résultats d’essais sur le renfort NCF - 3 = 10 x 1072

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140
B* (x107° N.m) | 3.5409 | 3.4522 | 3.1330 | 2.6825 | 2.3241 | 2.0337 | 1.2751
M*(x1072 N) 10.0000 | 10.0000 | 10.0000 | 10.0000 | 9.9944 | 9.9952 | 0.0060
7 (mm) 0.5284 | 0.7631 | 0.4109 | 0.7625 | 1.0662 | 0.7518 | 0.9780
L (mm) 150 160 170 180 190 200 -
B* (x107° N.m) | 0.9355 | 1.0394 | 0.8656 | 0.8737 | 1.2272 | 1.0527 -
M*(x1072 N) 0.0069 | 0.0078 | 0.0089 | 0.0099 | 9.9811 | 9.9923 -
7 (mm) 2.3118 8.0515 | 15.3340 | 23.1123 | 32.8231 | 42.4812 -

Les figures ci-dessous présentent les profils de flexion sur le renfort NCF pour les
différentes longueurs pour le modele de Dahl.
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(a) L =80 mm

=20 1 1 1 1
0

(b) L =90 mm

-10 F

2ol . i

-30

(¢) L =100 mm

2t -
o} i

40| - i

20 40 G0 aa 100 120

(d) L =110 mm

FIGURE 3.15 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 80 — 110 mm
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et
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FIGURE 3.16 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 120 — 140 mm
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-160 L L L ~160 L 1 |
1} 20 40 B0 a0 0 20 40 &0 a0
hs X
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FIGURE 3.17 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 150 — 180 mm
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20 40

60 a0

(b) L =200 mm

FI1GURE 3.18 — Profils expérimentaux et optimisés. L = 190 — 200 mm

3.3.2.2 Résultats numériques pour (P;)

TABLE 3.7 — Résultat du probleme (P;), ¢ =1

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140
B* (x107® N.m) | 3.4236 3.3688 3.0658 | 2.6400 | 2.2494 | 2.1985 | 1.2758
M* (x1073 N) 0.2070 0.3527 0.4972 | 0.8103 | 1.2098 | 0.6640 | 0.1392
J (x107% m?) 5.1952 15.5792 | 16.3687 | 50.3401 | 124.7010 | 12.3887 | 15.8442
L (mm) 150 160 170 180 190 200 -
B* (x107% N.m) | 0.8968 1.0156 0.8357 | 0.8397 | 1.1931 | 1.0452 -
M* (x1073 N) 0.0686 0.0781 0.0881 | 0.0988 | 3.1560 | 7.2990 -

J (x1076 m?) 126.4890 | 2524.2340 | 57319.70 | 147453 | 328819 | 588941 -
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TABLE 3.8 — Résultat du probleme (P:), e = 1073

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140

B* (x107% N.m) | 3.5288 3.4441 3.1267 | 2.6785 | 2.2759 2.2565 | 1.2777

M* (x1073 N) 2.1064 3.5689 5.0539 | 8.0935 | 12.3047 | 6.3354 | 0.1410

J (%1076 m?) 5.0805 15.2536 | 15.6956 | 48.5545 | 120.7900 | 11.2237 | 15.8246

L (mm) 150 160 170 180 190 200 -

B* (x107® N.m) | 0.8969 1.0156 0.8358 | 0.8397 | 1.2092 1.0523 -

M* (x1073 N) 0.0686 0.0781 0.0881 | 0.0988 | 33.4348 | 107.9020 -

J (%1076 m?) 126.4850 | 2542.3300 | 57319.7 | 147453 | 328793 | 588798 -
TABLE 3.9 — Résultat du probleme (P:), e = 107°

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140

B* (x107® N.m) | 3.5384 3.4507 3.1321 | 2.6820 | 2.2781 | 2.2622 | 1.2777

M* (x1073 N) 8.6824 15.4799 | 24.6665 | 38.0066 | 58.2378 | 30.6691 | 0.1410

J (x107% m?) 5.0703 15.2250 | 15.6363 | 48.3976 | 120.4460 | 11.1246 | 15.8246

L (mm) 150 160 170 180 190 200 -

B* (x107° N.m) | 0.8937 1.0156 0.8357 | 0.8397 | 1.2105 | 1.0241 -

M* (x1073 N) 0.0686 0.0781 0.0881 | 0.0988 | 171.3690 | 1090.58 -

J (x1076 m?) 126.4850 | 2542.3300 | 57319.70 | 147453 | 328791 | 588784 -
TABLE 3.10 — Résultat du probleme (P.), e = 1077

L (mm) 80 90 100 110 120 130 140

B* (x107° N.m) | 3.5402 3.4511 3.1333 | 2.6826 | 2.2786 2.2633 1.2777

M* (x1073 N) 43.7225 | 77.2087 | 116.322 | 180.200 | 232.944 | 125.294 | 0.1410

J (x1076 m?) 5.0681 15.2190 | 15.6240 | 48.3652 | 120.3780 | 11.1037 | 15.8246

L (mm) 150 160 170 180 190 200 -

B* (x107% N.m) | 0.8937 1.0156 0.8357 | 0.8397 | 1.2107 1.0186 -

M* (x1073 N) 0.0686 0.0781 0.0881 | 0.0988 | 677.5440 | 1801.4900 -

J (x107% m?) 126.4850 | 2542.3300 | 57319.7 | 147453 | 328790 588777 -
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3.3.3 Conclusions

e La solution M* est égale a 3, borne supérieure de l'intervalle pour la formulation (P.)
et devient de plus en plus grande pour la formulation (P.) lorsque que L n’est pas dans
I'intervalle [140, 180] (mm). Cela signifie que le probleme original (avec la seule contrainte
naturelle M > « ) n’a pas de solution en M. Il y a bien un infimum mais il n’est pas
atteint.

On constate également que si L n’est pas dans I'intervalle [140, 180] (mm), B est indépendant
de M et le modele de Dahl se réduit au modele de Grosberg. Plus précisément on peut
formellement dire que la < solution > My = +oo et I'"équation (3.1) devient alors

dM

S}

dk
c’est-a-dire M = Bk + cste. C’est exactement le modele de Grosberg.

Les modeéles de Dahl et de Grosberg coincident pour des < petites > longueurs :
0 <L <140 (mm).
e Lorsque L appartient a I'intervalle [140, 180] (mm), on constate que la contrainte M > «

est saturée de sorte que dans cette plage on a

_qLl?

wr(r) =L

(3.29)

La valeur de B* est alors d’apres I'analyse faite a la section 3.1.2 :

L2
o P2
= = )
(F(%5-). Z)
\ : qL? .
D’apres (3.14), il suffit de calculer f(x;, 7) pour i = 1,--- ,N. Avec (3.11) on a pour

tout x € [0, L] :

2
f 2 - (—qLQ(x—L>2+ ‘{fl> in (1+ (””;L) ) - O

2 4 2
- L 1
—qL3(z — L) (arctan (%) + arctan (L))
3qL? L3
+ q4 = = qT“T

_qL2 z—L\?* qL3
= x(2L—m)ln<1+< 7 ) — 3 x1n2

— qL3(x — L) (arctan (x EL) + arctan (i))

Wit o,
4 2

+

On obtient donc une expression exacte pour B qui apparalt dans les tableaux précédents.
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3.3.4 Méthode indirecte

Les conclusions précédentes sont essentiellement numériques, dans la mesure ou nous
n’avons pas montré que la contrainte M > « était saturée pour certaines valeurs de L.
Nous allons maintenant nous intéresser a la formulation indirecte du probléme pour tenter
d’extraire le maximum d’informations sur la solution avant tout recours a I’expérimentation
numérique.

Pour des raisons de simplicité de calcul nous allons nous intéresser au probleme formulé
avec une contrainte de pénalisation. Nous allons d’abord décrire le probleme dans sa version
< continue ». On considere le systeme défini par ’équation d’état :

av
%:A-V(x)—i-G(x,B,M) sur 10, L[, (3.30)
V(0)=0.
Les matrices A et G ont été définies p. 70. En posant
Vl
I’équation ci-dessus est équivalente a
dv?!
—— =V?% sur J0,L],VY0)=0
dx
qV2 (3.31)
%:g(vaM) sur ]07L[7V2(0):O

ou on rappelle que

M q(z — L)?
9@, B, M) = = In <1+(2M)).

1
Comme nous 'avons fait précédemment on va faire le changement de variable b = 5 de
sorte que

g(z,b, M) := g(x, B, M) = —bM In <1 + W) . (3.32)

Le contréle u = (b, M) ne dépend pas de = et appartient & un sous-ensemble U, convexe
et fermé de I’espace des controles :

Uso ={(b,M) €R? | b>0,M > a}

ou a > 0 a été défini dans la section précédente . Pour € > 0 quelconque, on se donne la
fonction cout de la forme suivante

1 [ €
T(V.b.M) = 3 / (V(2) - 2(2),QV(2) = Z(@)ade + (B + M?)  (3.33)
0

ott (-,-)o désigne le produit scalaire de R? et
— V est défini au début de la section 3.3.1
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(10 [ z(x)
(1) (1)

— 2 € L*(0,L) tel que z(z;) = 2 pour tout 1 <i < N.
Posons ensuite

Je(by, M) := T(V]b, M],b, M). (3.34)
Nous allons considérer le probleme suivant

min J-(V, b, M)

% — AV(2) + Cla,b, M) sur |0, L[, V(0) =0 (P-)
(b, M) € U,

ot G = [0, g]*, qui peut étre formulé de maniére équivalente

minJE(b, M) = ja(v[b) M]abv M)
(b,M) e U, .

3.3.4.1 Existence

Le parameétre € est un parametre de régularisation/pénalisation qui permet de rendre la
fonctionnelle cotut coercive et donc d’assurer ainsi I'existence d’une solution au probléme.
C’est une alternative a 'introduction d’une borne supérieure 3 sur M.

Théoréme 3.3.1. Pour tout € > 0, le probléme (P-) admet une solution (bs, M).

Démonstration. La fonctionnelle colt est coercive grace a l'introduction du parameétre €.
D’autre part, application (b, M) — Vb, M] est continue sur [0, +o00[X [, 400 en raison
des propriétés de continuité de G. La fonctionnelle J. est donc continue et donc semi-
continue inférieurement par rapport a (b, M) qui est dans un espace de dimension finie.
L’existence en découle.

En revanche 'unicité ne peut pas étre garantie, la fonctionnelle J n’étant pas convexe (a
cause de ’équation d’état). O

3.3.4.2 Conditions d’optimalité

Nous allons établir des conditions d’optimalité nécesssaires du premier ordre. On com-
mence par calculer la dérivée Gateaux de la fonction Je.. Soit (by, m,) € Uy :
Jo(b+ the, M + tmy) — Jo(b, M)

V w,m)Je (b, M) (bo, M) = t]_i%k ) '

On peut aussi calculer cette dérivée en utilisant la formule suivante :
V(b,M)JE(ba M) (bm mo) =
<V(V,b,M)t7E(V[ba M]a b, M)’ (v(b,M)V[b’ M] (b07 mo), bo, mo)>X,R2 :
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Notons
W[b7 M](bOu mO) = v(b,M)V[bv M](bt?’mo)
c’est-a-dire
Vb + tby, M + tm,| — V[b, M
Wb, M)(bos o) = lim b+ +t mo] = Vb, M} (3.35)
t—

Rappelons que V, désigne la dérivée de V par rapport a x. Nous avons :

Violb + the, M + tm,) = AV[b + thy, M + tm,] + G(z,b + tby, M + tm,)
Vilb, M] = AV [b, M] + G(2,b, M)

ce qui entraine

Vo[b + the, M + tmy] — Vy[b, M]

t
_AV[b + tho, M + tmy] + G(x, b+ the, M + tm,) — AV [b, M| — G(z,b, M)
B t
_ A Vb tho, M+ tme] — Vb, M] N G(x,b+ tby, M + tm,) — G(x,b, M)
B t t '

La passage a la limite quand ¢ tend vers 0T et (3.35) nous donne
Wy [b, M|(by, mo) = AW b, M|(by, mo) + V(b,M)CNJ(a:, b, M) (b, my). (3.36)

Comme
~ 0
b, M) =
G($7 3 ) ( g(va’ M) > )

_ gz — L)®
M)=-bMIn|1+ ———
dlab.30) = o (14 LY

avec

nous avons en posant

h(z, M) == —MIn (1 + W) : (3.37)

~ 0 0 bO
V)G (@, b, M)(bo, mo) = ( h(z, M) bV arh(x, M) ) ( Mo ) .

On obtient
bo
Wa:[ba M](bm mo) = AW[b, M](bmmo) + H(b,M) ( m )

oll on a posé

0 0

Hp ary = oh . (3.38)
(b.) _ oh

De plus W(0) = 0.
Dans cette partie, pour simplifier des notations, nous noterons V' [b, M| par V' et Wb, M](bo, mo)
par W. Nous avons
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T-(V 4+ tW, b + tbe, M + tmy) — J=(V, b, M)
t

L
_ % AV + W) (@) = Z(2), QUV + tW)(z) = Z(x)))ada
+ %[(b +tho)? + (M + tm,)?]
L
~ 5 | V@)= 2@).QU @)~ Z(a))de - 202+ )
L
_ 2% V(@) +1W(@) = Z(2),QV (@) + W (@) = Z(@))ade
L
- 2% (V(2) = Z(2), Q(V (2) — Z(x)))2d
0
gy [0+ ) 4 (M tm)*] = o (8 + M)
1 L
- 5/ ((V(m) — Z(2),Q(V (z) — Z(x)))2

+20HQ(V (&) — Z(2)), W ()2 + 12(W (2), W (2))2 ) dx

L
~ % (V(z) = Z(2), Q(V (2) - Z(x)))ada
0
+ = [2t(bbo + Mimo) + 2(6% + m?)

L ¢ L
= [ @) - 2@ Wiaado+ 5 [ (W (@), W(@)hads
0 0

+ e(bby + Mmy) + %t(bz +m?2).

Le passage a la limite quand ¢ tend vers 0 donne
L
V (6,a1)J (b, M) (bo, mo) 2/0 (QV(x) = Z(x)), W(x))2dx + ((b, M), (bo, mo))2  (3.39)

ou W est la solution de

{ W' = AW + H, pr(2) ( :,L ) sur ]0, L] (3.40)

W(0) =0

et W' désigne la dérivée de W par rapport a x. On peut donc écrire les conditions d’opti-
malité du premier ordre :

Proposition 3.3.1. Soit € > 0 et (bs, M.) une solution de (P). Alors pour tout (b, M) €
U, on a

L
/0 (QUVa(z) — Z(x)), We(@))adie + £((be, M), (b — be, M — My))3 > 0
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ot Ve = V]be, M| et W, est la solution de

b— b,
W! =AW, +H(b6’ME)(£L') ( MM ) sur 10, L]

W.(0)=0
On va transformer cette expression par intégration par parties en introduisant de maniere

classique 'état adjoint P. solution de I’équation adjointe

(3.41)

Pl=-A'P. —Q(V.—Z) sur ]0,L|
P.(L) =0

ou A! désigne la matrice transposée de A. On pose

Pl
P€:<P62>a
€

de sorte que la relation (3.41) s’écrit (en utilisant les expressions de A, @ et Z définies pp.
70 et 82)

dP! P

Wm0 -2 s 0L PHL) =0

d 3 (3.42)
d]; — _PE1 sur ]O’L[7 PS(L) =0

Il vient

v(b,M) Js(ba Me)(b — b, M — Ms)
L
_ /0 (= AP.(2) = Pl(2), We2) ) di+e[be(b—bo) + Mo(M — M)
L L
_ /0 (— A'P.(z), W (2)),d /0 (PLw), Wele)) do+
s[be(b — b))+ Mo(M — ME)} .
En utilisant une intégration par parties, on a
/OL <P€’(x), W€($)>2dx
= [P W), ~ (RO, W0)y] - [ (P W)
_ _/OL (Pe), W), .
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D’ou
v(b,M)JE(bsa Me)(b - bs» M — Me)

L
_ /0 (Pa(a). Wi(w) = AW.(2)) di+e[be(b—bo) + Mo(M — M)]
:A%amﬂ%wm<£ji>gm e [be(b = b) + M0 — 0]

L
b—b
— 1 € _ _
_/O (Ml ar) (@) Po(a), ( ML ) ),z +e|bo(b = bo) + M(M = M)
Avec la relation (3.38) on obtient

v(b,]\J (bévM )(b bé"M M, )

L oh
i [h z)(b—b.) + 8M(xM)P( )(M—Mg)}dm
+ eb.(b — be) + eM.(M — M,)

ou on rappelle que

oM.
et
oh B -0\ . g—Ly
angMe) =—1n (1 o )T oM 1 qe—1)?
1 g(z — L)?
= M)+ (3.43)

La condition d’optimalité du premier ordre donne
V(b,M) € Uy V(b,M)JE(bEaME)(b_bsaM_Ms) >0.

On découple la relation ci-dessus en posant sucessivement b = b, et M = M, pour obtenir

Vb >0 (/Lh(mM) ()dx—i—sb)(b—be)zo, (3.44a)
0
Oh
VM > a <b5 oM ()da:+EM>(M—M5)20. (3.44D)

Les deux relations précédentes sont respectivement équivalentes a

L
be = Plo oo [bs + eb. +/0 h(x, M.)P?(x )dfv] , (3.45a)
L on )
M. = P o | M. + M. +b, /0 (o, MP2(x) d | (3.45b)
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ou P; désigne la projection sur l'intervalle 1.
Supposons que b = 0. Alors

L oh
M, + &M, +b5/ a—M(x,ME)Pf(x) de =M, +eM, > M, > « .
0

La relation (3.45b) implique alors

M, = M. + M,

c’est-a-dire M, = 0 ¢ [a, +0o[. C’est donc impossible. Par conséquent b. > 0 et la relation

(3.44a) est alors équivalente a

L
eb: + / h(x, M.)P%(z) dx =0 ,
0

c’est-a-dire .
1
b = —5/ h(x, M.)P*(x) dx .
0

D’autre part la relation (3.45b) est équivalente a

L
M, = max ((1 +e) M. + be/ %(%M{E)Pg(x) dx, a) .
0 OM

On obtient finalement le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2. Toute solution (b, M) du probleme (P.) satisfait les conditions d’op-

timalité du premier ordre suivantes :

dv}

o=V sur0, L[,V2(0) =0

d‘; Equation d’état

d; =b.h(-, M.) sur]0,L[,V2(0)=0.
dpP!
J S = (V=2 sur]o,L[, PX(L)=0
d;; FEquation adjointe
d; =P sur)0,L[, P2(L)=0

1 [t 9
b = —C h(z, M;)PZ(z) dx ,
0

L
M. = max ((1 + &) M, + be/ @(x, M_)P?(z) dx, a> ,
0 OM

\ g(z — L)°
M) =—-MIn|1l4+——-—7"—]).
ot h(x, M) n( + Wi
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On obtient donc un systéme de 4 équations non linéaires que 1’on peut résoudre par
toute méthode numérique adaptée classique (méthode de Newton, point fixe, Newton non
différentiable etc.). Nous terminons ce chapitre en donnant par exemple ce que serait un
algorithme de point fixe classique pour résoudre le systeme d’optimalité :

Algorithme

1. Initialisation : choix de by > 0 et M (égal a a par exemple ) et n = 0.

2. ltération n :
Calcul de V,, solution de

av!

d—; =V? sur)0,L[, V}0)=0

d 2

;; b th(-, My 1) sur]0,L[, V2(0) =0 .

Calcul de P, solution de

Pl
dd7” =-V4+Z sur]0,L[, P(L)=0
dP?
dx” = P! sur ]0,L[, P2(L) =0
— Calcul de
1 [
b, = _/ W, My 1) P} (z) dz
€Jo
— Calcul de

L
M,, = max <(1 +e)Mp_1 + bn/ @(az, M, _1)P?(z) dx, a>
0 OM

3. Test d’arrét : Si le test d'arrét choisi pour I'algorithme n'est pas satisfait on pose
n =mn+ 1 et on retourne a 2. Sinon STOP.
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Conclusions et perspectives

Nous avons considéré le probleme d’identification successivement avec le modele de
Grosberg puis le modele de Dahl. Apres avoir établi des résultats d’existence pour cha-
cun des problemes modulo quelques hypotheses (contraintes) supplémentaires nous avons
mené une étude numérique qui nous a permis de conclure a la fois sur le plan théorique
(validité des modeles) et sur le plan numérique (obtention de la valeur des parametres).
Les méthodes employées sont générales et ne dépendent pas du renfort considéré. Enfin
nous avons développé une approche indirecte de type controle optimal qui conduit a un
systeme d’optimalité dont la résolution numérique ne pose pas de difficultés particulieres.
La encore cette approche est adaptable au choix d’autres modeles, par exemple le modele
FElastique Non Linéaire Plastique (ENLP) proposé par E. de Bilbao [5].

Nous avons donc confirmé mathématiquement que le modele de Grosberg était tout-a-
fait adapté a des longueurs L relativement petites (L < 140) et que dans ce cas le modele
de Dahl se réduit au modele de Grosberg. Lorsque L appartient a l'intervalle [140, 180], on

2

L
constate que la valeur du parametre M est toujours la méme a savoir My(L) = T La

valeur de B est alors donnée par une formule explicite tirée de I’analyse faite a la section
3.1.2.

Enfin, nous avons proposé une formulation plus générale qui permet de traiter ce type
de probleme d’identification dans un cadre tres général. Les perspectives ouvertes par ce
travail sont les suivantes :

1. Une suite naturelle est 'application de la méthode générique de controle optimal

avec fonctionnelle cout pénalisée au probleme gouverné par le modele (ENLP)
dM
dr
ou les parametres a identifier sont By, By, et 7.

= BPL(k) = By + (By — Bp)e

2. Pour valider les hypotheses de Love-Kirchhoff, il faut que le comportement ainsi que
le champ de déplacement du matériau soient petits. Les profils mesurés sur le renfort
NCF ont montré que sur certains longueurs de flexion, le déplacement ne ’est pas
assez.

Rappelons tout d’abord les formules exactes du moment de flexion et de la courbure.

Pour tout s € [0, L],
L
M =q [
S
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K(s) = —¢/(s) (3-2)

Notons qu’avec une telle définition de la courbure, x(s) > 0 pour tout s € [0, L]
car I'angle tangent ¢(s) est décroissant sur l'intervalle [0, L]. Le modele de Grosberg

devient alors

M(s) = B - k(s) + M. (3.3)
Ce qui donne, avec (3.2),
—M(s) + M
¢'(s) = (1)3 2.

On considere alors une équation fonctionnelle du type
()0/ = \I/(QO,B,M(),L) (34)

ou ¢, la fonction inconnue, est a valeurs dans C[0, L] (I’espace des fonctions continues
de [0, L] dans R, muni de la norme || - ||), B, My et L sont des parameétres, et W

définie par

qa "]/ My
U (o, B, My, L)(s) = _B/ / cos p(u)du| dt + 5 (3.5)
Finalement, avec ¢(0) =0, on a
!
e, o= [ U B Mo L)(s)ds, (36
0

Lemme 3.3.1. La fonction V(p, B, My, L) définie par (3.5) est lipschitzienne par
rapport a .

Démonstration - Pour tout ¢1, @2 € C[0, L] et pour tout s € [0, L], on a

|W(p1, B, Mo, L)(s) — ¥ (2, B, Mo, L)(s)]

L st L
q My ¢
—= 3 du|dt + — + =
‘ B/s /SCObwl(u)u +B+B/s
q/L t
B /s

()
gg/s

t
| (eos ea(u) = cos pa(w)
L
SB/ /\cosgol(u)—cosgpg(u)\dudt.

My
dt — —
B

t
/ cos pa(u)du

)

t
/ cos o (u)du

cos 1 (u)du

dt

De plus, pour tout u € [0, L] nous avons

[cos @1 (u) — cos pa(u)] < [lpr — palloo -
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3.3. FORMULATION « CONTROLE OPTIMAL >

Nous obtenons donc, pour tout s € [0, L],

Lt
|W(p1, B, My, L)(s) — Y (p2, B, My, L)(s)| < é/ / o1 — p2||codu dt

q L t
— o=l [ [ dwa

_q(l—L)
=——g M1 -2l
qL?
< — — .
< 5pller = 2l
Par conséquent,
qL?
H\Il(wlv B, My, L) - \11(9017 B, My, L)H < @”901 - @2”
ce qui termine la démonstration. O
Si ¢ € C[0, L], alors
!
T(p, B, My, L)(1) := / V(p, B, My, L)(s)ds (3.7)
0

définit une fonction ¢ — T'(p, B, My, L) qui est aussi dans C[0, L]. L’équation (3.6)
s’écrit donc
¥ = T(QO, B, My, L)

ou T' définie par (3.7).
Remarquons ici que la méthode itérative de Picard ne s’applique pas, bien que

I’équation (3.4) est tres proche d’une équation différentielle. Les tests numériques
ont montré que cette méthode ne convergeait que dans le cas des petits longueurs.

Nous proposons donc de tester la validation des hypotheses de Love-Kirchhoff sur
le renfort NCF. Nous reconstruisons la courbe avec les valeurs optimales B* et M
(sous les hypotheses de Love-Kirchhoff), mais cette fois-ci avec des formules exactes
du moment de flexion (3.1) et de la courbure (3.2). Cela nous donnera une courbe
caractérisée par une fonction * solution de

©(s) =T(p,B*, My, L)(s).
Il nous reste a calculer les coordonnées de la courbe
x(s) = / cos p*(u)du, z(s)= / sin ™ (u)du
0 0

pour comparer avec le profil mesuré.

Nous donnons ici un algorithme de point fixe pour trouver la solution ¢*.
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Algorithme

(a) Initialisation : choix de ¢g et € > 0.

(b) Itération n : calcul de ¢, solution de
On = T(@n,I,B*,MS,L)
ou T définie par

Mgl

dtd
s + i

t
/ cos ¢(u)du

q I pL
7.5 M5 00 =~ [ ]

pout tout [ € [0, L] et B*, M des valeurs simulées.

(c) Test d’arrét : Si ||y, — @n—1| > ¢, on pose n =n+1 et on retourne a (b). Sinon
STOP.

Cette méthode de point fixe peut servir a la vérification de la validation des hy-
potheéses de Love-Kirchhoff, ainsi que simuler des données du modele (de Grosberg
dans ce cas), pour une certaine longueur de flexion L, avec condition que la valeur
simulée B* soit assez grande.

Vu que B* diminue quand L est grande avec le modele de Grosberg aussi que celui de
Dahl, I’algorithme ci-dessus ne converge plus pour les cas de grande longueur. Etant
donné que dans le modele ENLP la rigidité est caractérisée par deux parametres
dépendants de L, la méthode risque de mieux se comporter avec ce modele.
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Annexe A

Concepts mécaniques

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations en usage dans la communauté des
mécaniciens et en particulier la convention de sommation via les indices répétés. Dans
tout ce qui suit si u est une variable de trois variables (x,y, 2), u . (respectivement u , u . )
désigne la dérivée (partielle) par rapport a la variable x (respectivement y, z) :

ou ou 0z
U, Z:%, ’U,7y ::@7 U, :a

De la méme facon, u s, (respectivement u gy, u,. etc.) désigne la dérivée seconde par
rapport a x (respectivement zy, xz etc.) :

0%u 0%u 0%u
Ugy = —=, Upy = ——, Ugs= ——
T O T xoy T2 Qx0z

A.1 Etude des déformations

A.1.1 Notation de déformation

Soit un milieu continu en mouvement qui occupe & U'instant ¢ = 0 un ouvert Qg de R3,
rapporté & une base orthonormée directe (X, X,, X.), et a I'instant £ > 0 un ouvert (),
rapporté a un systeme de coordonnées (z,, xy, z,). Chaque point matériel a I'instant ¢t = 0
est représenté par ses coordonnées

X =Xa) (a=2x,9,2)
qui sont les coordonnées de Lagrange, et ses coordonnées
x=(z;) (i=x,y,2)

a l'instant ¢ s’appellent les coordonnées d’Euler.

Soit My un point appartient a g qui a U'instant ¢ > 0 devient un point M € Q(t);
posons

X = (XOé) (a:x7y7z>a

T = (xl) (i:xayvz)'
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A.1. ETUDE DES DEFORMATIONS

Les équations de mouvement suivantes liant = et X :

= fi(X,t) (i==x9,2)
{ Xo = galz,t) (a=2,y,2) (A1)

—_—
Soit un vecteur matériel infinitésimal dMy = (dX,) d’origine M, € €. Il devient a I'instant
—
t le vecteur dM = (dx;) d’origine M € Q(t). Pour chaque ¢ fixé, différentions la premieére
égalité dans (A.1) :

Afi
i = X, t)dX, .
dx 8Xa( t)d
Notons F la matrice de composantes
Ofi
]Fioc = X7 t )
ax, o1
on a alors
— —
dM =FdMj. (A.2)

On appelle F le gradient de la déformation au point My a U'instant ¢.

-
Soit 6My = (0X,) un autre vecteur infinitésimal au point M. D’apres (A.2), il lui
—
correspondra un vecteur 6M = (dx;) au point M tel que

— —
SM =TF6M,. (A.3)

Nous pouvons maintenant introduire la notion de déformation au voisinage de la par-
ticule My & 'instant ¢ par la variation des produits scalaires.

Définition A.1.1 (Déformation). On appelle déformation au voisinage de la particule My
a linstant t la quantité
dM - 5M — dMy - 5 My (A.4)

ou - désigne le produit scalaire de R>.

A.1.2 Tenseur des déformations

Considérons maintenant les vecteurs

— —
dMy = (dX,,dX,,dX.), My = (0X,,0Xy,0X.),
— —

dM = (dzy, dxy, dz), IM = (0xy,0zy,0x7) .

Compte tenu de (A.3), nous avons
—_— —
dM - oM = dl‘i . (51‘2 = Fm an Fw ng = Fm Fw an ng .

—_— —

Les longueurs et les angles des éléments matériels dM, M seront connus & partir des
éléments C,g = F;,[F;3 qui sont les composantes d'un tenseur du deuxieme ordre symétrique,
noté C, appelé tenseur des dilatations. C’est-a-dire

C=F'F (A.5)
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A.1. ETUDE DES DEFORMATIONS

ou FT est le tenseur transposé du tenseur F. On a alors

—_— = — —
dM - 6M — dMy - 6My = Cop dXo dX5 — dX o dX s
= (Cop — 0ag) dX o dX 5

ol 0,3 désignent les composantes de la matrice identité I :

dop=1 si a=p
dop=0 si a#p

Définition A.1.2 (Tenseur des déformations). Le tenseur X défini par

1
X=3(C-1)

est appelé le tenseur des déformations. On a
_— — — —
dM - 6M — dMgy - 0My = 2X,5d X, dXg. (A.6)

Nous introduisons ici le champ de déplacement (M) = W/l . Pour exprimer @(M)
par ses composantes, nous supposerons désormais que les points My et M sont dans un
méme repeére (d’ou l'inutilité désormais des indices grecs).

Nous avons donc
up = — X = fi( X, t) = X,

ou encore
Les composantes [F;; du tenseur gradient de la déformation IF sont données par

ofi o | Ou
ox, ~ T ax,

Fij =

d’ou l'on obtient le tenseur des dilatations, noté C,

oo 5t (5 22) (504 22)
_5w&q+5m8Xq+6W8X5_%6X¢8X§
Ouy, Ouy . ou; Ou;

0X,  0X,  0X,0X,’

= Opg +

et le tenseur des déformations, noté X,

< 1/ 0y n Oug ~ Ou; Ou;
P2 \o0X,  0X, 0X,0X,

) (p,g=w,y,2). (A7)

Définition A.1.3 (Tenseur des déformations linéarisé). On appelle € le tenseur des déformations
linéarisées donné par

1 Ouy, Ouy B
fq =5 (an + 8Xp> (p,q=1,y,2). (A.8)
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A.2. PETITES DEFORMATIONS DANS LES COQUES

A.1.3 Tenseur des contraintes

C’est un tenseur d’ordre 2 qui, dans un repere (e, ey, €), s’écrit sous la forme

Oxx Ogzxy Oxz
o= | oy Oy Oy (A.9)

Ozx Ozy Ozz

ol oy est la contrainte normale dans la direction e;, et oy (1 # j) la contrainte de
cisaillement dans le plan (e;,e;) (1,7 = z,y, 2).

C’est un tenseur symétrique, c’est-a-dire o;; = o0j; pour les composantes de la matrice
associée.

A.1.4 Loi de Hooke

C’est une loi de comportement des solides soumis a une déformation élastique de faible
amplitude, reliant le tenseur de comportement ¢ et le tenseur des con-traintes o. Elle s’écrit
sous la forme

o=2pe+ Atr(e) (A.10)

ou tr(-) désigne la trace, A et p sont les coefficients de Lamé dont p le module de cissaile-
ment.

A.2 Petites déformations dans les coques

A.2.1 Définition d’une coque

Une coque est un milieu continu solide déformable dont la forme peut étre assimilée a
une surface avec une épaisseur.
Soit S une surface paramétrée par (z,y). Une coque d’épaisseur e est I’'ensemble des points
M tels que

{M|OM =0G +zit, =5 <2< £, & < Inf(|[Rall, || Rel])}

NN ey
|

Rq et Ry étant les rayons de courbure principaux de la surface S en G.
La coque est dite mince si e < Inf(||Ry||, || Rz2]|), pour simplifier on écrira e < R.

A.2.2 Hypotheses de Love-Kirchhoff

Nous allons présenter dans ce qui suit les hypotheses de Love-Kirchhoff. Ces hypotheses
introduisent des restrictions sur le champs de déplacements dans une coque. Elle sont
parfois contestées, et il est possible de remettre en question tout ou partie de ces hypotheses
pour construire des théories de coques plus complexes.

On commence par introduire les définitions du champ de déplacement et de la fibre
normale.
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Définition A.2.1 (Champ de déplacement). Soit M(xz,y,z) un point de la coque et
G(z,y,0) le point associé dans le plan moyen a linstant t = 0. Ils deviennent a l’ins-
tant t > 0 les points M’ et G'. On appelle

- ! — !
(M) =MM" = | uy(z,y,z) et U(G) = GG = | vy(z,y) (A.11)

les champ de déplacement de M et G respectivement.

Définition A.2.2 (Fibre normale). La fibre normale est ’ensemble des points situé sur
une normale & la surface moyenne.

Les hypotheses de Love-Kirchhoff sont les suivantes :

Hypotheése 1 : petites déformations

On suppose que les déformations sont petites (au sens des coques) et que les conditions
d’existence d’un tenseur de variation de courbure linéaire en #(G) sont satisfaites, c’est-a-
dire

| 9u(G)]|
’ R

ou 7 est un infiniment petit adimentionnel d’ordre 1.

. . OR
[0u(G)| ~n ~ 1, Bl Oapi(G)ll ~n, 0 < || -l et [| aRl| ~ 1.

Hypothése 2 : linéarisation en z

On suppose que le champ de déplacement #(M ) est peu différent de @(G), c’est-a-dire que
si 'on développe @(M) autours de z = 0,
2
— — — z —
U(z,y,z) = u(x,y,0) + 2z [0,4(x,y, 2)] 2=0 + ) [02:U(2, Y, 2)]2=0 + -+ -,

on ne retient que la partie linéaire en z :
ﬁ(xayu Z) = ﬁ(xayu 0) +Z[azﬁ(x7yuz)]zzo- (A12)

Le terme négligé n’est du second ordre que si

h
R~

Cette hypothese est dite hypothése de coque mince.

Hypothése 3 : distorsion nulle sur la surface moyenne

On suppose que sur la surface moyenne, la distorsion dans tout plan contenant 7 est
négligeable. C’est-a-dire que tout point G' + dz 7 voisin de G sur la normale 77, reste sur
la normale 77’ & G’ apres déformation. Autrement dit, ’angle du vecteur dz 7 avec tout
vecteur dM reste un angle droit apres déformation.

Cela signifie que
[e(t,M)].=0 =0 VteS. (A.13)
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A.2.3 Déformation d’une coque mince

Nous nous plagons dans les hypotheses de Love-Kirchhoff. Les déplacements transver-
saux sont donc les mémes pour les points d’une méme fibre normale :

Uz(CU,Z/, 2) = Uz(x7y)'

D’apres ces hypotheses, le champs de déplacement @(M) est peu différent de @(G) et
peut étre linéarisé en z. En particulier, c¢’est la somme du déplacement du point G et du

déplacement résultant de la rotation de la fibre normale en G :

FIGURE A.1 — Déplacement du plan moyen et d’une fibre normale

La fibre normale en G tourne d'un angle 6, (x,y) autour de I'axe Oz et d'un angle 6, (z,y)
autour de l’axe Oy (voir figure A.1). Nous avons alors

zsin @y (z,y)
U, = | —zsinby(z,y)
0

Le signe <« — > vient du fait que si 'axe Ox pointe vers le lecteur, le sens positif de 6,
sera le sens contraire des aiguilles d’'une montre ce qui correspond a un déplacement wu,,
négatif lorsque z est positif.

Comme on se place dans le cas de petits déplacements, on a

Ou(z,y) < 1
et alors

sin Oy, (z,y) ~ 0o (z,y) (o =z,y).

Par conséquent,

z Hy(337 y)
U = | —20,(x,y) (A.14)
0
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d’ol
Ux(xv y) + < Hy(% y)
U(M) = | vy(z,y) —260:(z,y) |- (A.15)
UZ(.CL', y)

Nous introduisons ici une autre forme du tenseur des déformations.

Définition A.2.3. On définit différents types de déformation :
— déformations membranaires de la surface moyenne

Exx0 = Uz x
Eyy0 ‘= Uyyy (A.16)

Exy0 = %(Uﬂc,y + vyz)

— déformations de cisaillement transverse

€x20 ‘=
Eyz0 =

— les courbures du plan moyen (ou flexion)

(Uz,m + ey)

(0 y — 00) (A.17)

NI D[

Kzg = Oy 4

Kyy = —Ozy (A.18)

Kay = %(Qy,y —0z2)

Le tenseur des déformations peut alors étre réécrit sous la forme

.
Exx = Exz0 T ZRax

Eyy = Eyy0 T Zhyy
Exy = Exy0 T ZKay (A19)
Exz = €x20
Eyz = Ey20
L €22 =10

Sous les hypotheses de Love-Kirchhoff, les déplacements selon x et y des points dans

le plan moyen sont supposés nuls, ce qui donne
ve(,y) = vy(z,y) = 0. (A.20)
On obtient alors, en notant w(z,y) := v.(z,y),

z Gy(ma y)
u(M) =1 —z0.(z,y) |. (A.21)

w(z,y)
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Avec I’hypothese de distorsion nulle sur la surface moyenne, nous avons

tant, = w,
tant, = —w

De plus, comme 6, est petit par rapport a I'unité, nous pouvons supposer que tanf, ~

0 (o = z,y). On peut donc considérer ces angles comme les pentes de la surface moyenne

apres déformation, c’est-a-dire

O, =w,y
Oy = —wy

On obtient finalement, compte tenu de (A.20) et (A.22) :
— les déformations membranaires de la surface moyenne :

Exx0 = Eyy0 = Eay0 = 0,
— les déformations de cisaillement transverse :

1 1
“(we +6,) =0 et 5yzoz§(w,y—91):0,

Ex20 = 9

— les courbures de la surface moyenne (ou flexion) :

Ry = gy,ax = ~Wex
Kyy = by = —Wyy
_ 1 _
Koy = 5(Oyy — Oz2) = —wWay

et le tenseur des déformations linéarisé s’écrit donc

Exx = —RW gz
Eyy = —2W,yy
El‘y = —Z'U)ya;y

€xz = Eyz = €z =0

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

Les cisaillements transverses sont négligeables et la déformation de la plaque varie de

maniere linéaire selon z.

A.3 Loi de comportement

A.3.1 Modele de comportement

Les composantes de déformations (A.16-A.18) peuvent étre regroupées sous la forme

suivante :

T
£ = (51351,07 Eyy0, Exy0, Eyz05€220 5 Rz, Ryy, ﬂa:y) .
—— — —— ————

membranaire cisaillement tranverse flexion

On associe les efforts généralisés aux composantes
T
f = (N:Ema Nyya waa Nyza Nx27 M:p:m Myy: Mmy)

dont :
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A.3. LOI DE COMPORTEMENT

— les efforts normaux :

e/2 e/2 e/2
Npz = / Ozxdz, Nyy = / Oyydz, Nyy = / Oy dz
—e/2 —e/2 —e/2

FIGURE A.2 — Efforts normaux

— les efforts de cisaillement transverse :

e/2 e/2
Ny, = / Oz dz, Nyz = / Oyz dz
—e/2 —e/2

Ny

FIGURE A.3 — Efforts de cisaillement transverse

— les moments de flexion :

e/2 e/2 e/2
My = / Oppzdz, My, :/ oyyzdz, My, = / Oryzdz .
—6/2 —e/2 —e/2

My
6 }.’
My 14 J |
W

Y
X [
\.m\.\x&

FIGURE A.4 — Moments de flexion
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A.3. LOI DE COMPORTEMENT

Comme on est dans une hypotheése de coques, plutot que de rechercher les contraintes,
on s’intéresse aux efforts généralisés. On recherche une loi de comportement reliant les
efforts (A.28) aux déformations (A.27). On peut écrire cette relation de la facon suivante :

Nxaz Exx0

Nyy Eyyo

ny Exy0

Noe gy | e | (A.32)
Nxz €220

M« Kxx

My, Fyy

My, Ky

Dans notre étude, on ne s’intéresse qu’aux termes en gras qui correspondent & la flexion
pure en négligeant les termes d’allongement (le poids du tissu est négligeable par rapport
a la rigidité).

A.3.2 Evolution du moment de flexion

Pour certain longueurs de flexion, les études expérimentales indiquent que les pentes de
la surface moyenne déformée sont petites devant I'unité. Nous pouvons donc nous placer
dans le cadre des hypotheses de Love-Kirchhoff, ce qui donne, d’apres (A.25) et (A.26),

Rgxy = —W xx

—W,yy
Rey = —Way

et
Exx = —RW gz

Eyy = —RW,yy
Exy = —2W gy

Exz = Eyz = €zz =0

En appliquant ces résultats a la loi de comportement de Hooke (A.10), on obtient

Oap = Ael0ap + 21E03
= M—2Wze + (—2Wyy) + €22)0a8 + 20(—2W 8)
= —2 MW gz + W yy)0ap — 2U2W 43
= —2(AMAwdag + 2pw o). (A.33)

A partir de maintenant les indices grecs prennent seulement les valeurs x et y. Nous avons

Oaz = Ae0az + 21Eqz = —2(AAW)dy, = 0. (A.34)
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Compte tenu de (A.29)-(A.31), on obtient :

e/2
M, = —/ zQ(AAw5ag + 20w o8)dz
—e/2
2 AAwiag + 2 i
= *5( Wlag + 20w 0p) e/
3
= fﬁ()\Aw(;aﬁ + 2uw7a5) , (A.35)
e/2
Nag = —/ 20z ()\Aw dap + w,a/g)dz =0, (A.36)
—e/2
e/2
Mm:—/ 0.d2=0 . (A.37)
—e/2
L’équation d’équilibre s’écrit
Mapap —q=0 (A.38)

ol ¢ = pge avec
~ p (kg/m?)le poids surfacique du matériau considéré,
— e (m) I'épaisseur de la plaque,
— g =9.81 (m/s?) l'accélération de la gravité.

Grace aux caractéristiques de la géométrie (faible épaisseur de la plaque, sa largeur est
bien plus petit que sa longueur), la surface moyenne apres déformation est sous la forme
d’une surface cylindrique. On constate que le champs de déplacement ne dépend que de
x :w = w(z), ce qui revient a dire w o5 = 0, sauf dans le cas a = § = =.

Les courbures de la surface moyenne s’écrivent

Rgxy = —W xx
Kyy = 0
Ky =0

De plus, compte tenu de (A.35)-(A.37), Myp.qp = 0 sauf dans le cas o = [ = x, I’équation
d’équilibre (A.38) se réduit alors a

0* M,
=q. A.39
Les conditions aux limites au bord libre de droite, ici en x = L, sont
oM,
My =0 et a;”” =0. (A.40)
On a alors 1 1
Mz = 52 — qLa + 5qL” = g(a: —L)2>0. (A.41)

Pour chaque point fixé, le moment de flexion et la courbure sont donnés par

{ M(z) = %(:1: )2

A.42
K(T) = —W 44 ( )
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Le comportement de la plaque n’est donc représenté que par la relation entre le moment
de flexion M et de la courbure x donnée par

M = f(k)

qui s’appelle une loi de comportement.
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Phuong Chi NGUYEN

Identification de parametres dans la fabrication de matériaux composites

Résumé :

Ce travail est une contribution a I'étude du comportement de certains matériaux composites.
Nous formalisons les observations expérimentales du point de vue mathématique, et menons
une étude < critique > des différents modeles utilisés pour proposer des techniques génériques
d'identification de parameétres dans ce contexte. Le manuscrit se divise en trois chapitres.
Le chapitre 1 rappelle les principes élémentaires et le contexte mécanique de cette étude.
On vy présentera les hypotheéses simplificatrices faites par la suite et les modeles de lois de
comportement utilisés et testés. Le chapitre 2 est consacré a la modélisation du probleme
inverse avec utilisation du modeéle de Grosberg et a son étude théorique et numérique. Le
chapitre 3 reprend la démarche du chapitre précédent avec le modele de Dahl. Qutre la
méthode numérique utilisée précédemment, nous utilisons une approche contrdle optimal et
présentons des résultats plus rigoureux obtenus avec AMPL.

Mots clés : identification de parameétres, optimisation, matériaux composites, Grosberg,
Dahl.

Identification of parameters in the manufacture of composite materials

Abstract :

This work is a contribution to the study of the behavior of some composite materials.
We formalize the experimental observations from the mathematical point of view, and are
conducting a ‘critical” study of the various models used to propose generic techniques
for parameter identification in this context. The manuscript is divided into three chapters.
Chapter 1 recalls the basic principles and mechanics context of this study. It will present the
simplifying assumptions made by the following models and behaviour laws that we used and
tested. Chapter 2 is devoted to modeling the inverse problem using the model of Grosberg
and its theoretical and numerical study. Chapter 3 takes the approach of the previous chapter
with the model of Dahl. Besides the numerical method used previously, we use an optimal
control approach and present results obtained with more rigorous method and AMPL.

Keywords : parameter identification, optimization, composite materials, Grosberg, Dahl.
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