
HAL Id: tel-00636769
https://theses.hal.science/tel-00636769v1

Submitted on 28 Oct 2011

HAL is a multi-disciplinary open access archive
for the deposit and dissemination of scientific re-
search documents, whether they are published or not.
The documentsmay come from teaching and research
institutions in France or abroad, or from public or pri-
vate research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaireHAL, est des-
tinée au dépôt et à la diffusion de documents scien-
tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
des établissements d’enseignement et de recherche
français ou étrangers, des laboratoires publics ou
privés.

HAL Authorization

Modelling and analyzing security protocols in cryptographic
process calculi

Steve Kremer

To cite this version:
Steve Kremer. Modelling and analyzing security protocols in cryptographic process calculi. Computer Science
[cs]. École normale supérieure de Cachan - ENS Cachan, 2011. ⟨tel-00636769⟩

https://theses.hal.science/tel-00636769v1
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr


▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣

s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐

▼é♠♦✐r❡ ❞✬❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à ❞✐r✐❣❡r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s

❙t❡✈❡ ❑r❡♠❡r

❈♦♠♠✐t❡❡✿

∙ ▼❛rtí♥ ❆❜❛❞✐ ✭r❛♣♣♦rt❡✉r✮

∙ ❘❛♥ ❈❛♥❡tt✐ ✭r❛♣♣♦rt❡✉r✮

∙ ❍✉❜❡rt ❈♦♠♦♥✲▲✉♥❞❤

∙ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞

∙ ❈❛t✉s❝✐❛ P❛❧❛♠✐❞❡ss✐ ✭r❛♣♣♦rt❡✉r✮

∙ ❉❛✈✐❞ P♦✐♥t❝❤❡✈❛❧

∙ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘✉s✐♥♦✇✐t❝❤

∙ ❆♥❞r❡ ❙❝❡❞r♦✈





❈♦♥t❡♥ts

❈♦♥t❡♥ts ✐

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✶✳✶ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✶✳✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷ ❙♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷✳✶ ❲❤❛t ❝❛♥ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ❛❜♦✉t s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧s ❢♦r s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✷✳✸ ❆✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✹ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸✳✶ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸✳✷ ❖✉t❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸✳✸ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✿ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✺

✷✳✶ ❚❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✸ ❋r❛♠❡s✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✹ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✿ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✺ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✷✸

✸✳✶ Pr✐✈❛❝②✲t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✸✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✶✳✷ ❱♦t❡✲♣r✐✈❛❝② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✶✳✸ ❘❡❝❡✐♣t✲❋r❡❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✶✳✹ ❈♦❡r❝✐♦♥✲❘❡s✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✶✳✺ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✷ ❆♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✸ ❊❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✐



✐✐

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✸✳✸✳✷ ❊❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✸✳✸✳✸ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s ✸✼
✹✳✶ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P❑❈❙★✶✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✹✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✹✳✶✳✷ ❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✹✳✶✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P❑❈❙★✶✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✹✳✷✳✶ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✹✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❚P▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✹✳✷✳✸ ❆♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❚P▼ ✇✐t❤ Pr♦❱❡r✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✺ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✺✶
✺✳✶ ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺✳✶✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✺✳✶✳✷ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✺✳✶✳✸ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✺✳✶✳✹ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✺✳✶✳✺ ❚❤❡ ❑✐❙s t♦♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✺✳✶✳✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✷ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✺✳✷✳✶ ❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✺✳✷✳✷ ❱❛❧✈❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✺✳✷✳✸ ●❡tt✐♥❣ r✐❞ ♦❢ r❡❞✉❝✐❜❧❡ s②♠❜♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✺✳✷✳✹ ❆ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✸ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✺✳✸✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②♠❜♦❧✐❝ str✉❝t✉r❛❧

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✺✳✸✳✷ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✺✳✸✳✸ ❈♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✺✳✸✳✹ ❙②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✺✳✸✳✺ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✻ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✼✶
✻✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss✇♦r❞✲❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻✳✶✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✻✳✶✳✷ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❘❡s✉❧t ✕ P❛ss✐✈❡ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✻✳✶✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❘❡s✉❧t ✕ ❆❝t✐✈❡ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✻✳✶✳✹ ❲❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ Pr♦t♦❝♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✻✳✶✳✺ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✻✳✷ ❙❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ t❛❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽



✐✐✐

✻✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✻✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✻✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✻✳✸✳✶ ❇❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✻✳✸✳✷ ❙tr♦♥❣ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✻✳✸✳✸ ❖t❤❡r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✻✳✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✼ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ✽✼
✼✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✼✳✷ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✼✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧❧♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✼✳✷✳✷ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✼✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✽ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✾✾
✽✳✶ ❆ t❤❡♦r② ❢♦r s❡❝✉r✐t② ❆P■s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✽✳✷ ❋r♦♠ tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✽✳✸ ▼♦❞✉❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✽✳✹ Pr✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✵✺

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐st ✶✷✸



❈❍❆P❚❊❘ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr❡❛♠❜❧❡✳ ❚❤✐s ❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ t❤❡s✐s s✉♠♠❛r✐③❡s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠② r❡s❡❛r❝❤ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
s✐♥❝❡ ♠② P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s s✉♠♠❛r② ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ❬✸✽❪✱ ❛ r❡s✉❧t ✐♥
t❤❡ ✈❡✐♥ ♦❢ ♠② P❤❉ t❤❡s✐s✱ ♦r r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✸✻✱ ✸✵❪✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛♥ ♠♦st r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ◆♦r ✇✐❧❧ ■ ❞✐s❝✉ss ♠② r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
♦❢ ❥✉❣❣❧✐♥❣ ❬✸✾✱ ✶✹❪✳ ❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠② ♦✇♥ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♣❧❛✐♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
st②❧❡✱ ❡✳❣✳ ❬✶❪✱ ✇❤✐❧❡ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ♦t❤❡r ✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❛❧♣❤❛✲♥✉♠❡r✐❝❛❧ st②❧❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❆❇❇+✵✺❪✳

✶✳✶ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥

✶✳✶✳✶ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✦

❙❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❛✐♠ ❛t ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ s♦♠❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ❞❛t❛✱ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♦r ❛♥♦♥②♠✐t②✱ ♦✈❡r ❛♥ ✉♥tr✉st❡❞
♥❡t✇♦r❦✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡ ❝r②♣✲
t♦❣r❛♣❤② t♦ ❡♥❝r②♣t ♦r ❞✐❣✐t❛❧❧② s✐❣♥ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s
t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt ▲❛②❡r ❙❡❝✉r✐t② ✭❚▲❙✮ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ t❤❡ ❙❡❝✉r❡ ❙♦❝❦❡ts ▲❛②❡r
✭❙❙▲✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛ s❡❝✉r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❛ ✇❡❜
s✐t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r s❡❝✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ▼♦st ✇❡❜ ❜r♦✇s❡rs ❞✐s♣❧❛② ❛ s♠❛❧❧
❧♦❝❦ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ②♦✉ ❛r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ s❡❝✉r❡ s❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❆s
❆✳ ▼❡r❝✐❡r r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❬▼❡r✵✾❪✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✏❋é❞ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡
❡t ❞❡ ❧❛ ✈❡♥t❡ à ❞✐st❛♥❝❡✑ ✭❢❡❞❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡ ❛♥❞ r❡♠♦t❡ s❡❧❧✐♥❣✮ ✐♥ ✷✵✵✽ ✐♥ ❋r❛♥❝❡
✼✽✪ ♦❢ ❋r❡♥❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ✉s❡ r❡♠♦t❡ s❡❧❧✐♥❣✱ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡s❡ s❛❧❡s ✉s❡ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❆♥♦t❤❡r
❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❤♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ✭t♦
❛✈♦✐❞ s♦♠❡♦♥❡ ❡❧s❡ ♣❛ss✐♥❣ ♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧s ♦♥ ②♦✉r ❛❝❝♦✉♥t✮✳ ❨❡t ❛♥♦t❤❡r ❡♠❡r❣❡♥t ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ♦❜✈✐♦✉s s❡❝✉r✐t② r✐s❦s✿ ✐♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✶✱ ✐♥
❊st♦♥✐❛ ✭❢♦r t❤❡ s✐①t❤ t✐♠❡✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ■♥t❡r♥❡t ✈♦t✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t❛r② ❡❧❡❝t✐♦♥s ✭❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦t❡rs ✇✐t❤ ❛❝❝❡ss
t♦ t❤✐s ♠♦❞❡ ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐s ♥♦t ②❡t ❦♥♦✇♥✮❀ ✐♥ ◆♦r✇❛②✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✷✵✶✶ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧ ❛♥❞
❝♦✉♥t② ❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧❞ ❛♥❞ ❧❡❣❛❧❧② ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❡t ✈♦t✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s❡❧❡❝t❡❞
♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ✈♦t❡r ❣r♦✉♣s ❬❑r✐✶✵❪✳

✶



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✱ ❡✈❡♥ ♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢
♠♦❞❡r❛t❡ s✐③❡✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✇❡ ❣✐✈❡ t❤r❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

∙ ■♥ ✶✾✾✺✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▲♦✇❡ ❬▲♦✇✾✺❪ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ✢❛✇✶ ✐♥ t❤❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r
♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ♣r♦t♦❝♦❧ ❬◆❙✼✽❪✱ ✶✼ ②❡❛rs ❛❢t❡r ✐ts ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛tt❛❝❦ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛
❦✐♥❞ ♦❢ ✏❜❡♥❝❤♠❛r❦✑ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s✳

∙ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❙❆▼▲ ✷✳✵ ❲❡❜ ❇r♦✇s❡r ❙✐♥❣❧❡ ❙✐❣♥✲❖♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●♦♦❣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛tt❛❝❦❡❞✳ ❚❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❙✐❣♥✲❖♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❧❧♦✇s ❛ ✉s❡r
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤✐♠s❡❧❢ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❝❝❡ss t♦ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ●♠❛✐❧
♦r ●♦♦❣❧❡ ❝❛❧❡♥❞❛r✮✳ ❲❤✐❧❡ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❆r♠❛♥❞♦ ❡t
❛❧✳ ❬❆❈❈+✵✽❪ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ❛ ❞✐s❤♦♥❡st s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♠♣❡rs♦♥❛t❡
❛♥② ♦❢ ✐ts ✉s❡rs ❛t ❛♥♦t❤❡r s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡r✳ ❚❤✐s ✢❛✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ s✐♥❝❡✳

∙ ❯s✐♥❣ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s✱ ❇♦rt♦❧♦③③♦ ❡t ❛❧✳ ❬❇❈❋❙✶✵❪ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s❡r✐♦✉s
s❡❝✉r✐t② ✢❛✇s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ t♦❦❡♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ P❑❈❙★✶✶ ❈r②♣t♦❦✐
st❛♥❞❛r❞✳

❙✉❝❤ ✢❛✇s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❡r✐♦✉s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✭♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧✮ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡♠✱ s❡❝✉r✐t②
♣r♦t♦❝♦❧s ♠✉st ❜❡ ❜✉✐❧t ♦♥ s♦❧✐❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳
❋♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡
❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢♦r♠❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳

✶✳✶✳✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧

❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞
✐♥ ❇❧❛♥❝❤❡t✬s ❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ t❤❡s✐s ❬❇❧❛✵✽❪ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣✉r♣♦s❡✮✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛t♦r A ❛♥❞ ❛ r❡s♣♦♥❞❡r B✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ❣♦❛❧ ✐s t❤❛t A ❛♥❞ B s❤❛r❡ ❛
s❡❝r❡t s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤♦♥❡st ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ A ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢r❡s❤ s②♠♠❡tr✐❝ s❡ss✐♦♥ ❦❡② k ❛♥❞ s✐❣♥s t❤✐s ❦❡② ✇✐t❤ ❤✐s
♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❦❡② ska✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ sign(k, ska)✳ ❚❤❡♥ A ✉s❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝
❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ❡♥❝r②♣t t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❦❡② ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ B✬s
♣r✐✈❛t❡ ❞❡❝r②♣t✐♦♥ ❦❡②✿ aenc(sign(k, ska), pk(dkb))✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❤❡♥ B r❡❝❡✐✈❡s s✉❝❤ ❛ ♠❡ss❛❣❡✱ A✬s s✐❣♥❛t✉r❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞
❢r♦♠ A ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❦❡② k ✭❛s ♦♥❧②
B ❝❛♥ ❞❡❝r②♣t t❤✐s ♠❡ss❛❣❡✮✳ B ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② k t♦ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♥❝r②♣t s
❛♥❞ s❡♥❞ r❡t✉r♥ t❤✐s ♠❡ss❛❣❡ t♦ A✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ ✇❡ ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ❛ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ t✇♦ r♦❧❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛s t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ♥❛ï✈❡ ❤❛♥❞s❤❛❦❡
♣r♦t♦❝♦❧ ❛❞♠✐ts ❛ ♠❛♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ✐❢ A ✐♥✐t✐❛t❡s
❛ s❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❧✐❝✐♦✉s ❡♥t✐t② C✱ t❤❡♥ C ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❢♦♦❧ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r B ❛♥❞ ♠❛❦❡ B
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❤❡ s❤❛r❡s t❤❡ s❡❝r❡t s ✇✐t❤ A✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ C✳

✶■t ✐s ❛r❣✉❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r ▲♦✇❡✬s ❛tt❛❝❦ ✐s ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬◆❙✼✽❪✱ ❜✉t t❤❡ ❛tt❛❝❦
s❤♦✉❧❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡t✇♦r❦✳



❙♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✸

A B
aenc(sign(k, ska), pk(dkb))

senc(s, k)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ✭❋❧❛✇❡❞✮ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧

A C B
aenc(sign(k, ska), pk(dkc)) aenc(sign(k, ska), pk(dkb))

senc(s, k)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▼❛♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦

❚❤✐s ❛tt❛❝❦ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ A✬s s✐❣♥❛t✉r❡ ♦♥ k ❛♥❞ t❤❡
❡♥t✐t② ✇❤♦s❡ ❦❡② ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛tt❛❝❦s
✭❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ▲♦✇❡ ❬▲♦✇✾✻❪✮ ✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✬s ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
❆ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s A ❛♥❞ B t♦ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳

▼❛♥② ♠♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ s✉r✈❡② ❜② ❈❧❛r❦ ❛♥❞ ❏❛❝♦❜ ❬❈❏✾✼❪✱
✐♥ t❤❡ ❙❡❝✉r✐t② Pr♦t♦❝♦❧s ❖♣❡♥ ❘❡♣♦s✐t♦r② ✭❙P❖❘❊✮ ❬❙P❖❪ ❛♥❞ t❤❡ ❆❱■❙P❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❬❆❱■❪✳

✶✳✷ ❙♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ◆❡❡❞❤❛♠ ❛♥❞
❙❝❤r♦❡❞❡r ❬◆❙✼✽❪ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ❉♦❧❡✈ ❛♥❞ ❨❛♦ ❬❉❨✽✶❪✳ ❚❤❡
✏✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✑ ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▼❡ss❛❣❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐t ✐s
❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡
❛❞✈❡rs❛r② ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✿ ❛♥② ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ✐s ♦✉t♣✉t ✐s s❡♥t
t♦ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ✇❤♦ ❝❛♥ r❡♣❧❛②✱ ♠♦❞✐❢② ♦r ❢♦r❣❡ ♥❡✇ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤✐s ❝✉rr❡♥t
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✇✐t❤
❤♦♥❡st ♣r♦t♦❝♦❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
✇❤❡r❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ ♠❡s✲

A B
aenc(sign(⟨A, ⟨B, k⟩⟩, ska), pk(dkb))

senc(s, k)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈♦rr❡❝t❡❞ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s❛❣❡s ❛r❡ ❜✐tstr✐♥❣s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❞r❛✇♥
❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❜✐tstr✐♥❣s ♠❛❦✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t t♦
❜❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❜✉t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✳

✶✳✷✳✶ ❲❤❛t ❝❛♥ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ❛❜♦✉t s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s❄

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧t t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊✈❡♥
❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt② s✉❝❤ ❛s s❡❝r❡❝② ✭♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ✉♥❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✮ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✐s ✉♥✲
❜♦✉♥❞❡❞✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬❊●✽✸✱ ❉▲▼✵✹✱ ❈▲❈✵✺✱ ❆r❛✵✽❪✳ ❯♥❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✇❤❡♥
✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❬❉▲▼✵✹❪✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❤♦✇❡✈❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ s✉❜❝❧❛ss❡s✳ ❘✉s✐♥♦✇✐t❝❤ ❛♥❞ ❚✉r✉❛♥✐ ❬❘❚✵✶❪
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞✐♥❣ s❡❝r❡❝② ✐s ❝♦◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳
❚❤✐s ✜rst r❡s✉❧t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ♦♥❧② ✉s❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❧✐❢t❡❞ t♦ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ✉s❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r ❬❈❑❘❚✵✸❜❪ ❛♥❞ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛✲
t✐♦♥ ❬❈❑❘❚✵✸❛❪✳

❚❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐st ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡ss✐♦♥s✿ ❛♥ ❡❛r❧② r❡s✉❧t ✐s t❤❡ P❚■▼❊ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧t ❜② ❉♦❧❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬❉❊❑✽✷❪ ❢♦r
❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣✐♥❣✲♣♦♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❖t❤❡r ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❛✲
♠❛♥✉❥❛♠ ❛♥❞ ❙✉r❡s❤ ❬❘❙✵✸✱ ❘❙✵✺❪✱ ❛♥❞ ▲♦✇❡ ❬▲♦✇✾✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❡♠♣♦r❛r②
s❡❝r❡ts✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❦❡②s ❛♥❞ ❝✐♣❤❡rt❡①t ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝❛r❞s ♣r♦t♦✲
❝♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❨❛❤❛❧♦♠ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬❈❏✾✼❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✇❡ ❬✷✻❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss
♦❢ t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❛t t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

❋♦r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✱ ♠✉❝❤ ❧❡ss r❡s✉❧ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❆s ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍ütt❡❧ ❬❍üt✵✷❪ ❤❛s ❛❧s♦
s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❙♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬❆●✾✾❪✱ ❢r❛♠❡❞ ❜✐s✐♠✐❧❛r✐t② ✭♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✮ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❍ütt❡❧
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✭t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆ s✉❜♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❡r♠s
❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❬❆❈✵✻✱ ❈❉✵✼✱ ❇❈❉✵✾✱ ✻❪✳

✶✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧s ❢♦r s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s

Pr♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✳ Pr♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤
r♦❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ Pr♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s s✉❝❤ ❛s ❈❙P
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❬❘❙●+✵✵❪✳ ▲♦✇❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧✱ ❈❛s♣❡r ❬▲♦✇✾✼❪✱ ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡r ❋❉❘✳
❙❝❤♥❡✐❞❡r ❛♥❞ ❍❡❛t❤❡r ❬❍❙✵✵❪ ✉s❡❞ r❛♥❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
s❡❝✉r✐t② ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈❈❙ ✈❛r✐❛♥t ❈r②♣t♦❙P❆ ❬❋▼✾✾❪ ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ●♦r❞♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡
♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ s♣✐✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬❆●✾✾❪ ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳



❙♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✺

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬❆❋✵✶❪ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ s♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❝r②♣t♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✉s✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✭s②♠❜♦❧✐❝✮
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡s❤ ♥♦♥❝❡s ✭✉s✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼❛♥② ♠♦❞❡❧s ❬❆▲✵✵✱ ❆▲❱✵✷❛✱ ❇♦r✵✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❛❝❤❛❜✐❧✲
✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❖t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❬❆●✾✾✱ ❆❋✵✶❪ ❜❛s❡ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥
❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❛♥♦♥②♠✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ❬❇❉◆P✾✾✱ ❆●✾✽✱ ❈♦r✵✷✱ ❇◆✵✷❪✱
❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✭♠❛♥✉❛❧✮ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬❇❇◆✵✹✱ ❇♦r✵✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐
❝❛❧❝✉❧✉s ❬✸✶✱ ✾✱ ▲▲✶✵❪✳

❚r❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ str❛♥❞ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬●✉t✵✶✱ ❚❍●✾✾❪
✐s ❛ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛❝❡s ♦❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬●❚✵✵❜❪✳ Pr♦t♦❝♦❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬●❚✵✵❛❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢
t❡❝❤♥✐q✉❡s str♦♥❣❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❢r❡❡ ❛♥❞ ✐t s❡❡♠s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

P❛✉❧s♦♥ ❬P❛✉✾✽❪ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧ tr❛❝❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥✲
❞✉❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ ■s❛❜❡❧❧❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✉♠❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ❛♥❞ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❡♠♠❛s ✉s❡❞ ❛s
♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ t✐❣❤t❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❙♦♠❡ ❦❡② ❧❡♠♠❛s ✇♦✉❧❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ ✇r♦♥❣ ✐❢ ♦♥❡ ❛❧❧♦✇s ❦❡②s t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛t♦♠✐❝✳

❚r❡❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛♥❞ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ❚r❡❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛♥❞ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡
tr❡❡ ❛✉t♦♠❛t❛✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦✲
❝♦❧s✱ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s✳ ❲❡✐❞❡♥❜❛❝❤ ❬❲❡✐✾✾❪ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ❙♣❛ss t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ●❡♥❡t ❛♥❞ ❑❧❛② ❬●❑✵✵❪ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ tr❡❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛♥❞ r❡✇r✐t✲
✐♥❣ t♦ ✈❡r✐❢② s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❝❡♥t t♦♦❧ ❚❆✹❙P✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❆❱■❙P❆ t♦♦❧ s✉✐t❡ ❬❆❇❇+✵✺❪✳ ●♦✉❜❛✉❧t✲▲❛rr❡❝q ❬●♦✉✵✺❪ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s
❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✭❜✉t st✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s✮✳ ❆
r❡❝❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❤✐s t♦♦❧ ❬●♦✉✵✽❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢s ✐♥
t❤❡ ❈♦q t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ❇❧❛♥❝❤❡t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ Pr♦❱❡r✐❢ t♦♦❧✳
❚❤✐s t♦♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♥❡❛r❧② ✶✵ ②❡❛rs ❛♥❞ ✐s ♥♦✇ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ❬❇❧❛✵✶❪✱ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❬❇❧❛✵✾❪ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s♦♠❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❇❧❛✵✹✱ ❇❆❋✵✺❪ ❢♦r ♠❛♥② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣✳ ❆ s②♠❜♦❧✐❝ tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ r♦❧❡s✱ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠✳ ❆s ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡
t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ✭❈♦♥str❛✐♥t
s②st❡♠s ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ❛♥ ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳✮ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❝♦♥✲
str❛✐♥t s②st❡♠s ✇❡r❡ ✜rst ✉s❡❞ ❜② ❙❤♠❛t✐❦♦✈ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡♥ ❬▼❙✵✶❪✱ ✇❤♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡
t♦♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ❈♦r✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❈❊✵✸❪
❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛♥ ▲❚▲ ❧✐❦❡ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♣❛st✱ ❝❛❧❧❡❞ P❙✲▲❚▲ ❬❈❊❙✵✻❪✳
❙✐♥❝❡ t❤❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠♦r❡
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❈❙✵✸✱ ❙❤♠✵✹❪ ❛♥❞ ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✸✸✱ ❈❈❩✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦st ♠❛t✉r❡ t♦♦❧ ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❚✉r✉❛♥✐✬s ❈▲✲❆ts❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②③❡r ❬❚✉r✵✻❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r
❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✈❡r✐❢②✐♥❣ tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t
s②st❡♠s✳ ■♥ ❬❇❛✉✵✺❪✱ ❇❛✉❞❡t ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ s②♠❜♦❧✐❝ tr❛❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❍❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ✜rst ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s✳ ▼♦r❡✱
r❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❈❤❡✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬❈❈❉✶✵❪ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲♦❣✐❝s ❢♦r s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ ❧♦❣✐❝s✱ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❆s ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛❜♦✉t
t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝s ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
❢❛♠♦✉s ❇❆◆ ❧♦❣✐❝ ❬❇❆◆✽✾❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❦♥♦✇♥ ♠❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧②
♥✐♥❡t✐❡s✱ ❡✳❣✳ ❬●◆❨✾✵✱ ❙✈❖✾✹❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❡✛♦rt ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡
❜② ▼✐t❝❤❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬❉❉▼❘✵✼✱ ❘❉❉+✵✽❪ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐t②
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ Pr♦t♦❝♦❧ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ ✭P❈▲✮✳ ❚❤✐s ❧♦❣✐❝ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ss✉♠❡✲❣✉❛r❛♥t❡❡
r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✳✷✳✸ ❆✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❤❡r❡ s♦♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ❡①❤❛✉s✲
t✐✈❡✳

❚❤❡ ❆❱■❙P❆ t♦♦❧ s✉✐t❡✳ ❚❤❡ ❆❱■❙P❆ t♦♦❧ s✉✐t❡ ❬❆❇❇+✵✺❪ r❡❣r♦✉♣s ❢♦✉r t♦♦❧s ✇❤✐❝❤
t❛❦❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❍▲P❙▲ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r♠❛t ■❋✱
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✱ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ❜② t❤❡ t♦♦❧s✮✳

∙ ❈▲✲❆t❙❡ ✭❈♦♥str❛✐♥t✲▲♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❆tt❛❝❦ ❙❡❛r❝❤❡r✮ ✐s ❛ t♦♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✲
✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡ss❛❣❡ s✐③❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦
✈❡r✐❢② s❡❝r❡❝② ❛♥❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

∙ ❖❋▼❈ ✭❖♥✲t❤❡✲✢② ▼♦❞❡❧✲❈❤❡❝❦❡r✮ ✐s ❛ st❛t❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜♦✉♥❞❡❞
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ❛❧❧♦✇s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♦♣❡r✲



❙♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✼

❛t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥tr✉❞❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ t❡r♠s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s t❤❡ t♦♦❧ ❝❛♥♥♦t
❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

∙ ❙❆❚▼❈ ✭❙❆❚✲❜❛s❡❞ ▼♦❞❡❧✲❈❤❡❝❦❡r✮ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t♦
✈❡r✐❢② ✐♥t♦ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❙❆❚ s♦❧✈❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✉♥r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ■❋ ✐♥♣✉t
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

∙ ❚❆✹❙P ✭❚r❡❡ ❆✉t♦♠❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢
❙❡❝✉r✐t② Pr♦t♦❝♦❧s✮ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛r tr❡❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■❢ t❤❡ s❡❝r❡t ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❆✹❙P ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ✢❛✇❡❞✳

Pr♦❱❡r✐❢✳ Pr♦❱❡r✐❢ ❬❇❧❛✵✶❪ ✐s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♥♦r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ s✐③❡✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❛
♣r♦t♦❝♦❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t♦♦❧ ♠❛② ✜♥❞ ❢❛❧s❡ ❛tt❛❝❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t♦♦❧ ♠❛② ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ✭❡①❝❡♣t
❢♦r ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬❇P✵✸❪ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
t♦♦❧ ♣❡r❢♦r♠s ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥t♦ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♠❛② ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t♦♦❧ ♠❛② ♥♦t
t❡r♠✐♥❛t❡ ♦r ❢❛✐❧ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❡♦r✐❡s✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣
♣♦✐♥ts ♦❢ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ s❡❝r❡❝② ❛♥❞ ✭✐♥❥❡❝t✐✈❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❇❧❛✵✾❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❇❧❛✵✹✱ ❇❆❋✵✺❪✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✱ ❡✳❣✳ ❬❆❇❋✵✼✱ ❇❈✵✽✱ ❇❍▼✵✽✱ ✸✼✱ ✶✾❪

❙❝②t❤❡r✳ ❙❝②t❤❡r ❬❈r❡✵✽❛✱ ❈r❡✵✽❜❪ ✐s ❛ r❡❝❡♥t t♦♦❧ ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ❞♦❡s
♥♦t ✉s❡ ❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❢❛❧s❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❢❛✐❧s ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t♦♦❧ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
t❡r♠✐♥❛t❡✿ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❢♦r♠
♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❙❝②t❤❡r s❤❛r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ str❛♥❞
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ ❬❉●❚✵✼❪✳

▼❛✉❞❡✲◆P❆✳ ▼❡❛❞♦✇s✬ ◆❘▲ Pr♦t♦❝♦❧ ❆♥❛❧②③❡r ✭◆P❆✮ ❬▼❡❛✾✻❪ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst
t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♦r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞
✉s❡s ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❡❛r❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ ✏❜❛❞✑ st❛t❡s ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡✳ ▼❛✉❞❡✲
◆P❆ ❬❊▼▼✵✾❪ ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P❆ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✐♥
r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ t♦♦❧ s✉♣♣♦rts ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✭❆❈✮ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt② ❬❈❉✵✺❪✳



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✷✳✹ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡❝✉r❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝✱ ♦r ❉♦❧❡✈✲❨❛♦✱ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s t❛❦❡ ❛ r❛t❤❡r s✐♠♣❧✐st✐❝ ✈✐❡✇
♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛❝❦❡r ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❞✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❞✈❡rs❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❲❤✐❧❡ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛r❣✉❛❜❧② ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ ♣r♦♦❢s ❛r❡
❛❧s♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛✉t♦♠❛t❡✳ ■♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞
❘♦❣❛✇❛② ❬❆❘✵✷❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡s❡ t✇♦ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ✏❣❡t t❤❡ ❜❡st
♦❢ ❜♦t❤✑✿ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦♦❢s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❬❆❘✵✷❪✱ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ❘♦❣❛✇❛② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ❛ ♣✉r❡
❡❛✈❡s❞r♦♣♣❡r ❛♥❞ ♦♥❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❆s t❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❡✈❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛
r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣ s✉❝❤ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛s s✉❜t❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ s❡tt✐♥❣s✱ ✭❡✳❣✳✱ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❦❡② ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐♣❤❡rt❡①ts r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ♣❧❛✐♥t❡①ts✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✜rst ♣❛♣❡r✱ ♠❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♠♦r❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❬❇▲▼❲✵✼✱ ✶✶✱ ✶✷❪ ❛♥❞ str♦♥❣❡r ✭❛❞❛♣t✐✈❡ ❬▼P✵✺✱ ✸✷❪
❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❬❇P❲✵✸✱ ▼❲✵✹✱ ❈❈✵✽❪✮ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬❇❧❛✵✻❪✳ ❲❡ r❡❢❡r
t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ♦✉r r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ❬✼❪ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡

✶✳✸✳✶ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▼② P❤❉ t❤❡s✐s ✇❛s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❬✹✻✱ ✹✼❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❬✹✺✱ ✹✷✱ ✹✵✱ ✶✼✱ ✶✺❪ ♦❢ ❢❛✐r ❡①❝❤❛♥❣❡
♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢❛✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss✱ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✱ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❛❜✉s❡✲❢r❡❡♥❡ss ✐♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝
❝♦♥tr❛❝t s✐❣♥✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬✹✷❪✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❛s ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡
st❛t❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡r ▼♦❝❤❛ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs t♦ ✜♥❞ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✢❛✇ ✐♥ ❛
♠✉❧t✐✲♣❛rt② ❝♦♥tr❛❝t s✐❣♥✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✹✵✱ ✶✺❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥ ■ ❣♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❉✉r✐♥❣ ♠② ♣♦st✲❞♦❝ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠ ■
✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛ st✉❞② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▼✳ ❘②❛♥ ❬✸✼❪✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡ ✇❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❛r✐s❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❡✲✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ s✉❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧s
✉s❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t tr❡❛t❡❞ ❜② ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❢♦r♠❛❧✐s♠s✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❡♠s❡❧✈❡s
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✱ ♥❡❡❞ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐
❝❛❧❝✉❧✉s ❬❆❋✵✶❪ s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ♦✛❡rs ❛
r✐❝❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② s♣❡❝✐❢② r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♦✉r ✜rst ♣❛♣❡r ❬✸✼❪ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜② ❋✉❥✐♦❦❛



❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ✾

❡t ❛❧✳ ❬❋❖❖✾✷❪ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❢❛✐r♥❡ss ✭♥♦ ❡❛r❧② r❡s✉❧ts✮✱ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t②
✭♦♥❧② ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✈♦t❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ r✐❣❤t t♦ ✈♦t❡✮ ❛♥❞ ❛♥♦♥②♠✐t② ♦r ✈♦t❡ ♣r✐✈❛❝② ✭✈♦t❡s ❛♥❞ ✈♦t❡rs
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧✐♥❦❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ r❡q✉✐r❡s str♦♥❣❡r ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥
♠❡r❡❧② ❛♥♦♥②♠✐t②✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ✈♦t❡ s❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥ ♦♥❡ r❡q✉❡sts t❤❛t ✈♦t❡rs ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈❡✱
❡✈❡♥ ✐❢ ❤❡ ✇✐s❤❡s t♦✱ ❤♦✇ ❤❡ ✈♦t❡❞✳ ■♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡ ❛♥❞ ▼✳ ❘②❛♥ ❬✸✹✱ ✶✸❪✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜rst s②♠❜♦❧✐❝
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡s ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡♠✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✈✐t❡❞
❝❤❛♣t❡r ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ▲◆❈❙ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ❬✶❪✳ ❨❡t ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡❧❡❝t✐♦♥s ✐s ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✿ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦
t❤❛t t❤❡✐r ✈♦t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ ❛♥② ♦❜s❡r✈❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ t❛❧❧② ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ■♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼✳ ❘②❛♥ ❛♥❞ ❇✳ ❙♠②t❤ ❬✷✵❪ ✇❡
❤❛✈❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❋❖❖✬✾✷ ❬❋❖❖✾✷❪✱ ❍❡❧✐♦s
✷✳✵ ❬❆❞✐✵✽❪ ❛♥❞ ❏❈❏✴❈✐✈✐t❛s ❬❏❈❏✵✺✱ ❈❈▼✵✽❪✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡♥s ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ s②st❡♠ t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❙❡❝✉r✐t② ❆P■s✳ ❆s ✈✐r✉s❡s ❛♥❞ ♠❛❧✇❛r❡ ♠❛② ✐♥❢❡❝t ❝♦♠♣✉t❡rs✱ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s ❦❡②s
s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ✇❛②
♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤✐s ✐s t♦ ✉s❡ t❛♠♣❡r ♣r♦♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❤❛r❞✇❛r❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ s✉❝❤ ❞❛t❛✳
P❑❈❙★✶✶ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❆P■ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡✮ ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡✈✐❝❡s
t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡
t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛tt❛❝❦s t❤❛t ❝♦✉❧❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❦❡②s st♦r❡❞ ♦♥
t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❲❤❡♥ ●✳ ❙t❡❡❧ ❥♦✐♥❡❞ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ■ st❛rt❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✳
■♥ ❬✷✽✱ ✶✵❪ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❆P■✳ ❖♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✐s t❤❛t ✐t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♠✉t❛❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧
st❛t❡✱ ✐✳❡✳ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r ◆✉❙▼❱✳ ❲❡ r❡♣♦rt s♦♠❡ ♥❡✇ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢
s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆P■ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②s❡ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ♥❈✐♣❤❡r ✭❚❤❛❧❡s✮ ❛♥❞ ❊r❛❝♦♠ ✭❙❛❢❡♥❡t✮✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s
♦❢ P❑❈❙★✶✶✳ ❆♥♦t❤❡r ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♠♦st ♠♦❞❡r♥ ❧❛♣t♦♣s ✐s t❤❡
❚r✉st❡❞ P❧❛t❢♦r♠ ▼♦❞✉❧❡ ✭❚P▼✮✳ ❚❤❡ ❚P▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ st♦r❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡②s
❛♥❞ ♦t❤❡r s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✐♥ ✐ts s❤✐❡❧❞❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤r♦✉❣❤ ✐ts ❆P■✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤♦s❡ ❦❡②s
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s♦♠❡ s❡❝✉r✐t② ❣♦❛❧s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❚P▼ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❘❙❆✵✹❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✼✵✵ ♣❛❣❡s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❡❝✉r✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r❧② st❛t❡❞✳ ■♥ ❬✶✾❪ ✇❡ ♠♦❞❡❧
s❡✈❡r❛❧ ❚P▼ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡ ❚P▼ s❤♦✉❧❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ❛tt❛❝❦s✳ ❯s✐♥❣ Pr♦❱❡r✐❢
✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✐s❝♦✈❡r t❤❡s❡ ❦♥♦✇♥ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ s♦♠❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦
❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✜①❡s t♦ t❤❡ ❆P■✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ♦✉r s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❆P■✳



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥

❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ st✉❞②✐♥❣ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❡✲✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ■ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ t♦♦❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❛s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ t♦♦❧ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❬❇❆❋✵✺❪✱ t❤❡r❡
✇❡r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ✇❤② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✉s❡ ✐t t♦ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♦❢s ♦♥ ♦✉r ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✿
✭✐✮ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦✈❡♥ ❜② Pr♦❱❡r✐❢ ✐s t♦♦ ✜♥❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✉s❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ✇❤❛t Pr♦❱❡r✐❢ ❝❛♥ ♣r♦✈❡✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✜rst ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ■ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡
✭r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡✮ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✇❛s t♦ t♦ r❡❞✉❝❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s ✭✇❤✐❝❤ ✇❛s s❤♦✇♥
❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❜② ▼✳ ❇❛✉❞❡t ❢♦r ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✮✳ ❲✐t❤ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡
❛♥❞ ▼✳ ❘②❛♥ ❬✸✶✱ ✾❪ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤✐s s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ s♦✉♥❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✏❝♦♠♣❧❡t❡ ❡♥♦✉❣❤✑
t♦ s❤♦✇ ♣r✐✈❛❝② ✐♥ ❡✲✈♦t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦ ❝♦✈❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤
➇✳ ❈✐♦❜â❝➔ ❛♥❞ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✷✸✱ ✻❪ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❢♦r ♠❛♥② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡
❜❡❢♦r❡✳ ➇✳ ❈✐♦❜â❝➔ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❆♥
❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt ♦❢ ➇✳ ❈✐♦❜â❝➔✬s ♠❛st❡r t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡st ✈❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❲✐t❤ ❆✳ ▼❡r❝✐❡r ❛♥❞ ❘✳ ❚r❡✐♥❡♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❬✷✺✱ ✽❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❞❡❝✐❞❡ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r
♣❛✐r✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt ♦❢ ❆✳ ▼❡r❝✐❡r✬s P❤❉ t❤❡s✐s ❬▼❡r✵✾❪✳

●r♦✉♣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ ❬✸✵❪ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢
s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♣ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❛✈❡s❞r♦♣♣❡r✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣❛s✲
s✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❣r♦✉♣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐s ♥♦t
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✲
✐♥❣ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ♦♥❡ s❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡❝r❡ts✳ ❲❡ ✉s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈✐s✐❜❧② tr❡❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✇✐t❤
♠❡♠♦r② ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❜② ❈♦♠♦♥✲▲✉♥❞❤ ❡t ❛❧✳ ❬❈❏P✵✼❪✮
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s❡ts✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❛tt❛❝❦❡r r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✈❡r
s❡✈❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●❉❍ ❢❛♠✐❧②✱ ●❑❊✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt
♦❢ ❆✳ ▼❡r❝✐❡r✬s P❤❉ t❤❡s✐s ❬▼❡r✵✾❪✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t

❆s ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣❛rts ♦❢ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s
✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡♠ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s❡❝✉r❡ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠♦❞❡❧
s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s s❡❝✉r✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛♥② s❡❝r❡ts✳



❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ✶✶

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ♥❡✈❡r ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡②✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❚❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✇❤❡♥ s❡❝r❡ts ❛r❡ ✉s❡r✲❝❤♦s❡♥ ♣❛ss✇♦r❞s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ ✉s❡r
✇✐❧❧ r❡✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛ss✇♦r❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲✐t❤ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡ ❛♥❞ ▼✳ ❘②❛♥ ❬✷✼❪
✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛tt❛❝❦s ❢♦r
♣❛ss✇♦r❞ ❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛tt❛❝❦s ✐♥❞❡❡❞
❝♦♠♣♦s❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥
❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ ✐s t❛❣❣❡❞
❜② ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉s✐♥❣ ❛ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♣r❡s❡r✈❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛ss✇♦r❞ ✐s r❡✉s❡❞ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❆♥♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡②✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r❡✉s❡❞ ✐s ✇❤❡♥ ✇❡
❡①❡❝✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❦❡②s✳ ❲✐t❤ ▼✳ ❆r❛♣✐♥✐s
❛♥❞ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡ ❬✷✻❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t
✇❤❡♥ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s s❡❝✉r❡ ❢♦r ♦♥❡ s❡ss✐♦♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❡❝✉r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢ ✐♥
♠❛♥② s❡ss✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r
✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛ ♣r❡❛♠❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞
t❛❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛s❤✳ ❋♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r s❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt ♦❢ ▼✳ ❆r❛♣✐♥✐s✬ P❤❉ t❤❡s✐s✳

■♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ❬❈❛♥✵✶❪ ✭❯❈✮ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t❛✲
❜✐❧✐t② ❬❇P❲✵✼❪ ✭❘❙■▼✮ ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❯❈
❛♥❞ ❘❙■▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✐s t❤❛t ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱
❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲✐t❤ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡ ❛♥❞ ❖✳ P❡r❡✐r❛ ❬✷✹❪ ✇❡
❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❤✐❧❡ ❛t ✜rst ✇❡ t❤♦✉❣❤t
t❤❛t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠♦❞❡❧ r❛✐s❡❞
s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ✐ss✉❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♣t✉r❡s ❛ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t②✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛❣❛✐♥st
❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✖✇❤✐❝❤ ♠② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✐s
♣❛rt ♦❢✖r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✏❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s✑✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t
♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❉♦❧❡✈ ❛♥❞ ❨❛♦✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t t❤✐s ❧❛tt❡r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦♦❢s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❤✐❣❤
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❞✈❡rs❛r② ♣♦✇❡r r❛✐s❡ q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t②
♦✛❡r❡❞ ❜② s✉❝❤ ♣r♦♦❢s✳ P♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ❥✉st✐❢②✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st❛♥❞❛r❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛s tr❡♠❡♥❞♦✉s ❜❡♥❡✜ts✿ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❡❞
t♦♦❧s ❛♥❞ st✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡✐r
s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦✱ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ❘♦❣❛✇❛② ❬❆❘✵✷❪ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❢♦r♠❛❧
✭s②♠♠❡tr✐❝✮ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥② r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ❬✼❪ ❢♦r ♦✉r r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✮✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ✜①❡❞
s❡t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ■♥ ❬✸✺✱ ✶✷❪✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♣❛ss✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡q✉❛❧✐t②✱ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✭♥♦♥✲✮❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛♥❞
♣r❡s❡♥t ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✭①♦r✱
❝✐♣❤❡rs ❛♥❞ ❧✐sts✮✳ ■♥ ❬✸✷❪ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱
✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❛♥ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ♦♥❡✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s
❛❧s♦ ❞✐✛❡r ♦♥ t❤❡ ✇❛② s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✲
❜❛s❡❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s❡❝r❡❝② ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡♥ h(s) t❤❡ s❡❝r❡t s ✐s ♥♦t ❞❡❞✉❝✐❜❧❡✱
✇❤✐❧❡ ❛ r❡❛❧✲♦r r❛♥❞♦♠ st②❧❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ tr✐✈✐❛❧❧② ♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ t❤❡
❛tt❛❝❦❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ r❡❛❧ s❡❝r❡t s ♦r ❛ ❢r❡s❤ r❛♥❞♦♠ s′✳ ■♥ ❬✸✸❪ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❛♥❞ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡❝r❡❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡①❛❝t❧② ❝❛♣t✉r❡s
❛ st❛♥❞❛r❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡❝r❡❝② ❢♦r ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥
❛♥❞ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s❡❝✉r❡ ✇❤✐❧❡
❛♥② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛tt❛❝❦✳

✶✳✸✳✷ ❖✉t❧✐♥❡

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
♦♥ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❢♦r
♠♦st ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s♦♠❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❛t
♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs ✭❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✮ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡s ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞
s❡❝✉r✐t② ❆P■s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✇❛②✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ s✉♠✲
♠❛r✐③❡ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✉s✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡
✇♦r❦✳

✶✳✸✳✸ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡rs♦♥s✿

∙ ▼②rt♦ ❆r❛♣✐♥✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠✱ ❯❑

∙ ▼❛t❤✐❡✉ ❇❛✉❞❡t✱ ▼▲st❛t❡✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ❘♦❤✐t ❈❤❛❞❤❛✱ ▲❙❱✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ➇t❡❢❛♥ ❈✐♦❜â❝➔✱ ▲❙❱✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ❱ér♦♥✐q✉❡ ❈♦rt✐❡r✱ ▲❖❘■❆✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ❙té♣❤❛♥✐❡ ❉❡❧❛✉♥❡✱ ▲❙❱✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ❘❛❧❢ ❑üst❡rs✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚r✐❡r✱ ●❡r♠❛♥②



❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ✶✸

∙ ▲❛✉r❡♥t ▼❛③❛ré✱ ●♦❧❞♠❛♥ ❙❛❝❤s✱ ❯❑

∙ ❆♥t♦✐♥❡ ▼❡r❝✐❡r✱ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❉❡❢❡♥s❡✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ❖❧✐✈✐❡r P❡r❡✐r❛✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲♦✉✈❛✐♥✱ ❇❡❧❣✐✉♠

∙ ▼❛r❦ ❉✳ ❘②❛♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠✱ ❯❑

∙ ❇❡♥ ❙♠②t❤✱ ▲❖❘■❆✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ●r❛❤❛♠ ❙t❡❡❧✱ ▲❙❱✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ❘❛❧❢ ❚r❡✐♥❡♥✱ PP❙✱ ❋r❛♥❝❡

∙ ❇♦❣❞❛♥ ❲❛r✐♥s❝❤✐✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇r✐st♦❧✱ ❯❑

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ♠② ❝♦✲❛✉t❤♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✸✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡
✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ st✉❞❡♥ts t❤❛t ■ ❤❛❞ t❤❡ ♣❧❡❛s✉r❡ t♦ ❛❞✈✐s❡✳

∙ ❆♥t♦✐♥❡ ▼❡r❝✐❡r ❞❡❢❡♥❞❡❞ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❬▼❡r✵✾❪ ❡♥t✐t❧❡❞ ✏❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬❛♥❛❧②s❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✿
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡✱ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ st❛t✐q✉❡✑ ✐♥ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s ❝♦✲
❛❞✈✐s❡❞ ❜② ❘❛❧❢ ❚r❡✐♥❡♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡r❡ ♣❛rt
♦❢ ❆♥t♦✐♥❡✬s t❤❡s✐s✳

∙ ➇t❡❢❛♥ ❈✐♦❜â❝➔ ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ ❞❡❢❡♥❞ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✐♥ ❢❛❧❧ ✷✵✶✶✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s
❝♦✲❛❞✈✐s❡❞ ❜② ❱ér♦♥✐q✉❡ ❈♦rt✐❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶
✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ➇t❡❢❛♥✬s t❤❡s✐s✳ ■ ❛❧s♦ ❝♦✲❛❞✈✐s❡❞ ➇t❡❢❛♥✬s ▼❛st❡r t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❙té♣❤❛♥✐❡
❉❡❧❛✉♥❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ▼②rt♦ ❆r❛♣✐♥✐s ✇❛s ✐♥ ✶✾✾✽ ❛t ▲❙❱ ♦♥ ❛ ♦♥❡ ②❡❛r t❡♠♣♦r❛r② r❡s❡❛r❝❤
❛♥❞ t❡❛❝❤✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ✜♥✐s❤ ❤❡r P❤❉ t❤❡s✐s✳ ■ ❝♦✲❛❞✈✐s❡❞ ❤❡r ✭✇✐t❤ ❙té♣❤❛♥✐❡ ❉❡❧❛✉♥❡✮
❞✉r✐♥❣ t❤❛t ②❡❛r✳ ■ ❛❧s♦ ❤❛❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧ ❢❡❧❧♦✇s ❛t ▲❙❱✿
▲❛✉r❡♥t ▼❛③❛ré✱ ●r❛❤❛♠ ❙t❡❡❧✱ ❏♦❡✲❑❛✐ ❚s❛② ❛♥❞ ❈é❧✐♥❡ ❈❤❡✈❛❧✐❡r✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✽✳✶ ✐s ❘♦❜❡rt ❑ü♥♥❡♠❛♥♥✬s P❤❉ t♦♣✐❝✳
❘♦❜❡rt ❑ü♥♥❡♠❛♥♥ st❛rt❡❞ ❤✐s P❤❉ ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✵ ❛♥❞ ✐s ❝♦✲❛❞✈✐s❡❞ ❜② ●r❛❤❛♠ ❙t❡❡❧✳





❈❍❆P❚❊❘ ✷

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✿ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞

♣r♦♣❡rt✐❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✇ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✿ t❡r♠
❛❧❣❡❜r❛s✱ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ s❡✈❡r❛❧
❦✐♥❞s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❆ r❡❛❞❡r ❢❛♠✐❧✐❛r
✇✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ❝❛♥ s❛❢❡❧② s❦✐♣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✷✳✶ ❚❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛s

❆ s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ (S,ℱ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ s♦rts S = {s, s1, s2, . . . } ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ℱ = {f, f1, f2, . . . } ✇✐t❤ ❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ arity(f) = s1 × ⋅ ⋅ ⋅ × sk → s
✇❤❡r❡ k ≥ 0✳ ■❢ k = 0 t❤❡ s②♠❜♦❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐ts ❛r✐t② ✐s s✐♠♣❧② ✇r✐tt❡♥
s✳ ❲❤❡♥ S ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ✉♥s♦rt❡❞ ❛♥❞ ✇❡ s✐♠♣❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ❛s ℱ ✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ✇r✐t❡ arity(f) = k ❢♦r arity(f) = s1 × ⋅ ⋅ ⋅ × sk → s✳

❲❡ ✜① ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s♦rt❡❞ ♥❛♠❡s N ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
t❡r♠s ♦❢ s♦rt s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❜② ✿

t ::= t❡r♠ ♦❢ s♦rt s
∣ x ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♦❢ s♦rt s
∣ n ♥❛♠❡ n ♦❢ s♦rt s
∣ f(t1, . . . , tk) ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠❜♦❧ f ∈ ℱ

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ti ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ s♦rt si ❛♥❞ arity(f) = s1 × ⋅ ⋅ ⋅ × sk → s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s
T (ℱ ,N ,X ) ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ t❡r♠s ♦❢ s♦rt s ❢♦r ❡✈❡r② s ∈ S✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
sort(t) t❤❡ s♦rt ♦❢ t❡r♠ t✳ ❲❡ ✇r✐t❡ vars(t) ❛♥❞ names(t) ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
♥❛♠❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ t❡r♠ t ✐s ❣r♦✉♥❞ ✐✛ vars(t) = ∅✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞
t❡r♠s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T (ℱ ,N )✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s Pos(t) ♦❢ ❛ t❡r♠ t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✉s✉❛❧ ❜② Pos(u) = {�} ✇❤❡♥ u ∈ N ∪X
❛♥❞ Pos(f(t1, . . . , tn)) = {�} ∪ {i ⋅ � ∣ 1 ≤ i ≤ n, � ∈ Pos(ti)} ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t

✶✺



✶✻ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✿ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❛t ♣♦s✐t✐♦♥ p ✐s ✇r✐tt❡♥ t∣p✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ p ❜② u ✐s ✇r✐tt❡♥ t[u]p✳
❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � ✇r✐tt❡♥ � = {x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn} ✭♦r s♦♠❡t✐♠❡s {t1/x1

, . . . ,tn /xn}✮
✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ dom(�) = {x1, . . . , xn} ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ {x1, . . . , xn} ⊆ X t♦ T (ℱ ,N ,X )✳
❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡❧❧ s♦rt❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ xi ❛♥❞ ti ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✳ ❆
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � ✐s ❣r♦✉♥❞ ✐❢ ❛❧❧ ti ❛r❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❲❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
t♦ ❛♣♣❧② ♦♥ t❡r♠s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � t♦ ❛ t❡r♠
t ✐s ✇r✐tt❡♥ t�✳

✷✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s

❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② t = u ✇❤❡r❡ t ❛♥❞ u ❛r❡ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✳ ❆♥
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② =ℰ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ T (ℱ ,N ,X ) s✉❝❤ t❤❛t t� =ℰ u� ❢♦r ❛♥② t = u ∈ ℰ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ �✳

❆ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ℛ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s l → r ✇❤❡r❡ l ∈ T (ℱ ,N ,X )
❛♥❞ r ∈ T (ℱ ,N , vars(l))✳ ❆ t❡r♠ u ∈ T (ℱ ,N ,X ) r❡✇r✐t❡s t♦ v ❜② ℛ✱ ❞❡♥♦t❡❞ u →ℛ v
✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ l → r ∈ ℛ✱ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ∈ Pos(u) ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � s✉❝❤
t❤❛t u∣p = l� ❛♥❞ v = u[r�]p✳ ❲❡ ✇r✐t❡ →∗

ℛ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡✢❡①✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢
→ℛ✳ ❲❡ ♦❢t❡♥ ✇r✐t❡ → ✐♥st❡❛❞ ♦❢ →ℛ ✇❤❡♥ ℛ ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ℰ ✱ u r❡✇r✐t❡s ♠♦❞✉❧♦ ℰ ❜② ℛ t♦ v✱ ❞❡♥♦t❡❞ u →ℛ/ℰ v✱ ✐❢ u =ℰ t[l�]p ❛♥❞
t[r�]p =ℰ v ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥t❡①t t✱ ♣♦s✐t✐♦♥ p ∈ Pos(t)✱ r✉❧❡ l→ r ✐♥ ℛ✱ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ �✳ ℛ
✐s ℰ✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛✐♥s t1 →ℛ/ℰ t2 →ℛ/ℰ . . . ✳ ℛ ✐s ℰ✲❝♦♥✢✉❡♥t ✐✛
✇❤❡♥❡✈❡r t →ℛ/ℰ u ❛♥❞ t →ℛ/ℰ v✱ t❤❡r❡ ❡①✐st u′✱v′ s✉❝❤ t❤❛t u →∗

ℛ/ℰ u
′✱ v →∗

ℛ/ℰ v
′✱ ❛♥❞

u′ =ℰ v
′✳ ℛ ✐s ℰ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐❢ ✐t ✐s ℰ✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ℰ✲❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❆ t❡r♠ t ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧

❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✭ℛ/ℰ✮ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡r♠ s s✉❝❤ t❤❛t t→ℛ/ℰ s✳ ■❢ t→
∗
ℛ/ℰ s ❛♥❞ s ✐s

✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t s ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐s ✉♥✐q✉❡
✭✉♣ t♦ ℰ✮ ✇❡ ✇r✐t❡ s = t ↓ℛ/ℰ ✳

✷✳✸ ❋r❛♠❡s✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❲❡ ❝❛♥ ❛ss❡♠❜❧❡ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥t♦ ❛ ❢r❛♠❡✳ ❆ ❢r❛♠❡ ' = �ñ.� ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
r❡str✐❝t❡❞ ♥❛♠❡s ñ ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ �✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ '✱ ❞❡♥♦t❡❞ dom(') ✐s t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ dom(�)✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❢r❛♠❡s '1 ❛♥❞ '2 ✇❡ ✇r✐t❡
'1 =� '2 ✇❤❡♥ '1 ❛♥❞ '2 ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✉♣ t♦ �✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❡str✐❝t❡❞ ♥❛♠❡s✳

●✐✈❡♥ ❛ ❢r❛♠❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r②✿ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡ss❛❣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ▲❡t ' = �ñ.� ❜❡ ❛ ❢r❛♠❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ t❡r♠ t ✐s ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢r♦♠ ' ✐♥ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ✱ ✇r✐tt❡♥ ' ⊢ℰ t ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❡r♠ R s✉❝❤ t❤❛t names(R) ∩ ñ = ∅
❛♥❞ R� =ℰ t✳

❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ t❡r♠ R ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ r❡❝✐♣❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡❝✐♣❡ R ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✇r✐t❡ ' ⊢Rℰ t✳

❆♥♦t❤❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❡rs❛r② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❢r❛♠❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳



❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✿ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✶✼

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ▲❡t ' ❜❡ ❛ ❢r❛♠❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ t❡r♠s M,N ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ ' ✉♥❞❡r
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ✱ ✇r✐tt❡♥ (M =ℰ N)'✱ ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐st ñ, � s✉❝❤ t❤❛t ' =� �ñ.�✱
fn(M,N) ∩ ñ = ∅ ❛♥❞ M� =ℰ N�✳

❚✇♦ ❢r❛♠❡s '1, '2 ❛r❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ✱ ✇r✐tt❡♥ '1 ∼ℰ

'2✱ ✐✛ dom('1) = dom('2) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❡r♠s M,N (M =ℰ N)'1 ⇔ (M =ℰ N)'2✳

✷✳✹ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✿ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❝✉❧✉s ❬❆❋✵✶❪ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ tr❛♥s♠✐t
❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ t❡r♠s ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ♥❛♠❡s✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❡r♠s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t ❛ s✐♠♣❧❡ s♦rt s②st❡♠✳ ❲❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❡r♠s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ s♦rt ❛♥❞ t❡r♠s ♦❢ ❜❛s❡ s♦rt✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦♥❧② t❛❦❡
❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❜❛s❡ s♦rt ❛♥❞ r❡t✉r♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜❛s❡ s♦rt✳

❙②♥t❛①✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♦♥❡ ❤❛s ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ P❧❛✐♥
♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✉♣ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♠❡ss❛❣❡s
❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ t❡r♠s ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ♥❛♠❡s✮✳ ❇❡❧♦✇✱ M ❛♥❞ N ❛r❡ t❡r♠s✱ n ✐s ❛ ♥❛♠❡✱
x ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ u ✐s ❛ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡✱ st❛♥❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❛ ♥❛♠❡ ♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊①t❡♥❞❡❞
♣r♦❝❡ss❡s ❛❞❞ ❛❝t✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

P,Q,R := ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✵
P ∣ Q
�n.P
✐❢ M = N t❤❡♥ P ❡❧s❡ Q
✐♥(u, x).P
♦✉t(u,N).P

A,B,C := ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s
P
A ∣ B
�n.A
�x.A
{M/x}

{M/x} ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ M ✳ ❆❝t✐✈❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ ✏❧❡t✑✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss �x.({M/x} ∣ P ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
✏❧❡t x = M ✐♥ P ✑✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ s❝♦♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜②
r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ✐♥♣✉ts✳ ❲❡ ✇r✐t❡ fv(A)✱ bv(A)✱ fn(A) ❛♥❞ bn(A) ❢♦r t❤❡ s❡ts ♦❢ ❢r❡❡
❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♥❛♠❡s ♦❢ A✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱
✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐❢
❛❧❧ ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❜♦✉♥❞ ♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

❆❝t✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♠❛♣ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss A t♦
✐ts ❢r❛♠❡ �(A) ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡✈❡r② ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ A ✇✐t❤ 0✳ ✭❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥②
❢r❛♠❡ ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❢r❛♠❡ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳✮ ❆ ❢r❛♠❡
✐s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss ❜✉✐❧t ✉♣ ❢r♦♠ 0 ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡ �(A) ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ A t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r
t❤❡ st❛t✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ A ❡①♣♦s❡s t♦ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜✉t ♥♦t A✬s ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❝t✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞✳
❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐ts ❢r❛♠❡✱ ✐✳❡✳ dom(A) = dom(�(A))✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♦❢ ❜❛s❡ s♦rt✳



✶✽ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✿ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆s ✉s✉❛❧ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤♦s❡
❤♦❧❡ ✐s ♥♦t ✉♥❞❡r ❛♥ ✐♥♣✉t✱ ♦✉t♣✉t ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss
✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss✮✳

❙❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s✳

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♥♦t❡❞ ≡✱ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦✲
❝❡ss❡s t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r �✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①ts✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✿

P❛r✲✵ A ∣ 0 ≡ A
P❛r✲❆ A ∣ (B ∣ C) ≡ (A ∣ B) ∣ C
P❛r✲❈ A ∣ B ≡ B ∣ A

◆❡✇✲✵ �n.0 ≡ 0
◆❡✇✲❈ �u.�v.A ≡ �v.�u.A
◆❡✇✲P❛r A ∣ �u.B ≡ �u.(A ∣ B) ✐❢ u ∕∈ fn(A) ∪ fv(A)

❆❧✐❛s �x.{M/x} ≡ 0
❙✉❜st {M/x} ∣ A ≡ {M/x} ∣ A{

M/x}
❘❡✇r✐t❡ {M/x} ≡ {N/x} ✐❢ M =ℰ N

■♥t❡r♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦t❡❞→✱ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r
str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts s✉❝❤ t❤❛t

❈♦♠♠ ♦✉t(a,M).P ∣ ✐♥(a, x).Q → P ∣ Q{M/x}
❚❤❡♥ ✐❢ M = N t❤❡♥ P ❡❧s❡ Q → P ✇❤❡r❡ M =ℰ N
❊❧s❡ ✐❢ M = N t❤❡♥ P ❡❧s❡ Q → Q

❢♦r ❛♥② ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s M ❛♥❞ N s✉❝❤ t❤❛t M ∕=ℰ N

❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①ts✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ♠✉st ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ❛♥② ❛❞✈❡rs❛r② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ②✐❡❧❞s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts ♠❛❦❡s ♣r♦♦❢s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞
❋♦✉r♥❡t ❬❆❋✵✶❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❡①t❡♥❞s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
�
−→ ✇❤❡r❡ �

✐s

∙ ❡✐t❤❡r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♥(a,M) ✇❤❡r❡ a ✐s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ❛♥❞M ✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥
♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

∙ ♦r ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦✉t(a, u) ♦r �u.♦✉t(a, u) ✇❤❡r❡ a ✐s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ❛♥❞ u ❡✐t❤❡r ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❜❛s❡ t②♣❡ ♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡✳



❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✾

■♥ ✐♥(a, x).P
in(a,M)
−−−−−→ P{M/x}

❖✉t✲❆t♦♠ ♦✉t(a, u).P
out(a,u)
−−−−−→ P

❖♣❡♥✲❆t♦♠
A

out(a,u)
−−−−−→ A′ u ∕= a

�u.A
�u.out(a,u)
−−−−−−−→ A′

❙❝♦♣❡
A

�
−→ A′ u ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ �

�u.A
�
−→ �u.A′

bn(�) ∩ fn(B) = ∅

P❛r
A

�
−→ A′ bv(�) ∩ fv(B) = ∅

A ∣ B
�
−→ A′ ∣ B

❙tr✉❝t
A ≡ B B

�
−→ B′ A′ ≡ B′

A
�
−→ A′

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡❝♦r❛t❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ∗ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡✐r r❡✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡
❛♥❞ ✇r✐t❡ =⇒ ❢♦r ((→∗)

�
−→ (→∗) )∗✱ ✐✳❡✳ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

✷✳✺ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

❲❡ ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦♥ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❙❡❝r❡❝②✳ ❙❡❝r❡❝② ♦r ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆s ✉s✉❛❧ ✐♥ s②♠✲
❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❡①♣r❡ss s❡❝r❡❝② ♦❢ ❛ t❡r♠ ❛s t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✬s ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ r❡❛❝❤ ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡
❝♦✉❧❞ st❛t❡ s❡❝r❡❝② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▲❡t A ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t ❛ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠✳ t ✐s s❡❝r❡t ✐♥ A ✐✛ ❢♦r
❛♥② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t C[ ]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✐❢ C[A]→∗ B t❤❡♥ �(B) ∕⊢ℰ t✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r②✿ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ �✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥② t❡r♠ t ❝❛♥ ❛❧✇❛②s
❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❈♦rr❡❝t❧② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ s❡❝r❡❝② ♦❢ ❛ t❡r♠ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ tr✐❝❦②✳ ❖♥❡ ✇❛②
♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✮ ✐s ❜② ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ✭♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞✮
❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❤❡r❡ ❛♥❞ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✷✷❪
♦r ❬❇❧❛✵✾❪✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❛♥♥♦t❛t❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥t secret(t) ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s♣❡❝✐❢② s❡❝r❡❝② ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐t ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡
❡✈❡♥t ❤♦❧❞s ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ st♦r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡
♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♥❛♠❡s ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡♠ s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ �✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

▲❡t A ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t ❛ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠✳ t ✐s s❡❝r❡t ✐♥ A ✐✛ ❢♦r
❛♥② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t C[ ]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✐❢ C[A]→∗ B t❤❡♥ secret(t) ❤♦❧❞s ✐♥
B ❛♥❞ �(B) ∕⊢ℰ t✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

▲❡t A ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t ❛ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠✳ t ✐s s❡❝r❡t ✐♥ A ✐✛ ✐❢
C[A] =⇒ B t❤❡♥ secret(t) ❤♦❧❞s ✐♥ B ❛♥❞ �(B) ∕⊢ℰ t✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛❣❛✐♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡✈❡♥ts✳ ❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛ss❡rt✐♦♥ end(M̃)⇒ begin(Ñ) ❡♥s✉r❡s t❤❛t
❢♦r ❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ end ❡✈❡♥t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
begin ❡✈❡♥t ✭s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♠♠♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ M̃ ❛♥❞ Ñ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡



✷✵ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✿ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✇❛②✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✶ t♦ ✶ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ end ❛♥❞ t❤❡ begin ❡✈❡♥ts✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ ❣♦✐♥❣
❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❲♦♦ ❛♥❞ ▲❛♠ ❬❲▲✾✷❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ss❡rt✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥♦♥②♠✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ r❡❛❧✲♦r✲r❛♥❞♦♠ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡♦r❞❡r✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛r❜✳ ●✐✈❡♥
❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss A ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ a✱ ✇❡ ✇r✐t❡ A ⇓ a ✇❤❡♥ A→∗ C[♦✉t(a,M).P ]
❢♦r s♦♠❡ t❡r♠ M ✱ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss P ✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t C[❴] t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞ a✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡♦r❞❡r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡♦r❞❡r ✭⪯✮ ✭r❡s♣✳
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭≈✮✮ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✭r❡s♣✳ ❧❛r❣❡st s②♠♠❡tr✐❝✮ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈✲
✐♥❣ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t A ℛ B ✐♠♣❧✐❡s

✶✳ ✐❢ A ⇓ a t❤❡♥ B ⇓ a❀

✷✳ ✐❢ A→∗ A′✱ t❤❡♥ B →∗ B′ ❛♥❞ A′ ℛ B′ ❢♦r s♦♠❡ B′❀

✸✳ C[A] ℛ C[B] ❢♦r ❛❧❧ ❝❧♦s✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts C[❴]✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
t❡①ts ♠❛❦❡s ♣r♦♦❢s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ✐s
✭❜✐✮s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❧❛❜❡❧❧❡❞ ✭❜✐✮s✐♠✐❧❛r✐t②✮ ❆ r❡❧❛t✐♦♥ ℛ ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s
❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❢ A ℛ B ✐♠♣❧✐❡s

✶✳ �(A) ∼ �(B)✱

✷✳ ✐❢ A→ A′✱ t❤❡♥ B →∗ B′ ❛♥❞ A′ ℛ B′ ❢♦r s♦♠❡ B′✱

✸✳ ✐❢ A
�
→ A′ ❛♥❞ fv(�) ⊆ dom(A) ❛♥❞ bn(�) ∩ fn(B) = ∅✱ t❤❡♥ B →∗ �

→→∗ B′ ❛♥❞
A′ ℛ B′ ❢♦r s♦♠❡ B′✳

■❢ ℛ ❛♥❞ ℛ−1 ❛r❡ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡ s❛② t❤❛t ℛ ✐s ❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
▲❛❜❡❧❧❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭⪯ℓ✮✱ r❡s♣✳ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✐❧❛r✐t② ✭≈ℓ✮✱ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ r❡s♣✳
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳

❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ❋♦✉r♥❡t ❬❆❋✵✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ≈= ≈ℓ✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡♦r❞❡r
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❆❋✵✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s s❡❡♠ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞
✇❡r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ✭❈❤❛♣t❡r ✻✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t ≈⊂⪯ ❛♥❞ ≈ℓ ⊂⪯ℓ✳ ■♥ ❬✷✹❪ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❧❛❜❡❧❧❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❛ ♣r❡❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ t✇♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t A ⪯ℓ B✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
C[A] ⪯ℓ C[B] ❢♦r ❛❧❧ ❝❧♦s✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t C[❴]✳



❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✷✶

❋r♦♠ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ⪯ℓ ⊆ ⪯✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t②
❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡♦r❞❡r✳ ❲❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①♣❡❝t t❤❡ t✇♦
r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈❡ ✐t ❛s ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♥❡❡❞ ✐t✳





❈❍❆P❚❊❘ ✸

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞

t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❡✲✈♦t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❡ st❛rt❡❞ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✸✼❪ ✇✐t❤ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜② ❋✉❥✐♦❦❛
❡t ❛❧✳ ❬❋❖❖✾✷❪✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❛r✐s❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣
❡✲✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ s✉❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✭❡✳❣✳ ❜❧✐♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✱
tr❛♣❞♦♦r ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts✱ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ③❡r♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣r♦♦❢s✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✱ ♥❡❡❞
❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ❛
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② ❜②
t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ♦✛❡rs ❛ r✐❝❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞
❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② s♣❡❝✐❢② r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♦✉r ✜rst
♣❛♣❡r ❬✸✼❪ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜② ❋✉❥✐♦❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬❋❖❖✾✷❪ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❢❛✐r♥❡ss ✭♥♦ ❡❛r❧② r❡s✉❧ts✮✱ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✭♦♥❧② ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✈♦t❡r ❤❛✈❡ t❤❡ r✐❣❤t t♦ ✈♦t❡✮ ❛♥❞
❛♥♦♥②♠✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ♣r✐✈❛❝② t②♣❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✸✼✱ ✸✹✱ ✶✸✱ ✷✷❪ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✷✵❪✳

✸✳✶ Pr✐✈❛❝②✲t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ♣r✐✈❛❝②✲t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ s✉❝❤
♣r♦♣❡rt✐❡s✿

∙ ❱♦t❡✲♣r✐✈❛❝②✿ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈♦t❡r ✈♦t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛② ✐s ♥♦t r❡✈❡❛❧❡❞
t♦ ❛♥②♦♥❡✳

∙ ❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✿ ❛ ✈♦t❡r ❞♦❡s ♥♦t ❣❛✐♥ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛ r❡❝❡✐♣t✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♣r♦✈❡ t♦ ❛ ❝♦❡r❝❡r t❤❛t s❤❡ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✳

∙ ❈♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✿ ❛ ✈♦t❡r ❝❛♥♥♦t ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡r❝❡r t♦ ♣r♦✈❡ t♦ ❤✐♠ t❤❛t
s❤❡ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✳

✷✸



✷✹ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ✇❡❛❦❡st ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ✈♦t❡✲♣r✐✈❛❝②✱ r♦✉❣❤❧② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ✈♦t❡r
✈♦t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛② ✐s ♥♦t r❡✈❡❛❧❡❞ t♦ ❛♥②♦♥❡✳ ❲❤❡♥ st❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ✇❛②✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛❧s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦t❡rs ✈♦t❡ ✉♥❛♥✐♠♦✉s❧② t❤❡♥
❡✈❡r②♦♥❡ ✇✐❧❧ ❣❡t t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ❡✈❡r②♦♥❡ ❡❧s❡ ✈♦t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❢❛❝t s❛②s
t❤❛t ♥♦ ♣❛rt② r❡❝❡✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♦♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ✈♦t❡rs s✇❛♣ t❤❡✐r ✈♦t❡s✳

❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss s❛②s t❤❛t t❤❡ ✈♦t❡r ❞♦❡s ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❛♥② ❛rt❡❢❛❝t ✭❛ ✏r❡❝❡✐♣t✑✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r t♦ ♣r♦✈❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt② ❤♦✇ s❤❡ ✈♦t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡❝❡✐♣t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧
♦r ✉♥✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❯♥✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ r❡❝❡✐♣ts ♠✐❣❤t
✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥❝❡s ♦r ❦❡②s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈♦t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ✐s ❛
str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ ♣r✐✈❛❝②✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♣r✐✈❛❝② s❛②s t❤❛t ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥♥♦t ❞✐s❝❡r♥
❤♦✇ ❛ ✈♦t❡r ✈♦t❡s ❢r♦♠ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈♦t❡r ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✈❡❛❧s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss s❛②s t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✈♦t❡r ✈♦❧✉♥t❛r✐❧② r❡✈❡❛❧s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❈♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ str♦♥❣❡st ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆❣❛✐♥✱
✐t s❛②s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈♦t❡r ❛♥❞ ❤❡r ✈♦t❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r✱
t❤✐s t✐♠❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✈♦t❡r ❝♦♦♣❡r❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉❝❤
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❣✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❛♥② ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ s❤❡ ❣❡ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥ r❡t✉r♥✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❝♦❡r❝✐♦♥✲
r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞❛t❛
❛t ❛♥② t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❈♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥
r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s ♠♦r❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✈♦t❡r ❝❛♥ s✐♠♣❧② t❡❧❧ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❤♦✇ s❤❡ ✈♦t❡❞✱ ❜✉t ✉♥❧❡ss s❤❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ ❤❡r✳ ❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞
❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛ss❡rt t❤❛t s❤❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❈♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡
❝❛♥♥♦t ♣♦ss✐❜❧② ❤♦❧❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ❝❛♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✈♦t❡ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡r✳ ❙♦♠❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t s❤❡ ❝❛sts ❤❡r ✈♦t❡✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❜② ❛ ✈♦t✐♥❣ ❜♦♦t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ❤❡r❡ ❛s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❛♥♦♥②♠♦✉s
❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡
✐s ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧②
♣r❡❝✐s❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❇❡♥❛❧♦❤ ❛♥❞ ❚✉✐♥str❛ ❬❇❚✾✹❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ s❡✈❡r❛❧ s❝❤❡♠❡s ❬❇❚✾✹✱ ❖❦❛✾✻❪ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✱ ❜✉t ❧❛t❡r s❤♦✇♥ ♥♦t t♦ s❛t✐s❢② ✐t✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ✢❛✇s ✐s t❤❛t ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥✳
❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❙②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐♠✐♥❣ t♦
s❛t✐s❢② ✐t❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❖❦❛♠♦t♦ ❬❖❦❛✾✼❪ ♣r❡s❡♥ts ❛ s②st❡♠ r❡s✐st❛♥t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦❡r❝❡rs✱
t❤✉s ❛✐♠✐♥❣ t♦ s❛t✐s❢② ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❜✉t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s st❛t❡❞ ♦♥❧②
✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❆ r✐❣♦r♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❏✉❡❧s ❡t ❛❧✳ ❢♦r ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❬❏❈❏✵✺❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❯❈ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❈❛♥❡tt✐ ❛♥❞
●❡♥♥❛r♦ ❬❈●✾✻❪✱ ▼♦r❛♥ ❛♥❞ ◆❛♦r ❬▼◆✵✻❪ ❛♥❞ ❯♥r✉❤ ❛♥❞ ▼ü❧❧❡r✲◗✉❛❞❡ ❬❯▼✶✵❪✳ ❚♦ t❤❡
❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✜rst ✏❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✑ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐♣t✲
❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❏❈❏✵✺✱ ▼◆✵✻✱ ❯▼✶✵❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❤❛s
❧❛t❡r ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❇❛❝❦❡s ❡t ❛❧✳ ❬❇❍▼✵✽❪ ✇❤♦ ❛✐♠ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡



Pr✐✈❛❝②✲t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✷✺

✉s✐♥❣ Pr♦❱❡r✐❢✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧s♦ r❡❝❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡
✐♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❬❇❘❙✵✼✱ ❑❚✵✾❪ ❛♥❞ ❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❬❑❚❱✶✵❪ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✸✼✱ ✸✹✱ ✶✸❪✳

✸✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s

❇❡❢♦r❡ ❢♦r♠❛❧✐s✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦✲
❝♦❧ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❱♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✮ ❆ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss

VP ≡ �ñ.(V �1 ∣ ⋅ ⋅ ⋅ ∣ V �n ∣ A1 ∣ ⋅ ⋅ ⋅ ∣ Am).

❚❤❡ V �i ❛r❡ t❤❡ ✈♦t❡r ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ Ajs t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡
❤♦♥❡st ❛♥❞ t❤❡ ñ ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t v ∈ dom(�i) ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t S ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s VP ✱ ❜✉t ❤❛s
❛ ❤♦❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✇♦ ♦❢ t❤❡ V �i✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ♠❛② r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❤♦♥❡st✱
✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s
A1, . . . , Am r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦♥❡st✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ✉♥❞❡r
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r
t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r ❝♦rr✉♣t ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✸✳✶✳✷ ❱♦t❡✲♣r✐✈❛❝②

❚❤❡ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt② ❛✐♠s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦t❡r V ❛♥❞ ❤✐s
✈♦t❡ v r❡♠❛✐♥s ❤✐❞❞❡♥✳ ❆♥♦♥②♠✐t② ❛♥❞ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞
✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✱ ❡✳❣✳ ❬❙❙✾✻❪ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛❝② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✈♦t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s ✐s r❛t❤❡r s✉❜t❧❡✳ ❲❤✐❧❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦st s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❛❣❛✐♥st ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❤♦♥❡st ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ❤❡r❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ✈♦t❡r ❛r❡ ❞✐s❤♦♥❡st✿ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
✈♦t❡ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❞✐s❤♦♥❡st ✈♦t❡r ❝❛♥ ❝♦❧❧✉❞❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈♦t❡ ♦❢ t❤❡
❤♦♥❡st ✈♦t❡r✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr✐❝❦ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥♦♥②♠✐t② ✐s t♦ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦♥❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ VA ✈♦t❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ VB ✈♦t❡s✱ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ✈♦t❡rs✬ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ✭❛♥❞ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛t
❧❡❛st t♦ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦r t♦ ✈❡r✐❢② ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t②✮✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦
♣r♦❝❡ss❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ✈♦t❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈♦t❡s ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ♣r✐✈❛❝② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤✐❞❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦t❡r
❛♥❞ t❤❡ ✈♦t❡ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✈♦t❡r ♦r t❤❡ ✈♦t❡ ✐ts❡❧❢✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛❝②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛t ❧❡❛st
t✇♦ ✈♦t❡rs ❛r❡ ❤♦♥❡st✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈♦t❡rs VA ❛♥❞ VB ❛♥❞ t❤❡✐r ✈♦t❡s a✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
b✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ r❡s♣❡❝ts ♣r✐✈❛❝② ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ VA ✈♦t❡s a
❛♥❞ VB ✈♦t❡s b ✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ VA ✈♦t❡s b ❛♥❞ VB ✈♦t❡s a✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ♣r✐✈❛❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳



✷✻ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❱♦t❡✲♣r✐✈❛❝②✮ ❆ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ r❡s♣❡❝ts ✈♦t❡✲♣r✐✈❛❝② ✭♦r ❥✉st ♣r✐✈❛❝②✮
✐❢

S[VA{
a/v} ∣ VB{

b/v}] ≈ℓ S[VA{
b/v} ∣ VB{

a/v}]

❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦t❡s a ❛♥❞ b✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐❢ ❛♥ ✐♥tr✉❞❡r ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t ✐❢ ❛r❜✐tr❛r② ❤♦♥❡st ✈♦t❡rs VA ❛♥❞ VB
s✇❛♣ t❤❡✐r ✈♦t❡s✱ t❤❡♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❤❡ ❝❛♥♥♦t ❦♥♦✇ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ❤♦✇ VA ✭♦r VB✮ ✈♦t❡❞✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s r♦❜✉st ❡✈❡♥ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈♦t❡s ♦❢ VA ❛♥❞ VB ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✈❡❛❧❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ✈♦t❡ ✐s
✉♥❛♥✐♠♦✉s✱ ♦r ✐❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✈♦t❡rs r❡✈❡❛❧ ❤♦✇ t❤❡② ✈♦t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✈♦t❡s ♦❢ VA ❛♥❞
VB t♦ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❡ ✈♦t❡✲♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt② ♠❛② ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛✉t❤♦r✲
✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦rr✉♣t✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s ♠❛② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❤♦♥❡st✳ ❲❤❡♥
♣r♦✈✐♥❣ ♣r✐✈❛❝②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ❛s ❤♦♥❡st✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡♠ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ VP ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ S✮✳

✸✳✶✳✸ ❘❡❝❡✐♣t✲❋r❡❡♥❡ss

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♣r✐✈❛❝②✱ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ♠❛② ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❲❡ ❛❧s♦ ❢♦r♠❛❧✐s❡ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t VA ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❝❡✐♣t✱ t♦ t❤❡
❝♦❡r❝❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✇❤♦✱ ❛s ✉s✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❉♦❧❡✈✲❨❛♦
♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ VA✬s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t VA ❡①❡❝✉t❡s ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② P cℎ

t❤❡ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss P t❤❛t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛♥② ✐♥♣✉t ♦❢ ❜❛s❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❛♥② ❢r❡s❤❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❛♠❡s ♦❢ ❜❛s❡ t②♣❡ ❛r❡ ♦✉t♣✉t ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ cℎ✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦r✇❛r❞ r❡str✐❝t❡❞
❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ❛s t❤❡s❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❤②s✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱
❡✳❣✳ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❜♦♦t❤✱ ♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ P❑■ ✇❤✐❝❤ s❡❝✉r❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡s ❦❡②s ✭t❤❡ ❦❡②s
t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞ ❜✉t ♥♦t t❤❡ s❡❝r❡t ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❦❡②s ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞✮✳
■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t cℎ ∕∈ fn(P )∪ bn(P ) ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
●✐✈❡♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss A ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ cℎ✱ ✇❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss
A∖out(cℎ,⋅) ❛s �cℎ.(A ∣!✐♥(cℎ, x))✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss A✱ ❜✉t ❤✐❞✐♥❣
t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ cℎ✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❞❡✜♥❡ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡ ✐❢✱
❢♦r ❛❧❧ ✈♦t❡rs VA✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ VA ✈♦t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r✬s ✇✐s❤❡s ✐s
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❤❡ ✈♦t❡s s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛❝②✱
✇❡ ❡①♣r❡ss t❤✐s ❛s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ VA s✇❛♣s ❤❡r ✈♦t❡
✇✐t❤ VB✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s
♠❡r❡❧② ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ✈♦t❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s ❞❡s✐r❡❞ ✈♦t❡ ✐s c✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❞❡✜♥❡ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✮ ❆ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞
♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss V ′ s✉❝❤ t❤❛t

∙ V ′∖out(cℎc,⋅) ≈ℓ VA{
a/v}✱



Pr✐✈❛❝②✲t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✷✼

∙ S[VA{
c/v}

cℎc ∣ VB{
a/v}] ≈ℓ S[V

′ ∣ VB{
c/v}]✱

❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦t❡s a ❛♥❞ c✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t S ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤♦s❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦♥❡st✳ V ′ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈♦t❡r VA ✈♦t❡s a ❜✉t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
❝♦❡r❝❡r C ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❡✐❣♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❛②s t❤❛t
t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ❝❛♥♥♦t t❡❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ VA ❣❡♥✉✐♥❡❧② ❝♦♦♣❡r❛t❡s
✇✐t❤ ❤✐♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛st t❤❡ ✈♦t❡ c ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❤❡ ♣r❡t❡♥❞s t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧②
❝❛sts t❤❡ ✈♦t❡ a✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✈♦t❡r t❤❛t ✈♦t❡s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛②
❛r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❛②s t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♦✉t♣✉ts V ′

♠❛❦❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ❝❤❛♥♥❡❧ cℎc✱ t❤❡♥ V ′ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ ✈♦t❡r ♣r♦❝❡ss VA ✈♦t✐♥❣ a✳

❚❤❡ ✜rst ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦ str♦♥❣❀ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ♦♥❡
♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r S ❝♦♥t❡①t r❛t❤❡r
t❤❛♥ r❡q✉✐r✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛♥② ❝♦♥t❡①t ✭✇✐t❤ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✮✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r❀ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❛t✉r❛❧
❡①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ♠❛❦❡s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ st✐❝❦ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡ ✭❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❤♦♥❡st ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✮✱
t❤❡♥ ✐t ❛❧s♦ r❡s♣❡❝ts ♣r✐✈❛❝② ✭❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡t✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ■❢ ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡ t❤❡♥ ✐t ❛❧s♦ r❡s♣❡❝ts ♣r✐✈❛❝②✳

✸✳✶✳✹ ❈♦❡r❝✐♦♥✲❘❡s✐st❛♥❝❡

❈♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt② ❛s ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦t❡r ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r
❝❛♥ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❤❡ ✇❛♥ts t❤❡ ✈♦t❡r t♦ s❡♥❞✳ ❆s ❢♦r r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ✈♦t❡r ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s t❤❡ ✈♦t❡r s❤♦✉❧❞ s❡♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦❡r❝❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t❤❡ ✈♦t❡r
❜r❛♥❝❤❡s ♦♥ ✐❢ ✲st❛t❡♠❡♥ts✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② P c1,c2 t❤❡ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss P t❤❛t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛♥② ✐♥♣✉t ♦❢ ❜❛s❡
t②♣❡ ❛♥❞ ❛♥② ❢r❡s❤❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❛♠❡s ♦❢ ❜❛s❡ t②♣❡ ❛r❡ ♦✉t♣✉t ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ c1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❤❡♥ M ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ ❜❛s❡ t②♣❡✱ ❛♥② ♦✉t♣✉t ♦✉t(u,M) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐♥(c2, x).♦✉t(u, x)
✇❤❡r❡ x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ✐❢ M = N ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐♥(c2, x). ✐❢ x ❂
tr✉❡✳

❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ tr② t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✿ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ V ′ s✉❝❤ t❤❛t

S[VA{
?/v}

c1,c2 ∣ VB{
a/v}] ≈ℓ S[V

′ ∣ VB{
c/v}]. ✭✸✳✶✮

❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦❡r❝❡❞ ✈♦t❡r VA{
?/v}

c1,c2 ❀ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t s❤❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ ✈♦t❡
✭t❤❡ ✏❄✑✮✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ✇✐❧❧ ❢♦r❝❡ ❤❡r t♦ ✈♦t❡ c✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
V ′ r❡s✐sts ❝♦❡r❝✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ✈♦t❡ a✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ❝♦✉❧❞ ♦❜❧✐❣❡ VA{

?/v}
c1,c2 t♦ ✈♦t❡ c′ ∕= c✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss



✷✽ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

VB{
c/v} ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦✉♥t❡r✲❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ tr✐✈✐❛❧ ✇❛② ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣

t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s✳
❚♦ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈♦t❡✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s

❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ❛ ❝♦♥t❡①t C t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ c1, c2 ❢♦r t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
❝♦♥t❡①t C ❝♦❡r❝❡s ❛ ✈♦t❡r t♦ ✈♦t❡ c✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ V ′ s✉❝❤ t❤❛t

S[C[VA{
?/v}

c1,c2 ] ∣ VB{
a/v}] ≈ℓ S[C[V

′] ∣ VB{
c/v}], ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ❝♦♥t❡①t ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡r❝❡❞ ✈♦t❡r VA{
?/v}

c1,c2 ✈♦t❡s c✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t
C ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s ♣♦✇❡rs t♦
♦❜s❡r✈❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦❡r❝❡❞ ✈♦t❡r ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐♥str✉❝t❡❞✳ ❲❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♥t❡①t C ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ñ r❡str✐❝t❡❞ ❜② S✳ ❋♦r♠❛❧❧② ♦♥❡ ❝❛♥
❡♥s✉r❡ t❤❛t VA{

?/v}
c1,c2 ✈♦t❡s c ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t C[VA{

?/v}
c1,c2 ] ≈ℓ VA{

c/v}
cℎc✳ ❲❡ ❛❝✲

t✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ S[C[VA{
?/v}

c1,c2] ∣ VB{
a/v}] ≈ℓ S[VA{

c/v}
cℎc ∣

VB{
a/v}]✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt②✳ ❇❛❝❦❡s ❡t ❛❧✳ ❬❇❍▼✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s ✈♦t❡ t♦ c✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❡①tr❛❝t♦r ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ✈♦t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳

P✉tt✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐❞❡❛s t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❣❡t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❈♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✮ ❆ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss V ′ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② C = �c1.�c2.(❴ ∣ P ) s❛t✐s❢②✐♥❣ ñ∩fn(C) =
∅ ❛♥❞ S[C[VA{

?/v}
c1,c2] ∣ VB{

a/v}] ≈ℓ S[VA{
c/v}

cℎc ∣ VB{
a/v}]✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∙ C[V ′]∖out(cℎc,⋅) ≈ℓ VA{
a/v}✱

∙ S[C[VA{
?/v}

c1,c2 ] ∣ VB{
a/v}] ≈ℓ S[C[V

′] ∣ VB{
c/v}]✳

◆♦t❡ t❤❛t VA{
?/v}

c1,c2 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❛t ✇❡ ♣✉t ❢♦r ✏❄✑✳
❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t S[C[VA{

?/v}
c1,c2] ∣ VB{

a/v}] ≈ℓ S[VA{
c/v}

cℎc ∣ VB{
a/v}] ♠❡❛♥s

t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t C ♦✉t♣✉ts t❤❡ s❡❝r❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀ t❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞
s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤♦s❡ s❡❝r❡ts✱ ❛s ✐♥ r❡❝❡✐♣t✲
❢r❡❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ✜rst ❜✉❧❧❡t ♣♦✐♥t ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t V ′ ✐s ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦r A ✇❤✐❝❤ ❢❛❦❡s t❤❡
✐♥♣✉ts✴♦✉t♣✉ts ✇✐t❤ C ❛♥❞ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ✈♦t✐♥❣ a ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉❧❧❡t
♣♦✐♥t s❛②s t❤❛t t❤❡ ❝♦❡r❝❡r ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ V ′ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧❧② ❝♦❡r❝❡❞ ✈♦t❡r✱
♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥♦t❤❡r ✈♦t❡r VB ❝♦✉♥t❡r✲❜❛❧❛♥❝❡s✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✱ t❤❡ ✜rst ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡
✇❡❛❦❡r ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ✐t ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r S ❝♦♥t❡①t✳ ❇✉t ✇❡ ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ ❛❞♦♣t t❤✐s ❡①tr❛
❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t C ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r❀ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐ts r♦❧❡ ✐♥ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ ✭✸✳✷✮ ❛s ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✸✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡r❝❡r✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② C ✇❤✐❧❡ ✐ts ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣
♣♦✇❡rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✇r✐t❡ ✭✸✳✷✮ ❛s

C[S[VA{
?/v}

c1,c2 ] ∣ VB{
a/v}]] ≈ℓ C[S[V

′ ∣ VB{
c/v}]]. ✭✸✳✸✮

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳



❆♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✷✾

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦✈❡r ❛tt❛❝❦s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❜❛❧❧♦t✲❛s✲s✐❣♥❛t✉r❡ ❛tt❛❝❦ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❛tt❛❝❦✮ ❬❉❈❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦t❡s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈♦t❡ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❛♣♣❡❛r t✇✐❝❡
❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ ❝♦❡r❝❡r✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
❛s ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡❝♦♥❞ ✈♦t❡r t❤❛t ✈♦t❡s ❛s t❤❡ ❝♦❡r❝❡r
r❡q✉❡st❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛tt❛❝❦s s✉❝❤ ❛s ✈♦t❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛tt❛❝❦s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ②♦✉r ✈♦t❡ ✭✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ✐t ❢r♦♠
t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❙♠②t❤ ❛♥❞ ❈♦rt✐❡r ❬❙❈✶✵❪ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ❡①✐sts ♦♥ t❤❡
❍❡❧✐♦s ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛❝②✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t t❤❡♥ ✐t r❡s♣❡❝ts r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss
t♦♦ ✭❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ❝♦♥st❛♥t t❤❡ s❡t ♦❢ ❤♦♥❡st ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ■❢ ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t t❤❡♥ ✐t ❛❧s♦ r❡s♣❡❝ts r❡❝❡✐♣t✲
❢r❡❡♥❡ss✳

✸✳✶✳✺ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r✐✈❛❝②✲t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤r❡❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ ❋✉❥✐♦❦❛
❡t ❛❧✳ ❬❋❖❖✾✷❪✱ ❖❦❛♠♦t♦ ❬❖❦❛✾✻❪ ❛♥❞ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬▲❇❉+✵✹❪✳ ❆s ✇❡ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s
t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦♥❡st ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s t♦ ❤♦❧❞ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤
❛✉t❤♦r✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡
♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss V ′ ❢♦r r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ t✉r♥❡❞
♦✉t t♦ ❜❡ ❡❛s②✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡
✇❛② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡❞
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ❤❛♥❞ ♣r♦♦❢s✳ ❲❡ ✇❡r❡ ❤♦✇❡✈❡r ❛❜❧❡ t♦ r❡❧② ♦♥ Pr♦❱❡r✐❢ ❢♦r
s♦♠❡ ▲❡♠♠❛s ♦♥ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

Pr♦♣❡rt② ❋✉❥✐♦❦❛ ❡t ❛❧✳ ❖❦❛♠♦t♦ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳

❱♦t❡✲♣r✐✈❛❝② ✓ ✓ ✓

tr✉st❡❞ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ♥♦♥❡ t✐♠❡❧✐♥❡ss ♠❜r✳ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦r

❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss × ✓ ✓

tr✉st❡❞ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ♥✴❛ t✐♠❡❧✐♥❡ss ♠❜r✳ ❛❞♠✐♥✳ ✫ ❝♦❧❧❡❝t♦r

❈♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ × × ✓

tr✉st❡❞ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ♥✴❛ ♥✴❛ ❛❞♠✐♥✳ ✫ ❝♦❧❧❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✸✳✷ ❆♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s

❆s ❛❧r❡❛❞② ❛r❣✉❡❞✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ❞❡✲
s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ s♣❡❝✐❢②✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛② ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❆ s♦♠❡t✐♠❡s



✸✵ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✈❡r✐❢② ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡❝✉r✐t② ❣♦❛❧ ✐♥
t❤❛t ❧♦❣✐❝✳

■♥ ❬✷✷❪ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣
s❡❝✉r✐t② ❣♦❛❧s✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛♥ ▲❚▲ ❧✐❦❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡ Has

t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❜② ❛♥ ✐♥tr✉❞❡r ❛♥❞ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♣❡r❛t♦r K ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝s✳ ■♥
❡♣✐st❡♠✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬❋❍▼❱✾✺❪✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❦♥♦✇s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ � ✐❢ � ❤♦❧❞s ♦♥
❛❧❧ r✉♥s t❤❛t ❛r❡ ✏❡q✉✐✈❛❧❡♥t✑ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✉♥✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r✉♥s ♠♦❞❡❧s
✐♠♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✿ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
r✉♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❝✉r✐t②
♣r♦t♦❝♦❧s ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♠❡ss❛❣❡ ✐s
❡♥❝r②♣t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ■♥ ❬✷✷❪ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ❜❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭♥❛t✉r❛❧❧② ❧✐❢t❡❞ t♦ tr❛❝❡s✮ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ tr❛❝❡✳ ❊♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡✳❣✳
✐♥ ❬❍❖✵✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✇♦r❦s r❛r❡❧② s♣❡❝✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱
st❛rt✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ tr❛❝❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇s✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐
❝❛❧❝✉❧✉s✮ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♥ tr❛❝❡s✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦t❤
s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❖✉r ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ s❡❝r❡❝②✱ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❢❛✐r♥❡ss ✐♥ ❝♦♥tr❛❝t s✐❣♥✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ♣r✐✈❛❝② ✐♥ ✈♦t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡♣✐st❡♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
✈♦t❡ ♣r✐✈❛❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ✈♦t❡
♣r✐✈❛❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❇❘❙✵✼❪ ✭❛♥❞ r❡♣❤r❛s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❧♦❣✐❝✮✳
❲❤❡♥ ✇❡ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ tr❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❡♣✐st❡♠✐❝ ♣r✐✈❛❝② ✐♠♣❧✐❡s ♣r✐✈❛❝② ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❛t ✐t ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐✈❛❝② ❡♠♣❧♦②❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t tr❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈♦t❡ ♣r✐✈❛❝② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦r❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✳

✸✳✸ ❊❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤r❡❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛s♣❡❝ts✿
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢
❇♦♦❧❡❛♥ t❡sts ΦIV,ΦUV,ΦEV ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ΦIV ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡r ✇❤♦
✐♥st❛♥t✐❛t❡s t❤❡ t❡st ✇✐t❤ ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❤❡r ✈♦t❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞✳
ΦUV ❛♥❞ ΦEV ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ♦♥❧② r❡❧② ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❛ss✉r❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈♦t❡s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡❧② ❝❛st ❛♥❞ ❤❡♥❝❡



❊❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✸✶

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❞❡t❡❝t ❜❛❧❧♦t st✉✣♥❣✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧②
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦ ♦❢ ♦✉rs ❬✺✶❪ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐♠✐t❡❞ s❝♦♣❡ ❢♦r✳

❆ ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❝❧❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ✈♦t✐♥❣ s②st❡♠ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧❧ ✉♥tr✉st❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞✳
■❞❡❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈♦t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
t❡r♠✐♥❛❧❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥♣✉t ❜② t❤❡ ✈♦t❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✈♦t❡r s❤♦✉❧❞ ♥♦t
♥❡❡❞ t♦ tr✉st t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ♦r s♦❢t✇❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②
✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞s t♦ tr✉st s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡
♦r s♦♠❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✳ ❙✉❝❤ tr✉st ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❛rts ♦❢
❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛✉❞✐t❡❞✱ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♥♥❡r ❛♠♦♥❣st s❡✈❡r❛❧
❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✣❝✐❛❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❍❡❧✐♦s ✷✳✵ ❬❆❞✐✵✽❪✱ t❤❡ ❜❛❧❧♦t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛✉❞✐t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛st✲♦r✲❛✉❞✐t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❤❡t❤❡r tr✉st ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♦✉r ✇♦r❦ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❡①♣❧✐❝✐t✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ t❡sts ΦIV,ΦUV ❛♥❞ ΦEV ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❛ tr✉st❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✭✐❢ ❛ t❡st ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ♠❛❧✐❝✐♦✉s s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ❛❧✇❛②s ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ t❡st t♦ ❤♦❧❞✱ ✐t ✐s
✉s❡❧❡ss✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t✇❛r❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ✐ss✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❤❛✈❡ t❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤✉♠❛♥✲
✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❆❞✐✵✻✱ ❈❤❛♣t❡r ✺❪✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪✳

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ ❛❞❞ ❛ r❡❝♦r❞ ❝♦♥str✉❝t t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ r❡❝♦r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r, r1, . . .✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣❧❛✐♥
♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t rec(r,M).P ✳ ❲❡ ✇r✐t❡ fn(A) ❛♥❞ fn(M) ❢♦r t❤❡
s❡t ♦❢ r❡❝♦r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛ t❡r♠✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡❝♦r❞ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥str✉❝t
rec(r,M).P ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡♥t❡r s♣❡❝✐❛❧ ❡♥tr✐❡s ✐♥ ❢r❛♠❡s✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡ s♦rt s②st❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t r ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ r❡❝♦r❞ s♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✜rst
❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ rec ❝♦♥str✉❝t ♦r ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛ r❡❝♦r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s
❝♦♥str✉❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ✈♦t❡r t♦ ♣r✐✈❛t❡❧② r❡❝♦r❞ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❤❡ ♠❛②
❧❛t❡r ✉s❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞✳ ❋♦r♠❛❧❧② t❤❡ tr✉st❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥
❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭❱♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❆ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ t✉✲
♣❧❡ ⟨V,A⟩ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ A ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t
s✉❝❤ t❤❛t fv(V ) = {v} ❛♥❞ fn(V ) = ∅✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② t❤❡ ✈♦t❡r ♠❛② r❡❧② ♦♥ s♦♠❡ ❞❛t❛ ❞❡r✐✈❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦r❞ ❝♦♥str✉❝t✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❝❡ss P ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
❜② R(P )✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ r❡❝♦r❞s ❛♥② ❢r❡s❤❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❛♠❡ ❛♥❞ ❛♥② ✐♥♣✉t✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡



✸✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

r❡♣❧❛❝❡ ❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ �n ✇✐t❤ �n.rec(r, n) ❛♥❞ ✐♥(u, x) ✇✐t❤ ✐♥(u, x).rec(r, x) ❢♦r s♦♠❡
❢r❡s❤ r❡❝♦r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ r ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ●✐✈❡♥ ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ⟨V,A⟩✱ ✐♥t❡❣❡r n ∈ ℕ✱ ❛♥❞ ♥❛♠❡s
s1, . . . , sn✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss VP+

n (s1, . . . , sn) = A[V +
1 ∣ ⋅ ⋅ ⋅ ∣ V +

n ]
✇❤❡r❡ V +

i = R(V ){si/v}{
ri/r ∣ r ∈ fn(R(V ))}✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❝♦r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r̃✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② r̃i t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞❡①✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ r̃ ✇✐t❤ i✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss VP+

n (s1, . . . , sn) ♠♦❞❡❧s t❤❡
✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r n ✈♦t❡rs ❝❛st✐♥❣ ✈♦t❡s s1, . . . , sn✱ ✇❤♦ ♣r✐✈❛t❡❧② r❡❝♦r❞ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t
♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡❝♦r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r̃i✳

✸✳✸✳✷ ❊❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ t❡sts ΦIV✱ ΦUV✱ ΦEV✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ t❡st ✐s ❜✉✐❧t
❢r♦♠ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ t❡sts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (M =E N) ✇❤❡r❡ M,N ❛r❡
t❡r♠s✳ ❚❡sts ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ♦♥ ❢r❛♠❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛r❜✐tr❛r②
♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡st ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ♥❛♠✐♥❣
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛❜♦✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤❡ t❡st ΦIV ❛❧❧♦✇s ❛ ✈♦t❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤❡r ❜❛❧❧♦t ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥
❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ t❡st ❤❛s✿

∙ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ v r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ ✈♦t❡r✬s ✈♦t❡✳

∙ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ w r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ ✈♦t❡r✬s ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧✳

∙ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, x̄, x̂, . . . ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ✈❛❧✉❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡
❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✳

∙ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✈♦t❡r✬s ❜❛❧❧♦t ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞✳

∙ s♦♠❡ r❡❝♦r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r1, . . . , rk r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈♦t❡r✬s ♣r✐✈❛t❡ ❞❛t❛✳

❯♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤❡ t❡st ΦUV ❛❧❧♦✇s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❛❧❧♦ts ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ t❡st ❤❛s✿

∙ ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ṽ = (v1, . . . , vn) r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✳

∙ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, x̄, x̂, . . . ❛s ❛❜♦✈❡✳

∙ ❛ t✉♣❧❡ ỹ = (y1, . . . , yn) ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦t❡rs✬ ❜❛❧❧♦ts ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥
❜♦❛r❞✳

∙ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s z, z̄, ẑ, . . . ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ ♦✉t♣✉ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳

❊❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤❡ t❡st ΦEV ❛❧❧♦✇s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❛❧❧♦t ✐♥ t❤❡
❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞ ✇❛s ❝❛st ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ✈♦t❡r✳ ❚❤❡ t❡st ❤❛s✿

∙ ❛ t✉♣❧❡ w̃ = (w1, . . . , wn) r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✈♦t❡rs✳

∙ ❛ t✉♣❧❡ ỹ✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, x̄, x̂, . . . ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s z, z̄, ẑ, . . . ❛s ❛❜♦✈❡✳



❊❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✸✸

✸✳✸✳✷✳✶ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ t❡sts s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
✐❢ t❤❡ t❡sts s✉❝❝❡❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦✉t♣✉t ❜② t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✈❛❧✐❞ ✭s♦✉♥❞♥❡ss✮❀ ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛✉t❤♦r✐t② ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡
t❡sts ✭❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✮✳ ❋♦r♠❛❧❧② t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❡❧♦✇✳
❲❡ ✇r✐t❡ T̃ ≃ T̃ ′ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✉♣❧❡s T̃ ❛♥❞ T̃ ′ ❛r❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs
♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ T̃ = T1, . . . Tn✱ T̃ ′ = T ′

1, . . . T
′
n ❛♥❞ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ � ♦♥ {1, . . . , n} s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n ✇❡ ❤❛✈❡ Ti =E T ′
�(i)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✮ ❆ ✈♦t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ⟨V,A⟩
s❛t✐s✜❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ ℕ t❤❡r❡ ❡①✐st t❡sts ΦIV,ΦUV

s✉❝❤ t❤❛t fn(ΦIV) = fn(ΦUV) = fn(ΦUV) = ∅✱ fn(ΦIV) ⊆ fn(R(V ))✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♥❛♠❡s
s̃ = (s1, . . . , sn) t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ❤♦❧❞✳ ▲❡t r̃ = fn(ΦIV) ❛♥❞ ΦIV

i = ΦIV{si/v,
r̃i /r̃}✳

❙♦✉♥❞♥❡ss✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝♦♥t❡①ts C ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s B s✉❝❤ t❤❛t C[VP+
n (s1, . . . , sn)] =⇒ B ❛♥❞

�(B) ≡ �ñ.�✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∀i, j. ΦIV
i � ∧ ΦIV

j � ⇒ i = j ✭✸✳✹✮

ΦUV� ∧ ΦUV{ṽ
′

/ṽ}� ⇒ ṽ� ≃ ṽ′� ✭✸✳✺✮

⋀

1≤i≤n

ΦIV
i {

yi/y}� ∧ ΦUV� ⇒ s̃ ≃ ṽ� ✭✸✳✻✮

❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t❡①t C ❛♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss B✱ s✉❝❤ t❤❛t C[VP+
n (s1, . . . , sn)]

=⇒ B✱ �(B) ≡ �ñ.� ❛♥❞

⋀

1≤i≤n

ΦIV
i {

yi/y}� ∧ ΦUV� ✭✸✳✼✮

❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡r s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ t❡st ΦIV ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❡r
✈♦t❡ si✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r̃i r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ s♦♠❡ ❜✉❧❧❡t✐♥
❜♦❛r❞ ❡♥tr②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ t❡st ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❜✉❧❧❡t✐♥
❜♦❛r❞ ❡♥tr②✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t ΦIV

i ❛♥❞ ΦIV
j ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛❧❧♦t y� ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

C[❴]✳✮ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤❡r ❜❛❧❧♦t ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❜② ΦUV ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
t❡st❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦t❡r✳ ❆♥ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ t❡st ΦUV ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞
❡♥tr✐❡s ỹ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ṽ✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r t❤❛t ΦUV ♦♥❧②
❤♦❧❞s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❜❛❧❧♦ts ♦❢ ✈♦t❡rs ✇❤♦ ✈♦t❡❞ s1, . . . , sn t❤❡♥ ΦUV ♦♥❧② ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ✭❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢✮ t❤❡s❡ ✈♦t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ t❡sts ❤♦❧❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✈❡r✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ s❛t✐s❢②
t❤❡ t❡sts ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞s t❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❢❛❧s❡ ❛♥❞
✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✹✮✕✭✸✳✻✮ ✈❛❝✉♦✉s❧② ❤♦❧❞✳



✸✹ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

✸✳✸✳✷✳✷ ❊❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳

❚♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ t❡sts ΦIV ❛♥❞ ΦUV ♠✉st ❜❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛
t❡st ΦEV t❤❛t ❝❤❡❝❦s ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡rs ✇❤♦s❡ ✈♦t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦✉♥t❡❞✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✈♦t❡rs ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞✳ ΦEV ❛❧❧♦✇s ❛♥
♦❜s❡r✈❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭t❤❛t ✐s✱ t❤♦s❡ ✐♥ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s✮
❝❛st ✈♦t❡s✱ ❛♥❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✈♦t❡ ❡❛❝❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❊❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✮ ❆ ✈♦t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ⟨V,A⟩ s❛t✐s✜❡s ❡❧❡❝t✐♦♥
✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ ℕ t❤❡r❡ ❡①✐st t❡sts ΦIV,ΦUV,ΦEV s✉❝❤ t❤❛t fn(ΦIV) = fn(ΦUV) =
fn(ΦEV) = fn(ΦUV) = fn(ΦEV) = ∅✱ fn(ΦIV) ⊆ fn(R(V ))✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♥❛♠❡s s̃ = (s1, . . . , sn)
✇❡ ❤❛✈❡✿

✶✳ ❚❤❡ t❡sts ΦIV ❛♥❞ ΦUV s❛t✐s❢② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼❀

✷✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✸✳✽✱ ✸✳✾✱ ✸✳✶✵ ❛♥❞ ✸✳✶✶ ❜❡❧♦✇ ❤♦❧❞✳

▲❡t r̃ = fn(ΦIV)✱ ΦIV
i = ΦIV{si/v,

r̃i /r̃,
yi /y}✱ X = fv(ΦEV)∖domVP+

n (s1, . . . , sn)

❙♦✉♥❞♥❡ss✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝♦♥t❡①ts C ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s B s✉❝❤ t❤❛t C[VP+
n (s1, . . . , sn)] =⇒ B ❛♥❞

�(B) ≡ �ñ.�✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ΦEV� ∧ ΦEV{x
′

/x ∣ x ∈ X∖ỹ}� ⇒ w̃� ≃ w̃′� ✭✸✳✽✮

⋀

1≤i≤n

ΦIV
i � ∧ ΦEV{w̃

′

/w̃}� ⇒ w̃� ≃ w̃′� ✭✸✳✾✮

ΦEV� ∧ ΦEV{x
′

/x ∣ x ∈ X∖w̃}� ⇒ ỹ� ≃ ỹ′� ✭✸✳✶✵✮

❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t❡①t C ❛♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss B s✉❝❤ t❤❛t C[VP+
n (s1, . . . , sn)]

=⇒ B✱ �(B) ≡ �ñ.� ❛♥❞

⋀

1≤i≤n

ΦIV
i � ∧ ΦUV� ∧ ΦEV� ✭✸✳✶✶✮

❚❤❡ t❡st ΦEV ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❜❛❧❧♦ts ỹ�✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ΦEV s✉❝❝❡❡❞s ♦♥❧② ❢♦r ♦♥❡
❧✐st ♦❢ ✈♦t❡r ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞ ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ❜❛❧❧♦ts ♦❢ ✈♦t❡rs ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s w̃� t❤❡♥ ΦEV ♦♥❧② ❤♦❧❞s ♦♥ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s w̃✱ ♦♥❧② ♦♥❡ s❡t
♦❢ ❜✉❧❧❡t✐♥ ❜♦❛r❞ ❡♥tr✐❡s ỹ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ΦEV ✭♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r s✉❝❤ ❛ str♦♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
t♦ ❤♦❧❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ✈♦t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✬s ❢r❛♠❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②✱ t♦ r♦♦t tr✉st✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✸✺

✸✳✸✳✸ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤r❡❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ t❤❡ ❋✉❥✐♦❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬❋❖❖✾✷❪✱ ❍❡❧✐♦s
✷✳✵ ❬❆❞▼P◗✵✾❪ ❛♥❞ ❏❈❏ ❬❏❈❏✵✺❪ r❡❝❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❈✐✈✐t❛s ❬❈❈▼✵✽❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜② ❋✉❥✐♦❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬❋❖❖✾✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ⟨Vfoo, Afoo⟩ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Vfoo =̂ �rnd .♦✉tv.♦✉trnd ❛♥❞ Afoo[❴] =̂ ❴

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s❛②s t❤❛t t❤❡ ✈♦t❡r ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❡♥t❡r ✐♥t♦ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ❛ ❢r❡s❤
r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ rnd ❛♥❞ ❛ ✈♦t❡ v✳ ❚❤❡ ✈♦t❡r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ tr✉st ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ♦r t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✳ ❲❤❡t❤❡r✱ ❛ ✈♦t❡r ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢r❡s❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡
✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❦❡② ❢♦r ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✮✱ ❡♥t❡r ✐t ✐♥ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞
r❡♠❡♠❜❡r ✐t ❢♦r ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♦r ✇❤❡t❤❡r s♦♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s tr✉st✇♦rt❤② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s t❛s❦ ✐s
q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❦❡s t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡
✈♦t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ r❡s♣❡❝ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ⟨Vfoo, Afoo⟩ s❛t✐s✜❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜② ❋✉❥✐♦❦❛ ❡t ❛❧✳ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✭❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧
t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛r❡ tr✉st❡❞✮✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❍❡❧✐♦s ✷✳✵ ❞♦❡s ♦♥❧② s❛t✐s❢② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts t♦ ❜❡ tr✉st❡❞✳

∙ ❚❤❡ ❜r♦✇s❡r s❝r✐♣t t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❜❛❧❧♦t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈♦t❡r ❝❛♥♥♦t ✈❡r✐❢② ✐t✱
t❤❡ tr✉st ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❤❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛✉❞✐t ✐t✳ ❙❤❡ ❞♦❡s
t❤❛t ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❜❛❧❧♦ts ❛s s❤❡ ❧✐❦❡s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ❝❛st✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ s❤❡ ❞✐❞♥✬t ✈❡r✐❢②✳

∙ ❚❤❡ tr✉st❡❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ tr✉st❡❡s✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✱ ✈♦t❡rs ❛♥❞ ♦❜✲
s❡r✈❡rs ♠❛② ✇❛♥t t♦ tr✉st t❤❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ tr✉st ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳

❏❈❏✴❈✐✈✐t❛s ❞♦❡s ❛❝❤✐❡✈❡ ❢✉❧❧ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✉st ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s✳

∙ ❚❤❡ ✈♦t❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❤❡r ❜❛❧❧♦t❀ t❤❛t ✐s✱ s❤❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥♦♥❝❡sm,m′✱
❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝✐♣❤❡rt❡①ts ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ③❡r♦✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣r♦♦❢✳

∙ ❚❤❡ r❡❣✐str❛r ❝♦♥str✉❝ts ❞✐st✐♥❝t ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s d ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦t❡r ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ✈♦t❡r✬s
♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ✭❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡❣✐str❛r
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦r♠❡❞ ❬❏❈❏✵✺❪✳✮ ❚❤❡ r❡❣✐str❛r
❛❧s♦ ❦❡❡♣s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐♥❣ ❦❡② s❡❝r❡t✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❤❛♥❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦♦❢s ✇❡r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳



✸✻ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✜rst s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ♣r✐✈❛❝② t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤
❛s r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ♥♦
✏❜❛❧❧♦t st✉✣♥❣✑ ♦❝❝✉rr❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
❛♥❛❧②s❡ ♠♦r❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss✴❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ❛♥♦♥②♠✐t② ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ♦r r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❉♦♥❣
❡t ❛❧✳ ❬❉❏P✶✵❪ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ st✉❞② r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ✐♥ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳

❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❑üst❡rs ❡t
❛❧✳✬s ❡♣✐st❡♠✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❬❑❚✵✾❪ ✐♥ t❤✐s ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t
t♦ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❈✉rr❡♥t❧② ♠♦st ♦❢ ♦✉r ♣r♦♦❢s ✇❡r❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❤❛♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐♠♣♦rt❛♥t ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❡r✐❢②✐♥❣
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢✮ ♦✉r ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝✳



❈❍❆P❚❊❘ ✹

❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

❙♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇✐t❤ t❛♠♣❡r r❡s✐st❛♥t ♠❡♠♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥tr✉st❡❞ ❝♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❦❡②s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❍❛r❞✇❛r❡ ❙❡❝✉r✐t② ▼♦❞✉❧❡s ✭❍❙▼s✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❜❛♥❦✐♥❣
♥❡t✇♦r❦s t♦ r❛t❤❡r ❝❤❡❛♣ ❯❙❇ t♦❦❡♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ P❑❈❙★✶✶ ♦r ❚r✉st❡❞ P❧❛t❢♦r♠ ▼♦❞✲
✉❧❡s ✭❚P▼s✮✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♠♦st ♠♦❞❡r♥ ❧❛♣t♦♣s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐s t♦ ♦✛❡r
s❡❝✉r❡ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❡①♣♦rt ♦❢ ❦❡②s✮ ❛♥❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❦❡②s
❢♦r ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ ❞❡❝r②♣t✐♦♥ ♦r s✐❣♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭❆P■✮✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❆P■ ❧❡✈❡❧ ❛tt❛❝❦s ✐s t♦ ❜r❡❛❦ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛❧❧s
t♦ t❤✐s ❆P■✱ ✐♥ ❛ ✇❛② ♥♦t ❢♦r❡s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡rs✳ ❆♥ ❆P■ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ s❤♦rt s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛s s✉❝❤✳ ❚❤❡ ✜rst ❛tt❛❝❦s ♦❢ t❤✐s st②❧❡ ✇❡ ❛r❡
❛✇❛r❡ ♦❢ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ▲♦♥❣❧❡② ❛♥❞ ❘✐❣❜② ❬▲❘✾✷❪ ❛♥❞ ❇♦♥❞ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs♦♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♠❛♥②
♠♦r❡ ❬❇♦♥✵✶✱ ❇❆✵✶❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ■❇▼ ✹✼✺✽ ❈❈❆ ❛♥❞ t❤❡ ❱✐s❛ ❙❡❝✉r✐t② ▼♦❞✉❧❡✱
t✇♦ ❍❙▼s ❢♦r s❡❝✉r✐♥❣ ❜❛♥❦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❡✛♦rts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥❛❧②s❡ ❆P■s ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡rs✱ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✱ ❛♥❞
❝✉st♦♠✐s❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬❈❉❙✵✼✱ ❈❑❙✵✼✱ ❈▼✵✻✱ ❙t❡✵✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠✉t❛❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❍❡r③♦❣ ❬❍❡r✵✻❪ ❛s ❛
♠❛❥♦r ❜❛rr✐❡r t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s t♦ ✈❡r✐❢② ❆P■s✳ ■♥
s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s st❛♥❞❛r❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r✉♥s ♦r s❡ss✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s❤❛r❡ ♥♦ ♠✉t❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❚❤❡② ♠✐❣❤t s❤❛r❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❦❡②s✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠✐❣❤t
❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧ ♠✉t❛❜❧❡ st❛t❡ ✭t❤❡② ♠✐❣❤t ❝r❡❛t❡ s❡ss✐♦♥ ❦❡②s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥♦t t♦ ❛✛❡❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ▼❛♥② s❡❝✉r✐t② ❆P■s ❤♦✇❡✈❡r ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❛❧❧s t♦ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❦❡② ✐♠♣♦rt
❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❞♦ ✐♥❞❡❡❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ✐s ✈✐t❛❧ ❢♦r t❤❡ ✇❛② t❤❡②
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ r❡♣♦rt ♦♥ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ P❑❈❙★✶✶ ❬✶✵✱ ✷✽❪ ❛♥❞ t❤❡
❚P▼ ❬✶✾❪ ❢♦r ✇❤♦s❡ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ t❛❦❡ st❛t❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✸✼



✸✽ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

✹✳✶ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P❑❈❙★✶✶

❘❙❆ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s P✉❜❧✐❝ ❑❡② ❙t❛♥❞❛r❞s ✭P❑❈❙✮ ★✶✶ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✬❈r②♣t♦❦✐✬ ❆P■✱ ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s s♠❛rt❝❛r❞s✱
❍❛r❞✇❛r❡ ❙❡❝✉r✐t② ▼♦❞✉❧❡s ✭❍❙▼s✮✱ ❛♥❞ ❯❙❇ ❦❡② t♦❦❡♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞
✐♥ ✐♥❞✉str②✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆P■ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡r✐♦✉s s❡❝✉r✐t② ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t✐❡s ❬❈❧✉✵✸❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
✈❡♥❞♦rs tr② t♦ ♣r♦t❡❝t ❛❣❛✐♥st t❤❡s❡ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♦r
❜② ❛❞❞✐♥❣ ❡①tr❛ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❛❞
t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❞❡❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ s❡❝✉r✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛♥
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥s❡❝✉r❡ ✐❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♥❛ï✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✜①❡s✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤
P❑❈❙★✶✶ ✐s ✉s❡❞✿ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❝✉r✐t② ♣❛t❝❤ ❢♦r ♦♥❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♠❛② ❞✐s❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
t❤❛t ✐s ✈✐t❛❧ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ✇♦r❦ ❬✷✽✱ ✶✵❪ ♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ P❑❈❙★✶✶ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦
❧❛② t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ P❑❈❙★✶✶ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❡rt❛✐♥
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆P■✳

✹✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧

❚♦ ♠♦❞❡❧ P❑❈❙★✶✶ ❛♥❞ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
■t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❣✉❛r❞❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ à ❧❛ ❉✐❥❦str❛ ✭s❡❡ ❬❉✐❥✼✺❪✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❡t
r❡✇r✐t✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❡✳❣✳✱ ❬▼✐t✵✷❪✮✳ ❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✐t
♠❛❦❡s ❛ ❝❧❡❛♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣❛rt✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♣❛rt✱
❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ s❡t ♦r
✉♥s❡t✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② ❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡s❡♥t
♦✉r r❡s✉❧ts✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❆s ✉s✉❛❧ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜②
❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② PT (ℱ ,N ,X ) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛✐♥ t❡r♠s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t A ♦❢ ✉♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ ℱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧
❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ t❡r♠s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

AT (A,ℱ ,N ,X ) = {att(t) ∣ att ∈ A, t ∈ PT (ℱ ,N ,X )}.

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s ❛s T (A,ℱ ,N ,X ) = AT (A,ℱ ,N ,X )∪PT (ℱ ,N ,X ). ❆ttr✐❜✉t❡
t❡r♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ a ♦r ¬a ✇❤❡r❡ a ∈
AT (A,ℱ ,N ,X )✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

T ;L
new ñ
−−−→ T ′;L′



❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P❑❈❙★✶✶ ✸✾

Wrap (sym/sym) : h(x1, y1), h(x2, y2); wrap(x1), extract(x2) → senc(y2, y1)
Wrap (sym/asym) : h(x1, priv(z)), h(x2, y2); wrap(x1), extract(x2) → aenc(y2, pub(z))
Wrap (asym/sym) : h(x1, y1), h(x2, priv(z)); wrap(x1), extract(x2) → senc(priv(z), y1)

Unwrap (sym/sym) :

h(x1, y2), senc(y1, y2); unwrap(x1)
new n1−−−−→ h(n1, y1); extract(n1), L

Unwrap (sym/asym) :

h(x1, priv(z)), aenc(y1, pub(z)); unwrap(x1)
new n1−−−−→ h(n1, y1); extract(n1), L

Unwrap (asym/sym) :

h(x1, y2), senc(priv(z), y2); unwrap(x1)
new n1−−−−→ h(n1, priv(z)); extract(n1), L

KeyGenerate :
new n1,k1
−−−−−→ h(n1, k1);¬extract(n1), L

KeyPairGenerate :
new n1,s
−−−−−→ h(n1, s), pub(s); ¬extract(n1), L

SEncrypt : h(x1, y1), y2; encrypt(x1) → senc(y2, y1)
SDecrypt : h(x1, y1), senc(y2, y1); decrypt(x1) → y2

AEncrypt : h(x1, priv(z)), y1; encrypt(x1) → aenc(y1, pub(z))
ADecrypt : h(x1, priv(z)), aenc(y2, pub(z)); decrypt(x1) → y2

Set❴Wrap : h(x1, y1); ¬wrap(x1) → wrap(x1)
Set❴Encrypt : h(x1, y1); ¬encrypt(x1) → encrypt(x1)

✳✳✳
✳✳✳

UnSet❴Wrap : h(x1, y1); wrap(x1) → ¬wrap(x1)
UnSet❴Encrypt : h(x1, y1); encrypt(x1) → ¬encrypt(x1)

✳✳✳
✳✳✳

✇❤❡r❡ L = ¬wrap(n1),¬unwrap(n1),¬encrypt(n1),¬decrypt(n1),¬sensitive(n1)✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣s✐s ✐♥ t❤❡

s❡t ❛♥❞ ✉♥s❡t r✉❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s✐♠✐❧❛r r✉❧❡s ❡①✐st ❢♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ P❑❈❙★✶✶ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s✉❜s❡t✳

✇❤❡r❡ T ❛♥❞ T ′ ❛r❡ s❡ts ♦❢ ♣❧❛✐♥ t❡r♠s ✐♥ PT (ℱ ,N ,X )✱ L ❛♥❞ L′ ❛r❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ñ
✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥❛♠❡s ✐♥ N ✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r✉❧❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ r✉❧❡
❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ✐❢ ❛❧❧ t❡r♠s ✐♥ T ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ L ❛r❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✐s t❤❛t t❡r♠s ✐♥ T ′ ❛r❡ ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t♦ s❛t✐s❢② L′✳ ❚❤❡
new ñ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♥❛♠❡s ✐♥ ñ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s ✐♥ T ′ ❛♥❞ L′✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥❝❡ ♦r ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ ✐❢ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ t❤❡
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡✳

❲❡ ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t L′ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ a ❛♥❞ ¬a✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t names(T ∪ L) = ∅ ❛♥❞ names(T ′ ∪ L′) ⊆ ñ✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ T ′ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ T ✱ ✐✳❡✳✱ vars(T ′) ⊆ vars(T )✱ ❛♥❞ ❛♥②
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ L′ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ L✱ ✐✳❡✳✱ vars(L′) ⊆ vars(L)✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡
❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ P❑❈❙★✶✶✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡② ♠♦❞❡❧ ❛ ♣❛rt
♦❢ P❑❈❙★✶✶✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✇r❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡② ✇✐t❤ ❛
s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡②✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s✿ h ✐s ❛ s②♠❜♦❧ ♦❢ ❛r✐t② ✷ ✇❤✐❝❤



✹✵ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ ❤❛♥❞❧❡s t♦ ❦❡②s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❝❡ ✭❢♦r♠❛❧❧② ❛ ♥❛♠❡✮ ❛s
t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ❦❡② ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
♦❢ h ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t ❤❛♥❞❧❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦
❤❛♥❞❧❡s h(n1, k1) ❛♥❞ h(n2, k1) ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s n1 ❛♥❞
n2 ❤♦❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡② k1✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✜rst r✉❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ t❤❡
❛tt❛❝❦❡r ❦♥♦✇s t❤❡ ❤❛♥❞❧❡ h(x1, y1)✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡② y1✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❤❛♥✲
❞❧❡ h(x2, y2)✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡② y2✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ wrap ✐s s❡t ❢♦r t❤❡
❤❛♥❞❧❡ h(x1, y1) ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤❛♥❞❧❡ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❝❡ x1✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛t✲
tr✐❜✉t❡ extract ✐s s❡t ❢♦r t❤❡ ❤❛♥❞❧❡ h(x2, y2) t❤❡♥ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♠❛② ❧❡❛r♥ t❤❡ ✇r❛♣♣✐♥❣
senc(y2, y1)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ♦❢ y2 ✇✐t❤ y1✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ s✉❝❤ r✉❧❡s ℛ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ (Q, q0,⇝) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∙ Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✿ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐s ❛ ♣❛✐r (S, V )✱ s✉❝❤ t❤❛t S ⊆ PT (ℱ ,N ) ❛♥❞ V ✐s
❛ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ AT (A,ℱ ,N )✳ ✭V ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛② ❛♥❞ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛s V (L) =

⋀
ℓ∈L V (ℓ)✳✮

∙ q0 = (S0, V0) ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ S0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛tt❛❝❦❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ V0 ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✳

∙ ⇝ ⊆ Q×Q ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ℛ ✭❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳

◗✉❡r✐❡s✳ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ q✉❡r✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❆ q✉❡r② ✐s ❛ ♣❛✐r (T, L) ✇❤❡r❡ T ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ L ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s
✭❜♦t❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣r♦✉♥❞✮✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ q✉❡r② (T, L) ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤
❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❦♥♦✇s ❛❧❧ t❡r♠s ✐♥ T� ❛♥❞ ❛❧❧ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ L� ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦
tr✉❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ (Q, q0,⇝) s❛t✐s✜❡s ❛ q✉❡r② (T, L) ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � ❛♥❞ ❛ st❛t❡ (S, V ) ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t q0⇝

∗(S, V )✱ T� ⊆ S✱ ❛♥❞ V (L�) = ⊤✳

✹✳✶✳✷ ❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②

❲❡❧❧✲♠♦❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥
❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ q✉❡r②✱ ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t t♦ r❡str✐❝t t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❈❘✵✻❪✳ ■t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
✐❞❡❛ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ r✉❧❡s✱ ❜✉t ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ t②♣✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛❜❧❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐tstr✐♥❣s t❤❛t ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❦❡②s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛✳ ❲❡
s✐♠♣❧② s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛tt❛❝❦ ✇❤❡r❡ ❜✐tstr✐♥❣s ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ t❤❡② ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r✳

▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡s✿

Mode = {Cipher,Key, Seed,Nonce,Handle,Attribute}.

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧✿

h : Nonce× Key→ Handle

senc : Key × Key→ Cipher

aenc : Key × Key→ Cipher

pub : Seed→ Key

priv : Seed→ Key

att : Nonce→ Attribute ❢♦r ❛❧❧ att ∈ A
x1, x2, n1, n2 : Nonce

y1, y2, k1, k2 : Key

z, s : Seed

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s♦rts✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❛r❡
✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♠♦❞❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✿

y1, y2 → senc(y1, y2)
senc(y1, y2), y2 → y1

y1, y2 → aenc(y1, y2)
aenc(y1, pub(z)), priv(z) → y1
aenc(y1, priv(z)), pub(z) → y1

z → pub(z)

❚❤❡ t❡r♠ senc(senc(k1, k2), k1) ✐s ♥♦t ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✉❜t❡r♠ senc(k1, k2)✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts st❛t❡s ✐s ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t t♦ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ▲❡t ℛ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ r✉❧❡s✳ ▲❡t q0 = (S0, V0) ❜❡ ❛ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ st❛t❡
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ m✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ t❡r♠ tm ∈ S0 ♦❢ ♠♦❞❡ m✳ ▲❡t Q ❜❡ ❛
✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ q✉❡r② t❤❛t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t♥❡ss✐♥❣
t❤✐s ❢❛❝t✳

❲❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥
❛❧✇❛②s tr❛♥s❢♦r♠ ✐t ✐♥t♦ ❛ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ ♦♥❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐❧❧✲♠♦❞❡❞ s✉❜t❡r♠s ❜② tm ✇❤❡r❡ m
✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡❞ s✉❜t❡r♠✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡s ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞♥❡ss✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇
❛♥ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ②✐❡❧❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞✳ ❖✉r r❡s✉❧t ❤♦✇❡✈❡r st❛t❡s t❤❛t
✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛tt❛❝❦ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛♥♦t❤❡r ❛tt❛❝❦ t❤❛t ✐s✳ ❖✉r r❡s✉❧t ✐s ❛r❣✉❛❜❧② ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t❤❛♥ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❡♥❢♦r❝❡ t②♣✐♥❣✿ ✐t s❡❡♠s ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t ✇❤❡t❤❡r
❛ ❜❧♦❝❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❝r②♣t❡❞ ♦♥❝❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r r❡s✉❧t ❛✈♦✐❞s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥s



✹✷ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ❜② ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ✈❡r② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✿ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ Msg ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♠♦❞❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ P❑❈❙★ ✶✶ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛❧❧ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞
♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤
✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ ♠♦❞❡s ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s
♥❡st❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ s✐③❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥❞❡❝✐❞✲
❛❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s ❬❉▲▼✵✹✱ ❚❊❇✵✺❪ ❢♦r s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥❝❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ T
new ñ
−−−→ T ′ ✭♥♦ ❧✐t❡r❛❧✮ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡✐r ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ P♦st ❈♦rr❡s♣♦♥✲

❞❡♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶ ▲❡t ℛ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ r✉❧❡s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤✳ ▲❡t q0 = (S0, V0) ❜❡ ❛ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ st❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ m✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❞ t❡r♠ tm ∈ S0 ♦❢ ♠♦❞❡ m✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
q✉❡r② Q ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛♠❡s N ✐s ✜♥✐t❡✳

✹✳✶✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P❑❈❙★✶✶

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ P❑❈❙★✶✶ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t♦ r❡❛❧✐③❡
s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡r✱ ◆✉❙▼❱✱ ❬❈❈●+✵✷❪✳

P❑❈❙★✶✶ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦♠♦t❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②✱ ♥♦t ❛ t✐❣❤t❧② ❞❡✜♥❡❞
♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣♦❛❧✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧✐❝② ✇❤✐❝❤ ❞✐❝t❛t❡s ❤♦✇ ❛ttr✐❜✉t❡s ♠❛② ❜❡ s❡t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r ❛ ❦❡②✳ ❲❡ t❛❦❡ ❛s ♦✉r s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② t❤❡ s❡❝r❡❝② ♦❢ s❡♥s✐t✐✈❡
❦❡②s✱ st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❬❘❙❆✵✹✱ ♣✳ ✸✶❪✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱
♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❛s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡②s✱ ❛♥❞ t♦
tr② t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❆P■ ✉♥t✐❧ ❛ s❡❝✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝
❦❡②♣❛✐rs✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ s❡❝✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ ♦♥❧② t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜②
❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❵tr✉st❡❞ ❦❡②s✬ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ P❑❈❙★✶✶ ✈✷✳✷✵✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞
♣r♦♣r✐❡t❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉s❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦✈✐❞❡rs ✭♥❈✐♣❤❡r ❛♥❞
❊r❛❝♦♠✮ ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❤❛r❞✇❛r❡✳

❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t t❤❡ s❡❝✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❑❈❙★✶✶
❜❛s❡❞ ❆P■ ✐s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉❜t❧❡ ♦r ❝♦♠♣❧❡①✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t s♦♠❡ ❢♦r♠❛❧ ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ❛
❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s❡❝✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ♠❛♥② ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ r❡✲✐♠♣♦rt t❤❡ s❛♠❡ ❦❡② s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
♠❡❛♥s ❤❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤r❡❡
s♦❧✉t✐♦♥s✿ t❤❡ tr✉st❡❞ ❦❡②s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣r✐❡t❛r②
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♥❈✐♣❤❡r ❛♥❞ ❊r❛❝♦♠✳

❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧s✈✳❡♥s✲❝❛❝❤❛♥✳❢r✴⑦st❡❡❧✴♣❦❝s✶✶✳
❆s ❛ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ t♦ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❙t❡❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬❇❈❋❙✶✵❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦r❡ ♠❛t✉r❡ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤✐s t♦♦❧✱ ❝❛❧❧❡❞ ❚♦♦❦❛♥ ✭✉s✐♥❣ ❙❆❚✲▼❈ ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t♦♦❧ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛✲

http://www.lsv.ens-cachan.fr/~steel/pkcs11


❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✹✸

t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t♦❦❡♥s✮✳ ❚❤❡✐r t♦♦❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ P❑❈❙★✶✶ s❡❝✉r✐t② t♦❦❡♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❚♦♦❦❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡s ❛ r❡✲
✈❡rs❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐t✳
■♥ ❬❇❈❋❙✶✵❪ ✶✼ ❞❡✈✐❝❡s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞✿ ✾ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❛tt❛❝❦s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✽
♦t❤❡r ❤❛❞ s❡✈❡r❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♠♣♦rt✴❡①♣♦rt s❡♥s✐t✐✈❡
❦❡②s✮✳

✹✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❚P▼

✹✳✷✳✶ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❚P▼

❚❤❡ ❚P▼ st♦r❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡②s ❛♥❞ ♦t❤❡r s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✐♥ ✐ts s❤✐❡❧❞❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ✇❛②s ❢♦r ♣❧❛t❢♦r♠ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ✉s❡ t❤♦s❡ ❦❡②s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s❡❝✉r✐t② ❣♦❛❧s✳ ❚♦ st♦r❡
❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❚P▼✱ ♦♥❡ ❝r❡❛t❡s ❚P▼ ❦❡②s ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡♠ t♦ ❡♥❝r②♣t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚P▼ ❦❡②s
❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ st♦r❛❣❡ r♦♦t ❦❡② ✭❙❘❑✮ ❛t ✐ts r♦♦t✳ ❚♦ ❡❛❝❤
❚P▼ ❦❡② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ✶✻✵✲❜✐t str✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ❛✉t❤❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❛ ♣❛ss✇♦r❞
t❤❛t ❛✉t❤♦r✐s❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❆ ✉s❡r ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❦❡② ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚P▼ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❛t
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❧♦❛❞ ❛ ♥❡✇ ❦❡② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ♦r t♦ ❝❡rt✐❢② ❛ ❦❡② ❜② ❛♥♦t❤❡r
♦♥❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❤❛✈❡ ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥ ❛✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ ❍▼❆❈ t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛✉t❤❞❛t❛✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ s❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡❣r♦✉♣ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❚P▼ ♦✛❡rs t✇♦
❦✐♥❞s ♦❢ ❛✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ s❡ss✐♦♥s✿ ❖❜❥❡❝t ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❆✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❖■❆P✮✱ ✇❤✐❝❤
❝r❡❛t❡s ❛ s❡ss✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛♥② ♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t ✇♦r❦s ♦♥❧② ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠❛♥❞s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❖❜❥❡❝t ❙♣❡❝✐✜❝ ❆✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❖❙❆P✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ s❡ss✐♦♥ t❤❛t
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t s♣❡❝✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡ss✐♦♥ ✐s s❡t ✉♣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣♦ ✐♥t♦
t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ s❡ss✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡ss✐♦♥s ✉s❡ ❛ s②st❡♠
♦❢ r♦❧❧✐♥❣ ♥♦♥❝❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❢r❡s❤♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤
♠❡ss❛❣❡ ❛ ♥❡✇ ♥♦♥❝❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ◆♦♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦❞❞ ♥♦♥❝❡s✱ ❛♥❞
♥♦♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❚P▼ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡✈❡♥ ♥♦♥❝❡s✳ ❊❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❤♠❛❝ ♦♥ t❤❡ ♠♦st
r❡❝❡♥t ♦❞❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♥♦♥❝❡✳

❈♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❚P▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇
❦❡②s ❛♥❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❚❈●✵✼❪✳ ❚♦ st♦r❡ ❞❛t❛
✉s✐♥❣ ❛ ❚P▼✱ ♦♥❡ ❝r❡❛t❡s ❛ ❚P▼ ❦❡② ❛♥❞ ✉s❡s ✐t t♦ ❡♥❝r②♣t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚P▼ ❦❡②s ❛r❡
❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❙t♦r❛❣❡ ❘♦♦t ❑❡② ✭❙❘❑✮ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞
❚P▼❴❚❛❦❡❖✇♥❡rs❤✐♣✳ ❆t ❛♥② t✐♠❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛ ✉s❡r ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝❤✐❧❞ ❦❡② ♦❢
❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❦❡②✳ ❖♥❝❡ ❛ ❦❡② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❧♦❛❞❡❞✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s
r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❦❡②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞s✿

∙ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❦❡② ❛♥❞ ✇r❛♣s ✭✐✳❡✳✱ ❡♥❝r②♣ts✮ ✐t ✉♥❞❡r ❛
♣❛r❡♥t ❦❡②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ■t r❡t✉r♥s t❤❡ ✇r❛♣♣❡❞ ❦❡②✳

∙ ❚P▼❴▲♦❛❞❑❡②✷ t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛ ✇r❛♣ ✭♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞
❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡②✮✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❤❛♥❞❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ❦❡② st♦r❡❞ ✐♥
t❤❡ ❚P▼ ♠❡♠♦r②✳



✹✹ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

∙ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❦❡② ❝❡rt✐✜❝❛t❡✱
✐✳❡✳ ✐t s✐❣♥s t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣❛rt ♦❢ ♦♥❡ ❦❡② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❦❡②✳

∙ ❚P▼❴❯♥❇✐♥❞ ❛❧❧♦✇s ❞❡❝r②♣t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ♦❢ ❛ st♦r❡❞ ❤❛♥❞❧❡ ✭t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥
✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❚P▼✮✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ❝♦♠♠❛♥❞ ❛ ❜✐t ♠♦r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❡rt✐❢②✐♥❣ ❦❡② ❛♥❞ t❤❡ ❦❡② t♦
❜❡ ❝❡rt✐✜❡❞✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ ❍▼❆❈s✳ ■t r❡t✉r♥s t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t t✇♦ ❖■❆P s❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ r♦❧❧✐♥❣
♥♦♥❝❡ ne1 ❛♥❞ ne2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❛t t✇♦ ❦❡②s handle(auth1 , sk1 ) ❛♥❞ handle(auth2 , sk2 )
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦❛❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚P▼✳ ❚❤❡ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ❝♦♠♠❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

n, no1, no2,

→

new Ne1, new Ne2 ⋅
hmac(auth1 , ⟨cfk, n, ne1, no1⟩) Ne1,Ne2, certif
hmac(auth2 , ⟨cfk, n, ne2, no2⟩) hmac(auth1 , ⟨cfk, n,Ne1, no1, certif⟩)

handle(auth1 , sk1 ), handle(auth2 , sk2 ) hmac(auth2 , ⟨cfk, n,Ne2, no2, certif⟩)

✇❤❡r❡ certif = cert(sk1 , pk(sk2 ))✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r✉❧❡ ✐s✿ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t
✭♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✮ ❤❛s t❤❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡♥✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❤❡
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ new ❦❡②✇♦r❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❞❛t❛✱ ❡✳❣✳ ♥♦♥❝❡s
♦r ❦❡②s✱ ✐s ❢r❡s❤❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❚❤❡ ✉s❡r r❡q✉❡sts t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❡ ❦❡② pk(sk2 ) ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡② sk1 ✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
♥♦♥❝❡ n ❛♥❞ t✇♦ ♦❞❞ r♦❧❧✐♥❣ ♥♦♥❝❡s no1 ❛♥❞ no2 t❤❛t ❤❡ ❣✐✈❡s t♦ t❤❡ ❚P▼ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
t✇♦ ❛✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ ❍▼❆❈s✳ ❚❤❡ ❚P▼ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ certif✳ ❚✇♦ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥
❍▼❆❈s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❚P▼ t♦ ❛❝❝♦♠♣❛♥② t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❚P▼ ❛❧s♦
❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ♥❡✇ ❡✈❡♥ r♦❧❧✐♥❣ ♥♦♥❝❡s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ s❡ss✐♦♥✳

✹✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❚P▼

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ t♦♦❧ Pr♦❱❡r✐❢ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ Pr♦❱❡r✐❢ ❛❢t❡r ✜rst
❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❱■❙P❆ t♦♦❧s✉✐t❡ ❬❆❇❇+✵✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r ♠✉t❛❜❧❡
❣❧♦❜❛❧ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦❢ t❤❡ ❆❱■❙P❆ ❜❛❝❦❡♥❞s t❤❛t s✉♣♣♦rt st❛t❡✱ ❖❋▼❈ ❛♥❞ ❈▲✲❆t❙❡
r❡q✉✐r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r❡s❤ ♥♦♥❝❡s t♦ ❜❡
❣✐✈❡♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❙❆❚▼❈ ❬❋❙✵✾❪✱ ❜✉t ❙❆❚▼❈ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♣♦♦r❧② ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❛ ❦♥♦✇♥ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢
❙❆❚▼❈✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♣t❡❞ ❢♦r Pr♦❱❡r✐❢ ✉s✐♥❣ ❛❜str❛❝t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ st❛t❡✱ ❛s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥
❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❚P▼ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ st❛t❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t s❡❝✉r✐t② ❆P■s s✉❝❤ ❛s t❤❛t ♦❢
t❤❡ ❚P▼ ✐s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ st❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ❚P▼ ✐s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡ s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞
✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡♥ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❚P▼ ❡♥❞s ✉♣ ✐♥ ❛ st❛t❡ s′ ∕= s✳ ❈♦♠♠❛♥❞s t❤❛t
r❡q✉✐r❡ ✐t t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ s ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✇♦r❦✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♠❛❞❡ ❜② t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s Pr♦❱❡r✐❢ ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱



❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✹✺

❛❧t❤♦✉❣❤ ♣r✐✈❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢
♣r✐✈❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t Pr♦❱❡r✐❢ ♠❛❦❡s ♣r❡✈❡♥ts ✐t ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞
✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ q✉✐t❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❚P▼ ✐♠♣♦s❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥❡✇ ❛✉t❤❞❛t❛✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦♦❧s ❧✐❦❡ ❚P▼✴❏ ❬❙❛r❪ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ s♦❢t✇❛r❡✲❧❡✈❡❧ ❆P■s ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❦❡②s t♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❚P▼❀ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②s t♦ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✐s ✐ts ❦❡② t❛❜❧❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ st♦r❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
❦❡②s ❛♥❞ ♦t❤❡r s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✐♥ ✐ts s❤✐❡❧❞❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❦❡② t❛✲
❜❧❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐s❤♦♥❡st ❦❡②s✱ ✐✳❡✳ ❦❡②s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❦♥♦✇s t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❤♦♥❡st ❦❡②s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❦❡②s ♠❛② ❛❧s♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❦❡②s ❤❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t ❛✉t❤❞❛t❛✱ ❛s t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ♠❛②
❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✉s❡r ❝❤♦s❡♥ ♣❛ss✇♦r❞s✳ ❖✉r ✜rst ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ✉s❡ ❛ ❜✐♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠✲
❜♦❧ handle(auth, sk) t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❤❛♥❞❧❡ t♦ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② sk ✇✐t❤ ❛✉t❤❞❛t❛ auth✳ ❲❡ ✉s❡
♣r✐✈❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✱ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡
❚P▼ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ❢r♦♠ ❛ ❤❛♥❞❧❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧s ❛
❧♦♦❦✉♣ ✐♥ t❤❡ ❦❡② t❛❜❧❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❤❛♥❞❧❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐ts ❛✉t❤❞❛t❛ ❛♥❞
♣r✐✈❛t❡ ❦❡②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ Pr♦❱❡r✐❢ ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ s♦♠❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ♦✉t♣✉ts ❛ ❢❛❧s❡ ❛tt❛❝❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡
❛tt❛❝❦❡r ❦♥♦✇s t✇♦ ❤❛♥❞❧❡s handle(auth1, sk) ❛♥❞ handle(auth2, sk) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦✈❡r
t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❛✉t❤❞❛t❛ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡ s❡❝r❡t ❦❡② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ ❛
s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ s❡❡❞ ❀
t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ✐s ♥♦✇ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② ♣r✐✈❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ hsk

❤❡r❡❛❢t❡r✮ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s❡❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ handle(auth1, s) ❛♥❞ handle(auth2, s)
✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣♦✐♥t t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐✈❛t❡ ❦❡②s✱ ♥❛♠❡❧② hsk(auth1, s) ❛♥❞ hsk(auth2, s)✳ ❚❤✐s
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢❛❧s❡ ❛tt❛❝❦s✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞✿ ❛ ✉s❡r
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛ ❚P▼ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♣r♦❝❡ss ✭❡✳❣✳ User❴CertifyKey✮ ♠♦❞❡❧s ❛♥ ❤♦♥❡st
✉s❡r ✇❤♦ ♠❛❦❡s ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❚P▼ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❚P▼ ♣r♦❝❡ss ✭❡✳❣✳ TPM❴CertifyKey✮ ♠♦❞❡❧s
t❤❡ ❚P▼ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♣r♦❝❡ss ✜rst t❛❦❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡s ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦
s❝❤❡❞✉❧❡ ❤♦♥❡st ✉s❡r ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇❛② ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ❤✐♠s❡❧❢ t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦❡②s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t✱ ✐♥❥❡❝t ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② ❝♦♠♠❛♥❞s s❡♥t
❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❚P▼✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s s❡♥t ❜② t❤❡ ❚P▼✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❛❧❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✇❤❛t t❤❡ ❚P▼ ❞❡s✐❣♥❡rs ❤❛❞ ✐♥ ♠✐♥❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱
♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❍▼❆❈s ❦❡②❡❞ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛✉t❤❞❛t❛✱ ♥♦r t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇
❛✉t❤❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ❚❤❡ ❚P▼ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❛✐❧ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❧② ✇❤✐❝❤ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡
❤✐♥ts✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❚❈●✵✼✱ P❛rt ■✱ ♣✳✻✵❪ st❛t❡s t❤❛t✿ ✏❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡



✹✻ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

♣r♦t♦❝♦❧s ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉t❤❡♥t✐❝❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t r❡♣❧❛② ❛♥❞ ♠❛♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦s✳✧ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦r♠❛❧✐s❡ t❤❡s❡ s❡❝✉r✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ■❢ t❤❡ ❚P▼ ❤❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠❛♥❞✱ t❤❡♥ ❛ ✉s❡r ✐♥ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❛✉t❤❞❛t❛ ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡q✉❡st❡❞ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✳

✷✳ ■❢ ❛ ✉s❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❚P▼ ❤❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠❛♥❞✱ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡
❚P▼ r❡❛❧❧② ❤❛s ❡①❡❝✉t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✱ ♦r ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ✐♥ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❛✉t❤❞❛t❛✳

❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ❡①♣r❡ss❡s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡r ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❛♥❞ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡
❛✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ ❍▼❆❈s t❤❛t ❛❝❝♦♠♣❛♥② t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❡①♣r❡ss❡s ❛✉t❤❡♥✲
t✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P▼✱ ❛♥❞ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❍▼❆❈s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❚P▼ ✇✐t❤ ✐ts ❛♥s✇❡r✳
❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❚P▼ ❝❡rt❛✐♥❧② ❛✐♠s ❛t ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍▼❆❈ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✹✳✷✳✸ ❆♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❚P▼ ✇✐t❤ Pr♦❱❡r✐❢

❆❧❧ t❤❡ ✜❧❡s ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❧✐♥❡ ❛t✿

❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧s✈✳❡♥s✲❝❛❝❤❛♥✳❢r✴⑦❞❡❧❛✉♥❡✴❚P▼✴

❖✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❛s t♦ ✜rst st✉❞② s♦♠❡ ❝♦r❡ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞s ✐♥ ✐s♦✲
❧❛t✐♦♥ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ✜①❡s
❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞s ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡②✱ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡②✱ ❚P▼❴▲♦❛❞❑❡②✷✱ ❛♥❞ ❚P▼❴❯♥❇✐♥❞ t♦✲
❣❡t❤❡r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜①❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s✿

∙ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ❧♦❛❞ ❤✐s ♦✇♥ ❦❡②s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚P▼✱ ❛♥❞

∙ ❛♥ ❤♦♥❡st ✉s❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②s✳

■♥ ❛ ✜rst s❡r✐❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ✐♥ ✐s♦❧❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡②✳ ▲❛st❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡②✱ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡②✱ ❚P▼❴▲♦❛❞❑❡②✷✱
❛♥❞ ❚P▼❴❯♥❇✐♥❞ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉♥❞❡r
t❡st ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❦❡②s
❧♦❛❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚P▼✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ t✇♦ ❤❛♥❞❧❡s handle(auth1, sk1)
❛♥❞ handle(auth2, sk2)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡ handle(auth1, sk1)✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② pk(sk1)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡② sk1✱ ♥♦r
t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛ auth1 r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❦❡② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❤✐s ♦✇♥ ❦❡② ❧♦❛❞❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳

Pr♦❱❡r✐❢ ❞✐s❝♦✈❡rs ❛♥ ❛tt❛❝❦✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ t❤❛t
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t✇♦ ❦❡②s✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s✇❛♣

http://www.lsv.ens-cachan.fr/~delaune/TPM/


❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✹✼

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❦❡②s✿ ❤❡ s✇❛♣s t❤❡ t✇♦ ❍▼❆❈s✱ t❤❡ t✇♦ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
♥♦♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❚P▼ ✇✐❧❧ ♦✉t♣✉t t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡
cert(sk2, pk(sk1)) ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✉s❡r ❛s❦❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ cert(sk1, pk(sk2))✳

❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ s✇❛♣ ♦♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❚P▼✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥
♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ✈❛❧✐❞ ❍▼❆❈s t♦ t❤❡ ✉s❡r ✇❤♦ ✇✐❧❧ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ✇r♦♥❣ ❝❡rt✐✜❝❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ❝❤♦♦s❡s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ checkcert ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡♥ t❤✐s ❛tt❛❝❦ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦r❡
❛♥❞ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✳

■♥✐t✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❈❤❛r❧✐❡✿ handle(auth1, sk1)✱ handle(auth2, sk2)✳

❚r❛❝❡✿ ❈❤❛r❧✐❡ s✇❛♣s t❤❡ t✇♦ ❛✉t❤♦r✐s❛t✐♦♥ ❍▼❆❈s✱ ❛♥❞ s✇❛♣s t❤❡ t✇♦ r❡s♣♦♥s❡ ❍▼❆❈s✳

❯❙❊❘ → ❚P▼ ✿ r❡q✉❡st t♦ ♦♣❡♥ t✇♦ ❖■❆P s❡ss✐♦♥s
❚P▼ → ❯❙❊❘ ✿ ne1✱ ne2

❯❙❊❘ r❡q✉❡sts ❦❡② ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ cert(sk1, pk(sk2))

❯❙❊❘ → ❈❤❛r❧✐❡ ✿ n✱ no1✱ no2✱
hmac(auth1, ⟨cfk, n, ne1, no1⟩)✱hmac(auth2, ⟨cfk, n, ne2, no2⟩)

❈❤❛r❧✐❡ → ❚P▼ ✿ n✱ no2✱ no1✱
hmac(auth2, ⟨cfk, n, ne2, no2⟩)✱hmac(auth1, ⟨cfk, n, ne1, no1⟩)

❚P▼ → ❈❤❛r❧✐❡ ✿ ne′1✱ ne
′
2✱ cert(sk2, pk(sk1))✱

hmac(auth2, ⟨cfk, n, ne
′
1, no2⟩)✱ hmac(auth1, ⟨cfk, n, ne

′
2, no1⟩)

❈❤❛r❧✐❡ → ❯❙❊❘ ✿ ne′2✱ ne
′
1✱ cert(sk2, pk(sk1))✱

hmac(auth1, ⟨cfk, n, ne
′
2, no1⟩)✱ hmac(auth2, ⟨cfk, n, ne

′
1, no2⟩)

❯❙❊❘ ❝❤❡❝❦s t❤❡ ❍▼❆❈s ❛♥❞ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ cert(sk2, pk(sk1))✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆tt❛❝❦ tr❛❝❡ ❢♦r ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✳

❲❡ ♣❛t❝❤ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛❣s ❢♦r t❤❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❍▼❆❈s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t cfk ✇✐t❤ cfk1 ✭r❡s♣✳ cfk2✮ ✐♥ t❤❡
✜rst ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞✮ ❍▼❆❈ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❚P▼✳
❚❤❡ ❛tt❛❝❦s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♦✉r ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛♥❞ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢②
t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❆s ❛ ❢✉rt❤❡r st❡♣ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❦❡② ❢♦r ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ❦❡② sk ′2 ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ❛s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❦❡② ♦❢ ❆❧✐❝❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦❛❞❡❞ ♦♥t♦
t❤❡ ❚P▼✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t handle(auth1, sk1)✱ handle(auth2, sk2)✱ ❛♥❞
handle(auth2, sk

′
2) ❛r❡ t❡r♠s ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❈❤❛r❧✐❡✳ Pr♦❱❡r✐❢ ❞✐s❝♦✈❡rs ❛♥♦t❤❡r

❛tt❛❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡ handle(auth2, sk2) ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❤♦♥❡st ✉s❡r ✐♥ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❤❛♥❞❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤❞❛t❛✱
✐✳❡✳ handle(auth2, sk

′
2)✳ ❚❤❡ ❚P▼ ✇✐❧❧ ❛♥s✇❡r ❜② s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ cert(sk1, pk(sk

′
2))

✐♥st❡❛❞ ♦❢ cert(sk1, pk(sk2))✳

❚❤✐s ❛tt❛❝❦ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❍▼❆❈ ✐s ♦♥❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❦❡② ✈✐❛ t❤❡
❛✉t❤❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t✇♦ ❦❡②s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤❞❛t❛✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s♦♠❡ ❝♦♥✲
❢✉s✐♦♥✳ ❆ ✇❛② t♦ ✜① t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❍▼❆❈✱ ❜✉t t❤❡
❚P▼ ❞❡s✐❣♥❡rs ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ ❞♦ t❤✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇❛♥t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ♠✐❞❞❧❡✇❛r❡ t♦ ✉♥❧♦❛❞



✹✽ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

❛♥❞ r❡❧♦❛❞ ❦❡②s ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❝❤❛♥❣❡ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡s✮ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❍▼❆❈s✳ ❆ ♠♦r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❛t ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚P▼✱ ✐s t♦ ❛❞❞ ✭t❤❡ ❞✐❣❡st ♦❢✮ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❍▼❆❈✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❍▼❆❈ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐s ♥♦✇ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
hmac(autℎ, ⟨cfk1, pk(sk), n, ne1, no1⟩)✳ ❚❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❍▼❆❈s✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛tt❛❝❦s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ t✇♦
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s ❤✐s ♦✇♥ ❦❡② ❧♦❛❞❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ❤❡ ❦♥♦✇s ❛ ❦❡② ❤❛♥❞❧❡ handle(authi, sk i) ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤❞❛t❛ authi t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❤✐♠ t♦
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ sk i t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❍❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② pk(sk i)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ sk i t❤❛t ✐s st♦r❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚P▼✳ ❲❡ r❡❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ❛tt❛❝❦ ♦❢ ❬●❘❙+✵✼❪✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❯❙❊❘ ❛♥❞
t❤❡ ❚P▼ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❚P▼ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ cert(sk1, pk(sk i)) t♦ ❛
✉s❡r t❤❛t ❤❛s r❡q✉❡st❡❞ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ cert(sk1, pk(sk2))✳

❚❤❡ ❛tt❛❝❦ ♦❢ ❬●❘❙+✵✼❪ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✉s❡r✬s
❍▼❆❈ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ✭♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❤✐s ♦✇♥ ❦❡②✮✳ ❚❤❡ ❚P▼ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡t❡❝t t❤✐s
❝❤❛♥❣❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❍▼❆❈s ✐s t❤❡ ♥♦♥❝❡ n ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✳
❚♦ ✜① t❤✐s✱ ✐t s❡❡♠s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ❡❛❝❤ ❍▼❆❈ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
t✇♦ ❦❡②s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡✳ ❙♦✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ❞✐❣❡st ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤
❍▼❆❈✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst ❍▼❆❈ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ✉s❡r ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

hmac(auth1, ⟨cfk1, pk(sk1), pk(sk2), n, ne1, no1⟩).

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ ❛s t❤❡ ❚P▼ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣t t✇♦ ❍▼❆❈s t❤❛t
r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②s✳

Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉s❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ r❡❛❧ ❛tt❛❝❦✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡② ❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡② ❝♦♠✲
♠❛♥❞ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❖❙❆P s❡ss✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✷ ❦❡②s ♣❛✐rs (sk1, pk(sk1)) ❛♥❞ (sk2, pk(sk2)) ❧♦❛❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚P▼ ❦♥♦✇♥
t♦ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❤✐s ♦✇♥ ❦❡② ❧♦❛❞❡❞ ♦♥t♦ t❤❡
❞❡✈✐❝❡✳

❋♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❦❡②✱ t❤✉s t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥✲
❢✉s✐♦♥ t❤❛t ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞
❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡②✳

❆s ❛ ✜rst st❡♣ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ❛❞❞ ❛♥♦t❤❡r ❦❡② ❢♦r ❆❧✐❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ❦❡② sk ′2 ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ❛s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❦❡② ♦❢ ❆❧✐❝❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦❛❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ❚P▼✳

❲❡ ❞✐s❝♦✈❡r ❛♥ ❛tt❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛s ❢♦r ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r
r❡♣❧❛❝❡s handle(auth2, sk2) ❜② handle(auth2, sk

′
2)✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ✉s❡r ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥

❛ ✇r❛♣ t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❛t t❤❡ ✇r❛♣ ❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ pk(sk ′2) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ pk(sk2) s✐♥❝❡ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss
t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✹✾

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❛ ✇❛② t♦ ✜① t❤✐s✱ ✐s t♦ ❛❞❞ pk(sk)
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❍▼❆❈✳ ❚❤❡♥ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡✈❡♥
✐❢ ✇❡ ❧♦❛❞ ❛ ❵❞✐s❤♦♥❡st✬ ❦❡② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚P▼✱ ✐✳❡✳ ❛ ❦❡② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❦♥♦✇s t❤❡
❛✉t❤❞❛t❛✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r s❝❡♥❛r✐♦✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✿

∙ ❚P▼❴❈❡rt✐❢②❑❡② ✭t❤❡ ♣❛t❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛tt❛❝❦s✮✱

∙ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡②✱ ❚P▼❴▲♦❛❞❑❡②✷✱ ❛♥❞ ❚P▼❴❯♥❇✐♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❍▼❆❈ ✭❛❣❛✐♥ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛tt❛❝❦s t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✮✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❤♦♥❡st ❦❡② ❛♥❞ ❛ ❞✐s❤♦♥❡st ❦❡② ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦❛❞❡❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❚P▼✳ ❯s✐♥❣ ❚P▼❴❈r❡❛t❡❲r❛♣❑❡② ❛♥❞ ❚P▼❴▲♦❛❞❑❡②✷✱ t❤❡ ❤♦♥❡st ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛t✲
t❛❝❦❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ♥❡✇ ❦❡②s ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② t✇♦
❦❡②s ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚P▼ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❤♦♥❡st ✉s❡r ✐s
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤❞❛t❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②s✳

Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
❛❜♦✈❡✱ ✐♥ ♦♥❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ t✇♦ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✱ P❑❈❙★✶✶ ❛♥❞
t❤❡ ❚P▼✳ ❇♦t❤ ❆P■s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ st❛t❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✐s❝♦✈❡r ❦♥♦✇♥ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞
s♦♠❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚P▼ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❣✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❚P▼ ✐s ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ s❡❝✉r✐t② ❆P■s r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❤✐❧❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❆P■s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❤❡♦r②
❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❆P■s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t♦♣✐❝s t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧♦r❡✳

▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ st♦r❛❣❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♠♦st s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✶

✐s t❤❛t s❡❝✉r✐t② ❆P■s r❡❧② ♦♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ s♦♠❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡rs✐st❡♥t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞
♦r ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❆P■✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❆P■ ❝♦♠♠❛♥❞s✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ st♦r❛❣❡ ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ ❦❡②s ✐♥ t❤❡ P❑❈❙★ ✶✶ st❛♥❞❛r❞✳ ❖♥❡ ♦❢
♦✉r ❛✐♠s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❛
❞❛t❛ st♦r❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❝❝❡ss✐♥❣ ✐t✳

✶❖♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❢❛✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬❆❙❲✾✼❪
✇❤❡r❡ ❛ tr✉st❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt② ♥❡❡❞s t♦ st♦r❡ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛
❝♦❤❡r❡♥t ✇❛②✳



✺✵ ❙❡❝✉r✐t② ❆P■s

❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✐❞❡❛❧ s②st❡♠s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ s❡❝✉r✐t② ❆P■ s❤♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❆P■s ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s
♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❆P■✳ ❖♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②
✭❯❈✮ ❬❈❛♥✵✶❪✳ ❯❈ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❛s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧②
s❡❝✉r❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✜♥❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦✇❛r❞s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛♥
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✉s❡ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✳ ❲❡
❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ♦✉r r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ ❯❈ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✷✹❪✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❞r✐✈❡ t♦ r❡❧❛t❡ s②♠❜♦❧✐❝
✭❛❦❛ ❉♦❧❡✈✲❨❛♦✮ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢s ❬❆❘✵✷✱ ✶✷✱ ❈❈✵✽❪ ✭s❡❡
❛❧s♦ ❈❤❛♣t❡r ✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❆P■ ♠❛② ❤❛✈❡
r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t
♠❛② ♥♦t s❛t✐s❢② str♦♥❣ s❡❝✉r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❡①✐st✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts✳
❲❡ ✇✐s❤ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t
♦❢ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡q✉❡sts t♦ t❤❡ ❆P■✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ♠❛② ❛❧s♦ ❜✉✐❧t ♦♥ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ❡✳❣✳
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❬❘❙✵✻❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ s❡❝✉r❡❧② ❡♥❝r②♣t
❦❡②s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡s✳



❈❍❆P❚❊❘ ✺

❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

♣r♦♣❡rt✐❡s

■♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣r✐✈❛❝② t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❡✲
✈♦t✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡ ✇❡r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t♦♦❧s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✭♦r tr②✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ♥♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✐s t❤❡ t♦♦❧ Pr♦❱❡r✐❢ ✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣
s♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❬❇❆❋✵✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Pr♦❱❡r✐❢ tr✐❡s t♦ ♣r♦✈❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥❡r t❤❛♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤
❛r✐s❡❞ ✐♥ ❡✲✈♦t✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s t♦♦ ✜♥❡✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❧② ♦♥ Pr♦❱❡r✐❢ t♦
♣r♦✈❡ ❧❡♠♠❛s ❛❜♦✉t st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r❛♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r✐❡s Pr♦❱❡r✐❢ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡✐t❤❡r ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❬❆❈✵✻❪ ❞✐❞ ❛♣♣❧②✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❣♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤r♦✉❣❤ ♣r✐✈❛❝② ✐♥
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥♦♥②♠✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ❬❉❏P✶✵✱ ❉❉❙✶✵✱
❆❋✵✹❪✱ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❬❈❉❊✵✺✱ ❇❛✉✵✺✱ ✷✼❪✱ str♦♥❣ ✢❛✈♦✉rs ♦❢
s❡❝r❡❝② ❬❇❧❛✵✹❪ ♦r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❆●✾✾✱ ❈❛♥✵✶✱ ❇P❲✵✼❪✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤r❡❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r
st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❬✷✸✱ ✻❪ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ➇✳ ❈✐♦❜â❝➔✬s P❤❉ t❤❡s✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❬✷✺✱ ✽❪ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✮✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣❛rt ♦❢ ❆✳ ▼❡r❝✐❡r✬s P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ❬✸✶✱ ✾❪
❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❛ s♦✉♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

✺✳✶ ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦rr❡❝t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐❢ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ r✐❣❤t ❛♥s✇❡r✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

✺✶



✺✷ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
ℰ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ℛℰ ✳ ❆s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐❝
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❡ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❬❆❈✵✻❪✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s
♥♦t ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❞♦❡s t❡r♠✐♥❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ s✉❜t❡r♠
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✭❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❬❆❈✵✻❪✮ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r t❤❡♦✲
r✐❡s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ tr❛♣❞♦♦r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣
❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣❛rt ♦❢ ➇✳ ❈✐♦❜â❝➔✬s P❤❉ t❤❡s✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❤❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❖✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❢❡✇ s❛t✉r❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

✺✳✶✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❜✐♥❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ⊳ ❛♥❞ ∼ ♦♥ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇r✐t❡ ✉s✐♥❣ ✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦✈❡r ❢r❛♠❡s ' ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ R⊳ t ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥❡✈❡r R ✐s ❛ r❡❝✐♣❡ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ t ✐♥ '

✷✳ U ∼ V ✇❤❡♥❡✈❡r (U =ℰ V )'

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✱ ✇r✐tt❡♥ ❤❡r❡ ❛s
[H ⇐ {L1, . . . , Ln}] ✭r❡❛❞ ❛s L1∧ . . .∧Ln ✐♠♣❧✐❡s H✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✭❢❛❝ts✮ ❆ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t ✭r❡s♣✳ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t✮ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞
[U⊳u⇐ Δ] ✭r❡s♣✳ [U ∼ V ⇐ Δ]✮ ✇❤❡r❡ Δ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ {X1⊳t1, . . . , Xn⊳tn}
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✿

∙ u, t1, . . . , tn ∈ T (ℱ ,N ,X ) ✇✐t❤ vars(u) ⊆ vars(t1, . . . , tn)❀

∙ U, V ∈ T (ℱ ,N ,X ) ❛♥❞ X1, . . . , Xn ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ✈❛r✐❛❜❧❡s❀

∙ vars(U, V,X1, . . . , Xn) ∩ vars(u, t1, . . . , tn) = ∅✳

❆ ❢❛❝t ✐s s♦❧✈❡❞ ✐❢ ti ∈ X ✭1 ≤ i ≤ k✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ✉♥s♦❧✈❡❞✳ ❆ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t ✐s
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ✉♥s♦❧✈❡❞ ♦r ✐❢ u ∕∈ X ✳

❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♦♠✐t ❝✉r❧② ❜r❛❝❡s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛♥❞ ✇r✐t❡ [U ⊳u⇐ X1⊳ t1, . . . , Xn⊳ tn]✳ ❲❤❡♥ n = 0 ✇❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ [U ⊳u] ♦r [U ∼ V ]✳

❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ❢❛❝ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✉♣ t♦ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♠♦❞✉❧♦
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ✉♥✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❞❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢❛❝ts ❛♥❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
✇✐❧❧ t❡st ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢❛❝ts✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❢❛❝ts t♦
❛✈♦✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❧❛s❤❡s✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ t ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❢❛❝ts F✳ ❆ t❡r♠ t
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❝✐♣❡ R ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❢❛❝ts F ✐❢ R⊳ t ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡❞ ❢❛❝ts
✐♥ F✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮ ▲❡t F ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts✳ ❆ t❡r♠
t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② F ✇✐t❤ r❡❝✐♣❡ R✱ ✇r✐tt❡♥ F ⊢R t✱ ✐❢



❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✺✸

✶✳ ❡✐t❤❡r t = x ∈ X ❛♥❞ R = x❀

✷✳ ♦r t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s♦❧✈❡❞ ❢❛❝t [R0 ⊳ t0 ⇐ X1 ⊳ x1, . . . , Xn ⊳ xn] ∈ F✱ s♦♠❡ t❡r♠s Ri

❢♦r 1 ≤ i ≤ n ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � ✇✐t❤ dom(�) ⊆ vars(t0) s✉❝❤ t❤❛t t = t0�✱
R = R0[X1 7→ R1, . . . , Xn 7→ Rn]✱ ❛♥❞ F ⊢Ri xi� ❢♦r ❡✈❡r② 1 ≤ i ≤ n✳

❆ t❡r♠ t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② F✱ ✇r✐tt❡♥ F ⊢ t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts R s✉❝❤ t❤❛t F ⊢R t✳

❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
F ⊢ t✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ r❡❝✐♣❡✳ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∣xi�∣ < ∣t∣ ❢♦r
❡✈❡r② 1 ≤ i ≤ n✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❢❛❝ts✿

[ w1 ⊳ enc(b, k) ] (f1)
[ b ⊳ b ] (f2)
[ enc(Y1, Y2) ⊳ enc(y1, y2) ⇐ Y1 ⊳ y1, Y2 ⊳ y2] (f3)

✇❤❡r❡ w1 ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✱ a, b, k ❛r❡ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ Y1, Y2, y1, y2 ❛r❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t enc(enc(b, k), b) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❝✐♣❡ enc(w1, b)✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s
❡❛s✐❧② ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ f3 ✇✐t❤ f1 ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② f2✳

●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts E ❛♥❞ t❡r♠sM,N ✱ ✇❡ ✇r✐t❡ E ∣=M ∼ N ✐❢M ∼ N
✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜rst ♦r❞❡r t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✱ ♦❢

{U� ∼ V � ∣ [U ∼ V ⇐ X1 ⊳ x1, . . . , Xk ⊳ xk] ∈ E} ✇❤❡r❡ � = {Xi 7→ xi}1≤i≤k✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t xi = xj ❢♦r i ∕= j ✭✇❤❡r❡❛s Xi ∕= Xj✮✳

✺✳✶✳✷ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t f ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛ s♦❧✈❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t
[R⊳ t⇐ X1⊳x1, . . . , Xk⊳xk] ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ♦❝❝✉rs ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛♥❞
❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ✐♥ t✳ ❯♥s♦❧✈❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts ❛r❡ ❦❡♣t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐s
✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♦❧✈❡❞ ❢❛❝ts ✇❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❆ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✐s ❛ t✉♣❧❡ (F,E) ✇❤❡r❡ F ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts
t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ E ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ✭✉♣❞❛t❡✮ ●✐✈❡♥ ❛ ❢❛❝t f = [R⊳t⇐ X1⊳t1, . . . , Xn⊳tn] ❛♥❞ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❜❛s❡ (F,E)✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ (F,E) ❜② f✱ ✇r✐tt❡♥ (F,E)⊕ f✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

⎧
⎨
⎩

(F ∪ {f ′},E) ✐❢ f ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ F ∕⊢ t ✉s❡❢✉❧ ❢❛❝t

✇❤❡r❡ f ′ ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ f

(F,E ∪ {[R′ ∼ R�]}) ✐❢ f ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ F ⊢ t r❡❞✉♥❞❛♥t ❢❛❝t

✇❤❡r❡ F ⊢R
′

t ❛♥❞ � = {X1 7→ t1, . . . , Xn 7→ tn}

(F ∪ {f},E) ✐❢ f ✐s ♥♦t s♦❧✈❡❞ ✉♥s♦❧✈❡❞ ❢❛❝t



✺✹ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣❡ R′ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❢❛❝t ❝❛s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐t ♠✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐ts
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❜② ❛
✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞✴♦r ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ ❢❛❝t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳ ❋❛❝ts t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❢❛❝t ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
❢❛❝t✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❞❞ ❢❛❝ts t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
s♦♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■❢ F ∕⊢ t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ❢❛❝t ❝❧❡❛r❧② ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✇ ❢❛❝t ✐s ✉♥s♦❧✈❡❞✱ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞
❛♥②✇❛② ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠✐❣❤t ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ❧❛t❡r ♦♥✮✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✇ ❢❛❝t ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ F ⊢ t✱ t❤❡♥
t❤✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ t❡r♠s✱ ❜✉t ✐t ♠✐❣❤t
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ r❡❝✐♣❡ ❢♦r t❡r♠s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❞❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t
✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥st❡❛❞✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ r❡❝✐♣❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t F ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts

[ w1 ⊳ enc(b, k) ] (f1)
[ b ⊳ b ] (f2)
[ enc(Y1, Y2) ⊳ enc(y1, y2) ⇐ Y1 ⊳ y1, Y2 ⊳ y2] (f3)

❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t E ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ t❤❛t enc(enc(b, k), b) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② F ✇✐t❤ r❡❝✐♣❡ enc(w1, b)✳
❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❜② [w2⊳enc(enc(b, k), b)] ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡t ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t enc(enc(b, k), b) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛ ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t [w2 ∼ enc(w1, b)] ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢r❛♠❡ ' = �ñ.{w1 7→ t1, . . . , wn 7→ tn}✱ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ st❛rts ❢r♦♠
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ' ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Init(') = (∅, ∅)⊕
1≤i≤n [wi ⊳ ti]⊕
n∈fn(') [n⊳ n]⊕
f∈ℱ [f(X1, . . . , Xk)⊳ f(x1, . . . , xk)⇐ X1 ⊳ x1, . . .⊳Xk ⊳ xk]

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✸ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❛❧❧❡❛❜❧❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥

ℰmal = {dec(enc(x, y), y) = x,mal(enc(x, y), z) = enc(z, y)}.

❚❤✐s ♠❛❧❧❡❛❜❧❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❧❛✐♥t❡①t ♦❢ ❛♥
❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ❝❡rt❛✐♥❧② ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❜✉t ✐t ②✐❡❧❞s
❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❡❧❧ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ❢❛✐❧ ♦♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ℛℰmal

♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♦r✐❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳



❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✺✺

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢r❛♠❡ ' = �a, k.{w1 7→ enc(b, k)}✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ Init(') ✐s ♠❛❞❡
✉♣ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts✿

[ w1 ⊳ enc(b, k) ] (f1)
[ b ⊳ b ] (f2)
[ enc(Y1, Y2) ⊳ enc(y1, y2) ⇐ Y1 ⊳ y1, Y2 ⊳ y2] (f3)
[ dec(Y1, Y2) ⊳ dec(y1, y2) ⇐ Y1 ⊳ y1, Y2 ⊳ y2] (f4)
[ mal(Y1, Y2) ⊳ mal(y1, y2) ⇐ Y1 ⊳ y1, Y2 ⊳ y2] (f5)

❙❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦✉r s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡

✶✳ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✈❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝ts ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②❀

✷✳ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✈❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts ✇❤♦s❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤♦❧❞✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❛t✉r❛t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ Init(') ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ◆❛rr♦✇✐♥❣ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛♣♣❧②
❛ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ ♦♥ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s r✉❧❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❡t r✐❞
♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ t❡r♠s
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ♠✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥s♦❧✈❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❋✲❙♦❧✈✐♥❣ ✐s t❤❡♥
✉s❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ✉♥s♦❧✈❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t✳ ❯♥✐❢②✐♥❣ ❛♥❞
❊✲❙♦❧✈✐♥❣ ❛❞❞ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts ✇❤✐❝❤ r❡♠❡♠❜❡r ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝✐♣❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠
❡①✐st✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛② ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡
✭t❤❡ ⊕ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ ❢❛❝t t♦ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✐s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✳

❲❡ ✇r✐t❡ =⇒∗ ❢♦r t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ =⇒✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✹ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✸✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ❝❛♥
❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ◆❛rr♦✇✐♥❣ ♦♥ ❢❛❝t f4 ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ dec(enc(x, y), y) → x✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥
❢❛❝t f5 ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ mal(enc(x, y), z)→ enc(z, y) ❛❞❞✐♥❣ ❢❛❝ts

[dec(Y1, Y2) ⊳ x ⇐ Y1 ⊳ enc(x, y), Y2 ⊳ y] (f6)
[mal(Y1, Y2) ⊳ enc(z, y) ⇐ Y1 ⊳ enc(x, y), Y2 ⊳ z] (f7)

❚❤❡ ❢❛❝ts f6 ❛♥❞ f7 ❛r❡ ♥♦t s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❋✲❙♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ f1 ❛❞❞✐♥❣ t❤❡
❢❛❝ts✿

[dec(w1, Y2) ⊳ b ⇐ Y2 ⊳ k] (f8)
[mal(w1, Y2) ⊳ enc(z, k) ⇐ Y2 ⊳ z] (f9)

❘✉❧❡ ❯♥✐❢②✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❢❛❝ts f1/f3✱ f3/f9 ❛s ✇❡❧❧ ❛s f1/f9 t♦ ❛❞❞ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝ts✳
❚❤✐s t❤✐r❞ ❝❛s❡ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ f10 = [w1 ∼ mal(w1, Y2) ⇐ Y2 ⊳ b] ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ✭✉s✐♥❣ ❊✲❙♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ f2✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ f11 = [w1 ∼ mal(w1, b)]✱ ❡t❝✳ ❲❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛
✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ f9✱ f11 ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝ts ✐♥ Init(') ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡❞ ❢❛❝ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳

❲❡ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳



✺✻ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

◆❛rr♦✇✐♥❣

f = [M ⊳ C[t] ⇐ X1 ⊳ x1, . . . , Xk ⊳ xk] ∈ F, l→ r ∈ ℛℰ

✇✐t❤ t ∕∈ X ✱ � = mgu(l, t) ❛♥❞ vars(f) ∩ vars(l) = ∅.

(F,E) =⇒ (F,E)⊕ f0

✇❤❡r❡ f0 = [M ⊳ (C[r])� ⇐ X1 ⊳ x1�, . . . ,Xk ⊳ xk�]✳

❋✲❙♦❧✈✐♥❣

f1 = [M ⊳ t ⇐ X ⊳ u,X1 ⊳ t1, . . . , Xk ⊳ tk], f2 = [N ⊳ s ⇐ Y1 ⊳ y1, . . . , Yℓ ⊳ yℓ] ∈ F

✇✐t❤ u ∕∈ X ✱ � = mgu(s, u) ❛♥❞ vars(f1) ∩ vars(f2) = ∅✳

(F,E) =⇒ (F,E)⊕ f0

✇❤❡r❡ f0 = [M{X 7→ N}⊳ t� ⇐ {Xi ⊳ ti�}1≤i≤k ∪ {Yi ⊳ yi�}1≤i≤ℓ]✳

❯♥✐❢②✐♥❣

f1 = [M ⊳ t ⇐ X1 ⊳ x1, . . . , Xk ⊳ xk], f2 = [N ⊳ s ⇐ Y1 ⊳ y1, . . . , Yℓ ⊳ yℓ] ∈ F

✇✐t❤ � = mgu(s, t) ❛♥❞ vars(f1) ∩ vars(f2) = ∅✳

(F,E) =⇒ (F,E ∪ {f0})

✇❤❡r❡ f0 = [M ∼ N ⇐ {Xi ⊳ xi�}1≤i≤k ∪ {Yi ⊳ yi�}1≤i≤ℓ]✳

❊✲❙♦❧✈✐♥❣

f1 = [U ∼ V ⇐ Y ⊳ s,X1 ⊳ t1, . . . , Xk ⊳ tk] ∈ E, f2 = [M ⊳ t⇐ Y1 ⊳ y1, . . . , Yℓ ⊳ yℓ} ∈ F

✇✐t❤ s ∕∈ X ✱ � = mgu(s, t) ❛♥❞ vars(f1) ∩ vars(f2) = ∅✳

(F,E) =⇒ (F,E ∪ {f0})

✇❤❡r❡ f0 = [U{Y 7→M} ∼ V {Y 7→M} ⇐ {Xi ⊳ ti�}1≤i≤k ∪ {Yi ⊳ yi�}1≤i≤ℓ]✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ r✉❧❡s

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶ ✭s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮ ▲❡t ' ❜❡ ❛ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ (F,E) ❜❡ ❛ s❛t✉✲
r❛t❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ s✉❝❤ t❤❛t Init(') =⇒∗ (F,E)✳ ▲❡t t ∈ T (ℱ ,N ) ❛♥❞ F+ = F ∪ {[n ⊳
n] ∣ n ∈ fn(t)∖ bn(')}✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

✶✳ ❋♦r ❛❧❧ M ∈ T (ℱ ,N ∪ dom(')) s✉❝❤ t❤❛t fn(M) ∩ bn(') = ∅✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

M' =ℰ t⇔ ∃N, E ∣=M ∼ N ❛♥❞ F+ ⊢N t↓ℛℰ

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ M,N ∈ T (ℱ ,N ∪ dom(')) s✉❝❤ t❤❛t fn(M,N) ∩ bn(') = ∅✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(M =ℰ N)' ⇔ E ∣=M ∼ N.

✺✳✶✳✸ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

▲❡t '1 ❛♥❞ '2 ❜❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ '1 ∼ℰ '2 r✉♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❆♣♣❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✮ t✇♦ s❛t✉r❛t❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡s
(Fi,Ei)✱ i = 1, 2 s✉❝❤ t❤❛t Init('i) =⇒

∗ (Fi,Ei)✱ i = 1, 2✳

✷✳ ❋♦r {i, j} = {1, 2}✱ ❢♦r ❡✈❡r② s♦❧✈❡❞ ❢❛❝t [M ∼ N ⇐ X1 ⊳ x1, . . . , Xk ⊳ xk] ✐♥ Ei✱
❝❤❡❝❦ ✐❢ (M� =ℰ N�)'j ✇❤❡r❡ � = {X1 7→ x1, . . . , Xk 7→ xk}✳

✸✳ ■❢ s♦ r❡t✉r♥ ②❡s❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥ ♥♦✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s ♥❡❛r❧② ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳



❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✺✼

✺✳✶✳✹ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❆s ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✺ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r✉❧❡ f(g(x))→
g(ℎ(x)) ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡ � = �a.{w1 7→ g(a)}✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Init(') ⊇ {[w1 ⊳ g(a)], [f(X)⊳ f(x)⇐ X ⊳ x]}.

❇② ◆❛rr♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡ ❢❛❝t f1 = [f(X) ⊳ g(ℎ(x)) ⇐ X ⊳ g(x)]✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
❛♣♣❧② ❋✲❙♦❧✈✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ ✐ts ❤②♣♦t❤❡s✐s X ⊳ g(x) ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t [w1⊳ g(a)] ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡❞
❢❛❝t [f(w1) ⊳ g(ℎ(a))]✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❋✲❙♦❧✈✐♥❣ ♦♥ f1 ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢❛❝t✱
✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ s♦❧✈❡❞ ❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [f(. . . f(w1) . . .) ⊳ g(ℎ(. . . ℎ(a) . . .))].
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ℎ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡st❡❞ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇❤❡♥ ✐t ♦❝❝✉rs ✉♥❞❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ g✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ s✉❜t❡r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❬❆❈✵✻❪✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s✿ ♠❛❧❧❡❛❜❧❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✭❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✹✮✱ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r tr❛♣✲❞♦♦r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✭ℰtd✮ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬✶✸❪✱ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❜❧✐♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ✭ℰblind✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✜rst ✐♥ ❬✸✼❪ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❆❈✵✻❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥
✭ℰadd✮ ❛♥❞ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✭ℰhom✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❆❈✵✻❪✳ ❲❡ ♠❛②
♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ❢❛✐r✳

✺✳✶✳✺ ❚❤❡ ❑✐❙s t♦♦❧

❆ ❈✰✰ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡❑✐❙s ✭❑♥♦✇❧❡❞❣❡
✐♥ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✮ t♦♦❧ ❬❈✐♦✵✾❪✳

❚❤❡ t♦♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢❛✐r s❛t✉r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡
t❤❡♦r② ℰhom✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ t♦♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✶❪✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢♦r s✉❜t❡r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ℰblind✱ ℰmal ❛♥❞ ℰtd✳

✺✳✶✳✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❙❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs st✉❞② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❆❈✵✻✱ ❈❉✵✼❪✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧t
✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❆❈❉✵✼❪✿ ✐❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s✳

❚❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞❧❡s s✉❜t❡r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❬❆❈✵✻❪ ❛♥❞ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t ✐s ❡♥❝♦♠♣❛ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳ ❬❇❈❉✵✾❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs



✺✽ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇♦r❦s ❢♦r ❛♥② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤
♠❛② ❢❛✐❧ ♦r ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❨❆P❆ t♦♦❧ ❬❇❛✉✵✽❪
❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s ✭❡✳❣✳ s✉❜t❡r♠ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❜❧✐♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝✐❜❧❡
t❡r♠s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✮✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢❛✐❧s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ tr❛♣❞♦♦r ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts✳ ❖✉r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❞✉❝✐❜❧❡ t❡r♠s ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡r♠s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛♥② ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❑✐❙s t♦♦❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ❨❆P❆ t♦♦❧ ❬❇❛✉✵✽✱ ❇❈❉✵✾❪ ❛♥❞ ♦♥ ♠♦st ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ t♦♦❧ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥
❛ s❡❝♦♥❞✳ ■♥ ❬❇❈❉✵✾❪ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥tr✐✈❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ ❨❆P❆✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❨❆P❆ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❉❆● r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ r❡❝✐♣❡s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❑✐❙s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❑✐❙s ✐♥❞❡❡❞ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ♦♥
t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❬❇❈❉✵✾❪ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❨❆P❆ t❡r♠✐♥❛t❡s
✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✇❤❡t❤❡r ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ ❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦✲
r✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇❈❉✵✾❪✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇❈❉✵✾❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r t♦♦❧ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ t❤❡
t❤❡♦r✐❡s ℰmal ❛♥❞ ℰtd ✇❤❡r❡❛s ❨❆P❆ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❨❆P❆ ♠❛② ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ♦♥
❡①❛♠♣❧❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❧❛ss ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ❬❇❈❉✵✾❪✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❨❆P❆ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢
♦✉r ✇♦r❦✱ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ tr❛♣❞♦♦r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛♥❞ t❤❛t ♦❢
r❡❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇❇❘❈✵✾❪✳

❆♥♦t❤❡r t♦♦❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s Pr♦❱❡r✐❢ ❬❇❧❛✵✶✱ ❇❆❋✵✺❪✳
❚❤✐s t♦♦❧ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ✈❛r✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✉♥❞❡r ❛❝t✐✈❡
❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t♦♦❧ ♣❡r❢♦r♠s s♦♠❡
s❛❢❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✺✳✷ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❖✉r ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥✲
❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆❈❉✵✼❪✳ ❲❡ ❤❡r❡ ❡①❤✐❜✐t ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s
❛❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②♠❜♦❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ✈❛❧✈❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
r❡❞✉❝❡ ❛ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦❞✉❧♦ s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r st❛t✐❝
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠♦❞✉❧♦ s✐♠♣❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧t ♦♥
❛ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ❜✐❧✐♥❡❛r ♣❛✐r✐♥❣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt ♦❢ ❆✳ ▼❡r❝✐❡r✬s P❤❉ t❤❡s✐s ❛♥❞ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✺✱ ✽❪✳

✺✳✷✳✶ ❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

❲❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s ❜② ❛ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦
❞✐st✐♥❝t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s G1 ❛♥❞ G2 ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ e ♠❛♣♣✐♥❣ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
G1 t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ G2✳ ❆ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❡tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞



❘❡❞✉❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✺✾

✐♥ ❬❇❋✵✶❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♣❛✐r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠❛♣s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❣r♦✉♣ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

e : G1 ×G1 → G2

e(ag1, bg2) = e(g1, g2)
ab

■♥ s♦♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❡✳❣✳ ❬❏♦✉✵✵❪✱ ♦♥❡ ❤❛s ✐♥ ❢❛❝t g1 = g2✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ G1✱ ❡✳❣✳ ✇❡ ✇r✐t❡ exp1(x) ❢♦r ❜♦t❤ xg1 ❛♥❞ xg2✳

▲❡t Sbp ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦rts {R,G1, G2}✱ R ✐s t❤❡ s♦rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❝❤♦s❡♥
❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ Gi✱ ❛♥❞ G1 ✭r❡s♣✳ G2✮ ❛r❡ t❤❡ s♦rts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s G1

✭r❡s♣✳ G2✮✳ ▲❡t ℱbp ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s✿

+, ⋅ : R×R→ R ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts
− : R→ R ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts

0R, 1R : R ❝♦♥st❛♥t ❡①♣♦♥❡♥ts
expi : R→ Gi i ∈ {1, 2} ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥
∗i : Gi ×Gi → Gi i ∈ {1, 2} ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ Gi

e : G1 ×G1 → G2 ♣❛✐r✐♥❣

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
ℰbp✳

x+ y = y + x 0R + x = x
(x+ y) + z = x+ (y + z) x+ (−x) = 0R

x ⋅ y = y ⋅ x x ⋅ (y + z) = (x ⋅ y) + (x ⋅ z)
(x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅ (y ⋅ z) 1R ⋅ x = x

expi(x) ∗i expi(y) = expi(x+ y) i ∈ {1, 2}
e(exp1(x), exp1(y)) = exp2(x ⋅ y)

❚❤✐s s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② r❡♣r❡s❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s Gi✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ e r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛✐r✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✻ ❇✐❧✐♥❡❛r ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❏♦✉① ♣r♦t♦❝♦❧ ❬❏♦✉✵✵❪✱ ❛ t❤r❡❡
♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥❛❧
❇✐❧✐♥❡❛r ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❇❉❍✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t✐❝
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

�a, b, c, r.{x1 7→ exp1(a), x2 7→ exp1(b), x3 7→ exp1(c), y1 7→ exp2(a ⋅ b ⋅ c)}
∼ℰbp

�a, b, c, r.{x1 7→ exp1(a), x2 7→ exp1(b), x3 7→ exp1(c), y1 7→ exp2(r)}

✺✳✷✳✷ ❱❛❧✈❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥s s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛
✈❛❧✈❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛s ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛♠❡✱ ❛ ✈❛❧✈❡ f ✐s ❛ s②♠❜♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❣♦
✐♥t♦ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❣♦ ❜❛❝❦✳ ▼♦r❡ ❡①❛❝t❧②✱ ❛ ✈❛❧✈❡ f t❛❦❡s
❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ s♦rts s1, . . . , sk✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s♦rt s✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ t❡r♠ ♦❢ s♦rt si ❤❛s
❛ s✉❜t❡r♠ ♦❢ s♦rt s✳

❲❡ ❜♦rr♦✇ ❤❡r❡ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ♥♦t✐♦♥s ❢r♦♠ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳



✻✵ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹ ✭❙✐❣♥❛t✉r❡ ❣r❛♣❤✮ ▲❡t (S,ℱ) ❜❡ ❛ s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ G(S,ℱ)

✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❣r❛♣❤ (V,E) ✇❤❡r❡ V = S ❛♥❞ E ⊆ V × V × ℱ ✳ ❲❡ ✇r✐t❡ r
f
−→ s

❢♦r (r, s, f) ∈ E ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t arity(f) = s1 × . . .× sk → s ❛♥❞ si = r ❢♦r s♦♠❡ i✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❣❡s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

❡❞❣❡s r
f
−→ s ❛♥❞ r′

f ′

−→ s′ ✇❡ ❤❛✈❡ s = r′✳ ❲❤❡♥ S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ s❡ts ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇❡ s❛② t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ S1 t♦ S2 ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐st s1 ∈ S1✱ s2 ∈ S2 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤
❢r♦♠ s1 t♦ s2✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺ ✭✈❛❧✈❡✮ ❆ s②♠❜♦❧ f ♦❢ ❛r✐t② s1 × . . .× sk → s ✐s ❛ ✈❛❧✈❡ ✐✛

✶✳ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛t❤ � ❢r♦♠ {s1, . . . , sk} t♦ {s} ✐♥ G(S,ℱ) t❤❡r❡ ✐s ❛ j✱ 1 ≤ j ≤ k✱ s✉❝❤

t❤❛t � ❝♦♥t❛✐♥s sj
f
−→ s❀

✷✳ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ ❢r♦♠ {s} t♦ {s1, . . . , sk}✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ f ✐s ❛ ✈❛❧✈❡ ✐✛ ❡✈❡r② ♣❛t❤ ❢r♦♠ {s1, . . . , sk} t♦ {s} ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ f ✳
❲❤❡♥ f ♦❢ ❛r✐t② s1× . . .× sk → s ✐s ❛ ✈❛❧✈❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t f ✐s ❛ ✈❛❧✈❡ ❢r♦♠ {s1, . . . , sk}
t♦ s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✼ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ (Sbp,ℱbp) ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❣r❛♣❤ G(Sbp,ℱbp) ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡

s②♠❜♦❧ e ✐s ❛ ✈❛❧✈❡ ❢r♦♠ {G1} t♦ {G2} ❛s G1
e
−→ G2 ❧✐❡s ♦♥ ❡✈❡r② ♣❛t❤ ❢r♦♠ {G1} t♦ {G2}✱

❛♥❞ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣❛t❤ ❧❡❛❞s ❢r♦♠ {G2} t♦ {G1}✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t exp1 ✐s ❛ ✈❛❧✈❡ ❢r♦♠ {R} t♦

{G1}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ exp2 ✐s ♥♦t ❛ ✈❛❧✈❡ ❢r♦♠ {R} t♦ {G2} ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ R
exp1
−−−→ G1, G1

e
−→ G2

✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ {R} t♦ {G2} ♥♦t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ exp2✳

R

G1

G2

exp
1

exp
2

⋅+−

∗1

e

∗2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❣r❛♣❤ G(Sbp,ℱbp)✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻ ✭r❡❞✉❝✐❜❧❡✮ ▲❡t f ❜❡ ❛ ✈❛❧✈❡ ♦❢ ❛r✐t② s1 × . . . × sk → s✳ ❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ℰ ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r f ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② n ≥ 0 ❛♥❞ s♦rts r1, . . . , rn ∈ {s1, . . . , sk} t❤❡r❡
❡①✐st m ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥t❡①ts T1[x1, . . . , xn], . . . , Tm[x1, . . . , xn] ♦❢ ❛r✐t② r1 × . . . × rn → s s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ k ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥t❡①ts Ci[x1, . . . , xn] ♦❢ ❛r✐t② r1 × ⋅ ⋅ ⋅ × rn → si ✇✐t❤ 1 ≤ i ≤ k t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥t❡①t D[y1, . . . , ym] ♦❢ ❛r✐t② s×⋅ ⋅ ⋅×s→ s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s
t1, . . . , tn ♦❢ s♦rt r1, . . . , rn r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

f(C1, . . . , Ck)[t1, . . . , tn] =E D[T1, . . . , Tm][t1, . . . , tn]



❘❡❞✉❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✻✶

t1

r1

tn

rn

t1

r1

tn

rn

C1

s1

C1

sk

f

s

=E

t1

r1

tn

rn

t1

r1

tn

rn

T1(r̄)

s

Tm(r̄)

s

D(r̄, C̄)

s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❘❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳ ●r❡② ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦❢ s♦rt s1, . . . , sn✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧❡❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦❢
s♦rt s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ Ti ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦rts r̄ = r1, . . . , rn✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
D ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①ts C̄ = C1, . . . , Ck ❛♥❞ t❤❡ s♦rts r̄✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ r❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ✈❛❧✈❡ f ♠❡❛♥s t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝t♦r (r1, . . . , rn) ♦❢ s♦rts t❤❛t
❛r❡ ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥t s♦rts ♦❢ f ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♠❛♣s Ti ❢r♦♠ r1× . . .×rn t♦ s s✉❝❤ t❤❛t
❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f(C1, . . . , Ck) ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ D ❡♥t✐r❡❧② ✐♥s✐❞❡
t❤❡ s♦rt s ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣s Ti✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①ts Ti ❞❡♣❡♥❞
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s♦rts r1, . . . , rn ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①ts Ci✳ ❆ ♣✐❝t♦r✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ℰbp ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r e ✐❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛♠❡s ♦❢ s♦rt G1 NG1
= ∅✳

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r n ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ m = n+ n∗(n+1)
2 ❝♦♥t❡①ts

Ti = e(xi, exp1(1R)) ❢♦r 1 ≤ i ≤ n
Tij = e(xi, xj) ❢♦r 1 ≤ i ≤ j ≤ n

✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✼ ✭r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ▲❡t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ ❜❡ r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r f ✱ ✇❤❡r❡ f ✐s
❛ ✈❛❧✈❡ ❢r♦♠ A t♦ s✱ ❛♥❞ ❧❡t � = �ñ{x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn} ❜❡ ❛♥ A✲s♦rt❡❞ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ � ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s � = �ñ{y1 7→ T1[t1, . . . tn], . . . , ym 7→ Tm[t1, . . . tn]} ✇❤❡r❡ Ti
❛r❡ ❝♦♥t❡①ts ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t � ✐s {s}✲s♦rt❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✽ ▲❡t �BDH ❜❡ t❤❡ G1✲r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✻✿
�BDH = �a, b, c, r.{x1 7→ exp1(a), x2 7→ exp1(b), x3 7→ exp1(c)}✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s Ti
❛♥❞ Tij ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡t

�BDH = �a, b, c, r.{ y1 7→ e(exp1(a), exp1(1)), y2 7→ e(exp1(b), exp1(1)),
y3 7→ e(exp1(c), exp1(1)), y11 7→ e(exp1(a), exp1(a)),
y12 7→ e(exp1(a), exp1(b)), y13 7→ e(exp1(a), exp1(c)),
y22 7→ e(exp1(b), exp1(b)), y23 7→ e(exp1(b), exp1(c)),
y33 7→ e(exp1(c), exp1(c)) }



✻✷ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✺✳✷✳✸ ●❡tt✐♥❣ r✐❞ ♦❢ r❡❞✉❝✐❜❧❡ s②♠❜♦❧s

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r f t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t
r✐❞ ♦❢ f ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡s (S,ℱ) ✇❤❡r❡
f ∈ ℱ ✐s ❛ ✈❛❧✈❡ ❢r♦♠ {s1, . . . , sn} t♦ s s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ G(S,ℱ) t❤❡ ♦♥❧② s♦rts ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠
{s1, . . . , sn} ❛r❡ {s1, . . . , sn, s}✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♥❧② s♦rt ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ s ✐s s✳ ❚❤✐s ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ f ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✽ ✭s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❈♦♠✾✹❪✮ ℰ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ f ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ t ∈ T (ℱ ⊎ {f},N ) t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣r♦✉♥❞
t❡r♠ u ∈ T (ℱ ,N ) s✉❝❤ t❤❛t t =ℰ u✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾ ✭s✉✣❝✐❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✮ ▲❡t (S,ℱ ⊎ {f}) ❜❡ ❛ s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡
❛♥❞ ℰ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ ′ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ℰ ✇✐t❤♦✉t f ✐✛ ❢♦r
❛♥② t❡r♠s u, v ∈ T (ℱ ,N )✱ u =ℰ v ✐✛ u =ℰ ′ v ❛♥❞ ℰ ′ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ f ✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ℰ−A t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ ✇✐t❤♦✉t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♦rt ✐♥ A✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷ ▲❡t ℰ ❜❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ (S,ℱ⊎{f}) s✉❝❤ t❤❛t

∙ f ✐s ❛ ✈❛❧✈❡✱

∙ ℰ ✐s ❛ r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r f ✱ ❛♥❞

∙ ℰ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✳r✳t✳ f ✳

■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ ′ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ℰ ✇✐t❤♦✉t f t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② {A, s}✲s♦rt❡❞
❢r❛♠❡s �1 ❛♥❞ �2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

�1 ∼ℰ �2 ✐✛ �1∣A ∼ℰ ′−s �2∣A ❛♥❞ �1∣A�1∣s ∼ℰ ′−A �2∣A�2∣s

✺✳✷✳✹ ❆ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳
❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s ✜♥❞✐♥❣ ❜r♦❛❞❡r ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡ ✜ts t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✵ ✭❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❆ ♣❛✐r (ℛ, ℰ ′) ✐s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ℰ ✐✛

∙ ℰ ′ ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱

∙ ℛ ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♠♦❞✉❧♦ ℰ ′✱

∙ ❢♦r ❛♥② t❡r♠s u ❛♥❞ v u =ℰ v ✐✛ u ↓ℛ/ℰ ′= v ↓ℛ/ℰ ′ ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✶ ✭❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡✮ ▲❡t (S,ℱ⊎{f}) ❜❡ ❛ s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❆ r❡✇r✐t✐♥❣
s②st❡♠ ℛ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡s f ✐❢ ❛♥② t❡r♠ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♠♦❞✉❧♦ ℛ/ℰ ′ ✐s ✐♥ T (ℱ ,N )
❛♥❞ ✐❢ ❢♦r ❛♥② r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ l→ r ∈ ℛ✱ f ❛♣♣❡❛rs ✐♥ l✳



❙②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✻✸

▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ▲❡t (S,ℱ ⊎{f}) ❜❡ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ■❢ ❛ t❤❡♦r② ℰ ♦♥ t❤✐s s✐❣♥❛t✉r❡ ❤❛s ❛ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ (ℛ, ℰ ′) ❛♥❞ ✐❢ ℛ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡s f t❤❡♥ ℰ ′ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ℰ ✇✐t❤♦✉t f ✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✾ ✭❝♦♥t✐♥✉❡❞✮ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ℛbp t♦ ❜❡ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦r✐❡♥t✲
✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ e(exp1(x), exp1(y)) = exp2(x ⋅ y) ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛♥❞ ℰ ′bp t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ℰbp ✇✐t❤♦✉t t❤✐s r✉❧❡✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t (ℛ, ℰ ′bp) ✐s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ℰbp ❛♥❞ ✐t ✐s
❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ℛbp ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡s e✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶ ■❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♥❛♠❡s ♦❢ s♦rts G1 ❛♥❞ G2 ❛r❡ ❡♠♣t② t❤❡♥ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❢♦r ℰbp ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r {G1, G2}✲s♦rt❡❞ ❢r❛♠❡s✳

❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ e ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ℰbp t♦
❞❡❝✐❞✐♥❣ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r t✇♦ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜♦t❤ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❬✸✷❪ ❢♦r ❢r❛♠❡s
✇❤♦s❡ ♦♥❧② ♥❛♠❡s ❛r❡ ♦❢ s♦rt R✳

✺✳✸ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s ✐♥❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐♥❣
♣r♦♦❢s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡
❛tt❛❝❦❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢ ✐s ✜♥✐t❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡q✉❡sts ❛♥ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥② t❡r♠
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠s ✐t ❤❛s ❧❡❛r♥❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✜♥✐t❡✲❜r❛♥❝❤✐♥❣✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱
r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②♠❜♦❧✐❝ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❡r♠s ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s②♠❜♦❧✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦✛✲❧✐♥❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
s②st❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❬❆▲❱✵✷❜✱ ❇❛✉✵✼❪✮✳ ❖✉r ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ❞❡s✐❣♥
s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ ❇❛✉❞❡t✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r
❞❡❝✐❞✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦s t❤❡ ❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦r ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ✭❡✳❣✳ ❬❍▲✾✺✱ ❇◆✾✻❪✮✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❇♦r❣strö♠ ❡t ❛❧✳ ❬❇❇◆✵✹❪ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ s♦✉♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ s♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❉❡✜♥✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t t❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥✲
t✐❝s ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜✉t r❛t❤❡r ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡
t♦♦❦ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡♠✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✸✶✱ ✾❪✳



✻✹ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✺✳✸✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②♠❜♦❧✐❝ str✉❝t✉r❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❆ ♥❛t✉r❛❧ ✜rst st❡♣ s❡❡♠s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭≡s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦✉♥❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✐♥❢♦r♠❛❧✮ s❡♥s❡✿

❙♦✉♥❞♥❡ss✿ Ps ≡s Qs ✐♠♣❧✐❡s ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✐❞ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ �✱ Ps� ≡ Qs�❀
❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✿ Ps� ≡ Q ✐♠♣❧✐❡s ∃ Qs s✉❝❤ t❤❛t Ps ≡s Qs ❛♥❞ Qs� = Q✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss

P = ✐♥(c, x).✐♥(c, y).♦✉t(c, f(x)).♦✉t(c, g(y))

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦

P ′ = ♦✉t(c, f(M1)).♦✉t(c, g(M2))

✇❤❡r❡ M1 ❛♥❞ M2 ❛r❡ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② t❡r♠s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ f(M1) =ℰ

g(M2)✱ ✐✳❡✳ f(M1) ❛♥❞ g(M2) ❛r❡ ❡q✉❛❧ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t P ′ ≡
�z.(♦✉t(c, z).♦✉t(c, z) ∣ {f(M1)/z})✱ ❜✉t t❤✐s str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥❡✈❡r
f(M1) ∕=ℰ g(M2)✳

❚❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss P ′
s = ♦✉t(c, f(x)).♦✉t(c, g(y)) ❤❛s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s

✇❤❡r❡ f(x) ❛♥❞ g(y) ❛r❡ ❡q✉❛❧ ♦r ♥♦t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ P ′

s ≡s �z.(♦✉t(c, z).♦✉t(c, z) ∣ {
f(x)/z}) ✐s ✈❛❧✐❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞✱ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x ❛♥❞ y✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s②♠❜♦❧✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❜♦t❤ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t♦
✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②♠❜♦❧✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✸✶✱ ✾❪✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❧✐t
t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿

✶✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦r❡ r❡str✐❝t❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐✲
❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳

✷✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤✐❝❤ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s♦✉♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✺✳✸✳✷ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s

■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ✭❜✉t s✉✣❝✐❡♥t✮ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❖♥❡
♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡♠ ❛s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤❡② ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♥❛♠❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✭♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛❧❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♥❛♠❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐st✐♥❝t ✭♥✈✲❞✐st✐♥❝t✮ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡
❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡s ✭r❡s♣✳ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❢r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♥❛♠❡s ✭r❡s♣✳ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱
❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ❛♥② ♥❛♠❡ ✭r❡s♣✳ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ✐s ❛t ♠♦st ❜♦✉♥❞ ♦♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
♦❝❝✉rs ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss A↓ = �b.✐♥(c, y).♦✉t(a, f(b)) ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss A = �x.(✐♥(c, y).�b.♦✉t(a, x) ∣ {f(b)/x})✳



❙②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✻✺

■♥ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛♥ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣
♣❛rt✳ ❆ s✐❞❡✲❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✐s t❤❛t
✇❡ ❢♦r❜✐❞ �✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✇❡ ❧♦s❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♥❛♠❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
s②st❡♠✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♥❛♠✐♥❣ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r❜✐❞ �✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✉s✐♥❣ ♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❆ ♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t N ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥❛♠❡ t♦ ♦♥❡ ♦❢ n✱ f✱ b ✭st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ✏♥❡✇✑ ✭✐✳❡✳✱
❢r❡s❤✮✱ ✏❢r❡❡✑ ❛♥❞ ✏❜♦✉♥❞✑ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ♣❛✐r (A ; N) ✇❤❡r❡
❆ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ N ❛ ♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ A✳
❇② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ❜♦✉♥❞ ♥❛♠❡s ✐♥ A s❤♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞ ❜②
N✱ ❡t❝✳

❚♦ s❤♦✇ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ≡i,→i,
�
−→i ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✲

♠❡❞✐❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≅ ♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ≅
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ✏♠✐ss✐♥❣✑ ✐♥ ≡i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ≡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✷ ✭≅✮ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ≅ t♦ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
♣r♦❝❡ss❡s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❜✐❥❡❝t✐✈❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t

◆❡✇✲◆i (�ñ.�m.A ; N) ≅ (�ñ.A ; N) ✐❢ m ∕∈ fn(A)
❘❡✇✲◆i (A{M/x} ; N) ≅ (A{N/x} ; N) ✐❢ M =ℰ N

❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ s❤♦✇ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ≡i,→i,
�
−→i ✉♣ t♦ ≅✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
≈i✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ≈i ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸ ▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ t✇♦ ♥✈✲❞✐st✐♥❝t ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ N ❜❡ ❛ ♥❛♠✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ A↓ ❛♥❞ B↓✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

A ≈ B ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (A↓ ; N) ≈i (B↓ ; N)

✺✳✸✳✸ ❈♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s

❇❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✸ ✭❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠✮ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ C ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤❡r❡
❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✿

∙ ✏ ' ⊩ x✑✱ ✇❤❡r❡ ' = �ũ.� ❢♦r s♦♠❡ t✉♣❧❡ ♦❢ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ũ ❛♥❞ s♦♠❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ �✱ ❛♥❞ x ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✉♥❞❡r ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❢r❛♠❡
♥♦r ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♥② ❢r❛♠❡❀

∙ ✏ M = N ✑✱ ✇❤❡r❡ M ❛♥❞ N ❛r❡ t❡r♠s❀

∙ ✏ M ∕= N ✑✱ ✇❤❡r❡ M ❛♥❞ N ❛r❡ t❡r♠s❀

∙ ✏ gd(M)✑ ✇❤❡r❡ M ✐s ❛ t❡r♠❀



✻✻ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ' ⊩ x ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ' ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ✇❤❡♥ ✐t s✉♣♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥♣✉t x✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♠❛② ♦♥❧② ✐♥st❛♥t✐❛t❡ x ❜② ❛
t❡r♠ t❤❛t ✐s ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢r♦♠ '✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t gd(M) ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t❡r♠ M ✐s ❣r♦✉♥❞✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ded(C) t❤❡ ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ C✱ ✐✳❡✳ {' ⊩ x ∣ ✏' ⊩ x✑ ∈ C}✳ ❲❤❡♥
Ded(C) = {'1 ⊩ x1, . . . , 'ℓ ⊩ xℓ}✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ cv(C) = {x1, . . . , xℓ} t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ♦❢ C✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r✐s❡ ✇❤✐❧❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡
t❤❡r❡❢♦r❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ✐t t♦ ✉s❡ ♠♦r❡
♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧❡ss r❡str✐❝t✐♦♥s✮ ♦r ❣✐✈❡ ✐t ❛❝❝❡ss t♦ ♠♦r❡ t❡r♠s ✭❧❛r❣❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❛r❜✐tr❛r② ✐s ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬▼❙✵✶❪✳

❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s C ❛♥❞ C′ ❤❛✈❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ✐❢ Ded(C) =
{'1 ⊩ x1, . . . , 'ℓ ⊩ xℓ} ❛♥❞ Ded(C′) = {'′

1 ⊩ x
′
1, . . . , '

′
ℓ ⊩ x

′
ℓ} ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t xi = x′i ❛♥❞

dom('i) = dom('′
i) ❢♦r 1 ≤ i ≤ ℓ✳

●✐✈❡♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t✲s②st❡♠ C s✉❝❤ t❤❛t Ded(C) = {'1 ⊩ x1, . . . , 'ℓ ⊩ xℓ} ❛♥
ℰ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ C ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ � ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s cv(C) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ C✳
❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t vars(xi�)∩ (dom('ℓ)∖dom('i)) = ∅✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞♦❡s
♥♦t ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ✏✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✑❀ ✐t ❝❛♥ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡♥tr✐❡s
♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ names(xi�) ∩ ũi = ∅
❛♥❞ vars(xi�) ∩ ũi = ∅ t♦ ❞✐ss❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ✉s❡ r❡str✐❝t❡❞ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s❡❝r❡t❀ t❤✉s✱ t❤❡② ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ xi� ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠
♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Solℰ(C) t❤❡ s❡t ♦❢ ℰ✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ C ❛♥❞ ❜② Solclℰ (C) t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ ℰ✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ C✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶✵ ▲❡t C = {�k.�s.{enc(s,k)/y1 ,
k /y2} ⊩ x′ , gd(c) , x′ = s}✳ ▲❡t ℰ ❜❡ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② dec(enc(x, y), y) = x ❛♥❞ � = {dec(y1,y2)/x′}✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t � ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ℰ✲
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ C✳ ◆♦t❡ t❤❛t �′ = {dec(y1,k)/x′} ✐s ♥♦t ❛♥ ℰ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ C✳ ■♥❞❡❡❞✱ names(x′�′)∩
{k, s} = {k} ❛♥❞ t❤✉s ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✳

✺✳✸✳✹ ❙②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s

❆ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ tr✐♣❧❡ (A ; C ; Ns) ✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss✱
C ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ❛♥❞ Ns ✐s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆ s②♠❜♦❧✐❝ ♥❛♠✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜✉t ♠❛② ♠❛♣ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
c ❢♦r ✏❝♦♥str❛✐♥t✑✳ ❲❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t A✱ C ❛♥❞
Ns ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

●✐✈❡♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss (A ; C ; Ns) ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜② Solℰ(C ; Ns)✱ r❡s♣✳
Solclℰ (C ; Ns)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ r❡s♣✳ ❝❧♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦❢ C ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
Ns✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♥❦ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ � ∈
Solℰ(C ; Ns) ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✭❝❧♦s❡❞✮ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ �✲
❝♦♥❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✹ ✭�✲❝♦♥❝r❡t✐③❛t✐♦♥✮ ▲❡t (As ; C ; Ns) ❜❡ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss✳
▲❡t � ∈ Solℰ(C,Ns)✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss (A ; N) ✐s t❤❡ �✲❝♦♥❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
(As ; C ; Ns) ✐❢ A = As(��)

★ ✇❤❡r❡ � ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ C ❛♥❞ N = Ns∣N∪X ✳



❙②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✻✼

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ≡s✱ →s ❛♥❞
�
−→s✳ ■♥t✉✲

✐t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❡✈♦❧✈❡ t❤❡② ❛❞❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ C✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t r✉❧❡ ❛❞❞s
❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛❞❞ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✳r✳t✳ ✐ts ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ s②♠❜♦❧✐❝
st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬❇❛✉✵✺❪✳ ❚❤❡ t❡sts ✉s❡❞ t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❢r❛♠❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t✇♦
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x = y✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✺ ✭s②♠❜♦❧✐❝ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②♠✲
❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s (As ; CA ; Ns) ❛♥❞ (Bs ; CB ; Ns) ❛r❡ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② st❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱
✇r✐tt❡♥ (As ; CA ; Ns) ∼s (Bs ; CB ; Ns) ✐❢ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s
C′A✱ C

′
B ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ Solclℰ (C

′
A ; N′

s) = Solclℰ (C
′
B ; N′

s) ✇❤❡r❡

∙ Ns({x, y}) = n✱

∙ N′
s = Ns[x, y 7→ c]✱

∙ C′A = CA ∪ {�(As) ⊩ x , �(As) ⊩ y , x = y}✱ ❛♥❞

∙ C′B = CB ∪ {�(Bs) ⊩ x , �(Bs) ⊩ y , x = y}✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✭s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ▲❡t (As ; CA ; Ns) ❛♥❞
(Bs ; CB ; Ns) ❜❡ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t (As ; CA ; Ns) ∼s

(Bs ; CB ; Ns)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

✶✳ Solclℰ (CA ; Ns) = Solclℰ (CB ; Ns)✱ ❛♥❞

✷✳ ❢♦r ❛❧❧ � ∈ Solclℰ (CA ; Ns) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t �(As(��A)
★) ∼ �(Bs(��B)

★)✱ ✇❤❡r❡ �A ✭r❡s♣✳
�B✮ ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ CA ✭r❡s♣✳ CB✮✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♦✉r r❡s✉❧t✱
✇❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❇❛✉❞❡t✬s r❡s✉❧t ❬❇❛✉✵✺❪✳ ❇② ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t
A ∼ B ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (A ; ∅ ; Ns) ∼s (B ; ∅ ; Ns) ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
Ns✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✻ ✭❙②♠❜♦❧✐❝ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✐❧❛r✐t② ✭≈ℓs✮✮ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✐❧❛r✐t②
✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st s②♠♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ℛ ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ s❛♠❡
♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ s✉❝❤ t❤❛t (As ; CA ; Ns)ℛ(Bs ; CB ; Ns) ✐♠♣❧✐❡s

✶✳ (As ; CA ; Ns) ∼s (Bs ; CB ; Ns)

✷✳ ✐❢ (As ; CA ; Ns) →s (A′
s ; C′A ; Ns) ✇✐t❤ Solclℰ (C

′
A ; Ns) ∕= ∅✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss (B′
s ; C

′
B ; Ns) s✉❝❤ t❤❛t

∙ (Bs ; CB ; Ns)→
∗
s (B

′
s ; C

′
B ; Ns)✱ ❛♥❞



✻✽ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

∙ (A′
s ; C

′
A ; Ns) ℛ (B′

s ; C
′
B ; Ns)❀

✸✳ ✐❢ (As ; CA ; Ns)
�s→s (A′

s ; C′A ; N′
s) ✇✐t❤ Solclℰ (C

′
A ; N′

s) ∕= ∅✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss (B′

s ; C
′
B ; N′

s) s✉❝❤ t❤❛t

∙ (Bs ; CB ; Ns)→
∗
s
�s−→s→

∗
s (B

′
s ; C

′
B ; N′

s)✱ ❛♥❞

∙ (A′
s ; C

′
A ; N′

s) ℛ (B′
s ; C

′
B ; N′

s)✳

❚❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Solclℰ (C
′
A ; N′

s) ∕= ∅ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥s
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✺✳✸✳✺ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✿ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹ ✭❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ t✇♦ ❝❧♦s❡❞✱ ♥✈✲
❞✐st✐♥❝t ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦r ❛♥② s②♠❜♦❧✐❝ ♥❛♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t Ns ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ A↓✱
B↓ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣t② ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

(A↓ ; ∅ ; Ns)≈ℓs(B↓ ; ∅ ; Ns) ✐♠♣❧✐❡s A≈ℓB

◆♦t❡ t❤❛t ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ t♦ ♥✈✲❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♥❡r♦✉s r❡str✐❝t✐♦♥✳ ■❢
✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t A≈ℓB✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❜② �✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t✇♦ ♥✈✲❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss❡s
A′, B′ s✉❝❤ t❤❛t A′ ≡ A ❛♥❞ B′ ≡ B✳ ❙❤♦✇✐♥❣ A′≈ℓB

′ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t A≈ℓB✱ s✐♥❝❡ ≈ℓ ✐s
❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❬❇❇◆✵✹❪✳ ■♥ ❛
s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜♥❡r r❡❧❛t✐♦♥✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
Pr♦❱❡r✐❢ t♦♦❧ ❬❇❧❛✵✶❪ ❢❛✐❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ Pr♦❱❡r✐❢ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t(c, a) ∣ ♦✉t(c, b) ❛♥❞ ♦✉t(c, b) ∣ ♦✉t(c, a) ✇❤❡r❡❛s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s ♣❧❛②s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶✶ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✳

P = �c1.(✐♥(c2, x).♦✉t(c1, x).♦✉t(c2, a) ∣ ✐♥(c1, y).♦✉t(c2, y))
Q = �c1.(✐♥(c2, x).♦✉t(c1, x).♦✉t(c2, x) ∣ ✐♥(c1, y).♦✉t(c2, a))

❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t P ′ = �c1.(♦✉t(c1, x

′).♦✉t(c2, a) ∣ ✐♥(c1, y).♦✉t(c2, y))
❛♥❞ Q′ = �c1.(♦✉t(c1, x

′).♦✉t(c2, x
′) ∣ ✐♥(c1, y).♦✉t(c2, a))✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ℛ✱ t❤❛t ✇✐t♥❡ss❡s

t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞❡s

(P ; ∅ ; Ns) ℛ (Q ; ∅ ; Ns)

(P ′ ; {�c1.0 ⊩ x
′ , gd(c2)} ; N

′
s) ℛ (Q′ ; {�c1.0 ⊩ x

′ , gd(c2)} ; N
′
s)

(�c1.(♦✉t(c2, a) ∣ ♦✉t(c2, x
′)) ;

{�c1.0 ⊩ x
′ , gd(c2) , gd(c1)} ; N

′
s)

ℛ
(�c1.(♦✉t(c2, x

′) ∣ ♦✉t(c2, a)) ;
{�c1.0 ⊩ x

′ , gd(c2) , gd(c1)} ; N
′
s)



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✻✾

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳ Pr♦❱❡r✐❢
✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡❀ ✐ts ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝❛s❡s t❤❛t t❤❡ t✇♦
♣r♦❝❡ss❡s P,Q ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞s✳
❖✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✏s✉✣❝✐❡♥t❧②✑ ❝♦♠♣❧❡t❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
♣r✐✈❛❝② ❛♥❞ ❛♥♦♥②♠✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♠♦r❡
❢✉❧❧② ✐♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❋❖❖ ❬❋❖❖✾✷❪ ♣r♦t♦❝♦❧✳

❲❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t r❡❝❡♥t❧② s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❇♦r❣strö♠ ❬❇♦r✵✽❪ ❢♦r t❤❡ s♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❜② ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❏❱P✵✾❪ ❢♦r ♣s✐✲❝❛❧❝✉❧✐ ❛♥❞
❜② ▲✐✉ ❛♥❞ ▲✐♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬▲▲✶✵❪✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤♦✇❡✈❡r
❞✐r❡❝t❧② ②✐❡❧❞s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦r❦ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ♦✉r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❈♦rt✐❡r ❛♥❞ ❉❡❧❛✉♥❡ ❬❈❉✵✾❛❪ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s
tr❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ t♦ ②✐❡❧❞ ❛
s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦
❜② ❇❛✉❞❡t ❬❇❛✉✵✼❪ ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ❈❤❡✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬❈❈❉✶✵❪ ♦r ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❛♥❞ ❘✉s✐✲
♥♦✇✐t❝❤ ❬❈❘✶✵❪ ♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❜② ❈♦rt✐❡r ❛♥❞ ❉❡❧❛✉♥❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts
❢♦r s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✜♥✐t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❡❧s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ✐s s✉❜t❡r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t t♦♦❧s ❡①✐st ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡s
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❝❧❡❛r ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s
q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡✱ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ✭❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t❡st✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳✮

❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ❍ütt❡❧ ❬❍üt✵✷❪✱ t❤✐s ✐s ❡✈❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡
❝♦♥tr♦❧ ❢r❛❣♠❡♥t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐ ❝❛❧❝✉✲
❧✉s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r
♠❛♥② ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s s✉❝❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠✐ss✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❢♦r❡s❡❡ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✭❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢✮ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳

❖♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❬❇❛✉✵✼✱ ❈❈❉✶✵✱ ❈❘✶✵❪✱
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s②♠❜♦❧✐❝ tr❛❝❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜rst
st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❡st✐♥❣
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❬❈❈✶✵❪✮✳
✭❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳✮



✼✵ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✇❛② ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡✿ ✐❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ1 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ2 t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ℰ1 ∪ ℰ2✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t
t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❬❆❈❉✵✼❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s ❬❈❘✵✺❪
❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❬❈❘✵✻❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥♦ s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❡①✐st ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✳

❊✣❝✐❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲✐t❤ ➇✳ ❈✐♦❜â❝➔ ❛♥❞ ❘✳ ❈❤❛❞❤❛ ✇❡ ❛r❡ ❝✉r✲
r❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❑✐❙s t♦ ❞❡❝✐❞❡ tr❛❝❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳



❈❍❆P❚❊❘ ✻

▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

❆s ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣❛rts ♦❢ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s
✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡♠ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦
❛♥❛❧②③❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s❡❝✉r❡ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❆s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s
❤♦❧❞ ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s❡❝✉r✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥
♣r♦t♦❝♦❧s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛♥② s❡❝r❡ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ♥❡✈❡r ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡
❦❡②✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✳
❉✐str✐❜✉t✐♥❣ ❦❡②s ❛♥❞ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡♠ ❝❡rt✐✜❡❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✇❤❡♥ s♠❛rt❝❛r❞s ❛r❡ ✉s❡❞
❢♦r ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❦❡②✲st♦r❛❣❡ ♠❛② ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②s✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦
♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❣✐❧✐t② ❬❆❇❇❈✶✵❪ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡♠❡s ✭♠❡❡t✐♥❣ ❛
s❛♠❡ s❡❝✉r✐t② ♥♦t✐♦♥✮ r❡✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡② ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❦❡② s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s
✭♦r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧✮ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳

■♥ t❤✐s ✈❡✐♥✱ ❈♦rt✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬❈❉❉✵✼✱ ❈❉✵✾❜❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ s♦♠❡ s❡❝r❡ts✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

✐❢ �k.P ∣= ' t❤❡♥ �k.(P ∣ Q) ∣= '

❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❝❡ss Q ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❛♥② t✇♦ ❡♥❝r②♣t❡❞ s✉❜♠❡ss❛❣❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
✉s✐♥❣ ❛ t❛❣❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛ t❛❣✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♥❛♠❡✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ ♣❧❛✐♥t❡①t ❜❡❢♦r❡ ❡♥❝r②♣t✐♥❣ ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ♦t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✮✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r
♣r♦t♦❝♦❧s ✉s✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❚❤❡
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ' ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ P❙✲▲❚▲ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❈❊❙✵✻❪✮✱
❝♦✈❡r✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦rt✐❡r ❛♥❞ ❈✐♦❜â❝➔ ❬❈❈✶✵❪ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
t❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❛♥② ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✉s✐♥❣ ❛ t❛❣❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡✐r
r❡s✉❧t ❛❧❧♦✇s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡
♣r♦t♦❝♦❧ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ s❤❛r❡❞ ❦❡② ❛♥❞ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ s✉♣♣♦s✐♥❣ ❛ s❤❛r❡❞ ❦❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞
s❛❢❡❧②✳

✼✶



✼✷ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

❆ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♥♦t r❡✉s✐♥❣ s❡❝r❡ts ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ s❡❝r❡ts ❛r❡
✉s❡r✲❝❤♦s❡♥ ♣❛ss✇♦r❞s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ ✉s❡r ✇✐❧❧ r❡✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛ss✇♦r❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦✲
❝♦❧s✳ ❲✐t❤ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡ ❛♥❞ ▼✳ ❘②❛♥ ❬✷✼❪ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡
❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛tt❛❝❦s ❢♦r ♣❛ss✇♦r❞ ❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t

✐❢ �p.P ✐s r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s
❛♥❞ �p.Q ✐s r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s

t❤❡♥ �p.(P ∣ Q) ✐s r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s

❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❣❛✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞
✐s t❛❣❣❡❞ ❜② ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉s✐♥❣ ❛ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♣r❡s❡r✈❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st
♦✤✐♥❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛ss✇♦r❞ ✐s r❡✉s❡❞ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ t❛❣❣✐♥❣ ♠❛② ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st
❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉♥t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s s❡❝✉r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❛❣❣❡❞ ♦♥❡ ✐s ♥♦t✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳

❆♥♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡②✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r❡✉s❡❞ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ s❡ss✐♦♥s
♦❢ ❛ s❛♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❦❡②s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❲✐t❤ ▼✳ ❆r❛♣✐♥✐s ❛♥❞ ❙✳ ❉❡✲
❧❛✉♥❡ ❬✷✻❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥
❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s s❡❝✉r❡ ❢♦r ♦♥❡ s❡ss✐♦♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❡❝✉r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢ ✐♥ ♠❛♥②
s❡ss✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱

✐❢ �k.P ∣= ' t❤❡♥ �k.!P ∣= '

❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛
♣r❡❛♠❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ s❡ss✐♦♥ t❛❣
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛s❤✳ ❋♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r s❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝❧❛ss ♦❢
♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ t❛❣s t♦ ❡❛s❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❬❇P✵✸✱ ❘❙✵✸✱
❘❙✵✺✱ ❆❉✵✼❪✳

■♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ✭❯❈✮ ❬❈❛♥✵✶❪ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ s✐♠✉✲
❧❛t❛❜✐❧✐t② ✭❘❙■▼✮ ❬❇P❲✵✼❪ ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❯❈ ❛♥❞ ❘❙■▼
❢r❛♠❡✇♦r❦s ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞
✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲✐t❤ ❙✳ ❉❡❧❛✉♥❡ ❛♥❞ ❖✳ P❡r❡✐r❛ ❬✷✹❪ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❤✐❧❡ ❛t ✜rst ✇❡ t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤✐s ✇♦✉❧❞
❜❡ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥❝② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠♦❞❡❧ r❛✐s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳
❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❥♦✐♥t st❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✇✐t❤ s❤❛r❡❞ s❡❝r❡ts✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥
♦♠✐tt❡❞ ❤♦✇ s✉❝❤ ❛ s❡ss✐♦♥ ✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥❡ ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬✷✻❪ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ s❡ss✐♦♥ t❛❣s✳ ❚❤❡s❡ s❡ss✐♦♥ ✐❞s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛② ❛s t❤❡ t❛❣s ✐♥ ♦t❤❡r s②♠❜♦❧✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳



❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss✇♦r❞✲❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ✼✸

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡ ♦♠✐t
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛s t❤❡ P❈▲
❧♦❣✐❝ ❬❉❉▼❘✵✼❪ ♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦t❤❡r s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✳❣✳✱ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ str❛♥❞
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬●❚✵✵❝❪✳ ❆❧s♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❛❣s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧s t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❤✐♥t❡❞ t♦ ❛s ❛ ♣r✉❞❡♥t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ r✉❧❡ ❬❆◆✵✻❪✳ ❲❡
❤❡r❡ ❣♦ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s♦♠❡ ✏s❛❢❡✑
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ r✉❧❡s✳

✻✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss✇♦r❞✲❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s

✻✳✶✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s

❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡ t♦ ❜❡ r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡ � r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❜② ❡❛✈❡s❞r♦♣♣✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡t w ❜❡ t❤❡ ✇❡❛❦
♣❛ss✇♦r❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❣✉❡ss❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛ss✇♦r❞ w ❛♥❞ ❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❣✉❡ss❡s ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♦♥❡✱ s❛② w′✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ❜②
❛❞❞✐♥❣ {w/x} ✭r❡s♣✳ {

w′

/x}✮ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡✳ ❲❡ ✉s❡ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❇❛✉❞❡t ❬❇❛✉✵✺❪✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ❬❈❉❊✵✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛r❡❞ s❡❝r❡ts✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡ w̃ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ s✉❝❤ s❡❝r❡ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ▲❡t � ≡ �w̃.�′ ❜❡ ❛ ❢r❛♠❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡ � ✐s r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣
❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w̃ ✐❢

�w̃.(�′ ∣ {w̃/x̃}) ∼ �w̃.(�
′ ∣ �w̃′.{w̃

′

/x̃})

✇❤❡r❡ x̃ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ t❤❛t x̃ ∩ dom(�) = ∅✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ✇✳r✳t✳ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣✉❡ss❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❜❡ r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s
✭✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ A ✐s r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣
❛tt❛❝❦s ♦♥ ❛ ✇❡❛❦ ♣❛ss✇♦r❞ w ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ♠♦✉♥t ❛ ❣✉❡ss✐♥❣
❛tt❛❝❦ ♦♥ ✐t ❡✈❡♥ ❛❢t❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜rst ♣❤❛s❡✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛♥② ♣r♦❝❡ss B s✉❝❤ t❤❛t A =⇒ B ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ❛♥❞ s❡♥❞
♠❡ss❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡✮✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ �(B) ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ w̃ ⊆ bn(A)✳ ❲❡ s❛② t❤❛t A ✐s r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣
❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w̃ ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss B s✉❝❤ t❤❛t A =⇒ B✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡ �(B)
✐s r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w̃✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰenc✱
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

sdec(senc(x, y), y) = x
senc(sdec(x, y), y) = x

adec(aenc(x, pk(y)), y) = x
proji(⟨x1, x2⟩) = xi (i ∈ {1, 2})



✼✹ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧ �w.(A ∣ B) ✇❤❡r❡

∙ A = �n.♦✉t(c, senc(n,w)). ✐♥(c, x). ✐❢ sdec(x,w) = f(n) t❤❡♥ P

∙ B = ✐♥(y). ♦✉t(senc(f(sdec(y, w)), w))✳

✇❤❡r❡ P ♠♦❞❡❧s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✇❤❡♥ ❇ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ✐❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❦❡② w ✐s ❛ ✇❡❛❦ s❡❝r❡t✱ ✐✳❡✳ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❜r✉t❡✲
❢♦r❝❡ ♦✛✲❧✐♥❡ t❡st✐♥❣✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s ❛ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st w✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t �w.(A ∣ B) =⇒ D ✇✐t❤ �(D) = �w.�n.({senc(n,w)/x1

} ∣ {M/x2
})✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡ �(D) ✐s ♥♦t r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w✳ ❚❤❡ t❡st f(sdec(x1, x))
?
=

sdec(x2, x) ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❛♠❡s✿

∙ �w.�n.({senc(n,w)/x1
} ∣ {M/x2

} ∣ {w/x})✱ ❛♥❞

∙ �w′.�w.�n.({senc(n,w)/x1
} ∣ {M/x2

} ∣ {w
′

/x})✳

❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭s❡❡ ❬●♦♥✾✸❪✮✳
❆❢t❡r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❧❡❛r♥s t✇♦ ♠❡ss❛❣❡s✱
♥❛♠❡❧② senc(n,w) ❛♥❞ senc(f(n), w)✳ ❇② ❞❡❝r②♣t✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ❤✐s ❣✉❡ss x✱ ❤❡
❝❛♥ ❡❛s✐❧② t❡st ✇❤❡t❤❡r x = w ❛♥❞ t❤✉s r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✇❡❛❦ ♣❛ss✇♦r❞ w ❜② ❜r✉t❡✲❢♦r❝❡ t❡st✐♥❣✳

✻✳✶✳✷ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❘❡s✉❧t ✕ P❛ss✐✈❡ ❈❛s❡

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❝❛s❡ ❢♦r r❡s✐st❛♥❝❡
❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡
❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✿ t❤❡ ✜rst ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❇❛✉❞❡t ❬❇❛✉✵✺❪ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐s ❞✉❡ t♦ ❈♦r✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❈❉❊✵✺❪✳ ❚❤❡ ❧❛st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✇❛② ❛♥❞
❡st❛❜❧✐s❤❡s ♦✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ▲❡t � ❜❡ ❛ ❢r❛♠❡ s✉❝❤ t❤❛t � ≡ �w̃.�′✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

✶✳ � ✐s r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w̃ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✮✱

✷✳ �′ ∼ �w̃.�′✱

✸✳ �′ ∼ �′{w̃
′

/w̃} ✇❤❡r❡ w̃
′ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s✳

◆♦✇✱ ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭✐t❡♠ ✸✳✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ t♦
❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st w̃ ❢♦r t✇♦ ❢r❛♠❡s t❤❛t s❤❛r❡ ♦♥❧② t❤❡ ♥❛♠❡s w̃ ✐s ❛ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
♥♦t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❜❡❧♦✇✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶ ▲❡t �1 ≡ �w̃.�′1 ❛♥❞ �2 ≡ �w̃.�′2 ❜❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s✳ ■❢ �1 ❛♥❞ �2 ❛r❡ r❡s✐s✲
t❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w̃ t❤❡♥ �w̃.(�′1 ∣ �

′
2) ✐s ❛❧s♦ r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s

❛❣❛✐♥st w̃✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✿ ❡✈❡♥ ✐❢ w ✐s ♥❡✐t❤❡r ❞❡❞✉❝✐❜❧❡
❢r♦♠ �1 ♥♦r ❢r♦♠ �2✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢r♦♠ �1 ∣ �2✳



❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss✇♦r❞✲❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ✼✺

A = �k, na. B = �r, nb.
♦✉t(senc(pk(k), w)). ✐♥(y1).
✐♥(x1). ♦✉t(senc(aenc(r, sdec(y1, w)), w)).
❧❡t ra = adec(sdec(x1, w), k). ✐♥(y2).
♦✉t(senc(na, ra)). ♦✉t(senc(⟨sdec(y2, r), nb⟩, r)).
✐♥(x2). ✐♥(y3).
✐❢ proj1(sdec(x2, ra)) = na t❤❡♥ ✐❢ sdec(y3, r) = nb t❤❡♥
♦✉t(sdec(proj2(sdec(x2, ra)), ra)). 0 0

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❑❊ ♣r♦t♦❝♦❧

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰenc✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢r❛♠❡s✿ �1 =
{senc(w,senc(w,w))/x1

} ❛♥❞ �2 = {
senc(w,w)/x2

}✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t �w.�i ∕⊢ℰ w ❢♦r i = 1, 2 ✇❤❡r❡❛s
�w.({senc(w,senc(w,w))/x1

} ∣ {senc(w,w)/x2
}) ⊢ℰ w✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❡r♠ sdec(x1, x2) ✐s ❛ r❡❝✐♣❡ ♦❢

t❤❡ t❡r♠ w✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛ss✇♦r❞✲♦♥❧② ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ♦♥❧② s❤❛r❡ ❛ ♣❛ss✇♦r❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♦t❤❡r ❧♦♥❣✲t❡r♠ s❤❛r❡❞ s❡❝r❡ts ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❢♦r ❛♥ ✉♥✲
❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡ss✐♦♥s ❜② ♣r♦✈✐♥❣ ♦♥❧② r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s❡ss✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✇♦r❞✲♦♥❧② ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❊❑❊ ♣r♦t♦✲
❝♦❧ ❬❇▼✾✷❪✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❬❈❉❊✵✺❪
❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s♦✉♥❞ s❡tt✐♥❣s ✐♥ ❬❆❲✵✺✱ ❆❇❲✶✵❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸ ❚❤❡ ❊❑❊ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬❇▼✾✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✺
st❡♣s✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳

❆→ ❇ : senc(pk(k), w) ✭❊❑❊✳✶✮
❇→ ❆ senc(aenc(r, pk(k)), w) ✭❊❑❊✳✷✮
❆→ ❇ senc(na, r) ✭❊❑❊✳✸✮
❇→ ❆ senc(⟨na, nb⟩, r) ✭❊❑❊✳✹✮
❆→ ❇ senc(nb, r) ✭❊❑❊✳✺✮

■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✭❊❑❊✳✶✮ ❆ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡② k ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣✉❜❧✐❝ ❦❡② pk(k) t♦ ❇✱ ❡♥❝r②♣t❡❞ ✭✉s✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♣❛ss✇♦r❞ w✳
❚❤❡♥✱ ❇ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢r❡s❤ s❡ss✐♦♥ ❦❡② r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❡♥❝r②♣ts ✭✉s✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✮
✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② pk(k)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤❡ ❡♥❝r②♣ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✐♣❤❡rt❡①t
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ w ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡ r❡s✉❧t t♦ ❆ ✭❊❑❊✳✷✮✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ st❡♣s ✭❊❑❊✳✸✲✺✮
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡♣❧❛② ❛tt❛❝❦s✳ ❖♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ♣❛ss✇♦r❞✲♦♥❧②
♣r♦t♦❝♦❧✳ ❆ ♥❡✇ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② s❤❛r❡❞ s❡❝r❡t
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s ✐s t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ w✳

❲❡ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰenc ✭❝❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✮ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❆♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢r❛♠❡ �w.� ✇❤❡r❡

� = �k, r, na, nb.{ senc(pk(k),w)/x1
,senc(aenc(r,pk(k)),w) /x2

,
senc(na,r)/x3

,senc(⟨na,nb⟩,r) /x4
,senc(nb,r) /x5

}



✼✻ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t �w.(� ∣ {w/x}) ∼ �w,w
′.(� ∣ {w

′

/x})✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤✐s st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❨❆P❆ t♦♦❧ ❬❇❛✉✵✽❪✳

❈♦r✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❈❉❊✵✺❪ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②s❡❞ ♦♥❡ s❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✭✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✮✳ ■t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s s❡❝✉r❡
❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❛s t❤❡ ♦♥❧② s❡❝r❡t s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s ✐s t❤❡
♣❛ss✇♦r❞ w✳

✻✳✶✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❘❡s✉❧t ✕ ❆❝t✐✈❡ ❈❛s❡

■♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❛s❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❝❛s❡✱ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♠♣♦s❡✿ ❡✈❡♥ ✐❢ t✇♦ ♣r♦t♦❝♦❧s s❡♣❛r❛t❡❧② r❡s✐st ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ♦♥ w✱ t❤❡✐r
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ s❤❛r❡❞ ♣❛ss✇♦r❞ w ♠❛② ❜❡ ✐♥s❡❝✉r❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✹ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ 0 ✐♥ B
❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦✉t(w)✳ ▲❡t A′ ❛♥❞ B′ ❜❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss �w.(A′ ∣ B′)
♠♦❞❡❧s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❊❑❊ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡ B′ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ w ✐❢ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥
♦❢ A′ s✉❝❝❡❡❞s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t �w.A′ ❛♥❞ �w.B′ r❡s✐st ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ♦♥ w✳ ❲❡
❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ Pr♦❱❡r✐❢ t♦♦❧ ❬❇❧❛✵✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ �w.(A′ ∣ B′)
tr✐✈✐❛❧❧② ❧❡❛❦s w✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♥② s❡❝✉r❡ ♣❛ss✇♦r❞ ♦♥❧② ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣♦s❡
✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❛s❡✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s �w.A′ ❛♥❞ �w.B′ ✐s ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛
❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛
s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✭♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜✉t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t
♣r♦❝❡ss❡s ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✺ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s A ❛♥❞ B ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♦❢ 0 ✐♥ A ❛♥❞ B ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦✉t(senc(w, ra)) ❛♥❞ ✐♥(y).♦✉t(sdec(y, r)) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▲❡t A1 ❛♥❞ B1 ❜❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ �w.(A1 ∣ B) ❛♥❞ �w.(A ∣ B1) ❛s
t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊❑❊ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡s❡
t✇♦ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛❞♠✐t ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
�w.(A1 ∣ B) ❛♥❞ �w.(A ∣ B1) ❛r❡ r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ♦♥ w✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛tt❛❝❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡
t♦♦❧ Pr♦❱❡r✐❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ �w.(A1 ∣ B1) ❛♥❞ t❤✉s �w.((A1 ∣ B) ∣ (A ∣ B1))✱ tr✐✈✐❛❧❧② ❧❡❛❦s w✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤♦♣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t t❤❛t
❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❚♦ r❡❛❝❤ ♦✉r ❣♦❛❧✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

✻✳✶✳✹ ❲❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ Pr♦t♦❝♦❧s

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ✇✳r✳t✳ ❛ s❡❝r❡t w ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ w ❛r❡ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ h(�,w)✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t h ✐s ❛ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❤❛s ♥♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧



❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss✇♦r❞✲❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ✼✼

t❤❡♦r②✮✱ ❛♥❞ � ✐s ❛ ♥❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ t❛❣✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✐❢ ❡❛❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❛❣❣❡❞
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✮ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝♦♠♣♦s❡ s❛❢❡❧②✳
■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ ✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r h✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸ ✭✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞✮ ▲❡t M ❜❡ ❛ t❡r♠ ❛♥❞ w ❜❡ ❛ ♥❛♠❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t M ✐s
�✲t❛❣❣❡❞ ✇✳r✳t✳ w ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts M ′ s✉❝❤ t❤❛t M ′{h(�,w)/w} =ℰ M ✳

❆ t❡r♠ ✐s s❛✐❞ ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ✇✳r✳t✳ w ✐❢ ✐t ✐s �✲t❛❣❣❡❞ ✇✳r✳t✳ w ❢♦r s♦♠❡ ♥❛♠❡ �✳ ❆♥
❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss A ✐s �✲t❛❣❣❡❞ ✐❢ ❛♥② t❡r♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ✐t ✐s �✲t❛❣❣❡❞✳ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❝❡ss
✐s ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ✐❢ ✐t ✐s �✲t❛❣❣❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ♥❛♠❡ �✳

❆ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ w ✇✐t❤ h(�,w) ✐♥❞❡❡❞ ♣r❡s❡r✈❡s
r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ♦✤✐♥❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶ ▲❡t A ≡ �w.A′ ❜❡ ❛ ♣r♦❝❡ss r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w✱ t❤❡♥
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t �w.(A′{h(�,w)/w}) ✐s ❛❧s♦ r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w✳

❖t❤❡r ✇❛②s ♦❢ t❛❣❣✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬❈❉❉✵✼❪
❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛r❡ t❛❣❣❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛tt❛❝❦ ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❛t
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✇♦r❦ ❤❡r❡❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ t❛❣❣✐♥❣ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦
❛❞❞ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✻ ▲❡t A = �w, s.♦✉t(senc(s, w))✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t A ✐s r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣
❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❈❉❉✵✼❪✱ ✐s ♥♦t✳ ■♥❞❡❡❞✱

A′ = �w, s.♦✉t(senc(⟨�, s⟩, w))

✐s ♥♦t r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st w✳ ❚❤❡ t❛❣ � ✇❤✐❝❤ ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❦♥♦✇♥ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ♠♦✉♥t s✉❝❤ ❛♥ ❛tt❛❝❦✳ ❆♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❞❡❝r②♣t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ senc(⟨�, s, ⟩, w) ✇✐t❤
❤✐s ❣✉❡ss x ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐s t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ �✳
❍❡♥❝❡✱ ❤❡ ❝❛♥ t❡st ✇❤❡t❤❡r x = w ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ w ❜② ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ t❡st✐♥❣✳

❆♥♦t❤❡r t❛❣❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ w ❜② ⟨�,w⟩ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ h(�,w)✮✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❡❛♣❡r✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
✇♦r❦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❡ r❛t❤❡r ❝♦♥tr✐✈❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✼ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰenc✳
▲❡t A = �w, k.♦✉t(senc(w, k)).in(x). ✐❢ proj1(dec(x, k)) = � t❤❡♥ ♦✉t(w)✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧t ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ � ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ A✳
❲❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t✇♦ ❝✐♣❤❡rt❡①ts ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭✐✳❡✳ ❛ t❡st✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ ❬❙②✈✾✻❪✱ ❙②✈❡rs♦♥ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t♥❡ss✱ ❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ♣r✉❞❡♥t
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❬❆◆✵✻✱ ❆◆✾✺❪✱ ♠❛② ❜r❡❛❦ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳



✼✽ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

✻✳✶✳✺ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② t✇♦ ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s
❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛❣s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠
❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♣❛ss✇♦r❞ ✇✐t❤ ❛ ❤❛s❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ ❛♥❞ ❛ t❛❣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛ss✇♦r❞s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ ✭❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t✮ ▲❡t A1 ❛♥❞ A2 ❜❡ t✇♦ ✇❡❧❧✲t❛❣❣❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✳r✳t✳ w
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss A1 ✭r❡s♣✳ A2✮ ✐s �✲t❛❣❣❡❞ ✭r❡s♣✳ �✲t❛❣❣❡❞✮ ❛♥❞ �w.(A1 ∣ A2) ✐s ❛
♣r♦❝❡ss ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ �✲r❡♥❛♠✐♥❣✮✳

■❢ �w.A1 ❛♥❞ �w.A2 ❛r❡ r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w ❛♥❞ � ∕= �✱ t❤❡♥ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t �w.(A1 ∣ A2) ✐s ❛❧s♦ r❡s✐st❛♥t t♦ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st w✳

✻✳✷ ❙❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ t❛❣s

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✳ ■♥ ❬✷✻❪✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ r♦❧❡
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭♣❛✐r✐♥❣✱
s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝r❡❝② ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s
❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✐s s❡❝✉r❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s❡ss✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✐s s❡❝✉r❡ ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❛t❡❣② t♦ ❞❡s✐❣♥ s❡❝✉r❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ ✭✐✮ ❞❡s✐❣♥
❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ s❡❝✉r❡ ❢♦r ♦♥❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s❡ss✐♦♥ ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✈❡r✐✜❡❞
✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s✮❀ ✭✐✐✮ ❛♣♣❧② ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤✐❝❤
✐s s❡❝✉r❡ ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳

✻✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣r♦t♦❝♦❧ Π✱ ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦t♦❝♦❧ Π̃ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts tr② t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥
s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r � ✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t s❡♥❞s
❛ ❢r❡s❤❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥♦♥❝❡ Ni t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❤✐s ✐❞❡♥t✐t② Ai t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ✭◆♦t❡
t❤❛t ✐❢ ❜r♦❛❞❝❛st ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦r ✐❢ ♥♦t ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✱ t❤❡
♠❡ss❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❤♦ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳✮ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤✐s ♣r❡❛♠❜❧❡✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r✿ � = ⟨⟨A1, N1⟩, . . . , ⟨Ak, Nk⟩⟩✳
❆♥ ❛❝t✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r ♠❛② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✐♥t❡r❝❡♣t ❛♥❞
r❡♣❧❛❝❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❣r❡❡ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r � ❛❢t❡r t❤✐s ♣r❡❛♠❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❝♦♠♣✉t❡s ❤✐s ♦✇♥
s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ s❛② �j ✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t j ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❛❣❣✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♦♣❡♥s ❛♥ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ ❤❡
✇✐❧❧ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ t❛❣ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❝❡s ❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♣❤❛s❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❡ ❝❛♥ t❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ♥♦♥❝❡✳

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡ t❛❣❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ [m]� ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s t❤❡ t❛❣ � t♦ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♣r✐♠✐t✐✈❡✳



❙❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ t❛❣s ✼✾

Π =

⎧
⎨
⎩

Ai1 → Aj1 : m1
✳✳✳

Aiℓ → Ajℓ : mℓ

Π̃ =

⎧
⎨
⎩

P❤❛s❡ ✶ P❤❛s❡ ✷

A1 → All : ⟨A1, N1⟩ Ai1 → Aj1 : [m1]�
✳✳✳

✳✳✳
Ak → All : ⟨Ak, Nk⟩ Aiℓ → Ajℓ : [mℓ]�

✇❤❡r❡ � = ⟨tag1, . . . , tagk⟩ ✇✐t❤ tagi = ⟨Ai, Ni⟩

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r � ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳

✻✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t

■♥ ❬✷✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ r❡st❛t❡❞ ❤❡r❡✳

▲❡t Π ❜❡ ❛ k✲♣❛rt② ♣r♦t♦❝♦❧✱ Π̃ ❜❡ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✱
❛♥❞ T0 ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠s ✭t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✬s ✐♥✐t✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✳

▲❡tm ❜❡ ❛ t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ Π(j) ❢♦r s♦♠❡ 1 ≤ j ≤ k ❛♥❞ m̃ ❜❡ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
✐♥ Π̃(j)✳ ▲❡t CK✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❦❡②s✱ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦♥❣t❡r♠ ❦❡②s ♥♦t ✐♥ T0 ❛♥❞
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❦❡②s ✐♥ CK ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♣❧❛✐♥t❡①t✳

■❢ Π ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❡❝r❡❝② ♦❢ m ✇✳r✳t✳ T0 ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❡ ❤♦♥❡st s❡ss✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ r♦❧❡✱ t❤❡♥ Π̃ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❡❝r❡❝② ♦❢ m̃ ✇✳r✳t✳ T0 ✭❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✮✳

❖✉r r❡s✉❧t st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❞♠✐ts ❛♥ ❛tt❛❝❦ t❤❛t ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧
❤♦♥❡st ❛♥❞ ❞✐s❤♦♥❡st s❡ss✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛tt❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ❤♦♥❡st
s❡ss✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦❧❡ ✭❛♥❞ ♥♦ ❞✐s❤♦♥❡st s❡ss✐♦♥s✮✳ ❲❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢②
❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❛❣❣❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❡❝✉r✐t② ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❛s ✐t st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t ✈❡r✐❢②✐♥❣ s❡❝✉r✐t②
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s❡ss✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ s❡❝✉r✐t② ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡ss✐♦♥s✳

❖✉r ❞②♥❛♠✐❝ t❛❣❣✐♥❣ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ r♦❧❡ ✐♥ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♠❛♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡
❛tt❛❝❦s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t❛❣✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t❛❣ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❝❡s✳ ■♥ t❤❛t
❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧t✿ ✐❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❞♠✐ts ❛♥ ❛tt❛❝❦ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛tt❛❝❦
✇❤✐❝❤ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤♦♥❡st✮ s❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❛tt❛❝❦s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ s❡ss✐♦♥ ❡♥❣❛❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✳
❖♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡ ♠❛♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ♥♦t
♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s ✇❡❛❦❡r t❛❣❣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ t♦ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❡ ❞✐s❤♦♥❡st s❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦❧❡✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛tt❛❝❦ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ t❛❣s t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣
❛ ❢r❡s❤ ♥♦♥❝❡✳

❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ t❛❣s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬❆❉✵✼✱ ❇P✵✸✱ ❘❙✵✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡
t❛❣s ❛r❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✐♠✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝ t❛❣❣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛✈♦✐❞s ❝♦♥❢✉s✲
✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s✱ t❤❡s❡ st❛t✐❝ t❛❣s ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡s



✽✵ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

✐♥s✐❞❡ ❛ s❛♠❡ s❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❤❛t ❛ s❛♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s r❡✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡ss✐♦♥s✳ ❯♥❞❡r s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ♥♦ t❡♠♣♦r❛r② s❡❝r❡t✱ ♥♦ ❝✐♣❤❡rt❡①t ❢♦r✲
✇❛r❞✐♥❣✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❬❘❙✵✺✱ ▲♦✇✾✾❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ s❡ss✐♦♥ ♣❡r r♦❧❡✳ ❇✉t t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣r♦t♦✲
❝♦❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❨❛❤❛❧♦♠ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦r ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ❛ t❡♠♣♦r❛r② s❡❝r❡t✳ ■♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ st❛t✐❝ t❛❣s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦
♦❜t❛✐♥ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭s❡❡ ❬❆❉✵✼❪✮✳

✻✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✻✳✸✳✶ ❇❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝❤❛♥✲
♥❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞
♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❲❡ s✉♣✲
♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s♦rts✿ IO ♦r NET✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ s♦rt s②st❡♠
❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥❛♠❡s ♦❢ s♦rt NET ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❝♦♥✈❡②❡❞ ❛s ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡s❡
❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❲❡ ✇r✐t❡ fnet(P ) ❢♦r fn(P ) ∩ NET✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ℱ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ ✐s ❛♥
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t A[❴] ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿ �ñet1.(A1 ∣ �ñet2.(A2 ∣ . . . ∣�ñetk.(Ak ∣ ❴ ) . . .)) ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ Ai ✭1 ≤ i ≤ k✮ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss✱ fnet(ℱ) ⊆

∪
1≤i≤k ñet i ⊆ NET✱ ❛♥❞ fn(A[❴])∩

IO = ∅✳

❖♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡st❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ♣r♦❝❡ss ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥② ❛r❜✐tr❛r②
❝♦♥t❡①t ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♥❛♠❡s ✇❤♦s❡ s❝♦♣❡ r❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❤♦❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦
♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ A[❴] ✐s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ t❤❡♥ fnet(A[❴]) = fnet(A[ℱ ])✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✶ ▲❡t ℱ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ A1[❴] ❜❡ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ ✳ ❚❤❡♥ A1[ℱ ] ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■❢ A2[❴] ✐s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r A1[ℱ ]✱ t❤❡♥ A2[A1[❴]] ✐s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ ✳

❲❤✐❧❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦♥ NET ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ■❖
❝♦♥t❡①ts ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♦✉t♣✉ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✺ ❆♥ ■❖ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t Cio [❴] ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ � ĩo1.(C1 ∣
� ĩo2.(C2 ∣ . . . ∣� ĩok.(Ck ∣ ❴ ) . . .)) ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Ci ✭1 ≤ i ≤ k✮ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞∪

1≤i≤k ĩoi ⊆ IO

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ℱ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ Cio [❴] ✐s ❛♥ ■❖ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡♥ Cio [ℱ ] ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳

✻✳✸✳✷ ❙tr♦♥❣ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t② ❬❑❉▼❘✵✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ s✐♠♣❧❡st s❡❝✉r❡
❡♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✳



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ✽✶

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✻ ✭str♦♥❣ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t②✮ ▲❡t ℱ1 ❛♥❞ ℱ2 ❜❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ℱ1 ❡♠✲
✉❧❛t❡s ℱ2 ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ str♦♥❣ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t②✱ ✇r✐tt❡♥ ℱ1 ≤

SS ℱ2✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
❛❞✈❡rs❛r② S ❢♦r ℱ2 ✭t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✮ s✉❝❤ t❤❛t fnet(ℱ1) = fnet(S[ℱ2]) ❛♥❞ ℱ1 ⪯ S[ℱ2]✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♥② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ℱ1 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ℱ2 ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞✈❡rs❛r② S✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ❛tt❛❝❦s ♦♥ ℱ1 t❤❛♥ ❛tt❛❝❦s
♦♥ ℱ2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ S ❛❧❧♦✇s ❛❜str❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t 0 ≤SS ℱ ❢♦r ❛♥②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ℱ ✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛✐♠s ❛t
♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❡❝✉r✐t②✳ ◆♦♥✲tr✐✈✐❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❬❈❛♥✵✶❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✽ ▲❡t

ℱcc = ✐♥(io1, xs).♦✉t(netcc, ok).✐♥(netcc, x). ✐❢ x = ok t❤❡♥ ♦✉t(io2, xs)

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❛ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ t❛❦❡s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡ s ❛s
✐♥♣✉t ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ io1✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ♥♦t✐✜❡❞ ✈✐❛ ❝❤❛♥♥❡❧ netcc t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s t♦ ❜❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❛❣r❡❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦✉t♣✉t ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ io2✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss

P = �k. ( ✐♥(io1, x).♦✉t(net , senc(x, k)) ∣
✐♥(net , y). ✐❢ test(y, k) = ok t❤❡♥ ♦✉t(io2, sdec(y, k)) ❡❧s❡ 0)

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

sdec(senc(x, k), k) = x test(senc(x, y), y) = ok

▲❡t

S = �netcc.(✐♥(netcc, x).�r.♦✉t(net , r) ∣ ✐♥(net , x). ✐❢ x = r t❤❡♥ ♦✉t(netcc, ok) ∣ ❴)

❲❡ ✐♥❞❡❡❞ ❤❛✈❡ t❤❛t P ⪯ℓ S[ℱcc] ❛♥❞ fnet(P ) = fnet(S[ℱcc])✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ str♦♥❣ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡
♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❞✈❡rs❛r② D[❴] ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞✉♠♠② ❛❞✈❡rs❛r② ✿ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
✐t ❛❝ts ❛s ❛ r❡❧❛② ✇❤✐❝❤ ❢♦r✇❛r❞s ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❡❝❛✉s❡
D[❴] ♥❡❡❞s t♦ ❜♦t❤ r❡str✐❝t ❛❧❧ ♥❛♠❡s ✐♥ fnet(ℱ) ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t fnet(ℱ) = fnet(D[ℱ ])✳ ■t

t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s sim
i/o
j ❢♦r ✐♥♣✉ts✱ r❡s♣✳ ♦✉t♣✉ts✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧

✐♥ fnet(ℱ)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✼ ✭❞✉♠♠② ❛❞✈❡rs❛r②✮ ▲❡t ℱ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❛❞✈❡rs❛r②
❢♦r ℱ ✐s t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② D[❴] = � s̃im.(D1 ∣ �ñet .(D2 ∣ ❴ )) ✇❤❡r❡ ñet = fnet(ℱ) =
{net1, . . . ,netn}❀ s̃im = {simi

1, . . . , sim
i
n, sim

o
1, . . . , sim

o
n} ⊆ NET❀ ❛♥❞

∙ D1 = !✐♥(net1, x).♦✉t(sim
i
1, x) ∣ . . . ∣!✐♥(netn, x).♦✉t(sim

i
n, x) ∣

!✐♥(simo
1, x).♦✉t(net1, x) ∣ . . . ∣!✐♥(sim

o
n, x).♦✉t(netn, x)❀

∙ D2 = !✐♥(simi
1, x).♦✉t(net1, x) ∣ . . . ∣!✐♥(sim

i
n, x).♦✉t(netn, x) ∣

!✐♥(net1, x).♦✉t(sim
o
1, x) ∣ . . . ∣!✐♥(netn, x).♦✉t(sim

o
n, x)✳



✽✷ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t fnet(D[ℱ ]) = fnet(ℱ)✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✷ ▲❡t ℱ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ D[❴] ❜❡ t❤❡ ❞✉♠♠② ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ ✿ ℱ ⪯ D[ℱ ]✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❛t ℱ ≈ D[ℱ ]✱ s✐♥❝❡D[ℱ ] ❤❛s ♠♦r❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛♥ ℱ ✳
❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s t❤❛t ℱ1 ⪯ ℱ2 ❛♥❞ fnet(ℱ1) = fnet(ℱ2) ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ℱ1 ≤

SS ℱ2✿ ❛s ℱ2 ⪯ D[ℱ2] ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t② t❤❛t ℱ1 ⪯ D[ℱ2]✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ≤SS ✐s ❛ ♣r❡♦r❞❡r ✭▲❡♠♠❛ ✻✳✸✮ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ■❖ ❝♦♥t❡①ts ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✮ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✸ ▲❡t ℱ1✱ ℱ2 ❜❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

✶✳ ℱ1 ≤
SS ℱ1❀

✷✳ ℱ1 ≤
SS ℱ2 ❛♥❞ ℱ2 ≤

SS ℱ3 ⇒ ℱ1 ≤
SS ℱ3✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ▲❡t ℱ1✱ ℱ2 ❜❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ Cio ❜❡ ❛♥ ■❖ ❝♦♥t❡①t✳

ℱ1 ≤
SS ℱ2 =⇒ Cio [ℱ1] ≤

SS Cio [ℱ2]✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸ ▲❡t ℱ1✱ ℱ2 ❛♥❞ ℱ3 ❜❡ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

✶✳ ℱ1 ≤
SS ℱ2 ⇒ ℱ1 ∣ ℱ3 ≤

SS ℱ2 ∣ ℱ3❀ ❛♥❞

✷✳ ℱ1 ≤
SS ℱ2 ⇒ !ℱ1 ≤

SS !ℱ2✳

❲❤✐❧❡✱ ✭✶✮ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❴ ∣ ℱ3 ✐s ❛♥ ■❖✲
❝♦♥t❡①t✮ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✮ ✐s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✶ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦rr❡❝t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ❬●▼❲✽✼❪✳ ■♥ ❛ s②♠❜♦❧ s❡tt✐♥❣ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬❆●✾✾❪✳
■♥ ❬❆●✾✾❪ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r s✉❝❤ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❛✐❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ✐t
✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ♦♥❡✱ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳
❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❆●✾✾❪ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ str♦♥❣ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t②✳

✻✳✸✳✸ ❖t❤❡r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t②

❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡♠✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛❧❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s
❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❬❑❉▼❘✵✽✱ ❑üs✵✻❪✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ♠♦st s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t②
❢r❛♠❡✇♦r❦s ❬❈❛♥✵✶✱ ❇P❲✵✼❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✽ ▲❡t ℱ1 ❛♥❞ ℱ2 ❜❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ A ❜❡ ❛♥② ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ1✳



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ✽✸

∙ ℱ1 ❡♠✉❧❛t❡s ℱ2 ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❜♦① s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t②✱ ℱ1 ≤
BB ℱ2✱ ✐✛

∃S. ∀A. A[ℱ1] ⪯ A[S[ℱ2]] ✇❤❡r❡ S ✐s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ2 ✇✐t❤ fnet(S[ℱ2]) = fnet(ℱ1)✳

∙ ℱ1 ❡♠✉❧❛t❡s ℱ2 ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t②✱ ℱ1 ≤
UC ℱ2✱ ✐✛

∀A. ∃S. A[ℱ1] ⪯ S[ℱ2] ✇❤❡r❡ S ✐s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ2 s✳t✳ fnet(A[ℱ1]) = fnet(S[ℱ2])✳

∙ ℱ1 ❡♠✉❧❛t❡s ℱ2 ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❞✉♠♠②
❛❞✈❡rs❛r②✱ ℱ1 ≤

UCDA ℱ2✱ ✐✛ ∃S. D[ℱ1] ⪯ S[ℱ2] ✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❞✉♠♠② ❛❞✈❡rs❛r②
❢♦r ℱ1 ❛♥❞ S ✐s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❢♦r ℱ2 s✉❝❤ t❤❛t fnet(S[ℱ2]) = fnet(D[ℱ1])✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ≤SS = ≤BB = ≤UC = ≤UCDA✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝✉r✐t② ♥♦t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡♦r❞❡r ❜②
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ ≤SS

≈ ,≤BB
≈ ,≤UC

≈ ❛♥❞ ≤UCDA
≈ ✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t♦♦ str♦♥❣✱ r✉❧✐♥❣ ♦✉t ♥❛t✉r❛❧ s❡❝✉r❡ ❡♠✉❧❛t✐♦♥
❝❛s❡s✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ≤SS

≈ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡✢❡①✐✈❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①tr❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛t
t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡s✳ ❲❤✐❧❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s t②♣✐❝❛❧❧② r❡❧② ♦♥ ❜✐s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛s❦✲P■❖❆
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❈❈❑+✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
s❡❝✉r✐t②✳

✻✳✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ ❬✷✹❪ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r❡ ❡♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉t✉❛❧ ❛✉t❤❡♥t✐✲
❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❜② t❤❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❤r♦❡❞❡r✲▲♦✇❡ ✭◆❙▲✮ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬▲♦✇✾✺❪✳ ❆s t❤❡ ◆❙▲
♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡s ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❢♦r
❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② Ppke ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❢r❡s❤ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡②
sk ✇❤❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
r❡❛❞② t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ♦r ❞❡❝r②♣t✐♦♥ r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ℱpke ❞✐✛❡rs
❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ❝✐♣❤❡r✲
t❡①ts ❜② ❡♥❝r②♣t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ str✐♥❣s ❬❇P❲✵✼✱ ❈❛♥✵✶✱ ❑❚✵✽❪✳ ❆♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ t❛❜❧❡ ✭♣❧❛✐♥✲
t❡①t✴❝✐♣❤❡rt❡①t✮ ✐s t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡❝r②♣t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❛✈♦✐❞
s✉❝❤ ❛ t❛❜❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡✮ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ❡♥❝r②♣t✐♦♥
❛♥❞ ❛ s❡❝✉r❡ ❦❡② ssk✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ℱpke t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② sk ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡
❛❞✈❡rs❛r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r pk(ssk) ♥♦r ssk ❛r❡ ❡✈❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ℱpke✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣
t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝r②♣t s✉❝❤ ❛ ❝✐♣❤❡rt❡①t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❦❡②
sk ✐s ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧❧② ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r ♦✉r ❥♦✐♥t st❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡✲
s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t Ppke ≤

SS ℱpke.
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ❥♦✐♥t st❛t❡ r❡s✉❧t✳ ❲❤✐❧❡ ≤SS ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤✐s

✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ■♥❞❡❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
❛❧s♦ r❡♣❧✐❝❛t❡s ❛❧❧ ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ s❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❦❡② ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❥♦✐♥t st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t r❡❛❧✐③❡s !ℱpke ✇❤✐❧❡ r❡✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡② ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ℱpke✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ℱpke ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ ✐s t❛❣❣❡❞✳ ▼♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ℱpke ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ℱpke✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✭✐✮ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②



✽✹ ▼♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s

✐♥♣✉ts ❛ s❡ss✐♦♥ ✐❞ sid ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✭✐✐✮ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝♦♥t❛✐♥ t❤✐s sid
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❡❝❦s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ■❖ ❝♦♥t❡①t Pjs[❴] ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ℱpke✳ Pjs[❴] ♦✛❡rs
t❤❡ s❛♠❡ ■❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ℱpke ❛♥❞ ✏tr❛♥s❧❛t❡s✑ r❡q✉❡sts ❛♥❞
r❡s♣♦♥s❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r t♦ t❤❡ ♣❧❛✐♥t❡①ts t❤❛t ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞
♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ℱpke✳ ■♥ t❤❛t ✇❛② t❤❡ ❥♦✐♥t st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② Pjs[ℱpke] ✉s❡s ❛ s✐♥❣❧❡
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ℱpke ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦t♦❝♦❧ s❡ss✐♦♥s ❛♥❞ t❛❣s t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❖✉r ❥♦✐♥t ❥♦✐♥t st❛t❡ r❡s✉❧t
❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pjs[ℱpke] ≤
SS !ℱpke

≤
S
S

≤
S
S

Pjs[Ppke] ∕≤
SS !Ppke

◆♦t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② sk✳ ■♥❞❡❡❞✱ Pjs[Ppke] ∕≤

SS!Ppke ❛s t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②s ❛r❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ !Ppke✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ Pjs[Ppke]✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ ✏tr✐❝❦✑ ✐s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r s❡♥❞ t❤❡ s❛♠❡ sk
t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♣② ♦❢ ℱpke✳

■♥ ❬✷✹❪ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ℱauth ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ✇♦r❦s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡q✉❡st ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡② ❢♦r✇❛r❞ t❤✐s r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❛♥❞✱ ✐❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❛r❡ ❤♦♥❡st✱ t♦ ❛ tr✉st❡❞
❤♦st ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡s❡ r❡q✉❡sts ❛♥❞ ❛✉t❤♦r✐③❡s ❣♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✐❢ t❤❡② ♠❛t❝❤✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❛s❦s t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧
s❡ss✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ℱauth ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
t❤❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r✲▲♦✇❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬▲♦✇✾✺❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t st❛t❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝
❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✇❡ ❧✐❢t t❤✐s ❡♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ t❤❡♠❡s✳

Pr♦✈✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s s♦✉♥❞✳ ▼❛♥② ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s s✉❣❣❡st✐♥❣ ❣♦♦❞ ❡♥✲
❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡s ❢♦r s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❬❆◆✵✻✱ ❆◆✾✺✱ ❲▲✾✹✱
●❙✾✺❪✳ ❙✉❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ②❡t ✐♥❢♦r♠❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ✏t❤✉♠❜ r✉❧❡s✑✳ ❋♦r♠❛❧✲
✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛♥❞ st✉❞②✐♥❣ ✇❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡② ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳
❖♥❡ s✉❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲♦♦ ❛♥❞ ▲❛♠ ❬❲▲✾✹❪✱ st❛t✐♥❣
t❤❛t ❛♥② ♠❡ss❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡ss❛❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❤❛s❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❙❙▲ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❆♥♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s t❤❛t ♦❢ ❢❛✐❧✲st♦♣ ♣r♦✲
t♦❝♦❧s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ♣r♦t♦❝♦❧s t♦ ❤❛❧t ❛s s♦♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛♥② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤✳

❋r♦♠ tr❛❝❡ t♦ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ♠♦st ✇♦r❦s ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡
❧✐♠✐t❡❞ t♦ tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✽✺

❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉❝❤ t❤❛t

✐❢ �k.P ∼ �k.Q t❤❡♥ �k.(P ∣ R) ∼ �k.(Q ∣ R)

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r s❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✐❢ �k.P ∼ Q t❤❡♥ �k.!P ∼!Q

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❬❈❉✵✾❜✱ ✷✻❪ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ s❡❝✉r✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱ ❈❤❡✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬❈❈❉✶✵❪ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ❝♦♥❝r❡t❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❬❈❉✵✾❜✱ ✷✻❪
❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t②✳ ❖✉r ✇♦r❦ ♦♥ s②♠❜♦❧✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② ✐s st✐❧❧ ✐♥ ✐ts
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆
✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❡❝✉r✐t② ❆P■s ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❆P■ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❆P■✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❆P■ s❡❡♠s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆♥♦t❤❡r ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✲
❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❡❡♠s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r
❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣✱ ❛s ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❉✳ ❯♥r✉❤ ✐♥ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥♦♥②♠✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡♦r❞❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❉✳ ❯♥r✉❤ ✐s
❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s❡tt✐♥❣ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳





❈❍❆P❚❊❘ ✼

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ✐ss✉❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♣t✉r❡s ❛ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t②✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛❣❛✐♥st
❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✖✇❤✐❝❤ ♠② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦
✐s ♣❛rt ♦❢✖r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✲
✐t✐✈❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✏❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s✑✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣✐✈❡♥
s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❉♦❧❡✈ ❛♥❞ ❨❛♦✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t t❤✐s
❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦♦❢s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❞✈❡rs❛r② ♣♦✇❡r r❛✐s❡ q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦✛❡r❡❞ ❜② s✉❝❤ ♣r♦♦❢s✳ P♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ❥✉st✐❢②✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛s tr❡♠❡♥❞♦✉s ❜❡♥❡✜ts✿ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣
❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s ❛♥❞ st✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳
■♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦✱ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ❘♦❣❛✇❛② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❢♦r♠❛❧
✭s②♠♠❡tr✐❝✮ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥② r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s②♠♠❡tr✐❝
♦r ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ■♥ ❬✸✺✱ ✶✷❪✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡q✉❛❧✐t②✱
st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✭♥♦♥✲✮❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ s♦✉♥❞✲
♥❡ss r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✭①♦r✱ ❝✐♣❤❡rs ❛♥❞ ❧✐sts✮✳ ■♥ ❬✸✷❪ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❛♥ ❛
♣❛ss✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r ♣❛✐r✐♥❣s ❬✶✶❪
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r ♦♥ t❤❡ ✇❛② s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♠❜♦❧✐❝✱ ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s❡❝r❡❝② ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
■♥ ❬✸✸❪ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❛♥❞ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡❝r❡❝② ❝r✐t❡r✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❡①❛❝t❧② ❝❛♣t✉r❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡❝r❡❝② ❢♦r ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t s❛t✐s❢② ✐t ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

✽✼



✽✽ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

s❡❝✉r❡ ✇❤✐❧❡ ❛♥② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛tt❛❝❦✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡
t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♠❡♥t✐♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡rs ♦♥ s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ✇❡ r❡❢❡r t❤❡
r❡❛❞❡r t♦ ❬✼❪✳

✼✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❢r❛♠❡s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ Pr♦✈✐❞❡❞ ❛ s❡t ♦❢ s♦rts S ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ℱ ✱ ❛ ✭S,ℱ✮✲
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ A ❝♦♥s✐sts ♦❢

∙ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❜✐t✲str✐♥❣s [[s]]A ⊆ {0, 1}
∗ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦rt s ∈ S❀

∙ ❛ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ [[f ]]A : [[s1]]A × . . . × [[sk]]A → [[s]]A ❢♦r ❡❛❝❤ f ∈ ℱ ✇✐t❤
arity(f) = s1 × . . .× sk → s❀

∙ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞r❛✇ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ [[s]]A❀ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛ ❞r❛✇✐♥❣

❜② x
R
←− [[s]]A❀

❆ss✉♠❡ ❛ ✜①❡❞ ✭S,ℱ✮✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ A✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ' = {x1 7→

t1, . . . , xn 7→ tn} ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥  = [[']]A✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣s  ̂
R
←−  ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❛♠❡ a ♦❢ s♦rt s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t1, . . . , tn✱ ❞r❛✇ ❛ ✈❛❧✉❡ â
R
←− [[s]]A❀

✷✳ ❢♦r ❡❛❝❤ xi ✭1 ≤ i ≤ n✮ ♦❢ s♦rt si✱ ❝♦♠♣✉t❡ t̂i ∈ [[si]]A r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❡r♠s✿ ˆf(t′1, . . . , t
′
m) = [[f ]]A(t̂′1, . . . , t̂

′
m)❀

✸✳ r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡  ̂ = {x1 7→ t̂1, . . . , xn 7→ t̂n}✳

❙✉❝❤ ✈❛❧✉❡s � = {x1 = e1, . . . , xn = en} ✇✐t❤ ei ∈ [[si]]A ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❝r❡t❡ ❢r❛♠❡s✳ ❲❡
❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ [[.]]A t♦ ✭t✉♣❧❡s ♦❢✮ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ✇❛②✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ (A�) ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r � ≥ 0✳ ✭❚❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r � ♠✐❣❤t ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❦❡②s ❛♥❞ ♦t❤❡r s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡s✳✮ ❚❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ ' ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ❝♦♥❝r❡t❡ ❢r❛♠❡s ([[']]A�)✳ ❲❡ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s (A�) s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❣❡✲
❜r❛s ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜② ❛ ✭✉♥✐❢♦r♠✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✮ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r �✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ ❢r❛♠❡s ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧②
❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✭✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s❡✮✳

❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❡♥s❡♠❜❧❡s✮ ♦✈❡r ❝♦♥❝r❡t❡ ❢r❛♠❡s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ( �) ❛♥❞ ( ′

�)
❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ✇r✐tt❡♥ ( �) ≈ ( ′

�)✱ ✐✛ ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❞✈❡rs❛r②



❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✽✾

A ❝❛♥ ❣✉❡ss ✇❤❡t❤❡r ❤❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠  � ♦r  ′
� ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1
2 ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❛s❦ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ A✱

A■◆❉A ( �,  
′
�) =

∣∣∣ℙ[ ̂ R
←−  � : A( ̂) = 1] − ℙ[ ̂

R
←−  ′

� : A( ̂) = 1]
∣∣∣

t♦ ❜❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ �✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ r❡♠❛✐♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛♥② �−n ✭n > 0✮
❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ �✳

✼✳✷ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s

✼✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧❧♥❡ss

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❢♦r♠❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✿ ❡q✉❛❧✐t②✱ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ▲❡t ℰ ❜❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s (A�) ✐s

∙ =ℰ ✲s♦✉♥❞ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s T1, T2 ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✱ T1 =ℰ T2 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

ℙ[ e1, e2
R
←− [[T1, T2]]A� : e1 =A� e2] ✐s ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣❀

∙ =ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s T1, T2 ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✱ T1 ∕=ℰ T2 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

ℙ[ e1, e2
R
←− [[T1, T2]]A� : e1 =A� e2] ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡❀

∙ ∼ℰ ✲s♦✉♥❞ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❛♠❡s '1, '2 ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ '1 ∼ℰ '2 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
([['1]]A�) ≈ ([['2]]A�);

∙ ∼ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❛♠❡s '1, '2 ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ '1 ∕∼ℰ '2 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❞✈❡rs❛r② A ❢♦r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ❢r❛♠❡s✱ s✉❝❤
t❤❛t A■◆❉(A, �, [['1]]A� , [['2]]A�) ✐s ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣❀

∙ ∕⊢ℰ ✲s♦✉♥❞ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❛♠❡ ' ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ T s✉❝❤ t❤❛t names(T ) ⊆ names(')✱
' ∕⊢ℰ T ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❞✈❡rs❛r② A✱

ℙ[�, e
R
←− [[', T ]]A� : A(�) =A� e] ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡❀

∙ ∕⊢ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❛♠❡ ' ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ T s✉❝❤ t❤❛t names(T ) ⊆ names(')✱
' ⊢ℰ T ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❞✈❡rs❛r② A s✉❝❤ t❤❛t

ℙ[�, e
R
←− [[', T ]]A� : A(�) =A� e] ✐s ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣✳

❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ str♦♥❣❡r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♦✉♥❞♥❡ss t❤❛t ❤♦❧❞ ✇✐t❤♦✉t
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷ ▲❡t ℰ ❜❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s (A�) ✐s

∙ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② =ℰ ✲s♦✉♥❞ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s T1, T2 ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✱ T1 =ℰ T2

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ℙ[ e1, e2
R
←− [[T1, T2]]A� : e1 =A� e2] = 1❀

∙ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ∼ℰ ✲s♦✉♥❞ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❛♠❡s '1, '2 ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ '1 ∼ℰ '2

✐♠♣❧✐❡s ([['1]]A�) = ([['2]]A�)❀



✾✵ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

∙ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ∕⊢ℰ ✲s♦✉♥❞ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❛♠❡ ' ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ T s✉❝❤ t❤❛t names(T ) ⊆
names(') ❛♥❞ ' ∕⊢ℰ T ✱ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣s ❢♦r ' ❛♥❞ T ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✿ ❢♦r ❛❧❧ �0✱ e0✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t ℙ[�0, e0
R
←− [[', T ]]A� ] = ℙ[�0

R
←− [[']]A� ] × ℙ[e0

R
←− [[T ]]A� ]✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣

(
R
←− [[T ]]A�) ✐s ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❢r❡❡✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ∕⊢ℰ ✲s♦✉♥❞♥❡ss✱ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣s ❢♦r ' ❛♥❞ T ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ (
R
←− [[T ]]A�) ✐s ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲

❢r❡❡✱ t❤❡♥ ❛♥② ❛❞✈❡rs❛r② A ❤❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✿

ℙ[�, e
R
←− [[', T ]]A� : A(�) =A� e] = ℙ[�

R
←− [[']]A� , e

R
←− [[T ]]A� : A(�) =A� e]

≤ supe0 ℙ[e
R
←− [[T ]]A� : e =A� e0]

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✭✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✮ =ℰ ✲s♦✉♥❞♥❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ tr✉❡ ❢♦r♠❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡
✇♦r❧❞ ✇✐t❤ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢✉❧✜❧❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡str✐❝t ❢r❛♠❡s t♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ♦♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
s♦✉♥❞♥❡ss ♦r ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ❘♦❣❛✇❛② ❬❆❘✵✷❪ ❞♦ ❢♦r❜✐❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥
❝②❝❧❡s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡
♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶ ▲❡t (A�) ❜❡ ❛ =ℰ ✲s♦✉♥❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❚❤❡♥

✶✳ (A�) ✐s ∕⊢ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧❀

✷✳ ✐❢ (A�) ✐s ❛❧s♦ =ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧✱ (A�) ✐s ∼ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷ ▲❡t (A�) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ∼ℰ ✲s♦✉♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
❢r❡❡ ❜✐♥❛r② s②♠❜♦❧s hs : s × Key → Hash ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡✈❡r② s♦rt s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦rt
Key ✐s ♥♦t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ℰ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s♦rt Hash✱

(
R
←− [[Hash]]A�)✱ ✐s ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❢r❡❡✳ ❚❤❡♥

✶✳ (A�) ✐s =ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧❀

✷✳ (A�) ✐s ∕⊢ℰ ✲s♦✉♥❞❀

✸✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②♠❜♦❧s hs ❛r❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ T1, T2 ♦❢ s♦rt s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡ k ♦❢ s♦rt Key✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

ℙ

[
e1, e2, e

′
1, e

′
2

R
←− [[T1, T2, hs(T1, k), hs(T2, k)]]A� : e1 ∕=A� e2, e

′
1 =A� e

′
2

]

✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥ (A�) ✐s =ℰ ✲s♦✉♥❞✱ ∕⊢ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧ ❛♥❞ ∼ℰ ✲❢❛✐t❤❢✉❧✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡tt✐♥❣ ❢r♦♠ ❬▼P✵✺❪✳ ■♥
∼ℰ ✲s♦✉♥❞♥❡ss t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡❛s ✐♥



❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✾✶

t❤✐s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② s❡❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❝❤♦s❡♥
❢r❛♠❡s✳

❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡tt✐♥❣ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❣❛♠❡✳ ▲❡t (A�)
❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ A ❜❡ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r②✳ A ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❧❡❢t✲r✐❣❤t
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r❛❝❧❡ OLR ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ t❡r♠s (t0, t1) ♦✉t♣✉ts ❡✐t❤❡r t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t0 ♦r ♦❢ t1✳ ❚❤✐s ♦r❛❝❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✐t b ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❧♦❝❛❧
st♦r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦r❞ ✈❛❧✉❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡s ✭t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞
✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢✉rt❤❡r q✉❡r✐❡s✮✳ ❲✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤✐s st♦r❡ ❛♥❞
✇r✐t❡✿

Ob
LR,A�

(t0, t1) = [[tb]]A�

❆❞✈❡rs❛r② A ♣❧❛②s ❛♥ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ❣❛♠❡ ❛♥❞ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b✳
❋♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

AADPT
A,A�

(�) =
∣∣∣ℙ[AO1

LR,A� = 1]− ℙ[A
O0

LR,A� = 1]
∣∣∣

❲✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ q✉❡r✐❡s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❡❛s② ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝♦✉❧❞ s✉❜♠✐t ❛ ♣❛✐r (0, 1) t♦
❤✐s ♦r❛❝❧❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ❜❡ ❧❡❣❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸ ✭❆❞❛♣t✐✈❡ s♦✉♥❞♥❡ss✮ ❆♥ ❛❞✈❡rs❛r② A ✐s ❧❡❣❛❧ ✐❢ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
q✉❡r✐❡s (ti0, t

i
1)1≤i≤n ♠❛❞❡ ❜② A t♦ ✐ts ❧❡❢t✲r✐❣❤t ♦r❛❝❧❡✱ q✉❡r✐❡s ❛r❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

{
x1 7→ t10, . . . , xn 7→ tn0

}
∼ℰ

{
x1 7→ t11, . . . , xn 7→ tn1

}

❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s (A�) ✐s

∙ ∼ℰ ✲❛❞✲s♦✉♥❞ ✐✛ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ AADPT
A,A�

(�) ♦❢ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❧❡❣❛❧ ❛❞✈❡rs❛r② A
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

∙ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ∼ℰ ✲❛❞✲s♦✉♥❞ ✐✛ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ AADPT
A,A�

(�) ♦❢ ❛♥② ❧❡❣❛❧ ❛❞✈❡rs❛r② A ✐s
0✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t②♣❡❞✱ ❛♥② q✉❡r② (ti0, t
i
1) ♦❢ ❛ ❧❡❣❛❧ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✐s

s✉❝❤ t❤❛t ti0 ❛♥❞ t
i
1 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s♦✉♥❞♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

♥♦t✐♦♥ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸ ▲❡t (A�) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ■❢ A� ✐s ∼ℰ ✲❛❞✲s♦✉♥❞
t❤❡♥ A� ✐s ❛❧s♦ ∼ℰ ✲s♦✉♥❞ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✹ ▲❡t (A�) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✳ A� ✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②
∼ℰ ✲❛❞✲s♦✉♥❞ ✐✛ A� ✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ∼ℰ ✲s♦✉♥❞✳

✼✳✷✳✷ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r✐❡s

❙②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
❢r♦♠ ❬❆❘✵✷❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❬▼P✵✺❪✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❬●▼✽✷❪✳



✾✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

❖✉r s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦rts S = {Data}✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❛♠❡s ❢♦r s♦rt Data ❝❛❧❧❡❞ ❦❡②s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✿

senc, sdec : Data ×Data → Data ❡♥❝r②♣t✱ ❞❡❝r②♣t
pair : Data ×Data → Data ♣❛✐r ❝♦♥str✉❝t♦r

proj1, proj2 : Data → Data ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
samekey : Data ×Data → Data ❦❡② ❡q✉❛❧✐t✐❡s t❡st

tenc, tpair : Data → Data t②♣❡ t❡st❡rs
0, 1 : Data ❝♦♥st❛♥ts

❆ ♥❛♠❡ k ✐s ✉s❡❞ ❛t ❛ ❦❡② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❡r♠ t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜✲t❡r♠ senc(t′, k) ♦❢ t✳
❊❧s❡ k ✐s ✉s❡❞ ❛t ❛ ♣❧❛✐♥t❡①t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰsym ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜②✿

sdec(senc(x, y), y) = x samekey(senc(x, y), senc(z, y)) = 1
proj1(pair(x, y)) = x tenc(senc(x, y)) = 1
proj2(pair(x, y)) = y tpair(pair(x, y)) = 1

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❦❡② ❝②❝❧❡s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❆❘✵✷❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ INDCPA
✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❛♥② s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❦❡② ❝②❝❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛s ✐♥
♥✉♠❡r♦✉s ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦r❜✐❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ t❡r♠s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ s✉❝❤ ❝②❝❧❡s✳ ▲❡t ≺ ❜❡ ❛
t♦t❛❧ ♦r❞❡r ❛♠♦♥❣ ❦❡②s✳ ❆ ❢r❛♠❡ ' ✐s ❛❝②❝❧✐❝ ❢♦r ≺ ✐❢ ❢♦r ❛♥② s✉❜t❡r♠ senc(t, k) ♦❢ '✱ ✐❢ k′

♦❝❝✉rs ✐♥ t t❤❡♥ k′ ≺ k✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬▼P✵✺❪✱ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❬❉◆❘❙✵✸❪
❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ r❡q✉✐r❡ ❦❡②s t♦ ❜❡ s❡♥t
❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝r②♣t ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦r t❤❡② ♠✉st ♥❡✈❡r ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ ♣❧❛✐♥t❡①t✳ ❆ ❢r❛♠❡
' = {x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn} ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❢♦r ≺ ✐❢

∙ ' ✐s ❛❝②❝❧✐❝ ❢♦r ≺❀

∙ t❤❡ t❡r♠s ti ♦♥❧② ✉s❡ s②♠❜♦❧s senc✱ pair✱ 0 ❛♥❞ 1✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ♥❛♠❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t ❦❡②
♣♦s✐t✐♦♥s❀

∙ ✐❢ k ✐s ✉s❡❞ ❛s ♣❧❛✐♥t❡①t ✐♥ ti✱ t❤❡♥ k ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❛ ❦❡② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ tj ❢♦r j < i✳

❆♥ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❢♦r ≺ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ q✉❡r✐❡s (ti0, t
i
1)1≤i≤n t❤❛t ❤❡ ♠❛❦❡s t♦

❤✐s ♦r❛❝❧❡ ②✐❡❧❞s t✇♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❢r❛♠❡s {x1 7→ t10, . . . , xn 7→ tn0} ❛♥❞ {x1 7→ t11, . . . , xn 7→
tn1} ❢♦r ≺✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t senc ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ Sℰ ❛♥❞ t❤❛t
♣❛✐r✐♥❣ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② s♦♠❡ ✉s✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❛❧✐③❡s ❛ ♣❛✐r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t INDCPA ✐s ❛ ❧❡♥❣t❤✲❝♦♥❝❡❛❧✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ INDCPA′

✐s ❛ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ INDCPA✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ♠❛② ♠❛❦❡ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ q✉❡r②✱ ❜✉t
s✉❜♠✐tt✐♥❣ t✇♦ ❧✐sts ♦❢ ♣❧❛✐♥t❡①ts✱ r❛t❤❡r t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ q✉❡r✐❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢
♣❧❛✐♥t❡①ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶ ▲❡t ≺ ❜❡ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ❛♠♦♥❣ ❦❡②s✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s ❢♦r ≺✳ ▲❡t (A�) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❛❧❣❡❜r❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ Sℰ✳

∙ (A�) ✐s ∼ℰsym✲❛❞✲s♦✉♥❞ ✐❢ Sℰ ✐s INDCPA ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❢❛❧s❡✳

∙ (A�) ✐s ∼ℰsym✲s♦✉♥❞ ✐❢ Sℰ ✐s INDCPA′ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❢❛❧s❡✳



❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✾✸

❈✐♣❤❡rs ❛♥❞ ❧✐sts ❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✲
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❙✉❝❤ s❝❤❡♠❡s✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
♦r ❝✐♣❤❡rs ❬PP✵✹❪✱ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ✭❢♦r ✜①❡❞✲❧❡♥❣t❤
✐♥♣✉ts✮ ❜❡✐♥❣ ❉❊❙ ❛♥❞ ❆❊❙✳

❖✉r ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s♦rts S = {Data,Data0,Data1 . . .Datan . . .}✱ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛♠❡s ❢♦r ❡✈❡r② s♦rt Data ❛♥❞ Datan✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♠❜♦❧s ✭❢♦r
❡✈❡r② n ≥ 0✮✿

encn, decn : Datan ×Data → Datan ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ ❞❡❝r②♣t✐♦♥
consn : Data ×Datan → Datan+1 ❧✐st ❝♦♥str✉❝t♦r
headn : Datan+1 → Data ❤❡❛❞ ♦❢ ❛ ❧✐st
tailn : Datan+1 → Datan t❛✐❧ ♦❢ ❛ ❧✐st
nil : Data0 ❡♠♣t② ❧✐st
0, 1 : Data ❝♦♥st❛♥ts

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰcipher ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❢♦r ❡✈❡r②
n ≥ 0 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛♠❡ a0 ♦❢ s♦rt Data0✮✿

decn(encn(x, y), y) = x
encn(decn(x, y), y) = x
headn(consn(x, y)) = x
tailn(consn(x, y)) = y

consn(headn(x), tailn(x)) = x

enc0(nil, x) = nil

dec0(nil, x) = nil

tail0(x) = nil

a0 = nil

✇❤❡r❡ x, y ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦rts ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r
❡q✉❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡ s♦rt Data0 ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ℰcipher✱ t❤❛t ✐s✱ ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ s♦rt Data0 ❛r❡
❡q✉❛❧✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ t❡r♠ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦rt✳ ❆s t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts n ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s
❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ s♦rts✱ ✇❡ t❡♥❞ t♦ ♦♠✐t t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ k, k′ : Data✱ ✇❡
♠❛② ✇r✐t❡ enc(cons(k, nil), k′) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ enc1(cons0(k, nil), k

′)✳
❚❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ s♦rts ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s A�✱

� > 0✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∙ t❤❡ ❝❛rr✐❡r s❡ts ❛r❡ [[Data]]A� = {0, 1}� ❛♥❞ [[Datan]]A� = {0, 1}n� ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡q✉❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥❀

∙ encn, decn ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝✐♣❤❡r ❢♦r ❞❛t❛ ♦❢ s✐③❡ n� ❛♥❞ ❦❡②s ♦❢ s✐③❡ �❀

∙ [[nil]]A� ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ❜✐t✲str✐♥❣✱ [[consn]]A� ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥✱ [[0]]A� = 0�✱
[[1]]A� = 1�✱ [[headn]]A� r❡t✉r♥s t❤❡ � ✜rst ❞✐❣✐ts ♦❢ ❜✐t✲str✐♥❣s ✭♦❢ s✐③❡ (n + 1)�✮
✇❤❡r❡❛s [[tailn]]A� r❡t✉r♥s t❤❡ ❧❛st n� ❞✐❣✐ts✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ r❡str✐❝t ❢r❛♠❡s t♦ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ❦❡②s ❛♥❞ ♥♦ ❡♥❝r②♣t✐♦♥
❝②❝❧❡s✳ ❆ ❝❧♦s❡❞ ❢r❛♠❡ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✐✛ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ❦❡②s✱ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❡♥❝r②♣t✐♦♥
❝②❝❧❡s ❛♥❞ ✉s❡s ♥♦ ❤❡❛❞ ❛♥❞ t❛✐❧ s②♠❜♦❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t
❣✐✈❡♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r ❝✐♣❤❡rs✱ s✉♣❡r ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
✭❙P❘P✮ ❬PP✵✹❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷ ✭∼ℰcipher✲s♦✉♥❞♥❡ss✮ ▲❡t '1 ❛♥❞ '2 ❜❡ t✇♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙P❘P
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■❢ '1 ∼ℰcipher '2 t❤❡♥ ([['1]]A�) ≈ ([['2]]A�)✳



✾✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

❊①❝❧✉s✐✈❡ ❖r ❲❡ st✉❞② t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ t❤❡✲
♦r② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❖❘ ✭❳❖❘✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ✭♣✉r❡✮
r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦rt Data✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛♠❡s✱ t❤❡ ✐♥✜①
s②♠❜♦❧ ⊕ : Data ×Data → Data ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts 0, 1 : Data✳ ❚❡r♠s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ⊕ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②✿

(x⊕y)⊕z = x⊕(y⊕z)
x⊕y = y⊕x

x⊕x = 0
x⊕0 = x

❆s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s A�✱ � ≥ 0✿

∙ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ [[Data]]A� ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✐t✲str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ �✱ {0, 1}�✱ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀

∙ ⊕ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❳❖❘ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r {0, 1}�❀

∙ [[0]]A� = 0� ❛♥❞ [[1]]A� = 1�✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❳❖❘ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✱ (A�)✱ ✐s
✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② =ℰ⊕✲✱ ∼ℰ⊕✲ ❛♥❞ ∕⊢ℰ⊕✲s♦✉♥❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ =ℰ⊕✲✱ ∼ℰ⊕✲ ❛♥❞ ∕⊢ℰ⊕✲❢❛✐t❤❢✉❧✳

❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✹ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ∼ℰ ✲❛❞✲s♦✉♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s ❛s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t
❢♦r t❤✐s t❤❡♦r②✳

■♥ ❬✸✷❪ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❥♦✐♥t✱ ❤✐❡r❛r✲
❝❤✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❡❛r ♦♥ t♦♣
♦❢ ❛♥ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳

❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ❆s ❛ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r
❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❦❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❉❡❝✐s✐♦♥❛❧ ❉✐✣❡✲
❍❡❧❧♠❛♥ ✭DDH✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✿ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ gx ❛♥❞ gy✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛♥②
❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ gxy ❛♥❞ gr✱ ✇❤❡♥ x, y ❛♥❞ r ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t
r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬❉❍✼✻❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦
❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ❛❣r❡❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❡✳❣✳ ❙❙▲✴❚▲❙ ❛♥❞
❑❡r❜❡r♦s ❱✺✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❣r♦✉♣ ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦t♦❝♦❧s s✉❝❤ ❛s ❆❑❊✶ ❬❇❈P✵✶❪ ♦r t❤❡
❇✉r♠❡st❡r✲❉❡s♠❡❞t ♣r♦t♦❝♦❧ ❬❇❉✾✹❪✳

❚❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s♦rts G ✭❢♦r ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ R ✭❢♦r r✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts✮✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛♠❡s ❢♦r R ✭❜✉t ♥♦ ♥❛♠❡ ❢♦r s♦rt G✮ ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧s✿

exp : R→ G ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥
+, ⋅ : R×R→ R ❛❞❞✱ ♠✉❧t
− : R→ R ✐♥✈❡rs❡
∗ : G×G→ G ♠✉❧t ✐♥ G

0R, 1R : R ❝♦♥st❛♥ts

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰdh ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②✿

x+ y = y + x x ⋅ y = y ⋅ x (x+ y) + z = x+ (y + z)
x ⋅ (y + z) = x ⋅ y + x ⋅ z (x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅ (y ⋅ z) x+ (−x) = 0R

0R + x = x 1R ⋅ x = x exp(x) ∗ exp(y) = exp(x+ y)



❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ✾✺

❲❡ ♣✉t t✇♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❢♦r♠❛❧ t❡r♠s✿ ♣r♦❞✉❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣♦✇❡r✲❢r❡❡✱ ✐✳❡✳✱ xn ✐s ❢♦r❜✐❞✲
❞❡♥ ❢♦r n > 1✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts ♠✉st ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ l ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r s♦♠❡ ✜①❡❞ ❜♦✉♥❞
l✱ ✐✳❡✳ x1 ⋅ ... ⋅ xn ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❢♦r n > l✳ ❇♦t❤ r❡str✐❝t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ DDH ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❛♥❞ s❡❡♠ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛✈♦✐❞ ❬❇▲▼❲✵✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢r❛♠❡s ✉s✐♥❣
t❡r♠s ♦❢ s♦rt G✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ DDH ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♦✉♥❞✲
♥❡ss✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✹ ▲❡t (A�) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✳ (A�) ✐s ∼ℰdh✲s♦✉♥❞ ✐✛ (A�)
s❛t✐s✜❡s t❤❡ DDH ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ (A�) ✐s ∼ℰdh✲❛❞✲s♦✉♥❞ ✐✛ (A�) s❛t✐s✜❡s t❤❡ DDH ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛✐♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ 3DH ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❬❇▲▼❲✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ DDH✳

❆s ❢♦r ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r✱ ✐♥ ❬✸✷❪ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r
❛ ❥♦✐♥t✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❦❡② ♦r ♣❧❛✐♥t❡①t ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❇✐❧✐♥❡❛r ♣❛✐r✐♥❣ ■♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡
❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❛ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r ♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❬✶✶❪✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✇❛s s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ♣❛tt❡r♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭∼=✮✱ ❛s ✐♥ ❬❆❘✵✷❪✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❤♦❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r DDH ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ s✐♠✐❧❛r
♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❢♦r ♠♦❞✉❧❛r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ❬❇▲▼❲✵✼❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✺ ✭❬✶✶❪✮ ▲❡t t0 ❛♥❞ t1 ❜❡ t✇♦ ❛❝②❝❧✐❝ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠s✱ s✉❝❤ t❤❛t t0 ∼= t1✳
▲❡t Sℰ ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s s❡❝✉r❡ ❢♦r INDCPA ❛♥❞ IG ❜❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡
❣❡♥❡r❛t♦r s❛t✐s❢②✐♥❣ BDDH✱ t❤❡♥ [[t0]]Sℰ,IG ≈ [[t1]]Sℰ,IG✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t t♦ ♣r♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❏♦✉①✬s tr✐✲
♣❛rt✐t❡ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬❏♦✉✵✵❪✱ ❛♥❞ ❆❧✲❘✐②❛♠✐ ❛♥❞ P❛t❡rs♦♥✬s ❚❆❑✲✷ ❛♥❞ ❚❆❑✲✸
♣r♦t♦❝♦❧s ❬❆❘P✵✸❪✳ ❇② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝✉r✐t② ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❦❡② ✐s ✐♥❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧t ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛
♥❡✇ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❇✉r♠❡st❡r✲❉❡s♠❡❞t ❬❇❉✾✹❪ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ✐ts s❡❝✉r✐t②
✐♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ s❡tt✐♥❣✳

✼✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧t ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s♦✉♥❞ s❡❝r❡❝② ❢♦r ❛s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ r♦❧❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❈❲✵✺❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣♦
✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❋♦r s♦♠❡ s❡❝✉r✐t② ♥♦t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❛♥❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦✉t ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❬❇❏✵✸✱ ▼❲✵✹❪✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡❝r❡❝② ♣r♦✈❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❡❧✉✲
s✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② ❬❇P✵✺❜✱ ❈❲✵✺✱ ●❙✵✺✱ ❈❍✵✻❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ str✐❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ✐❞❡❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② t②♣✐❝❛❧❧② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥♥♦t ❞❡❞✉❝❡ t❤❡



✾✻ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

❡♥t✐r❡ s❡❝r❡t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✐t ❣❛t❤❡rs ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ s❡❝r❡❝② r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s❡❝r❡t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥♦ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧❡❛❦❡❞
t♦ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝r❡t ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥r❡❧❛t❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

■♥ ❬✸✸❪ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛s❤
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✐s t❤❛t t❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥
❧✐♥❦✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❡❝r❡❝②✿ ✉♥❧✐❦❡ ❝✐♣❤❡rt❡①ts✱ ❤❛s❤❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐❝❧②
✈❡r✐✜❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥② t❤✐r❞ ♣❛rt② ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ✐❢ ❛ ✈❛❧✉❡ ℎ ✐s t❤❡ ❤❛s❤ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡ss❛❣❡ m✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡✲♠✐♥❞❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥
s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝r❡❝② ❢❛✐❧s✳ ❆ss✉♠❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡
❤❛s❤ ℎ = h(s) ♦❢ s♦♠❡ s❡❝r❡t s ✐s s❡♥t ✐♥ ❝❧❡❛r ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤✐❧❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧
s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t s r❡♠❛✐♥s s❡❝r❡t ✭❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛ ♥❛✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢t❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮✱ ❛ tr✐✈✐❛❧ ❛tt❛❝❦ ✇♦r❦s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✿ ❣✐✈❡♥ s✱ s′ ❛♥❞
ℎ✱ ❝♦♠♣❛r❡ ℎ ✇✐t❤ h(s) ❛♥❞ h(s′)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❝♦✈❡r s✳ ❙✐♠✐❧❛r ✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ♦t❤❡r s❡tt✐♥❣s✱ ❡✳❣✳ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ s✐❣♥❡❞✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❝❡ s❡❝r❡❝② ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ✉s❡ ♣❛rt②
✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ♥♦♥❝❡s✱ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❣✐✈❡
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❬❆❘✵✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✹ ✭P❛tt❡r♥s✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s � = {M1,M2, . . . ,Mk} ❛♥❞ ❛

t❡r♠ T ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ PatT (�) = {Pat�T (M1),Pat
�
T (M2), . . . ,Pat

�
T (Mk)}✱ ✇❤❡r❡ Pat

�
T (M) ❞❡✲

✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜②✿

Pat
�
T (a) =

{
a ✐❢ �, T ⊢ a
□ ♦t❤❡r✇✐s❡

Pat
�
T (⟨M1,M2⟩) = ⟨Pat�T (M1),Pat

�
T (M2)⟩

Pat
�
T ({M}

r
pk(a)) =

{
{Pat�T (M)}r

pk(a) ✐❢ �, T ⊢ sk(a) ♦r ✐❢ r ∈ Randadv

□ ♦t❤❡r✇✐s❡

Pat
�
T (ℎ(M)) =

{
ℎ(Pat�T (M)) ✐❢ �, T ⊢M
□ ♦t❤❡r✇✐s❡

Pat
�
T ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s❡t ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✿ Pat

�
T (S) =

∪
t∈S Pat

�
T (t)✳

●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ Π ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Msgs(Π) t❤❡ s❡t ♦❢ s❡ts ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐♥ ❛ ✈❛❧✐❞ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ♥♦♥❝❡ s❡❝r❡❝②
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✺ ✭◆♦♥❝❡ s❡❝r❡❝②✮ ▲❡t Π ❜❡ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ Xj
Ai

❛ ♥♦♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣

✐♥ s♦♠❡ r♦❧❡ Ai✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Xj
Ai

✐s s❡❝r❡t ✐♥ Π ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ Π ∣=s SecNonce(i, j)✱ ✐❢ ❢♦r
❡✈❡r② ✈❛❧✐❞ s❡t ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s � ∈ Msgs(Π) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② s❡ss✐♦♥ ♥✉♠❜❡r s✱ t❤❡
s②♠❜♦❧✐❝ ♥♦♥❝❡ nai,j,s ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ Patnai,j,s(�)✳

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♣t✉r❡s ♣r❡❝✐s❡❧② s❡❝✉r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❧❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❜♦t❤ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♥♦♥❝❡s



❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ✾✼

t❤❛t ❛r❡ s❡❝r❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ s❡❝r❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛tt❛❝❦s ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❡❝r❡❝②
♦❢ ❛♥② ♥♦♥❝❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❝❡
s❡❝r❡❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✻ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Exp
sec❴b
ExecΠ,A

(i, j)(�) ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ ❜✐t b ❛♥❞
t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② A ❛❣❛✐♥st ♣r♦t♦❝♦❧ Π✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡❝✉r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r � ❛♥❞ st❛rts ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ♥♦♥❝❡s n0 ❛♥❞ n1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② A
st❛rts ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ Π✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐♥✐t✐❛t❡s
❛ s❡ss✐♦♥ s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ Ai ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❡s t❤✐s s❡ss✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛tt❛❝❦✳ ■♥
t❤✐s s❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xj

Ai
✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ nb✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② r❡q✉✐r❡s

t❤❡ t✇♦ ♥♦♥❝❡s n0 ❛♥❞ n1 ❛♥❞ ❤❛s t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ❣✉❡ss d✳ ❚❤❡ ❜✐t d ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② A ❜②✿

Advsec
ExecΠ,A

(i, j)(�) = ℙ[Exp
sec❴1
ExecΠ,A

(i, j)(�)=1]− ℙ[Exp
sec❴0
ExecΠ,A

(i, j)(�)=1]

❲❡ s❛② t❤❛t ♥♦♥❝❡ Xj
Ai

✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s❡❝r❡t ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧ Π✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ Π ∣=c

SecNonce(i, j) ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♣✳♣✳t✳ ❛❞✈❡rs❛r② A ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✻ ▲❡t Π ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❧❡t Xj
Ai

❜❡ ❛ ♥♦♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉r✲
r✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ r♦❧❡ Ai✳ ■❢ t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ Aℰ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Π
✐s INDCCA s❡❝✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡ t❤❡♥ Π ∣=s

SecNonce(i, j) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Π ∣=c SecNonce(i, j)✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❞✐r❡❝t ✉s❡
♦❢ ❛ ✭♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✮ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❬▼❲✵✹❪ t♦ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❖✉r s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ❝r✐t❡r✐♦♥
✭✇✳r✳t✳ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝r❡❝② ❢♦r ♥♦♥❝❡s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ◆P✲❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬❆❇❇+✵✺❪✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡
❤❛❞ t♦ ❛❞❛♣t ✐t ❢♦r ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞
s❡❝r❡❝② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐t s✉✣❝❡s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞
s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ✭♦♥ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
♦✉r s②♠❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢✉rt❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t s❡t ♦❢ s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳

❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦✳ ❲❡ s❤♦rt❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s r❡s✉❧ts t♦ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡rs t❤❛t
❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ✇♦r❦ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❈♦rt✐❡r ❛♥❞ ❲❛r✐♥s❝❤✐ ❬❈❲✵✺❪✱ ❇❛❝❦❡s ❛♥❞
P✜t③♠❛♥♥ ❬❇P✵✺❜❪✱ ❛♥❞ ❈❛♥❡tt✐ ❛♥❞ ❍❡r③♦❣ ❬❈❍✵✻❪✱ ✇❤♦ st✉❞② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s♦✉♥❞ s❡✲
❝r❡❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② ❏❛♥✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬❏▲▼✵✻❪✱ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ❛ s♦✉♥❞♥❡ss
r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ t❛❝❦❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s♦✉♥❞ s❡❝r❡❝② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛s❤❡s✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠✲
❜♦❧✐❝ s❡❝r❡❝② ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ✐♥ ❬❈❲✵✺❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤❛s❤❡s r❡q✉✐r❡s ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts



✾✽ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss

♣r♦✈❡❞ t❤❡r❡✳ ■♥ ❬❏▲▼✵✻❪✱ ❏❛♥✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ♣r❡s❡♥t ❛ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t t❤❛t ❞✐✛❡rs ❤♦✇❡✈❡r
❢r♦♠ t❤✐s ♦♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝r❡❝② ♦❢ ♥♦♥❝❡s s❡♥t
✉♥❞❡r ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ s❡❝✉r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❤❛s❤
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡✐r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬❇P✵✺❜❪ ❛♥❞ ❬❈❍✵✻❪ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞
✇✐t❤ s❡❝r❡❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❦❡②✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❡❝✉✲
r✐t②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡② st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝
❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❈❍✵✻❪ ✐s ❛❧s♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✱ ❜✉t t❤❡✐r ✉s❡ ✐s ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉rs✳
◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦s ❝♦♥s✐❞❡rs ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❬❈❈✵✽❪✱
❈♦♠♦♥✲▲✉♥❞❤ ❛♥❞ ❈♦rt✐❡r ♣r❡s❡♥t ❛ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ ✭❛
❢r❛❣♠❡♥t ♦❢✮ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❡①♣r❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝r❡❝②✳ ■t s❤♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧t ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✭✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❛s r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡s✮✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss✳
▼♦st ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛
✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❲❤✐❧❡ s♦✉♥❞♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✉♥✲
❞❡rst♦♦❞ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❛❞✈❛♥❝❡❞✳
▼♦st r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s♦✉♥❞♥❡ss ♣r♦♦❢s✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦
❞❡s✐❣♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ s❤♦✇ s♦✉♥❞♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳
❚❤✐s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ✇✐t❤ ❍✳ ❈♦♠♦♥✲▲✉♥❞❤ ❛♥❞ ❏✳✲❑✳ ❚s❛②✳

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ⊢ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞∼ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ❛s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
❣❛♠❡s✱ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳ ❙✉❝❤
❣❛♠❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞❡t❛✐❧s
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ⊢ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ tr❛❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣
r❡s✉❧ts ❡❛s✐❧② ❢♦r ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❤❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ r❡♣r♦✈❡
t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ✏❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✑ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r✱ ∼ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ✇✐❧❧
✐♠♣❧② ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡ s♦✉♥❞♥❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈❈✵✽❪ t♦ s❤♦✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❖✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡s ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❢♦r s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ s✐♠✉✲
❧❛t❛❜✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❇P✵✺❛❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥
s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ1 ∪ ℰ2 ❢r♦♠ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ℰ1 ❛♥❞ ℰ2✳



❈❍❆P❚❊❘ ✽

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ■ ❤❛✈❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳
■ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ P❛rts ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✹ t❤❡♠❡s✿ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✽✳✶ ❆ t❤❡♦r② ❢♦r s❡❝✉r✐t② ❆P■s

❍❛r❞✇❛r❡ s❡❝✉r✐t② ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ✉♥tr✉st❡❞ ❝♦❞❡ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❦❡② ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❑❡②s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛r ♦♥❧② ✐♥
t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✬s s❤✐❡❧❞❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥❝r②♣t✐♥❣ ♦r s✐❣♥✐♥❣
❞❛t❛✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❆P■ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❢❡r t♦ ❦❡②s ✉s✐♥❣ ❤❛♥❞❧❡s
✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❦❡②s✬ ✈❛❧✉❡s✳ ❆P■ ❧❡✈❡❧ ❛tt❛❝❦s ❬▲❘✾✷✱ ❇❆✵✶❪ ❛✐♠ ❛t ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡
s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝② ♦❢ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❡✳❣✳ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s❡❝r❡t ❦❡②✱ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❆P■✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❢♦r❡s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡rs✳ ▼♦st ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥
❢♦r♠❛❧❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ❆P■s r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❤✐❧❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❆P■s✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❤❡♦r② ❢♦r
❛♥❛❧②s✐♥❣ ❆P■s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t♦♣✐❝s t❤❛t ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❡①♣❧♦r❡✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢
r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ P❤❉ t♦♣✐❝ ♦❢ ❘♦❜❡rt ❑ü♥♥❡♠❛♥♥ ✇❤♦ st❛rt❡❞ ❤✐s P❤❉ ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✵✳

▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ st♦r❛❣❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♠♦st s❡❝✉r✐t②
♣r♦t♦❝♦❧s ✐s t❤❛t s❡❝✉r✐t② ❆P■s r❡❧② ♦♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ s♦♠❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡rs✐st❡♥t✳ ❚❤❡s❡
❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦r ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❆P■✱ ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
❆P■ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❍❡r③♦❣ ❬❍❡r✵✻❪ ❛s ❛ ♠❛❥♦r ❜❛rr✐❡r
t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s t♦ ✈❡r✐❢② ❆P■s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✉❝❤ st❛t❡✳ ■♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
st♦r❡s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥
P❑❈❙★✶✶ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❦❡② ✭❛♥❞ t❤❡

✾✾
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♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②s ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮✳ ■♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❢❛✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛ s✐♠✐❧❛r
s✐t✉❛t✐♦♥ ❛rr✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ tr✉st❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt② ♥❡❡❞s t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r
✐ts st❛t✉s ✭✉♥s❡❡♥✱ ❛❜♦rt❡❞ ♦r r❡s♦❧✈❡❞✮✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
st❛t❡ ✇❛s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❜② ▼ö❞❡rs❤❡✐♠ ❬▼ö❞✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜rst ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s
✇✐t❤ ▼ö❞❡rs❤❡✐♠✬s t♦♦❧ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❤❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛r❡ t♦♦ ❝♦❛rs❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡
P❑❈❙★✶✶✳ ■♥ ♦t❤❡r ❆P■s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ st❛t❡ ♠❛② ❛r✐s❡✿ t❤❡ ❚P▼ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❤❛s
P❧❛t❢♦r♠ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❘❡❣✐st❡rs ✭P❈❘s✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ♠❡ss❛❣❡s✳
❋♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ st♦r❡s✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r t❛❦❡ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳

❖♥❡ ♦❢ ♦✉r ❛✐♠s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❞❛t❛ st♦r❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❝❝❡ss✐♥❣ ✐t✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢
r❡s❡❛r❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r st❛t❡✳ ❲❤✐❧❡
s✉❝❤ st❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐✱ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♥str✉❝ts ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ r❡✈✐s✐t
❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s
❛♥❞ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st♦r❡s ♦r ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛♥
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✏st❛♥❞❛r❞✑
♣r♦t♦❝♦❧s ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆ ✜rst ❝♦♥❝r❡t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡✜♥❡
▼ö❞❡rs❤❡✐♠✬s ❛❜str❛❝t✐♦♥ t♦♦❧ ❬▼ö❞✶✵❪ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t ❡①❛♠♣❧❡s s✉❝❤ ❛s P❑❈❙★✶✶✳

❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✐❞❡❛❧ s②st❡♠s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ s❡❝✉r✐t② ❆P■ s❤♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❆P■s ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s
♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❆P■✳ ❖♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②
✭❯❈✮ ❬❈❛♥✵✶❪✳ ❯❈ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❛s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧②
s❡❝✉r❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✜♥❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦✇❛r❞s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❛♥❞ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✉s❡ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦
❜✉✐❧❞ ♦♥ ♦✉r r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ ❯❈ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✷✹❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❝❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧
✈❡rs✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❦❡② ✉s❛❣❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐♥ P❑❈❙★✶✶ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r②♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❞♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇r❛♣ ❛♥❞ ✉♥✇r❛♣
❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ❡①♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❦❡②s ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✢❛✇s✳ ❆
❝♦♥❝r❡t❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❆P■s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❈❙✵✾❪ ❛♥❞
❬❈❈✵✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ s❡❝✉r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤ ❛ s❡❝✉r❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❞r✐✈❡ t♦ r❡❧❛t❡ s②♠❜♦❧✐❝
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢s ✭s❡❡ ❬✼❪ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❆P■ ♠❛② ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣♦✇❡r ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♠❛② ♥♦t s❛t✐s❢② str♦♥❣
s❡❝✉r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❡①✐st✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❤♦✇ t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣



❋r♦♠ tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✵✶

t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡q✉❡sts t♦ t❤❡ ❆P■✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
♠❛② ❛❧s♦ ❜✉✐❧t ♦♥ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ❡✳❣✳ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞
❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❬❘❙✵✻❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ s❡❝✉r❡❧② ❡♥❝r②♣t ❦❡②s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡s✳

✽✳✷ ❋r♦♠ tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦r
t❡st✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠♦❞❡❧ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆s ✇❡
❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ♣r✐✈❛❝②✲t②♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❆❧s♦✱ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s❡❝r❡❝② ❬❇❧❛✵✹❪✱ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦
❣✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❬❈❉❊✵✺✱ ❇❛✉✵✺✱ ✷✼❪ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❛❧✲♦r✲r❛♥❞♦♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✳ ■♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❡①♣r❡ss s❡❝✉r✐t② ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ✐❞❡❛❧ s②st❡♠s ❬❆●✾✾✱ ✷✹❪✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❡✲
❝r❡❝② ❛♥❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡
♣✐❝t✉r❡ ❢♦r st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❆❈✵✻✱ ❈❉✵✼✱ ❆❈❉✵✼✱ ❇❇❘❈✵✾❪
❛♥❞ ❡①❛❝t ❬❇❈❉✵✾✱ ✷✸✱ ✻❪ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❬❇❆❋✵✺❪ t♦♦❧s ❡①✐st ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧❡ss ❝❧❡❛r ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❈✉rr❡♥t r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❬❇❆❋✵✺❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❬✸✶✱ ✾❪✱
♦r ❞❡❝✐❞❡ ✐t ♦♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❬❈❉✵✾❛❪✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r
❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s②♠❜♦❧✐❝ tr❛❝❡s ❬❇❛✉✵✺✱ ❈❘✶✵❪✱ ❢♦r s✉❜t❡r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳

❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ❍ütt❡❧ ❬❍üt✵✷❪✱ t❤✐s ✐s ❡✈❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡
❝♦♥tr♦❧ ❢r❛❣♠❡♥t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐ ❝❛❧❝✉✲
❧✉s✳ ■t ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❜❡❝♦♠❡s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛s ❢♦r tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❉❊❑✽✷✱ ❘❙✵✸✱ ❘❙✵✺✱ ▲♦✇✾✽✱ ✷✻❪✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱
♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛♥② ❝❧❛ss❡s ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✮ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠✐ss✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❢♦r❡s❡❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✭❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢✮ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳

❖♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❬❇❛✉✵✼✱ ❈❈❉✶✵✱ ❈❘✶✵❪✱
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s②♠❜♦❧✐❝ tr❛❝❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜rst
st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❡st✐♥❣
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❬❈❉✵✾❛❪
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦✲◆P ❝♦♠♣❧❡t❡✮✳ ✭❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♥❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦✉r s②♠❜♦❧✐❝
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✸✶✱ ✾❪✳✮

❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✇❛② ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡✿ ✐❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ1 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ2 t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧



✶✵✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ℰ1 ∪ ℰ2✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t
t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❬❆❈❉✵✼❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s ❬❈❘✵✺❪
❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❬❈❘✵✻❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥♦ s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❡①✐st ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛tt❛❝❦❡r✳

❊✣❝✐❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ Pr♦✈❡r✐❢ t♦♦❧ ✐♥❞❡❡❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❬❇❆❋✵✺❪ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥❡r r❡❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t♦♦
✜♥❡ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✸✼✱ ✸✹✱ ✶✸❪✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇❛✉✵✼✱ ❈❈❉✶✵❪
❛r❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬❈❈❉✶✵❪ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛♥❞ ❛♥❞ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❲✐t❤
➇✳ ❈✐♦❜â❝➔ ❛♥❞ ❘✳ ❈❤❛❞❤❛ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❑✐❙s t♦ ❞❡❝✐❞❡ tr❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞
s✉❜t❡r♠ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ♠♦st ✇♦r❦s ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ tr❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❈❉❉✵✼✱
❈❉✵✾❜✱ ❈❈✶✵✱ ✷✻❪✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤
t❤❛t

✐❢ �k.P ∼ �k.Q t❤❡♥ �k.(P ∣ R) ∼ �k.(Q ∣ R)

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r s❡❧❢✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✐❢ �k.P ∼ Q t❤❡♥ �k.!P ∼!Q

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❬❈❉✵✾❜✱ ✷✻❪ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ s❡❝✉r✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱ ❈❤❡✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬❈❈❉✶✵❪ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ❝♦♥❝r❡t❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❬❈❉✵✾❜✱ ✷✻❪
❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✽✳✸ ▼♦❞✉❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts

❆ ✜rst ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ❘♦❣❛✇❛② ❬❆❘✵✷❪✳ ❙✉❜✲
s❡q✉❡♥t ✇♦r❦ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ s♦✉♥❞♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ♦r ❛❞❛♣t✐✈❡
❛❞✈❡rs❛r② ✐s r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✲
✈❡rs❛r② ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❛❞✈❛♥❝❡❞✳ ▼♦st r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝
s♦✉♥❞♥❡ss ♣r♦♦❢s✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ s❤♦✇ s♦✉♥❞♥❡ss ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❚❤✐s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ✇✐t❤ ❍✳ ❈♦♠♦♥✲▲✉♥❞❤
❛♥❞ ❏✳✲❑✳ ❚s❛②✳
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❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ⊢ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞∼ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ❛s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
❣❛♠❡s✱ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛♠❡s ❢♦r ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s ✐s t❤❛t t❤❡
❛tt❛❝❦❡r ♠❛② ❤✐♠s❡❧❢ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ s✉❜♠✐t ❜✐tstr✐♥❣s t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② s②♠✲
❜♦❧✐❝ t❡r♠s✳ ❙✉❝❤ ❣❛♠❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❤②✲
♣♦t❤❡s❡s ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ⊢ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♣r♦✈❡ tr❛❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❡❛s✐❧② ❢♦r ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱
❤❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ r❡♣r♦✈❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ✏❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✑ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r❧②✱ ∼ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡ s♦✉♥❞♥❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈❈✵✽❪ t♦ s❤♦✇
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❖✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡
✉♥✐q✉❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡s ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❢♦r s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡ ♦r ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t❛❜✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❇P✵✺❛❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ❣❡t r❡s✉❧ts
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

⊢ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss ♠❛♣♣✐♥❣ ❧❡♠♠❛

∼ℰ ✲❛❝t✲s♦✉♥❞♥❡ss tr❡❡ s♦✉♥❞♥❡ss

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ℰ1 ∪ℰ2 ❢r♦♠ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts ℰ1 ❛♥❞ ℰ2✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
s✉❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts t♦ ❤♦❧❞✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ✐s t♦ ♠❛❦❡ s♦✉♥❞✲
♥❡ss r❡s✉❧ts ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ r❡❛❧ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ♠❛♥② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❛❧❧♦✇ s✉❝❤ s♦✉♥❞♥❡ss ♣r♦♦❢s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ❧❡♥❣t❤ ❝♦♥❝❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❦❡②s ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡✜♥❡❞
t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♥②♠✐t② ♦❢ ❛
s✐♠♣❧❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ s✉❝❤ ❛s ❬❋❖❖✾✷❪ ✉s✐♥❣ ❛ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡♥ ♠❛♥② s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❡rt❛✐♥❧② ♥❡❡❞s
t♦ ❛❞❛♣t ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❡❝✉r✐t② ❆P■s✳ ❲❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② s✉❝❤ s♦✉♥❞♥❡ss r❡s✉❧ts
✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ s♦♠❡t✐♠❡s r❡✜♥❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛❞❛♣t t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❛❧②s✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
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❙tr♦♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐✈❛❝②✳ ■♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬✸✹✱ ✶✸❪
✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐✈❛❝②✱ s✉❝❤ ❛s r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t ❛ ✈♦t❡r ❝❛♥ ❜r❡❛❦ ♣r✐✈❛❝② ❤✐♠s❡❧❢✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
✈♦t❡r s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❤♦✇ ❤❡ ✈♦t❡❞ t♦ ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ str♦♥❣
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♣r✐✈❛❝② ❛❧s♦ ❛r✐s❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✳ ❘❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❤❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s
❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬❆❙✵✷❪ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❞✲r✐❣❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤✐s
♣r♦♣❡rt② ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ❬❉❏P✶✵❪ ✉s✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈♦t✐♥❣✳ ❙✉❝❤ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐✈❛❝② ❝❛♥ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❛r❡❛s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇❛❝❦❡s ❡t ❛❧✳ ❬❇▼▼✶✵❪ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ s②♠❜♦❧✐❝
❛❜str❛❝t✐♦♥s ❢♦r s❡❝✉r❡ ♠✉❧t✐✲♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐✈❛❝② ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝✉r❡ ♠✉❧t✐✲♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❬✷✷❪ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤
❛s r❡❝❡✐♣t✲❢r❡❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❑üst❡rs ❡t ❛❧✳✬s ❡♣✐st❡♠✐❝
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡r❝✐♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❬❑❚✵✾❪ ✐♥ t❤✐s ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✳

Pr✐✈❛❝② ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦❜✐❧❡ s♠❛rt ♣❤♦♥❡s✱
❘❋■❉ t❛❣s✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❛♥❞ ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ♣r✐✈❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✉♥❧✐♥❦❛❜✐❧✐t②✱ ❛r❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❡♥s✉r❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❋■❉ t❛❣s ✐♥ ♣❛ss♣♦rts ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❬❆❈❘❘✶✵❪✳
❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❤♦✇❡✈❡r
❧✐♠✐t❡❞ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❲❤✐❧❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝❛❧❝✉❧✐
✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐t② ❡①✐st ❬❈●✵✵✱ ◆❍✵✻❪✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝ts
❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦
❡♥❤❛♥❝❡ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛✲
s♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❜♦✉t s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s✉❝❤ ♠♦❜✐❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✱ s✉❝❤ ❛s ❇❧❛♥❝❤❡t ❛♥❞ ❆③✐③✬s ❝r②♣t♦✲❧♦❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬❇❆✵✸❪ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
♦r❞❡r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✐ ❬❑❍✶✶✱ ❙❙✵✾❪ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦❞❡✳
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▲✉❝❛ ❈♦♠♣❛❣♥❛✱ ❏♦r❣❡ ❈✉é❧❧❛r✱ P❛✉❧ ❍❛♥❦❡s ❉r✐❡❧s♠❛✱ P✐❡rr❡✲❈②r✐❧❧❡ ❍é❛♠✱
❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✱ ❏❛❝♦♣♦ ▼❛♥t♦✈❛♥✐✱ ❙❡❜❛st✐❛♥ ▼ö❞❡rs❤❡✐♠✱ ❉❛✈✐❞ ✈♦♥
❖❤❡✐♠❜✱ ▼✐❝❤❛ë❧ ❘✉s✐♥♦✇✐t❝❤✱ ❏✉❞s♦♥ ❙❛♥t✐❛❣♦✱ ▼❛t❤✐❡✉ ❚✉r✉❛♥✐✱ ▲✉❝❛ ❱✐✲
❣❛♥ò✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❱✐❣♥❡r♦♥✳ ❚❤❡ ❆❱■❙P❆ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r♥❡t s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✶✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❈❆❱✬✵✺✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
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❛❣✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣② ✲
❊❯❘❖❈❘❨P❚✬✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✶✶✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s
✹✵✸✕✹✷✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✳

❬❆❇❋✵✼❪ ▼❛rtí♥ ❆❜❛❞✐✱ ❇r✉♥♦ ❇❧❛♥❝❤❡t✱ ❛♥❞ ❈é❞r✐❝ ❋♦✉r♥❡t✳ ❏✉st ❢❛st ❦❡②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣✐
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❡❝✉r✐t② ✭❚■❙❙❊❈✮✱
✶✵✭✸✮✿✶✕✺✾✱ ✷✵✵✼✳

❬❆❇❲✶✵❪ ▼❛rtí♥ ❆❜❛❞✐✱ ▼❛t❤✐❡✉ ❇❛✉❞❡t✱ ❛♥❞ ❇♦❣❞❛♥ ❲❛r✐♥s❝❤✐✳ ●✉❡ss✐♥❣ ❛tt❛❝❦s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❡❝✉r✐t②✱ ✶✽✭✺✮✿✾✵✾✕✾✻✽✱ ✷✵✶✵✳

❬❆❈✵✻❪ ▼✳ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ❱✳ ❈♦rt✐❡r✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✉♥❞❡r
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✽✼✭✶✲✷✮✿✷✕✸✷✱ ✷✵✵✻✳

❬❆❈❈+✵✽❪ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❆r♠❛♥❞♦✱ ❘♦❜❡rt♦ ❈❛r❜♦♥❡✱ ▲✉❝❛ ❈♦♠♣❛❣♥❛✱ ❏♦r❣❡ ❈✉❡❧❧❛r✱ ❛♥❞
▲❧❛♥♦s ❚♦❜❛rr❛ ❆❜❛❞✳ ❋♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❛♠❧ ✷✳✵ ✇❡❜ ❜r♦✇s❡r s✐♥❣❧❡ s✐❣♥✲♦♥✿
❇r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❧✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡ s✐❣♥✲♦♥ ❢♦r ❣♦♦❣❧❡ ❛♣♣s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✻t❤ ❆❈▼
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❡❝✉r✐t② ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭❋▼❙❊ ✷✵✵✽✮✱ ♣❛❣❡s
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❬❆❈❉✵✼❪ ▼❛t❤✐❧❞❡ ❆r♥❛✉❞✱ ❱ér♦♥✐q✉❡ ❈♦rt✐❡r✱ ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥✐❡ ❉❡❧❛✉♥❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋r♦♥t✐❡rs ♦❢ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭❋r♦❈♦❙✬✵✼✮✱ ✈♦❧✉♠❡
✹✼✷✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✵✸✕✶✶✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳

✶✵✺



✶✵✻ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❬❆❈❘❘✶✵❪ ▼②rt♦ ❆r❛♣✐♥✐s✱ ❚♦♠ ❈❤♦t❤✐❛✱ ❊✐❦❡ ❘✐tt❡r✱ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❉✳ ❘②❛♥✳ ❆♥❛❧②s✐♥❣
✉♥❧✐♥❦❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♥♦♥②♠✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✷✸r❞
❈♦♠♣✉t❡r ❙❡❝✉r✐t② ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭❈❙❋✬✶✵✮✱ ♣❛❣❡s ✶✵✼✕✶✷✶✳ ■❊❊❊
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