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❆❜str❛❝t

❚❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❡♠✲
♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①❡✲
❝✉t❡❞ ♦♥ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚✇♦ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ❛♥❞ ♣r❡❢❡t❝❤✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥
❤❡✉r✐st✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦ ❛s
t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧②✱ t❤♦✉❣❤ ❢❛✐r❧② t✐❣❤t❧②✱ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡✲
❣✐❡s ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✭❞❛t❛✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❛s❦s✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❚❤❡ t❤✐r❞ st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ t❛s❦s s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❛r❡ ❢❡t❝❤❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡
❢♦r ❛ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ NP✲❤❛r❞✱ ❛ r❡s✉❧t ✇❡ ❤❛✈❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣❛♣ ♦❢
t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳
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❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t♦✐r❡ q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♠❜❛rq✉é✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①é❝✉té❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t
♠✉❧t✐❝÷✉rs s♦♥t ét✉❞✐és✳ ❉❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ ♣ré❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞é❝❧✐♥é❡ ❡♥ tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣ré❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ét✉❞✐é❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✢♦✇ s❤♦♣ ❤②❜r✐❞❡ s♦✉s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✱ q✉♦✐q✉❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣ré❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡✲
♠❡♥t✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣ré❝❤❛r❣❡✲
♠❡♥t✱ s♦♥t ❡①❛♠✐♥é❡s✳ ❉❛♥s t♦✉s ❝❡s ❝❛s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛✉① s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥tNP✲❞✐✣❝✐❧❡✱
❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ▲❛
❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❡st✐♠é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡✳

✈✐✐
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ✇❛♥t t♦ ❛❞❞r❡ss ♠② r❡s♣❡❝t❢✉❧ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts t♦ ▼r✳
❏❛❝q✉❡s ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ ▼r✳ ❉r✐t❛♥ ◆❛❝❡✱ ❜♦t❤ ♣r♦❢❡ss♦rs ❛t ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❈♦♠♣✐è❣♥❡✱ ❢♦r ❞✐r❡❝t✐♥❣ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣ t❤❡✐r ❡♠✐♥❡♥t
❡①♣❡rt✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ❞✉r✐♥❣ ♠② ▼❛st❡r ✷
❞❡❣r❡❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ✷✵✵✼ t❤❛t t❤❡② ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❛✇❛❦❡ ✐♥ ♠❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣
✇✐t❤ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛r❡❡r✳

❆❧s♦✱ ■ ✇❛♥t t♦ ❛❞❞r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s t♦ ▼r✳ ❘❡♥❛✉❞ ❙✐r❞❡②✱ r❡s❡❛r❝❤
❡♥❣✐♥❡❡r ❛t ❈♦♠♠✐ss❛r✐❛t à ❧✬➱♥❡r❣✐❡ ❆t♦♠✐q✉❡✱ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s✐♥❣ ♠❡ ♦♥ ❛ ❞❛✐❧②
❜❛s✐s ❢r♦♠ ❡❛r❧② ✷✵✵✽✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❤❡ ❤❛❞ ✐♥ ♠❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s
❛❞✈✐❝❡s ❤❡ ❣❛✈❡ ♠❡✱ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❡rs♦♥❛❧✳

■ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ▼rs✳ ❈❧❛✐r❡ ❍❛♥❡♥✱ ♣r♦❢❡ss♦r ❛t ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❳ ◆❛♥t❡rr❡✱
❛♥❞ ▼r✳ ❊r✐❝ P✐♥s♦♥✱ ♣r♦❢❡ss♦r ❛t ❯♥✐✈❡rs✐té ❈❛t❤♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❖✉❡st✱ ❢♦r ❤♦♥♦r✐♥❣
♠❡ ✐♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ r❡♣♦rt ♦♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■ ❡①♣r❡ss ♠② ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦ ▼✳ ❆③✐③ ▼♦✉❦r✐♠✱ ♣r♦❢❡ss♦r ❛t ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❈♦♠♣✐è❣♥❡✱ ❢♦r ♣r❡s✐❞✐♥❣ ♠② t❤❡s✐s ❥✉r②✳

▼② ✇❛r♠❡st ❛✛❡❝t✐♦♥ ❣♦❡s t♦ ♠② ❞❡❛r ❆♥❛ ❢♦r ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ♠❡ t♦ ♣✉rs✉❡
t❤✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ♥❡❛r ❛♥❞ ❢♦r ❤❡r s✉♣♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t
♠♦♠❡♥ts✳ ■ ❡①♣r❡ss ♠② ❦✐♥❞❡st ❣r❛t✐t✉❞❡s t♦ ♠② ♠♦t❤❡r ◆✐♥❛ ❛♥❞ t♦ ♠② ❢❛t❤❡r
❙♦❢r♦♥✐❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇♦rt❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■ ✇❛♥t t♦ ❛✣r♠ ♠② r❡s♣❡❝t t♦ ♠②
❜r♦t❤❡r ❈♦st❡❛ ❢♦r ❤✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❤❡❧♣✳ ■ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❢♦r❣❡t ✇❤❛t ②♦✉ ❛❧❧ ❤❛✈❡
❞♦♥❡ ❢♦r ♠❡✳

❆♥❞✱ ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ✇❛♥t t♦ ❡①♣r❡ss ♠❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ♠② ❢r✐❡♥❞s✱ ❝♦❧✲
❧❡❛❣✉❡s ❛♥❞ ❢❡❧❧♦✇ P❤❉ st✉❞❡♥ts✿ ●r✐❣♦r❡✱ ❘❛❞✉✱ ❖①❛♥❛✱ ❈r✐st✐✱ ❙t❛♥❝❛✱ ■♦♥✱
❊❧❡♥❛✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ■❧✐❛s✱ ❚❤♦♠❛s✱ P❛❜❧♦✱ ❖❛♥❛✱ ❱❛❧❡♥t✐♥✱ ▼❛r✐✉s✳

✐①
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❈♦♥t❡♥ts

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✐①

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺

▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✶

✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✶✸

✶✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✶✳✶ ▼❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✶✳✷ ❉❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✶✳✸ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✷ ▼❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✷✳✶ ❈❛❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✷✳✷ Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✷✳✷✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✷✳✷✳✷ ❍❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✷✳✷✳✸ ❍②❜r✐❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✶✳✷✳✷✳✹ Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✸ ❘❡s❡❛r❝❤ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✶✳✸✳✶ ❉❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✶✳✸✳✷ ❉❛t❛ r❡✉s❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷ Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✸✾

✷✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✷✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✸ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✸✳✶ ●❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✸✳✷ ●❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✸✳✷✳✶ ■♥t❡r✲st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✸✳✷✳✷ ❏♦❜s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✸✳✷✳✸ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✸✳✷✳✹ ❏❛❝❦s♦♥✬s ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✷✳✸✳✷✳✺ ❊♥❡r❣❡t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✉❣❡✱ ❜✉t ✜♥✐t❡✱
s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞
❜r❛♥❝❤❡s✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❛❧ ✜❡❧❞s✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♥❞✉str② ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✜❡❧❞
❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦
♥♦✇❛❞❛②s✳ ◆❡✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡rs✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♥❞✉str② ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
s②st❡♠s✱ ❡t❝✳ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s r♦✉t✐♥❡❧② ❝r♦♣ ✉♣ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡
❛r❡❛s✱ ❛ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ✐♥❝❧✉❞❡s ♣r♦❣r❛♠ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ♥❡t✲
✇♦r❦ r♦✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣✱ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❙✉❝❤ s②st❡♠s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❡ ♦r ❢❡✇ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡ t❛s❦s
✉♥❞❡r s♦❢t ♦r ❡✈❡♥ ❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
s②st❡♠ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦r ✭♣♦ss✐❜❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡✮✱ s♦♠❡ ♠❡♠♦r②✱ ■❖
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♠❡♠♦r② ❛❝✲
❝❡ss s♣❡❡❞ ✐s s♠❛❧❧ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ s✉❜s②st❡♠ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐t ✐s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ♦✉r
✇♦r❦s ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ r❡❢❡r t♦ ❈❤❛♣t❡r ✏▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✑ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✳

▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①✐st✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈✐❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠❡r❣✐♥❣
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ ❝♦r❡s✮✱
✐s t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢
t❛s❦s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛❝t♦rs✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❋■❋❖ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ❛❝t♦rs
❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❇❡s✐❞❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡

✺



✻ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✱ ♣s❡✉❞♦✲st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣✱ ❡t❝✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥♥❡r ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦✛❡r❡❞
❜② t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✱ ✈✐❛
❞❛t❛ r❡✉s❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥
❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞✴♦r s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ♦r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❝❛❝❤❡
♠❡♠♦r② ✭♣♦ss✐❜❧② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝❛❝❤❡s✮✳ ❚❤❡ ❝❛❝❤❡ ✐s ❛ ❢❛st ♠❡♠♦r②✱ ❢❛st❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ❜✉t ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❝❛❝❤❡ ✐♥t❡♥t ✐s t♦ st♦r❡
t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛tt❡r r❡✉s❡✳ ❚❤✐s ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛
✐s ❢❡t❝❤❡❞ ❢r♦♠ ♠❡♠♦r②✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛ r❡✉s❡✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❛t
♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ st♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ✇❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ❡✈✐❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❝❤❡
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ▼❛♥② ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛❝❤❡
r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s t♦ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡❧② ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ♣✉s❤ ♦✉t ♦❢ t❤❡
❝❛❝❤❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ✏❢♦r❡s❡❡✐♥❣✑ ❞❡♣❡♥❞s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✉♣✳
❚❤❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡✈❡❛❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❧♦❛❞❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ st❛rt✳ ❊✈❡♥♠♦r❡✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡q✉❡st t❤❡ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡♠ st❛rts✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ ♦t❤❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ■♥
t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s s♣❡❞ ✉♣ ❜② t❤❡ s❛✈❡❞ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣
❞❛t❛ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ✉s❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳
❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ✐s s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t t❤❡ ❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ✇✐❧❧
❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✭❡✳❣✳ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❜r❛♥❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤
❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♠❛s❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❧❛t❡♥❝② ❜② ♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❧✐❡❞ ✉♣♦♥ s♦ ❛s t♦ ❦❡❡♣
s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ❢❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛✱ ❤❡♥❝❡ ❜✉s②✳

❖✉r r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝❧✉st❡r❡❞ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡② ❛r❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦r❡s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❝❧✉st❡rs✳ ❊❛❝❤
❝❧✉st❡r ❤❛s ✐ts ♦✇♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✶ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦r❡s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss✳
❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✭♠❛✐♥✮ ♠❡♠♦r②✱
t❤❡ ❝❧✉st❡r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✭▲✷ ❝❛❝❤❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡ ✭▲✶ ❝❛❝❤❡✮✳ ■♥ t❤✐s
❤✐❡r❛r❝❤② t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t✇♦ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s✿
✭✐✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✱ ✭✐✐✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r

✶❈❧✉st❡r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r s❡❡♥ ❛s ❛ ✏♥♦r♠❛❧✑ ❝❛❝❤❡ ♦r ❛s ❛ s❝r❛t❝❤♣❛❞✳



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✼

♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧st t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧②
❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛s♣❡❝ts ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧
♣r♦❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉r
❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ❝❤❛♣t❡rs ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♣✲
t❡r ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡❛❝❤
❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠✳ ◆❛♠❡❧②✱
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❡①❡❝✉t❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ♦♥ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ st❛t❡ ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✳

❖✉r ✜rst r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✲
✐♠✐③❡❞✳ ■♥ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛❝t♦r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ s♦♠❡ ❞❛t❛ ✭♣♦ss✐❜❧②
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❞❡✱ ❛❝t♦r ♣r♦♣r✐❡t❛r② ♦r ✐♥♣✉t ❞❛t❛✮ ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✳ ❖♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦❛❞❡❞
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t♦r ❝❛♥ st❛rt✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛❝t♦r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧
❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✱ s♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❛❝t♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦r❡s✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❤②❜r✐❞ t✇♦✲st❛❣❡ ✢♦✇ s❤♦♣ ✭❍❋❙✮ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ n ❥♦❜s✳ ❊❛❝❤ ❥♦❜ ❤❛s t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤✉s
❛ ❥♦❜ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♥❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ m ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛✲
❝❤✐♥❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦
♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✭t❤❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✮✳ ❚✇♦ ❍❋❙ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❥♦❜ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡ ❍❋❙
♣r♦❜❧❡♠ ✐s NP✲❤❛r❞✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❤✐❝❤ ✇❡
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❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧②
s✐t✉❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ✷✪ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❧♦✇ ✺✪✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r
❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ❇❡s✐❞❡s ❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ st❛t✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛s t❤♦s❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧s♦ ❞❛t❛✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡ ♦♥❡ ❛❝t♦r ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝t♦rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t♦r t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥♣✉t✳ ❖❢t❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦❛❞ s♦♠❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ n ❛❝t♦rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② t♦ ❛♣♣❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❇② ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ✇❡ ♠❡❛♥ ❡✐t❤❡r ✇❤❛t
r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t♦r✱ ♦r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ t❤❡ ❛❝✲
t♦rs✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡♠♣❧♦②
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■t ✐s
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡❛❞s t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡q✉✐r❡s
♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s
st❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥ ❛❝t♦r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❢♦r
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❊❛❝❤ ❛❝t♦r ✉s❡s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❛❝t♦rs✳ ❊①❡❝✉t✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✭♦r ♥❡❛r
❡♥♦✉❣❤✮ t✇♦ ❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛❝❤❡ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦
❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ s❛✈❡ s♦♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ✈❛r② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t♦rs
❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ n t❛s❦s✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s ❢❡t❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t♦rs ✐s
♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥② ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❢✉rt❤❡r✱ ✐s ♥♦t
❛♥ ♦✈❡r❧② r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ NP✲❤❛r❞✳ ❚✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢
❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❡✐t❤❡r ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳
❚❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❤♦♣❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t✐❣❤t ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ❛s t❤✐s ✐s
❛❧r❡❛❞② ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥ ❡①❛❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛
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❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲
❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✵
t♦ ✸✵ t❛s❦s✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✻✼✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❜②
t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❜❡st ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❧♦✇
✷✪ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♣t❡r ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝✉ss❡s s❡✈❡r❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
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▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❆❝❝❡♣t❡❞

• ❈❛r♣♦✈ ❙✳✱ ❈❛r❧✐❡r ❏✳✱ ◆❛❝❡ ❉✳✱ ❙✐r❞❡② ❘✳✱ ✏❚✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ✇✐t❤
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛t s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✑✱ ❈♦♠♣✉t❡rs
✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✸✾✱ ♣♣✳ ✼✸✻✕✼✹✺✱ ✷✵✶✷✳

• ❈❛r♣♦✈ ❙✳✱ ❈❛r❧✐❡r ❏✳✱ ◆❛❝❡ ❉✳✱ ❙✐r❞❡② ❘✳✱ ✏❚❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥✑✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✻✽✹✷✱ ✭Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✮✱ ♣♣✳ ✺✾✷✕✻✵✸✱ ✷✵✶✶✳

• ❈❛r♣♦✈ ❙✳✱ ❈❛r❧✐❡r ❏✳✱ ◆❛❝❡ ❉✳✱ ❙✐r❞❡② ❘✳✱ ✏Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s✑✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥
❆❞✈❛♥❝❡❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ P❛r❛❧❧❡❧ ◆❡t✇♦r❦ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❆❉P◆❆ ✷✵✶✶✮✱
❛❝❝❡♣t❡❞✳

• ❈❛r♣♦✈ ❙✳✱ ❈❛r❧✐❡r ❏✳✱ ◆❛❝❡ ❉✳✱ ❙✐r❞❡② ❘✳✱ ✏❙♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r
❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠s✑✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✸✻ ✭Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠❜✐✲
♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮✱ ♣♣✳ ✶✶✾✕✶✷✻✱ ✷✵✶✵✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

• ❙✳ ❈❛r♣♦✈✱ ✏❚✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞
♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛t s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✑✱ ✼t❤ ❖♣t✐♠❡♦ ❞❛②✱ P❘✐❙▼ ❧❛❜✱ ❱❡rs❛✐❧❧❡s✱
❏✉♥❡ ✷✵✶✶✳

• ❈❛r♣♦✈ ❙✳✱ ❙✐r❞❡② ❘✳✱ ❈❛r❧✐❡r ❏✳✱ ◆❛❝❡ ❉✳✱ ✏▼❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠❛♥②✲❝♦r❡ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦rs✑✱ ❈P❆■❖❘
✷✵✶✵ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠ ❉❡✲
s✐❣♥✱ ■t❛❧②✱ ✷✵✶✵✳

• ❙✳ ❈❛r♣♦✈✱ ✏❖♥ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ❢♦r ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦✲
❝❡ss♦rs✑✱ ✺t❤ ❖♣t✐♠❡♦ ❞❛②✱ ❙✉♣é❧❡❝✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✾✳

✶✶
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❈❤❛♣t❡r ✶

❘❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

✶✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼♦♦r❡✬s ❧❛✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐st♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛♥
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❞♦✉❜❧❡s ❡❛❝❤ ✷ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥
✹✵ ②❡❛rs ❛♥❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st t❡♥ ♠♦r❡ ②❡❛rs✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ tr❛♥s✐st♦r ❝♦✉♥t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
s②st❡♠s ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❛✉s❡s ❡①✐st✳ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦
❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r♣❛ss ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❧✐♠✐t ❜❡❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✶ ♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐st♦rs ✐s s♦ s♠❛❧❧
t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❤❛r❞✇❛r❡ r❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✈✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥✱ t♦❞❛②✱ ✐s t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐st♦rs ✐♥t♦
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ♠❛✐♥str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈❡ ❣♦♥❡ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡
❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉✐ts✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❝❤✐♣s✱ ❤❛s t♦
❝♦♥t❛✐♥ ❤✉♥❞r❡❞s ✐❢ ♥♦t t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❝♦r❡s✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♠♦r❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦r❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t ✐t✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱
r❡q✉✐r❡ ❛ s②st❡♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡✐r ❞❡s✐❣♥✱ ❢r♦♠ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s
❞♦✇♥ t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

✶❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡
❛✉❣♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧②
✈♦❧t❛❣❡✳

✶✸
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❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦rs ❝❛♣❛❝✲
✐t✐❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛✐♥str❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ s♣❡❝✐❛❧✐sts ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■♥
t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✶ ▼❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t
❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡ ✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❋❧②♥♥✬s t❛①♦♥♦♠②
❬✸✼❪ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦❛rs❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥❡s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✹ ❣r♦✉♣s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛t❛ str❡❛♠s✿ ❙✐♥✲
❣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ❙✐♥❣❧❡ ❉❛t❛ ✭❙■❙❉✮✱ ❙✐♥❣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛ ✭❙■▼❉✮✱
▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ❙✐♥❣❧❡ ❉❛t❛ ✭▼■❙❉✮ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛
✭▼■▼❉✮✳ ❖♥❧② t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❢♦r ✉s✉❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦♥❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛✳ ❆❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❙■▼❉s ♦r ▼■▼❉s✳ ❚❤❡ ❙■▼❉ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❣r❛♠ ✢♦✇✱ ❜✉t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❤❛r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ▼■▼❉ s②st❡♠s ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❡①❡❝✉t❡s ✐ts ♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠
✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ▼■▼❉ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❉▼▼✮ ❛♥❞ s❤❛r❡❞
♠❡♠♦r② ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❙▼▼✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ❛❝❝❡ss ❞✐r❡❝t❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
r❡tr✐❡✈❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r✬s ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ❛ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞
t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦❢ ❉▼▼s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❧❛②♦✉t s✐♥❝❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛
❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♦♥❡s✳

■♥ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s②st❡♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
❝♦♠♠♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ t❤✉s ❜② r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t♦ ❛ s❤❛r❡❞
❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❜② s❡✈❡r❛❧
♣r♦❝❡ss♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ♠❛♥❛❣❡❞ s✐♥❝❡ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳
❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙▼▼ ♦✈❡r ❉▼▼ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✈✐❛ t❤❡ s❤❛r❡❞
♠❡♠♦r② ❛r❡ ❡❛s② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥❞ ♥♦ ❞❛t❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ❛ ❙▼▼ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥ ❢❛❜r✐❝ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡♠♦r② ❜✉s ❛❝❝❡ss t✐♠❡s s✐♥❝❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈❧✉st❡r❡❞ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭❛ ✲ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❜ ✲ ♣r♦✲
❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡✱ ❝ ✲ ❝❧✉st❡r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ❞ ✲ ❝❧✉st❡r✱ ❡ ✲ ❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ✭◆♦❈✮✱ ❢ ✲ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❣ ✲ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ❤ ✲
♥❡t✇♦r❦ ❛❞❛♣t❡r✮✳

❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t✳ ■♥ r❡❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
r❛r❡❧② ❡①❝❡❡❞s ✸✷ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉s ❬✾✼❪✳

❆ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✉♥❞r❡❞s✱
✐❢ ♥♦t t❤♦✉s❛♥❞s✱ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s✱ s♦♠❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡✐r ❥♦✐♥t ✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t s✉❝❤ ❛
♣r♦❝❡ss♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❙▼▼ s②st❡♠s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜✉t ❤❛r❞❧②
s❝❛❧❡ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✷ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❉▼▼s ❛r❡ ❡❛s✐❧② s❝❛❧❡❞
❜✉t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❜❡❝♦♠❡s s❧♦✇❡r✱ s♦ ❢♦r ❉▼▼s
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❛❧s♦ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆ ❝❧✉st❡r❡❞ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡
♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❙▼▼s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❢ ❉▼▼s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛ ❉▼▼ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❙▼▼s✱ ❜✉t ♥♦t s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❝❧✉st❡rs✳ ❆ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❜❡✲
s✐❞❡s ✐ts ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♥❡t✇♦r❦✲♦♥✲❝❤✐♣ ✭◆♦❈✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ✉s❡❞✱ ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❢♦r
st♦r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✜t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✮✳ ❊①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞✐r❡❝t ❝♦r❡
✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❧② ✐♥✐t✐❛t❡s ❛♥❞ ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡rs✳ ❚❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❢❡t❝❤✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥❞ t♦
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞❛t❛ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡
s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ♠✉st ✉s❡ t❤❡ ❝❤✐♣ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭◆♦❈✮ ❢♦r
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❞❛t❛ tr❛♥s❢❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✉r❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❡ ◆♦❈ ♠✉st
♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s
✇❤② t❤❡ ◆♦❈ ♣❧❛②s ❛ ♣r✐♠❛r② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❇❛s✐❝❛❧❧② ❛ ◆♦❈ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ ❢r♦♠ r♦✉t✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭r♦✉t❡rs✮ ❛♥❞ ❧✐♥❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡ r♦✉t❡rs ❛♥❞ ❧✐♥❦s✳ ❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♥♦❞❡ ✈✐❛ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛❞❛♣t❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❤❛✈❡
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ◆♦❈✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ◆♦❈ ✐s ♣❛❝❦❡t✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡r✲
❡♥t r♦✉t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆ r♦✉t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤
♣❛t❤ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥❞❡r t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❤❛✈❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ◆♦❈
❞❡s✐❣♥ ✐ss✉❡s ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ❬✶✵❪✳

✶✳✶✳✷ ❉❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ s②st❡♠s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❥♦❜✳ Pr♦❝❡ss♦r ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡♠♦r②
❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ✭◆♦❈✮ ❛r❡ ❢✉❧❧ s❝❛❧❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❲❤❡♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ♦♥❡
♠✉st ❤❛♥❞❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐ss✉❡s✿ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦✐t s②st❡♠
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ✭♠❡♠♦r②✱ ◆♦❈✮✱ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞
❝♦rr❡❝t❧② ❡①❡❝✉t❡ ❧❛r❣❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ ✇r✐t✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣r♦❣r❛♠s ✐s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❣r❛♠ t❛s❦s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❜✉t t❤✐s ❥♦❜ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ♠♦r❡ r❡❧✐✲
❛❜❧❡ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts ♦r ❛t ❧❡❛st ♠❛s❦ t❤❡✐r
❡①♣❧✐❝✐t ✉s❡✳

❚❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤❡s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❡①✲
♣♦s❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠s ❡❛s✐❧② ✇✐t❤♦✉t ✇♦rr②✐♥❣
❛❜♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ ❡①❡✲
❝✉t❡❞ ✇❤❡♥ ✐ts ♦♣❡r❛♥❞s ✭❞❛t❛✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲
✢♦✇ ❡①❡❝✉t✐♦♥✷ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❝♦✉♥t❡r✳ P✐♦♥❡❡r ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❡
❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✼✵s✱ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦✲
❣r❛♠ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤❛t ✇❛s t❤❡
♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢❡❧❧ ❞♦✇♥✳ ❆ r❡✲
♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤❛s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢
❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣✉r❡✱

✷❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
♥♦✇❛❞❛②s ❝♦♠♣✉t❡rs✳
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✜♥❡✲❣r❛✐♥ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❝♦❛rs❡r✲❣r❛✐♥❡❞ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❆ ❤②✲
❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♦♥❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠ ❜r✐❝❦s ❛r❡ ❢✉❧❧ s❝❛❧❡❞ t❛s❦s✱ ✇❤♦s❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡
s❡q✉❡♥❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♣❛r❛❞✐❣♠✳

❆ ❧❡❛❞✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❡❡ ❛♥❞
P❛r❦s ❬✼✺❪✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆❧✐❦❡ t❤❡ ❑❛❤♥
♣r♦❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✭❑P◆✮ ❬✻✹❪ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s ❡①❤✐❜✐ts s♦♠❡ s♦rt ♦❢
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ▼♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦♥
♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦r ♦♥ ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❤❛③❛r❞s✳ ❚❤✐s
♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

❆ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❛ s❡t ♦❢ ❛❝t♦rs✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❛❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✜rst✲✐♥✲
✜rst✲♦✉t ✭❋■❋❖✮ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆ ❞❛t❛✢♦✇
♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❛s❦s
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts
s✉❝❤ ❛s ✏✈❛r✐❛❜❧❡✑ ♦r ✏♠❡♠♦r②✑❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✸✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❋■❋❖ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♥t♦ t♦❦❡♥s✳ ❆ ❞❛t❛ t♦❦❡♥ ✐s ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ s♠❛❧❧❡st q✉❛♥t✉♠ ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s
✐♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✜♥✐t❡✳ ❆ str❡❛♠ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t♦❦❡♥s ♦♥ ❛
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❛❜str❛❝t
♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ ❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ st❛t✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♠✉st ❜❡
❛❝t✉❛❧❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❡♥✈✐s❛❣❡❞✳

❆♥ ❛❝t♦r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ♦r ✜r❡❞✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ✐ts ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❛t❛ t♦❦❡♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ t♦❦❡♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞
❜② t❤❡ ❛❝t♦r ❛♥❞ r❡s✉❧t t♦❦❡♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t t♦❦❡♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥
t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛r❡ ②✐❡❧❞❡❞ t♦ ♥❡①t ❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛s❦s ✐s ❞♦♥❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✈✐❛ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ tr❛✈❡rs❡ t❤❡
❋■❋❖ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❞❛t❛ t♦❦❡♥s t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡✐r t②♣❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t♦r✳ ❆♥ ❛❝t♦r ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛❝t♦rs ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿ st❛t✐❝ ❛❝t♦rs ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝
❛❝t♦rs✳ ❆ st❛t✐❝ ❛❝t♦r ❤❛s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❝t♦r ❤❛s ❛t ❧❡❛st
t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❝t♦rs ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t s✐❣♥❛t✉r❡ t♦ ✉s❡ ❢♦r ❛ st❛t✐❝ ❛❝t♦r ✐s
♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ✇❤✐❧st ❢♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❝t♦r ✐t ✐s ♥♦t✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
❛❝t♦rs ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ♦r✐❡♥t ✐♥t❡r✲
❡st❡❞ r❡❛❞❡rs t♦ ❬✻✵✱ ✹✸✱ ✽✻✱ ✼✸❪ ❢♦r ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ♦❢

✸❚❤❡ ❛❝t♦rs ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛t ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❞❛t❛✢♦✇
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥❢♦r❝❡s ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
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Av1

Av2
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆ ❈❙❉❋ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡ ❢♦r ❛ 4 × 3 ♠❛tr✐① ✭st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛s ❛
❝♦♥t✐❣✉♦✉s r❛♥❣❡✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✹✲❡❧❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✐s r❡t✉r♥❡❞ r❡✈❡rs❡❞✳

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛r❡✿ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❛t❛✢♦✇ ✭❙❉❋✮

❬✼✹❪✱ ❝②❝❧♦✲st❛t✐❝ ❞❛t❛✢♦✇ ✭❈❙❉❋✮ ❬✾❪ ❛♥❞ ❜♦♦❧❡❛♥ ❞❛t❛✢♦✇ ✭❇❉❋✮ ❬✶✺❪✳ ■♥ t❤❡
❙❉❋ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ st❛t✐❝✳ ❚❤❡✐r s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❞❛t❛ ♦♥
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❋■❋❖ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❛s❦
✜r✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❈❙❉❋ ♠♦❞❡❧ ❛✉t❤♦r✐③❡s st❛t✐❝ ❛❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐st ♦❢
s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❋♦r ❛❝t♦rs ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛t ❡❛❝❤ ❛❝t♦r ✜r✐♥❣ t❤❡
♥❡①t s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❧❛st s✐❣♥❛t✉r❡ ✇❛s ✉s❡❞ t❤✐s
♣r♦❝❡ss r❡st❛rts ❛♥❞ t❤❡ ✜rst s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s r❡✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞
❝♦♥s✉♠❡❞ ❞❛t❛ t♦❦❡♥s ❝❤❛♥❣❡s ❝②❝❧✐❝❛❧❧②✳ ❋♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈❙❉❋ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❝ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❛❝t♦r✬s s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❆❝t♦r ❏ ❤❛s ✹ s✐❣♥❛t✉r❡s✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐t ❝♦♥s✉♠❡s
♦♥❡ t♦❦❡♥ ♦♥ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ✹ ✭t❤❡ ❧♦✇❡st ♦♥❡✮ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞s ✐t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✸ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
r❡st❛rts✳

❚❤❡ ❇❉❋ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❉❋ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❝♦♥tr♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
✐s ❡♥✈✐s❛❣❡❞✳ ❙t❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❉❋ ♠♦❞❡❧✳ ❉②♥❛♠✐❝
❛❝t♦rs ❤❛✈❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐s ♠❛❞❡ ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ t♦❦❡♥ ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❇❉❋ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦ t❤❛t ❞②♥❛♠✐❝ ❛❝t♦rs ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❜❡✐♥❣ ♠❛❞❡ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❞❛t❛ t♦❦❡♥✹✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭❙❉❋ ❛♥❞ ❈❙❉❋✮ ❡①❝❧✉❞❡ ❛♥② ❢♦r♠ ♦❢
♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② s❡✈❡r❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❛❞❧♦❝❦

✹❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭■❉❋✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛❝t♦rs ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐t t♦ ❡①♣r❡ss
✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥str✉❝ts ❡❛s✐❡r✳
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❢r❡❡♥❡ss ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❋■❋❖ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛r❡
❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♥♦t
❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❇❉❋ ♠♦❞❡❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❉❋ ♥❡t✇♦r❦s
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✾✽❪✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❇❉❋ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r ❙❉❋ ♦r ❈❙❉❋ ✐s ✐ts ❚✉r✐♥❣
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✺✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❛❝t ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❇❉❋
♥❡t✇♦r❦s ♦✈❡r ❙❉❋ ♦r ❈❙❉❋✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❝t♦rs ♦❢ ❛ ❇❉❋
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❖✉r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs s❡✈❡r❛❧ s②st❡♠ ❛❝t♦rs✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦r
❞❛t❛ ❛❝❝❡ss✱ ❞❛t❛ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳
❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❢❡r t♦ ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✻✺❪✳ ❚✇♦ s②st❡♠ ❛❣❡♥ts ❢♦r r❡❛❞✐♥❣
❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝t♦rs t❛❦❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s ❛s
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆t ❡❛❝❤ ❛❝t♦r ✜r✐♥❣✱ ❛ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❣❡ ✐s r❡❛❞✴✇r✐tt❡♥
✐♥ ❛ r♦✉♥❞✲r♦❜✐♥ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❧❛ss ♦❢ ❛❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
♦♥❡s✿ s♣❧✐t✱ ❥♦✐♥ ❛♥❞ ❞✉♣✳ ❚❤❡② ♣❡r♠✐t t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧❡ str❡❛♠s ♦❢
❞❛t❛✳ ❲✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t♦♦ ♠✉❝❤ ❞❡t❛✐❧✱ s♣❧✐t ❛❝t♦r ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ str❡❛♠✱
❥♦✐♥ ❛❝t♦r ❛ss❡♠❜❧❡s s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ str❡❛♠s✱ ❞✉♣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ str❡❛♠ ✐♥t♦
s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t♦rs
❛r❡ ✉s❡❞✿ ❘✱ ❲ ✲ ❞❛t❛ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡✱ ❙✱ ❏ ✲ s♣❧✐t ❛♥❞ ❥♦✐♥✱ ❆✈✐ ✲ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✸ ❞❛t❛ t♦❦❡♥s✳ ❯♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❛❝t♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡
♠❡♠♦r② r❛♥❣❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♣♦✐♥t t♦ ✭R$ ❛♥❞ W$ ❛r❡ ✜❝t✐t✐♦✉s✮✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ❛❝t♦r
❙ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ♠❛tr✐① str❡❛♠ ✐♥t♦ ❧✐♥❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❥♦✐♥ ❏ ❛ss❡♠❜❧❡s ✹ s❡♣❛r❛t❡
✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ ❛ str❡❛♠✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛❝t♦rs✿ s✇✐t❝❤ ❛♥❞
s❡❧❡❝t✳ ■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✉❡ t②♣❡ s✇✐t❝❤ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ❛❝t♦rs
❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❜♦♦❧❡❛♥✲✈❛❧✉❡ ✭❛s ✐♥ ❇❉❋✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t♦rs
✭❛s ✐♥ ■❉❋✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t♦r ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥✲
✈❛❧✉❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥❡✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t♦rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s✇✐t❝❤ ❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡
s❡❧❡❝t ❛❝t♦r✳ ❆ s✇✐t❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t♦r ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❝t♦r ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❛t❛ ✐♥♣✉t✱
♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ n✱ n ≥ 2✱ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆ t♦❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥♣✉t
❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t
t♦❦❡♥ ✈❛❧✉❡✳ ❆ s❡❧❡❝t ❛❝t♦r ❤❛s n ❞❛t❛ ✐♥♣✉ts✱ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❞❛t❛ ♦✉t♣✉t
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❛❝t♦r✱ t❤❡ s❡❧❡❝t ❛❝t♦r ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ❞❛t❛
❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❛❝t♦r t♦❦❡♥✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❜r❛♥❝❤ ❛♥ ♦✉t♣✉t✴✐♥♣✉t
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s✇✐t❝❤✴s❡❧❡❝t ❛❝t♦r✳

❆ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤
❛❝t♦r ❛♥❞ ❛ s❡❧❡❝t ❛❝t♦r✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣

✺❚❤❡ ❚✉r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❇❉❋ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❚✉r✐♥❣
♠❛❝❤✐♥❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❆ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ n ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❛❝t♦r t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦❦❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❝t♦r ❈✳

str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ n ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❛
❛❧❧♦✇s ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t♦r ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ n ❛❝t♦rs ❚✶✱ ❚✷✱✳✳✳✱
❚♥✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
t♦❦❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❈✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ t❛s❦ ❈ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
❞❛t❛ t♦❦❡♥ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ i✳ ❚❤✐s t♦❦❡♥ ✐s s❡♥❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ❛❝t♦rs✳ ❚❤❡
s✇✐t❝❤ ❛❝t♦r ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❝t♦r ❆ t♦ t❤❡ t❛s❦ ❚✐✱ ✇❤✐❝❤ ❛t ✐ts
t✉r♥ ❝♦♥s✉♠❡s t❤✐s ❞❛t❛ ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t ❛❝t♦r✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t
❛❝t♦r ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t ♦♥ ✐♥♣✉t i t♦ ✐ts ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✳

✶✳✶✳✸ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤s✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣❛r❛❧✲
❧❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t✲
❢♦r♠✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✿ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣r♦❣r❛♠♠❡r✲♦r✐❡♥t❡❞ ✭❛❜str❛❝t✮ ❝♦♥str✉❝ts
✭s♣❧✐ts✱ ❥♦✐♥s✱ ❡t❝✳✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
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Av1

Av2

Av3

Av4
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R2

R3

R4

W1

W2

W3

W4

3 3

3 3

3 3

3 3

1 1

1 1

1 1

1 1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳

t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈❙❉❋ ❣r❛♣❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝t♦rs✱ ❙ ❛♥❞ ❏✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❞❛t❛ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ♦♥❡s✱ ❘ ❛♥❞
❲✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛♣❤ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❛❝t♦rs ❘✐ ❛♥❞ ❲✐✳ ❚❤✐s
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞s ❛♥ ✉s❡❧❡ss ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ str❡❛♠s ✐♥ t❤❡ s♣❧✐t ❛♥❞ ❥♦✐♥
❛❝t♦rs✳

❯s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❝②❝❧✐❝❛❧❧②
❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ str❡❛♠s ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛ ❝②❝❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ t❤❡ ❛❝t♦rs ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❊❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t♦r
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t♦rs ✐s ♥♦t ♣r❡❡♠♣t✐✈❡✱ t❤✉s
♦♥❝❡ st❛rt❡❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✼✹❪✱ ❛♥ ❛❝②❝❧✐❝ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ✭❆P●✮ ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✜♥✐t❡✮ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝t♦r ✐♥st❛♥❝❡s✳
❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❆P● ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✢♦✇
❣r❛♣❤ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛❝t♦rs ✭✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
❛♥ ❛❝t♦r ♠✉st ❜❡ ♦r❞❡r❡❞✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❆P●
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ❛❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❡①❡❝✉t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
s②st❡♠ ❝♦♠❡s ❜❛❝❦ t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ t♦❦❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡✮✳
■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t♦r ❆ ❛♥❞ t❤r❡❡
❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t♦r ❇✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t♦r ✐♥st❛♥❝❡s ❞♦❡s
♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛st ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✴❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ ❛❝t♦rs✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❚❤❡ ❆P● ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✉♣♣❡r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ❛❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳ ❆s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❛❢t❡r t❤❡ ❛❝t♦r ♥❛♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ✐♠♣♦s❡s ❛♥ ♦r❞❡r
♦✈❡r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■❢ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ✐♥
t❤❡ ❆P● ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉♣ t♦ ✸ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛❝t♦r ❆✈✶

❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠s ♦❢ ❞❛t❛✳
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A

B

3

2

A1 A2

B1 B2 B3

A3 A4

B4 B5 B6

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❆P● ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮✳ ■♥ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❛❝t♦r ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞✳ ❯♥✐t
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✴❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

R1
1

Av1
1

W1
1

R1
2

Av1
2

W1
2

R1
3

Av1
3

W1
3

R1
4

Av1
4

W1
4

R1
5

Av1
5

W1
5

R1
6

Av1
6

W1
6

R1
7

Av1
7

W1
7

R1
8

Av1
8

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚❤❡ ❆P● ♦❢ ♦♥❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ✸ ❛❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳

■♥ t❤❡ ❆P● ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t♦rs ❛♥❞ ❛❝t♦r
✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ ❛ ❤❛r❞✲
✇❛r❡ t❛r❣❡t ✐s ❡♥✈✐s❛❣❡❞ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♦❢
✐♥t❡r✲❛❝t♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝t♦r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❆P●
❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ t❤❡ ❜✉✛❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡
❜✉✛❡r s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t♦rs ❘✶ ❛♥❞ ❆✈✶ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✾ t♦❦❡♥s✳ ❑♥♦✇✲
✐♥❣ t❤❛t ❘✶ ♣r♦❞✉❝❡s ✸ t♦❦❡♥s ♣❡r ✜r✐♥❣✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
❘✶ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✸✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ i ♦❢ ❆✈✶ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ i+3 ♦❢ ❘✶ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s
✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❜✉✛❡r s✐③❡ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ✭♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❜❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡
♣❧❛❝❡✮ ❜✉t t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳

P❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❬✾✼✱ ✺✺❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❛s❦s t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ s❝❤❡❞✉❧❡ ❧❡♥❣t❤ ♦r ♠❛❦❡s♣❛♥✱ ♠❡❛♥ ✢♦✇ t✐♠❡✱ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❡t❝✳✮✳
❚❤❡ t✇♦ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❛t r✉♥ t✐♠❡ ✲ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡
t✐♠❡ ✲ st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r ❜♦t❤✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♠♦r❡
✢❡①✐❜❧❡✱ ❜✉t ❛ ❧❛r❣❡r ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✭❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
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❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣✮ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t r✉♥ t✐♠❡✳ ❲❤❡r❡❛s ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡
❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❈♦♠♣r♦♠✐s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛t
❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❛t r✉♥ t✐♠❡✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❤✐✲
❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t♦♦ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ♠❛ss✐✈❡❧②
♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✲
✜♥❡❞ ❛t s②st❡♠ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛t ❝❧✉st❡r ❧❡✈❡❧✳ ❆t s②st❡♠ ❧❡✈❡❧ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
t♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❧✉st❡r t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t❛s❦s ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❝❧✉st❡r
❧❡✈❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✉r❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐❣❤✲
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡ t❛s❦ ❛r❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❡♥tr✉st❡❞ t♦ ❛ r✉♥ t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧❡r✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❧✉st❡r ❧❡✈❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ♠❡❛♥ ❜❛❞✱ ♦r✱ ❢❛r
❢r♦♠ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡r ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ ♥❡❛r ♦♣t✐✲
♠❛❧ ♦r ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡
t❛s❦s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss✉r❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ❜✉✛❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳
❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s
✇✐t❤ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✭❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✮✳

■♥ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛s❦s
✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❋■❋❖ ❜✉✛❡rs✮✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣
t❛s❦s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❛ s♣❛❝❡ ✐s r❡s❡r✈❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ▼♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥
t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❛s❦s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ♣❛❝❦❡t✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡rs ✈✐❛ t❤❡ ◆♦❈✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
❣❡♥❡r✐❝✐t②✱ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ❞✉♠♠②
❞❛t❛ r❡❛❞ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✇r✐t❡ t❛s❦s✳ ❉✐st✐♥❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s
✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱ t❤✉s t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss
t❤❡ t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✉♠♠②
r❡❛❞✴✇r✐t❡ t❛s❦s ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡
❆P● r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❡r ❝❧✉st❡r✳

❉✐r❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❆P● r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✻✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s
t❤❡ ❆P● ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♠❛♥♥❡r ❢♦r t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧❡r✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r
✇✐❧❧ t❤❡♥ tr❛❝❦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s✱ ❞❡t❡❝t ❡♥❛❜❧❡❞ ♦♥❡s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡♠
❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r✐♥❣ t❛s❦s ♦♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠
❛r❡ ✈❡❝t♦r ❝❧♦❝❦s ❬✽✶✱ ✸✻❪✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡ t❛s❦

✻❆ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♠❡♠♦r✐③❡ ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤✉❣❡ ❣r❛♣❤✳



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❘❊❙❊❆❘❈❍ ❈❖◆❚❊❳❚ ❆◆❉ ▼❖❚■❱❆❚■❖◆❙

♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❆P●✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ✈❡❝t♦r ❝❧♦❝❦s ✇❡ ✉s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬✾✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❡♥t ❬✶✵✵❪✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✭s❡❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝t♦r ❘✶ ✐s ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❆✈✶ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❘✶ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡s (1, 1, 0) < (4, 1, 0) ❛♥❞ (3, 0, 0) < (4, 1, 0)✳ ❲❤✐❧st
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝t♦r ❘✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡
♦❢ ❆✈✶ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ (2, 0, 0) ‖ (1, 1, 0)✳

✶✳✷ ▼❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✶✳✷✳✶ ❈❛❝❤✐♥❣

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛s
❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t ❧♦✇❡r r❛t❡s✳ ❆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥❡ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡✐r ❢✉❧❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② st❛❧❧s✳ ❆
✇❛② ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❝❛❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡
✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝❛❝❤✐♥❣ r❡s✐❞❡s ✐♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✾✵✪ ♦❢ t✐♠❡s ❬✺✼❪✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱
✐t ❡①✐sts ❛ ❧♦❝❛❧✐t② ✐♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss
❧♦❝❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ t②♣❡s✿ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ✇❤❡♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ♦❜❥❡❝t
✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❛❣❛✐♥ s♦♦♥ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ✇❤❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ s♦♦♥✳

❚❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❛❝❤❡✳
■♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r✐❡s ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡✐r ❛❝❝❡ss s♣❡❡❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r s✐③❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✱ ❜✉t
t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢❛st❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r
♠❡♠♦r②✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r✐❡s ✐s ❢♦r s❛✈✐♥❣
❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❢♦r ❧❛t❡r r❡✉s❡✱ t❤✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧
♠❡♠♦r② st❛❧❧s ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

Pr✐♦r t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r
❝♦✉❧❞ ❜❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽❛✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ r❡q✉❡st ❢♦r ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s
r1 ❛♥❞ r2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ❧♦❛❞s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✭♠❡♠♦r② ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r
✐s st❛❧❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✉s❡❢✉❧ ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r r❡q✉❡sts
❛❣❛✐♥ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s r1✱ r2✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♥❡✇ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s r3✱
r4✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s r1 ❛♥❞ r2 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ st♦r❡❞ ✏s♦♠❡✇❤❡r❡✑ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✉s❡✱ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
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Processor

Memory

✭❛✮ ◆❡✐t❤❡r ❝❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦r ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s
✉s❡❞✳

Processor

Memory

Cache

✭❜✮ ❖♥❧② ❝❛❝❤✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳

Processor

Memory

Cache

Stall time
Prefetch request Load request
Execution

✭❝✮ ❈❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ✉s❡❞

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ●❛✐♥ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❝❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

r❡q✉❡st❡❞ t❤❡♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢❛st❡r✳ ❚❤❛t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t♦ st♦r❡ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❢♦r
❢✉t✉r❡ r❡✉s❡s✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡♠♦r② s②st❡♠s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡♥❡✜t
♦❢ ❝❛❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧② s✐①t✐❡s ❬✻✽✱ ✶✵✽❪✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♥❡❡❞s ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡♠♦r② ✐t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❧♦❛❞ r❡q✉❡st✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽❜ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛
❧♦❛❞ r❡q✉❡st ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ✈❡r✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✭❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❝❛❝❤❡s t❤✐s ♣r♦❝❡ss
✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛❝❤❡✮✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧②
❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✐❢ ♥♦t✱ ❛ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ ❝❛❝❤❡
♠✐ss t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ❢❡t❝❤❡s ✭❧♦❛❞s✮ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦
t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❢♦r✇❛r❞s ✐t t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t
❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❡✈✐❝t
s♦♠❡ ❡♥tr✐❡s✳ ❲❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥tr② t♦ ❡✈✐❝t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣♦❧✐❝②✳ ❙♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡✿ ❧❡❛st r❡❝❡♥t❧② ✉s❡❞ ✭▲❘❯✮
✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦st ❡❛r❧② ✉s❡❞ ❡♥tr② ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✜rst ✐♥ ✜rst ♦✉t ✭❋■❋❖✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr②
t❤❛t ❤❛s ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ✜rst ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ✇❤❛t
❡♥tr② t♦ ❡✈✐❝t✳

■♥ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❝❛❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧✇❛②s ❣❡♥❡r❛t❡s ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉❧s♦r② ♠✐ss❡s ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱
s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡✳ ❈❛♣❛❝✐t② ♠✐ss❡s
❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❞❛t❛ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜✉t ✐t ✇❛s ❡✈✐❝t❡❞ ❢r♦♠
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t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♠✉st ❜❡ ❜r♦✉❣❤t ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢✉❧❧ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss ❧❛t❡♥❝②✳

✶✳✷✳✷ Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣

❆ ❢✉rt❤❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✐♠❡❞ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉❧✲
s♦r② ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♠✐ss❡s✳ ❉❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡
♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ✭❢♦r ♠✉❧t✐ ❧❡✈❡❧ ❝❛❝❤❡s✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♦♥❡✮ ❜❡❢♦r❡ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐t ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡♠ ❞✐r❡❝t❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❝❤❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
t❤✉s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❊❛r❧② st✉❞✐❡s ♦♥ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❬✹❪
r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ t❤❡✐r ❡①♣❧✐❝✐t r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤ r❡q✉❡st✱ r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽❝ ❢♦r ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞ r❡q✉❡st ❛♥❞ ❛
♣r❡❢❡t❝❤ r❡q✉❡st ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❛ ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞ r❡q✉❡st ✐s ✐ss✉❡❞ ✐♥
❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤
r❡q✉❡st ✐s tr❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❛ ❧♦❛❞ r❡q✉❡st✱
t❤✉s ❜② ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❞❛t❛ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❞✐r❡❝t
♣r♦❝❡ss♦r ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❛rr✐✈❡ ❥✉st
✐♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t♦ ❛❝❝❡ss ✐t✳ ❖t❤❡r✱ ❧❡ss ❢❛✈♦r❛❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❢
t❤❡ ❞❛t❛ ❛rr✐✈❡s t♦♦ ❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s st❛❧❧❡❞ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡✱ ♦r✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛
❛rr✐✈❡s t♦♦ s♦♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❜② t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ❆
❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❛t ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡ ❝❛❝❤❡ ❡♥tr✐❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ✐ts❡❧❢ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❛❝❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

❆ ♠♦r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡
s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② t♦
t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② t♦ ❧♦✇❡r
♦♥❡s✮ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ r❡q✉❡st ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ♦r ❜② ❛
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤②❜r✐❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡①✐st ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ r❡q✉❡sts ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s✳

■♥ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤ s❝❤❡♠❡s ❛♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ✐♠✲
♣❧✐❝✐t ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✈❡r✲
❤❡❛❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥str✉❝t✐♦♥s
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❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱
✉s✉❛❧❧② t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡❢❡t❝❤❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❤❛r❞✇❛r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♥❢❡r ❢✉t✉r❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛♥② ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢
t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❛t t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛r❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✱ ✉s❡❧❡ss ❞❛t❛ ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛✉❣♠❡♥t❡❞
❛♥❞✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✐s ♣♦❧❧✉t❡❞✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❙✉r❡ t❤❛t ❜②
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r st❛❧❧ t✐♠❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛
♠✉st ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♠✉st ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t♦
❛✈♦✐❞ ❜❡❝♦♠✐♥❣ s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ✇♦rt❤❧❡ss✳ ❆ ❣r❡❛t ❛tt❡♥t✐♦♥
♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜✉s ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r ♠❡♠♦r② s②st❡♠✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡r ♣❛r❛❞✐❣♠ ❬✶✵✹✱ ✺✹❪✳ ❚❤❡ s❡r✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡♣❧②✐♥❣ t♦ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❢✉t✉r❡ r❡q✉❡sts ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛
♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❡s t♦ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠ ❡①✐st✿ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❜✉s
✭❢❡t❝❤ ✹ ❜②t❡s ♣❡r ❝②❝❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡✮✱ ✐♥t❡r❧❛❝❡❞ ♠❡♠♦r✐❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ s✐③❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s ✐♥ ♣r♦✲
❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
♣r♦❣r❛♠ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞✴♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❧♦❝❛❧✲
✐t② ❬✸✷✱ ✶✵✾✱ ✽✷❪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡♠♦r② s❝❤❡♠❡s ❬✽✵❪ ♦r ❛✉❣♠❡♥t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❝❤❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s
♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ s❛✈❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣✐❡s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ✐t ❞r❛✇s♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦s ❬✶✵✻✱ ✶✻❪✳ ❲❡ ♠♦st❧② r❡str✐❝t ♦✉r
❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳

✶✳✷✳✷✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣

■♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦❝❡ss♦rs s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞✳
❚❤❡ ❢❡t❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ♥♦t
st❛❧❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠ ❜r✐♥❣s t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡✳
❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡st ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
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♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s♠❛rt
✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s ♣r❡❢❡t❝❤ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ♦r ❜②
t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
t❤❛t ♦❝❝✉r t♦♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦r t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❛♥♥♦②✐♥❣ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❤❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ✈❡r② ❢❡✇ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣❧❛❝❡❞ ❛t str❛t❡❣✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❯s✉❛❧❧②✱ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦♦♣s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛rr❛② ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ♠❡♠✲
♦r② ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦✲
❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ✐♥ s✉❝❤ ❧♦♦♣s ♠❛❦❡s ✉s❡❧❡ss t❤❡ ❝❛❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❝♦❞❡s
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♥ ✉s❡❢✉❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❧♦♦♣ ❜♦❞✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❞❛t❛ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❧❛t❡♥❝② ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐s
❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❧♦❣✉❡ ❝♦❞❡ ❜❧♦❝❦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡
✜rst ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛②s ❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ❢❡t❝❤ ✐♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ✉s❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❤✐❞✐♥❣ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss ❧❛t❡♥❝②✳ ❊❛r❧② st✉❞✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❬✶✽❪✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s tr✉❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦♦♣s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❜♦❞✐❡s✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❛ s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❞❛t❛ ✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♣r❡❢❡t❝❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❧❛t❡♥❝② t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❜♦❞②✳ ❇② ✉s✐♥❣ s♠❛❧❧❡st
♦r ❧❛r❣❡st ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ❧♦♦♣ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛
❝♦♠♣✐❧❡r ❝❤❛✐♥✳ ■♥ ❬✽✺❪ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r❡❢❡t❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥s❡rts
❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦s ❬✽✱ ✾✺❪ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣
❜r♦✉❣❤t ❜② s✉❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs ✭P♦✇❡rP❈ ✻✵✶ ❛♥❞ ❍P
P❆✲✽✵✵✵ ❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s✮✳ ■♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✲
✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r s♦♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡
s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧♦ss ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ❞✉❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❧♦♦♣ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss
♣❛tt❡r♥ ♠✉st ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤✉s ❛rr❛② ❛❝❝❡ss ✐♥❞✐❝❡s ♠✉st ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ ❛rr❛② ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦❞❡s ❛s s❛✐❞ ❡❛r❧✐❡r✱
❜✉t ❢❛r ❧❡ss ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ♣r❡❢❡t❝❤
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❬✷✾✱ ✼✻✱ ✼✾❪✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
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♥♦t ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛s ❣r❛♣❤s ♦r ❧✐♥❦❡❞ ❧✐sts t❤❡r❡ ✐s
❛ ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ♦❢t❡♥
❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❧♦❝❛❧✐t② r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❝❛❝❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛❝❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st t❤❡
❢❛❝t t❤❛t s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ st❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✉s ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ✐❢ t❤❡
♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❜❧♦❝❦ ✐s st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ✭❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✐t ✐❢ ✐t
✇❛s ❡✈✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜② t❤❡ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❍❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣

❍❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❣r❛♠✲
♠❡r ♦r ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡s ❞♦
♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❢❡t❝❤
✐♥str✉❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✮✳ ■♥
❝♦♥tr❛st t♦ s♦❢t✇❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❞❛t❛✱
❤❛r❞✇❛r❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳
❆❧s♦ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ r✉♥✲t✐♠❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❆ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡s ♠❡♠♦r②
❜❧♦❝❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡①t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜❧♦❝❦✳ ■♥ ❛ ❝❛❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡♠♦r② ✇♦r❞s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❚❤✉s ❞❛t❛ ❝❛❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t
♣r❡❢❡t❝❤ ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡
❧❛r❣❡r ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ s✐③❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝❛❝❤❡ ❜❧♦❝❦ s✐③❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❞❛t❛ ❡✈✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✭❜② t❤❡ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✮
✐♥❝r❡❛s❡s t♦♦✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s t❤❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝❛❝❤❡ ❜❧♦❝❦
s✐③❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✭❞❛t❛
❝❛❝❤✐♥❣✮ ❛r❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❝❛❝❤❡ ❜❧♦❝❦ s✐③❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭❖❇▲✮
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t ❛❝ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❤❡♥ ❛ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ r ✐s ❛❝❝❡ss❡❞
t❤❡ ♥❡①t ❜❧♦❝❦✱ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ r+1✱ ✐s ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳ ❚❤✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡rs ❢r♦♠ s✐♠♣❧② ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ s✐③❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❜❧♦❝❦s ❛r❡
tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② t❤❡ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ P♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②
r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t✇♦ s♠❛❧❧❡r ❝❛❝❤❡ ❜❧♦❝❦s t❤❛♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡r
♦♥❡✳
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❙❡✈❡r❛❧ ❖❇▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡①✐st ❬✶✵✶❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥ ✇❤❛t t②♣❡
♦❢ ❛❝❝❡ss t♦ ❜❧♦❝❦ r ✐♥✐t✐❛t❡s ❛ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦ r + 1✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ t❛❣❣❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ t❛❣ ❜✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ❜✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢❡t❝❤❡❞ ♦r t❤❡
♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❜❧♦❝❦s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s
t❤❡ ♥❡①t ❜❧♦❝❦ ✐s ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❖❇▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡✐t❤❡r ❛ ❢♦r✇❛r❞ ✭r + 1✮ ♦r ❛
❜❛❝❦✇❛r❞ ✭r − 1✮ ♣r❡❢❡t❝❤✳

❖♥❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❖❇▲ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦♦♣s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜♦❞✲
✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ✐s ♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❡❛r❧② ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✉s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ♣r♦❝❡ss♦r st❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r❡❢❡t❝❤ K s❡q✉❡♥t✐❛❧
❜❧♦❝❦s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ❛
♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❜❧♦❝❦ r ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ♥❡①t r+1, . . . , r+K ♠❡♠♦r②
❜❧♦❝❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡♠♣t✐♥❣
t♦ ✉s❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r K✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❜✉s tr❛✣❝ ❛♥❞ ❝❛❝❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ K ❜❧♦❝❦s ✐♥ ♣r♦❣r❛♠
♣❤❛s❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② t❡♥❞s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❣❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ❬✽✾❪✱ ✐t ✐s st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣❛✐♥ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r
✈❛❧✉❡s ♦❢ K ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ✐s ♥✉❧❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝❛❝❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ❛♥❞ K ❜❧♦❝❦ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ t♦
♣r❡❢❡t❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❝♦❞❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✲
str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ♠❡♠♦r②✳

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐ss✉❡ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r K ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❆ ♣r❡❢❡t❝❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡tr✐❝✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r❡❢❡t❝❤❡s ✭✐✳❡✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❛❝❤❡ ❤✐t✮ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❜❧♦❝❦s✱ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r
K ✐s s❡t t♦ ♦♥❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡tr✐❝ ❣♦❡s ♦✈❡r ❛♥ ✉♣♣❡r
t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡tr✐❝
❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ ❛ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ✐s ❞❡❝r❡♠❡♥t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K
❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✱ t❤✉s ♣r❡❢❡t❝❤ ✐s ❞✐s❛❜❧❡❞✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣♦♦❞ ♣r❡❢❡t❝❤❡s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❛ ♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s
t♦ ❜❧♦❝❦ r + 1 ✇❤❡♥ ❜❧♦❝❦ r ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❛❞❛♣t✐✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ r❡✈❡❛❧❡❞ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ K
❜❧♦❝❦ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ✇❛s ♥♦t ❛s ♦♥❡
✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♦❢ K ❜❧♦❝❦ ❧♦♦❦❛✲
❤❡❛❞ ♣r❡❢❡t❝❤ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✻✸❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❋■❋❖ str❡❛♠
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❜✉✛❡r ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡K ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❡❢♦r❡ ❜❡✲
✐♥❣ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ❜✉✛❡r
✐s ❛❝❝❡ss❡❞✱ ✐t ✐s ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠♦r②
❜❧♦❝❦ ✐s ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❛✐❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r
✐s ♥♦t s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ❜✉✛❡r✱ t❤❡ ❜✉✛❡r ✐s ✢✉s❤❡❞✳
❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❜❧♦❝❦s ♠✉st ❜❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡
♦r❞❡r t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉✛❡r✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s✉❣❣❡st❡❞
❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐s t♦ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ str❡❛♠ ❜✉✛❡rs t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❆r❜✐tr❛r② str✐❞❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡
❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ s❝❛❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛rr❛② ❛❝❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ str✐❞❡s ♦r
♦t❤❡r ♥♦♥✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✉s❡❧❡ss ♣r❡❢❡t❝❤❡s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s ❞♦ ♥♦t ❡①♣♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t②✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ str✐❞❡❞ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦♦♣✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❬✺✱ ✸✾✱ ✷✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ s❝❤❡♠❡ ❢r♦♠ ❬✷✽❪ ❝♦♠♣✉t❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r2 ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r1 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ Θ = r2 − r1✱ ✐s ♥♦t ③❡r♦ t❤❡♥ Θ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② str✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡♠♦r② ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ s❝❤❡♠❡ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛❞❞r❡ss r2+Θ ✇✐❧❧ ❜❡
❛❝❝❡ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❢❡t❝❤❡s ✐t✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ r❡❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❞❡t❡❝t❡❞ str✐❞❡
♠✉st ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❙t♦r✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠ ♠❡♠♦r② ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ♦♥❧② t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❛❝❤❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❛❜❧❡ ✭❘P❚✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡
❘P❚ ❛ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ tr❛❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ str✐❞❡ ✐s ❝♦rr❡❝t ♦r
♥♦t✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str✐❞❡❞
♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥♥♦t
♠❛♥❛❣❡ ❧♦♦♣s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜♦❞✐❡s ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❡ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✜❡❧❞ t♦ ❘P❚
✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❛❞❞r❡ss t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ s✐t✉❛t❡❞ ❛t Θ · distance ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❛❞❞r❡ss✳ ❆ ♠♦r❡ s♦✲
♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✭✐♥❝r❡♠❡♥t✴❞❡❝r❡♠❡♥t✮
♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✜❡❧❞✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② str✐❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥s✳



✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❘❊❙❊❆❘❈❍ ❈❖◆❚❊❳❚ ❆◆❉ ▼❖❚■❱❆❚■❖◆❙

❆ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s r❡q✉✐r❡ r❡❣✉❧❛r ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss
♣❛tt❡r♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss s♦♠❡ ✇♦r❦s ❞✐s❝✉ss ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❘P❚ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❧✐♥❦❡❞ ❜② ♣♦✐♥t❡rs ✭✐✳❡✳ ❧✐♥❦❡❞
❧✐sts✱ ❣r❛♣❤s✮✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡t❡❝ts ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡ str✐❞❡s
✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❘❚P t❛❜❧❡✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t
❛r❡ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✾✸❪✳ ❇✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r② ✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❡❝ts ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❛❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞❡❞ ✈❛❧✉❡s t❤❛t
s❡r✈❡ ❛s ❜❛s❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ❧♦❛❞s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
❧✐♥❦❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳

■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❞❞r❡ss ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♠✐ss
t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛❝❤❡ ♠✐ss ❛❞❞r❡ss ❛ s❡t ♦❢ ❧✐❦❡❧② s✉❜s❡q✉❡♥t ♠✐ss
❛❞❞r❡ss❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss ❛❞❞r❡ss❡s ✐s ❜✉✐❧t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ❡✐t❤❡r
✉s✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✷❪ ♦r ▼❛r❦♦✈ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❬✻✷❪✳

✶✳✷✳✷✳✸ ❍②❜r✐❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♣✐❧❡ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛❞❛♣t t❤❡✐r ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ❛t r✉♥✲t✐♠❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①❡❝✉t❡❞ ❝♦❞❡✳ ❊❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ✐ts str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✐ts ✇❡❛❦♥❡ss❡s✳ ❚❤❡ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ♦✈❡r✲
❤❡❛❞ ❛s ♣r❡❢❡t❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❜② ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❛t ♠❛♥② ✉s❡❧❡ss ♣r❡❢❡t❝❤❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❛❝❝❡ss❡s ✐s ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❡❞✳ ▼❛♥②
r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❛ ❤②❜r✐❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇✐❧❧ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss
♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳

■♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ K ✐s ❛❞❛♣t❡❞
❛t r✉♥✲t✐♠❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ▼✉❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❧♦st ✉♥t✐❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ❜❡❝♦♠❡s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡①❡❝✉t❡❞
❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ✇♦r❦ ❬✹✼❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ❛t ❝♦♠♣✐❧❡
t✐♠❡ ❛♥❞ t♦ ♣❛ss ✐t t♦ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t
♠❛♥❛❣❡s s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣
✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬✷✼❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❛
❤❛r❞✇❛r❡ str✐❞❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤ ❡♥❣✐♥❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❘❚P ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❊♥tr✐❡s
✭t❛❣✱ ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ str✐❞❡✮ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❘❚P t❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦♦♣s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ str✐❞❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✳

■♥ ❬✶✶✷❪ ❛ ❤②❜r✐❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✐rr❡❣✉❧❛r ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳
▼❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❣❣❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❡❧❡♠❡♥t
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❡✐t❤❡r ✐♥✐t✐❛t❡s ♣r❡❢❡t❝❤❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t❡❞
❜② ✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❤❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② t♦ t❛❣ ♠❡♠♦r② ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡
♣❛rt ✭s✐t✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② s②st❡♠✮ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳

✶✳✷✳✷✳✹ Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs

❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss s✉❜✲s②st❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✇❤✐❝❤ ♦♣♣♦s❡s t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❤✐❝❤
❝♦♠♣❡t❡ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❜✉s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥②✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦r❡s
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛ss✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✉s❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✭♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♣r❡✲❡①❡❝✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❆ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
s②st❡♠s ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐t ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r✿

• ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛✲
❞✐❣♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞
♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥s✳

• ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ ♠♦r❡
❧❡✈❡❧s ✭❧❛②❡rs✮ t❤❛♥ ❛ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲❝♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠✳
❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞❡st✐✲
♥❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ✭✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲❝♦r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✮ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ✇❡❧❧ ♠❛♥❛❣❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❜❡tt❡r ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳

■♥ ♣❛♣❡r ❬✸✽❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ❞❛t❛
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✈❡❝t♦r✲
✐③❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ str✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✭❛s ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ✈❡❝t♦rs✮ ❛♥❞ ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭s♦❢t✇❛r❡ ♦r
❤❛r❞✇❛r❡✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ✐t✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss str✐❞❡s
✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ✈❡❝t♦r r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❤❛r❞✇❛r❡✳
❚✇♦ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ K ❜❧♦❝❦ ❧♦♦❦❛✲
❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss str✐❞❡s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❛❜❧❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳

❆ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ✐s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♣r❡❢❡t❝❤ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r②
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♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s✱ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛r❡
st✉❞✐❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦♥❡ ✇♦r❞ ✭❝❛❝❤❡ ❜❧♦❝❦✮ ❛t ❛ t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s
♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❜❧♦❝❦s ✭✐✳❡✳ ♠❛♥② ❝❛❝❤❡ ❜❧♦❝❦s ♣❡r ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✮ ❢r♦♠ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❛ ❜❡tt❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❞
tr❛♥s❢❡r ♣❡r ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞r✐✈❡♥ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱
✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥s❡rts ♣r❡❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡
❛r♦✉♥❞ ❧♦♦♣✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❇✉t r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❢❡t❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r
❡❛❝❤ ✇♦r❞ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❜♦❞②✱ ❧❛r❣❡r ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❝♦❞❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛r❡✿ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❞❛t❛ ♠✉st r❡♠❛✐♥ r❡❛❞✲♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♥❞ ✐ts ✉s❡ ❜❡❝❛✉s❡
♥♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛❧s♦✱ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡ss❡s
✐s ♥♦t ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❧❡ss
❞❛t❛ ♦r ✇♦rs❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♥♦♥❡①✐st❡♥t ♦♥❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐✈❡❧② ✹✷✪ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐① ❜❡♥❝❤♠❛r❦
♣r♦❣r❛♠s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✉s❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢
❬✽✹❪ st✉❞② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❛ r❡♠♦t❡ ❛❝❝❡ss ❝❛❝❤❡
✭❘❆❈✮✱ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱
✐s ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡
♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ ✐s ❞✐r❡❝t❧② st♦r❡❞ ✐♥ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❘❆❈ ❝❛❝❤❡ ❢♦r ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❞❡♠❛♥❞✲❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❆❈ ❞✐❞ ♥♦t ♦✛❡r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
r❡s✉❧t✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✳

❲✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②s✲
t❡♠s✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s
❬✹✶✱ ✼✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r❡✲❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✭♦r ❞✉r✐♥❣ ✐❞❧❡
♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲❝♦r❡ s②st❡♠✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢✉t✉r❡ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s✳
❯s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♣r❡✲❡①❡❝✉t❡❞✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✐s ♥♦t ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✐s
❞♦♥❡✳

✶✳✸ ❘❡s❡❛r❝❤ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①✲
♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦✛❡r❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚✇♦ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ r❡✉s❡ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞✱
✇❤❡r❡❛s ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss t✐♠❡ ❧❛❣✳

❲❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✶✳✸✳ ❘❊❙❊❆❘❈❍ ▼❖❚■❱❆❚■❖◆ ✸✺

♦♥ ❝❧✉st❡r❡❞ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❛s t❤❛t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❚♦
❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❛♥ ❆P● ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✶✳✶✳✸✮ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s
❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t♦r ❝❛♥ st❛rt ♦♥❧② ❛❢t❡r s♦♠❡ ♦❢ ✐ts
❞❛t❛ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❞❡✱ ❛❝t♦r ♣r♦♣r✐❡t❛r② ♦r ✐♥♣✉t ❞❛t❛✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡✳ ❚❤❡ ❛❝t♦r ❝♦❞❡ ✐s ♥♦t ♠✉t❛❜❧❡✳ ❲❤❡r❡❛s
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛❝t♦r ❞❛t❛ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥
✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡
❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❇② ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s ❞❛t❛
❧♦❛❞✐♥❣✳

❆❧❧ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠✉st tr❛♥s✐t t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦rs ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❡✐t❤❡r
❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② t♦
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱
t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧✴❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡✴♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡✴♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ❛t ❛❝t♦r ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❝r❛t❝❤♣❛❞ ♠❡♠♦r②✳
❚❤❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❛t ❞❛t❛ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤✱ st♦r❡ ❛♥❞ ❡✈✐❝t ❢r♦♠
t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ st♦r❡ t❤❡
❝♦❞❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❛❧❧ ❛❝t♦rs ✐t ✐s ❧❡ss ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✇♦rr② ❛❜♦✉t ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s
r❡✉s❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❝②❝❧✐❝ ✜r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛❝t♦rs ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✜ts
✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② t❤❡ ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐ss✉❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
♦♣t✐♠❛❧ ✭♦r ♥❡❛r❧② ♦♣t✐♠❛❧✮ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡
❝❡rt❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦✉♥❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ❛r❡
r❡s♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❝❧✉st❡r r✉♥ t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧❡r✮ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ❛❞❞ ♥❡✇ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ ❆P● ❣r❛♣❤✳ ❆♥ ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
❆P●✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤
str❛t❡❣✐❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❡①✐st❡♥t ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♠♦❞❡❧✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❤❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡❧♣❡r ❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧②
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳

✶✳✸✳✶ ❉❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r❡❢❡t❝❤✲
✐♥❣ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ✐s t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞✳
❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ✐ts ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ t❤❡ ✢②✱ ✐✳❡✳ ❛t r✉♥
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t✐♠❡ ✭❡✳❣✳ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♠♦❞❡❧✮✳ ❲❤❡r❡❛s ✐♥ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢✉r✲
t❤❡r ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞❛♣t❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦r
st❛t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✇❤❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛❝t♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❜r❛♥❝❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ❝❛♣t✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧✐♥❣✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧♦❛❞ ✐♥
❛❞✈❛♥❝❡ ❛❝t♦r ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛❝❤❡✳ ❆s
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛r❣❡ts ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❧❡✈❡❧
♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ❧❛tt❡r ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥
♣r❡❢❡t❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤s ✐s s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡s ❬✶✵✼✱ ✶✼✱ ✽✼❪✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛✲
t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t✲
❡❣② ❢r♦♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❦♥♦✇♥ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ✭s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
❛❞❛♣t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤✐s ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s r❡✜♥❡❞ ✇✐t❤
r✉♥ t✐♠❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛❝t♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❜r❛♥❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♣r♦✜❧✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛❞❛♣t❡❞ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐✮✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ✜rst r❡s❡❛r❝❤ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧✱
❛❞❛♣t❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✲
✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ✭✐✮ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✭✐✐✮ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛r❡
❣♦✐♥❣ t♦ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t♦r ❝❛♥♥♦t st❛rt ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ✐ts ❞❛t❛ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ❛❝t♦rs ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❛ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡❡♠♣t✐✈❡✱ t❤✉s ♦♥❝❡ st❛rt❡❞
t❤❡② ♠✉st ✜♥✐s❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r s❤❛r❡❞ s❝r❛t❝❤♣❛❞✳ ❲❤✐❧st
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❧✉st❡r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦r❡s✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛
❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛❝t♦rs
❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①❛♠✐♥❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t
❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ ❡①❡❝✉t❡
♦♥❡ ❛❝t♦r ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝t♦rs ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s♦ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥
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t✐♠❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r
❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✐s t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❇② ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ✇❡ ♠❡❛♥ ❡✐t❤❡r r❛t✐♦s ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ❞❛t❛ ✭❢r❛❝t✐♦♥❛❧
str❛t❡❣②✮ t♦ ❧♦❛❞ ♦r ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ str❛t❡❣②✮✳
❚✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✿ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ s♦♠❡ ❞❛t❛ ✐s ❧♦❛❞❡❞ t♦ t❤❡
❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡
✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛❝t♦r t♦ ❡①❡❝✉t❡✱ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝t♦r ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧r❡❛❞②
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳

✶✳✸✳✷ ❉❛t❛ r❡✉s❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❝t♦rs ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡✐r ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛❝t♦rs✼✳ ▲♦❛❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❡♥❣❡♥❞❡rs ❤✐❣❤❡r ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱
❧❛r❣❡r ◆♦❈ tr❛✣❝✱ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r②✱ ❡t❝✳ ❋♦r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ✐ss✉❡s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦❛❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② t❤❡ s❛♠❡
❞❛t❛ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤②
♦❢ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✱ ♦♥❝❡ ❢❡t❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ♦r ❝❛❝❤❡✱ ❢♦r ❧❛t❡r r❡✉s❡✳ ■❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝t
✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ s♦♦♥ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡
❣❛✐♥s ♦♥❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❡ st✉❞②✱ ❞❛t❛
r❡✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❛t ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦r ❛t ❧♦✇✲❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ r❡✉s❡
r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❛❝t♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ r❡✉s❡ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❡♥t✐r❡
❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤✳ ▼❛♥② ✇♦r❦s ✇❤✐❝❤ tr❡❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛❝❤✐♥❣ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦✲
❣r❛♠s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t♦r ❜❡✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✇❡ ❞♦ ♥♦t st✉❞② t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
r❡✉s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❋❡✇ ✇♦r❦s ♦♥ ❝❛❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡①✐sts✳ ❖♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛♣❡r ✐s ❬✼✵❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❛❝❤❡ ❛✇❛r❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❙❉❋ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖✉r s❡❝♦♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡
♦♣t✐♠❛❧ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ r❡✉s❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❞❛t❛ r❡✉s❡ str❛t❡❣✐❡s✳

❚❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
▲✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❝t♦rs ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t♦rs ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ❢♦r ❧❛t❡r ✉s❡✳ ❙♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛❝t♦rs

✼❆s s♦♦♥ ❛s ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ s♦♠❡ ❛❝t♦rs ❝❛♥ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
❝♦❞❡ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s♦♠❡ s❤❛r❡❞ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❞❛t❛✢♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛r❡ ❛r❝❤❡t②♣❛❧ ♦❢ t❤✐s✳
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✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣
❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦r❡s ❢♦r ❛❝t♦rs ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐s ✉♥❧✐♠✐t❡❞✳ ❯♥❞❡r t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢♦✉♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r s❝❤❡❞✉❧❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✷

Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛ss✐✈❡❧② ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❛s❦ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t❡r♠ t❛s❦
✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✉s❡ s✐♠♣❧② t❛s❦s✮ ♦r ❆P● ✭❆❝②❝❧✐❝ Pr❡❝❡❞❡♥❝❡ ●r❛♣❤✮✳ ❚❤❡ t❛s❦s
❛r❡ ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❜❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❝❛♥ st❛rt ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♠✉st ❜❡
❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✱ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥
st❛rt ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤
❬✷✻❪✳

❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ❛s ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞
✢♦✇ s❤♦♣ ✭❍❋❙✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛t
s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❚✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ ✇❤❡r❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❥♦❜ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ ✇❤❡r❡
s✉❝❤ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞✳ ❊❛❝❤ ❆P● t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ t❛s❦ ❢r♦♠ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳
❯s✉❛❧❧② ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡r t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ s♦ ♦♥❧②
♦♥❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ❆P● ❛♥❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❛t❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❛♠♦♥❣st ♦t❤❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t ❞❛t❛ ❜✉✛❡r✐♥❣✱ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❤❛s t♦ st❛rt ✇❤❡♥ ✐ts ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

✸✾
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t♦ t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❋❙✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ ♥♦ s♣❛❝❡ ❧✐♠✐t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❜✉✛❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ s❤♦♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚✇♦ ❣❧♦❜❛❧
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❤❡✉r✐st✐❝✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣
r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✷✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ HF (1, Pm) ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐s st✉❞✐❡❞✱ ❜② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❍❋❙ ✐♥
✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ss✉♠❡ ❛ s❡t ♦❢ n ❥♦❜s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡
✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ m ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ❥♦❜ i ∈ {1, . . . , n} ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ ai > 0 ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ bi > 0 ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ◆♦ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥
✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ ✇❤❡r❡ V
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❥♦❜s ❛♥❞ E ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡
❥♦❜s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✜rst
st❛❣❡✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦r ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ❚✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ♦❢ ❍❋❙ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿ t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ ✇❤❡♥ ♦♥❝❡ ❛ ❥♦❜ ❤❛s
st❛rt❡❞ ✐t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ✭t❤❡ ❡♥❞ t✐♠❡ ♦❢
✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛rt t✐♠❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ ✇❤❡♥ ♥♦ s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤❡ α | β | γ ♥♦t❛t✐♦♥
t❤❡ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛r❡ HF (1, Pm) | G1 = ∅, G2 = G | Cmax ❛♥❞
HF (1, Pm) | G1 = ∅, G2 = G, no− wait | Cmax✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❛t ♥♦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡
❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s
♦❜✈✐♦✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ s❡✈❡r❛❧
♦r❞❡rs ♦❢ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐❢
❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳

❚❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② NP✲❤❛r❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠♣❧❡
❛♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✷❪✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ③❡r♦ ❞✉✲



✷✳✷✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑❙ ✹✶

r❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♥ m ♣❛r❛❧❧❡❧
♠❛❝❤✐♥❡s s✉❜❥❡❝t t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ NP✲
❤❛r❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② s❡♥s❡ ❬✶✵✺❪ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s NP✲❤❛r❞
t♦♦✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s str♦♥❣❧② NP✲❤❛r❞ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ✐ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♠❛❝❤✐♥❡s
❛t ♦♥❡ st❛❣❡✱ ✐s str♦♥❣❧② NP✲❤❛r❞ ❬✺✽❪✳

✷✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
q✉✐t❡ s❝❛r❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦s ❡①✐st ♦♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
✢♦✇ s❤♦♣ ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❧❡♥t✐❢✉❧ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡
❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✾✹✱ ✾✶❪✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦
✐s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ m✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs tr✐❡❞
t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❏♦❤♥s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ✢♦✇ s❤♦♣✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s❡ t♦
♦✉rs✱ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛t ✜rst st❛❣❡ ♦♥❧② ✐s
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
❣✐✈❡♥ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❥♦❜s ♦♥ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❧❡ss r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡✲
❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✳ ■♥ ❬✹✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡r ♠❛❝❤✐♥❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❝❡✲
❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ s❤♦♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✵✸❪✳ ■♥ t❤❡✐r st✉❞② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s❤♦♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✺✶❪ ♣r♦♣♦s❡
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✐✜❡❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇
s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇
♣❛♣❡rs ❬✸✹✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✾✹❪✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛❜♦✈❡ s♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ✉s✐♥❣ st❛❣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❥♦❜s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

✷✳✸ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ s✉♣♣♦s❡✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❛t t❤❡ ❞✐❣r❛♣❤ G =
(V,E) ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
st❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ✈❡rt❡①✱ ❞❡♥♦t❡❞ 0✱ ❛♥❞ ♦♥❡ s✐♥❦ ✈❡rt❡①✱ ❞❡♥♦t❡❞ ∗✱ ✇✐t❤
③❡r♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❆❧s♦ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ n > m✳
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1st stage

2nd stage 1st machine

2nd machine

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✐♥
t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ❡q✉❛❧s t♦ (aσ1

+ aσ2
+ aσ3

− bσ1
) + (aσ1

+ aσ2
)✮✳

✷✳✸✳✶ ●❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✶

❙♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✷❪ ❢♦r t❤❡ ❤②❜r✐❞
✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳

GLB1 = max
(
GLB11, GLB12

)

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt GLB11 ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❛♥ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜rst m+ 1 ❥♦❜s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✐❞❧❡ t✐♠❡ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❥♦❜s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳

▲❡t σ1, . . . , σm+1 ❜❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡①❡❝✉t❡❞ m + 1 ❥♦❜s ♦♥ t❤❡ ✜rst
st❛❣❡✱ σi r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❥♦❜ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳ ❋♦r ❛♥② ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❥♦❜s i✱ j✱ t❤✉s ❛♥② ❡❞❣❡ (i, j) ∈ E ♦❢ ❣r❛♣❤ G✱ ✐❢ ❜♦t❤ ❥♦❜s i✱ j ❜❡❧♦♥❣ t♦
t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ σ−1

i < σ−1
j ♠✉st ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✭σ−1

i ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❥♦❜ i✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❤r❛s❡❞ ❛s✿ ♦♣❡r❛t✐♦♥ σ1 ❤❛s t♦ ❜❡ ❛
s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ 0 s✉❝❤ t❤❛t σ1 ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ✐ts❡❧❢✮✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥ σk ♠✉st ✈❡r✐❢② pred (σk) ⊆ {0, σ1, . . . , σk−1}✱
❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ succ (i1, . . . , ik)✱ pred (i1, . . . , ik)✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢
s✉❝❝❡ss♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s i1, . . . , ik ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G✳

❚❤❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤❡r❡ ❥♦❜ σk ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ✐s ❛t
❧❡❛st

∑k
i=1 aσi

+ max
(∑m+1

i=k+1 aσi
− bσk

, 0
)
✳ ❋♦r t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ σ1, . . . , σm+1 t❤❡

t♦t❛❧ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ✐s✿

Z1 =
m∑

k=1

(
k∑

i=1

aσi
+max

(
m+1∑

i=k+1

aσi
− bσk

, 0

))

❚❤❡ s✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ Z1 ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❥♦❜s ❞✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
♠❛❝❤✐♥❡s ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆s ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡
✐♥t❡❣❡rs t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✱ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ⌈ ⌉
✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✿

GLB11 =

⌈

1

m

(

Z1 +
n∑

i=1

bi

)⌉



✷✳✸✳ ▲❖❲❊❘ ❇❖❯◆❉❙ ✹✸

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ1, . . . , σm+1 ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡s Z1✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞✿

Z1 = ▼✐♥✐♠✐③❡
m∑

k=1

(
k∑

i=1

aσi
+max

(
m+1∑

i=k+1

aσi
− bσk

, 0

))

s✳t✳ pred (σk) ⊆ {0, σ1, . . . , σk−1}

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭❤❡r❡
r❡❧❛t✐♦♥ anc (l) ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♥❝❡st♦r ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ✈❡rt❡① l✮✿

Z ′
1 =▼✐♥✐♠✐③❡

σ1
k

m∑

k=1

aσ1
k
(m− k + 1)

+▼✐♥✐♠✐③❡
σ2
k

m∑

k=1

max

(
m+1∑

i=k+1

aσ1
k
− bσ2

k
, 0

)

s✳t✳
∣
∣anc

(
σl
k

)∣
∣ ≤ k, l = 1, 2

❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❋✐rst❧②✱ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ σ1 t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ Z ′

1 ❛♥❞ ❛❢t❡r✲
✇❛r❞s ❛ ♥❡✇ ♦r❞❡r✐♥❣ σ2 ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ Z ′

1 ≤ Z1✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ✜♥❞s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ Z ′

1 ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ Z1✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ Z ′

1✮ ❧❡ss t❤❛♥ 0.2%✳ ❚❤✐s ❢❛❝t
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠✉❝❤ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
Z1 ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ Z ′

1✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
❝❛s❡s ✭❃✼✺✪✮ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt GLB12 ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✱ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ✜♥✐s❤ ❜❡❢♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛r❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
st❛❣❡ ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ t❤❡ s✐♥❦ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡s✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

▲❡t σ1, . . . , σm ❜❡ t❤❡ ❧❛st m ❥♦❜s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐♥ r❡✈❡rs❡
♦r❞❡r✱ t❤❛t ✐s σ1 ✐s t❤❡ ❧❛st ❥♦❜✱ σ2 t❤❡ ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ ♦♥❡✱ ❡t❝✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❛s❡✱ ❥♦❜ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❥♦❜ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ k✱
k = 1 . . .m✱ ♠✉st ✈❡r✐❢② succ (σk) ⊆ {∗, σ1, . . . , σk−1}✳

❏♦❜ σk ❝❛♥ st❛rt ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ♦♥❧② ❛❢t❡r ❛❧❧ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❥♦❜
σk ✐s ❛t ❧❡❛st

∑

i ai +Zk
2 ✱ ✇❤❡r❡ Z

k
2 = bσk

−
∑k−1

i=1 ai r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♦❢
❥♦❜ k ♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ✜rst st❛❣❡ ✇♦r❦❧♦❛❞✳

❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✶✮✱ ✇❤❡r❡ Z2 r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ❥♦❜s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠
✉s❡❞ ✐♥ GLB11 ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
✶✿ B1, B2 = ∅
✷✿ ❢♦r k = 1 t♦ m+ 1 ❞♦

✸✿ σ1
k = argmin ai✱ s✉❝❤ t❤❛t |anc (i)| ≤ k ❛♥❞ i /∈ B1

✹✿ B1 = B1 ∪ {σ1
k}

✺✿ σ2
k = argmax bi✱ s✉❝❤ t❤❛t |anc (i)| ≤ k ❛♥❞ i /∈ B2

✻✿ B2 = B2 ∪ {σ2
k}

✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✽✿ Z ′
1 = 0

✾✿ S = aσ1
m+1

✶✵✿ ❢♦r k = m t♦ 1 ❞♦

✶✶✿ Z ′
1 = Z ′

1 + aσ1
k
· (m− k + 1) + max

(

S − bσ2
k
, 0
)

✶✷✿ S = S + aσ1
k

✶✸✿ ❡♥❞ ❢♦r

1st stage

2nd stage 1st machine

2nd machine

3rd machine

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❋✐♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❍❋❙ ✇✐t❤ ✸ ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳

♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❧❛st m ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Z2 ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✭✷✳✷✮ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞✳

GLB12 =
n∑

i=1

ai + Z2 ✭✷✳✶✮

Z2 = ▼✐♥✐♠✐③❡ max
k=1...m

(

bσk
−

k−1∑

i=1

aσi

)

s✳t✳ succ (σk) ⊆ {∗, σ1, . . . , σk−1}

✭✷✳✷✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
r❡❝✉rr❡♥t r❡❧❛t✐♦♥

σk = argmin
i/∈{∗,σ1,...,σk−1}

succ(i)⊆{∗,σ1,...,σk−1}

bi

❢♦r ❛❧❧ i = 1 . . .m✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t σ1, . . . , σm ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛✈✐♥❣
✈❛❧✉❡ Z2✱ ❛♥❞ ❛❧s♦✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ p✱ succ (p) = ∗✱ s✉❝❤
t❤❛t bp < bσ1

✿
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ Z ′
2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡ Z2✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳ ■❢ p /∈ {σ1, . . . , σm} ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ p, σ1, . . . , σm−1 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❢♦r ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡✿

Z ′
2 = max

(

bp, bσ1
− ap, . . . , bσm−1

−
m−2∑

i=1

aσi
− ap

)

=

max

(

bp,
m−1
max
k=1

(

bσk
−

k−1∑

i=1

aσi

)

− ap

)

≤ Z2

❚❤❡ ❧❛st r❡s✉❧t✱ Z ′
2 ≤ Z2✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Z2 ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ■❢ p ∈ {σ1, . . . , σm} ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ p
❜❡❢♦r❡ σ1 ✭t❤✉s✱ p ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❧❛st ❡①❡❝✉t❡❞ ❥♦❜✮✳ ■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛②✱ ✇❡
♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ σ1 = argmin∀i,succ(i)=∗ bi✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ✜♥❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t✳

✷✳✸✳✷ ●❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✷

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s
✭❤❡❛❞s✮ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡r② t✐♠❡s ✭t❛✐❧s✮ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♣❡r❛t✐♦♥ i
❝❛♥♥♦t st❛rt ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ ✐ts r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ri✱ ✐t ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❢♦r ❡✐t❤❡r ai ♦r bi t✐♠❡
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ❛♥❞ ♠✉st r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛t ❧❡❛st qi t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s
❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♥❡s t❤❡② ❛r❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t❡❞✱ s♦ rIi , q

I
i ❛r❡ t❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞

t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② rIIi , qIIi ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡❛❞s
❛♥❞ t❛✐❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦♥❝❡♣ts
❝❛♥ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ Z2 ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✉s❡❞ ✐♥ GLB12 ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
✶✿ A = {i | i ∈ pred (∗) , succ (i) = ∗}
✷✿ B = ∅
✸✿ ❢♦r k = 1 t♦ m ❞♦

✹✿ σk = argmin bi✱ s✉❝❤ t❤❛t i ∈ A ❛♥❞ i /∈ B
✺✿ B = B ∪ {σi}
✻✿ A = A ∪ {i | i ∈ pred (σk) , succ (i) ⊆ {∗, σ1, . . . , σk−1}}
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✽✿ Z2 = 0
✾✿ S = 0

✶✵✿ ❢♦r k = 1 t♦ m ❞♦

✶✶✿ Z2 = max (Z2, bσk
− S)

✶✷✿ S = S + ak
✶✸✿ ❡♥❞ ❢♦r

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✭✷✳✸✮✱ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s ❛♥❞ t❛✐❧s
❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❤❡❛❞s
❛♥❞ t❛✐❧s✳

GLB2 = max
i

(
rIIi + bi + qIIi

)
✭✷✳✸✮

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t t❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ♠✉st
✈❡r✐❢②✳ ❯s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❛❞❥✉st❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ GLB2 ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
t♦ t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✸✳✷✳✶ ■♥t❡r✲st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s

■♥ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ✢♦✇ s❤♦♣ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥♦❜ i ♠✉st ✜♥✐s❤ ❜❡❢♦r❡
✐ts s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ st❛rts✿ rIIi ≥ rIi + ai✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦✲✇❛✐t ✢♦✇
s❤♦♣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ✐s ♣❡r♠✐tt❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❣❡s✱ s♦ ❢♦r t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ ✇❡ ❤❛✈❡ rIIi = rIi + ai✳

❚❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ❥♦❜ t❛✐❧s✿ qIi ≥ qIIi + bj ❢♦r t❤❡
❝❧❛ss✐❝ ❍❋❙ ❛♥❞ qIi = qIIi + bj ❢♦r t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❝❛s❡✳

✷✳✸✳✷✳✷ ❏♦❜s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❢♦r s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✿ rIIi ≥ rIIj + bj ❢♦r ❛❧❧ j ∈ pred (i)✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢♦r
❥♦❜ t❛✐❧s✿ qIIi ≥ qIIj + bj ❢♦r ❛❧❧ j ∈ succ (i)✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝ ❍❋❙
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t❤❡ t❤✐♥❣s ❛r❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞
st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♥❡s✳

✷✳✸✳✷✳✸ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❆s s❛✐❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣
♦✈❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤✉s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
i ❝❛♥ st❛rt✱ ❛❧❧ ✐ts ✜rst st❛❣❡ ❛♥❝❡st♦rs✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ rIi ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i✳ ▲❡t CrI

max (i) ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠
1 | rj | Cmax ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s j ∈ anc (i) ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s rj ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s
aj✱ t❤❡♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i ♠✉st ✈❡r✐❢② rIi ≥ CrI

max (i)✳
❚❤❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s ❢♦r ❥♦❜s j1, . . . , jp ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥t r❡❧❛t✐♦♥ cjk = max
(
rjk , cjk−1

)
+ajk ✭❏❛❝❦s♦♥✬s

r✉❧❡✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s cj1 = rj1 + aj1 ❛♥❞ rj1 ≤ rj2 ≤ . . . ≤ rjp ✳ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥
t✐♠❡ cjp ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❥♦❜ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s rIi ≥
∑

j∈anc(i) aj ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ✇❡❛❦❡r r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ❜♦✉♥❞s✳

❆ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛②✳ ❚❤❡ t❛✐❧ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i ♠✉st ✈❡r✐❢② qIi ≥ CqI

max (i) ✇❤❡r❡ CqI

max (i) ✐s t❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts j ∈ desc (i) ✇✐t❤
r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ qj ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s aj✳ ❆ ❞✐r❡❝t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t❧② qIi ≥

∑

j∈desc(i) aj +minj∈desc(i) q
I
j ✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ✏min✑ t❡r♠

✐s ❛❞❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❛✐❧s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ③❡r♦ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞

st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ Pm | ri | Cmax s❤♦✉❧❞
❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s NP✲❤❛r❞ ❬✹✷❪✱ t❤✉s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
s♦❧✈✐♥❣ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✭✉♥❧❡ss P = NP✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ t♦ ❛ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❛t ❛ ❥♦❜ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ 1 | rj | Cmax ❢♦r ❛♥❝❡st♦r ❥♦❜s ♦❢ i ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s b

′

j = bj/m

❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s rIIj ❢♦r ❛♥② j ∈ anc (i)✳ ▲❡t CrII

max (i) ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛❦❡s♣❛♥
♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i ♠✉st ✈❡r✐❢②

rIIi ≥
⌈

CrII

max (i)
⌉

✱ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ♠✉st ❜❡

✐♥t❡❣❡r✳ ❆ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s✿

rIIi ≥

⌈∑

j∈anc(i) bj

m

⌉

+ min
j∈anc(i)

rIIj
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❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ qIIi ≥ CqII

max (i)✳ ❲❤❡r❡ CqII

max (i) ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts j ∈ desc (i) ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i
✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s b

′

j = bj/m ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s qj✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧✐♥❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ minj∈desc(i) q

II
i = qII∗ = 0✿

qIIi ≥

⌈∑

j∈desc(i) bj

m

⌉

✷✳✸✳✷✳✹ ❏❛❝❦s♦♥✬s ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡

❏❛❝❦s♦♥✬s ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✭❏P❙✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✳ ■t ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♠❛❦❡s♣❛♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s ❛♥❞ ❞❡✲
❧✐✈❡r② t✐♠❡s 1 | ri, qi, pmnt | Cmax✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ t✐❣❤t ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ 1 | ri, qi | Cmax✳ ❏P❙ ✐s t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧❡
❢♦✉♥❞ ❜② ♣r✐♦r✐t✐③✐♥❣ t❤❡ ❥♦❜s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❥♦❜s ❛r❡ ❡①❛♠✲
✐♥❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s✳ ❆t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t t❤❡ ❥♦❜ ✇✐t❤ t❤❡
❧❛r❣❡st ❞❡❧✐✈❡r② t✐♠❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❥♦❜s ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛♥♦t❤❡r ❥♦❜ ✐s
✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

■♥ GLB2 ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦ 1 | rIi , q
I
i | Cmax ❜②

❞r♦♣♣✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
❏P❙ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ GLB2✳

❚❤❡ ❏P❙ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚♦
❛❞❥✉st t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ c✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❏P❙ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤❡r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
c ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r✐♦r✐t②✱ t❤✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥ c ✇✐❧❧ st❛rt ❛t t✐♠❡ rc✳ ■❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
s❝❤❡❞✉❧❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ UB ♦❢ t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡♥
t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ c ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ▲❡t a+i ❜❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i ❛t t✐♠❡ rc ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❏P❙ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❛❦❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢
K+

c =
{
i | a+i > 0, qi > qc

}
✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ qi ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛t✐♦♥ s

❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t✐♦♥ rc + ac +
∑

qi≥qs
a+i + qs > UB ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ■❢ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❡①✐sts t❤❡♥ rc = max (rc,maxqi≥qs Ci) ✇❤❡r❡ Ci ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥
i ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❏P❙ ✭✇❤❡r❡ ❥♦❜ c ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r✐♦r✐t②✮✳ ❙❡❡ ❬✷✶❪ ❢♦r
♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥ O (n log n) ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❛❧❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
r♦❧❡s ♦❢ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s✳

✷✳✸✳✷✳✺ ❊♥❡r❣❡t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s
♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❡r❣❡t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣
✐♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✻✱ ✸✺✱ ✼✷❪✳

▲❡t di = UB′ − qIIi ❜❡ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i✱ ✇❤❡r❡ UB′

r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛tt❡♠♣t ♦❢ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧



✷✳✸✳ ▲❖❲❊❘ ❇❖❯◆❉❙ ✹✾

[t1, t2] ⊆ [0, UB′] ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ i t❤❡ ❧❡❢t✲✇♦r❦ Wleft (i, t1, t2) ❛♥❞ t❤❡
r✐❣❤t✲✇♦r❦ Wright (i, t1, t2) ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i t❤❛t ♠✉st ❜❡
♣r♦❝❡ss❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t1 ❛♥❞ t2 ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ st❛rts ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤✉s
❛t t✐♠❡ rIIi ✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❧❛t❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛t t✐♠❡ di − bi✳ ❚❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r②
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ i ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t1, t2] ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥
✐ts ❧❡❢t✲✇♦r❦ ❛♥❞ r✐❣❤t✲✇♦r❦✿

W (i, t1, t2) = min (Wleft (i, t1, t2) ,Wright (i, t1, t2))

❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ [t1, t2] ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✇♦r❦s W (i, t1, t2)
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

W (t1, t2) =
∑

i

W (i, t1, t2)

■❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ W (t1, t2) ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✏❡♥❡r❣②✑
m (t2 − t1) t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡✳ ▲❡t L ❜❡ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ GLB2 ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r✳
❙❡t UB′ = L ❛♥❞ ❞♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [t1, t2] ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t UB′ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛t
❧❡❛st✿

∆(t1, t2) =

⌈
W (t1, t2)−m (t2 − t1)

m

⌉

❚❤❡ UB′ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ ✐t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ UB′ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❍❋❙
♣r♦❜❧❡♠✿

UB′ = L+ max
[t1,t2]⊆[0,L]

(∆ (t1, t2) , 0) ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✐s ♣s❡✉❞♦✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐s ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ L2✳ ❍♦♣❡❢✉❧❧② ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ ✐♥ ❬✻❪ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
♦♥❧② O (n2) ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
✈❡rs✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s [t1, t2]✱ s✉❝❤ t❤❛t t1 ∈ {ri} ∪ {ri + bi} ∪ {di − bi} ❛♥❞
t2 ∈ {di} ∪ {ri + bi} ∪ {di − bi}✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥ts
❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ ▲❡t SL (i, t1, t2) = m (t2 − t1) −
W (t1, t2) + W (i, t1, t2) ❜❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ♦✈❡r [t1, t2] ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i ✐s
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❧❡❢t✲✇♦r❦ Wleft (i, t1, t2) ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② SL (i, t1, t2)✱ t❤❡♥ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt✱ s♠❛❧❧❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ SL (i, t1, t2)✱
♦❢ i ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t1, t2]✳ ❚❤❡ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i
❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✿ ri = t2 −SL (i, t1, t2)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐❢ Wright (i, t1, t2) > SL (i, t1, t2)
t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ di = t1 + SL (i, t1, t2)✳
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✷✳✸✳✷✳✻ GLB2 ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞GLB2 ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst❧②✱
t❤❡ ✐♥t❡r✲st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡✱ ❥♦❜s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ t❛✐❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝
✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✮ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞
❜② t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ UB✱ ❢♦r t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤✐❝❤
❛❢t❡r✇❛r❞s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❏P❙ ❛♥❞ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡✇
❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡tt❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❏P❙ ❛♥❞ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✐t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ t❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s t✐❣❤t t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ GLB2 ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱
t❤✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡tt❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r GLB2 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❛❝t ♠♦t✐✲
✈❛t❡❞ ✉s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ UB′✱ UB′ ∈ [GLB2, UB]✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
UB′ t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦r UB′−1 t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳
❆ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ [GLB2, UB]
✐♥t❡r✈❛❧ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ♥❡✇ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ GBL2dich = UB′

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ UB′ ❧✐♠✐ts✳ ■♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ t❛❦❡s✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ s❡❝♦♥❞s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇❛s ♥♦t ❡♥✈✐s❛❣❡❞✳

✷✳✹ ▲✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❆ r❡❧✐❛❜❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣ ✭▲❙✮✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥ ❛ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ✭st❛t✐❝❛❧❧②
♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♦r✲
❞❡r t♦ t❤❡ ✜rst ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳
❈r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡st ♦❢
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸ ✐s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ st❛rt t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❥♦❜ t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ T ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t st♦r❡s t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✐♥✐t✐❛❧❧② ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✐♥st❛♥t ③❡r♦✮✳ ❲❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡
M ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❥♦❜ t♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② F t❤❡ ♠♦♠❡♥t
♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢
t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② t✐♠❡ T ✐s ♠❛❞❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧✐♥❡ ✶✵✮✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸ ▲✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭▲❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✭sj ✲ s❡❝♦♥❞
st❛❣❡ st❛rt t✐♠❡ ♦❢ ❥♦❜ j✮✳
✶✿ S = {0} ④❏♦❜s r❡❛❞② ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣⑥
✷✿ s0 = 0
✸✿ T = 0
✹✿ ✇❤✐❧❡ S 6= ∅ ❞♦
✺✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s pi ❢♦r ❥♦❜s i ∈ S
✻✿ ❈❤♦♦s❡ t♦♣ ♣r✐♦r✐t② ❥♦❜ j = argmaxi∈S pi✱ S = S − j
✼✿ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ M ❢♦r j
✽✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t✐♠❡ F ✇❤❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ M ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✾✿ ❙❝❤❡❞✉❧❡ j ♦♥ M ❛t t✐♠❡ sj = max (T + aj, F )

✶✵✿ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙✿ T = T + aj✳ ◆♦✲✇❛✐t ❍❋❙✿ T = sj
✶✶✿ S = S ∪ {i ∈ succ (j)} s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ i ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞
✶✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❚✇♦ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ P I ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤
❜❛s❡❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❈P✴▼■❙❋ ✭❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤✴♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉❝❝❡ss♦rs ✜rst✮
r✉❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪✳ Pr✐♦r✐t② ✈❛❧✉❡ ✭✷✳✺✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ i ∈ S ❛♥❞ t❤❡
❥♦❜ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st pIi ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❜❡✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♥❡①t✳

pIi = qIIi +
|succ (i)|

n+ 1
✭✷✳✺✮

❚❤✐s ♣r✐♦r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t ❥♦❜ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
t❤❡ ❧❛r❣❡st t❛✐❧✳ ❖r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t✇♦ ❥♦❜s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✐t s❡❧❡❝ts t❤❡ ❥♦❜ ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss♦rs✳

❆ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡ P II ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ❛ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡s ♦♥
t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡✱ t❤❡ ♥❡①t ❥♦❜ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✜ts t❤❡
❜❡st t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢r❡❡ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❥♦❜ i ∈ S ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡
✭✷✳✻✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✮✳

pIIi = − |F − (T + ai)| ✭✷✳✻✮

❚❤✐s ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ ❤❛s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❊❚❋ ✭❊❛r❧✐❡st ❚✐♠❡ ❋✐rst✮ r✉❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❬✺✾❪✱ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② ✇❤❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ T + ai ≤ F ✐s
s❛t✐s✜❡❞✱ P II ✐s t❤❡ ❊❚❋ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡✳

✷✳✺ ❆❞❛♣t✐✈❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s t❤❛t ✐t r❡t✉r♥s ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥② t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❥♦❜s ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❇❛❞
❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❥♦❜ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ ❥♦❜s ❤❛✈✐♥❣ s❛♠❡ ♣r✐♦r✐t②✮✱
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♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ✜♥❞ ❧♦✇ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✱ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞
s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ t✐❡s r❛♥❞♦♠❧②✳

■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ❬✺✻❪ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡
❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α✱
α ∈ [0; 1]✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ▲❡t
S ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❞② ❥♦❜s t♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛♥❞ ❧❡t pmax = maxi∈S pi✱ pmin =
mini∈S pi ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r✐♦r✐t② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡
❥♦❜s✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ♥❡①t ❥♦❜ t♦ s❝❤❡❞✲
✉❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦❜s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡
[pmax − α (pmax − pmin) ; pmax]✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❞✐✛❡r❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐✳❡✳ ❢♦r α = 0 ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧✐st
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ t✐❡s ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r α = 1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛♥❞ t♦
r❡t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ♦❜t❛✐♥❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s s♦❧✉t✐♦♥✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✇❛s r❡✈❡❛❧❡❞✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥❡q✉✐✈✲
♦❝❛❧❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s✱ st❛❣❡ ✇♦r❦ ❧♦❛❞s✱ ❡t❝✳
❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❆❘▲❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✹✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣❤❛s❡ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
α ∈ A✱ ✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✉s❡❞ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡s SampCnt ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ Sα ✐s s❛✈❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ Sα ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦rst s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r Smax ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ q✉♦t❛
Nα ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t IterCnt ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ❚❤✉s✱
❜❡tt❡r ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ Sα ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❛r❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❤❛s❡✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t❤❡ t♦t❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦
❡q✉❛❧ ♣❛rts ❢♦r ❡❛❝❤ α✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ α✱ Nα ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡t✉r♥❡❞✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❆❘▲❙ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s SampCnt✱ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t IterCnt✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r SampCnt ♠✉st ❣✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ Pα✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❆❘▲❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s IterCnt s❤❛❧❧ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥✳

❲❡ ♠✉st ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ♦♥✲❧✐♥❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲
✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ❆♥ ❆❘▲❙ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♣❞❛t✐♥❣ α ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
✇❛s t❡st❡❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✹ ❆❞❛♣t✐✈❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❆❘▲❙✮✳
■♥♣✉t✿ A ✲ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs α t♦ ✉s❡
■♥♣✉t✿ SampCnt ✲ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡ r✉♥s ❢♦r ❡❛❝❤ α
■♥♣✉t✿ IterCnt ✲ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣❤❛s❡
❖✉t♣✉t✿ ❇❡st ❢♦✉♥❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ best
✶✿ Sα = RandomizedListScheduling (α, SampCnt) , ∀α ∈ A
✷✿ Smax = maxα Sα

✸✿ Smin = minα Sα

✹✿ ✐❢ Smax 6= Smin t❤❡♥

✺✿ Pα = (Smax−Sα)/
∑

α′ (Smax−Sα′ ), ∀α ∈ A
✻✿ ❡❧s❡

✼✿ Pα = 1/|A|, ∀α ∈ A
✽✿ ❡♥❞ ✐❢

✾✿ Nα = Pα · IterCnt, ∀α ∈ A
✶✵✿ best = Smin

✶✶✿ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ A ❞♦

✶✷✿ sol = RandomizedListScheduling (α,Nα)
✶✸✿ ✐❢ best > sol t❤❡♥
✶✹✿ best = sol
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✻✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✼✿ r❡t✉r♥ best
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✷✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢r♦♠ ■▲❖● ❈P s♦❧✈❡r t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ GLB2 ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ GLB2dich

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❣♦❛❧ ❢♦r ❈P s♦❧✈❡r✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ■▲❖● ❈P s♦❧✈❡r ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ t❡st ♣r♦❣r❛♠s
✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡✷ ❉✉♦ P✽✻✵✵ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛✲
t✐♦♥✶✳

✷✳✻✳✶ ■♥st❛♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❋♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
✇❡ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ✸✻✵ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ t❛s❦ ❣r❛♣❤ s❡t✑✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
❛t ❬✶❪✳ ❖♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ ✺✵ ❥♦❜s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❤❛s ✶✵✵
❥♦❜s✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧② r❛♥❞♦♠ str✉❝t✉r❡ ♦r ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧❛②❡rs
♦❢ r❛♥❞♦♠ s✐③❡s✳ ❊❛❝❤ t❛s❦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠✱
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦r ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♠♦❞❡s✳

❆ ❍❋❙ ✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ci ♦❢ t❛s❦ i ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ai = ρci ❛♥❞ bi =
(1− ρ) ci✳ ❱❛❧✉❡s ai ❛♥❞ bi ❛r❡ r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥
ci = ai + bi r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ρ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞
❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ▲❡t r =

∑
ai∑

bi/m
❞❡♥♦t❡ t❤❡

❞❡s✐r❡❞ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✇♦r❦ ❧♦❛❞ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ r = 1 t❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧♦❛❞ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❣❡s✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ρ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

ρ =
r

r +m

❚❤r❡❡ r❛t✐♦s r ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s
❛♥❞ ♦❢ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❣❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤
t❛s❦ ❣r❛♣❤ s❡✈❡r❛❧ ❍❋❙ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s♦ ✶✽✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❍❋❙ ✐♥st❛♥❝❡s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s✱ ❧♦❛❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
♠❛❝❤✐♥❡s✳

✷✳✻✳✷ ●❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s

■♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ♦♥❡✳ ❚❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s GLB1✱ GLB2 ❛♥❞ GLB2dich ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ✾✼✷✵ ♣r♦❜❧❡♠

✶❆s ❛ ♠✉❧t✐✲st❛rt ❤❡✉r✐st✐❝✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳



✷✳✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✺✺

GLB1 ✈s✳ GLB2dich

n > = <
❈❧❛ss✐❝ ✺✵ ✽✳✺✽✪ ✷✸✳✶✼✪ ✻✽✳✷✺✪

✶✵✵ ✶✶✳✻✼✪ ✷✻✳✾✽✪ ✻✶✳✸✻✪
◆♦✲✇❛✐t ✺✵ ✽✳✹✽✪ ✷✷✳✶✻✪ ✻✾✳✸✻✪

✶✵✵ ✶✶✳✻✸✪ ✷✻✳✶✶✪ ✻✷✳✷✻✪

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ GBL1 ❛♥❞ GLB2dich✳ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s
❢♦r ✇❤✐❝❤ GLB1 > GLB2dich✱ GLB1 = GLB2dich ❛♥❞ GLB1 < GLB2dich✳

✐♥st❛♥❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇✐t❤ r ∈ {2/3, 1, 3/2}✱ m ∈ 2, . . . , 10 ❛♥❞
n = 50, 100✳

❋✐rst❧② ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ GLB2 q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❜② ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥✱ GLB2dich✱ ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ GLB2 ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞✳
❋♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ✶✺✻✶
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ✶✻✪ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✹✸✺✺ ✭✹✺✪✮ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
✶✵✵ ❥♦❜s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞❡❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② ✭❁✶✪✮ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✺✵ ❥♦❜s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s 1− GLB2/GLB2dich ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✶✪ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ ❧❡ss
t❤❛♥ ✵✳✺✪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ GLB2 ❜♦✉♥❞
q✉❛❧✐t②✱ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❧✐♠✐ts ✐ts ✉s❡✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ GLB1 ❛♥❞
GLB2dich✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ GLB1 ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r✱ ❜♦t❤
❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ GLB2dich ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✷✳✶✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❜♦✉♥❞s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝ ❛♥❞ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s
❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r GLB2dich ✐♥ ❜♦t❤ ❍❋❙ t②♣❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝t
✐s t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ GLB1 ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❥♦❜s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ✏❧❛②❡r❡❞✑ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ GLB1 ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✭❡q✉❛❧
t♦✮ GLB2dich ✐♥ ✶✸✪ ✭✷✼✪✮ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✺✵ ❥♦❜s ❛♥❞ ✶✼✪ ✭✸✹✪✮
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✶✵✵ ❥♦❜s ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ❍❋❙ t②♣❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ r❛t✐♦
❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (r,m) ✇❡ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞✳ ▲❡t
p1 (r,m) ❛♥❞ p2 (r,m) ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦ t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ ✐s ❜❡tt❡r GLB1 > GLB2dich

❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❜❡tt❡r GLB1 < GLB2dich ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥ts
❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ (r,m) ❛♥❞ ❧❡t p1,2 (r,m) ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦
t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ p1 (r,m)✱ p1,2 (r,m) ❛♥❞ p2 (r,m) ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
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❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (r,m)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝❧❛ss✐❝ ❍❋❙ ❛♥❞ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
t❤❡ s❛♠❡✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥❧② t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❝❛s❡ ✐s ♦♥❧② ♣❧♦tt❡❞✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❧♦❛❞ r❛t✐♦s r = 1 ❛♥❞ r = 3/2 t❤❡ GLB1 ❜♦✉♥❞ ✐s ♣r❛❝t✐✲
❝❛❧❧② ♥❡✈❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ GLB2dich✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
m t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ m✱ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ GLB2dich ✐♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r r = 3/2 ❛♥❞ ✹✵✪ ❢♦r r = 1 ✇❤❡♥ m = 2✳
❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✜rst st❛❣❡
✇♦r❦❧♦❛❞s t❤❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ ❜❛s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✉♠
♦❢ ✜rst st❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✱ ✉s❡❞ ✐♥ GLB1✳

❲❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✐s ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣✱ r = 2/3✱ t❤❡ ✜rst ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ♦❢ GLB1 ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦rm = 4 t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ ❜❡✐♥❣ ❜❡tt❡r ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❋♦r
♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❡ss❡r ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 4✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ GLB1 ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ GLB1 ♠❛❦❡s ✐t ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ♦♥ ✐♥st❛♥❝❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ GLB1 ✐s ❧♦✇❡r ❢♦r r = 1 t❤❛♥
❢♦r ♦t❤❡r t✇♦ ❧♦❛❞ r❛t✐♦s✳

❋♦r ❛❧❧ ❧♦❛❞ r❛t✐♦s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s m t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ♣❧❛②s ❛ ❤✐❣❤❡r
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❍❋❙ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✷✳✻✳✸ ▲✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s

❋✐rst❧② ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t SampCnt
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s IterCnt ♦♥ t❤❡ ❆❘▲❙ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α t❛❦❡s ✜✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t A✿

A ∈ {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8}

❆s t❤❡ ❢✉❧❧② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✈❛❧✉❡
1 ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s ♥♦t ✉s❡❞✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ α = 1 t❤❡ ✉s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❢✉❧❧②
r❛♥❞♦♠✳ ❆ ✜♥❡r ❞✐✈✐s✐♦♥ ❢♦r α ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❜✉t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❛✐s❡s✳

■♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❆❘▲❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ✻ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t SampCnt
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✿ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✶✺✵✱ ✷✵✵✱ ✷✺✵ ❛♥❞ ✸✵✵✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ SampCnt ✈❛❧✉❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞

✷❲❡ ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t❡❞ t❤❡ ❆❘▲❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧s♦ ✇✐t❤ α = 1 ❜✉t ♥♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳
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✭❛✮ r = 2/3

✭❜✮ r = 1

✭❝✮ r = 3/2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ GLB1 ❛♥❞ GLB2dich ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (r,m) ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t ✐s IterCnt = nβ + (300− SampCnt) · |A|✱ ✇❤❡r❡ 1.5 ≤
β ≤ 2✳ ❙✐① ✈❛❧✉❡s ❢♦r β ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ IterCnt
❛r❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t❧② s✐t✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❛s❡✱ ✐s
✉♥❞❡r ✺ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡ ❞❡♥s✐t②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
st✉❞②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❆❘▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✶✵ t✐♠❡s ❛♥❞
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ r❡s✉❧t ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ S/GLBmax − 1
♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ S ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ GLBmax =
(
GLB1, GLB2dich

)
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡✳

❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ❆❘▲❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ t✇♦ t✐♠❡s✱ ✜rst❧② ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ P I ❛♥❞ ❛❢t❡r
✇✐t❤ P II ✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r✉♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s t✇♦ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ SampCnt ❛♥❞ IterCnt ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st
IterCnt = n1.5✱ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥✉♠❜❡r
✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝t ✐s
t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r t♦ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❤❛s❡s✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r Pα ✭s❡❡ ✷✳✹✮
✐s r❡❧✐❛❜❧② ❡♥♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧❡r SampCnt ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❞♦ ♠♦r❡ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❋♦r IterCnt = n2 t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t SampCnt ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❜❡✐♥❣ ✉♥❞❡r ✵✳✵✶✪✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ SampCnt = 100 ❣✐✈❡s st❛t✐st✐❝❛❧❧② r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Pα✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ IterCnt✱ SampCnt ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s✐③❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳
❙♦ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ n2 ✐s ✉s❡❞
❢♦r s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ t❤❡ PI ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ PII ✐♥ ❛❧❧ t❤❡
t❡st ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤ r✉❧❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ PII ♣r♦❞✉❝❡s ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r ❧♦❛❞ r❛t✐♦s r = 2/3✱ r = 1 ❛♥❞ ❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦✉♥t m ≤ 4✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❧✐st
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❆❘▲❙ ❤❡✉r✐s✲
t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
❛❧✇❛②s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❆❘▲❙ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✹✵✪✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡
❆❘▲❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦ ❧♦❛❞ r❛t✐♦ r✱ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦✉♥t m
❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s n✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢
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✭❛✮ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙

✭❜✮ ◆♦✲✇❛✐t ❍❋❙

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs SampCnt ❛♥❞ IterCnt ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❘▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t❤❡ IterCnt ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❜❛r ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t SampCnt✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡s✳

50 100
▲❙ ❆❘▲❙ ▲❙ ❆❘▲❙

❈❧❛ss✐❝ ✷✳✾✽✪ ✶✳✽✸✪ ✶✳✾✺✪ ✶✳✷✶✪
◆♦✲✇❛✐t ✼✳✽✸✪ ✹✳✻✷✪ ✼✳✾✼✪ ✹✳✾✹✪

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❆❘▲❙ ❛♥❞ ▲❙ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ GLBmax✳
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♥ 50 100

♠❭r 2/3 1 3/2 devm 2/3 1 3/2 devm
✷ ✵✳✹✼✪ ✸✳✷✸✪ ✵✳✷✹✪ ✶✳✸✶✪ ✵✳✷✹✪ ✷✳✶✻✪ ✵✳✵✼✪ ✵✳✽✷✪
✸ ✵✳✽✷✪ ✸✳✹✶✪ ✵✳✹✽✪ ✶✳✺✼✪ ✵✳✹✼✪ ✷✳✸✻✪ ✵✳✸✶✪ ✶✳✵✺✪
✹ ✶✳✶✼✪ ✸✳✷✾✪ ✵✳✼✹✪ ✶✳✼✸✪ ✵✳✺✺✪ ✷✳✸✶✪ ✵✳✼✽✪ ✶✳✷✶✪
✺ ✶✳✺✵✪ ✷✳✾✾✪ ✶✳✺✹✪ ✷✳✵✶✪ ✵✳✻✼✪ ✷✳✶✻✪ ✶✳✵✺✪ ✶✳✷✾✪
✻ ✶✳✻✹✪ ✷✳✼✷✪ ✷✳✸✼✪ ✷✳✷✺✪ ✵✳✼✼✪ ✶✳✼✾✪ ✶✳✸✸✪ ✶✳✸✵✪
✼ ✶✳✻✸✪ ✷✳✷✺✪ ✸✳✵✼✪ ✷✳✸✷✪ ✵✳✽✷✪ ✶✳✻✸✪ ✶✳✽✵✪ ✶✳✹✷✪
✽ ✶✳✷✵✪ ✶✳✽✷✪ ✸✳✶✼✪ ✷✳✵✼✪ ✵✳✻✺✪ ✶✳✷✻✪ ✷✳✵✽✪ ✶✳✸✸✪
✾ ✵✳✼✽✪ ✶✳✷✾✪ ✸✳✶✹✪ ✶✳✼✸✪ ✵✳✺✸✪ ✶✳✵✶✪ ✷✳✷✾✪ ✶✳✷✽✪
✶✵ ✵✳✹✺✪ ✵✳✾✷✪ ✸✳✵✸✪ ✶✳✹✻✪ ✵✳✸✸✪ ✵✳✽✻✪ ✷✳✺✵✪ ✶✳✷✸✪
devr ✶✳✵✼✪ ✷✳✹✹✪ ✶✳✾✽✪ ✶✳✽✸✪ ✵✳✺✻✪ ✶✳✼✸✪ ✶✳✸✻✪ ✶✳✷✶✪

✭❛✮ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙

♥ 50 100

♠❭r 2/3 1 3/2 devm 2/3 1 3/2 devm
✷ ✷✳✺✸✪ ✶✵✳✶✽✪ ✷✳✺✾✪ ✺✳✶✵✪ ✷✳✽✵✪ ✶✶✳✺✻✪ ✸✳✸✷✪ ✺✳✽✾✪
✸ ✸✳✶✹✪ ✾✳✻✼✪ ✷✳✸✷✪ ✺✳✵✹✪ ✸✳✵✾✪ ✶✵✳✻✹✪ ✷✳✼✷✪ ✺✳✹✾✪
✹ ✸✳✺✸✪ ✽✳✾✹✪ ✷✳✼✽✪ ✺✳✵✽✪ ✸✳✵✾✪ ✶✵✳✵✼✪ ✸✳✹✸✪ ✺✳✺✸✪
✺ ✸✳✻✶✪ ✼✳✼✺✪ ✸✳✺✻✪ ✹✳✾✼✪ ✸✳✷✶✪ ✾✳✸✺✪ ✸✳✽✹✪ ✺✳✹✼✪
✻ ✸✳✻✾✪ ✼✳✵✸✪ ✹✳✺✷✪ ✺✳✵✽✪ ✸✳✵✾✪ ✽✳✷✶✪ ✹✳✷✶✪ ✺✳✶✼✪
✼ ✸✳✹✾✪ ✻✳✵✸✪ ✺✳✷✽✪ ✹✳✾✸✪ ✷✳✽✸✪ ✼✳✶✸✪ ✹✳✼✾✪ ✹✳✾✷✪
✽ ✷✳✻✻✪ ✹✳✾✼✪ ✺✳✹✹✪ ✹✳✸✻✪ ✷✳✸✹✪ ✺✳✾✸✪ ✺✳✵✵✪ ✹✳✹✷✪
✾ ✶✳✽✻✪ ✸✳✽✶✪ ✺✳✺✾✪ ✸✳✼✺✪ ✶✳✽✻✪ ✹✳✽✷✪ ✺✳✷✹✪ ✸✳✾✽✪
✶✵ ✶✳✷✷✪ ✷✳✾✻✪ ✺✳✻✾✪ ✸✳✷✾✪ ✶✳✸✷✪ ✸✳✾✻✪ ✺✳✺✽✪ ✸✳✻✷✪
devr ✷✳✽✻✪ ✻✳✽✶✪ ✹✳✷✵✪ ✹✳✻✷✪ ✷✳✻✷✪ ✼✳✾✻✪ ✹✳✷✹✪ ✹✳✾✹✪

✭❜✮ ◆♦✲✇❛✐t ❍❋❙

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❆❘▲❙ ❤❡✉r✐st✐❝
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡s✳
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❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ m ❛♥❞ r✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ t❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✪ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡r ✺✪✳
❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ devm✱ t❡♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r
❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✳ ■♥ ❜♦t❤ ❍❋❙ t②♣❡s t❤❡ ❤❛r❞❡st ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❣❡s✱ ✐✳❡✳ r = 1✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❜❡✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ m✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙✱ ✇❤❡♥ m = 2 ❛♥❞ r = 1
t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❁✶✶✪ ❢♦r ✺✵ ❥♦❜s ❛♥❞ ❁✶✷✪ ❢♦r ✶✵✵ ❥♦❜s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s t❤✐s ❞❡✈✐❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜❡✐♥❣ ✉♥❞❡r ✹✪ ❢♦r
m = 10✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❧❛✇✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ✇❤❛t ✐s t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙ t❤❡ ✇♦rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ❞♦✇♥ ❢r♦♠ ✶✷✪ t♦ ✽✪✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ♦♥❡✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣ ✭❆❘▲❙✮ ❤❡✉r✐st✐❝✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡s✱ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✈❡rs✐♦♥s✳ ❖✉r ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣❛rt ✭❆❘▲❙✮ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r♦✈❛❜❧② ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❧✉st❡r❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❯s✐♥❣
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧❧♦✇s ❛ ✜♥❡✲❣r❛✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡
t❛s❦ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❆❘▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡tt❡r s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞
❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥❞❡r ✷✪ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦✲✇❛✐t ❍❋❙
✈❡rs✐♦♥✱ t❤❛t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❛s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✺✪✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❙♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇

❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞
♦♥ ❝❧✉st❡r❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❋♦r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❝♦r❡s ❜✉s②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧② ♦♥ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r s♣❡❝✉❧❛t❡ ♦♥
❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♣♦ss✐✲
❜✐❧✐t✐❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠✉♠ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡✱ n✲✇❛②
❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞♦✐♥❣ s♦✳

❆ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
t❤❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❬✷✸❪✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶
♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥
♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❆♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤
❡①❡❝✉t❡s ♦♥❡ t❛s❦ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ n t❛s❦s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥
✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛ss✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥
❞❛t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣
str✉❝t✉r❡✳ ❊❛❝❤ t❛s❦ ❚✐ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥
ai ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ bi✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧♦❛❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠

✻✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥
ai✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ bi ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pi✳

C Ti

Ti

Prefetching
time

Execution time

Ti

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ i✲t❤ ❜r❛♥❝❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❛s❦ ❈✳

t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞
s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s✶✱ t❤✉s t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❝❛♥ st❛rt ♦♥❧② ❛❢t❡r ❛❧❧ ✐ts ❞❛t❛ ✐s
❧♦❛❞❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳ ❚❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳
❲❤✐❧st t❤❡ t❛s❦ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t
❜r❛♥❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉♥t✐❧ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✬s ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❜❡❝♦♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡
✉♥t✐❧ t❛s❦❈ ✜♥✐s❤❡s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧
❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ♦r s✐♠♣❧② ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t ❛❝t♦r✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②
t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✭❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❣r❡②✮✳

❇❡s✐❞❡s ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ❤❛s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧
♠❡❛s✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ▲❡t pi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❜r❛♥❝❤ t♦ ❜❡ ❡①❡✲
❝✉t❡❞✱ ♦r s✐♠♣❧② ❜r❛♥❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❈❧❡❛r❧② t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥

∑

i pi = 1 ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

✶❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❛s❦ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤ ♦♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s✐s✳
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■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❜r❛♥❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❙❡✈❡r❛❧
✇❛②s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛②
✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ pi = 1/n ❢♦r ❛♥② ❜r❛♥❝❤
i ∈ 1, . . . , n✳ ■❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✷ t❤❡♥
❛❝❝✉r❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❛✈❡r✲
❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ❞❡s✐❣♥❡r✱ t❤✉s t❤❡ ♣❡rs♦♥ ✇❤♦ ✇r✐t❡s t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠ ♠✉st ❛ss✐❣♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✳

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ s❡✈❡r❛❧
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ✐♥
❛✈❡r❛❣❡✱ ❤✐❣❤❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❞❡t❡r✲
♠✐♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
✇♦rst✲❝❛s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠✐ts t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤✲
✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ❚✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✿ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
str❛t❡❣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❛♥
❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ str❛t❡❣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳

❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✱ T ✱ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆❢t❡r t❤✐s t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡s✱ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ T ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
g : D → [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t g (t) = Pr (T = t) ❢♦r ❛♥② t ∈ D ❛♥❞ D = [0,

∑

i ai[ ✐s t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡✱
T >

∑

i ai✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳

✸✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ ✇♦r❦s t❤❛t tr❡❛t s♣❡❝✉✲
❧❛t✐✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✭❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡✮ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳
■♥ ♣❛♣❡r ❬✽✼❪ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✭r✉♥✲t✐♠❡✮ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r ❜♦♦❧❡❛♥✲✈❛❧✉❡ ❝♦♥✲
tr♦❧ ❛❝t♦rs ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦
❣r❛♣❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❛s❦ ❣r❛♣❤s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s ✭❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜r❛♥❝❤✲
✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✮✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❛s❦ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s ✐s s❝❛r❝❡
❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥t♦ ♠✉❧t✐✲
♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s ❬✶✶✵✱ ✼✼❪✳

✷❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦✜❧✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✹✵❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r
❝❤❛✐♥ ✏❧❡❛r♥s✑ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳
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or

Prefetching Execution

branch 1

branch 2

Is executed:

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✷✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✸✳✸ ❊①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
❲❡ st❛rt ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡
❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡✳

✸✳✸✳✶ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❊❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ i✱ i ∈ 1, . . . , n✱ ❤❛s
♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ai ✭❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ t✐♠❡✮✱ bi ✭❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ pi ✭❜r❛♥❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t②✮✳ ▲❡t αi✱ 0 ≤ αi ≤ ai✱ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ i
✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ✐✳❡✳ αi ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢
❜r❛♥❝❤ i✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐s ❞❡✲
♥♦t❡❞ ❜② t✳ ❲❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s αi s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤ i ✭♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❢♦r αi t✐♠❡✮ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ai − αi + bi✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✷✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r✲
❛❣❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿

▼✐♥✐♠✐③❡
∑

i

pi (ai − αi + bi)

s✳t✳
∑

i

αi = t

αi ∈ [0, ai] , ∀i

❚❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ αi = ai ·xi ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡
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❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t
∑

i pi (ai + bi) ✐s ❝♦♥st❛♥t✮✿

▼❛①✐♠✐③❡
∑

i

piaixi

s✳t✳
∑

i

aixi = t

xi ∈ [0, 1] , ∀i

❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜✉t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❦♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❦♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❉❛♥t③✐❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻✼❪✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❛♥t③✐❣✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇s ✐t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❊①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♣r❡❢❡t❝❤✳
■♥♣✉t✿ ❇r❛♥❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ai✱ bi✱ pi ❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , n
■♥♣✉t✿ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t
❖✉t♣✉t✿ Pr❡❢❡t❝❤✐♥❣ r❛t✐♦s αi

✶✿ ❙♦rt ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ pi
✷✿ αi = 0 ❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , n
✸✿ k = 0
✹✿ ✇❤✐❧❡ t > 0 ❛♥❞ k < n ❞♦

✺✿ αk = min (t, ak)
✻✿ t = t− αk

✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❆❧t❤♦✉❣❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r②✱ t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t✿ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t✳ ❙♦✱ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❜♦✉t ✜①❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣②✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ♣❞❢ g (t)✱ ♣r✐♦r✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡
❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✸✳✸✳✷ ❆❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ❛♥ ♦r❞❡r ♦✈❡r t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ D✱ ✐✳❡✳ t ∈ D ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ▲❡t
σ ∈ Π(n) ❜❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦r❞❡r σ
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡t
fex : Π (n)×D → R

+ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦r❞❡r σ ∈ Π(n) ❛♥❞
❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t ∈ D t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
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E
xe

cu
tio

n 
tim

e

Prefetching time

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❇r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦♦❢✳

t✐♠❡ fex (σ, t)✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
σ s✉❝❤ t❤❛t fex (σ, t) ≤ fex (σ

′, t) ❢♦r ❛♥② σ′ ❛♥❞ t✳
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦r❞❡r σ ✐s 1, . . . , n✳ ❚❤❡

t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ k ✐s ❢✉❧❧② ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② lk =
∑

i≤k ai✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ③❡r♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦r❞❡r ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ fex (. , 0) =

∑

i pi (ai + bi)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
fex (σ, t) ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✱ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r k = 1, . . . , n ❛♥❞ t ∈ [lk−1, lk[ ✿

fex (σ, t) = fex (. , 0)− pk (t− lk−1)

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦r❞❡r✲
✐♥❣✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤
♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦r❞❡r σ ✇❡ ❤❛✈❡ pσ(i) > pσ(j)
❢♦r ❛♥② i, j s✉❝❤ t❤❛t i < j✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
♦r❞❡r σ′ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❡①✐sts t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❜r❛♥❝❤❡s j ❛♥❞ i✱ j < i✱ s✉❝❤ t❤❛t pj < pi✳ ▲❡t ✉s ✐♥t❡r✲❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢
❜r❛♥❝❤❡s i ❛♥❞ j ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♦r❞❡r✐♥❣ σ✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ♦r❞❡r✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ fex (σ, t)
✭❡q✉❛❧ t♦ pi✮ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ fex (σ′, t) ✭❡q✉❛❧ t♦ pj✮ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧
[t1, t1 + ai]✱ t❤✉s t❤❡ ✜rst ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦♥ t❤✐s
✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r ❢♦r
♦r❞❡r✐♥❣ σ t❤❡♥ t❤❛t ❢♦r ♦r❞❡r✐♥❣ σ′✱ fex (σ, t) ≤ fex (σ

′, t)✳ ❖✉r s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t
σ′ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ i ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ j✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲
❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t
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✐s✱ ❛ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❧♦❛❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ❜r❛♥❝❤ ✇✐❧❧ st❛rt t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ❜♦t❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✿ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦t❤❡r t❤❡♥
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡ ❜② T ✳ ❲❤❡♥ ❛
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦♦ fex (σ, T )✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t
r❡❧❛t✐♦♥ fex (σ, T ) ≤ fex (σ

′, T ) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ fex (σ, t) ≤ fex (σ
′, t) ❢♦r ❛♥② t ∈ D✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡
❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

■♥ t❤❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣② ✇❤❡♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱
t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❤❡♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s
♦❢ ❜r❛♥❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣②✱ ✐✳❡✳ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✇❤❛t ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡
♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐s ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳

✸✳✹ ❲♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ ❜❛s✐❝ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❆♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ai ❛♥❞ bi ❢♦r
❡❛❝❤ i ∈ 1, . . . , n ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝✲
t✉r❡ ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② maxi bi✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s✱
✐✳❡✳ t ≥

∑

i ai✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❜r❛♥❝❤
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ maxi bi✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❛t ✇❤❡♥ ❧❡ss ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ❧❡❛st maxi bi✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥ maxi bi <
mini (ai + bi) ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

✸✳✹✳✶ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤

❆s ❛❜♦✈❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t✳ ❲❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✲
✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s 0 ≤ αi ≤ ai✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳
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❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✱ ❜r❛♥❝❤ i ✐s ♣r❡❢❡t❝❤❡❞ ❢♦r
αi t✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ i ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
ai−αi+bi✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤✉s t❤❡ ❧❛r❣❡st
♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠✿

▼✐♥✐♠✐③❡ max
i

(ai − αi + bi)

s✳t✳
∑

i

αi = t

αi ∈ [0, ai] , ∀i

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✿

▼✐♥✐♠✐③❡ Γ

s✳t✳ ai − αi + bi ≤ Γ, ∀i
∑

i

αi = t

αi ∈ [0, ai] , ∀i

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇s
✐t✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤ ❞✉r❛t✐♦♥s αi

❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ❲♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣②✳
■♥♣✉t✿ ❇r❛♥❝❤❡s 1, . . . , n ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ai ❛♥❞ bi
■♥♣✉t✿ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t
❖✉t♣✉t✿ Pr❡❢❡t❝❤ ❞✉r❛t✐♦♥s αi

✶✿ ❙♦rt ❜r❛♥❝❤❡s i = 1, . . . , n ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ai + bi
✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ ∆i = (ai + bi)− (ai+1 + bi+1) ❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , n− 1
✸✿ ∆n = (an + bn)−maxi bi
✹✿ αi = 0 ❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , n
✺✿ k = 0
✻✿ ✇❤✐❧❡ t > 0 ❛♥❞ k ≤ n ❞♦

✼✿ c = min (t,∆k · k)
✽✿ t = t− c
✾✿ αi = αi + c/k ❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , k

✶✵✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
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✸✳✹✳✷ ❆❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤

■♥ t❤✐s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r σ ∈
Π(n) ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❢✉rt❤❡r✱
✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❢♦r ❛♥② ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥
✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ D✳ ▲❡t fwc : Π (n) × D → R

+ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦
❛ ❜r❛♥❝❤ ♦r❞❡r σ ∈ Π(n) ❛♥❞ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t ∈ D t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✬s
✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ fwc (σ, t)✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ σ ❞❡✜♥❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ 1, . . . , n✳
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ lk✱ lk =

∑

i≤k ai✳ ❋♦r ❛♥② k = 1, . . . , n ❛♥❞ t ∈ [lk−1, lk[
t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s✿

fwc (σ, t) = max (Λk, ak + bk − t+ lk−1) ,

✇❤❡r❡ Λk =

{

maxi>k (ai + bi) ✐❢ k < n,

maxi bi ♦t❤❡r✇✐s❡✳
▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ ✇✐t❤ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✐♥✲

✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s σ ∈ Π(n) s✉❝❤
t❤❛t fwc (σ, t) ≤ fwc (σ

′, t) ❢♦r ❛♥② σ′ ∈ Π(n) ❛♥❞ t ∈ D✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡
✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛♥ ♦r❞❡r σ ∈ Π(n) t❤❛t
♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ fwc (σ, t) ❢♦r ❛♥② t ∈ D ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❧✇❛②s
❞❡✜♥❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ✐t✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♦r❞❡r t❤❛t
♠✐♥✐♠✐③❡s fwc (σ, t) ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳

❙✉♣♣♦s❡ ❛ ✷✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s a1+ b1 > a2+ b2
❛♥❞ a1 > a2 ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❚✇♦ ❜r❛♥❝❤
♦r❞❡rs ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿ σ1 = 〈1, 2〉 ❛♥❞ σ2 = 〈2, 1〉✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t ∈
[0, a1 + b1 − b2[ ✇❡ ❤❛✈❡ fwc (σ1, t) ≤ fwc (σ2, t) ❛♥❞ ❢♦r t ∈ [a1 + b1 − b2, a1 + a2]
✇❡ ❤❛✈❡ fwc (σ1, t) ≥ fwc (σ2, t)✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s fwc (σ1, t) ❛♥❞ fwc (σ2, t) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❛❧s♦✱ ❛♥ ♦r❞❡r t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❞❡✜♥❡❞✳

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r σ ∈ Π(n)✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❛♥② σ′ ∈ Π(n) ✇❡ ❤❛✈❡ E [fwc (σ, t)] ≤ E [fwc (σ

′, t)]✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ t ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r D✱ t❤✉s t❤❡ ♣❞❢ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞
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Prefetching time

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t
❞❡✜♥❡❞✳

❡q✉❛❧ t♦ g (t) = 1/
∑

i ai ❢♦r ❛♥② t ∈ D✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s✿

E [fwc (σ, t)] =

ˆ

D

fwc (σ, t) g (t) dt =
1

∑

i ai

ˆ

D

fwc (σ, t) dt

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
r❛♥❣❡ [lk−1, lk[ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✭❢♦r ❜r❛♥❝❤ ♦r❞❡r✐♥❣ 1, . . . , n✮✿

ˆ lk

lk−1

fwc (σ, t) dt = Λkak +
1

2
max (0, ak + bk − Λk)

2

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
♦r❞❡r ♦❢ ai + bi✱ t❤❛t ✐s a1 + b1 ≥ a2 + b2 ≥ . . . ≥ an + bn✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❡t σ ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ■❢ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r
❜r❛♥❝❤❡s p+1, p+2, . . . , r ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ p✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ♦r❞❡r ❞♦❡s
♥♦t ♠❛tt❡r✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ap+bp ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ap+1+bp+1, . . . , ar+br t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ fwc (σ, t) ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s p + 1, . . . , r ✐s ❡q✉❛❧ t♦
ap+bp✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ fwc (σ, t)✱
♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s p + 1, . . . , r ❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✱ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ♦r❞❡r ✭t❤❡ ❣r❡② r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ■❢ σ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r✱ t❤❡♥ ✐t ❤❛s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ σ = 〈r, . . . , 1, σ′〉✱ r ≥ 1✱ ✇❤❡r❡ σ′ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t❤❡
❜r❛♥❝❤❡s r + 1 . . . n✳
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Prefetching time

Prefetched branches:

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s p+1, p+
2, . . . , r ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

Prefetching time

E
xe

cu
tio

n 
tim

e

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t r ❜❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥❞❡① ♦r❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ 1
✐♥ σ✱ t❤❛t ✐s✱ r ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ai + bi ♦r❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤
1✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ❜r❛♥❝❤ k✱ k ∈ [2, r − 1]✱ ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❜r❛♥❝❤ 1✳ ❇②
✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜r❛♥❝❤ r ✇✐t❤ 1 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ s✉❜s❡t s✉❜♦r❞❡r
t❤❛t ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❞❡r σ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t σ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛♥② s✉❜✲s❡t ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s
✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ k✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉❜✲♦r❞❡r σ′

s❛t✐s✜❡s t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡❝✉rr❡♥t❧②✳

❋♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡❢❡t❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛♣❤ G
t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t G = (V,E, c) ❜❡ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✱
E, ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ c : E → R✱ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ r❡❛❧✱ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
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♥✉♠❜❡r t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ G ❝♦♥t❛✐♥s n+ 1 ♥♦❞❡s ♥✉♠❜❡r❡❞
❢r♦♠ 0 t♦ n✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ i ✐s t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s 1, . . . , i ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳ ❋♦r ❛♥② i ❛♥❞ j✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡❞❣❡ (i, j) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
i < j✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ (i, j) ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ fwc (σ, t) ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦r❞❡r
j, j − 1, . . . , i + 1 ✐s ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❜r❛♥❝❤❡s 1, . . . , i ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜✉✐❧t ❢♦r ❛ ✹✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡ s❤♦rt❡♥
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞

´

〈i1, . . . , im〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ i1, . . . , im ✐s
♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳

0

1
2

3
4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ G ❢♦r ❛ ✹✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳

▲❡t P = 〈i1 = 0, i2, . . . , ip = n〉 ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ 0 t♦ ♥♦❞❡ n ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤
G✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛t❤ P ✐s ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❛♥ ❡♠♣t② ♦r❞❡r σ = ∅✱ ❢♦r ❡✈❡r② k = 2, . . . , p✱ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r 〈ik, ik − 1, . . . , ik−1 + 1〉 ✐s ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ σ✱ ✜♥❛❧❧②✱ σ ✇✐❧❧
❜❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❛t❤ P ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ▲❡t P = 〈i1 = 0, i2, . . . , ip = n〉 ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ 0 t♦ ♥♦❞❡
n ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ σ ❜❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ P ✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ P ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ f (σ, t) ♦✈❡r
D✱ t❤❛t ✐s

∑p
k=2 c (ik−1, ik) =

´

D
fwc (σ, t) dt ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿

p
∑

k=2

c (ik−1, ik) =

p
∑

k=2

ˆ lik

lik−1

fwc (σ, t) dt =

ˆ lip

li1

fwc (σ, t) dt =

ˆ ln

l0

fwc (σ, t) dt

❆s D = [l0, ln]✱ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ♣r♦✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ▲❡t G = (V,E, c) ❜❡ ❛ ❣r❛♣❤ ❜✉✐❧t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱
❛♥❞✱ ❧❡t P = 〈i1 = 0, i2, . . . , ip = n〉 ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ 0 t♦ ♥♦❞❡ n ✐♥
t❤✐s ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r σ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❛t❤ P ✐s ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✱ ✸✳✺✱ t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ 0 t♦ ♥♦❞❡ n✱ ❝♦✈❡rs t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜r❛♥❝❤
♦r❞❡rs Π(n)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
♦r❞❡r ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ P ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❜r❛♥❝❤
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r σ✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥
❢✉rt❤❡r ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ G ❤❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❡❞❣❡s
(i, j) ❢♦r i < j✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜②♣❛ss ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✬s
s♣❡❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ i✲
t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst ❧♦♦♣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦r❞❡r ❢♦r ❜r❛♥❝❤❡s
1, . . . , i ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸ ❉②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✲
✐♥❣ ♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳
❖✉t♣✉t✿ σn✱ cn ✲ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝♦st
✶✿ c0 = 0 ❛♥❞ ci = ∞ ❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , n
✷✿ σi = ∅ ❢♦r ❛♥② i = 0, . . . , n
✸✿ ❢♦r i = 1 t♦ n ❞♦

✹✿ ❢♦r j = 0 t♦ i− 1 ❞♦
✺✿ σ = σj+〈i, i− 1, . . . , j + 1〉④❍❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ✧✰✧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥

♦❢ t✇♦ ♦r❞❡r✐♥❣s⑥
✻✿ c =

´ li
lj
f (σ, t) dt

✼✿ ✐❢ ci > cj + c t❤❡♥
✽✿ ci = c
✾✿ σi = σ

✶✵✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♣❞❢ g (t)✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ s❡❛r❝❤ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

E [fwc (σ, t)] =

ˆ

D

fwc (σ, t) g (t) dt
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■t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡
✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ c =

´ li
lj
fwc (σ, t) dt ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ✻ r❡❧❛t✐♦♥

c =
´ li
lj
fwc (σ, t) g (t) dt s❤❛❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐♥
❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛
s✐♥❣❧❡ n✲✇❛② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥
♦♣t✐♠✉♠ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r ✇❛s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❢✉rt❤❡r♠♦r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦r✲
❞❡r ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❚❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

❚❤❡ t❛s❦s ♦❢ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱
❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ✭s❤❛r❡❞ ❝♦❞❡ ♦r ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡s❡
❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞✱ ♦r ❝❛❝❤❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r ❧❛t❡r r❡✉s❡✳ ❋♦r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐ss✉❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ t❛s❦s s❤♦✉❧❞ ❜❡
r❡✉s❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❛ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐❞❡s ❡✐t❤❡r t♦ ❦❡❡♣ ♦r t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❛ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❝❛❝❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② s②st❡♠ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r✉♥s ❝❛♥♥♦t
✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐t✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✇❡ ✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♦❢t✇❛r❡✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❝r❛t❝❤♣❛❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❞❡❝✐❞❡ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ✇❤❛t ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s t♦ st♦r❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡✉s❡✳

❙✉♣♣♦s❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❆P● ✭❆❝②❝❧✐❝ Pr❡❝❡❞❡♥❝❡ ●r❛♣❤✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❛t❛✢♦✇
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❆s st❛t❡❞
❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡✐r ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡✉s❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤
✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛
❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❡①❡❝✉t❡❞ t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥
❞❛t❛ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ tr✐❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
❞❛t❛ r❡✉s❡ ❜② ♦♣t✐♠❛❧❧② ♦r❞❡r✐♥❣ t❛s❦s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s ❢♦r t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛②
♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ❛s♣❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧✲
❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦
✐ts ❞✐r❡❝t ✉s❡ ✭♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✮ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
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❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❈P❆■❖❘
✷✵✶✵ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞
✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞
❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✺❪✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞
❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
✇♦r❦ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r
❛ ✜①❡❞ t❛s❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐s st✉❞✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛♥ ❡①❛❝t ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✻✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s
❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛♥❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts NP✲❤❛r❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦♦❢ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❛s❦s✳ ❊❛❝❤ t❛s❦ ✉s❡s ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢❡t❝❤❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ st❛rt✳
❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ✉♥✐t ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥♣✉t✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✳ ▲❡t A = (S,E, δ) ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ S ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✬s t❛s❦s✱ E r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ δ : S → 2E ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❛♥② t❛s❦ s✱ s ∈ S✱ ❛ s❡t
♦❢ ✐♥♣✉ts δ (s) ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ δ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
t✇♦ t❛s❦s ✐s ♥♦t ❡♠♣t② t❤❡♥ t❤❡s❡ t❛s❦s ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s
♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢✉rt❤❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❛s❦ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
t❛s❦✳

▲❡t γ : S → 2E ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts γ (s) t♦ ❛♥②
t❛s❦ s✱ s ∈ S✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts γ (s) ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❛s❦ s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❢♦r ❛♥② t❛s❦ s✱ γ (s) ❝♦♥t❛✐♥s
❛t ❧❡❛st ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉ts ✉s❡❞ ❜② t❤✐s t❛s❦✱ δ (s) ⊆ γ (s)✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉ts t❤❛t ❞♦
♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ δ (s)✱ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❞❛t❛ r❡✉s❡✳ ❉❛t❛ r❡✉s❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡✉s✐♥❣
✐♥♣✉ts ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❛s❦s✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ C✱ t❤✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ |δ (s)| ≤ |γ (s)| ≤ C ♠✉st ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛♥② s ∈ S✳ ❲✐t❤♦✉t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳

❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡✱ ✐✳❡✳ |E| > C✳

❚❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π ♦❢ t❛s❦s S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✱
❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

∣
∣γ
(
sπ(1)

)∣
∣+

|S|
∑

i=2

∣
∣γ
(
sπ(i)

)
\γ
(
sπ(i−1)

)∣
∣ ✭✹✳✶✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s NP✲❤❛r❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t G = (V,A) ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ ✐♥ ❣r❛♣❤ G ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❬✹✷✱ ♣✳✶✾✾❪✳ ❲❡
♣r♦❝❡❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♦♥✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ ❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳

❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ ❣r❛♣❤ G ❜❡❝♦♠❡s ❛ t❛s❦ ✐♥ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ S = V ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶
❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ G ❛♥ ✐♥♣✉t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② s✐③❡ ❡q✉❛❧s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ✈❡rt✐❝❡s✱ C = maxs∈V deg (s)✳
❋♦r ❛♥② t❛s❦ s ∈ S✱ δ (s) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t✲❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ s ✐♥
t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ♣❧✉s ❛ s❡t ♦❢ C − deg (s) ❞✉♠♠② ✐♥♣✉ts s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦✳ ■♥ t❤✐s
✇❛② γ (s) = δ (s) ❛♥❞ |γ (s) ∩ γ (s′)| = 1 ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t t❛s❦ s, s′ ∈ S✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ❤❛s
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦st n · C − n + 1 ✭n ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t
❡①✐sts ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ ✐♥ ❣r❛♣❤ G✳ ❆s ❢❛r ❛s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ ✐♥ ❣r❛♣❤ G ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s NP✲❤❛r❞✳

✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ tr② t♦ ♦r❞❡r t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❛s❦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
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r❡❧❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♠❛♥② r❡❛❧
❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧✱ s♠❛❧❧❡r t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❛r❡ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ✐♥♣✉ts✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞❛t❛ ❧♦❛❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧♦❛❞✳ ▲❡t✬s ✐♠❛❣✐♥❡
t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✬s t❛s❦s ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❝♦❞❡✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❡①❡❝✉t❡ t✇♦ t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥
❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛♥❞ ✐t ✐s ✉s❡❞ t✇♦ t✐♠❡s ❜② ❡❛❝❤ t❛s❦✳

❆♥♦t❤❡r ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦
♠♦❞❡❧ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ λ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ s♦ ❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ Λ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♠♣❡❞✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ Λ/λ✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❡t❝❤❡s ✶✵ ✉♥✐ts ♦❢ ❞❛t❛ ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r②
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s λ = 10units/sec.✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①t❡r✲
♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s Λ = 100units/sec.✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✶✵ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥✲
str❛✐♥t✳ ❇② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✈✐❛ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣✮ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭λ ❞✐♠✐♥✲
✐s❤❡s✮✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❝❤❛✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✈✐❛ t❛s❦ ❢✉s✐♦♥
❬✹✻❪✮✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜① ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❛r❣❡t ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✲❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❆❞❡q✉❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t✳

✹✳✸ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s q✉✐t❡ r❛r❡✳ ■♥ t❤❡ ✏❝♦♠♣✐❧❡rs✑ r❡s❡❛r❝❤
❝♦♠♠✉♥✐t② s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡② tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡✉s❡ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❆♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✱ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t❛s❦ ❣r❛♣❤ ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✳

■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❉✐♥❣ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞② ❬✸✷❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ st✉❞② ❛ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉rs✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ t❤❡② ✐♥t❡♥❞ t♦ r❡♦r❞❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦
❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡❜②
t♦ ❛✉❣♠❡♥t ❞❛t❛ r❡✉s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛❝❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
♣♦❧✐❝② ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t✲♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
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r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❛❝❝❡ss❡s✱ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝❛❝❤❡ ❤✐t✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✲♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✲
s❝r✐❜❡ ❛ t♦♦❧ t❤❛t r❡♦r❞❡rs ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❣r❛♠s✳

❙♦♠❡ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦s✱ ❬✶✵✾✱ ✽✷❪✱ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❛t❛ r❡✉s❡
✐♥ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦♦♣s✳ ■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t✇♦ ♣❛♣❡rs ❬✸✶✱ ✸✸❪ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ❧♦❝❛❧✐t② ❣r♦✉♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡♦r❞❡rs ♣r♦❣r❛♠ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ ❞❛t❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡✉s❡✱ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛ ♣❛❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♦r✲
❣❛♥✐③✐♥❣ ❞❛t❛ ❧❛②♦✉t s♦ ❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❛t❛ s♣❛t✐❛❧ r❡✉s❡✳ ❖t❤❡r ♣❛♣❡rs ❬✽✽✱ ✶✵✷❪
❞❡s❝r✐❜❡ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❛♥❛❧②s✐s✳

■♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t✉♣ t✐♠❡s ✭❙❉❙❚✮ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❙❉❙❚ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❤✐st♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❙❉❙❚ ✐t ❞❡♣❡♥❞s s♦❧❡❧② ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①❡❝✉t❡❞ t❛s❦✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦
♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✏❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✑ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✮
♦❢ ❛ t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s ❡①❡❝✉t❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❋♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢
❙❉❙❚ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❢❡r t♦ ❬✸❪✳

✹✳✹ ▼❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t❛s❦s

❲❡ st❛rt ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠
t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛s ✐t ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t A = (S,E, δ)
❜❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s s1, . . . , sn ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❲❡
r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r ❛♥② t❛s❦ s ∈ S✱ δ (s) ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❜❡❢♦r❡ s st❛rts✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥♣✉ts
δ (s) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ s ✐♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ◆❛♠❡❧②✱ ♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❧♦❛❞❡❞ ✐♥♣✉ts ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛ r❡✉s❡
♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡s γ (s) ❢♦r ❛♥② s✱
s ∈ S✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✭✹✳✶✮ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ C ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
♣r♦❜❧❡♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡
✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉ts ✭✐✳❡✳ |E| ≤ C✮ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s
❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E|✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ s✐♠♣❧② ❧♦❛❞✐♥❣ ♥❡✇
✐♥♣✉ts ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡♠ ♦✉t✳

❋♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✶

✶❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥
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❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡s ❢♦r ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s s1, . . . , sp−1 ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ t❛s❦ sp ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s O (p ·m)✱ ✇❤❡r❡
m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥
♦♣t✐♠❛❧ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✼❪✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✷✱ ✐t ♠❛② ❜❡
✐♥❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✏✇❤❡♥ ❛ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❢✉❧❧✱ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦✉t
t❤❡ ✐♥♣✉t ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛rt❤❡st ❢✉t✉r❡✑✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
st❛t❡s ♦❢ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❧♦♥❣❡r ❜② ❛ t❛s❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ❡♥❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡t s1, . . . , sp−1 ❜❡ ❛ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ s1, . . . , sp ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ t❛s❦ sp✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡s ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣ s1, . . . , sp−1

❛r❡ γ1, . . . , γp−1 ❛♥❞ ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣ s1, . . . , sp ❛r❡ γ′
1, . . . , γ

′
p✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② k ∈ 1, . . . , p− 1✿

γ′
k = γk ∪ ǫk

ǫk ⊆

(

δp ∩
k−1⋃

i=1

δi

)

\

p−1
⋃

i=k

δi

Pr♦♦❢✳ ▲❡t e ❜❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ✇❤✐❝❤ ✐s st♦r❡❞ ❢♦r r❡✉s❡ ❞✉r✐♥❣ t❛s❦ sk ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✱ e ∈ γk ❛♥❞ e /∈ δk✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t e ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❛ t❛s❦ ❡①❡❝✉t❡❞
❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❧❛t❡r t❤❡♥ sk✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

e ∈ A =

(
p−1
⋃

i=k+1

δi ∩
k−1⋃

i=1

δi

)

\ δk

❚✇♦ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿

✶✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♣❡r♠✐ts t♦ st♦r❡ ✐♥ γk ♦♥❧② t❤❡ ❡❛r❧✐❡st C−|δk| ✐♥♣✉ts
❢r♦♠ A✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ sp ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ γk r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ γ′

k = γk✳

✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ A✳ ❲❤❡♥ t❤❡
t❛s❦ sp ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ δp ❛r❡
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ ♦❢ t❛s❦ sk✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡✿

ǫp ⊆

(
p
⋃

i=k+1

δi ∩
k−1⋃

i=1

δi

)

\ δk \ A =

(

δp ∩
k−1⋃

i=1

δi

)

\

p−1
⋃

i=k

δi

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❧❛st
t❛s❦✳

✷❲❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❇❡❧❛❞②✬s ♣❛♣❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❛t ❡❛❝❤
st❡♣ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❛❞❡❞✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❡
❝❛♥ ❧♦❛❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥♣✉t✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r γi = γ (si) ❛♥❞ δi = δ (si)✮✳
■♥♣✉t✿ s1, . . . , sp−1 ✲ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠❡♠♦r② st❛t❡s

γ1, . . . , γp−1

■♥♣✉t✿ sp ✲ ♥❡✇ t❛s❦ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣
❖✉t♣✉t✿ γ′

1, . . . , γ
′
p ✲ ✉♣❞❛t❡❞ ♠❡♠♦r② st❛t❡s

✶✿ k = p− 1
✷✿ ✇❤✐❧❡ k > 1 ❛♥❞ |γk| < C ❞♦ ④❋✐♥❞ ❧❛st t❛s❦ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ✐❢ ✐t

❡①✐sts⑥
✸✿ k = k − 1
✹✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✺✿ γ′
i = γi ❢♦r i = 1, . . . , k

✻✿ ❢♦r i = k + 1 t♦ p− 1 ❞♦
✼✿ L = (δp \ γi) ∩ γ′

i−1 ④P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥♣✉ts t♦ r❡✉s❡⑥
✽✿ l = min (|L| , C − |γi|)
✾✿ γ′

i = γi ∪ {❋✐rst l ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ L ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r}
✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✶✿ γ′
p = δp

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s
s1, . . . , sn t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ n − 1 t✐♠❡s✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛❞❞✐♥❣ t❛s❦ si✱ i =
2 . . . n✱ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s O (n2 ·m)✳ ❚❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✮
❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠❡♠♦r② st❛t❡s✳

❋r♦♠ ❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲
❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t str✉❝t✉r❡ ❢♦r r❡♣✲
r❡s❡♥t✐♥❣ s❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡t
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦st O (m)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✸ t❤❡ s❡ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s m✲❜✐t
❜✐t ❛rr❛②s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ O (1)✳ ■♥ ♦t❤❡r
❝❛s❡s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✐♥❛r② tr❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ O (m) t❤❡ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O (log2 m)✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠❡♠✲
♦r② st❛t❡s ✐s ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞✳ ❋♦r ✜rst t❛s❦ s1 ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉ts γ (s1) ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❋♦r ♥❡①t t❛s❦s si✱ i ≥ 2✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ si
st❛rts✱ ✐♥♣✉ts γ (si) \ γ (si−1) ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢
✐♥♣✉ts γ (si−1) \ γ (si)✳

✸▲❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✇♦r❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ P❈s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✻✹ ❜✐ts✳



✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❆❙❑ ❖❘❉❊❘■◆● ❆◆❉ ▼❊▼❖❘❨ ▼❆◆❆●❊▼❊◆❚

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■♥♣✉t✿ s1, . . . , sn ✲ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣
❖✉t♣✉t✿ γ (s1) , . . . , γ (sn) ✲ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡s
✶✿ γ (s1) = δ (s1)
✷✿ ❢♦r k = 2 t♦ n ❞♦

✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡s γ (s1) , . . . , γ (sk) ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶
✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✹✳✺ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s NP✲❤❛r❞
❧❡❣✐t✐♠❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❬✷✵✱ ✻✾❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✮ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐t✳ ❖♥❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐❣❤t ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❬✸❪✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥
❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s✳ ❆t ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐t ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s
s❡q✉❡♥❝❡ ❛ ♥❡✇ t❛s❦ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦t ②❡t ♦r❞❡r❡❞ ♦♥❡s✳ ❆ ❧❡❛❢ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞✳ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② (I, π) ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s ♦r t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡
I ⊆ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❛s❦s ❛♥❞ π : {1, . . . , |I|} → {1, . . . , |I|} ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❛s❦s ♦❢ I✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ I = S t❤❡ t❛s❦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ✲ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

❆ tr✐♣❧❡t ω = (I, π, γ)✱ ✇❤❡r❡ (I, π) ✐s ❛ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ γ : I → 2E ❛r❡
♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞
✇❤❡♥ ♥♦t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t Ω ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡
s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ (I ′, π′) ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ (I, π) ✐❢ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿ I ′ = I ∪K ❢♦r K ⊆ S \ I ❛♥❞ π′ (i) = π (i) ❢♦r ❛♥②
si ∈ I✳ ❘❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s♦❧✉t✐♦♥ (I ′, π′, γ′) ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (I, π, γ)
✇❤❡♥ (I ′, π′) ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ (I, π)✳

▲❡t f : Ω → N
+ ❜❡ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ω ∈ Ω ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥t❡❣❡r f (ω)✱ ✇❤❡r❡ f (ω) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ω✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲
❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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✹✳✺✳✶ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ r✉❧❡

❆ ♣❛rt✐❛❧ ♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ (I, πI) ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ♥♦❞❡ ♦r ❛ ❧❡❛❢ ♦❢ t❤❡
s❡❛r❝❤ tr❡❡✱ ❤❡r❡ I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧r❡❛❞② ♦r❞❡r❡❞ t❛s❦s ❛♥❞ πI ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❛s❦s I✳ ❚❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✐s (∅, π∅) ❛♥❞ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥
❡♠♣t② t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❆t ❛ ♥♦❞❡ (I, πI) ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ s ∈ S \ I
t❤❡ ♥♦❞❡s

(
I ∪ {s} , πI∪{s}

)
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ (I, π) ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❜r❛♥❝❤✐♥❣

❢r♦♠ ♥♦❞❡ (I, πI) ❝r❡❛t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ |S \ I| ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳

✹✳✺✳✷ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s

❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ g : Ω → N
+ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r g (ω) t♦ ❛

s♦❧✉t✐♦♥ ω ∈ Ω✳ ▲❡t ω′ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ω✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ω′ ♠✉st ✈❡r✐❢② g (ω) ≤ f (ω′)✱
t❤✉s ✇❡ s❛② t❤❛t g (ω) ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ω✳

❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t
r❡❧❛t❡s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ω ❛♥❞ ω′✱ ✇❤❡r❡ ω′ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ω✳ ❚♦ ❞❡❝r❡❛s❡
t❤❡ ✇♦r❞✐♥❡ss ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ✐✳❡✳ ❢♦r
❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ (I, π)✱ π (i) = i ❢♦r ❛♥② si ∈ I✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿ γ (si) = γi ❛♥❞ δ (si) = δi✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ▲❡t ω = (I, π, γ) ❛♥❞ ω′ = (I ′, π′, γ′) ❜❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤
t❤❛t ω′ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ω✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

f (ω′) = f (ω) +

|I′|
∑

i=|I|+1

∣
∣γ′

i \ γ
′
i−1

∣
∣

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t |I| = p ❛♥❞ |I ′| = n✳
❯s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✮ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s f (ω) ❛♥❞ f (ω′) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

f (ω) = |γ1|+

p
∑

i=2

|γi \ γi−1|

f (ω′) = |γ′
1|+

p
∑

i=2

∣
∣γ′

i \ γ
′
i−1

∣
∣+

n∑

i=p+1

∣
∣γ′

i \ γ
′
i−1

∣
∣

■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞❛t❛ t♦ r❡✉s❡✿ γ′
1 = γ1 = δ1✳ ■❢ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

∣
∣γ′

k \ γ
′
k−1

∣
∣ = |γk \ γk−1| ❢♦r ❛♥② k ∈ 2, . . . , p✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞✳
❚❤❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ γ′

k ✐s ❛ s✉♣❡rs❡t ♦❢ γk ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮ ❢♦r ❛♥② k ∈
2, . . . , p ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡ss ǫk = γ′

k \ γk ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ γ′
k−1 ✭✐✳❡✳ γ′

k = γk ∪ ǫk
❛♥❞ ǫk ⊆ γ′

k−1✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡①❝❡ss ǫk−1 ♦❢ ♠❡♠♦r② st❛t❡ γ′
k−1 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②
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✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡ t❛s❦s sp+1, . . . , sn✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❛❝t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡✿

γ′
k \ γ

′
k−1 = γk \ γ

′
k−1 ∪ ǫk \ γ

′
k−1

︸ ︷︷ ︸

∅

= γk \ ǫk−1
︸ ︷︷ ︸

γk

\γk−1

❋r♦♠ t❤❡ ❧❛st r❡❧❛t✐♦♥
∣
∣γ′

k \ γ
′
k−1

∣
∣ = |γk \ γk−1| ❢♦r ❛♥② k ∈ 2, . . . , p✱ t❤✉s t❤❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

▲❡t ω = (I, π, γ) ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ (I, π) ♦❢ t❤❡
s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ❚✇♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s st❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ■❢ a1, . . . , an ❛r❡ s❡ts✱ t❤❡♥ (
⋃n

i=2 ai) \ a1 ⊆
⋃n

i=2 (ai \ ai−1)✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡❧❛①❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦t ②❡t ♦r❞❡r❡❞ t❛s❦s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ▲❡t ω = (I, π, γ) ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ω′ = (I ′, π′, γ′)
✐s ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ω✱ ✇❤❡r❡ I ′ = I ∪ {sd} ❛♥❞ sd ✐s ❛ ❞✉♠♠② t❛s❦
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ♥♦t ②❡t ♦r❞❡r❡❞ t❛s❦s✱ ✐✳❡✳ δ (sd) =

⋃

s∈S\I δ (s)✳ ❚❤❡♥

g1 (ω) = f (ω′) ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ω✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ω̄ = (S, π̄, γ̄) ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ω✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t |I| = p ❛♥❞ |S| = n✳ ❯s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

f (ω̄) = f (ω) +
n∑

i=p+1

|γ̄i \ γ̄i−1| ✭✹✳✷✮

▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② s❡t
♣r♦♣❡rt② |a|+ |b| ≥ |a ∪ b| ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

n∑

i=p+1

|γ̄i \ γ̄i−1| ≥

∣
∣
∣
∣
∣

n⋃

i=p+1

(γ̄i \ γ̄i−1)

∣
∣
∣
∣
∣
≥

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

γ̄i

)

\ γ̄p

∣
∣
∣
∣
∣

■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t
⋃n

i=p+1 γ̄i =
⋃n

i=p+1 δi ❜❡❝❛✉s❡ γ̄i ⊆
⋃n

j=i δj ❢♦r ❛♥② i = p +
1, . . . , n✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❛st r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

γ̄i

)

\ γ̄p

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

\ γ̄p

∣
∣
∣
∣
∣

■❢ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✸✮✮✿

f (ω̄) ≥ f (ω) +

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

\ γ̄p

∣
∣
∣
∣
∣

✭✹✳✸✮
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❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡ γ̄p ♠✉st ❜❡
❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ γ̄p ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② γ′

p ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡ ✐♥ ❛ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ω′ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ω
❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞✉♠♠② t❛s❦ sd✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✉♠♠② t❛s❦ ❛r❡ δ (sd) =⋃n

i=p+1 δi✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✐s ♣r♦✈❡♥✮✿

g1 (ω) = f (ω) +
∣
∣δ (sd) \ γ

′
p

∣
∣ = f (ω′)

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❡❛♣❡r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❜✉t
✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✭▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✷✮✳ ▲❡t ω = (I, π, γ) ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ g2 (ω)
✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ω✿

g2 (ω) = f (ω) +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

⋃

s∈S\I

δ (s) \ δ
(
s|I|
)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− B

✇❤❡r❡

B = min




C −

∣
∣δ
(
s|I|
)∣
∣ ,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣






⋃

s∈S\I

δ (s) ∩
⋃

s′∈I\{s|I|}

δ (s′)




 \ δ

(
s|I|
)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣






Pr♦♦❢✳ ▲❡t ω̄ = (S, π̄, γ̄) ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ω ❛♥❞ ✇❡
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t |I| = p ❛♥❞ |S| = n✳ ❘❡s✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❢r♦♠
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

f (ω̄) ≥ f (ω) +

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

\ γ̄p

∣
∣
∣
∣
∣

❋♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡ γ̄p ✇❡ ❤❛✈❡ γ̄p = δp∪ǫp ✇❤❡r❡ ǫp r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❞❛t❛ t♦ r❡✉s❡ ❛♥❞ δp ∩ ǫp = ∅ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡t
♣r♦♣❡rt② |a \ (b ∪ c)| = |a \ b| − |a ∩ c| ❢♦r b ∩ c = ∅ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

\ γ̄p

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

\ δp

∣
∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

∩ ǫp

∣
∣
∣
∣
∣
≥

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

\ δp

∣
∣
∣
∣
∣
− |ǫp|

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ǫp ✇❡ ❤❛✈❡✿



✽✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❆❙❑ ❖❘❉❊❘■◆● ❆◆❉ ▼❊▼❖❘❨ ▼❆◆❆●❊▼❊◆❚

✶✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ t♦ r❡✉s❡ t❤❛t ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❛s❦ sp ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ C✿

|ǫp| ≤ C − |δp|

✷✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ǫp ✇❡ ❤❛✈❡ ǫp ⊆
(
⋃p−1

i=1 δi ∩
⋃n

i=p+1 δi

)

\ δp✱ t❤✉s✿

|ǫp| ≤

∣
∣
∣
∣
∣

(
p−1
⋃

i=1

δi ∩
n⋃

i=p+1

δi

)

\ δp

∣
∣
∣
∣
∣

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ g2 (ω)✿

f (ω̄) ≥ f (ω) +

∣
∣
∣
∣
∣

(
n⋃

i=p+1

δi

)

\ δp

∣
∣
∣
∣
∣
− B = g2 (ω)

B = min

(

C − |δp| ,

∣
∣
∣
∣
∣

(
p−1
⋃

i=1

δi ∩
n⋃

i=p+1

δi

)

\ δp

∣
∣
∣
∣
∣

)

✹✳✺✳✸ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

❆ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✱ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ st❛rts✱ s♦ ❛s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s S ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ p ❞✐st✐♥❝t✐✈❡
s❡ts ♦❢ t❛s❦s S1, . . . , Sp t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉ts✱ t❤✉s ✈❡r✐❢②✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✿
Si ∩ Sj = ∅ ❛♥❞

⋃

s∈Si
δ (s) ∩

⋃

s′∈Sj
δ (s′) = ∅ ❢♦r ❛♥② i 6= j✳ ❚❤❡♥ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡

s♦❧✉t✐♦♥ ω = (S, π, γ) ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♦❧✉t✐♦♥ ω′ = (S, π′, γ′) t❤❛t ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠
p ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❛s❦s (Sk, πk)✱ k = 1 . . . p✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② (S, π′) =
[(S1, π1) , (S2, π2) , . . . , (Sp, πp)]✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❜❡✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥t✱ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥✱ ♦♥❧② ❛♥ ✐❞❡❛
♦❢ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s❡ts S1, . . . , Sp ❝❛♥ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s S ✐♥t♦ p ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ s❡ts S1, . . . , Sp✱ ❛
❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ✉s❡❞ ❬✼✶❪✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ GID = (V,A, t)✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆♥ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✐s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ GID = (V,A, t)✱
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s V r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛s❦s ✭✐✳❡✳ V = S✮✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s



✹✳✻✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈❙ ✽✾

A r❡♣r❡s❡♥ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦♥ ✐♥♣✉ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛s❦s ❛♥❞ t : A → N
∗ ✐s ❛

✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡ (si, sj) ∈ A ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✱
t (si, sj) = |δ (si) ∩ δ (sj)|✳ ❋♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ t❛s❦s si, sj ∈ V ✱ ❡❞❣❡ (si, sj) ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ GID ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ δ (si) ∩ δ (sj) 6= ∅✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡ts S1, . . . , Sp ❛r❡ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉ts ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❛♣♣❧② t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡ts✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ |S|! t♦

∑p
i=1 |Si|!✳ ❆❢t❡r

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥t♦ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ t❛s❦ s❡ts
S1, . . . , Sp✱ p ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ω1, . . . , ωp ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ω̄ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡s❡ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥
ω̄ ✐s f (ω̄) =

∑p
i=1 f (ωi)✳

✹✳✺✳✹ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s

❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉s❡❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ s❡❛r❝❤
tr❡❡ ♥♦❞❡ ω = (I, π)✱ ❧❡t K ❜❡ ❛ s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t❛s❦s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
♦❢ ❛❧r❡❛❞② ♦r❞❡r❡❞ t❛s❦s I ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤✿

K = {sk ∈ S \ I : (si, sk) ∈ A, si ∈ I} .

❚❤❡ ♥❡①t ♥♦❞❡ t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
♣r♦✜t ✐s ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢
❢❡❛s✐❜❧❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ❧❛st t✇♦
t❛s❦s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧
t❤❡ s❡t K ✐s ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♦✉t♣✉ts t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤
❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞✳

✶✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡ (I, π) ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦st t
(
sπ(|I|−1), sπ(|I|)

)
✱

s✉❝❤ t❤❛t
(
sπ(|I|−1), sπ(|I|)

)
∈ A✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ GID =

(V,A, t)✳

✷✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡ (I, π) ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❣❡ ❝♦st t
(
s, sπ(|I|)

)
✱

s✉❝❤ t❤❛t sπ(|I|) ∈ K ❛♥❞ s ∈ I✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ GID =
(V,A, t)✳

✸✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡ ω = (I, π) ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ❝♦st
g (ω)✳

✹✳✻ ❍❡✉r✐st✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❖✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝
♠❡t❤♦❞ ✐s✱ ✜rst❧②✱ t❤❡ NP✲❤❛r❞♥❡ss ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❞
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳
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✹✳✻✳✶ ❚✇♦✲st❛❣❡ ❚❙P ❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭✷❙❚❙P✮

✹✳✻✳✶✳✶ ❖♥❡✲st❡♣ ❤✐st♦r② ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛ r❡✉s❡

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ (S,E, δ)✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❛s❦s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
r❡✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥♣✉ts ❧♦❛❞❡❞ ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❛s❦✱ t❤✉s t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡
✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❡✲st❡♣ ❤✐st♦r②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
❜❡❝♦♠❡s✿

f ′ (S, π, γ) =
∣
∣δ
(
sπ(1)

)∣
∣+

|S|
∑

i=2

∣
∣δ
(
sπ(i)

)
\δ
(
sπ(i−1)

)∣
∣

❚❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ r❡s❡♠❜❧❡s
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❙❉❙❚✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (S,E, δ) ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐❣r❛♣❤ G = (V,A, c)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s V = S∪{sd} ❝♦♥t❛✐♥s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ♣❧✉s ❛ ❞✉♠♠②
t❛s❦ sd✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ✐♥♣✉t δ (sd) = ∅✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s A ❞❡✜♥❡ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c : A → N ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ (s, s′) t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❛s❦ s′ ❛❢t❡r t❛s❦ s✱ t❤✉s
c (s, s′) = |δ (s′) \ δ (s)|✳

❚❤❡♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ tr❛✈❡❧✲
✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ✭❚❙P✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ G ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❡✲st❡♣ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛
r❡✉s❡✳ ▲❡t H ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r❝✉✐t ✐♥ ❣r❛♣❤ G✱ t❤❡♥ r❡❧❛t✐♦♥
∑

(i,j)∈H c (i, j) ≤
∑

(i,j)∈H′ c (i, j) ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❝✐r❝✉✐t H ′✳ ■❢ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ c ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♥❡✲st❡♣ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t δ (sd) = ∅✳

❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❚❙P ✐s ❛♥ NP ✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡
♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✉s✐♥❣ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
s❡❡ ❬✷✷❪✳

✹✳✻✳✶✳✷ ❆ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❤❡✉r✐st✐❝

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❚❙P ❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝
✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❤✐st♦r② ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛ r❡✉s❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡
❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸✳

❚❤❡ ✜rst s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛♥ ♦♥❡✲st❡♣ ❤✐st♦r② ✐s ♣❡r✲
♠✐tt❡❞✳ ■t ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❚❙P
♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥s❡rt✐♦♥ ✭❘❆■✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠



✹✳✼✳ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✾✶

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇r❡st ❛♥❞ ❩❡r♦✈♥✐❦ ❬✶✸❪ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✜♥❞s ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r
❛s②♠♠❡tr✐❝ ❚❙P ✐♥st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ❚❙P▲■❇ ❧✐❜r❛r② ❬✾✵❪✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛s❦
♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸ ❚✇♦✲st❛❣❡ ❚❙P ❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝✳
■♥♣✉t✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (S,E, δ)✳

✶✿ ❇✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐❣r❛♣❤ G = (S ∪ {sd} , A, c) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✻✳✶✳✶✳

✷✿ ❋✐♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r❝✉✐t st❛rt✐♥❣ ✐♥ sd ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❙P ❤❡✉r✐st✐❝
❘❆■✳

✸✿ ❋✐♥❞ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ σ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r✲
❝✉✐t✳

✹✿ ❘❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞✉♠♠② t❛s❦ sd ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ✳
✺✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷

♦♥ t❛s❦ s❡q✉❡♥❝❡ σ✳

✹✳✻✳✷ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥s❡rt✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭❘❈■✮

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦s❡♥❦r❛♥t③ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❚❙P ✐♥s♣✐r❡❞ ✉s
t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥s❡rt✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥s❡rt✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ■t ✐s ❛ ♣✉r❡ ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝
✇✐t❤ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (S,E, δ) ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ st❛rts ❢r♦♠ ❛♥ ❡♠♣t②
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ✐t ❛❞❞s ❛ ♥♦t ②❡t ♦r❞❡r❡❞ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡
♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥s ❛r❡
r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ t❛s❦ t♦ ❛❞❞ ✐s ❝❤♦s❡♥
r❛♥❞♦♠❧②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r ✐s st♦r❡❞ ❛s r❡s✉❧t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡♣❡❛t ✐t n2 t✐♠❡s✳ ◆♦
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤✐s r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦✉♥t ❣✐✈❡s ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✹✳✹✳

✹✳✼ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts

✹✳✼✳✶ ❊♠♣❧♦②❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥
r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s
✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥s❡rt✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✳
■♥♣✉t✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (S,E, δ)✳
❖✉t♣✉t✿ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ (Imin, πmin) ♦❢ ❝♦st Cmin

✶✿ (Imin, πmin) = (∅, ∅ → ∅)
✷✿ Cmin = ∞
✸✿ ❢♦r iter = 0 t♦ n2 ❞♦

✹✿ (I, π) = (∅, ∅ → ∅)
✺✿ ✇❤✐❧❡ I 6= S ❞♦

✻✿ ❈❤♦♦s❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛ t❛s❦ t ∈ S \ I
✼✿ ■♥s❡rt t ✐♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π ♦♥ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ♣♦s✐t✐♦♥
✽✿ I = I ∪ {t}
✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✵✿ ✐❢ f (I, π) < Cmin t❤❡♥

✶✶✿ (Imin, πmin) = (I, π)
✶✷✿ Cmin = f (I, π)
✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ s❡q✉❡❧
❤♦✇ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞✳

❆ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s n ∈ {10, 20, 30}✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥♣✉ts m ∈
{1/2, 1, 3/2, 2}·n✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ♣❡r t❛s❦ ✭■♣❚✮ µ ∈ {1/2, 1/4, 1/8}·m✱
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ∈ {1/2, 1/4, 1/8} · µ ♦❢ ■♣❚ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ■♣❚✳ ❚❤r❡❡ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ■♣❚ ✈❛❧✉❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿
U (µ− σ, µ+ σ)✱ N (µ, σ2) ❛♥❞ Exponential (µ−1)✳ ❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

• ❛ ♥✉♠❜❡r x ♦❢ ✐♥♣✉ts ♣❡r t❛s❦ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ ❛♥❞ σ✱ ❛♥❞ x ✐s r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡
♥❡❛r❡st ✐♥t❡❣❡r ✭❡✈❡♥t✉❛❧❧② x ✐s ✢♦♦r❡❞ ♦r ❝❡✐❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② 1 ≤ x ≤
m✮✱

• ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts δ (s) ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
✐♥♣✉ts e1, . . . , em s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ δ (s) ✐s x✳

❋♦r ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐③❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
s✐③❡ ❛s Cmin = mini |δ (si)|✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
s✐③❡ C ♠✉st ❜❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ Cmin✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡ s✐① ✈❛❧✉❡s ❢♦r C✱
C = r · Cmin ✇❤❡r❡ r ∈ {1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5}✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r❡❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✐♥ t♦t❛❧ ✺✽✸✷ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞✳



✹✳✼✳ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✾✸

❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❜♦✉t ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥str❛✐♥s ✉s t♦ ❧✐♠✐t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆ ❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
❢♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts
♦❢ ❞❛t❛✱ ❡✳❣✳ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ 640× 480 ♣✐①❡❧s✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ NP✲❤❛r❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡①❛❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ♦❢
❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
r❡s✉❧ts t♦ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s s♦ ❛s t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❞♦ s♦ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡✿ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✹✺❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ✉s❡s s❡✈❡r❛❧ ♣✐①❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ♣✐①❡❧ ❢♦r
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦♥❡✳ ❲❡ s❡❛r❝❤ t♦ ♦r❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts
✇❡ tr② t♦ ✜♥❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡♠ t♦ ❤✐❣❤❡r
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✳

■♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡
I ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ K✱

∑

i

∑

j I [p− i, q − j] · K [i, j]✳ ■t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱
❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡ ❛ 3 × 3 sq✉❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛
t❛s❦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❢♦r ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧✱ s♦ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✉s❡s 9
✐♥♣✉ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳

✹✳✼✳✷ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲
❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ t❡st❡❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❡s✳

✹✳✼✳✷✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ✐♥st❛♥❝❡s

❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛s ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❡♥✲
t✐r❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ■♥ r❡❛❧✐t② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r ❜❡❝❛✉s❡
✐♥ tr❡❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ♠✉❝❤ t✐♠❡ ✐s s♣❡♥t ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♣r♦♦❢✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❋r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♦❢ ✺✽✸✷ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✸✽✺✹ ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✻✼✪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ C ❜②



✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❆❙❑ ❖❘❉❊❘■◆● ❆◆❉ ▼❊▼❖❘❨ ▼❆◆❆●❊▼❊◆❚

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
✺✻✪ ✻✵✪ ✻✹✪ ✻✽✪ ✼✷✪ ✼✻✪

✭❛✮ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ r❛t✐♦ r✳

10 20 30
✶✵✵✪ ✻✸✪ ✸✺✪

✭❜✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s n✳

1/2n n 3/2n 2n
✼✺✪ ✻✻✪ ✻✹✪ ✺✾✪

✭❝✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts m✳

1/2m 1/4m 1/8m
✼✵✪ ✺✾✪ ✼✵✪

✭❞✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■♣❚ µ✳

1/2µ 1/4µ 1/8µ
✼✶✪ ✻✺✪ ✻✸✪

✭❡✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ■♣❚ σ✳

❯♥✐❢♦r♠ ◆♦r♠❛❧ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✺✵✪ ✻✶✪ ✽✼✪

✭❢✮ ■♣❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥ts✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✺✵✪ ✭r = 1.5✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✺✻✪ t♦ ✼✻✪✳ ❆❧❧ t❤❡
✐♥st❛♥❝❡s ❜✉✐❧t ♦❢ ✶✵ t❛s❦s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✷✵ ❛♥❞ ✸✵ t❛s❦s t♦ ✻✸✪ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✸✺✪✳ ■♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r
✐♥♣✉t s❡ts ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts m✮ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡
❛s ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s
♠♦r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉ts ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝t ✐s t❤❛t ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ♣❡r t❛s❦✱ ✽✼✪ ♦❢
✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❲❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② s✐③❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ♣❡r t❛s❦✱ t❤✉s t❤❡
❞❛t❛ r❡✉s❡ ✐s ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞✳

✹✳✼✳✷✳✷ ■♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❆s ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ t❛❦❡ ❛ 7× 7 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ✷✺ ✭♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛r❡ ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ✹✾✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♥✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡s✱ C ∈ 9, . . . , 17✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✭♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r
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▼❡♠♦r② s✐③❡✱ C ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻ ✶✼

❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✽✶ ✼✸ ✻✺ ✻✶ ✺✼ ✺✻ ✺✺ ✺✸ ✹✾
❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ t♦t❛❧ ✸✵✵✵ ✼✹✺ ✼✵ ✸✻ ✾ ✹✻ ✷✶✸ ✶✶✷ ❁✶

s❡❝♦♥❞s ❜❡st s♦❧✳ ✷✵✾ ✸✸ ✷ ✷ ✶ ✸ ❁✶ ✶✷ ❁✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r 7×7 ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡✳
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✾ t♦ ✶✼✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡
t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭✏❜❡st s♦❧✳✑ r♦✇✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ r✉♥ t✐♠❡ ✭✏t♦t❛❧✑
r♦✇✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❛s❦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ❢♦r C = 9✳

♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✮ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ✐s C = 9 ✭t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ♣❡r t❛s❦✮✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ t✐♠❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❛♥ ❤♦✉r✳ ❆s
♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❛♣✐❞❧②
❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s♣❡♥t ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♣r♦♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱
❡✳❣✳ ❢♦r C = 9 t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✸ ♠✐♥✉t❡s ❛♥❞ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✹✺ ♠✐♥✉t❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❡♠♦r② s✐③❡✱ C = 17✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❧♦❛❞ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ t✐♠❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❢♦✉♥❞
❜② t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡
♠❡♠♦r② s✐③❡ C = 9✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❢♦r t❤✐s
✐♥st❛♥❝❡ ✐s ✽✶✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡
❡✐t❤❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦r❞❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧❛st r✉❧❡✱ t❤❡♥ t❤✐s ♦r❞❡r ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
♦♥❡✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❢♦r
❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s r✉❧❡✱ ❡✳❣✳ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r❞❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❜✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧✱ ✸ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ♠✉st
❜❡ ❧♦❛❞❡❞✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✾ ♣✐①❡❧s ♠✉st ❜❡ ❧♦❛❞❡❞✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✐s 3 · (M − 2) · (N − 2) + 6 ❢♦r ❛
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■♠❛❣❡ s✐③❡ 6× 6 7× 7 8× 8 6× 8 7× 8 8× 6 8× 7
▼❡♠♦r② s✐③❡ ✶✺ ✶✼ ✶✾ ✶✺ ✶✼ ✶✺ ✶✼

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ◆♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ❱❡rt✐❝❛❧ ❍♦r✐③♦♥t❛❧

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❧♦❛❞ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ♦♥❧② ♦♥❝❡✳

N ×M ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳
❈✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞♠✐ts ❜✐❣❣❡r ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡s t❤❛♥ ✇❡

❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❧♦❛❞
♦♥❧② ♦♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 5× 5 t♦ 8× 8 ♣✐①❡❧s✱ ✇❡r❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡
❡q✉❛❧s t♦ 2 ·min (N,M)+3 ❢♦r ❛ N×M ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❡q✉❛❧s t♦ N · M ✳ ❊✳❣✳ ❢♦r ❛ 640 × 480 ✐♠❛❣❡✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② s✐③❡ ❝❛♥ st♦r❡ ✾✻✸ ✭2 · 480 + 3✮ ♣✐①❡❧s t❤❡♥ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✇✐❧❧
❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ✸✵✼✷✵✵ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s❀ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❛ ✾
♣✐①❡❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✸ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✭✾✶✹✽✾✽✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡rs
♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❤❡r❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡✹ ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✱ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥✳

✹✳✼✳✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

✹✳✼✳✸✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ✐♥st❛♥❝❡s

❚❤❡ t✇♦✲st❡♣ ❚❙P ❜❛s❡❞ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥s❡rt✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❡r❡ ❡①❡✲
❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✸✽✺✹ r❛♥❞♦♠ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❜② t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲
❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜②
t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
✷❙❚❙P ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ✷✺✹✸ ✭✻✻✪✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ✸✶✽✺ ✭✽✸✪✮✳ ❚❤✉s
t❤❡ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ✜♥❞s ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ✷❙❚❙P✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ✐♥st❛♥❝❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✹✳✹✳ ❍❡r❡ t♦♦✱ t❤❡ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❡✉r✐s✲
t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ r❛t✐♦s (S−S∗)/S∗

✇❤❡r❡ S r❡♣r❡s❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ S∗ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
✷❙❚❙P ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✺✳✶✹✪ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❧st t❤❡
❘❈■ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❧❡ss t❤❛♥ ✷✪ ✭✶✳✽✺✪✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ■♥ t❡r♠s

✹■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷❜ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r❞❡r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞



✹✳✼✳ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✾✼

❍❡✉r✐st✐❝❭r 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
✷❙❚❙P ✻✺✪ ✻✷✪ ✻✶✪ ✻✸✪ ✻✽✪ ✼✺✪
❘❈■ ✾✺✪ ✽✶✪ ✼✻✪ ✼✽✪ ✽✶✪ ✽✼✪

✭❛✮ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ r❛t✐♦ r✳

❍❡✉r✐st✐❝❭n 10 20 30
✷❙❚❙P ✻✾✪ ✺✶✪ ✽✻✪
❘❈■ ✽✽✪ ✻✼✪ ✾✹✪

✭❜✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s n✳

❍❡✉r✐st✐❝❭m 1/2n n 3/2n 2n
✷❙❚❙P ✽✵✪ ✻✷✪ ✺✾✪ ✻✵✪
❘❈■ ✾✵✪ ✽✸✪ ✼✼✪ ✽✵✪

✭❝✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts m✳

❍❡✉r✐st✐❝❭µ 1/2m 1/4m 1/8m
✷❙❚❙P ✼✻✪ ✻✵✪ ✻✵✪
❘❈■ ✽✾✪ ✽✷✪ ✼✼✪

✭❞✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■♣❚ µ✳

❍❡✉r✐st✐❝❭σ 1/2µ 1/4µ 1/8µ
✷❙❚❙P ✼✸✪ ✻✻✪ ✺✽✪
❘❈■ ✽✼✪ ✽✸✪ ✼✽✪

✭❡✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ■♣❚ σ✳

❍❡✉r✐st✐❝❭❉✐st✳ ❯♥✐❢♦r♠ ◆♦r♠❛❧ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✷❙❚❙P ✹✺✪ ✺✽✪ ✽✹✪
❘❈■ ✻✽✪ ✼✻✪ ✾✺✪

✭❢✮ ■♣❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ✷❙❚❙P ❛♥❞ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥ts✮
❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳



✾✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❆❙❑ ❖❘❉❊❘■◆● ❆◆❉ ▼❊▼❖❘❨ ▼❆◆❆●❊▼❊◆❚

▼❡♠♦r② s✐③❡✱ C ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻ ✶✼ ✶✽ ✶✾ ✷✵ ✷✶

❇✫❇ ✽✶ ✼✸ ✻✺ ✻✶ ✺✼ ✺✻ ✺✺ ✺✸ ✹✾ ✹✾ ✹✾ ✹✾ ✹✾
✷❙❚❙P ✽✶ ✼✼ ✼✸ ✻✾ ✻✺ ✻✶ ✺✼ ✺✸ ✹✾ ✹✾ ✹✾ ✹✾ ✹✾
❘❈■ ✽✶ ✼✸ ✻✺ ✻✶ ✺✽ ✺✼ ✺✺ ✺✹ ✺✸ ✺✷ ✺✷ ✺✵ ✹✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✭❇✫❇✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥s✿ t✇♦✲st❛❣❡ ❚❙P ❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭✷❙❚❙P✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥✲
s❡rt✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭❘❈■✮✳

♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ t❤❡ ❘❈■ ✐s ❛❧s♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✷❙❚❙P✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝
❛♣❛rt ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝r♦ss ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
✷❙❚❙P ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r✱ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ str✐❝t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ❘❈■ ❛r❡
❝♦✉♥t❡❞✳ ❙♦❧❡❧② ✐♥ ♦♥❡ ❝❛s❡ t❤❡ ✷❙❚❙P ❢♦✉♥❞ ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ❘❈■✱ ❢♦r ✷✻✻✹
✭✻✾✪✮ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞✱ t❤❡ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦✉♥❞
❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✶✶✽✾ ✭✸✶✪✮ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛s ✐t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✷❙❚❙P ❤❡✉r✐st✐❝✳

✹✳✼✳✸✳✷ ■♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡
✷❙❚❙P ❛♥❞ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❛s ✐♥ ❜r❛♥❝❤✲
❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐t ✇❛s ❛ 7 × 7 ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
✇✐t❤ ✷✺ t❛s❦s ❛♥❞ ✹✾ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 9 t♦ 21✳ ❆s ✇❡
❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡♠♦r② s✐③❡✱ C = 9✱ t❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❡✲st❡♣ ❤✐st♦r②✳ ❆s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② s✐③❡ ❣r♦✇s ✇♦rs❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ✷❙❚❙P ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤✐s tr❡♥❞
❧❛sts ✉♥t✐❧ C = 17✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡
❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ❤❛s ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
s✐③❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❣✐✈❡s ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✷❙❚❙P ❢♦r C = 17 ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r
C = 21✳

✹✳✼✳✸✳✸ ❚✇♦✲st❛❣❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❙♦♠❡ ♦t❤❡rs ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢
✐♥s✐❣❤ts✳
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✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❡①❛♠✲
✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ str❛t❡❣② s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝✲
❝❡ss❡s ❢♦r ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠♦r②
✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ s✐③❡✱ t❤✉s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡❣② ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❇❡s✐❞❡s
✐ts ❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❝❤❛✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧
❤❡❧♣ t♦ ✜① ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❛r❣❡t✳

■♥✐t✐❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣✱ s♦ ❛s t♦ st✉❞② t❤❡
✐ss✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐ts r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s
♦♥ ❇❡❧❛❞②✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ✈✐rt✉❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐ts ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✭❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡t❝✳✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣
r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭✷❙❙❚❙✮
✐s ❛ t✇♦✲st❡♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r❝✉✐t s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s
❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥s❡rt✐♦♥ ✭❘❈■✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐rst❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦✉♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ t❤✐r❞s ✭✻✼✪✮ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ t❡st❡❞
♦♥ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❘❈■ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ✽✸✪ ♦❢ t❤❡
✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✷❙❚❙P ♦♥❧② ✐♥ ✻✻✪✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ s❡✈❡r❛❧ t❡sts ✇❡r❡ ❞♦♥❡
✇✐t❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲
❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ r❡❛❧✱ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s
✉♥✐♠❛❣✐♥❛❜❧② ❤✉❣❡ ❢♦r ❛♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠❡❞ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❲✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❡② ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s✲
s✉❡s ❢♦r ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡s❡
✇❡r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡♠
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❢❡t❝❤ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ st✉❞✐❡s ❞❛t❛ r❡✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ❢♦r ❛ ❞❛t❛✢♦✇
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐t ❛s ❛ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠
✉♥❞❡r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✭t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡
❞❛t❛✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥❡✱ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣
❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉s❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠❛✐♥❧②
❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ✉t✐❧✐t✐❡s ✭❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ❡①❛❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✮ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
q✉❛❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞✱ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✱ ♦♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❡①✐st ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆t ♦♥❡ ❡①tr❡♠❡✱ ♦♥❡ ♠❛② r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❞❡✈❡❧♦♣ ❡①❛❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s♦ ❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■t ✐s ❢✉r✲
t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✭❡✳❣✳ ✈✐❛ t❤❡
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r ❙❉P✮ t♦ ♣✉s❤ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢
❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❊✈❡♥ ❜❡tt❡r✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❡❛♣ t❤♦✉❣❤
t✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐ts❡❧❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣❛♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ❡✈❡r
t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚♦ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧
✭❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✮ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣❛♣ ❜♦✉♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥✺✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❡
❜❡st ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦✈✲
✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣❛♣s ❢♦r ❛♥② s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r

✺❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ♦❝❝✉r ♠❛✐♥❧② ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✏♣✉r❡✑ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✵✶
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t❤❡ ❞❛t❛ r❡✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥
❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡
✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❤♦♣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❤❡❛♣ t✐❣❤t ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥❛t✲
✉r❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡s✐s ✇♦r❦s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r❡❢❡t❝❤ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣✳ ❆ ✜rst ❛tt❡♠♣t
❬✷✹❪ ✇❛s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳ ❥♦❜ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s✮ ♦❢ ❞❛t❛✢♦✇
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❆♥♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡t❝❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r r❡❝✉rs✐✈❡ ✭❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ♦❢✮
❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✻✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
t❤❛t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✢♦✇ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧♦s❡❧② ♠♦❞❡❧✐③❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♠❛ss✐✈❡❧② ✭❃✷✵✵ ❝♦r❡s✮ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❆s s✉❝❤✱
♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✉str②✲❣r❛❞❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ♣r❡s❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❥♦✐♥t
❧❛❜ ✇✐t❤ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥❞✉str② ♣❛rt♥❡r✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞ ✐♥
t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ♠❡♠♦r② ❢♦♦t♣r✐♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞
♦♥ s✉❝❤ ❤✐❣❤❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤❧②✲❞②♥❛♠✐❝✱ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❍✳✷✻✹
✈✐❞❡♦ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❡❛r❧② ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❬✶✶✶✱ ✾✻❪✱
❝❧❛ss✐✜❡r✲❜❛s❡❞ ♦❜❥❡❝t tr❛❝❦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✻✶❪✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ r❛❞✐♦ ❬✽✸❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✈✐❞❡♦ ❝♦❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞s s✉❝❤ ❛s ❍❊❱❈ ✭❍✳✷✻✺✮✳

❆s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❇②
t❛❝❦❧✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❛t ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦
❜♦t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❦❡② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛ r❡❛❧✐t②✦
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❬✹✵❪ ●✳ ❋✉rs✐♥✱ ▼✳ ❖✬❇♦②❧❡✱ ❛♥❞ P✳ ❑♥✐❥♥❡♥❜✉r❣✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✐❧❛✲
t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✺t❤ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❈♦♠♣✐❧❡rs ❢♦r
P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭▲❈P❈✬✵✷✮✱ ♣❛❣❡s ✸✵✺✕✸✶✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✹✶❪ ■✳ ●❛♥✉s♦✈ ❛♥❞ ▼✳ ❇✉rts❝❤❡r✳ ❋✉t✉r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ❆ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝❤✐♣ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ P❆❈❚
✬✵✺✱ ♣❛❣❡s ✸✺✵✕✸✻✵✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✺✳

❬✹✷❪ ▼✳ ❘✳ ●❛r❡② ❛♥❞ ❉✳ ❙✳ ❏♦❤♥s♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ■♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✿ ❆ ●✉✐❞❡ t♦
t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❲✳ ❍✳ ❋r❡❡♠❛♥ ✫ ❈♦✳✱ ✶✾✼✾✳

❬✹✸❪ ❆✳ ●✐r❛✉❧t✱ ❇✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ▲❡❡✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts
❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✽✭✻✮✿✼✹✷ ✕✼✻✵✱ ✶✾✾✾✳

❬✹✹❪ ❆✳ ●❧❛❞❦②✱ ❨✳ ❙❤❛❢r❛♥s❦②✱ ❛♥❞ ❱✳ ❙tr✉s❡✈✐❝❤✳ ❋❧♦✇ s❤♦♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✉♥❞❡r ♠❛❝❤✐♥❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠❜✐✲
♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✽✭✶✮✿✶✸✕✷✽✱ ✷✵✵✹✳

❬✹✺❪ ❘✳ ●♦♥③❛❧❡③ ❛♥❞ ❘✳ ❲♦♦❞s✳ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②
▲♦♥❣♠❛♥ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ■♥❝✳✱ ✷✵✵✶✳
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❬✹✻❪ ▼✳ ●♦r❞♦♥✱ ❲✳ ❚❤✐❡s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆♠❛r❛s✐♥❣❤❡✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ t❛s❦✱
❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ str❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✶✷t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❆❙P▲❖❙✲❳■■✱ ♣❛❣❡s ✶✺✶✕✶✻✷✱ ✷✵✵✻✳

❬✹✼❪ ❊✳ ❍✳ ●♦r♥✐s❤ ❛♥❞ ❆✳ ❱❡✐❞❡♥❜❛✉♠✳ ❆♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡✴s♦❢t✇❛r❡ ❞❛t❛
♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✶✾✾✹ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✵✷✱
■❈PP ✬✾✹✱ ♣❛❣❡s ✷✽✶✕✷✽✹✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✶✾✾✹✳

❬✹✽❪ ❊✳ ❍✳ ●♦r♥✐s❤✱ ❊✳ ❉✳ ●r❛♥st♦♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱✳ ❱❡✐❞❡♥❜❛✉♠✳ ❈♦♠♣✐❧❡r✲❞✐r❡❝t❡❞
❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✹t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ■❈❙ ✬✾✵✱ ♣❛❣❡s ✸✺✹✕
✸✻✽✳ ❆❈▼✱ ✶✾✾✵✳

❬✹✾❪ ❚✳ ●♦✉❜✐❡r✱ ❘✳ ❙✐r❞❡②✱ ❛♥❞ ❱✳ ❉❛✈✐❞✳ ▲❡ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ Σ❈
✈✷✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ▲■❙❚✴❉❆❈▲❊✴✷✵✶✵✲✵✵✺✵✴❚●✱ ❈❊❆ ▲■❙❚✱ ❙❛❝❧❛②✱
✷✵✶✵✳

❬✺✵❪ ❚✳ ●♦✉❜✐❡r✱ ❘✳ ❙✐r❞❡②✱ ❙✳ ▲♦✉✐s❡✱ ❛♥❞ ❱✳ ❉❛✈✐❞✳ Σ❈✿ ❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▼♦❞❡❧
❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❊♠❜❡❞❞❡❞ ▼❛♥②❝♦r❡s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ ✷✵✶✶✳

❬✺✶❪ ❆✳ ●✉✐♥❡t ❛♥❞ ▼✳ ▲❡❣r❛♥❞✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❥♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✢♦✇✲s❤♦♣
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✵✾✭✶✮✿✾✻ ✕ ✶✶✵✱ ✶✾✾✽✳

❬✺✷❪ ❏✳ ●✉♣t❛✳ ❚✇♦✲st❛❣❡✱ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇s❤♦♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t②✱ ✸✾✿✸✺✾✕✸✻✹✱ ✶✾✽✽✳

❬✺✸❪ ❏✳ ●✉♣t❛✱ ❆✳ ❍❛r✐r✐✱ ❛♥❞ ❈✳ P♦tts✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇ s❤♦♣
✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱
✻✾✿✶✼✶✕✶✾✶✱ ✶✾✾✼✳

❬✺✹❪ ❲✳✲❙✳ ❍❛♥✱ ❨✳✲❙✳ ▼♦♦♥✱ ❛♥❞ ❑✳✲❨✳ ❲❤❛♥❣✳ Pr❡❢❡t❝❤❣✉✐❞❡✿ ❝❛♣t✉r✲
✐♥❣ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❝❧✐❡♥t✴s❡r✈❡r ♦❜❥❡❝t✲
♦r✐❡♥t❡❞✴♦❜❥❡❝t✲r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❜♠ss✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✺✷✿✹✼✕✻✶✱ ❏✉♥❡
✷✵✵✸✳

❬✺✺❪ ❈✳ ❍❛♥❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼✉♥✐❡r✳ ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✼✿✶✻✼✕✶✾✷✱ ✶✾✾✺✳

❬✺✻❪ ❏✳ P✳ ❍❛rt ❛♥❞ ❆✳ ❲✳ ❙❤♦❣❛♥✳ ❙❡♠✐✲❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝s✿ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②✳
❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱ ✻✭✸✮✿✶✵✼ ✕ ✶✶✹✱ ✶✾✽✼✳

❬✺✼❪ ❏✳ ▲✳ ❍❡♥♥❡ss② ❛♥❞ ❉✳ ❆✳ P❛tt❡rs♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✿ ❆ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❆♣♣r♦❛❝❤✳ ▼♦r❣❛♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ■♥❝✳✱ ✶✾✾✷✳
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❬✺✽❪ ❏✳ ❆✳ ❍♦♦❣❡✈❡❡♥✱ ❏✳ ❑✳ ▲❡♥str❛✱ ❛♥❞ ❇✳ ❱❡❧t♠❛♥✳ Pr❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✐♥ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ✢♦✇ s❤♦♣ ✐s ♥♣✲❤❛r❞✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✽✾✭✶✮✿✶✼✷ ✕ ✶✼✺✱ ✶✾✾✻✳

❬✺✾❪ ❏✳✲❏✳ ❍✇❛♥❣✱ ❨✳✲❈✳ ❈❤♦✇✱ ❋✳ ❆♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❈✳✲❨✳ ▲❡❡✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❣r❛♣❤s ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥t❡r♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧
♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✽✭✷✮✿✷✹✹✕✷✺✼✱ ✶✾✽✾✳

❬✻✵❪ ❆✳ ❏❛♥ts❝❤ ❛♥❞ ■✳ ❙❛♥❞❡r✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦r ❡♠✲
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