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Chapitre 1 Introduction

Cette thése est consacrée a I'é¢tude des fluides de grade deux. Ce cha-
pitre se veut un apercu rapide des motivations physiques et mathématiques
a lorigine de ce travail. Nous commencons par rappeler la modélisation des
équations des fluides de grade deux. Ensuite, nous présentons le systéme des
fluides de grade deux en rotation rapide (ou un terme de force de Coriolis est
ajouté aux équations) et nous discutons de 'importance de la force de Corio-
lis sur le comportement du fluide. Dans la deuxiéme partie, nous abordons
I’étude du profil asymptotique en temps long des écoulements des fluides de
grade deux occupant l’espace R? tout entier. Finalement, nous présentons le
travail de la derniére partie de cette thése qui concerne la dynamique des
fluides de grade deux dans un tore bidimensionnel.

1.1 Fluides de grade deux

La théorie newtonienne des fluides incompressibles a fait 'objet d’un
grand nombre d’études théoriques a cause de son importance dans la des-
cription du comportement d’un grand nombre de fluides.

Pourtant, cette théorie est incapable d’expliquer certaines propriétés obser-
vées dans de nombreux fluides présents dans la nature.

En effet, le comportement rhéofluidifiant (shear thinning en anglais) et le
comportement rhéoépaississant (shear thickening en anglais) ne peuvent pas
étre expliqués par des lois newtoniennes.

Ainsi, tout fluide qui n’obéit pas a la théorie newtonienne est dit fluide non-
newtonien. C’est le cas par exemple du sable, du caoutchouc, des polyméres
et beaucoup d’autres substances industrielles et alimentaires.

Ces derniéres décennies, les fluides non newtoniens on fait 'objet de re-
cherches poussées, non seulement parce qu’ils sont présents dans la nature,
mais aussi a cause de leurs applications pratiques dans I'industrie (la fabri-
cation de matiéres plastiques, la réalisation de gilets pare-balles, 'industrie
pétroliére, ...).

En raison de la grande diversité dans la structure physique des fluides non-
newtoniens, plusieurs modéles ont été introduits afin d’expliquer et de décrire
le comportement appelé "non newtonien". Parmi ces modéles, les fluides de
type différentiel introduits par Rivlin-Erickson [48] ont attiré beaucoup d’in-
térét d’un point de vue théorique et expérimental.
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Pour ces fluides, les lois constitutives proposées impliquent des équations aux
dérivées partielles avec des termes non linéaires d’ordre supérieur a celui de la
nonlinéarité présente dans les équations de Navier-Stokes, ce qui rend I’étude
du probléme beaucoup plus compliquée.

En fait, le tenseur des contraintes d’un fluide de grade n n’est pas une fonc-
tion linéaire du gradient de la vitesse, il est donné par :

T = _p]_I_F(AlaAQa "'7An)7 (]‘]‘)

ou p est la pression dans le fluide, F' est un polyndéme de degré n et A; sont
les tenseurs de Rivlin-Ericksen définis par :

Al == 2D,
dA
Ap1 = d_tk + L' Ay + AiL,

ol % désigne la dérivée matérielle % = 0; + u.V, u est la vitesse du fluide,
1 t
Il est clair que si n = 1, on retrouve les équations de Navier-Stokes.

Dans le cadre de cette thése, on s’intéresse a I’étude d’une classe particuliére
de fluides de type différentiel, a savoir les fluides de grade deux. On trouvera
ci-dessous une présentation succincte de la modélisation des équations du
mouvement d’un fluide visqueux, incompressible, de grade deux.

1.1.1 Equations du mouvement des fluides de grade deux

Le tenseur de contraintes des fluides de grade deux est donné par
T = —p[ + /.LAl + OélAQ + OéQA?, (12)

oll 1 est la viscosité, o et as sont deux coefficients matériels.
On considére ici que le fluide est incompressibile. Cela signifie que le flot
associé au champ des vitesses u(x,t) préserve les volumes. Cette propriété
s’écrit

div u = 0. (1.3)

10
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Supposons que le fluide évolue de maniére continue. Alors, la conservation
de la masse implique que

0
a':+uvp+p(v W) =0 (1.4)

Comme le fluide est homogéne, p est constant en espace en t = 0. Les équa-
tions (1.3) et (4.7) impliquent que % = 0, c’est-a-dire p = po. Donc la
densité est également constante en temps.

D’autre part, en écrivant la conservation de la quantité de mouvement
ou plus exactement un bilan des forces suivant la seconde loi de Newton, on
obtient I’équation suivante

d
div T+ f = pos

=, (1.5)

ou f = —po V¢ représente le terme de force volumique (telles que le potentiel

de gravitation).

L’accélération Cé—lé se calcule comme suit :

d Zauajt r;,  Ou

L, t)] = T = o (@.8) + [u(z,1). Viu(x,t).

En remplagant le tenseur 7" par 'expression (1.2) dans (1.5), on obtient alors

divT+ f = po(g—? + u.Vu). (1.6)

Finalement, on arrive aux équations suivantes

%(u - aAu) — vAu + rot(u - aAu) X U

(1.7)
— (a1 + a2) (A1 Au + 2div[(Vu) (Vu)!]) = =V P,
ou
aq 12
oO=—, V=—
Po Po
et
2051 + (e %)

p=2_ ap(u.Au) —

1
AP 4= Ju ] +o.
Po 4po A 2| |

11
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L’étude des fluides de grade deux a été initiée par Dunn et Fosdick [17] en
1974. Dans [17], les auteurs ont effectué une étude approfondie de la thermo-
dynamique des fluides de grade deux et ils ont montré que si le mouvement
du fluide satisfait a I'inégalité de Clausius-Duhem (la deuxiéme loi de la ther-
modynamique) et que si ’énergie libre spécifique de Helmholtz est minimale
a ’équilibre, alors les coefficients p, a; et oy satisfont aux conditions

w>0, ap >0et a; +as=0.

Il est clair que, lorsque « s’annule, (1.7) se réduit aux équations classiques
de Navier-Stokes.
Il est bien connu que les équations de Navier-Stokes possédent un effet régu-
larisant en temps fini dii au terme visqueux —vAwu. En revanche, pour les
équations des fluides de grade deux, on n’a plus d’effet régularisant en temps
fini. En outre, le systéme décrivant les fluides de grade deux est un systéme
vraiment non-linéaire. Tout cela rend I’étude de ce systéme beaucoup plus
difficile que celle des équations de Navier-Stokes.

De nombreux travaux mathématiques ont été consacrés a I’étude de I’exis-
tence, I'unicité des solutions des équations des fluides de grade deux. A cet
effet, on peut citer les références suivants : |16], [15], [20], |7], |23], |6], [22],
etc...

Les premiers résultats d’existence locale (globale en dimension deux) et d uni-
cité des solutions des équations des fluides de grade deux remontent & Cio-
ranescu et Ouazar [16]. Ensuite, Cioranescu et Girault [15] ont démontré
Iexistence globale des solutions des équations des fluide de grade deux, en
dimension trois, pour des données petites, ainsi que la propagation de la ré-
gularité H*.

L’existence globale des solutions, en dimension trois d’espace, pour des don-
nées grandes, est toujours un probléme ouvert.

Notons que lorsque n = 3 dans (1.1), on retrouve les fluides de grade trois.
Ces fluides représentent une généralisation des fluides de grade deux, ils ont
fait 'objet de plusieurs études mathématiques. A cet effet, on citera les réfé-
rences suivants : [37], [8], [9], [10], [43].

12



Chapitre 1 Introduction

1.1.2 Fluides de grade deux en rotation rapide

La rotation joue un role fondamental dans divers phénoménes comme
la météorologie, I'océanographie, la dynamique des fluides cosmiques et des
fluides en géophysique, ...

Durant de longues années, de nombreuses études ont été consacrées a ’étude
du mouvement décrivant les fluides newtoniens en rotation rapide. Il se trouve
que leffet de la force de Coriolis, diie & la rotation de la terre, est significatif
par rapport a la force d’inertie et a la force de viscosité. C’est pourquoi les
études portant sur les fluides a grande échelle prennent en compte la force de
Coriolis et montrent qu’elle modifie d’'une maniére considérable les propriétés
du fluide.

Rappelons 'un des effets majeurs de la force de Coriolis sur les fluides new-
toniens en rotation rapide : elle force le fluide & avoir une certaine rigidité
verticale, au sens ou, lorsque le fluide tourne rapidement, on observe des
"mouvements en colonnes". Cette propriété a été découverte par G. I. Taylor.
En d’autres termes, le comportement limite du fluide est celui d’un fluide bi-
dimensionnel avec trois composantes. C’est le théoréme de Taylor-Proudman,
qui décrit ’effet principal de la rotation rapide.

Pour les fluides newtoniens, on retrouve cette propriété de Taylor dans les
travaux de Babin, Mahalov et Nicolaenko [3] [2] [4], de Gallagher |21], de
Paicu [45], etc...

L’étude des fluides non-newtoniens en rotation rapide a été peu abordée
jusqu’ici. On citera cependant les travaux portant sur 'influence d’un champ
magnétique sur les fluides de grade deux en rotation rapide [46], [34], [35],
[33].

Pourtant, on retrouve 1’écoulement des fluides non-Newtoniens en rotation
rapide dans la géophysique comme le magma et dans beaucoup d’applications
techniques comme les turbo-machines, I'industrie pétroliére et biomédicale.
Une application commune, par exemple, consiste a utiliser une pompe centri-
fuge pour transporter le pétrole brut cireux qui est un fluide non newtonien
(un fluide de Bingham).

Dans la premiére partie de cette thése, nous nous intéressons a I'étude
des équations décrivant les fluides de grade deux, en rotation rapide dans un

13
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tore tridimensionnel.

Pour exprimer la force de Coriolis, on suppose que le fluide effectue un
mouvement de rotation rapide & la vitesse u. Si on regarde le fluide a partir
d’un repére fixe (absolu) qui n’est pas lié a la Terre (par exemple, un repére
lié & une étoile qui est loin de la Terre), d’aprés le paragraphe précédent, nous
pouvons décrire le mouvement du fluide par I’équation (1.7). Pourtant, il est
plus commode d’observer le fluide dans un repére lié & la Terre, qui tourne
avec la vitesse angulaire (2 (orientée selon axe des poles, dirigée du sud vers
le nord et supposée constante). Les évolutions d’un champ de vecteurs B
exprimées dans les deux repéres sont liées par I’équation suivante

(2) ~(22) ~oxn "

ot les indices A et R désignent les repéres absolu et relatif respectivement.
Soit 7 le vecteur de position d’une particule de fluide. Alors, d’aprés (1.8),

oy _ (o +Q x
o), \ot), "

Uy = ug + 2 xr.

donc,

En appliquant (1.8) au champ de vitesse, on obtient la relation suivante

0 0
(EUA)A: <EUR)R+2QXUR+QX(QXT). (19)

Le deuxiéme terme du membre de droite représente ’accélération de Coriolis
(que 'on appelle aussi "la force de Coriolis" de fagon abusive) tandis que le
troisitme terme représente ’accélération centrifuge. Ce dernier terme peut
s’écrire comme un terme de gradient

Qx(er):—V(%HZxH?),

donc il peut étre regroupé avec le gradient de la pression et le potentiel de
gravitation.
Maintenant, en notant simplement ur par u et en remplacant 1’expression

de <%UA)A obtenue par (1.9) dans l’équation (1.7) en tenant compte que

14
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a1 + as = 0, on obtient I'équation suivante du mouvement du fluide dans le
repére relatif,

z%(u—ozAu) —VAu+r0t(u—aAu) Xu+20 xu=—-VP, (1.10)

Pour comprendre le role joué par la force de Coriolis dans I'équation de
mouvement des fluides de grade deux tournants, on introduira la notion des
fluides a grande échelle et le nombre de Rossby e.

Supposons maintenant que la vitesse du fluide est U. Alors le temps mis
par un élément du fluide pour parcourir la distance L est L/U. Lorsque ce
temps est bien inférieur & la période de rotation de la Terre, le fluide sent
a peine 'influence de la rotation de la Terre pendant la période L/U. Pour
que la rotation joue un role important, il faut que

L

— >0 1.11

=2 (111)
ot () est la vitesse angulaire de rotation de la Terre. Les fluides sont dits a
grande échelle s’ils satisfont (1.11).

Introduisons maintenant le nombre de Rossby (adimensionnel)

U

€
Dans la premiére partie de ce mémoire, on abordera le cas des fluides de
grade deux a grande échelle quand le nombre de Rossby devient vraiment
petit (e << 1).

On considére alors le systéme suivant

(

Oy (u® — aAuf) + rot(u® — aAuc) X u¢ — vAuc + % es X u‘
= -Vp‘+f dansT?
(5G9

div u¢ =0 dans T3

[ u(0) = uo

ou ut = (uf, us, us) est la vitesse du fluide, p© sa pression, f le terme de force,
es est le vecteur unité dans la direction de x5 et T2 le tore tridimensionnel

15
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donné par
3

T = [](0,27a;), a; >0, i =1,2,3.
i=1

Lorsque € est trés petit, on voit que la force de Coriolis devient le facteur
dominant parmi les forces considérées. On se demande alors quelle sera son
influence sur le mouvement du fluide.

La premiére partie de cette thése donne une réponse a cette question. En
s’inspirant des travaux qui ont été faits sur les équations de Navier-Stokes
avec un terme de rotation (c’est a dire lorsqu’un terme de force de Coriolis
%63 X u est ajouté aux équations, ou e3 = (0,0,1)"), nous montrons que,
lorsque le coefficient « est fixé et sous certaines conditions sur la troisiéme
composante de la donnée initiale ug et de celle de f, le systéme (SG°) est
globalement bien posé. Nous obtenons aussi le méme résultat sans imposer
des conditions sur les données initiales, en prenant « suffisamment petit .

1.2 Comportement asymptotique en temps des
fluides de grade deux

Le comportement asymptotique en temps des fluides représente un aspect
important de I’étude des fluides.
Dans ce contexte, les tourbillons constituent un point essentiel pour la com-
préhension de certains écoulements plus complexes.
Dans la deuxiéme partie de cette thése, on s’intéresse a I’étude du compor-
tement asymptotique en temps long des équations des fluides de grade deux
bidimensionnels. On étudie le systéme suivant

Oi(u — aAu) — vAu + rot(u —alAu) xu = —Vp
(SGF) divu = 0
u(0) = wg

ou u = u(x,t) € R? est la vitesse du fluide, p = p(z,t) sa pression, a est un
coefficient matériel, v est la viscosité et x € R?, t > 0. On considére que les
champs de vitesse sont nuls a l'infini.

Puisque le systéme (SGF') converge formellement vers les équations de
Navier-Stokes, lorsque « tend vers zéro, il est intéréssant de voir si le com-
portement asymptotique des solutions de (SGF’) est semblable & celui des

16
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solutions des équations de Navier-Stokes.

Notons que, grace aux travaux de Gallay et Wayne [25], on sait que les pe-
tites solutions de I’équation de la vorticité associée aux équations de Navier-
Stokes convergent asymptotiquement vers un écoulement auto-similaire ap-
pelé tourbillon d’Oseen, lorsque la masse totale de la vorticité est non nulle.
Par la suite, ce résultat a été amélioré dans [26] pour obtenir la méme conver-
gence sans restricton sur la donnée initiale.

1.2.1 Tourbillon d’Oseen

Pour étudier le profil des solutions du systéme (SGF'), on va suivre 'évo-
lution du fluide via celle du rotationnel du champ de vitesse.
On précise que, si v = (vg, v2)" est un vecteur & deux composantes, alors le
rotationnel de v, que I’on notera rot v est donné par

rot v = (0, 0, 611)2 — 82U1)t.

Soit w = rot w.
En prenant le rotationnel de la premiére équation du systéme (SGF') et en
remarquant qu’en dimension deux d’espace,

rot (rot(u — aAu) x u) = u.V(rot(u — alAu)),
on obtient ’équation suivante
O(w — aAw) — vAw + u.V(w — aAw) =0 (1.13)

Pour reconstituer la vitesse u a partir de son rotationnel w, on utilise la loi
de Biot-Savart. Cette loi indique qu’un champ de vecteur & divergence nulle
peut étre reconstitué a partir de son rotationnel suivant la relation

uw) = o= [ @Y )y,

S om g |z —y[?

ot (z1,m2)" = (—x9,z1) et w = (0,0, ws).

On introduit aussi le tourbillon d’Oseen donné par

1 x
e, t) = t+TG< y(t+T))

17
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et la vitesse associée

avec N
1 2 1 ¢ 1e2
G¢)=—e 1 et Vi=——=—(1—e
(€) e ¢ 21 | € |? ( )
Observons que le terme de convection u%.VQ = 0, donc les tourbillons

d’Oseen sont solutions de ’équation de la chaleur.

Ces tourbillons jouent un role essentiel dans le comportement asymptotique
des solutions de (1.13) et nous montrons que, lorsque les données initiales
sont petites, les solutions de I’équation (1.13) convergent vers le tourbillon
d’Oseen et nous donnons aussi une estimation du taux de convergence.

1.3 Dynamique des fluides de grade deux

Comme les équations des fluides de grade convergent formellement vers
les équations de Navier-Stokes lorsque « devient petit, la question de compa-
raison de la dynamique du systéme des fluides de grade deux avec celle des
équations de Navier-Stokes se pose tout naturellement.

La derniére partie de cette thése a pour but de donner une réponse partielle
a cette question.

Nous nous intéressons a I’étude qualitative de la dynamique des équations
des fluides de grade deux occupant un tore bidimensionnel.

On commence par comparer les points d’équilibre des équations des fluides
de grade deux avec ceux des équations de Navier-Stokes, lorsque « tend vers
z€ro.

Ensuite, on s’intéresse a la construction de la variété locale instable autour
d’un point d’équilibre hyperbolique pour le systéme des fluides de grade deux.
Notons que les équations des fluides de grade deux définissent un systéme dy-
namique qui n’est pas régularisant en temps fini mais régularisant en temps
infini.

On montre aussi un résultat de convergence des variétés locales instables vers
celles des équations limites de Navier-Stokes, lorsque le coefficient o devient
trés petit.
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Avant de présenter en détails les contributions de cette thése, on com-
mence par rappeler des résultats connus sur les équations des fluides & grade
deux. Certains de ces résultats ont été démontrés dans le cas ou le fluide
occupe un domaine borné dans R? ou R? avec des conditions de Dirichlet
sur le bord ([16], [15]), mais les mémes démonstrations peuvent étre adap-
tées au cas ou des conditions de Dirichlet sont remplacées par des conditions
périodiques (|44]).

2.1 Rappels sur les fluides de grade deux sur le
tore

On considére le systéme d’équations décrivant le mouvement des fluides
incompressibles de grade deux suivant

Oy(u — alAu) — vAu + rot(u — aAu) x u = —Vp+ f dans T™
(FGD) divu = 0 dans T™

uw(0,2) = wup(z)

ol u représente la vitesse du fluide, p sa pression, f un terme de force exté-
rieur, o > 0 est un coefficient matériel fixé et T™ (m € {2,3}) est le tore en
dimension m donné par :

m

T = [ ][0, 27a,] (2.1)

i=1
ou a;, 1 <1 < m sont des nombres positifs donnés.
On commence par introduire quelques notations ainsi que les espaces dans
lesquels on travaille.
Pour tout m € {2, 3}, et pour tout s > 0, on introduit espace V*(T™) qui
est 'adhérence dans H*(T™) de I'espace

m

{u € [C™(T™)] | u est périodique, div u =0, / u dx = 0}.

Soit aussi 'espace

W(T™) = {uec VYT™) |rot (u—alu) € L*(T™)}.
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Rappelons la définition du rotationnel d’un vecteur.
Pour tout u = (uy,us,uz)’ dans R?, on définit le rotationnel de u comme
suivant

rot u = (82U3 - 831,@, 83u1 - 6’1u3, 81u2 - agul)t.

Dans cette thése, on va aussi travailler avec des champs de vecteurs dans R?,
on identifie alors le vecteur u = (uy, us)?, & deux composantes, avec le vecteur
@ & trois composantes, donné par @ = (uy, ug,0)".

Dans ce cas, le rotationnel de u qui est un scalaire est identifié avec le vecteur
(0, O, 81U2 — 82u1)t.

Il est facile de démontrer que, pour tout m € {2, 3}, si u appartient a W (T™),
alors u appartient a V3(T™) et on a I'inégalité suivante :

IVuls + o [ Aul2 + 0 [VAu|2 < Cllrot (u—adu)|a (2:2)

ou C' est une constante qui ne dépend pas de a.
Considérons une donnée initiale et un terme de force & moyenne nulle, ¢’est
a dire
ug dr =0 et fdr=0,
m ’]I‘m

On remarque que cette propriété est propagée par les équations des fluides de
grade deux. En effet, en intégrant la premiére équation du systéme (FGD)
sur le tore, on trouve que

Owu dx =0,

T m

/ udx:/ ug dr = 0.

L’intérét de travailler avec des champs de vecteurs a moyenne nulle est qu’on
a une inégalité de type Poincaré, c’est a dire qu’il existe une constante positive
C, telle que

par suite,

lull 2 < Cp [Vl 2 (2.3)

On note par (.,.) le produit scalaire usuel dans L?(T™).
Introduisons la forme trilinéaire suivante

b(u,v,w) = Z /m u;0jv;w;dx (2.4)

ij=1
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Par suite, pour tout u € V3(T™) et pour tout v € L*(T™), a divergence nulle,
on peut écrire :

/ (rot(u — aAu) x u).vdr = b(u, u,v) — ablu, Au,v) + ab(v, Au, u).

La formulation variationnelle de la premiére équation du systéme (FGD)
s’écrit alors
Pour ug et f donnés, trouver u solution de

(Oru, w) + a(0,Vu, Vw) + v(Vu, Vw) + b(u, u, w) — ab(u, Au, w)
(PV) < +ab(w,Au,u) = (f,w), Yw € V3(T™)

u(0) = ug

2.1.1 Rappels en dimension deux

Dans cette partie, on pose m = 2 et on considére le tore T? défini par
(2.1).

Existence globale de solutions

On commence par énoncer le théoréme qui nous donnera ’existence glo-
bale de solutions des équations des fluides & grade deux en dimension deux
(voir [16]).

Théoréme 2.1.1. Soit o > 0. Supposons que f appartient a L= (R, L*(T?))N
L2(RT, VY(T?)) et que la donnée initiale ug est dans V3(T?), alors il existe
une unique solution u du probléme variationnel (PV), qui satisfait

u € L™(RT,V3(T?)N L*(RY, V3(T?)
ou € L®[RT VYT?))

De plus, u € C(R*, V3(T?)).

Preuve: Dans [16], Cioranescu et Ouazar ont montré l'existence et l'unicité
des solutions dans L (R*, V3(2)), ou Q est un ouvert borné régulier dans R?
(voir Théoréme 1). Le fait que la solution appartient a 'espace C'(R™*, V3(Q))
a été prouvé dans [41].
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Donc, on va juste donner quelques idées de la démonstration. Pour plus de
détails, le lecteur peut consulter les références ci-dessus.

Commencons par établir des estimations a priori sur la solution. Ces estima-
tions peuvent aussi étre trouvées dans [44].

Supposons que u est une solution réguliére du systéme (FGD). Alors, en pre-
nant le produit scalaire dans L?(T?) de la premiére équation du systéme (PV)
avec u, en utilisant (2.3) et en appliquant I'inégalité de Young, on retrouve

02
2 2 2 2
O llullzz + @ lIVullz2 ) + v I Vull < —= |1 £Il22

ou C, est la constante de Poincaré.
En utilisant (2.3), on peut écrire

a7 + @ [Vull7. < (€ + o) [IVul7 (2.5)

Grace a (2.5), l'estimation d’énergie devient
2

C
O Ilullz2 +a [ Vullz2 ) + (lullzz + o IVullz2 ) < =21/ 17 (2:6)

v
2

Cr +a

En intégrant en temps l'inégalité précédente et en appliquant I'inégalité de

Gronwall, on obtient, pour tout ¢ > 0,

vt
lu()[* + o [Vu@®)]* < exp(—cg+a)(||Uo||2+a|!VuO|\2)

cz o v(t—s)

P 2

P _ o d 2.

w3 e a2
Par suite,
vt
lu()llz2 + a [[Vu@)llz: < exp(—CQ—M)(IIUUIIiz+04||VUO||§2)

P

C2(CF + )

2
+ 1/ 2o (2272 (2.8)

Pour obtenir des estimations d’énergie dans lespace V3(T?), on va borner le
terme |[rot(u — aAu)l| ;..

En prenant le rotationnel de la premiére équation du systéme (FGD), on
trouve

2

orot (u — aAu) — vrot Au+ rot (rot (u — alAu) x u) = rot f
(2.9)
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Un calcul simple montre que, si w; et wy sont deux champs de vecteurs
réguliers dans R2, tels que div w; = 0, on a 'égalité suivante

rot ( rot we X wy) = wq.V( rot ws) (2.10)

En prenant le produit scalaire dans L?*(T?) de I’équation (2.9) avec
rot(u — aAu) et en utilisant l'identité (5.61) et le fait que divu = 0, on
trouve

C? + o
£ [rot f]|72

(2.11)

Oy ||lrot(u — aAu)HiQ + v ||Vrot 'U/Hig + av ||Arot uHiQ <

L’intégration en temps de l'inégalité précédente nous permet d’écrire
t
[rot(u(t) — alu(t))|7> + 1// (|[Vrot u(s)||7 + a||Arot u(s)||72 )ds <
0

C?>+a
[rot(ug — aluo)||7. + py

2
[rot flI72(r2(r2)) (2.12)

D’autre part, un calcul simple permet de montrer que dyu € L>®(R*, V1(T?)).
En effet, en utilisant des injections de Sobolev, on a la borne suivante

Irot(u — adu) x ull < OVl | Aull 2 +a || Aul 2 [[Arot ull,2)

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de a.
Par suite, en prenant le produit scalaire dans L?*(T?) de la premiére équation
du systéme (FGD) avec Oyu et en utilisant I'inégalité ci-dessus, on trouve

2 2 2 2 2
10ullz> + e [Vl < C( w2 [|Aullz: + [[Vullz: | Aullz

2 2 2
+ o || Aulfz [|Arot ull72 + 1|72 )

En utilisant (2.12), on conclut de I'inégalité ci-dessus que d,u appartient a
I'espace L>®°(R*, V1(T?)).

Finalement, pour démontrer I’existence d’une solution du systéme (FGD), on
utilise une méthode de Galerkin avec une base (w;);>1 de W(T?), qui vérifie

(wj,v) + a(Vw;, V) + (rot (w; — aAw;),rot (v — alAv))
= A\j((w;,v) +a(Vw;, Vv)), Yv e V.
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Cette base nous permettra de décomposer le systéme en un probléme de
Stokes et une équation de transport vérifié par w — aAw, ot w est le rota-
tionnel de u. On montre alors que la solution approchée vérifie les mémes
estimations que celles trouvées sur u et on conclut la preuve de l’existence
de solutions en utilisant un lemme de compacité.

L’unicité de la solution se démontre en utilisant le lemme de Gronwall.

Pour terminer la preuve du théoréme, il reste a démontrer que u € C'(R, V3(T?)).
Ceci a été fait dans [41] dans le cas d’un domaine borné dans R? avec des
conditions de Dirichlet sur le bord et un terme de force f qui ne dépend
pas du temps. Mais la méme preuve peut étre faite dans le cas o on sup-
pose des conditions périodiques sur le bord et ou f € L>®(RT, L*(T?)) N
LA(R*, HY(T?)).

En effet, comme u € L>®(R™, V3(T?)) et que dyu € L=®(RT,V1(T?)), on en
déduit que u € C(R, V1(T?)).

De plus, u € L>®(R*, V3(T?)) N C(R, V(T?)) implique que u € C,, (R, V3(T?)),
(pour plus de détails, voir [51], ch3).

D’autre part, en utilisant la réversibilité en temps dans la premiére équa-
tion du probléme (PV) et en raisonnant comme dans la preuve du Théoréme
4.1.2 dans [41], on peut montrer que la solution u du probléme (1.1.4) vérifie
I’égalité d’énergie suivante, Vt > 0,

lu@®)Z2 + el Vu®)l|z: + lIrot (u(t) — adu®)|IZ2 = ([uollZz + al Vuollz:
t
+ ||rot (up — aAuO)Hiz)e*%t +/ K (u(s))e™ s =9 ds
0

ou
1
S (u) = il + (£, 1) + (Zrot w + ot f,10t (u— alAu)).
a a
Cette égalité d’énergie implique que |[rot (u(t) — aAu(t))||zz converge vers
|lrot (u(to) — aAu(ty))||zz lorsque t converge vers ty, et comme

u € Cy (R, V3(T?)), on déduit que u € C(R, V3(T?)). O
Soit S, (t) le semi-groupe non-linéaire défini par le systéme (FGD). En réa-
lité, c’est un groupe non lindaire continu S,(t) : uy € V3 — S, (t)ug = u(t),

ot u(t) est 'unique solution du systéme (FGD).

Cas oul f ne dépend pas du temps
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Dans cette partie, on va considérer que le terme de force f appartient a
V1(T?). De plus, le semi-groupe S, (t) admet un borné absorbant B, dans
V3(T?). On rappelle qu’un ensemble B, est un borné absorbant pour le semi-
groupe S, (t) si B, absorbe tous les bornés de V3(T?), ¢’est-a-dire, pour tout
borné B dans V3(T?), il existe un temps T(B) tel que S,(t)B C B, pour
tout ¢ > T(B).

Dans cette partie, on va rappeler ce résultat, les estimations élémentaires
établies ci-dessous peuvent étre aussi trouvées dans [44].

En reprenant I'inégalité (2.11) et en remarquant que

[rot ul|7> + 2a||Vrot ul|7, + || Arot ul|7. < (CF + 2a)(|[Vrot ul)7.

+ al|Arot ul)72)
on peut écrire, pour tout ¢t > 0,

0, |[rot(u — aAu)||, + m [rot(u — aAu)|?, + g( Vot w2

p

2
C'p—i—oz

+ [|Arot 7. ) < lvot 172

Par suite, en intégrant en temps entre 0 et ¢ > 0, et en utilisant 1'inégalité

de Gronwall, on obtient, pour tout 0 < fy < m,

lrot(u(t) — alu(®))l|z. + 5 fy exp(Bo(s — 1) (| Vrot u(s)|7.
+ [|Arot u(s)|| 72 )ds < exp(—Fot) [[rot(ug — alug) |72

C2+4 2
+ =5 [Ivot flla e

(2.13)

Régularité V* des solutions

Dans cette section, on va rappeler un résultat de propagation de la régu-
larité V* contenu dans [44]. En effet, si f et uy sont plus réguliers, alors la
solution u du systéme (PV') est aussi plus réguliére, plus précisément, on a
le théoréme suivant.
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Théoréme 2.1.2. Soit u une solution du systéme (PV'). Supposons que f
est dans L*(R™,V?(T?)) et que uy est dans VA(T?). Alors, u appartient a
L>®(R*T, VA(T?)) N LA(RT, V4(T?)).

Preuve: Soit u une solution du probléme (PV) appartenant a L>°(R™, V3(T?))
NL*(RT, V3(T?)). Pour démontrer que u € V*4(T?), on va montrer que rot(u—
alAu) € VI(T?).

En prenant le produit scalaire dans L?(T?) de I'équation (2.9) avec

—Arot(u — aAu), on trouve I'égalité suivante

1
5@ | Vrot(u — aAu)||> 4+ v || Arot u|® + va |V Arot u® =

(u.Vrot(u — aAu), —Arot(u — aAu)) + (rot f, —Arot(u — aAu))

On commence par estimer le terme (u.Vrot(u — aAu), —Arot(u — aAu)).
En intégrant par parties et en utilisant le fait que div u=0, on remarque que

le terme Y. (u.VOyrot(u — aAu), yrot(u — aAu)) s’annule et on obtient
k=12

(u.Vrot(u — aAu), —Arot(u — aAu)) = Z (Opu.Vrotu, Oyrotu)

k=1,2

—« Z ((9ku.VrotAu,8kr0tu) -« Z (8ku.Vr0tu,8kr0tAu)

k=12 k=1,2

+a? Z (aku.VrotAu, GkrotAu)

k=1,2
Par suite, les injections de Sobolev nous permettent d’écrire

(u.Vrot(u — aAu), —Arot(u — aAu)) < C(||Vul| ;. [Vrot ul|;. [|Arot ul|,.

+ o[ Aul| . [Arot ul 2 [ VAot ul| 2 + a® |[Vully. [|[VArot w2 )

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de a.
Pour le terme de force, on a la borne suivante

(rot f, —Arot(u — aAu)) < |lrot f||,2 ||Arot ul| . + a||Vrot f| 2 [|[VArot ul|;.
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Finallement, en rassemblant toutes les bornes ci-dessus et en appliquant 1’'in-
égalité de Young, on peut écrire

Oy || Vrot(u — aAu)||3, + v||Arot |3, + va|[VArot ul|7, <
C (IIVullz2 [IVrot ullzz + al|Aulzz | Arot ul7. + a® | Vulf. [|VArot u7. )

2 200
+ 2 ot f1 + 22 viot 112 (214
On remarque que
| Vrot ul|?, + o || Arot ul|3, + o? | VArot w3, < [|[Vrot(u — aAu)|]* (2.15)

Par suite, 'intégration en temps de I'inégalité (2.14) et I'application du lemme
de Gronwall impliquent que, pour tout ¢ > 0,

[Vrot(u(t) — aAu(t))|z. + Ufot (|| Arot u(s)||22 + a || VArot u(s)||% )ds <
( [Vrot(ug — O‘AUO)Hi? + % [rot f||i§(L2(T2)) + 2704 [ Vrot f”ig(Lz(W)))

xexp(C [y (IVu(s)lIZz + 1Au(s) |72 + a|[Vu(s)][}2)ds)
En utilisant Pestimation (2.12), on déduit que

[Vrot(u(t) — aAu(t))|2. + l/f(f (|| Arot u(s)||22 + a || VArot u(s)|| )ds <

2 2 o 2
(IIVrot(ug — alug)||7. + 2 |[rot 22y + 2 | Vrot f||L§(L2(1r2)))

C?+a
><eXp<Co( [rot(uo — alug) |72 + 2= [[rot f||ig(L2(1r2)) ))
(2.16)
ou Cy > 0 est une constante indépendente de . O

Existence et régularité de P’attracteur global

Contrairement aux équations de Navier-Stokes, le systéme des équations
des fluides de grade deux ne posséde pas la propriété de régularisation en
temps fini. Toutefois, dans le cas des domaines bornés réguliers dans R2,
Moise, Rosa et Wang ont démontré dans [41] que lorsque le terme de force
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ne dépend pas du temps, ce systéme est asymptotiquement compact et ad-
met un attracteur global compact A, dans V3(T?). On rappelle que A, est
UN attracteur global du systéme S, si A, est un fermé, borné de V3(T?),
invariant et s’il attire tous les bornés de V3(T?).

Plus tard, dans [44], Paicu, Raugel et Rekalo ont étudié le comportement
asymptotique des fluides de grade deux dans le cas périodique. Ils ont dé-
montré des propriétés régularisantes en temps infini du systéme des fluides
de grade deux, ce qui entraine que 'attracteur est en fait plus régulier que
I’espace ambiant.

Dans cette section, on va rappeler ces résultats. Les théorémes énoncés ci-
dessous peuvent étre trouvés dans [41] et [44].

Théoréme 2.1.3. Soit o > 0. Etant donnés f dans V'(T?) et uy dans
V3(T?), le semi-groupe S, (t) associé au systeme (FGD) admet un attracteur
global compact A, dans V3(T?).

Preuve: 1l est clair que I'estimation d’énergie (2.13) implique I'existence
d’un borné absorbant B, dans V3(T?).

De plus, en utilisant I’égalité d’énergie (2.13), Moise, Rosa et Wang prouvent
dans [41], que le semi groupe non-linéaire S, (¢), défini par le systéme (FGD),
est asymptotiquement compact.

Ces deux propriétés leur permettent ensuite de déduire I'existence d’un at-
tracteur global compact A, dans V3(T?). O

En décomposant le systéme (FGD) en deux systémes linéaires non-autono-
mes et en supposant que f est assez régulier et que « est suffisemment petit,
Paicu, Raugel et Rekalo démontrent, dans [44], que A, est borné dans un
espace plus régulier que V3. Ce résultat est illustré par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.4. 1) Soit f € V™(T?), meN, m > 1.

Il existe une constante positive c,, ne dépendant que de m (c; =0 et ¢ =1)
telle que si 2v — 2cpasup,c 4 || V2| > 0, alors Uattracteur global A, est
borné dans V™ 2(T?). De plus, il existe une constante positive M,,, indépen-
dante de « telle que

HuH,QnJrl +inf(1, a)\|u||fn+2 < M,, pour tout u € A,.

2) Pour tout o > 0, il existe un nombre positif 0 < [ < 1, qui dépend
seulement de « et de la norme || f||,, tel que, si f appartient o VITP(T?),
alors A, est borné dans V3P (T?).
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Preuve: La démonstration de ce théoréme consiste & décomposer le systéme
(FGD) en deux systémes linéaires non-autonomes.

Plus précisément, si u(t) est une trajectoire dans lattracteur global, alors
u(t) peut étre écrit comme u(t) = v,(t) + wy(t), out v,(t) et wy(t) sont les
solutions des deux systémes suivants :

Oy (v, — alAv,) — vAv, + rot(v, — alAv,) xu = —Vp,+ f
(S1) dive, = 0
VUn(Sn,z) = 0
et
O (w, — aAw,) — vAw, +rot(w, — cAw,) xu = —=Vp,
(52) divw, = 0
Wp(Sp, ) = u(sy,x)

ou s, € R est un temps initial donné, qui va tendre vers —oo.

Paicu, Raugel et Rekalo prouvent que le systéme (S2) admet une solution
globale w, sur [s,, +0c) qui décroit exponentiellemnt dans V3 lorsque ¢ — s
tend vers l'infini.

En écrivant des estimations d’énergie dans V* sur la solution du systéme (S1),
ils obtiennent, dans le cas ot 2v—2¢,,asup,c 4 || V2| e > 0, que v,,(¢) est uni-
formément bornée dans V*, pour tout ¢ > 0. Dans le cas contraire, la norme
de v,,(t) dans V* pouvait croitre exponentiellement en temps mais comme elle
décroit exponentiellement dans V3, ces deux propriétés impliquent que, dans
certains espaces interpolés, on a toujours une décroissance exponentielle.
Par récurrence, ils ont aussi prouvé la propagation de la régularité V™2 ou
m > 2.

Finalement, pour achever la preuve du théoréme, on passe a la limite dans
u(t) = v, (t) + wp(t). O

2.1.2 Rappels en dimension trois

Dans cette partie, on pose m = 3 et on considére le tore T? défini par
(2.1).
Existence locale de solutions

On a vu dans la partie précédente que la solution des équations du fluide
de grade deux est globale en temps, en dimension deux d’espace, ce qui n’est
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pas le cas en dimension trois. On a, en fait, le théoréme suivant (ce théoréme
est contenu dans le Théoréme 2 de [16]).

Théoréme 2.1.5. Si f appartient a L>°(0,T; L*(T?)) N L*(0,T; V(T?)) et
si la donnée initiale ug est dans V3(T?), alors il existe un temps 0 < T* < T
tel que le probleme (PV') admet une unique solution u satisfaisant

w € L®0,T%V3(T*) N L*0, T V3(T?))
Ou € L0, 7% VYT?))

De plus,
u € C°0, T V3(T?)

On rappelle rapidement la preuve contenu dans [16].
Preuve: En procédant comme dans la preuve du théoréme 2.1.1, on obtient
la méme estimation d’énergie dans V!(T?) dans le cas tridimensionnel (voir
estimation (2.8)).
Avant de commencer a établir des estimations dans V3(T?), il est important
de rappeler que lidentité (2.10) était cruciale pour démontrer ’existence
globale en dimension deux des solutions parce qu’elle permet d’éliminer, dans
les estimations de type V3(T?), le mauvais terme rot(u — aAu) x u, et par
suite d’obtenir des estimations globales en temps sur la solution, ce qui n’est
pas le cas en dimension trois d’espace.
En fait, en dimension trois, cette identité n’est plus valable et on a, pour tous
champs de vecteurs réguliers w et w dans R3, avec div w = 0

rot (rot w x w) = w.V(rot w) — rot w.Vw (2.17)

Par suite, en prenant le produit scalaire dans L?(T?) de I’équation (2.9) avec
rot(u—aAu) et en utilisant I'identité (2.17), on voit que le terme non linéaire
ne disparait pas de I'inégalité d’énergie et on obtient la borne suivante

(rot(u — aAu).Vu,rot(u — aAu)) < V]| oo psy [Irot(u — alu)lf3

¢ ;
< lrot(u — adu)},

ou C' > 0 est la constante obtenue dans I'inégalité (2.2).
En utilisant la borne ci-dessus et en appliquant I'inégalité de Young, on peut
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écrire

L, [rot(u — alu)|% + £ rot(u — alu)|% < £ [rot ull2 rot(u — alu)]]

+5 rot(u — atw)|% + [lrot I,z rot(u — au)| 2
Par suite,

O |[rot(u — alu)|| ;2 + 2 [[rot(u — alAu)|| . <

WYVl + 2w — alw|)?s + 2 ot f| 2,

ce qui implique que
t
Jrot(u(®) — adu(®) - < [ gs)ds, 0 < e <"
0

ou ¢g(t) est la solution de I’équation différentielle

, 20 4y 20
g(t) = EQQ(t)_{_EHVUHLZ_'_?||r0tf||L2
g(0) = [[rot (up — alAug)| ;2

et [0,7*] est l'intervalle d’existence de g(t).

Aprés avoir établi les estimations a priori dans V! et V3, on peut utiliser une
méthode de Galerkin identique a celle utilisée dans le cas bidimensionnel pour
démontrer I'existence locale de solutions du systéme (PV). La continuité dans
V3 se démontre aussi de la méme facon comme dans le cas bidimensionnel.
O

Existence globale pour des données petites

Maintenant, on va aussi rappeler un résultat d’existence globale des solu-
tions faibles du systéme des fluides de grade deux pour des données petites.
En effet, dans [15], Cioranescu et Girault ont montré que si les données ini-
tiales et le terme de force sont "petits", alors le systéme (FGD) admet une
unique solution globale en temps.

Posons

K= (/OOO(Hf(t)Hiz o+ [[rot £ (1) [22)dt) . (2.18)

on a alors le théoréme suivant.
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Théoréme 2.1.6. Soit f appartenant o L>*(R*, L*(T?)) N L*(R*, VI(T?))
et la donnée initiale ug dans V3(T?). Supposons qu’il existe un réel 0 € (0,1)
tel que

4(OZ+C2) 20 402(CJ{+C2) av
KOG (ol ) + (24 O <2y

(2.19)

0 < [[rot(uo — OéAuO)Hi'z <(1- 6)(%)2, (2.20)

ou K est défini par (2.18), et C est la constante qui apparait dans ["tnégalité
(2.2), alors le probléme (PV') admet une unique solution u satisfaisant

w € L®RT,V3(T*)n L*0,R*; VYT?))
O € L=(0,RT; VYT?))

De plus,

2 (092
|rot(u — aAu)||7. < (%)

Régularité V*

Comme dans le cas bidimensionnel, les solutions du systéme des fluides
de grade deux sont plus réguliéres si les données initiales le sont. Cioranescu
et Girault [15] ont démontré le résultat suivant.

Théoréme 2.1.7. Soient 0 < T < oo un temps fixé et u une solution du pro-
bleme (PV) appartenant o Uespace L°°(0,T;V3(T?)). Si ug est dans V4(T?)
et f dans L*(0,T;V*(T?)), alors u appartient ¢ L°°(0,T; V4(T?)).

2.2 Fluides de grade deux en rotation rapide

Il existe dans la nature des problémes géophysiques dans lesquels la rota-
tion joue un role essentiel dans le comportement du fluide. On peut citer par
exemple le théoréme bien connu de Taylor Proudman. Sous 'effet d’une ro-
tation rapide, le fluide tridimensionnel tend a se comporter comme un fluide
bidimensionnel.

L’étude du mouvement d’un fluide en rotation rapide, sur une échelle globale,
nous améne a prendre en compte la force de Coriolis. Cette force est désignée
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par le terme % ez X u, ol u est la vitesse du fluide, ez est le vecteur unité
dans la direction de x3 et € est un petit paramétre, dit nombre de Rossby,
qui représente 'inverse de la vitesse de rotation de la terre.

Dans la premiére partie de cette thése, on s’intéresse a I’étude du mouvement
d’un fluide de grade deux en rotation rapide dans R3.

On considére alors le systéme d’équations suivant :

[ O(u — aAuf) — vAUS + rot(uf — aluf) X uf + 1 ez X uf
= —Vp°+ f dans T3

(SGY)
divut = 0 dans T

\ u =0 = up

ot u = (uf,u$, us) représente la vitesse du fluide, p° sa pression et T est le
tore tridimensionnel donné par

3
T = [](0,27a;), a; >0, i =1,2,3, (2.21)

=1

Lorsque € devient trés petit, on se demande alors quel sera l'effet de la force
de Coriolis sur le mouvement du fluide.

La motivation de ce travail est la suivante.

Dans un premier temps, on a vu précédemment que, dans le cas tridimen-
sionnel, 'existence globale de solutions faibles pour les fluides de grade deux
sans rotation est toujours un probléme ouvert.

En outre, lorsque a s’annule, on retrouve le systéme classique d’équations de
Navier-Stokes tournant, qui a été largement étudié (voir par exemple [21], |3],
[29], [2], [45]...). On sait grace aux travaux de Babin, Mahalov et Nicolaenko
[3], [2], et ensuite ceux de Gallagher [21], que dans le cas des domaines non
résonnants, et lorsque € est suffisamment petit, le systéme d’équations de
Navier-Stokes en rotation rapide admet une (unique) solution globale forte,
pour toute donnée initiale. Plus tard, des résultats d’existence globale dans
des domaines résonnants ont é¢té obtenus par Babin, Mahalov et Nicolaenko
[4]. Dans le cas des fluides anisotropes tournants, Paicu a obtenu dans [45]
des résultats similaires sur les tores non résonnants et certains tores réson-
nants.

La question naturelle qui se pose donc, est si I’on peut démontrer des résultats
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d’existence globale de solutions pour le systéme (SG€). Avant de répondre
a cette question et avant de présenter les contributions de cette thése, il est
utile de rappeler les théorémes obtenus dans le cadre de 1’étude des équations
de Navier-Stokes tournants.

2.2.1 Rappels sur les équations de Navier-Stokes en ro-
tation rapide

Considérons maintenant le systéme d’équations de Navier-Stokes en ro-
tation rapide donné par

oyut — vAuc + u.Vu + % = -Vp'+f dansT3 ¢t>0
(NS9) divuc = 0 dans T
u(0) = wy

On commence par observer que le terme de rotation % e3 X uf ne contribue pas
aux estimations d’énergie, alors les preuves classiques d’existence de solutions
des équations de Navier-Stokes sans rotation s’appliquent aussi au systéme
(NS€) et on a le théoréme suivant (voir [20]).

Théoréme 2.2.1. Siug € V(T?), avec s > L, et f € C(RT,V="3(T?)) N
L2(R*T, V=1(T3)), alors il existe un temps T > 0, indépendant de €, et une
unique solution forte u¢ du systéeme (NS€) dans l’espace C([0,T],V*(T?)) N
L*([0, T], V=+Y(T?)).

Bien que le terme de rotation ne contribue pas aux estimations d’éner-

gie, il a des effets importants sur le comportement du fluide, comme 'ont
démontré de nombreux auteurs. On peut mentionner d’abord les travaux de
Babin, Mahalov et Nicolaenko [3], [2], [4] qui ont étudié le systéme (NS€)
dans des domaines périodiques résonnants et non résonnants et ont démontré
Iexistence globale de solutions réguliéres lorsque € est petit.
Plus tard, Gallagher ([20]) a retrouvé les résultats de Babin, Mahalov et
Nicolaenko dans le cas des tores non résonnants. Afin de démontrer 'exis-
tence globale de solutions fortes du systéme (N.S€), Gallagher a introduit les
solutions filtrées données par
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ou L(t) est un groupe d’isométries.

Ensuite, elle a décomposé la solution filtrée v en une partie bidimensionnelle
Mwv€, qui est la moyenne de v suivant la variable z3, et une partie oscillante
(I — M)v©.

Aprés passage a la limite, dans le cas ou le tore est non résonnant, Gallagher
a trouvé deux systémes limites couplés, (NS2D) et (L,s.), satisfaits par Mo
et (I — M)v respectivement, ot Mv est la limite de Mv® et (I — M)v celle
de (I — M)v-.

Le systéme (NS2D) n’est autre que le systéme de Navier-Stokes a trois com-
posantes et a deux variables, et (L,s.) est un systéme linéaire. Gallagher en
conclut que la solution limite v existe globalement en temps.

Finalement, en utilisant la méthode de Schochet [50], elle montre un résul-
tat de convergence des solutions v¢ vers les solutions limites v et obtient le
théoréme suivant.

Théoréme 2.2.2. Soient a, et ay deur nombres positifs fixés, alors, pour
presque tous les ag, le résultat suivant est vrai :

Siug € VI(T?), avec s > L, et f € L®(RT,V="2(T%)) N L*(RF, V="1(T?)),
avec Oyf € LA(RY,V53(T?)), alors pour tout € > 0 suffisemment petit,
le systéme (NS€) est globalement bien posé dans 'espace C'(R™,V*(T?)) N
12 (R+, Vs—H (T?’))

De plus, si u est la solution du systéme (NS€) et v celle du systéme limite
(NS2D, Ly), alors

ut — ﬁ(f)v =o(1), dans C(R*,V*(T?)) N L*(RT, VHH(T?)).

€

2.2.2 Contributions de la thése

Dans la premiére partie de cette thése, on s’intéresse a I’étude du mou-
vement des fluides de grade deux en rotation rapide dans un tore tridimen-
sionnel. On considére alors le systéme d’équations suivant :

[ 0;(uf — aAuc) + rot(uf — aAu) x u¢ — vAuc + e3>6<u5
=-Vp'+f dansT? t>0

(SG°)
divut = 0 dans T3

u im0 = uwo
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On peut remarquer que la nonlinéarité dans I’équation fait intervenir des dé-
rivées d’ordre trois, ce qui rend I’étude de ce probléme beaucoup plus difficile
que celle des équations de Navier-Stokes tournant.

D’une part, les équations du fluide de grade deux ne possédent pas la pro-
priété de régularisation en temps fini.

D’autre part, le systéme des fluides de grade deux définit un groupe local
continu S, ().

En s’inspirant des travaux qui ont été faits sur les équations de Navier-Stokes
en rotation, on va démontrer que, sous l'effet d’une rotation rapide (lorsque
€ est trés petit), le systéme (SG€) est globalement bien posé dans l'espace
L>®(R*T, V3(T?))N LA(RT, V3(T?)) quand les troisiémes composantes de Muyg
et M f ne sont pas "trop grandes" ou quand « est suffisamment petit, ol
Mug et M f sont les moyennes par rapport a la troisiémevariables de ug et f
respectivement.

Soit L l'opérateur défini par
Lu = ez x u. (2.22)

Cet opérateur est anti-symétrique, ceci nous permet d’avoir un théoréme
d’existence locale de solutions du systéme (SG€) sur un intervalle de temps
[0,T], ot T est indépendant de e.

Comme dans |20], on introduit les solutions filtrées v¢ données par

v = ,Ca(—é)ue,

€

ou L,(t) ug est la solution du systéme

Oi(u — aAu) +PL(u) = 0 dans T3
(SL)
w(0) = wup,

L est donné par (2.22) et P désigne le projecteur de Leray sur ’espace des
vecteurs a divergence nulle.

En procédant comme dans [20] et en diagonalisant la solution filtrée v¢, on
trouve que le systéme limite peut aussi étre décomposé en un systéme de
fluide de grade deux a trois composantes et & deux variables, que 'on note
(SG2D), et un systéme linéaire (Lys.).

On commence par démontrer que le systéme limite (SG2D) — (L) est glo-
balement bien posé.
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L’existence globale du systéme (L,s.) est facile & démontrer parce que c¢’est
un systéme linéaire.

La difficulté que I'on rencontre est de prouver que le systéme (SG2D) est
globalement bien posé.

En notant par v la solution limite lorsque e tend vers zéro et par Mwv
sa moyenne par rapport a la troisiéme variable, on trouve que le systéme

(SG2D) est donné par

( O(Mv —aAMv) — VAMU+IP<r0t(MU—aAMU)XMU>

(5G2D) = PM)

VQ.MU =0

Mv(0) = Mug

\

On rappelle que Mv(xy, z5) = (le(xl, To), Muvy(z1, x9), Mvs(xq, xg))t, alors,
rotMv = (82M213, —81M’I)3, 81M’I}2 — 82M’Ul)t.

Par suite, on n’a plus les mémes annulations que dans le cas bidimensionnel,
qui avaient permis de démontrer 'existence globale de solutions du systéme
des fluides de grade deux ('identité 2.10 n’est plus valable).

Pour surmonter cette difficulté, on distinguera le cas ou le coefficient « est
arbitraire et celul ol « est petit.

Premier cas : Le coefficient o est arbitraire

Dans ce cas, pour démontrer l'existence globale de solutions du systéme
(SG2D), on suppose que les troisiémes composantes de Mug et de M f sont
petites par rapport aux composantes horizontales de Mug et de M f.

Avant d’énoncer le théoréme obtenu, on introduit les notations suivantes.
Pour tout z = (21, 29, z3) dans R, on note par z, = (21, 22)" la composante
horizontale de z.

Pour tout ug dans V3(T?) et f dans L*(R™, H'(T?)), on pose

2(C

2
p+a)

Ko(U(), f) = HI‘OthM(UO - OéA’LL())Hig + H rOtth||L2(R+,L2(’]I‘2))
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and

2(C7 4 a)

Kl(UQ, f) = ||1"Ot3M(U0 — OéAUQ)HiQ + ||r0t3Mf||L2(]R+,L2(’]1‘2))

Alors, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.3. Il existe une constante positive ro assez petite telle que
pour tout Mug € V3(T?) (respectivement € V*(T?)),
pour tout M f € L*(R*, H'(T?)) (respectivement € L*(R*, H*(T?))), si

N

r

Ko(uo, f) exp(CoKo(uo, f) + Caki(ug, f)) < 30

ot Cy est une constante qui ne dépend pas de o, alors la solution du systéme
(SG2D) existe globalement dans 'espace L°°(R*, V3(T?)) N L2(R*, V3(T?))
(respectivement dans L= (R*, V1) NLA (R, V*)).

Ensuite, en s’'inspirant des idées de [20], on compare les solutions filtrées
v aux solutions v du systéme limite, qui existent globalement, et on démontre
'existence globale des solutions du systéme (SG*).
Pour cela, on utilise la méthode de Schochet qui consiste & introduire un
changement de variables donné par

Yt = v — v+ e(ld — aA) RS (2.23)

ou ]:?ﬁv est un terme qui contient des basses fréquences.

L’idée est de prouver que la norme V3 de ¢ converge vers zéro lorsque € tend
vers zéro.

Une difficulté apparait alors lorqu’on veut établir des estimations d’énergie
dans V3(T?) sur y°.

En fait, le terme rotAv x y© est présent dans I’équation sur y¢. Pour estimer
la norme V3 de y¢, on prend le produit scalaire de I’équation satisfaite par 3¢
avec A%y°. Le terme (rotAv x y¢, A%y°) ne peut étre défini que si la solution
limite v appartient & V4.

Pour surmonter cette difficulté, on fixe un vecteur vy dans V*4(T3) et on
considére un terme de force f régulier. On suppose par la suite que M f et
Muvg vont satisfaire aux conditions du théoréme 2.2.3, ce qui implique que
la solution limite v existe globalement et est bornée dans V4. Alors, pour
toute donnée initiale uy dans V3(T?), proche dans V3(T?) de vy, on obtient
Iexistence globale de solutions du systéme (SG°).

On a donc le théoréme suivant.
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Théoréme 2.2.4. Soient ay et ay fixés, alors, pour presque tout as, le résultat
suivant est vras.

Il existe une constante positive ro assez petite telle que pour tout [ dans
LA(RT, VYT?)) avec M f dans L*(RT,V?(T?)) et 0,f € L*(RT, L*(T?)),
pour tout vy dans VA(T?) satisfaisant

r

[} ]

Ko(vo, f) exp(CoKo(vo, f) + Coak1(vo, f)) <

)

|

ot Cy est une constante positive qui ne dépend pas de «, il existe deux
nombres positifs 1 et €y assez petits, tels que, pour tout 0 < € < €y, pour
tout ug € V3(T3) satisfaisant ||ug — vollyz + Valluo — vollyvs < n, le sys-
teme (SG°) admet une solution unique u dans l'espace L=°(RT V3(T3)) N
L2(R*, V3(T3)).

De plus, si v est la solution du systéeme limite, alors

lim (u® — Ea(é)v) =0 dans L=(RT,V3(T?)) N L*(R*, V3(T?)).

e—0 €

Deuzxieme cas : Le coefficient o est petit

On considére maintenant une donnée initiale ug et un terme de force f de
tailles arbitraires. En prenant « suffisamment petit, on démontre ’existence
globale de solutions du systéme (SG2D) et on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.5. Pour tout r > 0, il existe ag > 0 tel que Vo < «, pour
tout M f € L*(R*, H,,,.(T?)) et pour tout Mug € V*(T?) satisfaisant

[V rot Mug|| 2 + v || Arot Mug| 2 + ||rot M fllr2@+ 12 <,

le systeme (SG2D) admet une unique solution Mv dans [’espace
L>®(R*T,V3(T?)) N LA(RT, V3(T?)).

De plus, si M f est dans L*(R*, H*(T?)) et Muy dans V4(T?), alors la solu-
tion du systéme (SG2D) appartient a L°° (R, V*(T?)) N L3R, V4(T?)).

Pour démontrer l'existence globale des solutions du systéme (SG¢), on
décompose la donnée initiale ug en basses et hautes fréquences. Puisque les
basses fréquences de ug, que 'on note Py(ug), sont trés réguliéres (en par-
ticulier Py (ug) € V4(T?)), on étudie le systéme limite avec Py(ug) comme
donnée initiale. D’aprés le théoréme ci-dessus, la solution limite v appartient
a V4. Mais dans ce cas, v va dépendre de N. On montre alors que, lorsque
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a est suffisamment petit («N? < 1), on a une borne uniforme en N de
t

[o(l2s +a [o()lZe + f [v(s) %+ ds, pour tout ¢ > 0.

On a donc le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.6. Soient a; et ay fizés, alors, pour presque tout as, on a le

résultat suivant.

Si f appartient o L*(RT,VI(T?)) avece M f € L*(R",V*(T?)) et 0,f €

L3(R*, L*(T?®)) et si la donnée initiale ug appartient a V3(T?), alors il existe

deux réels ag > 0 et €9 > 0 tels que pour tout o < oy et pour tout 0 < € < €,

le systeme (SG) admet une solution unique u® dans 'espace L>°(R*, V3(T?))N
LA(RT, V3(T?)).

De plus, si v est la solution du systéme limite, alors

lim(uf — £(5)0) = 0 dans L®(R, V2(T)) 0 L2(R*, V3(T®))

e—0 €

et
Valim(u® — E(t)v) =0 dans L™(RT, V3(T?))

e—0 €

2.3 Asymptotique des fluides de grade deux dans
R2

Comme on I'a dit dans I'introduction de ce chapitre, la deuxiéme partie
de cette thése a pour objectif de décrire I’évolution asymptotique en grand
temps de I’écoulement bidimensionnel des fluides de grade deux.

On a vu que, lorsque « est suffisemment petit, les équations des fluides de
grade deux convergent vers les équations de Navier-Stokes dont le compor-
tement asymptotique en temps a été largement étudié.

On citera, a cet effet, le travail de Gallay et Wayne [25] qui ont montré que
pour des fluides homogénes bidimensionnels dont la vorticité est suffisem-
ment localisée, il se forme, asymptotiquement en temps, un unique tourbillon
d’Oseen, dés lors que la masse totale de la vorticité est non nulle.

Ce résultat a suscité la question suivante :

Peut-on obtenir un comportement similaire pour les équations des fluides de
grade deux, lorsque le coefficient a est suffisemment petit ?

La deuxiéme partie de cette thése apporte une réponse partielle dans cette
direction.

On commence d’abord par rappeler des résultats obtenus par Gallay et
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Wayne dans [25], dans le cadre de 1'étude du comportement asymptotique
des équations de Navier-Stokes.

2.3.1 Rappels sur Pasymptotique des équations de Navier-
Stokes

On considére les équations de Navier-Stokes données par

ou—vAu+u.Vu = —Vp
divu = 0 (2:24)
ot u = u(z,t) € R? est la vitesse du fluide, p = p(z,t) € R est la pression et
r € R2, t>0.

Posons w = rot u. Alors, ’équation satisfaite par w est la suivante

ow —vAw+uVw = 0 (2.25)

ou w=w(zx,t) €R.
Notons que le vecteur vitesse u peut étre reconstitué a partir du rotationnel
w suivant la loi de Biot-Savart et on a, dans le cas bidimensionnel,

(z—y)*

t) = 5 | —=
e wlo—y P

o (y)dy (2.26)
otl pour tout x = (1, 72) € R2, on note 2+ = (=13, 21).

[’analyse du comportement asymptotique en temps de I’équation (2.25) est
basée sur I'utilisation des variables d’échelle suivantes : Soit 7" > 0 un temps

fixé. On pose
x
; v(t+1T) 8 ) ( )

Si w(x,t) est la solution de (2.25) et u(x,t) est le vecteur vitesse correspon-
dant, on définit alors les nouvelles variables W (&, 7) and V (€, 7) par

1 T
w(z,t) = T+tW( V<t+T),log(t+T)) (2.28)

u(z,t) = 1/T+tv< V<t+T),log(t+T)) (2.29)
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Alors, W (&, ) vérife I’équation suivante

oW —LW+VNIW = 0, (2.30)
ol !

LW =AW + §£.V5W +W.

Finalement, on introduit les espaces dans lesquels I’étude asymptotique sera
faite, & savoir les espaces L? a poids. Pour tout m > 0, on définit I'espace de
Hilbert L?(m) par

D) = {7 e ®) [ [ arlePmIfFdE<oc (231

On note

1N 2y = (/R?(H‘ LEP)™ | f P df)% < 0.

Si m > 1, L?*(m) s’injecte dans L'(R?). On note alors par L2(m) le sous
espace de L?(m) donné par

Lj(m) = {f € 22m)/ [ 6)d =0}

Le résultat qui suit est extrait du travail de T. Gallay et C.E. Wayne [25].

Proposition 2.3.1. Soit 0 < pu < % Alors, il existe deux constantes positives
ro et C telles que, pour tout Wy dans L*(2) vérifiant |Wollr22) < 12, la
solution de I’équation (2.30) avec W (&, log T') = Wy satisfait

W (T) = AG||12¢2) < Ce™7, 7 > log T,
ou A= fRQ Wo(€)dE et G est le tourbillon d’Oseen donné par

e = e % (232
47 ' '
La démonstration de cette proposition utilise des outils de la théorie des
systémes dynamiques. En effet, T. Gallay et C.E. Wayne construisent des
variétés centrales et montrent que les petites solutions de (2.30) convergent
vers ces variétés. Ils donnent aussi une estimation du taux de convergence de
ces solutions.
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Ensuite, en étudiant les solutions de (2.30) sur ces variétés, les auteurs
montrent que ’analyse du comportement asymptotique a tout ordre des so-
lutions de (2.30) peut étre réduite a 1’étude d’un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires.

Posons

1 x Q v x
Q(:E,t):T+tG( I/(T—I—t))’ u (I’t)_ T—I—tVG( I/(T—{—t)%

ot V& est le vecteur vitesse associé & G et qui est donné par

1 1—e 6P/ /g,
Ve = m |EPF ( 4 ) (2.33)

En revenant aux variables de départ, la proposition 2.3.1 s’écrit alors :

Corollaire 2.3.2. Soit 0 < p < % Alors, il existe une constante positive
ro telle que, pour tout wy dans L*(2) vérifiant ||wol|r22) < 12, la solution de

Iéquation (2.25) avec w(0) = wy satisfait
Gy

|w(t) — AQt)||r < m,

1<p=<2 t=>0,

ot A = [o, wo(x)dx. Siu(x,t) est le vecteur vitesse associé a w(x,t) suivant
la lov de Biot-Savart, alors

C
i 1<g<oo, t>0.

lu(t) = A @) £ —— 5
(T +1t)2™ 4

Notons que des termes additionnels dans le développement asymptotique
en temps des solutions ont été aussi calculés dans [25].
En 2004, T. Gallay et C.E. Wayne [26] ont démontré un résultat similaire au
résultat énoncé ci-dessus, sans restriction sur la donnée initiale. Ils ont montré
que toute solution de I’équation (2.25) ayant une donnée initiale intégrable,
converge vers un tourbillon d’Oseen.

Théoréme 2.3.3. Si wy € LY(R?), alors la solution de l’équation (2.25)
satisfait

A )
lim tl_%Hw(.,t) — ?G(_)HLP =0, 1<p< oo,

t—o0 \/E
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ol A = [oo wo(x)dx. Siu(x,t) est le vecteur vitesse associé a w(x,t) suivant
la loi de Biot-Savart, alors
1_1 A .
lim ¢2 e ||ju(.,t) — —=VE(—= =0, 2 < 0.
Jm 2 flult) = 2Vl =0, 2 < g s 00
La démonstration de ce théoréme est basée sur des arguments de compa-
cité et sur l'existence d’une paire de fonctions de Lyapunov.

2.3.2 Contribution de la thése

En s’inspirant des idées dans [25], j’ai étudié le comportement asympto-
tique en temps des solutions de 'équation des fluides de grade deux dans
I'espace R?.

Le systéme des équations décrivant les fluides de grade deux est donné par

O(u — alAu) — vAu+ rot(u — alAu) xu = —Vp
(SGF) divu = 0
u(z,0) = wup(x)

ot u = u(x,t) € R? est la vitesse du fluide, p = p(x,t) est la pression, a est
un coefficient matériel, v est la viscosité et z € R?, t > 0.
On introduit aussi les espaces de Hilbert

H'(m) = {f € L*(m)/0,f € L*(m), i = 1,2}
H2(m) = {f € H'(m)/d,f € H'(m), i = 1,2}

Le but de ce travail est de démontrer que les petites solutions du systéme
(SGF) s’approchent du tourbillon d’Oseen lorsque le temps devient grand.
Soit w = rotu. Alors, I’équation satisfaite par w s’écrit

Of(w — aAw) — vAw +u.V(w — alAw) = 0

w(z,0) = wy(zx) (2.34)

En suivant les idées de Gallay et Wayne [25], on introduit les variables
d’échelle (£, 7) données par (4.9) et les nouvelles fonctions W (&, 7) et V (&, 7)
données par (4.10) et (4.11) respectivement.
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Alors, W (&, ) satisfait les équations suivantes
O-(W = Se TAW) — LW + V.V (W — 2e TAW)
+ GETAW + goe TEVAW =0 (2.35)

W& log T) = Wo(§) = Two(x)

ou
1
LW =AW + §§.VW+W

et suivant la loi de Biot-Savart,

1 (& —n)*t
1% =— | >V _Wwi(n, 1)dn,
€7)= 5 | 1w aWaln.
ou W = (0,0, W3)
On obtient donc le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.4. Soient v > 0 et T > 0 un temps fixé. Alors, il eriste une
constante positive o telle que pour tout Wy dans H*(2) satisfaisant

IWoll 7 + e | AW |7 + |11 € 1P Wollzz + e T (|| € 2 AWol72 < o,
(2.36)
Iéquation (2.35) admet une unique solution W (t) € C°([logT, +oo|, H%(2))
avec W (log T') = Wj.
De plus, l'inégalité suivante est satisfaite pour tout ™ > log T,

2
< 06—07

|a=Zemaywin - s6)

L2(2)
ot 0 <6 < 3,

B = - Wo(&)dE
et G est le tourbillon d’Oseen.

En revenant aux variables de départ (z,t), on déduit alors le corollaire
suivant :
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Corollaire 2.3.5. Soient v > 0 et T > 0 un temps fixé. Alors, il eriste une
constante positive 7y, telle que, pour toul wy dans H?*(2) satisfaisant

lwoll72 + [[Vewoll 72 + a | Awo |72 + 22wl + o [l Awg 2 <,
alors la solution w(x,t) de Uéquation (2.34) satisfait, pour tout t > 0,

H( _%A>(w(t)_BQ>HLp < (T—i—t)cﬁ ) 1 §p§27

(2.37)
2 o C
|22(1 — 2A) (w(t) — 5Q)HL2 < Trofn
ou 0 <0 <1/2etC, C, sont deur constantes positives.

Si u(x,t) est le vecteur vitesse associé & w(x,t) suivant la loi de Biot-Savart,
alors

(0= Za) ) - sut)

Le (1+41)

ot Cy > 0 est une constante.

La premiére étape dans la démonstration du théoréme 2.3.4 est d’éta-

blir un résultat d’existence locale de solutions pour I’équation (2.34) dans
les espaces H?(m) avec m > 0. La nonlinéarité présente dans 1’équation et
qui contient une dérivée d’ordre trois nous empéche d’utiliser la méthode
classique de semi groupe. Pour surmonter cette difficulté, on va ajouter un
terme régularisant & cette équation, a savoir le terme €A2, ol € est assez
petit. Ainsi, ’étude du comportement asymptotique en temps sera faite sur
les solutions de I’équation régularisée et on obtient un théoréme similaire au
théoréme 2.3.4 pour les solutions régularisées.
On montrera par la suite, par le moyen des estimations d’énergie uniformes
en €, que les solutions régularisées que ’on note w® convergent vers une limite
w qui sera solution de (2.34). On démontre aussi que, sous les conditions du
théoréme 2.3.4, la solution w va converger vers le tourbillon d’Oseen et qu’elle
a le méme taux de convergence que celui trouvé pour w*.
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2.4 Etude locale au voisinage d’un point d’équi-
libre

La derniére partie de cette hése est consacrée a la comparaison de la
dynamique des équations des fluides de grade deux sur le tore T? avec la
dynamique des équations limites de Navier-Stokes.

On montre dans cette partie que, si zg est un point d’équilibre hyperbolique
pour les équations de Navier-Stokes, alors pour « assez petit, le systéme des
équations des fluides de grade deux admet un unique point d’équilibre z,
dans un certain voisinage de zg.

Ensuite, on va construire la variété locale instable de z, et la comparer a
celle de zj.
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3.1 Introduction

The study of non-newtonian fluids has attracted much attention because
of their practical application in engineering and industry.
Indeed, in the nature and in the industry, there exists a large class of fluids
that have not a Newtonian behavior. Certain features (like normal stress,
shear thickening and shear thinning,...) observed in such fluids cannot be ex-
plained by Newtonian laws. Such fluids are called non-newtonian fluids. This
is the case of many polymer solutions and many commonly found substances.
Fluids of second grade belong to the particular class of non Newtonian fluids
of differential type. Their study was initiated by J.E.Dunn and R.L.Fosdick
[17], R.L.Fosdick and K.R.Rajagopal [18] [19]. For such fluids, the stress
tensor T depends on grad u (with u velocity field of the fluid) through the
following relation

T = —pl +vA; + a(Ay — A))

where p is the pressure field, v is the viscosity and the tensors A; and A,
(called the first two Rivlin-Ericksen kinematical tensors) are defined through

Ay = (grad u) + (grad u)”,

A
Ay = % + A (grad u) + (grad u)T A,

where % =0, +u.V.
During the last few decades, considerable efforts have been usefully de-
voted to the study of rotating Newtonian fluids (see [3], [2], [4], [27], [28]). Tt
is well known that rotation plays an important role in various phenomena in
meteorology and in geophysical fluid dynamics. It has been shown that the
Coriolis force due to the earth’s rotation significantly modifies the properties
of the fluid flows.
However, very few studies which illustrate the rotating flows of non-Newtonian
fluids have been reported (see [33|, [46]).
In this work, we consider a rotating incompressible, non-Newtonian fluid flow
of grade two in a three-dimensionnal torus. We study the effect of the Coriolis
force on the motion of the fluid. The equations of a second grade fluid under

50



Chapitre 3 Global existence of the 3D rotating second grade fluid

rotation are given by the system (SG°) :

[ 0,(uf — aAuf) + rot(uf — aAuf) X u — vAu+ 1 ez X uf
=-Vp'+f inTt>0

(SG°)

divut = 0 in T3

u(0) = wo

\

where u¢ = (u{, u§, u3) denotes the velocity of the fluid, p° its pressure, f the
external body force, es the unit vector in the x3 direction and

3
T8 = [](0,27a;), a; >0, i =1,2,3, (3.1)
i=1

is a three-dimensional torus. Here o > 0 is a fixed material coefficient and €
is a small positive number (Rossby number), which will tend to zero.

We remark that, when o vanishes, we recover the classical Navier-Stokes
equations with a rotation term. One also notices that the nonlinearity in the
equation involves third order derivatives, which makes the study of this pro-
blem more difficult than the one of the rotating Navier-Stokes equations.
On one hand, the equations of second grade fluids differ from the Navier-
Stokes equations by the fact that they do not have smoothing property in
finite positive time.

On the other hand, in the three-dimensionnal case, the Navier-Stokes equa-
tions define a continuous local semi-group that is semi-linear while the second
grade fluid system defines a continuous local nonlinear group S, (t).
However, the system describing the second grade fluids is asymptotically
smoothing and, in the two-dimensional case, without the rotation term,
Paicu, Raugel and Rekalo have showed in [44] that the global attractor is
more regular than the phase space in which one is working.

In the case where there is no rotation, several authors have studied the mo-
tion of fluids of second grade (see [15], [16], [41], or [44] for instance), and
have proved local existence and uniqueness of solutions (and global existence
in the two-dimensional case). The first existence and uniqueness result has
been given by D. Cioranescu and E. H. Ouazar [16]. In their work, they
decompose their system into a Stokes problem and a transport equation sa-
tisfied by w — aAw, where w is the vorticity. Using a Galerkin method in
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addition, they proved local existence and uniqueness of solutions, when the
initial data belong to H?(Q)), where € is a bounded domain in R? or R?. In
the two dimensional case, they obtained global existence of solutions.
Applying the same decomposition method as in [16], D. Cioranescu and V.
Girault [15] established global existence (and uniqueness) of solutions in the
three dimensional case, for a small forcing term f and small initial data wug
in H3(Q2), where Q is a bounded domain in R®. They also gave some pro-
pagation of regularity results (in particular, the propagation of regularity in
H(Q).

As in the case of the Navier-Stokes equations, the main difficulty in proving
the global existence in the three dimensional case for arbitrary initial data is
due to the non linear term rot(u — aAu) X u. In fact, when estimating the
solutions of the second grade fluid system in three dimensions, one cannot
obtain the good estimates in H? that ensure the global existence of solutions,
while in the two-dimensional case, due to some cancellations, the bad term
rot (u — aAu) X u disappears.

The global existence and regularity of solutions of the second grade fluid flow
in three dimensional case for large initial data is still an open problem.

As we already remarked, when « vanishes, we recover the classical sys-

tem of Navier-Stokes equations, which has been widely studied ([21], [3],
[29], [2], [45]...). A.Babin, A.Mahalov and B.Nicolaenko [3], [2], and then
[.Gallagher |21] proved global existence of strong solutions for large initial
data, in non-resonant domains, provided that ¢ > 0 is small enough. Global
existence results in resonant domains have been obtained later by A.Babin,
A.Mahalov and B.Nicolaenko [4], and in the case of anisotropic rotating fluid,
by M.Paicu [45].
In [21], I. Gallagher obtained a diagonalized limit system, which is globally
well-posed, and in order to prove global existence of strong solutions of the
rotating Navier-Stokes equations in T?, she used the method of S. Schochet
to approximate these solutions by solutions of the limit system.

The purpose of this paper is to use the same methods as in [21], in order to
show the existence of global solutions, for large data, for the rotating second
grade fluid system in T3.

To be more specific, let us introduce the space V™(T?), m € N, which is the
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closure of the space

{u e [C®(T*)]? | u is periodic, div u = 0, / u(x) dx = 0},

'JT3

in [H™(T?)]* and

m m 3\13 : : : _
Hy, = {ue H™(T")]" | uis periodic, /T3 u(z)dz = 0}.
Let

Lu=e3xu (3.2)

This operator, which will be studied in some details in Section 3.1, is skew-
symmetric, a fact that allows us to obtain local existence of solutions for
the system (SG€) on an interval of time [0,7] where T is independent of
¢ (see Theorem 3.2.1). The fast time oscillations in (SG€) prevent any re-
sult of convergence of solutions, that is the reason why, in Section 3, we will
introduce a change of variables that eliminates the rotating term from the
equation.

Let s > 0 and ug € V*(T?). As in [21], let v¢ be the filtered vector field
defined by v¢ = L, (=) u¢, where L,(t) uo is the solution of the system

O(u — aAu) +PL(u) = 0in T3
(SL)
u(0) = wup
where L is given by (3.2) and P is the Leray projection on the space of

divergence free vector fields.
Then, v¢ verifies the system given by

(B0 — alv) — vA + Qv 0) = Lo(Z)PS
(5 divee = 0
o (0) = uo
where |
Q° (v, v) = /Ja(_?t)]P’(Ca(z)rot(ve — A x La(é)v5> (3.3)
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and i
f = Lo(Bs (3.4

We will see in Section 3.2 that (S€) has a limit system, in a sense which will
be made clear later, when € tends to zero. This system is given by

(v — aAv) —vAv + Q(v,v) = Mfin T?
(So) dive = 0inT?
v(0) = wug
where M f is the zz-average of f and Q(v,v) is the limit in D" of Q°(v¢,v°).

System (Sp) can be written in a simple way if one diagonalizes the filte-
red vector field v¢. This diagonalization consists, as in [21], in writing v° as
the sum of a bidimensional vector field Mv (which is the zs-average of v°)
and a remainder v,s.. Then, for almost all values of a;, i = 1,2, 3 (for almost
all tores), (Sp) can be decomposed into two coupled systems, a 2D second
grade fluid system with three components, that we will note (SG2D), and a
linear system (L,s.), the associate values of a;, i = 1,2, 3 define non resonant
domains. This diagonalization is crucial to get the global existence of (Sp).
Systems (SG2D) and (L,s.) can be written as follow.

O(Mv — aAsMv) — vAs Mo + ]P’(rot(]\/[v — aAsMv) X Mv)
=P(M/f)
(SG2D) |
VQ.MU =0
[ Mv(0) = Mug

where Vg = (81, 82, O)t, and
at(vosc - aAvosc)) - VAvosc + Q(MU, Uosc) + Q(Uosw MU) = O
(Lose) & div vp5c =0

Vose(0) = (I — M)uy
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We begin our study by proving the global existence of the limit system
((SG2D) - (Losc))‘

The solutions of System (L,s.) exists globally in time since it is a linear sys-
tem. The main difficulty is in proving the global well-posedness of System
(SG2D).

Here, we obtain two different results of global existence of solutions of (SG2D).

First, we consider an arbitrary coefficient «. Since the system (SG2D) consists
of three equations, but only depending on the horizontal variables, we need
to restrict the size of the vertical components of the initial data and the for-
cing term. Under these conditions, we prove the global existence of System
(SG2D).

To be more precise, we introduce the following notations. For any vector field
2 = (21,29, z3) in R3, we denote by Mz its vertival average given by

1 2mas
Mz = / z(z)dxs.
0

271'&3

Let also z, = (z1, 22) denote the horizontal component of z and z3 its third
component.

We next introduce the following notations, for all vector field uy € V3(T?)
and for all f € L*(R*, H),,(T?)).

Let
2(C2 + «)
Ko(uo, f) = HI‘OthM(UO - OéA’LL())Hig + pTH rOtthHL?(RJF,L?(’]I‘?))
(3.5)
and
2(C7 + a)

K1 (uo, f) = Hrotgl\/[(uo — QAUO)HiQ—‘l_ HrOtSMfHLQ(R'*‘,LQ(’]I‘Q)) (36)
where (), is the Poincaré constant.
Then, we obtain the theorem below.

Theorem 3.1.1. There exists a constant rq > 0 small enough such that for
all Mug € V3(T?) (respectively € V(T?)), for all Mf € L*(R*, H),.(T?))
(respectively € L*(R™, H2, (T?))), if uo and f satisfy

per

N

r

Ko(uo, f) exp(CoKo(uo, f) + CoKi(ug, f)) < (3.7)

|
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where Cy 1s a constant that does not depend on o and Ky, Ky are given
by (3.5) and (3.6) respectively, then the solution of System (SG2D) exists
globally in the space L>=(RT,V3(T?)) N L*(RT, V3(T?)) (respectively in
L>®(RT, VY NL2A(RT, VY)).

In a second time, we consider a forcing term of arbitrary size and large
initial data in V3(T?). In this case, we need to restrict the size of o and we
obtain the following theorem.

Theorem 3.1.2. For all r > 0, there exists ag > 0 such that Va < ag, for
all Mf € L*(RT, H! (T?)) and for all Muy € V3(T?) satisfying

p

|Vrot Mugl| ;2 + v ||Arot Mug| 2 + |[rot M fl| 2@+ 2y <7,

the system (SG2D) has a unique solution Mv in the space L (R, V3(T?))N
L2(R*, V3(T?)).

Moreover, if M f and Mug belong to L*(R*, H2, .(T?)) and V*(T?) respec-
tively, then the solution of System (SG2D) belongs to L*°(RT,V4(T?)) N

L2(R, V4(T2)).

Once the global existence of the limit system is established, we prove two
different results of global existence of solutions of System (SG°).

First, we consider the case of arbitrary coefficient o, and we suppose that the
V3-norm of f3 is small enough. Let vy in V*(T?) such that vy and f satisfy
Inequality (3.7). Thus, for any initial data ug in V3 such that ug is close in
V3 to vg, we obtain the global existence of solutions of System (SG¢).

The reason of this restriction on uy comes from the presence of the non-linear
term rotAu, X u.. Actually, in order to apply the method of S. Schochet, we
will introduce a new change of variable y¢ given by

Y =0 —v+e(ld— aA) RS (3.8)

where RS, will be defined later (see (5.7)).

In order to obtain V3 estimates on y¢, we need to define the scalar product
(Q°(v,y°), A%yc), which is not well defined unless we impose the additionnal
V4regularity on v (see Section 5.1 for more details).

Then, we have the following theorem.
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Theorem 3.1.3. When ay and as are fized, then for almost all az, we have
the following result.

There exists a positive constant ro small enough such that for all f in
LA(R*, HY (T2)) with M f in L2 (RY, H2 (T?)) and 0;f € L*(R*, L*(T?)),

p per

for all vy in V(T3 satisfying

2

T
K()(UO’ f) exp(CQKO<U07 f)) 6$p(02K1(’U0, f)) < 507
where Cy 1s a constant that does not depend on o and Ko, Ky are given by
(3.41) and (3.42) respectively, there exists two small positive numbers n and
€o such that, for all 0 < € < €, for all ug € V3(T3) satisfying

|uo — vollve + Verllug — vollvs < n,

the system (SG€) has a unique solution u® in the space L=(RT V3(T3)) N
LA(R*, V3(T?)).
Moreover, if v is the solution of the limit system (Sp), then

lim u Ea(z)v) 0 in L¥(RY, V3(T?) 0 L2(RT, V3(T?).

In a second part, we consider the case of a forcing term of arbitrary size
and large initial data in V3(T?). But here, we do not impose any restriction
on f, neither on wug. In this case, we need to restrict the size of «. Following
the ideas of [44], we decompose the system into low and high modes. Since
the low frequency part of ug, that we denote Py(ug) (where N is the cut-off
parameter), is very regular (in particular Py(ug) € V*), it is interesting to
consider the limit system (Sp) with Py (ug) as initial data. Then, the solution
v of this system will depend on N. We emphasize that

[ (uo)lly+ < Nlugl|ys

Thus, choosing « small enough (of the order %), we show that [vys +

Val|v||ya is uniform with respect to N and we obtain the following theorem

Theorem 3.1.4. When a; and as are fixed, then for almost all az, we have
the following result.

Let f be given in L*(RY, H), (T%)) with 0,f € L*(R*,L*(T?)) and Mf €
L*(R*, H?.(T?)) and let the initial velocity ug be given in V?(T?), then there
exists ag > 0 and €9 > 0 such that for all o < ag and for all 0 < € < €,
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the system (SG€) has a unique solution u® in the space L®(RT V3(T?)) N
LA(RT, V3(T?)).
Moreover, if v is the solution of the limit system (Sp), then

lim(uf — L(f)v) =0 in L°(R*, V*(T?) N L*(R*, V3(T?))

e—0 €

and
Valimu — £(H)v) = 0 in LR, V3(T?)).
€E— €

The paper is organized as follow. In Section 2, we introduce a few nota-
tions and prove a result of local existence of solutions of the system (SG°).
In Section 3, we study the Coriolis force and we introduce the filtered system
(S€) (see Section 3.2) by using a change of variables that eliminates the rota-
ting term in (5¢). Then, we will consider the quadratic form which appears
in the filtered system (S¢), in order to determine the limit system. Finally,
we decompose the system (5¢) into two coupled systems by taking the 3
average. Section 4 is devoted to the study of the limit system. In a first part,
we show that this sytem decomposes into a system of second grade fluids in
T? with three components, and a linear system. In a second part, using this
decomposition, we show the global existence of the limit system. In Section
5, we prove the convergence of u.(t) to the solution v(t) of the limit system
and we show the global existence results contained in Theorems 3.1.3 and
3.1.4.

3.2 Various a priori estimates and local exis-
tence

3.2.1 Preliminary

Before we state the first result on local existence and uniqueness of so-
lutions of System (SG€), we introduce some functional spaces and a few
notations.

We recall that V™(T?), m € N, is the closure of the space

{u € [C=(T*)]? | w is periodic, div u = 0, / u(x)dx = 0},

’]1‘3
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in [H™(T?)]* and

H" = {uc[H™T*]®| uis periodic, / u(z)dz = 0}.

per T
We also introduce the space
V = {ueV!|rot (u—alAu) € L*(T?)}.

One shows that, if u belongs to V, then u is in V3 and the following inequality
holds,

lullze + [ Vullz + o [ VAullz. < Clrot(u — alu)|7,

where C' > 0 is a constant that does not depend on a.

In what follows, we always consider a forcing term f € V!(T?) and initial
data in V3(T?) at least.

We remark that, if the solution u€ exists, then integrating System (SG¢) over
T3, we find that

oy dxr =0,

TL"3

/uedx:/ ugdx = 0.
T3 T3

The advantage of considering vector fields with mean value zero is that
we have a Poincaré type inequality, that is, there exists a positive constant
C, such that

thus,

||U||L2(1r3) <G ||VU||L2(T3) : (3.9)

In this paper, we use the following notations,

7 = (11, 1z, 1i3) with 11; = -2, j €1,2,3 (3.10)
a;

We denote (u,v) the scalar product of v and v in L?(T?). In terms of Fourier
decomposition, this scalar product is given by :

(u,v) = Z Uy . Uy (3.11)

nezs
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where u; (resp. Uz = v_;) are the Fourier coefficients of u (resp.v).

Let us recall also the definition of Sobolev spaces on T3.
A function h is in H*(T3) if

Pl grezy = (D (1 +[A°)° [hal*)7 < +o0

nez?
Similarly & is in the homogeneous Sobolev space H*(T?) if

~2s 2\ 1
Hs(T3) — (Z 7™ [hal™)? < 400

nezs

15

If h has mean value zero, then hy = 0 and thus homogeneous and inho-
mogeneous spaces coincide on T3,

3.2.2 Local existence
We begin with a local existence of solutions of the system (SG*).

Theorem 3.2.1. Let € > 0 and f be given in L*(RT, H),.(T?)) and let
ug be given in V3(T3), then there exists a time T > 0, independent of ¢,
and a unique solution u¢ of the system (SG°) in the space L>([0,T],V?)N
L2([0, 7], V1).

Moreover, u¢ belongs to C(0,T;V3(T3)).

Proof . In fact, performing the same a priori estimates as in [16], we can
show the local existence of solutions. For sake of completeness, we give these
a priori estimates.

We denote Lu = ez x u the skew-symmetric linear operator. We remark that
this skew-symmetric term does not appear in the energy estimates, since

Vou, (L(u),u) =0 (3.12)

Taking the inner product in L*(T3) of the first equation of (SG¢) with u€,
and integrating in the time variable, using (3.12) and (3.9), we obtain

€ € € € C § !
luf (@)II72 + e[ Vus @)z < ‘|U0Hi2+0‘HVU0Hi2+( 2 /0||f(s)Hist,
(

14
3.13)
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where (), is the Poincaré constant.

Next, we want to obtain a priori estimates of the V3-norm of the solution u¢
of system (SG¢). Assuming that u¢ is a smooth enough solution, we introduce
the vorticity w® = rot u®. Taking the vorticity of the first equation of (SG°),
we find

O (W —aAw) —vAw+ rot ( rot (us—aAue)qu)—1 Os3(u) = rot f (3.14)
€
We notice that
rot (rot o X v) =v.V( rot v) — (rot ©).Vu (3.15)

and that
(O3v, ot (v — alwv)) = 0. (3.16)

for any divergence free smooth vector fields v and 2.
Taking the L*-inner product of (3.14) with w® — aAw*® and using (3.15) and
(3.16), we obtain

50 [[w — adws |z + £ [lwf — aldwe|,
< 2ot u| e [Jw — el 2 + Ve o [l — aduw]|7,
+ ot fllz flw® — a7,

< 55w — Oé%weHig + £ [[rot utl|3, + a% lwe — aAwe,
+ 5 [lrot f1I7

Estimates (3.13) and (3.17) are the same estimates obtained in the study
of existence of solutions for the second grade fluid system without rotation
(see Estimates 16 and 25 in [16]). So the same proof of existence hold for the
system (SG€) and we obtain Theorem 3.2.1 stated above.

The continuity of the solution is proved in the two dimensional case with a
forcing term that does not depend on ¢ (see [41]), but the same prove can be
done in the three-dimensionnal case.

Indeed, the continuity property of u¢(t) with respect to ¢ in V? follows from
the continuity of the norm |u‘(t)||,s and from the fact that u(t) is weakly
continuous from [0,77] into V?. The continuity of the V3-norm is a conse-
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quence of the following energy equality,

[rot(u(t) — alu())|22 = e~ =" |Jrot (ug — aluq)||2
! 72—”(th) 2v €
+ e @ <2r0t f(s) + —rot u(s)
0 «

+ 2rot(u®(s) — aAuc(s)).Vus, rot(u(s) — ozAue(s)))ds.

3.3 The filtered system

Let us introduce the Leray projection P on the space of divergence free
vector fields, then the equation satisfied by u¢ can be written as follows

1
O (u® — aAu®) — vAu® + P(rot(u® — aAu®) x u°) + -PLu =Pf  (3.17)
€

Let us just note that as we are in the periodic case, the operator P intro-
duced above commutes with the derivation operators.

Fast time oscillations prevent any result of strong convergence of the so-
lution u€ of (3.17) to a fixed function. In order to bypass this difficulty, and as
in the case of rotating Navier-Stokes equations (see [21], [29], [3], [45], [14]),
we are going to introduce a filtration procedure of the time oscillations. The
purpose of this section is to define the filtering operator and the limit system.

As stated in Theorem 3.2.1, for initial data in V3, the system (3.17) has
a unique solution u¢, bounded in L*([0,T],V?) uniformly with respect to €,
where T is independent of ¢, and in the proof of this theorem, we show that
Oyus is bounded in L>([0, 7], V') but not uniformly bounded with respect to
¢ in the space L>([0,T], V1), this is the reason why one cannot take directly
the limit of the equation.
Let ug € V3( T?),s > 0.
As we explained above, we will introduce the filtered vector field defined by

€

v = Lo(F) u, where £,(t) ug is the solution of the system :
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Of(u — aAu) +PL(u) = 0, in T3 ¢t>0
(SL)
u(0) = wup

We remark that the operator L writes in matricial form as follows :
-1
0
0

o = O
o O O

3.3.1 Study of the Coriolis force

Let us study more precisely the system (SL) introduced above.

Since P = Id — A~'Vdiv, the Fourier coefficients of the Leray projection are
given by

N3 gny MiN3
P, = Id— # flofiy N2 ol

N3Ny, N3gNe fz%

where n = (ﬁl,ﬁg,ﬁg) with ﬁj = Z—j, j S {172,3}
Using these formulas, System (SL) can be written in terms of Fourier va-
riables in the following form :

PsL R
(SLﬁ) atufﬁ + 1+Oc|ﬁ|2 un — O
uz(0) = (uo)a

PsL
1+a|n|?

A simple computation shows that the eigenvalues of are :

iﬁg _iﬁS
0, — —— and — —5=.
nl (1 +aln|”) [n (1 +aln|”)

We denote €V, e and e, the corresponding eigenvectors, which are given by

e? =(0,0,1)"
and
N 1

n = m<ﬁlﬁd + 171 | n ’7ﬁ2ﬁ3 —im ‘ n ’7_ ‘ o, ‘Q)t

e
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€n = %(ﬁlﬁs — iy | 7|, oty + iy [ 70 [, — | 7y )"
V2| i |
where 7i;, = 712 + n3.
We have choosen e and e, such that | e |=| e, |= 1.

Note that we are studying the operator P; L defined on the divergence free
vector fields (in the sense that n.uz; = 0), the eigenvectors e and e,, corres-
pond to divergence-free vectors. Divergence-free elements of the kernel of L
are therefore vectors which do not depend on the third variable ; we recover
the well-known Taylor-Proudman theorem : under the influence of fast rota-
tions, the three dimensional fluid tends to behave as a two-dimensional fluid.
Therefore, we will only deal with the eigenvectors e, and e,,.

The solution of system (SL;) can be written in the form :
_ —ing 0 +\,+ in3 0
(Lalt)ug), = exp (—\ﬁ\(1+a|ﬁ|2)t> (ug, e el 4+ exp (—W(Ham'Q)t) (u, e, e .

To show that the series (Lq(t)uo)
mark that

converges in L?*(T?), one just has to re-

ST (Laltyuo), )" <2 [ud]” = 2]luoll
nezZ3 nezZ3

It follows that, for any divergence free vector field ug € V*(T?),
it .
Lo(t)ug)(x) = <exp (—t) uj,elet
(Eatty) ) = 3 (e (ot )

+ exp <|~|<Z%t) (ug, 6;)6;>6iﬁ'x. (318)
n

1+ aln|

Note that, if ug € V¥(T?),L,(t)ug and L,(—t)ug belong to V*(T?). Indeed,
one has

25 2s
1La(t)uollys = D [a[*|( Al <2 > Al
TLGZJ TLGZJ
and then,
1La(t)uollse < 2||uolls (3.19)
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If we replace t by —t in the expression of L, (t)ug, we obtain :

(Lol —tyuo) (1) = 3 (exp(m| ( iy )t) (2 eyt

=, 1+ ali)
—ing 0 —\,.—\ inx
—l—exp(~ - t) Ug, €, en>e ,
A ap) ) )

2 (3.20)

and thus
2
[La(=t)uollys < 2 [|uol

3.3.2 Change of variables

We still assume that ug € V3(T?).
We next introduce the change of variables that eliminates the rotation term
2 PLuf in Equation (3.17).
Let v° = Lo(=) ue.
As remarked above, v¢ € L>([0,T], V3(T?)) N L*([0,T], V!(T?)) and satisfies
the system

(0, (v — alAve) — VAV + Q(ve,vf) = f¢

diveoe = 0

Q (v, 1) = L~ )P 1ot (LoD (0" — atv)) x ca(z)ve) (3.21)

and

f = Lol )P (322

Since v¢ belongs to L>([0,T], L>(T?)), the quadratic form Q¢(v¢,v°) is
in L>=([0,T7], L*(T?)) and we have for 0 < ¢ < T :

1Q°(v* (), v ()| 12 < Ol + oy [[0 )
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Then taking the L-inner product of the first equation of System (S¢) with
0yv°, we obtain :

0welze + @ IVO 7. < C N0l (v |20 2 + [loe]l32

+ afoillye lvllys + 1<l 2)
Applying Cauchy-Schwarz’s inequality, we obtain

10072 + @[ VOwel7e < CO2 A1 + vl + 1 £l 72

9 2
+ o o[y [[ve]lys)

where C' is a positive constant.
This inequality shows that 9,0 belongs to L>°([0, T], V!(T?)) uniformly in e.
Then, we have :

[o°(t) = v @)y =

1 0w ()as|| < [ 1020 (3)]a ds

<t = 10 | oo o, 1)

This implies that v¢ is equicontinuous in C°([0, 7], V(T?)), and by applica-
tion of Ascoli’s theorem, there exists a function v and a subsequence of v°¢,
still denoted v¢, such that v¢ converges strongly to v in C°([0, T], V17(T?)),
with o > 0.

Using the fact that v¢ is bounded in V? and interpolating between V?(T?)
and V'!77(T?), we show that v¢ converges strongly to v in C°([0, T], V*(T?))
for any s < 3.

On the other hand, since v¢ is bounded uniformly in € in L*>°([0, 7], V3(T?)),
there exists a subsequence denoted v¢, such that

v — v weak in L>([0, T], V3(T?)).

These convergences allow us to pass to the limit in the system (S¢) and we
find that the function v satisfies the following limit system :

O(v — alAv) —vAv + Q(v,v) = Mfin T3
(So) dive = 0in T3

v(0) = wg
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where M f is the vertical average of f and Q(v,v) is the limit in D" of
Q°(ve, vo).

Remark 3.3.1. As the functions v and L, (t)v belong to the space V3(T?),
one can define Q(v,v) as the limit of Q°(v,v) in D' as € tends to zero.

To prove this remark, it is sufficient to show that

lim Q¢(v, v%) = lim Q“(v, v).

e—0 e—0

According to (3.21),

Q(ve,v°) — Q%(v,v) = Ea(?)P<r0t(£a(§)(v — alv)) x Lo(4)(ve —v)

+ 1ot (La(t)(v — v — aA (1€ — 1)) X ca(g)vf)

Using (3.19) and the fact that v¢ converges weakly (respectivly strongly) to
vin L°°([0,T], V3(T?)) (respectivly in C°([0,T],V*(T?)) for any s < 3.), we
deduce that L, (%)(v¢ —v) converges weakly (respectivly strongly) to zero in
L>([0,T],V3(T?)) (respectivly in C°([0,T], V*(T?)) for any s < 3.).
Therefore, Q<(v¢,v¢) — Q<(v,v) converges to zero in D' and Q(v,v) is the
limit of Q“(v,v) in D’ as € tends to zero.

3.3.3 The quadratic form

We shall consider the limit of the system (S¢) as € goes to 0, it is therefore
important to determine the limit of the quadratic form Q¢(v,v) defined by
(3.21).

We introduce the quantities

ns

+
wr(n) =F— — 3.23
=T all) (3:23)
wgf,fn = wb(k) + w(m) — w’(n) (3.24)
where a, b, c are either + or —.
We also set
vff = (Uﬁ,ef)ef (3.25)
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where vj; denotes the Fourier coefficient of v and e are orthonormal vectors.
Using the expression of L, (t)u (see (3.18)), one can write

t . . "
Q(v,v) =i Z exp(—i-wi Y(14a | k |2)Pﬁ<((kxv,2) X Vs eZ)eZ)em'm
6 ) ’
k+m=n
a,lice{i}

(3.26)

Lemma 3.3.2. Let Q¢ be the quadratic form defined in (3.21), and let u and
v be two smooth vector fields on T3. Then the limit

Qu,v) = lim Q*(u, v)

e—0

exists in D'(RY x T3) and we have

t ~ ~ .
Qu,v) =i Z exp(—i-wih YV (1+a | k IQ)P;L(((/{XU,I;) X VS eZ)eZ)em"”
¢k,

(kymm)eK
ab,ce{t}
(3.27)
where K is the resonant set defined as
_ 3 ks m3 n3 _
K={(km,n) € Z°| malpm T miaremm T e = 0
(3.28)

k' 4+ m = n}

Before proving this lemma, we recall a theorem known as the non-stationary
phase theorem that will be useful to find the limit of the quadratic form (see
Lemma 1 page 41 in [1]).

Theorem 3.3.3. Let K be a compact set in R™ and ¢ € C®(R") such that
| (0)] > ¢y > 0 in K, then we have :

Va € C(K), Yk € N and VA > 1;

)\k

/ei)\<p(9)a<9)d(9’ < Ck“(gp)c(co,f() sup |0%al

la|<k

where ci1(p) is a positive constant depending on the norm of @ in C*1(K).
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Proof of Lemma 3.3.2. Let ¢ € D(RT xT?). To find the limit of Q€ in the
sense of distributions as € goes to zero, we have to find the limit of [ Q%p dxdt
as € goes to zero.

In fact, by (3.21) and Theorem 3.3.3 (for A = 1), this integral goes to zero

as € goes to zero if wz,bncn = wb(k) + w(m) — w?(n) is not zero, that is, if
% o ~

_ 3 2 +— ms o+ — 13 —

[kl +alk?) ml (A +alm”)  [af(1+aln]7)

# 0
We thus get

t . - .~
Qu,v) =1 Z exp(—i—w,’i%n)(l—i—a | k IQ)P;L(((k’XUZ) XS, eZ)eZ)em'I
(kymm)eK €
ab,ce{t}

where K is defined by (3.28).
[l

We next want to describe the resonant set K in more details.
Performing computations, which are similar to those done in the case of the
Navier-Stokes equations (see [21], [45]), we obtain the following result.

The set K can be written as : K = K; U Ky U K3 U Ky, with

_ ks ms ng _ _

_ ks _ m3 n3 — —
Ko = Aksmon) | 2 5~ Wiiramm ¥ fwrams — 00 F +m o= n}
_ k3 _ ms3 _ n3 — —
Ky = {(k;m,n)]| F(alf[)  Imltalm®) — TAl+all?) 0,k +m =mn}
Ky = {(k,m,n)| —_— + s 1 =0,k +m = n}

El(1+al B T IRI+al@l®)  [al(+alal®)
Denoting Kyp = {k3 = m3 = n3 = 0} and arguing as in [21], we obtain the

following lemma.

Lemma 3.3.4. Kﬁ{(k,m, n) S ZS| k3m3n3 = 0} = K14UKQ4UK34UK2D,

where
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A very important observation is that the resonant terms in Q(u,v) with
interactions restricted to Kj4 cancel.

Theorem 3.3.5. The set K14 does not contribute to the resonnances :

. .t a,b,c 712 7. b c a\ a in.xr __
lg% Z exp(—@gwk’m’n)(l +alk] )Pﬁ(((k X VL) X VL en)en>e =0
(k,;m,n)eKia

a,b,ce{t}

Proof . The proof is similar to the one in the case of Navier-Stokes equa-
tions, (see, for instance, [21], [3] or [14]).
m

3.3.4 Diagonalization

In order to prove that the solutions of the system (S5¢) defined in Section
3.2 exist globally, we will decompose (S¢) into two coupled systems, which
take into account that the vectors in Ker PL do not give any oscillations.
Since R(P) N Ker PL contains divergence-free vectors which do not depend
on the third variable x3, we introduce the decomposition v¢ = Mv® + vS,,
where Mv© is the xs-average of v°.

Taking the zs-average of (S€) leads to the system,
O (Mve — aAgMve) — vA Mo + M(Qe(vﬁ, ve)) = Mfec
(5°) div Mv¢ = 0
Mve(0) = Muy

where Ay = 07 + 02 and where
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and M f€ represents the vertical average of f€.
Thus v, satisfies the following system

at(v(e)sc - QAUSSC) - VAUZSC + QE (U67 ve) = (I - M)fE

osc

(S5se) dives,, = 0

v (0) = (I—Mug

where Q5 (v, 0%) = Q°(v, v%) — M(Q*(v%, v9)).

3.4 Study of the limit system

In this part, we shall prove that the limit system (S;) obtained in Section
3.2 is globally well-posed in the space L°°(R*,V3) N L3(R*, V1), for initial
data in V3. We will use this result later to obtain global existence of solu-
tions of the second grade rotating fluids in the three dimensional torus for
sufficiently small e.
¢ scr WE see
) respectively. The idea

As we mentioned in the previous section, if we define v¢ = Mv*+ v
that Mo and v, satisfy the Systems (S¢) and (S§

osc osc
is then to pass to the limit in both systems.

3.4.1 The limit of (S°)

Proposition 3.4.1. The limit of System (S€) is the following system of 3
equations depending only on the horizontal variable :

( O (Mv — aAsMv) — vAyMv + P(rot(]\/[v — alAyMv) X Mv)
=P(Mf)
(SG2D)
VQ.MU =0
| Mv(0) = Mug

Proof . The essential point of the proof consists in the study of the limit
of M(Q°). Considering the Fourier coefficients of M (Q¢) corresponds to ta-
king ng = 0, so the resonant set is included in K = K N {(k,m,n)|ng =
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Oand k + m = n}.
According to Lemma 3.3.4, one has K C K4 U Koy U K34 U Kop.
On the other hand, Theorem 3.3.5 implies that K7, does not contribute to
the resonnances, that is equivalent to say that

lim M Q“(v5,,, vs.) = 0.

e—0
Thus, we obtain that K C Koy U K34 U Kop.
We now prove that K C Ksp.
Let us suppose that (k,m,n) € K N K. Then according to the definition
of Ky, one has

ms n3

— =0 and k3 =0.
il (L+almP) (7 (1+alaf) ’

Since ng = 0, this implies that k3 = m3s = n3 = 0, which is not possible since
Koy N Kop = 0.

By the same way, K N Kzy = (.

Therefore, we have proved that K C Ksp, which means that

lim M (Q(v°,v)) = 11_1)13 M (Q(MuvS, Mvf)).

e—0

But if v is a vector field which does not depend on the third variable, then
L, (t)v = v. Therefore,

lim M (Q“(Mv", Mv°)) = P(rot(Mv — aAMv) x Mv) in D' (R*, T?).

O

3.4.2 The limit of (S

OSC)

Let us define vys. = v — Mv, where Mu is the solution of (SG2D) and v
is the limit of v¢, then we have the following proposition :

Proposition 3.4.2. For almost all values of ag, the limit equation of (S5,,)
1S a linear equation in V.. given by :

at (Uosc - CVAUOSC) - VAUOSC + Q(MU, Uosc) + Q(Uosca MU) = O
(Lose) & div vpse =0

Vose(0) = (I — M )ug
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Définition 3.4.3. A set of triples (a1, a9, a3) is said to be non resonant if
the following condition is satisfied :

(NR) K C {(k,m,n) € Z°| ksmsns =0 and k +m = n}
where K is defined in (3.28).

Lemma 3.4.4. For any (aj,as) € R2?, there erists a subset R(ai,as) of

measure zero in R, such that, for any a3 € R\ R(ay,as) the condition of
(NR) is satisfied.

Proof . We will follow the proof of [21] and define the functions

e f.g)=e+f+yg
’)/2<€,fg)—€+f g
Ve frg)=e—f+yg
Ve, fr9)=e—f—g
ks = ™ = o
where e Fl(+alk?)’ f il (+alml®) and g 7| (14a|7|?)

We are going to prove that, if a; and as are arbitrarily fixed, then for al-
most all a3, the product H;j Y (e, f, g) is never zero, for any k, m, n, where
n =k -+ m and ksmsns # 0.

We set X = a3 '. One notices that

aj [k [* 1 7" (L o) & P+ alml) (1 +alm) T2 e £, 9)

where
Ty = kg ] |7] (1 + o |[mf*) (1 + a|fi])

Ly =mg [ k|2 (1+a |k [))(1+ald])
Ly =nglim| | k| (1+alm)(1+a|k )
On the other hand,

=4
[[7/(T1. T2 Ty) = (I3 4 T3 — I3)* — 4T3T

=1
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and I'y, 'y, and I's can be written as follows
T? = K3 (Jmnl* + X2m3) (|7 + X?n3) (1 + al|rin]” + X?m3))?
x (14 a(|fin]? + X2n3))?
T3 = m3(| kn [ +X2K3)(17n]* + X?03) (1 + a(| kn [* +X2k3))?
x (1+a(] ky > +X7n3))?
T3 = n3(Jrinl” + X2m3)(| kn > +X2K3) (1 + a(|mn|* + X?m3))?
X (1+a(] kn > +X7K3))?
where |7i,|* = n?/a2 + n2 /a2,
Thus, if k3mgnsy # 0, we are in fact considering a polynomial in X of de-
gree 12 and of dominant coefficient a(ksmsns)?(msns3)* which is not zero,

so which has at most 12 solutions.

Then, as k, m and n vary in a countable set, we have a countable set of
values of a3 ' such that Hij Y(e, f,g) = 0, so the lemma is proved.

O
Proof of proposition 3.4.2. We recall that

pec(V5, 0) = Q°(v",v°) — M(Q“ (v, v)).

Thus, in the Fourier decomposition of )¢,., ns is non zero. Therefore, if
az is non resonant (with a; and as being two fixed values), the conditions
ksmsns = 0 and ng # 0, imply that k3mg = 0. Since ng # 0 and k3+mg = ng,
we deduce that k3 and ms cannot be both zero.

Thus,
11_{% QOSC(U ,U )
=i > exp(—izngféfn)(l +alk |2)Pﬁ(((l;; x vl) x ve,, e%)eﬁb) elne

(k,;mn)eK
k3ms3=0, n3#0

= Q(MU, Uosc) + Q(vosca MU)
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On the other hand, using the non-stationary phase theorem (see Theorem
3.3.3), it is easy to prove that (I — M)f¢ = (I — M)Ly(—1%)f tends to zero
in D’ since n3 # 0 in its Fourier decomposition. Hence Proposition 3.4.2 is

proved.
m

3.4.3 Global existence of the limit system

The aim of this section is to study the global well-posedness of the limit
system (SG2D) — (Lgsc).
Global existence of solutions of System (SG2D)

We begin by the study of System (SG2D). We distinguish the case of
arbitrary coefficient o and the case of small a.
We recall that, for all vector field z = (21, 2, 23) in R3] 2;, = (21, 29) denote
the horizontal component of z and z3 its third component.

Case of arbitrary o

Let
4(C2 + «)
Ko(UO, f) = HI‘OthM(UO - OéA’LLo)Hig + d H rOtthHL?(RJF,L?(’]I‘?))
(3.29)
and
4(C? + )
Kl(uo, f) = ||I‘Ot3M(UO - CVAU())HQLQ + pTHrOtSMfHL%R*,L?(’H‘?))

(3.30)
Then, we have the following theorem.

Theorem 3.4.5. There exists a constant rq > 0 small enough such that for
all Mug in V3(T?) (respectively V*(T?)), for all Mf in L*(R*, H),.(T?))
(respectively L*(R*, H2 (T?))) satisfying

per

2
"o

Ko(uo, f) exp(CaKo(ug, f) + CoKy(ug, f)) < 3

where Cy is a constant that does not depend on «, the solution of System
(SG2D) exists globally in the space L>®°(R*, V3(T?)) N L*(R*, V3(T?)) (res-
pectively in L°(RT, V*4) NL2(RT,V*)).
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Proof . To prove the existence of solutions of System (SG2D), one can use a
Galerkin method with the same basis as the one used to prove global existence
for the second grade fluid system in the three dimensional case (see [15]).
In the following, we give the a-priori estimates that allow us to show the
global existence of solutions under the conditions of Theorem 3.4.8.

The first system of equations in(SG2D) is a two-dimensional second grade
fluid system with three components. For such systems, the V'-estimate is
the same as for the second grade fluid equations in the two-dimensional case
(with two components), since (rot(Mv — aAMwv) x Mv, Mv) = 0, and we
have

t
IleHiz+aHVleliz+V/ [VMullads < [[Muolzz + o[V Muol|7
0
02 o0
+ TP/ IM f|72 dt (3.31)
0

In order to obtain V3-estimates on the solutions, we will bound the term
rot(Mv — aAMv).
Taking the vorticity of the first equation in (SG2D), we obtain

Oy (rot(Mv — aAMv)) — vrotAMv + 1ot (rot (Mv — aAMv) x Mv) = rotf
(3.32)
Let Mv = (Mwvy, Mvy, Mus)*.
Then,
rotMv = (82Mv3, —81MU3, 81]\/./1)2 - 82le)t. (333)

Using the fact that V. Mv = 0, we show that

rot(rot(Mv — aAMv) x Mv) = Muv.Vy(rot (Mv —aAMv))
— (rot (Mv —aAMv)).V,Muv (3.34)

where Vh = (81, 82, 0)

Remark 3.4.6. According to (3.34), one easily remarks that if we take the
L2-inner product of (3.32) with rot(Mv — aAMv), contrary to the case of
the two dimensional second grade fluid system, the non linear term does not
disappear in the V3-estimates (in fact, only the first nonlinear term in the
right hand side of (3.34) disappears), therefore, we cannot obtain the global
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existence of solutions without imposing some restriction on the data.

Let rot, Mv (respectively Mwy,) denote the horizontal component of rot M v
(respectively Mv) and rotgMuv (respectively Mwvs) the third component of
rot Mo (respectively Mw), that is, rot, Mv = (9aMuvs, —0; Mv3)" and
I'OthU = 81MUQ — 82M1}1.

Then, using (3.34), we can write the first two components of (3.32) as

Oy(rotp,(Mv — aAMwv)) — vrotyb AMv + Mwv, Vi (rot ,(Mv — aAMv))

— (roty(Mv — aAMv)).V,Muvy, = rot;, f
We remark that (Muvy,.V(rot,(Mv—aAMv)), roty(Mv—aAMv)) = 0 since
VhMUh = 0.
We next estimate the term ((rot,(Mv—aAMwv)).V Muy, rot,(Mv—aAMv)).

Applying Holder’s inequality and using the fact that H %(TQ) is embedded
into L*(T?) and then interpolating between L?(T?) and H'(T?), we obtain

(rot, Mv.N,Muvy,rot, Mv) < ||[VMuvyl|p2|[rot, Mol3,
< Cs||ViMoy|| 2 ||roty, Muv||zz||Vrot, Mu||e

where Cy is a Sobolev constant.
On the other hand,

a(rot, AMv.VMuy,rot, Mv)
< a|roty, M| pa||VpMug|| pa]|Aroty, Muv||zz

< Csa||Vroty, Mo||pz||Vrots Muv||pz||Aroty, Mo||:

where we have used the fact that |V, Muvp|| 4 < [|[ApMuog||2 < ||Vrots Mo|| 2.
By the same way, we have

a(rot, Mv.VMuvy,rot, AMv)

< Csa||Vroty, Mo||pz||Vrots Muv||pz||Aroty, Mo||:
and

o?(rot, AMv.V Muy,rot,AMv) < o?|Arot, Mvl||7.||VMuvy|| g

< Osa?||Aroty, Mv||3.||Arots Mv||z2
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Collecting all these bounds, we can obtain the following inequality

10y |roty (Mo — aAMW)||7: + v || Vrot, Mo|7. + va || Arot, Mu|f3.
< Cs||VMuwy||p2||roty, Mu||Lz||Vroty, Mu||pe
+aCs||Vrot, Mv| 2| Vrots M| p2||Aroty, Mol| 2

+a3Cs|| Aroty, Mvl|2,||Arots M| 2 + ||roty, fHL? ||lrot,(Mv — aAMv)||;»
(3.35)
Now, we estimate the L%norm of rotz(Mv — aAMv).
By (3.34), the third component of Equation (3.32) is

O¢(rots(Mv — aAMv)) — vrotsAMv + Muv, .V (rots(Mv — aAMv))
—  (rotp(Mv — aAMv)).V,Muvs = rots M f

Using (3.33), we have that rot;, Mv.V,Muvs = 0.
Taking the L%-inner product of the above equation with rots(Mv — aAMv)
and performing estimates on the nonlinear term as above, we obtain

%& |lrots(Mv — &AMU)H; + v ||Vrots MUHiQ + va || Arots MUHiQ <
aCgl||Arot, Mv||pz||Vrot, Muv| p2||Vrots Muv| e

+02Cs| Aroty, Mv||2,||Arots M| 12 + ||[rots fHL2 ||lrots(Mv — aAMvV)|| ;-
(3.36)
Now, taking the sum of Inequalities (3.35) and (3.36) and applying Cauchy-
Schwarz inequality yield

O¢|[roty,(Mv — aAMY) |3, + v||Vrot, Mvl||3. + val|Arot, Mv||7.
+ Op|lrots(Mv — aAMv)||2, + v||Vrots Mv||2, + va||Arots Mol%,

< S|V Moy |22 |[roty M2, + a2 Vrot, Mul||2,||Vrots Muvl2,

2
+ a3 Q| Arots Mo||2,]|Aroty, Mo|2, + 212X rot M £ 12,
(3.37)
where C), is the Poincaré constant and Cj is a constant that does not depend

on « .
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Suppose now that
2
[rots (Muo — aAMug)||%s < %0
Then, there exists a time 7™ > 0 such that
[roty(Mu(t) — aAMu(t))||2. < r2 for all t < T*.

Let 7o > 0 be small enough such that €272 < min(%, ﬁ)

Then, remarking that
[roty(Mv — aAMv)||3, = |[rot, Muv||3.+a|[Vrot, Muvl||3.+a? || Arot, Muvl[7,
we can write Inequality (3.37) as

Op||lroty(Mv — aAMY) |72 + v||Vrot, Mvl||3. + valArot, Mv||7.

+ Oy||rots(Mv — aAMw)|3. + %||Vroty Mol|3, + %al|Arots Mol[3.

< L ot M 13,
(3.38)
Then, integrating the inequality (3.38) in time between 0 and ¢ > 0 yield

Jrot(Mo(t) — adMu(t))||2,

+ % Jo (I Vrot Mu(s)|3, + al|Arot Mu(s)|3,)ds (3.39)

4

B [ vot, M f(s)|2. ds

It remains to show that ||rot,(Muv(t) — aAMuv(t))|5. < r2, Vt < T*.
Applying the Cauchy-Schwarz inequality to (3.35) and integrating in time,
we obtain

||lroty, (Muv(t) — aAMU(t))Hiz

< lrot(Mug — aAMug) |3, +

+ i/fOt(HVroth Mu(s)|[3> + a||Arot, Mu(s)||3.)ds

2 (0%
< |Jrotn(Mug — aAMug) |2, + X (¥ )1vot,, Mf(s)|2, ds

v

+C1 Jy (19 Mun(s)|12: lxots, Mu(s) |2, + aCy|Vroty Mu|[2, [ Vroty Mo|2,

+a’Cy | Aroty Mu(s) |3, Aroty Mu(s)|2, )ds
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Applying Gronwall lemma, we can write

Irotn(Mu(t) — aAMu(t))[|7.
+v [ (| Vrot, Mu(s)|7 + a || Arot, Mu(s)|[72)ds

C+a

< ([[roty(Muo — aAMuo) |72 + =X 1| oty Mf(s)[72 ds)

x exp(C} fOt(HVMvhH%Q + ||Vrots M2, + || Arots Mvl|%,)ds)

(3.40)
Let
4(C? + )
KO(UO7 f) = HI‘Oth<MUO — QAMUO)HiQ + +Hroth MfHLQ(]R*',L?('J]‘Z))
(3.41)
and
4(C2 + )

K1<UO, f) = HI‘Ot3(MU0 — OKAMU(DHiQ + HI‘Otg Mf’|L2(R+,L2(T2))

(3.42)
According to (3.39),

exp(Ch fOt(HVMvh(s)H%z + || Vrots Mu(s)||2; + af|Aroty Mv(s)||2,)ds) <

4(C2+a)
v

exp <C'2(Hrot(Mu0 — ocAMuo)HiQ + || rot Mf||L2(R+,L2(T2)))) <

exp (CQ(KO + Kl))

Suppose now that

Ko(uo. f) exp(Colo(uo. f) + CoFa(uo, f)) < 310 (3.43)

where Ky and K are given by (3.41), respectively (3.42).
Thus, Condition (3.43) and Inequality (3.40) imply, for all t < T,

Irota(Mu(t) — aAMu()|2: <

o |oﬂw

The energy estimate (3.39) does not allow to conclude that Mv is bounded
uniformly in « in the space L?*(0,¢;V?3), for t > 0, when « is taken very

80



Chapitre 3 Global existence of the 3D rotating second grade fluid

small. In order to show a uniform bound in a on [[Mv||2¢4v3), we take the
L? scalar product of (3.32) with —rotAMuv.
Using (3.34) and the fact that div Mv = 0, we have

(rot(rot(Mv — aAMv) x Mv), rotAMv) =
(Mv.VrotMv, rot AMv) — (rot(Mv — aAMv).V Mv, rot AMv)

Therefore, the energy inequality becomes

%at( [Vrot Mu|%, + a || Arot MvHiQ) +v||Arot Mu|7. <

C(IMllya + | AM] 2 ) [ V1ot Mu] s | Arot Mo]l,.

+aC||VAMuv||p2]|Arot Mvl|3, + |[rot M f]|,- ||Arot Mv||,.
Applying Young’s inequality yields

at( IVrot Mul||%, + || Arot Mvuig) + v Arot Mu|2, < C'|| tot Mf|2

+C (M]3, + [ AMo|LS. ) [IVxot Mo}, + a*ClIVAMu|2 | Arot Mo|2,

According to Estimate (3.39), we have that Mwv belongs to L*(0,t; L*(T?)),
also AMv is in L*(0,t; L*(T?)) and /aVAMv in L?*(0,t; L*(T?))), for all
t>0.

Thus, integrating the above inequality between 0 and ¢ > 0 and applying the
Gronwall lemma we obtain

[Vrot Mu(t)||52 + a ||Arot Mu(t)||3, + l/f(f | Arot Mu(s)||3, ds

< <||Vr0t Muo||?: + o || Arot Mug|[2, + C [ |[rot M f£(t)]|% dt)

2C(C2+a
X exp <C’Hrot(]\/[u0 — aAMuy)||3. + ( V‘ﬁ )Hrot MfHL,%(L?(W)))

(3.44)
To finish the proof of this proposition, we need to show that if uy in V* and
fin L>®(R*, L?) N L?(R*, H?), the solution of the limit system (SG2D) is
in L(R*, V4 N L2(RT, VY .
We already know that the solution belongs to L (R*, V4) (since this is the

loc
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case in the three dimensional case, see [15]), the goal is to prove that this

bound is uniform in ¢.

We take the L2-inner product of Equation (3.32) with rotAZMuv.
We set I = (Mv.Vrot(Mv — aAMuv), 1ot A% M)

and J = (rot(Mv — aAMv).V,Mv,rotA*Mv).

Integrating by parts, we have

I= — Z O Muv.NVrot(Mv — aAMv).rotd,AMv dz
=127 T

- Z Muv.Vrotd,(Mv — aAMv).roto,AMv dz

1=1,2 7/ T

Since Vy.Mv =0, [, Mv.Vrotd,AMuv.rotd,AMv dz = 0.

Therefore, applying Holder’s inequality and using the embeddings of H!(T?)
into L*(T?) and of H?(T?) into L>°(T?), we obtain the following bound on I

| T |< C||VArot Mul|z2(|AMuv| 2]| Arot Mo]|z2

+ af|[VAMuv||r2||VArot Mv||z2)

Integrating by parts and using the same Sobolev embeddings as above, we

obtain
| J|< CIVArot Mo||p2(||AMo||p2]|Arot Mo|| g2

+ af|[VAMuv||12||VArot Mu||zz2)
Thus,

10y(||Arot Mul[7, + o ||[VArot Mul|3.) + v ||V Arot Mol|7, <
C||[VArot Muv||2(||AMv||p2||Arot Mo||g2

+ a||VAMv|| 2| VArot Muv||z2) + |[Vrot M f||z2||VArot Mo|| 2

Applying the Cauchy-Schwarz inequality and integrating between 0 and
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t > 0 yield

|Arot Mu(t)||32 + a ||[VArot Mou(t)||, + l/fot IV Arot Mu(s)||3. <
|Arot Mug||3, + o ||[VArot Mug|3. + C [ (|AMu(s)||2. ]| Arot Mu(s)|2,

+ 2| VAMu(s)||2. |V Arot Mu(s)|2)ds + L [ |Vrot M f(s)][7. ds
Applying the Gronwall lemma and using Estimate (3.39), we obtain

| Arot Mu(t)|)3. + a ||[VArot Mu(t)||7, + I/fg IV Arot Mu(s)|%,

< (|| Arot Mug||%5 4 a || VArot Mug||, + 2 fot Vot M f(s)||% ds) K
(3.45)
where K3 = exp(C fOt(HAMv(s)HiQ +a||VAMu(s)||2,)ds) is a constant that
depends only on |[rot(Muy — aAMug)||3» and on IM Il o iy
[

Case of small «

Theorem 3.4.7. For all r > 0, there exists ag > 0 such that Va < «ag, for
all Mf € LA(RT, H (T?)) and for all Mug € V3(T?) satisfying

per

|Vrot Mugl| ;2 + v ||Arot Mug| 2 + ||rot M fl| 2@+ r2) <7,

the system (SG2D) has a unique solution Mv in the space L= (R*, V3(T?))N
L2(R*, V3(T2)).

Moreover, if Mf and Muqy belong to L>(R*, H},.(T?)) and V*(T?) respec-
tively, then the solution of System (SG2D) belongs to L°°(R*,V4(T?)) N

L2(R*, VA(T?)).

Proof . The V'-estimate is the same as in the case of arbitrary coefficient
a and is thus given in (3.31).
We recall that

[rot (Mv —aAMv)||3. = |[rot Mv||7. +2a||[Vrot Mv||7. + o?||Arot Mv||7..

Thus, in order to estimate the V3-norm of the solution in the case of small
«, it is interesting to bound the L*-norm of the term +/arot, AMuv.
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We recall that the first two components of Equation (3.32) can be written as

O¢(roty(Mv — aAMv)) — vrot, AMv + Muv,. Vi (rot n(Mv — aAMv))
— (rot ,(Mv — aAMv)).V,Muv, = rot, Mf
(3.46)

Taking the L2-scalar product of (3.46) with —rot,AMuv, we are led to es-
timate the term (Muwy,.Vrot, Mv,rot,AMv). Performing an integration by
parts and using the fact that divMwv, vanishes, we obtain

(Muy.Vroty Mv, rot,AMv) < ||V Moy L2 || Vroty, Mol
< C||VMuoy||p2||Vroty, Mo 2| Aroty, Muvl|z

(3.47)
We also need to estimate the following term
(rotp(Mv — aAMv).N Moy, rot, AMv)
S ||VMUh||L4(T2) ||r0th MU||L4(']I'2) ||A1"Oth MU||L2 (348)

+ OéHAI'Oth MUH%Q thM'UhHLOO(TQ)
Using the continuous embedding of Hz(T?) into L*(T?) and the fact that

1 1 1 1
IV Muvy||a < CIVMuyl| .|| AMuy| 7. < [[rots Mu||7,||Vrots Mu|?,,

we get
(rotp(Mv — aAMv).V Moy, rot, AMv)
1 1 1 1

< C([[rots Mwl|;.||Vrots Mol 7,||rot, Muv||;.||Vrot, Muv|3,

+ al|Aroty, Mo||pz||Arots Mu||z2)||Arot, Mol g2

(3.49)

< Crots Mo||p2||Vrot, Mol pz||Arot, Mwvl|z

+ Cl|roty, Mv||p2||Vrots Mu||p2||Aroty, Mol| 2

+ Cal|Arot, Mvl||3,|Arots Mul|z»
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Taking the L? scalar product of (3.46) with rot;, AMwv and taking into ac-
count the estimate (3.47), (3.48) and (3.49), we can write

1 0,(||Vroty, Mu||%; + a || Arot, Mvl|3,) + v ||Arot, Mu||%, <
C ||Aroty, MU\\L2<|\VMUh\|L2|\Vr0th Muv||p2 + |[rots Mo||p2||Vroty Mu||z
+ [[roty, Muv||L2||Vrot, Mv| 2 + Cal/Arot, Mvlz||Arots Mol L2

+ llvots, M z2)
Applying the Cauchy-Schwarz inequality yield
0y(||Vrot, Mul[3, + a||Arot, Mo|3,) + v || Aroty, Molf3,

< Cs]|[VMup||3: || Vrot, Mvl||7, + Cs|jrots Muv||3,||Vrot, Mol3,
+ Cs||roty, Mv||3,||Vrots Mol||3. + Csa||Aroty, Mu||3,||Aroty Mv||7.

+ 2[roty Mf|72
(3.50)
In a similar way, in order to estimate the term |[rot3AMuv||2, we take the L2
scalar product of the third component of Equation (3.32) with —rot3AMwv.
Remarking that rot, Mv.V,v3 vanishes, we get

%8,:(||Vrot3 M/U”ig + a || Arotg Mv||i2) + v ||Arots Mv||ig <
CSHVMUhHLQHertg M’UHLZHArotg MUHLQ (351)

+OéCSHAI'Ot3 MUHL?HAI'Oth MU”%Q + ||I‘Ot3 Mf||L2HAI'Ot3 MUHLZ

Taking the sum of the estimates (3.50) and (3.51) and applying the Cauchy-
Schwarz inequality, we obtain

0, (||Vrot M7, + a || Arot Mul[3,) + v ||Arot Mv||7, <
C4l|[VMul||2,]|Vrot Mo, + oCy||Aroty, Mv||2,||Arots Mo||3,

+2[rot M f]17,
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Assume now that ||Vrot, Mug||%, + al|Arot, Mug|2, < 2.

Then, let  be small enough such that o?||Arot, Mug|?, < aff < s
then by continuity of the solution, there exists a time 7% > 0 such that
o?||Aroty, Mu(t)]7. < for all ¢ < T™.

Thus, for all ¢t < T™,
(|| Vrot Mv||i2 + a || Arot Mv||2L2) + 5 || Arot Mv||iQ <

_v_
20y

C4| VM| [ Vrot Mo][3, + 2[lrot M]3

Integrating the above inequality between 0 and ¢t < T™ and applying the
Gronwall lemma, we obtain

Vot Mu(t)||5 + a ||Arot Mu(t)|3, + 5 fg | Arot Mu(s)||%, ds
< (HVrot MuoHig + a || Arot, MuOHig + 2 fg ||rot Mf(s)H%QdS)

x exp(Cy 0+OO IV Mu(s)||22ds)
(3.52)
Using Estimate (3.31), we can write

|[Vrot Mu(t)||5 + a||Arot Mu(t)|7, + 5 fot | Arot Mu(s)||%, ds

< <||Vr0t Mug||3> 4 a || Arot Mugl|3, + 2 fot [|rot Mf(s)||%2ds> (3.53)

C? (oo
X exp(%( ||MUO||%2 +« ||VMU0||22 + fo HMf”iQ dt))

It remains to show that a?||rot, AMu(t)||7. < 5, for all t < T™.

Integrating in time Estimate (3.50) between 0 and ¢ < T* and applying the
Gronwall lemma, we get

|[Vrot, Mu(t)|32 + a||Arot, Mu(t)||7, + Vfot | Arot, Muv(s)||3, ds <
(I1Vrots, Mug|[2, + allAvoty, Mugll2, + 2 f; llvots, M f(s)|[3.ds)

x exp(Cy( fi IVMun(3) 3 + oty Mu(s)]3 + [ Vrots Mo(s)|2

+ af|Aroty Muv(s) Hé)ds)
(3.54)
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Let 2 2 02 oo ,
Ka(uo, £) = [Muolfa + @ [Mwls + =2 [ |fI e
0

and

2 o0
Ks(ug, f) = ||Vrot Mug||?, + a || Arot Mugl|3, + ;/ [rot M f(s)||32ds.
0

Then, using Estimates (3.53) and (3.31), inequality (3.54) can be written as

[ Vrot, Mu(t)|[72 + a||Arot, Mu(t)|[32 + v [ |Arot, Mo(s)|[7. ds <

(I1xot, Muoll2. + af| Aroty, Mug|[2, + 2 f; [[vot, M f(s)|2:ds)

X exp <C’5K2(U0, f) + Cs(a+ 1) Ks(ug, fexp(CsKa(up, f)))
(3.55)
Thus, multiplying Estimate (3.55) by « and choosing « small enough, we
infer that
o?||Arot, Mu(t)]]3. < L,Vt < T
2C,

Finally, if Muy € V4(T?) and M f € L?*(R*, H*(T?)), then, the solution of
System (SG2D) belongs to L*(R*, V4(T?)) N L*(RT, V4(T?)) and one can
perform the same estimate in V*(T?) (see Estimate (3.45)) as in the case of

arbitrary coefficient .
]

Global existence of the solutions of System (L)

Since the global existence of the solution v,,. of System (L,.) will depend
on the global existence of the solution Mv of System (SG2D), we distinguish
the case of arbitrary « and the case of small «.

Case of arbitrary o

Proposition 3.4.8. There exists a constant ro > 0 small enough such that
for all ug € V3(T?), for all M f € L*(R*, H,,,.(T?)), if

r

N

Ko(uo, f) exp(CoKo(uo, f) + Co2Ki(ug, f)) <

|
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where Cy 1s a constant that does not depend on o and Ky, Ky are given
by (3.41) and (3.42) respectively, then the solution of System (L,s.) exists
globally in the space L=(RT V3(T3)) N L2 (R*,V3(T?)) and Estimate (3.64)
below holds.

Moreover, if (I — M)ug belongs to VA(T?), then, the solution of System (Lys.)
belongs to L= (R, V1) NL2(R*,V*) and Estimate (3.66) below holds.

Proof . The key to the proof is the absence of quadratic terms in v,., which
enables us to find the result by performing energy estimates in V* s = 2, 3.
Let s = 2.

Taking the scalar product in L?*(T?) of the first equation in System (L,s.)
with A2v,s., we obtain

1
5815(””080”%/2 + ”Uoscn%ﬁ) +v HUOSCH%/?r = —(Q(MU, Uosc)a A27}050)
— (QVose; M), A%v4y,) (3.56)

Let A = (Q(vose; M), A?v,g.), then according to Remark (3.3.1), L can be
written as

A= hm(QE(Uosca MU)? A2UOSC)

e—0

= lim <P(r0t Ve, X T°), A%

osc osc
e—0

> — alim (P(rot Avg,. X U°), AQUZSC>

osc
e—0

where v5,, = La(1)vose and 0 = L, (L) M.

osc

Using the following identity, true for any divergence free vector fields U and
V in R3,
3
ot V x U=UNVV - V(U.V)+ Y ViVU, (3.57)
i=1

we see that ;

P(rotV x U) = P(UVV) + Y P(V;VT)).

=1
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Thus, noting by V< = Av

osc osc?

we obtain

A = lim (P(@Ve5,). A%, ) — olim (B@.VV;,). AV,)

e—0 e—0

3 3
+ lim Z (P(Ugsc ZV@ZE)’ A2Ut§sc> — alim Z <P(V;)Esc iVT)ie% AV;)GSC)
=0 /=1 ’ =02 ’
(3.58)
Now, we give a useful lemma that will help us to bound A.

Lemma 3.4.9. For any two divergence-free vector fields X and'Y in R3, we
note X, = Lo(5) Xose and Y = L (L)Y
Then, we have

Vs > 0, lim (P(Yﬁ.vxgsc), (—AS)ngc) ~0.
e—
Proof of Lemma 3.4.9. Let us note that applying —A® is equivalent to
multiplying Fourier coefficients by | n [**, and considering the Fourier coef-
ficients of Y (respectively v,s.) is equivalent to taking ng = 0 (respectively
ns # 0) in the Fourier coefficients of YV .

Let 1 = lim (P(Ye.vxgsc), (—A)SX;C) .

€E—>
Using (3.18) and the non-stationary phase theorem (Theorem 3.3.3), we can
write

t a,b,c Y,
— 9 N ,0, b ~ c,a ~ (25 3
I =t Z eXp (_Zgwk,m,n Y}q 'mXosc,ﬁz' | n | Xosc,—n
(k;mn)eK
k3=0, n3#0
where a, b, c are either 4+ or — and we have set
b . _C\,C
Yl; - (Yk’ 6k)6k7

X500 o = (Xoscan, €0,) (€5, €0 )ed

osc,m m m’ ~n

and K is given by (3.28).

Since k3 = 0, n3 # 0 and k + m = n, we have mz = ns3, and according to
Theorem 3.3.5, one can deduce that the summation in the scalar product is
actually over the set Koy.

A simple computation shows that we have |m| = |n|.

In fact, the condition (k,m,n) € Ky, is equivalent to

ms3 . n3
[ | (T+almP)  [a](l+alnl]?)
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Since n3 # 0 and mz = n3, we have | m | (1+a|m |?)=|n| (1+a|n]?).
That is equivalent to say that
[ | —Ta|+a(lm|*—|7[=0 (3.59)
If we suppose that |m| # |7], then, we deduce from Equality (3.59) that
L+ a(|m]* — |m|[a] + |a|*) = 0,

which is not possible since a > 0.
Now replacing n by —n in the expression of the scalar product, we obtain :

t
I=i Y exp <_2 w’z’b;”) VEmXE i 2 Xosen

k+m+n=0, k3=0
ma=—ng,|m|=|7|

Interchanging m and n and observing that the domain of summation is in-
variant under this operation, we can write :

t a,b,c
. b ~ yveca ~ |28
I=1 Z exp (_Z wkmn Y Xoscm | n | Xosc,ﬁ
k+m+n=0, k3=0
mz=—ng,|m|=||

Replacing n by —m — k, we have :
t
I =1 Z exXp <_Z wlj zlcn) (Yb kXc():s(Zm Yb 7 ngi m) ’ n |25 XOSCﬁ

k+m+n=0, k3=0
ma=—ng,|m|=|7|

The first part of the summation vanishes since div Y = 0 which is equivalent
to k. Y; = 0. It follows that

) t ab 5 N
I=—i Z exp (—z w,‘;mcn) Yb Xoscm | 7% Xosen

k+m+n=0, k3=0
ma=—n3,|m|=|7|

which implies that [ = 0.

Let us continue the proof of Proposition 3.4.8.
Using Lemma 3.4.9, (3.58) can be written as

4= gnz( e V), A2 ESC>+a£gIlZ( e V) AV, )

= 11+[2
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Integrating by parts and using the injections of H*(T?) into L*(T?) and of
H?(T3) into L>(T?), we get the following boud on I;.

| I |< ClIMvllys [voselly [1vosellys
By the same way, we have
| I |< aC [ M]lys [[vosell7s
Thus,
| AI< CIMollys [[vosellys ([vosellyr + e l[vosellys)

Now, we bound the term <Q(MU, Vose), szosc>.
Let J = <Q(Mv,vosc),szosc>. Then J can be written in the Fourier va-

riables as,

t ~ -
J== ) e (—Z’-WZ,’?;:?”) (Lta |k [P) ((Rx Mog)xvgge ) |7 [* Vose,—n
(k,mmn)eK €
k3=0, n3#0
Thus,

1

~ - ~ 2 5
1< (202 AralkP)all kIl Mol Vo 1)7) Toosellys

n k+m=n
k3=0, n3#0

1

< (SO S AralkPR+ a1 E Mol v 1)) Tooelys

n k+m=n
k3=0, n3z#0

It is clear that one needs V* regularity on Mv in order to bound J, but here,
we will use the special form of the resonant set as we have done in the proof
of Lemma 3.4.9.

In fact, if K+ m =n, k3 = 0 and n3 # 0, then | m |=| n | (see the proof of
Lemma 3.4.9). Therefore, | k |< 2 | m | and we obtain

1

13 (0 aralkP il kI Mol vosen 1)) Ivisellys

n k+m=n
k3=0, n3#0
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Using Young’s inequality for norms in L, of convolutions given by

1 1 1
If gl < flle,lgllz, where =4~ =1+ - (3.60)
P q r
with r =2, p=2, ¢ =1, we obtain :

| J]<3 (HUOSCHW Z | k|| Mug | +o ||MU||V3Z | m | Vosem | ) [[vosellys -

m m

Finally, we use the fact that for all vector u € V?(T?), we have

dodmillunl = D [m [ m |’ un|< CO)|lullye  (3.61)

m m

where .
_ 2-20\ % if 2
cO)=0_Im*™) <+o0if >

m

Then, choosing # = 3, we obtain
J < C(IMlys [asellys + @ 1Mol [osellys ) looscllys— (3:62)

where C' > 0 is a constant that does not depend on a.
Using (3.56), (3.60) and (3.62), we get the following estimation on v,

1
53,5(”1)030”%/2 +a HUOSCH%/?») +v HUOSCH%/?’ < C ||MU||V3 (Hvoscnvl

+ HUOSCHW) ”UOSCHW (3.63)

Applying the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain

8t(HUOSCH%/2 +a HUOSC|’%/3) +v ||UOSCH%/3 <C “MUH%/S (HUOSCH%N + o HUOSC|’%/3)

Integrating in time between 0 and ¢ > 0 ang using the Gronwall inequality,
we infer that

t
2 2 2 2
lose@®)l2 + @ [vane(®)][3s + v / lose($)l12 ds < (1 — Myugl|%s
0

T allt - Myuolls exp(C(1 + a) / 1Mo(s)|2s ds)
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Therefore using (3.44), the above inequality can be written as

”UOSC(t)H%/Q + o HUOSC(t)“%ﬂ + Vfot HUOSC(S)”%/'S» ds < ( H(I - M)UOH%/?
+a||(I — M)uolls Jexp [C’(l + a)( [totV Mug|[3> + o |[rot AMug||3

+ CHrothHLg(Lz(Ts)))exp(CHrotM(uo — alug)l2,

2C(C2+a)
——|

+ fOth”L?(LQ(T?’)))}

(3.64)
Suppose now that (I — M)ug belongs to V*4(T?). We will prove that v, €
L®(RT, V) N LART, V*). In fact, we only need the V3-regularity on Mv in
order to show the V*-regularity on v,s.
First, we bound the term B; = (Q(vse, M), A3v,s.).
Using Identity (3.57) and Lemma 3.4.9, we obtain

B = hmz( (Ve V), A% m)+ahmz(< Ui V), A )

e—0

3
- hmz( (150 V), A5, ) +alim 3 (D0, V), A%,
j:

Using the continuous injections of H?(T?) into L>(T?) and of H'(T?) into
LA(T?), we get
| By |§ H]MUHV3 HUOSCHV4 ( HUOSCHV? +a HUDSCH\M)

Now, we bound the term By = (Q(Mv, Vose), A%OSC).
B, can be written in the Fourier variables as,

t -
Bomm X e (—iluptt,) (G L EE((EM) x5, [ v
(k;mn)eK
k3=0, n37#0

Since k +m = n, k3 = 0and ng # 0, then | m |=| n | (see the proof of
Lemma 3.4.9). Therefore, we obtain
1
- -2y 7 2\ 2
(Bol< (0 (ral k) i PRI Mok | vosemn 1)) Toosellys

n k+m=n
k3=0, n3#0
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Using the Young inequality 3.60, we have

| By |§ HJWUHV3 ||v050||v4 (||UOSC||V2 +a HUOSCHV4)

Collecting all these bounds, we get the following inequality

¢
||U086(t)||%/3 + o ||U080<t)||%/4 + Vfo HUOSC(S)H%M ds <
(3.65)

(luoosellis + o oselly)exp(C(1+ @) [y [|Mv(s)|[5s ds)

According to (3.44), the above inequality can be written as

[Vose ()55 + @ [[vase ()34 + v fi 1vose($)[54 ds < (11 = M)uo|3s
+a||(I = M|, )exp [0(1 +a) ( rotV Muo||% + a rotAMu| |2
+ OHI‘Oth||L?(L2(T3)))eXp(OHI'OtM(UQ — OZAUO) ”%2

2 (0%
1 QC(CV,,+ )”

rOth|’L?(L2(T3))):|

Thus, the proposition is proved.

Case of small o

The estimates that we have performed in the proof of Proposition 3.4.8 are
uniform with respect to a. Then, using Theorem 3.4.7 and Inequalities (3.64),
(3.66), we obtain the following proposition.

Proposition 3.4.10. For all r > 0, there exists cg > 0 such that Va < ay,
Jor all Mf € LA (RY, H. (T?)) and for all ug € V3(T?) satisfying

p

[V rot Mug|| 2 + v/ || Arot Mug| 2 + ||rot M fl|r2@+ 12 <,

the system (Los.) has a unique solution v,s. in the space L°°(RT, V3(T?)) N
L*(R*T,V3(T?)) and FEstimate (3.64) holds.

Moreover, if ug belongs to VA(T3), then the solution of System (L,s.) belongs
to L®(RT, VA(T3)) N L*(RT, V4(T3)) and Estimate (3.66) holds.
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3.5 Convergence to the solution of the limit
system and global existence of the 3D ro-
tating second grade fluid

As we explained in the introduction, global existence of solutions of the
limit system will be used in this section in order to control the life span of
the solution u¢ of the second grade rotating fluid in the three dimensional
case. Inequalities (3.19) and (3.20) allow us to work with the filtered solution
v rather than u°.

We note that the same study was made in the case of rotating 3D Navier-
Stokes equations [21]| and allowed to obtain global existence and regularity
of the solutions.

In a similar way, we will prove that (v¢ — v) exists globally and tends to zero
in the space L>°(R*, V3(T?)) N L?*(R™, V(T?)) when ¢ is small enough.
The fact that, under some conditions, the solution v of the limit system exists
globally allows us to prove that v¢ is globally defined in L>°(R*, V3(T?)) N
L2(R*, V(T?)), for e sufficiently small.

We suppose that the torus T? satisfies the non-resonance property (NR) gi-
ven in Definition (3.4.3).

Let us introduce w® = v¢ — v. According to (S¢) and (Sy), w® verifies the
following equations :

O (w — aAw) — vAw + Q(w, we) + Q°(we,v) + Q(v,w) =
Q(Uv U) - Qg(vv U) + gE (367)
divw =0

w(0) =0

where Q¢ and @ are given in (3.21) and (3.27) respectively and
—1
9 = La( )RS = Mf (369

In order to prove global existence of the solutions v¢, we need to prove that
the V3 norm of w* remains small, when € tends to zero. This property cannot
be proved directly since the right-hand side in the first equation satisfied by
w* converges only weakly to zero according to Theorem 3.3.3. Actually, we
need strong convergence in order to pass to the limit in the energy estimates.
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Following the ideas of [21], we will decompose the right-hand side of the
equation (3.67) into two parts, namely the high frequency part and the low
frequency part, cutting at an arbitrary frequency N. Then, we will show that
the high frequency terms converge strongly to zero when N goes to infinity,
whereas the low frequency terms are handled with the method introduced by
S. Schochet. This method consists in considering a change of function which
will eliminate the low frequency part from the equation.

Let R* = g+ Q(v,v) — Q(v,v).
By (3.26) and (3.27), R® can be written as

R = Z exp (—iéw“) ((Pﬁfn,e“(n))ea(n))em“ (3.69)

n
ac{t},w*#0
" . . .N
—i Z exp <—z—wgf’ncn) (1+a|k \Q)Pn<((k x vh) x vfn,eZ)eZ) e
K+m=n €
a,b,cE{i},wZ:Zfﬂ/;ﬁO

with the same notations as in Section 3.3.
Let us decompose R into low and high frequency terms as follows

t a a\, a\ in.x
Py(R) = eXP(—ZEW M (ni<ny (Pafa, e en)e™
aE{:t}T»L,w“#O
. 1 a,b,c 712
—1 > Lz <y exp(—izwyin ) (1 + o [ £ %)
K+m=n
a,b,ce{:t},wg”frfn;é()
X IP;L(((l;: AR ei)e%) e (3.70)
and
Qn(R) = R — Py(R) (3.71)

Now, we introduce the following change of variable :

ye = we + e(Id — aA) RS (3.72)
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where RS is defined by

. exp(—iﬁwa) aN a\ if.a
Ry =D, ——=L1guem (Pafa cr)en)e

ae{iﬁw“#O

. a,b,c
eXp(_Zéwk:nzL,n) 1.
- > Lni<vylin<ny abe (Ltalkf)
Ktmen wk,m,n
abee{E}wihe #0
% Pﬁ(((/;: X UZ) X vs eg)e@ PR (3.73)

One can justify the choice of Rﬁv by observing that e@tf%fv eliminates the
oscillating term Py (R¢). Indeed, differentiating RS, we obtain :

- 1
O Ry = —EPN(Re) + Py (t)
where

t, a
exp(—itw ay e\ e
Py(t) = > #hlngw}@((]}”ﬁfﬁven)en)e

— iw

ac{£},w*#0
. a,b,c
exp(—igwin,) -
- > Linj<ny Liei<vy b (1+alkl[?)

K+m=n k,m,n

a,b,ce{:l:},wz:zfn#()
X 8tIP’ﬁ<((l~f x vh) X v, eZ)eZ) e (3.74)

The equation satisfied by y¢ is the following

O (Y — aAy) — vAY  + Q<(y, y°) + Q° (ye, —e(Id — QA)_U:??V + v)

+Q((— el1d — al) Uy + 0,5) = QR + Gy,
where

G = —vA(Id — aA) RS — OF ((Id —aA)IRY, e(Id — aA)*l}?fV>

+ Qe(([d NI u) +Qf (u, (Id — aA)—lf?jv) L Pa(t) (3.75)
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and Py (t) is given by (3.74).
Thus, we are led to estimate the high and low frequencies terms.

Estimation of the high frequencies terms

Lemma 3.5.1. Let the solution of the limit system v belongs to L>=(R*, V3)N
L3(R*,V3) and the force f belongs to L*(RY, H' ), then the high frequency

per
term Qn(R) goes to zero, uniformly in € when N goes to infinity, in the

space L*(R*, H'(T3)).

Proof . We use the fact that the high frequencies of an element in the space
L*(R*, L*(T?)) converge to zero uniformly in € when N tends to infinity,
according to Lebesgue’s convergence theorem.

In fact, we have

IQv RN < NI+ X (T 1Al @ralkE)]Gxe) <o)

n>N Nk+m=n

U+ S (S Tk ralkP) | <o)

n>N Nk+m=n

~ ~ 2
+ X (X ImlQralkP) | Rxo)xvge] )
n>N Nk+m=n

Using Young’s inequality (3.60), we obtain the following bound on Qx(R°)
QN Ry < IR+ Cllolfe (Iolfe +a® v llf)

+ Cllollfs (ol +a? [ vlfs)

Thus, when v belongs to L°(R*, V3)N L*(R*, V3), we conclude that Qx(R°)
belongs to L*(RT, V1(T3)).
[

Estimation of the low frequencies terms

Lemma 3.5.2. The term GS; given by (3.75) belongs to the space L*(R*, L*(T3))
provided we take O,f € L*(RT, L*(T?)) and we have the following estimate

IGV 117 < On(1 +aN2)2( I 12 + 1 0uf 72 +(+ o) v 72 (1+

|0 2+ | £ 132 +(1+a®)(1+€) | 0 lf2))
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where Cy is a constant that depends only on N.

Proof . Let us first note that, for all (k,m,n) € (Z*)® such that | k |[< N,
| n |< N, respectively | m |< N, each of the terms (wg”f,’fn)_l given by (3.24)
is bounded by a constant cy depending on N, as wg’j’?fn takes a finite number
of non zero values. o
Then the result is simply due to the fact that all the terms in G are defined
on low frequencies only, hence they are as smooth as wanted and their norm
estimated in L?(R*, L?) will be bounded by a constant Cy which depends
on N.

O

3.5.1 The V3-estimates

It is clear that y© has the same regularity as v°.
Our goal in this section is to prove that y* = o(1) in L*®([0,T],V3) N
LA(RT, V1.
As we explained in the introduction, we cannot obtain V3-estimates on ¢
unless we suppose the V4-regularity on the limit solution v. In fact, to esti-
mate the V3-norm of y¢, one has to take the scalar product of Equation (3.75)
with A%y, When taking this scalar product, one see that (Q¢(v,y), A%y°)
has to be defined, which is only the case when v belongs to V*(T3).
On the other hand, we have obtained two different results of global existence
and V4-regularity of the solutions of the limit system (SG2D) — (L,s.) when
we have distinguished the case of arbitrary « and the case of small a. In both
cases, the V4-regularity on the limit solution is obtained when wg belongs to
V4(T?) and M f belongs to L*(R*, H},.(T?)).
Therefore, it is interesting to consider the case of an arbitrary a and the
case of a small o, and we will see that when we restrict the size of o, we can
show that y* = o(1) in L>°([0, T], V3(T?))NL*(R*, V3(T?)) without imposing
additional regularity on the initial data uq.
In the next section, we suppose that the limit solution v belongs to V*4(T?)
and we begin by performing V3-estimates on y¢ that are uniform with respect
to o .
In what follows, C' will denote a constant that does not depend on N, ¢, «
or T.

Lemma 3.5.3. Let v € L®(RT, V4(T3)) N L*(RT,VH(T?)) and f be given
in LA(RY, HY (T3)) with 0,f € L*(RT, L*(T?)), then the solution of (3.75)

per
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satisfies the following inequality :
€||? €||? €||? €||4 e||4
O (lyllve + allyllvs ) + v lyllvs < Co(llyllve + o llyellys )
+ Colly vz (1=eVE +vllyz + o [ =eV + vy )
2 €12 € 2 e\ (12 2 2
+ Coc? [yl [|=eViy +vllys + Co(IQn (Rl + ¢ ||GN||v1() )
3.76

where

Vi = (I —aA)'RY. (3.77)

Proof . As we explained before, taking the scalar product of (3.75) with
A?y¢, we have

€112 €12 €2 €/ € € €
(at ly “V2 + ay Hv3) + vy HV3 + (Q (¥, y ),A2y )

N | —

+ (Q°(y", —€eV§ 4+ v), A%y) + (Q(—eV + v, 1), A%y)

= (Qn(R), A%F) , + e(Gn, A%) (3.78)

We begin by estimating (Q¢(y¢, y¢), A%y¢). In this term a derivative of order
four of y© appears. But using an integration by parts, we can show that this
bad term disappears and the order of derivative of y¢ is reduced.

Indeed, we have

(LR (ot £a()y — ady?) x La(2)y). A%)

(Q“(y",y°), A%y)
t € € l € 2 t €
= (P(rot L) — ady) x La(D)y). ALa(2)y)
Let §° = L (4)y*, then, using Identity (3.57), we obtain

@'y ), A%) = (7Y — adif), A% )

+ 3 (5 - ang) v, A%°)

Jj=1
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Integrating by parts and using the fact that div y© = 0, we see that the term
3

> (?je.V&Ag]E, 81A37> = 0, thus, we get

=1

3
(@ y), %) = =3 (5-Va + 00 V(7" — 0Aj), 87
=1

3
= % (a5 - adT)VE - (7 - aAF) VAT, AT

=1

Applying the Holder inequality and using the continuous injections of H(T?)
into L*(T?) and of H?(T?3) into L>(T?), we obtain the following bound

Q" y), A%) | < U IV 1y llys + e llyelys)

Now, we give a bound of the term (Q¢(y¢, —eVy + v), A%y°) .

Using (3.57) and integrating by parts, we see that the term
3

S (Lalb)(=eVi +0).VAALL(L)F AAL()F) = 0.

=1

Thus, we can write the following bound

(@S —eVR + ), A% ) | < Cll=eV + vllye Il 1yl

€ €12
+ al[=eVg +ollys lyllys)

Finally, to estimate the term (Q°(—eVy + v, y©), A%yc), we will need the V4
regularity on the limit solution v. Actually,

(Q°(=eVy + v.y), A%) =

(Ea(t)rot( — Vi + v — aA(—€eV§ +v)) X ¥, AZgje)

€

where 7 = Lo (1)y".
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Then, integrating by parts, we obtain
(QE(—EV]f, + v, ye)v AQQG) =
3

-3 (ﬁa(é)&rot( — eV + v — alA(—eV§ +v)) X §F, GZAQE>

i=1
3

-> <£a(§)r0t( — €V + v — aA(—€V§ +v)) x 95, 8ZA@€)
=1

Therefore, using Sobolev inequalities, we can write the following bound
(Q(—eVRy + v, ), A% ) 2| < Cllyf[lys ([=€VR + vllye 1<y

+a||—eVy + UHVS HyEHW +a||—eVy + UHV4 HyEHW)

Collecting all these estimates, and applying the Cauchy-Schwarz inequality,
we can write the estimate (3.78) as

€12 €12 €12 e||4 e4
O(llyllv2 + e lyllva) + v [lyllvs < Collly“llye + o [ly“lly=)
+Co lly°IIv2 (I=€V + vlly + ® | =€V + v[74)

+Co0® [ly“[[va |=€Vi + vllva + CollQn (BRI + € [ Gllyn)

so the lemma is proved.

3.5.2 Global existence

This section is devoted to the proof of Theorems 3.1.3 and 3.1.4 stated
in the introduction.
We have already proved in Theorem 3.2.1 that there exists a time T in-
dependent of e such that the solution u® of the system (SG€) belongs to
L>([0,T),V3(T3)) N L3([0,T], V(T?)), therefore, y© exists also on [0,77] .
Our goal is to show that ||y°||;s remains small on its maximal time of exis-
tence. We begin by proving the global existence of solutions of System (SG*)
for an arbitrary coefficient o (Theorem 3.1.3) and later, we will explain how
to adapt the proof to the case of small « in order to show Theorem 3.1.4.
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Case of arbitrary o

Proof . Let fin L*(R*T, H!, (T?)) with M f in L*(R", H2,(T?)) and 0,f €

per per

L*(R*, L*(T?)). Now, let vg in V4(T?) such that

)

Ko(vo, f) exp(CaKaolvo, f) + CaFa (v, f)) < -
where (5 is a constant that does not depend on « and where Ky(vg, f) and
K (v, f) have been defined in (3.41) and (3.42) respectively and where 7 is
the constant in Theorem 3.4.8.
Let 1 be a small positive number and Cy a constant such that C7 > 1 (we
will precise the choise of n and C7 later) and let uy be a vector in V3(T?)
such that

o = vollvs +aljuo — wllvs < g2
Then, the limit system (Sp) will be studied with v, as initial data. Accor-
ding to Theorem 3.4.8 and Proposition 3.4.8, the limit solution v belongs to
L®(RT, VA(T3))NLA(R*, V4(T?)) and Estimate (3.76) of Lemma 3.5.3 holds.
Since y°(0) = up — vy + €(Id — aA) "' RS, one can find e (N) > 0 such that

Ui

Ve <er, [ly(0)lIv= +ally (0)lIps < =
4Cy

Thus, by continuity of the solutions, there exists a time T, < T* such that
VO<t<T, |y @)lvs+ally @l <n

We will show, by contradiction, that T, = +o0.
Suppose that T, < 4+o0c. Therefore,

vt < Te ly (D)l + e lly @)l <n

€T 2 €[
|y (T)|| 2 + o ||y (To)
Then, Inequality (3.76) can be written as

€12 €12 €12 €12 €12
30y lle + allyllvs ) + v lyllvs < Con(llylvs + e llyllys)

and
2

vs =1

+ Cs(|—eVie +v[[22 + o [|[ =€V + v|[7s
(3.79)
+a? =V +ollba) (IlyellTe + ellyells)

+ Co(1Qn(R) Iy + € Gl )
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Integrating in time the above inequality between 0 and 7¢ and applying the
Gronwall lemma, we obtain
|y

E(Te) TE

2 € 2 € 2
v 2 Ly Iy ()l ds < [ 6y + e llysl

+ G QN R 32y + € 1GN 2y )| exp (G i (1=€Vi(s) + v(s) 7

+al|=eVi(s) + v(s) Iy + 0 [|=eVi(s) + v(s)[y4)ds)
Estimates (3.44) and (3.64) imply that

Co /]R+ (=€ (s) + v(s)llv2 + a [ =€Vi(s) + v(s)llya )ds < Cr(N),

where C7(N) is a positive constant that depends on N, || Vrot vy |22+ || Arot v/
and Hf||L§(H1)-
On the other hand, we deduce from Estimates (3.45) and (3.66) that

Coo? [ 1=eVis(s) + o)l ds < C(),

where C7(N) is a positive constant that depends on N and ||Arot vgl|3
+a||VArot vo||3,.
Let

08 = GXp(C7 + 07) (380)
According to Lemma 3.5.1, [|Qn(R)| j2(g+ 41y tends to zero as N goes to
infinity. Thus, there exists N big enough such that

€ Ui
QN (B[ p2r+ my < G

On the other hand, we can find an e(/V) small enough so that Ve < ¢,

¢ ||GN||L2(JR+,H1) < %-
All that leads to following inequality

|y

which is not possible. Therefore, T, = +00 and y° tends to zero in the space
L®(RY, V3(T3)) N L?(RT, V3(T?)). Thus, Theorem 3.1.3 is proved. O

(15

RS

Te
€ 2
v / ()% ds <
0
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Case of small coefficient o

Proof . In this section, we consider the case of large initial data ug in V3(T?)
and arbitrary forcing term f € L*(R*, H,,,.(T%)) with M f € L*(R*, HZ,.(T?)).
Then, restricting the size of «, we will show the global existence of solutions
of System (SG¢) and we will prove Theorem 3.1.4.

Let oy < 1 be a small constant that we will precise the choice later and
suppose that a < ay.

Let us decompose the initial data v into low and high modes by writing
uy = Py (ug) + Qn(uo)

where
Py (ug) = Z ugem.x and Qn(ug) = uo — Py (uo).
In|<N
Now we will study the limit system (Sp) with Py (ug) as an initial data since
it’s very regular, in particular Py(ug) € V4(T?). Then, Theorem 3.4.7 and
Proposition 3.4.10 imply that the limit solution v belongs to L (R™, V4(T?))
NL*(R™, V4(T?)). Since the solution v depends on N, it is natural to unders-
tand how the V3 and V*%-norms of v = v(N) depends on N. One can notice
that
| P (uo) [lvs<|l uo [vs (3.81)
and
| P (uo) [lva< N || uo [|vs (3.82)

According to Estimates (3.53), (3.64) and Inequality (3.81), one remarks that
t
lo@)[y2 + a o) 5 + v 5 ()l ds < Ka( lluollyz +  fluolly
(3.83)
+ M f 2 ),

where K, > 0 is a constant depending only on ||[Mugl}» + a || Mug||}s and
on |[M fll 2gy- Thus, the solution v is uniformly bounded in «, in the norm

[lv= + v/all [lvs.
It remains to show a uniform bound in N on the norm ||.|lys + /@||.||v+ of
v. In fact, using Estimates (3.45), (3.66) and Inequality (3.82), we obtain

2 2 t 2 2 2
lo@lvs + allv@llvs +v fo o)y ds < Ks([[uollys + aN* [luollys

M fll 22ar2y)
(3.84)
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where Kj > 0 is a constant depending only on ||[Mugl[}» + a || Mug|/}s and
on HMfHLf(Hl)- Choosing a small enough such that aN? < 1, we obtain a

uniform bound in N on ||v(t)ys + Ve ||v(t)]y« + I/fg [v(s)])%4 ds.
Let n > 0 and Cg > 1 be two constants (the choise of n and Cg will be

fixed later). In order to prove that y° exists globally in time in the space
L®(R*, V3) N L*(R*, V?), we choose N big enough so that

€ 2 € 2 Ui
[ Ol + allw(0)lvs < g5
where w(0) = ug — Pn(uo).
Then, one can find € (N) > 0 such that

€ e U
Ve < ety [y (O)lIve + ol 0y < 5
4Cy

By continuity of the solutions, there exists a time T, < T such that
VO<t<T, |y @)lve+ally @l <n.

As in the case of arbitrary a, we will show that T, = +o0.
Suppose that T, < 4o00. Therefore,

Wt < T,y ()2 + ally (@)lIys <7

and o o
[y (T2 + e [y (T s =n-

Thus, Inequality (3.79) is satisfied.
Estimates (3.83) and (3.84) implies that

OG ||—€V]f] + ’UHLQ(R-&-J/Q) + ||—€V]$7 + U||§,2(R+,V3) < 077

and || —eVy + UHi2(R+,V4) < Cr,

where C7 = C7(N) is a positive constant depending on N, ||M w32 +
o[ ol and on |1l

Let Cg = exp (2C7). The remaining of the proof follows the same steps as
in the case of arbitrary a and we obtain that y© exists globally in the space
L®(R*,V3) N L3R, V3). Thus, Theorem 3.1.4 is proved. O
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4.1 Introduction

The classical theory of Newtonian fluids is unable to explain properties
observed in some fluids in the nature. Most of such fluids are called non-
Newtonian fluids. This is the case, for example, of many polymer solutions
and many commonly substances found in the industry.

Several models have been introduced to describe and explain the behavior of
non-Newtonian fluids.

Among these models, fluids of differential type introduced by Rivlin-Erickson
[48] have attracted much attention from both theoretical and practical points
of view.

In this article, we are interested in the study of a special class of non Newto-
nian fluids of differential type, namely fluids of second grade. Their study was
initiated in 1974 by J.E.Dunn and R.L.Fosdick [17] and then by R.L.Fosdick
and K.R.Rajakopal [18], [19].

For such fluids, the Cauchy stress tensor T is a polynomial of degree less
than 2 in the first two Rivlin-Ericksen kinematical tensors A; and As,.

T = —pl +vA; + a(A;, — A)

where p is the pressure field, v is the viscosity and the tensors A; and A, are
defined through

Ay = (grad u) + (grad )7,

dAl

Ay = T A (grad u) + (grad u)" A,

where u is the velocity and % =0y + u.V.
The second grade fluid equations are then given by the following system

Oi(u — alAu) + rot(u — alAu) x u = vAu—Vp
(SGF) divu = 0
u(0) = wug

where u = u(x,t) € R? is the velocity field, p = p(x,t) is the pressure field,
« is the elasticity, v is the viscosity and z € R?, t > 0.

Here we have used the following notations.

We have identified any two-component vector field v = (v1,v7)" with the
three-component field v = (v1,v,,0)" and denoted rot v the 3-component
vector field given by

rot v = (0,0, 01v9 — Doy ).
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Several authors have been interested in the study of the second grade fluid
equations (|7, [16], [15], [20], [38], [44]).

When € is a bounded domain in R?, it has been proved that for divergence-
free data ug in (H3(2))2N (Hg(€2))?, the solution of the system (SGF) exists
and is unique in L®(RT, (H*(Q))%) N LA(R*, (H'(22))?) (see [16], [15]). The
existence and uniqueness results are the same in the case of periodic condi-
tions, for more details, see [44]. When the equations are considered in the
whole space, a similar result is proved [7].

In this paper, we are interested in studying the large time asymptotic beha-
vior of the solution of (SGF) in the whole space R

One can remark that, when « vanishes, we recover the classical system of the
Navier-Stokes equations, for which the asymptotic behavior has been widely
studied, see for example [39], [53], [11], [12], [25] and [26], [49].

In [25], the authors used ideas from the theory of dynamical systems in order
to determine the long-time behavior of solutions of the Navier-Stokes equa-
tions on R2. They showed that small solutions of the corresponding vorticity
equation, with non-zero total vorticity, asymptotically approach the Oseen
vortex. In their work, they construct finite-dimensional invariant manifolds
of these equations, and prove that all solutions in a neighborhood of the ori-
gin approach one of these manifolds with a rate that can be computed. Thus,
computing the asymptotics of solutions is reduced to the task of determining
the asymptotics of the system of ordinary differential equations that result
when the original partial differential equation is restricted to the invariant
manifold.

This result was improved later in [26], where the authors showed that the
Oseen vortices are not only locally stable but also globally stable. In other
words, any solution of the two-dimensional vorticity equation whose initial
vorticity is integrable will approach one of the Oseen vortices. The proof was
based on the construction of a pair of Lyapunov functionals for the rescaled
vorticity equation.

Then, in [49], Rodrigues gave an estimation of the time that take the so-
lutions of the two-dimensional vorticity equation to reach a neighborhood of
the Oseen vortex, when the initial data are integrable and well localized in
space.
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He also studied the case of slightly inhomogeneous incompressible fluids and
established the asymptotic stability of the Oseen vortices with respect to lo-
calized perturbations.

In this paper, we will prove that the solutions of system (SGF') have the
same behavior as the solutions of the Navier-Stokes equations, that is, their
vorticity converge to an Oseen vortex when the time goes to infinity.

As in the case of the Navier-Stokes equations, we will determine the asymp-
totic of the solutions of the system (SGF') by studying the evolution of the
vorticity, rather than the velocity. This is especially convenient in the two-
dimensional case, where the vorticity is a scalar.

In fact, taking the curl of the first equation in (SGF’), and using the identity

rot ( rot @ X u) = u.V( rot @),

which is true for any divergence free smooth vector field u and @ in R?, we
find the following equation satisfied by the vorticity w = rot u

O(w — aAw) — vAw + u.V(w — aAw) =0 (4.1)

One can then recover the solution u(x,t) of (SGF) via the Biot-Savart law
(see Section 4.2).

Another idea that helps to understand the long-time asymptotic of (SGF')
is the introduction of scaling variables that were intensively used in studying
the long-time behavior of parabolic equations, in particular to prove conver-
gence to self-similar solutions (see for example [25], [26]) .

This paper is organized as follows. In the next section, we introduce the
weighted Sobolev spaces that we use in our analysis. Then we will state the
Biot-Savart law, which will help us to obtain some useful estimates for the
velocity in terms of the vorticity. Section 4.3 is devoted to the proof of local
existence of the solution of the vorticity equation, in which we have added a
regularizing term for a reason which will be explained later. In section 4.4,
we introduce the scaling variables, give the rescaled equations and state the
main theorem which describes the first order asymptotic of small solutions
of the regularized equation. Section 4.5 is devoted to the proof of this main
theorem by introducing several functionals and deriving energy estimates. In
the last section, we prove that the solution of the regularized equation ad-
mits a limit which is the solution of the original system (without regularizing
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term). Using the energy estimates and the asymptotic behavior obtained in
Section 4.5, we show that this limiting solution has the same rate of decay
as the one of the regularized equation.

4.2 Preliminaries

In order to derive the long-time asymptotic of the solutions, we will work
in weighted Sobolev spaces. For any m > 0, we define the Hilbert space
L*(m) by

L*(m) ={f € L*(R?) /| [ou(1+[& )™ | f[*dE < oo} (4.2)

We note 1
£l 22y = (/R2(1+ [EO™ 11 de)* < oo

If m > 1, L*(m) is embedded into L'(R?). We denote by LZ(m) the closed
subspace of L?(m) given by

Lim) = {7 € L2(m)/ [ f(€)as =0}
RQ
We also define the higher order Hilbert spaces
H'(m)= {f € L*(m)/d;f € L*(m), i =1,2}
H?*(m)= {f € H'(m)/0;f € H'(m), i =1,2}

Let
fullor = ([ ule) P do)?, forallp > 1.
]RQ

As we explained in the introduction, our approach consists in first studying
the behavior of the solutions of the vorticity equation (4.1), and then to
derive information about the solutions of the system (SGF).

For this reason, we begin our study by recalling the relationship between
the velocity field v and the associated vorticity w. In two dimensions, the
velocity field u is defined in terms of the vorticity via the Biot-Savart law

uw) = o= [ Dy (43

:% R2|I_y|2w3
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where 21 = (=29, 21)" and w = (0,0, w3).
The following lemma collects useful estimates for the velocity u in terms of
the vorticity w (see [25], [49]).

Lemma 4.2.1. Let u be the velocity field obtained from w via the Biot-Savart

law (4.3).
(a) Assume that 1 < p < 2 < q < oo and % = i — % If w € LP(R?), then

u € L1(R?)?, and there exists a positive constant C, such that
lullga < Cpllwllgs -

(b) Assume that 1 < p < 2 < q < oo and define X\ € (0,1) by the relation
170X 1-)

L _ 2y 1=2
2

P a
If w e LP(R?*) N LYR?), then u € L>(R?)?, and there exists C > 0 such that

A 1-A
lullo < Cllwllze - Nwllga™

(¢) Assume that 1 < p < oo. If w € LP(R?), then Vu € LP(R?)*, and there
exists a positive constant C,, such that

IVull, < Cpllwll,.

1

(d) Let s € R and J = (—A)z.
If J*7'w € L3(R?), then J*u € L*(R?)%, and there exists a posilive constant
C such that

17ulle < Ol ],

In addition, div u = 0 and rot u = O1uy — Oy = w.

For the proof of (a), (b) and (c), see [25]. For the proof of (d), it is suffi-
cient to write the expression of the Biot-Savart law in Fourier variables.

ot i

4.3 Local existence results for the regularized
vorticity equation

We begin by proving a result of local existence of the solution of Equation
(4.1) in weighted Sobolev spaces. Since the equation contains a nonlinearity
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that involves derivatives of order three, we cannot directly use the classical
method of semi-group to obtain local existence.

In order to overcome this difficulty, we will add the smoothing term eA? in the
equation (4.1) and study the locally well-posedness in the space H?(m), m >
0, of the equation

Oy (we — aAw,) + eA’w, — vAw, + u..V(we — alAw,) = 0

o) — w49

Theorem 4.3.1. Let ¢ > 0. There exists te. > 0 such that, for all
wy € H*(m), m > 0, Equation ({.4) has a unique solution w, in the space
CO([0, timaz), H2(m)) N CH(0, tinaz], L*(m)), with w(0) = wy.

Proof . Let 8 be a small positive constant (we will precise later the choice
of 8). In order to prove the local existence of Equation (4.4), we introduce
the new variable

X = px, and w(x,t) = sc(fx,t),

and we will show the local existence of the equation satisfied by s.. We will
see, in the proof, that this change of variable allows us to avoid the restriction
of the size of a.

The equation satisfied by s, is given by

Oi(sc —af?Axse) — VB2 Axse+eB Axsc+ Puc.Vx(se—afAxs) =0 (4.5)

Let ¢(X) = (14 | X [>)™/2 and z.(t, X) = q(X)s (X, t).

Then s, € C°([0, timaz), H*(m))NC((0, t1naz), L*(m)) is a solution of Equation
(4.5) if and only if the function 2. € C°([0, t1az], H*(R?))NC ([0, timaz), L*(R?))
is a solution of the following equations

Oi(ze — P Axz. — af?qAx (g2 — 2a82¢V x () Vxz) + €81A% 2.
= P(Ze)
2(0) = ¢(X)wo(X) = 20 € H*(R?)
(4.6)
where P(z.) = v3?Axz + q(X) [I/BZAX(qfl)z6 +2v3*Vx (¢ ). Vxz

B Vx) (g %) + af¥(u. V) (AX(q‘l)zE + 2VX(q_1).VX(z€))

+ aB3(ue.Vx) (g Axz) — eB*Ax <AX(q_1)ZE + QVX(q_l).VXzE>
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—ep? (AX(Q_I)AXZE + 2VX(q_1).VXAXz6>] :
Let A be the operator defined from H?(R?) into L?(R?) and given by
A=aB*A+ap?qA(gH).

If we suppose that 3 is small enough, then Id — A is invertible from L?(R?)
into H2(R2).

Indeed, let f € L?*(R?) and consider the following problem

Find u € H*(R?) such that

(Id—Au = f (4.7)
Let a be the bilinear form given by
a(u,v) = [p w(X)w(X)dX + af? [ Vu(X).Vo(X)dX
— af? [ qA(gHu(X)v(X)dX, Yu,v € H'(R?).
Then, Yu € H'(R?), we have

a(u,u) > foo | u(X) 2 dX + af? [p | Vu(X) |? dX

—af? oo | aA(g™Y) || w(X) |? da

Let us note that | ¢A(q™1) |< Cp, where Cy > 0 is a constant.
Thus,
a(u,u) = (1 — ap?Co)llullz. + B[ VullZ,

Supposing that 3 is small enough such that 1 — a8%Cy > 0, we obtain from
the Lax-Milgram theorem that there exists a unique solution v € H'(R?) for
(4.7).
Since f belongs to L?(R?), we deduce from a regularity theorem that u be-
longs to H?*(R?) and

lullg < CILflze

where C' > 0 is a constant.
On the other hand, if 3 is small enough, we can show by the same way that
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(Id — A — aB?*qV (g ')V) ™! exists and is defined from L?(R?) into H?*(R?).
In fact, remarking that | ¢V (¢™!) |< C}, where C; > 0, we have

a(u,u) — aff? [, qV(g ") Vu(X)u(X)dX >

(1 - aB2Co)[[ull2: + aB?|Vul2 — aB2C | Vull2lul]

Then, applying Young inequality and supposing that 1—«3*Cy—3a62C} > 0,
we obtain,

a(u,u) — af? [4, qV(g ") Vu(z)u(z)de >

(1= apf?Co — 5aB8°CY)|ullf2 + 3082 Vull72

Then, using the Lax-Milgram theorem, we can show that the operator
(Id — A — aB*qV(q~1)V) is invertible.

Now, let B = —a8%qV (¢ )V.

Then, Equation(4.6) can be written as

Oze+e(I — A+ B) 'A%, = (I — A+ B)™ P(z) = P(z) (4.8)
The operator (I — A+ B)~*A? can be defined from H?(R?) into L?*(R?) and
can be written as

(I—A+B)'"A?= (I —A)'A> (I — A+ B)"'B(I — A)"'A?

The operator (I — A)7'A? defined from H?*(R?) into L?(R?) is self-adjoint
and positive, thus, —(I — A)~'A? is the generator of an analytic semigroup
in L2(R2).
Let
R=—(I—A+B)y'B(I— A)'A?: H'(R?) —s L*(R?).
Then, for all u € H'(R?), there exists a constant C' > 0 such that
[ Rul| 2 < Cllul g1

Therefore, (I — A)"'A? + R is the generator of an analytic semigroup in
L?(R?) (see [45] Corollary 2.2 page 81).

Since P(z) is a locally lipschitz continuous mapping from H'(R?) to L?(R?),
we deduce, by a classical result [45], [13], that there exists a time t,,4, > 0
such that, for all 2y € H?(R?), Equation (4.6) has a unique classical solu-
tion 2. € C°[0, tyaz), H*(R?)) N CH((0, timas), L2(R?)) satisfying 2.(0) = 2.
Therefore, we have proved the local existence and uniqueness of solutions of
Equation (4.5) and thus, of the regularized vorticity equation (4.4). O]
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To complete the proof of the local existence of the solution w of Equation
(4.1), we need to take the limit of w, when € tends to zero, but we do not
know how to prove that the existence time of w, is independent of e. Therefore
in the next sections, the study of the asymptotic behavior will be done on
w.. We will establish energy estimates on w,, which are uniform in e. Then
we pass to the limit when € tends to zero and prove that the limit of w, is
the solution of Equation (4.1) and satisfies the same energy estimates as w..
Taking € = 0 in all the above estimates, we find that the limit solution w has
the same rate of time decay as w..

In the following sections, we simply denote by w(z,t) the solution w(z,t) of
the regularized vorticity equation (4.4).

4.4 Scaling variables

The main idea in our analysis of the long-time asymptotics of the equa-
tion (4.4) is based on rewriting this equation in terms of scaling variables.
Let T > 0 be a fixed time (we will precise later the choice of 7). We introduce
the new variables :

£= m , T=log(t+T) (4.9)

and we define, as in [25], [26], new functions W (&, 7) and V' (£, 7) by

1 x
t—f—TW( V(t+T),log(t+T)) (4.10)

u(z,t) = ”t+Tv< V<t+T),log(t+T)) (4.11)

where w(zx,t) = w,(x,t) is a solution of (4.4) and u(x,t) is the corresponding
velocity field.

We remark that ¢ = 0 corresponds to 7 = log T'.

Let

w(zx, t) =

and

_ (0% -~ €
o =log T, & =77, €= 5
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Then, W (£, 7) satisfies the following system
(W —ae "TAW) = LW + V.V (W — ae "TAW) + e T AZW
+ae TAW 4+ §eTTEVAW =0, (4.12)
W( 1) = Wo(§) = Two(z)

where

1
LW =AW + §§.VW+ w
and according to the Biot-Savart law,
1 [ (E—n)"
174 = — 4% d
(€7) 2W42‘€_n‘2 (1, 7)dn

where W = (0,0, W3).
We point out that Equation (4.12) preserves the total mass of W. Indeed,
integrating (4.12) over R?, and using the fact that div V' = 0, we obtain

W r)ds = | Wo(§)de. (4.13)
R2 R2
The operator L
Let us now explain the motivation for introducing the scaling variables.

If one looks at the spectrum of the operator £ acting on L?*(m), one finds
that it consists of a sequence of eigenvalues

k
ou={-5 |k=012.}

and continuous spectrum

m— 1

c.={NeC| Re(\) < _T}

(for more details, see Appendix A in [25]).

Choosing m large enough, we move the continuous spectrum to the left as
much as wanted.

The eigenvectors corresponding to the isolated eigenvalues can be computed
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explicitly and are rapidly decaying at infinity (see Appendix B in [25]).
In our study, we will consider the behavior of small solutions of (4.12) in
the space L?(m) with m = 2. Actually, the operator £ has a simple isolated
eigenvalue \g = 0 in L*(2), with eigenfunction

1

G(&) = Ee*‘fw‘*, ¢e R (4.14)

For any 8 € R,
W(&) = BG(E) (4.15)

is called the Oseen vortex. The corresponding velocity field V¢ (such that
rot V¢ = () is given by

e €A s
Ve = %IIZ—IQ ( 2 ) (4.16)
Remark 4.4.1. It is clear that £ L V', therefore
VEVG(E) =0 (4.17)
and
VEVAG(E) =0 (4.18)

As a consequence of the equality (4.17), the Oseen vortex defined by (4.15)
is a stationary solution of the equation

0. W — LW + V.VW =0 (4.19)

where V' is the velocity field corresponding to the vorticity W.
Note that this equation is the vorticity of the Navier-Stokes equations in two
dimension.

Remark 4.4.2. We remark that |[VC| ~ |€]7 as |€] — 400 so that VC €
LY(R?)% Vg > 2.

Since we are interested in studying the behavior of the solution of (4.12) with
initial data Wy near the Oseen vortex in the space H?(2), it is convenient to
introduce the following change of functions :

W( 1) = BG(E) + f(&7), (4.20)
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where, due to the conservation (4.13), of mass property,

5 =0 = [ Wo(ende = 5. (421
R

Thus, f(&,7) belongs to L3(2) for any 7 > 0, where L3(m), m > 1, is defined

in Section 2.

Taking into account (4.17) and (4.18), f(&, 7) satisfies the following equation

O-(f—ae TAf) = Lf +ee A’ f +ae TAf + Se TEVAS
+KpV(f —ae TAf) + BVENV(f —ae TAf) + BK.V(G — ae T AG)

+e0e ?TA’G 4 fae TAG + f5eTTEVAG =0
(4.22)
where K;(&,7) = V(¢ 1) — BVE.

In what follows, we will establish various energy estimates for f(&,7) in the
spaces H%(2). So as a first step, it is necessary to control the L?-norm of f.
Unfortunately, one cannot obtain good estimates on f in the space L?(R?).
Indeed, if (.,.) denotes the scalar product in L*(R?), then we have,

1
(=Lf.£) =1V Fll7e = 5 1117

In the paper [24] (where the asymptotic behavior was studied in the one-
dimensional space), the authors considered the primitive of f, because it has
a better decay than f.

In our study, since we are in the two-dimensional case, we will introduce the
function

F(&,7) = (=A) 7 f(&,7) (4.23)

Before continuing our analysis, we give the following lemma that will be
useful later.

Lemma 4.4.3. Let f belong to L*(2) such that [, f(£)d =0, then (=A)"if
belongs to L*(R?) and we have

=231,

< C il (4.24)
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Proof . Let P(f) be the Fourier transform of f given by

P(f)(k) = g f(§)exp(—ik.§)dE. (4.25)

Since P(f)(0) = 0, we can write

= [ | PO F a

1 2 2
s/ L Pk | dk:+/ | P P dk

k<1 | K [3 |k|>1

1 1 ) )
< / /| TRy VPSR Pk ds + 51

Applying Holder’s inequality on the first term in the inequality, we obtain

< [ ([ )

2
+ A1z

< CIVPWOIs + 1117
< CIVPf)la + 1f]3

Therefore,

3 2
|2y, < cla+ 1€ P <Ol

Lemma 4.4.4. Let F be given by (4.23). We have

o

(~B)HEVS) = —2F +EF

and

, 1 1
(~A)iLf = AF 4 SEVF + oF.
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Proof . Using the Fourier transformation and integrating by parts, we can

write
P((=A)"H(EVF)) (k) = —2P((—A) 71 f) (k)
bt | er@ea ik
= —2P((=A)74f) (k)
i exp(—ik.
o [ f@ep(ike)de
= —3P((—=A)"5f) (k) + P(£V(=A) 1 f) (k)
Thus,
(—A)ILf = AF + %g.vzf + }lF
]

Let us remark that
_3 1
(= (=2)5Lf F) = |VF 32 + 7 IF]:

which will allow us to obtain good L2-estimates on F.

Using Lemma , we can write the equation satisfied by F' as follows

O, (F —ae "AF) — AF — %g.vp — leF + e T AF 4 3¢ TAF
+5e¢ TEVAF + (=) ((Kf + BVa)-V((-A)FF + aaf(—A)%F))
+8(-2)"1 (K. V(G - ae"AG)
iG=0
(4.26)

F2eTEV(=A)IG + e (—A)IG + Le(—A)
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Theorem 4.4.5. Let v > 0 and T" > 0 a fixed time. Then, there erists a
positive constant vy such that for all Wy in H?(2) salisfying

IWoll3 + ae™™ AW 172 + I € 1> Wolljz + ae™™ ||| € |2 AWl 72 < 70,
(4.27)
where & = % and 1 = logl’, Equation (4.12) has a unique solution W (T) €
CO([r0, +o0[, H*(2)) satisfying W (19) = Wy. Moreover, the following inequa-
lity is satisfied, for all T > 19,

11— ae 7 A)W(7) = BG)|[}2) < Ce™

where C' > 0 is a constant, 0 < 0 < %, B = Wo(&)dE and G is the Oseen
R2
vortex defined by (4.15).

This result can be written in the unscaled variables (z,1).

Let
1

TV

u®(z,t) = ’/t+TVG( V(HT)). (4.29)

Thus, € is the solution of 9,2 — vAQ+u2.VQ = 0, when 1 is the associated
velocity field. From Theorem 4.4.5, we deduce the following result.

Corollary 4.4.6. Let v > 0 and T > 0 a fized time. Then, there exist a
positive constant 1 such that for all wy in H?(2) satisfying

O(a,t) = (4.28)

and

lwoll72 + [[Vewoll 72 + a | Awo |72 + [|22ws|[72 + o [l Awg 2 <,
then the solution w(x,t) of Equation 4.4 satisfies, for all t > 0,

[0 = §2)w®) =8, < =5 1<p<2,

(4.30)
o C
H952(1 — FA)(w(t) — 5Q)HL2 < e
where 0 < 8 < 1/2 and C' > 0 and C, > 0 are two constants.
If u(z,t) is the velocity field obtained from w(x,t) via the Biot-Savart law,
then

|0 =2 a)@® - s l<g<oo  (431)

q
(L)
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where 0 < § < 1/2 and C, > 0 is a constant.

4.5 Asymptotic behavior of solutions

This section is devoted to the proof of Theorem 4.4.5 which describes the
asymptotics of small solutions of (4.1) as the time tends to infinity.
First, we will establish energy estimates of the solutions in the space L?(2).
Next, using these estimates, we will prove the global existence of solutions of
(4.1) and describe their behavior when the time tends to infinity.
For this purpose, let dy be a positive constant (that will be fixed later) and
let 0 < 0 < §y. We also assume that, for some 7y < 71 < 7, where 7 =
log(T + tmax), we are given a solution f € C{ry, 1], H*(2)) of Equation
(4.22) satisfying the following bound

| B2+ f() o+ ||E2F ()5 <6, m<T <7 (4.32)

where (3 is given by (4.21).

Let T be big enough (we will precise the choice of T later).

Our aim is to control the behavior of the solution f on the time interval
[70, 71], using energy functionals.

4.5.1 Energy estimates in L?(R?)
Estimates on F'

Let F' be given by (4.23). We introduce our first functional Ey(7) given
by
1 ~ —T
Ey(r) = S(IF ()72 + ae " [IVF(7)]12) (4.33)

In order to establish a good decay rate of Ey, we will use the following
auxiliary lemma.

Lemma 4.5.1. Let h belongs to L2(1), then (—A)~1h belongs to L2(R?) and
we have

i

L < Clbllag

123



Chapitre 4 Long-time asymptotics of the second grade fluid equations on R?

Proof . Using the Fourier transformation, we can write

= [ Pk

1 2 2
§/| | PO Pk [ P Pk

k|<1 | k| |k|>1

On one hand, the second term in this inequality can be bounded |h]|7,.
On the other hand, applying Holder’s inequality on the first term in the
inequality, we obtain

2 1 2
< P0G (f  rgs)” Il

k<1 | k|2

IA

ClIPR) | + [1AlI72

< O+ 1€ Dhllze < Clhllzeq)

Remark 4.5.2. Using the Fourier transform, it is easy to remark that

|artas

< =2

L L2,z:1,2.

In fact, we have,

2 | ki |? 2 1 2
= [ ieow s [ o pem P

- st

Now, we give the following lemma for the functional Fj.

Lemma 4.5.3. Assume that f € L>([ro, 1], H*(2)) is a solution of (4.22)
satisfying the bound (4.32). Then, there exists two constants Cy > 0 and
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0<0< % such that for all T € [19, 1],

OrEo(r) + 0Ey(7) + (1 + %e™ — Ge ) [[VF |72 + &(§ — §)e ™ [|AF|7

<Co|BPR(@2+8)e ¥ +Co|BIIVSI
+Co(6+ | B PY(IIFN7= + I € 1 £1I72)

+Co(+ | B P)a%e 2 (| AfI52 + I € 2 AfII32)

(4.34)

Proof . In order to estimate the L?-norm of F, we take the scalar product

in L?(R?) of Equation (4.26) with F. We obtain

0-Eo(r) + § Il + (1= §e) IVFIL. + 5 (€ VAF F)
+Ee 2T | AF|2, + e (g.V(—AﬁG, F) + 666‘27<(—A)3G, F)

2

+%ﬂe—7<(—A)iG, F) + L 4+1L,+13=0

I = ((_A)—%(Kf.v((—A)%F+@e—f(—A)%F)),F),
L= B((-2) (K. V(G - ae "AG) ). F),

Iy = 5((—A)*3 ((vG.V((—A)%F + ae*T(—A)%F)) , F)

Integrating by parts several times, we obtain

(f.VAF, F) — 9 /R (AF Flg— | €VF AR

2 2
=2|VF|7.+ Y. | &VOLF o Fds+Y [ | 0F |*d¢
k=1 JR2 1 JR2

=2||VF|z.

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

125



Chapitre 4 Long-time asymptotics of the second grade fluid equations on R?

Now, we estimate the following terms

(ev(-a)ic.F) < [le1v(=2)iG| 1Pl < CIFlL., (@40

(Cayie.r) < |6, IPl: < CIF)L., (441)
(a)ie.F) = —((-a)a.aF) < |(a)6)| 1A,
< C|AF|;.. (4.42)

Next, we bound the term I;. Using the fact that divK; = 0, we can write
2
3 : 3 7
I = <Z(—A)75¢ (K}((—A)ZF + o‘ze‘T(—A)ZF)> , F)
i=1

where K7} denotes the 7" component of K.
Therefore, applying Holder’s inequality and using Lemma 4.5.1, we obtain

1] < 1Pl X o)t -a)in)|
2 3 ) ;
ae 1Pl 3| (-8 tary )i
< 1Pl 3 -8 p-)in) |
2 L ) ;
6e T |1Fl X |(-2)H (5 (-2)EP) |,
2 ) s - ‘ ;
< CHFHLg;()]Kf(—A)4F“L2(1)+@e (AR L2(1)>

< CNEN e 15l e (SN 20y + e IAF Il 2oy )

Using Lemma 4.2.1, part (b), with A = %, p = g, g = 6 and the fact
that H'(R?) and L%(2) are continuously embedded into L6(R?) and L5 (R?)
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respectively, we obtain
1 1 -
[ Ll < CHEN g 17 11 2y (Ll 2y + @e T IIAf Il 2y)
Using the bound (4.32), we have
[ Ll < CVOIFI e (I ll2qy + ae™ 1A Fll 2y ) (4.43)
The terms I, and I3 are bounded by the same way as above and we get

[ | < CIBIFl 117 112 (G 20y + ae™ 1AG] 2 )

< Cl1B1A+ae ) IFg (1flm + 1fllzee)

(4.44)
and

| I3 |

IN

CLBINEN L [V e (Il 2y + de [Af 2y )

(4.45)
< CIBIIFIL: (Il 2y + ae [1Afll2q))

Collecting the bounds (4.39)-(4.45), we deduce from (4.35) that
0rEo(T) + ¢ I Fllze + (L + 22 e ™) [IVF|7. + &7 |AF| L
SCBlae||Fll.+C| 8] e |AF]

+ OO+ [ BNIF N2 (1f 2y + ae T 1A Fll 2y )

+C 81 A+ae ) [ Fll (1 lm + 1fll2e)

Applying Young’s inequality yield that for all py > 0, we show that there
exists a constant C,, > 0 such that

0-Eo(7) + (5 — o) IF 172 + (14 22e77) [|[VF |72 + €™ (1 — o) | AF |7
<Cu | B (@%+E)e ™
+ Cuy (641812 )( Hflliz(l) + a’e™" IIAfllim) )

+Cuo | B2 L+ a2 (1 £15n + 117200
(4.46)
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Let us note that

1F ey = Jeo(F TEPY SO 2 dE
(4.47)

< Nz N Wy < SCULNIZe + 1€ FlZe)-

Thus, using (4.47) and the fact that f satisfies the bound (4.32), we can write
(4.46) as

0, Eo(7) + (5 = no) [ Fll 72 + (1 + e ) [IVF|72 + €7 (1 = puo) | AF|72
<Cuy | BP (a2 +€)e > +Cy | BV
+ Cl(0+ | B YN FIZ + I E 2 £1I52)
+Cly(0+ | B P)a2e 2 (|AF]7: + I € 1 AFII7- )

Now,let0<,uo<%andgzi—uo<%.

Therefore, the above inequality become
Oy Eo(7) + 0By (1) + (1 + 326" — Qe 7) | VF|[2, + €3 + D) |AF |2,
<Co|BP (@2+&)e > +Co|BI|VS
+ Co(d+ | 8P (115 + 1€ 1P f1I72)

+Co(6+ | B P)a%e > (| AfI5: + I €[> AfIf32)

O
Next, we will write estimates on f and Af.
Estimates on f
Now, we introduce the functional E(7) given by
E(r) = (If(0)llz: +ae [V f()]72) (4.48)

Then, we have the following lemma.
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Lemma 4.5.4. Assume that f € L ([, 71], H*(2)) is a solution of (4.22)
satisfying the bound (4.52). Then, there exists a constant C; > 0 such that
for all T € |19, 71],

OrBr(1) + En(7) + (5 — §¢77) IV FIlg2 + 5e77 [ AFII7
<SG BP(@+ee >+ (3+Ci|B1)IVFIL
FCLBPIER flle + Cr(o+ | B2 )a%e > [ AfIZ
Proof . Taking the scalar product in L?(R?) of (4.22) with f, we obtain
OrBA(T) + IV Flze = 5 IF1lze + T 1Al
+6%e 7 (EVAG, f) + Bee > (A*G, f) + Bae™" (AG, f) (4.49)

+Ji+ B+ BJ3 =0

where

So= (KpV(f —aeAf), f)
Jo = (VOV(f —ae"Af), f)

Jy = (Kf.V(G—ae_TAG),f).

Integrating by parts and applying the Holder inequality, we have the following
bounds

| (EVAG, f) | < (2|AG) 2+ 11 €1 AG2) IV flle < CUIV Sl 2

(4.50)
[(A%Gf) | < IAG] L [Af]l2 < CHAS L (4.51)
|(AG,f) | < VGl IVFll2 < CIV L (4.52)

Next, we bound the terms J;, © = 1,2, 3.
Integrating by parts and using the fact that div Ky = 0, we can write

B = —ae " (K;VfAf)
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Thus, applying Holder’s inequality and using Lemma 4.2.1 part b, we obtain
the following bound

[ S| < ae T [[Kpll g IVl 2 1Al 2

< Cae™"|[flI{n ||f||22(2) IVl [Af] (4.53)

< CVoae™™ IVl 2 1AL L2

since f satisfies the bound (4.32).
On the other hand, since div V¢ = 0, the term J, can be bounded as above
and we have

[l < ae T ||[VO| L IV Al IAS] L
(4.54)
< Cae " [V [z |Af]l L2

Finally, integrating by parts, using Lemma 4.2.1 part a and the continuous
4
injection of L?(2) into L3 (R?), we have the following bound on J;

[Js] < I8l 1G = ae " AG 4 IV £l 2
< C+ae )|l 4 VAL (4.55)
< Ct+ae) [ flloe IV

Collecting the bounds (4.50)-(4.55) and applying Young’s inequality on (4.49),
we have that for all ;i1 > 0, there exists a constant C,, > 0 such that

0By (r) + (1= ) IV Il = 5 117 + e (1 = ) [1AFII7»
SCu | BP (@ +8)e™ +Cu | B (L+a%e™) | [0
+ G (04 | B [P )a?e ™ | Af]
Choosing 11y = % and remarking that

112 < 20105 + 1€ P £ ). (4.56)
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the above inequality can be written as

0. Er(7) + Er(7) + (3 — 2e77) | VSfI[72 + Se 2 | A2

SCBP(a+@e ™+ (1+Ci| B (1+ae ™)) |fl

(Y]]

FO B (A ate ) [ € fl + Cu(o+ | B2 )ate ™ A2
(4.57)
Let us note that in order to bound the L?-norm of f, it is sufficient to bound
the L%-norms of VF and of Vf.
In fact, applying Holder’s inequality, we have

A RN ICINEEINEY,

< |l(=A)1 ’ %F’
B H( >4f L2 L
Then, using the fact that H(— 2FH |VF|;. and applying Young’s
inequality, we obtain
1 IATE
1£17: < lFIG||(=2)=f L IVE L

1 1
< N2 ANV FIZ NVF e
1 2 1 2 1 2
< LIVE| + IV FIT + LI £
Thus,
Ifl7: < 2|VF|7. + LIV £l (4.58)

Therefore, using (4.58), Inequality (4.57) can be written as
OrEv(7) + Ei(7) + (5 — 5¢7) IVfl72 + 5e7> |AS72
<GB (@ +ee >+ (3+C1|B81)IVFIL (4.59)

OB P INER fllze +Cu(o+ | B )a%e | Af7.
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Estimates on Af
The next functional is
Ex(1) = IVl +ae™ [Af(7)]]72) (4.60)

Lemma 4.5.5. Assume that f € L>([ry, 1], H*(2)) is a solution of (4.22)
satisfying the bound (4.32). Then, there exists a constant Cy > 0 such that
for all T € |19, 71|, we have

0, Ex(1) + Es(1) + (3 —ae ) [|Af|7: + Se7 2 [|[VAS|7.
<Oy | B (@2 +8) e+ 3+ Cold+ | B1D)) IVS2a

+Co [ B IER £+ 1 fII72)

Proof . In order to obtain estimates on the L?-norm of Af, we take the
scalar product in L?(R?) of (4.22) with —Af . We obtain

0. Ey(1) + (Lf,Af) +ee > |[VAF|2: — e [|Af]2
<|BlaeT (3 € VAG 2 + IAG]| 2 ) [|AF]] 2 (4.61)

+e8e™ | AG]| 2 [|Af]] 2 + Ky + BE, + BK

where
K, = (KpV(f —aeAf),Af)

Ky, = (VEN(f—acAf),Af)

K; = (K;V(G—ae TAG),Af)
Integrating by parts, we have
&V ASf) =0,

thus,
(LFAF) = IAFIZ = IV 7 -
Since div V¢ = div K¢ =0, we remark that

(K;.VAf,Af) = (VEVAF,Af) = 0.
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Therefore, using Lemma 4.2.1 part b, with A = %, and the injections of L?(2)
and H'(R?) into LP(R?) and LY(R?) respectively, when 1 < p < 2 < ¢ < oo,
we can write

(KAl < Bl e IV Fll 2 (1A 2

< O 1N o) IV F e TAF e (4.62)

< CVS IVl A 2

We also have .
K| < [[VE| < IV Il IASI] 2

(4.63)
< ClUVSl 1AL
Finally, using Lemma 4.2.1 part a, we can write
[Ks| < K¢l [IV(G— ae™"AG) | i [[A Sl 2
(4.64)

< Cl+ae™) [fll 2 1AF

Thus, collecting the bound (4.62), (4.63) and (4.64) and applying the Cauchy
Schwarz inequality on Estimate (4.61), we obtain that for all ps > 0, there
exists a constant C),, > 0 such that

O-Es(7) + (1= S — o) |Af|22 — [V fII72 + e 27(1 — o) [VAS3
<Cu | B (@2 +€)e > + Cu(d+ | B 1) |VS]7

+Ca | B (INEP fIlz2 +11F1172)

Choosing e = %, we get
O0rEs(7) + Ea(r) + (5 — ae™") [Af|7z + 57> [IVAS][72
<G| B (a%+8)e ™ + (3 + Cald+ | B IV 12

+Co | B (1€ fllz +1I£1172)
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Now, let

E3(t) = 5Ey(7) 4+ 5E(T) + $Es(7) (4.65)
Then, Lemmas 4.5.3, 4.5.4, 4.5.5 and Inequality (4.58) imply that there exists
a constant C3 > 0 such that for all 7 € |79, 71], we have

aTEg (7') + 9E3(7') + ee 7 ((

+<§ + %™ —

1 5o
+<12 2

15

4

+ D) AFIG + AL + L IVASIG )
%2 - Cy(| B2 +9)) IVFI3

— G5(| B 12 +0)) IV A5 + (3 — g7 = Cua®(| B2 +0)) IS

<Cy|BP (a2 +e)e +Col| B +0) 1 € P fllz2
+ (| B2 +0)a’e > ||| € [ Af |
(4.66)
where 0 < 6 < %
4.5.2 Energy estimates in L?(2)
Finally, we define the weighted functional

Eir) = S|IEP (f(r) —aem AL

Then, we have the following lemma.

(4.67)

Lemma 4.5.6. Assume that f € L>([1o, 1], H*(2)) is a solution of (4.22)
satisfying the bound (4.32). Then, there exists a constant Cy > 0 such that
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for all T € |19, 7],
O-E4(1) + 3 E4(7) + <% — Cy(Vo +ae ™ + 6)) €12 fl

+(14 g —eeme) I €12 VI
rae (14 8 —ae (VB + % + Cuee™)) | € ]2 Afs

e (1€ 12 AfIG + 320 £ +ae 1€ P VASIG )
< Cud (€ + a2)e ™ + (48 4 Cu(ae™™ +V6) || fI7:
+Chee™ ||V f||72 + (Creae™™ + a%e 27 CiV/0) | Af |72
Proof . In order to bound ||| £ |* (f — ae "Af)| 2, we take the scalar pro-

duct of Equation (4.22) with | £ |* (f — ae TAf).

We obtain

O-Es(t) — (Lf, 11 (f —ae "Af)) + e 2 (A2f, | £ |* (f — ae "Af))
+5eT(EVALTE (f —aeTASf)) +ae T (Af, [ £ [* (f —ae TAf))

<| My |+ | My |+ | Ms |
+[B e TINEP (f—aeTAf) (Ee” 1€ 1P AGll2 + alll €12 AG| 1.
+ 5111 VAG] )
(4.68)

BVEN(f —aeTAf),[ €1 (f —aeTAf),

where
B(E; V(G —ae"AG), | € |' (f — ae"Af)),

M, =
M, =
My = (KpV(f —ae "Af),[€]" (f —aeTAf)).
We begin by computing the term (Lf,] € |* f).
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Using an integrating by parts, we obtain

(Af €M)
EVLIER )

PV +811€] fl3
3
—5 € Il (469

DO | —

Thus,

1
—(LL 1 ) = 6P Ifll =8I EN AL+ 5 M€ fll @70)

Next, we compute the term 2e™"(Lf,| £ [* Af).
Integrating by parts, we obtain

(EVALIEIF)+3I€P VL (471

N[ —=

— 24| €| fII72
Thus, using (4.69) and (4.71), we deduce

ae T (Lf 1€ AS) =
=ae (1€ Al + 201l €2 VAL ~ 1611 € | £I:
~HEVALIEL £)

The above equality implies that

G (Lf, 1 €1 AF) +ae (Af + VAL €] /)

ae™ (1 €2 AT+ 1€ 2 VAU =8I €| fII72)
On the other hand,

~a2e T (LEVAF+ AL E[PAf) = S || € 2 ASl,
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and

e (A, €N ) = @ (| €12 Aflje + 16(AL | €7 f)
+8(EVL € AS)
= S (IEPAfIT =16 €] VFT2 +32If]l7

+8(EVL 1P AS)).
Integrating by parts , we obtain

B8(EVFIEPAS) = 8| €] VLl — 16(EVFEVS)

> S| €|Vl =16l €| Vf7 =8| VI3
Therefore,
e (A2, 1€V f) > e ([ € P AFG =240 €| VEZ +32]f]52).
Finally,
—eae (N2, | € AF) = eae (||| € P VAL — 8l €] AF]3)

Next, we bound the term M;.
Integrating by parts and using the fact that div Vi = 0, we obtain

My = =2 [(Va) | EP| f—ae TAf [P dg

Using remark 4.4.1, we deduce that M; = 0.
In order to bound M,, we use Lemma 4.2.1 part a and the injection of L?(2)
into L3 (R2). We obtain

(Mo < | BIIEG LS PG = aeTAG) [l € 2 (f — ae™TAf)]

< CLBIN @I E P (f —aeT AL

Then, the Cauchy Schwarz inequality implies that for all A > 0, there exists
a constant C > 0 such that

My < Cx [ BPfl2am + AMIE P (F —ae™ A7

< Oy BRI+ N+ Cu | B E FI2

F A2 || € 2 Af|fs
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Finally, integrating by parts the term M3 and remarking that, for all y > 0,
there exists C), > 0 such that

[ EP<ulElt + G (4.72)

we can write

| My | < |[Kfll e (1l € 2 (f — ae A7+ Cu | f — ae TAF32)

Then, using Lemma 4.2.1 part b, we have
1 1
[ Myl <l 1 e I € 12 (F = ae AP
3 3 — T A F[2
+ Cullf12n 1 l2ago) 1 — ae AP
2 9 _o; 2
< wVO(IEP fllze +a®e ™ (I € P A=)

+ OO (|| fII72 + a%e T [|Af][72)

since f satisfies the bound (4.32).

Replacing all these bound found above in (4.68) and applying the Cauchy
Schwarz inequality yield that for all py > 0, there exists a constant C,, > 0
such that

0-Ex(r) + (5= = Coalma/+ | 8 1)) 1€ £

H(1+ae) g Vs

vae (14 e —ae (uv/8 + ) ) Il € P A1

e (1€ 12 Al +320f13 +ae 1€ P VAS|S, )
—(8+8ac ) 1€ | FI5 — e (24]]1 € | VFIZ +8ae [ €] A1)

< CLBE(@ +a%)e > + Cu(| 812 +V0) || £II2

+ae 0LV |AS
(4.73)
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We recall that for all A > 0, we have

2 2 2
IETflze < S UEP Fllze + o5 I 112

By the same way, for all » > 0, there exists a constant C,, > 0 such that
_ o _ o 2
e || €1 VSZ: < e (nlll € P Vg + CylVFIZ)

cac™ || €| AfII7: < @ae (|| € 2 Afl + Co IAF]T2)

Thus, for all 1 > 0 and for all A > 0, there exists a constant C,, > 0 such
that Inequality (4.73) can be written as

O-Ex(r) + (3= 1= Culp/+ | BI2) = M1+ ae ™)) Il € 12 £
H(1+ae —e G € P VI

+ae™" (1 +geT —aeT (Vo + p+ C;ﬁe’”)) 1€ 1% Afl7 w7

e (1€ 2 A + 320013 + Ge I €12 VAL )

<CEE(E+a%)e + (21 +a) + Cul|l B +V0) [I£1152

+Cyee™ |V fII72 + (Cueae™ + a2e=CV/5) | Af17
We recall that | § |< v/6. We also remark that

1€ P (F—ae A = (1€ FI7=+2ae | €] VI,

+a2e 2 || €2 Afll7. — 16ae [ €] fI[3
Thus,
IR (f—ae AN < 1€ FII7 +2ae ||| €[ V£

(4.75)
o _or 2
+a%e [ € [P AfllL
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12°

Then, using (4.75), Inequality (4.74) can be written as follow
OrEx(r) + LEu(r) + (3 = CavE + ae ™ +0)) 11 € I3

+(1+ g —eea) 1 €12 V113

rae (148 —ae T (VB + & + Ciee ™) ) || € P Af

(4.76)
e (1€ 17 AFIF + 320115 +ae 1€ P VASIS )

< C10(& +a%)e ™ + (48 + Cu(ae™™ + Vo) | /12

+C4Ee 2 ||V f||72 + (Cacae™™ + a2e 27 CyV/3) || Afl7-

m
Before introducing the next functional, we remark that, according to
(4.58), we have

48| f1172 < 32||VF |7, + 16 |V £7
Thus, let b > 12.16 and let

E5(7) = bE3(7) + Ey(7).
Then, we have the following lemma.

(4.77)
Lemma 4.5.7. There exist three constants Kq > 0, K1 > 0 and Ky > 0 such
that

and

£l + ae T [|AfIF: + I € 2 (f — ae " Af)| 72 < KiEs5(7)

(4.78)
Es(r) < Ko (f 15+ ae A7 + 1 € P fll7e + a2 (|| € 2 Af]72)

(4.79)
E5(1) < e79 E5(1p) + K0d
with 0 < 6 < 1.

Moreover, Es(T) satisfies the following inequality for all T € |19, 1],
o (dz + E>6—497

(4.80)
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Proof . Using the definition of Ej, it is easy to see that Inequality (4.78) is
verified.
In order to prove (4.79), we recall that, by lemmas 4.4.3 and 4.5.1, we have

117> < ClfIZ e
and
2 2
IVEZ: < Clfllz2q) -

Thus, Inequality (4.79) is proved.

Now, we prove Inequality (4.80).

Using (4.66), (4.76) and choosing the constants €, ¢ and @ sufficiently small,
we can show that there exists a constant Ky > 0 such that Es satisfies the
following inequality

0 B5(7) + 0Bs(r) + e (b( + 2) |AF |2 + 2 AL + 5 IVASIE: )

e (1€ 12 AFI7: + 320115 +ae 1€ P VASIS, )

< Kod(a? + €)e "

where 0 < 6 < %
Integrating the above inequality between 73 and 7 > 79 and applying the
Gronwall inequality, we obtain

E5(7') < efG(TfTo)EE)(O) + %(@2 + 6)67977397'0 (677'0(2749) _ 677(2749))
with 0 < 0 < 1.
Let T' > e, then, we can obtain

Es(1) < e 9= B4 (0) + 5(702(63 + €)e 407

4.5.3 Proof of Theorem 4.4.5 :

Let v be a small positive constant and let W, belong to H?(2). Theorem
4.3.1 implies that there exists a solution W € C([ry, 71], H*(2)) of Equation
(4.12) with W(0) = Wy, where 7 = log(T + tiax)-
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Then, we also know that the solution f of Equation (4.22) exists on |7, 7]
and belongs to C([r, 1], H*(2)).

We suppose that W satisfies the bound (4.27).

Using the continuous injection of L?(2) into L'(R?), we can write that

| B 1< Cy

where [ is given by (4.21) and C' > 0 is a constant.
Therefore, we have the following bound

| B 12+ 1 f (o) 3 +a |AF (o) 32 +]|] € P F(mo)|ata ||| € 12 Af(r0)]|7 é 6*?,
.81

where C' > 0 is a constant.
Let 6 = %, where 0 < Kk < }L is a constant that will be given later.
By continuity of the solutions, there exists a time 75 < 75 < 7y such that for
all 7 < 7y, f satisfies the bound (4.32) and according to (4.80), we have, for
To <7 < Ty,
Es(1) < e %= E5(0) + K82 + g)e107
where 0 < 6 < %
Let

A = 1@+l € P FE
In order to complete the proof of the global existence of f, it remains to show
that A(t) < 4, for all e /"™ E5(0) + £9%(a2? + €)e " < 7 < 7.
We recall that

IEP(f—ae AR = € fll7: —16ae ||| €] flI3

+ 2ae ||| €12 V|2 + a2 ||| € ]2 Af)2
Thus,

IEPFE: < NEP(f—aeAf|72+ 16ae || €] fl3
We also have, for all p > 0,

2 2 2
INETfIze < SITEP fllze + 5 1172

L we can write

167

SIER FIT: < MEP(f—ae A+ 128ae | fI7

Choosing u =
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Therefore, using Inequality (4.78) of Lemma 4.5.7, we obtain that there exists
a constant K7 > 0 such that

A(T) < K Es(7) (4.82)
On the other hand, we have, by Inequality (4.79) of Lemma 4.5.7,
Es(r) < Ko (A(7) + ae " [[Af(7)|[7. + @2 || € P Af(7)]72)  (4.83)

Now, let .
K = KlmaX(K(], KQ) (484)

and we choose

1
K= Zmin(l, K) (4.85)

where K is the constant given in Inequality (4.80). Suppose that T is big
enough (which is equivalent to say that € and & are small enough) such that
K(@*+¢€ < -, and a <

|
=] =

Then, using Estimate (4.80) and Inequalities (4.82) (4.83), we obtain
A(T) < K1E5(T)

< K1€79(7770)E5(7_0) + KlKoz(STe(@Q + 6)67497-

< Ke %) (A(ny) + a | Af(ro)l72 + a2 ||| € 2 Af(ro)l[72 ) + e 0"
< 4

Therefore, A(7) remains small on [7g, 72]. We conclude that 73 = 75. On the
other hand, (4.78) implies that the solution f of Equation (4.22) belongs
to the space L*([ry, +oo[, H*(2)) and satisfies the following bound, for all
T Z 70,

£ ()3 + ae T [AF (72 + 11 € 1P (F(7) — ae T Af) |72 < 60"
(4.86)
where 0 < 0 < %
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4.5.4 Proof of Corollary 4.4.6

Before we begin our proof, we recall the proposition B.1 in [25] that will
be useful later.

Proposition 4.5.8. Let w € L?(m) for some m > 0 and denote by v the
velocity field obtained from w wvia the Biot-Savart law. Assume that either
1)0<m<1, or

2) 1<m<2, and / w(&)dé =0
R2
If m ¢ N, then for all 2 < q < oo, there exists C > 0 such that

m_ 1 m
2 ay 2wl -

la+rem

| <clla+riem
For the proof of the above proposition, see [25].

Now, let w(z,t) be the solution of (4.4) with w(0) = wy and let W (&, 7)
be the solution of (4.12) with the same initial data. We recall that L?(2) is
continuously embedded into LP(R?), for all 1 < p < 2.

Then, using (4.10) and Theorem 4.4.5, we obtain

(1 — 2A)(w(t) — AL L,

= (L +4)775 (1 — ae " A) W (log(1+ 1) — BG)|
1 (4.87)
<O+ )77 (1 - ae " A)YW(log(L + 1)) — BG) | 2z,

<CA+t)"

Using Lemma 4.2.1 part a, we see that (4.31) holds for all 2 < ¢ < 0.

In order to show that (4.31) holds also for all 1 < ¢ < 2, we use Proposition
B.1 in [25].

Now, assume that 1 < ¢ <2 and fix m € (%, 2).
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Therefore, using Proposition 4.5.8 and the Holder’s inequality, we obtain

|(1 —ae 7 A) V() = BVE())]

BN

(4.88)
< O+ € P)YF (1~ aeA)(W(r) — BC(T))
< [I(1 = ae ) (W(r) = BG(T))|| gz < Ce™®

Finally, using the change of variables (4.11), we obtain (4.31) for all 1 < ¢ <
2.

4.6 Convergence when ¢ tends to zero
We introduce the following system of equations
O (W —ae TAW) — LW + V.V (W — ae TAW)

+ 566_TA5W + %€_T£.V§A§W =0 (489)

where

1
LW =AW + §£.VW + W.
Using Theorem 4.4.5, we will prove the following result.

Theorem 4.6.1. Let v > 0 and T > 0 a fixed time. Then, there exists a
positive constant vy such that, for all Wy in H?(2) satisfying

IWolln + ae™™ AW 72 + 1| € 1P Wollz> + ae™™ ||| € 2 AWl < 0,
(4.90)
where & = % and 1o = logl', Equation (4.89) has a unique solution W (1) €

C([ro, +ool, H(2)) satisfying W (r0) = Wh.
Moreover, the following inequality is satisfied, for all T > 19,

(1= ae7A) (W (7) = BG)|[}a) < Ce™"
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where 0 < %, C > 0 is a constant,
B = Wo(€)d€
RQ

and G is the Oseen vortex defined by (4.15).

Let us note that if we return to the unscaled variables (z,t), we obtain
from Theorem 4.6.1 the following result :

Corollary 4.6.2. Let v > 0 and T > 0 a fized time. Then, there exists a
positive constant v such that, for all wy in H*(2) satisfying

lwol72 + [ Vewo|72 + a [|Aws||72 + [le?woll 72 + o[22 Awol 72 < 7,
then the solution w(x,t) of Equation 4.1 satisfies, for all t > 0,

1= §2)(w(®) = B, < oy 1<p <2,

(4.91)

[22(1 — 2A)(w(t) — BQ)]|,, < —FC

T (T+t)%+l

where 0 < 0 < 1/2, C > 0 and C, > 0 are two constant and 2 is given by
(4.28).

If u(x,t) is the velocity field obtained from w(x,t) via the Biot-Savart law,
then

(1= gA)(u(t) = Bu?)|] , < —Fir—

i r, l<g<oo (4.92)

where 0 < 0 < 1/2, C, > 0 is a constant and u® is given by (4.29).

Once the existence of solutions and the inequality (4.90) are proved, Co-
rollary 4.6.2 can be proved by the same way as the proof of Corollary 4.4.6.
We prove now Theorem 4.6.1.

Proof . By the previous section, we have proved that the solution f¢ of
Equation (4.22) belongs to the space C([r, 7], H*(2)), VT > 79 and that
Estimate (4.86) is satisfied.

It is clear that (4.86) implies that | f<(T) —ae ™ "Af(7)[| 2 is bounded
uniformly in e.
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On the other hand, one can show, according to Equation (4.22), that
Or(fe—ae " Af€) is uniformly bounded in € in the space L>([r, 7], H %(R?)).
Therefore,

O-f¢ € L>=([r, 7], L*(R?)) (4.93)

Let M be a bounded open set in R? Property (4.93) implies that f¢ are
equicontinuous in C([r, 7], L*(M).
Ascoli’s theorem allows us to extract a subsequence still denoted by f€ such
that f€ converges strongly to f in C°([ry, 7], H ' (M)).
Next, the interpolation between H~1(M) and H?(M) allows us to deduce
that

f¢ — f strongly in C°([r, 7], H*(M)), Vs < 2. (4.94)

Let us note that, by the Holder inequality, we have

3
i (4.95)

et s

LS E R s

Then, using property (4.94) and the fact that f¢ is uniformly bounded in
L>([10, 7], L*(2), we deduce that

[ €15 f° —[ & |5 f strongly in C°([0, 7], L2(M)). (4.96)

Using Lemma 4.2.1 part b, with the properties (4.94) and (4.96), we deduce
that
K¢ — K strongly in L*([r, 7], L>(M)). (4.97)

Also, using Lemma 4.2.1 part b and property (4.94), we deduce that
VK. —s VK strongly in L>([r, 7], L*(M)). (4.98)

These convergences allow us to show that the equation (4.22) is satisfied in
the weak sense in the limit € = 0.

To prove that f satisfies the equation (4.22) in the weak sense for € = 0, we
take the L? product of (4.22) with any function ¢ € C5°(R* x R? R?) such
that supp(¢) C [0, 7] x M.

We will only prove the convergence of the nonlinear term

f:o Joy Kpe V(fe—ae TAf).¢dédr since for the other terms, the convergence
is easier.
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Let ¢ € C°(RT x R? R?) such that supp(¢) C [r,7] X M.
Then, integrating by parts, we obtain

/ ' / Ko V(f< — ae " Af)pdedr = / K Vol - aeT AV dedr
T0 JM 0 JM

:/T:/MKfe.ngﬁfﬁ

. 2
tae / / S (OuKs VOO S + Ko N0, f)dEdr
0o JMi
(4.99)
Using Properties (4.97), (4.98) and (4.94), we deduce that

/ K Vo — ae A dgdr — / ' / K;.Vo(f —ae " Af)dedr.
70 JR? 70 JR?

Remarking that the estimates proved in the previous section are uniform with
respect to €, we can take € = 0 in these inequalities. We thus have shown
that the limiting solution f satisfies the same decay rate in time as f¢ and
we have

LA+ S IAF@IE + (1€ P () = G APy < S

where 0 < 6 < % and C' > 0 is a constant.

Now, we prove the unicity of solutions of Equation (4.89). For this purpose,
we return to the unscaled variables. Equation (4.89) can be written in the
original variables (x,t) as

Or(w — aAw) — vAw + u.V(w — aAw) =0

w(0,z) = wo(z) (4.100)

where v is the velocity field associated to the vorticity w according to the
Biot-Savart law.

Suppose that w; and ws are two solutions of Equation (4.100) such that
wy(0, ) = wy(0, ) = wp(x) and let u; and us be the velocity fields associated
to the vorticities w; and wy respectively.

Then, w = w; — wy satisfies the following equation

O-(w — aAw) — vAw + u1.V(w — aAw) + (u; — uz).V(wy — aAwy) =0
w(0,z) = 0
(4.101)
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Using (4.92), we have that u; — uy belongs to L?*(R?). Using the Fourier
transform of u; — us, we can show that

lur = a2 < Cf |2 [ wl][g2.

Thus, we remark that the unicity of solutions should be proved using a weigh-
ted norm.

In the following, we will explain the steps that we follow to prove the unicity
of solutions. We will not give the details because they are complicated, but
we will prove later the unicity of solutions when the initial data are in H3(2)
since the proof is much easier.

In order to prove that w = 0 when wy € H?*(2), we begin by taking the
scalar product of Equation (4.101) with w and we write an inequality on
wll2: + al|Ve|2..

Next, we write Equation (4.101) in another form :

Orw — v(I — aA) 'w+ (I — aA) (u. V(w — aAw))
(4.102)
+ (I —aA) ™ ((ur — ug).V(wy — aAwsy)) =0

We take the scalar product of the above equation with z*w and we obtain
an inequality on ||z*wl|2,. Then, taking the sum of this inequality with the
one obtained before and using a Gronwall lemma, we can prove that w = 0
and thus, the solution of Equation (4.100) is unique.

Now, let us prove the unicity of solutions of Equation (4.100) when wy €
H3(2).

If we return to the regularized equation (4.4), we can show that the solution
w(t) belongs to H3(2) if wy € H3(2) and we can obtain a uniform bound on
|22V Aw,|| 2 with respect to e. Thus, the limit solution w € H3(2).

Now, taking the scalar product of Equation (4.101) with (1+ z*)(w — cAw),
integrating by parts and using the bounds (4.91), (4.92), we obtain,

OI(1 + 2*)(w — aAw) ([, + v[| (1 + 2*) V|7, + vall(1 + 2%) Aw|Z,
< O+ 22)(w — aAw)||Z,

where C' > 0 is a constant.

Integrating the above inequality in time between 0 and ¢ > 0 and using the
Gronwall lemma, we deduce that w = 0. Thus, the solution of Equation
(4.100) is unique. O
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Chapitre 5 Etude locale au voisinage d'un point d'équilibre

Ce chapitre est consacré a la comparaison de la dynamique des équations
des fluides de grade deux sur le tore T? = [0, 27a;]| x [0, 27as] avec la dyna-
mique des équations limites de Navier-Stokes.

On utilisera les notations introduites au chapitre 2. En particulier 'espace
V™ m € N, est 'adhérence de

{u € [C>°(T?)]? | u est périodique, div u = 0, / u(z)dz = 0},

T2

dans [H™(T?))? et

H" = {uc[H™(T*]*| u est périodique, / u(x)dx = 0}.

er
p T2

Rappelons que le systéme décrivant les fluides de grade deux dans T? est
donné par

O(uq — aAuy) — VAU, + 1ot(Uuq — @Auy) X g = —Vpa+ f
(FGD) divu, = 0
ua(0) = g

et que si ug appartient a V3 et f appartient & H;GT, alors le systéme (FGD)
définit un groupe S, (t), donné par

Sa(t)ug = ua(t), Vt >0

ol u,(t) est 'unique solution du systéme (FGD) telle que u,(0) = uy.
Lorsque « tend vers zéro, le systéme (F'GD) tend formellement vers le sys-
téme des équations de Navier-Stokes donné par

Ou—vAu+ rotuxu = —Vp+f
(NS) divu = 0
uw(0) = g

Il est bien connu que le systéme (NS) définit un semi-groupe Sy(t) donné
par
Yugy € Vg, S()(t)lto = U,(t), Vt>0
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ou u(t) est 'unique solution du systéme (NS) telle que u(0) = wuo.

Comme on I'a expliqué au chapitre 2, le systéme S, (t) n’est pas régularisant
en temps fini contrairement a Sp(t).

Dans ce chapitre, on va montrer que le systéme (F'GD) ne converge pas
seulement formellement vers le systéme (N.S) et que l'on peut comparer les
dynamiques de S, (t) et de Sy(t). Plus précisément, en utilisant un résultat
de convergence de S,(t) vers Sy(t) dans une norme plus faible que celle de
V3 [44], on va montrer que si le systéme (N.S) a un point d’équilibre 2y hy-
perbolique, alors pour « petit, le systéme (FGD) admet un unique point
d’équilibre z, dans un certain voisinage de z.

En outre, on va comparer les propriétés de stabilité des points d’équilibre z,
et zo. En particulier, on va construire la variété locale instable de z, et la
comparer a celle de zj.

Pour pouvoir comparer les points d’équilibre, on rappellera d’abord, dans le
paragraphe suivant, un résultat de convergence des trajectoires sur des inter-
valles de temps fini. Le paragraphe 2 est consacré a I’étude de la convergence
des points d’équilibre et enfin dans le paragraphe 3, on construit la variété
locale instable de z, et on la compare a celle de zj.

5.1 Convergence des trajectoires

Dans cette partie, on rappelle un résultat de Paicu, Raugel et Rekalo (|44])
sur la convergence des solutions du systéme (FGD) vers celles du systéme
(NS) sur des intervalles de temps fini lorsque « converge vers zéro.

On suppose que le terme de force f ne dépend pas du temps et appartient a
H,.. On rappelle que, si ug appartient a V?, alors le systéme (NS) admet une
unique solution globale dans I'espace C°([0, +00), V3) N C* ([0, +00), V). De
plus, si f € H},,, alors lasolution du systéme (NS) est dans C°([0, +-00), V)N

er’
Lioe((0, +00), V).

Soit ua(t) = Sa(t)up la solution des équations du fluide de grade deux et
u(t) = So(t)up la solution des équations de Navier-Stokes.

Pour estimer la norme V? de u,(t) — u(t), Paicu, Raugel et Rekalo ont utilisé
les estimations suivantes sur u,,.

Soit . .
vC, vC,

4 7201+ ZCp—loz))'

(5.1)

f1 = min(
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ou C, est la constante apparaissant dans 'inégalité de Poincaré.
Pour tout £ > 0, on a

lrotuq () ||? + 2| Vrotus (t)[|? + o2 || Arotue (t)]|

¢ fLexp(Bols — ) ([ Vrotua(s)[2 + af| Arotua ()[2)ds  (5.2)

< exp(—Bt) [rot(ug — alug) |2, + 2ot f|2,.

Lorsque aC; 1 <1, Paicu, Raugel et Rekalo ont amélioré I'estimation (5.2)
et ont obtenu l'inégalité ci-dessous, pour tout ¢ > 0,

| Vrotus (t)|13, + al|Arotus (t)||3. + s fot exp(Bi(s — t))||Arotug(s)]|7.ds

< exp(—fit) (|| Vrotuo||22 + a||Arotug||22) + %Hrotfﬂig

+ Sllvot(uo — aluo)|[12 + Gkt f |72

(5.3)
Le résultat de comparaison suivant est contenu dans le théoréme 4.1 de [44].

Proposition 5.1.1. Soient ug et f appartenant a V3 et H;e,r respectivement.
Alors, si an’I <1, on a pour tout t > 0,

IV (Sa(t)uo = So(t)uo)ll72 + all A(Sa(t)uo — So(t)uo)l|7. < vaCoexp(Cot)

ot Cy est une constante positive qui dépend seulement de || f||m et de
| Vrotuol|3, + alrotAug||3..

5.2 Comparaison des points d’équilibre

Soit zo un point d’équilibre du systéme (INV.S).
On veut montrer que, pour « petit, (FGD) admet un unique point d’équilibre
zo dans un certain voisinage de zj.
Dans ce but, on suppose que zg est hyperbolique. On rappelle que zy est
un point d’équilibre hyperbolique si U'intersection du spectre de D, (So(1)zp)
avec le cercle unité {z € C, | z |= 1} est vide (ce qui est équivalent a dire
que le spectre de D, (So(T"))zo ne coupe pas le cercle unité pour tout 7' > 0).
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Soit T' > 0 un temps fixé (le choix de T sera précisé plus tard).

On rappelle que le spectre de D, (Sy(T)zp) n’est composé que d’une suite de
valeurs propres A\, tendant vers 0 et que les vecteurs propres associés sont
réguliers, c’est-a-dire appartiennent a V* si f appartient a H_,.

On remarque que D, (So(t)z0) = Lo(t) est le semi-groupe linéaire engendré
par le systéme linéarisé (SLyg),

v —VvAv+ rot v X 29+ 1ot zg x v = —Vq
(SLy) dive = 0
v(0) = wy,

c’est-a -dire £0(t)7)0 = (Du(Sg(t)Z(]))Uo = U(t), VUO c Vl,
ou v(t) est I'unique solution du systéme (SLg) telle que v(0) = .
Dans cette partie, on va démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.1. Soient [ dans H;fm. et zo € V3 un point d’équilibre hyper-
bolique du systéme des équations de Navier-Stokes.
1l existe des nombres réels positifs ag, ro et Ry tels que pour tout 0 < o < ay,

le systeme (FGD) a un unique point d’équilibre z, satisfaisant

V1ot 24|22 + Val|Arot z4||r2 < Ry,
(5.4)
1Za = 20llr2 + Val|V(za = 20) |2 < 7o

En outre,
120 = 20llz2 + V||V (2o = 20) |12 < ac (5.5)

ol c* est une constante positive indépendante de .

Pour démontrer ce théoréme, on va utiliser le théoréme du point fixe de
Leray. A cause de la convergence singuliére de S, (t) vers Sy(t) et du fait
que S,(t) n’est pas régularisant en temps fini, application du théoréme de
point fixe de contraction stricte ne semble pas étre possible. On va chercher
le point fixe z, en utilisant une décomposition spectrale, c¢’est a dire, on va
écrire z, sous la forme

Zo = 20 + W, + wy,

ou w; appartient a l’espace de dimension infinie engendré par les vecteurs
propres généralisés de Ly(T") associés aux valeurs propres généralisées A\ de
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norme inférieure a 1 et ot w), appartient a I’espace de dimension finie engen-
dré par les vecteurs propres généralisés de Lo(7") associés aux valeurs propres
généralisées A\ de norme supérieure a 1. L’élément w}, a 'avantage d’appar-
tenir & un espace de dimension finie sur lequel les normes V! et V? sont
équivalentes et élément w? appartient a Pespace stable sur lequel Lo(T) est
une contraction.

Soit P; (respectivement P,) la projection, par rapport a la norme ||.||z2 +
Val|[ .V zz, sur le sous-espace engendré par les vecteurs propres généralisés
associés aux valeurs propres de module strictement inférieur a 1 (respective-
ment strictement supérieur & 1) de 'opérateur D, (So(T)zo).

Soient My = My(T') et M; deux constantes positives telles que pour tout
w eV

-1 -1
I(I—Lo(T)) " Pawl[f2+al|V((I—=Lo(T))  Paw) |72 < Mo([|w]72+al|Vw][2)
(5.6)
[PawlZe + ol V(Paw)lz: < Mi([Jw||z: + o Vw|z:) (5.7)
Puisque P, V! est de dimension finie, il existe une constante positive M, telle
que, pour tout w dans V!, on a

[Vrot(P,w)||72 + af|Arot(Paw)|7. < Ma(||Pawl|7> + ol V(Paw)|l72) (5.8)

Notons aussi qu’il existe deux constantes positives Mz et A* telles que pour
tout w dans P,V'!, on a

1Lo(T)wl]|72 4+ | V(Lo(T)w) |72 < Mse ™ (w32 + l|Vwl72)  (5.9)
Soient 1 > 0 une "petite" constante et R; > 0 une grande constante (telle

que, par exemple, |[VrotPszo||r2 + /|| Arot Pzl 2 < ).
On introduit les ensembles suivants

By(r1, R1) = {w € P,V3/||Vrot(w + Pizo)| 12 + va||Arot(w + Pszo)||z2 < Ry

et lw|[r: + Veal[Vw| 2 < i}
(5.10)
et
Bu(rl) = {UJ c PuV1/||’lU||L2 -+ \/&||V1U||L2 S 7"1}, (511)

On munit Bg(ry, Ry) et By,(r1) de la norme ||.||z2 + /a|| V.|| 2.
Si up appartient a V3, S,(t) est différentiable "au sens de V2", c’est-a-dire
pour tout 6 € V3,

150 (8)(uo + 6) = Sa(t)uo — Du(Sa(t)ue)d|lv2 = o([[d][vs).
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De méme, si uy appartient a V4 S, (t) est différentiable "au sens de V3",
c’est-a-dire pour tout § € V4,

[1Se() (1o + 8) = Sa(t)uo = Du(Sa(t)uo)dllvs = o([|6]v+).

On montrera ci-dessous que D, (Sq(t)ug) € L(V3,V3) si ug € V4
On remarque que v,(t) = D, (S,(t)up)ve, pour vy € V3, est la solution du
systéme linéarisé

[ 0;(vo — @Avy) — VAV, + TOb (V4 — AAV,) X Ug
+ rot (ug — @lAuy) X v = —Vqq

(SLu,)
div v, =0

[ 0a(0) = v

oll Uy (t) = Sa(t)ug, ug € V3.
Avant de commencer la démonstration du théoréme 5.2.1, on va donner des
estimations d’énergie sur v,(t), o > 0, et ensuite on va comparer D, (S,(t).)

5.2.1 Reésultats auxiliaires

On commence par rappeler quelques identités qui nous seront utiles pour
établir les estimations d’énergie (ces identités sont démontrées dans [44], voir
lemme A.1).

Pour tous vecteurs assez réguliers u = (u',u?)! et v = (v, v?)! a divergence
nulle, on a

(ot v x u,v) = / (O (1) + Do (%)) da
']I‘2

+ / (O1u® + dou' )v'? da (5.12)
T2

(rot Av X u,v) = / rot v(Au'v? — Av*v')dx
T2

+ 2/ rotv (Vu'.Vo? — V. Vo' ) da (5.13)
T2
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Lemme 5.2.2. Soit f dans H;er. Pour tous ug, iy et vy dans V3, on a les

estimations suivantes, pour tout t > 0,
D) I (DulSaltyuo))voll3 + |V ((DulSalt)u) o) 2
v Jy I ((Du(Sa(s)uo) o) [3ads < (leoll3s + o[ Froll2:) exp(Kiat).
(5.14)
2) [V ((DulSalt)uo))vo) I12: + allA ((Du(Sa(t)uo))vo ) |22

0 [ 1A ((Du(Sals)0)) o) [3ads < (IVv0l32 + all Avo ) exp(Kra).

(5.15)
3) [[(Du(Salt)tio) — Du(Sa()iio)) o]
+ |V (Dl Sa(®)uo) = DulSalt)o))vo )13
< [lhuo = aoll 2 (leoll2: + | Poo2) (K, + K)
+ ([ VuollZz + all Av|72) (Kia + Kia)
+a(flvoll7 + ol Vuol|7.) (Kia + Fla)} exp(Kiat + K1at),
(5.16)

ol
Ko = Ko (ug, f) = C’(Hth uo||%2 + al|Arot uOH%Q + ||rot f||%2

+ [[rot (ug — alug)|[72 + [lrot flI72),

Kla = Ka(a(]?f)7

et ou C' est une constante positive indépendante de o, ug, ug, vg et f.

Preuve: Soit va(t) = D, (Sa(t)uo)vo et ua(t) = Sa(t)uo.
Pour démontrer 'inégalité (5.14), on prend le produit scalaire de la premiére
équation du systéme (SL,,) avec v,. On obtient

L0i([[vall?s + al|Vuall22) + V][ Vvall2e + (rot(ve — aAv,) X g, va) =0
(5.17)
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En utilisant les identités (5.12), (5.13) et les injections classiques de Sobolev,
on a la borne suivante

| (rot(ve — aAv,) X Uq, Vo) |
< [vallZal Vuallzz + Cal| Vool 72V Aua | 12
< Cllvallz2 [ Vval 2l Vaa 2 + Cof Voo 72|V Aug 2
En utilisant U'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit de (5.17) que
i([|vallze + |V |l2s) + 1| V|72
< Cllvall72 1 Vuallz: + Co?([Voal[ 721V Auall7, (5.18)

< C(llvallZe + allVoallZ2) (Vuallz: + ol VAu|172)

En intégrant en temps l'inégalité précédente entre 0 et ¢ > 0 et en utilisant
I'inégalité de Gronwall, on obtient

loa 72 + ol Voa @72 + v g [Vva(s)]72ds
< (loll32 + ol Veoll7)exp(C [5 (I Vua(s) 172 + o VAua(s)|[72)ds)
L’inégalité (5.3) implique alors que
o072 + all Va7 + v 5 [Vva(s)l7ds
< (llvollzz + el Veoll72)exp [ CE( Vrotuo||7. + af| Arotuo|[ 7. + 575 [[rot f172
2 lrot (o — adhug) 42 + 52 ot )]

d’ou l'inégalité (5.14).
Pour montrer (5.15), on procéde de méme. On prend le produit scalaire de

la premiére équation du systéme (SL,,) avec —Auv,.
Pour montrer (5.16), on pose 04(t) = Dy(Sa(t)to)vy et tn(t) = Sa(t)io.
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Alors, wq(t) = va(t) — Ua(t) est solution du systéme suivant
O (wy — aAw,) — VAW, + rot(w, — aAwy) X ug + rot(u, — aluy) X wy
+ 1ot (U, — @AV,) X (Ug — Uy) + TOL((Ug — Ug) — AA(Uy — Uqy)) X Ty

= _v(% - q_a)

En prenant le produit scalaire de I’équation ci-dessus avec w,, et en utilisant
les identités (5.12) et (5.13), on trouve

30 lwallZe + el Vwal|Z2) + v VwallF: < Cllwallral| Vol g2l Va2
+ Cal|Vwa 2| VAU || 2+ | ( 10t(00 — 0ATa) X (U — Ua), wa) |
+ | (rot((ta — Ta) — aA(Ug — Us)) X T, Wa) | -

En intégrant par parties le terme ( rotAv, X (U — aa),wa) et en utilisant
les injections classiques de Sobolev, on peut écrire

] ( 10t(0 — AT,) X (U — ﬁa),wa) |<
ClIVal|r2[|V (ua — ta) |22 [Vwal 2 + Cal[ AV 2] A(ua — ta)|| 22 [|Vwal| 2.

On a aussi la borne suivante

\ ( 1ot ((Ug — Ua) — @A (Uq — Uy)) X %,wa) |<
Cll rot((ua — ta) — @A (ug — )| 2] VO 2| Va2 <

C(|| 1ot (Ue — Ua) |22 + || TOtA(uy — ﬂa)||L2)HV@aHLQHVwaHLz.

En rassemblant les trois inégalités ci-dessus et en appliquant 'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on trouve I'inégalité suivante

O(llwallfz + allVwall7z) + v[|Vwal7: < Cllwall2lVual?
+ CO‘QHVQUCVH?:?HVAuaH%? + C”vax”%? ”v(ua - aa)”?‘ﬁ

+ Co?|| AT [241|A (g — 1) 22 + Co?|| 10t (g — 110) [ | V0 2.
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En intégrant en temps entre 0 et £ > 0 et en utilisant 'inégalité de Gronwall,
on obtient

lwa(®)12: + allVwa@®s < ClIIV (0 = 1) 125 g2 Jy 1VT0(5)]2ds
02 At = )3 1) Jy 1ATa(5)]3ds
2] 10t A (1t — T e 12y foy V70 (5)]13d5]

% exp(C (I Vta(s) 2 + |V Ata(5) 22 ds).
(5.19)
Maintenant, on va utiliser l'interpolation entre les espaces L? et H? pour
faire apparaitre le terme ||u, — ||z 2 dans le premier terme du membre de
droite de l'inégalité (5.19).
En effet, on a

IV (ua = Ta)llZ2 < CllA(Ua — Ta)lz2l|ta — o] 2

ou C' est une constante positive.
On introduit la notation suivante :
Ko = Ka(ug, ) = C(||Vrotug||7. + al|Arotug|| 7, + 524 [[rot f]|72

+ Jallvot(ug — alug)|ljz + zallrotf[]2)
et on pose K1, = K, (o, f).
En utilisant (5.3), on a

A (e — ﬂoz)”%;”(m) + || VA(uq — 7joz)”%gO(L?) < Kig + Ko
D’autre part, la formule de Taylor et 'inégalité (5.14) impliquent que

[ua(t) = Ga®)|22 = [} Du(Salt)(@o + 0(ug — o)) (ug — wo)do

< (lluo = tol[ 72 + @[V (uo — tio) |72 )exp(Kiat + Kiat)

En utilisant les inégalités (5.3), (5.14) et (5.15), on peut écrire (5.19) sous la
forme (5.16). O

Remarque 5.2.3. Dans le membre de droite de l'inégalité (5.16) apparait
la quantité ||[Vul|7s + «f|Avg||7,. Ceci pourrait poser un probléme dans la
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démonstration de I'unicité du point fixe puisque le membre de gauche de
(5.16) ne contient que la norme ||.||7, + || V.||3.. Mais, en fait cela n’est pas
génant car nous montrerons dans la suite que si U désigne la différence entre
deux points fixes, alors la norme ||VU(t)||3, + o||AU(¢)||3. est majorée par
C(supges<t U (8)]172+asupgc o<, [[VU(8)||72), ott C est une constante positive.

On donne maintenant un résultat de comparaison des linéarisés D, (S, (t).)
et Dy, (So(t).).

Lemme 5.2.4. Soit f dans H;er. Alors, pour tout vy dans V3, on a l’esti-

mation suivante, pour tout t > 0,

[ (Du(Sa(t)z0) — Du(So(t)z0)) voll3-
+ |V ((DulSa®)20) = DulSo(t)20))v0 ) I3 (5.20)

< KQa(HvOH?LQ n aHAUOH%Q) exp(Kot)

ot Ky > 0 est une constante qui ne dépend que de ||Vrot zo||3,+a||Arot 2|32

et de || f|lv:.

Preuve: Posons v,(t) = (D,(Sa(t)20), v(t) = (Du(So(t)z0))ve et uqn(t) =
Sa(t)Z().
Alors, W, (t) = v, (t) — v(t) est solution de 1’équation suivante

Wy — aAW,) — VAW, + rot(W, — aAW,) X u,
+ rot(ug — @Auy) X Wy 4+ rot(ue — 20) X v+ rotw X (us — 20)

— a 1otAv X Uy — @ TotAu, X v — adAv = —V(ga — q)
(5.21)
Avant d’estimer la norme L? de W,, on va donner une borne du terme
fg 10, Vu(s)||3.ds, pour t > 0, qui nous sera utile dans la suite.
En prenant le produit scalaire de la premiére équation du systéme (SLg) avec
—0;Av et en utilisant des injections classiques de Sobolev, on trouve

10:VolZ2 + 5O AV[IZ. < CllOV |2 || Av] 2| Azo|l 2

< 510:VollZ. + Cll AL [ Azl

1
2
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En intégrant en temps l'inégalité ci-dessus entre 0 et ¢ > 0 et en utilisant
I'inégalité de Gronwall, on obtient

JE10:F0(0) [22ds + V| Av(®) 2 < vl AveZaexp(CelAzlZ)  (5.22)

Montrons maintenant U'inégalité (5.20). En prenant le produit scalaire de
(5.21) avec W, et en utilisant les identités (5.12) et (5.13), on trouve

30IWallZz + ol VIWal72) + VIIVIWalf2 < ClIWall L2l VWal| 22| Vuall 2
+ Cal | VWal|2 [V Auallz2 + ClIV (ua = 20) | 2 Vol 22 VWal| 2

+aC ([[Av] 2| Auallze + || rotAuallzz [Vl e + [0V ]| £2) [V Wall e
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire

O([WallZ2 + allVWal[Z2) + vIVWallZ. < ClIIWallZ: [ VuallZ
+ Ca?[[VWal|L: [V Atal[7: + ClIV (ua = 20)I[7: [V 0l|7: (5.23)

+a?C (|| Av|fE: [ Aua|[f2 + || rotAua||Za[IV0[I7: + [[0:Vol72)

En intégrant en temps l'inégalité précédente et en utilisant I'inégalité de
Gronwall, on obtient

IWa ()2 + o VWa ()22 + v [y IV Wa(s)[[22ds
<OV (e = 20|20 12y Jo 1V0(8)[[22ds + C?|| Mg |2 1) fo |1 A0(s)[22ds
+ C?| 10tAua e oy Jo IV0(5) [2ads + a*C [y 1.V0(s) [2:s)]
x oxp (CH(||Vttal[F e 12) + Al VAU 2 12))
(5.24)

En prenant a = 0 dans I'inégalité (5.14) (respectivement (5.15)), on déduit
que

t
v [ 10(s) ads < folzexp (Koo, 1))
0

t
respectivement(l// | Av(s)[|72ds < [[Vvol|726xp(Ko(z0, f)T))-
0
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D’autre part, la proposition 5.1.1 implique que
IV (o — w)||F0e(12) < @Coexp(Cot)

ou Cp est une constante positive qui dépend seulement de ||f| z: et de
| Vrotzo||7, + af|rotAzl|7..
Par suite, en utilisant (5.3) et (5.22), on déduit que

[Wal®)l22 + ol T Wa(®)]3:
(5.25)
< Ka(zo Nar([[ool3= + ol Avol3: ) exp (K=o, 1)

ot K (zp, f) est une constante qui ne dépend que de || Vrot zo||3 4[| Arot 2|32
et de || f][y1. D’ou (5.20). O

Remarque 5.2.5. On note que le terme ||[Vuyl|3, + || Avg |72 apparait dans le
membre de droite de l'inégalité (5.20). Comme dans la remarque 5.2.3, cela
ne pose pas de probléme vu que, si U désigne la différence entre deux points
fixes, on montrera que la norme ||[VU(t)||3. + a||AU(t)||7, est majorée par
C(supg<s<i |U(8)]1724asupge o< || VU (5)]|32), ot C est une constante positive.

5.2.2 Preuve du théoréme 5.2.1

Soit zp un point d’équilibre hyperbolique du systéme (/N.S). On cherche
un point d’équilibre z, du systéme (FGD) proche de z, lorsque « est suffi-
samment petit.

Posons w, = z, — 29, alors w, vérifie

Se(t)(we + 20) = wo + 20, VYt > 0. (5.26)

On va introduire les composantes w?, = Psw, et w? = P,w,. Cette dé-
composition nous permet d’utiliser le fait que w? appartient a un espace de
dimension finie et que w? appartient a I'espace stable de Lo(T).
Dans la suite, on choisira 7" > 1 tel que
x 1

Mle_ﬂlT + M1M36_)\ T S % (527)
ou f; est donnée par (5.1), M; est introduite dans (5.7), Ms et \* sont
introduites dans (5.9).
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Rappelons une propriété du semi-groupe Ly(t) qui nous sera utile par la suite.
Pour tout u dans V!, pour tout t1,ty € [T — 1,7 + 1], on a

[ Lo(t1)u — Lo(t2)ull72 + al|V (Lo(t)u — Lo(tz)u) |17

(5.28)
<My |t —to | ([ullfz + ol Vull3:)
ou My = My(T) est une constante positive.
[’équation (5.26) est équivalente au systéme
P, (Sa(t)(wg + wl + z) — zo) = w,
(5.20)

P (Sa(t)(ws + w4+ 20) — z9) = wl.
La deuxiéme équation du systéme (5.29) peut étre écrite sous la forme
(I = Lo(T)) " Pu(Sa(t)(ws + wl + 20) — 29 — wl) = 0. (5.30)
On introduit application F,(t)(w3,wd) définie par
Fo(t)(wi, wa) = (Fas(t) (Wi, wa), Fou(t)(ws,wy)), ol
Fos(t) (s, wt) = Py (Sa(t)(ws, + wh + 20) — 20)

FaU(t)(wfw wg) = (] - EO(T»ilPu(Sa(t)(wZ +w, + ZO) — <0 — EU(T)WZ)
(5.31)
Soit 6 une constante positive fixée telle que

1
MiMid + MoMis < o (5.32)
ou My, M, et M, sont introduites dans (5.6), (5.7) et (5.28) respectivement.
On rappelle que

By(r1, R1) = {w € P,V3/||Vrot(w + P,zo)| 12 + val|Arot(w + Pi2g) |2 < Ry

et |lwll> + Vel Vwl|g: <7}
(5.33)
et
Bu(r1) = {w € P,V'/||wl||z> + Va|Vwl| <7}, (5.34)
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On va démontrer que application F,(t)(w?, w!) admet un unique point fixe
(w2, wt) dans Bg(r1, R1) X B,(r1) pour des constantes r1, Ry bien choisies et
pour tout ¢ appartenant a [T, T + d]. Pour cela, on va utiliser le théoréme de
point fixe de Leray.

On commence par démontrer que F(t) (Bs(rl, Ry) xBu(rl)) C Bs(r1, Ry)
sit e [T, T +0]. Soit w, € By(r1, Ry) X By(r1).
En utilisant I'inégalité (5.3), on a

| Vrot (Fas(t)(w‘; +wd) + Pszo) 12, + af|Arot (Fas(t)(wg +w?) + Pszo) 1,

= || Vrot (PySa (t) (ws 4+ wi + 2)) |22 + oof|Arot (P, Sa(t) (ws, + wh + 20)) |2
< M, [exp(—ﬁ1t>(R% + Mori + || Puzolly> + el Puzollys) + gi5llvot flI7a
—i—V—CQ(R%(rf + |[rot Pyzol|%s) + o2 R} 4 a*MEri + |[rot Py(z0 — alz) | 72)

+ S5 ot f113.]

(5.35)
ou M et M, ont é‘¢ introduites dans (5.7) et (5.8) respectivement.
Alors, en utilisant (5.27) et en choisissant Ry > 0 assez grand et ensuite
ap = ap(Ry) et ry = ri(Ry) assez petits, on obtient, pour tout a < «y et
pour tout t € [T, T + ¢], que

[ Vrot (Fos(t)(wg, + ws) + Pszo) ||32 + af| Arot (Fas () (wg + w2) 4+ Pszo) |12
<R
Montrons maintenant que
| Fas (8)(w), + wi)ll72 + | VFas (8) (w), + wi)lI72 < i
En remarquant que
Fos(t)(w, +w2) = Py(Sat)(ws +wk + 20) — Sa(t)(20) + Sa(t)(20) — 20)

et que
PS »C() (T)w“

(e}

=0,
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on peut écrire
Fos(t)(wl +wl) =1 + I+ I3+ I, + I (5.36)

ou

I =P, < / 1 (Du (Sa(t) (B, + 6w + 2))
- Du(Sa(t)20)> (ws + wg)d9>
I, =P, ((Du(sa(t)zo) = Du(Solt)20) ) (s + wZ))

Iy = Py (Du(So(t)20) — Du(So(T)20)) (wp, + wi)
Iy = P,D,(So(T)z0) ws,

I5 = P, (Sa(t)(zo) — ZO>

Pour borner 7, on utilise I'inégalité (5.16) du lemme 5.2.2. On obtient, pour
tout T <t < T+,

11172 + all VI Z. <

MGy (r} + (R + ||V Pszo||22 + oof| AP, 20]|22) + o®Mor? + ar?)exp(Cit)
(5.37)
ou M; est introduite dans (5.7) et C; > 0 est une constante qui ne dépend
que de || f|lv1, de Ry et de ||[Vrot 2|2, + a|Arot zl|3..
D’autre part, en utilisant l'inégalité (5.20) du lemme 5.2.4, on a, pour tout
T<t<T+9,

112[|72 + ol V2|72 < MiCoa(ri + aMari + aRE + af| APszo|72)exp(Cat)
(5.38)
ot Cy > 0 est une constante qui ne dépend que de || f|| g1 et de || Vrot z||7, +
al|Arot 2|3,
Pour borner I3, on utilise (5.28). On a donc, pour tout 7' <t < T + 4,

15172 + ol V][5 < MiMyo([Jwy, + will7z + oV (w} + wi)lz2)  (5.39)

On déduit de (5.9) que

11172 + @l VL|[7. < Mae™r (5.40)
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Finalement, en utilisant la proposition 5.1.1, on a, pour tout 7' <t < T + 4,
||I5||%2 + OZHVI5H%2 S MloéC()eXp<Cot) (541)

ou Cy est une constante positive qui dépend seulement de |[|f||g et de
| Vrotzo||7, + af|rotAzl|3..
On choisit r; et ensuite o assez petits tels que

1
(Mo + Ml)C’lexp(C’l(T + 5)) < -

5.42
<o (5-42)

et
ao(Mo + My)(Cy + Co) (1 + My)exp((Cy + Co)(T +0)) < 55,

Oéo(M() + Ml) [C’Oexp (Co(T + 5))

T’2
+ ao(Ch + Co) (R} + ||V Pzo |22 + || APszo|22)exp (Ca(T + 6)) < 2L
(5.43)
Par suite, les inégalités (5.42), (5.43), (5.27) et (5.32) impliquent que

g

3
Il reste & montrer que Fy,(t)(Bs(r1, R1) X By(r1)) C Bs(r1, Ry).

En remarquant que

[ Fos (8) (we, + w122 + ol VEas(t) (wg, + wa) 72 <

P,Lo(T)w;, =0,
et en procédant comme dans 1'égalité (5.36), on trouve
Fau(t)(wj + wg) = Jl + Jz + J3 + J4 (5.44)

ol

Jy = (I = Lo(T)) P, < / 1 (Du(sa(t)ww; + 0w + 2))
— Du(Sa(t)zo)) (wp, + wg)cm)
Jy = (I — EO(T))_lPu ((Du (Sa(t)zo) - D, (So(t)zo)> (w3 + wg))

Js = (I = Lo(T)) ™ Pu(Du(So(t)20) — DulSo(T)z0)) (w?, + w?)
Jo= (I - Lo(T))"'P, (Sa(t)(zo) . ZO)
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Alors, en procédant comme dans les inégalités (5.37), (5.38), (5.39) et (5.41)
et en utilisant les conditions (5.32), (5.42) et (5.43), on déduit que, pour tout
T<t<T+9,

172172 + al VA7 <

MoCy (1 + (R} + [V Pezol|32 + all APezoll72) + o® Mar? + arf)exp(Cit)
| Jal2: + al|Vha|[2e < MoCoa(r? + aMari + aRT + af|APsz||22)exp(Cat)
1512 + |V Js )20 < MoMys([lws, + w2, + af|V (ws + w?)|2,) < 2

2
||J4||%2 + C¥||VJ4”%Q S MgOngeXp(Cgt) S 2—6

D’ou,
2
r
[ For (8) (w5, + wi) 172 + | VEwu () (w, + wg) |72 < 31
Par suite,
[Fa(t) (wh, + wy)l[72 + al [ VEL () (w, + wy) |72 < ri.

Montrons maintenant que F,,(t) est continue pour la norme ||| p2++/|| V.|| 2.
Soient w1, et wq, deux vecteurs dans Bg(ry, Ry) X By(r1).
On commence par estimer le terme

[[Fos (B)(wia + wia) = Fas(8)(w3a + wia) 172
+ |V (Fos (8) (wio + wa) = Fos(8) (wio + w3,)) 7.

— S u S u
Posons W, = wj, + w{, — w3, — w3,.
Alors, on a

F@S(t) (wiga + w%a) - FCYS (t) (U)Sa + w%a)

= Py(Sa(t)(wi, + wi, + 20) — Sa(t) (w3, + wh, + 20))

= P, </01 (Du (Salt) (W, + w5, + wh, + ZO))> Wad9>
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L’inégalité (5.14) implique que
[ Fos () (i + wiy) — Fas(t) (w3, + w5,)|[72
+ OéHV(FaS(t)(U}fa + w%a) - Fas(t)(wga + wga)) ”%2

< My([[WallZ: + allVWal72)exp(Cst),

ot Cj est une constante positive qui ne dépend que de Ry, de ||Vrot z||3. +
o[ Arot z|32 et de || f]| .
L’inégalité ci-dessus implique la continuité de F,4(t) pour la norme ||.|[z2 +

Val[V. |z

Pour montrer la continuité de 'application F,,(t), on écrit

Fau(t) (wiga + w?lLoz) - Fau(t) (wga + wga)
= (‘[ - CO(T))il‘PU(Sa(t)(w‘fa + w’iloz + ZO) - Sa(t)(wga + wgcx + ZO)

— Lo(T)W,)

= (I - CO(T))flPu ( /1 Dy (Sa(t)(OW, + ws, + why, + 20)) Wadb

- EO(T)WQ) .

1

Posons Ny = (I — LO(T))_IPM/ Dy (Sa(t) (W, + wi, + wh, + 29)) Wadf.
0
L’inégalité (5.14) implique alors que

| N1 |< MoC([[Wall7z + al VWallZ: Jexp(Cat) (5.45)

ou C3 > 0 est une constante qui ne dépend que de | f||g:, de Ry et de
|Vrot zo||7, + | Arot zl|2..
D’autre part, en prenant o = 0 dans les inégalités (5.14) et (5.15), on déduit
que
1£o(T)WallZ2 + allV(Lo(T)Wa) 1z
(5.46)
< MoCa([IWall72 + ol VWal[72)exp(CsT)
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ott Cy > 0 est une constante qui ne dépend que de || f||g et de ||Azl3..
Les inégalités (5.45) et (5.46) impliquent la continuité de F,,(t) pour la norme
.12z + V|| V.|| 2. D’ot la continuité de Papplication F,(t).

Par suite, le théoréme du point fixe de Leray implique qu’il existe un point
fixe w, = (w,w?) de l'application F,(t) appartenant a B(r1, R1) X By(r1),
pour tout 7' <t < T +.

Avant de démontrer 'unicité de ce point fixe, on va montrer la proposition
suivante.

Proposition 5.2.6. Soient f appartenant a ngr et uy, us deux solutions du

systeme (FGD) telles que uy et uy sont bornés dans V° sur | — oo, t1], ot t;
est un temps fizé. Alors, on a l’estimation suivante

[[rot(uy (1) — ua(tr) — @A (ur(t) — ua(th)))|72
< Gt oy (i (6) = wa(®)3: -+ 0V s (1) = wa(8) )

< || Arot(us(t) - adus (1))

ot Cs est une constante positive indépendante de a.
Preuve: Soit U = u; — uy. Alors U est solution de I’équation suivante

0(U — aAU) — vAU + rot(U — aAU) X uy + rot(us — alug) x U

= —V(ps —r2)
(5.47)
En prenant le rotationnel de I’équation ci-dessus, on trouve

Oirot(U — aAU) — vrot AU + uy.Vrot(U — aAU)

+ U.Vrot(ug — aAusg) =0

En prenant le produit scalaire de I’équation ci-dessus avec rot(U — aAU), on
obtient

0, |lrot(U — aAU) |3, + v||Vrot U2, + val|Arot U3,

(5.48)
+ (U.Vrot(us — alAus),rot(U — aAU)) =0
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L’intégration par parties et 'utilisation des injections classiques de Sobolev
nous donnent

| (U.Vrot(us — aAuy), rot(U — aAU)) |
<| (U.VrotU, rot(us — aAus)) | +a | (U.Vrot(us — aAus), rotAU) |
< U2 |AU | z2[[rot(uz — cAug)|| Lo
+ U | ArotU | 2 | Vot (s — adhus) s

< Y| Vrot U||3, + Cl|U||3: || Arot(us — alAuy)||7,

B
+ %||Arot U||7. 4+ aC||VU||3.|| Arot (up — alAuy)||3,
Par suite, l'inégalité (5.48) s’écrit

O|lrot (U — aAU) |3, + v||Vrot Ul|2, + val|Arot U3,

< ClUIZ: | Arot(uy — aAus)|[7: + aCl|VU (7. (| Arot(uy — alus)| 7,
(5.49)
L’intégration en temps entre ty < t; et ¢; et 'application du lemme de Gron-
wall impliquent alors que

[rot(U (t:) — aAU (1)) 172 < exp( = Bi(t — to)) [rot(U(to) — aAU (to))II7

o E5upse)aeiy) (1003 + Al VU (1) 32 | Arot (ua(t) — alans(t))]7 )

ol /31 est donnée par (5.1).
En faisant tendre t; vers —oo, I'inégalité ci-dessus devient

[rot (U (t1) — aAU(t1))|[72 <
& (3Pt [T D22 1 Arot (us(t) = adua(t))]l2

+ ASUDye) g ) VU (1) [2:]| Arot (us() — adua(®))]13.)
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Montrons maintenant que le point fixe w, est unique.

Supposons que wi, et wsy, sont deux points fixes de application F,(t) dans
la boule By(r1, Ry) X By(r1).

Posons W, = wj, + w{, — w5, — wg,. D’une part, on a

wiga - wga = FOéS (t) (wiqa’ w’luoc) - FOCS (t> (wgom wgoc)
- PS (Sa(t)<wfa + w%a + ZO) - Sa(t)(wga + wga + ZO))
= Ei+Ey+ E3+ Ey
(5.50)

ou

1
By =P, ( / (Du(Salt)(OWe + 1w, +wh, + 20)
0

~ Du(Sa(t)20) ) Wadt
E2 = PS ((Du (Sa(t)ZO) - Du (Sg(t)Z()))Wa)

E3 = PS (DU(SO(t)Zo) — Du<Sg(T)Zo))Wa

Ey = Py(Dy(S0(T)20)) (wie — wi,)

En utilisant les inégalités (5.16), (5.20), (5.28) et (5.9), on obtient les bornes
suivantes, pour tout T'<t < T +9

B3 + ol VEL 7. < MyCy((r1 + ) (IWallfe + ol VIVall3,)
+ a3 AW, |12, exp(Cht)
1E:(172 + al[ VE, 7. < MiCoa(|[Wal|7z + al|[AWL[|7)exp(Cat)  (5.51)
1E3)|2. + o[ VE3|| 2. < MyMyS(|[Wall2: + af VIV, I22)
1E4||2: + o[ VEy||2, < Mse ™ (W |22 + o[ VIW,][22)

Posons z;, = wio + 20, © = 1,2. Alors, z;, sont deux points fixes du systéme
Sa(t), T <t < T+ 6. Notons que z;, = z(t) peuvent étre deux points
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d’équilibre de S,(t) ou deux orbites périodiques de méme période w. En

supposant que le terme de force f appartient & ngr et en prenant « assez

petit, on sait, d’aprés les travaux de Paicu, Raugel et Rekalo (voir [44]) que
I'attracteur global compact A, est borné dans V°. Par suite, 2, i = 1,2
appartiennent & VV° et on a la borne suivante

Iziallis + allziallfs + @[ ziallys < Co, i =1,2

ou (s est une constante positive indépendante de a.
En utilisant la proposition 5.2.6, on déduit que

al|A(z1a(t) — Z2a(t))||%2 = af|A(wia(t) - w2a(t))||%2

< Orsupepo ) (lwia(t) = waa ()17 + |V (wia(t) — waa(t)[175)
(5.52)
ou C'; est une constante positive indépendante de a.
Par suite, les bornes sur E; et E, s’écrivent alors

B3, + ol VEL]7, < MiCi(r1 + a4+ a®Cr)exp(Cy(T + 6))
X SUPye(o,w) (HWa(t)”%ﬁ + a’|vwa<t>”%2)
22|72 + | VE,|7. < MiCa(1 + Cr)aexp(Co(T + 0))

X SUDye(o,w) (HWa(t)”%? + O‘HVWa@)H%?)

En supposant que «q et r; sont assez petis tels que

1
MCi(r + ap + a2C7)eXp(Cl(T +9)) < 50"
1
MiCo(1 + Cr)aexp(Co(T +6)) < o
et en utilisant les conditions (5.27) et (5.32), on déduit que, pour 0 < a < ay,

HPsWa(t)H%z + aHVPSWa(t)“%? < %Supte[o,w} (”Wa(t)||%2 + O‘||VWa(t)||%2)
(5.53)
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D’autre part, on peut écrire
w%a - wga = F@u(t) (wia7 w%a) - Fau(t) (wgaﬂ w%a)

= (I = Lo(T))

P (Sa(t) (Wi, + wh, + 20) — Sa(t) (W, + wh, + 2)

— Lo(T)W,)

:F1+F2+F3
ou

-1

Fy=(I-Lo(T)) P, ( /1 (Du(Sa(t)(GWa + Wi, + why, + 20))

~ D, (Sa(t)zo))Wad9>
Fy= (I - Lo(T))'P, <<Du(5a(t)z0) - Du(So(t)z0)>Wa>

~1
Fy= (I —Lo(T))  Pu(Du(So(t)z0) — Lo(T))W,
En faisant la méme démonstration que celle faite ci-dessus pour borner les
termes J;, i = 1,2,3, et en utilisant (5.52), on peut montrer que

[PaWa(®)]17: + el VP (t)]72 < 35ubrep ) (IWaO)lI: + o VIV (t)]]72)
(5.54)
Les inégalités (5.53) et (5.54) impliquent que
(t

sUDsefo. ([Wa ()72 + ol VIWa($)]172)

< gsupseo (IWa (32 + o VWL (0)]32)

Donc, W, (t) = 0. Alors, w,(t) est 'unique point fixe de application F,(t),
dans la boule By(ry, Ry) X By(r1), pour tout [T',T + 9].

Le dernier point & démontrer est que z,(t) = w,(t) + 2o est bien un point
d’équilibre du semi-groupe S,(.) et non pas une orbite périodique, ¢’est-a-
dire que S, (7)za(t) = z4(1), V7.

Pour cela, on va montrer que, pour tout € > 0 assez petit, pour tout ¢ > T,

Sa(€)za(t) = 24(1).

174



Chapitre 5 Etude locale au voisinage d'un point d'équilibre

Soit t € [T, T + 6]. D’une part, on a
Salt + €)2za(t) = Sa(€)Sa(t)za(t) = Sal€)za(t),

et d’autre part,
Sa(t +€)za(t) = Sa(t)Sa(€)za(t)

Par suite, S, (€)2,(t) est un point fixe de S,(t), t € [T,T + 0].

Alors W, = Su(€)za(t) — 2o est un point fixe de 'application F,(t).
Montrons maintenant que @, appartient a Bg(ry, Ry) X By(r1).

D’une part, on a Py, + Pszo = PsSa(€)2a(t) = PsSa(t + €)z4(t). Alors, on
déduit de I'inégalité (5.35) que

|’Vf0t(PSYI)a + PSZO>HL2 + \/&HAI'OJE(PS’LDO[ + PSZO)”LQ < Rl-
D’autre part, on a

Pswa = FOtS(t)(wZ?wu) = _Ps(Sa<t + G)th - ZO)-

«

En prenant € assez petit et en faisant une décomposition comme dans 1’égalité
(5.36), on déduit, en utilisant les bornes (5.37)-(5.41), que

[@3l7e + alVaRllz. < rf

On montrera de la méme fagon que |07, + af|Vwl|3. <ri.
Par suite, W, € Bs(r1, R1) X B,(r1) et comme w, est le seul point fixe de F,,(t)
dans Bg(ry, Ry) x By(r1), il en résulte que W, = w, et Su(€)za(t) = za(t).

Montrons maintenant I'inégalité (5.5).
On a
Za — 20 = Wo = Fo(t)(wl,w), Vt € [T, T + 9.

Donc,
w72 + al[ Vw172 <
| Fas(8) (WS, w?) — Fas(£)(0,0)[12, + || V (Fus () (ws, w) — Fos(£)(0,0))]2,

+H[Fas (8)(0,0)[1 72 + ol VEas(£)(0,0)) |72
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En décomposant comme dans 1'égalité (5.50) (avec way, = 0) et en procédant
comme dans la démonstration de I'unicité du point fixe, on peut écrire que

lwillze + all Vwilze < f(lwallg: + ol Vuwall7:)

+ [ Fas(1)(0, )72 + all VFas(£)(0, 0)) 172

De plus, on a Fo(t)(0,0) = Py(S,(t)z0 — 20)-
La proposition 5.1.1 implique alors que

||Fa5<t>(07 O)H%Q + aHVFaS(t)(Ov 0)) H%Q < Q/OOeXp<CO(T + 5)):

ou Cy est une constante positive qui dépend seulement de |[|f||g1 et de
| Vrotzo||2, + af|rotAzl|2..
Par suite,

FlwaliZz + el Vwg|172) < aMiCoexp(Co(T + 4)) (5.55)
De la méme maniére, on peut montrer que

FlwaliZ: + el Vwglizz) < aMoCoexp(Co(T + 4)) (5.56)
On déduit de (5.55) et (5.56) l'inégalité (5.5).

5.3 Variété locale instable autour du point d’équi-
libre

Dans cette partie, on construit la variété locale instable autour du point
d’équilibre z, obtenu précédemment. Ensuite, on la compare a la variété lo-
cale instable en zy associée aux équations limites de Navier-Stokes.

On rappelle que 'on avait supposé que zy est un point d’équilibre hyperbo-
lique. On verra plus tard que z, est hyperbolique (voir section 5.3.2).

Avant de commencer la construction de la variété locale instable associée aux
équations des fluides de grade deux, on va établir des estimations d’énergie
qui nous seront utiles par la suite.

5.3.1 Estimations d’énergie

Soit «p > une petite constante fixée (on précisera le choix de «p plus
tard).
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Comme on va étudier la dynamique de S, (t) au voisinage du point d’équilibre
zo 7# 0, lorsque o < ay, il est utile d’introduire le changement de variable

Uo(t) = ua(t) — 24
Donc, @, (t) satisfait le systéme d’équations suivant
[ 0y(lo — aATiy) — VAT + 10t(Tly — @ATly) X g
+ rot(zq — @Azy) X Uy + 1O4(Uy — @Aly) X 26 = —VD

(FGD)

div i, =0

[ Ua(0) = ug — 24
Notons par S,(t) le systéme dynamique engendré par (FGD), c’est a dire
Vug € V3, Sa(t)ug = Gia(t) = Su(t)(uo + za) — Za

oll 1U4(t) est I'unique solution du systéme (FGD) telle que i (0) = 1.
Soit R(t) = Su(t) — La(t).
Alors,

Vug € V2, R(t)ug = wa(t) = g (t) — va(t)

ol 1, (t) (respectivement v, (t)) est la solution du systéme (FGD) (respec-
tivement (SL,)) avec 1,(0) = uy (respectivement v,(0) = ug) et on we(¢)
vérifie le systéme suivant

O(we — aAw,) — vAw, + 1ot (w, — aAw,) X z,
+rot (24 — @lzy) X Wy + 10t (Ug — @ATUL) X Uy = =V (P — §)

div w, =0

we(0) =0

On sait que la solution u,(t) du systéme (FGD), appartient a L>®(R™,V?3)
si uq(0) € Vet f € H),,. Par suite, i, (t) appartient aussi a L>®(R™, V?).
Dans la suite, C' désigne une constante positive qui ne dépend pas de « et
qui peut varier d’une ligne a une autre.
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Remarque 5.3.1. On rappelle que le point d’équilibre z, du systéme (FGD)
appartient a l'attracteur global compact A,. D’aprés les travaux de Paicu,
Raugel et Rekalo [44], on sait que si f appartient a Hzer et si a est suffisam-
ment petit (2v — coasup, 4 ||z]|r~ > 0), alors A, est borné dans V* (voir
Théoréme 1.1).

Alors, on peut écrire que
2 2
[Zallvs + lzallis < co
ol ¢y > 0 est une constante qui ne dépend pas de a.

Lemme 5.3.2. Soit xy et f appartenant o V3 et H3  respectivement. Alors,

per
pour tout t > 0, pour tout 0 < § < on a les iégalités suivantes

__v
2(Cp+ar)’

1) 1Sa(t)zoll}2 + allVSa(t)aollFa +v 5 IV Sa(s)zolFds

< (ool + all Vol exp(Cit)
(5.57)
ot C3 > 0 est une constante qui ne dépend que de ||za|[31 + ol zall3s €t de
|70t(z0 — @A zy) |32

2) ||rot (Sa(t)zo — @ASa(t)w0)]12s
+ fg(Hth Sa(8)20]|22 + al|Arot Sa(s)wol2,)ds

< |lrot (zg — alAxg) |3, exp(Cat)
(5.58)

ot Cy > 0 est une constante qui ne dépend que de |24 |32 + || 20|34

3) | Vrot S (t)xol|2, + af|Arot So(t)zo||2, <

exp(—Bt) ([|[Vrot zo||22 + || Arot xo||2.) + Csexp(Cst)||rot (xo — alzg)||2,
(5.59)
ot C5 > 0 est une constante qui dépend de ||rot(xo — aAxo)||3s, de ||za]|2 +
|zl

Preuve: Pour démontrer I'inégalité (5.57), on prend le produit scalaire dans
L?(T?) de la premiére équation du systéme (FGD) avec .
En remarquant que

/ 10t (llg — AAly) X Ug.Uy dx =0,
T2
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on trouve

%at(“ﬂaH%? +al[Via|[7:) + v[[Via|72 + (rot(za — aAza) X tia, Ta)

+ ( rot(tg — Aly) X 2z, Us) =0
(5.60)
En utilisant les identités (5.12) et (5.13), on trouve que

| (10t (it — al,) X Za, i) |< | Vaallzz [ Gal2s + aCllzallvs]| Va2
< ClIVaallzzltallz2 | Vial 2 + aCllzallv | Vil 72
D’autre part, on a la borne suivante
| (rot(za — alz,) X ﬂa,ﬁa) | < |lrot(ze — @Azy)||22]|tall34
< Clfrot(za — @Azl g2 [[tal| 22 [ Ve || 22

En rassemblant les deux bornes trouvées ci-dessus et en appliquant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on peut écrire I'inégalité (5.60) sous la forme

O|ltallZ> + el Viia||Z2) + [ ViiallZ,
< C(llzallfnlliallZz + a?lzallfl Viial72) + Cllrot(za — alze)|IZ2lliallZ2

< C(lzallfs + allzallfs + lIrot(za — aAza)[72) (ldal72 + ol ViiaZ2)

L’intégration entre 0 et ¢ > 0 et I'application du lemme de Gronwall im-
pliquent que

~ ~ t ~
a7 + Va7 + v i Via(s)]7eds
< (IlwollZ2 + al|Vao|[72)exp [Ct(HzaH?/l +allzallis

+ ot (20 — aAz0)|2.)]

D’ou I'inégalité (5.57).
Montrons maintenant (5.58).
Rappelons que, pour tous vecteurs v; et vy, dans R?, & divergence nulle, on a

rot( rot v; X vg) = ve.Vrotyy (5.61)
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En prenant la rotationnel de la premiére équation du systéme (F' C?D) et en
tenant compte de (5.61), on peut écrire

Orot (g, — ally) — VATOtUy + Ua. VIOt (s — aAly,) (5.62)
+ U Vrot(ze — aAzy) + 24.Vrot(ti, — alAd,) =0

En prenant le produit scalaire dans L?(T?) de (5.62) avec rot(@, — aAd,) et
en utilisant le fait que div 4, = div 2z, = 0, on trouve

1 . . N .
§8t\|r0t (Gl — @ATY)||52 + v||Vrot |72 + val|Arot |3 =

—(Ua.V 10t(20 — Az,), 0t (Uy — @Ally,))
(5.63)
La remarque 5.3.1 implique que le terme (@,.V rotAz,,rot Ad,) est bien
défini.
En utilisant les injections classiques de Sobolev, on peut écrire l'inégalité
(5.63) sous la forme

1 . . . .
§8t||r0t (U — aAua)H%g + v||Vrot ua||%2 + val|Arot ua||%2

< C(llzallve + allzallve) (Va2 |rot Vi | 2
+ 0| Adi|| 2 [|rot Adin][12)

IN

14 - v -

2 Vot all3: + a2 | Arot a3

+ Cllzallis + 02 zallf0) (1Vale + @l Adal32)
(5.64)

En intégrant 'inégalité précédente entre 0 et ¢ > 0 et en utilisant le lemme
de Gronwall, on trouve

[rot (i (t) — aAia(t))[|7. <

[rot (2o — alzo)||7. exp(Ct([[zallf + a?[|zall}))

D'oit linégalité (5.58).
Pour démontrer I'inégalité (5.59), on prend le produit scalaire dans L?(T°)
de (5.62) avec —rot Ady,.
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On trouve alors
1
§8t(||r0tVﬂa||%2 + allrotAdy,)||72) + v]|Arotis |72 = (Ga.Vrotia, rotAdy,)
+ (20.Vroti, rotAty) + (te.Vrot(ze — alAz,), rotAd,)
(5.65)

En intégrant par parties et en utilisant I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg,
on obtient la borne suivante

| (G + 2a).Vrot(tq — aAdy), 10tAG,) |<

IV iallz2 + 1V 70l 12) [106V | 20t Adi 1
De plus, on a
| (Gi- V10t (26 —aAzy), 1ot Aty ) |< C|lrot At || 2 ||Ta||vz || VIot(ze —alzy)|| L2
Par suite, (5.65) devient
20, (lrot Ve ||2. + af[rotAdy)|2,) + v||Aroti,||2. <

Cllrotdiall 2 (W rotiallss (lliallv: + l12allv)

o a2l Vrot(zq — Az |12

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en intégrant en temps l'in-

égalité précédente, on trouve, pour tout ¢ > 0 et tout 0 < 8 < WVM)’

lrot Vi, ()3, + allrotAd (t)||3. + v f; expf(s — t)||Arotis(s)||7.ds
< exp(—ft) ([[rotVzo||7. + af[rotAxo|3.) + C(|ltall L 0ev1) + [[2all

+ (| Vrot(ze — alza)|12:) [ expB(s — t)||ia(s)||22ds
Finalement, en utilisant (5.58), on peut écrire

[r0t Ve (8)||32 + al[rot At (t)[|3. < exp(—pBt)([lrot V|22 + a|lrotAzol2.)
+Cexp(Cyt)|[rot(zg — alwzo)||2: (|| 2all} + [[Vrot(ze — alzy)|[3,

+ exp(Cut) |[rot(zo — aAzo)|[22)
D’ ou 'inégalité (5.59). O
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Lemme 5.3.3. Soit xg et f appartenant a V3 et ngr respectivement. Alors,
|14

pour tout t > 0, pour tout 0 < f < NCy7a)r OM @ les inégalités suivantes

1) |[rot (La(t)zo — aAL(t)T0)]|32
+ fOt(Hth L(s)xo||72 + ol Arot La(s)xo72)ds

< |lrot (zg — alzg) |3, exp(Cyt)
(5.66)
2) |[Vrot Lo(t)xol|72 + al|Arot Lo(t)zol|7, <

exp(—Bt) ([|Vrot zo||22 + || Arot xo||2,) 4+ Cuexp(Cat)|rot (xo — alzg)||2,
(5.67)
ot Cy > 0 est une constante qui dépend de ||zq||32 + o2||zal|3 4.

Preuve: L’inégalité (5.66) se démontre comme l'inégalité (5.58).
En effet, en prenant le rotationnel de la premiére équation du systéme (SL,)
et en tenant compte de (5.61), on trouve

Orot(vy — aAv,) — VATotu, + 4. Vrot(ze — alzy) (5.68)
+  24.Vrot(v, — alAv,) =0

En prenant le produit scalaire dans L*(T?) de (5.68) avec rot(v, — alAv,) et
en utilisant le fait que div z, = 0, on trouve 'égalité (5.63) en remplagant
Ue par v,. On obtient donc (5.66).

Pour démontrer I'inégalité (5.67), on procéde comme dans la démonstration
de 'inégalité (5.59).

En prenant le produit scalaire dans L*(T°) de (5.68) avec —rot Av,, on
trouve

1
éﬁt(HrothaHiz + allrotAv,)[|72) + v||Arotv,|7. =
(za-Vrotv,, rotAv,) + (v,.Vrot(z, — alz,), rotAv,)
(5.69)

Notons que 'égalité (5.69) est plus simple que (5.65). Donc, en suivant les
étapes de la démonstration de I'inégalité (5.59), on obtient l'inégalité (5.67).
O
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Lemme 5.3.4. Soit x¢ et f appartenant a V3 et ngr respectivement. Alors,

on a les inégalités suivantes, pour tout t > 0, pour tout 0 < § < WVM)’

D) 1 B(®)oll7> + all VR() 2ol 72 <

lrot(ao — alao)||Za(l|2oll72 + @l Vzol|7.) exp (Cot)
(5.70)
ot Cg > 0 est une constante qui ne dépend que de ||z,||32 + o203, de
allza|lye et de ||rot(zq — alzy)|| Lz

2) |[Vrot R(t)xo||32 + || Arot R(t)xol|3. <
2exp(—6t)(HV7“ot on%g + al|Arot :UOHQLQ) + Crexp(Crt)||rot (xg — anO)HQL2
(5.71)

ot C7 > 0 est une constante qui ne dépend que de |rot(xo — alxo)||32, de
zall32 + allzall3s-

3) 1R(t)z0 — R(B)yoll2: + all V(R(t)xo — R(t)yo) 12 <
Cs [(leollz2 + lollz2 + @) (120 = ll22 + V(@0 —0)3) (5.7

+a2 (Ve — w022 + allA(zo — o) 2) ] en(Cit)
ot Cs > 0 est une constante qui ne dépend que de ||Vrot zo||3 .+l Arot xo||3.,

de ||Vrot yOH%2 +a||Arot y0||%2, de ||Vrot za\ﬁ:2 +al|Arot za||%2 et de || fllv-

Preuve: On pose wy(t) = R(t)zo et diq(t) = Sa(t)zo. On rappelle que
Wo () = U (t) — Lo(t)xo.

Pour démontrer 'inégalité (5.70), on prend le produit scalaire dans L? de la
premiére équation du systéme (E,) avec w,. On trouve

1
5O lwallzz + alVewallz2) + vl Vwallze = (rot(ws — alwa) X za, wa)
+( rot(tlg — WAUL) X Ug, Wy )

En utilisant I'identité (5.12) et les injections classiques de Sobolev, on peut
écrire

| ( rot(wa — aAwa) X 24, w4) |<

Cllzallvillwllzz [Vwal 2 + allzallve [ VivallZ)
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De plus,
| (10t(Ga — AATg) X Ta, w,) |<
C||Vig || Lzl[rot (e — @Aty 12]| Vwea || 2
En rassemblant les deux bornes ci-dessus, on arrive a l'estimation suivante
O (lwall: + al| Vwal72) + vI[Vwll7z < Cllzallv lwallze [ Vival| 2

+aCllzallvs | VwallZ: + Cllrot(za — aAza) | r2llwall 2 [[Vewa | 2

+ C||rot(tq, — AU || 2 ||V 2 || Vwe || 2

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en intégrant en temps entre
0 et t > 0, on déduit de I'inégalité précédente que

lwa (Ol + ol Vwa®Olf: < Cllzalf fy llwa(s)l2ds
+02Cllzall}s fy IVwa(s)lI72ds + Cllrot(za — alza)|Fa [y llwa(s)l|Z:ds

+ O|rot (e — alitg) |3 12 Jy I Vita(s)[32ds

Alors, en appliquant le lemme de Grownall, on peut écrire 'inégalité précé-
dente sous la forme

lwa ()72 + all Vwa(®)l132 < ([rot(@a — aAda)|F w2 fo IVEa(s)]2ds)
x exp [Ct(|zallfr + allzallfs + Irot(za — @l 20)]72)]
Les inégalités (5.57) et (5.58) impliquent alors que, pour tout ¢ > 0,
lwa(DIZ: + all Vewa(D)][72
< [rot(zo — aAxo) (|72 (l|oll 72 + | Vaoll7:) exp (Cit)

ott C5 > 0 est une constante qui ne dépend que de ||z,]|32 + af|zal}s, de
allzo|lye et de |rot(ze — aAzy)| 2.

L’estimation (5.71) résulte de (5.59) et de (5.67).
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Montrons maintenant (5.72).
On a

R(t)zo — R(t)yo = Salt)ro — Salt)yo — (Lalt)ro — La(t)yo)
= Sa(t>($0 + Za) - Sa(t)(yo + Za) - Ea(t)(xo - ?JO)

- N,

Ny = /01 <Du(Soc(t)(y0 + Zo + 0(x0 — 90))) — ﬁa@)) (zo — %),

En utilisant I'inégalité (5.16), on déduit la borne suivante

INil132 + @ V|3 <
G| (Izollz2 + lyollzz + @) (2o = w0l + V(w0 — w)32)  (5.73)

+ a2 (IVz0 = yol% + all Azo — yo)l12:) |exp(Cit)

ot Cg > 0 est une constante qui ne dépend que de || Vrot 2¢|7.+a||Arot zo||7.,
de ||Vrot yol|72 + || Arot yo||72, de [[Vrot za||72 + || Arot za |72 et de || f]lv1.
D’ou l'inégalité (5.72). O

5.3.2 Construction des variétés locales instables

Soit z, € V3 le point d’équilibre de S, (t) obtenu dans le théoréme 5.2.1.
On rappelle que pour o > 0 assez petit, z, est proche du point d’équilibre
zo de Sp(t). On rappelle aussi que, d’apres [44], zo € V® si f € HJ,,.

Avant de commencer la construction des variétés locales instables, on donne
un lemme qui montre que le point d’équilibre z, est hyperbolique.

Lemme 5.3.5. Il existe une constante positive c telle que pour tout u € V3,
pour tout 1 =1,2, on a

1) supjy— (Il(A = La(to)) "M ullzz + Val V(A = La(to)) " u)||12)

< o(llull 2 + Val|Vu| 2)

(5.74)
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2) || Piaw — Poull 2 + V||V (Piau — Pou)| 2 < e(a)([|ull2 + V| Vull )
(5.75)

ot €(c) > 0 tend vers zéro lorsque a tend vers zéro.

Preuve: Les calculs qu’on va faire ci-dessous peuvent étre aussi trouvés
dans [31] et [40].
Pour démontrer (5.74), il suffit de remarquer que

A — ﬁa(to)u = ()\ - Eo(to)) (]d - (/\ — £0(t0))71(£a(t0) - ﬁo(to)))u
= ()\ - ﬁo(to))(]d - Ba)u

Comme \ appartient & ensemble résolvant de Ly(ty), alors A — Ly(to) est
inversible et il existe une constante ¢ telle que

supjy=1 (1A = Lo(to)) " ullze + val|V((A = Lo(to)) " u)||2)
< ¢(llullze + Vol Vullz).

D’autre part, en choisissant « suffisamment petit, on a
1
1Baullzz + VallVBaullz < S(l[ullz2 + Vel Vul ).
Par suite, on obtient (5.74).

Pour démontrer (5.75), il suffit de montrer que
[Peate = Paou]| 2 + Vo[V (Peate — Paou) || 22 < €(e) ([[ull 2 + vl Vul| ).

En effet, on a, pour tout z € C tel que | z |=1,

(2 = La(te)) ™" = (2= Lo(to))~

1

— (2= Lalte)) (14— (2 = Lalte)) (= = £olto) )

1

= (2 - ﬁa(tO))_l(ﬁa(to) — Eo(to))_l(z — Lo(to))
En utilisant (5.74) et (5.20), on obtient

[Peate — Paou]| 2 + Vo[ V(Peate = Paou) || 22 < €(e) ([[ullz2 + vl Vull2)
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d’ou (5.75). O

Revenons maintenant a la construction des variétés locales instables.
On rappelle que le systéme dynamique Sq(t)@o = Sa(t)(@ + 2a) — Za-
On remarque que S,(t) a 0 pour point d’équilibre et que D, (S,(t)0)v =
Ly(t)v.
Soit tg > 0 un temps assez grand qui sera fixé dans la suite.
Soit 0(L4(to)) le spectre de L,(tp). L’hypothése d’hyperbolicité de z, im-
plique que o(L,(to)) peut étre écrit comme o (L, (to)) = 01(La(to))Uo2(La(to)),
ol

71(La(to)) = {2z € 0(Lalto)); | 2 |> 1}

et
02(La(to)) = {z € o(Lalto)); | 2 [< 1}

On introduit alors les projections By, : V3 — V3, i = 1,2, définies par
Pga :/ (Z—Ea(tg))_ldz et Pla :]d—Pga.
|z|=1

Posons L;, = Lu(to)Pia, alors (L) = 0;(La(ty)) et Ly, est inversible,
d’inverse borné.

Par suite, il existe des constantes 57 > 1> 5 >0, C7 > 1 et Cy > 1 telles
que, pour tout uy € V3, pour tout k > 0,

HVrot L;oigplauO"LQ -+ \/aHArot LlioljplauOHLQ

< OB (|| Vrot ug |2 + v/al| Arot ugl|z2)
(5.76)
HVI‘Ot LgaPQQU()H[ﬁ + \/&HAI‘Ot L’;O{PQQUOH[;

< CyB5(||Vrot ugl|z2 + a||Arot ugl|z2).

Pour démontrer (5.76), il suffit d’utiliser le fait que le rayon spectral p(T),
d’un opérateur 7' € L(X, X), o X est un espace de Banach, est donné par

1 . o
p(T) = lim HTHHZ(X,X) = inf, || T Hg()@x)'

n—-+o00

Notons que les constantes (31, [2, C; et Cy peuvent étre choisies indépen-
dantes de a.
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En effet, en utilisant (5.67), on déduit que

|Vrot L, (to)zol||zz + va||Arot L, (to)zol|z2 est uniforme en .

De plus, en utilisant les mémes notations que précédemment et en rempla-
cant 'indice v par 0 pour faire référence aux équations de Navier-Stokes, on
peut supposer que, pour « > 0 assez petit,

||VI‘Ot Ll_()kPIOUOHLQ + \/&HAI’Ot Ll_(]kPIOUOHLQ

< OB (|| Vot wg |12 + v/a||Arot ugl|z2)
(5.77)
||Vr0t LIQCOPQQUOHLQ + \/EHArot L§0P20u0||L2

< CoB%(||Vrot ugl|z2 + v/al||Arot ug||z2).

Remarque 5.3.6. On remarque que la dimension de P;,V? est finie et pour
0 < a < ag, la dimension de P, V3 est égale a celle de PoV?3.

En outre, en raisonnant comme au paragraphe 2 de [44] (voir aussi [32]), on
peut montrer que si f € ngr (ce qui entraine que tout équilibre z, est dans
V5 pour « petit), alors les vecteurs propres ¢ associés aux valeurs propres A,
| A |> 1, appartiennent & V* et il existe une constante positive C' = C(|| f||z3)
telle que pour 0 < a < ),

lellvs + allellys < C.

Maintenant, on va construire la variété locale instable comme point fixe d’une
application. Pour cela, on va appliquer le théoréme de point fixe de Leray.
Soit R > 0 et r > 0 deux réels que 'on déterminera dans la suite. On
introduit ’ensemble V(r) donné par

V(r)={peV? | [IVrot (¢ = z)llzz + VallArot (¢ — za) |2 < R

et o —zallrz + VallV(p = za)[lr2 <7}

(5.78)
On munit V(r) de la norme ||.||z2 + v/||V.||z2-
Soit ty > 0 un réel qui sera fixé dans la suite.
On note R, = Ra(to)-
En s’inspirant de [30] et de [47], pour construire les variétés locales instables,
on considére d’abord le systéme dynamique discret S (t), ensuite on utilise
la propriété du semi-groupe pour obtenir le méme résultat pour ga(t).
Ainsi, on a besoin du lemme suivant.
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Lemme 5.3.7. Si {x,, n < 0} est une orbite négative bornée pour le systéme
dynamique discret S,(to), alors, pour tout n <0, on a

k=-—1 k=n—1

" PaTo — Z Ly P PaRa(wr) + Y Ly P PuRa(zy). (5.79)

k=—0o0

Si {xp, n = 0} est une orbite positive bornée pour le systéme dynamique
discret Sy (to), alors, pour tout n >0, on a

k=oo k=n—1
Tn=— Y LI FPaRa(ze) + Ly, Prato+ | Liy' FPouRa(zi). (5.80)
k=n k=0

De plus, toute suite donnée par (5.79) (respectivement (5.80)) est une orbite
négative (respectivement positive) bornée pour le systéme dynamique discret

Se-

Preuve: La preuve de ce lemme peut étre trouvée dans [30] et dans [47]. O

On commence par introduire les notations suivantes.
Pour tout z; € P,,V? et 25 € Py, V3, on pose

|21 |12 + Va | Var |
= supyso (|| L1a Prai || 2 + Vel VL Piaan || 2) BY,
| Vrot @1 |12 + a | Arot xq |2
= supyso([[Vrot Ly Piazi | 2 + Val|Arot Lyf Praa|12)5f,
| 22 |2 + V| Vg |12
= suPgso([| L5 Praal 12 + /@l VL, Pag|12) A7,
| Vrot 9 |12 + /o | Arot xg |2

= SukaO(HVrot LgapgaxQHLQ -+ \/&HATOJE LgapzaxQH[g)ﬂf
Finalement, on munit V! de la norme équivalente suivante

|2 lis @ | Vi o=
(5.81)
max(| Piot |12 +vVa | VPioZ |12, | Poa |12 +V/a | VP |12), .
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De plus, on munit V3 de la norme équivalente suivante

| Vrot @ |2 +y/a | Arot @ |f2=
max (| Vrot Pax |12 +v/a | Arot Piaa |z, (5.82)
| Vrot Pogx |12 ++y/a | Arot Peyx |12),
Par suite,
| Lo Pra |12 +v/a | VLG Prow |12 < B (| @ |2 +v/a | Va [z2),
| Vrot L1 P |2 ++/a | Arot LT Pz |2 (5.83)
< B7F(] Vrot x |2 +v/a | Arot @ |12).
De méme,
| Lo Poa |12 ++/a | VL, Poow |12< B5(| @ 12 +V/a | Va [12),
| Vrot LY Pyox |2 ++/a | Arot LE Pyox |12 (5.84)

< B5(| Vot = |12 +y/a | Arot  |2).

On pose V(r) = P V3N V(r) et VA(r) = Py, V3N V(r) ot V(r) est donné
par (5.78).
On fixe aussi deux nombres positifs y; et v, tels que

0<fBa<m<l<y <pf, (5.85)
On a le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.8. Soit z, le point d’équilibre pour le systéeme S, (t), t > 0,
obtenu dans la premiere partie, et sotent R > 0, tqg > 0 deux réels fixés assez
grands. Alors, il existe deux constantes 61 > 0 et oy > 0 telles que pour tout
a < oy,
il existe une application hy : V1(6) — V?(6), on 0 < § < 0y, différentiable en
0, telle que hy(0) =0, Dhy(0) = 0.
De plus, le graphe G1(0) C V() vérifie les propriétés suivantes :

(1) G1(0) = {xo € V(0); I une orbite négative v~ (xo) passant par

190



Chapitre 5 Etude locale au voisinage d'un point d'équilibre

xg telle que v~ (x9) C V(0)},
(17) Si xzo € G1(6), alors, il existe une unique orbite négative v~ (xq) de
xo dans V(0) et

1 ~ .
lim Sup\n\%—ooﬁlog“ Vrot Sa(to) o |12 +v/a | Arot Su(to)"wo [12) < loghi,

(731) L’application hy vérifiant les propriétés ci-dessus est unique
et vérifie les inégalités (5.105) et (5.106) ci-dessous.

Preuve: Posons S = {{ = (§.6-1, ... 6ns o) | SUPco(| &n [v2 +Va | & |vs
) < oo}

Soit y; fixé dans P, V3.

On note par S, Pensemble S, = {£ € S| Pinéo = y1}-

D’aprés le lemme 5.3.7, £ € S est une orbite négative si et seulement si £
satisfait la relation (5.79).

Pour 3 fixé, on introduit alors 'application suivante

«Fa(gvyl) : S—>S

telle que

k=-—1 k=n—1

Fal&sy1)n = Liyr — Z Ly7'*PRA(G) + Y Ly FRRa(&) (5.86)

k=—o00

Pour tout § > 0 et tout R > 0, on introduit I'ensemble S, (§) défini par

S,(0) ={£e S €ls, +Va | Vs, <det [10tVE [s, +Va | 10tA |s, < R},
ou
| € |s,= sup,cq | &n 2 77", (5.87)

et v est une constante telle que 1 < v < 79 < ;. On munit S,(6) de la
norme | . s, +y/a | V. |s,.
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Pour tout yo dans V(d), 'inégalité (5.70) montre que

[Rayoll7z + el VRayoll72 <

[rot(yo — alyo)|17-(1yoll7. + allVyoll7.) <
(Irotyoll7z + 2al|Vrotyol|7. + || Arotyo||Z:)(1yoll72 + el Vyol|Z2) exp (Csto) <
Cllyoll 21 Ayoll 2 + 2a[[ Vrotyol|7. + || Arotyol|7) ([[yoll7 + @V!Vyof|%2)]

xexp (Cslo)

(5.88)
ou C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de a et Cg > 0 est une
constante qui ne dépend que de ||za |32+ ]| 20|13, de af|za|lv+ et de |[rot(z—
alAz,)|| 2. Ceci est équivalent a dire que

| PaRato 12+ Va | VPoRayo |12 (5.89)
S A(\/(SR“‘\/&R) ‘ Yo ‘LQ +\/a | Vyo ’L2

oul A est une constante qui dépend de to et de ||za|[72 + @l zal[fs, de @ zally4
et de |[rot(zo — aAzy)| 2.

Posons A(6, o) = A(VOR + v/aR).

Alors en choisissant § et « assez petits, il existe g > 0 et oy > 0 telles que,
pour tout 0 < dy et tout o < g, on a

1 1

1
KLQ((S, Oé) < KLQ((;U, CY()) < =, ol KLQ(&, Oé) = )\(5, CY)HI&X( s )

2 Bi—7 Ye— P

(5.90)
Notons que le choix de §p ne dépend pas de a.
D’autre part, pour tout yo dans V(9), 'inégalité (5.71) implique
| Vot Rayol|2: + ol Arot Rayol2. <
2exp(—PBto) (||[Vrot yol|22 + af| Arot yo||22) (5.91)

+ Crexp(Crto)[rot (yo — alyo)l|7-
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oit C7 > 0 est une constante qui ne dépend que de ||z,[|32 + /20|35 et de
[rot(yo — aAyp)||32 . Ce qui est équivalent a dire

| Vrot PioRayo |22 +v/a | Arot PiuRayo |12

< Bexp(—f%)R + BC%exp(C%%o)(\/ﬁ +vaR)

ou B > 0 est une constante.
Soit ty tel que
to 1 1 1
Bexp(—f—=) < —max( : ).
2 6 Bi—m 72— B
Ensuite, en choisissant et « assez petits, il existe § > 0 et ag > 0 tels que
pour tout 4 < ¢, pour tout a < ag, on a

(5.92)

BCrexp(Cr8)V/6 < YR ax( 52 ).

6 B1—717 v2—PB2

(5.93)

BCrexp(C72)/a < Lmax(5- L),

Bi—m17 v2—B2

Notons que 6 ne dépend pas de a.

Posons 0; = max(dy, d). Soit § < d;.

On va démontrer que pour tout y; fixé dans V!(§), I'application F,(., )
définie par (5.86) admet un point fixe dans S, (DJ), pour tout D > 1 tel que

D6 < 6. Pour cela, on va appliquer le théoréme de point fixe de Leray.

On commence par démontrer que F, (., y1)(S,(DJ)) C S,(D9).
Tout d’abord,

| Fo(&w1) |s, Vo | VFL(E ) |s, < Dé.
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En effet, en utilisant 'estimation (5.89), on a

’yin( | P2]:a(€7yl)n |L2 +\/a | VP?Fa(f’yl)n |L2 )

k=n—1 k=n—1
=71 X Ly T PaaRal&) |2 +va | Z VL5 P Ral&) |12 )
k=—00 =
k=n—1 .
<y ATEADR (1€ s, +va | Ve s, )

< A (¢ s, +v/a | VE s, )
< K12(D6)( | € s, +va | VE s, ) < 3Ds

(5.94)
et
Y| PrFa(€ yn)n |1 +va | VP2 Fol&,y1)n |12)
. 1—k
( | Llayl Z L?(; - PlaRa<€k) |L2
k=n
+ \/a ‘ V(L?ayl Z Ln o kPlaRa(gk)) ’LQ )
< (2" (1w lee +vV@ | Vi lre )
(5.95)

DS )BT S (B k(€ s, +v/a | VE s, )

k=n

< (671)”( |1 2 +va | Vi [r2)

+ (1= (L)) A2 ([ ¢ |s, +ya | VE s, )
gmax<|y1 2 V@ | Vg [z, 572 61 o P € ks, +valvels, )>

< D
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Pour démontrer que

| VrotFo(§,y1) |s, +Va | ArotFo(& ) |s, < R,
il suffit de procéder comme avant en utilisant l'inégalité (5.71) et les condi-

tions (5.92) et (5.93).
Par suite, F,(S,(DJ)) C S,(DJ).

Montrons maintenant que F,(.,%:1) est continue pour la norme | . |s +
Va | V. |s . Soient & et & dans S, (D).
L’inégalité (5.72) implique que

[Raéi — RabollZ: + ol V(Raéi — Rabo) 172
< Cy|(D?*6% + a)([[&1 — &all7 + al|[ V(& — &)72) (5.96)

+ @2 (IV (& — &) 2 + all A — &)I12:)] exp(Cito)

o Cg > 0 est une constante qui ne dépend que de ||& |32 + «f|& 3, de

€212 + l[&al[s, de [[zall2 + aflzallfs et de [ f]lve.
Ce qui est équivalent a dire

| Pia(Ra&1 — Ra&a) |72 +a | VP (Raéi — Ra2) [72

<0, [(D?é? Fa)(| & — & 2 +a | V(& — &) [2,)
+a*(| V(& — &) |72 +a | A(& — &) |%2)] (5.97)

< Co|(D% +0)(| &1 - & P +a | V(& - &) [2)

+0? | V(& —&) |2l A& — &) |12 |

En procédant comme dans (5.94) et (5.95) et en utilisant l'inégalité (5.97),
on conclut que F,(.y;) est continue pour la norme

Le théoréme de point fixe de Leray implique alors qu’il existe un point fixe
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&€ S,(D0d) de Fol.,1h)-

Montrons maintenant que ce point fixe est unique.

Supposons qu’il existe deux points fixes &* et & de F,(.,y1)dans S, (DJ).
Alors, & = (£)n<0 et € = (€)n<o sont deux orbites négatives bornées dans
la norme ||.||y2 4+ v/@|.||ys. Donc, £* et € appartiennent & Pattracteur global
compact A,. Comme f € ngr et a est assez petit, on sait, d’apreés les tra-
vaux de Paicu, Raugel et Rekalo [44], que A, est borné dans V°.

La proposition 5.2.6 implique alors que, pour tout n < 0,

Al A& — )12 < Coube) o (U1 — Ell3s + allV(EF — EI2)

x || Arot(€ — anrgy) 2 )
(5.98)
ou (5 est une constante positive indépendante de «.
Par suite, on peut écrire

1€ = Eallre = | Fal€ y)n — Faly)nllre < |Hillze + [[Hallz  (5.99)

ou

k=—1
H=- 3 LR P (Ralél) — Ra(&r)

k=n—1

Hy= Y L3 "Po(Ra(&) — Ra(&))

k=—o0

En utilisant les inégalités (5.72) et (5.98), on peut écrire

[1Hillz2 + Vel VHl| 2
k=-1 _ _
<O X AT+ VA (I - Glle + VAV - Glie)

+a|AE - &)l

< C(0+ Va+ a)supe<o (16 — &ellzz + Val V(& — &) llr2)
(5.100)
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On montre de la méme fagon que
[ Hall2 4+ v/al|V Hal| 2

k=n—1

<C Y B O+ va) (g - Gl + Valvig - &)llse)

k=—00

+ at | A - &)lr2]

< C(0+ va+ a)supeco (16 — &ellzz + Val V(& = &)llr2)
(5.101)
En choisissant « et 0 assez petits tels que

C’((S—l—\/a—i—oz)ﬁi,

on déduit que &, = &.

Donc, F,(.,41) admet un unique point fixe dans S;(d1). Par suite, le lemme
5.3.7implique que £*(y1,01) est I'unique orbite négative bornée de S, dans
V(d1). On a donc, pour tout v € [1,v] et pour tout D > 1 avec D§ < ¢y,

5;1 (y1, DO) = &1 (y1,01) = & (y1)- (5.102)

De plus, (5.94) et (5.95) impliquent que, pour tout 0 < v < v,
| & (1) [s, +vVe | VE () |s, <

maX( |y [ +Va | Vi |2, Kip(6,0) (| €5 () |s, +va | VE (i) |s, )>,

et comme K 9(, ) < 1, on a alors

| &5(1) |s, +va | VE (1) s, <[ y1 |12 +Va | Vyr |12 (5.103)
On pose maintenant, pour tout y; € V(J), 0 < 6 < dy,
hi(y1) = Paa(&5(Y1)0)s et galy1) = y1 + ha(y) = & (y1)o- (5.104)

L’aplication hy : V1(§) — V?(9) satisfait les propriétés suivantes, pour tout
y1, vt dans V1(9) :

| ha(y1) |22+ | VR (1) |12< Ki20) (| w1 2 +vVe | Vi |2 ), (5.105)
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| ha(yr) = ha(y7) 12+ | V(R (1) — Pa(y7)) |2

< CO+Va)(lyr =i |2 Ve | Ay — 1) [z ).
[’estimation (5.105) est une conséquence de (5.94) et de (5.103). L’estimation
(5.106) se démontre en utilisant 'inégalité (5.97) et en procédant comme dans
(5.94) et (5.95).
Notons que hi(0) = 0 et que hy est différentiable en 0 et que Dhy(0) = 0.
O

(5.106)

On considére maintenant le cas ou S,(¢),t > 0, est un systéme dyna-
mique continu. Avant d’énoncer un théoréme analogue au théoréme 5.3.8, on
démontre la propriété suivante :

Il existe deux constantes dy > 0 et Dy > 1, telles que, pour tout y € V(dy),
pour tout s € [0,1),

1Sa()yllzz + ValVSa(s)yllze < Do(llyllzz + val Vyllz)
[Vrot Sa(s)yllz2 + val Arot Sa(s)y|| .2 (5.107)

< DO(HVrot yllzz + V|| Arot yHLz)
Cette propriété provient des estimations (5.57) et (5.59).

Le passage des variétés locales instables pour ga(to) a celles pour le systéme
continu S,(t) est classique. Il suffit maintenant d’utiliser des résultats du

cours [47]| (voir aussi [30]).

Théoréme 5.3.9. Pour tout o tel que 0 < 6 < 01, Dod < 61, pour tout
a< o, ona

G1(8) = {zo € V() | Salt)zo € V(Dyd), t <0} = G1(6),

i.e. G1(0) est le graphe de Uapplication hy donnée dans le théoréeme 5.3.8.
Sixg € G1(0), il existe une unique orbite négative v~ (xg) de xo dans V(Dod, R)
et

| 1. .
lim SUPH—OOWZO!JO Sa(t)zo [v2 +va | Sa(t)zo |vs) < loghh.

Remarque 5.3.10. En introduisant une application F,(.,y2), pour tout ys €
V2(§) comme on a fait dans la démonstration de la construction des variétés
locales instables, on peut aussi démontrer que F,(.,y2) admet un point fixe
(une orbite positive) mais on ne sait pas montrer I'unicité de ce point fixe.
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5.3.3 Comparaison des variétés locales instables

Dans cette partie, on démontre un résultat de convergence des variétés
locales instables correspondantes aux équations des fluides de grade deux
vers celles associées aux équations de Navier-Stokes.

Résultats préliminaires

Lemme 5.3.11. Pour tout vo € V3 et pour tout i = 1,2, on a

1(Lia — Lio)voll7> + |V ((Lia — Lio)vo) |72 < e(@)([lvoll72 + ]| Vo 72)
(5.108)
(Lo — Lig )voll72 + al|V ((L1a — Lig Jvo) 17> < e(@)(|Jvol|7> + OZHVQEOH%Q)
5.109

ot €(a) > 0 tend vers zéro lorsque a tend vers zéro.

Preuve: L’inégalité (5.108) se déduit en utilisant (5.75) et (5.20).
Pour démontrer (5.109), il suffit de remarquer que

Lia = Ly = Lo (Id = LiaLyg),
et en utilisant (5.108),
|(Id—Lya Lig vol|72+a||V ((Id—Lia L1y )vo) ||7. — 0lorsque a tend vers zéro.

Notons que pour tout ug € V3, || L uo||z2 ++/a||V L uol| 2 est uniforme par
rapport a « parce que || Liauol|z2 +/@||V Liqupl| 2 est uniforme par rapport
a . a

Lemme 5.3.12. Pour tout vy € V? et f € HS,., on a
H(Ra - RO)UO”%Q + OéHV((Ra - Ro)’Uo) H%Q S Cl()Oé exrp (tho) (5110)

ot Cho > 0 est une constante qui ne dépend que de ||z.||22 + allzallvs +
?||zall34, de || fllve, de ||zollvr et de || rot(vo — alwg)| L2

Preuve: On a

(Ra — Ro)vo = (Sa(te) — Solto))ve — (Lalto) — Lolto))vo (5.111)
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Posons 1 (t) = Sa(to)ve, @(t) = So(to)ve et U(t) = i (t) — a(t). Alors, U
vérifie ’équation suivante

0y(U — aAU) — vAU + rotU x (U + zo + @) + tot(zq + 1) X U
+10t (2o — 20) X U410t U X (24 — 20) — @ TOU Al X Uy — v 1Ot Azyy X TUg
—a 1ot Aty X 2o — @0; At = —Vp

En prenant le produit scalaire dans L*(T?) de I'équation (5.112) avec U et
en utilisant 'identité (5.12), on trouve

30U + allVUIIZ) + v VU2 < CllU[ VU2 (V20|22 + 1V 22)
+C |20 — 2o/l 2 | Adl| 2| VU |2 + Ca([|Vita]| 2 [|rot Adig]| 12

—|—Hr0t AZOAHLQHVﬂQHLQ + Hrot A’IZQHLQHVZQHLQ + HatVﬂ”L2)HVU”L2

L’application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'intégration en temps et
I'utilisation du lemme de Gronwall implique que, pour tout ¢ > 0,

[U@IE: + alFU@Z: < C |z — z0l12: fy 18a(s) [2:ds
02 ([ Va2 gy | 108 AT () 225 + || T0rAza ][22 [y [V iTals)]2:
IV zal2a fy | votAia(s)]12: + fy 10:Va(s)]13.) |

x exp (Ct|Vza|2s + C [y | Vii(s)]2ds)

En utilisant les inégalités (5.5), (5.58) et la régularité de la solution @, on
peut écrire que

U372 + | VU@)|3: < Coar exp (Cot) (5.112)

o Cy > 0 est une constante qui ne dépend que de |[|z4]|32 + o2||zal[74, de
allza|lvs, de || fllvr et de || rot(ve — aAuvy)|| 2.
En utilisant (5.111), (5.112) et (5.20), on obtient I'inégalité (5.110). O
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Convergence des variétés locales instables

Maintenant, on énonce le théoréme qui illustre la convergence des varié-
tés locales instables des équations des fluides de grade deux vers celles des
équations de Navier-Stokes.

Théoréme 5.3.13. Soit 0 < § < 0; ou 0; est donné dans le théoréeme 5.3.8.
Soit y € V(0). Alors, il existe une constante C' > 0 telle que

| E0(Pray) =& (Puoy) |s, Ve | V(EL(Pray) —&5(Pioy)) |s, < Ce(a), (5.113)

ot €(av) tend vers zéro lorsque o tend vers zéro.
De plus,

1h1a(Piay) = Pio(Pioy)llz2 + Vol V(hia(Piay) — hio(Poy))llze < Ce(a).
(5.114)

Preuve: On a
1€ — & |s, +Va | V(& — &) |s,=
| Fal&yt) = Fo(&5u1) Is, +va | V(Fal&ut) — Fo(&5.91)) |s, <
| Fal&a:91) = Fal&,0t) Is, + | Fal&l08) — Fo(&5,90) s,
V| V(Fal€hyt) = Fal&hut)) ls, +vVa | V(Fa(&s,uf) — Fol&: oY) Is,
En utilisant (5.100) et (5.101), on obtient
|6 =& s, +Va | V(L = &) s, <
(1 (€ —8) Is, +val V(e —&) s, )

+ | Fal&,y) — Fol&s,m) ls, +va | V(Fal&yt) — Fol&s, 1)) !(sW |
5.115

On commence par borner le terme | F, (&5, y5) — Fo(&5, v1) |s, -
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En utilisant (5.86), on peut écrire

’ Fa(gaay?) - -7:0(55,9(1)) ‘3 S

| LYyt — 10y1 |S + | Z (L?;l_kplaRa - L?Jl_'“PmRo)ﬁé,k ’SW

n—1

+1 3 (L5 PraRa — Ly T PuRo)Es s s,
k=—0c0
D’une part,
n—1
| > (L5 PaRa — Ly P Py Ro)E s, =
k=—o00
n—1 n—1
| k_z (ngl_k - Lgo_l_k)PmRa%,k s, + | k_z (Lgo_l_k(PmRa — P20R0)§5,k s,
Posons

L= Y (L3 % = Ly M) PaaRally I,

k=—o00

et
I, =| Z Ly "M (PR — PuRo)&oy s, -

k=—o00

En remarquant que

n—1-k
Lg;l g [Jg(]1 k Z Ln ke j L2a_L20>L20, (5116)
on obtient
n—1 n—1-k .
L < 4 3 Z By T e BN )y (| & s, +Va | V& |s)
k=—0c0 j=
n—1
= BMna) ¥ (n=RE)TH(EG s, vl Ve ls)

“+o0
= FANna) LR & s, +va | Ve |s,)
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D’aprés le critére de D’Alembert, la série Z E(

4|m

2)* est convergente, donc il

existe une constante M positive telle que Z k(22)* < M et on a

k=1
L< SAna)M(& s, +Va | VE |s)

Maintenant, on va borner I5.
15 peut étre écrite sous la forme suivante

4|®

n—1 n—1
L= > (L5 " (Pa — Po)Ra)&s Is, + 1 > (L5 Pa(Ra — Ro)&i s,
k=—0o0 k=—o00
— D+,

En utilisant les inégalités (5.89) et (5.75), on a

Jy Z By e (r, )y (1 & |s, +Va | V& |s,)

k=—oc0

En utilisant le lemme 5.3.12

J2 —n Z BTL k— 1
k=—o00
Par suite,
L€ e (& s, Ve | VE |s,)
et

B < ally

D’autre part,

Moy =] Lt yf — Ly |s, + | E (LY " PraRa — Ly " PuyRo)& 4 s, <

| (Lh — L)y Is, + | Lol — o) s,

-~

My

-1

—1
HD T = L T PaRa& g s, + 1 D (Ll T (PiaRa — PioRo)& s,

k=n
7 N 7
- -~

Mo M3

(5.117)
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On commence par borner M;.
On a

My = | (L (Lia = Lig )L )yt |s, + | Lig(wi — 91) Is,

k=0
< a(Z)(=n+ 1) |y [nvs +ea(2)" |y vs

< a3t lrvs + 1y lve) —ean(5)" 19 [pvs

Or, la suite (—n(%)”)ngg est convergente, donc il existe une constante posi-
tive M telle que —n(%)” < M.,¥n <0 et M, sécrit

My < ea(3)"([ 98 lmve + |y lve) + &M | g [pye

De plus,
A T P —1\ 7 —j
My = ‘ kE Zo (Lla J(Lla — Ly, )Lloj)PlaRafa,k ’Sw
=n Jj=

< @20 S Gk —n+2) | & s,

k=n

0
A(r,a s
< g )Szzn:+1(—i1) (=s+2)[& s,

0
< 2208 g s (1— (B)) + 222 3 (=) (&) | & s,

s=n-+1

Or, la série > (—s)(%)s est convergente, donc il existe une constante po-

S§=—00

sitive M telle que

3 <—s><%>s <y <—s><%>s <M,

et on a donc

T, n Ar,a
My < 2652 | & s, (1— (2)") + 252 | & s,
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Le terme M;5 peut étre écrit de la maniére suivante

-1

My = | % (L’lloflfk(PlaRa - PlOR())éS,k ’Sw
k=n

1
= | (L M (Pia — Pi)Ra&y s, + | Z(L” " Po(Ra — Ro)&Gy |,

k=n

—1 —1
A(r, _
< 20 kgﬂ(%)” “1& s, A8 Y

k=n

n ra A(r,a
< (L= () (G216 s, +5)(522)
Soit €9 = max(es, €4, €5). Par suite, (5.117) s’écrit

My < e(M |y |pvs +M |£0 |s,)

+ eyt lpvs + 1y \v:s)(%)”

(r,a A(r,a n
+ S g s, @+ 282 + L)1 (2))

< e (M ]y [pve +MAEY | & s)

(r,a)

+ emax(\y‘f|plvs+|y|v3,51 v|€0| 2+

)\(r,a) 1
B + E>)

En rassemblant toutes ces bornes, on obtient (5.113).
(5.114) se démontre en utilisant (5.113) et (5.75). O

205



Chapitre 6

Bibliographie

206



Bibliographie

1]

2|

3]

4]

[5]

6]

7]

8]

9]

S.Alinhac et P. Gérard : Pseudo-differential Operators and the Nash-
Moser Theorem, American Mathematical Society, Graduate Studies in
Mathematics, volume 82

A.Babin, A.Mahalov et B.Nicolaenko : Global splitting, integrability and
reqularity of 3D Fuler and Navier-Stokes equations for uniformly rotating
fluids, Eur. J. Mech., B/Fluids, 1996, volume 3, pages 291-300

A.Babin, A.Mahalov et B.Nicolaenko : Regularity and integrability of
3D Euler and Navier-Stokes equations for rotating fluids, Asympt. Anal,
1997, volume 15, pages 103-150

A.Babin, A.Mahalov et B.Nicolaenko : Global reqularity of 3D rotating
Nauvier-Stokes equations for resonant domains, Indiana Univ. Math. J.,
1999, volume 48, pages 1133-1176

J.Y.Chemin, B.Desjardins, I.Gallagher et E.Grenier : Mathematical Geo-
physics : An introduction to rotating fluids and the Navier-Stokes equa-
tions, Clarendon Press, Oxford Lectures Series In Mathematics And Its
Applications 32, 2006

J.-M. Bernard : Solutions globales variationnelles et classiques des fluides
de grade deuzx, C. R. Acad. Sci. Paris, 1988, volume 327, pages 953-958

V.Busuioc : Sur quelques problemes en mécanique des fluides non newto-
niens, Université de Paris 6, 2000

V.Busuioc et D.Iftimie : Global existence and uniqueness of solutions for
the equations of third grade fluids, Int. J. Non-Linear Mech. 39, 2004,
volume 1, pages 1-12

V.Busuioc et D.Iftimie : A non-Newtonian fluid with Navier boundary
conditions, Journal of Dynamics and Differential Equations 18, 2006, vo-
lume 2, pages 357-379

207



Bibilographie

[10] V.Busuioc, D.Iftimie et M.Paicu : On steady third grade fluids equations,
Nonlinearity 21, 2008, volume 7, pages 1621-1635

[11] A.Carpio : Asymptotic behavior for the vorticity equations in dimensions
two and three, Comm. Partial Differential Equations, 1994, volume 19(5-
6), pages 827-872

[12] A.Carpio : Large-time behavior in incompressible Navier-Stokes equa-
tions, STAM J. Math. Anal., 1996, volume 27(2), pages 449-475

[13] Th.Cazenave et A.Haraux : Introduction auz problemes d’évolution semi-
linéaires, Math. Appl.1, Ellipses, Paris, 1990

[14] J.Y.Chemin, B.Desjardins, I.Gallagher et E.Grenier : Mathematical Geo-
physics : An introduction to rotating fluids and the Navier-Stokes equa-

tions, Clarendon Press, Oxford Lectures Series In Mathematics And Its
Applications 32, 2006

[15] D.Cioranescu et V.Girault : Weak and classical solutions of a family of
second grade fluids, Int. J. Nonlinear Mechanics, 1997, volume 32, pages
317-335

[16] D.Cioranescu et E.H.Ouazar : FEzistence and uniqueness for fluids of
second grade, Nonlinear Partial Differential Equations, Collége de France
Seminar Pitman, 1984, volume 109, pages 178-197

[17] J.E.Dunn et R.L.Fosdick : Thermodynamics, stability and boundedness
of fluids of complexity two and fluids of second grade, Arch. Rat. Mech.
Anal., 1974, volume 3, 56, pages 191-252

[18] R.L.Fosdick et K.R.Rajakopal : Anomalous features in the model of se-
cond order fluids, Arch. Rat. Mech. Anal., 1979, volume 3, 70, pages 1-46

[19] R.L.Fosdick et K.R.Rajakopal : Thermodynamics and stability of fluids
of and third grade, Proc. Royal Soc. London, 1980, volume A 339, pages
351-377

[20] G.P.Galdi : Mathemathical theory of second-grade fluids, Stability and
Wave propagation in Fluids and Solids, CISM Course and Lectures,
springer-Verlag, New York, 1995, volume 344, pages 67-104

[21] L.Gallagher : Application of Schochet’s methods to parabolic equations,
J. Math. Pures, Appl., 1998, volume 77, pages 989-1054

[22] G.Galdi et A.Sequeira : Further existence results for classical solutions
of the equations of a second-grade fluid, Arch. Rational Mech. Anal., 1994,
volume 128, pages 297-312

208



Bibilographie

[23] G.Galdi, M. Grobbelaar-Van Dalsen et N.Sauer : Ezistence ans unique-
ness of classical solutions of the equations od motion for second-grade
fluids, Arch. Rational Mech. Anal., 1993, volume 124, pages 221-237

[24] Th.Gallay et G.Raugel : Scaling variables and asymptotic expansions in
damped wave equations, J. Diff. Eq., 1998, volume 150, pages 42-97

[25] Th.Gallay et C.Eugene Wayne : Invariant manifolds and the long-time
asymptotics of the Navier-Stokes and vorticity equations on R2, Arch.
Ration. Mech. Anal.; 2002, volume 163(3), pages 209-258

[26] Th.Gallay et C.Eugene Wayne : Global stability of vortex solutions of
the two-dimensional Navier-Stokes equation, Comm. Math. Phys., 2005,
volume 255, pages 97129

[27] H.P. Greenspan : The theory of Rotating fluids, Cambridge University
Press, Cambridge, 1968

[28] E.Grenier : Rotating Fluids and Inertial Waves, Proc. Acad. Sci, Paris,
1995, série 1 321, pages 711-714

[29] E.Grenier : Oscillatory perturbations of the Navier Stokes equations, J.
Math. Pures, Appl., 1997, volume 76, pages 477-498

[30] J.Hale, R.Joly et G.Raugel : manuscrit de livre

[31] J.Hale et G.Raugel : Convergence in gradient-like systems with appli-
cations to PDE, 7 angew Math Phys.(ZAMP), 1992, volume 43, pages
63-124

[32] J.Hale et G.Raugel : A modified Poincaré method for the persistence of
periodic orbits and applications, J. Dyn. Diff. Equat. 2010, volume 22,
pages 3-68

[33] T.Hayat et K.Hutter : Rotating flow of a second-order fluid on a porous
plate, Int. J. Non Lin. Mech., 2004, volume 39, pages 767777

[34] T.Hayat, K.Hutter, S.Nadeem et S.Asghar : Unsteady hydromagnetic
rotating flow of a conducting second grade fluid, Z. angew. Math. Phys.,
2004, volume 55, pages 626641

[35] T.Hayat, C.Fetecau et M.Sajid : Analytic solution for MHD transient ro-
tating flow of a second grade fluid in a porous space, Nonlinear Analysis :
Real World Applications, 2008, volume 9, pages 1619-1627

[36] D.Henry : Geometric theory of semilinear parabolic equations, Lecture
Notes in Mathematics, 1981, volume 840, Springer-Verlag edition

209



Bibilographie

[37] D.Iftimie : Erxistence et unicité globale des solutions pour les équations
des fluides de grade 3, C. R. Acad. Sci. Paris Sér.I Math. 330, 2000,
volume 8, pages 741-744

[38] D.Iftimie : Remarques sur la limite « — 0 pour les fluides de grade deut,
Comm. Math. Phys., 2005, volume 255, pages 97129

[39] T.Kato : Strong LP- solutions of the Navier-Stokes equation in R™, with
applications to weak solutions, Math. Z., 1984, volume 187(4), pages 471—
480

[40] T.Kato : Perturbation theory for linear operators, Classics in Mathema-
tics, Springer, 1995

[41] T.Moise, R.Rosa et X.Wang : Attractors for non-compact semigroups via
enerqy equations, Nonlinearity, 1998, volume 11, pages 1369-1393

[42] M.Paicu : Ftude asymptotique pour les fluides anisotropes en rotation
rapide dans le cas périodique, J. Math. Pures Appl., 2004, volume 83,
pages 163242

[43] M.Paicu et M. Hamza : Global existence and uniqueness result of a class
of third-grade fluids equations, Nonlinearity, 2007, volume 20, No. 5, pages
1095-1114

[44] M.Paicu, G.Raugel et A.Rekalo : Regularity of the global attractor and
finite-dimensional behavior for the second grade fluid equations, 2008,

[45] A.Pazy : Semi groups of linear operators and applications to partial dif-
ferential equations, Appl. Math. Sci 44. Springer. New-York, 1983

[46] K.R.Rajagopal et A.S.Gupta : Flows and stability of a second grade fluid
between two parallel plates rotating about noncoincident azes, Int. J. Eng.
Sci., 1981, volume 19, pages 1401-1409

[47] G.Raugel : Dynamique des équations aux dérivées partielles, cours de
M2 & I"Université Paris Sud, 2010

[48] R.S.Rivlin et Ericksen : Stress-deformation relations for isotropic mate-
rials, J. Rational Mech. Anal., 1955, volume 4, pages 323-425

[49] L.M.Rodrigues : Comportement en temps long des fluides visqueuz bidi-
mensionnels, thése, Grenoble, 2007

[50] S.Schochet : Fast singular limits of hyperbolic PDEs, J. Differential
Equations, 1994, volume 114, pages 476512

[51] R.Temam : Navier-Stokes equations, 3rd edn, Amsterdam North-
Holland, 1984

210



Bibilographie

[52] R.Temam : Infinite-dimensional dynamical systems in mechanics and
physics, Applied Mathematical Sciences, volume 68, Springer, 2nd edi-
tion, 1997

[53] M.Wiegner : Decay results for weak solutions of the Navier-Stokes equa-
tions on R™, J. Lond. Math. Soc., II. Ser., 1987, volume 35, pages 303-313

211



