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Résumé

Depuis le milieu des années 1980, les variétés abéliennes ont été abondamment utilisées en crypto-
graphie a clé publique: le probleme du logarithme discret et les protocoles qui s’appuient sur celles-ci
permettent le chiffrement asymétrique, la signature, 'authentification. Dans cette perspective, les jaco-
biennes de courbes hyperelliptiques constituent 'un des exemples les plus intéressants de variétés abé-
liennes principalement polarisées.

L’utilisation des fonctions théta permet d’avoir des algorithmes efficaces sur ces variétés. En particulier
nous proposons dans cette these une variante de ’algorithme ECM utilisant les jacobiennes de courbes de
genre 2 décomposables. Par ailleurs, nous étudions les correspondances entre les coordonnées de Mumford
et les fonctions théta. Ce travail a permis la construction de lois d’additions complétes en genre 2.
Finalement nous présentons un algorithme de calcul d’isogénies entre variétés abéliennes.

La majorité des résultats de cette these sont valides pour des courbes hyperelliptiques de genre quel-
conque. Nous nous sommes cependant concentré sur le cas du genre 2, le plus intéressant en pratique.
Ces résultats ont été implémentés dans un package MAGMA appelé AVISOGENIES.

Mots-clés: Cryptographie, courbes hyperelliptiques, variétés abéliennes, fonctions théta, factorisation,
isogénies

Abstract

Since the mid 1980’s, abelian varieties have been widely used in cryptography: the discrete logarithm
problem and the protocols that rely on it allow asymmetric encryption, signatures, authentification... For
cryptographic applications, one of the most interesting examples of principally polarized abelian varieties
is given by the Jacobians of hyperelliptic curves.

The theory of theta functions provides efficient algorithms to compute with abelian varieties. In
particular, using decomposable curves of genus 2, we present a generalization of the ECM algorithm. In
this thesis, we also study the correspondences between Mumford coordinates and theta functions. This
led to the construction of complete addition laws in genus 2. Finally we present an algorithm to compute
isogenies between abelian varieties.

Most of the results of this thesis are valid for hyperelliptic curves of arbitrary genus. More specifically
we emphasize on genus 2 hyperelliptic curves, which is the most relevant case in cryptography. These
results have been implemented in a MAGMA package called AVISOGENIES.

Keywords: Cryptography, hyperelliptic curves, abelian varieties, theta functions, factorization, isogenies
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Introduction

Depuis le milieu des années 1980, les variétés abéliennes ont été abondamment utilisées en cryptogra-
phie a clé publique : le probleme du logarithme discret et les protocoles qui reposent dessus permettent
le chiffrement asymétrique, la signature, 'authentification... Nous commencons par présenter ces appli-
cations des variétés abéliennes dans le premier chapitre et nous les définissons mathématiquement dans
le deuxieme chapitre.

Les fonctions théta fournissent des coordonnées intéressantes pour utiliser les variétés abéliennes. Nous
les étudierons au chapitre 3. En particulier, différentes bases de fonctions théta peuvent étre utilisées
suivant les applications. Dans ce chapitre, nous décrivons également comment utiliser ces fonctions pour
avoir une arithmétique efficace.

Il est possible de généraliser ’algorithme de factorisation ECM en utilisant des variétés abéliennes
au lieu des courbes elliptiques. Nous présentons dans le chapitre 4 un algorithme utilisant des courbes
hyperelliptiques de genre 2. Notre implémentation en C de cet algorithme est également comparée aux
implémentations de ECM existantes.

Nous avons deux systemes de coordonnées sur les jacobiennes de courbes hyperelliptiques : les coor-
données de Mumford et les coordonnées théta. Le chapitre 5 prouve des formules permettant de passer
d’une représentation & l'autre. Des résultats partiels avaient été obtenus par Mumford | ], Van
Wamelen | | et Gaudry | ]. Nous avons généralisé et complété ces travaux. Finalement, nous
appliquons ces morphismes a l'obtention de lois d’additions k-completes en genre 2. Cette application a
été réalisée en collaboration avec Christophe Aréne.

Le chapitre suivant généralise les formules de Thomae | ]. Le but de ce travail commun avec
David Lubicz est de pouvoir relier I’équation de Weierstral d’une courbe hyperelliptique et le plongement
de la jacobienne de la courbe dans P*’~! donné par les fonctions théta de niveau n.

Le dernier chapitre de cette these est consacré au calcul d’isogénies entre variétés abéliennes. Nous com-
mencons par présenter les travaux de Lubicz et Robert [ | permettant de calculer des ¢?-isogénies
entre variétés abéliennes principalement polarisées. En collaboration avec Damien Robert, nous avons
trouvé des formules permettant de « changer de niveaux sans isogénie ». Combinées aux résultats pré-
cédents, cela permet le calcul de f-isogénies. Le cas particulier des courbes hyperelliptiques de genre 2
y est également étudié. Signalons qu’avec Gaetan Bisson et Damien Robert, nous avons programmé ces
formules dans une librairie MAGMA appelée AVISOGENIES.

Les principaux résultats de cette theése sont :

— L’étude théorique et pratique de I'algorithme de factorisation HECM.

— Des formules permettant de passer des coordonnées de Mumford aux fonctions théta et inversement.

— L’utilisation des morphismes pour obtenir des lois d’addition completes dans les jacobiennes de
courbes hyperelliptiques de genre 2.

— Une généralisation des formules de Thomae et 1'extraction de racines dans ces formules.

— Une méthode pour calculer des (-isogénies entre variétés abéliennes et en particulier entre courbes
hyperelliptiques de genre 2.

— La librairie AVISOGENIES permettant de manipuler les variétés abéliennes et en particulier de
calculer des f-isogénies entre jacobiennes de courbes hyperelliptiques.
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Chapitre 1
Cryptographie a clé publique

Les protocoles de cryptographie a clé publique reposent sur la difficulté de résoudre des problemes
mathématiques. Deux des problemes les plus utilisés sont

— la factorisation d’entiers,

— le logarithme discret.
Nous détaillons la cryptographie basée sur le probleme du logarithme discret dans la premiere section.
Dans la section 1.2, nous parlons des isogénies qui ont de nombreuses applications en cryptographie basée
sur les variétés abéliennes.

Dans ce chapitre, nous ne détaillons pas les définitions et propriétés mathématiques des différents
objets. En particulier, les variétés abéliennes et les isogénies seront définies au chapitre 2. Nous nous
concentrons sur I'utilisation de ces objets, en particulier en cryptographie.

1.1 Cryptographie basée sur le logarithme discret

Rappelons la définition du logarithme discret sur les groupes génériques

Définition 1.1.1. Soit G = ({g), X) un groupe cyclique (noté multiplicativement) engendré par un élé-
ment g d’ordre n. Un élément x de G est une puissance de g : il existe donc un entier k de Z/nZ tel que
x = gF. L’entier k est appelé le logarithme discret de x en base g et est noté dlogg(m),

Nous commencgons par présenter différents protocoles reposant sur le logarithme discret puis nous
discutons de différents groupes sur lesquels les implémenter. Dans la section 1.1.3, nous présentons som-
mairement les couplages qui permettent de créer de nouveaux protocoles.

1.1.1 Exemples de protocoles

Diffie et Hellman | ] ont proposé le protocole suivant qui permet a deux personnes, Alice et Bob, de
se mettre d’accord sur un secret commun. Nous supposons qu’ils disposent d’un canal de communication
sans erreur mais non sécurisé. C’est-a-dire que les messages ne sont pas modifiés lors de la transmission
mais qu’une autre personne peut intercepter leurs communications.

Algorithme 1 Protocole d’échange de clés Diffie-Hellman

1: Alice et Bob se mettent d’accord sur un groupe cyclique G engendré par un élément g.
2: Alice choisit un entier a et envoie g* a Bob.

3: Bob choisit un entier b et envoie g* & Alice.

4: Alice et Bob calculent g

Alice peut calculer g°® sans connaitre b en calculant (g*)%. Réciproquement, Bob calcule (g¢)°. Quel-
qu’un qui a intercepté les communications connait les éléments g% et ¢°. Il ne peut pas retrouver g si le
probleme de Diffie-Hellman est difficile.
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Définition 1.1.2. Le probléme de Diffie-Hellman (calculatoire) est : étant donnés un groupe cyclique
engendré par un élément g et deuz éléments g® et g° du groupe, calculer I’élément g®0.
Le probleme de Diffie-Hellman décisionnel est de distinguer la donnée (g, 9%, g%, g*®) d’une donnée aléa-

toire (g,9% 9", 9°).

Le probleme de Diffie-Hellman n’est pas plus difficile que celui du logarithme discret. En effet il suffit
A un attaquant de calculer le logarithme discret de g% et ¢° en base g pour obtenir les entiers a et b et alors
de calculer g* pour résoudre le probleme de Diffie-Hellman. Les deux problémes de Diffie-Hellman ne
sont pas équivalents. Par exemple dans les groupes équipés de couplages (voir section 1.1.3), le probleme
de Diffie-Hellman décisionnel est facile tandis que le calculatoire est supposé difficile.

Le chiffrement ElGamal [ ] est un protocole de chiffrement a clé publique basé sur le logarithme
discret. Alice choisit un groupe cyclique G = (g, *) ou le logarithme discret est difficile. Elle choisit un
entier x entre 1 et #G et calcule h = g*. La clé publique d’Alice est alors, (G, h) et sa clé privée x.

Algorithme 2 Chiffrement ElGamal

Entrée: Bob veut envoyer le message m € G a Alice.
1: Bob choisit un élément y de G.
2: Bob calcule ¢g¥ et m hY.
3: return Bob envoie (g¥,m hY) & Alice

Pour déchiffrer un message (c1, ¢2), il suffit & Alice de calculer ¢o/c}. La sécurité du protocole repose
sur le probleme de Diffie-Hellman calculatoire. En effet, si un attaquant peut calculer ¢g*¥ a partir des
données publiques, il peut retrouver le message. Si le probleme de Diffie-Hellman décisionnel est difficile
alors le chiffrement ElGamal est sémantiquement str (il résiste a des attaques IND-CPA-1).

1.1.2 Groupes pour la cryptographie basée sur le logarithme discret

Dans (Z/nZ,+), le calcul du logarithme discret est trivial. En effet, si g = 1 alors dlog, () = z. Plus
généralement, si g est un générateur de Z/nZ alors il est premier a n et 'algorithme d’Euclide étendu
fournit un inverse u de g modulo n. Nous avons alors dlog, (z) = zu. Asymptotiquement, ce calcul est
quasi-linéaire en la taille du groupe.

Le groupe des éléments inversibles d’un corps fini Fy est un groupe cyclique d’ordre ¢ — 1 | ,
théoreme 1.2]. D’apres | |, la complexité du calcul du logarithme discret dans ce groupe est asymp-
totiquement sous-exponentielle : elle est en L, [%, c} ol

L, [a; ] = exp (clog(n)* log(log(n))'~*) .

Cette complexité est approximativement la méme que celle du meilleur algorithme connu de factorisation.

L’algorithme de Pohlig-Hellman | ] permet de transformer le calcul du logarithme discret dans
un groupe de cardinal composé en des calculs de logarithmes discrets dans des sous-groupes plus petits.
Soit G un groupe de cardinal

#G =pt ..t
La premiere étape de 'algorithme est de se ramener a calculer k logarithmes discrets dans les sous-groupes
de cardinaux p;* :
G — G[p(fl]alx xG[gg’“]
ho (h”/Pl L PR )

Nous devons résoudre le logarithme discret de A"/ P’ dans le groupe G [p;*] engendré par g P Le
logarithme discret de h s’obtient alors par le théoreme des restes chinois.
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1.1. Cryptographie basée sur le logarithme discret

Soit maintenant un groupe G de cardinal p® une puissance d’un nombre premier. Nous déterminons
la décomposition en base p de dlog,(h) par Ialgorithme 3. Nous avons a logarithmes discrets a calculer
dans le groupe (gpafl, %) qui est d’ordre p premier.

Dans le cas général d’un groupe G générique de cardinal premier, la complexité du calcul du logarithme
discret est exponentielle. L’algorithme rho de Pollard, de complexité O(#G), est le meilleur connu.

Algorithme 3 Logarithme discret dans un groupe d’ordre p®

Entrée: Un groupe G = (g, %) de cardinal p® et un élément h dans G.
Sortie: Le logarithme discret dlog,(h) de h en base g.

Calculer § = ¢g?" . {Le groupe engendré par § est d’ordre p}

Calculer ag, le logarithme discret de hP" " en base g.

Poser h = hg—a,

fori=1toa—1do _
Calculer a;, le logarithme discret de A7" "' en base §.
Poser h = ﬁg_“”’l.

end for

return dlog,(h) == S apt

Les variétés abéliennes fournissent des groupes intéressants pour la cryptographie basée sur le lo-
garithme discret. En particulier, les courbes elliptiques (genre 1) et les jacobiennes de courbes hyper-
elliptiques de genre 2 sont, en général, des groupes pour lesquels nous ne connaissons pas de meilleur
algorithme que Pollard rho.

Les conditions supplémentaires que doivent vérifier ces groupes sont d’étre de cardinal premier (ou
de contenir un sous-groupe premier d’indice faible), d’étre défini sur un corps premier F, ou sur une
extension premiere de Fy ou Fs... Etant donnée une courbe, il est facile de tester ces diverses conditions
qui ne sont donc pas tres contraignantes.

Il existe des algorithmes plus efficaces que Pollard rho pour résoudre le logarithme discret dans les
jacobiennes de courbes de genre supérieur (plus grand que 3). Ces algorithmes reposent sur des méthodes
de crible. On pourra consulter | ] pour plus de détails sur les différentes méthodes utilisées.

L’idée principale | | consiste & décrire une base « agréable » de friabilité. De nombreuses per-
sonnes ont travaillé pour adapter cet algorithme selon deux directions privilégiées : fixer le genre de la
courbe et faire tendre le cardinal du corps vers l'infini ou faire tendre le genre vers 'infini. Résoudre le
logarithme discret dans les jacobiennes de courbes de genre supérieur est intéressant pour utiliser la mé-
thode de descente de Weil. Cette derniere permet de transformer la résolution du probléme du logarithme
discret dans une courbe elliptique sur une extension composée a la résolution de ce probleme dans la
jacobienne d’une courbe hyperelliptique sur un sous-corps.

Soit C une courbe hyperelliptique de genre g fixé sur un corps fini F,. Nous pouvons rajouter la
condition que la jacobienne de la courbe est un groupe cyclique car sinon le logarithme discret y est plus
facile. Les auteurs de | ] montrent que le logarithme discret dans Jac(C) peut étre résolu par un
algorithme probabiliste de complexité O (qu%). L’algorithme générique étant en O (q%), des le genre 3
cet algorithme est plus efficace que l'algorithme générique.

Le modele de la courbe joue également un réle important : Diem | ] a montré que si la courbe
admet un modele plan de degré d alors il existe un algorithme permettant de résoudre le logarithme
discret dans sa jacobienne en temps O (qud%). Ainsi, les courbes non-hyperelliptiques de genre 3 sont
isomorphes & une quartique plane, et il existe donc un algorithme en O (g). On pourra consulter | ]
pour une analyse de ce cas particulier.

Considérons maintenant des modeles de courbes dont le genre tend vers 'infini. Prenons une famille de
courbe affine plane C; € Fy[X, Y] de genre g;. Supposons que les degrés des courbes en X et Y soient inclus
dans l'intervalle [, g; ~*] ot € [%, 2]. D’aprés | ], Il existe un algorithme de complexité Ly [1;c]
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pour résoudre le logarithme discret dans Jac(C;). Notons que nous n’avons pas besoin de supposer que le
corps de base est fixé, il suffit de faire I'hypothése que son cardinal ne grossit pas trop vite par rapport
au genre : g; > log(q;)?.

Pour des variétés abéliennes générales, les algorithmes ont été moins étudiés. On pourra consulter
[ | qui décrit un tel algorithme et applique a la restriction de Weil de courbes elliptiques et hyper-
elliptiques sur des extensions de petit degré de corps finis.

1.1.3 Couplages

Les couplages ont d’abord été introduits en cryptographie comme une attaque contre le logarithme
discret. Mathématiquement la définition d’un couplage est

Définition 1.1.3. Soient G1, G2, G3 trois groupes abéliens finis. Un couplage est une application bili-
néaire non dégénérée de G1 X Go dans Gs.
Quand G1 = G4, le couplage est dit symétrique.

Cryptographiquement, en plus de la définition mathématique, nous demandons qu’'un couplage soit
calculable efficacement (c’est-a-dire en temps polynomial).

Soit A une variété abélienne principalement polarisée sur un corps k et soit m un entier premier a la
caractéristique du corps. Le couplage de Weil e,, est une application

em : A[m] x Alm] — pn (k)

ot fi, (k) désigne le groupe des racines m-iemes de 1'unité de k. En dehors du couplage de Weil, de nom-
breux autres couplages existent, par exemple le couplage de Tate. Nous renvoyons a | , chapitres 6 et
16] pour plus de détails sur les couplages et leurs calculs. Dans cette thése nous utiliserons principalement
le couplage de Weil. Au chapitre 6, nous aurons & utiliser une application ressemblant au couplage de
Tate.

Soient trois groupes cycliques G; engendrés par des éléments g;. S’il existe un couplage
e: Gl X G2 — G3

calculable en temps polynomial alors la résolution du logarithme discret dans G et G se réduit en temps
polynomial au logarithme discret dans G3. En effet,

e (g%, 92) = e(g1.92)" .

Apres avoir calculé les couplages e (g1, g2) et e (g’f , gg), nous sommes amenés a résoudre le logarithme
discret dans G3. Cette idée est a la base des attaques sur le logarithme discret sur les courbes elliptiques
[ , , ]. Dans ce cas, le groupe G5 est 'ensemble des éléments inversibles d’un corps
fini et le logarithme discret y est sous-exponentiel. Le groupe G2 qui apparait naturellement n’est pas un
groupe cyclique. Il faut alors trouver un algorithme polynomial qui fournit un élément de Gs rendant le
couplage non dégénéré.

Des protocoles basés sur les couplages ont été proposés. Citons par exemple un schéma de signature
courte [ ] ou le chiffrement basé sur l'identité | ]. Supposons que Alice, Bob et Charlie veulent se
mettre d’accord sur un secret commun. En utilisant le protocole classique de Diffie-Hellman, cela peut étre
réalisé en deux tours de communication (en supposant que le choix du groupe G a été fait préalablement)
comme décrit dans 'algorithme 4. Joux | | a proposé le protocole 5 permettant de faire cet échange
en n’utilisant qu'un seul tour de communication.
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Algorithme 4 Echange de clé tripartite

1: Alice, Bob et Charlie se sont mis d’accord un groupe cyclique G = (g, *).

2: Alice choisit un entier a,
Bob choisit un entier b,
Charlie choisit un entier c.

3: Alice calcule g* et I’envoie a Bob,
Bob calcule g° et I’envoie & Charlie,
Charlie calcule g¢ et I’envoie a Alice.

4: Alice calcule (g°)® et I’envoie & Bob,
Bob calcule (g)® et 'envoie & Charlie,
Charlie calcule (g°)¢ et I'envoie & Alice.

5: Alice calcule (g*¢)?,
Bob calcule (g¢)?,
Charlie calcule (g2)°.

6: return Alice, Charlie et Bob sont en possession de la clé gob°.

Algorithme 5 Echange de clé tripartite en un tour

1: Alice, Bob et Charlie ont choisi trois groupes G; = (g;, *) et un couplage e : G; x Gy — Gjs.

2: Alice choisit un entier a,
Bob choisit un entier b,
Charlie choisit un entier c.

3: Alice calcule et envoie g a Bob et ¢g§ a Charlie,
Bob calcule et envoie g} & Charlie et g§ & Alice,
Charlie calcule et envoie gf a Alice et g§ a Bob.

4: Alice calcule e (g5, g5),

Bob calcule e (¢¢, gg)b,
Charlie calcule e (gll’, gg)c.

5. return Alice, Charlie et Bob sont en possession de la clé e (g1, gg)“bc.
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1.2 Utilisation des isogénies

Les isogénies sont un outil important pour I’étude des variétés abéliennes. Elles sont la « bonne »
notion de morphismes entre variétés abéliennes. Nous les définirons proprement dans la section 2.1.2 et
nous donnerons des algorithmes pour les calculer dans le chapitre 7. Contentons nous de dire que ce sont
des morphismes de groupes qui sont calculables.

Le principal intérét des isogénies est le transfert du logarithme discret d’une variété A initiale ou ce
dernier est difficile dans une variété B ou nous espérons qu’il soit plus facile. Supposons donc que nous
avons une isogénie ¢ entre deux variétés abéliennes A et B :

p: A— B.

Soit g un élément de A d’ordre n et soit x un autre élément de A dont nous voulons calculer le logarithme
discret en base g. Nous calculons les images ¢(x) et ¢(g) par 'isogénie. L’ordre de ¢(g) dans la variété B
divise l'ordre de g dans A. D’apres la discussion de la partie 1.1.2, nous pouvons supposer que g est
d’ordre un nombre premier. Si g n’appartient pas au noyau de l'isogénie, alors ¢(g) et g ont le méme
ordre. Le logarithme discret de = en base g dans A est donc le méme que le logarithme discret de ¢(x)
en base ¢(g) dans B. Il suffit donc de résoudre le logarithme discret dans la variété B.

Un exemple d’utilisation de cette méthode dans le cas de variétés abéliennes de dimension 3 est
donné par Smith | ]. Nous avons vu que le logarithme discret dans les jacobiennes de courbes

hyperelliptiques de genre 3 sur un corps fini F, peut étre résolu en O (q%) Pour les courbes non-

hyperelliptiques de genre 3, cette complexité est de O (g). En utilisant des isogénies, Smith montre que
pour une certaine proportion de courbes hyperelliptiques, le logarithme discret est attaquable en O (g).

Deux autres applications importantes des isogénies permettent de garantir la sécurité des variétés
abéliennes utilisées. Dans le cas des courbes elliptiques, les isogénies sont un des outils de base de ’amélio-

ration par Atkin et Elkies de I’algorithme de comptage de points | , , , ]. Rappelons
que connaitre le nombre de points sur une variété permet de garantir la sécurité de la variété. On pourra
également consulter | ] qui présente les différents algorithmes de comptage de points.

Par ailleurs les isogénies sont utilisées lors du calcul des polynémes de classes [ , , 1,
eux-méme nécessaires pour la méthode CM (multiplication complexe). Cette méthode permet de construire
directement des variétés ayant un nombre de points donné.

Les isogénies de petit degré sont utilisées pour calculer les polyndmes modulaires | |. Un intérét de
ces derniers est qu’ils permettent de calculer de nouvelles isogénies mais d’un degré supérieur. L’algorithme
de Satoh | | pour calculer le relevé canonique d’une variété ordinaire repose sur la calcul d’une suite
de Verschiebung (isogénie contragrédiante du Frobenius). Finalement on utilise de maniére cruciale les
isogénies pour le calcul d’anneaux d’endomorphismes | , , ]



Chapitre 2

Variétés abéliennes

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les variétés abéliennes sont des groupes intéressants en
cryptographie. Nous les étudions maintenant du point de vue mathématique.

Dans les chapitres suivants, pour simplifier ’exposition de nos résultats, nous nous placerons princi-
palement sur le corps des complexes. En particulier, dans le chapitre 3, nous ne définirons les fonctions
théta que dans ce cadre. Méme si, dans la majorité de cette these, nous n’utilisons pas directement les
notions théoriques, il est important de définir les objets proprement. Certaines notions théoriques sont
par ailleurs utilisées de maniere fondamentale dans la preuve de certains des théoreémes cités.

Nous commengons donc ce chapitre par présenter une partie de la théorie générale des variétés abé-
liennes. Nous introduisons ensuite les jacobiennes de courbes et en particulier celles de courbes hyperel-
liptiques. Finalement, nous traitons le cas particulier des variétés abéliennes complexes qui sont analyti-
quement isomorphes a des tores.

Il existe de nombreux ouvrages sur les variétés abéliennes. Concernant la théorie générale, citons
[ , , , ]. Pour les variétés abéliennes sur le corps des complexes rajoutons
également le livre | ].

2.1 Définitions et premieres propriétés

2.1.1 Groupes algébriques et variétés abéliennes

Définition 2.1.1. Soit k un corps, un groupe algébrique sur k est une variété algébrigue G munie d’un
point particulier Og € G(k) et de deux morphismes

w: GxG— G, t: G— G

vérifiant
- pour tout P € G, u(Oq, P) = u(P,0¢) = P,
— pour tout P € G, u(P,u(P)) = p((P),P) = Og,
- pour tout P,Q, R € G, u(u(P,Q), R) = u(P, u(Q, R)).
Nous demandons de plus que la variété sous-jacente ainsi que les morphismes p et v soient définis sur k.

En pratique cela signifie que G est localement ’ensemble des zéros d’un systéme polynomial a coef-

ficients dans k et est muni d’une loi de groupe qui s’exprime localement par des fractions rationnelles &
coefficients dans k.
Le groupe de Galois Gal (E/ k) agit naturellement sur les points de G. Soit K/k une extension de corps,
Pensemble G(K) correspond & I’ensemble des points qui sont les zéros d’un des systémes polynomials
précédents et ayant des coordonnées dans K. L’ensemble G(K) est naturellement muni d’une structure
de groupe.

Un morphisme de groupe algébrique ¢ : G — H est un morphisme de variétés algébriques (c’est-a-dire
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P+Q

FIGURE 2.1 — Addition sur la courbe elliptique y? = 23 — 2

donné localement par des polynoémes) qui commute avec la structure de groupe :

¢(0c) =O0m,  o(ua(P,Q)) = pu(o(P),d(Q)),  ¢(a(P)) = 1u(d(P)).

Soit K le corps de définition de ¢. Un tel morphisme ¢ définit naturellement un morphisme de groupe
de G(L) dans H(L) pour toute extention de corps L/K. De plus, il commute & I’action de Gal (K/K).
Notons qu’un groupe algébrique est une variété lisse (voir par exemple [ , proposition IV.1.5]).

Définition 2.1.2. Une variété abélienne est un groupe algébrique complet connexe (pour la topologie de
Zariski).

Comme un groupe algébrique est lisse, un point ne peut étre contenu que dans une seule composante
irréductible de la variété. La connexité dans la définition de variété abélienne implique donc que ce sont
des variétés algébriques irréductibles.

Un fibré £ sur une variété A définit un morphisme rationnel de A dans P3€~. Ce morphisme est un
plongement si L est trés ample. Toute variété abélienne est alors projective [ , 1.6].

Par ailleurs, le groupe sous-jacent & une variété abélienne est obligatoirement commutatif | , p. 41]
d’olt le nom d’abélien. Une autre conséquence de la définition est qu’une variété abélienne sur C est un
groupe de Lie compact | , L.2].

Exemple 2.1.3. L’exemple le plus simple de variété abélienne est fourni par les courbes elliptiques. Une
courbe elliptique sur un corps de caractéristique différente de 2 ou 3 a pour équation y*> = x3 4+ ax + b
avec 4a® + 27b% non nul. Elle posséde un unique point & linfini noté O. Les points sur la courbe forment
un groupe avec les lois d’addition géométriques de la figure 2.1.

Pour additionner deux points Py et Py nous avons les formules rationnelles qui suivent. Si Py (respec-
tivement Py) est le point O alors Py + Py est le point Py (respectivement Py ). Sinon, posons Py = (x1,y1)
et Py = (x2,y2). St xo = 1 et yo = —y1 alors Py + Py est O. L’opposé d’un point P = (z,y) # O est le
point —P = (x, —y).

Dans le cas général, posons

Y2-"4n si 1 # T
A={ 325 M1
3r7+a )
S sim =22, g1 = Yo,
2y
Y12 — Y221 .
= - - st T
T2 — I3 1 75$2
V= —x?—l— axy + 2b ,
- — §1 X1 = X2, Y1 = Y2.
2y,
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La droite y = Ax + v passe par Py et Py (elle est tangente a la courbe en Py dans le cas ot Py = P3). Les
coordonnées (x3,ys) du point Py = Py + Py sont alors données par

T3 = )\2 — (fEl + (EQ), Yz = 7)\1‘3 — V.

La jacobienne d’une courbe de genre g sur un corps k est une variété abélienne de dimension g. Nous
définirons la jacobienne d’une courbe dans la section 2.2.2. Dans le cas des courbes elliptiques (genre 1),
la jacobienne est naturellement isomorphe a la courbe elle-méme.

2.1.2 Isogénies, variété duale et polarisation

Définition 2.1.4. Un morphisme de variétés abéliennes est un morphisme algébrique entre les deux va-
riétés qui respecte les lois de groupes.

Un isomorphisme ¢ entre deuxr variétés abéliennes A et B est un morphisme tel qu’il existe un mor-
phisme ¢~ de B vers A vérifiant po¢p ! =1dg et o1 o ¢ = Id4.

Avec les notation de la définition, nous avons alors ker(¢) = O4 et Im(¢) = B.

Définition 2.1.5. Soient A et B deux variétés abéliennes. L’ensemble des morphismes entre A et B est
noté Hom(A, B) ; c’est un groupe pour l’addition.

Dans le cas ots B = A, l'ensemble des morphismes de A dans A forme un anneau (avec la composition)
et est noté End(A).

Pour qu’un morphisme algébrique respecte la loi de groupe, il suffit de supposer qu’il envoie le zéro
de la premiere variété sur le zéro de la seconde | , corollaire 1 p. 43]. Cette propriété peut étre
utilisée pour donner une autre démonstration du caractere abélien des groupes sous-jacents a une variété
abélienne | , corollaire 2 p. 44].

Si ¢ est un morphisme entre deux variétés abéliennes A et B alors Im(¢) est une sous-variété abélienne
de B et ker(¢) contient une sous-variété maximale absolument irréductible notée ker(¢)°. De plus

dim (ker(¢)?) + dim (Im(¢)) = dim(A)

Propriété 2.1.6. Soit ¢ un morphisme entre deuxr variétés abéliennes A et B. Deux des propriétés
sutvantes impliquent la troisieme :

- A et B ont méme dimension,

— sur la cloture algébrique, ¢ est surjectif,

— sur la cloture algébrique, ¢ est de noyau fini.
Si ¢ vérifie ces propriétés ont dit que ¢ est une isogénie. Dans le cas ot B = A, les isogénies sont appelées
endomorphismes.

Soient A et B deux variétés abéliennes sur un corps K et soit ¢ une isogénie de A dans B définie sur
K. Le corps de fonctions K(A) est une extension algébrique de ¢*(K(B)). Nous disons que ¢ est une
isogénie séparable si K(A)/¢* (K (B)) est séparable et que ¢ est inséparable si 'extension est purement
inséparable. Le degré d’une isogénie est son degré en tant que morphisme de variétés algébriques c’est a
dire
deg(6) = [K(A) : 6" K(B)].

Pour une isogénie séparable, c’est le cardinal de son noyau. Pour une isogénie inséparable, son noyau est
réduit & {O4} mais ce n’est pas un isomorphisme.

Exemple 2.1.7. La multiplication [n] par un entier n est une isogénie de A dans A. Si g est la dimension
de A, alors le degré de [n] est n?9. Si de plus n est premier a la caractéristique du corps alors c’est une
isogénie séparable de degré n?9.

Pour une variété sur un corps fini Fq, le Frobenius (mise & la puissance q) est une isogénie inséparable.

Nous définissons I’ensemble des points de n-torsion comme étant le noyau de la multiplication par n
et nous le notons A[n] = ker ([n]). Ces points vivent dans une extension du corps de base de la variété de
degré inférieur & n?9 — 1.
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Propriété 2.1.8. Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps algébriquement clos k de
caractéristique p. Si n est premier a p alors

Aln] = @)™ .
Sin = p alors il existe un entier r appelé le p-rang de la variété tel que 0 < r < g et
Alp] ~ Z/pz)" .

Une variété de p-rang mazximal est dite ordinaire.

Soit A une variété abélienne et soit a un élément de A(K), nous définissons ¢,(-) = p(a, -) la translation
par a sur A. Nous avons alors les définitions

Pic(A) = { faisceaux inversibles sur A modulo isomorphisme },
Pic’(A) = {£ € Pic(A), Va € A(k), t:L~L}.

11 existe une variété abélienne AV appelée variété duale de A qui paramétrise les points de PicO(A). Une
construction en est donnée par exemple dans | ]. En particulier AV (k) est en bijection avec I’ensemble
PicO(A). De plus AVY est isomorphe a la variété A initiale. Nous ne définissons pas plus en détail la variété
duale et nous renvoyons aux diverses références citées au début du chapitre. Dans cette these, nous nous
intéressons a des variétés abéliennes pour lesquelles la variété et sa duale sont isomorphes.

A toute isogénie ¢ : A — B, nous pouvons associer une isogénie ¢V : BY — AV définie par ¢V (L) = ¢* L.
Cette derniere s’appelle l'isogénie duale de ¢ et a pour noyau ker(¢)V, le dual de Cartier de ker(¢)
[ , theorem 1 p. 143]. Dans le cas ou k est algébriquement clos et le cardinal de ker(¢) C A[n] est
premier a la caractéristique de k, nous avons

ker () = Hom (ker(@), 1 (k))

o p, (k) est Pensemble des racines n-iemes de 'unité de k | , p. 41]. A tout faisceau inversible £
nous pouvons associer le morphisme

br A(K) —  Pic®(4)
£ a — Lol

Définition 2.1.9. Une polarisation est une isogénie entre A et AV qui est de la forme ¢p sur K ou L
est un fibré ample. Une polarisation est dite principale si c¢’est un isomorphisme.
Une variété abélienne est dite (principalement) polarisée si elle posséde une polarisation (principale).

Les jacobiennes de courbes sont le principal exemple de variétés abéliennes principalement polarisées.

Définition 2.1.10. Un morphisme ¢ entre deuzx variétés abéliennes polarisées A et B est un morphisme
respectant les polarisations : si X et X' sont des polarisations respectivement sur A et sur B et corres-
pondant respectivement auz faisceaux inversibles amples L et M alors nous devons avoir ¢*M = L,
c’est-a-dire que le diagramme suivant doit étre commutatif :

A2 Y

I 1

B—— BY
A/

Pour tout entier m premier & la caractéristique du corps, il existe une application naturelle (généra-
lisant le couplage de Weil dans le cas elliptique) allant de A(k)[m] x AY(k)[m] dans les racines m-iemes
de I'unité u,, (k). Combinée & une polarisation nous obtenons un morphisme

ed o A(k)[m] x A(k)[m] — pm (k).
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Nous abandonnons ’exposant A car il n’y aura pas d’ambigiiité. Mumford | , 20 p. 183] donne une
expression « simple » de e,, : soit © le diviseur associé au fibré £ définissant la polarisation et soit ) un
point de m-torsion sur A, posons

Do =Tg®© — 0 € Pic’(A)[m]
ou T¢ désigne la translation par Q. Il existe alors une fonction g¢g de diviseur Div(gg) = [m]*Dg.

Définition 2.1.11. Awec les notations précédentes,

. _{A(k)[m]xfl(k)[m] — pm (k)

. 9o(X+P)
(P,Q) — en(P,Q) = 90 (X)

ou X est un élément quelconque de A.

Mumford montre que cette définition a du sens et que de plus e, est un couplage c’est-a-dire une
application bilinéaire non dégénérée.

Soient P et @ deux éléments de A[m], nous pouvons les considérer comme des éléments de AVY[m]. Ces
deux points sont donc des faisceaux inversibles sur AY correspondant & des diviseurs Dp et Dg. Il existe
deux fonctions fp et fg sur A qui représentent les diviseurs mDp et mDg. Lang | , théoréme 6]
montre que couplage de Weil est alors donné par la formule

_ Ja(P)fr(0)
1P(Q)1a(0)

Nous reviendrons sur ce couplage dans le cas particulier des jacobiennes de courbes, page 20, et dans
celui des tores complexes, page 31.

em(P, Q)

Nous avons vu que le noyau d’une isogénie entre variétés abéliennes est un sous-groupe fini de la
variété. Pour les variétés principalement polarisées, nous avons la condition supplémentaire

Propriété 2.1.12. Soit ¢ une isogénie entre variété abélienne principalement polarisées. Si ¢ respecte
les polarisations alors ker(¢) est un sous-groupe isotrope pour le couplage de Weil sur A.

Soit C' un sous-groupe fermé d’une variété abélienne A, il existe une unique variété abélienne B = A/C
(a isomorphisme pres) et une isogénie ¢ de A dans B tels que

— ker(¢) = C,

- K(A)/¢*(K(B)) soit séparable.
Soit A une polarisation sur la variété A de degré premier a la caractéristique du corps et qui soit associée
a un fibré ample L. 1l existe un fibré ample M sur B telle que £ = ¢* M si et seulement si ker(¢) C ker(A)
et si le couplage de Weil est trivial sur ker(¢) x ker(¢). Ainsi, pour que Iisogénie soit une isogénie de
variétés abéliennes polarisées, il faut supposer que le sous-groupe C' est isotrope pour le couplage de Weil
et inclus dans ker ().

Propriété 2.1.13. Toute isogénie ¢ entre deux variétés abéliennes A et B se décompose en un pro-
duit mo ) avec

b A — Afker(9)

et ou T est une isogénie inséparable.
Cette proposition reste valide si nous rajoutons la notion de polarisation.

Dans cette thése nous nous intéressons uniquement aux d-isogénies séparables de degré premier a la
caractéristique du corps (qui sera systématiquement différente de 2). Nous avons alors la décomposition

d=20200 0
a laquelle correspond une décomposition
6= gBrg0r ... go

ou ¢y est une isogénie séparable de degré £. Nous avons séparé le degré 2 car comme nous le verrons dans
le chapitre 7, les isogénies de degré pair se comportent différement de celles de degré impair.
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Chapitre 2. Variétés abéliennes

Propriété 2.1.14. Soient A et B deuz variétés abéliennes. S’il existe une isogénie ¢ de degré n de A
vers B alors il existe une isogénie ¢ de degré n de B wvers A appelée 'isogénie contragrédiante et qui
vérifie

¢od=[lp et dog=[na

Deux variétés abéliennes sont dites isogenes s’il existe une isogénie entre elles. La relation « étre
isogéne » est une relation d’équivalence sur les variétés abéliennes (la propriété précédente permettant
de montrer que cette relation est bien symétrique). Cette relation est plus faible que « étre isomorphe »,
mais il existe néanmoins une notion d’ « irréductibilité » pour cette relation.

Définition 2.1.15. Une variété abélienne sur un corps k est dite simple si ses seules sous-variétés
abéliennes sur k sont {0} et elle-méme. Une variété abélienne est décomposable si elle n’est pas simple.
Une variété abélienne est dite absolument simple si elle est simple sur la cloture algébrique du corps ou
elle est définie.

Soit B C A une sous-variété abélienne stricte. Alors il existe une variété abélienne C' telle que A est
isogene a B x C. De ce fait,

Théoréme 2.1.16. Toute variété abélienne est isogéne a un produit de variétés abéliennes simples. Ces

derniéres sont uniques a permutations et a isogénies pres.

2.1.3 Considérations arithmétiques

Du point de vue arithmétique, nous disposons d’une généralisation du théoreme de Mordell-Weil :

Théoréme 2.1.17. Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K. Le groupe A(K) est un
groupe abélien de type fini.

Ce théoreme a été prouvé par Mordell pour les courbes elliptiques, par Weil dans sa these pour les
jacobiennes et par Taniyama dans le cas général. Notons aussi une extension par Lang et Néron pour
d’autres type de corps. Une preuve se trouve dans | ].

Pour les corps finis, les conjuctures de Weil (prouvées par Weil dans le cas des variétés abéliennes et
Deligne dans le cas des variétés algébriques générales) impliquent des bornes sur le nombre de points d’une
variété. Soit A une variété algébrique sur un corps fini IF,. La fonction zeta associée a A est définie par

Ca) = esp (3 #ATw) L),

n=1

La fonction Z4(t) € Q[[t]] définie par (a(s) = Z4(1/q®) est plus pratique & manipuler. Par définition,

o m
Za(t) = exp (; #A (Fyn) n) .
Le Frobenius (mise & la puissance g) fixe uniquement les points de A(F,) et donc
#A(Fy) = deg(m — 1) = xx (1)
ol X (t) € Z[t] est le polynéme caractéristique du Frobenius.

Théoréme 2.1.18 (conjectures de Weil). Soit A une variété abélienne de dimension g. La fonction Z
est rationnelle : il existe des polynomes P; a coefficients dans Q tels que

_ Pi(t)Ps(t)... Pog_1(t)
Za(t) = Po(t);z(t) o Pag(2)

14



2.1. Définitions et premiéres propriétés

La fonction Z 4 vérifie l’équation fonctionnelle
Za () = £q% 5 24 (1)
A 1 = Tq A
ot E est la caractéristique d’Euler de A. Le polyndéme caractéristique x(t) € Z[t] du Frobenius s’écrit

2g

Xa(t) = [t = ai)

i=1
et ’analogue de ’hypothese de Riemann précise que les a; € C sont de norme /q. Les polynémes P; sont
alors
Po(t) =1- t, ng(t) =1- L]gt,
Pi(t) =1 —ait) vi<j<29-1

ot o parcourent les produits de j racines a; distinctes de X .

L’analogue de 'hypothese de Riemann implique que
| #A(Fy) —q” —1|< Cq?~2

ott C est une constante. Ce théoreme montre que le cardinal d’une variété abélienne sur un corps fini F,
est de 'ordre de ¢9.

Dans le cas ou la variété est une courbe ou sa jacobienne, les conjectures de Weil impliquent le théoréeme
plus précis suivant :

Théoreme 2.1.19. Soit C une courbe de genre g sur un corps fini Fy,
| #C(Fq) — (¢ +1) [< 294

(Va — 1)% < # Jacy, (C) < (Vg +1)%

Tate | ] a démontré que deux variétés isogénes ont le méme polynéme caractéristique du Frobe-
nius. De ce fait, les fonctions zeta et les cardinaux #A (F,m) sont des invariants de la classe d’isogénie
de A. Des polynomes unitaires a coefficients entiers ayant 2g racines complexes de normes /g sont appelés
des polynémes ¢ de Weil. Honda [ ] a montré une réciproque au théoreme de Tate : tout polyndme ¢
de Weil est le polynome caractéristique de ’action du Frobenius sur une certaine variété abélienne. Notons
que cette variété abélienne n’est pas forcément principalement polarisée.

Les conjectures de Weil donnent des bornes sur le cardinal des variétés abéliennes sur les corps finis.
Nous voulons savoir comment se comporte ce cardinal quand le corps et/ou la variété varie.

Considérons d’abord le cas de la dimension 1, c’est-a-dire celui des courbes elliptiques. Leur cardinal
se trouve dans l'intervalle [q +1-2y/q,q+1+ 2\/6] et nous pouvons considérer la distribution de

#EWy) — (g +1)
27 '

Deux cas sont intéressants : le premier quand ¢ est fixé mais que nous considérons toutes les courbes
sur F, et le deuxieme cas quand nous prenons la réduction d’une courbe de Q et que nous faisons varier p.

Fixons une puissance ¢ d’'un nombre premier p. La distribution des cardinaux de classes d’isomor-
phismes de courbes elliptiques £(F,) tend vers celle de Sato-Tate quand ¢ tend vers U'infini | , ]
Le cardinal des courbes elliptiques sur IF, a de meilleures propriétés de divisibilité que les nombres
aléatoires. Ainsi Lenstra | , 1.14] et Howe | , th. 1] montrent que la probabilité qu'une courbe
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Chapitre 2. Variétés abéliennes

sur ), ait un cardinal divisible par un entier n est toujours strictement supérieure a celle d'un nombre
« aléatoire » autour de p. Plus formellement, dans le cas ou £ est premier,

[ &p+0O(typ) p=1 mod/

telles que #E(F,) =0 mod ¢ o { £2€1p+ 0] (K\/ﬁ) p#Z1 mod ¥

{ courbes elliptiques £ sur [, modulo isomorphismes }

Pour un nombre aléatoire la probabilité qu’il soit divisible par £ est de 1/¢ et est donc strictement inférieure
a celle pour les courbes elliptiques. On pourra également consulter | ]. Remarquons cependant que
certaines paramétrisations (par exemple celle de Suyama page 76) ne permettent pas d’obtenir toutes les
courbes sur IF,. Il serait intéressant d’avoir de tels résultats pour des sous-familles de courbes sur IF,.

Ces propriétés sont notamment utilisées pour estimer la probabilité de succes de 'algorithme ECM
(chapitre 4).

Initialement, ces questions ont été étudiées pour avoir des heuristiques sur la conjecture de Sato-
Tate. Soit une courbe elliptique £ sur Q, considérons les premiers p pour lesquels elle a bonne réduction.
Supposons que la courbe n’est pas a multiplication complexe alors la conjecture de Sato-Tate donne
la distribution de (#&(F,) — (p + 1))/(2y/p) dans [~1,1] quand p varie. Cette distribution est semi-
circulaire. La conjecture a été prouvée par Clozel, Harris, Taylor, Shepherd-Barron pour certaines familles
de courbes.

Dans le cas de courbes de genre plus grand, citons les travaux de Kedlaya et Sutherland | ] qui
ont généralisé ces conjectures aux courbes hyperelliptiques de genre 2.

2.2 Courbes hyperelliptiques

En dimension 1 et 2, toute variété abélienne simple principalement polarisée est la jacobienne d’une
courbe hyperelliptique. Comme les cas intéressants cryptographiquement sont ceux de dimension petite,
il est naturel de s’intéresser particulierement a ces courbes.

En dehors des ouvrages généraux sur les variétés abéliennes déja cités et qui comportent de nombreux
résultats pour les courbes et leurs jacobiennes, on pourra consulter la thése de Gaudry | ] et les
livres [ et ]. Ce dernier est intéressant car il prend le point de vue des corps de fonctions.

2.2.1 Forme de Weierstraf}

Définition 2.2.1. Une courbe hyperelliptique C sur un corps k est un recouvrement séparable de degré 2
de la droite projective w: C — PL(k).

1l existe un morphisme non trivial appelé involution hyperelliptique qui échange les points dans les fibres
de m.

On demande parfois, pour qu’une courbe soit hyperelliptique, que son genre soit supérieur ou égal a
2 car dans ce cas le corps k(z) est unique. Nous ne faisons pas cette hypothese ici car les propriétés qui
en découlent (voir par exemple | , VI.2.4]) ne sont pas utilisées. Par conséquent, nos résultats sont
aussi valides pour les courbes elliptiques (genre 1).

En tant que corps de fonctions, cette définition se traduit par le fait que k(C) doit étre une extension
séparable de degré 2 de k(x). Il existe donc un élément y dans k(C) tel que k(C) = k(z,y). Nous pouvons
supposer que y est un entier quitte & le multiplier par un élément de k(x). Il existe donc des polynémes h
et f de k[z] tels que y soit une solution de Y2 + h(x)Y = f(x). La courbe a donc pour équation (affine)

C: y?+hiz)y = f(@).
Le recouvrement 7 : C — P!(k) est donné par 7(x,y) = z et 'involution hyperelliptique ¢ est définie par

L_{ c — C
| @y — (2, —y— ()

Remarque 2.2.2. Dorénavant, nous nous placons dans le cas de corps de caractéristique différente de 2.
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2.2. Courbes hyperelliptiques

Dans ce cadre, nous pouvons, par une translation sur y, supposer que le polynéme h est nul. De plus,
quite & prendre une homothétie, f est supposé sans facteur carré. La courbe devient C : 3% = f(x).
Si de plus f est de degré impair 2g + 1, son coefficient dominant c¢ est égal a 1 apres le changement de
variable z = cX et y = ¢971Y. Un modele projectif de la courbe est donné par ’homogénéisation de cette
équation :

C: 32272 = f(z,2)

ot d = deg(f) et ot nous avons encore noté f pour le polyndéme homogénéisé de f.

Théoréme 2.2.3. La courbe hyperelliptique C d’équation y* = f(x) ot f est sans facteur carré est lisse
en tout point affine de k.
Cette courbe posséde un point & Uinfini P, = (0:1:0) et pour d = deg(f) > 4, la courbe est singuliére
en ce point. Aprés éclatement de la singularité, C posséde a l'infini

— un unique point rationnel si d est impair.

— Deuzx points rationnels si d est pair et si le coefficient dominant de f est un carré dans k.

— Deuzx points non rationnels conjugués sous laction du groupe de Galois sinon.
Quand le degré de f est impair on dit que la courbe a un modéle imaginaire, et dans l'autre cas, un modéle
réel.

La preuve de ce théoréme est donnée dans | , 11.1.1] en utilisant les coordonnées projectives avec
poids : considérons Pespace projectif avec poids (X,Y,Z) ott X et Z ont poids 1 et Y a poids g + 1. La
courbe C a pour équation

X
V2=F(X,2)  Fyn(X,2):=297'f (Z>
cette courbe est lisse en tout point. Elle possede 1 ou 2 points a l'infini suivant le degré de f : ce sont les
points (1: a: 0) ot « est une racine de x? — a2g+2 €t asgto est le coefficient de degré 2¢g + 2 de f.
En spécialisant une variable, nous obtenons un recouvrement affine de la courbe. Commengons par poser
Z =1, dans ce cas nous retrouvons ’équation affine originelle de la courbe :

Y2 = Foa(X,1) = f(X)
Posons ensuite X = 1, nous obtenons ’équation

2g9+1
Y2 _ E ai22g+2—i
=0

Nous pouvons revérifier que sur ces deux ouverts (X # 0 et Z # 0), les équations respectives définissent
des courbes lisses. De plus, sur I'intersection des ouverts nous pouvons définir I’application rationnelle

1Y
(X,Y) — (Z2)Y) = (Xa W)
qui est un isomorphisme de la premiere courbe sur la deuxieme (les courbes étant considérées sur I'inter-
section des ouverts).

Remarque 2.2.4. [l faut faire attention aux abus de notations. Ainsi bien que mous définissions la
courbe C par I’équation affine y*> = f(z), nous considérons bien souvent C comme étant la courbe projec-
tive associée. De méme, nous utilisons aussi cette notation pour parler de la courbe désingularisée.
Quand le degré du polynome f est impair, il existe un unique point de la courbe désingularisée au des-
sus de Poo = (0:1:0) € C. Nous utilisons encore la notation P, pour désigner le point sur la courbe
désingularisée et informatiquement nous le « codons » par (0:1:0).

Les points de ramification du morphisme 7 : C — P!(k) sont appelés points de ramification ou points
de Weierstraf8. Ce sont les points (a,0) ol a est une racine de f et si C a un modele imaginaire il faut y
rajouter le point Pu.
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Chapitre 2. Variétés abéliennes

Théoréme 2.2.5. Soit f un polynéme sans facteur carré de degré 2g+1 ou 2g+2, le genre de la courbe
2
y° = f(x) estg.

Démonstration. Appliquons la formule de Hurwitz au morphisme 7 : C — P!(k) de degré 2. Si f est
de degré 2g + 1, ses points de ramification sont P, et les (a,0) olt @ est une racine de f. Si f a pour
degré 2g+ 2 alors les seuls points de ramification de 7 sont les (a,0). Dans les deux cas, nous avons 2g + 2
points de ramification de degré 2. La formule de Hurwitz donne alors

29(C)—2=2(2-0—2)+ (29 +2)(2—1)
ot g (C) est le genre de la courbe C. Nous obtenons donc g (C) = g. O

Un modele tres utile des courbes hyperelliptiques est celui de Rosenhain :

2g—1

v =a(x—1) H (x — a;).

i=1

Toute courbe hyperelliptique peut se mettre sous cette forme mais il faut en général prendre une extension
de corps. En effet, toute la 2-torsion est rationnelle. Méme si la 2-torsion est rationnelle, il peut étre
nécessaire de prendre une extension de degré 2 pour obtenir une forme de Rosenhain de la courbe.

Nous considérons les courbes modulo isomorphisme. La classe d’isomorphisme d’une courbe n’est pas
une notion géométrique.

Définition 2.2.6. Soit C une courbe définie sur un corps k. Une tordue de C est une courbe isomorphe
a C sur la cloture algébrique k de k mais pas sur k.

Exemple 2.2.7. Soit C : y? = f(x) une courbe hyperelliptique sur un corps k (non algébriquement clos)
et soit k un non résidu quadratique de k. La courbe

C: wy’ = fla)

est une tordue quadratique de C. S’il n'existe qu’une seule classe de mon résidus quadratiques (comme
c’est le cas sur les corps finis), nous parlerons de la tordue quadratique de C.

2.2.2 Jacobiennes de courbes

Contrairement aux courbes elliptiques, les points sur une courbe de genre g ne forment pas un groupe.
Il faut travailler sur la jacobienne de la courbe.

Dans cette section, nous ne considérons que des courbes projectives lisses définies sur un corps parfait.
Ces conditions sont suffisantes pour avoir une équivalence entre les diviseurs de Weil (que nous allons
présenter ici) et les faisceaux inversibles. Dans le cas particulier des courbes hyperelliptiques, ces conditions
signifient que nous considérons les modeles désingularisés des courbes.

Définition 2.2.8. Soit C une courbe lisse définie sur un corps k parfait. Le groupe des diviseurs Div(C)
sur k est le groupe libre engendré par les points de C(k).
Un élément o du groupe de Galois G = Gal(k/k) agit sur Divi(C) de la fagon suivante :

o Z npP :ana(P)
Pe

Pec(k)

Un diviseur sur k, est un élément de Divg(C) stable sous l’action de G. On note Divy(C) I’ensemble des
diviseurs sur k, c’est-a-dire
Div(C) = Div(C)“
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Un élément de Divy(C) est donc une somme formelle finie de points C(k) globalement stable sous
I’action de Galois. L’ensemble des points de cette somme forme le support du diviseur. Un diviseur D
dont tous les coefficients sont positifs est dit effectif et est noté D > 0. Cette relation définit naturellement
une relation d’ordre partiel compatible avec la structure de groupe sur Divg(C).

Définition 2.2.9. Il existe un morphisme de groupe appelé degré :
deg - { Divg(C) — Z
Ypecm PP = Ypecm np
Le noyau de cette application est noté Divy(C).
Parmi les diviseurs de degré 0 certains proviennent des fonctions rationnelles :

Théoréme 2.2.10. Soit f un élément de k (C), les zéros et péles de f sont des points de C(k) en nombre
fini. Considérons

div(f)= > ordp(f)P.

Pec(k)
C’est un diviseur qui appartient a Divg (C). Les diviseurs de ce type sont appelés principauz.

L’ensemble des diviseurs principaux Pry(C) = {div(f), f € k(C)*} forme un sous-groupe de Div)(C).
Il est donc naturel de considérer le groupe quotient.

Définition 2.2.11. Le groupe de Picard zéro est le quotient du groupe des diviseurs de degré 0 par les
diviseurs principaux :

Pic(C) =DivR(C)/Pr,(C)

Le groupe G = Gal(k/k) agit sur Picy(C) de fagon naturelle. En toute généralité, le groupe Picy(C)
est différent du groupe Pic% (C)C. De ce fait, le groupe Pic}(C) n’est pas pratique & utiliser. Il existe une
variété abélienne de dimension g, le genre de la courbe, appelée jacobienne et notée Jac(C) telle que

Jacg(C) = Pic%(C)

ot nous notons Jacy (C) Pensemble des points k rationnels de la variété abélienne Jac(C). Pour un corps k
quelconque, Jac(C) peut donc différer de Pich(C). Si la courbe C est de genre 0 alors Jacy(C) = 0 et si
elle est de de genre 1 et possede un point k-rationnel alors Jacg(C) = C.

Plus généralement, quand la courbe C a un point k-rationnel, nous avons les égalités
Pic2(C)“ = Pic}(C), Jacy(C) = Pic)(C).

Comme nous considérons principalement des courbes hyperelliptiques ayant un modele (projectif désin-
gularisé) imaginaire, les courbes ont toujours un point rationnel : le point & U'infini Py.

Soit D un diviseur, l'espace £(D) défini par
L(D) ={f € k)", div(f) = D} U {0}
est un espace vectoriel de dimension finie. Le théoreme suivant précise la dimension de cet espace

Théoréme 2.2.12 (Riemann-Roch). Soit C une courbe de genre g. Il existe un diviseur W appelé diviseur
canonique tel que pour tout diviseur D € Divg(C),

dim (£(D)) = deg(D) + 1 — g + dim (L(W — D)).

Une preuve du théoreme de Riemann-Roch est par exemple donnée dans [ , 1.5.15]. Dans sa
construction de la variété jacobienne, Weil a utilisé ce théoreme pour obtenir une loi de groupe rationnelle
sur C9) le produit symétrique de la courbe C. Weil a ensuite construit un groupe algébrique & partir de
C9) et de cette loi.

Le théoreme de Riemann-Roch fournit une représentation compacte des diviseurs :
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Théoréme 2.2.13. Soit C une courbe de genre g ayant un point k-rationnel Py fixé. Alors toute classe
de diviseurs de Jac(C) contient un unique diviseur D = E — rPy vérifiant

— FE est un diviseur effectif de degré r < g,

— Py n’appartient pas au support de E,

- r est minimal
Un diviseur sous cette forme est dit réduit. L’entier r s’appelle le poids du diviseur.

Soit Py un point sur la courbe C(k) et soit r un entier. Nous avons une application naturelle

cr — Jac(C)
(Pl,...,Pr) — Pi+...+P.—1rP

qui induit une application du produit symétrique C(") dans Jac(C). Nous notons W son image dans Jac(C).
Pour r < g, cette application est birationnelle. En particulier, pour r = g, le produit symétrique C9) et
la jacobienne Jac(C) sont birationnellement équivalents. Les W sont des sous-variétés fermées de Jac(C)
qui peuvent étre vues comme 'image des diviseurs effectifs de degré r.

Définition 2.2.14. Comme WI~! est une sous-variété fermée de Jac(C) de codimension 1, c’est un
diviseur premier sur Jac(C). Elle est appelée diviseur théta et est notée ©.

Le faisceau inversible £(©) sur Jac(C) correspondant au diviseur © définit un isomorphisme de Jac(C)
sur sa variété duale. De ce fait

Théoréme 2.2.15. La variété abélienne Jac(C) est principalement polarisée.

La polarisation ainsi obtenue est appelée canonique. Le théoreme de Torelli dit qu'une courbe est
uniquement déterminée par sa jacobienne et la polarisation canonique sur cette variété abélienne.

Finalement, citons la propriété suivante qui justifie I’étude des jacobiennes de courbes hyperelliptiques

Propriété 2.2.16. Toute variété abélienne de genre g, absolument simple et principalement polarisée est
— pour g = 1, une courbe elliptique,
— pour g = 2, la jacobienne d’une courbe hyperelliptique,
— pour g = 3, la jacobienne d’une courbe (non obligatoirement hyperelliptique).

En genre plus grand, il existe des variétés abéliennes principalement polarisées qui ne sont pas des
jacobiennes de courbe.

Dans le cas particulier des jacobiennes de courbes, le couplage de Weil a une forme plus agréable.
Soient P et @ deux éléments de Jack(C)[m], c’est & dire que [m]P = [m]Q = 0 et supposons qu'’ils soient
de supports disjoints. Il existe donc deux fonctions fp et fg sur C telles que

Div(fp) = [mlP,  Div(fq) = [m|Q.

Le couplage de Weil est alors donné par la formule

fo(P)

em(P,Q) = :

" fr(Q)
Dans le cas elliptique, I’équivalence de cette formule et de celle de la définition 2.1.11 est classique : elle
est par exemple mentionnée dans | , remarque 3.7] ou dans | , exercice 3.16] (avec une erreur

de signe dans ce dernier cas). Une formule légérement plus générale et permettant de s’affranchir de
I’hypothese des supports disjoints se trouve dans | ].
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2.2.3 Calcul dans les jacobiennes de courbes hyperelliptiques

Soit C une courbe hyperelliptique d’équation y? = f(z) ayant un modele imaginaire. Nous pouvons
spécialiser le théoreme 2.2.13 avec le point P, € C(k) au lieu du point Py. Nous avons alors une carac-
térisation plus précise des diviseurs réduits.

Théoréme 2.2.17. Soit C une courbe hyperelliptique de genre g, et d’équation

y* = f(x) avec deg(f) =2g+ 1.

Toute classe de diviseurs de Jac(C) contient un unique diviseur D = E — r Py, vérifiant

— FE est un diviseur effectif de degré r < g,

— P, n’appartient pas au support de F,

— P et o(P) (ot ¢ est Uinvolution hyperelliptique) n’apparaissent pas simultanément dans le support.
Un diviseur sous cette forme est dit réduit. L’entier r s’appelle le poids du diviseur.

Une conséquence du troisieme point est qu’un point de Weierstraf} (c’est-a-dire un point de coordonnées
(a,0) o a est une racine de f) n’apparait pas avec un coefficient plus grand que 1 dans le support de E.
Une représentation agréable d’une classe de diviseur est donnée par

Définition 2.2.18. Soit C une courbe hyperelliptique d’équation y>+ h(x)y = f(z) définie sur un corps k
et soit
T
D=) P —rPy
i=1

avec P; = (x;,y;) un diviseur réduit sur cette courbe. Alors D peut étre représenté (de maniére unique)
par deuzx polynémes u,v a coefficients dans k et vérifiant

~u() = [Tz (2 — 22),

— degv < degu = g,

— v(x;) = y; pour tout 1 <i <r,

— u divise v2 — f.
On dit que (u,v) sont les coordonnées de Mumford du diviseur.

Le polynoéme u code les abscisses des points du support de D tandis que v code leurs ordonnées. La
derniere condition permet de prendre en compte les multiplicités des points.

Des variantes permettant de traiter les courbes de modele réel ont été proposées par |
]. Dans le cas d’une courbe de modele réel, nous avons deux points a U'infini P et P. L’ 1dee
est de modifier la représentation 2.2.17 pour tenir compte de ces deux points. Par exemple si g est pair,
nous pouvons remplacer gPy par % (P5 + P3).

Géométriquement, la loi de groupe est donnée par le dessin 2.2. Soit D; et Dy deux diviseurs réduits
génériques sur Jac(C). Nous construisons la courbe  de degré 2¢g — 1 passant par les points des supports
de ces diviseurs. Cette courbe coupe C en g autres points R1, ..., R4. De ce fait

D1+D2+ZR o = Div(7) = 0.
=1

Si R; a pour coordonnées (z;,y;) alors la fonction  — z; a pour diviseur R; + ¢(R;) — 2P et donc

g
Dy+ Dy = u(Ri) — 9P

=1

Nous avons ainsi construit le diviseur réduit correspond a D; + Ds.

Soit C une courbe hyperelliptique de modele imaginaire sur un corps de caractéristique différente
de 2. L’algorithme de Cantor [ ] permet de calculer la loi de groupe de Jac(C) avec des diviseurs

21



Chapitre 2. Variétés abéliennes
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FIGURE 2.2 — Addition de deux diviseurs génériques dans la jacobienne d’un courbe hyperelliptique de
genre 2 : (P1+P2—2POO>+(Q1+Q2—2POO):(R1+R2—2POO)

représentés par leurs coordonnées de Mumford (algorithme 6). Il se décompose en deux étapes, la premiére
(points 1 & 4) consiste & calculer les coordonnées du diviseur semi-réduit Dy + Ds. La deuxieme étape
(points 5 & 8) consiste & le réduire jusqu’a obtenir un diviseur de poids inférieur ou égal a g.

Pour les courbes de modele réel, des algorithmes du méme type sont donnés dans | , ]

Génériquement, la complexité de 'algorithme de Cantor est

O (M(g)log(g) + gM(g))

ot M(d) est le nombre d’opérations a effectuer pour faire une multiplication de polynémes de degré infé-
rieur & d. Notons que pour les grands genres, Cantor | ] a proposé un autre algorithme de réduction
asymptotiquement meilleur. En pratique, g est « petit » et M(g) est égal & g? (avec la multiplication
naive) ou a ¢'°82®) (avec Karatsuba).

En genre fixé et notament pour le genre 2 et 3, il est possible de dérouler I'algorithme de Cantor. Ceci
permet d’économiser certaines opérations. Par ailleurs, de nombreux parametres rentrent en compte
pour choisir le meilleur systéme de coordonnées (projectives, affines, variables supplémentaires,...) et les
meilleurs formules. Parmis les divers papiers sur ce sujet, citons celui de Lange | | pour le genre 2
qui rassemble des formules et donne leur complexité pour trois systemes différents de coordonnées.

Pour des applications cryptographiques, nous pouvons souvent choisir des courbes et des diviseurs parti-
culiers. Ainsi si certains coefficients sont nuls ou s’ils sont petits alors les formules sont moins cotteuses.
Par exemple l'utilisation de diviseurs du type P — P, permet d’avoir des polynémes u et v initiaux de
degré 1 et 0 et de ce fait de n’avoir que deux coefficients a gérer.

2.3 Variétés analytiques

2.3.1 Liens avec les variétés algébriques

Comme les fractions rationnelles sont des fonctions méromorphes, les variétés algébriques sont des
variétés analytiques. De méme les morphismes algébriques entre deux telles variétés sont des morphismes
analytiques. La réciproque est en générale fausse : le tore C9/QZ9 +7Z9 ot Q est une matrice de Mat,x 4(C)
ne peut étre le lieu des zéros d’un systeme polynomial.

Le théoréme de Chow | | montre que tout sous-ensemble analytique fermé de I’espace projectif
est algébrique. Une application de ce théoreme est que toute application holomorphe f entre une variété
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Algorithme 6 Algorithme de Cantor

Entrée: les coordonnées de Mumford (uy,v1) et (ug,v2) de deux diviseurs Dy et Do de Jac(C) ou C est
la courbe d’équation y? = f(x).

Sortie: les coordonnées de Mumford (u,v) de Dy + Ds.

Grace au pged étendu, calculer d = pged(ug, ug, v1 + v2) = s1ug + saus + t(v1 + v2).
u = ujug/d?

v 1= (81u1vg + Saugvy + t(v1ve + f)) /d

v :=v mod u

while deg(g) > g do
w:=(f —v?) /u
v:=—vmodu
end while

9: return Les polynémes (u,v).

algébrique compacte X dans une variété algébrique Y est réguliere | , proposition 15]. En particulier,
si X est une variété abélienne, alors X est compacte et il est possible d’appliquer la propriété précédente :
tout morphisme analytique entre deux variétés abéliennes est un morphisme algébrique.

Par exemple, nous appliquerons ce résultat dans le cadre suivant : soit Jac(C) une jacobienne de
courbe hyperelliptique sur C donnée avec les coordonnées de Mumford, d’apres 2.2.2 et 2.1.1, Jac(C) est
une variété abélienne donc compacte. Dans la section 2.3.3, nous donnerons un isomorphisme analytique
entre Jac(C) et un tore C9/Aq. Dans le chapitre suivant, nous utiliserons un résultat de Mumford donnant
un plongement (analytique) de C9/Aq dans P"(C) grace aux fonctions théta. Par composition de ces
deux applications, nous obtenons un isomorphisme analytique entre Jac(C) et une sous-variété de lespace
projectif. Ce morphisme est donc algébrique d’apres les résultats de Serre et il est donc naturel d’en
trouver les équations. Cela sera fait dans le chapitre 5.

Dans toute cette these nous prouvons des propriétés algébriques sur C mais nous voulons les appliquer
sur d’autres corps et en particulier sur les corps finis. Quand le corps est plongé dans C, les équations
sont valides par restriction.

Un corps algébriquement clos K de caractéristique 0 et de degré de transcendance sur Q dénombrable)

peut étre plongé dans C par le principe de Lefschetz. Le plongement n’est pas topologique mais nous avons
le droit d’utiliser des résultats algébriques prouvés a laide de la topologie (et en particulier nous pouvons
utiliser le tore complexe C9/Aq). En résumé, tout résultat algébrique sur C se transporte sur K.
Etant donnée une variété abélienne sur un corps fini F; avec ¢ = p°®, nous pouvons relever la variété
sur une extension algébrique K de Q, puis la plonger dans C, et utiliser le principe de Lefschetz. Nous
obtenons alors des résultats sur le relevé de la variété dans K et par réduction modulo 3 les résultats se
transportent sur la variété originale sur IF;. Ce principe de demonstration est applicable pour les variétés
ordinaires. Il faut cependant faire attention & avoir de bonnes propriétés de réduction modulo p.

Par ailleurs, la majorité des résultats de cette thése sont applicables sur des corps de fonctions.
De ce fait nous pouvons considérer que les parametres des courbes ou les coordonnées des points sont
des parametres formels. Il faut cependant faire attention au fait que les corps de fonctions ne sont pas
obligatoirement parfaits.

2.3.2 Tores complexes

Cette section est basée sur le chapitre 4 de | | écrit par Rosen.

Un tore complexe de dimension g est le quotient de CY par un réseau A. Il est clair que C9/A est une
variété analytique compacte. Soit A; et Ay deux réseaux de C9. Si v € Matyx4(C) est telle que oAy C Ay
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alors la multiplication par «,

d) . (Cg/Al — (Cg/AQ
@ z — az mod Ay,

est une application holomorphe entre les deux tores. Ce sont en fait les seules préservant 0.
Propriété 2.3.1. L’application

{a € Maty(C) aAy C Ao} — {¢: C9/Ay — C9/Ay holomorphe et telle que $(0) = 0}
« — ¢o¢

est une bijection.

L’équivalent de la polarisation pour les tores est fourni par I'existence d’une forme hermitienne particu-
liere. Précisons la convention que nous utilisons pour les formes hermitiennes : ce sont des applications H
de C9 x C? dans C qui sont C-linéaires par rapport & la premiere variable et telle que H(x,y) = H(y,x).
De ce fait elles sont anti-linéaires par rapport a la deuxiéme variable.

Une forme hermitienne H se décompose en une partie réelle et une partie imaginaire : pour tout
vecteurs z,y de C9, nous avons H(z,y) = E(iz,v) + iE(z,y) ou E = $(H) est une forme bilinéaire
alternée & valeurs réelles. Pour tout z,y, nous avons la relation E(ix,iy) = E(x,y).

Définition 2.3.2. Soit T = C9/A un tore et soit H une forme hermitienne sur ce tore. On dit que H
est une forme de Riemann si sa partie imaginaire E = S(H) vérifie E(A,A) C Z.

Un tore est polarisé s’il existe une forme de Riemann H non dégénérée dessus. Il est principalement
polarisé si de plus P{(S(H)) =1 (ot Pf est le pfaffien).

Demander que Pf(S(H)) = 1 implique que EF = S(H) est non dégénérée. On parle alors de forme
symplectique.

Matrice des périodes

Pour tout réseau A C CY, il existe une base de A sur R constituée de 2¢g vecteurs. Nous pouvons
écrire le réseau A comme A = PZ?9 ol P est une matrice de Matyx2,(C). Dans le cas ot le tore est
principalement polarisé, la matrice P peut étre choisie comme étant la base dans laquelle la matrice

de F = S(H) est :

~Id, 0
Streng | , 11.4.1] donne un algorithme permettant de transformer une base quelconque du réseau en
une base symplectique. Par définition, F(Pz, Py) = ‘zJy. Lang | , chapitre 8] prouve que la matrice

P vérifie des conditions supplémentaires suivantes appelées conditions de Riemann :
PJliP =0, 2i(PJ7 1P >0

ou > 0 signifie que la matrice hermitienne est définie positive. En fait la forme de Riemann est, sur la
base canonique de CY, -

H(u,v) = "u (2i(PJ1'P)"") 0.
Posons P = (P1,P,) avec P, et P, dans Matgy,(C), les matrices P, sont inversibles car elles sont
composées de g vecteurs linéairement indépendants. En considérant ’application

CcCs — 9
z s Pylz

Le tore C9/A est isomorphe & C9/Aq ont Ag = QZ9 + 79 avec Q = P; ' P, € GL(g,C). Les relations de

Riemann imposent les conditions suivantes sur ) :
=0, () > 0.
Définition 2.3.3. L’ensemble des matrices de GL(g,C) symétriques et de partie imaginaire définie po-

sitive est appelé espace de Siegel et est noté H,.
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Action du groupe symplectique

Un autre choix de base symplectique produit, en général, une matrice ' de H, différente de Q.
Explicitons ce qui se passe : soit P’ = (P], Pj) une autre base symplectique du réseau telle que E ait
la méme matrice J dans cette nouvelle base, il existe une matrice y de GLay(Z) telle que P’ = Py (la
transposée permettant d’avoir une action a gauche). La matrice de E dans la nouvelle base est alors v.J %y.
Or par hypothese, celle-ci est égale & J donc  appartient au groupe symplectique Sp(2g,Z) ou

Sp(29,Z) = {v € GLoy(Z), vJ %y = J}

Posons

v = ( é IB; ) A,B,C,D € Matgy4(Z).

L’équation P’ = P % implique que
P{:PltA+P2tB, P2’=P1tC+P2tD.
Revenons sur le lien entre les matrices Q et Q. Nous avons

Q = 9

— tpll tP2I—1

= (P'A+PR'B){(P'C+P,'D)!

(A'Py + B'P,)(C'Py + D'Py) ™"

(Atpl tP2—1 + B) p, th—l(Ctpl tP2—1 —|—D)_1
= (A'Q+B)(C"2+D)"!
=

o AQ + B)(CQ+ D)

Avant d’étudier Paction de Sp(2g,Z) sur les éléments de H,, donnons quelques propriétés du groupe
symplectique :
Lemme 2.3.4.
7 € Sp(29,Z) <= v~" € Sp(29,Z) <= "y € Sp(29, Z)

) A B L .
Soit v = < C D ) € Matagx24(Z), nous avons les équivalences suivantes

tAC et ‘DB sont symétriques
v €5p(29,Z) <= { tAD — *CB =1d

A'B et DC sont symétriques

A'D - B'C=1d

1

Par ailleurs si v = ( g g ) appartient ¢ Sp(2g,Z) alors la matrice v~ est donnée par

-1 ‘D —'B
Y= _to tA -

Démonstration. La matrice v appartient & Sp(2g, Z) si et seulement si v.J %y = J. En multipliant & gauche
par 7! et & droite par %! nous obtenons I'équation J = y~1J%~! qui montre que y~! appartient
a Sp(2¢,7Z). Quand nous prennons I'inverse de cette derniere équation nous obtenons —J = H(—J) (%)
ce qui montre que *y appartient aussi & Sp(2g, Z).

Pour montrer la deuxieme assertion du lemme, il suffit de calculer le produit de matrices

A B J A 'C A'B—-B'A A'D - B'C
Cc D ‘B D )\ -D'A+C'B C'D-D'C
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Cette matrice doit étre égale a J et donc nous obtenons la premiere équivalence. Pour montrer la deuxieme,
nous appliquons cette équivalence & %y au lieu de ~. Grace A ces relations, nous vérifions que

A B ‘D -'BY\ ( 'D -'B A B 1
C D —tc 4 )T\ —tc 4 c D) %

d’olt la forme de v~ 1. O

Définition 2.3.5. Le groupe Sp(2g,Z) agit sur Hy par

Sp(20,Z) x H, — H,
<é g) L0 — 7.0 = (AQ+ B)(CQ+ D)L

On peut vérifier que cette action est bien définie. En particulier, il faut montrer que .Q2 appartient
bien a H,.

Quand nous considérons seulement Paction de Sp(2g,Z) sur le demi-espace de Siegel, nous voyons
que —Idy, agit trivialement (ceci n’est plus le cas si nous rajoutons l'action sur C9). Nous avons alors le
théoreme suivant

Théoréme 2.3.6. L’ensemble des classes de variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g
modulo isomorphismes est en bijection avec PSp(2g, Z)\Hg.

Soient € et Qy deux représentants de la méme classe de PSp(2g, Z)\Hy. Les tores C?/Aq, et C9/Aq,
sont isomorphes. Il doit donc, d’aprés la propriété 2.3.1, exister une matrice a € GL4(C) telle que
Iisomorphisme soit donné par la multiplication par «. Un rapide calcul permet de trouver a et montre
la propriété suivante.

Propriété 2.3.7. Soient Q, et Qo deux matrices de Hy correspondant & des tores (principalement pola-

A B
c D ] de Sp(2¢,Z) telle que

risés) isomorphes. Il existe alors une matrice v = [
’)/.Ql = (AQl + B)(CQQ + D)71 = QQ.
L’isomorphisme entre les deux tores étant donné par

Cjnzs+79 — CIYQ,79 + 79
z — Y.0,% = t(Cgl + D)*lz = (7920 + A)Z

Quand cela est clair par le contexte, nous écrivons 7.z au lieu de 7.q, 2.
Si nous décomposons z € C9/Q07Z9 + 79 en z = Q1a + b ou a et b appartiennent a RY, nous avons
v.z=7.(Q1a+b) = (7.81) (Da — Cb) + (—Ba + Ab) = Qs (Da — Cb) + (—Ba + Ab)

Cette décomposition est utile pour étudier ’action sur les points de n-torsion du tore.

Sous-groupes du groupe symplectique

Nous allons souvent nous intéresser a des classes particulieres d’isomorphismes. Commencons par
définir les groupes de congruences suivants.

Définition 2.3.8. Pour n > 1, posons

To(n) = {[ a0 ] € Sp(29,2), C = 0mod n}
-

ZB; ] €5p(29,2), B=C=0modn, A=D =1d, modn}
A B : t _ 1 t _
Ipon = c €T, diag(‘AC) = diag (‘DB) = 0 mod 2n

A
c

[ —]

D
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Avec les notations de la propriété 2.3.7, nous avons pour tout a,b € C9
~7.(1a +b) = (Ab — Ba) + Q2(—Cb+ Da) mod Agq,.

Toute matrice de T'g(n) laisse globalement invariant le sous-groupe symplectique %ZQ /Z9 des points de
n-torsion du tore. Il y a en fait une bijection entre I'y(n)\Hg et les classes d’équivalence de paires (A, K1)
ou A est une variété abélienne principalement polarisée et ou il existe Ko tel que

A[n] = K1 D K2

soit une décomposition symplectique de la n-torsion. Les classes d’équivalences (A, K;) sont prises mo-
dulo la relation d’équivalence suivante : (A, K1) est équivalent a (A’, K7) si et seulement s’il existe un
isomorphisme de A vers A’ envoyant K; sur K7.

Soit x et y deux points de n-torsion. Posons x = Qa + b et y = Qc + d avec a, b, ¢, d appartennant
& 179/79. Définissons alors
én(z,y) = exp(—2imn(‘ad — 'bc)).

Le groupe I'(n) correspond & ’ensemble des isomorphismes qui fixent les points de n-torsion. De plus, le
couplage €, de n’importe quelle paire d’éléments de n-torsion reste inchangé.

Dans la suite, il sera alors utile de considérer les sous-groupes suivants.

Définition 2.3.9. Pour n > 1, posons

fn{{é g]eSp(Zg,z), B =C = 0mod n, ADj:Idgmodn},

f‘ngn = { [ é g ] el,, diag (tAC) = diag (tDB) = 0 mod Zn} .

La différence par rapport aux groupes I',, et I';, 2, est que nous autorisons les matrices a étre congrues
a +Id modulo n.

2.3.3 Application d’Abel-Jacobi
Définition

Une variété abélienne de dimension g sur C est un groupe de Lie complexe et compact. D’apres les
propriétés des groupes de Lie, elle est isomorphe analytiquement & un tore C9/A ol A est un réseau. Dans
le cas d’une variété principalement polarisée, nous avons vu que ce tore est isomorphe au tore C9/Aq
avec Aqg = Z9 + QZ9 pour une certaine matrice Q2 de H,.

En fait, nous pouvons construire explicitement cet isomorphisme pour les courbes hyperelliptiques.
Le corps C étant algébriquement clos et de caractéristique 0, nous pouvons supposer qu’'une courbe

hyperelliptique C est de la forme
2g+1

y? = H (x — a;)
i=1
ot les a; sont des nombres complexes distincts. Posons agg42 = 00 € P*(C). Nous considérons la courbe C
comme une surface de Riemann compacte.

Choisissons g + 1 chemins v, de P!(C) d’origine ag,_; et d’extrémité as, tels qu’aucun chemin ne
se croise. Soit U l'ouvert de P*(C) complémentaire de ces chemins. Les fonctions ++/f(x) sont holo-
morphes sur U (aprés un choix initial de racine en un point). En coupant deux copies de P*(C) suivant
les chemins 7, et en les recollant, nous pouvons reconstruire C : I'une des copies correspond a la fonc-
tion y = v/ f(x) et Pautre & y = —/ f(x).

Considérons les chemins A; et B; du dessin 2.3. Dans le dessin 2.4, nous donnons leur projection sur
la droite x € P*(C). Les chemins A; et Aj ne se coupent pas si ¢ # j, de méme pour B; et B;. Le chemin
A; ne coupe B; que si ¢ = j (dans ce cas, ils se coupent en un unique point). Ces chemins forment une
base du premier groupe d’homologie H;(C,Z) de la surface de Riemann compacte C.
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FIGURE 2.3 — Lacets sur la courbe C vue comme surface de Riemann

B

FIGURE 2.4 — Projection des lacets sur P*(C)
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Propriété 2.3.10. L espace vectoriel des formes différenticelles de premicre espéce QY (C) est explicitement

donné par
Ql(C):{w:P(wyWC P e C[X], deg(P)Sg—l}

Définition 2.3.11. La matrice des périodes ) associée a une courbe hyperelliptique C est définie de la
fagon suivante : il eziste une base normalisée (w;),;<, de QL(C) telle que

/ wj = 045
A;

Le coefficient (i, j) de Q € Maty ,(C) est alors donnée par

Qij = / Wwij.
B

i

La matrice {2 ainsi obtenue n’est pas quelconque, Mumford | , cor. 2.2] montre qu’elle appartient
au demi-espace de Siegel H,. Nous notons w le vecteur (w;);<;<,-

Définition 2.3.12. L’application d’Abel-Jacobi u est définie par

{ c — C9/Aq
u:

P — ffl,;w mod Ag (2.1)

ot n’importe quel chemin de P, a P sur C peut étre choisi.

Démonstration. Pour montrer que I'application d’Abel-Jacobi est bien définie, il suffit de vérifier que
pour tous chemins 7 et 4" de Py, & P nous avons

/w—/wz/ w €079 +79
vy v Y=

Le lacet v — 4/ appartient & Hy(C,Z). Or par définition de la base normalisée (wi)1<i<gﬂ le réseau Ag est
exactement 'image de H;(C,Z) par 'application envoyant un lacet o sur fg w. O

Nous prolongons par linéarité ’application d’Abel-Jacobi aux diviseurs :
Div(C) — C9/Aq
: P
ZPE(C npP  — (Zpe(c Np fPoc LU) mod Ag

Théoréme 2.3.13 (Abel-Jacobi). L’application u d’Abel-Jacobi est un isomorphisme entre la jacobienne
algébrique Jac(C) et la jacobienne analytique CI/Aq.

Image de la 2-torsion

Les images des points de ramification par I'application d’Abel-Jacobi peuvent étre déterminées en
manipulant les intégrales 2.1.

Définition 2.3.14. Soit i dans {1,...,2g+ 1} U {oc}, définissons le vecteur

4 1
ni = < 77775/ > € 5229

par
i g9
pour i =2n — 1 by = (0,...,0, 3 ,0,..., 0)
av861§n§g+17 gn—l = (%7 5%5 0 507” ’ 0)
pour i = 2n b, = (0,...,0, % ,0,..., 0)
avec 1 <n <g, o= (A.08 3 0., 0
pour i = 0o, ., = (0,...,0, 0 ,0,..., 0)
.1 _
7700 - (05 s Uy 707" ) 0)
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Etendons cette définition & tout sous-ensemble S de {1,...,2g+ 1} U {oo} par

Ms=Y m  mg=Y_ns ns=)_ m

icS i€S €S
Propriété 2.3.15. Pour tout sous-ensemble S de {1,...,2g+ 1} U {oo},
u (Z(m) - <#S>Poo> = Qnls + 1§
i€S

Considérons l'opération de différence symétrique o sur les sous-ensembles de {1,...,2¢g+ 1} et sur
ceux de {1,...,29 + 1} U{oco}. Elle est définie par

AoB=(AUB)\ (AN B).

Cette opération correspond & ’addition dans le groupe de la 2-torsion A[2]. Remarquons qu’elle est
commutative, involutive et que Laop = 14 + 1p mod 2. La propriété 2.3.15 donne la valeur exacte de
u(D) en tant que vecteur de C9 et non en tant qu’élément du tore C9/Aq. De la méme fagon que

Z(al,O) — #SP, ~ Z(al,O) — #5°P,

les lese

nous avons la relation 77g = nge mod 1. De facon plus précise,

Nse =1Ms + (1M{1,....2g11}U{o0} — 275)-

Pour éviter les problemes de notations dans le chapitre 5, posons (g = 71,... 2g+1}U{oc}- NOUS avons

'¢=(1,1,...,1), = (g,9—1,...,1).

Pour tout élément de 2-torsion D = ), s(ai,0) — (#S)Px avec S C {1,...,2g + 1}, il existe quatre
sous-ensembles de {1,...,2¢g + 1} U{oo} correspondant :

S, S U {0}, {1,...,2g+1}U {0} \ S, {1,...,2g+1}\ S.

Mumford | ] et Van Wamelen | ] ont choisi de représenter les points de 2-torsion par le
systeme de représentants

{Sc{1,...,29+1}, #S=0 mod 2}.
Dans cette these, nous en préférons un autre, plus naturel dans le cadre des morphismes (chapitre 5).

Définition 2.3.16. Posons U = {1,3,...,2g + 1} les indices impairs. L’image dans C9 du point de 2-
torsion correspondant par lapplication d’Abel-Jacobi s’appelle constante de Riemann et est notée K :

K=Qn,+n;=u (Z(al,o) —(g+ 1)POO>

leu

11 1 g g—1 1
tr - - - t//: J I~ -
TIZ/{_(QﬂZ,"'a2>7 ﬂu (27 2 7~~',2>

Nous utilisons le systéme de représentants {{/ o S, S C {1,...,29g+ 1}, #S5 < g} pour les points de
2-torsion.
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2.3. Variétés analytiques

Deux lemmes techniques

Mumford | , proposition I1Ta.6.3] a prouvé la proposition

Lemme 2.3.17. L’application es définie par

€o ! %Z2g/229 % %229/229 - {:I:l}4 ot 11t I
(1, 0) — (—1)A =)

est une forme bilinéaire. Pour tous sous-ensembles S1, Sa de {1,...,2g+ 1} U {oc} de cardinauz pairs,

nous avons la formule

e2 (Nsy,Ms,) = (71)#(81032)'

Lemme 2.3.18. Pour tout sous-ensemble T de {1,...,2g+ 1},

(—1)* Meornitor = (1)L

Pour tout sous-ensemble T de {1,...,2g+ 1} U {oo} de cardinal congru a g+ 1 modulo 2,

(_1)4t71(//{oT771l/;oT o (_1)M
La deuxieme partie de cette proposition est la formule de Mumford. La premiere s’en déduit en
considérant T ou T'U {oo} suivant le cardinal de T

Couplage de Weil

Soit A une variété abélienne principalement polarisée associée & une matrice des périodes Q2 € H,.
La forme de Riemann H, et plus exactement sa partie imaginaire £ = $(H), définit naturellement une
application

CIxCI —» Cc*
z,y — 672i7rE(w7y) :

Rappellons que si nous écrivons z = Qa + b et y = Qc + d alors E(x,y) est égal a ‘ad — e. L’applica-
tion e~ 27 E(*9) ainsi définie coincide en un certain sens avec le couplage de Weil. Soit et 3 deux points
de m-torsion de C9/Aq (c’est & dire que a, b, ¢, d appartiennent & %Zg/Zg)7 posons

ém(z,y) = exp(—2imE(x,my)) = exp(—2irm(‘ad — 'bc)).

Un cas particulier de cette formule est

1/m 1/m
0 0
ém | , i = exp <_2m>
: m
0 0

1l existe un isomorphisme ¢ entre A et C?/Aq tel que

VP,Q € Alm],  en(P,Q) = én(d(P),$(Q)).

En effet, il suffit de composer I'isomorphisme A — C9/Aq par un changement de base symplectique. Dans
le cas particulier ot A est la jacobienne d’une courbe hyperelliptique, I'application d’Abel-Jacobi u est un
isomorphisme explicite entre A et C9/Aq. L application é,, correspond exactement au couplage de Weil :

Propriété 2.3.19. Soient P et Q deux éléments de Jac(C)[m] alors le couplage de Weil est donné par
em(P,Q) = ém (u(P),u(Q)).
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Chapitre 2. Variétés abéliennes

Une preuve dans le cas elliptique est suggérée dans l'exercice 1.15 de | ] (Notons I'inversion du
signe dans I'exponentielle). Dans le cas d’une variété générale, cette formule est encore valide, sa démons-
tration est faite par exemple dans [ , - 114] en étudiant les fibrés.

Soit (P, ..., Pay) une base symplectique de la m-torsion. C’est a dire que la matrice du couplage de
Weil dans la base P; est
G 1d,
—(m Idy
2im

ol (,,, est une racine primitive m-ieme de 'unité fixée. Sauf dans le cas ou (,, = exp (W)’ il n’existe pas
de matrice v de Sp(2g,Z) telle que la base (P, ..., Py) corresponde & la base canonique de C9/A q.
Si nous travaillons sur un corps plongé dans C, il faudra alors faire attention a la racine de 'unité (,
utilisée. Pour d’autres corps, nous pouvons choisir n’importe quelle racine primitive m-ieme de I'unité.
En effet, pour les preuves, nous pouvons utiliser le principe de Lefschetz pour plonger le corps dans C
mais nous avons le choix de quelle racine primitive m-ieme de I'unité s’envoie sur exp (217”)

Nous ne reviendrons pas sur ce point par la suite : si le corps est naturellement plongé dans C, quand
nous parlerons de base symplectique de la m-torsion, nous supposerons que G, = e (P1, Pyi1) est égal
A exrp (22'77)

m /)"
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Chapitre 3

Fonctions théta

Les fonctions théta sont le principal outil utilisé, dans cette these, pour I’étude des variétés abéliennes.
Historiquement introduites pour I’étude des surfaces de Riemann, elles ont trouvé de nombreuses appli-
cations dans divers domaines des mathématiques. En cryptographie, elles fournissent des systéemes de
coordonnées « canoniques » pour les variétés abéliennes.

Des versions algébriques des fonctions théta ont été introduites par Weil | ] pour étudier les va-

riétés abéliennes générales. Ces derniéres ont été étudiées en particulier par Mumford. Contrairement a la
théorie analytique des fonctions théta, les versions algébriques présentent ’avantage d’étre des fonctions
définies sur d’autres corps que le corps des complexes et les preuves de certains théoremes énoncés dans
ce chapitre font appel de maniere fondamentale & la théorie algébrique des fonctions théta.
Cependant, pour de nombreuses applications, le principe de Lefschetz et la théorie de la réduction per-
mettent de transporter les propriétés obtenues sur C a d’autres corps. En particulier, il est possible
d’utiliser cette méthode pour les variétés ordinaires sur les corps finis (avec certaines limitations sur la
caractéristique du corps liées au niveau des fonction théta).

Pour simplifier I’exposition, nous ne travaillerons que sur C et nous ne présenterons que la théorie
classique. Pour celle-ci on peut se référer aux livres | , ]. Pour aller plus loin en restant
dans le cadre analytique on consultera | , |. Pour I’étude algébrique, citons |

|, et | ] qui généralise certains résultats de cette these.

Apres avoir défini les fonctions théta et donné leurs liens avec les variétés abéliennes en 3.1, nous
décrirons en détail comment les utiliser pour avoir une arithmétique efficace en 3.2.

) )

3.1 Propriétés théoriques

3.1.1 Définitions et propriétés

Les fonctions théta sont des fonctions holomorphes de CY dans C. Ce sont en fait des translatées de
la fonction théta de Riemann a un facteur exponentiel pres.

Définition 3.1.1. Soient Q2 une matrice de Hgy et z un vecteur de C9. La fonction théta de Riemann est
donnée par

0(z,Q) = Z exp (im 'nQn + 2ir'n z) .
nez9

Pour tout élément a et b de Q9, la fonction théta de caractéristique a,b est définie par

012](2,Q) = exp(ir'aQa+2ir'a (z+1b)) 6 (2 + Qa+b,Q)
Z exp (im (n + a)Q(n + a) + 2in (n + a)(z + b)) .

nez9

La plupart des auteurs utilisent cette définition. Citons par exemple [ , ,
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Chapitre 3. Fonctions théta

Il existe des définitions différentes pour les fonctions théta avec caractéristiques : 'une d’elles consiste
a diviser par 2 les caractéristiques dans l’exponentielle. Ainsi avec cette définition, les fonctions théta
sont définies par

130 = 3 oo (in(m+ 5) 2 (m+ ) +2im (m+ 5) (2+3))

Citons par exemple [ , , ] qui ont choisi cette définition. Pour les niveaux 2 et
(2,2) ol a et b appartiennent & 129 JZ9, cette définition est particulierement bien adaptée et permet
de simplifier les notations. Cependant pour le niveau n quelconque, les caractéristiques a valeurs dans
%Zg /Z9 sont plus agréables & manipuler que s'il fallait les considérer dans ni/QZQ /279.

Dupont | ] a écrit un programme permettant le calcul efficace et certifié des fonctions théta. Bien
que notre but est d’utiliser les fonctions théta sur les corps finis pour des applications cryptographiques,
il est utile de pouvoir évaluer numériquement les fonctions pour tester la correction des formules. En
particulier cela permet d’éviter de faire des erreurs de signes : Mumford reconnait cette difficulté dans
I'introduction de [ ]

En revenant a la définition des fonctions théta en tant que somme d’exponentielles, nous obtenons les
relations suivantes qui sont importantes car elles permettent de justifier le fait que les caractéristiques
sont principalement considérées modulo Z9 et la variable z modulo le réseau Q79 + Z9.

Propriété 3.1.2. Soit Q € Hy et soit z € CI, pour tout k', k" dans Z9 et pour tout a,b € QY,
O[¢](z+ QK +K",Q) = 0[] (2,Q) exp(—im k'Qk — 2in k'2) exp(2in (‘ak” — BK')). (3.1)
De plus, pour tout o, 8 dans QY,
0[5575] (2,9 =0[8] (2 + Qa + B,Q) exp(in 'aQa + 2in ‘oz + B)) exp(2ir ‘ab). (3.2)
En particulier si a, B appartiennent a 79,
0 [Zig} (2,Q) = 0[] (2, Q) exp(2i7 'ap). (3.3)

Par ailleurs
0151 (2,0 =0["3] (2.

En utilisant ces derniéres formules nous obtenons que pour le cas particulier des caractéristiques
semi-entieres, les fonctions sont soit paires soit impaires : soient a et b deux éléments de %Zg,

0151 (=20 = (=1)* “*0[§](2,9). (3.4)
Avec les caractéristiques n (définition 2.3.14), cette équation se reformule : pour tout sous-ensemble T

de {1,...,29+ 1} U {0},
0 [mior] (—2,Q) = (=1 250 [nyer] (2,2)

et la propriété 2.3.18 précise, suivant le cardinal de T, si la fonction est paire ou impaire.

Les fonctions théta vérifient de nombreuses relations : Koizumi [ | dans le cadre analytique et
Kempf | | dans le cadre algébrique ont prouvé la formule 3.1.3 qui regroupe diverses relations dues &
d’autres personnes. Soit un entier m et soient m réels positifs ;. Soient K1, Ky appartenant & Mat, ., (R),
posons

K
K= [ K; ] € Mata, m (R).

Soit Z € Matg ,,(C), nous définissons alors

m

O [K](Z | ..., m®) =[]0 [KD] (29,7:0)

i=1
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3.1. Propriétés théoriques

ou K@ et Z(® désignent la i-ieme colonne de K et de Z. Les colonnes de K codent les caractéristiques
des différentes fonctions théta qui apparaissent dans le produit. De méme, les colonnes de Z sont des
vecteurs de C9 sur lesquels les fonctions théta sont évaluées.

Théoréme 3.1.3 (Koizumi-Kempf). Soit Q une matrice du demi-espace de Siegel Hq. Soit un entier m
et soient m réels positifs y; (respectivement m réels positifs §; ), posons T' la matrice diagonale des ~y; et A
celle des §;. Supposons qu’il existe une matrice T € GL,,,(Q) telle que TTT = A.

Soient K = [ g; } € Matag . (R) et Z € Matg ., (C). Posons
_ Ji N K -1 B
J_|:J2:|_|:K2T , W =ZT.

Posons également L1 = M = Maty (Z), Ly = Maty,,(Z)'T et L = Ly + Ly. L’ensemble Ly est
naturellement un sous-groupe de L et nous notons [L : L] le cardinal du quotient. Alors

[L: L) O [K](Z | Q. ym) = Y exp (—2in Tr (PoJy)) 0 [T+ PL(W [ 619,...,6,,Q) (3.5)

ot la somme porte sur les matrices Py, Py appartenant ¢ Maty ,,(C), avec Py qui décrit un systéme de
représentants de M T~ /(M N M 'T~1) et Py un systéme de représentants de MT/(M N MT).

3.1.2 Systéemes de coordonnées
Fonctions théta de niveau n

Les fonctions théta fournissent des coordonnées agréables a manipuler : chaque fonction théta peut
étre vue comme une coordonnée d’un plongement projectif de la variété.

Définition 3.1.4. Soient Q € H, et n € N. Les fonctions f: C9 — C vérifiant pour tout z € CI et pour

tout m’,m"” € 79,
f(z+Qm +m") = f(z)exp (—min'm/Qm’ — 2min'zm’)

sont dites de niveau n. Elles forment un espace vectoriel noté RS}
Théoréme 3.1.5. L’espace vectoriel R est de dimension finie n9.

Une preuve de ce théoréme est donnée dans | , section II.1]. Par abus de notation on parle de
« fonctions de niveau n » pour désigner seulement une famille génératrice de RS?.

Un intérét de ces fonctions est de permettre de définir une application holomorphe du tore C9/Aq dans
I'espace projectif : k + 1 fonctions fo, ..., fr de RS, telles qu’il existe pour tout z € CY une fonction f;
non nulle en ce point, définissent une application de C9/Aq dans P¥(C). Nous étudierons cette propriété
dans la section 3.1.3

Propriété 3.1.6. Si H est un sous-groupe de G, nous notons par Rpr(G/H) un systéme de représentants
dans G des classes. Une base de RS} est fournie par les familles suivantes :

! _
F =

018 (nz,nQ), a € Rpr (%Zg/zg)} ,

(-2 venn ()}

0[%](kz,Q), abeRpr (%ZQ/Zg)} 7

Fn =

quand n = k?, Py =

quand 2 | n, Fn1yp =

9[21(z,n?2>2, beRpr(},Zg/zg)}.

019](z,)" beRpr(%Zg/Zg)},

{
{

quand 2 | n, F(nj22) = {9 [%] (22'7 41?) , a€Rpr (%Zg/zg> , beRpr (n}ZZg/Zg>} )
{

Fnan =
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Plus généralement, des familles génératrices de RS} sont fournies par

0 \2
quand 2 | n, Fln2)2 = {6‘ (%] <z, n/2> , a€ Rpr (%ZQ/ZQ) , be Rpr (}ng/zg)} ,

F = {9[%‘](2,9)", a,beRpr(%Zg/Zg)}.

Pour ne pas alourdir les notations, nous omettons Rpr dans la suite. Il faut cependant faire attention
car deux représentants de la méme classe ne donnent pas forcément la méme fonction théta : une racine
de 'unité peut apparaitre d’apres I’équation 3.3.

La premiere et la deuxiéme base sont similaires et nous choisissons d’utiliser plutot .#,,. Ces deux bases
sont particulierement bien adaptées pour le calcul d’isogénies (chapitre 7) : le fait d’avoir du % permet,
d’avoir des formules « simples » reliant les théta constantes de niveau nf de la variété associée a Q et
celles de niveau n de la variété associée a % De plus ce sont ces familles qui interviennent naturellement
dans les formules de changement de niveaux. Pour ces raisons, nous décrirons ’algorithmique avec ces
formules dans la partie 3.2.

Dans le cas ot le niveau n = k2 est un carré, nous avons a notre disposition la base Z (k1) (ces fonctions
sont parfois appelées de niveau (k,k)). L’intérét de celle-ci est que les fonctions théta de niveau (k, k)
partent du tore C9/Agq et, si  provient d’une courbe, nous pouvons étudier ces fonctions directement &
partir des points de la jacobienne. Cette propriété sera utilisée pour les preuves analytiques. Cependant,
un avantage a utiliser les bases %) ou %, est qu’elles sont symétriques :

03] (=2)=0[%] (2)

ou des représentants de %Zg JZ9 ont été fixés. Cette propriété est utile pour obtenir des formules plus
symétriques et donc simplifier les preuves algébriques. De plus deux représentants de la méme classe
définissent la méme fonction théta.

La base .#(,, /2,2y quand n est divisible par 2 sera utilisée pour les formules d’addition de la section 3.2.

Dans le cas ol n n’est pas un carré, nous n’avons pas de base agréable analytiquement. Pour n = 2,
cependant, nous pouvons utiliser les deux dernieres familles. La base .7, )2 est particulierement adaptée
pour avoir une arithmétique efficace sans prendre de trop grandes extensions de corps mais comme nous
le verrons page 42, les propriétés de rationalité de ses théta constantes different de celles des autres bases,
de ce fait, la famille .7, 5)> qui est seulement génératrice est parfois préférée.

Finalement la base .7 (,, 1)» et la famille .%(,, ,,)» pour n différent de 2 ne seront utilisées que pour '’étude
des formules de Thomae (chapitre 6) ou elles apparaissent naturellement. Au niveau de l'arithmétique,
nous ne disposons pas de formules efficaces et comme dans le cas précédent, les propriétés des théta
constantes associées a la base %, 1)» different de celles des autres bases.

Remarque 3.1.7. Pour prouver que toutes ces familles sont bien des bases, mous pouvons utiliser les
formules de changement de coordonnées (page 38) et un résultat de Mumford [ , proposition II.1.3]
qui montre que les deux premiéres familles sont des bases.

Numérotation

Il existe différentes « numérotations » des fonctions théta. Nous utiliserons principalement celle par les
caractéristiques comme définie précédemment 3.1.6. Celle-ci est également utilisée par Mumford |

)

| ou Igusa | ].
Au lieu d’indicer les fonctions théta par des éléments de Rpr (%Zg /Zg), certains auteurs les indicent
par Rpr (Z9/nZ9). Par exemple Lubicz et Robert | , | définissent 6;(z) := 0 [Z?n} (z,2)

pour i € Z9/nZ9.
Dans le méme ordre d’idée, pour le niveau (2,2), on fixe des représentants des classes de Z29 /2729 &
coefficients 0 ou 1. Ainsi les fonctions théta de Jacobi (genre 1) sont définies de la fagon suivante.

boo(z) =018 (29),  Onn(2):=0[2] (29, 0u(x):=0[F] (=0, o) =0[]](9).

SIS
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3.1. Propriétés théoriques

C’est aussi le choix fait par Igusa | ] pour le genre 2.

Toujours pour le niveau (2,2), Van Wamelen | ] a introduit des fonctions théta tordues t4(z)
indicées par les sous-ensembles A C {1,...,2g + 1} de cardinaux congrus & g + 1 modulo 2. Une telle
fonction correspond & la fonction théta 6 [nyoal (z,€2) (voir le chapitre 5). Takase [ ] et Koizumi
[ | utilisent la notation [T pour la théta constante 0[nr](0, ).

Finalement, dans le cas du genre 2, il y a 16 fonctions théta de niveau (2,2). Les auteurs ont alors
proposé différentes numérotations. Ainsi Weng | ] utilise pour les théta constantes (non nulles) la
notation

_ (0 0) _ [ (00)]
o = olon]o. 6 = o 0]0,
o = 0. “E’}(om, 0. = o[ N] 09,
(01) (3 4).
_ 0) _ (3 0)
o = o[ o o 6= 0| 00,
1 [0 )]
97 = 9|:t(0(2)))i|(079)7 98 = e_tgézg_ (07Q)a
1 t1 1
0 :e[(”)}o,g, 0o = 0| 2] 0.0).
9 0o | 08 10 Gy O

Gaudry | ] introduit la numérotation suivante (noter la permutation de 62, 03, 04 et celle de fg, Oy
par rapport a celle de Weng)

t [ %00
ne = olen]eo.  ee = o[ fY)] e,
0z = o[ (0] E, ae = o[ HN]ew,
M1 0)] [ (1 0)]
o) = o[ 0], ) = 6 tEO § (.9),
o) = o[ R, ae = o[ EH]ea,
bo(z) = 6 Eoog (5.Q),  Ou(z) = 0 E g (2,9),
() = 0l |G, e = ol e,
oa() = 0|40 . e = ol Do,
bsz) = 0] G, o) = o] B D] o
15(Z) t(% %) (Z, )7 16(2) 1’(0 %) (Zv )
Par ailleurs, Gaudry | | pose
012) = o[ 00]¢20), e = 9[;(35))](@29),
O3(2) = 9{5(%3))}(2,29)7 Ou(z) = a[t(gg))}(z,m).
Les numérotations de Gaudry ont également été utilisées dans I’article | ]. Dupont | | a préféré

introduire la notation suivante qui est plus « logique » mais présente 'inconvénient de mélanger les
fonctions paires et impaires. Soient a, b deux vecteurs de %Zg, posons

g g
Cc = 2211)1’ + Z 29+Zai,
i=1 i=1

et notons 6.(z) pour 8[%] (z,Q). L’indice c est la valeur décimale de la concaténation des éléments de 2%
et de 2% (avec les poids forts a droite). Le choix de commencer la numérotation par les b est cohérent
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avec la base .#(;, 1)> du niveau 2 : les 29 fonctions théta qui y interviennent sont alors numérotées de 0
a 29 — 1. Dans le cas du genre 2 nous obtenons

™
~

i) = o[on]Ee,  ae = o[4Y]E.
I o R OB e
N [ RO R P R
i = 0| G e = o] e,
w = o[ OD]e, a6 = o] 1] e,
o) = 0| Lo e = o 1] e,
baz) = 0[]0, e = 0| Y],
Ouu(z) = 6 ((0 )) (5.Q),  Oi5(z) = 6 E ; (2.9).
Cette dernitre notation est également utilisée par Streng [Str10] et c’est celle que nous choisissons pour

cette these.

Changements de base

Les formules pour changer de bases sont données par les relations suivantes qui découlent de la formule
de Koizumi. Entre la base .Z,, et %,

Q
Vb e 1Z9/79, 019] (z, n) = Z exp(2imn ‘ab)0[§] (nz,nQ), (3.6)
ae%Zg/Zg
1 a 1 . t 0 Q
Va € 5 29/79, 018] (nz,nQ2) = " Z exp(—2imn ‘ab)d [9] | z, - (3.7)
be%Zg/Zg
Pour n = k2, entre la base F (k) 6 Fn,
Q
vb e 424/z0, (=)= X olalao), (3.5
aE%Zg/Zg
Va,b € £79/79 019 (kz Q) = — 3 exp(-2i ktﬁ)e[ 0 } 2 (3.9)
a,b €% , bl (k2 ) = xp(—2imk a pip) (=) .
pex L9/
Pour 2 | n, entre la base .%(,,/2,2) et Fp,
Q 4Q
vb € L29/z, 0[9] ( n) - Y 6] (zz, n) | (3.10)
aEng/Zg
TN 0
Va € 329/79, b € ﬁng/zg, 01%] (22, n) =2 Z (—1)**Pg [%gﬁ} (z, n) . (3.11)
ez L9/79
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Pour 2 | n, entre la famille .7, 52 et la base .7,

Vb e 17979, 9[2}@,2)9[3](0,2): > e[z](z,ng}?f, (3.12)

Va € 3Z29/79, Vb € 17979,

o[ AR 2im2'aB)0 [ 9 o191 (0,2 3.13
[b] Z’T/Q Y] 12 exp(—2im aﬁ) [b+ﬂ] Zag [3] ) (3.13)
,8€§ZQ/Z~‘7
La base F(, 1)2 étant une sous famille de .#(;, 5)2, la derniere équation reste valide. Cependant il n’y a

pas d’expression « simple » permettant d’exprimer les fonctions de .%, en fonction de celle de .F, 1)2.
Le plus simple est de passer par la base %, /2,2) :

Vb e 17979, 019] <z,732)2: > 9[;;,](%,?)9[3](0,43), (3.14)

ae% ZQ/Zg

Va € 329/79, Wb € 7152979,

. 40N o 40 1 o 0 0\’
619] (22, n) 618 (On> - = 12 exp(—2in2'aB)0 {%w} (2W> . (3.15)
5€§Z9/Zg
Pour des variétés abéliennes absolument simples, les théta constantes 6 [J] (0, 2) et 6[§] (0, %2) in-
tervenant en facteur dans les relations précédentes sont non nulles.
Si la théta constante 6 [J] (07 %) de I’équation 3.12 est nulle, nous pouvons la remplacer par [g] (0, %)
ou 3 appartient a %Zg /Z9. En effet il existe un 8 telle que cette théta constante soit non nulle (car la
variété abélienne C9/ (%ZQ + Z9> se plonge dans P2°~1(C) par les fonctions de .%).

De méme pour tout a, il existe g € %ZQ/ZQ tel que 60 5] (0, %) soit non nulle. Nous pouvons alors
remplacer 4 [§] (0, %) dans la formule 3.15 par cette théta constante.

Exemple 3.1.8. Placons nous en genre 2 et en niveau 2. Nous utilisons la numérotation de Dupont. Les
fonctions théta des différentes bases sont :

Q Q Q Q
Pour %, : {90 (z, 2) , 01 (z, 2) , O (z, 2) , O3 (2, 2)}

Pour F {60 (22,29) , 04(22,29) , 05(22,2Q) , 012 (22,2Q)}
Pour F(a1 : {0007, 0297, 02297, 032, }
Pour F 3 22 : {90 (Z,Q)2 s oo, O3 (2,9)2}

Le changement de variables pour passer de F4 o Fo est

Q
6o <z, > = 0o (22,2Q) + 04 (22,29) + 05 (22,2Q) + 612 (22, 292)

>
fin

>
/\/N\/\
D VD oD

= 90 (22’, 29) - 94 (22, QQ) + 98 (22, QQ) - (912 (22’, ZQ)

n

90 (22, 29) + 94 (227 29) - 98 (227 29) - 912 (227 29)

>
w

= 00 (22, QQ) — 04 (22, QQ) — 08 (22’7 QQ) + 012 (22, QQ)

n

~ N~
I
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Le changement de variables réciproque pour passer de Fo & F4 s’en déduit. Comme nous n'utilisons pas la
base F}, nous ne le détaillons pas. Intéressons nous maintenant au changement de variables pour passer
de Foy G F(32)2. Pour simplifier les formules, nous oublions le /2 dans les arguments des fonctions
théta de la base F5.

46y (2,9Q)° 00 (2) 0o (0) + 61 (2) 01 (0) + 02 (2) B (0) + 63 (2) 65 (0)
4 64 (Z, 9)2 = 6 (Z) 01 (O) + 61 (Z) 0o (O) + 05 (Z) 03 (0) + 03 (Z) 0o (O)
405 (2,07 = 0(2)02(0) + 61 ()65 (0) + 05 (2) 0y (0) + 05 (2) 6 (0)
4 65 (2,Q) 0o (2) 03 (0) + 61 (2) 02 (0) + 02 (2) 61 (0) + 605 (2) 6y (0)
40, (2,0 = 05(2)0(0) — 61 ()61 (0) + 05 (2) 02 (0) — 05 (2) B3 (0)
4 65 (z Q) _ 0o (2) 03 (0) — 61 (2) 62 (0) _ 0 (2) 61 (0) + 05 (2) 65 (0) .

Rapppelons que nous avons défini les théta constantes comme étant le vecteur projectif des fonctions d’une
famille génératrice de RSt évaluées en 0. Si nous remplacons z par 0 dans toutes les formules précédentes,
nous pouvons calculer les théta constantes associées aux nouvelles bases en fonction de celles des anciennes
bases.

Supposons connues les fonctions théta de la famille F (3 9)2 et faisons I’hypothese que 6 (07 %) n’est pas
nulle. La famille %5 est alors donnée par :

Q Q
o (27 2) o (0, 2) = 0y (2,9)% +04(2,9)° + 05 (2,9)% + 012 (2,9)°
Q Q - 2 2 2 2
01 275 90 075 = 91(279> +65(Z7Q) +99(Z7Q) +913(Z7Q)
Q Q . 2 2 2 2
92 275 00 0,5 = QQ(Z,Q) +96(Z7Q) +010(Z,Q) +014(Z,Q)
Q Q 2 2 2 2
03|25 00|05 ) = 65 (2,07 + 07 (2,Q)" + 011 (2,Q2)" + 015 (2,Q)".

En remplacant z par 0 nous n’obtenons les théta constantes de la base Fo qu’a un facteur projectif preés.
Supposons maintenant connues les fonctions théta de la base F(31)2. La formule .15 se traduit par

00 (22,2Q) 0y (0,29) = 0o (2,Q2)° + 01 (2,9)% + 05 (2,Q)° + 03 (2, Q)
04 (22,2) 04 (0,2Q) = 6 (2,Q2)% — 01 (2,2)% + 02 (2,Q)° — 03 (2,9)*
0s (22,2Q) 05 (0,2Q) = 0o (2,Q2)° + 01 (2,9)% — 0 (2,Q)° — 03 (2,9Q)°
012 (22,20) 015 (0,2Q) = 0 (2,9)° — 01 (2, Q)" — 0 (2, Q) + 05 (2,Q)°.

Si nous faisons hypothése que les théta constantes sont non nulles, nous obtenons alors les fonctions théta
de la base F}. Remarquons par contre que les théta constantes ne sont pas calculables (nous n’obtenons que
leur carré). Les fonctions théta de la base Fy s’expriment en fonction de celles de F (3 1y2 en combinant
les changements de bases précédents.

Etudions maintenant la base F(n1yn et la famille .#,, ,,)». Pour obtenir les fonctions de .F(, ,)» a
partir de celles de .%/, nous avons la relation

Va,be 179/79, 0[] (z,Q)" = Z exp (2im n(a + on)b) Ts,, (0,Q) 0 [“F0~ ] (nz,n€2) (3.16)
ane%Zg/Zg
ou Ty, (0,Q) est définie de la maniere suivante
n—1
T., (0,0 = Y > > [To[* 106+ 1)9).

(e%1 EZQ/ZQ a2€%Zg/Z9 an,leﬁzg/zg i=1
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Remarquons que dans la définition de T', nous pouvons prendre «; toujours égal au vecteur 0 de QY. Son
introduction permet cependant de simplifier I’écriture de la formule.

Dans 'autre sens, les formules suivantes permettent de passer des familles .%(,, 1yn ou F(;, ,,)» & la base .7,
pour tout a et tout a dans %ZQ/ZQ,

nIT, (0,Q)0[&] (nz,nQ) = > exp(=2imn'Ba) 0 [“5%] (2, Q)" (3.17)
pen /79

nT, (0,Q)0[¢] (nz,nQ) = Z exp (—2imn'Ba) 0 [§] (2, )" . (3.18)
BexZ9/79

Avant de donner la démontration de ces formules, faisons la remarque suivante qui montre que cette
famille de fonctions se comporte mal vis & vis des autres bases.

Remarque 3.1.9. Les constantes Ty, (0,€) ne sont pas directement calculables a partir de la donnée
d’une des familles de fonctions théta considérées. Nous ne pouvons donc pas calculer les coordonnées d’un
point avec la famille F, ,y» @ partir des coordonnées du point dans une des bases classiques.

Une solution pour résoudre ce probléme pourrait étre d’utiliser les isogénies (chapitre 7) pour obtenir
les théta constantes des variétés associées aux différentes matrices €2 qui apparaissent dans les équations.
Dans la formule 3.17, la constante T, (0, ) est un facteur projectif qui n’a pas besoin d’étre calculé. Nous
pouvons donc calculer les coordonnées de la base .7/, a partir de celles de la famille .7, ,yn.

Les formules précédentes se trouvent dans le livre de Krazer et Prym | | au chapitre 5. Nous
reformulons la démonstration en utilisant les notations modernes.

Démonstration. Considérons la matrice suivante

11 ... ... 1

o
o

o
I
e}
—
|
o =
[\ e}

0 0
0 n—1 0

o
o -
—
o

nous pouvons vérifier que

PR =
(n—1)n
n

La formule 3.16 est alors un cas particulier de la formule de Koizumi avec T' = F'. Si les a; parcourent
des représentants de %Zg /29 alors

Pl = (Oél — Q2,0 —O3,...,0p_1 — Oén,an) € Matg’n(Q)

décrit M T /M ou M = Mat, ,(Z). Par ailleurs,

(a,...,a) T7' = (0,...,0,a),
(b,....,0)T = (0,...,0,nb) € Mat, ,(Z),
(zy...,2)T = (0,...,0,nz).

car b appartient a %Z-" JZ9.
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Passons maintenant a la démonstration des équations 3.17 et 3.18. Pour cela, nous utilisons la formule
de Koizumi avec la matrice T = F~!.

d (H 0 [ o+1](0,4(i + 1)9)) 0 [25re] (nz,nQ)

=1
= > exp(=2inTx("P11)) 0™ [L](Z Q)
PzGMT/M

ot M = Mat, ,(Z) et d est le cardinal du groupe quotient M T'/M. Nous avons

Ji o= (g —ag,...,0n 1 — an,a, +a) 'F
= (o1 +a,—a1 +2a2+a,—2as +3as+a,...,—(n — Day—1 +na, +a)
= (a,...,a,a+na,) mod ZI

ou la derniere égalité est vraie si les a; sont des éléments de %Zg /79 pour i compris entre 1 et n — 1.
Ecrivons P, = (p1,...,pn) et remarquons que les conditions sur P, impliquent que

— np, appartient a Z9 ,

— i(p; — pi+1) appartient & Z9 pour 1 <i < n— 1.
La trace se réécrit de la maniere suivante

n—1
Tr (‘PoJi) =) i'(pi—pis1) i+ “(pr+ ...+ pn) a+n'pro.

i=1

Nous sommons maintenant la formule 3.19 sur les «; comme dans la définition de 7. Nous obtenons,
apres avoir permuté les sommes,

n—1
dT,, (0,€) 0 [t ] (nz,nQ) = Z Z exp (—Qiﬂ Zit(pi —pz‘+1)>
Pa a; E%Zg/Zg =1
1<i<n—1

x exp (=2im ("(p1 + ...+ po) atnpaan)) O[] (Z Q). (3.19)

Cette équation est valide car les caractéristiques J; sont congrues modulo Z9 a la caractéristique a qui
est indépendante des «;. Le terme général de la somme est non nulle si les p; sont tous égaux et nous
notons 3 € %Zg /Z9 la valeur commune. Supposons que «,, appartient & %Zg /Z9, nous avons donc

n9T,, (0,Q)0 [* ] (nz,nQ) = Z exp (—2im (n'Ba+ n'Bay)) 03] (z,Q)" .
pexZ9/79

Un simple renomage sur a et «;,, permet d’obtenir les formules voulues. O

Etude des théta constantes

Soit .# umne famille génératrice de RY. Par abus de langage nous parlons de théta constantes de
niveau n pour désigner le vecteur (projectif ou affine suivant les cas) de ces fonctions évaluées en 0.
Ainsi, pour un élément b de £79/Z9, la constante 6 [9] (0, 2)? est une théta constante de niveau 2 (pour
les familles #(5 1) et 37(2’2)2) mais elle est aussi le carré d’une théta constante de niveau 4 (pour la
famille %3 2)).

En remplacant z par 0 dans les formules de changement de base, nous obtenons des relations liant les
théta constantes associées aux différentes familles.

Ainsi, les théta constantes associées aux quatre premieéres familles s’expriment les unes en fonction
des autres. Remarquons que les équations ne sont pas a coefficients rationnels : des racines n-iémes de
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I'unité apparaissent. C’est la seule obstruction : si nous supposons que les théta constantes d’une famille
sont définies sur un corps k de caractéristique différente de n et contenant les racines n-iemes de I'unité,
alors les théta constantes des trois autres familles sont aussi définies sur k.

Il n’en est pas de méme pour les deux derniéres familles : partant des théta constantes de .%#,,, nous
pouvons calculer celles de .7, 1)2 et .%(;, 2)2 mais I'inverse n’est pas vrai. Le cas de .%(,, 2)2 est particulier
car méme s’il n’est pas possible d’obtenir exactement les théta constantes de .%,,, nous les obtenons a un
facteur projectif pres.

La base ., 1)2 est le seul cas vraiment « problématique » en pratique. Il n’est pas possible d’obtenir
les théta constantes des autres familles a partir de celles de %, 1)2. Ainsi, les propositions 3.1.25 et
3.1.26 montreront qu’il existe différents choix de matrices {2 € H, donnant les mémes théta constantes
de F(,,1)> mais des théta constantes de .%(, 5)> différentes. Ces théta constantes ne vivent pas sur le
méme corps : il faut prendre une extension de corps de degré 8 en général (4 pour les corps finis). Nous
observerons également dans les paragraphes suivants, les conséquences sur la torsion de la variété

3.1.3 Liens avec les variétés abéliennes
Cas général

Le but de cette partie est de commenter I'assertion suivante : les fonctions théta de niveau n fournissent
un systeme de coordonnées projectives pour les variétés abéliennes principalement polarisées.
Rappelons que sur C, toute variété abélienne principalement polarisée est isomorphe & un tore C9/Aq.
Cependant les fonctions théta ne sont pas définies sur C9/Agq mais sur C9. La propriété 3.1.2 montre que
toutes les fonctions de RS évaluées en z different du méme facteur que leur évaluation en z + A pour
tout A € Ag. Nous avons alors la propriété suivante dont une preuve se trouve dans | , D- 29].

Théoréme 3.1.10 (Théoréme de Lefschetz). Pour n > 3, une famille génératrice de k fonctions de
niveau n fournissent un plongement de C9/Aq dans P*~1(C).

Pour n = 2, les fonctions de niveau 2 ne permettent de plonger que CI/Aq/ ~ ot ~ est la relation
d’équivalence telle que z ~ —z.

Cette propriété montre qu’il est possible d’utiliser des coordonnées théta pour coder les informations
d’une variété abélienne. Par ailleurs, c’est le seul systeme de coordonnées connu pour une variété abélienne
générale (par exemple celles qui ne sont pas des jacobiennes de courbes).

Pour la dimension g = 2, I'image de la variété par les fonctions théta de niveau 2 s’appelle surface de
Kummer.

Les coordonnées de I'image du zéro de la variété abélienne (correspondant au vecteur 0 du tore C9/Ag)
par le plongement de niveau n sont les fonctions théta de niveau n évaluées en 0 c’est-a-dire les théta
constantes.

De méme, I'image des points de n-torsion se lit treés facilement sur les théta constantes de niveau n (sauf
pour la base %, 1)2). Dans le tore C9/QZI + 79, ces points sont donnés par Qa + 3 ol v et 3 sont des
vecteurs de 179 /7.9,

Propriété 3.1.11. Soit Q@ € H, et soient a et B des vecteurs de %Zg. Nous avons alors les relations
projectives suivantes : pour la base F,,

O18](n(Qa+ ), n)] 17, = [0[*5%] (0.nQ) exp (2imnaB)] 174, .

pour la base Ty,

Q Q
09 (Qa + 8, )] = {9 o (O, ) exp (—2imn ‘ab } ,
918 )z = [P T05] (0 o ), 12072

quand n = k2, pour la base F (ke ,k)

a _ atko oz t
18] (k@0 +5),9)), 4707, = [0 [1H3] O Qe (-2imkiad)] 1y
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quand 2 | n, pour la base F(y,/2.2),

a 40) - at+2a 40 . Ny
(0049 )] s =B 0 )] s
be%ﬂzg/zg be%ng/zg

quand 2 | n, pour la famille (’n’2)2,

a Q 2 at+Za Q 2 . t
0%] (Qa—i—ﬁ, 71/2) 329,70 = 9[ br3 } (O’n/2> exp (—2imn ‘ab)

aE%Zg/Zg ’
be%Zg/Zg bE%Zg/Zg
pour la famille F(,, pyn,
a n _ ata n .
0151 Qa+8,0)"] 170, = [315] 09" ep (-2itnad)] | 17,

Dans ces six cas, les coordonnées des points de n-torsion sont la permutation et la multiplication par
une racine n-ieéme de I'unité des coordonnées du zéro de la variété données par les théta constantes. Ainsi
un point de n-torsion sur une variété abélienne vivra sur la plus petite extension de corps contenant ces
théta constantes et les racines n-iemes de I'unité.

Pour des raisons arithmétiques nous supposerons que le niveau est pair, ce qui impose, pour ces
familles, que tous les points de 2-torsion soient rationnels.

Pour la base .Z,, 1)2, seule la F-torsion et une partie de la n-torsion s’expriment en fonction des théta
constantes : pour o € %QZH et g€ %Zg,

[9[21 (Qaw,?f}?f

Pour la base Z(,, 1)», seule la moitié de la n-torsion est rationnelle : pour 8 € %Zg ,
0 n _ 0 n
[e[b] (B,9) ]be be%zg/zg - [9 [b+f3] (0,9) ]bG%Zg/Zg'

Dans le cas de corps de caractéristique non premiere avec le niveau, la n-torsion de la variété abélienne
se comporte différemment du cas général 2.1.8. Au vu de la propriété 3.1.11 précédente, il est clair qu’il
faut modifier les fonctions théta si nous voulons travailler avec des variétés sur ces corps. On pourra
consulter | , , ]

big] (0, 732)2exp (—2imn tab)}

o] .
be%ZQ/ZQ [ be% 2979

Supposons a partir de maintenant que le niveau n est pair. Nous voulons étudier I'image de la variété
par le plongement. L’image de la variété abélienne est une variété algébrique de P™*~1(C) et doit donc étre
localement le lieu des zéros d’un systeme polynomial. La formule de Koizumi 3.5 implique de nombreuses
relations entre les fonctions théta. En particulier,

Propriété 3.1.12 (Equations de Riemann généralisées). Soit Q € H, et soient z1, ..., 24 quatre vecteurs
de C9. Posons 2z = z1 + 2o + 23 + 24 €t 2} = z — z;.
Sotient by,...,by dans %Zg, posons 2b = by + ba + bs + by et supposons que b appartienne aussi a %Zg.

Posons alors b, =b—b; € L79.

Pour tout caractére x sur £79 /79 (on peut poser x(fB) = (=1)*'*F quec a € 179/79), nous avons

Z X(ﬁ)19 [bl(-)&-ﬂ] (21)9 [brz(—)i-ﬁ] (22) Z X(ﬁ)e [b;;?‘rﬁ] (23)9 [b4(—)0—ﬁ} (24)
pe3Lo/L sy /L9

| X xS o[ @ || X X80 [nls] G0 [ns] G| 3:20)
sesZ9/7,9 pes 2979
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ot les fonctions théta correspondent & la matrice Q/n du demi-espace de Siegel. De méme, supposons
que n = k2 avec k pair. Posons,

1 1 1 1
111 1 -1 -1

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1

Soit Z dans Mat, 4 (C). Pour tout a, b dans Matg 4 (%Zg) tels que aT' et bT' appartiennent a Mat, 4 (%ZQ) ,
nous avons

4 4
@ i _ . (aT)D 4o (4)
2 6 [M <z< >,Q) - Y e (—4m tﬁa(l)) [T¢ {m;mw} ((ZT) i Q) (3.21)
i=1 a,BE%Zg/Zg i=1
Quand 4 | n, la formule de Riemann généralisée s’écrit de maniere plus simple avec la base .%(;,/2,9) :

pour tout a dans Matg 4 (%Zg) tel que a1 appartienne & Matg 4 (%Zg) et pour tout b dans Mat, 4 (%/229)

tel que aT" appartienne a Matg 4 (#229),

29 - a® (1) 40N o (1) - (aT)Dta (@ 40
H 0 [b(“ } 27 ol Z exp (—471'@ Ba ) H 0 [ (bT)“)—i-ﬂ} 227", - (3.22)
i=1 i=1

opesLI/79

Notons que les formules sont toujours valides avec a et b dans Q9 mais, dans ce cas, les fonctions qui
apparaissent n’appartiennent plus aux bases .% considérées.

Démonstration. Les équations 3.21 et 3.22 s’obtiennent directement a partir de la formule de Koizumi
avec la matrice T donnée. Pour obtenir la formule 3.20 il faut utiliser les formules de changements de
base page 38 (pour ce faire il faut avoir montré les formules précédentes avec a et b dans Q7). O

En spécialisant les équations précédentes avec 21 = —z9 = z et 23 = z4 = 0 nous obtenons les équations
de Riemann classiques (on ferra attention aux signes devant by et By dans les formules suivantes) :

Propriété 3.1.13 (Equations de Riemann). Soit Q € Hy, et soit z € CI.
Soient by, ...,by dans %Zg, posons 2b = by + by + bs + by et supposons que b appartienne aussi a %Zg.
Posons alors b, = b — b;. Pour tout caractére x sur 7979,

Yo XB 056 (20 05 () Yo X80 [1,%5](0)6[1,%5] (0)
8e3L%/79 pe3 /2

=X e[ @)@ || X w0 [khs] @0]4%] 0
pe329/79 pe3 L /L

ot les fonction théta correspondent a la matrice Q/n du demi-espace de Siegel.

Théoréme 3.1.14. Pour n > 4, les équations de Riemann définissent l'image du plongement par les
fonctions théta de %, de la variété abélienne dans P™’~1(C).

Ce théoréme est prouvé dans Mumford | , théoréme 10]. En spécialisant encore plus avec z = 0
nous obtenons des relations entre les théta constantes :
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Propriété 3.1.15. Pour 2| n, les théta constantes de la famille F,, vérifient les relations de Riemann :

avec les notations précédentes,

> X8 [055] (001,55 (0) > X(B[1,55] (00 [156](0)

BG%Zg/Zg 5€%Z9/Zg

= > XB) [—i15] (0)0 [4_p)1s] (0) > X(B)[b045] (0)60[5-015] (0)
pe3 Lo/ pex L9/
ot les fonction théta correspondent o la matrice Q/n du demi-espace de Siegel. Les théta constantes
vérifient aussi les relations de symétries : pour tout b € %ZQ/ZQ :

0[2%] (0,2) =0[9] (0,2).

Réciproquement, étant donnés nY éléments vérifiant les relations précédentes, existe-t’il une variété
abélienne principalement polarisée dont ces éléments sont les théta constantes? Nous avons le résultat
suivant qui répond partiellement a la question

Théoréme 3.1.16. Pour n > 4 pair, soit My, la variété projective définie par les équations de la pro-
priété 3.1.15 précédente et soit My, le sous-ensemble de M, correspondant aux théta constantes d’une
variété abélienne. Alors M, est un ouvert de M,.

Mumford | ] avait conjecturé ce théoreme pour n > 4. Pour n divisible pas 8, ce résultat a été
prouvé dans | ] et Kempf | , théoreme 28 p. 92] a étendu la preuve au cas n > 4 pair.
En pratique on prendra des « théta constantes » vérifiant les relations 3.1.15, on définira alors la variété
par les équations de Riemann 3.1.13. Les formules d’additions (qui permettent de prouver que la variété
algébrique est abélienne) sont données par les formules de Riemann généralisées (proposition 3.1.12, voir
aussi la partie 3.2). Etant donné des « théta constantes » vérifiant les relations 3.1.15, vérifier que nous
avons bien obtenu un élément de .#,,, n’est pas trivial. Lubicz travaille sur ce sujet dans le but d’obtenir
un algorithme certifiant que les « théta constantes » sont bien un élément de ..

Cette discussion montre qu’il est important d’avoir des théoremes valides sur d’autres corps que C.
Ici nous ne pouvons pas utiliser le principe de Lefschetz et la théorie de la réduction car des relations
pourraient exister sur IF, qui n’existent pas sur C. Par ailleurs les variétés abéliennes principalement
polarisées pourraient ne pas étre toutes « représentables » par des fonctions théta.

Dans le cas particulier ou la variété abélienne est la jacobienne d’une courbe hyperelliptique, nous
avons des propriétés plus précises.

3.1.4 Liens avec les courbes hyperelliptiques

Soit C : y? = f(x) une courbe hyperelliptique sur C, nous avons décrit & la section 2.3.3 comment
construire I'application u d’Abel-Jacobi et obtenir une matrice 2 de H, associée & la courbe. La jaco-
bienne Jac(C) est isomorphe au tore C9/Aq et se plonge donc dans P™’~1(C) & I'aide des fonctions théta
de niveau n.

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions théta de niveau (2,2). D’apreés la propriété 3.1.2,
certaines fonctions théta sont impaires et les théta constantes associées sont donc nulles. Dans le cas ou
la matrice §2 provient d’une courbe hyperelliptique, ce ne sont pas les seules. Avec les notations de la
section 2.3.3,

Théoréeme 3.1.17. Soit 2 une matrice de Hy correspondant & une courbe hyperelliptique. Alors,
VS C L. 201} #8 ¢ 9.9+ 1} <= 0lnes] (0.9) = 0.

Cette propriété caractérise les variétés abéliennes principalement polarisées qui sont la jacobienne d’une
courbe hyperelliptique.
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Ce théoreme a été prouvé par Mumford | , corollaire I11.a.6.7]. Une autre preuve a été donnée
par Poor | ]. Ce théoréeme montre en particulier que pour une courbe hyperelliptique, les théta
constantes 6[§](0,92) et 6[](0,£) ne sont pas nulles.

Plus généralement il est intéressant de savoir distinguer quand une variété abélienne est la jacobienne

d’une courbe : c’est le « probleme de Schottky ». A ce sujet on pourra consulter | , ]. Ce
probléme a été résolu pour la dimension 4 (premier cas ou il existe des variétés abéliennes non jacobiennes
de courbes) par Schottky [ ] et Schottky et Jung [ ]

Dans le cas des courbes hyperelliptiques, le théoreme 3.1.17 permet de simplifier les relations de
Riemann.

Propriété 3.1.18 (Relations de Frobenius). Soient z1, 22, 23, 24 quatre vecteurs de CY tels que Y, z; = 0.
Soient ¢1, o, ¢, ca des vecteurs de R?9, alors

4
0= > (=)D TT 0 e +my] (20)
j€{1,...,2g4+1}U{co} i=1

ot &y est la fonction caractéristique de U c’est-a-dire que &y(j) est égal a1 si et seulement si j appartient
a Uensemble {1,3,...,2g9 + 1} des indices impairs.

Comme les équations de Riemann (théoréme 3.1.14), les relations de Frobenius engendrent I'idéal des
relations de la variété abélienne.

Une fois que nous avons reconnu qu’une variété abélienne est la jacobienne d’une courbe, nous pouvons
essayer d’avoir des formules exprimant les parametres de la courbe en fonction des théta constantes et
inversement. Dans le cas des courbes hyperelliptiques, nous avons les deux théoremes suivants :

Théoréme 3.1.19 (Thomae). Soit C : y*> = HZgH(x — a;), une courbe hyperelliptique de genre g et

1=1
soit S un sous-ensemble de {1,...,2g+ 1}, alors

i,j€
smon.

cll i<i (a; —a; i<i (a; —a; si#S € {g,g+1},
9[77uos]4:{ OH s( j)Hi,jeS( i) { }

De plus la constante c est donnée par c = ¢/ det(c)? ou e appartient a {41} et o est la matrice telle que

9 -1
1 X0’ da

2 Y

w; =

et w; est la i-ieme différentielle utilisée dans la construction de l'application d’Abel-Jacobi 2.3.11. En
particulier,

[Ticu (a; —a5)

i€S ((li - aj)

(9 [nuos]>4 _ ) (=pE) si#S €{g.9+1},

0[0] igs ,
sinon.
La preuve de ce théoréme est due & Thomae | | sur des idées remontant & Riemann [ ] (on
pourra consulter la traduction de Laugel de ce dernier article | ]). Dans le cas particulier ou ’on ne
souhaite pas calculer la constante ¢, on pourra consulter | , ]. Nous redonnerons la preuve au

chapitre 6. Une réciproque aux formules de Thomae est donnée par

Théoréme 3.1.20. Soit i, j, k trois entiers distincts de {1,...,2g+ 1}. Pour tout sous-ensemble V
de {1,...,2g + 1} \ {k} de cardinal g+ 1 et contenant i, j, nous avons

ap — aj _ (_1)4t7];€(7];/+77;/) 0 [nMoVo{j}] (03 Q)j ¢ [nZ/{oVo{i,k}] (ng)z .
Ok — @4 0 [nMoVo{i}] (Oa Q) 0 [nMoVo{j,k}] (07 Q)
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Le cas du genre 2 avait été traité par Rosenhain [ ] qui supposait de plus que a; = 0, az = 1.
Umemura dans [ , ITIc] donne une version non simplifiée de ce théoreéme. Différentes preuves de
ce théoréme se trouvent dans les articles [ , , ]. La formule d’'Umemura comme celle du

théoréme permet d’exprimer les racines d’un polynome f(x) € Clz] par les théta constantes associées a
la courbe d’équation y? = f(x).

Quand le tore C9/Aq provient d’une courbe hyperelliptique C via I'application d’Abel-Jacobi, nous
avons des informations supplémentaires sur les fonctions théta considérées comme fonctions de la surface
de Riemann C dans C9 | ]

Propriété 3.1.21. Soit e € CY, les assertions suivantes sont équivalentes :
-6(e)=0
- e €0+ Kmod Ag

ot © est le diviseur théta 2.2.2, et K est la constante de Riemann 2.53.16.

Bien que la fonction théta de Riemann ne soit pas définie sur C9/Aq, son diviseur des zéros y est bien
défini. Nous pouvons alors reformuler la proposition précédente pour les fonctions théta de niveau 2.

Propriété 3.1.22. Soit u Uapplication d’Abel-Jacobi. Le diviseur des zéros de la fonction (multivaluée)

Jac(C) — C
D — Onu(D))

est le diviseur © (ensemble des diviseurs de poids strictement inférieur a g). Soit E un élément de Jac(C),

la fonction
Jac(C) —» C

D — 0 [771,{ + 3((5))/// :| (u(D))

a pour diwviseur des zéros T_g © ou pour tout diviseur D, l'opérateur Tp est la translation par D.

En particulier, soit un sous-groupe S de {1,...,2g 4+ 1} U {oc}, le translaté Ty, csa—sp. © est le
diviseur des zéros de la fonction D +— 0 [myos] (u(D)).

Propriété 3.1.23. La fonction (multivaluée)

c — C
P — Hu(P)—e)

est soit identiquement nulle, soit a g zéros Py, ..., Py qui vérifient

e=u(Pi+...+ P;))+ K mod Agq.

3.1.5 Action du groupe symplectique

Comme il existe plusieurs matrices {2 associées a la méme variété abélienne, il existe plusieurs plon-
gements différents de cette variété avec les fonctions théta. D’apres la propriété 2.3.7, les isomorphismes
entre deux tores proviennent d’une action de Sp(2g, Z) sur C9 x H,. Examinons comment cette action se
traduit sur le plongement donné par les fonctions théta de niveau n.

Rappelons que si M est une matrice, nous avons noté diag (M) le vecteur (colonne) des termes
diagonaux de M.

Propriété 3.1.24. Soit une matrice v de Sp(2g,Z) donnée par
(A B
=\c b

1. 1.,
e = 5 diag (*AC) , e = 5 diag ('DB)

Posons
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Alors pour tous vecteurs a, b de RY, tout vecteur z de C9 et toute matrice ) de Hy, nous avons

019](7.2,7.9) = C\/det(CQ+ D)exp (mfz(csHD)*lcz) 0 {%( ) ) + ( s )] (2,9)

exp (—ﬂ'i fa A tBa) exp (—m' bC tDb) exp (—2712' taB tC'b)
exp (—2mi*("Aa+ 'Cb+¢€') €”)

ot ¢y est une racine 8-ieme de l'unité dépendant uniquement de . Si la matrice vy est un élément de I'y
alors nous avons de plus que ¢, = £1.
Si v appartient a I'y o U’équation précédente se simplifie en

O15](v.2,7.Q2) = (4/det(CQ+ D)exp (m' % (CQ+ D) Cz) 0 {tv ( Z )] (2,Q)
exp (—m’ fa A tBa) exp (—m bC tDb) exp (—27ri faB th) .

Si de plus z =0,

310.49) = vamcar o |4 ()| e

exp (—m' A tBa) exp (—m' bC tDb) exp (—27ri ‘aB th)

et donc Q — 0(0,9Q)° est une forme modulaire de Siegel de poids 1 et de niveau I'y [ , ).

Démonstration. Cette propriété a été démontrée par Igusa [ , théoréme 2 chapitre 5]. Il faut cepen-
dant faire attention au fait que Igusa considére les caractéristiques comme des vecteurs horizontaux et
que ses actions sont a droite.

Mumford | , chapitre I1.5] a prouvé le cas particulier de I'; 5. On peut s’inspirer de cette derniére
preuve pour montrer la formule dans le cas général. Commencons par remarquer que la formule principale
découle de la formule suivante

0(vy,7.Q) = C\/det(CQ+ D)exp (7ri by (CQ+ D)~ Cy) 0y — Qe + ¢, Q)
exp (mi'e’Qe’) exp (—2mi'e'y)

ot il suffit de poser y = 2+ v, o ((7.2)a + b) (rappelons que l'action de Sp(2g,Z) sur CY a été définie
dans la propriété 2.3.7 et qu’elle dépend d’une matrice de H,).
Pour prouver cette derniere formule on procede en plusieurs étapes :
— On montre que si cette formule est vraie pour 71 et 72 dans Sp(2g,Z), elle est vraie pour 17.
Cette étape est tres calculatoire.
— On démontre la formule pour les générateurs de Sp(2g,Z).
De maniere plus précise,
— pour y = I(()i 51 , en considérant la définition de la fonction théta comme somme d’exponen-
tielles, on a 0 (v.2,7.Q) = 6(z + €”,Q).

— Pour v = ( 13 t/?,l ), de la méme maniére, on obtient 0 (v.z,7.Q) = 0(2,€). Or det(!A71) =1

et donc on pose ¢y = /det(*A~1) € {£1}.

— Pour v = _OI d I(():l ), une des méthodes consiste a utiliser la formule de Poisson. Le calcul est
fait dans | , IL5].

O

Nous pouvons maintenant étudier 'action de Sp(2g,Z) sur les théta constantes de niveau n. En
particulier, nous nous intéressons aux stabilisateurs des théta constantes de niveau n : nous fixons une
base, et nous nous intéressons aux matrices de Sp(2g, Z) qui fixent projectivement les théta constantes de
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cette base. Dans les chapitres suivants, nous nous autoriserons a prendre des isomorphismes préservant
certaines propriétés des théta constantes. Les propositions suivantes seront utilisées pour caractériser les
éléments de Sp(2g,Z) correspondant aux isomorphismes qui nous intéresseront.

Propriété 3.1.25. Pour chacun des vecteurs projectifs de théta constantes suivants

T 0[5] (OvnQ))a ou a € Rpr (%ZQ/ZQ) ,
n (0191(0, %)), oi b€ Rpr (22721,
quand n = k2, F .k (0151(0,92)),, ot a,b € Rpr (%Zg/Zg) 7
quand 2 | n, F(n/2.2) (@1510,%52)) s ot a € Rpr (%Zg/zg) . beRpr (%ﬂzg/zg) ’
2
quand 2 | n, Fm2> | 0]5] (0, ni/Q) > ot a € Rpr (%Zg/zg) . beRpr <%Zg/Zg) ’
a,b
Fayr+ O[51(0,2)"), oila,b € Rpr (129/29),

le stabilisateur du vecteur est I’ensemble fmgn.

Démonstration. Traitons le cas de la famille .%,,. L’image de la n torsion est déterminée par les valeurs
des théta constantes de la famille .%,. Une matrice v fixant ces théta constantes détermine donc I'image
de la n torsion et donc les points de n-torsion modulo les automorphismes du tore. Pour des matrices 2
génériques, le seul automorphisme du tore C?/Aq est I'involution z — —z et donc « doit appartenir & L.

Posons A A /
_ B ~ ;L B/n
7‘(0 D)EF"’ 7_(nc D)'

On vérifie que 4/ appartient bien & Sp(2g,Z). Nous avons alors

0191 (0.2) g

(0. (8
019] (0,%2) 008107 ()
et en appliquant la formule 3.1.24, nous obtenons
0191 (0.22) o[ ] (0.2)

o191 (0.22)  0La]0.%)

exp (—nmi'bC 'Db) exp (—2nmi bCe”)

ol
/_ﬁ . t " o__ 1 . t
e = 2d1ag(AC’), e = o dlag( DB).

Comme v appartient a I, et b appartient & %ZQ , nous avons les relations
n'Cbh = 0mod 1, ‘Db = 4+b mod 1.

De plus, n est pair, nous avons également les relations

t tDB
¢ =0mod 1, fCe’" = ?C diag < ) =0mod 1
n

donc
9[0] 0? ’ynQ 9 0 1" 0 Q
’ ( ) Lenier] (0) exp (—nmi O 'Db)

g1 (0.20) ~ 0LT0.9)

En examinant les caractéristiques des théta constantes, nous devons avoir que e” appartient & Z9, c’est-
a-dire que diag (*DB) doit étre congru & 0 modulo 2n. Quant & lui, le facteur exponentiel doit étre égal
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a 1 ce qui implique que la matrice C'*D (qui est symétrique) soit congru a 0 modulo n et que sa diagonale
le soit modulo 2n. Nous avons donc

diag (tAC) = diag (£C) = diag (C tD) =0 mod 2n
Nous obtenons que v appartient a fmgn et
0 7.8
0B (05) _0[8) 0.2 _ory
018](0,22) 0181(0,%)  0181(
Donc dans le cas ot n est pair, nous avons montré que f‘nygn est bien le stabilisateur des théta constantes

de la famille .%,,. Les cas n impair et ceux correspondant aux autres familles se traitent de la méme
facon. O

30

Propriété 3.1.26. L’ensemble

(A B C=0mod2, A=D=Idmod2,
"=\ c b ) diag (‘DB) =0mod 2, diag (*AC) = 0 mod 4

est le stabilisateur du vecteur projectif de théta constantes
Feap: (00810.9)7),  oibe Rpr (32729).

A
C D
téristiques, v doit appartenir a I'; 5. Nous avons alors

(9[%1<o,w.ﬂ>)2 _ (5] e
73T (0.7.5) I3 (0,0)

Démonstration. Soit v = ) une matrice de Sp(2g,Z) fixant le vecteur. En examinant les carac-

exp (—27ri bC tDb) .

Pour que cette valeur soit égale a

7N
|
oo|eo
—~| =
=Ik=
fo] o)
Nl Nl
~_

[\v]

nous devons avoir
C=0 mod2, D=Id mod2,  diag(C'D)=0 mod 4.

Ces conditions impliquent que 7y appartient bien a I’ensemble voulu. Réciproquement, il est clair qu’une
matrice de cet ensemble laisse fixes les théta constantes de F (3 1)2. O

Remarquons la différence entre la propriété 3.1.25 et la propriété 3.1.26 : I'indice des stabilisateurs est
g9(g+1)
2

2 et il est engendré par les matrices :

< 0 1d ) pour i,7 € {1,...,g}.

Au niveau de la 2-torsion du tore C9/Aq, le stabilisateur des théta constantes .%(5 1)> ne laisse fixes que
les points {f, 8 € %Z-" /Z9} tandis que I's qui est contenu dans le stabilisateur des autres familles laisse
fixes tous les points de 2-torsion.

Propriété 3.1.27. L’ensemble

(A B C=0modn, A=D==+Idmodn,
"=\c b ) diag ("DB) =0 mod 2, diag (*AC) = 0 mod 2n

est le stabilisateur du vecteur projectifs de théta constantes

Fnaye s (01310.9)"), oube Rpr (329/29).
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Nous ne faisons pas la démonstration qui est similaire aux précédentes. Remarquons que la base %, 1)n
a un stabilisateur beaucoup plus petit que les autres bases. Explicitons maintenant 'action de Sp(2g,Z)
sur les fonctions théta de niveau (2,2) ce qui nous sera utile dans la partie 6.2.

A

Lemme 3.1.28. Soient a,b dans %Zg et soit v = ( C ZB; ) une matrice de I's, alors

exp (7ri fa A tBa) exp (—m bC tDb) exp (—27m' fa (A —1d) b) ,

)

2
) (_1)2‘aA‘Ba(_1)2‘bchb

o o|lo
Q0 QN2 T

Finalement, pour les fonctions théta, nous avons la propriété

Propriété 3.1.29. Soit A une variété abélienne sur C. Un de ses plongements par les fonctions théta
de niveau n est enticrement déterminé (a Uinvolution z — —z prés) par les théta constantes.

Ce théoreme est cohérent avec les équations de Riemann 3.1.13 qui définissent la variété a automor-
phisme pres et qui ne dépendent que des théta constantes de la famille considérée.

Démonstration. Faisons la preuve pour la famille .7,. Une matrice v fixant les théta constantes de cette
famille appartient & I'y, 2,,. Soit € € {£1} tel que ey appartient & I';, 2,,. D’apres la formule 3.1.24 appliquée
avec €y nous obtenons

0
_Ylp
T pl0 Qy\ -
9[8](7.2,%) 018] (ez,3)
Cette derniere formule montre que les coordonnées des images des points de la variété abélienne sont
laissées invariantes (& l'involution z — —z pres) par Paction de ~.

La preuve dans le cas des autres familles est similaire. O]

3.2 Arithmétique

Apres avoir étudié les variétés abéliennes en tant que variétés algébriques via leurs plongements par
les fonctions théta, nous nous intéressons maintenant a la partie abélienne. Nous nous limitons aux cas
des niveaux pairs. Comme il y a plusieurs bases de fonction théta, il a fallu faire un choix et nous laissons
au lecteur le soin d’adapter les formules pour les autres bases.

Le fait que le niveau des fonctions théta soit pair impose que la caractéristique du corps de base soit
différente de 2. Pour ces corps, il faut modifier les formules, ce qui est fait en genre 1 et 2 dans | ].

Dans un premier temps (section 3.2.1) nous présentons les « vraies » formules d’additions (c’est &
dire comment obtenir z + 2’ & partir de z et de 2’) dans le cas des niveaux divisibles par 4. Nous nous
intéressons ensuite au cas du niveau 2. Puis dans 3.2.3, nous utilisons les additions différentielles pour
diverses applications :

— Garder trace des facteurs projectifs dans les coordonnées projectives des points.

— Calculer les puissances des facteurs projectifs associés a des points de ¢-torsion.

— Calculer le module engendré par des points de ¢-torsion.

Finalement dans 3.2.4, nous présentons et comparons la complexité des différents algorithmes.

3.2.1 Formules d’addition

Lubicz et Robert | ] ont démontré qu’il était possible d’utiliser les relations de Riemann géné-
ralisées 3.1.12 pour obtenir un algorithme d’addition pour les niveaux pairs.
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Algorithme 7 add (P, Q,04) : addition en coordonnées théta .7, /2 2)

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses théta constantes 6§ ] (0, %) de niveau n avec n
divisible par 4. Supposons données les coordonnées théta dans la base .%(;, /2 2) de niveau n de deux
points P et () associés aux vecteurs z et z’.

Sortie: Les coordonnées du point P + ) correspondant & z + 2’.

1: Choisir ay dans 37Z9/Z9 et by dans ni/QZQ/ZQ {On peux mettre un ordre sur 379/Z9 x ni/QZQ/ZQ et
prendre les premiers}

2: for ay dans $79/79 et by dans %MZQ/ZQ do

3:  Choisir as, a4 dans %ZQ/ZQ et b3, by dans %ﬂzg/zg tels que

—ay+as+az3+ag =2a, —by+by+b3+by=2b

avec a € %Zg/Zg et be %QZQ/Zg et tels que 6 [Zﬂ (O7 %) 0 [Zj] (07 %) soit non nul.
4:  Calculer

ulpl] (z+2) =64 ] (2(2 +2), 4:3) %] (2(2 -2, 4:;)
par la formule 3.23.
5: end for
. Vérifier que les u [ 3} | (z+2’) ne sont pas tous nuls sinon revenir au point 3 et choisir d’autres az, bs.
{Il n’y a qu'un nombre fini de choix de as, by et 'un de ces choix convient.}
7: return Le vecteur projectif (u [‘;;] (z + z’)) des coordonnées du point z + 2.

=]

Nous ne décrivons 'algorithme que dans le cas plus facile ou n est divisible par 4. Dans ce cas les
formules s’obtiennent naturellement avec les coordonnées 6 [ ] (2z, %) (propriété 3.2.1). L”algorithme 7
reprend ces formules.

Propriété 3.2.1. Soit n un entier divisible par 4. Pour tout entier i € {1,...,4}, soient a; € %Zg/Zg
et b; € %ﬂzg/zg tels que

—ay1 + as + az + a4 = 2a, —by + by +b3+by=2b

ot a et b appartiennent respectivement ¢ 7.9 /79 et a %/QZg/Zg. Pour tout z et ' de C9, nous avons
a 4Q a 4Q o 4Q " 4Q
276 [, ] (2(24'2/)7”) 0[5, ] (2(2—2’),n> 0[5 ] (O,n) 0[] (O’n) -
40 40 40 40
artata az—ata az—a+o as—a+a
2 O[N] <2Z’ n) 0[5 si5] (22’ n) 05515 ] <22/, n) Ay (22’, n) .

opesLI/79
(3.23)

Pour pouvoir utiliser ces formules pour faire des additions en coordonnées théta, il faut justifier qu’il
existe des indices tels que la quantité

0[] (2(,2— 2, 43) 03] (047?> am (047?>

soit non nulle. Remarquons qu’il existe as et by tels que 6 [Z;] (2(z -2, %) soit non nul car une des
coordonnées du point z — z’ doit étre non nulle (ces fonctions théta fournissant un plongement de la
variété dans P*"~1(C)). Pour 4 | n Mumford [ ] a montré que pour tout choix de aj, ag, by, by il

existe des indices ag, a4, b3, by vérifiant les conditions du théoreme et tels que
. 40 40
012 (on> o] (()n) 40,

93



Chapitre 3. Fonctions théta

Algorithme 8 add (P, Q,O4) : addition en coordonnées théta .%#,

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses théta constantes 9[ ( ) de niveau n avec n
divisible par 4. Supposons données les coordonnées théta dans la base .%,, de niveau n de deux points
P et ( associés aux vecteurs z et 2.

Sortie: Les coordonnées du point P + ) correspondant & z + 2’.

1: Calculer les théta constantes suivantes par la formule 3.11 {elles peuvent étre pré-calculées}

40
¢ ]<0 ) a€32%79, b€ mLd7s.

2: Calculer les fonctions théta suivantes par la formule 3.11
49 4Q
0[%] (22', n) , 0[] (22n) a €329/79, b € L7

3: Choisir ay dans 2Zg/Zg et by dans

prendre les premiers}
4: for a; dans 379/79 et by dans WZQ/ZQ do
5:  Choisir a3, a4 dans 7ZQ/Z‘J et b3, by dans WZQ/Z‘J tels que

n/229/29 {On peux mettre un ordre sur $79/79 x - Zg/Zg et

—a1+a2+a3+a4:2a, —b1+b2+b3+b4:2b

avec a € 17979 et b € %QZQ/ZQ et tels que 6 [52] (0,42) 6 [3:] (0, £2) soit non nul.
6:  Calculer 10 10
ofi) =0 3 (2 o) (20
par la formule 3.23.
7: end for
8: Vérifier que les u [ } (z+ 2’) ne sont pas tous nuls sinon revenir au point 3 et choisir d’autres ag, bs.
{Il n’y a qu’'un nombre fini de choix de as, by et 'un de ces choix convient. }
9: return Les coordonnées projectives v 9] (z + z’) de niveau n du point z + 2z’ obtenues par (voir la
formule 3.10)

v9l(z+2) = Y ulfl(z+7), berZzs.
aeéZg/Zg

Fixons ay et by tels que 6 [Z;] (Q(z -2, %) soit non nul. Cette quantité apparait en facteurs de

toutes les coordonnées théta du points z + 2’ et elle peut donc étre omise car nous avons un plongement
projectif. Evidement, pour calculer les coordonnées de z + 2z’ nous ne connaissons pas celles de z — 2’ et
nous ne pouvons pas savoir si la coordonnée choisie est non nulle. Il est possible apres coup de le vérifier
en testant qu’une, au moins, des coordonnées de z + 2’ n’est pas nulle.

Ces formules ont été obtenues par Baily | ] pour le niveau (2,2). Nous y reviendrons dans la
partie 5.5.

Pour n # 4, les coordonnées .7, /3 2) sont peu utilisées, c’est pourquoi nous donnons dans I'algo-
rithme 8 les formules d’additions pour les coordonnées dans la base .%,,.

3.2.2 En niveau 2

Soit A une variété abélienne. Nous nous intéressons a la variété algébrique A/{£1} et aux coordonnées
théta de niveau 2 associées. Il n’est plus possible d’additionner deux points P et Q. En effet nous ne
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connaissons que les classes de =P et +@Q dans A/{+1} et donc nous ne savons pas discriminer +(P + Q)
de £(P — Q). 1l existe cependant un algorithme de doublement et un algorithme de pseudo-addition ot
nous supposons connue la différence des deux points a additionner.

Remarque 3.2.2. Une fois obtenu des algorithmes de doublement et de pseudo-addition, nous pouvons
calculer le multiple d’un point comme expliqué page 60.

Plus particulierement, nous nous intéressons ici aux fonctions théta de niveau 2 dans le cas particulier

des bases suivantes
Q
{9 (9] (z 2) , be ;Zg/zg} :

y@vl)z = {9 [g] (Z7 Q)Qﬂ be %ZQ/ZQ} :

Fa

Nous supposons, pour cette section, que toutes les théta constantes paires qui apparaissent sont non
nulles. Cela est vrai en particulier dans les cas suivants

— variétés génériques,

— courbes hyperelliptique en genre 2 non (2, 2)-décomposables.
Quand certaines de ces théta constantes sont nulles, il n’est en général pas possible d’utiliser le niveau 2
et nous devons alors rester en niveau 4. Cependant, méme pour ces variétés, il existe des cas ou il est
possible d’utiliser le niveau 2. Dans le cas des courbes hyperelliptiques de genre plus grand que 3, il existe
toujours des théta constantes paires qui sont nulles (théoreme 3.1.17). Cependant, quand les coordonnées
de P — Q sont non nulles, il est quand méme possible de calculer celles de P + Q.

Pour le doublement, nous utilisons les isogénies de Richelot [ , ]:

Ciqrs +79 — CIP079 + 79
z — 2z
z < z

La composition de ces deux isogénies est la multiplication par 2 sur C9/Q7Z9 + Z9.
Sur la surface de Kummer, il n’existe pas de formule d’addition. Cependant si les coordonnées des
points £ P, £Q et (P — @) sont connues, il est possible de retrouver celles de (P + Q).

Cas particulier

Commengons par traiter le cas particulier ou les diverses évaluations des fonctions théta ne sont pas
nulles. L’algorithme est alors beaucoup plus simple. Nous allons utiliser les relations suivantes | ]:

Propriété 3.2.3 (Gaudry). Pour %, quels que soient a et b dans %ZQ/Zg,

1 1 ; 0\?
0161(22,Q) = ——i— —1)*" P9 [ —= 3.24
[0]( 2, ) 299[8](079) 12; ( ) [,3] (Z, 2) ) ( )
B€§Z /7.9
Q 1 bt
oyl (225) - T L Dl es et (3.25)
b ’ 2 a€§Zg/Zg
Pour F31y2, quels que soient a et b dans %ZQ/ZQ,
1 1 ¢
0[61(22,29) = oo Yo DT 3] ()%, (3.26)
20[6](0.20) 2=
5652 /79
2
1 ta (o7
019](22,Q)° = 0.7 S (=)0 [5](22,20) | (3.27)
b ’ a€§Zg/Zg
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Démonstration. Les deux premieres formules sont des cas particuliers de la formule de Koizumi 3.5
appliquée respectivement aux matrices 1" suivantes

1/1 1 11
T:2(1 1)’ T:<1 1)'
m

Dans le cas de la base .%5, supposons que les théta constantes 0 9] (O7 %) et 0[§](0,8) (respective-
ment les théta constantes 6 [9](0,Q) et 6[§](0,20) dans le cas de la base F(51)2) ne sont pas nulles.
Connaissant les théta constantes de la base .7 (respectivement celles de la base .# (5 1)2), il n’est pas
possible de calculer les théta constantes 0[§](0,9) (respectivement 6[§](0,29)) mais seulement leurs
carrés. En fait dans I’équation 3.25 (respectivement 3.27), nous n’avons besoin que du carré de la for-
mule 3.24 (respectivement 3.26).

Quand les théta constantes ne sont pas nulles, nous obtenons donc des formules rationnelles permettant
de calculer les fonctions théta de niveau 2 évaluées en 2z a partir de celles évaluées en z. Une partie
de ces formules se trouvait déja dans larticle de Chudnovsky et Chudnovsky | ]. Pour 'addition

différentielle nous avons besoin des formules supplémentaires suivantes :

Propriété 3.2.4 (Gaudry). Pour tout b dans %Zg, pour tout z, 2" dans CY,

9[2](z+z’,2>9[2](z—z’,2> = Z (—1)*bg[2](22,Q) 0[] (22, 9Q), (3.28)
ae%Zg/Zg
0191 (z+ 2, )°0[9](z—2,Q)° = ST (-1)rt[g](22,20)0[5] (22,2Q) | . (3.29)
aE%Zg/Zg

En se placant dans le cas générique (celui oti aucune coordonnée théta de niveau 2 évaluée en z — 2’
n’est nulle), nous obtenons des formules permettant de calculer les fonctions théta évaluées en z + 2’ en
fonction de leurs valeurs en z, 2’ et z — 2'.

Avant de poursuivre, il est sans doute utile de remplacer les fonctions théta par des coordonnées ce qui
permet de se rendre compte de la simplicité des formules. Traitons le cas du genre 2 pour la base Z (5 1)2.
Il y a 4 fonctions théta de niveau 2 que nous appelons (X,Y, Z,T) de la fagon suivante (cela correspond
a la numérotation de Dupont) :

X = o[uu]eer v = o[8y]eer
2 = ofgplear. T = 0[5y ]eor

Notons (a, 5,7, 90) les théta constantes associées ainsi que (A, B, C, D) celles de la variété isogene :

A = 9[%88”(0,29){ B = e{i((%g))}(o,zsz)z,
9[1%(?”(0,29)2, D = 9[1%3”(0729)2.

Les algorithmes 9 et 10 permettent de calculer les doublements et les pseudo-additions. Nous avons
noté K4, 4,4,5) la surface de Kummer sur laquelle nous travaillons.
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Algorithme 9 Doublement sur une surface de Kummer avec la base .#(5 ;)2 en genre 2
Entrée: un point P = (X,Y, Z,T) sur K(q,5.+.5)-
Sortie: le point [2]P = (X5 : Yy : Z5 : Th).

1:

X = X+Y+Z+T)P4, YV = (X+Y-Z-T7)B,

7 = X-Y+Z-T%c, T = (X-Y-Z+T)*p
2:

X, = X +Y'+Z+T) ), Y, = (X' +Y' -2 -T")%3,

Zy = (X'=Y'+2' =T}, T, = X' =Y -Z+T))

3: return (Xo,Ys, Z5,Tb)

Algorithme 10 Pseudo-addition sur une surface de Kummer avec la base .75 1)2 en genre 2

Entrée: deux points P = (X1,Y1,71,T1) et Q = (X2,Y2, Zo,Ts) sur K(4,5,4,5), et le point R = (x,y, 2,t)
égal a P — @ et tel que zyzt # 0.

Sortie: le point P+ Q = (X,Y, Z,T).

1:
X = (XlJrY1+ZlJrTl)(XerYQJrZerTz)/A7
Y = (X;1+Y— Ti) (X2 + Y2 — Zo — T0)/B,
7 = (X Y1+Z1 T) (X2 = Yo+ Zo = To)/C,
T = (X —Z1+T) (Xy — Y2 — Zy + T)/D
2:

(X' +Y'+ 2+ 1) /z,
(X' +Y =7 —T')? /y7
(X' =Y+ 2 =T')/s,
(X' =Y = Z' +T))

NN <
|

3: return (X,Y,Z,T)

Cas général

Traitons maintenant le cas général : c’est a dire celui ol les coordonnées de z — 2z’ peuvent étre nulles.
Nous ne le traitons que pour la base #3, le cas de la base % (3 1)2 étant plus compliqué. De plus cette
derniere base n’est pas utilisée dans ce cadre. La méthode suivante (algorithme 11) a été décrite dans
[ ]. On pourra aussi consulter | , section 4.8] qui est plus détaillé.

Pour le doublement, nous procédons comme précédemment. Pour la pseudo-addition, il faut utiliser
les formules

Propriété 3.2.5. Pour la base F5 : pour tous vecteurs z et z' dans C9, quels que soient a et b
dans 17979,

0[] 29) = 5 g % (~1)*%0 [, 0] ( 2) o10] ( f;) o (330)
pexL0/7,9
0[5 <Z +2, S;) 0] <Z -2, 2) = Z 0 [piy ] (22,9)0 [, ] (22,9). (3.31)
aEQZg/Z

Il n’est malheureusement pas possible de conclure immédiatement avec les formules précédentes. En
effet, il faudrait diviser par 6[¢](0,9). Or, pour tout b € £Z9/Z9 non nul, il existe un a € 379 /79 tel
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Algorithme 11 Pseudo-addition en coordonnées théta F (niveau 2) : cas général

Entrée: une variété abélienne donnée par ses théta constantes 6[9] (0,%) de niveau 2. Supposons don-
nées les coordonnées de niveau 2 des points correspondant aux vecteurs complexes z, 2’ et z — 2.
Sortie: Les coordonnées du point correspondant au vecteur z + 2’

1: Calculer les théta constantes suivantes par la formule 3.33 {elles peuvent étre pré-calculées}

0 (o] (0,20 [,%](0,9), Va,b,b' € 529/73.

2: if Aucune coordonnée de z — 2z’ n’est nulle then {Nous appliquons la méthode de Gaudry | 1}
3:  Calculer les fonctions théta suivantes par les formules 3.24

0[5]1(22,9), 0[5](22,)  Vae32%zs.

4:  Calculer les produits suivants par la formule 3.28
Q Q
oyl (=43 ) 081 (:-+.5)  welmm
Diviser les coordonnées par 6
6: return Les coordonnées (0[

7: else

8:  Calculer par les formules 3.30 les fonctions théta 6 [§] (22,Q) et 6 [§] (22',2) ol a et b appartiennent
a 17979 et sont tels que (—1)*'* = 1.

9:  Pour tout b € 379 /79 calculer £y, grace a la formule suivante (cas particulier de 3.32) :

Koy =2 Y (1) b9 2] (22,Q) 0[] (2, Q)
QG%ZQ/ZQ

10:  if Kpp est nul pour tout b € %Zg/Zg then

11: Soit by tel que 6 [ ] (z — 2/, ) £ 0 {Alors ¢ [2](z+ 2, ) =0}

12: for b dans 179/7Z9 do

13: Calculer ky5,. {Nous avons kup, = 0[9] (z+2, %) 0[] (2 — 2, %)}

14: Diviser yp,p, par 6 [b%] (z -7, %) pour obtenir la coordonnée b de z + 2'.
15: end for

16:  else

17: Soit by tel que Ky, b, 7 0

18: Calculer

19: for b dans 179/79 do
20: Calculer ky.p, -
21: Calculer

22: end for
23:  end if
58

24: return Les coordonnées (0 [9] (z + 2/, 2))
25: end if
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que cette théta constante soit nulle. Si toutes les coordonnées de z — 2’ sont non nulles, nous pouvons
prendre b’ = b et obtenir les coordonnées de z + 2z’ (voir la propriété 3.2.4 et I'algorithme 10). Dans le cas
général nous remarquons que

9[2](z+z’,2>9[3} (Z—z’,§> + 0[9] <z+z’,2>9[g} (Z_Z/f;)

- 3 (1 + (—1)4'“(”“")) 0,5 ] (22,0)0[,%](2¢,9). (3.32)
aE%ZQ/Zg
Les théta constantes 6 [ ] (0, ) non nulles ne sont par ailleurs pas calculables a partir des théta constantes

de la base .#;,. Par contre nous pouvons calculer le produit de ces constantes qui apparait lors du calcul
du terme 6 [, 7y | (22,9) 6 [, %] (22/,€) dans I'équation 3.31. En effet, nous avons la formule

o @ 1 t Q Q
oL 0[] 0w =g 5 (0oL (0.5)0l] (0F). 63
pe3Lo/79
Supposons maintenant que toutes les théta constantes paires 6 [$](0,€) ne sont pas nulles (c’est a dire,

d’apres la formule 3.4, celles pour lesquelles (—1)4t“b = 1). Alors nous pouvons calculer les quantités
suivantes pour tout b et b’ dans 279 /79 :

KMM:HW}G+wﬂg>0Hﬂ(z—zﬂg)+ﬁuﬂ<z+zﬂ§>ﬂﬂ<}—zﬂ§>.

Si pour tout b, le produit kpp = 260[9] (z + 2, %) 019] (z -7, %) est nul alors nous obtenons les coor-
données de z + 2z’ (algorithme 11 étapes 10 & 15). Sinon il existe by tel que Ky, 5, # 0. Dans ce cas, nous
pouvons calculer

Nous avons alors

OB+ ) | ORI+ D[R] -0 | 0[]+ DORIG-9)

0] +203) O]+ 3)0[5](z-=.3)  Oln](E+3)0[n] (= -#.3)
A ICEES )
0[5] (= =#.3)
_ glby 03] (z—2"3)
0

Kbg,bo e[bo] ZﬁZ’?%).

Pour obtenir la théta constante cherchée il faut donc calculer
Q Kbb 019](z—2",%2) Q
019 z+z',)— 220 2 0121 (2+2,=).
M( 2 Koobe 0[] (2—2,9) Lin] 2

L’algorithme présenté dans | , section 4.8 p. 100] est légerement différent. En effet, on n’y suppose
pas connues a priori les coordonnées de z — z’. Nous obtenons alors, au prix d’une racine carrée, les

coordonnées
Q Q
2 be%Zg/Zg 2 be%Zg/Zg

en fonction de celles des points z et 2’.
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3.2.3 Formules d’additions différentielles
Additions différentielles classiques

Pour certaines applications (et en particulier le calcul d’isogénies, chapitre 7) il est utile de savoir
maitriser le facteur projectif dans les coordonnées des points. Nous appelons alors relevé affine d’un
point P de P*’~1(C) un élément P de A" (C) tel que P s’envoie sur P par I’application naturelle

A™(C) = P ~1(C).

Exemple 3.2.6. Soit la variété A = C9/Aq plongée dans P’ ~(C) par les fonctions théta de niveau n.
Ces derniéres fournissent naturellement un relevé affine : (6[9] (2, %))b € A" (C) est un relevé affine du

point ()\0 (9] (z, %))b e P -1(C).

Soit P et @ deux points d’une variété abélienne A correspondant aux vecteurs z et z’. Supposons
connues les « vraies » coordonnées de niveau 2 des points O4, £P, £Q et (P — Q) (c’est-a-dire les
fonctions théta évaluées en 0, z, 2’ et z — 2’ et non pas ces fonctions & un facteur projectif pres). Les
algorithmes présentés dans la section précédente permettent alors de calculer les « vraies » coordonnées
de niveau 2 du point (P + Q).

Soit un entier 2 pair et supérieur a 3. Supposons connues les « vraies » coordonnées de niveau
n des points O4, P, Q et P — Q. Quand 4 | n, nous pouvons modifier I’algorithme 8 pour obtenir
un algorithme d’addition différentielle (aussi appelé de pseudo-addition) permettant de retrouver les
« vraies » coordonnées du point P + (). Ce nouvel algorithme est ’algorithme 12.

Notons add_diff (?, @, 15_:/62, (/):‘) le résultat fourni par lalgorithme 12 (respectivement de ’algo-
rithme 11). C’est un relevé affine de P 4+ @ (respectivement de +(P + Q)).
Il est clair que add_diff (15, @, P-Q, 5;1) dépend des relevés affines des différents points. La propriété

suivante précise cette dépendance. Pour se fixer les idées, on pourra considérer les relevés affines comme
étant exacts.

Lemme 3.2.7. Soit A une variété abélienne de zéro O 4 et soient P et QQ deux points de A donnés avec

les fonctions théta de niveau n (nous supposons 4 | n). Soient 5,/4, ]3, @, P — Q des relevés affines des
différents points. Soient Ao, , Ap, A\g, Ap—qg des éléments de C*, alors

212
adddiff</\15)\@>\ P=0, 0,04 _ P i P,0.P~Q,0,
! PLHAQW, AP-Q aOAA*)\PQ)\QOa‘fl 5 & s VA -
- A

Chaines d’additions différentielles

Soit un point P sur une variété abélienne donné par ses coordonnées théta de niveau n. Nous voulons
calculer [E]P pour un entier k en n’utilisant que des doublements et des additions différentielles. L’intérét
est de pouvoir calculer les vraies coordonnées du point [k]P en fonction de celles de P et de Oy4. Par
ailleurs, en niveau 2, il n’existe pas d’addition, et pour calculer [k] P, nous devons utiliser uniquement des
doublements et des pseudo-additions.

Nous sommes dans un cas spécial de chaines d’additions appelées chaines de Lucas. Ainsi

1525324 —-7—10—>17

est une chaine de Lucas pour 17. Une fagon de construire de telles chaines est de remarquer que si nous
connaissons les points [n|P et [n + 1] P alors nous pouvons calculer [2n] P, [2n + 1] P et [2n + 2] P. Ces
chaines sont appelées binaires : a chaque étape, nous choisissons le point a doubler selon la décomposition
binaire de k (algorithme 13). Pour un nombre & donné, il existe une unique chaine de Lucas binaire. Par
exemple, la chaine suivante est la chaine binaire pour 17 :

1-2—53—>4—-5—-8—>9—17.
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Algorithme 12 add_diff (15, @, E, é\;‘) : additions différentielles en coordonnées théta .7,

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses théta constantes 6 9] (0 Q) de niveau n avec n

divisible par 4. Supposons donnés des relevés affines P Q, R des coordonnées de niveau n des points
correspondants aux vecteurs z, 2’ et z — 2’.
Sortie: Un relevé affine des coordonnées du point z + 2’.

1: Calculer les théta constantes suivantes par la formule 3.11 {elles peuvent étre pré-calculées}

40
01% ](O ) aec3Z9/79, bE%/QZg/ZQ.

2: Calculer les fonctions théta suivantes par la formule 3.11
40 490 490
03] (22,50 ) 0131 (2. 50) 0131 (26 -0 20 aehmym, vedmms

: Choisir ay dans 379 /79 et by dans %ZQ/ZQ tels que 0 [32] (2(z — 2), 22) # 0.
: for a; dans $Z9/79 et b; dans —ZQ/ZQ do
5. Choisir ag, a4 dans 2Zg/Zg et bs, by dans 7 ng/Zg tels que

=W

fa1+a2+a3+a4:2a, 7b1+b2+b3+b4:2b

avec a € 329 /79 et b € %QZQ/ZQ et tels que 6 [ 52 ] (0, %) 05 ] (0, %) soit non nul.

6:  Par la formule 3.23, calculer
40
O8] (2 N, — .
[bl} < (Z+Z)’ n)
end for

8: return Les coordonnées de niveau n du point z + 2z’ obtenues par (voir la formule 3.10)

o (42 0) = X om0 ). etz

OLEQZg/Z

=

Les chaines binaires ne sont pas les chailnes de Lucas les plus courtes. L’algorithme PRAC de Montgo-
mery [ ] trouve de maniere efficace des chaines de Lucas courtes.

Dans le cadre des fonctions théta de niveau 2, pour avoir des formules de multiplications efficaces nous
n’utilisons que des chaines binaires. La raison sera expliquée a la page 68.

Nous avons présenté une méthode permettant de calculer un multiple d’un point en n’utilisant que
des additions différentielles et des doublements. Cette méthode peut étre adaptée pour calculer [k]P + Q
a partir de la connaissance de Oy, P, Q et de P + Q.

Il est important de noter que le relevé affine de [k]P + @ obtenu & partir d’un relevé des différents
points et & I'aide uniquement d’additions différentielles ne dépend pas de la chaine choisie. Nous pouvons
alors noter

mult_add(k, B, P + Q, 0, O)

le résultat d’un tel calcul. Dans le cas particulier ou @ = O 4, nous notons
mult(k, P,04) = mult_add(k, P, P,O4,024).

C’est le résultat de I'algorithme 13.
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Algorithme 13 multiplication binaire

Entrée: un point P et un entier k£ > 1.
Sortie: le point [k]P.
1: if £k =2 then
2:  return [2|P
3: else
4:  Soit k = Zli:o k;2'=% la décomposition binaire de k avec kg = 1 le bit de poids fort.
5: P, =P;P,=[2]P;
6: for i from 2 to [ do
7 Q@ = P, + P, {On remarque que P, — P,, = P}
8 if k;, =1 then
9: P,=1[2|P,; P, =Q;
10: else {k; = 0}
11: PnL:[Q]vaPp:Qa
12: end if
13:  end for
14: return P,
15: end if

Lemme 3.2.8. Soit A une variété abélienne de zéro O 4 et soit P un point de A donné avec les fonctions
théta de niveau n (ot 4 | n). Soient Oa et P, des relevés affines des deux points. Soient Ao, et Ap des
éléments de C*. Alors, pour tout entier k > 1,

k2

mult(k, A\pP, Ao, 04) = mult(k, P, O4).

kz 1
Oa

De méme, soient P/—T—_/Q et é des relevés affines des points P+Q) et Q) et soient Apyqg et Ag des éléments
de C*. Alors

- D N C e
mult_add(k, \p P, Ap4o P + Q, A0Q, X0, 04) = W mult_add(k, P, P + Q,Q,0.4).

La preuve de ce lemme se fait par récurrence en utilisant le lemme 3.2.7. Le lemme suivant est utile
pour la programmation dans la cadre du genre 1 et 2. Il se montre aussi par récurrence.

Lemme 3.2.9. Soient P, Q, R trois points d’une variété abélienne A. Supposons connus des relevés affines
des points de l’ensemble

{P, Q, R, P+Q, P+ R, Q+R, P+Q+ R}.

Pour tout a,b,c € N, il est possible de calculer aP + bQ + cR en wutilisant uniquement des chaines
d’additions différentielles. Le facteur projectif du relevé affine de ce point est alors :

)\abc ala—b— c+bc))\b(b a— c+ac))\c(c a—b+ab)

fQ+RrAP
)\ab(c 1))\ac(b I)Abc(a 1))\a2+b2+027ab ac—bc+abe—1"
P+@Q P+R Q+R Oa

Calcul des puissances des facteurs projectifs

Soient n et ¢ deux entiers avec n pair. Soit z un vecteur de CY9, posons

P= (9 (4] (Z 2))176;%9/29
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le point de P! (C) correspondant. Supposons que P soit de {-torsion c’est-a-dire £z appartient au

réseau Ag. Soit (3:; un relevé affine du zéro de la variété A et soit P un relevé affine de P : il existe donc
des nombres complexes Ao, et Ap tels que

N 5 W CH ) W

Supposons connues les coordonnées de 6;; et celles de P. Nous voulons retrouver le facteur Ap /A0, -
En utilisant les additions différentielles, nous pouvons calculer @ = mult (6, ﬁ, 0 A) qui est un relevé

affine de Q = [¢]P. D’apres le lemme 3.2.8, nous avons

~ o2
o N GDIC
>‘0A be- Zq/Zg

Cependant comme £z appartient au réseau Aq et d’apres les formules 3.1.2 nous obtenons

_ ¢ 22
G- r 9[]09 _ 2 G,
A£2_1 1 )\e

OA bE Zg/Zg OA

Une des coordonnées de 6:1 n’est pas nulle et en divisant par celle-ci la coordonnée correspondante de @7
nous obtenons la puissance £2-itme du facteur Ap /Ao, -

En fait, nous pouvons faire mieux et obtenir la puissance 2¢-ieme si £ est pair et f-ieme si £ est impair.
Cette méthode est diie & Lubicz et Robert | ]. Détaillons ce dernier cas : posons £ = 2¢' + 1 et

Q. = mult (E/ +1,P, 6;1) , Q- = mult (—E/, P, é:;) )
D’apres le lemme 3.2.8, nous avons

o' +1)?

(
— (O[] (0 +1
)\(OZ/A_’_l) 1 [b] ( ) bGIZQ/Zg

()’
o _ Ap / Y
@ = st (o0 (0 n))beizg/zg-

Comme ¢z appartient & Ag nous obtenons

ar =

'+1)* —r)? -1
5 A (0[0] (( o Q)) At 36 el s
= (w121 Z . ’ 2 7\2 - = ’ -
+ /\(Oe:rn -1 b b€1Zg/Zg )\gAH) -1 /\( ) )\215 +1

Une des coordonnées de @\j étant non nulle, nous obtenons bien la puissance 2¢’ + 1 = /-ieme du facteur
projectif.

—~—

Soit 2z’ un autre vecteur de CY et soit P’ le point correspondant. Soient P’ et P+ P’ des relevés affines
de P’ et P+ P’ : il existe donc des nombres complexes Ap: et Apyps tels que

. 9 e~ Q
(s8] o rnoe )
") ) ek 2979 e Zg/Zg

Nous ne faisons aucune hypotheése sur le point P’. Nous calculons un relevé affine @ de P + P’ avec les
chaines d’addition : _ o
Q = mult_add(¢, P, P + P, P, 04).
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D’apres le lemme 3.2.8 nous avons

~ AL p AR Q
a=retr s (o (4 .2))
AP A0, N ) e L9179

et comme £z appartient & Aq, nous obtenons

S o (e T
Q=—"raen LI L, T T e
)\P’ )\OA bEEZ /Zg >\P’>\OA

Nous pouvons donc calculer la puissance f-ieme du facteur projectif Apyp//Aps en fonction de la puis-
sance ¢-ieme de Ap/Ao,.

Dans le chapitre 6, nous aurons besoin du méme type de résultat pour la base .#(5 5. Soit un vec-
teur z = Qa + B correspondant a un point de ¢-torsion. Soit P le point correspondant,

pP= (9 [g] (227 Q))a,bG%Zg/Zg N

Soit é:; un relevé affine du zéro de la variété et soit P un relevé affine de P : il existe donc des nombres
complexes Ao, et Ap tels que

Oa = Do, (0[31(0,2) P=2Ap(0[3](22,9))

abexZ9/79° abexZ9/79"

Supposons que £ = 2¢' + 1 est impair et calculons par I’algorithme 12 les points
/Q\J::mult (ﬂ—l—Lﬁ,O}) , é\::mult (—6’,}?0]) .

D’apres la formule 3.1, nous avons

— ) ) p —
Q.+ =exp (—2m2€ taﬂa) exp (—2m2€ taﬂ) fé), (3.34)
A
et nous obtenons alors la puissance f-itme du facteur exp (—4mi‘aQa)Ap/Ao,. Si £ est pair, nous ne

savons obtenir que la puissance 2¢-ieme de ce facteur.

Module engendré par des points de /-torsion

Soient k points e; de ¢-torsion et un point P quelconque qui sont donnés par des coordonnées théta
de niveau n. Supposons que les points e; sont linéairement indépendants et notons S et S’ les ensembles

S={e,iec{l,....,g}}U{ei+ej, i#je{l,...,9}},
S'={Ptu{P+e; ic{l,...,g}}US.

Nous décrivons ici une méthode 14 permettant de retrouver, & partir de S, tout le Z/¢Z-module .#
engendré par les e; et & partir de S’, le module affine P+ .4 en n’utilisant que des additions différentielles.
Rappelons que nous avons fait 'hypothese que £ est impair. Ces algorithmes sont des briques de base
essentielles pour pouvoir

— passer des coordonnées compressées aux coordonnées normales | 1,

— calculer des f-isogénies en montant de niveau ([ ] et partie 7.1),

— calculer des f-isogénies sans changer de niveau (section 7.2.2).

Une autre méthode utilisant différemment les équations de Riemann est donnée dans | ]

Dans le cas ou k = 2, il est relativement facile d’obtenir les points de .# (début de 'algorithme 14).
Dans le cas général, par récurrence, nous pouvons calculer toutes les sommes utilisant strictement moins
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Algorithme 14 Calcul, avec des additions différentielles, des points du module .# engendrés par des
points de ¢-torsion.

Entrée: Soient k points e; de ¢-torsion (avec ¢ impair) supposés linéairement indépendants. Etant don-
nées les coordonnées théta de niveau n de O 4, des points e; ainsi que celle des points e; +-¢e; avec ¢ # j.

Sortie: Les coordonnées de tous les points engendrés par les e; en n’utilisant que des additions différen-
tielles.

1: if k=2 then

22 form=1tol—2do

3: (m+ 1)e; := add_diff (mey, e1, (m — 1)e1,04).

4: (m+ 1)e; + eg := add_diff(me; + ez, e1, (m — 1)eg + €2,04).

5. end for

6: form;=0tol—1do

7: for my=1tol—2do

8: mier + (MQ + 1)62 = ad(Ldiff(mlel + maea, 2, M1€1 + (mg — 1)62, OA)
9: end for

10:  end for{Nous avons tout le Z/¢Z module engendré par ej, ez}

11: else

12:  Appliquer récursivement ’algorithme pour avoir les sommes de strictement moins de k points.
13:  Utiliser I'algorithme 15 avec P = e3 + ... + e, pour obtenir e; + ...+ eg.
14: fori=1to k do

15: for ((m;=1tol—1),..,(mi—1=1tol—1)do
16: for m; =1tol—2do
17: Calculer

i1 k
ijej + (m; + )e; + Z ej =
j=1

j=i+1

i—1 k i—1 k
add,dlﬁ’ ijej —+ m;e; + Z Bj , €5y ijej —+ (mz — 1)61 + Z Bj ; OA
j=1 j=1

j=i+1 j=i+1
18: end for

19: end for

20: end for

21: end if
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Algorithme 15 Calcul de P 4+ e1 + €5
Entrée: Soit P un point quelconque et soient e1, es deux points de /-torsion avec £ impair. Supposons
données les coordonnées théta des points P + ey, P + e3, P — ea, 2¢;1 et e1 + es.
Sortie: Les coordonnées de niveau n de P+e1+e5 obtenues en n’utilisant que des additions différentielles.
1. P+2e;+ ey =add diff(P+ey,e1 +e2, P —e2,04)
2 P+ (l+1)e;+ex = mult,add(”T1 , 261, P4+2e1+ex, Pt+es, On)

de k points. De plus, si nous avons les points Zle e;e; avec €; € {0,1}, nous pouvons retrouver tous
les points de .# (algorithme 14). La partie difficile est d’obtenir ces points (algorithme 15). Nous allons
détailler ce dernier calcul dans le cas particulier suivant.

Soit P un point quelconque (dans I'algorithme 14, P est le point ez + ... + ex), nous voulons calculer
les coordonnées du point P + e; + ey a partir de celles des points P 4+ ey, P + e, €1 + €2, 2e1 et P — e;.
Nous commencons par faire

P +2e1 + e2 = add_diff (P + e1,e1 + €2, P — e3,04)

En utilisant des additions différentielles avec le point 2e; nous obtenons le point P + (£ + 1)e; + ea (car £
est impair). Comme e; est de ¢-torsion, le point obtenu est bien P + e + es.

Remarque 3.2.10. Dans l'algorithme 14, il faut faire attention auz facteurs projectifs. En effet les
facteurs projectifs des points e1 + (I — 1)es obtenus par 14 et add_diff (e1, —ea, e1 +e3,04) sont différents.
Le plus simple pour la programmation, si avons besoin du facteur projectif, est d’en garder trace tout au
long du calcul.

Pour obtenir le module affine P + .# & partir de S’, il suffit de faire une légere adaptation de
lalgorithme 14. Finalement, il est possible d’obtenir les points kP + .# en faisant :

kP 4+ M = mult_add(k, P, P+ M, M, 0 4)

ou M appartient a . .

3.2.4 Complexité

Pour calculer la complexité de nos algorithmes, nous allons faire quelques suppositions sur l'arith-
métique du corps sur lequel nous travaillons. En premier lieu les additions seront négligées par rapport
aux multiplications. Ceci est valide asymptotiquement sur des corps finis de taille cryptographique mais
n’est pas forcément vrai pour des corps de petite taille (voir par exemple le tableau 4.3 dans le cas d’une
implémentation du niveau 2 en genre 2).

Selon les algorithmes utilisés, calculer un carré peut étre moins cotiteux que faire une multiplication. Pour
I’arithmétique modulaire, suivant la valeur du modulo, on pourra supposer qu’'un carré cotite entre 0.81
et 1 multiplication | , 1.3.6].

Les divisions sont en général cotuteuses par rapport aux multiplications. Pour remédier & ce probleme les
solutions classiques sont de

— transformer les divisions en produits (car nous travaillons avec des coordonnées projectives),

— transformer les divisions en un certain nombre de produits et 1 division par la méthode de Mont-

gomery | , 2.5.1] (cela peut étre utile pour les additions différentielles en niveau 2),
— essayer d’en diminuer le nombre avec des précalculs et en divisant ensuite toujours par la méme
quantité.

Dans les algorithmes, il y a des multiplications par des constantes. Si ces derniéres peuvent étre choisies
petites alors ces multiplications ont un cotit négligeable.

Dans les formules de complexité, nous noterons (par ordre de complexité décroissante)
— par I les inversions,
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— par M les multiplications,

— par S les carrés

— par mp les multiplications qui dépendent d’un point P de la variété (dans le cas ol on peut

précalculer certaines quantités)

— par m les multiplications qui dépendent des parametres de la variété.

Pour certaines applications, ces deux dernieres opérations peuvent étre considérées comme négligeables,
tandis que dans d’autres cas, leur cotit est celui d’'une multiplication normale.

Nous supposons également que le maximum de précalculs ont été effectués et que leur colt est négli-
geable par rapport a celui des multiples additions ou doublements que nous voulons effectuer sur la variété.
C’est en pratique toujours le cas. En particulier nous considérons que les inverses des théta constantes
sont connus.

Complexité des opérations élémentaires sur la variété

Dans le cas du niveau n (divisible par 4) nous utilisons pour l’addition I’algorithme 8. Les changements
de bases entre .#,, et F(;,,/2,2) n'utilisent que des additions et sont donc négligeables. Il faut alors calculer

la quantité
% ] (2(2 +2), 43) 03] (2(2 — 2", 43)

pour tout a; et b; dans %Zg /Z9. Pour les a; et b; fixés, ce calcul prend 493 M. Dans le cas ol nous connais-
sons les coordonnées de z — 2/, nous pouvons choisir as et by tels que la coordonnée 6 [Z;} (2(2 —2'), %)
soit non nulle. Sinon il faut calculer cette quantité pour tout as et by jusqu’a ce que les coordonnées de
z — 2’ soient non nulles. Nous obtenons donc la complexité (3(4n9))TM + (n9 — 1)m ou le T signifie qu’il

faut effectuer 'opération au moins une fois et au plus n? fois.

Dans le cas du niveau 2, le doublement est effectué a ’aide de la propriété 3.2.3. Sa complexité est
de 2915 + (2911 — 2)m pour les bases F3 et F(2,1)2.
Pour la pseudo-addition, si nous pouvons utiliser la méthode de Gaudry (premiere partie de 1’algo-
rithme 11), le colt est de
29M + 29718 + (29 — )mp_g + (29 — I)m

pour la base %5 et de
29M +295+ (29 —1)mp_g + (29 — 1)m

pour la base .%(5 1)2 (avec cette derniere, nous gagnons 29 carrés).

Si nous ne pouvons pas utiliser la méthode de Gaudry, il faut regarder la seconde partie de ’algo-
rithme 11. L’étape 8 cotitera deux fois (49 M +2971(2941)m). L’étape 9 de I'algorithme consiste a calculer
Kpp jusqu’a en obtenir un non nul, elle cotitera donc de 29M & 2971(29 + 1)M. Dans le cas ou ils sont
tous nuls, il faut calculer £y p, pour tout b (étape 13) ce qui prend 2971(29 4+ 1) M. Finalement 1'étape 14
est gratuite si lors des précalculs nous nous sommes ramenés a 0 [ ] (z — 2/, 2) = 1. Dans le cas ot il
existe by tel que Ky, p, S0it non nul, 'étape 18 cofite 1m,_, puis le calcul de tous les kyp, colite encore
2971(29 4+ 1) M. Finalement 1'étape 21 prend 11 + 2M + 1my_q pour chaque b. La complexité finale est

donc de

29(29 + 1)M + 29-1(29 + 1)m si kpp = 0, Vb,
(29 — 1)1+ (5(22971 +2971) 4 (29)F —2) M + (29 — D)ymp_g +291(29 + )m  sinon.

Soient deux points P et ) de niveau 2 sur la variété. Nous voulons a la fois calculer 2P et P+Q (il faut
également supposé la connaissance des coordonnées de P — Q). Plutdét que de calculer un doublement puis
une pseudo-addition, il est possible de partager des calculs. Ceci est notamment utilisé dans les chaines
d’additions binaires.

Nous nous plagons en niveau 2 et nous supposons que les coordonnées de P — @ ne sont pas nulles pour
pouvoir utiliser les formules de Gaudry. Le calcul des fonctions théta 6 [§] (2zp, Q) peut alors étre partagé
entre I'algorithme de doublement et celui de pseudo-addition. Par ailleurs, si les théta constantes associées
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Tableau 3.1 — Complexité des opérations élémentaires

Opérations Complexité

Addition en niveau n

(base F#,) (3(4n)9)Jr M+ (n? —1)m
Doublement en niveau 2
(base F; et F(21)2) 211G + (2971 —2)m

Pseudo-addition en niveau 2

avec la méthode de Gaudry 29M + 29718 4+ (29 — V)ymp_g + (29 — 1)m
(base %)

Pseudo-addition en niveau 2

avec la méthode de Gaudry 29M +295 + (29 —1)mp_q + (29— 1)m

(base F(.1)2)

Pseudo-addition en niveau 2
méthode général

cas ou Vb, kpp =0 29(29 +1)M +2971(29 + 1)m
(base %)
Pseudo-addition en niveau 2
méthode général (29 — 1) 1+ (5(22971 4 2971) 4 (29)F — 2) M
cas ot Fbg, Kpy b, 70 +(29 —1)mp_qg +2971(29 + 1)m
(base .%3)
Doublement + Pseudo-addition en niveau 2 29M +3.295 4+ (29 — 1)mp_g +3(29 — 1)m
P,Q,P—Q+— 2P, P+Q ou selon le cott de m,
(base F, et F(21)2) (29T — )M + (2971 + 1)S + (29 — D)mp_g + 2(29 — 1)m

a la variété ne sont pas choisie petite, les multiplications par ces nombres ne seront pas négligeable. Dans
ce cas, il est possible de partager des multiplications entre les deux algorithmes. Pour les deux bases %5
et 9(271)2 nous obtenons

- 29M +3.295 + (29 — 1)mp_qg + 3(29 — 1)m si les multiplications m sont petites,

— (29T — )M + (2971 +1)S + (29 — I)mp_g + 2(29 — 1)m sinon.

Ces différentes complexités sont résumées dans le tableau 3.1.

Multiplication

Intéressons nous maintenant au probleme du calcul de [k] P sur la variété. Suivant les opérations auto-
risées (additions, additions différentielles), la complexité des opérations élémentaires et les propriétés de
Pentier k, différents algorithmes peuvent étre utilisés : on consultera [ , 2.6] par exemple. Leur com-
plexité est toujours en O (n9 log(k)) multiplications sur le corps de base. De ce fait, ce qui est intéressant,
en pratique, est la constante dans le O.

Pour se fixer les idées, en niveau 4, si nous appliquons l'algorithme d’exponentiation rapide, nous
obtenons une complexité de 3-169M + (49 — 1)m pour chaque bit de &k (plus des opérations négligeables).
Nous avons supposé que nous faisons le bon choix de ay et by tels que 6% ], (2(z —2'), ) # 0 des
que nous voulons additionner les points correspondants & z et z’. Ceci est vrai pour des points initiaux
génériques.

Quand nous voulons utiliser des pseudo-additions, il faut faire attention au fait que les mp_g dans 3.1
sont en fait des divisions par les coordonnées de P — Q. De ce fait, s’il n’est pas possible de précalculer
leurs inverses, la complexité de 'algorithme sera élevée.

68



3.3. Coordonnées de Mumford versus coordonnées théta

Tableau 3.2 — Complexité de la multiplication en niveau 2 par bit du multiplieur

en genre 1 en genre 2 en genre g quelconque
sim << M 2M + 98 4M + 1285 29M +3.298
+1lmp+3m | +3mp+6m | +(29 —1)mp +3(29 — 1)m
sim~M | 5M+5S | I13M+98 | (2972 —3)M + (2971 +1)8
+1mp +3mp +(29 - l)mp

Parmi les solutions de la page 66, la meilleure va consister & imposer que la différence des points soient
toujours un point connu initialement (et dont nous avons précalculé les inverses des coordonnées). Par
exemple, dans les chaines de Lucas binaires 13, nous précalculons les inverses des coordonnées du point

[n+1]P—[n]P =P

Un autre avantage a utiliser ces chaines est que si aucune des coordonnées initiales de P n’est nulle
alors les formules de Gaudry 3.2.4 sont toujours utilisables. En effet ces chaines garantissent que les
différences dans ’algorithme de pseudo-addition sont égales au point P initial dont les coordonnées sont
inversibles. La complexité de l’algorithme est donc de 29M + 3.295 + (29 — 1)mp + 3(29 — 1)m ou
de (291 — 1)M + (2971 +1)S + (29 — 1)mp + 2(29 — 1)m par bit du multiplieur (voir le tableau 3.2).
On peut comparer ces résultats aux calculs effectués avec l'algorithme de Cantor 2.2.3 ou avec les
résultats de | ]. Dans le cas du genre 2, la complexité de la multiplication par bit du multiplieur est
— de 4M + 125 + 3mp + 6m pour les fonctions théta de niveau 2,
— de 52M avec les formules de Duquesne sur la surface de Kummer,
— au alentour de 50M avec les coordonnées de Mumford (cette complexité dépend des hypotheéses
faite sur la forme de la courbe, du cotit relatif des différentes opérations...).
En conclusion travailler sur la surface de Kummer en genre 2 avec les fonctions théta est compétitif par
rapport aux autres algorithmes.

3.3 Coordonnées de Mumford versus coordonnées théta

Nous avons présenté rapidement les coordonnées de Mumford dans la section 2.2.3 du chapitre précé-

dent. Comparons les fonctions théta aux coordonnées de Mumford :

— Les coordonnées théta peuvent étre utilisées pour toute variété abélienne principalement polarisée
tandis que les coordonnées de Mumford sont restreintes aux jacobiennes de courbes hyperelliptiques.

— Il'y a n? coordonnées théta de niveau n (il faut prendre n = 2 (surface de Kummer) ou n > 4 pair).
En comparaison, pour les coordonnées de Mumford, il n’y a que 2¢g coordonnées & manipuler. Notons
que Lubicz et Robert | ] ont introduit des coordonnées compressées mais celle-ci restent bien
supérieures en nombre & celles de Mumford. Pour des variétés de petite dimension (cas intéressants
en cryptographie), la différence reste raisonnable par rapport aux gains arithmétiques.

— Pour larithmétique, en genre petit, les coordonnées théta sont compétitives avec les coordonnées
de Mumford. En genre 2, sur la surface de Kummer, la multiplication est méme plus rapide avec
les coordonnées théta de niveau 2 [ ]

— Les coordonnées théta de niveau n encodent une partie (au moins) de la n-torsion de la variété.

— Les coordonnées théta ne sont a priori pas rationnelles (les points de n-torsion n’étant pas rationnels
en général) tandis que celles de Mumford le sont.

— Certains algorithmes ne s’expriment qu’avec les coordonnées théta (calcul de ¢-isogénies par exemple).

— Notons également que | ] donne un algorithme pour calculer le couplage de Weil avec les
fonctions théta. Celui-ci semble compétitif par rapport a ceux qui utilisent les coordonnées de
Mumford mais nécessiterait une étude plus détaillée.

Les deux systemes de coordonnées sont donc complémentaires et nous présenterons au chapitre 5 des
formules permettant de passer de I'un a I'autre.

69



Chapitre 3. Fonctions théta

70



Chapitre 4

Factorisation d’entiers

L’algorithme ECM (elliptic curve method) introduit en 1985 par Lenstra | ] joue un réle impor-
tant pour factoriser des entiers. L’utilisation principale d’ECM est de trouver des facteurs premiers de
taille « moyenne » (jusqu’a une soixantaine de décimales) de grands nombres. Il est ainsi utilisé pour le
projet Cunningham! ou pour les nombres de Fermat. Parmi les succes de ECM, citons la factorisation
des nombres de Fermat Fjg et Fip | ]. A ce jour, le plus grand facteur trouvé par ECM est de 73
chiffres décimaux. 11 a été trouvé en 2010 par Bos, Kleinjung, Lenstra et Montgomery et il a permis
d’achever la factorisation de 21181 — 1.

Dans la premiére section, nous présentons le contexte de la factorisation dans lequel rentre 1’algorithme
ECM. Dans la section suivante, nous présentons l'algorithme ainsi que diverses améliorations. Dans la
section 4.3, nous expliquons comment généraliser ECM en utilisant des variétés abéliennes et en particulier
des courbes hyperelliptiques de genre 2 (algorithme HECM : hyperelliptic curve method). Puis nous
explicitons et étudions une famille de courbes hyperelliptiques de genre 2 utilisable pour HECM. Pour
I’étude pratique, nous avons écrit un logiciel GMP-HECM qui est décrit dans la section 4.4. Finalement,
dans la section 4.5, nous donnons quelques pistes de recherche pour améliorer HECM.

L’intérét de ce chapitre est de présenter et d’analyser une version effective d’'un algorithme du type
ECM utilisant des variétés abéliennes de dimension 2 et qui soit compétitif par rapport a ECM. Ce
chapitre est basé sur larticle | ]

Fixons des notations pour ce chapitre. Nous voulons factoriser un entier N impair sans facteur carré.
Posons p un facteur premier de N, ce nombre n’étant pas forcément le plus petit facteur de V.

4.1 Multiplication et factorisation

Multiplier deux nombres entiers est une opération rapide aussi bien en pratique qu’en théorie. Algo-
rithmiquement, suivant la taille n des nombres, différentes méthodes pour les multiplier sont utilisées. La
complexité de certaines de ces méthodes est donnée dans le tableau 4.1. On consultera la partie 1.3 du
livre | | pour une description et une analyse de ces méthodes. Asymptotiquement la méthode la plus
rapide est quasi-linéaire et est due a Fiirer | ]

Combinés a une méthode de réduction, ces algorithmes peuvent étre utilisés pour multiplier des
nombres dans 'anneau Z/NZ. En effet, les éléments de cet anneau peuvent étre représentés par des entiers
entre 0 et N —1. En supposant les éléments distribués uniformément, leur taille moyenne est O (log,(N)),
c’est-a-dire la méme que celle de N. Si N est de taille n la complexité moyenne des algorithmes dans ce
cadre est celle donnée par le tableau 4.1. On consultera le chapitre 2 du livre | | pour une description
plus détaillée des différents algorithmes dans ce cadre. En particulier, les différentes facons de représenter
les nombres de Z/NZ y sont discutées.

1. La page internet du projet est http://homes.cerias.purdue.edu/ ssw/cun/index.html
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Algorithme Complexité
Multiplication triviale O (n2)
Karatsuba 0] (n10g2(3))
Toom-Cook O (n'™9)
algorithme FFT O (nlog(n) log (log(n)))
Fiirer nlog(n)200oe™ (7))

Tableau 4.1 — Complexité des algorithmes de multiplications de deux entiers de taille n

Algorithme Complexité Complexité dans
le pire des cas
. . P VN
Division & essai 7(p) ~ o2 () 7(V/N) ~ O <log(N))
rho de Pollard 0) (\/]3) 0) (W)
p—1 0 (\/5) ou q est le plus grand facteur de p — 1 O \/JV)
ECM O (Ly [5:vV2+0(1)]) O (Ly [3:1])
Crible quadratique Ly [%, 1}
Crible algébrique Ly [£;1.902]

Tableau 4.2 — Complexité des algorithmes de factorisation en terme de nombre d’opérations modulo N

Contrairement a la multiplication, 'opération inverse, la factorisation, est en général une opération
difficile. A I'heure actuelle, nous ne connaissons pas d’algorithme polynomial en la taille des nombres
pour factoriser les entiers. Cette différence de complexité a été exploitée pour construire des protocoles
cryptographiques comme RSA | ]. La factorisation est une brique de base de nombreux algorithmes
utilisés en théorie des nombres. Parmi ceux-ci citons

— la construction de racines (carrées ou autres) modulo N,

— la décomposition d’un groupe abélien de type fini,

— le calcul de Panneau des entiers d’un corps de nombres (factorisation du discriminant),

Asymptotiquement, la complexité des algorithmes est donnée dans le tableau 4.2 ou nous utilisons la
fonction Ly [«; ¢] définie par

Ly [o; ] = exp (c log(N)“ log(log(N))lfo‘)

et ol w(x) est le nombre de premiers inférieurs & x. Pour certains algorithmes, leur complexité dépend
de la taille du plus facteur premier p de N (rappelons que p est inconnu). Dans le pire des cas, p est de
lordre de v N.

Etant donné un nombre a factoriser, la méthode classique consiste & utiliser la division triviale puis
des algorithmes du type p— 1, p+ 1 et ECM pour « nettoyer » les petits et moyens facteurs du nombre.
En effet, les entiers de trés grande taille peuvent avoir des facteurs de petite taille. Une fois ceux-ci
« nettoyés », si la taille du nombre restant est raisonnable (le record actuel est la factorisation d’un
nombre RSA de 768 bits | ]) nous utilisons le crible quadratique ou algébrique | ]. Ces
derniers ont la meilleure complexité asymptotique connue. Dans le cas ol la taille du nombre restant a
factoriser est trop élevée, nous continuons d’utiliser des algorithmes du type ECM en espérant que les
facteurs premiers du nombre ne soient pas trop grands.
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Algorithme 16 p — 1
Entrée: étant donnés deux entiers positifs NV et Bj.
Sortie: S’il existe, un facteur de p tel que p — 1 soit Bi-friable

1: Choisir au hasard a modulo N premier avec N.
2: Calculer a* modulo N avec k = ppem (2,..., By).
3: Calculer pged(a® — 1, N)

Dans la section suivante, nous présentons plus en détails les algorithmes p—1 et ECM et nous étudions
leur complexité. Dans la section 4.3.1, nous présentons une généralisation d’ECM utilisant les variétés
abéliennes, le but étant d’obtenir un algorithme de complexité similaire. Notons que les algorithmes de
crible nécessitent de trouver des nombres friables et pour cela utilisent ECM | , ]. Dans ce
cadre, les nombres a factoriser sont beaucoup plus petits et 'analyse de complexité est tres différente :
les précalculs ne sont plus négligeables. Nous ne nous sommes pas intéressés a cette application.

4.2 L’algorithme ECM
4.2.1 Contexte

L’algorithme ECM généralise ’algorithme p— 1 de Pollard | | dont voici une description. Prenons

un entier a premier avec N (nous choisissons a modulo N au hasard et nous calculons pged(a, N), si celui-
ci n’est pas égal & 1 alors nous avons un facteur de N). Comme a?~! = 1 [p] par le petit théoréme de
Fermat, alors, pour tout multiple k& de p — 1, le calcul de pged(a® — 1, N) donne un facteur de N (sauf
dans le cas oll a* est congru & 1 modulo tous les facteurs de N).
En pratique, nous ne connaissons pas p et nous prenons k comme étant le produit d’un grand nombre
de facteurs en espérant que ceux de p — 1 sont parmi ceux-ci. Prenons k = ppcm (2, ..., By) pour une
certaine borne B fixée. La méthode réussit si p — 1 est By-friable c’est-a-dire produit de petits nombres
premiers. Si ce n’est pas le cas nous pouvons augmenter B; mais cela augmente le temps de calcul.

Définition 4.2.1. Soit n un entier dont la décomposition en facteurs premiers est n = p{*...p%r. Le
nombre n est dit B:-friable si et seulement si les p;* sont inférieurs a By .

Une idée naturelle est d’étendre I’algorithme p — 1 avec d’autres groupes que (Z/NZ)*. La mé-
thode p + 1, introduite par Williams [ |, utilise le groupe

Z/INZIX]/(X? - SX +1)

olt S est un élément quelconque de Z/NZ. Si le polynome X2 — SX + 1 est scindé alors p+ 1 se comporte
comme p — 1. Sinon, le polyndome est irréductible et nous retrouvons le facteur p si p 4+ 1 est friable. La

probabilité d’étre dans chacun des deux cas précédents est de %

Bach et Shallit | | ont généralisé ces deux algorithmes en utilisant les polynomes cyclotomiques.
Lenstra [ ] a proposé d’utiliser le groupe des points sur une courbe elliptique. Cet algorithme est
appelé ECM pour elliptic curve method.

Définissons les courbes elliptiques sur 'anneau Z/NZ. Pour plus de détails, on pourra consulter

[ J

Définition 4.2.2. Soient n et N deux entiers. L’espace projectif P*(Z/NZ), est
P" (Z/N7) = {(xo, ceyTp) € (Z/NZ)nJrl , tel que l’idéal engendré par les x; est Z/NZ}/g
ot =~ est la relation d’équivalence suivante :

(Zos - 2n) = (Yo, -,yn) == INEXINZ)" Vi, z; = Ny;
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Algorithme 17 ECM : phase 1

Entrée: Etant donnés deux entiers positifs N et By.
Sortie: Un facteur de N.

1: Choisir au hasard une courbe elliptique € sur Z/NZ et un point P dessus.
2: Calculer [k]P avec k = ppem (2,..., By).

3: Espérer que [k]P = Og mod p pour obtenir le facteur p.

4: Sinon revenir a la premiere étape.

Soit p un facteur de N, la réduction modulo p définit une application de P*(Z/NZ) dans P"(F,).
Nous considérons les éléments (z,y,z) € P?(Z/NZ) qui vérifient 322 = 23 + azxz? + 23. Le discrimi-
nant —16(4a® + 27b2) est supposé étre un inversible de Z/NZ et dans ce cas nous disons que la courbe £
ainsi définie est une courbe elliptique sur 'anneau Z/NZ.

La réduction modulo p est un morphisme naturel 7, de £(Z/NZ) dans E(F,). Ce morphisme est
théorique car nous ne connaissons pas les facteurs de N. Il est possible de définir une « loi d’addition »
sur les points de cette courbe : nous la définissons avec les formules classiques quand cela est possible.
Cependant la « somme » de deux points n’est plus forcément bien définie. Si la somme P + @ de deux
points P et ) de £(Z/NZ) est bien définie alors les images de ces points existent dans £(F),) et la réduction
modulo p de P + @ est la somme des réductions modulo p des points P et ). C’est-a-dire que

7T1D(P +Q) = Wp(P) + ﬂ'p(Q)~

En pratique, nous travaillons sur Z/NZ comme si ¢’était un corps. La seule opération de corps qui n’existe
pas dans Z/NZ est I'inversion modulaire. Celle-ci est calculée par I'algorithme d’Euclide étendu et si une
inversion échoue, nous obtenons un facteur de INV.

Remarque 4.2.3. Il n’est pas possible de prendre des racines carrées modulo le nombre N a factoriser.
En effet prendre une racine carrée modulo N est équivalent a la factorisation de N : si nous savons
factoriser N alors il est possible de calculer la racine carrée d’un nombre modulo tous les facteurs de N
puis de reconstruire la racine avec des restes chinois. Dans l'autre sens, supposons donné un algorithme
permettant de prendre des racines carrées modulo N. Nous appliquons cet algorithme sur b> mod N pour
obtenir un élément a tel que a®> = b> mod N. Le calcul de ged(a — b, N) a alors une grande probabilité
de donner un facteur de N.

Cette remarque est d’ailleurs utilisée dans les algorithmes de cribles quadratique et algébrique ou le
but est de construire une relation a?> = 4> mod N.

Soit P un point d’une courbe elliptique £ sur Z/NZ. L’objectif de l'algorithme, et c’est en ce sens
qu’il généralise p — 1, est de calculer [k]P dans £(Z/NZ) pour un certain entier k et un certain point P
de E(Z/NZ) et nous espérons obtenir le zéro Og de E(F,).

4.2.2 Description générale de I’algorithme ECM

Soit P un point d’une courbe elliptique & sur Z/NZ et soit k = ppcm (2,..., By). Nous calculons le
point [k]P dans E(Z/NZ) et nous espérons que ce point s’envoie sur le zéro de la courbe E(F,). Cette
étape est appelée phase 1 et est résumée dans l'algorithme 17.

Il existe une extension aux algorithmes de type p — 1 qui est appelée « phase 2 » ou « étape 2 ». Cette
deuxiéme phase a été proposée par Brent | ] et Montgomery | ]. En particulier ce dernier article
donne une description unifiée de la phase 2 pour les algorithmes p — 1, p+ 1 et ECM.

L’idée générale de la phase 2 est la suivante : soit @ le résultat de la premiere phase, nous calculons 7Q
pour tout nombre premier 7 entre By et Bs et nous espérons qu'un des 7@ est le zéro du groupe dans
lequel nous travaillons. De ce fait, nous autorisons le cardinal du groupe a étre By, Bo-friable :

Définition 4.2.4. Soit n un entier dont la décomposition en facteur premiers est n = pi*...p%r. Le
nombre n est dit By, Bo-friable si et seulement si nous sommes dans un des deuz cas suivants
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- pi" < By pour tout 1 <i <r,
- pi" < By pour tout 1 <i<r—1,a, =1 et By <p, < Bs.

Il existe différentes méthodes pour éviter de calculer tous les 7). Une description générale de ces
méthodes se trouve dans [ , ]. Nous ne décrivons pas plus en détail la phase 2 car, pour des
raisons données ultérieurement, nous ne 1'utilisons pas dans nos algorithmes.

La correction de l'algorithme ECM vient du fait que si [k]P = Og mod p alors, lors de ce calcul, une

des divisions va échouer. Les divisions étant calculées par I’algorithme d’Euclide étendu, nous obtenons
un diviseur de N si une d’elles échoue.
L’intérét d’ECM par rapport a p— 1 est que le cardinal du groupe dans lequel nous travaillons n’est plus
totalement déterminé par p. Si le cardinal de la variété abélienne modulo p est friable alors nous obtenons
un facteur de IV sinon il est possible de recommencer avec une autre courbe. La borne de friabilité B; est
choisie en fonction de la taille du facteur que nous voulons trouver pour avoir un compromis entre le calcul
de [k]P (les autres étapes étant négligeables) et le nombre de fois qu’il faut recommencer algorithme.
La borne Bs est telle que le temps de calcul de la phase 2 est approximativement le méme que celui de
la phase 1.

L’algorithme ECM est un algorithme de factorisation probabiliste dont la complexité est de
1
o) <Lp [2; V2 + 0(1)} M (log(N))>

et M(log(N)) est la complexité de la multiplication modulo N. La complexité de ECM est dominée par
la taille du plus petit facteur p de N plutot que celle de N. Rappelons que ECM ne trouve pas forcément
le plus petit facteur de N. Dans le pire des cas, c’est-a-dire quand p est de I'ordre de v/N, la complexité
de ECM est de O (L N [%, 1]) ce qui est bien plus élevé que le crible algébrique.

La phase 2 permet de gagner un facteur log(p) dans le O. Asymptotiquement 1'utilisation de la phase 2
n’améliore donc pas beaucoup la complexité. Cependant, en pratique, elle permet d’augmenter de maniere
significative la probabilité de succes d’une courbe.

Le cardinal du groupe dans lequel nous travaillons est donné par les conjectures de Hasse-Weil.

Théoréme 4.2.5 (Hasse-Weil). Soit C une courbe de genre g sur Fy alors

(Va— 1) < #Jacs, (C) < (vg+1)*.

Ainsi pour les courbes elliptiques, leur cardinal se trouve dans 'intervalle [p +1-2pp+1+ 2\/]3]
(page 15, nous avions précisé la distribution de ces nombres).

4.2.3 Améliorations de I’algorithme ECM

Plusieurs améliorations de 'algorithme ECM sont possibles. Tout d’abord, toute amélioration (pra-
tique ou théorique) sur 'arithmétique modulaire permet de diminuer le facteur O (M (log(n))); nous
n’y reviendrons pas. A lopposé, les améliorations mathématiques et algorithmiques travaillent sur le
facteur O (L, [4; V24 o(1)]). Les principales améliorations consistent &

— Accélérer 'arithmétique sur les courbes.

— Augmenter la probabilité de succes en utilisant des courbes plus « chanceuses ».

Ces deux pistes de recherche sont liées. En effet, améliorer 'arithmétique sur les courbes elliptiques,
revient souvent a choisir des modeles particuliers des courbes. Les meilleures courbes pour ECM sont
alors différentes suivant les familles.

Différents modeles de courbes elliptiques ont été proposés, et pour chacun d’entre eux, nous disposons
de différentes formules pour calculer la loi de groupe. Le site internet EFD 2 rassemble la plupart des

2. http://www.hyperelliptic.org/EFD/index.html
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formules de la littérature et donne leur complexité. Dans le cadre d’ECM, deux modeles sont particulie-
rement intéressants : celui de Montgomery et celui d’Edwards.

Décrivons plus en détail les courbes de Montgomery car leur arithmétique ressemble a celle que nous
utilisons. Ces courbes sont en particulier utilisées dans le logiciel GMP-ECM. Pour les courbes d’Edwards,
nous renvoyons 2 | ]. Une courbe sous forme de Montgomery est une courbe projective d’équation

E: by2z=x(a:2—|—axz+z2).

11 faut supposer que a? # 4 et b # 0. Le zéro de la courbe est le point & I'infini (0 : 1 : 0). En ignorant
la coordonnée y des points, nous identifions un point et son opposé, c’est-a-dire que nous travaillons
sur £/{£1}. Nous avons alors les formules suivantes pour I’arithmétique (ot nous posons d = (a+2)/4) :

zop = (zp + 2p)°, zop = 4xpzp ((xp — zp)? + ddrpzy),

Tpiq = 42p1q (Tprq — 2p2)",  Zpiq =4wp_q (Tp2g — 2PEQ)”

Le doublement peut se calculer avec 3 multiplications et 2 carrés. Tandis que la pseudo-addition cotite 4
multiplications et 2 carrés. Pour calculer un multiple d’un point, nous utilisons les chaines de Lucas avec
lalgorithme PRAC de Montgomery. En effet, a la différence des formules de pseudo-additions avec les
fonctions théta 3.2.2, les formules de Montgomery n’utilisent aucune division. Le calcul de [k]P se fait
alors en & peu prés 6 M + 35 par bit de k [ ].

Une courbe elliptique est « chanceuse » pour ECM si son cardinal est friable. Celui-ci est un entier
de l'ordre de p d’apres le théoreme 4.2.5.
Pour améliorer la probabilité de succes, une solution consiste a forcer I’ordre du groupe des points sur les
courbes elliptiques sur [F), & étre divisible par un entier m. La probabilité que le cardinal de la courbe soit
friable n’est plus celle qu'un entier de taille log(p) soit friable mais celle qu'un entier de taille log(p/m)
le soit. De ce fait, la probabilité de succes est un peu plus élevée.

Les courbes elliptiques utilisées dans ECM sont souvent la réduction modulo N de courbes définies
sur Q. De méme, le point P provient de la réduction d’un point de £(Q). Le théoréme de Mazur limite
cependant le groupe de torsion &, (Q) d’une courbe elliptique sur Q :

Théoréme 4.2.6 (Mazur). Le groupe de torsion d’une courbe elliptique sur Q est isomorphe a l'un des
groupes suivant :

Eror (Q) = Z/m7, 1<m<10 or m=12
tr ST 2Rz xZmz 1<m <4
Par exemple, pour la paramétrisation de Suyama | ], nous posons o aléatoire et nous calculons
3
u=02—-5v=4o, a:(v u) (3u—|—v)’ b=u/v3.
4u3v

Le point

v3’ v3

o <u3 (02 —1) (02 — 25) (o* — 25))
est alors sur la courbe
by? =22 +az? + .

et est d’ordre infini dessus. Cette forme de courbe impose que le cardinal de la courbe sur [, soit divisible
par 12 pour presque tout p. Les courbes de Suyama sont un cas particulier des courbes de Montgomery
et elles sont en particulier utilisées par GMP-ECM | ].

Dans sa these | |, Montgomery décrit des paramétrisations donnant des courbes ayant 12 ou 16
points de torsions sur Q. On pourra également consulter | ].

Au lieu de chercher a avoir des courbes ayant un groupe de torsion fixé sur QQ ou sur tous les I, nous
pouvons chercher des courbes ayant une bonne probabilité d’avoir de la torsion modulo p quand ce dernier
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varie. Barbulescu [ | décrit une méthode pour étudier la valuation moyenne modulo p du cardinal des
courbes elliptiques.

Pour des nombres N particuliers, nous savons que certains éléments sont des carrés. Par exemple
pour N = a®” + 1 alors —1 est le carré de a™ modulo tous les facteurs de N. Pour des N de ce type,
nous pouvons construire nos courbes comme la réduction modulo N de courbes définies sur des corps de
nombres | ]. L’équivalent du théoreme de Mazur sur les corps de nombres montre qu’il existe des
courbes ayant des groupes de torsion plus gros que les courbes sur Q. La probabilité de succes de ECM
avec ces courbes est donc plus élevée.

Il n’est pas possible de prendre un point P au hasard sur la courbe £(Z/NZ). En effet, pour ce
faire, il faudrait prendre une racine carrée, ce qui n’est pas possible. Le point P doit donc étre construit
directement sur £(Q) et doit étre d’ordre infini sur cette courbe. En effet, sinon nous aurions une relation
du type mP = O sur £(Q) et donc sur E(F,) pour tout facteur p de N. De ce fait, nous ne pourrions pas
retrouver les facteurs de N. La courbe elliptique sur Q doit donc étre de rang strictement positif.

Signalons que les différentes méthodes utilisées dans la phase 2 demandent de savoir faire de vraies
additions sur la courbe elliptique. De ce fait nous demandons que la donnée initiale de la phase 2 soit un
vrai point de la courbe elliptique. Montrons comment transformer une classe (7 :: z1) sur la courbe

mzy2 = 23 + anQZ + a4xz2 + a6z3

provenant de la phase 1 en un vrai point (z2,y2) d’une courbe
y? =234+ Az + B

sans modifier Pordre du point. Rappelons que la notation (z :: z) signifie que nous avons identifié les
points (z : y : z) et son opposé (x : —y : 2).

Nous commengons par translater le point par x — x — agz/3 avant de diviser sa coordonnée x par z
pour obtenir le point (z, ?) sur la courbe ky? = f (z) = 23 + @)z + af. Les points (2}, £1) sont alors sur
la courbe

Dy? = f(x) =2 +ayx +a avec D= f(x}).

Par le changement de variables
x oy )
xz, — \l=y5>
@ — (55
nous obtenons un point de la courbe y? = 23 + Az + B out A = a/;/D? et B = ag/D3. Remarquons que
le signe £1 peut étre choisi arbitrairement car un point et son opposé ont le méme ordre.

4.3 Algorithme HECM

4.3.1 Généralisation d’ECM avec des variétés abéliennes

Il est possible de généraliser 'algorithme ECM en remplacant les courbes elliptiques par des variétés
abéliennes générales. Cette idée avait été proposée par Lenstra, Pila, Pomerance | , , ]
dans le but d’avoir un algorithme prouvé. En comparant les variétés abéliennes de dimension g et les
courbes elliptiques, deux problemes apparaissent :

— L’arithmétique est plus lente sur les variétés abéliennes générales.

— Le cardinal du groupe dans lequel nous travaillons (donné par les conjectures de Hasse-Weil 4.2.5)

est plus élevé et de ce fait la probabilité de succes est moins bonne.
Pour résoudre le premier probleme, la meilleure arithmétique sur les variétés abéliennes principalement po-
larisées est donnée par les fonctions théta de niveau 2 (voir le tableau 3.1). Nous voyons que la complexité
des opérations croit en O(29). Contrairement aux autres applications cryptographiques olt augmenter la
dimension permet de réduire la taille du corps, dans ECM, la taille du « corps » est fixée, et donc aug-
menter la dimension fait croitre le cardinal de la variété.
Les fréeres Chudnovsky | ] proposent de travailler sur des produits de courbes elliptiques : supposons
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que la variété A ne soit pas irréductible (ou plus généralement qu’elle ne soit pas simple), ¢’est-a-dire que
nous avons un morphisme

A— A x...x A,

de la variété A dans un produit de variétés de dimension plus petite. Au lieu de chercher a trouver le zéro
de A(F,), nous allons essayer de trouver celui d’une des variétés A;(F,). En supposant que les variétés A;
sont indépendantes, la probabilité de succes de 'algorithme ECM sur A sera alors la somme de celles sur
les A;. Il est clair que 'optimal est de prendre des A; de dimension la plus petite possible, c’est-a-dire des
courbes elliptiques. L’algorithme obtenu reviendra a effectuer g algorithmes ECM classiques en paralléle
et la probabilité de succes sera alors g fois celle de ’algorithme ECM.

Pour cette variante d’ECM, il faut donc se poser la question du rapport entre la complexité des opérations
sur la variété (qui est en O(29)) et la dimension g. Seuls deux cas sont donc intéressants : la dimension 1
(ECM classique) et la dimension 2.

En dimension 2, toute variété abélienne A principalement polarisée et irréductible est la jacobienne
d’une courbe hyperelliptique. La propriété que la variété soit non simple se traduit alors par les cas
suivants

— la variété est isomorphe au produit de deux courbes elliptiques,

— la courbe hyperelliptique est décomposable (I'isogénie étant de type (di,dz) avec les d; > 1).

Soit 2 € H, la matrice des périodes associée a la variété et soient 71 et 7 celles des courbes elliptiques.
Si la variété est isomorphe au produit de ces deux courbes elliptiques, la matrice 2 est de la forme
(possiblement, aprés un isomorphisme) :
Q= ( n 0 ) :
O T2

z—(’zl)e«:"’,
29

les fonctions théta sur le tore C2/QZ? + Z? sont alors données comme des produits des fonctions théta
associées aux tores C/7;Z + Z. Ainsi,

Posons

ol 00] 0 = 081GLn) 018](27)
9{:(8?)}(2',9) = 0[3](z1,71) 9[2] 29,T2)
0 o)E2 = o[t en 0l
G[tz(g(;)}(z’g) = [g}(zl,ﬁ) 9[2] 29,T2)

Notons leur carré (c’est-a-dire les fonction théta de niveau 2) par X,Y,Z,T. Elles vérifient la rela-
tion XY = ZT. Les fonctions théta 6[2](2z,2Q)% de la variété isogene dans les formules de Gaudry
[ | vérifient le méme type d’équation.

De maniere générale, pour considérer tous les cas, il faut considérer les classes (£2,2(2) modulo iso-
morphisme (c’est-a-dire la variété et une variété 2-isogene). Il faut donc considérer I'action de I',\Sp(4, Z)
d’apres la discussion page 27. Nous obtenons cependant toujours la méme équation xy = zt pour la
variété et sa variété isogene. Par contre les fonctions théta de la variété et celles des courbes elliptiques
sous-jacentes sont différentes. Il est aisé de se rendre compte qu’il n’est pas possible de tricher :

— la probabilité de succes est la somme de celle des deux courbes.

— L’arithmétique est exactement deux fois plus lente que celle sur les courbes elliptiques (avec les

fonctions théta de niveau 2 sur ces courbes).

Avec les courbes décomposables, nous pouvons espérer avoir plus de marge de manceuvre. Nous
appelons l'algorithme ainsi obtenu HECM pour hyperelliptic curve method.
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Plusieurs solutions sont possibles pour construire des courbes hyperelliptiques C telles qu'il existe
deux courbes elliptique &; avec Jac(C) isogene aux produit de ces courbes. Nous pouvons construire C
sous forme de Weierstrafl 4> = f(x) et regarder les conditions imposées sur les coefficients de f pour
qu’elle soit décomposable. Une autre solution consiste & exprimer les fonctions théta associées a Jac(C)
en fonction de celles associées aux courbes elliptiques sous-jacentes.

Nous avons choisi la premiere solution car elle permettait d’utiliser les résultats se trouvant dans la
littérature et, de plus, elle impose des conditions sur la torsion des courbes elliptiques. La seconde solution
serait sans doute plus adaptée pour une étude exhaustive des différentes possibilités de paramétrisation.

Apres avoir présenté plus en détail les courbes décomposables dans la section 4.3.2, nous présentons,
dans la section 4.3.3, une paramétrisation permettant d’appliquer 'algorithme HECM. Pour cette pa-
ramétrisation, nous étudions alors la torsion sur les courbes elliptiques (section 4.3.4). Une amélioration
consiste & utiliser de petits parametres (section 4.3.5).

4.3.2 Courbes décomposables

Définition 4.3.1. Une courbe hyperelliptique de genre 2 est dite décomposable s’il existe une isogénie ¢
de Jac(C) dans le produit de deux courbes elliptiques &; :

¢Z JaC(C)—>(€1 ng.
Si le noyau de isogénie est Z/nZ X Z/nZ, la courbe est dite (n,n)-décomposable.

De nombreuses études ont été faites sur les courbes (n,n)-décomposables. Citons | , ,
, ] qui donnent des méthodes pour les étudier. L’idée générale de ces approches consiste &
étudier la ramification des injections entre les corps de fonctions. Pour un entier £ fixé, nous obtenons
alors la forme que doit avoir une courbe (n,n)-décomposable. En particulier, pour les courbes (3, 3)-
décomposables, on pourra consulter | , ]
Nous ne nous intéressons qu’aux courbes (2,2)-décomposables car les conditions sont les plus simples.
Dans ce cas, Gaudry et Schost | ] ont montré le théoréme suivant en utilisant une approche basée
sur les automorphismes de la courbe | ]

Théoréme 4.3.2. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur un corps k donnée par I’équation

ry? = (x— 1) (x = ) (¢ — ) (& — v)

ou A, u, v sont les invariants de Rosenhain de la courbe et ou k est un élément de k. La courbe C est
(2,2)-décomposable si et seulement si ses invariants de Rosenhain vérifient
1-v

)\:ul_u.

Les deux courbes elliptiques sous-jacentes ont alors pour équation
xky® = (z—1) (z —23) (z — 23)

avec N .

HTq —Kk—q

g=+Vpp-v), w="——,  1g=_——,

m—=q l—p+gq

L’élément k permet de traiter la courbe et ses tordues avec la méme équation. En effet les tordues

quadratiques de la courbe y? = f(x) sont les courbes d’équations ky? = f(z) ou k décrit un systéme de

représentant de k* /k*2.

Sur un corps non algébriquement clos, les invariants de Rosenhain peuvent ne pas étre rationnels. De

ce fait, une courbe (2,2)-décomposable peut avoir différentes équations. Pour avoir une équation plus
générale, il faut utiliser plutdt les méthodes reposant sur les corps de fonctions.

Soit C est une courbe (2, 2)-décomposable donnée par le théoréme. Les courbes elliptiques sous-jacentes

X=—qpu(p—1).
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sont rationnelles si et seulement si u (@ — v) est un carré. Les morphismes entre la courbe hyperelliptique
et les courbes elliptiques sont définis sur & (¢) et donnés par

r—p—q\’ wy _ 8q
(I’y)%<(x—u+q) ’(mu+q)3> R e [ T

Soit f 'application allant de C dans le produit des deux courbes elliptiques £ x &. Le morphisme f
s’obtient en prenant le produit des deux morphismes donnés précédemment. Le poussé en avant f, de f

est défini par
Jac(C) —  Jac (&) x Jac (&)

fe: Z;pi_rpoo — Z;f(Pi)—rf(Poo)

ol nous posons que f (P ) = (Og,, Og,) est le couple des zéros des deux courbes elliptiques. Remarquons
que les diviseurs sur la jacobienne des courbes elliptiques ne sont pas réduits. Pour une courbe elliptique,
la jacobienne de la courbe est isomorphe a ’ensemble des points sur la courbe, de ce fait, nous pouvons
identifier Jac (&;) avec &;. L’application f, devient

Jac(C) — &1 X &
oy Sp—rpe — S F(R)
=1 =1

Un diviseur générique D appartenant a la jacobienne d’une courbe de genre 2 peut s’écrire comme
la somme formelle D = P; + P, — 2P,. En général, nous aurons a additionner les deux points f (P;)
et f (P2) sur les courbes elliptiques.

Si nous partons de Jac(C)/{£1}, alors nous ne pouvons calculer que les coordonnées x des images
f(P;) des points. Rappelons que nous ne voulons pas prendre de racine carrée et donc que nous ne pouvons
pas avoir les coordonnées y des points ce qui est nécessaire pour additionner ou doubler deux points en
coordonnées de Weierstrafl. En pratique, pour faire cette opération, nous pouvons soit utiliser des formules
d’addition completes (ou presque complétes) telles que celles fournies par les courbes d’Edwards ou de
Jacobi. Une autre solution consiste & travailler dans une algebre de dimension 4 sur le « corps » Z/NZ.

Dans HECM, nous utilisons les fonctions théta de niveau 2 pour accélérer 'arithmétique de la jaco-
bienne de la courbe hyperelliptique. Soit IC la variété définie par ces fonctions. La surface de Kummer I
est isomorphe & la variété Jac(C)/{=£1} sur la cléture algébrique du corps. Posons

P Jac(C)/{£1} — K

Sur des corps finis, soit C la tordue quadratique de la courbe C. Notons 1; I'application de J ac(é) dans K.
Comme ), le morphisme 1 est rationnel sur le corps de base et est un isomorphisme sur la cloture
algébrique. Sur le corps de base, nous avons que Jac(C)/{x1} et Jac(C)/{%1} sont toutes les deux

incluses dans K : 5
K= qp(Jac(C)/{il}) U+ (JaC(C)/{il})

avec les points de 2-torsion partagés entre les deux jacobiennes.

Nous ne pouvons récupérer que les coordonnées (x :: z) sur les courbes elliptiques. Ces coordonnées sont
invariantes sous ’action de I'isomorphisme identifiant une courbe et sa tordue. Le morphisme global, qui
est rationnel, est donc la composition de morphismes non rationnels (en particulier, ces derniers utilisent
des racines carrés).

Dans les méthodes utilisées pour la phase 2, il n’est pas possible d’utiliser des additions différentielles :
il faut utiliser de vraies additions. Par ailleurs il faut tester si les points 7@ sont le zéro modulo p d’une
des courbes elliptiques. De ce fait, il faut récupérer les coordonnées (x :: z) de nombreux points. Si nous
travaillions sur une variété abélienne non simple, il faudrait calculer a chaque fois les morphismes pour
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obtenir les coordonnées (x :: z) sur les courbes elliptiques sous-jacentes. En pratique, ceci serait trop
colteux.

La solution retenue a été de récupérer les résultats de la phase 1 sur les courbes elliptiques sous-jacentes

puis d’appliquer pour chacun d’eux la phase 2 et donc travailler avec la phase 2 classique d’ECM sur
chacune des courbes elliptiques.

4.3.3 Paramétrisation

Dans cette section nous donnons une famille de courbes utilisables pour HECM. Nous obtenons ces
courbes sur QQ et considérons leur réduction modulo N, le nombre a factoriser. Comme nous devons avoir
suffisamment de courbes sur Z/NZ, nous voulons avoir un nombre infini de courbes sur Q.

Notons que, au cours de la construction, nous ne devons jamais avoir a calculer une racine carrée.
Nous demandons donc que la paramétrisation soit fournie par des fractions rationnelles en un nombre
fini de variables.

Paramétrisation de la courbe hyperelliptique

Explicitons le lien entre les fonctions théta et les invariants de Rosenhain de la courbe hyperelliptique.
Rappelons que nous avons posé

C: y?=x(x—1)(z—N(z—p)(r—v).

Avec 'ordonnancement {v, u, A, 1,0} dans la formule 3.1.20, nous obtenons les équations suivantes

_op _ e _ ae
oll nous avons posé
a = 607 = 0351097, go= 00 = 0[15]0.0°
7= 002 = o[l 0.9, 6 = 607 = 0[{8] 097,
¢ = 020 = 033|007, 6 = 050 = 0[17]0,9°

Pour I'arithmétique, nous utiliserons celle fournie par les fonctions théta de niveau 2 de la base .75 gy2.
De ce fait, il faut que les théta constantes de cette base (c’est-a-dire le vecteur projectif («, 3,7, 0)) soient
rationnelles.

Lemme 4.3.3. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur Q dont tous les points de 2-torsion sur
la jacobienne sont rationnels.

La courbe C peut étre utilisée dans HECM (c’est-a-dire que C est (2,2)-décomposable avec des courbes
elliptiques sous-jacentes rationnelles et une surface de Kummer rationnelle) si et seulement si C peut se
mettre sous la forme

C: xyi=x(x—1)(x—N)(r—p)(zr—v).

avec
1—v

1—p’

ou O signifie que la quantité doit étre un carré.

A=p pp—v)=0, =0

Démonstration. Avoir une équation sous forme de Rosenhain est équivalent a ce que tous les points
de 2-torsion sur la jacobienne soient rationnels.

Les deux premiéres conditions impliquent que la courbe est (2,2)-décomposable avec des courbes
elliptiques sous-jacentes rationnelles 4.3.2. La surface de Kummer est rationnelle si et seulement si les
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carrés (a, 8,7,0) des quatre théta constantes sont rationnels. Ils sont reliés aux invariants de Rosen-
hain par :
\ af G e

= = V= —
5’}/ ) /”L (5¢7 6¢
ou € et ¢ sont deux autres carrés de théta constantes. Il découle de ces équations que
_ VAuY B _ VY

a
1) Wy v

Donc le produit Auv doit étre un carré dans Q.

Quand nous écrivons 1’équation A = ,utz en fonction des théta constantes (a 'aide des formules 4.1),
nous obtenons o = 72. De plus 3, v, § sont des fonctions de X, p, v, a et donc sont rationnelles. Cela

montre que les conditions sont suffisantes. O

Remarque 4.3.4. Les invariants de Rosenhain (A, u,v) sont définis a une action de PGL(2,5) pres.
De ce fait, la relation qui les lie pour qu’une courbe soit (2,2)-décomposable n’est pas unique. Une fois la
numérotation des racines choisie, notre choix est le seul qui entraine une égalité entre deux des quatre
théta constantes. Nous avons étudié les équations a résoudre pour des paramétrisations avec un choix
différent de numérotation. Nous nous sommes rendus compte que cela impliquait de gérer une racine
carrée supplémentaire.

Comme (o, 8,7, 6) est un élément de P? (Q), nous pouvons supposer que o = 1. Faisons également le
choix

T=a= ]-7
lautre (c’est-a-dire v = —a = —1) fournissant une surface de Kummer isomorphe. Prenons
v(l—v)
p=1-22
5

avec s € Q de sorte que Auv = p?s?. La deuxiéme équation devient
1
wlp—v)= = (—v+2+s)v-1) (v—s*) =0

s2—u?
1—u2

v—s>
v—1

Supposons que est un carré u? (alors v = ), équation se réécrit

1+ (=3/s* +1/sYu? +u?/s? = 0.

Soit v? ce carré, le point (u,v) se trouve sur une courbe elliptique sur Q (s). Celle-ci est sous forme de
Jacobi [ , ], est de rang 1 et posséde un point (1,1 — %) qui n’est pas de torsion.

Théoréme 4.3.5. Une sous-famille des courbes hyperelliptiques (2,2)-décomposables de genre 2 ayant
des courbes elliptiques sous-jacentes rationnelles et une surface de Kummer rationnelle est donnée par la
paramétrisation

C:  xy=z(@-1)(@-N(—p(-v),
1-v v(l—v) 52 —u?
— B T _y-uw
A S I o V=T 0

ot (u,v) est un point de la courbe elliptique
1+ (=3/s% +1/sYu? +ut/s? =02

Un point générique sur cette courbe est (1,1— S%) Les parameétres s, x, u et v sont des nombres rationnels

devant vérifier les deux conditions 4.3.6 et 4.3.6 suivantes.
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Condition 4.3.6. Avec les notations du théoréme, la courbe C est de genre 2 si et seulement si les
éléments 0, 1, oo, A\, u et v sont distincts et si x n’est pas nul. Ceci est équivalent aux conditions

X#0,  sA0EL  u£0,+l, w0,
5 # tu, 52 —2u? 4 u' #£0.

En particulier la condition 4.3.6 implique que nous ne pouvons pas utiliser le point (1,1 — S%) sur la
courbe de Jacobi. Nous devons prendre un multiple de ce point, par exemple son double (2,1 + S%)

Condition 4.3.7. Pour l’arithmétique sur la surface de Kummer, toutes les théta constantes doivent étre
non nulles. Les paramétres doivent alors satisfaire a la condition 4.5.6 et vérifier de plus

s # +u’.

Les différentes théta constantes non nulles sont données avec la numérotation de Dupont par

20 = o[ o009’ = a=1,

h0 = o[ Gylowt = s=Eot
g0 - o[ Ehlont - o

0 = o[ (Hloet = s-gm-t
9000 = 9:1%5)):(079)2 = e=vad— /2,
015(0) = 9%: 3(0,9)2 = ¢=aimd

020) = 9-1((‘;%;)):-(0,9)2 _ /R

63(0) = 0 E?;g(ogf _ /e

G0 = 0] q] 007 = G

GO = o[gpee = 55

Notons que les racines carrées apparaissant ici ne sont jamais calculées en pratique. Cependant travailler
dans 'algebre correspondante permet de simplifier la programmation de I’algorithme.

Le parametre x détermine si nous sommes sur la courbe ou sur sa tordue quadratique. Cependant il
n’est pas choisi lors de la paramétrisation de la courbe : en effet la courbe comme sa tordue ont toutes
les deux la méme surface de Kummer. Le choix d’un point sur celle-ci déterminera si nous travaillons sur
la courbe ou sur sa tordue. En pratique la coordonnée y des points ne sera jamais utilisée et donc y n’a
pas besoin d’étre calculé.

Nous aurions pu utiliser % = lu? (ici I = 1) mais cela aurait mené & des équations plus compliquées.
Par exemple, avec [ = —1, nous trouvons une courbe elliptique avec aucun point rationnel (autre que O).
Dans ce dernier cas, pour que la courbe devienne de rang 1 il faut supposer que s se trouve sur une
conique.

Remarque 4.3.8. L’algorithme ECM suppose que le cardinal des courbes elliptique sur F), se comporte
comme un nombre entier aléatoire de taille autour de p avec possiblement des conditions de divisibilité
supplémentaires. Dans HECM, nous travaillons simultanément sur deux courbes elliptiques. Les cardi-
naux de ces dernieres ne sont pas indépendants : par exemple les points de 4-torsion ne peuvent exister
que sur une seule des deux courbes. Cependant expérimentalement, il semble que ce soit l'unique lien entre
leurs cardinauz.
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Trouver un point sur la surface de Kummer
Appelons (X,Y, Z,T) les coordonnées théta de niveau 2, c’est-a-dire :

S ofen)ear v - o[y eer
zZ = 9[“00)}(%9)2’, T = 9[“00)}(z,9)2.

0 ) ()

Les équations de Riemann 3.1.13 imposent alors la relation suivante entre les coordonnées

AE? apys XY ZT = (F(X*T? + Y?Z%) + G(X?Z* + Y*T?)+
FH(X?Y? + 2°T?) — (X* + Y4 4+ 24+ T4)?

ou
A/ = 04+5+’Y+5a B/ = O[+ﬂ—’}/—57
Cl = 04—64—’}/—(5, D/ = a_ﬁ_’y—’—(sa
E/: A/B/C/D/
(ad — By)(ay — Bd)(af —7d)’
2 n2 .2 2 2 2 2 52 2 2 .2 2
@ 8 7—1—6’ G:a B+~ 57 H:a+ﬁ ~y 5'
ad — By ay — B6 af —~6

Pour ECM, nous avons besoin d’un point générique (c’est-a-dire un point qui n’est pas de torsion sur la
courbe définie sur Q) sur la courbe elliptique. Contrairement & la paramétrisation de Brent-Suyama pour
les courbes elliptiques, il est possible ici de trouver un point apres avoir choisi la courbe hyperelliptique.

Comme dans ECM, le point initial utilisé dans HECM, ne doit pas étre un point de torsion du groupe
considéré (ici les deux courbes elliptiques sous-jacentes).

Rappelons que prendre des racines carrés ou utiliser une extension de corps n’est pas possible. Il n’est
donc pas possible de prendre trois coordonnées théta au hasard et de résoudre I’équation de la surface de
Kummer pour obtenir la derniere.

La premiere méthode pour trouver un point consiste a mettre une coordonnée a zéro. Dans ce cas les

trois autres vivent sur une conique. Supposons qu’il existe un point rationnel, comme les coniques sont
birationnellement équivalentes & P!, nous obtenons un nombre infini de points sur la surface de Kummer.
Ces points ne peuvent cependant pas étre utilisés directement par 1’algorithme de multiplication car une
de leurs coordonnées est nulle. Pour résoudre ce probleme nous pouvons essayer de doubler le point jusqu’a
en obtenir un avec des coordonnées non nulles; en général un seul doublement suffit.
Il existe cependant une meilleure solution pour trouver des points : nous cherchons des points avec deux
coordonnées égales ou opposées. De tels points ont 'avantage d’économiser des multiplications (car nous
pouvons partager des calculs dans les algorithmes 9 et 10) : le cout devient 12M + 10S par bit du
multiplieur. Tous les choix de paires de coordonnées ne sont pas possibles : certains ne conduisent qu’a
des points de torsion ou a des équations impossibles a résoudre comme —1 = [J. Le choix T' = —X conduit
a une courbe elliptique ayant de nombreux points. Chacun de ceux-ci conduit a des points sur la surface
de Kummer qui sont d’ordre infini sur Q. Par exemple, nous pouvons utiliser

uz(uQ—l)(su4—3su2+u2+s3—52+5) B

X (s — u?) stv? ’ =1
2 2 2

7 _ (s u)(u 1) T

b
542

Le chapitre 5 décrit le changement de coordonnées entre les coordonnées théta sur la surface de
Kummer et celles de Mumford (u,v?).
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Tableau 4.1 — points de 4-torsion sur les courbes elliptiques sous-jacentes

-1
s2—u?|s?—-1|u?—-1
O X
O C
O =
X C
O
OJ
X = =
X c|C C
O C C
O
X
X =
O C
X =
X C

4.3.4 Etude de la torsion

La probabilité de succes de 'algorithme ECM dépend de la probabilité que le cardinal de la courbe sur
laquelle nous travaillons soit Bj, Bo-friable. Rappelons (page 15) que le cardinal des courbes elliptiques
sur IF,,, a de meilleures propriétés de divisibilité que les nombres aléatoires.

Pour augmenter la probabilité de succes nous allons essayer de forcer de petits facteurs dans la torsion
des courbes elliptiques. Dans notre cas, nous avons imposé que les courbes elliptiques sous-jacentes aient
au moins quatre points de 2-torsion ce qui veut dire que Z/27Z x Z/27 est un sous-groupe du groupe de
torsion.

En théorie, il est possible de trouver des courbes hyperelliptiques décomposables ayant des courbes
elliptiques sous-jacentes avec de grands groupes de torsion | ]. Cependant cela conduit & devoir
résoudre des équations plus compliquées lors de la paramétrisation. Une obstruction plus théorique a
I’amélioration de la torsion est que pour avoir des points d’ordre supérieur a 2, il faut étre capable de
trouver un point de base sur la surface de Kummer correspondant & un point de Jac(C) et non pas de
sa tordue Jac(C). Cette obstruction pourrait étre levée si la courbe et sa tordue avaient la méme torsion
mais ceci augmente encore le nombre d’équations a résoudre lors de la paramétrisation.

En utilisant la paramétrisation présentée a la section 4.3.3, nous obtenons le tableau 4.1 ou les lettres
indiquent si et ot les points de 4-torsion existent : C pour la courbe et C pour sa tordue. Avec la
méme probabilité, nous travaillons sur la courbe ou sa tordue. Supposons que les symboles de Legendre
de 5% —u?, s —1 et de u? — 1 sont indépendants (ce qui se vérifie expérimentalement). Nous en déduisons
que si p =1 mod 4, alors nous avons un point de 4-torsion avec probabilité 1/2 et, si p =3 mod 4, la
probabilité est de 3/4. Des expériences montrent que pour p = 1 mod 4, la puissance de 2 divisant le
cardinal est, en moyenne, de 3,15 (au lieu de 3 pour des entiers « aléatoires » sous ces conditions) et pour
p=3 mod 4 de 3,48 (au lieu de 3,5).

Pour étudier plus en détail la friabilité des cardinaux des courbes considérées, nous allons utiliser une
théorie développée par Knuth et Schroppel dans le cadre 'algorithme de factorisation par les fractions
continues (voir [ , page 396] ou | , page 101]). Soit p un nombre premier. Considérons un
ensemble S C N de nombres pour lesquels nous allons étudier 'exposant moyen f(p,.S) du premier p dans
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la décomposition des nombres de S (avec la probabilité uniforme sur S). Nous avons

1 1
8 =3 - L
n=1 p" p— 1
Soit k& un nombre entier et soit un élément s de S. Divisons s par les nombres premiers inférieurs a k et
notons r le reste de cette division. La taille de r peut étre estimée par la formule

log(r) =log(s) = > f(p,S)log(p)

pEP, p<k

ou P désigne I'’ensemble des nombres premiers. Posons

s= > (f(nS)—pil)log(p)

pEP, p<k

Le réel § correspond a la différence attendue entre la taille du cofacteur r provenant des nombres de S par
rapport a celle des cofacteurs r provenant des entiers de N. Comme la taille logarithmique du cofacteur
est plus petite du facteur d, le nombre s se comporte (du point de vue de la friabilité) comme un entier
aléatoire plus petit d’un facteur de €.

Expérimentalement, nous trouvons que § = 2,048 . Le cardinal des courbes est donc friable comme un
entier aléatoire valant 1/7,75 du cardinal (& comparer avec 1/23,7 pour les courbes de Suyama | D-

3+t2

Nous avons remarqué que la paramétrisation s = 555, u=2,v =1+ S% fournit une meilleure torsion (la

puissance de 2 étant en moyenne de 3,66) mais il y a moins de telles courbes ayant de petits parametres.

4.3.5 Petits parametres

Comme nous I’avons remarqué dans la section 3.2.2, lors du calcul de [k]P, nous utilisons beaucoup
de multiplications par des constantes. Si les constantes sont petites alors ces multiplications vont étre
négligeables devant les multiplications modulaires classiques. Le cott deviendra alors de 4M + 125 par
bit du multiplieur et si nous utilisons I’approximation 1.5 = 0.8M, le cott est de 13.6 M.

En pratique, nous appelons un nombre une petite constante s’il tient dans un signed long. Ceci
limite le nombre de courbes que nous pouvons utiliser : si nous travaillons avec un processeur 64 bits, il
y a 185.399 courbes hyperelliptiques utilisables ce qui est suffisant pour trouver des facteurs de plus de
65 chiffres décimaux.

Dans l'algorithme de multiplication, les 16 multiplications par des constantes peuvent étre réduites a 12
car nous sommes dans l’espace projectif. Cependant, dans ce cas, nous aurions des nombres rationnels
qui doivent, modulo NV, tenir dans des signed long, ce qui est plus compliqué.

Plus spécifiquement, notre paramétrisation donne (a, 3,7,0) et (1/A:1/B:1/C :1/D) en fonction de
fractions rationnelles de petits degrés en (s,u) € Q2. Comme nous travaillons en projectif, nous pouvons
éliminer les dénominateurs. Les constantes utilisées dans ’algorithme de multiplication sont alors :

(;:;:i:;):(s‘le: s(u2—82) (u2—1): st? 351)2),

(himigip) = (5026 2 4u®) (4 (1) (o 0?)? (50’
(s+1)? (s —2u® +u*) (s — u2)2 p(u®—1) (s +u2)2 (s —u2)2) .

Comme s est rationnel, posons s = a/b avec des entiers a et b. Aprés avoir généré une courbe hyperellip-
tique, nous pouvons tester si les constantes sont petites. Il faut alors trouver un point sur la surface de
Kummer tel que les inverses de ses coordonnées soient « petites ». Malheureusement nous n’avons pas
trouvé de point tel que ces inverses ont des degrés égaux ou inférieurs a ceux des constantes précédentes.
Ceci réduit donc le nombre de courbes utilisables. En pratique, nous avons plusieurs points génériques
sur la surface de Kummer et nous pouvons chercher si 'un de ces points convient.
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4.4 GMP-HECM

4.4.1 Un exemple numérique

Essayons de factoriser le nombre N = 4.816.415.081 avec HECM. Nous utilisons By = 25 et B = 200

ainsi que les parametres suivants pour la courbe : s = %, u=2et v=29. La surface de Kummer est alors
donnée par les parametres
9
a,B,7,6)=(1:—:1:2].
(@58 = (1sg5:1:2)

Un point sur cette surface est
P =(-272:63:—140: 272).

Nous calculons [k] P sur la surface de Kummer avec k = ppem (2,. .., By) = 26.771.144.400 et envoyons
le point qui en résulte sur les deux courbes elliptiques sous-jacentes :

1 1
2 _ _ _ _
(3455587574, 1) sur 734346861y = (z — 1) (;v 25) (x 121)7

(3222355131, 1) sur 2791313056 4> = (z — 1) (z — 25) (z — 121).

Nous utilisons maintenant la phase 2 A’ECM sur les courbes elliptiques. Sur la premiere, cela ne renvoie
pas de facteur mais la seconde trouve le nombre p = 83003 qui est un facteur de

N = 4816415081 = 58027 - 83003.

Apres examen des calculs, nous n’avons pas travaillé sur la courbe hyperelliptique mais sur sa tordue

X92=x(x—1)(x_290> (x_i) (x_i>

ou x est un non résidu quadratique modulo N. L’ordre du point initial dans la jacobienne de cette courbe
modulo 83003 est 2-3-5-11-19-73-631. Le cardinal de la premiere courbe elliptique est 2 -7 - 631 et
celui de la deuxieme de 2-3-5-19-73.

4.4.2 Implémentation

Il existe de nombreuses implémentations de 'algorithme ECM. En particulier, GMP-ECM est un
logiciel libre basé sur la bibliotheque GMP. Il est décrit en détail dans | ]. En utilisant de nombreuses
fonctions de GMP-ECM, nous avons écrit un nouveau programme appelé GMP-HECM qui utilise les
courbes hyperelliptiques. GMP-HECM est distribué avec GMP-ECM 2.

Notre logiciel commence par générer une courbe hyperelliptique décomposable de genre 2 avec des
petits parametres, puis il calcule [k] P sur la surface de Kummer et envoie finalement les points sur les
courbes elliptiques sous-jacentes. Pour la phase 2, il utilise celle de GMP-ECM. En effet GMP-ECM
peut utiliser les résultats d’une phase 1 d’un autre programme : il a juste besoin du parametre A de la
courbe elliptique 42 = 23 + Az + B et des coordonnées d’un point dessus.

Nos courbes elliptique ne peuvent, en général, pas se mettre sous forme de Suyama. Elles n’ont donc
pas le méme groupe de torsion que celui attendu dans GMP-ECM. Cela modifie la probabilité que leur
cardinal soit friable et par voie de conséquence, il faut modifier les parametres By et By. GMP-ECM
est capable de choisir le parametre By de ’étape 2 en fonction de la valeur de By. Ce choix n’est pas le
méme que celui de la continuation standard ou By = 100- By : GMP-ECM utilise des Bs beaucoup plus
gros pour réduire le nombre de courbes nécessaires pour trouver un facteur (voir le tableau 4.2 pour les
valeurs de Bj et By utilisées dans GMP-ECM).

Le choix de B; étant heuristique, nous avons essayé de minimiser le temps moyen de calcul. Le tableau
4.2 fournit les valeurs optimales de By pour différentes tailles (en général inconnues) de facteur. Pour des
facteurs de plus de 35 chiffres décimaux, nous utilisons le méme B; que ECM. Une fois choisis ces By,

3. GMP-ECM et GMP-HECM sont téléchargeables a l’adresse http://gforge.inria.fr/projects/ecm/
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Tableau 4.2 — Choix optimal des parametres dans GMP-ECM et GMP-HECM

ordre de GMP-ECM GMP-HECM
grandeur B, B> nombre moyen de B, By nombre moyen de
du facteur || optimal courbes elliptiques || optimal courbes elliptiques
10%0 11,000 2.10° 74 14,000 2.106 75
10% 50,000 | 16.10° 214 60,000 | 16.10° 214
1030 250,000 | 130.10° 430 260,000 | 130.10° 491
10%° 1.10% | 900.10° 904 1.10% | 900.10° 1,116
10%0 3.10° 4.10° 2,350 3.10° 4.10° 2,871
10% 11.10% | 28.10° 4,480 11.10% | 28.107 5,425
10°0 43.10% | 200.10° 7,553 43.10% | 200.10° 9,003
10%° 110.10% | 750.10° 17,769 110.10° | 750.10° 21,183
1059 260.10° 2.1012 42,017 260.10° 2.10" 49,534
105° 850.10% | 14.10'2 69,408 850.10° | 14.10™ 81,387

Tableau 4.3 — Fraction du temps pris par les opérations arithmétiques pour différentes tailles de IV

| ordre de grandeur de N ]| 10™° | 1015° [ 10%°° | 10?°° | 10%%° [ 10%° [ 10 | 105 | 1007 |

M 0.143 | 0.159 | 0.194 | 0.216 | 0.209 | 0.219 | 0.216 | 0.222 | 0.234

S 0.428 | 0.465 | 0.557 | 0.597 | 0.622 | 0.645 | 0.65 | 0.682 | 0.700

m 0.163 | 0.127 | 0.092 | 0.081 | 0.070 | 0.057 | 0.037 | 0.031 | 0.051
additions 0.237 | 0.179 | 0.116 | 0.109 | 0.074 | 0.057 | 0.059 | 0.041 | 0.017
S/M 1.00 | 098 | 0.96 | 093 | 0.99 | 0.98 1.04 1.02 1.00
m/M 0.26 | 0.20 | 0.12 | 0.093 | 0.084 | 0.066 | 0.043 | 0.035 | 0.055

GMP-ECM nous propose des valeurs de By. Nous nous rendons compte que ces valeurs de Bs sont les
mémes que celles de ECM.

Finalement, le ratio de la différence du nombre moyen de courbes nécessaires décroit avec la taille du
facteur.

4.4.3 Résultats et comparaisons

Pour les B; de taille suffisante, la complexité théorique et pratique de 'algorithme est linéaire en
B;. Cependant la dépendance en la taille du nombre N a factoriser n’est pas simple : les multiplications
modulaires sont quadratiques pour des petits N mais deviennent quasi-linéaires pour les grands N. Il y
a de plus de nombreuses autres opérations (multiplications par de petites constantes, additions...) dont
la complexité n’est pas négligeable pour les petits N.

Le tableau 4.3 montre le temps pris par les différentes opérations lors du calcul de [k]P pour diffé-
rentes tailles d’entiers N dans GMP-HECM (nous avons noté par m les multiplications par les petites
constantes). Nous pouvons remarquer que les carrés prennent le méme temps que les multiplications.
Ceci provient du fait que GMP-ECM (et donc GMP-HECM) a du code assembleur spécifique pour les
multiplications modulaires mais pas pour les carrés et donc que ces derniers sont calculés avec le méme
code. Pour les multiplications par de petites constantes, Kruppa a écrit du code assembleur spécifique.
Finalement le tableau montre que ni les additions, ni les multiplications par les petites constantes ne sont
négligeables pour les petits V.

A la fois parce que les opérations « négligeables » ne le sont pas et parce que le cardinal des courbes
elliptiques dans HECM n’est pas autant divisible par de petits facteurs que celles des ECM classiques (du
moins avec notre paramétrisation, voir 4.3.4), 'algorithme HECM ne doit pas étre utilisé pour factoriser
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TABLE 4.4 — Comparaison entre la phase 1 de GMP-ECM et celle de GMP-HECM pour différentes
tailles de N avec By = 107 sur un core 2 & 2.4Ghz.

ordre de grandeur de N [[ 10190 [ 10™° [ 10200 [ 10250 [ 103%0 [ 103%0 [ 10700 | 10°°0 [ 101000

C
JeAs 115 | 1.09 | 1.03 | 1.0 | 0.97 | 0.94 | 0.95 | 0.93 | 0.89

des nombres de petites tailles.

Théoriquement, la complexité de la phase 1 ’HECM est de 4M +12S par bit du multiplieur. Pour une
exécution d’ECM avec les coordonnées de Montgomery et 'algorithme PRAC, la complexité est a peu
pres de 6M + 3S5. De ce fait deux sessions d’ECM cotiteront 12M + 6S. Si nous utilisons I’approximation
15 = 0.8M, la complexité de HECM devient 13.6 M et celle de deux ECM devient 16.8M . Nous obtenons
donc un gain compris entre 11% et 20% selon I'algorithme utilisé pour les carrés modulaires. Bien siir,
ceci n’est valide qu’asymptotiquement.

Le tableau 4.4 compare le temps d’exécution de deux GMP-ECM contre celui d'un GMP-HECM
(rappelons qu'une exécution de HECM avec des courbes décomposables est équivalente & deux exécutions
de ECM) pour un B fixé et différentes tailles de N. Ce tableau montre que pour les N treés grands (au
moins 10%%°), notre programme est plus rapide que GMP-ECM. Comme I'arithmétique avec HECM a
plus de carrés que celle avec les courbes de Montgomery, du code assembleur optimisé pour les carrés
modulaires permettrait de réduire la frontiere a partir de laquelle GMP-HECM est plus intéressant que
GMP-ECM. Pour de trés grands N le gain entre GMP-HECM et GMP-ECM est de 11% ce qui est
concordant avec les résultats théoriques.

L’algorithme EECM (ECM avec les courbes d’Edwards) utilise des « signed sliding window » pour
calculer [k] P (voir | ) ]). Cette méthode permet de ne faire qu’'un doublement et e addi-
tion (sur la courbe elliptique) par bit du multiplieur. Le doublement en coordonnées d’Edwards se fait
en 3M + 4S5 tandis que 'addition est en 10M + 1.5 + 1d.

En théorie, deux exécutions d’EECM seraient plus rapides qu'une de HECM deés que € est plus petit
que 1/12 (si nous supposons que 1S = 0.8M alors e doit étre plus petit que 1/20). Cependant, pour
atteindre de tels ¢, la taille de la fenétre devient tres grande. Les précalculs et 'utilisation mémoire de-
viennent alors non négligeables.

Les auteurs de [ ] comparent EECM & HECM. IlIs écrivent que HECM fait plus de multipli-
cations que EECM mais dans leur comparaison, ils ne comptent pas le cout des précalculs et le font
pour un Bj suffisamment petit ce qui permet d’avoir une taille de fenétre petite. Par ailleurs, dans leur
comparaison, ils précisent le nombre de multiplications par de petites constantes dans HECM et pas dans
EECM.

Une comparaison pratique entre les deux algorithmes serait intéressante. Cependant le seul logiciel dis-
tribué reposant sur les courbes d’Edwards, EECM-MPFQ %, ne permet de factoriser que des nombres de
moins de 10 mots machines (c’est-a-dire faisant moins de 200 chiffres décimaux). Ces nombres sont trop
petits pour HECM. 11 serait intéressant de comparer GMP-HECM a une implémentation de EECM
permettant de travailler avec des grands nombres et des By élevés.

Finalement, citons une nouvelle factorisation obtenue par HECM. Le nombre impliqué 62'2' 4 1
provient de la table Brent-Montgomery-te Riele® | ]:

62121 41 = 32.7.2663- 369293 - 825977153711699903 - p53 - p137
P53 = 11.032.894.983.078.909.629.369.066.070.666.992.613.860.028.418.707.083

4. Disponible & I’adresse : http://eecm.cr.yp.to/mpfq.html
5. Une liste des nombres de ce type qui ont été factorisés et qu’il reste & factoriser se trouve sur le site internet de
Brent : http://maths.anu.edu.au/ brent/factors.html
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Les premiers facteurs ont été trouvés par d’autres méthodes. Il restait & factoriser un nombre de 189
chiffres décimaux.

4.5 Pistes de recherche

Nous avons vu, a la fois théoriquement et en pratique, que 1'utilisation des fonctions théta de niveau
de niveau 2 est compétitive par rapport aux courbes elliptiques sous forme de Weierstral ou d’Edwards.

La paramétrisation donnée dans ce chapitre n’est sans doute pas optimale. Il serait intéressant d’en
explorer d’autres pour obtenir des courbes elliptiques avec une meilleure torsion et/ou de « meilleures »
formules d’addition. Explicitons ce que nous entendons par cette derniere expression. Pour certaines
configurations de courbes (2, 2)-décomposables, nous avons la relation suivante entre les fonctions théta

03 (2)+ 07 (2) +03(2) +05(2) = 0.

Ceci est une relation linéaire entre les fonctions théta de niveau 2. Le probleme de cette relation est qu’elle
entraine 0 [0] (0,2€2) = 0 et nous ne pouvons plus utiliser les formules de Gaudry (algorithmes 9 et 10)
pour Parithmétique. Cependant une telle relation permet d’éviter de « calculer » toutes les coordonnées
théta de niveau 2 : I'une étant fournie comme combinaison linéaire des autres, elle peut donc se calculer
uniquement a ’aide d’additions.

Une paramétrisation intéressante au niveau arithmétique serait donc une paramétrisation permettant
d’avoir une relation linéaire entre les fonctions théta de niveau 2 de la variété ou de sa variété isogene
mais tout en garantissant que les théta constantes ne soient pas nulles.

Si nous gardons la méthode consistant a étudier les courbes décomposables via leur équation de
Rosenhain
v’ =a(z —1)(z = \)(z - p)(z —v),
il serait intéressant de regarder l'ordonnancement {0, 1, A, u, v} des racines au lieu de {v, 1, A,1,0}. En
effet d’apres le chapitre 5, les morphismes entre la variété définie par les fonctions théta et la jacobienne
de la courbe avec les coordonnées de Mumford se comportent différemment. Cela permettrait d’obtenir
d’autres conditions pour savoir si nous travaillons sur la courbe ou sur sa tordue.

La méthode d’étude la plus prometteuse selon moi consiste a étudier les propriétés des variétés associées
aux matrices .2y ol nous avons posé
T1 0
Qy = €EH
0 0 2

avec 1 et 1o des éléments du demi-plan de Poincaré. Nous devons les étudier pour les matrices v du type

21d, 0 .
772( 02 Idg)%, ot v1,72 €T5\SP(4,7Z).

En effet, d’apreés la section 2.3.2, la matrice v; permet de choisir le noyau de la (2, 2)-isogénie associée a
Popération 2 — 2€) :
Cy - 22+ 72 — C¥(2v,-Q) 72 + 22
z — 2z
Finalement ~o permet de déterminer la variété (2,2)-isogéne pour les formules de Gaudry. Les 7 - Qg de
ce type fournissent donc des représentants des classes de couples (A4, B) modulo isomorphismes ot A est
la surface de Kummer d’une variété abélienne (2,2)-décomposable et B la variété isogene associée a 2(2
(ou 2 est la matrice des périodes associée & A).
Notons que nous pouvons exclure certaines matrices v;. En effet, si

T1 0 _ T{ 0
m 0 T2 - 0 T é

ou 71 et 74 sont deux éléments du demi-plan de Poincaré, la variété obtenue ne sera pas simple. De ce
fait, nous n’obtiendrons pas d’équations plus intéressantes.
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Morphismes

Le but de cette partie est d’expliciter les morphismes entre la Jacobienne d’une courbe hyperelliptique,
représentée par les coordonnées de Mumford, et la variété abélienne représentée avec les fonctions théta.
Nous nous limitons aux niveaux 2 et 4. Pour les autres niveaux, il est possible d’utiliser les formules de
changements de niveaux 7.2.

Les morphismes entre jacobiennes de courbes hyperelliptiques et les fonctions théta sont une brique
de base de I’algorithme de calcul d’isogénies entre courbes hyperelliptiques de genre 2 (section 7.4). Une
autre application est fournie par la recherche de lois d’addition completes 5.5.

Soit C : y? = f(z) une courbe hyperelliptique que nous supposerons de modele imaginaire. Nous
voulons avoir des formules de changement de coordonnées entre les systemes suivants

— les fonctions théta de niveau 4 données avec la base .73 9) et les coordonnées de Mumford (u,v),

— les fonctions théta de niveau 2 données avec la famille .75 52 et les coordonnées de Mumford (u, v?).

Remarquons que dans ce dernier cas nous travaillons sur Jac(C)/{£1}.

Un probléeme est que les fonctions théta (et les théta constantes) ne sont pas rationnelles sur le corps k
définissant la courbe. En particulier le plongement de Jac(C) par les fonctions de niveau 4 est défini sur le
corps k ({a;}, {\/ai — a;}) ot les a; sont les racines de f. Pour résoudre ce probleme Van Wamelen a intro-
duit des fonctions théta tordues t 4(z) = fa(Ca)0 [Muoa] (z) ol A est un sous-ensemble de {1,...,2g + 1}.
Les nouvelles coordonnées théta sont alors (avec répétition)

— les t4(22) pour le niveau 4,

— les t4(z)? pour le niveau 2.
Nous introduisons des fonctions Y4(z) qui s’expriment de maniére simple, & la fois en les polyndémes de
Mumford (u,v) (et non pas (u,v?)), et en les fonctions 4 (2) (et non pas en les t 4(2z)). Nous utilisons la
géométrie algébrique pour prouver 1'égalité a une constante pres puis nous déterminons la constante. En
utilisant la formule de Koizumi, il est ensuite possible d’obtenir les formules de changement de coordonnées
voulues.

Les preuves de cette partie reposent sur des calculs analytiques. Cependant le principe de Lefschetz
permet de montrer la validité des formules sur des corps parfaits de caractéristique différente de 2. Par
ailleurs, les courbes hyperelliptiques et les variétés abéliennes considérées sont supposées génériques dans
le sens suivant : aucune théta constante utilisée n’est nulle. Les cas exclus sont ceux de certaines courbes
décomposables. Bien que ce cas ne soit pas traité, il suffit qu'une formule soit bien définie pour qu’elle
soit valide sur ces courbes.

Cette partie repose de maniére cruciale sur les travaux de Van Wamelen | ]. Dans cet article,
ce dernier explique comment modifier les fonctions théta de maniere & obtenir une variété définie sur le
meéme corps que les racines du polynoéme f. Pour ce faire il explicite une partie des morphismes entre les
coordonnées de Mumford et les coordonnées théta de niveau 4. Notre but est d’obtenir des morphismes
totalement explicites dans le cas des niveaux 2 et 4. En particulier nous explicitons les signes dans
les équations de Van Wamelen et nous introduisons de nouvelles fonctions, généralisant celles de Van
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Wamelen, permettant de calculer les fonctions théta a partir des polynémes de Mumford. Par ailleurs,
nous traitons le cas de diviseurs non génériques.

Pour ce faire il faut introduire et étudier différentes fonctions 5.1. Il est conseillé, en premiére lecture,
de ne pas lire les preuves qui sont souvent lourdes. On pourra ainsi se contenter des énoncés suivant

— section 5.1.1 définissant les fonctions théta tordues ts(z) (on utilisera les fonctions tg(2z) pour le

niveau 4 et g(z)? pour le niveau 2),

— la page 125 qui présente les résultats des études précédentes,

— la discution dans la section 5.1.6.
11 est alors possible de lire les sections 5.2 et 5.3 qui expliquent comment calculer les morphismes. Quelques
détails sur I'implémentation pratique de ces formules sont donnés dans la section 5.4. La construction de
lois d’addition complétes est une application de ces morphismes (section 5.5).

Dans la suite, on suppose fixée une courbe hyperelliptique C : y? = f(x) avec f de degré 2g + 1. Les
racines de f sont notées a;.

5.1 Etude du plongement de Jac(C) dans P¥~! avec les fonctions
théta

Le but de cette section est d’introduire des fonctions Y de Jac(C) dans C qui s’expriment « facile-
ment » en fonction des polynomes de Mumford et des fonctions théta.
Nous commengons par introduire et étudier les fonctions théta tordues de Van Wamelen (sections 5.1.1
et 5.1.2) avant d’introduire les fonctions Yg & la section 5.1.3. Des signes apparaissent alors dans les
équations et on les déterminera dans la section 5.1.4. Plusieurs choix doivent étre effectués pour définir
les fonctions Yg, nous étudierons leurs impacts dans la section 5.1.6.

5.1.1 Fonctions théta tordues

Tous les quotients de la forme (a—b)/(c—d) ol a, b, ¢, d sont des racines de f peuvent s’exprimer comme
un carré ou comme 'opposé d’un carré d’une fraction rationnelle de théta constantes (théoréme 3.1.20).
Il est donc naturel, dans le premier cas, d’essayer de prendre une racine carrée. Pour cela, commencgons
par ordonner les différences de sorte a étre toujours dans le premier cas. Nous utilisons ici les notations g
de la section 2.3.3.

Définition 5.1.1.

ol 11 a; — a; 52]<Z
<a;—a; >=<a; —a; >= (=1)* " (a; — aj) = LT T
J i i J (=1 (a; 9) aj—a; s11<]

Avec cette convention, nous obtenons une reformulation du théoreme 3.1.20 :

Lemme 5.1.2. Pour tous entiers distincts i, j et k de {1,...,2g 4+ 1} et pour tout sous-ensemble V
de {1,...,2g + 1} de cardinal g + 1, contenant i,j mais pas k,

<ak—a;> _ 0 [miovery] 0 [muoverin)’
<ap—a; > N 2

g [Uuovo{i}]Q 0 [UUOVO{J'JC}}

Dans la suite nous supposons fixée une racine carrée de < as — a; >. Nous pouvons alors définir les
racines des < a; — a; > en fonction de cette derniere.

Définition 5.1.3. Soit un sous-ensemble V de {1,...,2g 4+ 1} de cardinal g + 1, contenant 2,j mais
pas 1, nous posons

0 [nuovo(sy] 0 [Muovoqi 2y)
0 [nL{oVo{2}] 0 [nL{oVo{l,j}]

\/<aj—a1>:\/<a2—a1>
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Soit un sous-ensemble V de {1,...,2g+ 1} de cardinal g + 1, contenant 1,5 mais pas i, nous posons

0 [nuovoisy] 0 [Muovori,iy]
0 [nroo{l}] 0 [nMoVo{i,j}]

\/<ai—aj>=\/<ai—a1>
Cette définition ne dépend pas du choix des ensembles V. Par ailleurs, en passant au carré, nous
voyons qu’elle est cohérente avec le lemme 5.1.2.

Exemple 5.1.4. Soit la courbe hyperelliptique de genre 2 suivante

v? = f(2) = a(e — (@ — N - p)(z - v)

pour laquelle nous choisissons lordre {0,1,\, v} sur les racines de f et /<1 —0> = /1 =1 pour
une racine carrée de < ag — a1 >. Nous avons alors, avec la notation de Dupont ( page 37) :

V<az—ar> = V1= 1 VFamas = VA= -

04612
EEIEE = VR = gan VEEmas = = g
J<aa—mS = Va-1 = —;4190192, V<ag—az> = Jp—-1 = iflgg’
VEmmms = Wl = g Vaews = Veed = g
N R e

Nous pouvons maintenant introduire de nouvelles coordonnées en « tordant » les fonctions théta.

Définition 5.1.5. Soit un sous-ensemble A de {1,...,2g + 1}.
— Si A est de cardinal plus petit que g, choisissons deux ensembles C' C (AUU) et C" C U\ A de
cardinaux n = L%J et posons Cy = C'UC".
— Si A est de cardinal plus grand que g + 1, nous poserons Cy = Cge.
Posons alors

Hz‘eumA vV<a—aj> HieuﬂmAC vV<ap —a; > 0 [UMOZ/IOCA]

fA(CA) _ JEUNA JjEA\U
Hie(uocA)m(AocA) vV<a;—a; > Hie(uoCA)Cm(AoCA)C v<a;—aj; > 0 [T)quocA}
JEUC 4)\(A0C 4) JEUOC 4)\(AoC 4)

Le choix du sous-ensemble C'y4 dans la définition précédente peut étre résumé par le schéma suivant :

A U

) e

©
{1,...,2g+1}

Ensemble C'4 dans le cas ou #A4 < g

Remarque 5.1.6. Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous écrirons C au liew de Ca, fa au lieu de fo(Ca).
On pourra se référer a la propriété 5.1.20 et a la discussion page 107 pour U'étude de la dépendance
de fa(Ca) par rapport a C4 : la conclusion de ces études est que différents choiz d’ensemble C'a changent
seulement le signe de fa(Ca). Finalement, si A = {i} est de cardinal 1, nous écrirons f; au lieu de fy;y.

Remarquons que si #A n’est pas congru a g + 1 modulo 2, notre définition de fu n’est pas la méme
que celle de Van Wamelen. Pour retrouver cette derniere, on peut regarder A¢ qui est de cardinal congru
a g + 1 modulo 2. Notre constante f,4 differe alors de celle de Van Wamelen par un signe.
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Définition 5.1.7. Soit un sous-ensemble A de {1,...,2g + 1}, soit C4 un sous-ensemble de {1,...,2g + 1}
choisi comme dans la définition 5.1.5. Nous définissons alors la fonction ta,c, par

taca(z): {

CcCs — C
z > fa(Ca) 0[muoal (2)

Remarque 5.1.8. De méme que pour les fa nous écrirons t4 au liew de t4 c, quand il n’y a pas
d’ambiguité. De plus, si A =i est de cardinal 1, nous noterons t; a la place de tg;.

Exemple 5.1.9. En genre 2 nous obtenons

fAc(CAC) tAC,CAc(Z)
A | Ca | fa(Ca) ta,ca(z) fa(Ca) | tac,(?)
(Z) {1 2} -1 92039%2 -1 i 92939%2 14(2) -1 -1
7 Vag —ay° 0102050800015 | /oy —a;° 0102050509015
-1 604040 -1 604060
W25 | s 0,0t Vi 02030001 - -
—1 0406012 —1 0405012
21 | {1,4 011 (2 1 1
2 4 Vaz — aq 0208015 Vaz — ay 0508015 n(z)
-1 666 -1 6966
3 1,2} | ———+ ———0;(z 1 -1
{ } { } VvV as2 — ap 9293 Va2 — ap 9293 7( )
1 n -1 64
4 1,2} | ——— — —05(z 1 -1
Rl RS vt Vi —a: 0,
~1 6,0 -1 6y0
{5} {17 2} Vv as — ag 0080192 Vv as2 — aq 6089192 913(2) -1 -1
Pour les ensembles A de cardinal 2 ou 3, la constante C4 est I’ensemble vide. Nous avons alors
e 0 [0 610
0) = (=1)2 "uoaly fa. () = , t 2) =tygep(2) = 0 [moal (2
fa(@) =(-1) fa=(0) B Tuton] A4,0(2) = tacp(2) B Tuton] [Muoal (2)
c’est a dire
fae(Cac)
A C |t z) =tpcc,.(z
fa(Ca) a(Ca) A,04(2) = tae 0,0 (2)
o o
1,2 — -1 —0
{1,2} . . 15(2)
90 00
1 — 1 —
00 90
1,4 — 1 —
Ly P 201(2)
90 90
1 2 ~1 20
{ 75} 99 8999(2)
o o
2 — 1 —
{ 73} 92 0292(2)
{2,4} 1 1 0o(z)
to to
2 — -1 —0
6o o
4 — -1 —0
{3,4} ora bra 12(2)
0 [
(3,5} i 1 ?294(2)
o o
sy g 1 5205()
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5.1. Etude du plongement de Jac(C) dans P =1 auvec les fonctions théta

Soit C : y? = f(x) une courbe sur un sous-corps k de C. Van Wamelen a montré que les fonctions ¢ 4 (22)
pour A C {1,...,2g + 1} de cardinal congru & g+1 modulo 2 fournissent un plongement projectif de Jac(C)
dans P*"~1(k) défini sur le corps k (a;) ot les a; sont les racines de f.

Nous n’utiliserons pas cette propriété. Cependant les formules s’expriment de maniére plus naturelle
avec les fonctions t4 que les fonctions théta : en se basant sur le théoréeme I11.a.7.6 de Mumford | 1,
Van Wamelen prouve

Théoréme 5.1.10. Soit D un diviseur de Jac(C) \ ©. Soit u le polynéme de Mumford associé a D et
soit z =u(D), limage de D par Uapplication d’Abel-Jacobi 2.3.3. Alors, pour tout k € {1,...,2g + 1},

i (2)
5(2)
Ce théoreme est important car il permet de relier les fonctions théta au polynéme u de Mumford.

Pour les relier au polynéme v, nous allons introduire de nouvelles fonctions Ys dans la section 5.1.3.
La remarque suivante permettra de faire les calculs dans le cas du niveau 2.

~

u(a) = (=1)?

~+

Remarque 5.1.11. Pour tout ensemble A C {1,...,2g+ 1}, les constantes f3 se calculent en fonction
des racines de f et des théta constantes de niveau 2 :

oo Mmooy (079 0ol
4 Hie(uoc)ﬁ(AoC) (ai — aj) Hie(uoC)Cﬂ(AoC)C (ai — aj) 0 [nZ/lvoC]2

FEMoC)\(AoC) FJEMUoC)\(AcC)

Dans la suite nous étudions principalement les fonctions t4 avec #A < g. Les autres peuvent en étre
déduites par la formule suivante.

Remarque 5.1.12. Pour tout ensemble A, nous avons les relations

Fae = Fa(=1)*Meoreealstae(z) = ta(2) (- DETTT (1) e

En particulier si A est de cardinal g ou g+ 1 alors Cy = et
Fac = fa(=1)2"Meals pue(z) = talz).

Les produits [] fa, ont des propriétés tres intéressantes. En particulier, sous certaines conditions, ils
s’expriment uniquement en fonction de produits de racines /< a; — a;j >. Cette étude est effectuée dans
la section suivante.

5.1.2 Propriétés des constantes f,

Le plan général de cette section est le suivant

— Définition d’un ensemble £ (page 95).

~ Etude de certaines fractions de 4 théta constantes (page 96).

~ Etude de 13 (page 102).

~ Etude de certaines fractions de 8 théta constantes (page 104).

~ Etude de la dépendance de fa(C4) par rapport au choix de C'4 (page 107).

~ Etude de certaines fractions de 4 constantes f4 (page 108).
La plupart des propriétés de cette partie ne sont utiles que pour prouver les théoremes de la partie 5.1.4.
Les preuves, qui consistent en majorité a manipuler des ensembles, peuvent étre ignorée en premiere
lecture.

Ensemble &

Nous allons considérer des éléments d’un certain ensemble £ défini comme suit :
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Définition 5.1.13. Soit € l’ensemble des produits d’un élément de Q et de puissances de /< a; — aj >.
Soit E un élément de &, pour tout © # j deux entiers de {1, ...,2g + 1}, notons p; ; [E] la puissance de
V< a; —aj > dans Uezpression E et s[E] la constante de Q apparaissant dans le produit. Ainsi

E = s[F] H V< ai —aj Sralel
i<j

Remarque 5.1.14. L’ensemble £ ne contient pas les constantes fa. Cependant lors de l’étude de celles-ci
et lors de leur utilisation, les produits de ces constantes qui apparaitront appartiendront a &.

Pour montrer qu’un élément E appartient & &, il suffit de vérifier que pour tout ¢, j dans {1,...,2g + 1},
la valeur de p; ; [E] est entiére ou de maniere équivalente que celle de p; ; [EZ] est paire. Remarquons que
pour tout éléments E et F' de € nous avons p; j [EF] = p; ; [E] + p;; [F]. Pour tout ¢ € {1,...,2¢9 + 1},
et A C{l,...,2g9+ 1} définissons la fonction d;(A) qui vaut 1 si ¢ appartient & A et 0 sinon. Pour tout
ensemble A et B, nous avons

5;(Ao B) = 6;(A) + 6:(B) — 26;(AN B)

et donc
(_1)&(,4013) _ (_1)6,i(A)+5i(B).

Pour prouver des propriétés sur p; ;, nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant qui a été prouvé par
Van Wamelen, mais peut se redémontrer facilement avec une table de vérité.

Lemme 5.1.15. Pour tous sous-ensembles A1, As, As, Ay de {1,...,2g+ 1} U {oo} tels que
A10A20A30A4 :Q),

la somme
4
Z(il)éi(Ak)Jréj (Ag)
k=1

est divisible par 4.

Fractions avec 4 théta constantes

Théoréme 5.1.16. Soient V et V' deux sous-ensembles de cardinal g + 1 de {1,...,2g + 1} U {oo}.
Soient deuz ensembles C C V\V’ et C' C V' \V de méme cardinal. L’expression

0 [uuov] 0 [muov]
0 [nZ/{OVo(CUC’)] 0 [ﬁro/o(CUCI)]

E =

appartient d €. De plus s[E] =1 et

(—1)%:(E)+8;(C) (_1)5'i(c/)+5j(c/)

2
(= 1)3(VNVIUON48,(VA(V'UO)) _ (L 1)3:(V\(VUE)+65(VA(VUC)))

2

pijlE] =

La preuve de ce théoreme se décompose en plusieurs cas suivant dans quel ensemble se trouve oo.
Si co appartient & un seul des deux ensembles V ou V' alors la preuve avait été faite par Van Wamelen
avec I’étude de deux sous-cas suivant que oo appartienne a C' ou pas. Le cas ou oo n’appartient a aucun
des ensembles V et V' peut se ramener au cas ol il appartient aux deux. Pour montrer le théoreme dans
ce dernier cas, nous allons nous ramener a utiliser trois fois la version prouvée par Van Wamelen.
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5.1. Etude du plongement de Jac(C) dans P =1 auvec les fonctions théta

Démonstration. Dans le cas olt co € V mais oo ¢ V', Van Wamelen (] ], théoréme 2) a montré que

[I v<a—a> ] V<o —a>0mev]0lmov]

le(V\V/)\C le(V/\v)\c’
kec’ keC

= H V<ag —a; > H V< ag —ar >0 [myovo(cucn)] 0 [uoviocucn) -

Le(V\V/\C le(VI\V)\c’
keC kec’

Nous obtenons donc dans ce cas que s[E] =1 et
HlEV\(V’U@ v<ag—a > HleV/\(Vuc’) <ap—a >
keC kec’
pijlE] = pij
HLEV\(V’UC) v<ar —ap > Hzev'\(vuo’) v<ap—ap>
kec’ keC

Notons que pour tous sous-ensembles disjoints A et B, la puissance de /< a; — a; > qui apparait dans

H\/<ak—al>

keA
leB

est non nulle si et seulement si ¢ appartient & A et j & B ou réciproquement. D’ou

1— (=% 1 —(=1)%B) 1 (=1)%B) 1 — (—1)%A)
Dij H V<ap—a; >| = (=1) (-1 I (-1 (-1) .

2 2 2 2
keA, leB

Nous obtenons alors I'expression cherchée.

L’expression étant symétrique, on en déduit immédiatement le cas olt oo € V'’ mais co ¢ V.

Le cas ol co n’appartient & aucun des deux ensembles V et V'’ se rameéne au cas ou il appartient aux
deux en considérant les complémentaires de V et V.

B 0 [muov] 0 lmov] _ 0 [nuove] 0 [muove] y

0 [muovocucn] 0 [Muovioccuen] 0 [Muoveoicucn] 8 [musvreco(cucn]

ol w est le signe

w = 1)2 Wuov( 277uov)( ]_)2 ”uov’(C znuov’)

t 7 " 17
1 2 nMoVo(CUC’)<< 2’7uovO(cuc’)) (_1)2 nMoV’o(CUC’)<<Q _Q”uov’o(cucQ)
" " t ’ ’ " 1"
1) (eovFneoer) (tiov+néuer) (—1)4 (eov 0o (Mo +nEuer)

1"
1)2 (nMOVJrnMoV’+nMoVo(CUC')+T,MOV’O(CUC’))C ( 1)4t772//tovnl,;oV(_1)4tnzl,{ov’n{/;ov’
1)4( Moy NEuc+ Meser Miov+ Moy Méuer+ oL Mov:)

(-
(-
(-
(—
(—
(1) "MovmEuer+ Moucr oy

= ex(nvovs,noucr) -

Le cardinal de C'U C” est pair (car C' et C’ sont disjoints et de méme cardinal). Par ailleurs,
H(VoV) =4V + #V' — 24V NV)=2(g+1) —24(VNV')=0 mod 2.

Comme C est inclus dans V et C’ dans V’, I'intersection de VUV’ et CUC" est de cardinal pair. D’apres
la propriété 2.3.17, nous obtenons que w est égal & 1. Remarquons que C C V'¢\ V¢et C' C V¢\ V'e
et supposons le théoréeme prouvé dans le cas oli oo appartient aux deux ensembles. Nous obtenons alors
que s[E] =1 et
(_1)57;(0,)"1‘51'(0/) — (—1)%(@)+4;(0)

2
(_1)51(V°\(V'CUC/))+5J'(VC\(V'CUC')) — (_1)5i(V'C\(VCUC))+5J'(V'C\(VCUC))

2

pijlE] =

97



Chapitre 5. Morphismes

Or Ve\ (Veu’) =V’ \ (VUC’), ce qui donne alors la formule cherchée pour p; ; [E].

Supposons maintenant que oo appartient aux deux ensembles V et V'. Il existe alors un élément k
de {1,...,2g 4+ 1} n’appartenant pas & ces deux ensembles. Soit T un sous ensemble de {1,...,2g+ 1}
de g 4+ 1 éléments contenant k.

Vv

V/

Xk

{1,...,2g+ 1} U {oo}

Nous allons décomposer E de la maniere suivante :

0 Inuov] 0 [nuovfo{k,oo}] 0 [nuovfo(cw/)o{k,ooﬂ 0 [nUoTo{k,oo}}
0 [nuovocucn] 0 [Muoviofk,coto(cuch] 0 [nuovo(cucn) 0 [muor]
6 [nuor) 0 [Muov-]
¢ [nMoTo{k,oo}] 0 [nMoV’o{k,oo}]

E

Sur chacune de ces trois fractions, nous pouvons appliquer le cas particulier précédent du théoreme. La
figure 5.1 précise les conditions d’application du théoréme : les ensembles V' et V'’ du théoreéme sont ceux
avec un bord continu, les ensembles C' et C” sont grisés. Il est alors évident que s [E] = 1. Pour p; ;, nous
obtenons la formule suivante en se rappelant que §;(c0) =0 :

(—1)%(EO)+35(C) (_1)5i(0/)+5;‘(c/)

pij[E] = 5
(,1)51'(V\(V’UC))+5]'(V\(V’UC)) _ (,1)51‘((V'O{kyoo})\(VUC'))%j((V'O{k,oo})\(VUC'))
2
(—1)%R)+d;(k) _q
B 2
(_1)&‘(T\(V/O(CUC’)U{k}))Hj(T\(V/O(CUC’)U{k})) _ (_1)5i((V’0(CUC’))\T)+5j((V’O(CUC’))\T)
2
) (= 1)8 )83 R) 1 (1) TNV ULRR) 465 (T\(V'ULkD) _ (_1)0:(V\T)48;(V/\T)
2 2 '

Quand 7 et j sont différents de k, les termes (—1)5i(k)+5i(k> — 1 sont nuls et par conséquent nous obtenons
)85 (C)+65(C) _ (_1)8:(C)+5,(C")
pogle] = CU T
(_1)6VL(V\(V'UC))+5J(V\(V'UC)) — (_1)51-(V/\(VUC'))+5J'(V'\(VUC'))
2 )
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5.1. Etude du plongement de Jac(C) dans P*' =1 avec les fonctions théta

FIGURE 5.1 — Les trois applications du cas particuliers du théoreme 5.1.16 dans sa preuve

................................

v

Vio(C UC)
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Tableau 5.2 — Table de vérité pour la preuve du théoreme 5.1.16

j appartient & | (—1)%T\V) | (=1)5(VAT) | (—1)0(T\(V'UC)+8;(TNCT) | (_1)8;((V/e(CUCONT) |
(TUV'UC)® 1 1 1 1 0
C\T 1 1 1 —1 2
cnT -1 1 1 1 2

T\ (V'U0) —1 1 —1 1 0
(TnVH\C' 1 1 1 1 0
c'nT 1 1 -1 1 —2
C'\T 1 —1 1 1 -2

V' \(TUC) 1 —1 1 —1 0

ce qui est la valeur cherchée. Supposons maintenant que i = k (et par conséquent j doit étre différent
de k). Nous voulons montrer que py ;[E] = 0. Or

(—1)%() — (_1)61(0’) (_1)6j(V\(V/UC)) + (_1)5J(V/\(VuC/))

prjlE] = 5 5

(,1)6]'(T\(V’uC))Jr&j(TﬂC’) — (,1)5j((V’o(CuC’)>\T) (,1)5]-(T\V’) _ (,1)6]'(V’\T)

+ 2 B 2

Il est clair que, pour le premier terme,

(—1)55(©) — (—1)35(€") (—1)B(V\V'UE) 4 (_1)8(VAVLED) _01 zjigCuC’),
2 2 1 jec.

Posons
a = _(_1)5j(T\V') + (_1)5j(V’\T) + (_1)%(T\(V’UC))+5j(TﬂC') _ (_1)51-((V/0(CUC'))\T).

Une table de vérité 5.2 permet alors de montrer que a;/2 est 'opposé du premier terme. Nous avons donc
prouvé le théoreme dans ce cas. O

Théoreme 5.1.17. Soient T et T' deux sous-ensembles de cardinal g + 1 de {1,...,29g+ 1} U{co}.
Soient deuz ensembles S C (TUT')¢ et 8" C T NT' de méme cardinal. L’expression

0 [muor] 0 [nuor]

E =
0 [uoro(sust)] O [muoro(sush)

appartient a €. De plus

(—1):(S)+8;(5) _ (_1)5i(s')+6j(s') (_1)6i(TUT’US)+6j(TUT/US) _ (_]_)5i((TmT/)\S/)+5j((TﬂT/)\S/)
2 D) )

pij [E] =

$[E] = (=1)2 sus'¢s
Ce théoreme est une reformulation du théoréeme 5.1.16 précédent. Sa philosophie est de transformer

les ensembles T" et 7" en deux ensembles T'o (S US") et TV o (S US’) en retirant des éléments de T'NT’
et en rajoutant des éléments de (T'UT")°. 1l correspond & la figure :
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5.1. Etude du plongement de Jac(C) dans P =1 auvec les fonctions théta

T T’

@
@

{1,...,2g+ 1} U {o0}

Démonstration. D’apres la propriété 3.1.2,

o 0 [nuor) 0 (Mot _ 0 Muore] O [Muor] "

0 [muoro(susy] 0 [muorrosusy] 0 [Muorcocsusy)] O [muorro(sush)

avec d’apres 2.3.18,
w = (,1)2 Ntor (C;'*M&oT) (,1)2 tnl//{oTo(SuS’) (C.ii/_2nl//;oTo(SuS’))
(_1)21771<;Us/<;/(_1)4t77(l/{oTUZZOT(_1)2tnll/{oTo(SuS’)nZ//;oTo(SUS’)
= (=1)2"susSy
Pour conclure, nous appliquons le théoreme 5.1.16 aux ensembles suivants
V=T, V=T, C=8 ' =§.
Nous obtenons la valeur cherchée de s[E] et

(_1)5i(5)+5,~(5) _ (_1)5i(s’)+5j(s’)

2
(= 1)5 (TN US))5,(TNT'US)) _ (_1)3:(T\(TUS )48, (T\(T°US")

2

pijE] =

Or T°\ (T"U S) est égal & (TUT"US)° donc
S5;(T°\(T'"US)=1+6,(TUT"US)
et de méme pour d;. Par ailleurs nous avons 7"\ (T°U S") = (I'NT")\ S’, ce qui termine la preuve. O

Une application directe de ce théoréme est le corollaire suivant dit & Van Wamelen.

Corollaire 5.1.18. Pour tous sous-ensembles Ay et Az de cardinal g + 1 de {1,...,2g+ 1} U {oo},

9[77qu1]2

l’expression [ T appartient a £ et
Mo Agy

R L7 B T R o et
i, )
9[771/10142}2 2

2
0 [’r]UOA2]

Démonstration. Appliquons le théoreme 5.1.17 &
T=T = A, S = A\ Ay, S' = Ap\ As.
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Posons 9
4 [nUoA1 ]

5 -
6 [Muoa,]
Comme S U S’ = A 0 Sy, nous obtenons la bonne valeur pour s[E]. Par ailleurs, nous avons

(_1)5i(A2\A1)+5j(A2\A1) _ (_1)51'(A1\A2)+5J(A1\A2)

2
(_1)5L(A1UA2)+§J (A1UA2) _ (_1)5L (A1QA2)+6J' (A10A2)

2

pij Bl =

Avec les bonnes factorisations, nous obtenons :

51 (A1), (AgnAy) (—1)01 (AT (A2) — (1) 0(An)He;(4n)
Dij [E] = (_1) (A1NA2)+6;(A1NA2) 5
(_1)5i(AlﬁA2)+6j(AlﬁA2) (_1)5i(A10A2)+5j(A1°A2) ~1
2
5 (_1)5i(A2)+5j(A2) _ (_1)51(141)-"-51'(141) (_1)51(A1°A2)+51(A10A2) -1
pij[E] = 5 5 :

Pour les indices i, j tels que (—1)%(A2)+8;(A2) _(_1)%:(A1)+5;(41) pest pas nul, une table de vérité montre
que (—1)%(A1e42)+6;(41042) — _1 Nous obtenons donc

(—1)%(A2)+0;(A2) _ (_1)8i(A)+0;(A1) 1 1 (—1)%(A0)F0(A1) _ (1)%i(A2)+9;(Az2)

pij [E] = 2 2 2

O

Remarque 5.1.19. Comme 1, = 0, ce corollaire est toujours valide si A1 et As sont deux sous-ensembles
de {1,...,2g + 1} de cardinal g ou g+ 1.
Carré de f,4

Le corollaire 5.1.18 permet de montrer la propriété suivante. Notons que cette propriété implique
que f2 n’est pas définie sur le corps Q (a; — a;) mais sur le corps Q (\/W)
Corollaire 5.1.20. Pour tout sous-ensemble A de {1,...,2g+ 1}, la constante f3 appartient a & et
(—1)%:@0+8;U) _ (_1)%(A)+9;(A)

5 )

s [ffx] _ (_1)2%&%4;’.

En particulier f3 est indépendant du sous-ensemble Ca choisi dans la définition 5.1.5.

Dij [ffx] =

Démonstration. D’apres la définition 5.1.5, nous avons

HiEMﬁA vV<a;—a; > HiGMCmAU vV<a;—a;> 0 [UZAOZ/IOC]

o JEU\A jeEA\U
fa= )
HiE(MoC)ﬂ(AoC) v<a; —a; > Hie(l/{oc)cﬁ(AoC)C v<a; —a; > %) [nquoc]
JEMOC)\(A0C) JEWOTI\(A0C)

Pour tous sous-ensembles A et B de {1,...,2g + 1}, posons p; (A, B) la puissance de /< a; — a; > dans

H v<ag—a>.

kEANB
IEA\B

Pour que p’i7 j(A, B) soit non nul, il faut que I'un des indices 7, j appartienne & AN B et que Pautre indice
se trouve dans A. Dans ce cas, p; ;(A, B) est égal a 1. Nous avons donc
1—(=1)%MA) 1 — (=1)%A) 1 — (=1)%B)+5(B)

/ —
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De la méme fagon,

p;l’j(A7B) = Dij | I v<ag —ap >
keACnBC
leA\B

1+ (—=1)%B) 14 (=1)%B) 1 — (—1)%(A)+5(4)
2 2 2 '

Nous obtenons donc que

pij [f3] = 20}, U, A)+2p]; (AU) = 2p; ;(UoC,A0C) —2p]; (Ao C,UC) +p;

0 [772/{02/{06‘]2
nl/lvoC]2
1o (—1)500 1 = (—1)5 @) 1 — (—1)8:(A)+8;(4)
2 2 2
L4+ (—D)%@) 1 4 (=1)% @) 1 — (—1)%:(A)+5;(4)
2 2 2

1— (_1)&(1/100) 1— (_1)5‘7(1/100) 1— (_1)6i(AoC)+6j(AoC)

2 2 2
14+ (_1)5@(1/[00) 14 (_1)51(1/100) 1— (_1)5i(AoC)+6j(AoC)

2 2 2
(_1)6i(1/{oC)+(§j UC) _ (_1)67 (AoC)+6;(AoC)

2

= 2

+2

-2

_|_

ou nous avons appliqué le corollaire 5.1.18.

pij [fal = (1 + (—1)5i<U>+6j<u>) ;
- (1 + (—1)‘5'i(U°C)+6j(MoC)) 1 — (—1)%i(A0C)+0;(A0C)
2
(_1)5i(UoC)+§j(Z/loC) _ (_1)6¢(AOC)+6J- (AoC)

2
1 — (—1)%(A)+0;(4)

2
_ ((_1)6i<c>+6j<0> IS CICOEAC

- (1 4 (_1)5i<u)+aj<u>)

) (DO s

2
(_1)5i(u)+5j(u) _ (_1)61-(A)+5,-(A)

2

+(_1)5i(c)+5a‘ (@)

En rassemblant les deux premiers termes puis en factorisant,

(71)61:(1/{)“!’5]'(1/[) _ (71)6i(A)+5j(A)

pig 1] = . (1= (O 4 Lyt

(71)61:(1/{)“!’5]'(1/[) _ (71)6i(A)+5j(A)
5 .

Pour le signe, avec le corollaire 5.1.18, nous avons

27 9[771/{01/{00}2 _ 2], aC)
S [fA] =S 7| = (—1) Mueabs
0 [WOAOC]

103



Chapitre 5. Morphismes

Quotient de 8 théta constantes

Lors des calculs ultérieurs, nous aurons besoin de la propriété suivante

Propriété 5.1.21. Soient Ay, ..., Ay quatre sous-ensembles de cardinaur g+1 de {1,...,29+ 1} U {0}

tels que Ay o Aso Azo Ay =0, Soit E expression H2:1 99[7[7:;;’}]

. Alors E est un élément de £ qui vérifie

4
1 _ _ v .
pis Bl = 5 (E :<—1>51(Ak>+%<f‘k>> - (1)),

k=1

1"

s [E] — (_1)2(tn/AlﬁAzmABQA4+tn/AlquuA3uA4)<g .

Notons que comme A;0As0A30A4, = ), la somme Zizl(fl)‘si(“k)*‘sj(“) est congrue a zéro modulo 4.
La partie facile de la propriété est la puissance de /< a; — a; > dans E. En effet, il suffit de trouver celle
dans E? par le corollaire 5.1.18 puis de diviser par 2. Pour obtenir le signe, nous devons utiliser le théoreme
5.1.17 qui permet de modifier les ensembles A; pour nous ramener au cas ou A; = Ay et Az = Ay.

Démonstration. Montrons d’abord que E est un élément de £. D’apres le corollaire 5.1.18, E? est un
élément de & et la puissance de /< a; — a; > dans E? est

(—1)%(AR)+8;(Ax) _ ()% @)+8;)
2

NE

pij [B?] =
1

4
(Z(_l)éi(Ak)+5j(Ak)> _ 2(_1)61-(1,{)-&-6]'(1/{).

k=1

N = ﬁ

11 est donc clair d’apres le lemme 5.1.15 que pour tous i, j la puissance de /< a; — a; > dans E? est
paire et donc que E € £. Intéressons nous maintenant a la constante s[E]. Pour tous i,7,k,1 € {1,...,4}
distincts posons

Cij = (Al N AJ) \ (Ak U Al)

En toute généralité, nous sommes dans la configuration suivante :

L’ensemble Ay est grisé

{1,...,2g+1} U {0}

Sans perte de généralité, nous pouvons modifier 'ordre des Ay : supposons que cp2 soit le plus petit
des ¢; j. Appliquons alors le théoréme 5.1.17 a

T=A, T =Ay, S, =ANA\A;, S5 CA;\ (A UA)

tels que #S1 = #57 (cela est possible car ¢1 2 < ¢3,4). Nous avons rajouté un indice pour distinguer les
ensembles S des applications suivantes du théoreme 5.1.17. Posons alors

B, =A10(51U51), B2:A20(81US1)7 B; = As, By = Ay
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Bl BQ

est transformé en

{1,...,2g+ 1} U {oo} {1,...,2g+ 1} U {0}

Nous obtenons

. 0 oAk - 0 o Bk 25, ust €4
S[H 9[;714 A]]] :S[H G[Eht B]]‘| (1) " 16

k=1 k=1

Les ensembles Bj, vérifient les mémes propriétés que les A. Posons
ci,; = (BiN Bj) \ (Bx UBy), d =#(BiNByNB3NBy),

alors
#(B1UB2UB3UB4) :#(BluBQUBg) :3(g+1) 70/17370/27372(1/.

Or Bj est I'union des parties correspondant & ¢} 4, ¢4 4, 3 4, et d’ donc
g+1=#B;=3(g+1)—2c, 3 —2ch 3 —2d
ce qui implique que # (B; U By U B3 U By) =2(g+ 1) — d’ et donc que
#(BiUBsUB3UBy) =d =#(BiN BN B3N By).

Par ailleurs, comme #A3 = g + 1, nous obtenons cg’4 = 0 et donc B3y C Bj U By. Visuellement, cela se
traduit par la modification suivante de la derniere figure

(T

{1,...,29 +1} U {oo}

Appliquons le théoreme 5.1.17 a
T = By, T = Bs,

522(31UBQU33UB4)C, SéZBlﬂBgﬂBzgﬂBZl.

Posons
Cl =B10(SQUS5), 02 ZBQ, ngBgo(SZUSé)a C4=B4.

Nous obtenons le dessin :
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Cl C12

Sy

est transformé en

{L,...,29+ 1} U {0} {1,...,29+ 1} U{o0}

Bs (CLUCy) = C4

et, par le théoreme 5.1.17, cela se traduit par la formule

[H gnMoBk ] _ [H gnuock] 1)2’7lszuség/_

771401/{ 772/{01/{
D’apres le dessin, nous avons C3 = (C7 U Cy)¢. Comme C} o Cy 0 C5 0 Cy = ), alors
Cy=C5U(C1\Cy)U (Cay\ C1),

les trois unions étant distinctes. Comme #C3 = #Cy = g+1, nous obtenons que C1\Cy = et C3\Cy = 0
et donc que C7 = Cs. Nous sommes donc dans la configuration suivante

Ci =0 Cs=0Cy

|
{1,...,29+ 1} U {0}

C’est-a-~dire que les ensembles C), vérifient Cy = Cy = C§ = C§. D’ou

[ fomslnc o

0 (o)™ 0 [Muoud] 0 [muou]

En résumé,

4
9 [nUOAk] WOBk 2 tn' 7 C”
Lkl T} — 1 S1US) 59
s L 0] H 0] )

7]1/{ oZ/{

_ [H enuock ] 1)277/SZUS§C;J,(_I)Qtn;1USiC;/

771/102/1

(_1)2ns2usé<g (_1)2 nfs‘lusi Cs/), .
En reprenant le dessin
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est devenu

{1,...,2g+ 1} U {oo} {1,...,2g+ 1} U {0}

ou en travaillant formellement, nous obtenons que

(BlUBQUB3UB4)C = (AlUAQUA?,UA;L)CUSi,
BiNBy;NBsNBy, = (AiNAyNA3NAy)US;.

Donc, par définition de Sy et S%,

Sy = (B]UBQUB3UB4)C = (A1UA2UA3UA4)CUSE,
Sé = BiNByNB3N By = <A10A20A30A4)U51

et donc en remplacant nous obtenons
4 0[ ] o’ " 9 ty! CH
s H Mdo Ay _ (_1) ”(AlquuAguA4)CU<A1mAzmAgmA4)uslusiCy (_1) Ns,us4 59
0

2tn/ C“
— (_1) (AJUAQUA3UAL)CU(A1NANA3NAL) g

Dépendance de f4(C4) par rapport a Cy

Le corollaire suivant précise la dépendance de f4(Ca) par rapport au choix de C'4 dans la défini-
tion 5.1.5.

Corollaire 5.1.22. Soit A un sous-ensemble de {1,...,2g + 1} auquel nous associons les sous-ensembles C
et C' (c’est-a-dire que les ensembles C' et C' sont deux choiz de constantes Cy dans la définition 5.1.5).
Les constantes fo(C) et fa(C') associées vérifient alors

, fA(C)(_l)QtYIECOC')muC;/ #A< g,
fA(O ) - 2tn/ , CN 21,77/ , CH
fA(C)<—1) (Coc)nuSg (_1> (Coc”)5g #A>g.

VoA

Démonstration. D’apres le corollaire 5.1.20, f% est indépendant du choix de C, nous avons donc I'égalité
entre fa(C) et fa(C’) au signe pres. De plus, le quotient f4(C)/fa(C’) appartient & &£, déterminons
son signe. D’apreés la remarque 5.1.12, nous pouvons supposer que #4 < g. Comme C et C’ sont deux
ensembles d’intersection vide avec A, nous sommes dans la configuration suivante :

U
-
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s |:fA(C/):| - s [WOZAOC/]G[ MvoC]:|
fA(C) 5 [nUvoC’] 0 [WOL{OC]
— s [771/{01400’} 0 [WoMoC] 0 [nl/lvoC’] 6 [nUvoC]‘|
¢ [nZ/{voC’] 0 [WOMOC]2

0 [nou]” ]5[ 6 ]’ ]5 [Q[T}uOuOC’]G[Uuouoc]a[ﬂquoc']a[ﬂquoc}
0

_0 [WvoC’]Q [770{01/{00]2 9[772/{01/{]4

Nous avons la relation ensembliste suivante
UoC"Yo(UoC)o(AoC)o(AoC) =10.
Par ailleurs, d’apres les dessins de la page 109 ou gréice a des manipulations algébriques :
U CYUUoCYU(AoC')U(A0C) = AuUUCUC,
U )N (U C)N(AcC)N(A0C) = (AnU)U((CNCH\U).
Avec le corollaire 5.1.18 et la propriété 5.1.21, nous en déduisons que
L[]
fa(C)

t, t,
(—1)2 MeonoerCs (—1)2M0Cy (1) Mavuucuer S +2 Manu+nicncrw)So

_ (_1)2 (ol nia+ns+ng )<y (_1)2 s ouvcuerCy (_1)2 Marutncnonulls

Avec le dernier dessin de la page 109, nous obtenons

() AT
o) = e

Quotient de 4 constantes f4

Un deuxiéme corollaire de la propriété 5.1.21 est

Corollaire 5.1.23. Soient Ay et Ay deuz sous-ensembles de {1,...,2g+ 1} de cardinaux respectifs a;
et ag et associés aux constantes Cy et Co par la définition 5.1.5. Soit D un sous-ensemble de {1,...,29 + 1}
tel que les cardinaur de D o Ay et de D o As sont égaux a g ou g+ 1. Alors l’expression

fay fa,
appartient a € et, pour tous i # j deux entiers de {1,...,2g + 1},

E =

1 — (=1)%P)+05(P) (_1)%:(A1)+0;(A1) 4 (_1)%i(A2)+d;(A2)

pl] [E} 2 2 )
t 1 " t 1 "
(—1)% D\ (Ar0a2)So T2 1009 1Sy siar <as < g,
t ./ " t 7 " t / "
S[E] = {8 (=1)% "P\(41042)Ss T2 (01000 nuby (—1)% Moo siar < g < as,
t 1 " t 1 1 1"
(_1)2 MDA\ (41042)Cg T2 "(cy005)nuby (_1)2 ncloc2< st g < ap < as.

Remarque 5.1.24. Formellement le quotient E s’écrit

fa,00(0) fa,00(0)
fa,(C1)fa,(Ca)

Apres avoir trouvé la valeur de p; ;[E] et montré que 'expression E appartient a £, nous étudierons s[E]
dans le cas particulier ou U o D est de cardinal g ou g + 1 avant de traiter le cas général.

E=

108
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En gris: UoC’

U

{1,...,29+1}

En gris: AoC’

U

C

C/

{1,....2g+1}

En gris: UoC

U

{1,...,29+1}

En gris: AoC'

u

{1,...,29+1}

En gris: (UoC") N (UoC) N (AoC’) N (AoC)

u

C

Cl

{1,...,29+1}

Nombre de fois que n apparait dans
Nu + 1a + N+ Ner + Navwocue + Naru + Nenen\u

{1,...,29+1}

FIGURE 5.3 — Schémas pour le cas particulier de la preuve du corollaire 5.1.22
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Démonstration. Grace a la remarque 5.1.12, nous pouvons nous ramener au cas ol a1 < az < g. Pour
tous i # j dans {1,...,2g + 1}, le corollaire 5.1.20 prouve que le carré de notre expression appartient a £
et que

. [ffhopfiop] |y DAY - (1) heDi s o)
2, f,%lf,242 P 2

. . 2
_ 11— (—1)%:(D)+8;(D) Z(_1)5i(Ak)+5j(Ak).

2
k=1

Cette valeur est un multiple de 2 et donc notre expression appartient bien a &. Etudions maintenant la
fonction s :

s [E] — |:fA10DfA20D:| — [ 0 [nlxloAloCl] 0 [Uuou] 0 [nZ/lOAQOCQ] 0 [Uuou] :l
fa, fa, 0 [Muotioc, ] 0 [Muoa,op) 0 [Muotiocy] 0 [Muoason] |

Supposons, pour commencer, que Y o D est de cardinal g ou g+ 1. De ce fait, la théta constante 0 [n/01/0D]
n’est pas nulle. D’ou

S[E] = s 0 [nuou)” 5 [G[WouoD]e[nqulocl]] 5 {9 [MuotioD) Q[UquzoCQ}]
0 [WOMOD]Q ¢ [nqu/tocl] 0 [nquloD] 0 [WOMOCQ] 0 [W0A2OD}
D’apres la définition 5.1.5, les ensembles C; et A; sont disjoints et nous sommes donc dans le cas suivant :
A; u Ci
D
{1,...,29g+ 1} U{o0}

Grace aux propriétés de commutativité de la différence symétrique,
(Uo D)o (A;j0C;)o(A;0D)o(UoCy)=0.

Les égalités ensemblistes qui précisent 'union et 'intersection des quatre ensembles peuvent s’obtenir en
étudiant les dessins de la page 111.

UoD)N (Ao C))N(AioD)NUC;) = ((ANU\D)U((DNC)\U).

Pour tout @ € {1,2}, le corollaire 5.1.18 et la propriété 5.1.21 montrent les égalités suivantes

{9 [Muotion] 0 [UquiocJ]

s
' 0 [muctoc,] 0 [Muuoa;op)
2 2

_ 8 [muou] 0 [muou] 0 [nuotion] 0 (Mo a,0c:] 0 [Muctioc,] 0 [Muoaion]

si = S 5| s 5|8 1
0 [muouoc,] 6 [muoa;op] 6 [muou]

s; = (_1)2tn/cicé/(_1)2tnl,,{oAioch(_1)2tn{]uDuAiUCi<g/]l(_1)2t"7EAiﬁL{)\DC_:7I+2tnEDﬁCi)\MC;/
s; = (_1)2t(n/ci+7Iz/,1+7lfqi+77/D+77£ruDuAiuci+772Aimu)\D+77fDmci)\u)C;/_
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En gris: UoD En gris: A;0C;
U C,

A; U C;

D D
{1,...,2g+ 1} U{oo} {1,...,2g + 1} U {o0}
En gris: A;oD En gris: UoC;
A; u C; u C;

D D
{1,...,2g+ 1} U {oo} {1,...,2g+ 1} U {oo}

En gris: (UoD) N (A;0C;) N (AioD) N (UoC})

A u Ci
D
{1,...,2g+1} U {o0}

Nombre de fois que chaque 1 apparait dans Nombre de fois que chaque 1 apparait dans
Ne, + M+ M, + b + Myupuaue,  Macunp + Moneyu Neseu + Mpoon)
4

0 0

54 54

D D
{1,...,29 + 1} U {oo} {1,...,29 +1} U {oo}

FIGURE 5.4 — Schémas pour le cas particulier de la preuve du corollaire 5.1.23
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En reportant le nombre de fois que chaque sous-ensemble apparait dans les schémas page 111, nous
obtenons une expression simplifiée de s; :

t ./ " t 7 17
8 = (,1)2 Ne;uSe T2 Mprwoea;)Se |

Donc

s[E] = s [M} 5182

[MutottoD
(_1)2 tﬂbC;/ (_1)2 tnlclmuc_;/ (_1)2 tn’cwué_;’ (_1)2 t”]/Dﬁ(AloAz)Cg/)/ .

Nous avons donc prouvé le corollaire dans le cas ou U o D est de cardinal g ou g + 1.
Montrons le cas général. Le lemme 5.1.25 justifiera l'existence d’un sous-ensemble D’ de {1,...,2g + 1}
tel que les ensembles U o D', A; o D' et A3 o D’ soient de cardinal g ou g + 1. Nous avons alors

s[E]=s [ JaioDfAs0D } 5 |:fAloD’fAzoD’:|
faiop' fasoD fa,fa,

et nous pouvons alors appliquer la version précédente du corollaire sur la deuxieme partie de cette ex-
pression. Il aurait été agréable de pouvoir I’appliquer aussi sur la premiére mais I o D o D’ n’est, a priori,
pas de cardinal g ou g + 1. A la place, procédons comme suit

S[E] - |:0[77L{OA10D/]9[7]Z,10A20D/}:| _1)2t77;:)’\(A10A2)C;/(_1)2t77201002)m1,{c;’
0 [Mioa,0D) O [MtoAs0D]

0 [nZJoAloD]2 0 [nUoAgoD]2

0 [77Ltou]4 2! ¢y 2! ’
= 3 (_1) D/\(A1045)5g (_1) ”(cloog)muCg
0 Mtoa,00'] 0 [MuoAson’] 0 [Mtoa,on] 0 [MiuoAsoD]
I 0 [uou]’

= (1) nean (—1)2 Mo caroan S5 (—1)2 Mereenouts

s 0 [Muoa,on’] 0 [Mtoason’] 0 [Muoa,on] 0 [Nt AsoD)
0 o)’

Nous nous retrouvons encore une fois avec quatre ensembles A;, Ay, D, D’ mais cette fois en position
générique :

Al A2
/

D D
{1,...,2g+1} U {o0}

Nous avons encore la relation (A; o D) o (A; 0 D)o (Ayo D)o (Ayo0D’) = . L’union et l'intersection
sont précisées par les schéma de la page 113.

(AlOD)U(AlOD,)U(AQOD)U(AQOD/) = (A1UAgUDUD’)\(AlﬂAgﬂDﬂD’),
(A1oD)N (Ao D)N(Az0D)N (Ao D) = ((A1NA)\(DUD))U(DND)\ (A1 U Ay)).
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En gris: AjoD

/
D D

{1,...,29+ 1} U{o0}

En gris: AsoD

En gris: AjoD’

’
D D

{1,...,29+ 1} U {0}

Al A2

/
D D

{1,...,29+ 1} U{oo}

En gris: AyoD’

En gris:

(AlOD) U (AloD’) U (AQOD) U (AQODI)

Al A2

/
D D

{1,...,29+ 1} U {o0}

Al A2

/
D D

{1,...,2g+ 1} U {oo}

En gris:

(AloD) N (AloD’) n (AQOD) N (AQOD/)

Al A2

/
D D

{1,...,29 + 1} U {o0}

FI1GURE 5.5 — Schémas pour le cas général de la preuve du corollaire 5.1.23
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Nous obtenons donc

S[E'] —3 [fAlODfA?OD] — (_1)2t’lfcloczmucg(_1)2t77:410,42€'g’(_1)2t77/1>'\(A10A2)C;'
fa, fa,

t ’ ’ "
(_1)2 (”((AmA2>\(DuD'>)+"(<DmD’)\<A1uA2>)>Cy
2t ’ CII
(—1) N(ayUAUDUD/)\(A;NAyNDND)Sg
t ! " t,./ 1"
= (=1)*"crocnnuls (_1)2 (a1042)0D" Ca
t, t,
(,1)2 nEAlﬁAQ)\D/CgJ'_Q WEAlmAQmD)\D/4;/+77£DmD/)\(A1uA2)<g
t, t,
(_1)2 n:41UA2uDUD/<;l+2 niélr‘lA2ﬁDﬁD’CL/7,
t 7 1" t, 7 " t 1 "
_ (_1)2 (1 009) NSy (_1)2 Ma,uayun’ Sy (_1)2 T(DAD)\ (A1UA2)Cg
t, 3
(—1)2 ﬂ'AlquuDquC;/(_1)2'77’Am,42nDC§'
t 7 17 t ./ 17
_ (_1)2 (1 009) NSy (_1)2 N(DAD)\ (A1 UA) Sy
t,
(_1)2 n’D\(AluAQUD/)C;/(_1)2t77:410A20D(;/

t 1 7 t 7 "
= (—1)2 M(cy009)nuSy (_1)2 MD\(A1042)C9

Au cours de la preuve précédente, nous avons eu besoin du lemme technique suivant :

Lemme 5.1.25. Soit A, B, C trois sous-ensembles de {1,...,2g + 1} de cardinauz inférieurs ou égauz a
g+1 alors il existe D C {1,...,2g + 1} tel que les cardinaux de Ao D, de Bo D et de C'o D soient égaux
agoug+1.

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que A, B, C sont ordonnés suivant leur
cardinal : #A < #B < #C. Soit D; C C° de cardinal g + 1 — #C alors

#CoDy=g+1, #AoD1 <g+1, #BoD; <g+1.

Nous sommes donc ramenés au cas ou #A < #B < #C =g+ 1. Soit n = [97;&3], nous pouvons choisir

deux ensembles D) C (BUC)¢ et DY C C'\ B de cardinaux n et nous avons alors pour Dy = D, U DY :

#AoDy <g+1,  #BoDye{gg+1},  #CoDy=g+1

{1,....29+1}

Si #A o Dy > g, le lemme est prouvé. Sinon nous nous sommes ramenés au cas ou
#FA<gS#B<H#C=g+1
En prenant D3 = D{UDY avec Dy C B\ (AUC) et DY C C'\ (AUB) de méme cardinal n’, nous obtenons

#Bo D3 =#B, #CoD3=#C=g+1, #A 0Dy =#A+2n.
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{1,...,29+1}

Cela peut ne pas étre pas suffisant pour que #A o D3 soit de cardinal g ou g + 1 et il se peut que nous
ne puissions plus continuer le processus. Dans ce cas, cela provient du fait que C est inclus dans AU B
ou que B est inclus dans AU C'. En réordonnant B et C' si besoin, nous sommes ramenés au cas ou A est
de cardinal strictement plus petit que g, ou B est inclu dans A U C' et les cardinaux de B et de C sont g
ou g + 1. Nous sommes donc dans la configuration suivante :

A C

{1,....29+1}

_ [ #A+g-#(AN0O) si #0 =g
#(AUBUO)—{#A+Q+1_#(AHC) si#C=g+1

Donc
#AUBUC) 229+ 1—-#A—(g+ 1)+ #(ANC) = g — #A.

Par définition de I'intersection, nous avons l'inégalité #(AN B) < #A. Les unions disjointes se traduisent
par la somme #(A N B) + #((BNC)\ A) = #B et nous obtenons alors

#(BNCO)\A) =2 #B - #A>g—#A

On peut alors choisir n” = [#] éléments dans (AU B U C)¢ et n” dans (BN C)\ A pour constituer
un ensemble Dy qui vérifiera les propriétés demandées :

#AoDy e {g,9+1}, #BoDy=#Be€ {g,9+1}, #C oDy =#C € {g,9+1}.

@ «9

{1,...,29+1}

O

Nous avons maintenant suffisamment de relations pour étre capable de calculer les signes qui appa-
raitront dans la suite.

115



Chapitre 5. Morphismes

5.1.3 Les fonctions Yy

Définition 5.1.26. Soit ¢ le morphisme C9 dans Jac(C). Soit D € Jac(C) \ ©, posons P = (P;)cq1,....9}
un élément de ¢~1(D) et soient z; et y; les abscisses et ordonnées des points P;.

Pour tout sous-ensemble S de {1,...,2g+ 1} de cardinal s tel que 2 < s < 29 — 1, posons n = | 5] et
définissons la fonction Yg : Jac(C) — k telle que

AR (m)nnles Lliestes —o0) e

iel ’LEI

Montrons que cette définition a du sens, c’est-a-dire que Yg est bien définie. L’expression ne dépendant
pas de Tordre des points P;, elle définit bien une fraction rationnelle sur C9) et donc une fonction
sur Jac(C) \ ©. En pratique, cela signifie que Yg peut s’exprimer comme une fraction rationnelle en les
coefficients de u et v.

Exemple 5.1.27. Dans le cas du genre 2, les seuls ensembles S a considérer sont ceuzr de cardinauz 2
et 3. Nous avons alors
yi (w2 — ap) (@2 — ar) — yo(z1 — ak) (21 — @)

Yoo (P) =
" Yir1y (P) pra— ;

yi(z2 — ap) (@2 — @) (22 — am) —ya(21 — ar)(z1 — a)(21 — am)

&Yk 1my (P) =
Van Wamelen a prouvé le théoreme suivant reliant le polynoéme v aux fonctions Yy ).
Théoréme 5.1.28. Soitl € {1,...,2g + 1}, prenons un sous-ensemble V de cardinal g de {1,...,29+ 1}
tel que l ¢ V. Alors
Z Y{l m} )
meV H kEV ak - am) '

Exemple 5.1.29. Placons nous dans le cas du genre 2. Soitl € {1,...,5} et soient m et n deux éléments
distincts de {1,...,5} différents de l. Alors

}/l,n(D) — }/l,m(D)-

A, — G

v(a;) =

Le théoréme suivant est fondamental pour les calculs des morphismes. En effet, il lie les coordonnées
des points sur la courbe aux fonctions théta. C’est la généralisation de celui prouvé par Van Wamelen
dans le cas ou s = 2.

Théoréme 5.1.30. Soit z = u(D), l'image du diviseur D par Uapplication d’Abel-Jacobi. Alors il existe
une constante sg telle que
ts(z) HleS ti(2)

YS(D) =Ss ts+1(z)
0

La preuve de ce théoreme est similaire a celle de Van Wamelen : nous allons étudier les zéros et les
poles des deux fonctions. Nous décomposons cette preuve en plusieurs lemmes. Les fonctions partent
de Jac(C) qui est un espace de dimension g mais il sera plus simple de les étudier sur C9 en utilisant les
tirés en arriere. Soit ¢ l’application naturelle de C9 dans Jac(C).

Commengons par remarquer que les variétés Jac(C) et C9 sont régulieres (la derniére en tant que
produit fibré de variétés réguliéres sur un corps algébriquement clos | , Exercice 2.12 p. 135 ]). De
ce fait ce sont des variétés normales [ , pp- 94]. Par ailleurs, Jac(C) étant normale, ses anneaux
locaux Op sont réguliers et sont donc factoriels [ , théoreme 2.11 pp. 120]. En tant que variétés
algébriques, ce sont des schémas noetheriens | , remarque 3.48 p. 55-56] et integres | , exemple
3.2.1 pp. 84].
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L’application ¢ : C9 — Jac(C) est un morphisme surjectif. Cette application est la composition du
morphisme ¢ : C9 — C(9) et de I'application birationnelle C(9) — Jac(C). Ces deux morphismes sont finis
(d’apres | , exercice 3.23 pp. 113] pour le premier et car le second est une application birationnelle)
donc leur composition ¢ est finie | , proposition 1.56 pp. 93|. Par ailleurs, ¢ est de degré g!.

Titaka [ , proposition 2.15 pp. 132] montre que pour toute fonction rationnelle f : Jac(C) — C
nous avouns ¢*(div(f)) = div(¢* f). Par ailleurs, Liu | , théoréme 2.18 pp. 271] prouve que pour tout
diviseur D sur Jac(C), nous avons ¢.(¢*D) = (g!)D. Ces propriétés permettent de transférer la recherche
des zéros et poles d'une fonction de Jac(C) — C a celle d’une fonction de C9 — C. Ainsi

(91) div(Ys) = 6. (6" div(Ys)) = 6. (div(6"Ys)).

La fonction Yg aura donc un pdle ou un zéro en un diviseur premier ' de Jac(C) si et seulement si, il existe
un diviseur premier F sur C9 tel que ¢(F') soit dense dans I' et qui appartienne au support de div(¢*Yg).

La propriété 3.1.22 décrit le diviseur des zéros de la fonction théta comme des translatés du diviseur © :
rappelons que, pour un élément D de Jac(C), nous avions noté Tp lopérateur de translation par D. Par
abus de notation, nous identifions les racines a; de f avec les points (a;,0) de la courbe C. Ainsi nous
écrivons a; — Py pour le diviseur (a;,0) — Py, de Jac(C).

Lemme 5.1.31. La fonctions Ys a des zéros en les To,—p. © pour tout | dans S.

Démonstration. Le diviseur premier T = a; x C9~! de C9 est clairement un zéro de ¢*Yg car les a; — x;
avec ¢ # j ne sont pas identiquement nuls sur ces diviseurs. Comme ¢(T") est dense dans T,,_p._ O, la
fonction Ys admet T, p,  © comme zéro. O]

Lemme 5.1.32. La fonction Yg est réguliere sur Jac(C) \ ©.

Rappelons que sur une variété (X, Ox) normale et localement noethérienne, Ox (X \ F)) = Ox(X)
pour tout fermé F de codimension 2 [ , théoréme 1.14 pp. 118] (c’est & dire que toute fonction
réguliere sauf possiblement sur une sous variété fermée de codimension 2, est réguliére partout).

Nous allons appliquer cette propriété a la fonction ¢*Yg sur CY9 \ ¢~'O© qui est une sous-variété
algébrique et est donc normale et noethérienne.

Démonstration. En revenant a sa définition, la fonction Yg est trivialement réguliere en tout point
de Jac(C) \ © qui n’appartient pas au diviseur premier

D={2Pi+P,+...+ P;_1 —gPx € Jac(C)}.

Pour montrer que la fraction rationnelle Yg est réguliere en tout point de D, il suffit de montrer que Yg
n’a pas de pole en le diviseur premier D. En utilisant la fonction ¢ et 'invariance de Yg sous 'action du
groupe G, il suffit de vérifier que le diviseur F' = A x C972 (out A est le diviseur diagonal sur C x C)
n’est pas un pole de ¢*Ys. En effet F appartient & ¢~ 1(D) et ¢(F) est dense dans D.

La somme
leS l)
> (1) st

iel ZGI

est une fonction réguliere sur un ouvert dense de la sous-variété F' et donc F' n’est pas un podle de cette
fonction (car F est de codimension strictement positive). Il en est de méme de la partie ou {1,2} C I :

1 Hles(xk - al))
Y1Y2 E I |y | I .
Iig?z..:g} el ’L ; ( 1'1 o l'k)(:]fg o SCk) HiEI(mi - Ik)

Il reste donc & étudier la partie ot 1 € T et 2 ¢ I et celle o 1 ¢ I et 2 € I. Nous regroupons ces
éléments par paires avec un élément de la premiere et son associé dans la seconde. Pour tout sous-
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ensemble I C {3,...,¢g} de cardinal n — 1,

2 [[ies(zr —a [Lies(zr —a)
1es\\tk l 1es\*tk l
pr = Yy || ¥ + y2 | v )
11;[1 ! kljl (v1 — 2p) [ L (zi — 1) g ! kl_[l (w2 — x1) [Lie (xi — )

kg{1}uI k¢ {2}uT

pr = (yl [lies(@2 —ar)  y21lies(z1 — al)) e 1 — ﬁ [Lies(@e — ar)

Y
T — T2 T — T2 it her(@i = 22) 15 (@1 — @) [Lier (21 — zk)
I

H/zHZ/z‘H T1—ag H Hles )
qu

iel  leS ZGI — k)
1 1 1 _ 1 1
1 —xo \ [Lier(wi —22) [Thes (w1 — k) [lier (@i — 1) [T5=s (02 — xx)
k¢l k¢l
La différence
1 1 B 1 1
HzEI( _$2)Hk 3( 1~ Tg) H'LEI( _xl)Hﬁgf( Ty — Tk)

est nulle quand x; = x5 et est donc divisible par z; — x5. Ceci montre que F' (en fait un ouvert dense
de F et donc F tout entier) n’est pas un pole de la seconde partie de p; . Pour la premiére partie, le
produit est bien défini sur F' tandis que la différence se réécrit

n Hzes(ﬁfz —ay) — Y2 Hzes(ﬂﬁ —ap) _
1 — T2

y% HleS(mQ - al)2 - y% Hles(ml - al)2 1

L1 — X2 Y1 Hles(xQ_al)+yZ Hles(l'l —al).

Le dénominateur de la premiere fraction est un polynéme en x; et x5 qui s’annule quand z; = x5 et la
deuxieme partie est réguliere sur un ouvert dense de F'. Ceci permet de conclure que F n’est pas un pole
de ¢*Ys et donc que la fonction Yy est réguliere sur Jac(C) \ ©. O

Lemme 5.1.33. La fonction Yg a un pdle d’ordre exactement s+ 1 en ©.

Encore une fois nous allons raisonner sur ¢*Yg. Cependant, pour compter les multiplicités il faut
utiliser un peu plus de géométrie algébrique. Nous allons nous ramener a étudier la fonction ¢*Yg sur le
diviseur T; = Ps X C971 et pour ce faire nous allons séparer la somme en deux, suivant que 4; = 1 ou
pas.

Démonstration. Les T; = C'=! x Py, x C97%"1 sont des diviseurs premiers de C9 tels que ¢(T;) est
dense dans le diviseur premier © de Jac(C). Comme le degré des morphismes ¢|7, est (g — 1)! et le
degré de ¢ égal & g! alors les T; sont les seuls diviseurs premiers de ¢~1(©) qui sont denses dans © et
nous avons ¢*0© = > | T; | ]. Comme ¢*(div(Ys)) = div(¢*Ys), pour montrer que Ys a un pole
d’ordre s + 1 en O, il suffit de montrer que ¢*Ys a un pdle d’ordre s 4+ 1 en tous les T;. Par symétrie, il
suffit de le vérifier en T;.

Séparons la somme en deux. Si 1 € I,

" Z}<H%>H ST .

el k=2 :171 — Tk HZEI( v
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La somme est non nulle sur un ouvert dense de T;. Donc T} est un pdle d’ordre exactement
294+1-2(g—n)=2n+1
de cette partie de ¢*Ys. Pour i; # 1, nous avons 1’égalité

Z (Hy> gles — H HZES - al; _ Hles(ffi - al)g(z)
o} ier( 1) Ty
kgz

ZEI

ou

1 mZ] k)

2 — @)
O’(Z) _ Z g H leS k — al )
kszI HJ

Encore une fois, la somme o(z) est non nulle sur un ouvert dense de T} donc T; est un pole d’ordre
exactement 2s — 2n de cette partie.

Comme 2s — 2n est différent de 2n + 1, l'ordre de 77 comme péle de la fonction ¢*Yg est exacte-
ment max (2s — 2n,2n + 1). Rappelons que n = | 5] donc

s si s est pair
2n = . L
s—1 si s est impair.

Nous avons donc que max (2s — 2n,2n + 1) = s+1 quel que soit la parité de s. Ceci conclut la preuve. [

Lemme 5.1.34. Avec les notations précédentes,

ts(2) [[jes ti(2)

Ys(D) = sg——12——
t571(2)

ot Sg est une constante.

Démonstration. La fonction h(z) = ts(2)[];cq tl(z)/tfoﬂ(z) est bien définie sur Jac(C) car pour tout
élément A = QN + X de Ag, nous avons h(z + \) = h(z) grace a la formule

0 nal (z+ QX + X') = 0 [na] (2) exp (—mi N QN — 2im Nz + 2mi( Ny — N'nf'y)) -
La fonction h a pour diviseur

Ty, ca—spe ©+ > Tap, O = (s+1)0.
les
Par ailleurs, nous avons montré dans les lemmes précédents que le diviseur de Yg est

div YS ZTal P e — (S+ 1)@
les

Donc la fonction Yg/h appartient a £ (TZzes a—sPay @). Cet espace étant de dimension 1 [ , théo-
réme VI.4.1], Y5 /h est une constante. O

Quand le cardinal de S est égal a 2g ou 2¢g + 1, les fonctions Yg ne sont pas définies. Avec n = g,
I’équation 5.1 se dérive en y; ...y,. Etudions donc la fonction Y associée.

Théoréme 5.1.35. Soit D = Y 7_| P, — gPs un diviseur de Jac(C) \ ©. Posons (u,v) les coordonnées
de Mumford de D et supposons que z € (Cg soit limage de D par Uapplication d’Abel-Jacobi, alors
2g+1
— tl(z)
— _ =1
Y (D) := Res(u,v) = SW

ou 82 = 1. Si nous posons P = (P;) € CY et y; les ordonnées des points P; alors

QY (P)=y1...yg.
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Ce théoreme est plus simple a prouver que le précédent. En effet il suffit d’étudier le carré des expres-
sions.

Démonstration. Le théoréeme 5.1.10 montre que

2g+1
=1

Z) 2g+1

L = (—1)9C9+1) ulay

t2(
t3(

Or, pour tout i € {1,...,¢g},

2g+1 2g+1
yi =[] @i—a) = ()7 ] (@~ 23)
=1 =1
ce qui permet d’obtenir que
g 2g+1 29+1 g
v vy = (DI T (a0 =) = (02D T [[(ar = 0).
i=1 I=1 =1 i=1
Donc
2g+1

v o2 = (~1)2Co T ula):

En égalant les deux expressions, nous obtenons que

29+

2 2
yl c 'yg = H
=1

1
i(2)

t2(
t5(2)

ce qui prouve le théoreme. O

En résumé, définissons une fonction Y¢ (D) qui rassemble les résultats précédents

Théoréme 5.1.36. Soit D = 7 | P, — gPs un diviseur de Jac(C) \ ©. Posons (u,v) les coordonnées
de Mumford de D et supposons que z € C9 soit l'image de D par l'application d’Abel-Jacobi. Pour tout
sous-ensemble S de {1,...,2g + 1}, posons

1 s1S =0,
(=1)%u(a;) siS = {l},
YS/«(D) — LYs(D st 2 < #S 2g - 1,

)
J(=1)2 e Res(u, v) siS={1,...,2g +1}\ {I},
) (—1)2 Mg Sa Res(u,v) st #S =29+ 1.

Alors

5.1.4 Calcul des constantes sg

Cette section est consacrée au calcul des constantes sg. Ces constantes sont en fait des signes =+1.
Van Wamelen a prouvé ce fait dans le cas oli I'’ensemble S est de cardinal 2 mais la généralisation de sa
preuve est triviale : il suffit de calculer

Y3(2)
t(2)
[Les 7 2(z)
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grace aux formules

t2(2) g g
12 = (—1)%u(a;) = (-1) Hal—xk ka—al
tw(z) P P
2g+1
Yi = H (371 am)
m=1

Puis il faut évaluer le résultat en un point de 2-torsion ce qui permet d’obtenir alors que s% = 1. Cette
preuve ne permet cependant pas de les déterminer.
Dans cette section, nous allons déterminer les constantes sg en les calculant de proche en proche.

Lemme 5.1.37. Pour S C {1,...,2g+ 1} de cardinal pair 2n avec 1 < n < g—1 et pour p ¢ S,
posons S’ = S Up. Alors

2tn/ CII )
{ (_1)11(_1) (CgroCgoCpoCy)nu>9g §i 9 < q,
§5/188 =

t ! " ’ 17
(_1)n(_1)2 n(C’S/oCSoC’poC@)ﬁugg (_I)Qtncs,ocSCg si2n > g.

Pour S C {1,...,29+ 1} de cardinal pair 2n avec 1 < n < g — 2 et deux entiers distincts p et q
n’appartenant pas a S, posons ' = S U{p,q}. Alors

,/ "

_ ( 5/0C50C 5, 430Cp ) U9 .
SS’SSS{IJv‘I} = ( 1) ( ) v C” t 7 " 52 = 7
(_ ) ( ) (Cszoc‘soc{p q}ocw)mu g (_1)2 ﬂcs,ocscg si 2n > qg.

Pour prouver ce lemme, nous reprenons les idées de la preuve de Van Wamelen.

Les seuls points dont on connait I'expression en coordonnées de Mumford et avec les fonctions théta
sont les points de 2-torsion. Du fait des coordonnées y; dans I’expression de Yg, ces points sont des zéros
de Ys. L’idée est alors de multiplier Yg par d’autres Y. de fagcon & ce que au moins un terme de la somme
ne comporte que des y2. Il est alors possible d’exprimer ce terme uniquement en fonction de z;. Il suffit
alors de le diviser par (x; — a,,) pour espérer obtenir un terme non nul.

Cette petite discussion justifie le choix des ensembles dans le lemme : pour chaque somme, il y a
des termes ne comportant que des y? (en particulier dans le dernier cas cela justifie le fait que I'on ne
regarde pas Sgufp,q}Ssu{p} MAIS 8575551y 41). Par ailleurs les ensembles sont choisis de fagon & maximiser
le nombre de 7 (2)/t5(z) ce qui simplifie la preuve. Le point de 2-torsion ot nous évaluerons I'expression
sera tel que le terme d’indice I = {1,...,n} soit non nul mais que tous les autres termes soient nuls.
L’expression obtenue sera alors tres simple et ne fera apparaitre que des produits de a; — a; et des
constantes f4. On utilisera alors la propriété 5.1.23 pour conclure.

Nous ne prouvons en détail que le premier cas, la preuve de 'autre cas étant tres similaire.

Démonstration dans le premier cas. Par définition, pour tout z, la constante sg/sg est égale a

Ys(2)Ys () t(2)

8§58 = .
HZES ttZQ((ZZ) S(Z)ts/(z)tp(z)

En développant, nous obtenons

(01(2) + 02(2))

avec

_ 1 ap Hles(wk ar)?
n(z) = Iz [hes(@n — ar) Z H H

Y (@ —wp)?
H#I1=

. les (T — ar)
> I E[H

Ty — T
1e{L... 0} i€l miS ier(Ti = z)?
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et
o2(2) = Z Wiervillicr v HleS' Tk — ﬁ Hles l“k —ay)
I#I'C{1,....9} Hk 1 HlES( k— al) k=1 HzGI - xk k=1 ZGI’ - Qflc)
#I=#I"=n kel KEr!

Choisissons un sous-ensemble V' C S de cardinal n et un sous-ensemble W C {1,...,2g + 1} \ 5’ de
cardinal g — n (ceci est possible car 8" = SU{p} et 1 < n < g — 1). Nous allons évaluer Pexpression

précédente en le diviseur
D=Yut Y o ab
lev mew

Pour plus de simplicité, considérons o1 et oo comme des fonctions du produit C9 dans le corps C ainsi
que le point D = (Py,...,P,) € C9 ou les n premiers P; sont les (a;,0) avec I € V numérotés par ordre
croissant et les g — n suivant les (a,,0) avec m € W (formellement il faut considérer ¢*(o1) et ¢*(o2) et
le point (P, ..., P,) qui s’envoie sur D par ¢).

Le terme général de o1(D) est non nul si et seulement si pour tout ¢ dans I, z; est une racine q; de f
avec | € S et si pour tout k € {1,...,g} \ I, 2} est une racine a; avec [ ¢ S. Vu le diviseur D considéré,
seul le terme I = {1,...,n} de la somme n’est pas nulle. D’out

[Liev [Lngs(a; — am) [Tew [ies (ar — ar)

g1 (D) =
[eew [jev(a; —ar)?
= WAL 1T (@ —am) T I (ar—a)
JEV mgSuWw kEW leS\V
— (_1)n(gfn)(_1)4"n’vnE’SUW)c(_1)4%’w77’s'/\v
H H <aj—am>H H <ap—a;>.
JEV mgSUW keEW 1eS'\V
Montrons que tous les termes de o2(D) sont nuls. Pour tout k € {1,..., g}, deux possibilités peuvent se
produire
— Si k appartient & I N1I’, alors y; apparalt au numérateur du terme considéré et donc [7, cs(@r —ar)
divise y,%
— Si k n’appartient pas a une des deux listes I et I’ alors [],.q(2r — a;) divise le produit de droite
correspondant.

Comme T # I', il existe un indice i € I tel que ¢ ¢ I’. Mais alors y; se trouve en facteur d’une expression
sans pdle en D donc le terme de o2(D) considéré est nul.

o1(D) + 09(D) = (—1)™0=m) (1) Mrow s+ mwny (1 )4 muniyH4 i n?
H H <aj—am>H H <ap—a >.
JEV mgSUW kEW LleS\V

Or d’apres la propriété 2.3.17,

si #V ou #W est pair,

_ 1\ v nw 4 iy — 1
(1) ez (v, nw) 1 sinor.

Donc
(_1)4%{/7]%—&-4‘%‘/“5 _ (_1)#V#W _ (_1)n(g—n).

Nous obtenons alors

0’1(D) + U2(D) = (_1)4t77{/uw77:9/+4t77{/v711/7, H H < aj — Qm > H H <ap—a;>.

JEV mgSUW kEW 1eS\V
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Travaillons maintenant sur les fonctions théta. Comme u(D) = Qi + N w, NOUS avons par
définition
t3(D) __f 0 Inud] (Ut + 1w’ _
ts(D)ts (D)tp(D)  fsfs fp € lnuos] (w(D)) 6 [nuos] (w(D)) 0 [muop] (u(D))
Rappelons les résultats de la propriété 3.1.2 : pour tous «, 8 appartenant a Q9,

0 [Zig} (2,Q) = 0[] (z + Qa + B,Q) exp(in ‘aQB + 2in 'a(z + B)) exp(2i7 ‘ab),

et si a, B appartiennent a 79,
05781 () = 0[] (2,Q) exp(2ir 'ap).

Pour éviter de surcharger les notations, nous notons S\ V.U W pour (S \ V) U W. Nous obtenons

t3(D) _ 0 [+ mvow]’ A ow
ts(D)ts (D)ty(D) fs s fo O lnuos + mvow] 0 [nuos: +mvuw] 6 ey + nvuw]
3 3
B £ 0 [nuo(viw)]

fsfs fp 0 [nuo(S\VUW)] 0 [nuo(s'\VuW)} 0 [Uuo({p}uVuW)]

t 1 1

(—1)* Y ow e (=1)* v

3
fo  Tswwow fsnvuw fpyuvuw (1) oo (1y3 it

fsfsifp frow
3
f@ fS\VUWfS'\VUWf{p}UVUW (_1)4t?7(/uw77§+4t77(4m;'(_1)4t77})77(}+4t77(/715.
fsfs fp frow
Or t../ 1" t 7 1"
(=) — ey (n, ny) = (—1)FY = (=1)™.

Finalement comme
t3(D)

ts(D)ts (D)ty(D)

SgSg = (—1)"H H <aj—am>H H <ap—a; >

JEV mgSUW kEW leS\V

(01(D) + 02(D))

85887 =

nous obtenons

fo Fsoevuw) fsrovuw) fipro(vuw) fruw
feow fsfs Ivfo

On vérifie, en utilisant la propriété 5.1.23 que p; ; [sgss/] = 0 pour tous i # j € {1,...,2g + 1}. Par
ailleurs, comme 2n < g, avec cette propriété nous obtenons que

t 1 " t 7 1" t 7 1" t 1 1"
s [SSSS’] = (—1)"(_1)2 MNvuw) (sos)Sg T2 n(CsoCS/)ﬁMCg (_1)2 Nvuw)\{p}Sg T2 Tl(cpoc@)m,{Cg
1"

— (_1)n(_1)2t"&cs/ocsocpocw)mucg )

Ceci conclut la preuve. O

Eléments de démonstration dans le deuxiéme cas. Par définition,

55555 (p.g) = YS(Z)YS’ (Z)Y{p,q}(z) ta(z)
! P} — 2)2 :
[lics ?(23(7)) ts(2)ts (2)tp.q)(2)

Soient deux sous-ensembles V C S et W C {1,...,2g 4+ 1}\ S’ de cardinaux n et g—n— 1 respectivement.
Il faut évaluer I'expression précédente en le diviseur

D:Zal—i—ap—i— Z Am — 9P

lev meW
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Lemme 5.1.38. Soit S un sous-ensemble de {1,...,2g + 1} et soient p € S et g € S¢. Alors

2t7]/ C:/
(_1) (Csccso{pvq}ocpocq)ﬁu 9 2n g g7
835S0{p,q} = 2ty ¢ » o
(—1) (¢5°Cs0(p,q30CpoCq)NU (—1) NC59Cs01p.q3 So m > g.
En particulier, soient I, m,n trois entiers distincts de {1,...,2g + 1} alors
2t77/ C”

(c{l)m}oc“m}ocmocn)mu g

S{mys{ny = (—1)

Démonstration. Si #S = 2n < g alors en appliquant le premier cas du lemme 5.1.37 aux ensembles S
et S = SU{q} d’une part et aux ensembles S o {p,q} et S’ = (S o {p,q}) Up d’autre part, nous avons
les formules :

Sgr = ss(—l)n(—l)2 "Megrocs00qo0y) s

2 tn'(

b

1"
Cq
Cg19C50(p,q}°CpoCp ) U )

Sgr = Sso{p,q}(*l)n(*l)

En égalant ces deux égalités, nous obtenons la propriété dans ce cas. Si #5 = 2n+ 1 < g est impair alors
en utilisant la méme formule que précédemment pour I'ensemble S \ p nous avons

2&/ </l

ss\p = ss(—=1)"(-1) n(cs(’CS\P"C”"C@)““Q,
2t77/ C;/
ssw = S\ug(—DM(=1)  (CEwunspecanco)

En égalant les deux et en remarquant que (S '\ p) Ug = S o {p, ¢}, nous obtenons la formule voulue. Les
deux derniers cas (quand n est assez grand), se prouvent de la méme fagon. O

Une expression des signes sg s’obtient en utilisant une récurrence basée sur les deux lemmes précédents.
Posons
2 tnl CII
o =sg2(-1) (Ctryeciecaeco)ru® ¢ ()

qui peut se calculer en fonction de sy; o} et inversement.

Théoréme 5.1.39. Soit 0 un élément de {x1}, pour tout sous-ensemble S de {1,...,2g + 1} de cardi-
nal 2 <s<29—1,

s s t 1 N s—1 ’ " t "
sg = (_1)L#JO—L§J ((_1)2 Womnufg) (_1)2t7703mu<g H(_1)2 nclmuﬁg.
les

Toujours avec la méme méthode que pour le lemme 5.1.37, on peut déterminer la valeur de la
constante s du théoréme 5.1.35 en fonction des autres constantes sg.

Théoréme 5.1.40. Le signe s est donné par
2g+1

5= 09(=1)" Mo T (-1)? erruss,
=1

Exemple 5.1.41. Dans le cas du genre 2 avec les choix d’ensembles C'4 de 'exemple 5.1.9, les signes sg
sont égaux 6 o si S est de cardinal 2 et —o si S est de cardinal 3. Par ailleurs le signe s est en fait égal
al.
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5.1. Etude du plongement de Jac(C) dans P =1 auvec les fonctions théta

5.1.5 Résumé des parties précédentes

En utilisant les fonctions théta tordues définies a la page 92 nous avons montré le résultat suivant.

Soit ¢ le morphisme CY dans Jac(C). Soit D € Jac(C) \ ©, posons P = (P,)ieq1,..g4 € ¢ (D) et
solent x; et y; les abscisses et ordonnées des points P;. Posons (u,v) les coordonnées de Mumford de D
et supposons que z € CY soit I'image de D par I'application d’Abel-Jacobi.

Pour tout sous-ensemble S de {1,...,2g + 1} de cardinal vérifiant 2 < #S < 2g — 1, posons n = L#J et
définissons la fonction Yg : Jac(C) — k telle que

oYs(P) = Y }(H@HHH ._m,:i

reqi,..., iel ZGI
La fonction Y est alors définie pour tout sous-ensemble S de {1,...,2¢ + 1} par
1 siS=10
(=1)%u(ay) si §={l}
Y4(D) = ssYs(D) o si2<#S <291
L(=1)L8)(=1)* "% Res(u,v) siS={1,....,29+1}\ {I}
1
)L9+

at (_1)2%7/%{;’ Res(u, v) si#S=2g9+1

ol sg et s sont donnés par (théorémes 5.1.39 et 5.1.40)

sg = (_1)L511J0_|.%J (<_1)2 nc@mu(’)s 1( 1)2t77/csmu4;/ H(_1)2t77/(;lm/{§;/
leS
t 1 17 2g+1
s = o9(=1)2 eoruls T (—1)2 Merruss

=1

et oll o est un élément de {£1}. Alors les théoremes 5.1.30 et 5.1.35 montrent que

ts(2) [lies ti(2)

VD) = =

Par ailleurs les évaluations des polynoémes de Mumford en les points de ramifications sont données
par les théoreémes 5.1.10 et 5.1.28 : pour tout élément k de {1,...,2g + 1},

ti(2)
u(ay) = (—1)9 22
(@) = (15
S Yikmy (2
mEVHZEYn i —G,m)

ol V est un sous-ensemble de {1,...,2g + 1} \ {k} de cardinal g.

Nous discutons du choix des différentes constantes impliquées dans la partie suivante.

5.1.6 Choix des constantes

Lors de la construction des différentes fonctions nous avons plusieurs choix a faire :

— Choix d’une racine y/as — a;.

— Pour tout sous-ensemble A de cardinal plus petit que g, choix de la constante C'y dans la défini-
tion 5.1.5.
— Choix du signe o.
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Chapitre 5. Morphismes

Le but de cette section est de montrer que, quitte a composer I'isomorphisme par I'involution hyperellip-
tique, on peut les choisir de maniere arbitraire.

Il est clair que les sous-ensembles C'y4 peuvent étre choisis de maniére arbitraire sans incidence sur les

morphismes. En effet, ces ensembles servent uniquement & définir de nouvelles coordonnées. De méme le
choix de la racine /as — a1 n’est déterminée ni par les valeurs des fonctions théta, ni par 'équation de
la courbe.
Il reste donc a déterminer le signe o. Ce dernier apparait dans les formules reliant les fonctions théta aux
fonctions Yg(D) définies & partir des coordonnées des points dans le support de D. Sur C, nous pouvons
évaluer numériquement z = u(D), I'image d’un diviseur D par 'application d’Abel-Jacobi. Nous avons
donc une valeur numérique pour les deux membres du théoreme 5.1.30. Cela détermine le signe de o.
Bien évidement, il va dépendre des autres choix effectués.

La quantité déterminante est, comme nous allons le voir, le produit oy/az — a;. Changer le signe de
ce produit revient a composer le morphisme par 'involution hyperelliptique. Si nous sommes sur le corps
des complexes, le sens des chemins lors du calcul des intégrales hyperelliptiques définissant {2 permet de
déterminer ce signe.

Pour justifier ces affirmations, étudions d’abord I'incidence d’un autre choix d’ensemble C'4 dans la
définition 5.1.5. Supposons choisis pour tout ensemble A deux sous-ensembles C4 et Cy. Construisons
alors les constantes fa(Ca) (resp. fa(C’)) et les fonctions t4 ¢, (2) (vesp. ta ¢, (2)) associes a Cy
(resp. C’y). De méme, soient sg et sy les constantes du théoreme 5.1.39 associées aux constantes Cy et o
pour l'une et C’y et o’ pour autre. En utilisant le corollaire 5.1.22 nous obtenons que

t ./ "
tacy(z) = taca(z)(-1) Mearcruts #4<g,
t ./ " t 7 17
tacy(2) = taca()(-1)" Teascnts (L) MeaeenS g sg
Alors, pour tout ensemble S de cardinal #S > 2,

s toop () [lies tuoy(=2) _ ss ts.os(2) [lies trop (2)
o’ to,cy(2)°+! o to,cy (2)°11

oun = L#J Comme les fonctions Y{ sont définies & partir des polynémes de Mumford, elles doivent
étre invariantes si on change les constantes C4. Nous en concluons donc que o = ¢’ et nous venons de
montrer le lemme suivant :

Lemme 5.1.42. La constante o € {1} est indépendante du choiz des ensembles Ca dans la défini-
tion 5.1.5.

Regardons maintenant les expressions qui changent selon le choix de la racine de y/as — a;. D’apres la
définition des /< a; — a; >, ces derniéres dépendent du choix y/as — a;. Pour toute expression E de &,
la parité de >, _; pij [E] permet de savoir si E' change de signe quand on change de racine de \/az — a1.
Un rapide calcul montre que pour tout ensemble A C {1,...,2g + 1} de cardinal a,

D (=)A= g(2g 4+ 1) — 2(2g + 1)a + 2a°
i<j

et donc que
> pij[fi] = -9(g+1) +29a—a(a—1).

i<j
Par exemple, si a = g ou g + 1 alors ZK]. Dij [ff‘] = 0, ce qui est cohérent avec le fait que, pour ces
sous-ensembles, f4 ne dépend d’aucune racine \/< a; — a; >. D’autres cas particuliers sont

> opig 5]l =—alg+1), D piy ] =—9lg 1)

i<j i<j
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5.2. Des fonctions théta vers les polynomes de Mumford

Ainsi la quantité f?/ f@2 est invariante quel que soit le choix de la racine carrée de y/as — a1. Ceci traduit
le fait que (—1)%u(a;) = t%(z)/t%(z) n’en dépende pas. En continuant le calcul, nous obtenons que pour
tout sous-ensemble S de cardinal s,

Zpi’j [fsl—[lesﬁ] =2sg — s(s—1) = s(s — 1) mod 2.

s+1
i<j f@ 2 2

La quantité t5(z) [[,cq s (z)/taJrl (z) change donc de signe si et seulement si s est congru a 2 ou 3 modulo 4.
Cela correspond exactement & ’apparition d’une puissance impaire de o dans les fonctions Y. De ce fait,

Lemme 5.1.43. La quantité o\/as — a1 est indépendante du choix de la racine carrée \/as — a1 et des
choiz des constantes C4.

Le signe de ov/as — a1 est fixé par isomorphisme ¢ entre Jac(C) et C9/Aq. Montrons cependant
que composer ¢ par l'involution hyperelliptique ¢ ne fait que changer le signe de ov/as —a;. De ce
fait changer ce signe reviendra a dire que, au lieu d’avoir pris 'isomorphisme ¢, nous avons considéré
I’isomorphisme ¢ o ¢.

D’apres la définition 5.1.36 de la fonction Y{,

, s(s=1)
Ys(=D) = (=1)" = Yg(D).
De ce fait,

tS(Z)He tl('z) . @ /
W =(-1) Yg(=D).

Or, nous avons vu que changer le signe de ov/as — a; multiplie Y{ par —1 exactement dans les cas ol s
est congru a 2 ou 3 modulo 4. De ce fait, considérer le morphisme ¢ o ¢ entre Jac(C) et C9/Aq au lieu
de ¢, revient bien a faire 'autre choix pour le signe de o+/as — a;.

En résumé, la premiere étape du calcul des isomorphismes consiste a choisir arbitrairement des
constantes C'4 dans la définition 5.1.5 et & choisir une racine de y/as — a;. Si nous connaissons I'image
d’un diviseur qui n’est pas de 2-torsion, a la fois en coordonnées de Mumford et avec les fonctions théta
de niveau 4, alors nous pouvons déterminer la constante o en évaluant, par exemple, Y{/L2}' Ceci est en
particulier le cas d’une courbe sur C ou 'application d’Abel-Jacobi a été fixée. Dans le cas contraire, nous
choisissons de maniére arbitraire o dans {£1}.

Par exemple si C est sous forme de Rosenhain

2g+1

C: y*=zx(x—1) H(x*ak),

k=3

Nous conseillons de numéroter les racines en commencant par 0 puis 1. De ce fait as — a1 est égal a 1 qui
est un carré dans tout corps.

En genre 2, Gaudry | | utilise la numérotation {v, p, A,1,0} out A, p, v sont les invariants de
Rosenhain. Avec cette numérotation nous obtenons que as — aq est 'opposé d’un carré. De ce fait, sur un
corps non algébriquement clos, le calcul de 'isomorphisme peut nécessiter de passer dans une extension
de degré 2.

5.2 Des fonctions théta vers les polynomes de Mumford

Avant de commencer & décrire les morphismes, fixons la représentation des coordonnées. En coordon-
nées de Mumford nous utiliserons la représentation (u,v) et (u,v?) (sur Jac(C) et sur Jac(C)/{£1}). En
coordonnées théta nous utiliserons respectivement les bases suivantes :

(‘9 (5] (22, Q))a’beézg/zg en niveau 4,

(9 (5] (2, 9)2 wbe 129 /20 en niveau 2.
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5.2.1 En niveau 4

Soit D un diviseur de Jac(C) n’appartenant pas & ©, posons z = u(D). Supposons connues les fonctions
théta de niveau 4, nous voulons calculer les polynémes de Mumford associés & D.

Pour cela, les polynomes u et v sont calculables par une interpolation de Lagrange sur g + 1 et g
points (u étant unitaire, g points suffisent pour linterpolation). Les formules 5.1.10 et 5.1.28 donnent
I’évaluation de ces polynémes aux points de ramifications : pour tout ! dans {1,...,2g + 1},

onV C{l,...,2g+ 1} \ {I} est de cardinal g.

Pour obtenir w, il suffit donc de savoir calculer
£(2) _ 17 0 luet) (2
tg(z)  f§ Ol ()’

Cela est possible en utilisant le doublement :

29 m] (2)' = Y (—1)H(eniost Mieos D) [11405] (22)8 [uos] (0)%,

Sc{1,...,2g+1}
#S=g

Vie{l,...,2g+1}.

290 [yet] (2)%0 ) (2)2 = Y (1) (e s nit i) g [y o] (22)8 (ool (0)6 [musos] (0)2.

SC{1,...,2g+1}
#S=g

Pour obtenir v, il suffit de calculer pour tous I #m € {1,...,2g + 1},

tn (D02t (2) _ frm(2)Ji(2) fn(2) 0 [Muogmy] ()0 [ser] (2)0 [uom] (2)
ty(2) f3(2) 0 [mu] (2)° '

Pour cela, nous avons la formule

290 [14of1,my ] (2)0 [muet] (2)0 [uom] (2)0 ] (2) =

E : (— 1)4( e+ Menli+ N my NS+ NINGam T MnEnr)

SC{l,....29+1}
#5=g

0 [UUOSO{l,m}] (22)0 [nMoSol] (0)9 [nMoSom] (0)9 [’r’L{oS] (O)

ol nous avons utilisé le fait que 0 [nyos] (0) = 0 si #S5 n’est pas égal & g ou g + 1.
Nous avons donc réussi a calculer les coordonnées de Mumford d’un diviseur générique a partir de ses
fonctions théta de niveau 4.

Exemple 5.2.1. Poursuivons notre exemple en genre 2. Avec les choix d’ensembles C 5 de l’ezemple 5.1.9,
le théoreme 5.1.10 se traduit par

2 989%9% 910 (2)2
0105075 014(2)*"

et le polynome u est alors donné par

2 9%932)93 911(2)2
0305015 014(2)*

u(ar) = (a2 —a1) u(az) = (a2 —a1)

T — Qg r — ap

ulz) = (x—a1)(z—ag)+ u(ay) + u(ag)

a1 — a2 ag — a1
= (x—a1)(x—a2)+
ag — ap

o yigzgrar, ("0 () RO (2 — 02) + 001 (2)014(2) 00303 (o — 1))
4Y6Y12
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5.2. Des fonctions théta vers les polynomes de Mumford

Les formules de doublement permettent d’obtenir

4914(2’)4 = 90(22)93 — 01 (22)9% — 92(22’)93 + 93(22’)9§ + 94(22)92
—06(22)03 — 03(22)03 4 09(22)03 — 012(22)03, — 015(22)035

4910(2)2914(2)2 = 90(22)9093 — 92(22)9293 + 94(22)949(2) — 06(22)9693 — 98(22)989%2 — 912(22)9129§
4011(2)%014(2)% = 01(22)010% — 03(22)0302 + 04(22)0407 — 05(22)0603 — 09(22)0907, — 012(22)01202

Ces formules suffisent pour calculer le polynéome u. Pour v, nous utilisons le théoréme 5.1.28 :
T —a T—a
o(@) = ——Zw(ar) +

ap — a2 ag — alv(az),

v(ar) = ! ; (Yi1,04(D) = Yi1,51(D)), v(az) = .

Les fonctions Y my sont données par (voir l'exemple 5.1.41)

- (Y{1,23(D) = Yi2.33(D)) .

as — a as —a

t2y (D (2)ta(2) 7 080103030805 910(2)011 (2)015(2)
Y, D) = : = - -
(D) = o R 1 S E
teray (2)t(2)t(2) 7050703030361; 03(2)07(2)010(2)
Y, D) = - = - -
(D) = o VO, aup
t{2 3} (Z)tQ(Z)tg(Z) 7989%9395689%5 92(2)97(2)911(2)
Y, D) = : = = - '
(D) e RSO T OGP
1l faut alors utiliser les formules de duplication pour obtenir
4010(2)011(2)014(2)015(2) = 05(22)000104 — 07(22)020505 — 013(22)0309012,
405()07()010(2)01a(2) = 05(22)010012 — 011(22)0206615 — 013(22)000a0,
465(2)07(2)011(2)014(2) = 05(22)0089615 — 010(22)0506615 — H13(22)010465.

Nous avons alors toutes les formules pour calculer les polynomes de Mumford (u,v) a partir des fonctions
théta de niveau 4.

5.2.2 En niveau 2

Rappelons que nous nous interessons & un diviseur D de Jac(C) n’appartenant pas & ©. Nous avons posé
z =u(D), 'image de D par Papplication d’Abel-Jacobi. Supposons maintenant connues les coordonnées
théta de niveau 2 de D, nous voulons calculer les polynémes de Mumford u et v? associés a D. D’apres
la remarque 5.1.11, les constantes f3 sont calculables & partir des théta constantes de niveau 2. De ce
fait, nous pouvons calculer les valeurs du polynéme u en les points de ramification : pour tout ! dans
{1,...,2g + 1}

2

LZZ 0 [nuat]” (2)
2 2 2 :
ty(2) fo 0™ (2)

Nous obtenons alors u par interpolation de Lagrange. Pour v?, nous utilisons encore une interpolation de
Lagrange (en 2g — 1 points). Pour cela, il faut savoir évaluer pour I € {1,...,2g + 1},

_ ¥ {z my (D S Yy, m} D)Y{1n3(D)
H ke ak - am H kev ak - am)(ak — an)

meV m#neV

u(ar) = (=1)? = (=1)?

ot V est un sous-ensemble de {1,...,2g + 1} de cardinal g et ne contenant pas [. Les fonctions Y{Ql m} (D)
se calculent trivialement a partir des théta de niveau 2 :

SISy 0 lier)” (200 [tom” (206 [nusogrmy]” (2).
i 0’ (2)

Yy (D) =
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Cependant il faut calculer les produits Y ,,,} (D)Y{1ny (D) :

12 9 lmall” ()
T gl 2)

0 [mioqrmy] (2)0 [uotiny] (2)8 [nuaom] ()0 [uon] (2)-

Yit,my (D) Y10y (D) Fromyfriny fmfn

D’apres les formules de duplication,
290 [Muiottmy) (2)0 [Muoginy ] (2)0 [1uom] (2)0 [nuon] (2) =

Z (71)9(71)4( s+ s+ M mony T Mmn1 M9(1) (,1)4( nlng+ gl + Ml i)

Sc{1,...,2g4+1}
#S=g

0 [Muosoftmmt] (22)0 [Muosot] (0)0 [Muoso{m.ny] (0)8 [Muos] (0).

Dans la somme précédente les ensembles S fournissant des théta constantes non nulles sont ceux de
cardinaux g contenant soit m soit n mais pas [. Nous avons alors #S5 o {l,m,n} = g+ 1 et donc la théta
constante 6 [772/10 So{l’m’n}} (0) est non nulle. Avec une autre application de la formule de duplication nous
obtenons

29031 (22)0 (21 (0019102 = > (-1 [515] (2)%0[5] (2).

«,BE179 /79
Les formules précédentes montrent que

e L ROl ()
G 7 ol (2)

XX st (G )] Gro0167

Sc{l,...,2g+1} 1
#S:g‘? a,B€e 2Z-‘i/Zg

Yimy(D)Yiny (D) =

ou

t 1 tr 1t I

e = (=1)9(— 1) (ans+ Mt Moy nE g ny Moy gy ) (A WE+ WemIA Mm) (_q)4 koo (1mny B

_ f{l,m}f{l,n}fmfn 0 [nL{oSol] (0)9 [nl/loSo{m,n}] (0)9 [771/{05’] (0)
fél 0 [nUoSo{l,m,n}] (0)9 [Uuou] (0)2
Ceci permettrait d’obtenir les produits Yy ,,,3 (D)Y(;,n} (D) si nous connaissions les théta constantes de

niveau 4 et la racine y/as — a;. Comme ce n’est pas le cas, il faut calculer la constante E en fonction des
théta constantes de niveau 2 et des racines de f. La constante F se réécrit

E

frmyfunyfmfn Fsommn) [
fo fsotfso{mmn}fs
FaSotimom) fumyFiny funy fomy
fa ftmyo(sofmy) finyo(sotmy) ftmyo(softn}) fimyo(sofin})

E

E =

La premicre fraction, en tant que quotient de f3 est calculable sans prendre de racine carrée. Pour autre
partie, d’apres le corollaire 5.1.23 nous avons

N [ Tamy finy Tuny frmy
]
f{l,'rn}o(So{’m})f{n}o(So{?n}) f{l,n}o(So{l,n})f{m}o(So{l,n})

_{ 2 sig({iyn{Lmn}) =0et #({i.j}nS) =1,

10 sinon.
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Cette derniere expression est clairement un multiple de 2. Par ailleurs, d’apres la méme propriété,

. Jamyfiny Juny frmy _
Jmyo(So{mp) finto(So{m}) fiinyo(sofi,n}) fimyo(So{i,n}

"

2t ’
— (_1)2tnfS'o{m}\{l,nz,n}C;(_1) (C{l»m}oc{n})mu g
2ty " 2t77/c c ﬁI/{C;/
(—1)2 "ot tmmy €5 (—1) " (Crn1oCimy)

21,77/ 12
= (-1) (C11myoC(1n) 0Cm) °C ny )7

Finalement E se calcule bien a partir des racines de f et des théta constantes de niveau 2.
Exemple 5.2.2. Toujours avec le méme exemple en genre 2, les évaluations du polynéme u sont données
par
GO O(= L R0 0o
s ulas = ag — ap .
030507 014(2)? 030507, 014(2)?

Ce qui donne les formules suivantes pour u :

u(a) = (a2 —ar)?

u(z) = (2—ar)(@—a2)

m (—910(2)2914(2)2939%9§ (l‘ — ag) + 911(2)2914(2)29%9?2)93 (.’L‘ — (11)) .

Pour U2, nous avons

= O]y )y B0 )

(a2 —a) (a2 — a1) (a2 — a1)
et
v(a)? = ™ _1a2)2 (YfLQ}(D) + Y 4(D) QY{LQ}(D)YM}(D)) ,
vl = 1a1)2 (V2i.2)(D) + YP5(D) = 2¥01 0y (D) Yo (D))
vanular) = s (Vi) (D) = Yoz (D)¥ia) (D)

—Y(1,23(D)Y{2,31 (D) + Y{1,31 (D) Y251 (D)) .

Or les fonctions Y{Qz,m}(D) sont données par

7 939%939519%93 610(2)2911 (2)2915<2)2

Y7 D) = (axs—a ,
(D)=l =)y B 2)°
0501050505015 03(2)%07(2)%610(2)?
2 _ . 7 Y0Y1Y2Y8V9V15 V3 7 10
Yam(D) = (o) Tngae e
050803020501, 02(2)%07(2)%611(2)?
2 _ _ 7 UpV1V3VgVgV15 U2 7 11
Vo) = o= a) Tongr e

Par ailleurs les produits de deuz telles fonctions sont donnés par

04040202020262. 01(2)?

Yii21(D)Ysy(D) = (a2 —ap)" 2389 15 1o )6(93(2)97(2’)911(2)915(2)9094989127
0165012 014(2)
04040202020462. 011(2)?

Yi12y(D)Y(25 (D) = (ag—ap)" 220880715 n )6(92(2)97(2)910(2)915(2)919499912,
0165012 014(2)
0404020202040%- 0,(2)?

Y{Lg}(D)Y{Q,g}(D) = (CLQ —a1)7 0712737879715 7( ) 92(2)93(2’)910(2)911(2)90010899.

01965619 014(2)°
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1l faut alors calculer les produits

03(2)07(2)011(2)015(2)000403012 =  03(2)%015(2)20260%, — 00(2)%0,(2)26263
+00(2)01(2)02(2)05(2)0061 0203,

02(2)07(2)010(2)015(2)010400012 = 02(2)%015(2)%0307, + 01(2)02(2)*0765
+00(2)01(2)02(2)03(2)00616205,

02(2)03(2)010(2)011(2)00010s09 =  02(2)?05(2)203603 — 00(2)01(2)02(2)03(2)00010205.

Si nous écrivons x,y, z,t pour les fonctions 0y(2),01(z), 02(%),05(2) et a,b,c,d les théta constantes asso-
ciées, nous avons alors

2F abed zyzt = F(22? + y22%) + G(x22% + y*t?) + H(2%y? + 22t%) — (2t + o + 2 + t4)

ot
A = a2+b2+02+d2, B = a2+b2—02—d2,
Cl — a2—b2+82—d2, D = aQ—bZ—CQ—FdQ,
o A'B'C'D’

(a2d2 _ bZCZ)(a2CZ _ b2d2)(a2b2 _ C2(12)’

F = (a*=bv*—ct+dY/(a®d® — b*c?),
G = (a*=b*+c —dh/(a®cP - b d?),
H = (a"+b'—ct—d")/(a*? - 2d?).

5.2.3 Cas des diviseurs ©

Les formules décrites précédemment permettent de calculer les morphismes dans le cas de diviseurs
non dégénérés (i.e. la fonction ty n’est pas nulle en z). Dans le cas du niveau 4 une méthode naturelle
pour calculer 'image d’un diviseur non générique D consiste & calculer I'image de D + D’ et de D' ou D’
est un diviseur générique tel que D + D’ 'est aussi. Pour avoir I'image de D, il suffit alors de faire une
soustraction.

Cette méthode ne marche malheureusement pas en niveau 2 car on n’y dispose pas d’une vraie addition.
Si nous acceptons de travailler dans une extension en prenant une racine carrée, nous pouvons relever le
diviseur en niveau 4 et appliquer la méthode précédente. Nous allons décrire une méthode permettant
de se ramener au cas d’un diviseur non-théta en additionnant des points de 2-torsion. Notons que cette
méthode marchera aussi en niveau 4.

Soit D = E — rPy un diviseur théta avec E un diviseur effectif de degré r. Soit z = u(D) € C9 le
vecteur associé & D. Pour [ € {1,...,2g9 + 1}, il est facile de savoir si (a;,0) appartient au support de F
en vérifiant que #;(z) = 0. En niveau 2, il suffit de tester si 6 [ny0;]” (z) est nul. 11 est possible de faire ce
test en niveau 4 apres avoir utilisé la formule :

290[3] (2, = D (~)I 5] (22,0)0[5] (0,)°.
aﬁE%ZQ/Zg

Additionnons le diviseur (a;,0) — Ps & D en coordonnée théta de niveau 2 :

= (0 [nuosern] (2,2)%)

(0 braes] (= -+ u(@). )°)

abe3L9/79 abe3L9/79

et en niveau 4 :

(6 [nos] (2 (= + u(a)) , 2)) 2 (Mos; M) 0 [nuos] (22,9))

aber 2979 = (e abexZ9/79°

132
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Algorithme 18 Calcul de I'image d’un diviseur © donné par les fonctions théta
Entrée: Un diviseur D donné par les fonctions théta de niveau 4.
Sortie: Les coordonnées de Mumford (u,v) de D.

Vi=0,1:=1
while #3(z) =0 do
if #;(z) # 0 then
Additionner le diviseur (a;,0) — Py en coordonnée théta a D.
Ajouter [ & V.
end if
end while

8: Obtenir les coordonnées de Mumford (u, v) du point D ainsi obtenu.

9: for [ dans V' do

10:  Diviser u par x — a;.

11:  v:=wvmodu

12: end for

13: return (u,v) (resp. (u,v?)).

Soient u; et v; les coordonnées de Mumford de D1 = E — rP,, ou E est effectif. Supposons que le
degré de u soit strictement plus petit que g et que le point (a,0) n’appartienne pas au support de FE,
alors les polyndémes de Mumford (usg,v2) de Dy = D; + (a,0) — Py sont donnés par

up(xr)vila
uz(x) = (z — a)uy (z), va(z) = vy (x) — M
uy(a)

Remarquons que si nous sommes sur la surface de Kummer,

200) — v2(x u(z)*0f(a)  2uq(z)vi(2)vi(a)
’1}2(37) - 1( )+ ul(a)g ul(a)

et que v1(7)v;(a) peut se calculer en fonction de v? uniquement.

Réciproquement soit Dy = E — rPs de coordonnées de Mumford (ug,vs). Supposons que (a,0)
appartienne au support de E. Alors les coordonnées de Mumford (uy, v1) du diviseur D1 = Da+(a,0)— Pao
sont données par
us ()

T—a

uy(z) =
v1(x) = vo(x) mod uy () = ve(x) — cuy(x)

ou c est le coefficient de degré r — 1 de vy. Sur la surface de Kummer,
v (x) = v3(x) + Aui(z)? — 2up () cvo(x)

2

oll v3, ¢ sont connus et cvy(x) peut se calculer en fonction de v3.

Nous obtenons donc ’algorithme 18 permettant de calculer le morphisme sur un diviseur théta.

5.3 Des polynomes de Mumford vers les fonctions théta

5.3.1 Cas des diviseurs génériques

Soit D un diviseur générique de Jac(C) associé a z € CY9. Dans cette partie générique signifie que D
n’est pas un diviseur théta et qu’aucun point de ramification n’appartient au support de D. Dans ce cas,
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tg(z) # 0 et pour tout [ € {1,...,2¢9 + 1} nous avons t;(z) # 0. Dans le cas du niveau 2, il est trivial de
calculer les fonctions théta a partir des polynémes de Mumford :

t7(z) .
t%(z) = (—D)%u(a), Vie{l,...,29+1}
B(2) _(pyows _YA(D)P
t5(2) =1 e ulw)’ VSC{l,....29+1}, 2<#5<y.

Vérifions que YS'2 peut se calculer uniquement en fonction de u et v2. Pour cela, il suffit de voir
que (¢*Ys)? et (¢*Y)? sont

— invariantes par permutation des points de CY,

— laissées invariantes par I'application (Py,...,P;) — (L (P1),...,t (Pg)).

Exemple 5.3.1. Dans le cas du genre 2, nous obtenons

(91 (22 — @) (22 — am) — y2 (21 — @) (21 — am))”
(rg — x1)?

Y{l,m} (D)2 =

ot D = Py + P, — 2P, et P, = (x;,y;). Nous vérifions bien que lexpression de Y{l,m}(D)2 est bien
invariante si les points P; sont permutés et aussi si on prend l'opposé des deux points (y; — —y;). De ce
Jait Y my (D)2, est une fraction rationnelle en les coefficients des polynémes u et v.

Pour quelques fonctions théta, avec la numérotation de Dupont,

L o) _ Ypu (D)
2(2) 0(z) 2(2) T waz)u(as)’
gy~ Tl _ B Yy
ta(z) ! 05 t5(z) 03 u(ay)u(aq)’
gy = Blegl) _ %Yy (D
t5(2) % Qt%(z) 02 u(az)u(as)
L g2y = 63t (2) _ B Yus (D)2
2(2) 02 t2(2) 02 u(ay)u(az)”
0 0 9 0
1 92 t2(z) 92
t%(z)eg(z) = (=) Gjlft%(z) = (a2 —a) éu(%)a o
20202020202 12 20202020202
S O() = (a - PRI O,y OO,
t@(z) 0106012 t@(z) 010601,

Supposons maintenant connus les polynémes de Mumford (u,v) d’un diviseur générique D. Les fonc-
tions théta de niveau 4 associées & D sont de la forme 0 [yo4] (22) avec #A < g. Pour les calculer, nous
allons utiliser les formules de doublement : pour tous S1,S52 C {1,...,2¢9 + 1} de cardinal g ou g + 1,

290 [Muottos, 05,] (22) 0 [Musos, ] (0)6 [nusos,] (0)6 [nusend] (0)
= Y wst[Muosiossos] (2) 0 [s,0s] (2) 8 [Ms,08] (2) 0 [1uos] (2) (5-2)

ou wg est égal a

wg = (_1)4 tn(//IOSIOSQOS(négzlosl)ﬁ(MOSQ)+n£{/1031)ﬁ(UOS)J’_nE{/{OSQ)ﬁ(UOS))
(_1)4 M1 05M(toS)NWoS) (—1)4 Msy05MUosy)NWUoS)

t,
(_1)4%]’5105277{,205 (_1)4 M5, 055 M(t0S1 )N (UoSg) .
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5.83. Des polynomes de Mumford vers les fonctions théta

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la formule du théoreme de Koizumi-Kempf 3.1.3 avec la matrice

1 1 1 1
1 1 1 -1 -1
=511 211 4
1 -1 -1 1
et les parametres
1
K= [77]/{051 + 77M052|77L{OS’1|772/{052|0] € Matzgx4 (2Z> , Z = [2Z|0|0‘0] S Matgx4((C).

Toutes les fonctions théta 0[] (z) de niveau (2, 2) peuvent s’écrire comme 0 [fy/01105,05,] (2) avec des
ensembles 51,55 C {1,...,2g+ 1} de cardinaux g ou g + 1. Par exemple il suffit de les prendre tels

que NMuos, = ( 8 et Myos, = ( 2 ) Pour ces choix d’ensembles nous avons

015](2,Q) = (—1)* 510520050052 0 [mcyiosy08,] (2, Q) -

Les fonctions théta dans la somme de I’équation 5.2 s’expriment comme des quotients t4(z)/fa. Nous
sommes donc ramenés a calculer les produits du type ta, (2)ta,(2)ta,(2)ta,(2) ou les A; sont quatre
sous-ensembles de {1,...,2¢g + 1} vérifiant A; o A3 0 A3 0 Ay = (. Pour tout S C {1,...,2g + 1},

ts(z) __Yi(D)
t0(2)  Tles iy

ty(2)

Nous pouvons alors exprimer toutes les fonctions tg(z) en fonction de (u,v) et des #;(z) pour ! dans S,
c’est-a-dire
4 /
Y3,(D)
ba, (2)ta, (2)ta, (2)La,(2) = to(2)" | | 1
=1 Iliea, 7o)

Comme A; o Ay 0 A3 0 Ay = (), la puissance de t;(z)/tg(z) dans le produit précédent est paire et donc
s’exprime en fonction de u(a;). Le facteur projectif t5(2)? n’est pas nul car D n’est pas un diviseur théta.
Nous avons donc réussi a calculer les théta de niveau 4 a partir des coordonnées de Mumford d’un diviseur.

Exemple 5.3.2. Nous nous contentons de ne donner le calcul que d’une fonction théta. La formule de
duplication donne

914(22’)9002912 = 90(2)92(2)012(2)014(2) + 64(2’)06(2)98(2)610(2’)
—91(2)93(2)913(2)915(2’) — 95(2)97(2)99(2)911(2)
ti2,41(2)t2,31 (2)t (3,43 (2)t9(2) n tia5) (2)ta,5) ()t 2,5 (2)t(2,3,4,5) ()

J2ay fresy f3.4) fo f35y frasy a5 fre,3.45)
gy ()t sy () ()54, (2)  tay (2)tgs) (2)E1,5) (2)Eq1,3,4,5) ()
faafasyfeyfasy finyfeyfusyfio '

Remarquons que nous n’avons pas forcément choisi I’ensemble A4 de cardinal le plus petit. En effet, nous
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voulons garantir que Ay o Ay o Az o Ay = ). Finalement, nous obtenons

;914(22.)0092912 Y‘{/2x4}Y‘{/213}Yt{/3,4}Ya 1
tp(2)* u(ag)ulaz)u(as)  froay fio31f(3.43fo
Y{/3,5}Y{/4,5}Y{/2,5}Y{/2,3,4,5} 1
u(az)u(az)u(as)u(as) f{3,5}f{4,5}f{2,5}f{2,3,4,5}
Y Y0 Y5 Y sas) 1
u(ar)ulaz)u(as)u(as) f1afsyfisyfisas
VY Y5 Y5 1

u(ay)u(az)u(as)u(as) f{4} f{s} f{1,5}f{1,3,4,5}

ot nous avons écrit Y4 au liew de Y{(D). Cette formule permet de calculer ﬁm(zz) en fonction des
polynomes de Mumford.

5.3.2 Cas des diviseurs non génériques

Les formules décrites précédemment permettent de calculer les morphismes dans le cas de diviseurs
génériques (i.e. aucune fonction ¢; n’est nulle en z). Encore une fois, dans le cas du niveau 4, la méthode
naturelle pour calculer I'image d’un diviseur non générique D consiste a calculer I'image de D + D’ et
de D’ ou D’ est un diviseur générique tel que D + D’ I'est aussi. Pour avoir I'image de D, il suffit alors
de faire une soustraction.

Dans le cas du niveau 2, ou si nous ne voulons pas utiliser un diviseur générique D', nous utilisons la
méthode suivante. Tout d’abord nous appliquons les formules de la section 5.2.3 pour se ramener au cas
d’un diviseur non théta. Supposons a partir de maintenant que D est un diviseur non théta, donné par
ses coordonnées de Mumford (u,v) (ou (u,v?) en niveau 2) et supposons que V C {1,...,2g + 1} soit
I'ensemble des indices ! pour lesquels u(a;) = 0.

Rappelons que, en niveau 2, nous avons tg(z)? = tg<(z)2. Remarquons que pour tout sous-ensemble S
de {1,...,2g + 1},

#S < 2#VnNS = tg(z) =0, (5.3)
#S = 29+ 1—-#V)+2#V NS = tg(z) =0. ’

Pour les autres ensembles S, si aucun élément de V n’appartient a S alors nous pouvons calculer
t%(2)/t3(z), en niveau 2, par la formule :

t5(2) [Lies i [Ties ulaw)

20

Si, au contraire, V' est inclus dans S alors en considérant S¢ nous nous ramenons au cas précédent. Quels
ques soient les ensembles V et S, la fonction

Jac(C)\©®@ — C
’ v4(D)?
[Liesnv ular)

est réguliere (il suffit d’utiliser le lemme 5.1.31 pour étudier son diviseur). Si nous ne sommes dans aucun
des cas précédents, nous pouvons essayer de trouver une expression de cette fonction qui soit valide sur
un ouvert contenant le point D considéré. Nous avons la formule suivante :

Propriété 5.3.3. Soit D =7 | P, — gPs un diwviseur de Jac(C) \ ©. Soient W C S C {1,...,29 + 1}

S

de cardinal w et s. Supposons que 2w < s < 29+ 1 et posons n = | 5|. Soit R C {1,...,g}, les indices i
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5.83. Des polynomes de Mumford vers les fonctions théta

des P; qui sont des points de ramifications a; avec | € W. Alors

YZ(D) _ Z [icr ¥illics Yi lliew Lngw a1 — am
Hlew(_l)gu(al)

1,JC{1,....a}\R HlGW er{l,...,g}\R Tk — @

I [Les\w zr — @ I [Les\w zr — @
ke{l,...,g}\(IUR) [Lier @i — i ke{l,...g}\(JUR) [Lieszi —an

En niveau 2, nous obtenons donc

.

@ = (_1)g#S 1 Y4(D)?
3(2) [Lev\s wla) [Tiesay wla)

et nous appliquons la formule de la propriété avec W =V N S. L’hypothese 2#W < #5S5 est vérifiée car
d’apres 5.3, si nous ne sommes pas dans ce cas, t%(z) est nulle. Ceci résout le probleme en niveau 2.

~

Exemple 5.3.4. En genre 2, soit D = P| + Py — 2P, un élément de Jac(C)\ © donné par les polyndmes
de Mumford (u,v?). Supposons que Py ou Py soit un point de Weierstraf. Si les deuz le sont, alors D est
un élément de 2-torsion et nous pouvons appliquer les formules 3.1.11 pour obtenir les coordonnées théta
de niveau 2 de D.

Supposons maintenant que D = P + (ay,0) — 2Py ot P est un point de la courbe et ot k appartient

Densemble {1,...,2g 4 1}. Pour tout 1 € {1,...,2g+ 1} différent de k, le polynéme u ne s’annule pas
en a;. Nous avons alors

IRV
to(z)zto( ) 1 0 -
Lo i=
m(z)2t’( ) () P4k
X Y{l,m,n}(D) j=k {Il,mmn}:={1,...,2g+ 1} \ {3, J}
tin(2)? = u(ar)u(am)u(an)
(2 Yiip (D) E R
u(ai)u(a;) L7 :

En niveau 4 cela est plus compliqué car dans les formules de doublement 5.2, les fonctions qui appa-
raissent sont de la forme t4, (2)ta,(2)ta,(2)ta,(2) avec Aj 0 Ay 0 Az 0 Ay = (). Pour pouvoir les calculer,

il faut donc savoir calculer les fonctions suivantes :
Y}, (D)Y4,(D)Y) (D)Y,, (D)
[I(=1)9u(a)

ot le produit porte sur les indices [ appartenant & V' et & un des ensembles (en le comptant deux fois

si | appartient aux quatres). Ceci est possible en développant les formules de la définition des Y§ comme
dans la propriété 5.3.3.

Exemple 5.3.5. En genre 2, si le diviseur considéré n’est pas de 2-torsion, il n’a qu’un seul point de
Weierstraf$ (ax,0) dans son support. Il suffit donc de savoir traiter les fractions du type
Yi(D)Yp(D)
u(a)
quand k appartient ¢ A et a B et que ces ensembles sont de cardinal supérieur ou égal a 2 (sinon le produit
des théta est nul). On peut alors donner une formule valide en tout genre comme dans la propriété 5.3.3

mais cela se simplifie encore plus en genre 2. Les seuls ensembles a considérer sont ceux de cardinaux 2, 3
et 5 (d’aprés la définition de Y¢).
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Supposons que D = (ay,0) + P — 2P, et notons xp 'abscisse de P. Si A et B sont de cardinauz 2 ou 3
alors
Va(D)Y5(D)  Ileq,. spula —ar) [licav (@p —a) [liepy (2P — 1)

u(ag) Tp — ag

Si A est de cardinal 2 ou 3 et si B est de cardinal 5 alors

Ya(D)Yp(D) _ 7Hl€{1,...5}\k(al — a) ngA\k (xp — az).

u(ag) Tp — ai

2
Y(D) = H (al — ak) H (:L’p — al).

1e{1,. 5}\k le{1,. 5}\k

5.4 Détails d’implémentation

Les formules de ce chapitre ont été, pour la plupart, testées en MAGMA. Notre programme n’étant
pas spécifique & un genre, il a fallu cependant faire des concessions. Ainsi bien que les fonctions Ys soient
bien définies sur tout Jac(C) \ © comme le montre le lemme 5.1.32, leur définition 5.1.26 ne fournit pas
de formule explicite en tout genre mais une formule pour ¢*Ys sur C? \ ¢~ 1D ol

D={2Pi+P,+...+ Pyj_1 — gPx € Jac(C)} C Jac(C).

Pour avoir une « expression » de la fonction, valide en tout genre, plusieurs solutions sont possibles :

— Créer une fonction prenant en argument un entier g et qui génere du code résolvant le probléeme

pour le genre g.

— Utiliser des schémas.

— Travailler sur le corps de fonctions k(CY).
La premiere solution a été écartée du fait de sa trop grande complexité de mise en ceuvre. Les deux
dernieres solutions reposent sur des fonctionnalités du langage MAGMA et sont donc peu coliteuses a
programmer. Cependant les calculs deviennent alors tres lents. En particulier, des le genre 3, du fait du
nombre important de coordonnées théta, le temps de calcul des morphismes atteint plusieurs dizaines de
secondes.
La solution retenue a été de ne pas traiter le cas général. En utilisant la preuve du lemme 5.1.32, nous
avons programmeé le cas d'un diviseur « générique » dans D (i.e. deux points seulement du support sont
égaux et pas de points de 2-torsion dedans). Dans le cas d’un diviseur de Jac(C) \ © ayant des points de
2-torsion dans son support, seul le cas du niveau 2 a été programmé en tout genre. Du code spécifique au
genre 2, reposant sur ’exemple 5.3.5 permet de traiter le niveau 4. Ceci permet de gérer la totalité des
situations en genre 2 et la majorité en genre plus grand.
En genre quelconque et en niveau 4, il est par ailleurs toujours possible d’additionner un diviseur aléatoire,
ce qui a une forte probabilité de rendre le diviseur générique.

Par ailleurs, notre implémentation de ces formules commence en fait par factoriser u pour pouvoir
récupérer les coordonnées des points dans le support du diviseur. De méme, en niveau 2, la fonction
YZ est théoriquement calculable & partir de (u,v?) mais nous avons commencé par choisir une racine
carrée de v (ce qui peut obliger & prendre une extension de degré 2) avant de travailler dans le corps de
décomposition de wu.

Pour un genre g fixé, le programme précédent présente de nombreux inconvénients :

— utilisation d’extension de corps ce qui ralentit les calculs.

— Utilisation de « trop » de coordonnées théta en niveau 2 : 49 au lieu de 29.

— Passage par les diviseurs génériques pour traiter le cas des diviseurs O.

En genre fixé, on peut donc considérablement réduire la complexité du programme en trouvant des
formules plus spécifiques. En particulier, dans AVIsogenies, il existe du code spécifique au genre 2 en
parallele du code pour les cas génériques.
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5.5 Exemple d’application : lois d’additions completes en genre 2
Soit Ay une variété abélienne sur un corps k, plongée dans un espace projectif P" (k) :
t: A——P(k).
Rappelons qu’au chapitre 2, nous avions noté p la loi de groupe sur A :

AxA — A

B @y) — 2+

Sur ¢(A), cette loi de groupe p sera alors donnée localement par des polynomes.
Notons k[Xo,...,X,]/Ix Panneau des fonctions régulieres sur ¢(A). L’'indice X dans Ix permet
de savoir dans quel « espace » l'idéal doit étre considéré. L’anneau des fonctions régulieres sur le pro-

duit ¢(A) x t(A) est
Ri=k[Xoyo o, Xy @k [Yor . Vi l/Ty ~k (Koo s X, Yoo Yol (I + Iy)-

Définition 5.5.1. Une loi d’addition p de bidegré (m,n) sur ((A) C P" est un ouvert non vide U de Ax A
et 7+ 1 polynomes p; appartenant a R bihomogene de degré m en Xo, ..., X, et de degré n en Yy, ..., Y,
et tels que pour tout (x,y) dans U (k),

(@) = (po (@), ) - pp (1), ).

C’est a dire que le diagramme suivant doit étre commutatif

UcCAx A _prxpr
ul l(po,..-,pr)
AC - P

Définition 5.5.2. Un ensemble de lois d’addition est dit k-complet si pour tout point de A x A il existe
une loi d’addition définie sur un ouvert contenant ce point.
Si cet ensemble est réduit a une seule loi, on parle de loi d’addition k-compléte.

Lange et Ruppert | ] donnent une caractérisation des lois et des ensembles de lois k-complétes.
En particulier ils montrent que le degré minimal d’une loi d’addition est (2, 2). Par ailleurs, il n’existe pas
de loi k-complete, en effet dans | ], il est prouvé que pour qu'un ensemble de lois soit k-completes
il doit contenir strictement plus de g lois. Sur un corps non algébriquement clos, il peut cependant exister
des lois k-completes.

Exemple 5.5.3. Il existe des exemples de courbes elliptiques ayant une loi d’addition k-compléte : par

exemple les courbes d’Edwards [ , ] ou les courbes hessiennes tordues [ ).
Pour les courbes d’Edwards, le modéle classique 2% + y?> = 1 + dx?y? est singulier. Avant de pouvoir
Vutiliser avec la théorie précédente il faut considérer le plongement projectif normal associé [ |:

X2+ X?=X2+dX2, XoX5 = X1 Xo.
L’addition classique sur la courbe d’Edwards devient alors
(X0, X1,X2,X3) +  (Yo,Y1,Y2,Y3) =
(X3Y5 — d®X3Y5, (X1Y2 4+ XoY1) (XoYo — dX3Y3),

(XoYs — X3Yp) (XoYp + dX3Y3), (X1Y5 + XoY7) (XoYs — X3Y))).

Cette loi est de bidegré (2,2) et est k-compléte si d n’est pas un carré dans k.
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Soit k un corps ayant un groupe de Galois absolu Gal(k/k) infini. Cette condition contient les corps finis
ou les corps de nombres et elle permet d’éviter les corps algébriquement clos. Arene, Kohel et Ritzenthaler
[ | prouvent que pour toute variété abélienne sur k, il existe un plongement projectif de la variété
et une loi d’addition k-complete. Dans le cas de la dimension 1, ils montrent que le plongement peut
étre le modele de Weierstrafl et que pour la dimension 2, il est possible d’utiliser les fonctions théta de
niveau 4 (en supposant que le cardinal de k soit assez grand).

Dans le cas des courbes hyperelliptiques de genre 2, nous allons chercher une loi de bidegré (2,2) qui
soit k-complete en utilisant la construction due a Arene, Kohel et Ritzenthaler. La caractérisation de
[ , lemme 2.1] des lois d’additions sur une variété A est la suivante : H? (A x A, M,y ) est isomorphe
(Pisomorphisme étant explicite) en tant qu’espace vectoriel aux lois de bidegré (m,n) ot M, , est un
fibré sur A x A associé au fibré £ sur A (qui détermine le plongement de A dans P"). Dans le cas o £
est symétrique nous avons My 9 = §*L avec 0 I'application

AxA — A
(y) — z—y.

Soit C une courbe de la forme y? = f(z) avec f de degré 5 sur un corps fini k de taille au moins égale
a 7. Supposons Jac(C) plongée dans P'5(k) a I'aide des fonctions théta de niveau (2,2) (c’est a dire que
les théta constantes doivent appartenir a k).
Soit K/k une extension de degré 2 de k et soit xyp € K n’appartenant pas a k et tel que f(zg) ne soit
pas un carré dans K. Soient yo € L tels que y3 = f(z0). Le corps L est donc une extension quadratique
de K. Notons Py = (x9, o) le point de C(L) correspondant. Posons ag = Py + PJ — 2P € Jacr(C) ouw
est le Frobenius (élévation a la puissance ¢ = #k). Les conjugués sous I’action de Gal(L/k) de g sont

P0+P6r—2poo, aq P07T+L(P0)—2POO,
U(Po) 4+ u(Po)" —2Ps a3 = u(Py)"+ Py —2Px

Qg
([£%)

ou ¢ désigne I'involution hyperelliptique ¢((z,y)) = (x, —y). Posons T, © les translatés du diviseur © par
les «; et soit D leur somme :

D=Tu O +Ta, ©+Ta, ©+T,,O.

Le diviseur D est un diviseur sur la variété abélienne Jacy(C) (il faut vérifier qu’il est invariant sous
laction de Gal(L/k)) mais il ne posséde aucun point rationnel (c’est-a-dire qu’aucun point de Jacg(C)
n’appartient & D). Par ailleurs ce diviseur est ample et symétrique.

Combiné avec un résultat de | ], ceci démontre qu’il existe une loi k-complete &2 de bidegré (2,2)
pour le plongement de Jacy(C) dans P!5(k) donné par les théta de niveau (2,2). Formellement il faut
considérer le plongement associé & £(40) et le loi &2 est telle que son ensemble de non-définition (sur k)
soit §*D.

Remarque 5.5.4. La construction précédente peut étre adaptée pour d’autres types de corps, par exemple
les corps hilbertiens (voir [ /).

Pour simplifier la présentation, nous considérons les fonctions théta sur le corps de base C. Les
résultats suivants s’étendent directement aux sous corps de C et par le principe de Lefschetz aux corps de
caractéristique 0. Pour d’autres types de corps (et en particulier les corps finis), il faut utiliser la théorie
algébrique des fonctions théta. Cependant les preuves restent facilement adaptables dans ce nouveau
formalisme.

Reprenons les résultats de la section 3.2.1. Les lois de Baily &2, (lois d’addition en niveau (2,2))
sont, définies pour tous a et b dans %ZQ /79 par
AxA C AY x A" — ACAY
(013](2,2),, (013122, 2),, — (01512~ 2),2)0[5] 2= +2),))

a,b
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ol a et b appartiennent a %Zg /Z9. Pour calculer lapplication précédente, nous utilisons les formules
suivantes :

1 1
a: as 5o X
0 [b;} (079)9 [b4] (079) 29
x X et a0 | Tints] e o0 [ TBts] e 00 [ TBs] 020
Log
a,6e3 2779

0151(2(z = 2), Q03] 2(z+2),0Q) =

(5.4)
ol as, ay4, bz, by sont choisis dans %Zg /79 de telle sorte que les théta constantes ne soient pas nulles et que

a+a+asz+as B_b+b+bg+b4

A= ,
2 2

appartiennent a %Zg /Z9. La propriété 3.2.1 montre que ’équation 5.4 est indépendante du choix des
éléments ag, aq, b3, by. La différence entre deux équations provenant de choix différents appartient en fait
a I'idéal de la variété (engendré par les équations de Riemann 3.1.13) et est donc nulle pour tous z, 2.
Ces lois sont clairement de bidegré (2, 2). Leur domaine de non-définition est constitué par le lieux de
points z, 2’ tels que 0 [§] (2(z — 2'), Q) = 0. D’apres la propriété 3.1.22 c’est donc le diviseur 6* Tk 4qatb ©.

Lemme 5.5.5. Les lois de Baily sont linéairement indépendantes.

Une preuve élémentaire sur C de ce lemme est la suivante.

Démonstration. Supposons qu’il existe des coeflicients A, p, tels que

> XesPap=0.

a,be 379 /79

C’est-a-dire que pour tous vecteurs z, 2’ de CY,

Z )\avb@mb(z,zl) = 0

a,be 29 /19

En particulier pour 2z’ = 0 et en considérant la coordonnée a, b, nous obtenons

Z )\a,be[g](zzag)e[g](zzag):O
a,be379 /719

Comme il existe une coordonnée a, b telle que 0[] (22, ) soit non nulle, nous avons que pour tout z,

> Aasf[3](22,92) =0.

a,be 3729 |79
Le théoréme 3.1.10 implique alors que les A, sont tous nuls. O

Lemme 5.5.6. Les lois de Baily forment une base des lois d’addition de bidegré (2,2).

Démonstration. Les lois d’addition de bidegré (2,2) forme un espace vectoriel isomorphe a
H° (Ax A, Mao)=H’ (Ax A,6"L) ~ 5" H (A,L).

La dimension de ce dernier espace est de 49 car le plongement est dans P*'~!. Or le lemme précédent
montre que les 49 lois de Baily forment une famille libre, c’est donc une base. O
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Nous allons exprimer la loi & cherchée comme combinaison linéaire des lois &Z; :

P= > XpPap.
a,bG%Zg/Zg

Par abus de notation, si D et D’ correspondent aux vecteurs z et 2’ de C?, nous notons &(z, z’) au lieu
de #(D,D’). Avec la définition précédente des lois de Baily nous avons alors pour tous vecteurs z, 2’ et
toutes coordonnées (a, b)

P 0§12 +2),Q) = D AapflE] 2 —2), 0 0[5] 2 +2),0)
abe5 2979

ol p, .+ est un facteur projectif dépendant uniquement de z, 2’ et évidement de 2. 1l existe une coordonnée
non nulle et nous avons donc la relation

Pz,z! = Z Aa,be [(IH (2(2 - Z/)’ Q) .

abe3 Z9/79

La loi &2 n’est pas définie pour les points de A X A du type (D,04) ou D € D. Pour ces points nous
avons Z(D,04) = (0)4 qui n’est donc pas un point P*®. Pour un tel point, posons z un vecteur de C9
correspondant & D, nous obtenons

0= > Aasf[i](22,9). (5.5)

a,bE%Zg/Zg

Lemme 5.5.7. Les coefficients A, correspondants aux lois P,y impaires (c’est-a-dire les lois pour
lesquelles (—1)*'sb = —1) sont nuls.

Démonstration. Remarquons que si D appartient & D alors il en est de méme de (D) (par contre ¢(D)
n’appartient pas au méme T,, © que D). En comparant I’équation 5.5 pour D et +(D) nous obtenons que

0= Z )\a,be[%](zzvg)'

a,,be%ZQ/Zg
(—1)dtab=_;

Par ailleurs, cette équation est aussi valide pour z = 0 car les fonctions sont impaires. Nous avons donc
obtenu une équation linéaire valide sur DU{0}. Comme le plongement de A considéré est associé & £(40),
cette équation est alors valide sur tout A. Comme les fonctions théta sont linéairement indépendantes,
les coefficients de la relation linéaire doivent étre nuls. O

Remarquons finalement que &2 n’est définie qu’a un facteur pres par le diviseur D, nous cherchons
donc a obtenir les A\, a un facteur projectif pres. Pour tout point D de D nous avons les relations
suivantes entre les Aqp :

0= Z )\a,be [Lbb} (227 Q) . (56)
a,bG%ZQ/ZQ
(—1)dtab—y
Chaque point de D fournira donc une relation entre les A, ;. Les lois de Baily étant génératrices, et la
loi & étant « définie » par D, nous avons suffisamment de relations pour obtenir les A, ; (& un facteur
projectif pres).

En pratique, les éléments D de T, © s’expriment facilement en coordonnées de Mumford : ils sont
du type D = (P — Py) + «; ou P est un point de la courbe C. Grace aux morphismes (section 5.3),
nous pouvons alors calculer les coordonnées théta de niveau (2,2) correspondant a D pour obtenir des
relations 5.6. Nous obtenons un systéme linéaire de rang 9 (il y a 10 inconnues projectives).
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En pratique, nous prenons un 4 au hasard puis un élément D de O,,. Le systeme obtenu est presque
toujours de rang 9 apres avoir généré 9 équations. Pour trouver un élément non nul du noyau, nous
pouvons alors utiliser les méthodes classiques d’algebre linéaire.

Nous avons remarqué qu’avec uniquement des points toujours dans le méme O,, alors le rang du
systeme sera strictement inférieur a 9. Cela est cohérent avec la théorie : le fibré £ qui définit le plongement
est associé a D. Or il existe plusieurs diviseurs D ayant les propriétés demandées et partageant une méme
composante ©,,.

Les calculs pratiques (utilisant les morphismes de AVISOGENIES) sont relativement efficaces. Cepen-
dant, pour des corps de taille cryptographique, le calcul peut prendre quelques minutes.
Théoriquement, cette méthode est valide sur des corps de fonctions, et nous pourrions obtenir une formule
rationnelle pour les A, ; en fonction des parametres de la courbe et des éléments g, yo. Nous avons les
parametres suivants :

— la courbe hyperelliptique est définie par ses trois invariants de Rosenhain (A, u, v).

— Les théta constantes de niveau (2,2) associée & la courbe doivent étre rationnelles.

— Un point xy appartenenant & une extension quadratique du corps de base (mais pas au corps de

base) et tel que f(xg) ne soit pas un carré.

— Une racine carrée yo de f(zo).
Il faut ensuite générer des points P au hasard en coordonnée de Mumford pour résoudre le systeme. Le
corps de fonction considérée serait donc de degré de transcendance supérieure ou égal a 4. Par ailleurs il
derait nécessaire de prendre des extensions algébriques de degré

— 213 pour que les theta constantes soient rationnelles,

— 2 pour définir le corps K auquel appartiendra x,

— 2 pour construire yg.
soit une extension algébrique de degré totale 2'°. Les calculs sont donc inapplicables en pratique.
Une autre solution pourrait étre de calculer les A, pour un certain nombre de courbes et d’utiliser des
méthodes d’interpolations pour reconnaitre des fractions rationnelles. Cependant, le nombre de variables
(3 invariants de Rosenhain et les coordonnées (zg, o)) et le degré de ces fractions sont trop élevés pour
espérer pouvoir faire les calculs.

Donnons un exemple de loi complete sur la courbe
y? = f(x) = 2° + 57822 + 251723 + 231222 + 94022

définie sur le corps Fyggg7. Les théta constantes (non nulles) associées a cette courbe sont (avec la numé-
rotation de Dupont) :

0 = 1, 0, = TI27, 0y = G678, 0 = 5242, 0, = 3926,
0 = 7092, O3 = 5628, 6O = 3666, 01 = 7556, 615 = 904.

Posons alors
K =F10007[X]/X2 + 1 =~ Figgo72.

Soit £y = 831042164/ —1, le point (mo, f(a:o)) est alors un point de la courbe C (Fyggo74) n’appartenant
pas & la courbe C (F1gpo72). Les coefficients \; (avec la notation de Dupont) non nuls sont alors & un facteur

pres

X = 1, M o= 1040, Xy = 9380, A3 = 6924, A\ = 5155,
Xe = 1278, Xs = 7239, Ay = 6859, A;p = 1761, N5 = 5891

Ce calcul a pris une vingtaine de secondes. Nous pouvons vérifier que la loi est Figgg7-complete. Cette
vérification exhaustive prend par contre plusieurs jours. Pour réduire le temps de calcul, nous avons utilisé
le fait que d’apres [ , proposition 2.2], pour tout diviseur D de Jac(C) (F1pp07), nous devons avoir
gZ(Dv OJac(C)) =D.
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Chapitre 6

Formules a la Thomae

Soit C : 3> = [[%T"(x — a;) une courbe hyperelliptique. La formule de Thomae (introduite au
théoreme 3.1.19) exprime les puissances 4-itmes des théta constantes de niveau (2,2) de la famille .75 o)
(ou de maniere équivalente, les carrés des théta constantes de niveau 2 de la famille .%(5 5)2) en fonction
des parametres de la courbe.

Nous souhaitons obtenir les théta constantes de niveau n (premier avec la caractéristique de corps)
associées 4 un plongement de la jacobienne de la courbe hyperelliptique dans I’espace projectif P*’~*(C).
C’est-a-dire que nous n’avons pas besoin des valeurs exactes des fonctions théta évaluées en 0 mais celles
de certains quotients. La formule de Thomae se réécrit de la manieére suivante : soit un sous-ensemble S
de {1,...,294+ 1} U {oo}

[Ticu (ai—ay)
u

4 U\ S .
Oles]\" _ ] ()P s si#S € {g,9+1},
0[0] i¢s .
0 sinon.
Des preuves de ce cas particulier sont données dans | , ]. Rappelons que, au signe pres, les
fonctions théta associées & S et & S¢ (ol le complémentaire est pris dans {1,...,2g + 1} U {occ}) sont les

mémes.

Il existe différents type de généralisation de la formule de Thomae. Par exemple des formules a la
Thomae (c’est-a-dire donnant les théta constantes de niveau n en fonction des parametres de la courbe)
ont été découvertes pour d’autres types de courbes. La principale méthode pour obtenir ces formules
consiste a utiliser la géométrie des courbes par rapport & un certain entier n pour obtenir les théta
constantes de niveau n. De ce fait I'entier n est déterminer par la forme de la courbe. Dans notre cas,
nous nous intéressons au cas de courbes hyperelliptiques (de genre quelconque) mais nous voulons faire
varier le niveau des théta constantes.

Nous commencons par présenter une méthode analytique. Cette méthode permet de retrouver les for-
mules de Thomae pour le niveau (2, 2) et couvre le genre 1. Dans la section 6.2, nous expliquons comment
extraire les racines de facon a obtenir les vraies valeurs des théta constantes. Pour le genre supérieur,
nous n’avons pas réussi a conclure par la méthode analytique. Dans la section 6.3, nous proposons une
autre méthode qui nécessite d’utiliser les fonctions de niveau (2,2).

6.1 Méthode analytique

6.1.1 1Idée générale
Rappelons que I'application d’Abel-Jacobi a été définie par

) Jac(€) — C9/Aq
Nl P o— Zflf;w mod Agq
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ou 2 est la matrice des périodes de la courbes. Nous supposons le polynéome f de degré impair et nous

donnons un ordre a ses 2g + 1 racines
2g+1

fl@)= ] @—a)
i=1
Nous notons K la constante de Riemann introduite en 2.3.16 :

K =Qny+my=u <Z(az,0) —(g+ 1)Poo>

leu

11 1 g g—1 1
tr _ [ = = - o (4~ )
77u— (272a-~-72>7 771/{ <27 2 ) 72>

Notons K le diviseur ), (a;,0) — (g + 1) Py de Jac(C). Ainsi, nous avons K = u(K). Par abus de nota-
tions, les fonctions théta étant toujours associées a la matrice €2, nous écrivons 0e](z) au lieu de 0[e](z, ).
Pour tout entier n, nous nous intéressons aux théta constantes de niveau n de la famille %, ,,)» :

0[51(0)"  a,be2%zs.

Rappelons que la formule 3.17 permet alors de calculer projectivement les théta constantes de niveau n
des autres bases.

Pour tout élément o € CY et tout vecteur e de %Zzg , la fonction

I — P'(C)
= ()

est invariante sous l'action de Ag et induit donc en une fonction de C9/Aq dans C. Nous pouvons alors
la composer avec 'application d’Abel-Jacobi :

Définition 6.1.1. Soit D un élément de Jac(C). Soit un entier n > 1 et soit e un vecteur de %ZQQ, La
fonction
Jac(C) — P'(C)
q: 0le] (u(0) —u(D) — K)\"
o
— (G im0

est bien définie et est analytique.

Nous notons ¢e( - ; D) pour préciser la dépendance de g en D et e. Pour obtenir une puissance de la
théta constante qui nous intéresse, nous voulons calculer

¢o(D + K; D) = (9[9%%” .

Supposons que la caractéristique e corresponde & un diviseur E € Jac(C), c’est-a~dire que nous supposons
que u(E) = Qe’ 4+ €”. D’apres 3.1.22, la fonction g.( - ; D) a pour diviseur n Tp_g©® —nTp O. D’apres
[ ], il existe une fraction rationnelle que nous notons R qui a le méme diviseur que ¢. De ce fait, il
existe une constante B (par rapport & 6 mais pouvant dépendre de D et e) telle que

qe(9; D) = Be(D)R.(6; D)

ol nous avons précisé la dépendance par rapport aux parametres e et D. En utilisant la propriété 3.1.2
et la parité de la fonction théta de Riemann, nous pouvons montrer que

qe(6 — E; D)ge(—8; —D) = exp (2imn'e’e”) .

Nous obtenons donc

exp (2imn e’e’)

Re(6 — E; D)Re(—0; —D)’
Si D est un diviseur de 2-torsion, nous obtenons le carré de B. En particulier, pour D = O, nous avons
le lemme

B.(D)B.(-D) =
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Lemme 6.1.2. Avec les notation précédentes,

R (K;0)
R.(K — E;0)

(059%5?)) = :(K;0) = exp (2im2n €'e”)

ot R est une fraction rationnelle sur Jac(C) de diviseur nTp © — n®©.

La partie difficile est de construire la fraction R. Ce résultat est atteint dans la section 6.1.2 pour le
genre 1 et dans la section 6.1.3 pour le niveau (2, 2).

La méthode proposée par Riemann [ , . 154-155] consiste & étudier la restriction de la fonction
q précédente sur la courbe C : y? = f(x) vue comme une surface de Riemann compacte. Pour distinguer
les deux fonctions nous la notons ¢’ :

c — P(C)

J: 6le] (u(8) —u(D) — K)\"
oo (e<u<6>—u<D>—K>>

Cette fonction est encore bien définie et est analytique. Pour étudier ses zéros et ses poles, nous devons
supposer que D est de poids g : posons alors D = Dy + ...+ Dy — gPs. Pour obtenir la théta constante
cherchée, nous voulons alors évaluer la fonction en 6 = (a1,0) et D; = (ag;+1,0). Soit

F=F +...+F,—gPs

le diviseur réduit dans la classe de D — E. D’apres 3.1.23, le diviseur de ¢ est alors nF —nD (c’est-a-dire
que les points du support de D sont des poles de degré n de la fonction et que ceux du diviseur réduit F'
sont ses zéros et sont également d’ordre n). Il existe une fraction rationnelle que nous notons R’ qui a le
méme diviseur que ¢. De ce fait, il existe une constante B’ telle que

q.(0; D) = B,(D)R,(3; D).

Cette fois, R est une fraction rationnelle en (z, y) les coordonnées des points sur la courbe. La fraction R’
est facilement constructible avec 'algorithme de Cantor. Par contre nous ne pouvons plus appliquer la
méthode précédente pour calculer B’ car 6 — E n’est pas un point de C. Dans | , D- 324], Zariski
propose d’exprimer

q;(Fl; 57 L(FQ)a cey L(Fg))

en fonction de ¢.(d, D). L’équation obtenue est
GL(F1;6,0(F2), ... l(Fy))q.(6; D1, ..., Dy) = exp (2imn'e’e”)

et donc

exp (2imn te’e’)

T RL(0,U(Fy), ..., u(Ey)) RL(D1,...,Dy)’

Bl (8,u(F»),...,u(Fy))B.(D1,...,Dy)

Si B’ ne dépend pas des points D;, nous pouvons alors calculer B’2. De méme, si B’ ne dépend que d'un
seul D;, il est possible de modifier la preuve précédente pour obtenir une expression de B'2. Théorique-
ment, il est possible de modifier R’ pour supprimer la dépendance de B’ en les D;. Nous connaissons les
zéros et poles de ¢’ en toutes les variables mais le probléme est que lors de la construction de R/, des
poles et zéros « parasites » sont créés.

6.1.2 Genre 1

Dans le cas du genre 1, nous identifions la courbe avec sa jacobienne. La fraction rationnelle R est
facilement constructible. Rappelons qu’elle a pour diviseur n ¢(E) — nPy, ou E est un point de n-torsion
et ou ¢ est l'involution hyperelliptique. De plus, nous devons ’évaluer en le diviseur p(K) — p(K — E)
ou p(D) désigne le diviseur réduit dans la classe d’un diviseur D.
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Ceci peut se faire avec le méme type d’algorithme que celui utilisé pour le couplage de Tate en
faisant attention au fait que nous n’avons pas le droit de prendre un autre diviseur dans la classe
de p(K) — p(K — E). En effet le résultat doit étre exact et non pas modulo une racine de l'unité. Si
le support de p(K) — p(K — E) n’est pas disjoint des supports de p(k¢(E) — kPy,) pour tout 1 < k < n,
il faut travailler dans le corps de fonctions de la courbe.

Soit k un corps et soit € la courbe elliptique y? = z(z —1)(x — \) ot A € k. Supposons numérotées les
racines dans 'ordre suivant {0, A\, 1}. Si k se plonge dans C, nous avons que £(C) ~ C/ (wZ 4 7Z) avec w
dans le demi-plan de Poincaré H;. Nous pouvons supposer que le point (0,0) s’envoie sur le point w/2,
le point (1,0) sur 1/2 et le point (A,0) sur w/2 + 1/2.

Supposons que notre corps n’est pas canoniquement plongé dans C. Dans le cas des niveaux impairs,
nous pouvons choisir n’importe quelle base symplectique de la n-torsion de C/wZ + Z pour I'image d’une
base symplectique de la n-torsion de la courbe. Dans le cas des niveaux pairs, nous ne pouvons pas faire
un choix quelconque. En effet, nous avons déja fixé I'image des points de 2-torsion et le choix doit étre
compatible. Si le corps de base vient avec un plongement dans C, il faut rajouter les conditions sur le
couplage de Weil (page 31). En effet, la valeur du couplage de Weil de points de la base symplectique
doit correspondre a la racine de l'unité exp(2im/n).

Dans le cas des niveaux (n,n) pairs, le groupe T, fixe les puissances n-iémes des théta constantes mais
seul I'y, 2, fixe leurs puissances 2n-iémes. De ce fait, il est possible de prendre certaines racines carrées
(voir la section 6.2).

Formules pour n =3

Les formules pour le niveau 3 et le genre 1 ont été déja obtenues par Thomae | | en utilisant a
priori une méthode différente. Soit P; = (z3,y3) un point générique de 3-torsion. La coordonnée x5 est
racine du polynome :

3XY 4N+ 1)X3 +6AX2% — A2

Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, nous pouvons supposer que Pj s’envoie sur n’importe quel point
de 3-torsion du tore C/ (wZ + Z) quitte & modifier w par laction de Sp(2,Z). Supposons par exemple
que Pj s’envoie sur le point w/3. Nous avons alors les théta constantes suivantes correspondant & Ps

et 2P31
012100\ 3 1 A AA—1) 2
( 90(0,w) > 4x§<)\+4)$3+2(335%4—2()\—2)953—)\)

VR
>
[V
=Fs
£ls
€
S~—
~
o
Il
7N
>
-
=k
—~
\E/Q
&
)
v
o

Soit Q3 = (4, y5) un autre point de 3-torsion tel que le couplage de Weil es(Ps, Q3) soit une racine
primitive 3-iéme de 'unité. Si le corps est canoniquement plongé dans C, il faut supposer également que
cette racine est exp(2im/3). La coordonnée x5 du point Q3 est une racine du polynéme :

A=1)X?— (32 — (A\ + L)a3 + (2A — D)oz + (5A — 4)) X?
+ (625 — 5(A+ 1)z — 2(2A — 1)(A — 2)z5 + 2A(2A — 1)) X — (323 — (A +4)25 — A(A — 2)z3 + A?) .
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Nous avons alors
0 6 2
6[1/3} (0,w) _ 22 _ )\—Fl I/—Fé— AA—1)
6(0,w) - 3 4)73 T2 T\ BaR + 20— 2)ap — A

3

i
(9[293} (o,w)>6 _ ( )6
0(0,w) ’

0[] 0w

92\ — D)a3x? — 6(4X% — X+ 1) (w3 + x5)z32h + 4(8A3 — 9\ + 8) w32}

6(0,w)
/
—4(A = 2)(4)7 43X — 4)(w5 + 25) + A(38A" — 651 + 32)) %
3 AA+1 A—1 %%
+adad) - B o)+ 2 e (7).
6 6
o[Zal 0w\ (e[ 0w
T WO I

9[;3} ©0,0)\"

= (( 2\ — D)z3w? — 6(4N% — X + 1) (w3 + 25) w32l + 4(8N° — 9\ + 8)z37)

6(0,w)
/
—A(A—2)(AN2 £ 3N — 4 L)+ A(38A2 — 65 + 32)) 008
3 AN+1 A—1 2im
gt )+ B et =25 e ()
2/3 6 1/3
0 [1?3} (0,&)) 0 [2?3} (O,L«})
0(0,w) B 0(0,w)
6.1.3 Niveau (2,2) pour le genre g
Soit e une caractéristique de niveau (2,2). Nous pouvons écrire e = o5 ot S C {1,...,2g+ 1}. De

plus nous pouvons faire ’hypothese que le cardinal de S est congru a g + 1 modulo 2. Nous cherchons

alors une fraction rationnelle R ayant pour diviseur
2Ty, yos(an,0)—#WUos) P © — 20

et nous voulons évaluer R en les deux points

K=Y (a,0)=(g+1)Px, K—-E=> (a,0) = (#5)Px.

leu les

Nous savons que K n’est pas un diviseur théta. Par ailleurs K n’appartient pas a

Tzzeuos(az7())—#;&(1/103)130O S}

si et seulement si S est de cardinal g+ 1. De méme, K — E n’appartient jamais & ce dernier diviseur et ce
n’est pas un diviseur théta si et seulement si S est de cardinal g+ 1. Quand S n’est pas de cardinal g+ 1,

nous avons alors que R(K;0) =0 et R(K — E;0) = oo et donc le quotient des deux est nul.

Supposons maintenant que S soit de cardinal g + 1. D’apres la section 5.1.3, la fonction suivante
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répond aux conditions imposées sur R

* ; Hzeuos T — ar)
s E= [icvos ular) Z H?ﬁ H )

IC{l.,....q} i€l k=1 ZGI xl — Tk
o1 25 | KT

ou les produits sont égaux a 1 si I’ensemble sur lequel nous les prenons est vide. Notons que ce résultat
serait faux si nous avions pris S de cardinal non congru & g + 1 modulo 2 (en particulier pour les S tels
que U o S = {l} est de cardinal 1, le diviseur de la fonction précédente est 20 — 2T 4, 0)—p.. ©).

En procédant de la méme fagon que dans la preuve du lemme 5.1.37, nous obtenons

R(K) = H H (az—am) H H ay — ag)(—1)9#U0S) (_)#UUS) #(S\U)
leS\U meuns e(UUS)e leU\S

r-5 = [[ 11 <al—am> [T I (@ - ap(-)r#ees) (Cp#Ooo#ens),
leu\S meuns e(UUS)e leS\U

Par ailleurs, le facteur exponentiel est trivial. Nous avons alors redémontré le théoreme

Théoréme 6.1.3 (Thomae). Soit C : y? = [[27" (x —a;), une courbe hyperelliptique de genre g et soit S
un sous-ensemble de {1,...,2g + 1}, alors

4 s gl @) :
6 [Nu10s] _ (-1) Tics (@—a7) si #S € {g,9 + 1},
6[0] i¢s
0 stnomn.

6.2 Extraction de racines

La formule de Thomae permet d’obtenir les carrés des théta constantes de niveau 2 de la famille .75 9)2
et les puissances 4-iémes de celles de niveau (2,2) de la famille Z(2,2)- En pratique, nous avons besoin
d’avoir ces théta constantes et non pas leur puissance, il faut donc extraire les racines. Sur le corps des
complexes, il suffit d’évaluer la somme d’exponentielles numériquement pour savoir quelle racine choisir.
Cela n’est bien str pas possible sur un corps quelconque.

Les théta constantes sont indicées par %ZQQ /729 et nous notons (e1, ..., ez,) la base canonique de cet
espace. Nous nous autorisons a changer le plongement par un isomorphisme qui préserve les puissances
quatriémes des théta constantes. Nous devons étudier 'action du groupe Sp(2g, Z) sur les théta constantes
de niveau (2,2) et leurs puissances. Pour qu'un élément v de Sp(2g, Z) préserve les caractéristiques des
théta, il faut que v = Idy;, mod 2 et donc «y doit appartenir a I's. Rappelons le lemme 3.1.28 :

A

Lemme 6.2.1. Soient a,b dans %Zg et soit v = ( C g > une matrice de 'y, alors

Z %E} Eg,zg) = Z Fé} 587 g; exp (ﬂ'i taA tBa) exp (—m' bC tDb) exp (—27Ti fa (A —1d) b) ,
0 v I 0 )
0131(0,4-0\° (013100, atatpa, v2tc Db
(9[8}(0,%9)) a (9[8](0,9)) (1) (1) ,
015107\ (00510,
(9[8}(0,79)) - <0[3](0,Q)) :

Ce lemme montre que I'y fixe les puissances quatriemes des théta constantes et I's 4 leurs carrés
(rappelons que les matrices A B et C''D sont symétriques).

Pour obtenir les carrés des théta constantes, nous pouvons prendre des racines carrées arbitraires
a condition que cette opération corresponde & un isomorphisme défini par une classe de F2,4\F2. Nous
voyons donc que nous pouvons prendre des racines carrées arbitraires pour toutes les théta constantes
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de caractéristique e; (ot les e; forment une base de $729/7Z29). Une fois cela fait, les carrés de toutes les
théta constantes sont fixés par les isomorphismes.

Supposons prises les racines carrées pour toutes les théta de caractéristique e;. En genre 1, nous obtenons
les théta constantes de niveau 2 de la famille .75 5)2. En genre 2, les carrés des autres théta constantes
peuvent se calculer grace aux formules suivantes : soit

une courbe hyperelliptique de genre 2 de matrice de période 2. Nous utilisons la formule de Thomae
inverse 3.1.20 pour obtenir

2

t 2 t try 1
(0 0) (0 0) ) 0 3)
olian] tlod] _ m—a *lion] lion] _ a-a
G0, 07? a; —ay’ [%1 )}2 [t(% %)}2 a; —ay’
9[%0 0>} 9{%0 %J wol Yl wo
p[ 0017y 00 ]? 00 ]%, [0 5]
{t(% 0)] [t(% %)} _ _a2—as 3 0) (1 0) _ _az—as
302, [t 0l? az —ap’ G0, ['G H]? az —ar’
ool ol [mm}e[mm}

&
~
|

-
<

o N
O o=

=

e[f((?o] 9[ )]2_a5_a2

)
0)
o[69] o[

]2 as —ayg

[NEENIE
[NEENIES
— —

L’exemple 6.2.2 donne des formules plus lisibles mais est dans le cas particulier ou la courbe est sous
forme de Rosenhain. En genre supérieur a 3, nous n’avons pas réussi a trouver une expression donnant
les carrés des autres théta constantes en fonction des racines de f et des carrés des théta constantes
correspondant aux e;.

Une fois obtenus ces carrés des théta constantes, nous voulons encore une fois extraire les racines
pour obtenir les valeurs des théta constantes de niveau (2 2). Pour ce faire, nous pouvons prendre un

isomorphisme correspondant au choix d’une classe de I‘4 8\F2 4. En effet F2 4 = I'g 4 laisse fixes les carrés

des théta constantes tandis que 1“478 laisse fixes les théta constantes elles-mémes.

Rappelons que les théta constantes 0[] (0, 2) sont nulles si (71)41"“’ = 0. Nous voyons qu’en genre 1
et 2, pour chaque théta constante non nulle, il existe une matrice v de I's 4 qui change son signe mais
laisse fixe les autres théta constantes. De ce fait, les racines peuvent étre prises de maniére arbitraire, un

autre choix correspondant & une variété isomorphe.

Exemple 6.2.2. Soit C : y? = z(x — 1)(z — \)(z — p)(x — v) une courbe hyperelliptique sous forme
de Rosenhain. Choisissons Uordre suivant {0,1, A\, u, v} sur les points de ramifications. Les formules de
Thomae donnent

o[55]) _ s -ne-n o[\ we e
] on) W s[00]) T Memhen
o[Bol\ O ooy
m R 9[1833] T ovp-1D)(\—v

Nous pouvons prendre des racines carrées arbitraires de ces expressions. Les carrés des autres théta

151



Chapitre 6. Formules a la Thomae

constantes de niveau (2,2) non nulles sont alors donnés par

«éi’i} L 955821])2 e{i&zzs‘)2
en) 7 el]) bfian)
%5))} _ 1 9}((%3))} 9“883
o[ i) Melanl) \eli6al)
o[69]\ dt AN akit] 2
; = =D oo 7
ofeal/), — 7 Nelen]) \e[6n]) \e[Y)]
to 1 tel 11 t
LSBTy (LR eLe 8 (elen]y
[l feat) Volea]) Wlanl)
o[G0\ _ e (oLGR]Y (L8] (L6l
0ol ) T v=1|g[0 g [0 o[ o]
[‘(0 0)} {t(o 0)} {"(0 0)] [ © %)}

et nous pouvons encore prendre des racines carrées arbitraires de toutes ces théta constantes.

6.3 Passage par les fonctions théta de niveau (2,2)

Cas des niveaux 2n avec n impair

Soit n un nombre impair, nous allons chercher a calculer les théta constantes de niveau 2n de la
famille .7 (9,, 2,,)2n et pour cela, nous allons utiliser les fonctions théta de niveau (2,2) de la base % (o) :

[0[5] (22, Q)]ayb oua,b e %Zg/zg,
Nous verrons ensuite comment calculer les théta constantes de niveau n quelconque.

Remarque 6.3.1. Nous pourrions vouloir utiliser les fonctions de niveau 2 de la famille F 5 oy2. Ceci est
possible quand le genre est 1 ou 2. Cependant, comme nous travaillons avec des courbes hyperelliptiques,
dés le genre 3, certaines théta constantes paires sont nulles. Dans ce cas, nous ne pouvons alors pas
utiliser les théta constantes de niveau 2.

Comme les théta constantes de la famille .7 (9, 2,)2» déterminent la 2n-torsion, nous devons supposer
connus les points de n-torsion sur la jacobienne de la courbe. Nous utilisons les morphismes (chapitre 5)
pour calculer les coordonnées de ces points avec les fonctions théta de niveau 4. C’est & dire que nous
supposons connus (& un facteur projectif pres) les points affines suivants : pour tous «, § dans %Zg /79,

Pop=[Masf[3](2Qa+8),Q),, ohabesZ%zs.

Comme n est impair, nous pouvons utiliser la méthode de la page 64 pour calculer

(exp (—4m' taQa) /)\\a”B)

0,0

en lien avec la puissance n-ieme du facteur projectif A, g associé au vecteur complexe Qa + 5. De ce fait,
avec I’équation 3.2, nous obtenons la valeur exacte de

(O[5535] 0,2)"  (Mapb[8](2(a + 5),92)" (A

(9 [8] (0’ Q))n ()\0’00 [8] (07 Q))n exp (47‘(‘1 taQa)) exp (27T’L47’L taﬁ) . (61)

Aa,B
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Algorithme 19 Calcul des théta constantes de niveau 2n

Entrée: Une courbe hyperelliptique C de genre g quelconque. Un entier n impair.

Sortie: Les théta constantes de niveau 2n de la famille . (5,, 2,,)2n associées a la courbe. {Cet algorithme
donne également les théta constantes de niveau n. Par ailleurs, en utilisant les formules de changement
de bases, il est possible d’obtenir celles des autres bases de niveau n ou 2n.}

1: Calculer les théta constantes .7 (5 o) par les formulaires de Thomae et extraction des racines.

2: Caluler les coordonnées des points de n-torsion sur la courbe C.

3: Utiliser les morphismes (chapitre 5) pour calculer les coordonnées de ces points avec les fonctions
théta de niveau 4 de la base F (3 3).

4: Calculer la puissance n-ieme des facteurs projectifs : les points de n-torsion pouvant s’écrire

Aa,p0 5] (2(Qa + B), Q)]a,b ol a,b € %Zg/zg7

et le facteur )\27 5 peut se calculer par I'équation 3.34.
5. Utiliser I’équation 6.1 pour caluler

Va,b € 5=29/79.

6: return le carré des expressions précédentes.

Nous procédons de la méme fagon pour tous les points de n-torsion. Comme n est impair, les a + 2« et
les b+ 20 génerent toutes les classes de ﬁZg /Z9. Nous obtenons donc toutes les théta constantes des
familles g(n7n)n et j(Qn,Qn)Q"

‘g(Qn,Zn)Q” : [

Cette méthode est résumée dans 'algorithme 19.

Il existe une variante & cette méthode. Soit (e1, ..., ea4) une base de la n-torsion, nous pouvons calculer
les puissances n-iemes des facteurs projectifs pour les points de ’ensemble

{6,‘, ISiSQQ}U{€i+€j, 1§Z<]§29}
et ensuite utiliser les additions différentielles pour calculer les coordonnées « exactes » de niveau (2,2)
des autres points de n-torsion. En procédant ainsi, nous faisons moins de calculs.
Cas général

Si n est pair, deux problemes se présentent. Le premier est que nous ne pouvons calculer que les
puissances 2n-ieémes des facteurs projectifs. Le deuxieme est que les a + 2a et les b+ 25 ne génerent
que ni/QZQ /Z9 et non plus Q%LZQ /Z9. 11 faut alors utiliser la 2n-torsion et ceci ne permet d’obtenir que les
puissances quatriemes des théta constantes de niveau n de la base F(;, ).

Remarque 6.3.2. Si nous sommes en genre 1 ou 2, nous pouvons utiliser les fonctions de niveau 2 de la
famille F (5 9). Dans ce cas, nous obtenons les carrés des théta constantes de niveau n de la base F(y, yyn .
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Comparaison avec la méthode analytique

L’avantage de cette méthode par rapport a celle de la section 6.1, est que, si n est impair, nous
obtenons directement les théta constantes de niveau n ou 2n et non leurs carrés. Quand n est pair, nous
obtenons les carrés des théta constantes comme dans le cas analytique.

Quand n est impair, nous calculons cependant des théta constantes de niveau trop élevé dont nous
n’avons pas besoin pour avoir les théta constantes de niveau 2. Par ailleurs, pour les formules de Thomae
classiques et pour les morphismes, il faut commencer ’algorithme par prendre une extension de corps ou
au moins toute la 2-torsion est rationnelle. De plus, l'utilisation des morphismes du chapitre 5 rend cette
méthode trop lente pour des courbes sur des corps différents des corps finis.

Nous avons programmé cette méthode en utilisant les fonctionnalités de AVISOGENIES. Nous avons
ainsi pu retrouver les formules obtenues a la section 6.1.2 dans le cas des courbes elliptiques en spécialisant
ces dernieres pour des courbes particulieres sur des corps finis.

Cas des fonctions de niveau (2n,2n)

Nous nous intéressons maintenant aux théta constantes de niveau (2n)2. C’est-a-dire que nous voulons
connaitre le vecteur projectif
. 1
015100,)],,  owa,bes, 2979

Il serait donc intéressant de savoir extraire les racines n-iemes des facteurs projectifs calculés précé-
demment. Supposons que (e, ..., e,) est une base symplectique de la n-torsion. Nous étudions mainte-
nant 'action du groupe f‘2,4\1—‘n72n qui préserve les puissances n-iemes des facteurs projectifs et les théta
constantes de la base .7 (5 ). Nous voyons que nous pouvons extraire les racines n-iemes des facteurs pro-
jectifs correspondant au points e; et aux points e; + e; pour ¢ < j et j # ¢ + g. Il reste donc g puissances
n-iemes a extraire correspondant aux points e; + €;44.

Si nous savions le faire, nous pourrions utiliser les additions différentielles pour obtenir les facteurs
projectifs de tous les points de n-torsion. Cette méthode permettrait d’accélérer grandement les calculs
dans le cas des niveaux n divisibles par des carrés.
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Calcul d’isogénies

Nous avons défini les isogénies dans la section 2.1.2. Ce sont des morphismes entre variétés abéliennes
et elles ont beaucoup d’applications (voir la partie 1.2) :

— transfert du logarithme discret,

— comptage de points,

— calcul de polynomes de classes,

— calcul de polynémes modulaires,

— calcul du relevé canonique de la variété,

— calcul des anneaux d’endomorphismes...

—
=

existe différents problemes de « calcul d’isogénies ».

1. Etant donné un sous-groupe isotrope maximal de la ¢-torsion, calculer la variété isogene associée.

2. Calculer toutes les variétés isogenes & une variété donnée.

3. Calculer 'image d’un point par une isogénie.

4. Etant données deux variétés isogenes, calculer I'isogénie allant de 'une a ’autre.
Le second probleme peut étre résolu grace aux polynémes modulaires. Les invariants des variétés isogenes
s’obtenant comme les zéros de certains polynomes. Clairement, le premier probleme permet de résoudre
le second car nous disposons d’algorithmes efficaces permettant de calculer les sous-groupes de ¢-torsion.

Dans les deux premiers problémes, nous nous autorisons & ne pas avoir les équations définissant 1’iso-
génie. Par exemple nous pouvons demander de calculer uniquement des invariants associés aux variétés.
Cependant, dans le premier probléme, nous pouvons également demander de calculer I'image d’un point
par isogénie.

Les variétés initiales et finales peuvent étre données de différentes facons :

1. Théta constantes de niveau n (voir le chapitre 3).

2. Dans le cas ou la variété est la jacobienne d’une courbe, par I’équation de Weierstrass de la courbe.
De méme le sous-groupe du premier probleme peut étre défini par

1. une base du sous-groupe en coordonnées théta de niveau n (ou en coordonnées de Mumford si nous
sommes dans le cas d’une jacobienne d’une courbe hyperelliptique),

2. un systeme d’équations rationnelles définissant le sous-groupe.

Dans ce chapitre, nous supposons données les théta constantes d’une premiere variété et une descrip-
tion d’un noyau d’une isogénie. Nous allons calculer alors les théta constantes de la deuxieme variété. Par
ailleurs nous expliquons comment calculer I'image d’un point.

Nous nous placons en caractéristique différente de 2. Par ailleurs, nous nous intéressons au calcul de
d-isogénies séparables étant donnés leurs noyaux. Rappelons qu’elles sont de degré d9, que leur noyau est
un sous-groupe isotrope maximal de la d-torsion qui est isomorphe & (Z/dZ)9.
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Les d qui nous intéressent sont 2 et les nombres premiers impairs différents de la caractéristique du corps.
En effet d’apres 2.1.2, cela suffit pour calculer des d-isogénies séparables quelconques.

Pour les courbes elliptiques, nous disposons d’algorithmes efficaces pour calculer des isogénies. Ces
algorithmes sont principalement basés sur les formules de Vélu | ] ou sur les polyndémes modulaires
[ ; I

Pour le genre supérieur, les formules de Richelot | , ], permettent de calculer des (2,2)-
isogénies entre jacobiennes de courbes hyperelliptiques de genre 2. Plus précisément, étant donnée une
courbe de genre 2 d’équation y?> = pipaps avec p; des polynomes de degré 2, les formules de Richelot
permettent de calculer une équation similaire pour la courbe isogene.

Smith | | donne un algorithme pour calculer des (2, 2, 2)-isogénies pour des jacobiennes de courbes
de genre 3. Il utilise ces isogénies pour attaquer le logarithme discret dans les jacobiennes de courbes
hyperelliptiques en se ramenant a la jacobienne d’une courbe non-hyperelliptique.

Pour les isogénies de degré différent de 2, Particle [ ] décrit une méthode permettant le calcul de
I’équation des courbes hyperelliptiques (3, 3)-isogénes a une courbe hyperelliptique de genre 2. Toujours
en genre 2, larticle | ] explique comment calculer des graphes de (3, 3)-isogénies en genre 2 mais
ne donne pas la forme explicite de 'isogénie. Les auteurs utilisent entre autre les théta constantes de
niveau 4.

Dans ce chapitre, ¢ désigne un nombre premier impair différent de la caractéristique du corps.

Dans une premieére section, nous décrivons le travail de Lubicz et Robert | ] qui expliquent
comment calculer des ¢-isogénies en changeant de niveau. Nous donnons alors une formule de changement
de niveau et son utilisation pour calculer des ¢-isogénies. Dans la section 7.3, nous présentons le calcul
de 2-isogénies et finalement, nous portons une attention particuliere aux courbes hyperelliptiques de
genre 2 dans la section 7.4. Ce chapitre repose sur un travail commun avec Damien Robert | ]

Nous utilisons exclusivement les fonctions théta de la base .%,. Pour plus de clarté, nous précisons la
variété correspondante en exposant des différentes fonctions théta.

7.1 Calcul de /-isogénies en changeant de niveaux

Lubicz et Robert | ], expliquent comment prendre des ¢-isogénies entre variétés abéliennes avec
les fonctions théta de niveaux n et nf. Notons que, utilisée seule, cette méthode ne permet pas de rester
en un niveau n fixé ce qui empéche le calcul de f-isogénies entre jacobiennes de courbes (c’est-a-dire si
nous voulons retrouver ’équation de Weierstrafl de la courbe isogene).

Les théoremes présentés dans cette section sont la traduction des isogénies suivantes entre tores :

A:(Cg/%zg+zg — B=CYqz9 +79
z — Lz
z — z.

Le noyau de la premiere isogénie est {5, B e %ZQ/ZQ} ; celui de la seconde est {Qa, a € %ZQ/ZQ}.

7.1.1 En descendant de niveau

L’idée de Lubicz et Robert repose sur le fait qu’en « oubliant » des coordonnées, nous pouvons prendre
Iisogénie de B vers A en descendant de niveau.

Théoreme 7.1.1. Soit B = C9/QZ9 + Z9 une variété abélienne donnée par ses théta constantes de
niveau nf. Soit A = C-‘]/%Zg + 79, les théta constantes de niveau n de la variété A sont données par

<9A [v) (0’ %g»be;zg/zg - (93 L] (0’ ize»b,e;zg/zg
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7.1. Calcul de £-isogénies en changeant de niveaux

Au niveau des points, cette isogénie se traduit de la facon suivante :
Q0 Q
T W ) W
n be:Z9/79 né velZ9/79

Partant d’une variété, il n’est pas possible par cette méthode de prendre autant d’isogénies que voulu
car le niveau est un entier positif et il ne peut donc décroitre infiniment. Lubicz et Robert ont expliqué
comment prendre l'isogénie duale qui permet de passer du niveau n au niveau nt.

7.1.2 Calcul de l’isogénie duale (en montant de niveau)

Comme les théta constantes de niveau nf fixent la f-torsion, toute la f-torsion sur la variété B est
rationnelle. Par l'isogénie 7, une partie de cette f-torsion est connue sur la variété A. Supposons donc
connues les théta constantes de niveau n associées a la variété A ainsi que I'image des points de %Zg par
les fonctions théta de niveau n sur A. C’est-a-dire que nous supposons connues toutes valeurs suivantes

ou b appartient a un systeme de représentants de %Zg /Z9 et ou [ est un élément de %ZQ . Nous pouvons
alors retrouver les théta constantes de B : pour b dans %Zg /Z9 et 8 dans %Zg Y/

o 1% (0.5 ) =04 191 (557 )

Cependant, en pratique, toutes ces fonctions théta ne sont pas connues. En effet, ce qui peut étre
connu ce sont les images de points de %Zg /Z9 par Papplication

cs — P¥7HC)

z <9A[2] (Z’QTM)%)E%ZQ/ZQ.

Les facteurs projectifs sont différents pour chaque point de %Zg /Z9. 1l faut donc une méthode permettant
de retrouver ces facteurs de sorte a rendre les fonctions théta « compatibles » pour obtenir 1’équation
de B. La méthode proposée par Lubicz et Robert, que nous allons présenter, consiste a retrouver les
puissances f-iemes de ces facteurs pour un certain nombre de points de %ZQ /29, d’extraire les racines, et
d’obtenir les facteurs projectifs des autres points par des formules d’additions différentielles.

Supposons que £ soit premier a 2n et utilisons la méthode de la page 62 pour récupérer les puissances /-
iemes des facteurs projectifs des points de I’ensemble

S={e;, ie{l,....9}}U{ei+e;, i#j€{l,...,9}}

ou les e; forment une base %Zg. Il faut extraire les racines ¢-iémes des facteurs projectifs. Pour cela nous
nous reposons sur la propriété

cay s . ) ) o ) . A B
Propriété 7.1.2. Soient deux entiersn et £ avec n pair et £ premier a n. Soit une matrice y = ( >

Cc D
de Sp(2g,7Z) telle que
B=0 modnl, A=D=1Id modnf, diag (tDB) =0 mod 2n/,
C=0 modn, diag (C tD) =0 mod 2n.
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Alors pour tout b € L79/79 et tout B € +7.9 )79,

En particulier,

Démonstration. D’apres les hypotheses sur 7,
;L A  B/nt
T\ wc D

appartient a I'; 5. De plus nous avons Vn—? =7 (%) En utilisant la proposition 3.1.24, nous obtenons

0191 (0.22) 0|"450] (0.2)
018] (0.%2) o 0[81(0, )

’ nl

exp (—7ri bneC 75Db) .

La matrice C''D est symétrique, congrue & 0 modulo n et de diagonale congrue & 0 modulo 2n. De ce
fait n®C 'Db est un entier pair pour tout b dans %Zg /Z9. Le facteur exponentiel est donc trivial. Par
ailleurs, avec les formules 3.1.2 nous obtenons

D(b+8)
0[81(0,77)  0[5]

Comme D est congrue a l'identité modulo nf, nous obtenons

o (032) o1 (0.2)
011 (0.%2) S 0091(0, %)
Par le méme raisonnement, nous avons
0191 (5.22)  o131(5.22) 0181 (0.22)
o191 (0.22) 01870, 22) 0[9] (0.22)
0] (09 (2)) 0181 (0.4 (%))
0181 (0.9 (32)) 0121(0,7- (%))
|

nl 'C(b+5) } (0 Q )

(5 52) 0[95] (0,5%) 0161 (0. 7%) :

- 7 — n n X —7Tit éC’tD

s (0xn) 0I5 onl ) T e
0151 (8, g

Nous avons donc démontré la propriété. O
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7.1. Calcul de £-isogénies en changeant de niveaux

Soit une matrice v comme dans la propriété 7.1.2, d’apres la derniere équation de cette propriété, les
variétés associées a /¢ et a (7.Q)/¢ ont les mémes théta constantes de niveau n (projectivement). La
N , Lo ‘ . .
deuxieéme équation implique que les facteurs (Ap/Ap,) sont également les mémes (rappelons que P est
I'image d’un point 8 € %Zg /Z9). La premiere équation signifie que les facteurs Ap/A\o, sont modifiés par
une racine ¢-iéme de l'unité (car n et £ sont premiers entre eux).

Considérons les matrices
_ Id O cr
Y= nC 1Id n,2n

ot C € Matgy4(Z) est une matrice symétrique de diagonale paire. Ces matrices y vérifient clairement les
conditions de la propriété 7.1.2. Soit (; une racine primitive ¢-ieme de 'unité. Pour tout élément e de S
et tout entier k, il existe une matrice C' (et donc une matrice ) qui modifie le facteur A\./Ao, par ¢F
mais laisse invariant les autres facteurs Ao /Ao, avec €’ dans S.

Nous pouvons donc prendre des racines ¢-iemes arbitraires des (Ae/Ao, )Z pour tous les éléments e de S.
Cette opération revient a considérer v.Q2 au lieu de €2 pour une certaine matrice =y.

Supposons « corrigés » les points de S, c’est-a-dire que les points de S sont compatibles. A partir de
ces points, il est possible d’obtenir toutes les coordonnées des points de %ZQ /Z9 et ce en n’utilisant que
des additions différentielles (voir 1’algorithme 14). Nous avons donc des coordonnées compatibles et nous
obtenons alors l'isogénie duale.

Remarque 7.1.3. Dans Uarticle de Lubicz et Robert [ [, les auteurs utilisent les fonctions théta
algébriques et ’équivalent de la discussion précédente n’utilise pas l'action de Sp(2g,Z) mais laction des
automorphismes du groupe théta.

7.1.3 Isogénies de noyau fixé

Nous avons décrit comment prendre les isogénies correspondant aux noyaux %Zg /79 et Q (%Zg / Zg).

L’action du groupe Sp(2g,7Z) sur les théta constantes permet d’obtenir des variétés isomorphes (voir la
discussion page 25). Apres avoir appliqué un tel isomorphisme, les ¢-isogénies vont correspondre & d’autres
noyaux. Ces noyaux ne sont plus ni %Zg /29 ni Q%Zg /Z9 mais restent des sous-groupes symplectiques
maximaux de la ¢-torsion.
Réciproquement étant donné un sous-groupe symplectique maximal K de la ¢-torsion, nous pouvons nous
ramener aux cas précédents via un changement de base symplectique : il existe une matrice ~y préservant
les théta constantes telle que v.K correspondent & {(v.Q)a, o € 3Z9/Z9} ou & {8, B € $729/Z9}. Nous
pouvons alors appliquer les deux méthodes précédentes pour calculer une f-isogénie de noyau K.

Grace aux algorithmes précédents, il est alors possible de

— calculer une f(-isogénie en descendant du niveau nf au niveau 7,

— calculer une f-isogénie en montant du niveau n au niveau nt,

— calculer une ¢2-isogénie en restant au méme niveau.
Ces méthodes de calcul d’isogénies soulévent le probleme de savoir relier les théta constantes de niveau nf
a celles de niveau n en restant sur la méme variété. Cette question est fondamentale pour certaines
applications comme par exemple pour les graphes d’isogénies pour le lien avec les courbes hyperelliptiques.
Ainsi, pour les graphes d’isogénies, il faut savoir tester si deux variétés sont isomorphes. Si celles-ci sont
fournies par des théta constantes de méme niveau n, ces dernieres caractérisent la classe d’isomorphisme de
la variété modulo I'action du groupe fnzn\Sp(?g, Z). Dans ce cas, nous pouvons tester si les deux variétés
sont isomorphes en testant toutes les matrices de fngn\sp(?g, Z) (ce groupe étant fini). Cependant cette
méthode ne marche plus si les variétés sont données par des théta constantes de niveaux différents.
Pour les courbes hyperelliptiques, il est possible grace aux formules de Thomae de calculer les théta
constantes de niveau 2 ou 4 et réciproquement, étant données ces théta constantes de revenir a I’équation
sous forme de Weierstrafl. Cependant il n’existe pas dans la littérature, a notre connaissance, de formules
permettant de faire le lien entre I’équation de la courbe et les fonctions théta de niveau différent de 2
ou 4.
Ces deux exemples montrent donc la nécessité de savoir changer de niveau sans prendre d’isogénie.
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7.2 Formules de changement de niveaux et applications

7.2.1 Changer de niveau en restant sur la méme variété

Dans cette sous-section uniquement, les entiers positifs non nuls n et £ sont quelconques. Pour des-
cendre de niveau sans prendre d’isogénie, nous disposons de la formule suivante qui est un cas particulier
du théoreme de Koizumi-Kempf 3.1.3.

Théoréme 7.2.1. Soit F' une matrice de Mat,,(Z) telle que 'FF = ¢1d. Posons T = F~!.
Soit Q une matrice du demi-espace de Siegel Hgy et soit z un vecteur de C9.

Posons Z = (z,0,...,0) € Maty ,(C) et W = ZT.

Posons également M = Matgy ,,(Z), L = %Matgm(Z)F et L =Ly + Lo.

Soient des éléments b et b’ de %ZQ/ZQ, posons Jo = (b,V/,...,0')T. Nous avons

[L:M]G[g](z,iz)@[,?,](O,S)T_lz 3 ﬁo[éﬂﬁpyﬁ(wu),:;)_

peMTypy =t

Si nous avons une matrice F' de Mat,.x,(Z) telle que 'FF = (1d, alors les JQ(i) + PQ(i) sont des

vecteurs de ﬁzg et W est un multiple de z. Par ailleurs, il existe un b’ dans %Zg /79 tel que la théta

constante 0 [ ] (0,£) ne soit pas nulle. Nous pouvons donc calculer la valeur de 6 [9] (2, £) en fonction

. . . . -1 N
des coordonnées de niveau nf du point z et de ses multiples. Le nombre 6 [ l?,] (07 %)T apparait devant
toutes les coordonnées et est donc un facteur projectif qui n’est pas calculé. Avec z = 0 et en fixant ¥/,
nous obtenons (projectivement) les théta constantes de niveau n en fonction de celles de niveau n/.

Des matrices convenables pour le théoréme 7.2.1 sont données par

Pour / = a?, F = (a)

Pour ¢ = a® + V2, F<a _b>,
b a
a —b —c —d
Pour £ = a® + b + % + d2, F = boa —d
c d a —b
d —c b a

Ces matrices viennent naturellement : considérons les corps R, C et H. Dans chaque cas, la matrice F'
précédente est celle de la multiplication par un élément z tel que zZ = ¢ dans la base canonique du
corps considéré comme R espace vectoriel. Comme la transposée de la matrice de multiplication par un
élément z correspond & la matrice de multiplication par z, le produit *FF est donc la matrice de multi-
plication par zZ = /£ et est donc égal a £1d,.

La complexité des calculs dépendant fortement de la dimension r, il est intéressant d’essayer de la di-

minuer. En étudiant les formes quadratiques Id, et £1d,, il est possible de trouver la valeur minimale
de 7.

Lemme 7.2.2. Soit un nombre premier £ > 2. La dimension minimale r dans le théoréme 7.2.1 est de
- 2 si £ est somme de deux carrés,
- 4 sinon.

Démonstration. Comparons les matrices des formes quadratiques £1d, et Id,. Elles sont équivalentes si
elles ont méme discriminant sur Q, et méme symboles de Hilbert [ , D- 78]. Le discriminant de la
premiére est " ™42 donc si £ n’est pas carré, r doit étre pair. Nous avons, d’apres [ , p- 39],

£—1

e (C1dg) = (£,0), = (=1) =",

€y (Idg) =1.

Donc 7 peut étre pris égal a 2 si et seulement si £ est congru & 1 modulo 4 c’est & dire si et seulement si ¢
est la somme de deux carrés. O
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Evidement, si £ n’est pas un nombre premier, la dimension r associée a ¢ peut étre inférieure a celles
associées & ses facteurs. De plus, dans le théoréme 7.2.1, les constantes 0 [ ) ] (0,2) de la partie gauche
constituent un facteur projectif. Il n’est donc pas nécessaire qu’elles correspondent & la matrice /n.
Ainsi nous pouvons chercher des matrices F telles que

Y4
72
'FF =

Tn

ou les ~; sont des réels positifs quelconques. Par exemple pour ¢ = 12 nous avons

2 2 2 2 2 0 12
2 -1 -1 2 -1 1 = 6
0 1 -1 2 -1 -1 2

Remarque 7.2.3. Il existe une réciproque au théoréme 7.2.1 permettant de monter de niveau sans
prendre d’isogénie. Il suffit de considérer la matrice F~1 au lieu de F. Notons cependant qu’il faut
connaitre les coordonnées théta de niveau n des points de {-torsion. Ceci est cohérent avec la propriété
3.1.11 qui dit que les théta constantes de la famille F ¢ codent la nl-torsion de la variété.

7.2.2 Calcul de /-isogénies sans changer de niveau

Dans cette section, nous nous intéressons de nouveau aux calculs de /-isogénies entre variétés abéliennes
représentées avec des fonctions théta de niveau n. Rappelons que nous supposons que n est pair (pour
des raisons arithmétiques). Pour simplifier 'exposition et parce qu’il est possible de s’y ramener, nous
avons fait ’hypothese que £ est un nombre premier qui est premier avec n et avec la caractéristique du
corps.

Combinée aux isogénies 7 et 7 de Lubicz et Robert | ] (section 7.1), la formule de changement
de niveau permet de calculer une f-isogénie sans changer de niveau. Pour cela nous procédons comme
I'un des deux diagrammes suivants :

niveau nt B B
niveau n A > B A > B

Cette méthode présente I'inconvénient de devoir prendre des racines f-iemes et de travailler dans une
extension de corps car les variétés en niveau nf ne sont a priori pas définies sur le corps de base. Comme
la fleche horizontale est rationnelle, il est naturel d’essayer de trouver un algorithme ne nécessitant pas de
passer dans une extension. Une modification de la formule de descente de niveau sans isogénie va résoudre
ce probleme.

Posons A = CQ/%ZQ + 729 et B=C9/QZ9 + 79, l'isogénie de A vers B est donnée par

A=0C9/929+79 — B=CI/QLI+1LI
z — £z

et a pour noyau $7Z9/79.

Théoréme 7.2.4. Soit F une matrice de Mat,.x,(Z) telle que 'FF = £1d. Posons T = F~*. Soit Q une
matrice du demi-espace de Siegel Hy et soit z un vecteur de C9. Posons

(wi,...,wy) = (£2,0,...,0)T € Matyy, (C).
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Soient des éléments b et b’ de %Zg/Zg, posons (ji1,...,4») = (b,0',...,b')T. Nous avons

d o8 9] (&2) 05[] (0, Z)H = > f[a“ (7] (wi + t, Qﬁ) (7.1)

(t1,.- s tr) F=0
ot d = [Matyx, (Z) F : {Matyx, (Z)].

Démonstration. Ce théoréme est une réécriture du théoréeme 7.2.1 ot nous avons utilisé la propriété 3.1.2

pouravoir
A 0 i Sl/f A i i &2/€

et le fait que
P, € Rpr (MT/T) < P € (%Zg/zg) , PF = 0.

O

Remarque 7.2.5. La matrice J = (b,b/,... V)T est a coefficients dans ﬁZg. Rappelons que b et b’ sont
des représentants dans Q9 de classes de %ZQ/ZQ. Comme n et ¢ sont premiers entre eur, nous pPouvons
modifier b et b par des éléments de 79 de telle sorte que tous leurs numérateurs soient divisibles par £.
Dans la suite nous supposons donc que J = (j1,...,Jr) appartient a (%ZQ)T. D’apres la propriété 3.1.2,
les fonctions théta de la base F, utilisées ici ne dépendent pas du choiz des représentants des classes
de X79)79.

n

Avec la remarque précédente, il est clair que nous pouvons calculer les théta constantes de niveau n de
la variété B, a partir de la connaissance des « vraies » théta constantes de niveau n de A et des « vraies »
coordonnées des points de ¢-torsion de la variété A :

131 (8.°0)  vedmym, setnm,

De méme, a partir de ces mémes points de ¢-torsion et des « vraies » coordonnées de niveau n d’un point
de A, nous pouvons calculer les coordonnées de niveau n de I'image de ce point par I'isogénie.

Nous allons expliquer maintenant comment il est possible d’utiliser en pratique le théoreme 7.2.4 pour
calculer des ¢-isogénies. Nous utiliserons le lemme suivant
Lemme 7.2.6. La matrice F' définie une application linéaire sur le Z/UZ espace vectoriel :

Zjez)” — @fez)"
U — ulF.

Le noyau de cette application est 'ensemble des w'F ot u € (Z/UZ)" et est de dimension r/2.

Calcul des théta constantes de la variété B

Soit ¢ un nombre premier impair différent de la caractéristique du corps. Nous voulons calculer une /-
isogénie de A dans B = A/K ou K est un sous-groupe symplectique maximal de la ¢-torsion sur A. Apres
un changement de base symplectique, nous pouvons supposer que K correspond & {f3,8 € %Zg JZ9}.
Finalement supposons que nous connaissons les coordonnées théta de niveau n (avec n pair) des points
de %ZQ. C’est-a-dire que nous connaissons & un facteur projectif Ag les coordonnées théta

Qe
As 04[] ( 4) benZ/zs, B E€TL/T5.

Soit (e1, ..., eq) la base canonique de %ZQ, nous notons par A; et A; ; (pour i # j) les facteurs associés

aux point e; et e; + e;.
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Comme ¢ est impair, nous obtenons les puissances (-iemes des \;/Ao, et A;j/Ao, en appliquant les
résultats de la page 62. D’apres les algorithmes 14 et 15, il est possible de calculer les relevés affines de
tous les points de %Zg en fonction des coordonnées des points e;, e; + e; et des coefficients \; et A; ;.
Reprenons ’équation 7.1 :

w0 2)ore1 (02) = 2 [t (2

,tre%zg/Zg =t
Nous avons alors les monomes de la partie droite. Le lemme suivant montre qu’ils ne dépendent que des

puissances (-iemes des facteurs A\; /Ao, et A; /Ao,

Lemme 7.2.7. Sotent t1,...,t, des éléments de fZQ/Zg vérifiant la relation (tl, oo ty) F=1(0,...,0)
et soient ji,...,Jr des éléments de Zg/Zg tels que (j1,...,9-) F = (b,¥,..., V). Quand nous écrivons

le produit
o (2] (0 0) 00 )] (tr,“f)

en terme des \j/Ao,, i j/Ao. vues comme indéterminées, il appartient & l'algébre

‘ ‘
C {(Ai/AOA) , (/\ivj/AoA) } .
Démonstration. Nous voulons montrer que le produit est laissé invariant par toute transformation de

C PNi/ro,-Aiilo,)

qui agit sur les générateurs par une racine de ¢-ieme 'unité (. Ces transformations sont engendrées par
les transformations x;, et x;,.;, ou

; . Xig.j . .
. (Ai> { =i . (AJ) {cg; i = 1o, Vj
1o = \; . . i . . .
Ao, o Vi # i, Ao v Vi # iy, Vj
, , - ZOJO i =iy, = jo
A0, Yo A0 ﬁ Vi # i, Vi # Jo-

Les vecteurs t; appartiennent & %Zg , posons u; = £ (t;);
de t;. Nous avons alors

o (4 12) (0500t 12 (00 20)) = ctvesion (3] (0,20 ) 0t (2] (1,50
= e (9] (020 ot (2 (1.2

ol nous avons écrit u pour le vecteur ligne des u;. Comme par hypothese

€ Z la multiplication par ¢ de la coordonnée i,

(ti,... t;) F =(0,...,0) € $29/79,

nOus avons
((t1)igs- -y (tr)i,) F=1(0,...,0) mod Z

uF' = (ug,...,uy) F=1(0,...,0).
D’apres 7.2.6, le vecteur u de (Z/¢Z)" doit étre de la forme u’ *F et donc

wu=u'""FFW =0 =0¢cZ/z.
De méme, pour la transformation x;, j,, posons

u = (f(tl)io, - ;€<tr)i0) S Zg/ﬁzg, v = (€<t1)joa e 7£(tr)j0) S ZQ/EZQ
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Algorithme 20 Calcul d’une f-isogénie sans changer de niveau

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses théta constantes 64 [9] (O, QT/[) de niveau n (avec n

pair). Soit un entier £ premier et copremier avec n et la caractéristique du corps. Supposons données
les coordonnées théta de niveau n d’une base symplectique (eq,...,e;) d'un sous-groupe isotrope
maximal de la /-torsion.

Sortie: Les théta constantes de niveau n de la variété B = A/K.

1: Fixer une matrice F' de Mat,.x,(Z) telle que 'FF = ¢1d,. {Nous posons T = F~1 = %F}
2: Faire un changement de base symplectique de sorte que

1
e = (0, ..., 0, %, 0, ..., 0

@

Pour i # j, calculer e; + ¢; dans A en utilisant des vraies additions (algorithme 8 page 54).

Calculer les puissances ¢-iemes des \; /Ao, Aij/Ao, (voir page 62).

5. Utiliser les additions différentielles pour calculer les coordonnées théta affines de niveau n de tous
les points de K = $79/Z9 dans C [X\;/Xo, Ai,j/Ao,] ot les \i/Ao,, Aij/Ao, sont vues comme des
indéterminées.

6: Fixer un b’ dans fZQ/Zg

7: for Pour tout b dans +79/Z9 do

8  soit (J1,...,4r) = (b,b,..., )T dans %ZQ/ZQ. Calculer alors

woi= Y e ()

i=1

o

dans l’algebre
CIX Xia/{ Xt = (fro,) XLy = Misfro,) T

9: end for
10: Si pour tout b, u,(0) est nul, retourner a 6.
11: return Les coordonnées (uy(0))ye 170 /70

Nous avons alors

o (121 ) () - 2118 2

et par le méme raisonnement, u v = 0, ce qui conclut la preuve. O

Gréce & ce lemme, n’importe quel choix de racine f-ieme pour X\;/Ao, et A; /Ao, donne le bon
résultat. Nous pouvons éviter de prendre ces racines en travaillant dans 1'algebre

CLXo X { X! = (ifro,) s X = (ialro,) |

Nous résumons le calcul des théta constantes de la variété B dans I'algorithme 20.

Remarque 7.2.8. Quand la donnée initiale n’est pas tous les points du noyau K mais seulement une
base e;, il faut calculer les points e; + e; pour i # j. Cela ne peut pas étre fait en utilisant des additions
différentielles. En niveau n > 4 pair, nous pouvons utiliser les vrais additions et en niveau n = 2, il faut
utiliser des additions compatibles telles que définies dans [ , ]
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7.2. Formules de changement de niveaux et applications

Calcul de ’image d’un point

Nous expliquons maintenant comment calculer 'image d’un point z € C9/Aq, par I'isogénie précédente.
Supposons connu un relevé affine des coordonnées théta de niveau n de z :

Q
o 07 19] ( n) . berZms.

D’apres ’équation 7.1, nous avons la formule

Q 0 r—1 T 0
[L¢L1]9B[2](527n>93[19](Ovn) = > HeA[jﬂ(withuT{g)
tre%Zg/Zg =t
(t1,-0 ) F=0

nous devons calculer les #4 [ jo ] (wi + 5, QT/Z) Comme dans le cas précédent, nous allons les calculer

a un facteur inconnu pres. Cependant, nous connaitrons suffisamment d’informations pour étre capable
d’obtenir la valeur du terme de droite.

Commencons par calculer le point correspondant & z 4+ e; ou (ey,...,e,) est la base canonique
de %Zf’ JZ9 & des facteurs projectifs p; inconnus pres. Pour cette opération nous avons besoin de vraies
additions. Soit k un entier, avec les algorithmes de la section 3.2.3, nous pouvons retrouver tous les
points kz+ 5 avec B € %ZQ/ZQ a un facteur projectif pres dépendant des ji;, A; et A; ;. De plus, d’apres la
section 3.2.3, nous pouvons calculer les puissances ¢-iemes des facteurs p; /1o en fonction des coordonnées
des points et de )\5(2—1)/%0(?1). Ces derniers sont les puissances ¢ — 1-iemes de ()\i/)\oA)E qui ont été
calculées dans la section précédente.

Lemme 7.2.9. Sotent tq,...,t, des éléments de %ZQ/ZQ vérifiant la relation (t1,...,t.) F = (0,...,0)
et soient j1,...,J, des éléments de %ZQ/Zg tels que (J1,...,457) F = (bt ..., b).
Posons (wy,...,w.) = (2,0,...,0) 'F. Quand nous écrivons le produit

Q/e Q/L
6410 (w1+t1,/) A0 (w,.—I—tT.,/)
n n
en terme des ;, A\; et A;; vues comme indéterminées, il appartient a l’algébre
Y A ¢ A 4
C |Wifuo) s Milro,)" s Ciifro,) ]
La preuve est similaire a celle du lemme 7.2.7.

Démonstration. Appelons &2 le produit
Q/¢ Qe
2= 04[] <w1+t1,7{> A <wr+tr,7{> .

Nous voulons montrer que & est laissé invariant par toute transformation de

[ ihr0,)" - Bisfro) ]

qui agit sur les générateurs par une racine ¢-ieme de 'unité (. Ces transformations sont engendrées par
les transformations x;,, Xi.,j, et &, ou

'<>\i>_ G i=i, _()\m-)_ 3oL =i, Y
e o, AT i, e s ML Vi V)

A0y YN
1223 .
i (M)_{Cuﬁ =1
i = i . .
Ho 140 Vi 7& Lo
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Aig .o . . . .
Ai ) i . <>\Zj) ()\OY =1, =Jo
wio (5 ) = v, o (22 ) =4 ° Jea
XZOJO <)\OA )\OA XloJU )\OA ;‘;’i \V/Z # ’[:O v] # jo
i 27 .
iojo | — ) = — Vi
Xio-do (Mo) Ho
s s ) i s b o L CM i =1,
i L= Vi, ; ”) = 0 Vi, 4, ; (Z> :{ 140 e
s </\OA> A04 S <)\OA Ao g o Ho % Vi # o
Posons
w=((t1)ig,---,L(tr)iy) €EL%/079, v=(l(t1)jg,---,ltr)jo) €EL%J079, m=(1,0,...,0) R,
nous avons alors
Xio (P) = ("2,
Xiojo () = ("2,
G, (2) = (“".

Comme mF = uF = vF = 0 dans (Z/(Z)", il
que u =u''F, v =v""F et m =m'F. D’ou

existe des vecteurs u’, v’ et m’ dans (Z/{Z)" tels

vu=utFF%W =0/ %W =0,

v =uFF%Y =W/ =0,

um=dFF'm =t 'm' = 0.

L’algorithme 21 permettant de calculer I'image d’un point par ’isogénie est donc correct.

Complexité

Nos algorithmes dépendent de plusieurs parametres :

— la dimension g de la variété abélienne,
— le corps k ou elle est définie,

— le degré ¢ de l'isogénie,

— le niveau n des coordonnées théta.

La dimension g est fixée ainsi que le corps k. Nous supposons également que n est fixé car en pratique n
est égal a 2 ou 4. Nous cherchons donc la complexité en £.

Dans les algorithmes précédents, 1’étape la plus coiiteuse est le calcul des O (¢9) points des modules
en utilisant des additions différentielles. Pour le calcul des théta constantes de B, nous avons besoin de £9
points exactement et pour envoyer un point par 'isogénie, nous avons besoin de 7¢9 points. Soit L le corps
ol tous les points sont définis. Le nombre de coordonnées d’un point est O (n9) et est fixe. Par ailleurs,
nous travaillons sur une algebre de dimension au plus g(g + 3)/2 au dessus de L. De ce fait, nous avons
besoin de O (¢9) opérations dans L pour calculer les coordonnées des points.

Maintenant, il faut utiliser I’équation 7.1. Le cotit est de O (E %) opérations dans L car I’ensemble des

éléments tq,...,t, € %Zg/Zg tels que (1, ...
Nous obtenons donc bien la complexité annoncée.
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7.8. Calcul de 2-isogénies

Algorithme 21 Image d’un point par une /-isogénie sans changer de niveau

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses théta constantes 64 [9] ( ,

Q/¢ .
0 T/) de niveau n (avec n
pair). Soit un entier £ premier et copremier avec n et la caractéristique du corps. Supposons données

les coordonnées théta de niveau n d’une base symplectique (eq,...,e;) d’'un sous-groupe isotrope

maximal de la (-torsion ainsi que celles 64 [9] (z, QTM) d’un point P sur la variété.

Sortie: Les coordonnées théta de niveau n de I'image de P dans la variété B = A/K isogeéne a A.

1:
2:

©

10:
11:

Fixer une matrice F' de Mat,,.(Z) telle que ‘FF = ¢1d,.. {Nous posons T'= F~! = %F}
Faire un changement de base symplectique de sorte que

2
e = (0, ..., 0, &, 0, ..., 0

Pour i # j, calculer e; + e; dans A en utilisant des vraies additions (algorithme 8 page 54).
Pour tout ¢, calculer P + ¢; dans A en utilisant des vraies additions.
Calculer les puissances (-iemes des A\;/Ao,, Aij/Aous i/ 1o
Utiliser les additions différentielles pour calculer les coordonnées théta affines de niveau n de tous
les points kz + e ot 0 < k < £ et e appartient & K = $79/79 dans C [1; /10, Xi /A0, Nij/Ao4]) ot
les pi /1o, Ni/Ao4, Xij/Ao, sont vues comme des indéterminées.
Fixer un v’ dans %ZQ/ZQ tel que 6P w] ((), %) est non nulle.
for Pour tout b dans 17Z9/Z9 do
Soit (j1,...,jr) = (b,¥/,...,b') T dans 1Z9/Z9. Posons (wy,...,w,) = (z,0,...,0) F. Calculer

up(2) = > ﬁeA (2] (wi +ti,QT{€>

1 =1
t1seees t,,,eng/Zg !

dans l'algebre
C [}/inini,j]/{}/f = (,Ui/‘uo)e 7Xf = ()\i/)\OA)é ,Xﬁj = (/\i,j/)\OA)é}.

end for
return Les coordonnées (uy(2))ye 174 /79-

7.3 Calcul de 2-isogénies

Les 2-isogénies s’expriment facilement en considérant les tores :

A=CYqz7s +79 — B=CI0079+79
z — 2z

Le noyau de l'isogénie est {ﬁ, b€ %Zg /79 } Dans la section 3.2, nous avons utilisé cette isogénie et
sa duale pour avoir une arithmétique efficace avec les fonctions théta. Cependant, si nous reprenons
les formules, nous voyons que nous n’avons pas réellement calculé 'isogénie. En particulier, les théta
constantes de B ne sont jamais calculées.

Supposons que la variété A soit donnée par ses théta constantes de niveau n de la base .%,, :

(9A 9] <o, Q))
n be%Zg/Zg
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et supposons que n soit pair, les formules suivantes traduisent I'isogénie :

i (022) = L5 e (02)e ) (0.2).

sesZ9/7,9

e (22)en(08) - 5 T el (=0)e s (=2).

sesZ9/79

Nous obtenons donc les carrés des théta constantes de la variété B. Une fois déterminées ces théta
constantes, nous pouvons calculer I'image des points mais il faut supposer qu’aucune théta constante de
niveau n de la variété B n’est nulle. Remarquons que pour des variétés génériques ceci est le cas.

Pour obtenir les théta constantes, nous pouvons extraire les racines de maniére arbitraire et vérifier
que les valeurs obtenues vérifient toujours les équations de Riemann et celles de symétries 3.1.15.
Le lemme suivant est une application du lemme 3.1.28.

Lemme 7.3.1. Soit v une matrice de I's 4 alors v laisse fizes les théta constantes de niveau 2 de A et
les carrés de celles de niveau 2 de B :

(05) ei51(0.9) (03[2](0,7.9))2: (93[2](09))2
04191 (0,22)  6*131(05)’ 07 [310,+-2)) ~\eP[31(0,2))

Par contre nous avons

65 [91(0,~7.Q 6B [91(0,9
B[g]( Y ): B[g]( ) )exp(—ﬂ'itbC'tDb).
05 [3](0,7.€2) 67 [5](0,9)
En dimension 2 et en niveau 2, le lemme précédent montre que nous pouvons prendre des racines
carrées arbitraires. En effet, considérons la matrice

Ids 0
v = 4e11 2¢12 €Tay
( 261,2 46272 ) Id2

oll les ¢; ; sont des entiers. Posons b = (b1,bs) € $Z9/Z9 alors

. 2 2
exp (_7_(_2 tthDb) — (_1)4b1C111+4b2C2_’2+4b1b2C1)2.

De ce fait, pour chaque caractéristique possible de %Zg /79, il existe une matrice v qui change la théta
constante de B en son opposée et laisse les autres théta constantes invariantes.

Toujours en dimension 2, pour le niveau 4, nous pouvons procéder de la méme fagon en travaillant
avec la base .#(3 ). Nous avons alors la formule suivante : pour tous éléments a,b dans %Zg /79,

1 ¢
2
07 181(0,29)" = o, Yo DT[] (0,267 [3](0.9)
sesZ9/7,9
et nous pouvons montrer que nous avons le droit d’extraire les racines pour toutes les théta constantes.
On consultera également la section 6.2 qui fait le méme genre de travail pour les formules de Thomae.

7.4 Isogénies entre courbes hyperelliptiques en genre 2

Dans cette section, nous appliquons les résultats des parties précédentes pour calculer des isogénies
entre les jacobiennes de courbes hyperelliptiques en genre 2. Nous nous placons dans le cadre le plus
général possible : I’équation d’une courbe C; est sous forme de Weierstrafl et nous supposons que le
noyau de 'isogénie est un sous-groupe globalement rationnel de la ¢-torsion de Jac(C;). Nous voulons
calculer une équation rationnelle de la courbe Cs, isogéne a C;. De méme, pour pousser des points, nous
supposons que le point initial nous est donné par ses coordonnées de Mumford et nous voulons retrouver
les coordonnées de Mumford de son image.
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7.4. Isogénies entre courbes hyperelliptiques en genre 2

Algorithme 22 Calcul de f-isogénies entre courbes hyperelliptiques de genre 2

Entrée: étant donnée une courbe C; sur un corps k et un sous-groupe isotrope maximal K de Jacy, (Cy) [¢]
ou { est un premier impair.
Sortie: Une courbe Cs sur k telle que Jacy(C2) = Jacg (C1) /K.

1: Trouver une base de K en coordonnées de Mumford. {Si nous utilisons n = 2, nous pouvons travailler
avec u et v?; cela oblige en général & prendre une extension de corps}

2: Trouver I’équation de Rosenhain C; de la courbe C; et y envoyer les points de la base de K. {Cela
peut nécessiter de prendre une extension de corps k'/k}

3: Utiliser les formules de Thomae (théoréme 3.1.19) pour calculer les puissances 4-iemes des théta
constantes de niveau (2,2).

4: Extraire les racines (section 6.2) pour obtenir les vraies théta constantes de niveau n de Ay». {Cela
peut nécessiter de prendre une extension de corps k" /k'}

5: Calculer les coordonnées théta des images de la base de K. {Il peut étre intéressant de calculer aussi
celles des points e; + ¢}

6: Appliquer 'algorithme 20 pour obtenir la variété isogene By .

7: Calculer une forme de Rosenhain C} de la courbe Cy. {A priori Cj est & coefficients dans &’}

8: Si besoin, appliquer 1'algorithme de Mestre | ] pour obtenir une équation rationnelle de Cs.

7.4.1 Théorie

Nous calculons le diagramme commutatif suivant. L’entier n est pris égal 2 ou 4 suivant 1’objectif
poursuivi (nous y reviendrons page 170). De plus, en général, nous avons a prendre des extensions de
corps.

Apgrr Cisoglnie By, théta de niveau n
Jacy (C}) Jacy (C5) forme de Rosenhain
Jacy, (C1) > Jacy, (Cz) forme de Weierstrafl

L’algorithme décrit dans cette section est résumé plus formellement par I’algorithme 22.

La premiere étape de l'algorithme consiste a calculer les théta constantes de niveau n de la va-
riété A. Pour cela, nous devons utiliser les formules de Thomae et il faut donc avoir une courbe Cf de la
forme y? = f(x) avec f un polynome scindé. Apres avoir appliqué la formule de Thomae, nous obtenons
les puissances 4-iémes des théta constantes de niveau (2,2) et nous utilisons alors la discussion de la
section 6.2 pour extraire ces racines et obtenir les théta constantes de niveau n de A. Pour une courbe
initiale C; générique, ces deux étapes obligent a prendre des extensions de corps (le degré de ces extensions
est borné par 6n sur les corps finis).

Meéme si le noyau K est rationnel, les points de K ne sont a priori pas définis sur le corps de base. De ce
fait, nous allons travailler dans une extension de corps L/k ol ces points seront définis. Le degré de cette
extension est au plus de ¢ — 1 mais si £ est totalement décomposé dans I’anneau d’endomorphismes de
la jacobienne, la borne est £ — 1. Nous pouvons maintenant calculer les coordonnées théta de 'image des
points d’une base symplectique du noyau par les morphismes entre Jac(Cy) et A (chapitre 5). Comme £
est premier avec n, il existe un isomorphisme du tore qui laisse fixes les théta constantes de niveau n
mais transforme le noyau K en %Zg /Z9. Nous pouvons donc directement appliquer les morphismes en
supposant que nous sommes dans ce cas.

Nous appliquons alors I'algorithme 20 permettant de calculer les théta constantes de niveau n de la va-
riété B = A/K. Une fois celles-ci obtenues, nous appliquons les formules de Rosenhain 3.1.20 pour obtenir
une courbe sous forme de Rosenhain. Notons que I’équation obtenue correspond & la courbe Cj ou & sa
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tordue C4. Si nous sommes en niveau 4, nous connaissons les coordonnées théta d’un point de 4-torsion
ce qui permet, apres avoir utilisé les morphismes, de déterminer I’équation de Cj. Pour le niveau 2, nous
expliquerons comment retrouver la bonne courbe a la fin de la section.

L’équation de Cy ainsi obtenue, n’est pas forcément rationnelle sur le corps k. Si la 2-torsion était ra-
tionnelle sur la courbe C;/k alors elle le sera aussi sur C2. Dans ce cas, cette derniére admet une équa-
tion y? = f(x) avec f € k[z] scindée, & racines simples. Possiblement apres un changement de coordonnée
y — xy, la courbe C} a une équation rationnelle. Si la 2-torsion n’était pas rationnelle, nous calculons les
invariants d’Tgusa de C qui appartiennent & k car C) est un modele de la courbe Co définie sur k. Nous
appliquons alors I'algorithme de Mestre | ] pour reconstruire un modele de Weierstrafl rationnel de

C.

Le fait de retrouver une courbe ayant une équation rationnelle est important pour certaines appli-
cations. Par exemple, pour les graphes d’isogénies, nous désirons pouvoir calculer toutes les f-isogénies
rationnelles partant de Co. Si nous n’avons pas une équation rationnelle de Cs, il n’est pas possible de
déterminer les sous-groupes de {-torsion qui sont globalement rationnels (par rapport au corps de base).
Si les théta constantes de niveau n de A sont définies sur le corps de base, celles de B le sont également.
Dans ce cas, si nous voulons calculer des isogénies (rationnelles) partant de Co, il n’est pas nécessaire
de calculer I’équation de la courbe. Remarquons cependant que le calcul des sous-groupes rationnels iso-
tropes maximaux de la ¢-torsion est plus facile en coordonnées de Mumford qu’en coordonnées théta. On
pourra consulter [ ]

En supposant que le corps de base est fixé, nous obtenons

Théoréme 7.4.1. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur un corps k de caractéristique différente
de 2. Soit £ un nombre premier impair différent de la caractéristique de k, posonsr =2 si £ =1 mod 4
et r =4 sinon. Soit K un sous groupe isotrope mazimal de Jacy(C)[f].

Nous powvons calculer lisogénie Jacy (C) — Jack(C)/K avec les coordonnées de Mumford en utilisant O (£7)
opérations arithmétiques dans le corps L/k ot les points de K sont définis. En particulier, si k est un
corps fini et si K est rationnel alors l'isogénie peut se calculer en O (6”2) opérations dans k.

Pour accélérer les calculs, le niveau n = 2 est tres intéressant. En effet, travailler en niveau 2 plutét
que 4 présente de grands avantages :

— extensions de corps moins grandes a prendre (voir les formules de Thomae 6.2),

— moins de coordonnées & manipuler : 4 au lieu de 16,

— arithmétique plus rapide.
Les inconvénients du niveau 2 sont

— nous travaillons sur la courbe et sa tordue en méme temps,

— nous identifions un point et son opposé.
Dans la plupart des cas, il est possible de contourner ces inconvénients tout en ayant un algorithme plus
rapide que le niveau 4. Cependant, méme si nous utilisons le niveau 2, il est intéressant de travailler en
coordonnées de Mumford sur A et non sur A/{+1}. En effet, cela simplifie les calculs et cela permet
également de calculer les points e; 4 e; en coordonnées de Mumford, puis leurs images en coordonnées
théta de niveau 2. De ce fait nous n’avons pas besoin d’additions différentielles compatibles | ]
Lors du calcul de la courbe isogene en niveau 2, nous ne pouvons pas déterminer si nous sommes sur la
courbe ou sa tordue. Une méthode pour résoudre ce probleme sur corps finis consiste & compter le nombre
de points de la jacobienne. En effet ce nombre permet de discriminer une courbe de sa tordue. Si nous ne
disposons pas d’un algorithme de comptage de points suffisamment rapide, nous pouvons calculer 'image
d’un diviseur de Jac(Cy) qui n'est pas de 2-torsion. Nous obtenons alors I’élément +f(D) de Jac (Cz) qui
permet de savoir si nous avons obtenu ou pas 1’équation de la courbe.
Supposons que nous voulons calculer I'image d’un diviseur D par I'isogénie f, mais en utilisant le niveau 2
pour accélérer les calculs. Dans ce cas, nous avons vu que nous pouvons calculer £ f(D) et il faut donc
trouver un moyen de discriminer entre ces deux points. Quitte a composer l'isogénie par 'involution
hyperelliptique nous pouvons choisir arbitrairement une de ces deux images. Le seul cas ou il ne sera pas
possible de conclure en utilisant le niveau 2 est celui ot nous voulons calculer les images de plusieurs
points par 'isogénie.
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7.4.2 Calculs explicites

Nous avons programmé 'algorithme 22 dans AVISOGENIES. Pour avoir un programme plus efficace,
du code spécifique a été écrit pour le genre 2 et le niveau 2. Un exemple de calcul d’isogénie de grand
degré est le suivant : soit C la courbe d’équation

y? = 2® + 41691z 4 2458323 + 250922 + 15574z

sur F42179. Le cardinal de la jacobienne de cette courbe est 2'013212 et il n’existe qu'un seul sous-groupe
isotrope rationnel K de ¢ = 1321 torsion. Des générateurs de ce sous-groupe sont par exemple les deux
diviseurs

(z® + 19580z + 40287, 11802z + 21414) , (z® + 39301z + 3354, 4542 + 23058)
donnés en coordonnées de Mumford. La courbe isogéne (respectivement & K) est
y? = 332662° 4+ 2015527 4 312032 4 973223 + 420422 + 18026 + 29732

Le calcul a pris autour de 2 heures sur un core 2 avec 12 GB de RAM. Cet exemple a été choisi de
telle sorte que les théta constantes de niveau 2 soient rationnelles sur le corps de base, ainsi que tous les
points de K. Ceci a permis de ne pas calculer certaines extensions de corps. Dans le cas général, prendre
des extensions de corps augmente le temps de calcul d’un facteur quadratique ou linéaire selon le type
d’algorithme utilisé pour la multiplication.

Notre programme est générique. Pour un genre fixé, il est certain qu’il est possible de I'optimiser a la
fois au niveau du temps de calcul et au niveau de la gestion de la mémoire. Ainsi, la structure utilisée
pour coder les fonctions théta de niveau n est valide pour tout n et pour toute dimension. De ce fait elle
est peu adaptée aux niveaux et genres petits. Par ailleurs, il faudrait éviter de prendre des extensions
de corps. En effet, les calculs sont ensuite plus lents et les précalculs effectués par MAGMA lors de ces
créations ne sont pas négligeables.

Pour de petits ¢ (inférieur & 10), Popération la plus cotliteuse n’est plus le calcul de 'isogénie en lui méme
mais les conversions entre les différents systemes de coordonnées.

Présentons quelques graphes d’isogénies obtenus sur de petits exemples. Chaque sommet des graphes
est une classe d’isomorphisme de courbes hyperelliptiques et chaque arréte représente une (¢, £)-isogénie.
La structure des graphes peut se lire en étudiant les idéaux dans ’anneau d’endomorphismes. Décrivons
ce qui se passe sans rentrer trop en détail dans la théorie de la multiplication complexe pour laquelle on
pourra consulter les livres | , | et les theses | , , ].

Le corps K = End(A) ® Q est une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps de nombre K
totalement réel de degré g. De plus O = End(A) est un ordre dans ce corps et il doit contenir I'ordre
minimal Z[r, 7] ou 7 est le Frobenius et & le Verschiebung (notons que # = ¢/7 dans K'). Pour simplifier
Pexposition, nous supposons que nous sommes toujours dans le cas ot O = End(A) est 'ordre maximal Ok
de K.

Nous nous intéressons aux f-isogénies qui préservent la polarisation. Il en existe de deux types : celles qui
préservent ’anneau d’endomorphisme (isogénies horizontales) et les autres (isogénies verticales).

La théorie CM permet de décrire les isogénies horizontales. Elles correspondent a I'action d’un élé-
ment (a,£) du groupe €(Ok) de Shimura. C’est-a-dire que ¢ doit se décomposer dans Ok en Ok = aa.
En genre 2, nous sommes dans un des cas suivants :

~ 0Ok =ppqq avec Np =Ngq =/,

~ (Ok = ppq avec Np = £ et Nq = £2,

— (O =pgavec Np=~/Let Nq=103,

~ {0k =pqavec Np = Nq = £2,

~ Ok =p avec Np = (4,

Les cas qui nous intéressent sont donc les deux premiers. Quand ¢Og = ppq, de chaque courbe partent
deux isogénies. Nous avons alors un graphe en forme de cercle, figure 7.1. Quand ¢Ox = pqpq, il existe 4
idéaux a tels que aa = £. Nous obtenons alors une décomposition du tore en quadrilateres (figure 7.2).
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Chapitre 7. Calcul d’isogénies

FIGURE 7.1 — Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y? = 32° + 152% + 1123 + 322 + 11z + 12
sur le corps Fig

FIGURE 7.2 — Graphe de (7, 7)-isogénies contenant la courbe y? = 26x°+212° +172*+823 42222 4+312+17
sur le corps Fy;
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7.4. Isogénies entre courbes hyperelliptiques en genre 2

FIGURE 7.3 — Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y? = 55264292° 42524 +3823+5622+152+15
sur le corps Fg1

FIGURE 7.4 — Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y? = 3325+ 72° +172* 4+ 623 + 5222 + 102+ 23
sur le corps Fgq
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Chapitre 7. Calcul d’isogénies

FIGURE 7.5 — Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y? = 82% 4 32° 4+ 72* + 523 + 1222 + 52+ 5
sur le corps Fa3

Des isogénies verticales apparaissent quand ¢Og n’est pas premier au conducteur de Z[m, 7. Il existe
une partie du graphe (appelée sommet du volcan dans le cas elliptique) qui correspond aux classes de
variétés dont I'anneau d’endomorphismes est l'ordre maximal et aux isogénies horizontales entre ces
variétés. Puis nous avons des isogénies qui descendent vers les courbes qui correspondent aux autres
ordres. La figure 7.3 ressemble aux cas elliptiques, cependant toutes les branches n’ont pas forcément la
méme profondeur (figure 7.4).

Par ailleurs, quand ¢ se décompose totalement, nous nous rendons compte en étudiant €(O) qu’il peut
exister des isogénies entre les courbes ne correspondant pas a I'ordre maximal : figure 7.5.
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Perspectives

Au cours de cette these nous avons donné quelques pistes de recherche. En particulier a la section 4.5,
nous avons expliqué comment rechercher des courbes hyperelliptiques intéressantes pour l’algorithme
HECM (c’est-a-dire des courbes décomposables, ayant des théta constantes de niveau 2 rationnelles, que
les parametres de la surface de Kummer utilisés soient petits et enfin qu’il existe une relation linéaire
entre les théta constantes de niveau 2 de la variété ou de sa variété isogene).

Dans le cadre des formules de Thomae (chapitre 6), il serait intéressant de savoir construire une
fraction rationnelle sur la variété Jac(C) ayant ses zéros et poles fixés. En effet, nous serions alors capable
d’utiliser la formule du lemme 6.1.2 pour obtenir les puissances 2n-iemes des théta constantes de niveau
n associées a une courbe hyperelliptique de genre g quelconque.

Dans le cadre du calcul d’isogénies entre courbes hyperelliptiques de genre 2, nous avons expliqué
(chapitre 7) comment calculer des (¢, ¢)-isogénies. L’étape suivante est le calcul de (¢, 1)-isogénies (et
plus généralement de (¢,1,...,1)-isogénies en dimension g). Pour calculer des ¢-isogénies, nous avons
considéré les tores complexes C9/Ag. Ces tores sont naturellement munis d’une forme de Riemann c’est-
a~dire d’une polarisation. Les fonctions théta sont également intrinsequement liées a des polarisations
(non principales). Les ¢-isogénies étudiées au chapitre 7 respectent ces polarisations, or ce n’est pas le cas
des (¢, 1)-isogénies. Ceci constitue une obstruction pour trouver des formules permettant le calcul de ces
isogénies avec les fonctions théta.

Smith | ] a proposé une méthode permettant d’attaquer le probleme du logarithme discret dans la
jacobienne d’une courbe de genre 3 hyperelliptique en le transférant, par des isogénies, dans la jacobienne
d’une courbe non hyperelliptiques. Les algorithmes permettant de résoudre le probleme du logarithme
discret dans ce dernier cas nécessitent la connaissance d’une équation de la courbe non hyperelliptique.
De ce fait, seules des 2-isogénies sont utilisables ce qui limite le nombre de courbes hyperelliptiques
sur lesquelles cette méthode est applicable. On pourrait essayer d’exploiter le calcul de ¢-isogénies entre
variétés abéliennes représentées par les fonctions théta qui a été présenté au chapitre 7. Par ailleurs, nous
avons expliqué comment passer d’'une courbe hyperelliptique sous forme de Weierstrafl et des coordonnées
de Mumford aux fonctions théta. La brique manquante pour la résolution de ce probléme est donc la
reconstruction d’une courbe de genre 3 non hyperelliptique a partir des théta constantes associées. Deux
probléemes apparaissent naturellement :

— reconstruire une courbe de genre 3 non hyperelliptique a partir des théta constantes associées,

— savoir changer de coordonnées (calcul des morphismes).

Une fois ces deux problemes résolus, nous serions capables de calculer des ¢-isogénies entre jacobiennes
de courbes de genre 3 et donc de généraliser la méthode de Smith.

Dans cette these, nous avons utilisé la théorie analytique des fonctions théta. Le principe de Lef-
schetz et la théorie de la réduction permettent d’étendre les preuves et les formules aux cas de corps de
caractéristiques impaires. Dans le cas de corps de caractéristiques 2, les coordonnées théta doivent étre
modifiées (et ce de maniere différente suivant le 2-rang de la variété). On pourra consulter | ] pour
une description des coordonnées théta de niveau 2 en genre 2 suivant le 2-rang de la variété. Dans le
cas de courbes ordinaires, Gaudry et Lubicz | ] ont étudié les formules sur une extension de Qz. Ils
ont désingularisé les équations en 2 avant de réduire les formules. Cette méthode pourrait étre utilisée
pour obtenir des f-isogénies entre variétés abéliennes ordinaires sur des corps de caractéristique 2 et en
particulier dans le cas de courbes hyperelliptiques de genre 2 sur Fan. Une difficulté est qu'une courbe
hyperelliptique sur un tel corps ne peut étre mise sous forme de Rosenhain. Cela rend la désingularisation
des formules des morphismes plus difficiles & obtenir. Dans | ], les auteurs ont expliqué comment
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Perspectives

calculer les morphismes en genre 2.
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Résumé

Depuis le milieu des années 1980, les variétés abéliennes ont été abondamment utilisées en crypto-
graphie a clé publique: le probleme du logarithme discret et les protocoles qui s’appuient sur celles-ci
permettent le chiffrement asymétrique, la signature, 'authentification. Dans cette perspective, les jaco-
biennes de courbes hyperelliptiques constituent 'un des exemples les plus intéressants de variétés abé-
liennes principalement polarisées.

L’utilisation des fonctions théta permet d’avoir des algorithmes efficaces sur ces variétés. En particulier
nous proposons dans cette these une variante de 'algorithme ECM utilisant les jacobiennes de courbes de
genre 2 décomposables. Par ailleurs, nous étudions les correspondances entre les coordonnées de Mumford
et les fonctions théta. Ce travail a permis la construction de lois d’additions compleétes en genre 2.
Finalement nous présentons un algorithme de calcul d’isogénies entre variétés abéliennes.

La majorité des résultats de cette these sont valides pour des courbes hyperelliptiques de genre quel-
conque. Nous nous sommes cependant concentré sur le cas du genre 2, le plus intéressant en pratique.
Ces résultats ont été implémentés dans un package MAGMA appelé AVISOGENIES.

Mots-clés: Cryptographie, courbes hyperelliptiques, variétés abéliennes, fonctions théta, factorisation,
isogénies

Abstract

Since the mid 1980’s, abelian varieties have been widely used in cryptography: the discrete logarithm
problem and the protocols that rely on it allow asymmetric encryption, signatures, authentification... For
cryptographic applications, one of the most interesting examples of principally polarized abelian varieties
is given by the Jacobians of hyperelliptic curves.

The theory of theta functions provides efficient algorithms to compute with abelian varieties. In
particular, using decomposable curves of genus 2, we present a generalization of the ECM algorithm. In
this thesis, we also study the correspondences between Mumford coordinates and theta functions. This
led to the construction of complete addition laws in genus 2. Finally we present an algorithm to compute
isogenies between abelian varieties.

Most of the results of this thesis are valid for hyperelliptic curves of arbitrary genus. More specifically
we emphasize on genus 2 hyperelliptic curves, which is the most relevant case in cryptography. These
results have been implemented in a MAGMA package called AVISOGENIES.

Keywords: Cryptography, hyperelliptic curves, abelian varieties, theta functions, factorization, isogenies
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