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Résumé

Depuis le milieu des années 1980, les variétés abéliennes ont été abondamment utilisées en crypto-
graphie à clé publique: le problème du logarithme discret et les protocoles qui s’appuient sur celles-ci
permettent le chiffrement asymétrique, la signature, l’authentification. Dans cette perspective, les jaco-
biennes de courbes hyperelliptiques constituent l’un des exemples les plus intéressants de variétés abé-
liennes principalement polarisées.

L’utilisation des fonctions thêta permet d’avoir des algorithmes efficaces sur ces variétés. En particulier
nous proposons dans cette thèse une variante de l’algorithme ECM utilisant les jacobiennes de courbes de
genre 2 décomposables. Par ailleurs, nous étudions les correspondances entre les coordonnées de Mumford
et les fonctions thêta. Ce travail a permis la construction de lois d’additions complètes en genre 2.
Finalement nous présentons un algorithme de calcul d’isogénies entre variétés abéliennes.

La majorité des résultats de cette thèse sont valides pour des courbes hyperelliptiques de genre quel-
conque. Nous nous sommes cependant concentré sur le cas du genre 2, le plus intéressant en pratique.
Ces résultats ont été implémentés dans un package Magma appelé AVIsogenies.

Mots-clés: Cryptographie, courbes hyperelliptiques, variétés abéliennes, fonctions thêta, factorisation,
isogénies

Abstract

Since the mid 1980’s, abelian varieties have been widely used in cryptography: the discrete logarithm
problem and the protocols that rely on it allow asymmetric encryption, signatures, authentification... For
cryptographic applications, one of the most interesting examples of principally polarized abelian varieties
is given by the Jacobians of hyperelliptic curves.

The theory of theta functions provides efficient algorithms to compute with abelian varieties. In
particular, using decomposable curves of genus 2, we present a generalization of the ECM algorithm. In
this thesis, we also study the correspondences between Mumford coordinates and theta functions. This
led to the construction of complete addition laws in genus 2. Finally we present an algorithm to compute
isogenies between abelian varieties.

Most of the results of this thesis are valid for hyperelliptic curves of arbitrary genus. More specifically
we emphasize on genus 2 hyperelliptic curves, which is the most relevant case in cryptography. These
results have been implemented in a Magma package called AVIsogenies.

Keywords: Cryptography, hyperelliptic curves, abelian varieties, theta functions, factorization, isogenies
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qu’il a faites pour ma bourse de thèse.
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monitorat à l’ESIAL.
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pitre 5. Je regrette de n’avoir pas scanné ses illustrations.
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3.1.3 Liens avec les variétés abéliennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.1.4 Liens avec les courbes hyperelliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

v



Table des matières

3.1.5 Action du groupe symplectique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 Arithmétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2.1 Formules d’addition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2.2 En niveau 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Formules à la Thomae
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Introduction

Depuis le milieu des années 1980, les variétés abéliennes ont été abondamment utilisées en cryptogra-
phie à clé publique : le problème du logarithme discret et les protocoles qui reposent dessus permettent
le chiffrement asymétrique, la signature, l’authentification... Nous commençons par présenter ces appli-
cations des variétés abéliennes dans le premier chapitre et nous les définissons mathématiquement dans
le deuxième chapitre.

Les fonctions thêta fournissent des coordonnées intéressantes pour utiliser les variétés abéliennes. Nous
les étudierons au chapitre 3. En particulier, différentes bases de fonctions thêta peuvent être utilisées
suivant les applications. Dans ce chapitre, nous décrivons également comment utiliser ces fonctions pour
avoir une arithmétique efficace.

Il est possible de généraliser l’algorithme de factorisation ECM en utilisant des variétés abéliennes
au lieu des courbes elliptiques. Nous présentons dans le chapitre 4 un algorithme utilisant des courbes
hyperelliptiques de genre 2. Notre implémentation en C de cet algorithme est également comparée aux
implémentations de ECM existantes.

Nous avons deux systèmes de coordonnées sur les jacobiennes de courbes hyperelliptiques : les coor-
données de Mumford et les coordonnées thêta. Le chapitre 5 prouve des formules permettant de passer
d’une représentation à l’autre. Des résultats partiels avaient été obtenus par Mumford [Mum84], Van
Wamelen [vW98] et Gaudry [Gau07]. Nous avons généralisé et complété ces travaux. Finalement, nous
appliquons ces morphismes à l’obtention de lois d’additions k-complètes en genre 2. Cette application a
été réalisée en collaboration avec Christophe Arène.

Le chapitre suivant généralise les formules de Thomae [Tho70]. Le but de ce travail commun avec
David Lubicz est de pouvoir relier l’équation de Weierstraß d’une courbe hyperelliptique et le plongement
de la jacobienne de la courbe dans Png−1 donné par les fonctions thêta de niveau n.

Le dernier chapitre de cette thèse est consacré au calcul d’isogénies entre variétés abéliennes. Nous com-
mençons par présenter les travaux de Lubicz et Robert [LR10a] permettant de calculer des `2-isogénies
entre variétés abéliennes principalement polarisées. En collaboration avec Damien Robert, nous avons
trouvé des formules permettant de « changer de niveaux sans isogénie ». Combinées aux résultats pré-
cédents, cela permet le calcul de `-isogénies. Le cas particulier des courbes hyperelliptiques de genre 2
y est également étudié. Signalons qu’avec Gaetan Bisson et Damien Robert, nous avons programmé ces
formules dans une librairie Magma appelée AVIsogenies.

Les principaux résultats de cette thèse sont :
– L’étude théorique et pratique de l’algorithme de factorisation HECM.
– Des formules permettant de passer des coordonnées de Mumford aux fonctions thêta et inversement.
– L’utilisation des morphismes pour obtenir des lois d’addition complètes dans les jacobiennes de

courbes hyperelliptiques de genre 2.
– Une généralisation des formules de Thomae et l’extraction de racines dans ces formules.
– Une méthode pour calculer des `-isogénies entre variétés abéliennes et en particulier entre courbes

hyperelliptiques de genre 2.
– La librairie AVIsogenies permettant de manipuler les variétés abéliennes et en particulier de

calculer des `-isogénies entre jacobiennes de courbes hyperelliptiques.
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Chapitre 1

Cryptographie à clé publique

Les protocoles de cryptographie à clé publique reposent sur la difficulté de résoudre des problèmes
mathématiques. Deux des problèmes les plus utilisés sont

– la factorisation d’entiers,
– le logarithme discret.

Nous détaillons la cryptographie basée sur le problème du logarithme discret dans la première section.
Dans la section 1.2, nous parlons des isogénies qui ont de nombreuses applications en cryptographie basée
sur les variétés abéliennes.

Dans ce chapitre, nous ne détaillons pas les définitions et propriétés mathématiques des différents
objets. En particulier, les variétés abéliennes et les isogénies seront définies au chapitre 2. Nous nous
concentrons sur l’utilisation de ces objets, en particulier en cryptographie.

1.1 Cryptographie basée sur le logarithme discret

Rappelons la définition du logarithme discret sur les groupes génériques

Définition 1.1.1. Soit G = (〈g〉,×) un groupe cyclique (noté multiplicativement) engendré par un élé-
ment g d’ordre n. Un élément x de G est une puissance de g : il existe donc un entier k de Z/nZ tel que
x = gk. L’entier k est appelé le logarithme discret de x en base g et est noté dlogg(x).

Nous commençons par présenter différents protocoles reposant sur le logarithme discret puis nous
discutons de différents groupes sur lesquels les implémenter. Dans la section 1.1.3, nous présentons som-
mairement les couplages qui permettent de créer de nouveaux protocoles.

1.1.1 Exemples de protocoles

Diffie et Hellman [DH76] ont proposé le protocole suivant qui permet à deux personnes, Alice et Bob, de
se mettre d’accord sur un secret commun. Nous supposons qu’ils disposent d’un canal de communication
sans erreur mais non sécurisé. C’est-à-dire que les messages ne sont pas modifiés lors de la transmission
mais qu’une autre personne peut intercepter leurs communications.

Algorithme 1 Protocole d’échange de clés Diffie-Hellman

1: Alice et Bob se mettent d’accord sur un groupe cyclique G engendré par un élément g.
2: Alice choisit un entier a et envoie ga à Bob.
3: Bob choisit un entier b et envoie gb à Alice.
4: Alice et Bob calculent gab

Alice peut calculer gab sans connâıtre b en calculant (gb)a. Réciproquement, Bob calcule (ga)b. Quel-
qu’un qui a intercepté les communications connâıt les éléments ga et gb. Il ne peut pas retrouver gab si le
problème de Diffie-Hellman est difficile.
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Définition 1.1.2. Le problème de Diffie-Hellman (calculatoire) est : étant donnés un groupe cyclique
engendré par un élément g et deux éléments ga et gb du groupe, calculer l’élément gab.
Le problème de Diffie-Hellman décisionnel est de distinguer la donnée (g, ga, gb, gab) d’une donnée aléa-
toire (g, ga, gb, gc).

Le problème de Diffie-Hellman n’est pas plus difficile que celui du logarithme discret. En effet il suffit
à un attaquant de calculer le logarithme discret de ga et gb en base g pour obtenir les entiers a et b et alors
de calculer gab pour résoudre le problème de Diffie-Hellman. Les deux problèmes de Diffie-Hellman ne
sont pas équivalents. Par exemple dans les groupes équipés de couplages (voir section 1.1.3), le problème
de Diffie-Hellman décisionnel est facile tandis que le calculatoire est supposé difficile.

Le chiffrement ElGamal [ElG85] est un protocole de chiffrement à clé publique basé sur le logarithme
discret. Alice choisit un groupe cyclique G = 〈g, ∗〉 où le logarithme discret est difficile. Elle choisit un
entier x entre 1 et #G et calcule h = gx. La clé publique d’Alice est alors, (G, h) et sa clé privée x.

Algorithme 2 Chiffrement ElGamal

Entrée: Bob veut envoyer le message m ∈ G à Alice.
1: Bob choisit un élément y de G.
2: Bob calcule gy et mhy.
3: return Bob envoie (gy,mhy) à Alice

Pour déchiffrer un message (c1, c2), il suffit à Alice de calculer c2/c
x
1 . La sécurité du protocole repose

sur le problème de Diffie-Hellman calculatoire. En effet, si un attaquant peut calculer gxy à partir des
données publiques, il peut retrouver le message. Si le problème de Diffie-Hellman décisionnel est difficile
alors le chiffrement ElGamal est sémantiquement sûr (il résiste à des attaques IND-CPA-1).

1.1.2 Groupes pour la cryptographie basée sur le logarithme discret

Dans (Z/nZ,+), le calcul du logarithme discret est trivial. En effet, si g = 1 alors dlog1(x) = x. Plus
généralement, si g est un générateur de Z/nZ alors il est premier à n et l’algorithme d’Euclide étendu
fournit un inverse u de g modulo n. Nous avons alors dlogg(x) = xu. Asymptotiquement, ce calcul est
quasi-linéaire en la taille du groupe.

Le groupe des éléments inversibles d’un corps fini Fq est un groupe cyclique d’ordre q − 1 [Ser70,
théorème I.2]. D’après [Odl99], la complexité du calcul du logarithme discret dans ce groupe est asymp-
totiquement sous-exponentielle : elle est en Lq

[
1
3 ; c
]

où

Ln [α; c] = exp
(
c log(n)α log(log(n))1−α) .

Cette complexité est approximativement la même que celle du meilleur algorithme connu de factorisation.

L’algorithme de Pohlig-Hellman [PH78] permet de transformer le calcul du logarithme discret dans
un groupe de cardinal composé en des calculs de logarithmes discrets dans des sous-groupes plus petits.
Soit G un groupe de cardinal

#G = pα1
1 . . . pαkk .

La première étape de l’algorithme est de se ramener à calculer k logarithmes discrets dans les sous-groupes
de cardinaux pαii :

G −→ G [pα1
1 ]× . . .×G [pαkk ]

h 7−→
(
h
n/pα1

1 , . . . , h
n/pαkk

)
Nous devons résoudre le logarithme discret de hn/p

αi
i dans le groupe G [pαii ] engendré par gn/p

αi
i . Le

logarithme discret de h s’obtient alors par le théorème des restes chinois.
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1.1. Cryptographie basée sur le logarithme discret

Soit maintenant un groupe G de cardinal pα une puissance d’un nombre premier. Nous déterminons
la décomposition en base p de dlogg(h) par l’algorithme 3. Nous avons α logarithmes discrets à calculer

dans le groupe 〈gpα−1

, ∗〉 qui est d’ordre p premier.
Dans le cas général d’un groupe G générique de cardinal premier, la complexité du calcul du logarithme

discret est exponentielle. L’algorithme rho de Pollard, de complexité O(#G), est le meilleur connu.

Algorithme 3 Logarithme discret dans un groupe d’ordre pα

Entrée: Un groupe G = 〈g, ∗〉 de cardinal pα et un élément h dans G.
Sortie: Le logarithme discret dlogg(h) de h en base g.

1: Calculer ĝ = gp
α−1

. {Le groupe engendré par ĝ est d’ordre p}
2: Calculer a0, le logarithme discret de hp

α−1

en base ĝ.
3: Poser ĥ = hg−a0 .
4: for i = 1 to α− 1 do
5: Calculer ai, le logarithme discret de ĥp

α−i−1

en base ĝ.
6: Poser ĥ = ĥg−aip

i

.
7: end for
8: return dlogg(h) :=

∑α−1
i=0 aip

i

Les variétés abéliennes fournissent des groupes intéressants pour la cryptographie basée sur le lo-
garithme discret. En particulier, les courbes elliptiques (genre 1) et les jacobiennes de courbes hyper-
elliptiques de genre 2 sont, en général, des groupes pour lesquels nous ne connaissons pas de meilleur
algorithme que Pollard rho.

Les conditions supplémentaires que doivent vérifier ces groupes sont d’être de cardinal premier (ou
de contenir un sous-groupe premier d’indice faible), d’être défini sur un corps premier Fp ou sur une

extension première de F2 ou F3... Étant donnée une courbe, il est facile de tester ces diverses conditions
qui ne sont donc pas très contraignantes.

Il existe des algorithmes plus efficaces que Pollard rho pour résoudre le logarithme discret dans les
jacobiennes de courbes de genre supérieur (plus grand que 3). Ces algorithmes reposent sur des méthodes
de crible. On pourra consulter [Eng08] pour plus de détails sur les différentes méthodes utilisées.

L’idée principale [ADH94] consiste à décrire une base « agréable » de friabilité. De nombreuses per-
sonnes ont travaillé pour adapter cet algorithme selon deux directions privilégiées : fixer le genre de la
courbe et faire tendre le cardinal du corps vers l’infini ou faire tendre le genre vers l’infini. Résoudre le
logarithme discret dans les jacobiennes de courbes de genre supérieur est intéressant pour utiliser la mé-
thode de descente de Weil. Cette dernière permet de transformer la résolution du problème du logarithme
discret dans une courbe elliptique sur une extension composée à la résolution de ce problème dans la
jacobienne d’une courbe hyperelliptique sur un sous-corps.

Soit C une courbe hyperelliptique de genre g fixé sur un corps fini Fq. Nous pouvons rajouter la
condition que la jacobienne de la courbe est un groupe cyclique car sinon le logarithme discret y est plus
facile. Les auteurs de [GTTD07] montrent que le logarithme discret dans Jac(C) peut être résolu par un

algorithme probabiliste de complexité O
(
q2− 2

g

)
. L’algorithme générique étant en O

(
q
g
2

)
, dès le genre 3

cet algorithme est plus efficace que l’algorithme générique.
Le modèle de la courbe joue également un rôle important : Diem [Die06] a montré que si la courbe

admet un modèle plan de degré d alors il existe un algorithme permettant de résoudre le logarithme

discret dans sa jacobienne en temps O
(
q2− 2

d−2

)
. Ainsi, les courbes non-hyperelliptiques de genre 3 sont

isomorphes à une quartique plane, et il existe donc un algorithme en O (q). On pourra consulter [DT08]
pour une analyse de ce cas particulier.

Considérons maintenant des modèles de courbes dont le genre tend vers l’infini. Prenons une famille de
courbe affine plane Ci ∈ Fq[X,Y ] de genre gi. Supposons que les degrés des courbes en X et Y soient inclus
dans l’intervalle [gαi , g

1−α
i ] où α ∈ [ 1

3 ,
2
3 ]. D’après [EGT11], Il existe un algorithme de complexité Lqgi

[
1
3 ; c
]
5
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pour résoudre le logarithme discret dans Jac(Ci). Notons que nous n’avons pas besoin de supposer que le
corps de base est fixé, il suffit de faire l’hypothèse que son cardinal ne grossit pas trop vite par rapport
au genre : gi ≥ log(qi)

2.

Pour des variétés abéliennes générales, les algorithmes ont été moins étudiés. On pourra consulter
[Gau09] qui décrit un tel algorithme et l’applique à la restriction de Weil de courbes elliptiques et hyper-
elliptiques sur des extensions de petit degré de corps finis.

1.1.3 Couplages

Les couplages ont d’abord été introduits en cryptographie comme une attaque contre le logarithme
discret. Mathématiquement la définition d’un couplage est

Définition 1.1.3. Soient G1, G2, G3 trois groupes abéliens finis. Un couplage est une application bili-
néaire non dégénérée de G1 ×G2 dans G3.
Quand G1 = G2, le couplage est dit symétrique.

Cryptographiquement, en plus de la définition mathématique, nous demandons qu’un couplage soit
calculable efficacement (c’est-à-dire en temps polynomial).

Soit A une variété abélienne principalement polarisée sur un corps k et soit m un entier premier à la
caractéristique du corps. Le couplage de Weil em est une application

em : A[m]×A[m] −→ µm(k)

où µm(k) désigne le groupe des racines m-ièmes de l’unité de k. En dehors du couplage de Weil, de nom-
breux autres couplages existent, par exemple le couplage de Tate. Nous renvoyons à [CF05, chapitres 6 et
16] pour plus de détails sur les couplages et leurs calculs. Dans cette thèse nous utiliserons principalement
le couplage de Weil. Au chapitre 6, nous aurons à utiliser une application ressemblant au couplage de
Tate.

Soient trois groupes cycliques Gi engendrés par des éléments gi. S’il existe un couplage

e : G1 ×G2 → G3

calculable en temps polynomial alors la résolution du logarithme discret dans G1 et G2 se réduit en temps
polynomial au logarithme discret dans G3. En effet,

e
(
gk1 , g2

)
= e (g1, g2)

k
.

Après avoir calculé les couplages e (g1, g2) et e
(
gk1 , g2

)
, nous sommes amenés à résoudre le logarithme

discret dans G3. Cette idée est à la base des attaques sur le logarithme discret sur les courbes elliptiques
[MOV91, FR94, HSSI99]. Dans ce cas, le groupe G3 est l’ensemble des éléments inversibles d’un corps
fini et le logarithme discret y est sous-exponentiel. Le groupe G2 qui apparâıt naturellement n’est pas un
groupe cyclique. Il faut alors trouver un algorithme polynomial qui fournit un élément de G2 rendant le
couplage non dégénéré.

Des protocoles basés sur les couplages ont été proposés. Citons par exemple un schéma de signature
courte [BLS01] ou le chiffrement basé sur l’identité [BF01]. Supposons que Alice, Bob et Charlie veulent se
mettre d’accord sur un secret commun. En utilisant le protocole classique de Diffie-Hellman, cela peut être
réalisé en deux tours de communication (en supposant que le choix du groupe G a été fait préalablement)
comme décrit dans l’algorithme 4. Joux [Jou00] a proposé le protocole 5 permettant de faire cet échange
en n’utilisant qu’un seul tour de communication.
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Algorithme 4 Échange de clé tripartite

1: Alice, Bob et Charlie se sont mis d’accord un groupe cyclique G = 〈g, ∗〉.

2: Alice choisit un entier a,
Bob choisit un entier b,
Charlie choisit un entier c.

3: Alice calcule ga et l’envoie à Bob,
Bob calcule gb et l’envoie à Charlie,
Charlie calcule gc et l’envoie à Alice.

4: Alice calcule (gc)a et l’envoie à Bob,
Bob calcule (ga)b et l’envoie à Charlie,
Charlie calcule (gb)c et l’envoie à Alice.

5: Alice calcule (gbc)a,
Bob calcule (gac)b,
Charlie calcule (gab)c.

6: return Alice, Charlie et Bob sont en possession de la clé gabc.

Algorithme 5 Échange de clé tripartite en un tour

1: Alice, Bob et Charlie ont choisi trois groupes Gi = 〈gi, ∗〉 et un couplage e : G1 ×G2 → G3.

2: Alice choisit un entier a,
Bob choisit un entier b,
Charlie choisit un entier c.

3: Alice calcule et envoie ga1 à Bob et ga2 à Charlie,
Bob calcule et envoie gb1 à Charlie et gb2 à Alice,
Charlie calcule et envoie gc1 à Alice et gc2 à Bob.

4: Alice calcule e
(
gc1, g

b
2

)a
,

Bob calcule e (ga1 , g
c
2)
b
,

Charlie calcule e
(
gb1, g

a
2

)c
.

5: return Alice, Charlie et Bob sont en possession de la clé e (g1, g2)
abc

.
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1.2 Utilisation des isogénies

Les isogénies sont un outil important pour l’étude des variétés abéliennes. Elles sont la « bonne »
notion de morphismes entre variétés abéliennes. Nous les définirons proprement dans la section 2.1.2 et
nous donnerons des algorithmes pour les calculer dans le chapitre 7. Contentons nous de dire que ce sont
des morphismes de groupes qui sont calculables.

Le principal intérêt des isogénies est le transfert du logarithme discret d’une variété A initiale où ce
dernier est difficile dans une variété B où nous espérons qu’il soit plus facile. Supposons donc que nous
avons une isogénie ϕ entre deux variétés abéliennes A et B :

ϕ : A −→ B.

Soit g un élément de A d’ordre n et soit x un autre élément de A dont nous voulons calculer le logarithme
discret en base g. Nous calculons les images ϕ(x) et ϕ(g) par l’isogénie. L’ordre de ϕ(g) dans la variété B
divise l’ordre de g dans A. D’après la discussion de la partie 1.1.2, nous pouvons supposer que g est
d’ordre un nombre premier. Si g n’appartient pas au noyau de l’isogénie, alors ϕ(g) et g ont le même
ordre. Le logarithme discret de x en base g dans A est donc le même que le logarithme discret de ϕ(x)
en base ϕ(g) dans B. Il suffit donc de résoudre le logarithme discret dans la variété B.

Un exemple d’utilisation de cette méthode dans le cas de variétés abéliennes de dimension 3 est
donné par Smith [Smi09]. Nous avons vu que le logarithme discret dans les jacobiennes de courbes

hyperelliptiques de genre 3 sur un corps fini Fq peut être résolu en Õ
(
q

4
3

)
. Pour les courbes non-

hyperelliptiques de genre 3, cette complexité est de Õ (q). En utilisant des isogénies, Smith montre que
pour une certaine proportion de courbes hyperelliptiques, le logarithme discret est attaquable en Õ (q).

Deux autres applications importantes des isogénies permettent de garantir la sécurité des variétés
abéliennes utilisées. Dans le cas des courbes elliptiques, les isogénies sont un des outils de base de l’amélio-
ration par Atkin et Elkies de l’algorithme de comptage de points [Sch85, Sch95, Atk92, Elk91]. Rappelons
que connâıtre le nombre de points sur une variété permet de garantir la sécurité de la variété. On pourra
également consulter [Gau04] qui présente les différents algorithmes de comptage de points.
Par ailleurs les isogénies sont utilisées lors du calcul des polynômes de classes [Sut11, GHK+06, CKL08],
eux-même nécessaires pour la méthode CM (multiplication complexe). Cette méthode permet de construire
directement des variétés ayant un nombre de points donné.

Les isogénies de petit degré sont utilisées pour calculer les polynômes modulaires [BLS10]. Un intérêt de
ces derniers est qu’ils permettent de calculer de nouvelles isogénies mais d’un degré supérieur. L’algorithme
de Satoh [Sat00] pour calculer le relevé canonique d’une variété ordinaire repose sur la calcul d’une suite
de Verschiebung (isogénie contragrédiante du Frobenius). Finalement on utilise de manière cruciale les
isogénies pour le calcul d’anneaux d’endomorphismes [Koh96, FM02, BS11].
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Chapitre 2

Variétés abéliennes

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les variétés abéliennes sont des groupes intéressants en
cryptographie. Nous les étudions maintenant du point de vue mathématique.

Dans les chapitres suivants, pour simplifier l’exposition de nos résultats, nous nous placerons princi-
palement sur le corps des complexes. En particulier, dans le chapitre 3, nous ne définirons les fonctions
thêta que dans ce cadre. Même si, dans la majorité de cette thèse, nous n’utilisons pas directement les
notions théoriques, il est important de définir les objets proprement. Certaines notions théoriques sont
par ailleurs utilisées de manière fondamentale dans la preuve de certains des théorèmes cités.

Nous commençons donc ce chapitre par présenter une partie de la théorie générale des variétés abé-
liennes. Nous introduisons ensuite les jacobiennes de courbes et en particulier celles de courbes hyperel-
liptiques. Finalement, nous traitons le cas particulier des variétés abéliennes complexes qui sont analyti-
quement isomorphes à des tores.

Il existe de nombreux ouvrages sur les variétés abéliennes. Concernant la théorie générale, citons
[Lan59, Mum70, vdGM07, Mil08]. Pour les variétés abéliennes sur le corps des complexes rajoutons
également le livre [BL04].

2.1 Définitions et premières propriétés

2.1.1 Groupes algébriques et variétés abéliennes

Définition 2.1.1. Soit k un corps, un groupe algébrique sur k est une variété algébrique G munie d’un
point particulier OG ∈ G(k) et de deux morphismes

µ : G×G −→ G, ι : G −→ G

vérifiant
– pour tout P ∈ G, µ(OG, P ) = µ(P,OG) = P ,
– pour tout P ∈ G, µ(P, ι(P )) = µ(ι(P ), P ) = OG,
– pour tout P,Q,R ∈ G, µ(µ(P,Q), R) = µ(P, µ(Q,R)).

Nous demandons de plus que la variété sous-jacente ainsi que les morphismes µ et ι soient définis sur k.

En pratique cela signifie que G est localement l’ensemble des zéros d’un système polynomial à coef-
ficients dans k et est muni d’une loi de groupe qui s’exprime localement par des fractions rationnelles à
coefficients dans k.
Le groupe de Galois Gal

(
k/k

)
agit naturellement sur les points de G. Soit K/k une extension de corps,

l’ensemble G(K) correspond à l’ensemble des points qui sont les zéros d’un des systèmes polynomials
précédents et ayant des coordonnées dans K. L’ensemble G(K) est naturellement muni d’une structure
de groupe.

Un morphisme de groupe algébrique φ : G→ H est un morphisme de variétés algébriques (c’est-à-dire
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P +Q

Q

P

O

Figure 2.1 – Addition sur la courbe elliptique y2 = x3 − x

donné localement par des polynômes) qui commute avec la structure de groupe :

φ(OG) = OH , φ(µG(P,Q)) = µH(φ(P ), φ(Q)), φ(ιG(P )) = ιH(φ(P )).

Soit K le corps de définition de φ. Un tel morphisme φ définit naturellement un morphisme de groupe
de G(L) dans H(L) pour toute extention de corps L/K. De plus, il commute à l’action de Gal

(
K/K

)
.

Notons qu’un groupe algébrique est une variété lisse (voir par exemple [Sil86, proposition IV.1.5]).

Définition 2.1.2. Une variété abélienne est un groupe algébrique complet connexe (pour la topologie de
Zariski).

Comme un groupe algébrique est lisse, un point ne peut être contenu que dans une seule composante
irréductible de la variété. La connexité dans la définition de variété abélienne implique donc que ce sont
des variétés algébriques irréductibles.
Un fibré L sur une variété A définit un morphisme rationnel de A dans PdegL. Ce morphisme est un
plongement si L est très ample. Toute variété abélienne est alors projective [Mil08, I.6].
Par ailleurs, le groupe sous-jacent à une variété abélienne est obligatoirement commutatif [Mum70, p. 41]
d’où le nom d’abélien. Une autre conséquence de la définition est qu’une variété abélienne sur C est un
groupe de Lie compact [Mil08, I.2].

Exemple 2.1.3. L’exemple le plus simple de variété abélienne est fourni par les courbes elliptiques. Une
courbe elliptique sur un corps de caractéristique différente de 2 ou 3 a pour équation y2 = x3 + ax + b
avec 4a3 + 27b2 non nul. Elle possède un unique point à l’infini noté O. Les points sur la courbe forment
un groupe avec les lois d’addition géométriques de la figure 2.1.

Pour additionner deux points P1 et P2 nous avons les formules rationnelles qui suivent. Si P1 (respec-
tivement P2) est le point O alors P1 +P2 est le point P2 (respectivement P1). Sinon, posons P1 = (x1, y1)
et P2 = (x2, y2). Si x2 = x1 et y2 = −y1 alors P1 + P2 est O. L’opposé d’un point P = (x, y) 6= O est le
point −P = (x,−y).
Dans le cas général, posons

λ =


y2 − y1

x2 − x1
si x1 6= x2

3x2
1 + a

2y1
si x1 = x2, y1 = y2,

ν =


y1x2 − y2x1

x2 − x1
si x1 6= x2

−x3
1 + ax1 + 2b

2y1
si x1 = x2, y1 = y2.
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La droite y = λx+ ν passe par P1 et P2 (elle est tangente à la courbe en P1 dans le cas où P1 = P2). Les
coordonnées (x3, y3) du point P3 = P1 + P2 sont alors données par

x3 = λ2 − (x1 + x2), y3 = −λx3 − ν.

La jacobienne d’une courbe de genre g sur un corps k est une variété abélienne de dimension g. Nous
définirons la jacobienne d’une courbe dans la section 2.2.2. Dans le cas des courbes elliptiques (genre 1),
la jacobienne est naturellement isomorphe à la courbe elle-même.

2.1.2 Isogénies, variété duale et polarisation

Définition 2.1.4. Un morphisme de variétés abéliennes est un morphisme algébrique entre les deux va-
riétés qui respecte les lois de groupes.
Un isomorphisme φ entre deux variétés abéliennes A et B est un morphisme tel qu’il existe un mor-
phisme φ−1 de B vers A vérifiant φ ◦ φ−1 = IdB et φ−1 ◦ φ = IdA.

Avec les notation de la définition, nous avons alors ker(φ) = OA et Im(φ) = B.

Définition 2.1.5. Soient A et B deux variétés abéliennes. L’ensemble des morphismes entre A et B est
noté Hom(A,B) ; c’est un groupe pour l’addition.
Dans le cas où B = A, l’ensemble des morphismes de A dans A forme un anneau (avec la composition)
et est noté End(A).

Pour qu’un morphisme algébrique respecte la loi de groupe, il suffit de supposer qu’il envoie le zéro
de la première variété sur le zéro de la seconde [Mum70, corollaire 1 p. 43]. Cette propriété peut être
utilisée pour donner une autre démonstration du caractère abélien des groupes sous-jacents à une variété
abélienne [Mum70, corollaire 2 p. 44].

Si φ est un morphisme entre deux variétés abéliennes A et B alors Im(φ) est une sous-variété abélienne
de B et ker(φ) contient une sous-variété maximale absolument irréductible notée ker(φ)0. De plus

dim
(
ker(φ)0

)
+ dim (Im(φ)) = dim(A)

Propriété 2.1.6. Soit φ un morphisme entre deux variétés abéliennes A et B. Deux des propriétés
suivantes impliquent la troisième :

– A et B ont même dimension,
– sur la clôture algébrique, φ est surjectif,
– sur la clôture algébrique, φ est de noyau fini.

Si φ vérifie ces propriétés ont dit que φ est une isogénie. Dans le cas où B = A, les isogénies sont appelées
endomorphismes.

Soient A et B deux variétés abéliennes sur un corps K et soit φ une isogénie de A dans B définie sur
K. Le corps de fonctions K(A) est une extension algébrique de φ∗(K(B)). Nous disons que φ est une
isogénie séparable si K(A)/φ∗(K(B)) est séparable et que φ est inséparable si l’extension est purement
inséparable. Le degré d’une isogénie est son degré en tant que morphisme de variétés algébriques c’est à
dire

deg(φ) = [K(A) : φ∗K(B)] .

Pour une isogénie séparable, c’est le cardinal de son noyau. Pour une isogénie inséparable, son noyau est
réduit à {OA} mais ce n’est pas un isomorphisme.

Exemple 2.1.7. La multiplication [n] par un entier n est une isogénie de A dans A. Si g est la dimension
de A, alors le degré de [n] est n2g. Si de plus n est premier à la caractéristique du corps alors c’est une
isogénie séparable de degré n2g.
Pour une variété sur un corps fini Fq, le Frobenius (mise à la puissance q) est une isogénie inséparable.

Nous définissons l’ensemble des points de n-torsion comme étant le noyau de la multiplication par n
et nous le notons A[n] = ker ([n]). Ces points vivent dans une extension du corps de base de la variété de
degré inférieur à n2g − 1.
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Chapitre 2. Variétés abéliennes

Propriété 2.1.8. Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps algébriquement clos k de
caractéristique p. Si n est premier à p alors

A[n] ' (Z/nZ)
2g
.

Si n = p alors il existe un entier r appelé le p-rang de la variété tel que 0 ≤ r ≤ g et

A[p] ' (Z/pZ)
r
.

Une variété de p-rang maximal est dite ordinaire.

Soit A une variété abélienne et soit a un élément de A(K), nous définissons ta(·) = µ(a, ·) la translation
par a sur A. Nous avons alors les définitions

Pic(A) = { faisceaux inversibles sur A modulo isomorphisme } ,

Pic0(A) =
{
L ∈ Pic(A), ∀a ∈ A(k), t∗aL ' L

}
.

Il existe une variété abélienne A∨ appelée variété duale de A qui paramétrise les points de Pic0(A). Une
construction en est donnée par exemple dans [Mil08]. En particulier A∨(k) est en bijection avec l’ensemble
Pic0(A). De plus A∨∨ est isomorphe à la variété A initiale. Nous ne définissons pas plus en détail la variété
duale et nous renvoyons aux diverses références citées au début du chapitre. Dans cette thèse, nous nous
intéressons à des variétés abéliennes pour lesquelles la variété et sa duale sont isomorphes.
À toute isogénie φ : A→ B, nous pouvons associer une isogénie φ∨ : B∨ → A∨ définie par φ∨(L) = φ∗L.
Cette dernière s’appelle l’isogénie duale de φ et a pour noyau ker(φ)∨, le dual de Cartier de ker(φ)
[Mum70, theorem 1 p. 143]. Dans le cas où k est algébriquement clos et le cardinal de ker(φ) ⊂ A[n] est
premier à la caractéristique de k, nous avons

ker (φ∨) = Hom (ker(φ), µn(k)) .

où µn(k) est l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité de k [Mil08, p. 41]. À tout faisceau inversible L
nous pouvons associer le morphisme

φL :

{
A(K) −→ Pic0(A)
a 7−→ t∗aL ⊗ L−1

Définition 2.1.9. Une polarisation est une isogénie entre A et A∨ qui est de la forme φL sur K où L
est un fibré ample. Une polarisation est dite principale si c’est un isomorphisme.
Une variété abélienne est dite (principalement) polarisée si elle possède une polarisation (principale).

Les jacobiennes de courbes sont le principal exemple de variétés abéliennes principalement polarisées.

Définition 2.1.10. Un morphisme φ entre deux variétés abéliennes polarisées A et B est un morphisme
respectant les polarisations : si λ et λ′ sont des polarisations respectivement sur A et sur B et corres-
pondant respectivement aux faisceaux inversibles amples L et M alors nous devons avoir φ∗M = L,
c’est-à-dire que le diagramme suivant doit être commutatif :

A

f

��

λ // A∨

B
λ′
// B∨

f∨

OO

Pour tout entier m premier à la caractéristique du corps, il existe une application naturelle (généra-
lisant le couplage de Weil dans le cas elliptique) allant de A(k)[m]× A∨(k)[m] dans les racines m-ièmes
de l’unité µm(k). Combinée à une polarisation nous obtenons un morphisme

eλm : A(k)[m]×A(k)[m] −→ µm(k).
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2.1. Définitions et premières propriétés

Nous abandonnons l’exposant λ car il n’y aura pas d’ambigüité. Mumford [Mum70, 20 p. 183] donne une
expression « simple » de em : soit Θ le diviseur associé au fibré L définissant la polarisation et soit Q un
point de m-torsion sur A, posons

DQ = TQ Θ−Θ ∈ Pic0(A)[m]

où TQ désigne la translation par Q. Il existe alors une fonction gQ de diviseur Div(gQ) = [m]∗DQ.

Définition 2.1.11. Avec les notations précédentes,

em :

{
A(k)[m]×A(k)[m] −→ µm(k)

(P,Q) 7−→ em(P,Q) :=
gQ(X+P )
gQ(X)

où X est un élément quelconque de A.

Mumford montre que cette définition a du sens et que de plus em est un couplage c’est-à-dire une
application bilinéaire non dégénérée.

Soient P et Q deux éléments de A[m], nous pouvons les considérer comme des éléments de A∨∨[m]. Ces
deux points sont donc des faisceaux inversibles sur A∨ correspondant à des diviseurs DP et DQ. Il existe
deux fonctions fP et fQ sur A qui représentent les diviseurs mDP et mDQ. Lang [Lan58, théorème 6]
montre que couplage de Weil est alors donné par la formule

em(P,Q) =
fQ(P )fP (O)

fP (Q)fQ(O)
.

Nous reviendrons sur ce couplage dans le cas particulier des jacobiennes de courbes, page 20, et dans
celui des tores complexes, page 31.

Nous avons vu que le noyau d’une isogénie entre variétés abéliennes est un sous-groupe fini de la
variété. Pour les variétés principalement polarisées, nous avons la condition supplémentaire

Propriété 2.1.12. Soit φ une isogénie entre variété abélienne principalement polarisées. Si φ respecte
les polarisations alors ker(φ) est un sous-groupe isotrope pour le couplage de Weil sur A.

Soit C un sous-groupe fermé d’une variété abélienne A, il existe une unique variété abélienne B = A/C
(à isomorphisme près) et une isogénie φ de A dans B tels que

– ker(φ) = C,
– K(A)/φ∗(K(B)) soit séparable.

Soit λ une polarisation sur la variété A de degré premier à la caractéristique du corps et qui soit associée
à un fibré ample L. Il existe un fibré ampleM sur B telle que L = φ∗M si et seulement si ker(φ) ⊂ ker(λ)
et si le couplage de Weil est trivial sur ker(φ) × ker(φ). Ainsi, pour que l’isogénie soit une isogénie de
variétés abéliennes polarisées, il faut supposer que le sous-groupe C est isotrope pour le couplage de Weil
et inclus dans ker(λ).

Propriété 2.1.13. Toute isogénie φ entre deux variétés abéliennes A et B se décompose en un pro-
duit π ◦ ψ avec

ψ : A −→A/ker(φ)

et où π est une isogénie inséparable.
Cette proposition reste valide si nous rajoutons la notion de polarisation.

Dans cette thèse nous nous intéressons uniquement aux d-isogénies séparables de degré premier à la
caractéristique du corps (qui sera systématiquement différente de 2). Nous avons alors la décomposition

d = 2β2`α1
1 . . . `αkk

à laquelle correspond une décomposition

φ = φβ2

2 φα1

`1
. . . φαk`k

où φ` est une isogénie séparable de degré `. Nous avons séparé le degré 2 car comme nous le verrons dans
le chapitre 7, les isogénies de degré pair se comportent différement de celles de degré impair.
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Chapitre 2. Variétés abéliennes

Propriété 2.1.14. Soient A et B deux variétés abéliennes. S’il existe une isogénie φ de degré n de A
vers B alors il existe une isogénie φ̂ de degré n de B vers A appelée l’isogénie contragrédiante et qui
vérifie

φ ◦ φ̂ = [n]B et φ̂ ◦ φ = [n]A.

Deux variétés abéliennes sont dites isogènes s’il existe une isogénie entre elles. La relation « être
isogène » est une relation d’équivalence sur les variétés abéliennes (la propriété précédente permettant
de montrer que cette relation est bien symétrique). Cette relation est plus faible que « être isomorphe »,
mais il existe néanmoins une notion d’ « irréductibilité » pour cette relation.

Définition 2.1.15. Une variété abélienne sur un corps k est dite simple si ses seules sous-variétés
abéliennes sur k sont {0} et elle-même. Une variété abélienne est décomposable si elle n’est pas simple.
Une variété abélienne est dite absolument simple si elle est simple sur la clôture algébrique du corps où
elle est définie.

Soit B ⊂ A une sous-variété abélienne stricte. Alors il existe une variété abélienne C telle que A est
isogène à B × C. De ce fait,

Théorème 2.1.16. Toute variété abélienne est isogène à un produit de variétés abéliennes simples. Ces
dernières sont uniques à permutations et à isogénies près.

2.1.3 Considérations arithmétiques

Du point de vue arithmétique, nous disposons d’une généralisation du théorème de Mordell-Weil :

Théorème 2.1.17. Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K. Le groupe A(K) est un
groupe abélien de type fini.

Ce théorème a été prouvé par Mordell pour les courbes elliptiques, par Weil dans sa thèse pour les
jacobiennes et par Taniyama dans le cas général. Notons aussi une extension par Lang et Néron pour
d’autres type de corps. Une preuve se trouve dans [Ser89].

Pour les corps finis, les conjuctures de Weil (prouvées par Weil dans le cas des variétés abéliennes et
Deligne dans le cas des variétés algébriques générales) impliquent des bornes sur le nombre de points d’une
variété. Soit A une variété algébrique sur un corps fini Fq. La fonction zeta associée à A est définie par

ζA(s) = exp

( ∞∑
n=1

#A (Fqn)

n

1

qns

)
.

La fonction ZA(t) ∈ Q[[t]] définie par ζA(s) = ZA(1/qs) est plus pratique à manipuler. Par définition,

ZA(t) = exp

( ∞∑
n=1

#A (Fqn)
tn

n

)
.

Le Frobenius (mise à la puissance q) fixe uniquement les points de A(Fq) et donc

#A(Fq) = deg(π − 1) = χπ(1)

où χπ(t) ∈ Z[t] est le polynôme caractéristique du Frobenius.

Théorème 2.1.18 (conjectures de Weil). Soit A une variété abélienne de dimension g. La fonction ZA
est rationnelle : il existe des polynômes Pi à coefficients dans Q tels que

ZA(t) =
P1(t)P3(t) . . . P2g−1(t)

P0(t)P2(t) . . . P2g(t)
.
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2.1. Définitions et premières propriétés

La fonction ZA vérifie l’équation fonctionnelle

ZA

(
1

qgt

)
= ±q

gE
2 tEZA(t)

où E est la caractéristique d’Euler de A. Le polynôme caractéristique χπ(t) ∈ Z[t] du Frobenius s’écrit

χπ(t) =

2g∏
i=1

(t− ai)

et l’analogue de l’hypothèse de Riemann précise que les ai ∈ C sont de norme
√
q. Les polynômes Pi sont

alors
P0(t) = 1− t, P2g(t) = 1− qgt,

Pj(t) =
∏

(1− αijt) ∀1 ≤ j ≤ 2g − 1

où αij parcourent les produits de j racines ai distinctes de χπ.

L’analogue de l’hypothèse de Riemann implique que

| #A (Fq)− qg − 1 |≤ Cqg− 1
2

où C est une constante. Ce théorème montre que le cardinal d’une variété abélienne sur un corps fini Fq
est de l’ordre de qg.

Dans le cas où la variété est une courbe ou sa jacobienne, les conjectures de Weil impliquent le théorème
plus précis suivant :

Théorème 2.1.19. Soit C une courbe de genre g sur un corps fini Fq,

| #C(Fq)− (q + 1) |≤ 2g
√
q

(
√
q − 1)2g ≤ # JacFq (C) ≤ (

√
q + 1)2g

Tate [Tat66] a démontré que deux variétés isogènes ont le même polynôme caractéristique du Frobe-
nius. De ce fait, les fonctions zeta et les cardinaux #A (Fqm) sont des invariants de la classe d’isogénie
de A. Des polynômes unitaires à coefficients entiers ayant 2g racines complexes de normes

√
q sont appelés

des polynômes q de Weil. Honda [Hon68] a montré une réciproque au théorème de Tate : tout polynôme q
de Weil est le polynôme caractéristique de l’action du Frobenius sur une certaine variété abélienne. Notons
que cette variété abélienne n’est pas forcément principalement polarisée.

Les conjectures de Weil donnent des bornes sur le cardinal des variétés abéliennes sur les corps finis.
Nous voulons savoir comment se comporte ce cardinal quand le corps et/ou la variété varie.

Considérons d’abord le cas de la dimension 1, c’est-à-dire celui des courbes elliptiques. Leur cardinal
se trouve dans l’intervalle

[
q + 1− 2

√
q, q + 1 + 2

√
q
]

et nous pouvons considérer la distribution de

#E(Fq)− (q + 1)

2
√
q

.

Deux cas sont intéressants : le premier quand q est fixé mais que nous considérons toutes les courbes
sur Fq et le deuxième cas quand nous prenons la réduction d’une courbe de Q et que nous faisons varier p.

Fixons une puissance q d’un nombre premier p. La distribution des cardinaux de classes d’isomor-
phismes de courbes elliptiques E(Fq) tend vers celle de Sato-Tate quand q tend vers l’infini [Bir68, Yos73].

Le cardinal des courbes elliptiques sur Fp a de meilleures propriétés de divisibilité que les nombres
aléatoires. Ainsi Lenstra [Len87, 1.14] et Howe [How93, th. 1] montrent que la probabilité qu’une courbe
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sur Fp ait un cardinal divisible par un entier n est toujours strictement supérieure à celle d’un nombre
« aléatoire » autour de p. Plus formellement, dans le cas où ` est premier,

#

{
courbes elliptiques E sur Fp modulo isomorphismes
telles que #E(Fp) ≡ 0 mod `

}
=

{ 1
`−1p+O

(
`
√
p
)

p ≡ 1 mod `
`

`2−1p+O
(
`
√
p
)

p 6≡ 1 mod `

Pour un nombre aléatoire la probabilité qu’il soit divisible par ` est de 1/` et est donc strictement inférieure
à celle pour les courbes elliptiques. On pourra également consulter [CH11]. Remarquons cependant que
certaines paramétrisations (par exemple celle de Suyama page 76) ne permettent pas d’obtenir toutes les
courbes sur Fp. Il serait intéressant d’avoir de tels résultats pour des sous-familles de courbes sur Fp.

Ces propriétés sont notamment utilisées pour estimer la probabilité de succès de l’algorithme ECM
(chapitre 4).

Initialement, ces questions ont été étudiées pour avoir des heuristiques sur la conjecture de Sato-
Tate. Soit une courbe elliptique E sur Q, considérons les premiers p pour lesquels elle a bonne réduction.
Supposons que la courbe n’est pas à multiplication complexe alors la conjecture de Sato-Tate donne
la distribution de (#E(Fp) − (p + 1))/(2

√
p) dans [−1, 1] quand p varie. Cette distribution est semi-

circulaire. La conjecture a été prouvée par Clozel, Harris, Taylor, Shepherd-Barron pour certaines familles
de courbes.

Dans le cas de courbes de genre plus grand, citons les travaux de Kedlaya et Sutherland [KS10] qui
ont généralisé ces conjectures aux courbes hyperelliptiques de genre 2.

2.2 Courbes hyperelliptiques

En dimension 1 et 2, toute variété abélienne simple principalement polarisée est la jacobienne d’une
courbe hyperelliptique. Comme les cas intéressants cryptographiquement sont ceux de dimension petite,
il est naturel de s’intéresser particulièrement à ces courbes.

En dehors des ouvrages généraux sur les variétés abéliennes déjà cités et qui comportent de nombreux
résultats pour les courbes et leurs jacobiennes, on pourra consulter la thèse de Gaudry [Gau00] et les
livres [CF05] et [Sti93]. Ce dernier est intéressant car il prend le point de vue des corps de fonctions.

2.2.1 Forme de Weierstraß

Définition 2.2.1. Une courbe hyperelliptique C sur un corps k est un recouvrement séparable de degré 2
de la droite projective π : C → P1(k).
Il existe un morphisme non trivial appelé involution hyperelliptique qui échange les points dans les fibres
de π.

On demande parfois, pour qu’une courbe soit hyperelliptique, que son genre soit supérieur ou égal à
2 car dans ce cas le corps k(x) est unique. Nous ne faisons pas cette hypothèse ici car les propriétés qui
en découlent (voir par exemple [Sti93, VI.2.4]) ne sont pas utilisées. Par conséquent, nos résultats sont
aussi valides pour les courbes elliptiques (genre 1).

En tant que corps de fonctions, cette définition se traduit par le fait que k(C) doit être une extension
séparable de degré 2 de k(x). Il existe donc un élément y dans k(C) tel que k(C) = k(x, y). Nous pouvons
supposer que y est un entier quitte à le multiplier par un élément de k(x). Il existe donc des polynômes h
et f de k[x] tels que y soit une solution de Y 2 + h(x)Y = f(x). La courbe a donc pour équation (affine)

C : y2 + h(x)y = f(x).

Le recouvrement π : C → P1(k) est donné par π(x, y) = x et l’involution hyperelliptique ι est définie par

ι :

{
C −→ C

(x, y) 7−→ (x,−y − h(x))

Remarque 2.2.2. Dorénavant, nous nous plaçons dans le cas de corps de caractéristique différente de 2.
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Dans ce cadre, nous pouvons, par une translation sur y, supposer que le polynôme h est nul. De plus,
quite à prendre une homothétie, f est supposé sans facteur carré. La courbe devient C : y2 = f(x).
Si de plus f est de degré impair 2g + 1, son coefficient dominant c est égal à 1 après le changement de
variable x = cX et y = cg+1Y . Un modèle projectif de la courbe est donné par l’homogénéisation de cette
équation :

C : y2zd−2 = f(x, z)

où d = deg(f) et où nous avons encore noté f pour le polynôme homogénéisé de f .

Théorème 2.2.3. La courbe hyperelliptique C d’équation y2 = f(x) où f est sans facteur carré est lisse
en tout point affine de k̄.
Cette courbe possède un point à l’infini P∞ = (0 : 1 : 0) et pour d = deg(f) ≥ 4, la courbe est singulière
en ce point. Après éclatement de la singularité, C possède à l’infini

– un unique point rationnel si d est impair.
– Deux points rationnels si d est pair et si le coefficient dominant de f est un carré dans k.
– Deux points non rationnels conjugués sous l’action du groupe de Galois sinon.

Quand le degré de f est impair on dit que la courbe a un modèle imaginaire, et dans l’autre cas, un modèle
réel.

La preuve de ce théorème est donnée dans [Gal11, 11.1.1] en utilisant les coordonnées projectives avec
poids : considérons l’espace projectif avec poids (X,Y, Z) où X et Z ont poids 1 et Y a poids g + 1. La
courbe C a pour équation

Y 2 = Fg+1(X,Z) Fg+1(X,Z) := Zg+1f

(
X

Z

)
cette courbe est lisse en tout point. Elle possède 1 ou 2 points à l’infini suivant le degré de f : ce sont les
points (1 : α : 0) où α est une racine de x2 − a2g+2 et a2g+2 est le coefficient de degré 2g + 2 de f .
En spécialisant une variable, nous obtenons un recouvrement affine de la courbe. Commençons par poser
Z = 1, dans ce cas nous retrouvons l’équation affine originelle de la courbe :

Y 2 = Fg+1(X, 1) = f(X)

Posons ensuite X = 1, nous obtenons l’équation

Y 2 =

2g+1∑
i=0

aiZ
2g+2−i

Nous pouvons revérifier que sur ces deux ouverts (X 6= 0 et Z 6= 0), les équations respectives définissent
des courbes lisses. De plus, sur l’intersection des ouverts nous pouvons définir l’application rationnelle

(X,Y ) −→ (Z, Y ) :=

(
1

X
,

Y

Xg+1

)
qui est un isomorphisme de la première courbe sur la deuxième (les courbes étant considérées sur l’inter-
section des ouverts).

Remarque 2.2.4. Il faut faire attention aux abus de notations. Ainsi bien que nous définissions la
courbe C par l’équation affine y2 = f(x), nous considérons bien souvent C comme étant la courbe projec-
tive associée. De même, nous utilisons aussi cette notation pour parler de la courbe désingularisée.
Quand le degré du polynôme f est impair, il existe un unique point de la courbe désingularisée au des-
sus de P∞ = (0 : 1 : 0) ∈ C. Nous utilisons encore la notation P∞ pour désigner le point sur la courbe
désingularisée et informatiquement nous le « codons » par (0 : 1 : 0).

Les points de ramification du morphisme π : C → P1(k) sont appelés points de ramification ou points
de Weierstraß. Ce sont les points (a, 0) où a est une racine de f et si C a un modèle imaginaire il faut y
rajouter le point P∞.
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Théorème 2.2.5. Soit f un polynôme sans facteur carré de degré 2g+ 1 ou 2g+ 2, le genre de la courbe
y2 = f(x) est g.

Démonstration. Appliquons la formule de Hurwitz au morphisme π : C → P1(k) de degré 2. Si f est
de degré 2g + 1, ses points de ramification sont P∞ et les (a, 0) où a est une racine de f . Si f a pour
degré 2g+2 alors les seuls points de ramification de π sont les (a, 0). Dans les deux cas, nous avons 2g+2
points de ramification de degré 2. La formule de Hurwitz donne alors

2g (C)− 2 = 2(2 · 0− 2) + (2g + 2)(2− 1)

où g (C) est le genre de la courbe C. Nous obtenons donc g (C) = g.

Un modèle très utile des courbes hyperelliptiques est celui de Rosenhain :

y2 = x(x− 1)

2g−1∏
i=1

(x− ai).

Toute courbe hyperelliptique peut se mettre sous cette forme mais il faut en général prendre une extension
de corps. En effet, toute la 2-torsion est rationnelle. Même si la 2-torsion est rationnelle, il peut être
nécessaire de prendre une extension de degré 2 pour obtenir une forme de Rosenhain de la courbe.

Nous considérons les courbes modulo isomorphisme. La classe d’isomorphisme d’une courbe n’est pas
une notion géométrique.

Définition 2.2.6. Soit C une courbe définie sur un corps k. Une tordue de C est une courbe isomorphe
à C sur la clôture algébrique k de k mais pas sur k.

Exemple 2.2.7. Soit C : y2 = f(x) une courbe hyperelliptique sur un corps k (non algébriquement clos)
et soit κ un non résidu quadratique de k. La courbe

C̃ : κy2 = f(x)

est une tordue quadratique de C. S’il n’existe qu’une seule classe de non résidus quadratiques (comme
c’est le cas sur les corps finis), nous parlerons de la tordue quadratique de C.

2.2.2 Jacobiennes de courbes

Contrairement aux courbes elliptiques, les points sur une courbe de genre g ne forment pas un groupe.
Il faut travailler sur la jacobienne de la courbe.

Dans cette section, nous ne considérons que des courbes projectives lisses définies sur un corps parfait.
Ces conditions sont suffisantes pour avoir une équivalence entre les diviseurs de Weil (que nous allons
présenter ici) et les faisceaux inversibles. Dans le cas particulier des courbes hyperelliptiques, ces conditions
signifient que nous considérons les modèles désingularisés des courbes.

Définition 2.2.8. Soit C une courbe lisse définie sur un corps k parfait. Le groupe des diviseurs Divk(C)
sur k est le groupe libre engendré par les points de C(k).
Un élément σ du groupe de Galois G = Gal(k/k) agit sur Divk(C) de la façon suivante :

σ

 ∑
P∈C(k)

nPP

 =
∑
P∈

nPσ(P )

Un diviseur sur k, est un élément de Divk(C) stable sous l’action de G. On note Divk(C) l’ensemble des
diviseurs sur k, c’est-à-dire

Divk(C) = Divk(C)G
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Un élément de Divk(C) est donc une somme formelle finie de points C(k) globalement stable sous
l’action de Galois. L’ensemble des points de cette somme forme le support du diviseur. Un diviseur D
dont tous les coefficients sont positifs est dit effectif et est noté D ≥ 0. Cette relation définit naturellement
une relation d’ordre partiel compatible avec la structure de groupe sur Divk(C).

Définition 2.2.9. Il existe un morphisme de groupe appelé degré :

deg :

{
Divk(C) −→ Z∑
P∈C(k) nPP 7−→

∑
P∈C(k) nP

Le noyau de cette application est noté Div0
k(C).

Parmi les diviseurs de degré 0 certains proviennent des fonctions rationnelles :

Théorème 2.2.10. Soit f un élément de k (C), les zéros et pôles de f sont des points de C(k̄) en nombre
fini. Considérons

div(f) =
∑

P∈C(k)

ordP (f)P.

C’est un diviseur qui appartient à Div0
k(C). Les diviseurs de ce type sont appelés principaux.

L’ensemble des diviseurs principaux Prk(C) = {div(f), f ∈ k (C)∗} forme un sous-groupe de Div0
k(C).

Il est donc naturel de considérer le groupe quotient.

Définition 2.2.11. Le groupe de Picard zéro est le quotient du groupe des diviseurs de degré 0 par les
diviseurs principaux :

Pic0
k(C) = Div0

k(C)/Prk(C)

Le groupe G = Gal(k/k) agit sur Pic0
k̄(C) de façon naturelle. En toute généralité, le groupe Pic0

k(C)
est différent du groupe Pic0

k̄(C)G. De ce fait, le groupe Pic0
k(C) n’est pas pratique à utiliser. Il existe une

variété abélienne de dimension g, le genre de la courbe, appelée jacobienne et notée Jac(C) telle que

Jack(C) = Pic0
k
(C)

où nous notons Jack(C) l’ensemble des points k rationnels de la variété abélienne Jac(C). Pour un corps k
quelconque, Jack(C) peut donc différer de Pic0

k(C). Si la courbe C est de genre 0 alors Jack(C) = 0 et si
elle est de de genre 1 et possède un point k-rationnel alors Jack(C) = C.

Plus généralement, quand la courbe C a un point k-rationnel, nous avons les égalités

Pic0
k̄(C)G = Pic0

k(C), Jack(C) = Pic0
k(C).

Comme nous considérons principalement des courbes hyperelliptiques ayant un modèle (projectif désin-
gularisé) imaginaire, les courbes ont toujours un point rationnel : le point à l’infini P∞.

Soit D un diviseur, l’espace L(D) défini par

L(D) = {f ∈ k(C)∗, div(f) ≥ D} ∪ {0}

est un espace vectoriel de dimension finie. Le théorème suivant précise la dimension de cet espace

Théorème 2.2.12 (Riemann-Roch). Soit C une courbe de genre g. Il existe un diviseur W appelé diviseur
canonique tel que pour tout diviseur D ∈ Divk(C),

dim (L(D)) = deg(D) + 1− g + dim (L(W −D)) .

Une preuve du théorème de Riemann-Roch est par exemple donnée dans [Sti93, I.5.15]. Dans sa
construction de la variété jacobienne, Weil a utilisé ce théorème pour obtenir une loi de groupe rationnelle
sur C(g), le produit symétrique de la courbe C. Weil a ensuite construit un groupe algébrique à partir de
C(g) et de cette loi.
Le théorème de Riemann-Roch fournit une représentation compacte des diviseurs :
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Théorème 2.2.13. Soit C une courbe de genre g ayant un point k-rationnel P0 fixé. Alors toute classe
de diviseurs de Jac(C) contient un unique diviseur D = E − rP0 vérifiant

– E est un diviseur effectif de degré r ≤ g,
– P0 n’appartient pas au support de E,
– r est minimal

Un diviseur sous cette forme est dit réduit. L’entier r s’appelle le poids du diviseur.

Soit P0 un point sur la courbe C(k) et soit r un entier. Nous avons une application naturelle

Cr −→ Jac(C)
(P1, . . . , Pr) 7−→ P1 + . . .+ Pr − rP0

qui induit une application du produit symétrique C(r) dans Jac(C). Nous notonsW r son image dans Jac(C).
Pour r ≤ g, cette application est birationnelle. En particulier, pour r = g, le produit symétrique C(g) et
la jacobienne Jac(C) sont birationnellement équivalents. Les W r sont des sous-variétés fermées de Jac(C)
qui peuvent être vues comme l’image des diviseurs effectifs de degré r.

Définition 2.2.14. Comme W g−1 est une sous-variété fermée de Jac(C) de codimension 1, c’est un
diviseur premier sur Jac(C). Elle est appelée diviseur thêta et est notée Θ.

Le faisceau inversible L(Θ) sur Jac(C) correspondant au diviseur Θ définit un isomorphisme de Jac(C)
sur sa variété duale. De ce fait

Théorème 2.2.15. La variété abélienne Jac(C) est principalement polarisée.

La polarisation ainsi obtenue est appelée canonique. Le théorème de Torelli dit qu’une courbe est
uniquement déterminée par sa jacobienne et la polarisation canonique sur cette variété abélienne.

Finalement, citons la propriété suivante qui justifie l’étude des jacobiennes de courbes hyperelliptiques

Propriété 2.2.16. Toute variété abélienne de genre g, absolument simple et principalement polarisée est

– pour g = 1, une courbe elliptique,
– pour g = 2, la jacobienne d’une courbe hyperelliptique,
– pour g = 3, la jacobienne d’une courbe (non obligatoirement hyperelliptique).

En genre plus grand, il existe des variétés abéliennes principalement polarisées qui ne sont pas des
jacobiennes de courbe.

Dans le cas particulier des jacobiennes de courbes, le couplage de Weil a une forme plus agréable.
Soient P et Q deux éléments de Jack(C)[m], c’est à dire que [m]P = [m]Q = 0 et supposons qu’ils soient
de supports disjoints. Il existe donc deux fonctions fP et fQ sur C telles que

Div(fP ) = [m]P, Div(fQ) = [m]Q.

Le couplage de Weil est alors donné par la formule

em(P,Q) =
fQ(P )

fP (Q)
.

Dans le cas elliptique, l’équivalence de cette formule et de celle de la définition 2.1.11 est classique : elle
est par exemple mentionnée dans [Hus87, remarque 3.7] ou dans [Sil86, exercice 3.16] (avec une erreur
de signe dans ce dernier cas). Une formule légèrement plus générale et permettant de s’affranchir de
l’hypothèse des supports disjoints se trouve dans [How96].
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2.2.3 Calcul dans les jacobiennes de courbes hyperelliptiques

Soit C une courbe hyperelliptique d’équation y2 = f(x) ayant un modèle imaginaire. Nous pouvons
spécialiser le théorème 2.2.13 avec le point P∞ ∈ C(k) au lieu du point P0. Nous avons alors une carac-
térisation plus précise des diviseurs réduits.

Théorème 2.2.17. Soit C une courbe hyperelliptique de genre g, et d’équation

y2 = f(x) avec deg(f) = 2g + 1.

Toute classe de diviseurs de Jac(C) contient un unique diviseur D = E − rP∞ vérifiant
– E est un diviseur effectif de degré r ≤ g,
– P∞ n’appartient pas au support de E,
– P et ι(P ) (où ι est l’involution hyperelliptique) n’apparaissent pas simultanément dans le support.

Un diviseur sous cette forme est dit réduit. L’entier r s’appelle le poids du diviseur.

Une conséquence du troisième point est qu’un point de Weierstraß (c’est-à-dire un point de coordonnées
(a, 0) où a est une racine de f) n’apparâıt pas avec un coefficient plus grand que 1 dans le support de E.
Une représentation agréable d’une classe de diviseur est donnée par

Définition 2.2.18. Soit C une courbe hyperelliptique d’équation y2 +h(x)y = f(x) définie sur un corps k
et soit

D =

r∑
i=1

Pi − rP∞

avec Pi = (xi, yi) un diviseur réduit sur cette courbe. Alors D peut être représenté (de manière unique)
par deux polynômes u, v à coefficients dans k et vérifiant

– u(x) =
∏r
i=1(x− xi),

– deg v < deg u = g,
– v(xi) = yi pour tout 1 ≤ i ≤ r,
– u divise v2 − f .

On dit que (u, v) sont les coordonnées de Mumford du diviseur.

Le polynôme u code les abscisses des points du support de D tandis que v code leurs ordonnées. La
dernière condition permet de prendre en compte les multiplicités des points.

Des variantes permettant de traiter les courbes de modèle réel ont été proposées par [EJS+07,
GHMM08]. Dans le cas d’une courbe de modèle réel, nous avons deux points à l’infini P+

∞ et P−∞. L’idée
est de modifier la représentation 2.2.17 pour tenir compte de ces deux points. Par exemple si g est pair,
nous pouvons remplacer gP∞ par g

2 (P+
∞ + P−∞).

Géométriquement, la loi de groupe est donnée par le dessin 2.2. Soit D1 et D2 deux diviseurs réduits
génériques sur Jac(C). Nous construisons la courbe γ de degré 2g− 1 passant par les points des supports
de ces diviseurs. Cette courbe coupe C en g autres points R1, . . . , Rg. De ce fait

D1 +D2 +

g∑
i=1

Ri − gP∞ = Div(γ) = 0.

Si Ri a pour coordonnées (xi, yi) alors la fonction x− xi a pour diviseur Ri + ι(Ri)− 2P∞ et donc

D1 +D2 =

g∑
i=1

ι(Ri)− gP∞.

Nous avons ainsi construit le diviseur réduit correspond à D1 +D2.

Soit C une courbe hyperelliptique de modèle imaginaire sur un corps de caractéristique différente
de 2. L’algorithme de Cantor [Can87] permet de calculer la loi de groupe de Jac(C) avec des diviseurs
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P1

P2
Q1

Q2

R1

R2

P∞

Figure 2.2 – Addition de deux diviseurs génériques dans la jacobienne d’un courbe hyperelliptique de
genre 2 : (P1 + P2 − 2P∞) + (Q1 +Q2 − 2P∞) = (R1 +R2 − 2P∞)

représentés par leurs coordonnées de Mumford (algorithme 6). Il se décompose en deux étapes, la première
(points 1 à 4) consiste à calculer les coordonnées du diviseur semi-réduit D1 + D2. La deuxième étape
(points 5 à 8) consiste à le réduire jusqu’à obtenir un diviseur de poids inférieur ou égal à g.
Pour les courbes de modèle réel, des algorithmes du même type sont donnés dans [EJS+07, GHMM08].

Génériquement, la complexité de l’algorithme de Cantor est

O (M(g) log(g) + gM(g))

où M(d) est le nombre d’opérations à effectuer pour faire une multiplication de polynômes de degré infé-
rieur à d. Notons que pour les grands genres, Cantor [Can87] a proposé un autre algorithme de réduction
asymptotiquement meilleur. En pratique, g est « petit » et M(g) est égal à g2 (avec la multiplication
näıve) ou à glog2(3) (avec Karatsuba).
En genre fixé et notament pour le genre 2 et 3, il est possible de dérouler l’algorithme de Cantor. Ceci
permet d’économiser certaines opérations. Par ailleurs, de nombreux paramètres rentrent en compte
pour choisir le meilleur système de coordonnées (projectives, affines, variables supplémentaires,...) et les
meilleurs formules. Parmis les divers papiers sur ce sujet, citons celui de Lange [Lan05] pour le genre 2
qui rassemble des formules et donne leur complexité pour trois systèmes différents de coordonnées.
Pour des applications cryptographiques, nous pouvons souvent choisir des courbes et des diviseurs parti-
culiers. Ainsi si certains coefficients sont nuls ou s’ils sont petits alors les formules sont moins coûteuses.
Par exemple l’utilisation de diviseurs du type P − P∞ permet d’avoir des polynômes u et v initiaux de
degré 1 et 0 et de ce fait de n’avoir que deux coefficients à gérer.

2.3 Variétés analytiques

2.3.1 Liens avec les variétés algébriques

Comme les fractions rationnelles sont des fonctions méromorphes, les variétés algébriques sont des
variétés analytiques. De même les morphismes algébriques entre deux telles variétés sont des morphismes
analytiques. La réciproque est en générale fausse : le tore Cg/ΩZg+Zg où Ω est une matrice de Matg×g(C)
ne peut être le lieu des zéros d’un système polynomial.

Le théorème de Chow [Cho49] montre que tout sous-ensemble analytique fermé de l’espace projectif
est algébrique. Une application de ce théorème est que toute application holomorphe f entre une variété
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Algorithme 6 Algorithme de Cantor

Entrée: les coordonnées de Mumford (u1, v1) et (u2, v2) de deux diviseurs D1 et D2 de Jac(C) où C est
la courbe d’équation y2 = f(x).

Sortie: les coordonnées de Mumford (u, v) de D1 +D2.

1: Grâce au pgcd étendu, calculer d = pgcd(u1, u2, v1 + v2) = s1u1 + s2u2 + t(v1 + v2).
2: u := u1u2/d

2

3: v := (s1u1v2 + s2u2v1 + t(v1v2 + f)) /d
4: v := v mod u

5: while deg(g) > g do
6: u :=

(
f − v2

)
/u

7: v := −v mod u
8: end while

9: return Les polynômes (u, v).

algébrique compacte X dans une variété algébrique Y est régulière [Ser56, proposition 15]. En particulier,
si X est une variété abélienne, alors X est compacte et il est possible d’appliquer la propriété précédente :
tout morphisme analytique entre deux variétés abéliennes est un morphisme algébrique.

Par exemple, nous appliquerons ce résultat dans le cadre suivant : soit Jac(C) une jacobienne de
courbe hyperelliptique sur C donnée avec les coordonnées de Mumford, d’après 2.2.2 et 2.1.1, Jac(C) est
une variété abélienne donc compacte. Dans la section 2.3.3, nous donnerons un isomorphisme analytique
entre Jac(C) et un tore Cg/ΛΩ. Dans le chapitre suivant, nous utiliserons un résultat de Mumford donnant
un plongement (analytique) de Cg/ΛΩ dans Pn(C) grâce aux fonctions thêta. Par composition de ces
deux applications, nous obtenons un isomorphisme analytique entre Jac(C) et une sous-variété de l’espace
projectif. Ce morphisme est donc algébrique d’après les résultats de Serre et il est donc naturel d’en
trouver les équations. Cela sera fait dans le chapitre 5.

Dans toute cette thèse nous prouvons des propriétés algébriques sur C mais nous voulons les appliquer
sur d’autres corps et en particulier sur les corps finis. Quand le corps est plongé dans C, les équations
sont valides par restriction.

Un corps algébriquement clos K de caractéristique 0 et de degré de transcendance sur Q dénombrable)
peut être plongé dans C par le principe de Lefschetz. Le plongement n’est pas topologique mais nous avons
le droit d’utiliser des résultats algébriques prouvés à l’aide de la topologie (et en particulier nous pouvons
utiliser le tore complexe Cg/ΛΩ). En résumé, tout résultat algébrique sur C se transporte sur K.

Étant donnée une variété abélienne sur un corps fini Fq avec q = pe, nous pouvons relever la variété
sur une extension algébrique K de Qp puis la plonger dans Cp et utiliser le principe de Lefschetz. Nous
obtenons alors des résultats sur le relevé de la variété dans K et par réduction modulo P les résultats se
transportent sur la variété originale sur Fq. Ce principe de demonstration est applicable pour les variétés
ordinaires. Il faut cependant faire attention à avoir de bonnes propriétés de réduction modulo p.

Par ailleurs, la majorité des résultats de cette thèse sont applicables sur des corps de fonctions.
De ce fait nous pouvons considérer que les paramètres des courbes ou les coordonnées des points sont
des paramètres formels. Il faut cependant faire attention au fait que les corps de fonctions ne sont pas
obligatoirement parfaits.

2.3.2 Tores complexes

Cette section est basée sur le chapitre 4 de [CS86] écrit par Rosen.

Un tore complexe de dimension g est le quotient de Cg par un réseau Λ. Il est clair que Cg/Λ est une
variété analytique compacte. Soit Λ1 et Λ2 deux réseaux de Cg. Si α ∈ Matg×g(C) est telle que αΛ1 ⊂ Λ2
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alors la multiplication par α,

φα :

{
Cg/Λ1 −→ Cg/Λ2

z 7−→ αz mod Λ2,

est une application holomorphe entre les deux tores. Ce sont en fait les seules préservant 0.

Propriété 2.3.1. L’application

{α ∈ Matg(C) αΛ1 ⊂ Λ2} −→ {φ : Cg/Λ1 → Cg/Λ2 holomorphe et telle que φ(0) = 0}
α 7−→ φα

est une bijection.

L’équivalent de la polarisation pour les tores est fourni par l’existence d’une forme hermitienne particu-
lière. Précisons la convention que nous utilisons pour les formes hermitiennes : ce sont des applications H
de Cg ×Cg dans C qui sont C-linéaires par rapport à la première variable et telle que H(x, y) = ¯H(y, x).
De ce fait elles sont anti-linéaires par rapport à la deuxième variable.

Une forme hermitienne H se décompose en une partie réelle et une partie imaginaire : pour tout
vecteurs x, y de Cg, nous avons H(x, y) = E(ix, v) + iE(x, y) où E = =(H) est une forme bilinéaire
alternée à valeurs réelles. Pour tout x, y, nous avons la relation E(ix, iy) = E(x, y).

Définition 2.3.2. Soit T = Cg/Λ un tore et soit H une forme hermitienne sur ce tore. On dit que H
est une forme de Riemann si sa partie imaginaire E = =(H) vérifie E(Λ,Λ) ⊂ Z.
Un tore est polarisé s’il existe une forme de Riemann H non dégénérée dessus. Il est principalement
polarisé si de plus Pf(=(H)) = 1 (où Pf est le pfaffien).

Demander que Pf(=(H)) = 1 implique que E = =(H) est non dégénérée. On parle alors de forme
symplectique.

Matrice des périodes

Pour tout réseau Λ ⊂ Cg, il existe une base de Λ sur R constituée de 2g vecteurs. Nous pouvons
écrire le réseau Λ comme Λ = PZ2g où P est une matrice de Matg×2g(C). Dans le cas où le tore est
principalement polarisé, la matrice P peut être choisie comme étant la base dans laquelle la matrice
de E = =(H) est :

J :=

[
0 Idg
− Idg 0

]
.

Streng [Str10, II.4.1] donne un algorithme permettant de transformer une base quelconque du réseau en
une base symplectique. Par définition, E(Px, Py) = txJy. Lang [Lan72, chapitre 8] prouve que la matrice
P vérifie des conditions supplémentaires suivantes appelées conditions de Riemann :

PJ−1 tP = 0, 2i(P̄ J−1 tP )−1 > 0

où > 0 signifie que la matrice hermitienne est définie positive. En fait la forme de Riemann est, sur la
base canonique de Cg,

H(u, v) = tu
(
2i(P̄ J−1 tP )−1

)
v̄.

Posons P = (P1, P2) avec P1 et P2 dans Matg×g(C), les matrices Pi sont inversibles car elles sont
composées de g vecteurs linéairement indépendants. En considérant l’application

Cg −→ Cg
z 7−→ P−1

2 z

Le tore Cg/Λ est isomorphe à Cg/ΛΩ où ΛΩ = ΩZg + Zg avec Ω = P−1
2 P1 ∈ GL(g,C). Les relations de

Riemann imposent les conditions suivantes sur Ω :

tΩ = Ω, =(Ω) > 0.

Définition 2.3.3. L’ensemble des matrices de GL(g,C) symétriques et de partie imaginaire définie po-
sitive est appelé espace de Siegel et est noté Hg.
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Action du groupe symplectique

Un autre choix de base symplectique produit, en général, une matrice Ω′ de Hg différente de Ω.
Explicitons ce qui se passe : soit P ′ = (P ′1, P

′
2) une autre base symplectique du réseau telle que E ait

la même matrice J dans cette nouvelle base, il existe une matrice γ de GL2g(Z) telle que P ′ = P tγ (la
transposée permettant d’avoir une action à gauche). La matrice de E dans la nouvelle base est alors γJ tγ.
Or par hypothèse, celle-ci est égale à J donc γ appartient au groupe symplectique Sp(2g,Z) où

Sp(2g,Z) =
{
γ ∈ GL2g(Z), γJ tγ = J

}
Posons

γ =

(
A B
C D

)
A,B,C,D ∈ Matg×g(Z).

L’équation P ′ = P tγ implique que

P ′1 = P1
tA+ P2

tB, P ′2 = P1
tC + P2

tD.

Revenons sur le lien entre les matrices Ω et Ω′. Nous avons

Ω′ = tΩ′

= tP ′1
tP ′−1

2

= t(P1
tA+ P2

tB) t(P1
tC + P2

tD)−1

= (A tP1 +B tP2)(C tP1 +D tP2)−1

= (A tP1
tP−1

2 +B) tP2
tP−1

2 (C tP1
tP−1

2 +D)−1

= (A tΩ +B)(C tΩ +D)−1

Ω′ = (AΩ +B)(CΩ +D)−1

Avant d’étudier l’action de Sp(2g,Z) sur les éléments de Hg, donnons quelques propriétés du groupe
symplectique :

Lemme 2.3.4.
γ ∈ Sp(2g,Z)⇐⇒ γ−1 ∈ Sp(2g,Z)⇐⇒ tγ ∈ Sp(2g,Z)

Soit γ =

(
A B
C D

)
∈ Mat2g×2g(Z), nous avons les équivalences suivantes

γ ∈ Sp(2g,Z) ⇐⇒
{

tAC et tDB sont symétriques
tAD − tCB = Id

⇐⇒
{
A tB et D tC sont symétriques
A tD −B tC = Id

Par ailleurs si γ =

(
A B
C D

)
appartient à Sp(2g,Z) alors la matrice γ−1 est donnée par

γ−1 =

(
tD − tB
− tC tA

)
.

Démonstration. La matrice γ appartient à Sp(2g,Z) si et seulement si γJ tγ = J . En multipliant à gauche
par γ−1 et à droite par tγ−1 nous obtenons l’équation J = γ−1J tγ−1 qui montre que γ−1 appartient
à Sp(2g,Z). Quand nous prennons l’inverse de cette dernière équation nous obtenons −J = tγ(−J) t( tγ)
ce qui montre que tγ appartient aussi à Sp(2g,Z).
Pour montrer la deuxième assertion du lemme, il suffit de calculer le produit de matrices(

A B
C D

)
J

(
tA tC
tB tD

)
=

(
A tB −B tA A tD −B tC
−D tA+ C tB C tD −D tC

)
25



Chapitre 2. Variétés abéliennes

Cette matrice doit être égale à J et donc nous obtenons la première équivalence. Pour montrer la deuxième,
nous appliquons cette équivalence à tγ au lieu de γ. Grâce à ces relations, nous vérifions que(

A B
C D

)(
tD − tB
− tC tA

)
=

(
tD − tB
− tC tA

)(
A B
C D

)
= Id2g

d’où la forme de γ−1.

Définition 2.3.5. Le groupe Sp(2g,Z) agit sur Hg par

Sp(2g,Z)×Hg −→ Hg(
A B
C D

)
, Ω 7−→ γ.Ω = (AΩ +B)(CΩ +D)−1

On peut vérifier que cette action est bien définie. En particulier, il faut montrer que γ.Ω appartient
bien à Hg.

Quand nous considérons seulement l’action de Sp(2g,Z) sur le demi-espace de Siegel, nous voyons
que − Id2g agit trivialement (ceci n’est plus le cas si nous rajoutons l’action sur Cg). Nous avons alors le
théorème suivant

Théorème 2.3.6. L’ensemble des classes de variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g
modulo isomorphismes est en bijection avec PSp(2g,Z)\Hg.

Soient Ω1 et Ω2 deux représentants de la même classe de PSp(2g,Z)\Hg. Les tores Cg/ΛΩ1
et Cg/ΛΩ2

sont isomorphes. Il doit donc, d’après la propriété 2.3.1, exister une matrice α ∈ GLg(C) telle que
l’isomorphisme soit donné par la multiplication par α. Un rapide calcul permet de trouver α et montre
la propriété suivante.

Propriété 2.3.7. Soient Ω1 et Ω2 deux matrices de Hg correspondant à des tores (principalement pola-

risés) isomorphes. Il existe alors une matrice γ =

[
A B
C D

]
de Sp(2g,Z) telle que

γ.Ω1 := (AΩ1 +B)(CΩ2 +D)−1 = Ω2.

L’isomorphisme entre les deux tores étant donné par

Cg/Ω1Zg + Zg −→ Cg/Ω2Zg + Zg
z 7−→ γ.Ω1

z := t(CΩ1 +D)−1z = (−Ω2C +A)z

Quand cela est clair par le contexte, nous écrivons γ.z au lieu de γ.Ω1z.

Si nous décomposons z ∈ Cg/Ω1Zg + Zg en z = Ω1a+ b où a et b appartiennent à Rg, nous avons

γ.z = γ. (Ω1a+ b) = (γ.Ω1) (Da− Cb) + (−Ba+Ab) = Ω2 (Da− Cb) + (−Ba+Ab)

Cette décomposition est utile pour étudier l’action sur les points de n-torsion du tore.

Sous-groupes du groupe symplectique

Nous allons souvent nous intéresser à des classes particulières d’isomorphismes. Commençons par
définir les groupes de congruences suivants.

Définition 2.3.8. Pour n ≥ 1, posons

Γ0(n) =

{[
A B
C D

]
∈ Sp(2g, z), C ≡ 0 mod n

}
Γn =

{[
A B
C D

]
∈ Sp(2g, z), B ≡ C ≡ 0 mod n, A ≡ D ≡ Idg modn

}
Γn,2n =

{[
A B
C D

]
∈ Γn, diag

(
tAC

)
≡ diag

(
tDB

)
≡ 0 mod 2n

}
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Avec les notations de la propriété 2.3.7, nous avons pour tout a, b ∈ Cg

γ.(Ω1a+ b) = (Ab−Ba) + Ω2(−Cb+Da) mod ΛΩ2
.

Toute matrice de Γ0(n) laisse globalement invariant le sous-groupe symplectique 1
nZ

g/Zg des points de
n-torsion du tore. Il y a en fait une bijection entre Γ0(n)\Hg et les classes d’équivalence de paires (A,K1)
où A est une variété abélienne principalement polarisée et où il existe K2 tel que

A[n] = K1 ⊕K2

soit une décomposition symplectique de la n-torsion. Les classes d’équivalences (A,K1) sont prises mo-
dulo la relation d’équivalence suivante : (A,K1) est équivalent à (A′,K ′1) si et seulement s’il existe un
isomorphisme de A vers A′ envoyant K1 sur K ′1.

Soit x et y deux points de n-torsion. Posons x = Ωa + b et y = Ωc + d avec a, b, c, d appartennant
à 1
nZ

g/Zg. Définissons alors
ẽn(x, y) = exp

(
−2iπn( tad− tbc)

)
.

Le groupe Γ(n) correspond à l’ensemble des isomorphismes qui fixent les points de n-torsion. De plus, le
couplage ẽn de n’importe quelle paire d’éléments de n-torsion reste inchangé.

Dans la suite, il sera alors utile de considérer les sous-groupes suivants.

Définition 2.3.9. Pour n ≥ 1, posons

Γ̃n =

{[
A B
C D

]
∈ Sp(2g, z), B ≡ C ≡ 0 mod n, A ≡ D ≡ ± Idg modn

}
,

Γ̃n,2n =

{[
A B
C D

]
∈ Γ̃n, diag

(
tAC

)
≡ diag

(
tDB

)
≡ 0 mod 2n

}
.

La différence par rapport aux groupes Γn et Γn,2n est que nous autorisons les matrices à être congrues
à ± Id modulo n.

2.3.3 Application d’Abel-Jacobi

Définition

Une variété abélienne de dimension g sur C est un groupe de Lie complexe et compact. D’après les
propriétés des groupes de Lie, elle est isomorphe analytiquement à un tore Cg/Λ où Λ est un réseau. Dans
le cas d’une variété principalement polarisée, nous avons vu que ce tore est isomorphe au tore Cg/ΛΩ

avec ΛΩ = Zg + ΩZg pour une certaine matrice Ω de Hg.
En fait, nous pouvons construire explicitement cet isomorphisme pour les courbes hyperelliptiques.

Le corps C étant algébriquement clos et de caractéristique 0, nous pouvons supposer qu’une courbe
hyperelliptique C est de la forme

y2 =

2g+1∏
i=1

(x− ai)

où les ai sont des nombres complexes distincts. Posons a2g+2 =∞ ∈ P1(C). Nous considérons la courbe C
comme une surface de Riemann compacte.

Choisissons g + 1 chemins γn de P1(C) d’origine a2n−1 et d’extrémité a2n tels qu’aucun chemin ne
se croise. Soit U l’ouvert de P1(C) complémentaire de ces chemins. Les fonctions ±

√
f(x) sont holo-

morphes sur U (après un choix initial de racine en un point). En coupant deux copies de P1(C) suivant
les chemins γn et en les recollant, nous pouvons reconstruire C : l’une des copies correspond à la fonc-
tion y =

√
f(x) et l’autre à y = −

√
f(x).

Considérons les chemins Ai et Bi du dessin 2.3. Dans le dessin 2.4, nous donnons leur projection sur
la droite x ∈ P1(C). Les chemins Ai et Aj ne se coupent pas si i 6= j, de même pour Bi et Bj . Le chemin
Ai ne coupe Bj que si i = j (dans ce cas, ils se coupent en un unique point). Ces chemins forment une
base du premier groupe d’homologie H1(C,Z) de la surface de Riemann compacte C.
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. . .

. . .
A1 A2 Ag

BgB2B1

Figure 2.3 – Lacets sur la courbe C vue comme surface de Riemann
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Figure 2.4 – Projection des lacets sur P1(C)
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Propriété 2.3.10. L’espace vectoriel des formes différentielles de première espèce Ω1(C) est explicitement
donné par

Ω1(C) =

{
ω =

P (x) dx

y
P ∈ C[X], deg(P ) ≤ g − 1

}
Définition 2.3.11. La matrice des périodes Ω associée à une courbe hyperelliptique C est définie de la
façon suivante : il existe une base normalisée (ωi)1≤i≤g de Ω1(C) telle que∫

Ai

ωj = δi,j .

Le coefficient (i, j) de Ω ∈ Matg,g(C) est alors donnée par

Ωij =

∫
Bi

ωj .

La matrice Ω ainsi obtenue n’est pas quelconque, Mumford [Mum83, cor. 2.2] montre qu’elle appartient
au demi-espace de Siegel Hg. Nous notons ω le vecteur (ωi)1≤i≤g.

Définition 2.3.12. L’application d’Abel-Jacobi u est définie par

u :

{
C −→ Cg/ΛΩ

P 7−→
∫ P
P∞

ω mod ΛΩ
(2.1)

où n’importe quel chemin de P∞ à P sur C peut être choisi.

Démonstration. Pour montrer que l’application d’Abel-Jacobi est bien définie, il suffit de vérifier que
pour tous chemins γ et γ′ de P∞ à P nous avons∫

γ

ω −
∫
γ′
ω =

∫
γ−γ′

ω ∈ ΩZg + Zg

Le lacet γ − γ′ appartient à H1(C,Z). Or par définition de la base normalisée (ωi)1≤i≤g, le réseau ΛΩ est

exactement l’image de H1(C,Z) par l’application envoyant un lacet σ sur
∫
σ
ω.

Nous prolongons par linéarité l’application d’Abel-Jacobi aux diviseurs :

u :

{
Div(C) −→ Cg/ΛΩ∑
P∈C npP 7−→

(∑
P∈C np

∫ P
P∞

ω
)

mod ΛΩ

Théorème 2.3.13 (Abel-Jacobi). L’application u d’Abel-Jacobi est un isomorphisme entre la jacobienne
algébrique Jac(C) et la jacobienne analytique Cg/ΛΩ.

Image de la 2-torsion

Les images des points de ramification par l’application d’Abel-Jacobi peuvent être déterminées en
manipulant les intégrales 2.1.

Définition 2.3.14. Soit i dans {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}, définissons le vecteur

ηi =

(
η′i
η′′i

)
∈ 1

2
Z2g

par
i g

pour i = 2n− 1 tη′2n−1 = (0, . . . , 0, 1
2 , 0, . . . , 0)

avec 1 ≤ n ≤ g + 1, tη′′2n−1 = ( 1
2 , . . . ,

1
2 , 0 , 0, . . . , 0)

pour i = 2n tη′2n = (0, . . . , 0, 1
2 , 0, . . . , 0)

avec 1 ≤ n ≤ g, tη′′2n = ( 1
2 , . . . ,

1
2 ,

1
2 , 0, . . . , 0)

pour i =∞, tη′∞ = (0, . . . , 0, 0 , 0, . . . , 0)
tη′′∞ = (0, . . . , 0, 0 , 0, . . . , 0)
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Étendons cette définition à tout sous-ensemble S de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞} par

η′S =
∑
i∈S

η′i, η′′S =
∑
i∈S

η′′i , ηS =
∑
i∈S

ηi.

Propriété 2.3.15. Pour tout sous-ensemble S de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞},

u

(∑
i∈S

(ai, 0)− (#S)P∞

)
= Ωη′S + η′′S

Considérons l’opération de différence symétrique ◦ sur les sous-ensembles de {1, . . . , 2g + 1} et sur
ceux de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}. Elle est définie par

A ◦B = (A ∪B) \ (A ∩B).

Cette opération correspond à l’addition dans le groupe de la 2-torsion A[2]. Remarquons qu’elle est
commutative, involutive et que 1A◦B ≡ 1A + 1B mod 2. La propriété 2.3.15 donne la valeur exacte de
u(D) en tant que vecteur de Cg et non en tant qu’élément du tore Cg/ΛΩ. De la même façon que∑

l∈S

(al, 0)−#SP∞ '
∑
l∈Sc

(al, 0)−#ScP∞,

nous avons la relation ηS ≡ ηSc mod 1. De façon plus précise,

ηSc = ηS + (η{1,...,2g+1}∪{∞} − 2ηS).

Pour éviter les problèmes de notations dans le chapitre 5, posons ζg = η{1,...,2g+1}∪{∞}. Nous avons

tζ ′g = (1, 1, . . . , 1) , tζ ′′g = (g, g − 1, . . . , 1) .

Pour tout élément de 2-torsion D =
∑
l∈S(al, 0) − (#S)P∞ avec S ⊂ {1, . . . , 2g + 1}, il existe quatre

sous-ensembles de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞} correspondant :

S, S ∪ {∞}, {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞} \ S, {1, . . . , 2g + 1} \ S.

Mumford [Mum84] et Van Wamelen [vW98] ont choisi de représenter les points de 2-torsion par le
système de représentants {

S ⊂ {1, . . . , 2g + 1}, #S ≡ 0 mod 2
}
.

Dans cette thèse, nous en préférons un autre, plus naturel dans le cadre des morphismes (chapitre 5).

Définition 2.3.16. Posons U = {1, 3, . . . , 2g + 1} les indices impairs. L’image dans Cg du point de 2-
torsion correspondant par l’application d’Abel-Jacobi s’appelle constante de Riemann et est notée K :

K = Ωη′U + η′′U = u

(∑
l∈U

(al, 0)− (g + 1)P∞

)

tη′U =

(
1

2
,

1

2
, . . . ,

1

2

)
, tη′′U =

(
g

2
,
g − 1

2
, . . . ,

1

2

)
Nous utilisons le système de représentants {U ◦ S, S ⊂ {1, . . . , 2g + 1}, #S ≤ g} pour les points de

2-torsion.
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Deux lemmes techniques

Mumford [Mum84, proposition IIIa.6.3] a prouvé la proposition

Lemme 2.3.17. L’application e2 définie par

e2 :

{
1
2Z

2g/Z2g × 1
2Z

2g/Z2g −→ {±1}
(η, ζ) 7−→ (−1)4( tζ′η′′− tη′ζ′′)

est une forme bilinéaire. Pour tous sous-ensembles S1, S2 de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞} de cardinaux pairs,
nous avons la formule

e2 (ηS1
, ηS2

) = (−1)#(S1∩S2).

Lemme 2.3.18. Pour tout sous-ensemble T de {1, . . . , 2g + 1},

(−1)4 tη′U◦T η
′′
U◦T = (−1)b

g+1−#T
2 c.

Pour tout sous-ensemble T de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞} de cardinal congru à g + 1 modulo 2,

(−1)4 tη′U◦T η
′′
U◦T = (−1)

g+1−#T
2 .

La deuxième partie de cette proposition est la formule de Mumford. La première s’en déduit en
considérant T ou T ∪ {∞} suivant le cardinal de T .

Couplage de Weil

Soit A une variété abélienne principalement polarisée associée à une matrice des périodes Ω ∈ Hg.
La forme de Riemann H, et plus exactement sa partie imaginaire E = =(H), définit naturellement une
application

Cg × Cg −→ C∗
x, y 7−→ e−2iπE(x,y) .

Rappellons que si nous écrivons x = Ωa + b et y = Ωc + d alors E(x, y) est égal à tad − tbc. L’applica-
tion e−2iπE(x,y) ainsi définie cöıncide en un certain sens avec le couplage de Weil. Soit x et y deux points
de m-torsion de Cg/ΛΩ (c’est à dire que a, b, c, d appartiennent à 1

mZg/Zg), posons

ẽm(x, y) = exp
(
−2iπE(x,my)

)
= exp

(
−2iπm( tad− tbc)

)
.

Un cas particulier de cette formule est

ẽm

Ω


1/m

0
...
0

 ,


1/m
0
...
0


 = exp

(
−2iπ

m

)
.

Il existe un isomorphisme φ entre A et Cg/ΛΩ tel que

∀P,Q ∈ A[m], em(P,Q) = ẽm
(
φ(P ), φ(Q)

)
.

En effet, il suffit de composer l’isomorphisme A→ Cg/ΛΩ par un changement de base symplectique. Dans
le cas particulier où A est la jacobienne d’une courbe hyperelliptique, l’application d’Abel-Jacobi u est un
isomorphisme explicite entre A et Cg/ΛΩ. L’application ẽm correspond exactement au couplage de Weil :

Propriété 2.3.19. Soient P et Q deux éléments de Jac(C)[m] alors le couplage de Weil est donné par

em(P,Q) = ẽm
(
u(P ), u(Q)

)
.
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Une preuve dans le cas elliptique est suggérée dans l’exercice 1.15 de [Sil94] (Notons l’inversion du
signe dans l’exponentielle). Dans le cas d’une variété générale, cette formule est encore valide, sa démons-
tration est faite par exemple dans [Rob10, p. 114] en étudiant les fibrés.

Soit (P1, . . . , P2g) une base symplectique de la m-torsion. C’est à dire que la matrice du couplage de
Weil dans la base Pi est [

ζm Idg
−ζm Idg

]
où ζm est une racine primitive m-ième de l’unité fixée. Sauf dans le cas où ζm = exp

(
2iπ
m

)
, il n’existe pas

de matrice γ de Sp(2g,Z) telle que la base (P1, . . . , P2g) corresponde à la base canonique de Cg/Λγ.Ω.
Si nous travaillons sur un corps plongé dans C, il faudra alors faire attention à la racine de l’unité ζm
utilisée. Pour d’autres corps, nous pouvons choisir n’importe quelle racine primitive m-ième de l’unité.
En effet, pour les preuves, nous pouvons utiliser le principe de Lefschetz pour plonger le corps dans C
mais nous avons le choix de quelle racine primitive m-ième de l’unité s’envoie sur exp

(
2iπ
m

)
.

Nous ne reviendrons pas sur ce point par la suite : si le corps est naturellement plongé dans C, quand
nous parlerons de base symplectique de la m-torsion, nous supposerons que ζm = em(P1, Pg+1) est égal
à exp

(
2iπ
m

)
.
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Chapitre 3

Fonctions thêta

Les fonctions thêta sont le principal outil utilisé, dans cette thèse, pour l’étude des variétés abéliennes.
Historiquement introduites pour l’étude des surfaces de Riemann, elles ont trouvé de nombreuses appli-
cations dans divers domaines des mathématiques. En cryptographie, elles fournissent des systèmes de
coordonnées « canoniques » pour les variétés abéliennes.

Des versions algébriques des fonctions thêta ont été introduites par Weil [Wei64] pour étudier les va-
riétés abéliennes générales. Ces dernières ont été étudiées en particulier par Mumford. Contrairement à la
théorie analytique des fonctions thêta, les versions algébriques présentent l’avantage d’être des fonctions
définies sur d’autres corps que le corps des complexes et les preuves de certains théorèmes énoncés dans
ce chapitre font appel de manière fondamentale à la théorie algébrique des fonctions thêta.
Cependant, pour de nombreuses applications, le principe de Lefschetz et la théorie de la réduction per-
mettent de transporter les propriétés obtenues sur C à d’autres corps. En particulier, il est possible
d’utiliser cette méthode pour les variétés ordinaires sur les corps finis (avec certaines limitations sur la
caractéristique du corps liées au niveau des fonction thêta).

Pour simplifier l’exposition, nous ne travaillerons que sur C et nous ne présenterons que la théorie
classique. Pour celle-ci on peut se référer aux livres [Mum83, Mum84]. Pour aller plus loin en restant
dans le cadre analytique on consultera [BL04, Mum91]. Pour l’étude algébrique, citons [Mum66, Mum67a,
Mum67b], et [Rob10] qui généralise certains résultats de cette thèse.

Après avoir défini les fonctions thêta et donné leurs liens avec les variétés abéliennes en 3.1, nous
décrirons en détail comment les utiliser pour avoir une arithmétique efficace en 3.2.

3.1 Propriétés théoriques

3.1.1 Définitions et propriétés

Les fonctions thêta sont des fonctions holomorphes de Cg dans C. Ce sont en fait des translatées de
la fonction thêta de Riemann à un facteur exponentiel près.

Définition 3.1.1. Soient Ω une matrice de Hg et z un vecteur de Cg. La fonction thêta de Riemann est
donnée par

θ (z,Ω) =
∑
n∈Zg

exp
(
iπ tnΩn+ 2iπ tn z

)
.

Pour tout élément a et b de Qg, la fonction thêta de caractéristique a, b est définie par

θ [ ab ] (z,Ω) = exp
(
iπ taΩa+ 2iπ ta (z + b)

)
θ (z + Ωa+ b,Ω)

=
∑
n∈Zg

exp
(
iπ t(n+ a)Ω(n+ a) + 2iπ t(n+ a)(z + b)

)
.

La plupart des auteurs utilisent cette définition. Citons par exemple [Igu72, Mum83, Mum84].
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Il existe des définitions différentes pour les fonctions thêta avec caractéristiques : l’une d’elles consiste
à diviser par 2 les caractéristiques dans l’exponentielle. Ainsi avec cette définition, les fonctions thêta
sont définies par

θ [ ab ] (z,Ω) =
∑
m∈Zg

exp

(
iπ t
(
m+

a

2

)
Ω
(
m+

a

2

)
+ 2iπ t

(
m+

a

2

)(
z +

b

2

))
.

Citons par exemple [Igu62, Wen03, FK80, FK01] qui ont choisi cette définition. Pour les niveaux 2 et
(2, 2) où a et b appartiennent à 1

2Z
g/Zg, cette définition est particulièrement bien adaptée et permet

de simplifier les notations. Cependant pour le niveau n quelconque, les caractéristiques à valeurs dans
1
nZ

g/Zg sont plus agréables à manipuler que s’il fallait les considérer dans 1
n/2Z

g/2Zg.

Dupont [Dup06] a écrit un programme permettant le calcul efficace et certifié des fonctions thêta. Bien
que notre but est d’utiliser les fonctions thêta sur les corps finis pour des applications cryptographiques,
il est utile de pouvoir évaluer numériquement les fonctions pour tester la correction des formules. En
particulier cela permet d’éviter de faire des erreurs de signes : Mumford reconnâıt cette difficulté dans
l’introduction de [Mum66].

En revenant à la définition des fonctions thêta en tant que somme d’exponentielles, nous obtenons les
relations suivantes qui sont importantes car elles permettent de justifier le fait que les caractéristiques
sont principalement considérées modulo Zg et la variable z modulo le réseau ΩZg + Zg.

Propriété 3.1.2. Soit Ω ∈ Hg et soit z ∈ Cg, pour tout k′, k′′ dans Zg et pour tout a, b ∈ Qg,

θ [ ab ] (z + Ωk′ + k′′,Ω) = θ [ ab ] (z,Ω) exp(−iπ tk′Ωk′ − 2iπ tk′z) exp(2iπ( tak′′ − tbk′)). (3.1)

De plus, pour tout α, β dans Qg,

θ
[ a+α
b+β

]
(z,Ω) = θ [ ab ] (z + Ωα+ β,Ω) exp(iπ tαΩα+ 2iπ tα(z + β)) exp(2iπ tαb). (3.2)

En particulier si α, β appartiennent à Zg,

θ
[ a+α
b+β

]
(z,Ω) = θ [ ab ] (z,Ω) exp(2iπ taβ). (3.3)

Par ailleurs
θ [ ab ] (−z,Ω) = θ

[−a
−b
]

(z,Ω).

En utilisant ces dernières formules nous obtenons que pour le cas particulier des caractéristiques
semi-entières, les fonctions sont soit paires soit impaires : soient a et b deux éléments de 1

2Z
g,

θ [ ab ] (−z,Ω) = (−1)4 ta bθ [ ab ] (z,Ω) . (3.4)

Avec les caractéristiques η (définition 2.3.14), cette équation se reformule : pour tout sous-ensemble T
de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞},

θ [ηU◦T ] (−z,Ω) = (−1)4 tη′T η
′′
T θ [ηU◦T ] (z,Ω)

et la propriété 2.3.18 précise, suivant le cardinal de T , si la fonction est paire ou impaire.

Les fonctions thêta vérifient de nombreuses relations : Koizumi [Koi76] dans le cadre analytique et
Kempf [Kem89] dans le cadre algébrique ont prouvé la formule 3.1.3 qui regroupe diverses relations dues à
d’autres personnes. Soit un entier m et soient m réels positifs γi. Soient K1, K2 appartenant à Matg,m(R),
posons

K =

[
K1

K2

]
∈ Mat2g,m(R).

Soit Z ∈ Matg,m(C), nous définissons alors

Θ(m) [K] (Z | γ1Ω, . . . , γmΩ) =

m∏
i=1

θ
[
K(i)

] (
Z(i), γiΩ

)
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où K(i) et Z(i) désignent la i-ième colonne de K et de Z. Les colonnes de K codent les caractéristiques
des différentes fonctions thêta qui apparaissent dans le produit. De même, les colonnes de Z sont des
vecteurs de Cg sur lesquels les fonctions thêta sont évaluées.

Théorème 3.1.3 (Koizumi-Kempf). Soit Ω une matrice du demi-espace de Siegel Hg. Soit un entier m
et soient m réels positifs γi (respectivement m réels positifs δi), posons Γ la matrice diagonale des γi et ∆
celle des δi. Supposons qu’il existe une matrice T ∈ GLm(Q) telle que tT ΓT = ∆.

Soient K =

[
K1

K2

]
∈ Mat2g,m(R) et Z ∈ Matg,m(C). Posons

J =

[
J1

J2

]
=

[
K1

tT−1

K2T

]
, W = ZT.

Posons également L1 = M = Matg,m(Z), L2 = Matg,m(Z) tT et L = L1 + L2. L’ensemble L1 est
naturellement un sous-groupe de L et nous notons [L : L1] le cardinal du quotient. Alors

[L : L1] Θ(m) [K] (Z | γ1Ω, . . . , γmΩ) =
∑

exp
(
−2iπTr

(
tP2J1

))
Θ(m) [J + P ] (W | δ1Ω, . . . , δmΩ) (3.5)

où la somme porte sur les matrices P1, P2 appartenant à Matg,m(C), avec P1 qui décrit un système de
représentants de M tT−1/(M ∩M tT−1) et P2 un système de représentants de MT/(M ∩MT ).

3.1.2 Systèmes de coordonnées

Fonctions thêta de niveau n

Les fonctions thêta fournissent des coordonnées agréables à manipuler : chaque fonction thêta peut
être vue comme une coordonnée d’un plongement projectif de la variété.

Définition 3.1.4. Soient Ω ∈ Hg et n ∈ N. Les fonctions f : Cg → C vérifiant pour tout z ∈ Cg et pour
tout m′,m′′ ∈ Zg,

f(z + Ωm′ +m′′) = f(z) exp
(
−πi n tm′Ωm′ − 2πi n tzm′

)
sont dites de niveau n. Elles forment un espace vectoriel noté RΩ

n .

Théorème 3.1.5. L’espace vectoriel RΩ
n est de dimension finie ng.

Une preuve de ce théorème est donnée dans [Mum83, section II.1]. Par abus de notation on parle de
« fonctions de niveau n » pour désigner seulement une famille génératrice de RΩ

n .
Un intérêt de ces fonctions est de permettre de définir une application holomorphe du tore Cg/ΛΩ dans

l’espace projectif : k + 1 fonctions f0, . . . , fk de RΩ
n , telles qu’il existe pour tout z ∈ Cg une fonction fi

non nulle en ce point, définissent une application de Cg/ΛΩ dans Pk(C). Nous étudierons cette propriété
dans la section 3.1.3

Propriété 3.1.6. Si H est un sous-groupe de G, nous notons par Rpr(G/H) un système de représentants
dans G des classes. Une base de RΩ

n est fournie par les familles suivantes :

F ′n =
{
θ [ a0 ] (nz, nΩ) , a ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)}

,

Fn =

{
θ [ 0

b ]

(
z,

Ω

n

)
, b ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)}

,

quand n = k2, F(k,k) =
{
θ [ ab ] (kz,Ω) , a, b ∈ Rpr

(
1
kZ

g/Zg
)}

,

quand 2 | n, F(n/2,2) =

{
θ [ ab ]

(
2z,

4Ω

n

)
, a ∈ Rpr

(
1
2Z

g/Zg
)
, b ∈ Rpr

(
1
n/2Z

g/Zg
)}

,

quand 2 | n, F(n,1)2 =

{
θ [ 0

b ]

(
z,

Ω

n/2

)2

, b ∈ Rpr
(

1
nZ

g/Zg
)}

.

F(n,1)n =
{
θ [ 0

b ] (z,Ω)
n
, b ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)}

,
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Plus généralement, des familles génératrices de RΩ
n sont fournies par

quand 2 | n, F(n,2)2 =

{
θ [ ab ]

(
z,

Ω

n/2

)2

, a ∈ Rpr
(

1
2Z

g/Zg
)
, b ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)}

,

F(n,n)n =
{
θ [ ab ] (z,Ω)

n
, a, b ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)}

.

Pour ne pas alourdir les notations, nous omettons Rpr dans la suite. Il faut cependant faire attention
car deux représentants de la même classe ne donnent pas forcément la même fonction thêta : une racine
de l’unité peut apparâıtre d’après l’équation 3.3.

La première et la deuxième base sont similaires et nous choisissons d’utiliser plutôt Fn. Ces deux bases
sont particulièrement bien adaptées pour le calcul d’isogénies (chapitre 7) : le fait d’avoir du Ω

n permet
d’avoir des formules « simples » reliant les thêta constantes de niveau n` de la variété associée à Ω et
celles de niveau n de la variété associée à Ω

` . De plus ce sont ces familles qui interviennent naturellement
dans les formules de changement de niveaux. Pour ces raisons, nous décrirons l’algorithmique avec ces
formules dans la partie 3.2.

Dans le cas où le niveau n = k2 est un carré, nous avons à notre disposition la base F(k,k) (ces fonctions
sont parfois appelées de niveau (k, k)). L’intérêt de celle-ci est que les fonctions thêta de niveau (k, k)
partent du tore Cg/ΛΩ et, si Ω provient d’une courbe, nous pouvons étudier ces fonctions directement à
partir des points de la jacobienne. Cette propriété sera utilisée pour les preuves analytiques. Cependant,
un avantage à utiliser les bases F ′n ou Fn est qu’elles sont symétriques :

θ [ 0
b ] (−z) = θ

[
0
−b
]

(z)

où des représentants de 1
nZ

g/Zg ont été fixés. Cette propriété est utile pour obtenir des formules plus
symétriques et donc simplifier les preuves algébriques. De plus deux représentants de la même classe
définissent la même fonction thêta.

La base F(n/2,2) quand n est divisible par 2 sera utilisée pour les formules d’addition de la section 3.2.
Dans le cas où n n’est pas un carré, nous n’avons pas de base agréable analytiquement. Pour n = 2,

cependant, nous pouvons utiliser les deux dernières familles. La base F(n,1)2 est particulièrement adaptée
pour avoir une arithmétique efficace sans prendre de trop grandes extensions de corps mais comme nous
le verrons page 42, les propriétés de rationalité de ses thêta constantes diffèrent de celles des autres bases,
de ce fait, la famille F(n,2)2 qui est seulement génératrice est parfois préférée.

Finalement la base F(n,1)n et la famille F(n,n)n pour n différent de 2 ne seront utilisées que pour l’étude
des formules de Thomae (chapitre 6) où elles apparaissent naturellement. Au niveau de l’arithmétique,
nous ne disposons pas de formules efficaces et comme dans le cas précédent, les propriétés des thêta
constantes associées à la base F(n,1)n diffèrent de celles des autres bases.

Remarque 3.1.7. Pour prouver que toutes ces familles sont bien des bases, nous pouvons utiliser les
formules de changement de coordonnées (page 38) et un résultat de Mumford [Mum83, proposition II.1.3]
qui montre que les deux premières familles sont des bases.

Numérotation

Il existe différentes « numérotations » des fonctions thêta. Nous utiliserons principalement celle par les
caractéristiques comme définie précédemment 3.1.6. Celle-ci est également utilisée par Mumford [Mum83,
Mum84] ou Igusa [Igu72].

Au lieu d’indicer les fonctions thêta par des éléments de Rpr
(

1
nZ

g/Zg
)
, certains auteurs les indicent

par Rpr (Zg/nZg). Par exemple Lubicz et Robert [LR10a, LR10b] définissent θi(z) := θ
[

0
i/n

] (
z, Ω

n

)
pour i ∈ Zg/nZg.

Dans le même ordre d’idée, pour le niveau (2, 2), on fixe des représentants des classes de Z2g/2Z2g à
coefficients 0 ou 1. Ainsi les fonctions thêta de Jacobi (genre 1) sont définies de la façon suivante.

θ00(z) := θ [ 0
0 ] (z,Ω) , θ01(z) := θ

[
0
1
2

]
(z,Ω) , θ10(z) := θ

[
1
2
0

]
(z,Ω) , θ11(z) := θ

[
1
2
1
2

]
(z,Ω) .
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C’est aussi le choix fait par Igusa [Igu62] pour le genre 2.
Toujours pour le niveau (2, 2), Van Wamelen [vW98] a introduit des fonctions thêta tordues tA(z)

indicées par les sous-ensembles A ⊂ {1, . . . , 2g + 1} de cardinaux congrus à g + 1 modulo 2. Une telle
fonction correspond à la fonction thêta θ [ηU◦A] (z,Ω) (voir le chapitre 5). Takase [Tak96] et Koizumi
[Koi97] utilisent la notation θ[T ] pour la thêta constante θ[ηT ](0,Ω).

Finalement, dans le cas du genre 2, il y a 16 fonctions thêta de niveau (2, 2). Les auteurs ont alors
proposé différentes numérotations. Ainsi Weng [Wen03] utilise pour les thêta constantes (non nulles) la
notation

θ1 = θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(0,Ω) , θ2 = θ

[ t(0 0)
t( 1

2 0)

]
(0,Ω) ,

θ3 = θ
[ t(0 0)
t(0 1

2 )

]
(0,Ω) , θ4 = θ

[ t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(0,Ω) ,

θ5 = θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
(0,Ω) , θ6 = θ

[
t( 1

2 0)
t(0 1

2 )

]
(0,Ω) ,

θ7 = θ
[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
(0,Ω) , θ8 = θ

[
t(0 1

2 )
t( 1

2 0)

]
(0,Ω) ,

θ9 = θ
[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
(0,Ω) , θ10 = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t( 1
2

1
2 )

]
(0,Ω) .

Gaudry [Gau07] introduit la numérotation suivante (noter la permutation de θ2, θ3, θ4 et celle de θ8, θ9

par rapport à celle de Weng)

θ1(z) = θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(z,Ω) , θ2(z) = θ

[ t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω) ,

θ3(z) = θ
[ t(0 0)
t( 1

2 0)

]
(z,Ω) , θ4(z) = θ

[ t(0 0)
t(0 1

2 )

]
(z,Ω) ,

θ5(z) = θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
(z,Ω) , θ6(z) = θ

[
t( 1

2 0)
t(0 1

2 )

]
(z,Ω) ,

θ7(z) = θ
[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
(z,Ω) , θ8(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
(z,Ω) ,

θ9(z) = θ

[
t(0 1

2 )
t( 1

2 0)

]
(z,Ω) , θ10(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t( 1
2

1
2 )

]
(z,Ω) ,

θ11(z) = θ

[
t(0 1

2 )
t(0 1

2 )

]
(z,Ω) , θ12(z) = θ

[
t(0 1

2 )
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω) ,

θ13(z) = θ

[
t( 1

2 0)
t( 1

2 0)

]
(z,Ω) , θ14(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t( 1
2 0)

]
(z,Ω) ,

θ15(z) = θ

[
t( 1

2 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω) , θ16(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 1
2 )

]
(z,Ω) .

Par ailleurs, Gaudry [Gau07] pose

Θ1(z) = θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(z, 2Ω) , Θ2(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
(z, 2Ω) ,

Θ3(z) = θ
[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
(z, 2Ω) , Θ4(z) = θ

[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
(z, 2Ω) .

Les numérotations de Gaudry ont également été utilisées dans l’article [Cos10]. Dupont [Dup06] a préféré
introduire la notation suivante qui est plus « logique » mais présente l’inconvénient de mélanger les
fonctions paires et impaires. Soient a, b deux vecteurs de 1

2Z
g, posons

c =

g∑
i=1

2ibi +

g∑
i=1

2g+iai,

et notons θc(z) pour θ [ ab ] (z,Ω). L’indice c est la valeur décimale de la concaténation des éléments de 2 tb
et de 2 ta (avec les poids forts à droite). Le choix de commencer la numérotation par les b est cohérent
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avec la base F(n,1)2 du niveau 2 : les 2g fonctions thêta qui y interviennent sont alors numérotées de 0
à 2g − 1. Dans le cas du genre 2 nous obtenons

θ0(z) = θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(z,Ω) , θ1(z) = θ

[ t(0 0)
t( 1

2 0)

]
(z,Ω) ,

θ2(z) = θ
[ t(0 0)
t(0 1

2 )

]
(z,Ω) , θ3(z) = θ

[ t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω) ,

θ4(z) = θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
(z,Ω) , θ5(z) = θ

[
t( 1

2 0)
t( 1

2 0)

]
(z,Ω) ,

θ6(z) = θ

[
t( 1

2 0)
t(0 1

2 )

]
(z,Ω) , θ7(z) = θ

[
t( 1

2 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω) ,

θ8(z) = θ
[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
(z,Ω) , θ9(z) = θ

[
t(0 1

2 )
t( 1

2 0)

]
(z,Ω) ,

θ10(z) = θ

[
t(0 1

2 )
t(0 1

2 )

]
(z,Ω) , θ11(z) = θ

[
t(0 1

2 )
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω) ,

θ12(z) = θ
[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
(z,Ω) , θ13(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t( 1
2 0)

]
(z,Ω) ,

θ14(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 1
2 )

]
(z,Ω) , θ15(z) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t( 1
2

1
2 )

]
(z,Ω) .

Cette dernière notation est également utilisée par Streng [Str10] et c’est celle que nous choisissons pour
cette thèse.

Changements de base

Les formules pour changer de bases sont données par les relations suivantes qui découlent de la formule
de Koizumi. Entre la base F ′n et Fn,

∀b ∈ 1
nZ

g/Zg, θ [ 0
b ]

(
z,

Ω

n

)
=

∑
a∈

1
nZ

g
/Zg

exp(2iπn ta b)θ [ a0 ] (nz, nΩ) , (3.6)

∀a ∈ 1
nZ

g/Zg, θ [ a0 ] (nz, nΩ) =
1

ng

∑
b∈

1
nZ

g
/Zg

exp(−2iπn tab)θ [ 0
b ]

(
z,

Ω

n

)
. (3.7)

Pour n = k2, entre la base F(k,k) et Fn,

∀b ∈ 1
nZ

g/Zg, θ [ 0
b ]

(
z,

Ω

n

)
=

∑
α∈

1
kZ

g
/Zg

θ [ αkb ] (kz,Ω) , (3.8)

∀a, b ∈ 1
kZ

g/Zg, θ [ ab ] (kz,Ω) =
1

kg

∑
β∈

1
kZ

g
/Zg

exp(−2iπk taβ)θ
[

0
b
k+β

](
z,

Ω

n

)
. (3.9)

Pour 2 | n, entre la base F(n/2,2) et Fn,

∀b ∈ 1
nZ

g/Zg, θ [ 0
b ]

(
z,

Ω

n

)
=

∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

θ [ α2b ]

(
2z,

4Ω

n

)
, (3.10)

∀a ∈ 1
2Z

g/Zg, ∀b ∈ 1
n/2Z

g/Zg, θ [ ab ]

(
2z,

4Ω

n

)
=

1

2g

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 taβθ
[

0
b
2 +β

](
z,

Ω

n

)
. (3.11)
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Pour 2 | n, entre la famille F(n,2)2 et la base Fn,

∀b ∈ 1
nZ

g/Zg, θ [ 0
b ]

(
z,

Ω

n

)
θ [ 0

0 ]

(
0,

Ω

n

)
=

∑
a∈

1
2Z

g
/Zg

θ [ ab ]

(
z,

Ω

n/2

)2

, (3.12)

∀a ∈ 1
2Z

g/Zg, ∀b ∈ 1
nZ

g/Zg,

θ [ ab ]

(
z,

Ω

n/2

)2

=
1

2g

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

exp(−2iπ2 taβ)θ
[

0
b+β

](
z,

Ω

n

)
θ
[

0
β

](
0,

Ω

n

)
. (3.13)

La base F(n,1)2 étant une sous famille de F(n,2)2 , la dernière équation reste valide. Cependant il n’y a
pas d’expression « simple » permettant d’exprimer les fonctions de Fn en fonction de celle de F(n,1)2 .
Le plus simple est de passer par la base F(n/2,2) :

∀b ∈ 1
nZ

g/Zg, θ [ 0
b ]

(
z,

Ω

n/2

)2

=
∑

α∈
1
2Z

g
/Zg

θ [ α2b ]

(
2z,

4Ω

n

)
θ [ α0 ]

(
0,

4Ω

n

)
, (3.14)

∀a ∈ 1
2Z

g/Zg, ∀b ∈ 1
n/2Z

g/Zg,

θ [ ab ]

(
2z,

4Ω

n

)
θ [ a0 ]

(
0,

4Ω

n

)
=

1

2g

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

exp(−2iπ2 taβ)θ
[

0
b
2 +β

](
z,

Ω

n/2

)2

. (3.15)

Pour des variétés abéliennes absolument simples, les thêta constantes θ [ 0
0 ]
(
0, Ω

n

)
et θ [ a0 ]

(
0, 4Ω

n

)
in-

tervenant en facteur dans les relations précédentes sont non nulles.
Si la thêta constante θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n

)
de l’équation 3.12 est nulle, nous pouvons la remplacer par θ

[
0
β

] (
0, Ω

n

)
où β appartient à 1

2Z
g/Zg. En effet il existe un β telle que cette thêta constante soit non nulle (car la

variété abélienne Cg/
(

Ω
n/2Z

g + Zg
)

se plonge dans P2g−1(C) par les fonctions de F2).

De même pour tout a, il existe β ∈ 1
2Z

g/Zg tel que θ [ aβ ]
(
0, 4Ω

n

)
soit non nulle. Nous pouvons alors

remplacer θ [ a0 ]
(
0, 4Ω

n

)
dans la formule 3.15 par cette thêta constante.

Exemple 3.1.8. Plaçons nous en genre 2 et en niveau 2. Nous utilisons la numérotation de Dupont. Les
fonctions thêta des différentes bases sont :

Pour F2 :

{
θ0

(
z,

Ω

2

)
, θ1

(
z,

Ω

2

)
, θ2

(
z,

Ω

2

)
, θ3

(
z,

Ω

2

)}
Pour F ′2 : {θ0 (2z, 2Ω) , θ4 (2z, 2Ω) , θ8 (2z, 2Ω) , θ12 (2z, 2Ω)}

Pour F(2,1)2 :
{
θ0 (z,Ω)

2
, θ1 (z,Ω)

2
, θ2 (z,Ω)

2
, θ3 (z,Ω)

2
}

Pour F(2,2)2 :
{
θ0 (z,Ω)

2
, . . . , θ15 (z,Ω)

2
}

Le changement de variables pour passer de F ′2 à F2 est

θ0

(
z,

Ω

2

)
= θ0 (2z, 2Ω) + θ4 (2z, 2Ω) + θ8 (2z, 2Ω) + θ12 (2z, 2Ω)

θ1

(
z,

Ω

2

)
= θ0 (2z, 2Ω)− θ4 (2z, 2Ω) + θ8 (2z, 2Ω)− θ12 (2z, 2Ω)

θ2

(
z,

Ω

2

)
= θ0 (2z, 2Ω) + θ4 (2z, 2Ω)− θ8 (2z, 2Ω)− θ12 (2z, 2Ω)

θ3

(
z,

Ω

2

)
= θ0 (2z, 2Ω)− θ4 (2z, 2Ω)− θ8 (2z, 2Ω) + θ12 (2z, 2Ω)
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Le changement de variables réciproque pour passer de F2 à F ′2 s’en déduit. Comme nous n’utilisons pas la
base F ′2, nous ne le détaillons pas. Intéressons nous maintenant au changement de variables pour passer
de F2 à F(2,2)2 . Pour simplifier les formules, nous oublions le Ω/2 dans les arguments des fonctions
thêta de la base F2.

4 θ0 (z,Ω)
2

= θ0 (z) θ0 (0) + θ1 (z) θ1 (0) + θ2 (z) θ2 (0) + θ3 (z) θ3 (0)

4 θ1 (z,Ω)
2

= θ0 (z) θ1 (0) + θ1 (z) θ0 (0) + θ2 (z) θ3 (0) + θ3 (z) θ2 (0)

4 θ2 (z,Ω)
2

= θ0 (z) θ2 (0) + θ1 (z) θ3 (0) + θ2 (z) θ0 (0) + θ3 (z) θ1 (0)

4 θ3 (z,Ω)
2

= θ0 (z) θ3 (0) + θ1 (z) θ2 (0) + θ2 (z) θ1 (0) + θ3 (z) θ0 (0)

4 θ4 (z,Ω)
2

= θ0 (z) θ0 (0)− θ1 (z) θ1 (0) + θ2 (z) θ2 (0)− θ3 (z) θ3 (0)
...

...
...

4 θ15 (z,Ω)
2

= θ0 (z) θ3 (0)− θ1 (z) θ2 (0)− θ2 (z) θ1 (0) + θ3 (z) θ0 (0) .

Rapppelons que nous avons défini les thêta constantes comme étant le vecteur projectif des fonctions d’une
famille génératrice de RΩ

n évaluées en 0. Si nous remplaçons z par 0 dans toutes les formules précédentes,
nous pouvons calculer les thêta constantes associées aux nouvelles bases en fonction de celles des anciennes
bases.
Supposons connues les fonctions thêta de la famille F(2,2)2 et faisons l’hypothèse que θ0

(
0, Ω

2

)
n’est pas

nulle. La famille F2 est alors donnée par :

θ0

(
z,

Ω

2

)
θ0

(
0,

Ω

2

)
= θ0 (z,Ω)

2
+ θ4 (z,Ω)

2
+ θ8 (z,Ω)

2
+ θ12 (z,Ω)

2

θ1

(
z,

Ω

2

)
θ0

(
0,

Ω

2

)
= θ1 (z,Ω)

2
+ θ5 (z,Ω)

2
+ θ9 (z,Ω)

2
+ θ13 (z,Ω)

2

θ2

(
z,

Ω

2

)
θ0

(
0,

Ω

2

)
= θ2 (z,Ω)

2
+ θ6 (z,Ω)

2
+ θ10 (z,Ω)

2
+ θ14 (z,Ω)

2

θ3

(
z,

Ω

2

)
θ0

(
0,

Ω

2

)
= θ3 (z,Ω)

2
+ θ7 (z,Ω)

2
+ θ11 (z,Ω)

2
+ θ15 (z,Ω)

2
.

En remplaçant z par 0 nous n’obtenons les thêta constantes de la base F2 qu’à un facteur projectif près.
Supposons maintenant connues les fonctions thêta de la base F(2,1)2 . La formule 3.15 se traduit par

θ0 (2z, 2Ω) θ0 (0, 2Ω) = θ0 (z,Ω)
2

+ θ1 (z,Ω)
2

+ θ2 (z,Ω)
2

+ θ3 (z,Ω)
2

θ4 (2z, 2Ω) θ4 (0, 2Ω) = θ0 (z,Ω)
2 − θ1 (z,Ω)

2
+ θ2 (z,Ω)

2 − θ3 (z,Ω)
2

θ8 (2z, 2Ω) θ8 (0, 2Ω) = θ0 (z,Ω)
2

+ θ1 (z,Ω)
2 − θ2 (z,Ω)

2 − θ3 (z,Ω)
2

θ12 (2z, 2Ω) θ12 (0, 2Ω) = θ0 (z,Ω)
2 − θ1 (z,Ω)

2 − θ2 (z,Ω)
2

+ θ3 (z,Ω)
2
.

Si nous faisons l’hypothèse que les thêta constantes sont non nulles, nous obtenons alors les fonctions thêta
de la base F ′2. Remarquons par contre que les thêta constantes ne sont pas calculables (nous n’obtenons que
leur carré). Les fonctions thêta de la base F2 s’expriment en fonction de celles de F(2,1)2 en combinant
les changements de bases précédents.

Étudions maintenant la base F(n,1)n et la famille F(n,n)n . Pour obtenir les fonctions de F(n,n)n à
partir de celles de F ′n, nous avons la relation

∀a, b ∈ 1
nZ

g/Zg, θ [ ab ] (z,Ω)
n

=
∑

αn∈
1
nZ

g
/Zg

exp
(
2iπ n t(a+ αn)b

)
Tαn (0,Ω) θ

[
a+αn

0

]
(nz, nΩ) (3.16)

où Tαn (0,Ω) est définie de la manière suivante

Tαn (0,Ω) =
∑

α1∈Zg/Zg

∑
α2∈

1
2Z

g
/Zg

. . .
∑

αn−1∈
1

n−1Z
g
/Zg

n−1∏
i=1

θ
[
αi−αi+1

0

]
(0, i(i+ 1)Ω) .
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Remarquons que dans la définition de T , nous pouvons prendre α1 toujours égal au vecteur 0 de Qg. Son
introduction permet cependant de simplifier l’écriture de la formule.
Dans l’autre sens, les formules suivantes permettent de passer des familles F(n,1)n ou F(n,n)n à la base F ′n :

pour tout a et tout α dans 1
nZ

g/Zg,

ngTα (0,Ω) θ [ a0 ] (nz, nΩ) =
∑

β∈
1
nZ

g
/Zg

exp
(
−2iπn tβa

)
θ
[ a−α

β

]
(z,Ω)

n
(3.17)

ngTa (0,Ω) θ [ a0 ] (nz, nΩ) =
∑

β∈
1
nZ

g
/Zg

exp
(
−2iπn tβa

)
θ
[

0
β

]
(z,Ω)

n
. (3.18)

Avant de donner la démontration de ces formules, faisons la remarque suivante qui montre que cette
famille de fonctions se comporte mal vis à vis des autres bases.

Remarque 3.1.9. Les constantes Tαn (0,Ω) ne sont pas directement calculables à partir de la donnée
d’une des familles de fonctions thêta considérées. Nous ne pouvons donc pas calculer les coordonnées d’un
point avec la famille F(n,n)n à partir des coordonnées du point dans une des bases classiques.

Une solution pour résoudre ce problème pourrait être d’utiliser les isogénies (chapitre 7) pour obtenir
les thêta constantes des variétés associées aux différentes matrices Ω qui apparaissent dans les équations.
Dans la formule 3.17, la constante Tα (0,Ω) est un facteur projectif qui n’a pas besoin d’être calculé. Nous
pouvons donc calculer les coordonnées de la base F ′n à partir de celles de la famille F(n,n)n .

Les formules précédentes se trouvent dans le livre de Krazer et Prym [KP92] au chapitre 5. Nous
reformulons la démonstration en utilisant les notations modernes.

Démonstration. Considérons la matrice suivante

F =



1 1 . . . . . . 1

0 1 . . . . . .
...

...
. . .

. . .
...

. . .
. . .

...
0 . . . . . . 0 1


−



0 . . . . . . . . . 0

1 0
...

0 2
. . .

...
...

. . .
. . . 0 0

0 . . . 0 n− 1 0


,

nous pouvons vérifier que

tFF =


1 · 2

2 · 3
. . .

(n− 1)n
n

 .

La formule 3.16 est alors un cas particulier de la formule de Koizumi avec T = F . Si les αi parcourent
des représentants de 1

iZ
g/Zg alors

P1 = (α1 − α2, α2 − α3, . . . , αn−1 − αn, αn) ∈ Matg,n(Q)

décrit M tT−1/M où M = Matg,n(Z). Par ailleurs,

(a, . . . , a) tT−1 = (0, . . . , 0, a) ,
(b, . . . , b)T = (0, . . . , 0, nb) ∈ Matg,n(Z),
(z, . . . , z)T = (0, . . . , 0, nz) .

car b appartient à 1
nZ

g/Zg.
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Passons maintenant à la démonstration des équations 3.17 et 3.18. Pour cela, nous utilisons la formule
de Koizumi avec la matrice T = F−1.

d

(
n∏
i=1

θ
[
αi−αi+1

0

]
(0, i(i+ 1)Ω)

)
θ
[
αn+a

0

]
(nz, nΩ)

=
∑

P2∈MT/M

exp
(
−2iπTr

(
tP2J1

))
Θ(n)

[
J1
P2

]
(Z | Ω)

où M = Matg,n(Z) et d est le cardinal du groupe quotient M tT/M . Nous avons

J1 := (α1 − α2, . . . , αn−1 − αn, αn + a) tF

= (α1 + a,−α1 + 2α2 + a,−2α2 + 3α3 + a, . . . ,−(n− 1)αn−1 + nαn + a)

≡ (a, . . . , a, a+ nαn) mod Zg

où la dernière égalité est vraie si les αi sont des éléments de 1
iZ

g/Zg pour i compris entre 1 et n − 1.

Écrivons P2 = (p1, . . . , pn) et remarquons que les conditions sur P2 impliquent que
– npn appartient à Zg ,
– i(pi − pi+1) appartient à Zg pour 1 6 i 6 n− 1.

La trace se réécrit de la manière suivante

Tr
(
tP2J1

)
=

n−1∑
i=1

i t(pi − pi+1)αi + t(p1 + . . .+ pn) a+ n tpnαn.

Nous sommons maintenant la formule 3.19 sur les αi comme dans la définition de T . Nous obtenons,
après avoir permuté les sommes,

dTαn (0,Ω) θ
[
αn+a

0

]
(nz, nΩ) =

∑
P2

 ∑
αi∈

1
iZ

g
/Zg

16i6n−1

exp

(
−2iπ

n−1∑
i=1

i t(pi − pi+1)

)
× exp

(
−2iπ

(
t(p1 + . . .+ pn) a+ n tpnαn

))
Θ(n)

[
J1
P2

]
(Z | Ω) . (3.19)

Cette équation est valide car les caractéristiques J1 sont congrues modulo Zg à la caractéristique a qui
est indépendante des αi. Le terme général de la somme est non nulle si les pi sont tous égaux et nous
notons β ∈ 1

nZ
g/Zg la valeur commune. Supposons que αn appartient à 1

nZ
g/Zg, nous avons donc

ngTαn (0,Ω) θ
[
αn+a

0

]
(nz, nΩ) =

∑
β∈

1
nZ

g
/Zg

exp
(
−2iπ

(
n tβa+ n tβαn

))
θ [ aβ ] (z,Ω)

n
.

Un simple renomage sur a et αn permet d’obtenir les formules voulues.

Étude des thêta constantes

Soit F une famille génératrice de RΩ
n . Par abus de langage nous parlons de thêta constantes de

niveau n pour désigner le vecteur (projectif ou affine suivant les cas) de ces fonctions évaluées en 0.
Ainsi, pour un élément b de 1

2Z
g/Zg, la constante θ [ 0

b ] (0,Ω)2 est une thêta constante de niveau 2 (pour
les familles F(2,1)2 et F(2,2)2) mais elle est aussi le carré d’une thêta constante de niveau 4 (pour la
famille F(2,2)).

En remplaçant z par 0 dans les formules de changement de base, nous obtenons des relations liant les
thêta constantes associées aux différentes familles.

Ainsi, les thêta constantes associées aux quatre premières familles s’expriment les unes en fonction
des autres. Remarquons que les équations ne sont pas à coefficients rationnels : des racines n-ièmes de
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l’unité apparaissent. C’est la seule obstruction : si nous supposons que les thêta constantes d’une famille
sont définies sur un corps k de caractéristique différente de n et contenant les racines n-ièmes de l’unité,
alors les thêta constantes des trois autres familles sont aussi définies sur k.

Il n’en est pas de même pour les deux dernières familles : partant des thêta constantes de Fn, nous
pouvons calculer celles de F(n,1)2 et F(n,2)2 mais l’inverse n’est pas vrai. Le cas de F(n,2)2 est particulier
car même s’il n’est pas possible d’obtenir exactement les thêta constantes de Fn, nous les obtenons à un
facteur projectif près.

La base F(n,1)2 est le seul cas vraiment « problématique » en pratique. Il n’est pas possible d’obtenir
les thêta constantes des autres familles à partir de celles de F(n,1)2 . Ainsi, les propositions 3.1.25 et
3.1.26 montreront qu’il existe différents choix de matrices Ω ∈ Hg donnant les mêmes thêta constantes
de F(n,1)2 mais des thêta constantes de F(n,2)2 différentes. Ces thêta constantes ne vivent pas sur le
même corps : il faut prendre une extension de corps de degré 8 en général (4 pour les corps finis). Nous
observerons également dans les paragraphes suivants, les conséquences sur la torsion de la variété

3.1.3 Liens avec les variétés abéliennes

Cas général

Le but de cette partie est de commenter l’assertion suivante : les fonctions thêta de niveau n fournissent
un système de coordonnées projectives pour les variétés abéliennes principalement polarisées.
Rappelons que sur C, toute variété abélienne principalement polarisée est isomorphe à un tore Cg/ΛΩ.
Cependant les fonctions thêta ne sont pas définies sur Cg/ΛΩ mais sur Cg. La propriété 3.1.2 montre que
toutes les fonctions de RΩ

n évaluées en z diffèrent du même facteur que leur évaluation en z + λ pour
tout λ ∈ ΛΩ. Nous avons alors la propriété suivante dont une preuve se trouve dans [Mum70, p. 29].

Théorème 3.1.10 (Théorème de Lefschetz). Pour n > 3, une famille génératrice de k fonctions de
niveau n fournissent un plongement de Cg/ΛΩ dans Pk−1(C).
Pour n = 2, les fonctions de niveau 2 ne permettent de plonger que Cg/ΛΩ/ ∼ où ∼ est la relation
d’équivalence telle que z ∼ −z.

Cette propriété montre qu’il est possible d’utiliser des coordonnées thêta pour coder les informations
d’une variété abélienne. Par ailleurs, c’est le seul système de coordonnées connu pour une variété abélienne
générale (par exemple celles qui ne sont pas des jacobiennes de courbes).

Pour la dimension g = 2, l’image de la variété par les fonctions thêta de niveau 2 s’appelle surface de
Kummer.

Les coordonnées de l’image du zéro de la variété abélienne (correspondant au vecteur 0 du tore Cg/ΛΩ)
par le plongement de niveau n sont les fonctions thêta de niveau n évaluées en 0 c’est-à-dire les thêta
constantes.
De même, l’image des points de n-torsion se lit très facilement sur les thêta constantes de niveau n (sauf
pour la base F(n,1)2). Dans le tore Cg/ΩZg + Zg, ces points sont donnés par Ωα+ β où α et β sont des

vecteurs de 1
nZ

g/Zg.

Propriété 3.1.11. Soit Ω ∈ Hg et soient α et β des vecteurs de 1
nZ

g. Nous avons alors les relations
projectives suivantes : pour la base F ′n,

[θ [ a0 ] (n (Ωα+ β) , nΩ)]
a∈

1
nZ

g
/Zg

=
[
θ
[
a+α

0

]
(0, nΩ) exp

(
2iπn taβ

)]
a∈

1
nZ

g
/Zg

,

pour la base Fn,[
θ [ 0

b ]

(
Ωα+ β,

Ω

n

)]
b∈

1
nZ

g
/Zg

=

[
θ
[

0
b+β

](
0,

Ω

n

)
exp

(
−2iπn tαb

)]
b∈

1
nZ

g
/Zg

,

quand n = k2, pour la base F(k,k),

[θ [ ab ] (k (Ωα+ β) ,Ω)]
a,b∈

1
kZ

g
/Zg

=
[
θ
[
a+kα
b+kβ

]
(0,Ω) exp

(
−2iπk tαb

)]
a,b∈

1
kZ

g
/Zg

,

43



Chapitre 3. Fonctions thêta

quand 2 | n, pour la base F(n/2,2),[
θ [ ab ]

(
2 (Ωα+ β) ,

4Ω

n

)]
a∈

1
2Z

g
/Zg

b∈
1
n/2Z

g
/Zg

=

[
θ
[
a+n

2 α

b+2β

](
0,

4Ω

n

)
exp

(
−2iπ

n

2
tαb
)]

a∈
1
2Z

g
/Zg

b∈
1
n/2Z

g
/Zg

,

quand 2 | n, pour la famille F ′(n,2)2 ,[
θ [ ab ]

(
Ωα+ β,

Ω

n/2

)2
]
a∈

1
2Z

g
/Zg

b∈
1
nZ

g
/Zg

=

[
θ
[
a+n

2 α

b+β

](
0,

Ω

n/2

)2

exp
(
−2iπn tαb

)]
a∈

1
2Z

g
/Zg

b∈
1
nZ

g
/Zg

,

pour la famille F(n,n)n ,

[θ [ ab ] (Ωα+ β,Ω)
n
]
a,b∈ b∈

1
nZ

g
/Zg

=
[
θ
[ a+α
b+β

]
(0,Ω)

n
exp

(
−2iπn tαb

)]
a,b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Dans ces six cas, les coordonnées des points de n-torsion sont la permutation et la multiplication par
une racine n-ième de l’unité des coordonnées du zéro de la variété données par les thêta constantes. Ainsi
un point de n-torsion sur une variété abélienne vivra sur la plus petite extension de corps contenant ces
thêta constantes et les racines n-ièmes de l’unité.

Pour des raisons arithmétiques nous supposerons que le niveau est pair, ce qui impose, pour ces
familles, que tous les points de 2-torsion soient rationnels.

Pour la base F(n,1)2 , seule la n
2 -torsion et une partie de la n-torsion s’expriment en fonction des thêta

constantes : pour α ∈ 1
n/2Z

g et β ∈ 1
nZ

g,[
θ [ 0

b ]

(
Ωα+ β,

Ω

n/2

)2
]
b∈

1
nZ

g
/Zg

=

[
θ
[

0
b+β

](
0,

Ω

n/2

)2

exp
(
−2iπn tαb

)]
b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Pour la base F(n,1)n , seule la moitié de la n-torsion est rationnelle : pour β ∈ 1
nZ

g,

[θ [ 0
b ] (β,Ω)

n
]
b∈ b∈

1
nZ

g
/Zg

=
[
θ
[

0
b+β

]
(0,Ω)

n]
b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Dans le cas de corps de caractéristique non première avec le niveau, la n-torsion de la variété abélienne
se comporte différemment du cas général 2.1.8. Au vu de la propriété 3.1.11 précédente, il est clair qu’il
faut modifier les fonctions thêta si nous voulons travailler avec des variétés sur ces corps. On pourra
consulter [Car06, Car09, GL09].

Supposons à partir de maintenant que le niveau n est pair. Nous voulons étudier l’image de la variété
par le plongement. L’image de la variété abélienne est une variété algébrique de Png−1(C) et doit donc être
localement le lieu des zéros d’un système polynomial. La formule de Koizumi 3.5 implique de nombreuses
relations entre les fonctions thêta. En particulier,

Propriété 3.1.12 (Équations de Riemann généralisées). Soit Ω ∈ Hg et soient z1, . . . , z4 quatre vecteurs
de Cg. Posons 2z = z1 + z2 + z3 + z4 et z′i = z − zi.
Soient b1, . . . , b4 dans 1

nZ
g, posons 2b = b1 + b2 + b3 + b4 et supposons que b appartienne aussi à 1

nZ
g.

Posons alors b′i = b− bi ∈ 1
nZ

g.

Pour tout caractère χ sur 1
2Z

g/Zg (on peut poser χ(β) = (−1)4 tαβ avec α ∈ 1
2Z

g/Zg), nous avons ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b1+β

]
(z1) θ

[
0

b2+β

]
(z2)


 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b3+β

]
(z3) θ

[
0

b4+β

]
(z4)



=

 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b′1+β

]
(z′1) θ

[
0

b′2+β

]
(z′2)


 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b′3+β

]
(z′3) θ

[
0

b′4+β

]
(z′4)

 (3.20)
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où les fonctions thêta correspondent à la matrice Ω/n du demi-espace de Siegel. De même, supposons
que n = k2 avec k pair. Posons,

T =
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 .

Soit Z dans Matg,4 (C). Pour tout a, b dans Matg,4
(

1
kZ

g
)

tels que aT et bT appartiennent à Matg,4
(

1
kZ

g
)
,

nous avons

2g
4∏
i=1

θ
[
a(i)

b(i)

] (
Z(i),Ω

)
=

∑
α,β∈

1
2Z

g
/Zg

exp
(
−4πi tβa(1)

) 4∏
i=1

θ
[

(aT )(i)+α

(bT )(i)+β

] (
(ZT )

(i)
,Ω
)
. (3.21)

Quand 4 | n, la formule de Riemann généralisée s’écrit de manière plus simple avec la base F(n/2,2) :

pour tout a dans Matg,4
(

1
2Z

g
)

tel que aT appartienne à Matg,4
(

1
2Z

g
)

et pour tout b dans Matg,4

(
1
n/2Z

g
)

tel que aT appartienne à Matg,4

(
1
n/2Z

g
)

,

2g
4∏
i=1

θ
[
a(i)

b(i)

](
2Z(i),

4Ω

n

)
=

∑
α,β∈

1
2Z

g
/Zg

exp
(
−4πi tβa(1)

) 4∏
i=1

θ
[

(aT )(i)+α

(bT )(i)+β

](
2 (ZT )

(i)
,

4Ω

n

)
. (3.22)

Notons que les formules sont toujours valides avec a et b dans Qg mais, dans ce cas, les fonctions qui
apparaissent n’appartiennent plus aux bases F considérées.

Démonstration. Les équations 3.21 et 3.22 s’obtiennent directement à partir de la formule de Koizumi
avec la matrice T donnée. Pour obtenir la formule 3.20 il faut utiliser les formules de changements de
base page 38 (pour ce faire il faut avoir montré les formules précédentes avec a et b dans Qg).

En spécialisant les équations précédentes avec z1 = −z2 = z et z3 = z4 = 0 nous obtenons les équations
de Riemann classiques (on ferra attention aux signes devant b2 et B1 dans les formules suivantes) :

Propriété 3.1.13 (Équations de Riemann). Soit Ω ∈ Hg, et soit z ∈ Cg.
Soient b1, . . . , b4 dans 1

nZ
g, posons 2b = b1 + b2 + b3 + b4 et supposons que b appartienne aussi à 1

nZ
g.

Posons alors b′i = b− bi. Pour tout caractère χ sur 1
2Z

g/Zg, ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b1+β

]
(z) θ

[
0

−b2+β

]
(z)


 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b3+β

]
(0) θ

[
0

b4+β

]
(0)



=

 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
−b′1+β

]
(z) θ

[
0

b′2+β

]
(z)


 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b′3+β

]
(0) θ

[
0

b′4+β

]
(0)


où les fonction thêta correspondent à la matrice Ω/n du demi-espace de Siegel.

Théorème 3.1.14. Pour n > 4, les équations de Riemann définissent l’image du plongement par les
fonctions thêta de Fn de la variété abélienne dans Png−1(C).

Ce théorème est prouvé dans Mumford [Mum69, théorème 10]. En spécialisant encore plus avec z = 0
nous obtenons des relations entre les thêta constantes :
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Propriété 3.1.15. Pour 2 | n, les thêta constantes de la famille Fn vérifient les relations de Riemann :
avec les notations précédentes, ∑

β∈
1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b1+β

]
(0) θ

[
0

b2+β

]
(0)


 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b3+β

]
(0) θ

[
0

b4+β

]
(0)



=

 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b−b1+β

]
(0) θ

[
0

b−b2+β

]
(0)


 ∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

χ(β)θ
[

0
b−b3+β

]
(0) θ

[
0

b−4+β

]
(0)


où les fonction thêta correspondent à la matrice Ω/n du demi-espace de Siegel. Les thêta constantes
vérifient aussi les relations de symétries : pour tout b ∈ 1

nZ
g/Zg :

θ
[

0
−b
](

0,
Ω

n

)
= θ [ 0

b ]

(
0,

Ω

n

)
.

Réciproquement, étant donnés ng éléments vérifiant les relations précédentes, existe-t’il une variété
abélienne principalement polarisée dont ces éléments sont les thêta constantes ? Nous avons le résultat
suivant qui répond partiellement à la question

Théorème 3.1.16. Pour n > 4 pair, soit Mn la variété projective définie par les équations de la pro-
priété 3.1.15 précédente et soit Mn le sous-ensemble de Mn correspondant aux thêta constantes d’une
variété abélienne. Alors Mn est un ouvert de Mn.

Mumford [Mum66] avait conjecturé ce théorème pour n > 4. Pour n divisible pas 8, ce résultat a été
prouvé dans [Mum67a] et Kempf [Kem89, théorème 28 p. 92] a étendu la preuve au cas n > 4 pair.
En pratique on prendra des « thêta constantes » vérifiant les relations 3.1.15, on définira alors la variété
par les équations de Riemann 3.1.13. Les formules d’additions (qui permettent de prouver que la variété
algébrique est abélienne) sont données par les formules de Riemann généralisées (proposition 3.1.12, voir

aussi la partie 3.2). Étant donné des « thêta constantes » vérifiant les relations 3.1.15, vérifier que nous
avons bien obtenu un élément de Mn, n’est pas trivial. Lubicz travaille sur ce sujet dans le but d’obtenir
un algorithme certifiant que les « thêta constantes » sont bien un élément de Mn.

Cette discussion montre qu’il est important d’avoir des théorèmes valides sur d’autres corps que C.
Ici nous ne pouvons pas utiliser le principe de Lefschetz et la théorie de la réduction car des relations
pourraient exister sur Fp qui n’existent pas sur C. Par ailleurs les variétés abéliennes principalement
polarisées pourraient ne pas être toutes « représentables » par des fonctions thêta.

Dans le cas particulier où la variété abélienne est la jacobienne d’une courbe hyperelliptique, nous
avons des propriétés plus précises.

3.1.4 Liens avec les courbes hyperelliptiques

Soit C : y2 = f(x) une courbe hyperelliptique sur C, nous avons décrit à la section 2.3.3 comment
construire l’application u d’Abel-Jacobi et obtenir une matrice Ω de Hg associée à la courbe. La jaco-
bienne Jac(C) est isomorphe au tore Cg/ΛΩ et se plonge donc dans Png−1(C) à l’aide des fonctions thêta
de niveau n.

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions thêta de niveau (2, 2). D’après la propriété 3.1.2,
certaines fonctions thêta sont impaires et les thêta constantes associées sont donc nulles. Dans le cas où
la matrice Ω provient d’une courbe hyperelliptique, ce ne sont pas les seules. Avec les notations de la
section 2.3.3,

Théorème 3.1.17. Soit Ω une matrice de Hg correspondant à une courbe hyperelliptique. Alors,

∀S ⊂ {1, . . . , 2g + 1}, #S /∈ {g, g + 1} ⇐⇒ θ [ηU◦S ] (0,Ω) = 0.

Cette propriété caractérise les variétés abéliennes principalement polarisées qui sont la jacobienne d’une
courbe hyperelliptique.
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Ce théorème a été prouvé par Mumford [Mum84, corollaire III.a.6.7]. Une autre preuve a été donnée
par Poor [Poo94]. Ce théorème montre en particulier que pour une courbe hyperelliptique, les thêta
constantes θ [ a0 ] (0,Ω) et θ [ 0

b ] (0,Ω) ne sont pas nulles.

Plus généralement il est intéressant de savoir distinguer quand une variété abélienne est la jacobienne
d’une courbe : c’est le « problème de Schottky ». À ce sujet on pourra consulter [Deb94, Gru10]. Ce
problème a été résolu pour la dimension 4 (premier cas où il existe des variétés abéliennes non jacobiennes
de courbes) par Schottky [Sch88] et Schottky et Jung [SJ09]

Dans le cas des courbes hyperelliptiques, le théorème 3.1.17 permet de simplifier les relations de
Riemann.

Propriété 3.1.18 (Relations de Frobenius). Soient z1, z2, z3, z4 quatre vecteurs de Cg tels que
∑
i zi = 0.

Soient c1, c2, c3, c4 des vecteurs de R2g, alors

0 =
∑

j∈{1,...,2g+1}∪{∞}

(−1)δU (j)
4∏
i=1

θ [ci + ηj ] (zi)

où δU est la fonction caractéristique de U c’est-à-dire que δU (j) est égal à 1 si et seulement si j appartient
à l’ensemble {1, 3, . . . , 2g + 1} des indices impairs.

Comme les équations de Riemann (théorème 3.1.14), les relations de Frobenius engendrent l’idéal des
relations de la variété abélienne.

Une fois que nous avons reconnu qu’une variété abélienne est la jacobienne d’une courbe, nous pouvons
essayer d’avoir des formules exprimant les paramètres de la courbe en fonction des thêta constantes et
inversement. Dans le cas des courbes hyperelliptiques, nous avons les deux théorèmes suivants :

Théorème 3.1.19 (Thomae). Soit C : y2 =
∏2g+1
i=1 (x − ai), une courbe hyperelliptique de genre g et

soit S un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1}, alors

θ [ηU◦S ]
4

=

{
c
∏

i<j
i,j∈S

(ai − aj)
∏

i<j
i,j /∈S

(ai − aj) si #S ∈ {g, g + 1},
0 sinon.

De plus la constante c est donnée par c = ε/ det(σ)2 où ε appartient à {±1} et σ est la matrice telle que

ωi =
1

2πi

∑g
j=1 σi,jx

j−1 dx

y

et ωi est la i-ième différentielle utilisée dans la construction de l’application d’Abel-Jacobi 2.3.11. En
particulier, (

θ [ηU◦S ]

θ[0]

)4

=

 (−1)#(U\S)

∏
i∈U
j /∈U

(ai − aj)∏
i∈S
j/∈S

(ai − aj)
si #S ∈ {g, g + 1},

0 sinon.

La preuve de ce théorème est due à Thomae [Tho70] sur des idées remontant à Riemann [Rie57] (on
pourra consulter la traduction de Laugel de ce dernier article [Lau98]). Dans le cas particulier où l’on ne
souhaite pas calculer la constante c, on pourra consulter [Zar28, EF08]. Nous redonnerons la preuve au
chapitre 6. Une réciproque aux formules de Thomae est donnée par

Théorème 3.1.20. Soit i, j, k trois entiers distincts de {1, . . . , 2g + 1}. Pour tout sous-ensemble V
de {1, . . . , 2g + 1} \ {k} de cardinal g + 1 et contenant i, j, nous avons

ak − aj
ak − ai

= (−1)
4 tη′k(η

′′
i +η′′j ) θ

[
ηU◦V ◦{j}

]
(0,Ω)

2
θ
[
ηU◦V ◦{i,k}

]
(0,Ω)

2

θ
[
ηU◦V ◦{i}

]
(0,Ω)

2
θ
[
ηU◦V ◦{j,k}

]
(0,Ω)

2 .
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Le cas du genre 2 avait été traité par Rosenhain [Ros95] qui supposait de plus que a1 = 0, a2 = 1.
Umemura dans [Mum84, IIIc] donne une version non simplifiée de ce théorème. Différentes preuves de
ce théorème se trouvent dans les articles [Tak96, Koi97, vW98]. La formule d’Umemura comme celle du
théorème permet d’exprimer les racines d’un polynôme f(x) ∈ C[x] par les thêta constantes associées à
la courbe d’équation y2 = f(x).

Quand le tore Cg/ΛΩ provient d’une courbe hyperelliptique C via l’application d’Abel-Jacobi, nous
avons des informations supplémentaires sur les fonctions thêta considérées comme fonctions de la surface
de Riemann C dans Cg [FK80].

Propriété 3.1.21. Soit e ∈ Cg, les assertions suivantes sont équivalentes :
– θ(e) = 0
– e ∈ Θ +K mod ΛΩ

où Θ est le diviseur thêta 2.2.2, et K est la constante de Riemann 2.3.16.

Bien que la fonction thêta de Riemann ne soit pas définie sur Cg/ΛΩ, son diviseur des zéros y est bien
défini. Nous pouvons alors reformuler la proposition précédente pour les fonctions thêta de niveau 2.

Propriété 3.1.22. Soit u l’application d’Abel-Jacobi. Le diviseur des zéros de la fonction (multivaluée)

Jac(C) −→ C
D 7−→ θ[ηU ](u(D))

est le diviseur Θ (ensemble des diviseurs de poids strictement inférieur à g). Soit E un élément de Jac(C),
la fonction

Jac(C) −→ C

D 7−→ θ

[
ηU +

u(E)′

u(E)′′

]
(u(D))

a pour diviseur des zéros T−E Θ où pour tout diviseur D, l’opérateur TD est la translation par D.

En particulier, soit un sous-groupe S de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}, le translaté T∑
l∈S al−sP∞ Θ est le

diviseur des zéros de la fonction D 7→ θ [ηU◦S ] (u(D)).

Propriété 3.1.23. La fonction (multivaluée)

C −→ C
P 7−→ θ(u(P )− e)

est soit identiquement nulle, soit a g zéros P1, . . . , Pg qui vérifient

e ≡ u(P1 + . . .+ Pg) +K mod ΛΩ.

3.1.5 Action du groupe symplectique

Comme il existe plusieurs matrices Ω associées à la même variété abélienne, il existe plusieurs plon-
gements différents de cette variété avec les fonctions thêta. D’après la propriété 2.3.7, les isomorphismes
entre deux tores proviennent d’une action de Sp(2g,Z) sur Cg ×Hg. Examinons comment cette action se
traduit sur le plongement donné par les fonctions thêta de niveau n.

Rappelons que si M est une matrice, nous avons noté diag (M) le vecteur (colonne) des termes
diagonaux de M .

Propriété 3.1.24. Soit une matrice γ de Sp(2g,Z) donnée par

γ =

(
A B
C D

)
Posons

e′ =
1

2
diag

(
tAC

)
, e′′ =

1

2
diag

(
tDB

)
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Alors pour tous vecteurs a, b de Rg, tout vecteur z de Cg et toute matrice Ω de Hg, nous avons

θ [ ab ] (γ.z, γ.Ω) = ζγ
√

det(CΩ +D) exp
(
πi tz (CΩ +D)

−1
Cz
)
θ

[
tγ

(
a
b

)
+

(
e′

e′′

)]
(z,Ω)

exp
(
−πi taA tBa

)
exp

(
−πi tbC tDb

)
exp

(
−2πi taB tCb

)
exp

(
−2πi t

(
tAa+ tCb+ e′

)
e′′
)

où ζγ est une racine 8-ième de l’unité dépendant uniquement de γ. Si la matrice γ est un élément de Γ4

alors nous avons de plus que ζγ = ±1.
Si γ appartient à Γ1,2 l’équation précédente se simplifie en

θ [ ab ] (γ.z, γ.Ω) = ζγ
√

det(CΩ +D) exp
(
πi tz (CΩ +D)

−1
Cz
)
θ

[
tγ

(
a
b

)]
(z,Ω)

exp
(
−πi taA tBa

)
exp

(
−πi tbC tDb

)
exp

(
−2πi taB tCb

)
.

Si de plus z = 0,

θ [ ab ] (0, γ.Ω) = ζγ
√

det(CΩ +D)θ

[
tγ

(
a
b

)]
(0,Ω)

exp
(
−πi taA tBa

)
exp

(
−πi tbC tDb

)
exp

(
−2πi taB tCb

)
et donc Ω→ θ (0,Ω)

2
est une forme modulaire de Siegel de poids 1 et de niveau Γ4 [Kli90, Mum83].

Démonstration. Cette propriété a été démontrée par Igusa [Igu72, théorème 2 chapitre 5]. Il faut cepen-
dant faire attention au fait que Igusa considère les caractéristiques comme des vecteurs horizontaux et
que ses actions sont à droite.
Mumford [Mum83, chapitre II.5] a prouvé le cas particulier de Γ1,2. On peut s’inspirer de cette dernière
preuve pour montrer la formule dans le cas général. Commençons par remarquer que la formule principale
découle de la formule suivante

θ (γ.y, γ.Ω) = ζγ
√

det(CΩ +D) exp
(
πi ty (CΩ +D)

−1
Cy
)
θ(y − Ωe′ + e′′,Ω)

exp
(
πi te′Ωe′

)
exp

(
−2πi te′y

)
où il suffit de poser y = z+ γ−1.γ.Ω ((γ.Ω)a+ b) (rappelons que l’action de Sp(2g,Z) sur Cg a été définie
dans la propriété 2.3.7 et qu’elle dépend d’une matrice de Hg).
Pour prouver cette dernière formule on procède en plusieurs étapes :

– On montre que si cette formule est vraie pour γ1 et γ2 dans Sp(2g,Z), elle est vraie pour γ1γ2.
Cette étape est très calculatoire.

– On démontre la formule pour les générateurs de Sp(2g,Z).
De manière plus précise,

– pour γ =

(
Id B
0 Id

)
, en considérant la définition de la fonction thêta comme somme d’exponen-

tielles, on a θ (γ.z, γ.Ω) = θ(z + e′′,Ω).

– Pour γ =

(
A 0
0 tA−1

)
, de la même manière, on obtient θ (γ.z, γ.Ω) = θ(z,Ω). Or det( tA−1) = 1

et donc on pose ζγ =
√

det( tA−1) ∈ {±1}.

– Pour γ =

(
0 Id
− Id 0

)
, une des méthodes consiste à utiliser la formule de Poisson. Le calcul est

fait dans [Mum83, II.5].

Nous pouvons maintenant étudier l’action de Sp(2g,Z) sur les thêta constantes de niveau n. En
particulier, nous nous intéressons aux stabilisateurs des thêta constantes de niveau n : nous fixons une
base, et nous nous intéressons aux matrices de Sp(2g,Z) qui fixent projectivement les thêta constantes de
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cette base. Dans les chapitres suivants, nous nous autoriserons à prendre des isomorphismes préservant
certaines propriétés des thêta constantes. Les propositions suivantes seront utilisées pour caractériser les
éléments de Sp(2g,Z) correspondant aux isomorphismes qui nous intéresseront.

Propriété 3.1.25. Pour chacun des vecteurs projectifs de thêta constantes suivants

F ′n : (θ [ a0 ] (0, nΩ))a où a ∈ Rpr
(

1
nZ

g/Zg
)
,

Fn :
(
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n

))
b

où b ∈ Rpr
(

1
nZ

g/Zg
)
,

quand n = k2, F(k,k) : (θ [ ab ] (0,Ω))a,b où a, b ∈ Rpr
(

1
kZ

g/Zg
)
,

quand 2 | n, F(n/2,2) :
(
θ [ ab ]

(
0, 4Ω

n

))
a,b

où a ∈ Rpr
(

1
2Z

g/Zg
)
, b ∈ Rpr

(
1
n/2Z

g/Zg
)
,

quand 2 | n, F(n,2)2 :

(
θ [ ab ]

(
0, Ω

n/2

)2
)
a,b

où a ∈ Rpr
(

1
2Z

g/Zg
)
, b ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)
,

F(n,n)n : (θ [ ab ] (0,Ω)
n
)a,b où a, b ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)
,

le stabilisateur du vecteur est l’ensemble Γ̃n,2n.

Démonstration. Traitons le cas de la famille Fn. L’image de la n torsion est déterminée par les valeurs
des thêta constantes de la famille Fn. Une matrice γ fixant ces thêta constantes détermine donc l’image
de la n torsion et donc les points de n-torsion modulo les automorphismes du tore. Pour des matrices Ω
génériques, le seul automorphisme du tore Cg/ΛΩ est l’involution z 7→ −z et donc γ doit appartenir à Γ̃n.
Posons

γ =

(
A B
C D

)
∈ Γ̃n, γ′ =

(
A B/n
nC D

)
.

On vérifie que γ′ appartient bien à Sp(2g,Z). Nous avons alors

θ [ 0
b ]
(

0, γ.Ωn

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn

) =
θ [ 0

b ]
(
0, γ′.

(
Ω
n

))
θ [ 0

0 ]
(
0, γ′.

(
Ω
n

)) ,
et en appliquant la formule 3.1.24, nous obtenons

θ [ 0
b ]
(

0, γ.Ωn

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn

) =
θ
[
n tCb+e′
tDb+e′′

] (
0, Ω

n

)
θ
[
e′

e′′

] (
0, Ω

n

) exp
(
−nπi tbC tDb

)
exp

(
−2nπi tbCe′′

)
où

e′ =
n

2
diag

(
tAC

)
, e′′ =

1

2n
diag

(
tDB

)
.

Comme γ appartient à Γ̃n et b appartient à 1
nZ

g, nous avons les relations

n tCb ≡ 0 mod 1, tDb ≡ ±b mod 1.

De plus, n est pair, nous avons également les relations

e′ ≡ 0 mod 1, tCe′′ =
tC

2
diag

(
tDB

n

)
≡ 0 mod 1

donc

θ [ 0
b ]
(

0, γ.Ωn

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn

) =
θ
[

0
±b+e′′

] (
0, Ω

n

)
θ
[

0
e′′
] (

0, Ω
n

) exp
(
−nπi tbC tDb

)
En examinant les caractéristiques des thêta constantes, nous devons avoir que e′′ appartient à Zg, c’est-
à-dire que diag ( tDB) doit être congru à 0 modulo 2n. Quant à lui, le facteur exponentiel doit être égal
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à 1 ce qui implique que la matrice C tD (qui est symétrique) soit congru à 0 modulo n et que sa diagonale
le soit modulo 2n. Nous avons donc

diag
(
tAC

)
≡ diag (±C) ≡ diag

(
C tD

)
≡ 0 mod 2n

Nous obtenons que γ appartient à Γ̃n,2n et

θ [ 0
b ]
(

0, γ.Ωn

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn

) =
θ
[

0
±b
] (

0, Ω
n

)
θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n

) =
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n

)
θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n

) .
Donc dans le cas où n est pair, nous avons montré que Γ̃n,2n est bien le stabilisateur des thêta constantes
de la famille Fn. Les cas n impair et ceux correspondant aux autres familles se traitent de la même
façon.

Propriété 3.1.26. L’ensemble{
γ =

(
A B
C D

)
,

C ≡ 0 mod 2, A ≡ D ≡ Id mod2,
diag

(
tDB

)
≡ 0 mod 2, diag

(
tAC

)
≡ 0 mod 4

}
est le stabilisateur du vecteur projectif de thêta constantes

F(2,1)2 :
(
θ [ 0

b ] (0,Ω)
2
)
b

où b ∈ Rpr
(

1
2Z

g/Zg
)
.

Démonstration. Soit γ =

(
A B
C D

)
une matrice de Sp(2g,Z) fixant le vecteur. En examinant les carac-

téristiques, γ doit appartenir à Γ1,2. Nous avons alors

(
θ [ 0

b ] (0, γ.Ω)

θ [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

)2

=

θ
[
tCb
tDb

]
(0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

2

exp
(
−2πi tbC tDb

)
.

Pour que cette valeur soit égale à (
θ [ 0

b ] (0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

)2

,

nous devons avoir

C ≡ 0 mod 2, D ≡ Id mod 2, diag
(
C tD

)
≡ 0 mod 4.

Ces conditions impliquent que γ appartient bien à l’ensemble voulu. Réciproquement, il est clair qu’une
matrice de cet ensemble laisse fixes les thêta constantes de F(2,1)2 .

Remarquons la différence entre la propriété 3.1.25 et la propriété 3.1.26 : l’indice des stabilisateurs est

2
g(g+1)

2 et il est engendré par les matrices :(
Id Ei,j + Ej,i
0 Id

)
pour i, j ∈ {1, . . . , g}.

Au niveau de la 2-torsion du tore Cg/ΛΩ, le stabilisateur des thêta constantes F(2,1)2 ne laisse fixes que

les points {β, β ∈ 1
2Z

g/Zg} tandis que Γ2 qui est contenu dans le stabilisateur des autres familles laisse
fixes tous les points de 2-torsion.

Propriété 3.1.27. L’ensemble{
γ =

(
A B
C D

)
,

C ≡ 0 mod n, A ≡ D ≡ ± Id modn,
diag

(
tDB

)
≡ 0 mod 2, diag

(
tAC

)
≡ 0 mod 2n

}
est le stabilisateur du vecteur projectifs de thêta constantes

F(n,1)n : (θ [ 0
b ] (0,Ω)

n
)b où b ∈ Rpr

(
1
nZ

g/Zg
)
.
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Nous ne faisons pas la démonstration qui est similaire aux précédentes. Remarquons que la base F(n,1)n

a un stabilisateur beaucoup plus petit que les autres bases. Explicitons maintenant l’action de Sp(2g,Z)
sur les fonctions thêta de niveau (2, 2) ce qui nous sera utile dans la partie 6.2.

Lemme 3.1.28. Soient a,b dans 1
2Z

g et soit γ =

(
A B
C D

)
une matrice de Γ2, alors

θ [ ab ] (0, γ.Ω)

θ [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

=
θ [ ab ] (0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

exp
(
πi taA tBa

)
exp

(
−πi tbC tDb

)
exp

(
−2πi ta (A− Id) b

)
,(

θ [ ab ] (0, γ.Ω)

θ [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

)2

=

(
θ [ ab ] (0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

)2

(−1)2 taA tBa(−1)2 tbC tDb,(
θ [ ab ] (0, γ.Ω)

θ [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

)4

=

(
θ [ ab ] (0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

)4

.

Finalement, pour les fonctions thêta, nous avons la propriété

Propriété 3.1.29. Soit A une variété abélienne sur C. Un de ses plongements par les fonctions thêta
de niveau n est entièrement déterminé (à l’involution z 7→ −z près) par les thêta constantes.

Ce théorème est cohérent avec les équations de Riemann 3.1.13 qui définissent la variété à automor-
phisme près et qui ne dépendent que des thêta constantes de la famille considérée.

Démonstration. Faisons la preuve pour la famille Fn. Une matrice γ fixant les thêta constantes de cette
famille appartient à Γ̃n,2n. Soit ε ∈ {±1} tel que εγ appartient à Γn,2n. D’après la formule 3.1.24 appliquée
avec εγ nous obtenons

θ [ 0
b ]
(
γ.z, γ.Ωn

)
θ [ 0

0 ]
(
γ.z, γ.Ωn

) =
θ [ 0

b ]
(
εz, Ω

n

)
θ [ 0

0 ]
(
εz, Ω

n

) .
Cette dernière formule montre que les coordonnées des images des points de la variété abélienne sont
laissées invariantes (à l’involution z 7→ −z près) par l’action de γ.

La preuve dans le cas des autres familles est similaire.

3.2 Arithmétique

Après avoir étudié les variétés abéliennes en tant que variétés algébriques via leurs plongements par
les fonctions thêta, nous nous intéressons maintenant à la partie abélienne. Nous nous limitons aux cas
des niveaux pairs. Comme il y a plusieurs bases de fonction thêta, il a fallu faire un choix et nous laissons
au lecteur le soin d’adapter les formules pour les autres bases.

Le fait que le niveau des fonctions thêta soit pair impose que la caractéristique du corps de base soit
différente de 2. Pour ces corps, il faut modifier les formules, ce qui est fait en genre 1 et 2 dans [GL09].

Dans un premier temps (section 3.2.1) nous présentons les « vraies » formules d’additions (c’est à
dire comment obtenir z + z′ à partir de z et de z′) dans le cas des niveaux divisibles par 4. Nous nous
intéressons ensuite au cas du niveau 2. Puis dans 3.2.3, nous utilisons les additions différentielles pour
diverses applications :

– Garder trace des facteurs projectifs dans les coordonnées projectives des points.
– Calculer les puissances des facteurs projectifs associés à des points de `-torsion.
– Calculer le module engendré par des points de `-torsion.

Finalement dans 3.2.4, nous présentons et comparons la complexité des différents algorithmes.

3.2.1 Formules d’addition

Lubicz et Robert [LR10a] ont démontré qu’il était possible d’utiliser les relations de Riemann géné-
ralisées 3.1.12 pour obtenir un algorithme d’addition pour les niveaux pairs.
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Algorithme 7 add (P,Q,OA) : addition en coordonnées thêta F(n/2,2)

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses thêta constantes θ [ ab ]
(
0, 4Ω

n

)
de niveau n avec n

divisible par 4. Supposons données les coordonnées thêta dans la base F(n/2,2) de niveau n de deux
points P et Q associés aux vecteurs z et z′.

Sortie: Les coordonnées du point P +Q correspondant à z + z′.

1: Choisir a2 dans 1
2Z

g/Zg et b2 dans 1
n/2Z

g/Zg {On peux mettre un ordre sur 1
2Z

g/Zg × 1
n/2Z

g/Zg et

prendre les premiers}
2: for a1 dans 1

2Z
g/Zg et b1 dans 1

n/2Z
g/Zg do

3: Choisir a3, a4 dans 1
2Z

g/Zg et b3, b4 dans 1
n/2Z

g/Zg tels que

−a1 + a2 + a3 + a4 = 2a, −b1 + b2 + b3 + b4 = 2b

avec a ∈ 1
2Z

g/Zg et b ∈ 1
n/2Z

g/Zg et tels que θ
[ a3
b3

] (
0, 4Ω

n

)
θ
[ a4
b4

] (
0, 4Ω

n

)
soit non nul.

4: Calculer

u
[ a1
b1

]
(z + z′) := θ

[ a1
b1

](
2(z + z′),

4Ω

n

)
θ
[ a2
b2

](
2(z − z′), 4Ω

n

)
par la formule 3.23.

5: end for
6: Vérifier que les u

[ a1
b1

]
(z+ z′) ne sont pas tous nuls sinon revenir au point 3 et choisir d’autres a2, b2.

{Il n’y a qu’un nombre fini de choix de a2, b2 et l’un de ces choix convient.}
7: return Le vecteur projectif

(
u
[ a1
b1

]
(z + z′)

)
des coordonnées du point z + z′.

Nous ne décrivons l’algorithme que dans le cas plus facile où n est divisible par 4. Dans ce cas les
formules s’obtiennent naturellement avec les coordonnées θ [ ab ]

(
2z, 4Ω

n

)
(propriété 3.2.1). L”algorithme 7

reprend ces formules.

Propriété 3.2.1. Soit n un entier divisible par 4. Pour tout entier i ∈ {1, . . . , 4}, soient ai ∈ 1
2Z

g/Zg
et bi ∈ 1

n/2Z
g/Zg tels que

−a1 + a2 + a3 + a4 = 2a, −b1 + b2 + b3 + b4 = 2b

où a et b appartiennent respectivement à 1
2Z

g/Zg et à 1
n/2Z

g/Zg. Pour tout z et z′ de Cg, nous avons

2gθ
[ a1
b1

](
2(z + z′),

4Ω

n

)
θ
[ a2
b2

](
2(z − z′), 4Ω

n

)
θ
[ a3
b3

](
0,

4Ω

n

)
θ
[ a4
b4

](
0,

4Ω

n

)
=∑

α,β∈
1
2Z

g
/Zg

θ
[ a1+a+α
b1+b+β

](
2z,

4Ω

n

)
θ
[ a2−a+α
b2−b+β

](
2z,

4Ω

n

)
θ
[ a3−a+α
b3−b+β

](
2z′,

4Ω

n

)
θ
[ a4−a+α
b4−b+β

](
2z′,

4Ω

n

)
.

(3.23)

Pour pouvoir utiliser ces formules pour faire des additions en coordonnées thêta, il faut justifier qu’il
existe des indices tels que la quantité

θ
[ a2
b2

](
2(z − z′), 4Ω

n

)
θ
[ a3
b3

](
0,

4Ω

n

)
θ
[ a4
b4

](
0,

4Ω

n

)
soit non nulle. Remarquons qu’il existe a2 et b2 tels que θ

[ a2
b2

] (
2(z − z′), 4Ω

n

)
soit non nul car une des

coordonnées du point z − z′ doit être non nulle (ces fonctions thêta fournissant un plongement de la
variété dans Png−1(C)). Pour 4 | n Mumford [Mum66] a montré que pour tout choix de a1, a2, b1, b2 il
existe des indices a3, a4, b3, b4 vérifiant les conditions du théorème et tels que

θ
[ a3
b3

](
0,

4Ω

n

)
θ
[ a4
b4

](
0,

4Ω

n

)
6= 0.
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Algorithme 8 add (P,Q,OA) : addition en coordonnées thêta Fn

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses thêta constantes θ [ 0
b ]
(
0, Ω

n

)
de niveau n avec n

divisible par 4. Supposons données les coordonnées thêta dans la base Fn de niveau n de deux points
P et Q associés aux vecteurs z et z′.

Sortie: Les coordonnées du point P +Q correspondant à z + z′.

1: Calculer les thêta constantes suivantes par la formule 3.11 {elles peuvent être pré-calculées}

θ [ ab ]

(
0,

4Ω

n

)
a ∈ 1

2Z
g/Zg, b ∈ 1

n/2Z
g/Zg.

2: Calculer les fonctions thêta suivantes par la formule 3.11

θ [ ab ]

(
2z,

4Ω

n

)
, θ [ ab ]

(
2z′,

4Ω

n

)
a ∈ 1

2Z
g/Zg, b ∈ 1

n/2Z
g/Zg.

3: Choisir a2 dans 1
2Z

g/Zg et b2 dans 1
n/2Z

g/Zg {On peux mettre un ordre sur 1
2Z

g/Zg × 1
n/2Z

g/Zg et

prendre les premiers}
4: for a1 dans 1

2Z
g/Zg et b1 dans 1

n/2Z
g/Zg do

5: Choisir a3, a4 dans 1
2Z

g/Zg et b3, b4 dans 1
n/2Z

g/Zg tels que

−a1 + a2 + a3 + a4 = 2a, −b1 + b2 + b3 + b4 = 2b

avec a ∈ 1
2Z

g/Zg et b ∈ 1
n/2Z

g/Zg et tels que θ
[ a3
b3

] (
0, 4Ω

n

)
θ
[ a4
b4

] (
0, 4Ω

n

)
soit non nul.

6: Calculer

u
[ a1
b1

]
(z + z′) := θ

[ a1
b1

](
2(z + z′),

4Ω

n

)
θ
[ a2
b2

](
2(z − z′), 4Ω

n

)
par la formule 3.23.

7: end for
8: Vérifier que les u

[ a1
b1

]
(z+ z′) ne sont pas tous nuls sinon revenir au point 3 et choisir d’autres a2, b2.

{Il n’y a qu’un nombre fini de choix de a2, b2 et l’un de ces choix convient.}
9: return Les coordonnées projectives v [ 0

b ] (z + z′) de niveau n du point z + z′ obtenues par (voir la
formule 3.10)

v [ 0
b ] (z + z′) :=

∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

u [ α2b ] (z + z′), b ∈ 1
nZ

g/Zg.

Fixons a2 et b2 tels que θ
[ a2
b2

] (
2(z − z′), 4Ω

n

)
soit non nul. Cette quantité apparâıt en facteurs de

toutes les coordonnées thêta du points z + z′ et elle peut donc être omise car nous avons un plongement
projectif. Évidement, pour calculer les coordonnées de z + z′ nous ne connaissons pas celles de z − z′ et
nous ne pouvons pas savoir si la coordonnée choisie est non nulle. Il est possible après coup de le vérifier
en testant qu’une, au moins, des coordonnées de z + z′ n’est pas nulle.

Ces formules ont été obtenues par Baily [Bai62] pour le niveau (2, 2). Nous y reviendrons dans la
partie 5.5.

Pour n 6= 4, les coordonnées F(n/2,2) sont peu utilisées, c’est pourquoi nous donnons dans l’algo-
rithme 8 les formules d’additions pour les coordonnées dans la base Fn.

3.2.2 En niveau 2

Soit A une variété abélienne. Nous nous intéressons à la variété algébrique A/{±1} et aux coordonnées
thêta de niveau 2 associées. Il n’est plus possible d’additionner deux points P et Q. En effet nous ne
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connaissons que les classes de ±P et ±Q dans A/{±1} et donc nous ne savons pas discriminer ±(P +Q)
de ±(P −Q). Il existe cependant un algorithme de doublement et un algorithme de pseudo-addition où
nous supposons connue la différence des deux points à additionner.

Remarque 3.2.2. Une fois obtenu des algorithmes de doublement et de pseudo-addition, nous pouvons
calculer le multiple d’un point comme expliqué page 60.

Plus particulièrement, nous nous intéressons ici aux fonctions thêta de niveau 2 dans le cas particulier
des bases suivantes

F2 =

{
θ [ 0

b ]

(
z,

Ω

2

)
, b ∈ 1

2Z
g/Zg

}
,

F(2,1)2 =
{
θ [ 0

b ] (z,Ω)
2
, b ∈ 1

2Z
g/Zg

}
.

Nous supposons, pour cette section, que toutes les thêta constantes paires qui apparaissent sont non
nulles. Cela est vrai en particulier dans les cas suivants

– variétés génériques,
– courbes hyperelliptique en genre 2 non (2, 2)-décomposables.

Quand certaines de ces thêta constantes sont nulles, il n’est en général pas possible d’utiliser le niveau 2
et nous devons alors rester en niveau 4. Cependant, même pour ces variétés, il existe des cas où il est
possible d’utiliser le niveau 2. Dans le cas des courbes hyperelliptiques de genre plus grand que 3, il existe
toujours des thêta constantes paires qui sont nulles (théorème 3.1.17). Cependant, quand les coordonnées
de P −Q sont non nulles, il est quand même possible de calculer celles de P +Q.

Pour le doublement, nous utilisons les isogénies de Richelot [Ric36, Ric37] :

Cg/ΩZg + Zg −→ Cg/2ΩZg + Zg
z 7−→ 2z
z ←− [ z

La composition de ces deux isogénies est la multiplication par 2 sur Cg/ΩZg + Zg.
Sur la surface de Kummer, il n’existe pas de formule d’addition. Cependant si les coordonnées des

points ±P , ±Q et ±(P −Q) sont connues, il est possible de retrouver celles de ±(P +Q).

Cas particulier

Commençons par traiter le cas particulier où les diverses évaluations des fonctions thêta ne sont pas
nulles. L’algorithme est alors beaucoup plus simple. Nous allons utiliser les relations suivantes [Gau07] :

Propriété 3.2.3 (Gaudry). Pour F2, quels que soient a et b dans 1
2Z

g/Zg,

θ [ a0 ] (2z,Ω) =
1

2g
1

θ [ a0 ] (0,Ω)

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 taβθ
[

0
β

](
z,

Ω

2

)2

, (3.24)

θ [ 0
b ]

(
2z,

Ω

2

)
=

1

θ [ 0
b ]
(
0, Ω

2

) ∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 tαbθ [ α0 ] (2z,Ω)
2
. (3.25)

Pour F(2,1)2 , quels que soient a et b dans 1
2Z

g/Zg,

θ [ a0 ] (2z, 2Ω) =
1

2g
1

θ [ a0 ] (0, 2Ω)

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 taβθ
[

0
β

]
(z,Ω)

2
, (3.26)

θ [ 0
b ] (2z,Ω)

2
=

1

θ [ 0
b ] (0,Ω)

2

 ∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 tαbθ [ α0 ] (2z, 2Ω)
2


2

. (3.27)
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Démonstration. Les deux premières formules sont des cas particuliers de la formule de Koizumi 3.5
appliquée respectivement aux matrices T suivantes

T =
1

2

(
1 1
1 −1

)
, T =

(
1 1
1 −1

)
.

Dans le cas de la base F2, supposons que les thêta constantes θ [ 0
b ]
(
0, Ω

2

)
et θ [ a0 ] (0,Ω) (respective-

ment les thêta constantes θ [ 0
b ] (0,Ω) et θ [ a0 ] (0, 2Ω) dans le cas de la base F(2,1)2) ne sont pas nulles.

Connaissant les thêta constantes de la base F2 (respectivement celles de la base F(2,1)2), il n’est pas
possible de calculer les thêta constantes θ [ a0 ] (0,Ω) (respectivement θ [ a0 ] (0, 2Ω)) mais seulement leurs
carrés. En fait dans l’équation 3.25 (respectivement 3.27), nous n’avons besoin que du carré de la for-
mule 3.24 (respectivement 3.26).
Quand les thêta constantes ne sont pas nulles, nous obtenons donc des formules rationnelles permettant
de calculer les fonctions thêta de niveau 2 évaluées en 2z à partir de celles évaluées en z. Une partie
de ces formules se trouvait déjà dans l’article de Chudnovsky et Chudnovsky [CC86]. Pour l’addition
différentielle nous avons besoin des formules supplémentaires suivantes :

Propriété 3.2.4 (Gaudry). Pour tout b dans 1
2Z

g, pour tout z, z′ dans Cg,

θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

)
θ [ 0

b ]

(
z − z′, Ω

2

)
=

∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 tαbθ [ α0 ] (2z,Ω) θ [ α0 ] (2z′,Ω) , (3.28)

θ [ 0
b ] (z + z′,Ω)

2
θ [ 0

b ] (z − z′,Ω)
2

=

 ∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 tαbθ [ α0 ] (2z, 2Ω) θ [ α0 ] (2z′, 2Ω)


2

. (3.29)

En se plaçant dans le cas générique (celui où aucune coordonnée thêta de niveau 2 évaluée en z − z′
n’est nulle), nous obtenons des formules permettant de calculer les fonctions thêta évaluées en z + z′ en
fonction de leurs valeurs en z, z′ et z − z′.

Avant de poursuivre, il est sans doute utile de remplacer les fonctions thêta par des coordonnées ce qui
permet de se rendre compte de la simplicité des formules. Traitons le cas du genre 2 pour la base F(2,1)2 .
Il y a 4 fonctions thêta de niveau 2 que nous appelons (X,Y, Z, T ) de la façon suivante (cela correspond
à la numérotation de Dupont) :

X = θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(z,Ω)

2
, Y = θ

[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]
(z,Ω)

2
,

Z = θ
[
t(0 0)
t(0 1

2 )

]
(z,Ω)

2
, T = θ

[
t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω)

2
.

Notons (α, β, γ, δ) les thêta constantes associées ainsi que (A,B,C,D) celles de la variété isogène :

A = θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(0, 2Ω)

2
, B = θ

[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
(0, 2Ω)

2
,

C = θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
(0, 2Ω)

2
, D = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
(0, 2Ω)

2
.

Les algorithmes 9 et 10 permettent de calculer les doublements et les pseudo-additions. Nous avons
noté K(α,β,γ,δ) la surface de Kummer sur laquelle nous travaillons.
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Algorithme 9 Doublement sur une surface de Kummer avec la base F(2,1)2 en genre 2

Entrée: un point P = (X,Y, Z, T ) sur K(α,β,γ,δ).
Sortie: le point [2]P = (X2 : Y2 : Z2 : T2).

1:

X ′ = (X + Y + Z + T )
2
/A, Y ′ = (X + Y − Z − T )

2
/B,

Z ′ = (X − Y + Z − T )
2
/C, T ′ = (X − Y − Z + T )

2
/D

2:

X2 = (X ′ + Y ′ + Z ′ + T ′)
2
/α, Y2 = (X ′ + Y ′ − Z ′ − T ′)2

/β,

Z2 = (X ′ − Y ′ + Z ′ − T ′)2
/γ, T2 = (X ′ − Y ′ − Z ′ + T ′)

2
/δ

3: return (X2, Y2, Z2, T2)

Algorithme 10 Pseudo-addition sur une surface de Kummer avec la base F(2,1)2 en genre 2

Entrée: deux points P = (X1, Y1, Z1, T1) et Q = (X2, Y2, Z2, T2) sur K(α,β,γ,δ), et le point R = (x, y, z, t)
égal à P −Q et tel que xyzt 6= 0.

Sortie: le point P +Q = (X,Y, Z, T ).
1:

X ′ = (X1 + Y1 + Z1 + T1) (X2 + Y2 + Z2 + T2)/A,

Y ′ = (X1 + Y1 − Z1 − T1) (X2 + Y2 − Z2 − T2)/B,

Z ′ = (X1 − Y1 + Z1 − T1) (X2 − Y2 + Z2 − T2)/C,

T ′ = (X1 − Y1 − Z1 + T1) (X2 − Y2 − Z2 + T2)/D

2:

X = (X ′ + Y ′ + Z ′ + T ′)
2
/x,

Y = (X ′ + Y ′ − Z ′ − T ′)2
/y,

Z = (X ′ − Y ′ + Z ′ − T ′)2
/z,

T = (X ′ − Y ′ − Z ′ + T ′)
2
/t

3: return (X,Y, Z, T )

Cas général

Traitons maintenant le cas général : c’est à dire celui où les coordonnées de z− z′ peuvent être nulles.
Nous ne le traitons que pour la base F2, le cas de la base F(2,1)2 étant plus compliqué. De plus cette
dernière base n’est pas utilisée dans ce cadre. La méthode suivante (algorithme 11) a été décrite dans
[LR10b]. On pourra aussi consulter [Rob10, section 4.8] qui est plus détaillé.

Pour le doublement, nous procédons comme précédemment. Pour la pseudo-addition, il faut utiliser
les formules

Propriété 3.2.5. Pour la base F2 : pour tous vecteurs z et z′ dans Cg, quels que soient a et b
dans 1

2Z
g/Zg,

θ [ ab ] (2z,Ω) =
1

2g
1

θ [ ab ] (0,Ω)

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 taβθ
[

0
b+β

](
z,

Ω

2

)
θ
[

0
β

](
z,

Ω

2

)
, (3.30)

θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

)
θ
[

0
b′
](

z − z′, Ω

2

)
=

∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

θ
[ α
b+b′

]
(2z,Ω) θ

[ α
b−b′

]
(2z′,Ω) . (3.31)

Il n’est malheureusement pas possible de conclure immédiatement avec les formules précédentes. En
effet, il faudrait diviser par θ [ ab ] (0,Ω). Or, pour tout b ∈ 1

2Z
g/Zg non nul, il existe un a ∈ 1

2Z
g/Zg tel
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Algorithme 11 Pseudo-addition en coordonnées thêta F2 (niveau 2) : cas général

Entrée: une variété abélienne donnée par ses thêta constantes θ [ 0
b ]
(
0, Ω

2

)
de niveau 2. Supposons don-

nées les coordonnées de niveau 2 des points correspondant aux vecteurs complexes z, z′ et z − z′.
Sortie: Les coordonnées du point correspondant au vecteur z + z′.

1: Calculer les thêta constantes suivantes par la formule 3.33 {elles peuvent être pré-calculées}

θ
[ a
b+b′

]
(0,Ω) θ

[ a
b−b′

]
(0,Ω) , ∀a, b, b′ ∈ 1

2Z
g/Zg.

2: if Aucune coordonnée de z − z′ n’est nulle then {Nous appliquons la méthode de Gaudry [Gau07]}
3: Calculer les fonctions thêta suivantes par les formules 3.24

θ [ a0 ] (2z,Ω) , θ [ a0 ] (2z′,Ω) ∀a ∈ 1
2Z

g/Zg.

4: Calculer les produits suivants par la formule 3.28

θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

)
θ [ 0

b ]

(
z − z′, Ω

2

)
∀b ∈ 1

2Z
g/Zg.

5: Diviser les coordonnées par θ [ 0
b ]
(
z − z′, Ω

2

)
.

6: return Les coordonnées
(
θ [ 0

b ]
(
z + z′, Ω

2

))
b
.

7: else
8: Calculer par les formules 3.30 les fonctions thêta θ [ ab ] (2z,Ω) et θ [ ab ] (2z′,Ω) où a et b appartiennent

à 1
2Z

g/Zg et sont tels que (−1)4 tab = 1.
9: Pour tout b ∈ 1

2Z
g/Zg calculer κb,b grâce à la formule suivante (cas particulier de 3.32) :

κb,b = 2
∑

α∈
1
2Z

g
/Zg

(−1)4 tαbθ [ α0 ] (2z,Ω) θ [ α0 ] (2z′,Ω)

10: if κb,b est nul pour tout b ∈ 1
2Z

g/Zg then

11: Soit b0 tel que θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)
6= 0 {Alors θ

[
0
b0

] (
z + z′, Ω

2

)
= 0}

12: for b dans 1
2Z

g/Zg do

13: Calculer κb,b0 . {Nous avons κb,b0 = θ [ 0
b ]
(
z + z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)
}

14: Diviser κb,b0 par θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)
pour obtenir la coordonnée b de z + z′.

15: end for
16: else
17: Soit b0 tel que κb0,b0 6= 0
18: Calculer

θ
[

0
b0

](
z + z′,

Ω

2

)
=

κb0,b0
2θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

) .
19: for b dans 1

2Z
g/Zg do

20: Calculer κb,b0 .
21: Calculer

θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

)
=

(
2
κb,b0
κb0,b0

−
θ [ 0

b ]
(
z − z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)) θ [ 0
b0

](
z + z′,

Ω

2

)
.

22: end for
23: end if

24: return Les coordonnées
(
θ [ 0

b ]
(
z + z′, Ω

2

))
b
.

25: end if
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que cette thêta constante soit nulle. Si toutes les coordonnées de z − z′ sont non nulles, nous pouvons
prendre b′ = b et obtenir les coordonnées de z+ z′ (voir la propriété 3.2.4 et l’algorithme 10). Dans le cas
général nous remarquons que

θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

)
θ
[

0
b′
](

z − z′, Ω

2

)
+ θ

[
0
b′
](

z + z′,
Ω

2

)
θ [ 0

b ]

(
z − z′, Ω

2

)
=

∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

(
1 + (−1)4 tα(b+b′)

)
θ
[ α
b+b′

]
(2z,Ω) θ

[ α
b−b′

]
(2z′,Ω) . (3.32)

Les thêta constantes θ [ ab ] (0,Ω) non nulles ne sont par ailleurs pas calculables à partir des thêta constantes
de la base F2. Par contre nous pouvons calculer le produit de ces constantes qui apparâıt lors du calcul
du terme θ

[ α
b+b′

]
(2z,Ω) θ

[ α
b−b′

]
(2z′,Ω) dans l’équation 3.31. En effet, nous avons la formule

θ
[ a
b+b′

]
(0,Ω) θ

[ a
b−b′

]
(0,Ω) =

1

2g

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 taβθ
[

0
b+β

](
0,

Ω

2

)
θ
[

0
b′+β

](
0,

Ω

2

)
. (3.33)

Supposons maintenant que toutes les thêta constantes paires θ [ ab ] (0,Ω) ne sont pas nulles (c’est à dire,

d’après la formule 3.4, celles pour lesquelles (−1)4 tab = 1). Alors nous pouvons calculer les quantités
suivantes pour tout b et b′ dans 1

2Z
g/Zg :

κb,b′ := θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

)
θ
[

0
b′
](

z − z′, Ω

2

)
+ θ

[
0
b′
](

z + z′,
Ω

2

)
θ [ 0

b ]

(
z − z′, Ω

2

)
.

Si pour tout b, le produit κb,b = 2θ [ 0
b ]
(
z + z′, Ω

2

)
θ [ 0

b ]
(
z − z′, Ω

2

)
est nul alors nous obtenons les coor-

données de z + z′ (algorithme 11 étapes 10 à 15). Sinon il existe b0 tel que κb0,b0 6= 0. Dans ce cas, nous
pouvons calculer

θ
[

0
b0

](
z + z′,

Ω

2

)
=

κb0,b0
2θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

) .
Nous avons alors

θ [ 0
b ]
(
z + z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z + z′, Ω

2

) =
θ [ 0

b ]
(
z + z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z + z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

) +
θ
[

0
b0

] (
z + z′, Ω

2

)
θ [ 0

b ]
(
z − z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z + z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)
−
θ [ 0

b ]
(
z − z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)
= 2

κb,b0
κb0,b0

−
θ [ 0

b ]
(
z − z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

) .
Pour obtenir la thêta constante cherchée il faut donc calculer

θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

)
=

(
2
κb,b0
κb0,b0

−
θ [ 0

b ]
(
z − z′, Ω

2

)
θ
[

0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)) θ [ 0
b0

](
z + z′,

Ω

2

)
.

L’algorithme présenté dans [Rob10, section 4.8 p. 100] est légèrement différent. En effet, on n’y suppose
pas connues à priori les coordonnées de z − z′. Nous obtenons alors, au prix d’une racine carrée, les
coordonnées {(

θ [ 0
b ]

(
z + z′,

Ω

2

))
b∈

1
2Z

g
/Zg

,

(
θ [ 0

b ]

(
z − z′, Ω

2

))
b∈

1
2Z

g
/Zg

}
en fonction de celles des points z et z′.
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3.2.3 Formules d’additions différentielles

Additions différentielles classiques

Pour certaines applications (et en particulier le calcul d’isogénies, chapitre 7) il est utile de savoir
mâıtriser le facteur projectif dans les coordonnées des points. Nous appelons alors relevé affine d’un
point P de Png−1(C) un élément P̃ de Ang (C) tel que P̃ s’envoie sur P par l’application naturelle

An
g

(C)→ Pn
g−1(C).

Exemple 3.2.6. Soit la variété A = Cg/ΛΩ plongée dans Png−1(C) par les fonctions thêta de niveau n.
Ces dernières fournissent naturellement un relevé affine :

(
θ [ 0

b ]
(
z, Ω

n

))
b
∈ Ang (C) est un relevé affine du

point
(
λθ [ 0

b ]
(
z, Ω

n

))
b
∈ Png−1(C).

Soit P et Q deux points d’une variété abélienne A correspondant aux vecteurs z et z′. Supposons
connues les « vraies » coordonnées de niveau 2 des points OA, ±P , ±Q et ±(P − Q) (c’est-à-dire les
fonctions thêta évaluées en 0, z, z′ et z − z′ et non pas ces fonctions à un facteur projectif près). Les
algorithmes présentés dans la section précédente permettent alors de calculer les « vraies » coordonnées
de niveau 2 du point ±(P +Q).

Soit un entier 2 pair et supérieur à 3. Supposons connues les « vraies » coordonnées de niveau
n des points OA, P , Q et P − Q. Quand 4 | n, nous pouvons modifier l’algorithme 8 pour obtenir
un algorithme d’addition différentielle (aussi appelé de pseudo-addition) permettant de retrouver les
« vraies » coordonnées du point P +Q. Ce nouvel algorithme est l’algorithme 12.

Notons add diff
(
P̃ , Q̃, P̃ −Q, ÕA

)
le résultat fourni par l’algorithme 12 (respectivement de l’algo-

rithme 11). C’est un relevé affine de P +Q (respectivement de ±(P +Q)).

Il est clair que add diff
(
P̃ , Q̃, P̃ −Q, ÕA

)
dépend des relevés affines des différents points. La propriété

suivante précise cette dépendance. Pour se fixer les idées, on pourra considérer les relevés affines comme
étant exacts.

Lemme 3.2.7. Soit A une variété abélienne de zéro OA et soient P et Q deux points de A donnés avec

les fonctions thêta de niveau n (nous supposons 4 | n). Soient ÕA, P̃ , Q̃, P̃ −Q des relevés affines des
différents points. Soient λOA , λP , λQ, λP−Q des éléments de C∗, alors

add diff
(
λP P̃ , λQQ̃, λP−QP̃ −Q,λOAÕA

)
=

λ2
Pλ

2
Q

λP−Qλ2
OA

add diff
(
P̃ , Q̃, P̃ −Q, ÕA

)
.

Châınes d’additions différentielles

Soit un point P sur une variété abélienne donné par ses coordonnées thêta de niveau n. Nous voulons
calculer [k]P pour un entier k en n’utilisant que des doublements et des additions différentielles. L’intérêt
est de pouvoir calculer les vraies coordonnées du point [k]P en fonction de celles de P et de OA. Par
ailleurs, en niveau 2, il n’existe pas d’addition, et pour calculer [k]P , nous devons utiliser uniquement des
doublements et des pseudo-additions.

Nous sommes dans un cas spécial de châınes d’additions appelées châınes de Lucas. Ainsi

1→ 2→ 3→ 4→ 7→ 10→ 17

est une châıne de Lucas pour 17. Une façon de construire de telles châınes est de remarquer que si nous
connaissons les points [n]P et [n+ 1]P alors nous pouvons calculer [2n]P , [2n+ 1]P et [2n+ 2]P . Ces
châınes sont appelées binaires : à chaque étape, nous choisissons le point à doubler selon la décomposition
binaire de k (algorithme 13). Pour un nombre k donné, il existe une unique châıne de Lucas binaire. Par
exemple, la châıne suivante est la châıne binaire pour 17 :

1→ 2→ 3→ 4→ 5→ 8→ 9→ 17.
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Algorithme 12 add diff
(
P̃ , Q̃, R̃, ÕA

)
: additions différentielles en coordonnées thêta Fn

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses thêta constantes θ [ 0
b ]
(
0, Ω

n

)
de niveau n avec n

divisible par 4. Supposons donnés des relevés affines P̃ , Q̃, R̃ des coordonnées de niveau n des points
correspondants aux vecteurs z, z′ et z − z′.

Sortie: Un relevé affine des coordonnées du point z + z′.

1: Calculer les thêta constantes suivantes par la formule 3.11 {elles peuvent être pré-calculées}

θ [ ab ]

(
0,

4Ω

n

)
a ∈ 1

2Z
g/Zg, b ∈ 1

n/2Z
g/Zg.

2: Calculer les fonctions thêta suivantes par la formule 3.11

θ [ ab ]

(
2z,

4Ω

n

)
, θ [ ab ]

(
2z′,

4Ω

n

)
, θ [ ab ]

(
2 (z − z′) , 4Ω

n

)
a ∈ 1

2Z
g/Zg, b ∈ 1

n/2Z
g/Zg.

3: Choisir a2 dans 1
2Z

g/Zg et b2 dans 1
n/2Z

g/Zg tels que θ
[ a2
b2

] (
2 (z − z′) , 4Ω

n

)
6= 0.

4: for a1 dans 1
2Z

g/Zg et b1 dans 1
n/2Z

g/Zg do

5: Choisir a3, a4 dans 1
2Z

g/Zg et b3, b3 dans 1
n/2Z

g/Zg tels que

−a1 + a2 + a3 + a4 = 2a, −b1 + b2 + b3 + b4 = 2b

avec a ∈ 1
2Z

g/Zg et b ∈ 1
n/2Z

g/Zg et tels que θ
[ a3
b3

] (
0, 4Ω

n

)
θ
[ a4
b4

] (
0, 4Ω

n

)
soit non nul.

6: Par la formule 3.23, calculer

θ
[ a1
b1

](
2(z + z′),

4Ω

n

)
.

7: end for
8: return Les coordonnées de niveau n du point z + z′ obtenues par (voir la formule 3.10)

θ [ ab ]

(
z + z′,

Ω

n

)
=

∑
α∈

1
2Z

g
/Zg

θ [ α2b ]

(
2(z + z′),

4Ω

n

)
, b ∈ 1

nZ
g/Zg.

Les châınes binaires ne sont pas les châınes de Lucas les plus courtes. L’algorithme PRAC de Montgo-
mery [Mon83] trouve de manière efficace des châınes de Lucas courtes.

Dans le cadre des fonctions thêta de niveau 2, pour avoir des formules de multiplications efficaces nous
n’utilisons que des châınes binaires. La raison sera expliquée à la page 68.

Nous avons présenté une méthode permettant de calculer un multiple d’un point en n’utilisant que
des additions différentielles et des doublements. Cette méthode peut être adaptée pour calculer [k]P +Q
à partir de la connaissance de OA, P , Q et de P +Q.

Il est important de noter que le relevé affine de [k]P + Q obtenu à partir d’un relevé des différents
points et à l’aide uniquement d’additions différentielles ne dépend pas de la châıne choisie. Nous pouvons
alors noter

mult add(k, P̃ , P̃ +Q, Q̃, ÕA)

le résultat d’un tel calcul. Dans le cas particulier où Q = OA, nous notons

mult(k, P̃ , ÕA) = mult add(k, P̃ , P̃ , ÕA, ÕA).

C’est le résultat de l’algorithme 13.
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Algorithme 13 multiplication binaire

Entrée: un point P et un entier k > 1.
Sortie: le point [k]P .

1: if k = 2 then
2: return [2]P
3: else
4: Soit k =

∑l
i=0 ki2

l−i la décomposition binaire de k avec k0 = 1 le bit de poids fort.
5: Pm = P ; Pp = [2]P ;
6: for i from 2 to l do
7: Q = Pp + Pm {On remarque que Pp − Pm = P}
8: if ki = 1 then
9: Pp = [2]Pp ; Pm = Q ;

10: else {ki = 0}
11: Pm = [2]Pm ; Pp = Q ;
12: end if
13: end for
14: return Pm
15: end if

Lemme 3.2.8. Soit A une variété abélienne de zéro OA et soit P un point de A donné avec les fonctions
thêta de niveau n (où 4 | n). Soient ÕA et P̃ , des relevés affines des deux points. Soient λOA et λP des
éléments de C∗. Alors, pour tout entier k > 1,

mult(k, λP P̃ , λOAÕA) =
λk

2

P

λk
2−1
OA

mult(k, P̃ , ÕA).

De même, soient P̃ +Q et Q̃ des relevés affines des points P +Q et Q et soient λP+Q et λQ des éléments
de C∗. Alors

mult add(k, λP P̃ , λP+QP̃ +Q,λQQ̃, λOAÕA) =
λkP+Qλ

k(k−1)
P

λk−1
Q λ

k(k−1)
OA

mult add(k, P̃ , P̃ +Q, Q̃, ÕA).

La preuve de ce lemme se fait par récurrence en utilisant le lemme 3.2.7. Le lemme suivant est utile
pour la programmation dans la cadre du genre 1 et 2. Il se montre aussi par récurrence.

Lemme 3.2.9. Soient P,Q,R trois points d’une variété abélienne A. Supposons connus des relevés affines
des points de l’ensemble {

P, Q, R, P +Q, P +R, Q+R, P +Q+R
}
.

Pour tout a, b, c ∈ N, il est possible de calculer aP + bQ + cR en utilisant uniquement des châınes
d’additions différentielles. Le facteur projectif du relevé affine de ce point est alors :

λabcP+Q+Rλ
a(a−b−c+bc)
P λ

b(b−a−c+ac)
Q λ

c(c−a−b+ab)
R

λ
ab(c−1)
P+Q λ

ac(b−1)
P+R λ

bc(a−1)
Q+R λa

2+b2+c2−ab−ac−bc+abc−1
OA

.

Calcul des puissances des facteurs projectifs

Soient n et ` deux entiers avec n pair. Soit z un vecteur de Cg, posons

P =

(
θ [ 0

b ]

(
z,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg
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le point de Png−1 (C) correspondant. Supposons que P soit de `-torsion c’est-à-dire `z appartient au

réseau ΛΩ. Soit ÕA un relevé affine du zéro de la variété A et soit P̃ un relevé affine de P : il existe donc
des nombres complexes λOA et λP tels que

ÕA = λOA

(
θ [ 0

b ]

(
0,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

, P̃ = λP

(
θ [ 0

b ]

(
z,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Supposons connues les coordonnées de ÕA et celles de P̃ . Nous voulons retrouver le facteur λP /λOA .

En utilisant les additions différentielles, nous pouvons calculer Q̃ = mult
(
`, P̃ , ÕA

)
qui est un relevé

affine de Q = [`]P . D’après le lemme 3.2.8, nous avons

Q̃ =
λ`

2

P

λ`
2−1
OA

(
θ [ 0

b ]

(
`z,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Cependant comme `z appartient au réseau ΛΩ et d’après les formules 3.1.2 nous obtenons

Q̃ =
λ`

2

P

λ`
2−1
OA

(
θ [ 0

b ]

(
0,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

=
λ`

2

P

λ`
2

OA

ÕA.

Une des coordonnées de ÕA n’est pas nulle et en divisant par celle-ci la coordonnée correspondante de Q̃,
nous obtenons la puissance `2-ième du facteur λP /λOA .

En fait, nous pouvons faire mieux et obtenir la puissance 2`-ième si ` est pair et `-ième si ` est impair.
Cette méthode est dûe à Lubicz et Robert [LR10a]. Détaillons ce dernier cas : posons ` = 2`′ + 1 et

Q̃+ = mult
(
`′ + 1, P̃ , ÕA

)
, Q̃− = mult

(
−`′, P̃ , ÕA

)
.

D’après le lemme 3.2.8, nous avons

Q̃+ =
λ

(`′+1)
2

P

λ
(`′+1)2−1
OA

(
θ [ 0

b ]

(
(`′ + 1) z,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

,

Q̃− =
λ

(−`′)
2

P

λ
(−`′)2−1
OA

(
θ [ 0

b ]

(
(−`′) z, Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Comme `z appartient à ΛΩ nous obtenons

Q̃+ =
λ

(`′+1)
2

P

λ
(`′+1)2−1
OA

(
θ [ 0

b ]

(
(−`′) z, Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

=
λ

(`′+1)
2

P

λ
(`′+1)2−1
OA

λ
(−`′)

2−1

OA

λ
(−`′)2
P

Q̃− =
λ2`′+1
P

λ2`′+1
OA

Q̃−.

Une des coordonnées de Q̃− étant non nulle, nous obtenons bien la puissance 2`′ + 1 = `-ième du facteur
projectif.

Soit z′ un autre vecteur de Cg et soit P ′ le point correspondant. Soient P̃ ′ et P̃ + P ′ des relevés affines
de P ′ et P + P ′ : il existe donc des nombres complexes λP ′ et λP+P ′ tels que

P̃ ′ = λP ′

(
θ [ 0

b ]

(
z′,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

, P̃ + P ′ = λP+P ′

(
θ [ 0

b ]

(
z + z′,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Nous ne faisons aucune hypothèse sur le point P ′. Nous calculons un relevé affine Q̃ de `P + P ′ avec les
châınes d’addition :

Q̃ = mult add(`, P̃ , P̃ + P ′, P̃ ′, ÕA).
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D’après le lemme 3.2.8 nous avons

Q̃ =
λ`P+P ′λ

`(`−1)
P

λ`−1
P ′ λ

`(`−1)
OA

(
θ [ 0

b ]

(
`z + z′,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

et comme `z appartient à ΛΩ, nous obtenons

Q̃ =
λ`P+P ′λ

`(`−1)
P

λ`−1
P ′ λ

`(`−1)
OA

(
θ [ 0

b ]

(
z′,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

=
λ`P+P ′λ

`(`−1)
P

λ`P ′λ
`(`−1)
OA

P̃ ′.

Nous pouvons donc calculer la puissance `-ième du facteur projectif λP+P ′/λP ′ en fonction de la puis-
sance `-ième de λP /λOA .

Dans le chapitre 6, nous aurons besoin du même type de résultat pour la base F(2,2). Soit un vec-
teur z = Ωα+ β correspondant à un point de `-torsion. Soit P le point correspondant,

P = (θ [ ab ] (2z,Ω))
a,b∈

1
2Z

g
/Zg

.

Soit ÕA un relevé affine du zéro de la variété et soit P̃ un relevé affine de P : il existe donc des nombres
complexes λOA et λP tels que

ÕA = λOA (θ [ ab ] (0,Ω))
a,b∈

1
2Z

g
/Zg

, P̃ = λP (θ [ ab ] (2z,Ω))
a,b∈

1
2Z

g
/Zg

.

Supposons que ` = 2`′ + 1 est impair et calculons par l’algorithme 12 les points

Q̃+ = mult
(
`′ + 1, P̃ , ÕA

)
, Q̃− = mult

(
−`′, P̃ , ÕA

)
.

D’après la formule 3.1, nous avons

Q̃+ = exp
(
−2πi2` tαΩα

)
exp

(
−2πi2` tαβ

) λ`P
λ`OA

Q̃− (3.34)

et nous obtenons alors la puissance `-ième du facteur exp (−4πi tαΩα)λP /λOA . Si ` est pair, nous ne
savons obtenir que la puissance 2`-ième de ce facteur.

Module engendré par des points de `-torsion

Soient k points ei de `-torsion et un point P quelconque qui sont donnés par des coordonnées thêta
de niveau n. Supposons que les points ei sont linéairement indépendants et notons S et S′ les ensembles

S = {ei, i ∈ {1, . . . , g}} ∪ {ei + ej , i 6= j ∈ {1, . . . , g}},

S′ = {P} ∪ {P + ei, i ∈ {1, . . . , g}} ∪ S.

Nous décrivons ici une méthode 14 permettant de retrouver, à partir de S, tout le Z/`Z-module M
engendré par les ei et à partir de S′, le module affine P+M en n’utilisant que des additions différentielles.
Rappelons que nous avons fait l’hypothèse que ` est impair. Ces algorithmes sont des briques de base
essentielles pour pouvoir

– passer des coordonnées compressées aux coordonnées normales [LR10a],
– calculer des `-isogénies en montant de niveau ([LR10a] et partie 7.1),
– calculer des `-isogénies sans changer de niveau (section 7.2.2).
Une autre méthode utilisant différemment les équations de Riemann est donnée dans [Rob10].

Dans le cas où k = 2, il est relativement facile d’obtenir les points de M (début de l’algorithme 14).
Dans le cas général, par récurrence, nous pouvons calculer toutes les sommes utilisant strictement moins
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Algorithme 14 Calcul, avec des additions différentielles, des points du module M engendrés par des
points de `-torsion.

Entrée: Soient k points ei de `-torsion (avec ` impair) supposés linéairement indépendants. Étant don-
nées les coordonnées thêta de niveau n de OA, des points ei ainsi que celle des points ei+ej avec i 6= j.

Sortie: Les coordonnées de tous les points engendrés par les ei en n’utilisant que des additions différen-
tielles.

1: if k=2 then
2: for m = 1 to l − 2 do
3: (m+ 1)e1 := add diff(me1, e1, (m− 1)e1, OA).
4: (m+ 1)e1 + e2 := add diff(me1 + e2, e1, (m− 1)e1 + e2, OA).
5: end for
6: for m1 = 0 to l − 1 do
7: for m2 = 1 to l − 2 do
8: m1e1 + (m2 + 1)e2 := add diff(m1e1 +m2e2, e2,m1e1 + (m2 − 1)e2, OA).
9: end for

10: end for{Nous avons tout le Z/`Z module engendré par e1, e2}

11: else
12: Appliquer récursivement l’algorithme pour avoir les sommes de strictement moins de k points.
13: Utiliser l’algorithme 15 avec P = e3 + . . .+ ek pour obtenir e1 + . . .+ ek.
14: for i = 1 to k do
15: for (m1 = 1 to l − 1), ... , (mi−1 = 1 to l − 1) do
16: for mi = 1 to l − 2 do
17: Calculer

i−1∑
j=1

mjej + (mi + 1)ei +

k∑
j=i+1

ej =

add diff

i−1∑
j=1

mjej +miei +

k∑
j=i+1

ej , ei ,

i−1∑
j=1

mjej + (mi − 1)ei +

k∑
j=i+1

ej , OA


18: end for
19: end for
20: end for
21: end if
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Algorithme 15 Calcul de P + e1 + e2

Entrée: Soit P un point quelconque et soient e1, e2 deux points de `-torsion avec ` impair. Supposons
données les coordonnées thêta des points P + e1, P + e2, P − e2, 2e1 et e1 + e2.

Sortie: Les coordonnées de niveau n de P+e1+e2 obtenues en n’utilisant que des additions différentielles.
1: P + 2e1 + e2 = add diff(P + e1, e1 + e2, P − e2, OA)
2: P + (`+ 1)e1 + e2 = mult add( `+1

2 , 2e1 , P + 2e1 + e2 , P + e2 , OA)

de k points. De plus, si nous avons les points
∑k
i=1 εiei avec εi ∈ {0, 1}, nous pouvons retrouver tous

les points de M (algorithme 14). La partie difficile est d’obtenir ces points (algorithme 15). Nous allons
détailler ce dernier calcul dans le cas particulier suivant.

Soit P un point quelconque (dans l’algorithme 14, P est le point e3 + . . .+ ek), nous voulons calculer
les coordonnées du point P + e1 + e2 à partir de celles des points P + e1, P + e2, e1 + e2, 2e1 et P − e1.
Nous commençons par faire

P + 2e1 + e2 = add diff(P + e1, e1 + e2, P − e2, OA)

En utilisant des additions différentielles avec le point 2e1 nous obtenons le point P + (`+ 1)e1 + e2 (car `
est impair). Comme e1 est de `-torsion, le point obtenu est bien P + e1 + e2.

Remarque 3.2.10. Dans l’algorithme 14, il faut faire attention aux facteurs projectifs. En effet les
facteurs projectifs des points e1 + (l−1)e2 obtenus par 14 et add diff(e1,−e2, e1 + e2, OA) sont différents.
Le plus simple pour la programmation, si avons besoin du facteur projectif, est d’en garder trace tout au
long du calcul.

Pour obtenir le module affine P + M à partir de S′, il suffit de faire une légère adaptation de
l’algorithme 14. Finalement, il est possible d’obtenir les points kP + M en faisant :

kP +M = mult add(k, P, P +M,M,OA)

où M appartient à M .

3.2.4 Complexité

Pour calculer la complexité de nos algorithmes, nous allons faire quelques suppositions sur l’arith-
métique du corps sur lequel nous travaillons. En premier lieu les additions seront négligées par rapport
aux multiplications. Ceci est valide asymptotiquement sur des corps finis de taille cryptographique mais
n’est pas forcément vrai pour des corps de petite taille (voir par exemple le tableau 4.3 dans le cas d’une
implémentation du niveau 2 en genre 2).
Selon les algorithmes utilisés, calculer un carré peut être moins coûteux que faire une multiplication. Pour
l’arithmétique modulaire, suivant la valeur du modulo, on pourra supposer qu’un carré coûte entre 0.81
et 1 multiplication [BZ10, 1.3.6].
Les divisions sont en général coûteuses par rapport aux multiplications. Pour remédier à ce problème les
solutions classiques sont de

– transformer les divisions en produits (car nous travaillons avec des coordonnées projectives),
– transformer les divisions en un certain nombre de produits et 1 division par la méthode de Mont-

gomery [BZ10, 2.5.1] (cela peut être utile pour les additions différentielles en niveau 2),
– essayer d’en diminuer le nombre avec des précalculs et en divisant ensuite toujours par la même

quantité.
Dans les algorithmes, il y a des multiplications par des constantes. Si ces dernières peuvent être choisies
petites alors ces multiplications ont un coût négligeable.

Dans les formules de complexité, nous noterons (par ordre de complexité décroissante)
– par I les inversions,

66



3.2. Arithmétique

– par M les multiplications,
– par S les carrés
– par mP les multiplications qui dépendent d’un point P de la variété (dans le cas où on peut

précalculer certaines quantités)
– par m les multiplications qui dépendent des paramètres de la variété.

Pour certaines applications, ces deux dernières opérations peuvent être considérées comme négligeables,
tandis que dans d’autres cas, leur coût est celui d’une multiplication normale.

Nous supposons également que le maximum de précalculs ont été effectués et que leur coût est négli-
geable par rapport à celui des multiples additions ou doublements que nous voulons effectuer sur la variété.
C’est en pratique toujours le cas. En particulier nous considérons que les inverses des thêta constantes
sont connus.

Complexité des opérations élémentaires sur la variété

Dans le cas du niveau n (divisible par 4) nous utilisons pour l’addition l’algorithme 8. Les changements
de bases entre Fn et F(n/2,2) n’utilisent que des additions et sont donc négligeables. Il faut alors calculer
la quantité

θ
[ a1
b1

](
2(z + z′),

4Ω

n

)
θ
[ a2
b2

](
2(z − z′), 4Ω

n

)
pour tout a1 et b1 dans 1

2Z
g/Zg. Pour les ai et bi fixés, ce calcul prend 4g3M . Dans le cas où nous connais-

sons les coordonnées de z− z′, nous pouvons choisir a2 et b2 tels que la coordonnée θ
[ a2
b2

] (
2(z − z′), 4Ω

n

)
soit non nulle. Sinon il faut calculer cette quantité pour tout a2 et b2 jusqu’à ce que les coordonnées de
z− z′ soient non nulles. Nous obtenons donc la complexité (3(4ng))+M + (ng − 1)m où le + signifie qu’il
faut effectuer l’opération au moins une fois et au plus ng fois.

Dans le cas du niveau 2, le doublement est effectué à l’aide de la propriété 3.2.3. Sa complexité est
de 2g+1S + (2g+1 − 2)m pour les bases F2 et F(2,1)2 .

Pour la pseudo-addition, si nous pouvons utiliser la méthode de Gaudry (première partie de l’algo-
rithme 11), le coût est de

2gM + 2g+1S + (2g − 1)mP−Q + (2g − 1)m

pour la base F2 et de
2gM + 2gS + (2g − 1)mP−Q + (2g − 1)m

pour la base F(2,1)2 (avec cette dernière, nous gagnons 2g carrés).
Si nous ne pouvons pas utiliser la méthode de Gaudry, il faut regarder la seconde partie de l’algo-

rithme 11. L’étape 8 coûtera deux fois (4gM+2g−1(2g+1)m). L’étape 9 de l’algorithme consiste à calculer
κb,b jusqu’à en obtenir un non nul, elle coûtera donc de 2gM à 2g−1(2g + 1)M . Dans le cas où ils sont
tous nuls, il faut calculer κb,b0 pour tout b (étape 13) ce qui prend 2g−1(2g + 1)M . Finalement l’étape 14
est gratuite si lors des précalculs nous nous sommes ramenés à θ

[
0
b0

] (
z − z′, Ω

2

)
= 1. Dans le cas où il

existe b0 tel que κb0,b0 soit non nul, l’étape 18 coûte 1mp−q puis le calcul de tous les κb,b0 coûte encore
2g−1(2g + 1)M . Finalement l’étape 21 prend 1I + 2M + 1mp−q pour chaque b. La complexité finale est
donc de{

2g(2g + 1)M + 2g−1(2g + 1)m si κb,b = 0, ∀b,
(2g − 1) I +

(
5(22g−1 + 2g−1) + (2g)+ − 2

)
M + (2g − 1)mP−Q + 2g−1(2g + 1)m sinon.

Soient deux points P et Q de niveau 2 sur la variété. Nous voulons à la fois calculer 2P et P+Q (il faut
également supposé la connaissance des coordonnées de P −Q). Plutôt que de calculer un doublement puis
une pseudo-addition, il est possible de partager des calculs. Ceci est notamment utilisé dans les châınes
d’additions binaires.
Nous nous plaçons en niveau 2 et nous supposons que les coordonnées de P −Q ne sont pas nulles pour
pouvoir utiliser les formules de Gaudry. Le calcul des fonctions thêta θ [ a0 ] (2zP ,Ω) peut alors être partagé
entre l’algorithme de doublement et celui de pseudo-addition. Par ailleurs, si les thêta constantes associées
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Tableau 3.1 – Complexité des opérations élémentaires

Opérations Complexité

Addition en niveau n

(base Fn) (3(4n)g)
+
M + (ng − 1)m

Doublement en niveau 2
(base F2 et F(2,1)2) 2g+1S + (2g+1 − 2)m

Pseudo-addition en niveau 2
avec la méthode de Gaudry 2gM + 2g+1S + (2g − 1)mP−Q + (2g − 1)m

(base F2)
Pseudo-addition en niveau 2
avec la méthode de Gaudry 2gM + 2gS + (2g − 1)mP−Q + (2g − 1)m

(base F(2,1)2)
Pseudo-addition en niveau 2

méthode général
cas où ∀b, κb,b = 0 2g(2g + 1)M + 2g−1(2g + 1)m

(base F2)
Pseudo-addition en niveau 2

méthode général (2g − 1) I +
(
5(22g−1 + 2g−1) + (2g)+ − 2

)
M

cas où ∃b0, κb0,b0 6= 0 +(2g − 1)mP−Q + 2g−1(2g + 1)m
(base F2)

Doublement + Pseudo-addition en niveau 2 2gM + 3.2gS + (2g − 1)mP−Q + 3(2g − 1)m
P,Q, P −Q 7−→ 2P, P +Q ou selon le coût de m,

(base F2 et F(2,1)2) (2g+1 − 1)M + (2g+1 + 1)S + (2g − 1)mP−Q + 2(2g − 1)m

à la variété ne sont pas choisie petite, les multiplications par ces nombres ne seront pas négligeable. Dans
ce cas, il est possible de partager des multiplications entre les deux algorithmes. Pour les deux bases F2

et F(2,1)2 nous obtenons
– 2gM + 3.2gS + (2g − 1)mP−Q + 3(2g − 1)m si les multiplications m sont petites,
– (2g+1 − 1)M + (2g+1 + 1)S + (2g − 1)mP−Q + 2(2g − 1)m sinon.

Ces différentes complexités sont résumées dans le tableau 3.1.

Multiplication

Intéressons nous maintenant au problème du calcul de [k]P sur la variété. Suivant les opérations auto-
risées (additions, additions différentielles), la complexité des opérations élémentaires et les propriétés de
l’entier k, différents algorithmes peuvent être utilisés : on consultera [BZ10, 2.6] par exemple. Leur com-
plexité est toujours en O (ng log(k)) multiplications sur le corps de base. De ce fait, ce qui est intéressant,
en pratique, est la constante dans le O.

Pour se fixer les idées, en niveau 4, si nous appliquons l’algorithme d’exponentiation rapide, nous
obtenons une complexité de 3 ·16gM + (4g−1)m pour chaque bit de k (plus des opérations négligeables).
Nous avons supposé que nous faisons le bon choix de a2 et b2 tels que θ [ a2b ]2 (2(z − z′),Ω) 6= 0 dès
que nous voulons additionner les points correspondants à z et z′. Ceci est vrai pour des points initiaux
génériques.

Quand nous voulons utiliser des pseudo-additions, il faut faire attention au fait que les mP−Q dans 3.1
sont en fait des divisions par les coordonnées de P − Q. De ce fait, s’il n’est pas possible de précalculer
leurs inverses, la complexité de l’algorithme sera élevée.
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Tableau 3.2 – Complexité de la multiplication en niveau 2 par bit du multiplieur

en genre 1 en genre 2 en genre g quelconque
si m�M 2M + 9S 4M + 12S 2gM + 3.2gS

+1mP + 3m +3mP + 6m +(2g − 1)mP + 3(2g − 1)m
si m ≈M 5M + 5S 13M + 9S (2g+2 − 3)M + (2g+1 + 1)S

+1mP +3mP +(2g − 1)mP

Parmi les solutions de la page 66, la meilleure va consister à imposer que la différence des points soient
toujours un point connu initialement (et dont nous avons précalculé les inverses des coordonnées). Par
exemple, dans les châınes de Lucas binaires 13, nous précalculons les inverses des coordonnées du point

[n+ 1]P − [n]P = P.

Un autre avantage à utiliser ces châınes est que si aucune des coordonnées initiales de P n’est nulle
alors les formules de Gaudry 3.2.4 sont toujours utilisables. En effet ces châınes garantissent que les
différences dans l’algorithme de pseudo-addition sont égales au point P initial dont les coordonnées sont
inversibles. La complexité de l’algorithme est donc de 2gM + 3.2gS + (2g − 1)mP + 3(2g − 1)m ou
de (2g+1 − 1)M + (2g+1 + 1)S + (2g − 1)mP + 2(2g − 1)m par bit du multiplieur (voir le tableau 3.2).

On peut comparer ces résultats aux calculs effectués avec l’algorithme de Cantor 2.2.3 ou avec les
résultats de [Duq04]. Dans le cas du genre 2, la complexité de la multiplication par bit du multiplieur est

– de 4M + 12S + 3mP + 6m pour les fonctions thêta de niveau 2,
– de 52M avec les formules de Duquesne sur la surface de Kummer,
– au alentour de 50M avec les coordonnées de Mumford (cette complexité dépend des hypothèses

faite sur la forme de la courbe, du coût relatif des différentes opérations...).
En conclusion travailler sur la surface de Kummer en genre 2 avec les fonctions thêta est compétitif par
rapport aux autres algorithmes.

3.3 Coordonnées de Mumford versus coordonnées thêta

Nous avons présenté rapidement les coordonnées de Mumford dans la section 2.2.3 du chapitre précé-
dent. Comparons les fonctions thêta aux coordonnées de Mumford :

– Les coordonnées thêta peuvent être utilisées pour toute variété abélienne principalement polarisée
tandis que les coordonnées de Mumford sont restreintes aux jacobiennes de courbes hyperelliptiques.

– Il y a ng coordonnées thêta de niveau n (il faut prendre n = 2 (surface de Kummer) ou n > 4 pair).
En comparaison, pour les coordonnées de Mumford, il n’y a que 2g coordonnées à manipuler. Notons
que Lubicz et Robert [LR10a] ont introduit des coordonnées compressées mais celle-ci restent bien
supérieures en nombre à celles de Mumford. Pour des variétés de petite dimension (cas intéressants
en cryptographie), la différence reste raisonnable par rapport aux gains arithmétiques.

– Pour l’arithmétique, en genre petit, les coordonnées thêta sont compétitives avec les coordonnées
de Mumford. En genre 2, sur la surface de Kummer, la multiplication est même plus rapide avec
les coordonnées thêta de niveau 2 [Gau07].

– Les coordonnées thêta de niveau n encodent une partie (au moins) de la n-torsion de la variété.
– Les coordonnées thêta ne sont a priori pas rationnelles (les points de n-torsion n’étant pas rationnels

en général) tandis que celles de Mumford le sont.
– Certains algorithmes ne s’expriment qu’avec les coordonnées thêta (calcul de `-isogénies par exemple).
– Notons également que [LR10b] donne un algorithme pour calculer le couplage de Weil avec les

fonctions thêta. Celui-ci semble compétitif par rapport à ceux qui utilisent les coordonnées de
Mumford mais nécessiterait une étude plus détaillée.

Les deux systèmes de coordonnées sont donc complémentaires et nous présenterons au chapitre 5 des
formules permettant de passer de l’un à l’autre.
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Chapitre 4

Factorisation d’entiers

L’algorithme ECM (elliptic curve method) introduit en 1985 par Lenstra [Len87] joue un rôle impor-
tant pour factoriser des entiers. L’utilisation principale d’ECM est de trouver des facteurs premiers de
taille « moyenne » (jusqu’à une soixantaine de décimales) de grands nombres. Il est ainsi utilisé pour le
projet Cunningham 1 ou pour les nombres de Fermat. Parmi les succès de ECM, citons la factorisation
des nombres de Fermat F10 et F11 [Bre99]. À ce jour, le plus grand facteur trouvé par ECM est de 73
chiffres décimaux. Il a été trouvé en 2010 par Bos, Kleinjung, Lenstra et Montgomery et il a permis
d’achever la factorisation de 21181 − 1.

Dans la première section, nous présentons le contexte de la factorisation dans lequel rentre l’algorithme
ECM. Dans la section suivante, nous présentons l’algorithme ainsi que diverses améliorations. Dans la
section 4.3, nous expliquons comment généraliser ECM en utilisant des variétés abéliennes et en particulier
des courbes hyperelliptiques de genre 2 (algorithme HECM : hyperelliptic curve method). Puis nous
explicitons et étudions une famille de courbes hyperelliptiques de genre 2 utilisable pour HECM. Pour
l’étude pratique, nous avons écrit un logiciel GMP-HECM qui est décrit dans la section 4.4. Finalement,
dans la section 4.5, nous donnons quelques pistes de recherche pour améliorer HECM.

L’intérêt de ce chapitre est de présenter et d’analyser une version effective d’un algorithme du type
ECM utilisant des variétés abéliennes de dimension 2 et qui soit compétitif par rapport à ECM. Ce
chapitre est basé sur l’article [Cos10].

Fixons des notations pour ce chapitre. Nous voulons factoriser un entier N impair sans facteur carré.
Posons p un facteur premier de N , ce nombre n’étant pas forcément le plus petit facteur de N .

4.1 Multiplication et factorisation

Multiplier deux nombres entiers est une opération rapide aussi bien en pratique qu’en théorie. Algo-
rithmiquement, suivant la taille n des nombres, différentes méthodes pour les multiplier sont utilisées. La
complexité de certaines de ces méthodes est donnée dans le tableau 4.1. On consultera la partie 1.3 du
livre [BZ10] pour une description et une analyse de ces méthodes. Asymptotiquement la méthode la plus
rapide est quasi-linéaire et est due à Fürer [Fü07].

Combinés à une méthode de réduction, ces algorithmes peuvent être utilisés pour multiplier des
nombres dans l’anneau Z/NZ. En effet, les éléments de cet anneau peuvent être représentés par des entiers
entre 0 et N−1. En supposant les éléments distribués uniformément, leur taille moyenne est O (log2(N)),
c’est-à-dire la même que celle de N . Si N est de taille n la complexité moyenne des algorithmes dans ce
cadre est celle donnée par le tableau 4.1. On consultera le chapitre 2 du livre [BZ10] pour une description
plus détaillée des différents algorithmes dans ce cadre. En particulier, les différentes façons de représenter
les nombres de Z/NZ y sont discutées.

1. La page internet du projet est http://homes.cerias.purdue.edu/~ssw/cun/index.html
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Algorithme Complexité

Multiplication triviale O
(
n2
)

Karatsuba O
(
nlog2(3)

)
Toom-Cook O

(
n1+ε

)
algorithme FFT O (n log(n) log (log(n)))

Fürer n log(n)2O(log∗(n))

Tableau 4.1 – Complexité des algorithmes de multiplications de deux entiers de taille n

Algorithme Complexité Complexité dans
le pire des cas

Division à essai π(p) ∼ p
log(p) π(

√
N) ∼ O

( √
N

log(N)

)
rho de Pollard Õ

(√
p
)

Õ
(

4
√
N
)

p− 1 O
(√
q
)

où q est le plus grand facteur de p− 1 O
(√

N
)

ECM O
(
Lp
[

1
2 ;
√

2 + o(1)
])

Õ
(
LN
[

1
2 ; 1
])

Crible quadratique LN
[

1
2 ; 1
]

Crible algébrique LN
[

1
3 ; 1.902

]
Tableau 4.2 – Complexité des algorithmes de factorisation en terme de nombre d’opérations modulo N

Contrairement à la multiplication, l’opération inverse, la factorisation, est en général une opération
difficile. À l’heure actuelle, nous ne connaissons pas d’algorithme polynomial en la taille des nombres
pour factoriser les entiers. Cette différence de complexité a été exploitée pour construire des protocoles
cryptographiques comme RSA [RSA78]. La factorisation est une brique de base de nombreux algorithmes
utilisés en théorie des nombres. Parmi ceux-ci citons

– la construction de racines (carrées ou autres) modulo N ,
– la décomposition d’un groupe abélien de type fini,
– le calcul de l’anneau des entiers d’un corps de nombres (factorisation du discriminant),
– ...

Asymptotiquement, la complexité des algorithmes est donnée dans le tableau 4.2 où nous utilisons la
fonction LN [α; c] définie par

LN [α; c] = exp
(
c log(N)α log(log(N))1−α)

et où π(x) est le nombre de premiers inférieurs à x. Pour certains algorithmes, leur complexité dépend
de la taille du plus facteur premier p de N (rappelons que p est inconnu). Dans le pire des cas, p est de
l’ordre de

√
N .

Étant donné un nombre à factoriser, la méthode classique consiste à utiliser la division triviale puis
des algorithmes du type p− 1, p+ 1 et ECM pour « nettoyer » les petits et moyens facteurs du nombre.
En effet, les entiers de très grande taille peuvent avoir des facteurs de petite taille. Une fois ceux-ci
« nettoyés », si la taille du nombre restant est raisonnable (le record actuel est la factorisation d’un
nombre RSA de 768 bits [KAF+10]) nous utilisons le crible quadratique ou algébrique [Mon94]. Ces
derniers ont la meilleure complexité asymptotique connue. Dans le cas où la taille du nombre restant à
factoriser est trop élevée, nous continuons d’utiliser des algorithmes du type ECM en espérant que les
facteurs premiers du nombre ne soient pas trop grands.
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Algorithme 16 p− 1

Entrée: étant donnés deux entiers positifs N et B1.
Sortie: S’il existe, un facteur de p tel que p− 1 soit B1-friable

1: Choisir au hasard a modulo N premier avec N .
2: Calculer ak modulo N avec k = ppcm (2, . . . , B1).
3: Calculer pgcd(ak − 1, N)

Dans la section suivante, nous présentons plus en détails les algorithmes p−1 et ECM et nous étudions
leur complexité. Dans la section 4.3.1, nous présentons une généralisation d’ECM utilisant les variétés
abéliennes, le but étant d’obtenir un algorithme de complexité similaire. Notons que les algorithmes de
crible nécessitent de trouver des nombres friables et pour cela utilisent ECM [Kru08, Kru10]. Dans ce
cadre, les nombres à factoriser sont beaucoup plus petits et l’analyse de complexité est très différente :
les précalculs ne sont plus négligeables. Nous ne nous sommes pas intéressés à cette application.

4.2 L’algorithme ECM

4.2.1 Contexte

L’algorithme ECM généralise l’algorithme p−1 de Pollard [Pol74] dont voici une description. Prenons
un entier a premier avec N (nous choisissons a modulo N au hasard et nous calculons pgcd(a,N), si celui-
ci n’est pas égal à 1 alors nous avons un facteur de N). Comme ap−1 ≡ 1 [p] par le petit théorème de
Fermat, alors, pour tout multiple k de p − 1, le calcul de pgcd(ak − 1, N) donne un facteur de N (sauf
dans le cas où ak est congru à 1 modulo tous les facteurs de N).
En pratique, nous ne connaissons pas p et nous prenons k comme étant le produit d’un grand nombre
de facteurs en espérant que ceux de p − 1 sont parmi ceux-ci. Prenons k = ppcm (2, . . . , B1) pour une
certaine borne B1 fixée. La méthode réussit si p− 1 est B1-friable c’est-à-dire produit de petits nombres
premiers. Si ce n’est pas le cas nous pouvons augmenter B1 mais cela augmente le temps de calcul.

Définition 4.2.1. Soit n un entier dont la décomposition en facteurs premiers est n = pα1
1 . . . pαrr . Le

nombre n est dit B1-friable si et seulement si les pαii sont inférieurs à B1.

Une idée naturelle est d’étendre l’algorithme p − 1 avec d’autres groupes que (Z/NZ)
∗
. La mé-

thode p+ 1, introduite par Williams [Wil82], utilise le groupe

Z/NZ[X]/
(
X2 − SX + 1

)
où S est un élément quelconque de Z/NZ. Si le polynôme X2−SX+ 1 est scindé alors p+ 1 se comporte
comme p − 1. Sinon, le polynôme est irréductible et nous retrouvons le facteur p si p + 1 est friable. La
probabilité d’être dans chacun des deux cas précédents est de 1

2 .
Bach et Shallit [BS89] ont généralisé ces deux algorithmes en utilisant les polynômes cyclotomiques.

Lenstra [Len87] a proposé d’utiliser le groupe des points sur une courbe elliptique. Cet algorithme est
appelé ECM pour elliptic curve method.

Définissons les courbes elliptiques sur l’anneau Z/NZ. Pour plus de détails, on pourra consulter
[Len87].

Définition 4.2.2. Soient n et N deux entiers. L’espace projectif Pn(Z/NZ), est

Pn (Z/NZ) =
{

(x0, . . . , xn) ∈ (Z/NZ)
n+1

, tel que l’idéal engendré par les xi est Z/NZ
}
/'

où ' est la relation d’équivalence suivante :

(x0, . . . , xn) ' (y0, . . . , yn) ⇐⇒ ∃λ ∈ (Z/NZ)
∗ ∀i, xi = λyi
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Algorithme 17 ECM : phase 1

Entrée: Étant donnés deux entiers positifs N et B1.
Sortie: Un facteur de N .

1: Choisir au hasard une courbe elliptique E sur Z/NZ et un point P dessus.
2: Calculer [k]P avec k = ppcm (2, . . . , B1).
3: Espérer que [k]P = OE mod p pour obtenir le facteur p.
4: Sinon revenir à la première étape.

Soit p un facteur de N , la réduction modulo p définit une application de Pn(Z/NZ) dans Pn(Fp).
Nous considérons les éléments (x, y, z) ∈ P2(Z/NZ) qui vérifient y2z = x3 + axz2 + z3. Le discrimi-
nant −16(4a3 + 27b2) est supposé être un inversible de Z/NZ et dans ce cas nous disons que la courbe E
ainsi définie est une courbe elliptique sur l’anneau Z/NZ.

La réduction modulo p est un morphisme naturel πp de E(Z/NZ) dans E(Fp). Ce morphisme est
théorique car nous ne connaissons pas les facteurs de N . Il est possible de définir une « loi d’addition »
sur les points de cette courbe : nous la définissons avec les formules classiques quand cela est possible.
Cependant la « somme » de deux points n’est plus forcément bien définie. Si la somme P + Q de deux
points P et Q de E(Z/NZ) est bien définie alors les images de ces points existent dans E(Fp) et la réduction
modulo p de P +Q est la somme des réductions modulo p des points P et Q. C’est-à-dire que

πp(P +Q) = πp(P ) + πp(Q).

En pratique, nous travaillons sur Z/NZ comme si c’était un corps. La seule opération de corps qui n’existe
pas dans Z/NZ est l’inversion modulaire. Celle-ci est calculée par l’algorithme d’Euclide étendu et si une
inversion échoue, nous obtenons un facteur de N .

Remarque 4.2.3. Il n’est pas possible de prendre des racines carrées modulo le nombre N à factoriser.
En effet prendre une racine carrée modulo N est équivalent à la factorisation de N : si nous savons
factoriser N alors il est possible de calculer la racine carrée d’un nombre modulo tous les facteurs de N
puis de reconstruire la racine avec des restes chinois. Dans l’autre sens, supposons donné un algorithme
permettant de prendre des racines carrées modulo N . Nous appliquons cet algorithme sur b2 mod N pour
obtenir un élément a tel que a2 = b2 mod N . Le calcul de gcd(a − b,N) a alors une grande probabilité
de donner un facteur de N .

Cette remarque est d’ailleurs utilisée dans les algorithmes de cribles quadratique et algébrique où le
but est de construire une relation a2 = b2 mod N .

Soit P un point d’une courbe elliptique E sur Z/NZ. L’objectif de l’algorithme, et c’est en ce sens
qu’il généralise p− 1, est de calculer [k]P dans E(Z/NZ) pour un certain entier k et un certain point P
de E(Z/NZ) et nous espérons obtenir le zéro OE de E(Fp).

4.2.2 Description générale de l’algorithme ECM

Soit P un point d’une courbe elliptique E sur Z/NZ et soit k = ppcm (2, . . . , B1). Nous calculons le
point [k]P dans E(Z/NZ) et nous espérons que ce point s’envoie sur le zéro de la courbe E(Fp). Cette
étape est appelée phase 1 et est résumée dans l’algorithme 17.
Il existe une extension aux algorithmes de type p − 1 qui est appelée « phase 2 » ou « étape 2 ». Cette
deuxième phase a été proposée par Brent [Bre86] et Montgomery [Mon87]. En particulier ce dernier article
donne une description unifiée de la phase 2 pour les algorithmes p− 1, p+ 1 et ECM.
L’idée générale de la phase 2 est la suivante : soit Q le résultat de la première phase, nous calculons πQ
pour tout nombre premier π entre B1 et B2 et nous espérons qu’un des πQ est le zéro du groupe dans
lequel nous travaillons. De ce fait, nous autorisons le cardinal du groupe à être B1, B2-friable :

Définition 4.2.4. Soit n un entier dont la décomposition en facteur premiers est n = pα1
1 . . . pαrr . Le

nombre n est dit B1, B2-friable si et seulement si nous sommes dans un des deux cas suivants
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– pαii ≤ B1 pour tout 1 ≤ i ≤ r,
– pαii ≤ B1 pour tout 1 ≤ i ≤ r − 1, αr = 1 et B1 < pr ≤ B2.

Il existe différentes méthodes pour éviter de calculer tous les πQ. Une description générale de ces
méthodes se trouve dans [ZD06, Kru10]. Nous ne décrivons pas plus en détail la phase 2 car, pour des
raisons données ultérieurement, nous ne l’utilisons pas dans nos algorithmes.

La correction de l’algorithme ECM vient du fait que si [k]P = OE mod p alors, lors de ce calcul, une
des divisions va échouer. Les divisions étant calculées par l’algorithme d’Euclide étendu, nous obtenons
un diviseur de N si une d’elles échoue.
L’intérêt d’ECM par rapport à p− 1 est que le cardinal du groupe dans lequel nous travaillons n’est plus
totalement déterminé par p. Si le cardinal de la variété abélienne modulo p est friable alors nous obtenons
un facteur de N sinon il est possible de recommencer avec une autre courbe. La borne de friabilité B1 est
choisie en fonction de la taille du facteur que nous voulons trouver pour avoir un compromis entre le calcul
de [k]P (les autres étapes étant négligeables) et le nombre de fois qu’il faut recommencer l’algorithme.
La borne B2 est telle que le temps de calcul de la phase 2 est approximativement le même que celui de
la phase 1.

L’algorithme ECM est un algorithme de factorisation probabiliste dont la complexité est de

O

(
Lp

[
1

2
;
√

2 + o(1)

]
M (log(N))

)
et M(log(N)) est la complexité de la multiplication modulo N . La complexité de ECM est dominée par
la taille du plus petit facteur p de N plutôt que celle de N . Rappelons que ECM ne trouve pas forcément
le plus petit facteur de N . Dans le pire des cas, c’est-à-dire quand p est de l’ordre de

√
N , la complexité

de ECM est de Õ
(
LN
[

1
2 ; 1
])

ce qui est bien plus élevé que le crible algébrique.
La phase 2 permet de gagner un facteur log(p) dans le O. Asymptotiquement l’utilisation de la phase 2

n’améliore donc pas beaucoup la complexité. Cependant, en pratique, elle permet d’augmenter de manière
significative la probabilité de succès d’une courbe.

Le cardinal du groupe dans lequel nous travaillons est donné par les conjectures de Hasse-Weil.

Théorème 4.2.5 (Hasse-Weil). Soit C une courbe de genre g sur Fq alors

(
√
q − 1)

2g ≤ # JacFq (C) ≤ (
√
q + 1)

2g
.

Ainsi pour les courbes elliptiques, leur cardinal se trouve dans l’intervalle
[
p+ 1− 2

√
p, p+ 1 + 2

√
p
]

(page 15, nous avions précisé la distribution de ces nombres).

4.2.3 Améliorations de l’algorithme ECM

Plusieurs améliorations de l’algorithme ECM sont possibles. Tout d’abord, toute amélioration (pra-
tique ou théorique) sur l’arithmétique modulaire permet de diminuer le facteur O (M(log(n))) ; nous

n’y reviendrons pas. À l’opposé, les améliorations mathématiques et algorithmiques travaillent sur le
facteur O

(
Lp
[

1
2 ;
√

2 + o(1)
])

. Les principales améliorations consistent à
– Accélérer l’arithmétique sur les courbes.
– Augmenter la probabilité de succès en utilisant des courbes plus « chanceuses ».

Ces deux pistes de recherche sont liées. En effet, améliorer l’arithmétique sur les courbes elliptiques,
revient souvent à choisir des modèles particuliers des courbes. Les meilleures courbes pour ECM sont
alors différentes suivant les familles.

Différents modèles de courbes elliptiques ont été proposés, et pour chacun d’entre eux, nous disposons
de différentes formules pour calculer la loi de groupe. Le site internet EFD 2 rassemble la plupart des

2. http://www.hyperelliptic.org/EFD/index.html
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formules de la littérature et donne leur complexité. Dans le cadre d’ECM, deux modèles sont particuliè-
rement intéressants : celui de Montgomery et celui d’Edwards.

Décrivons plus en détail les courbes de Montgomery car leur arithmétique ressemble à celle que nous
utilisons. Ces courbes sont en particulier utilisées dans le logiciel GMP-ECM. Pour les courbes d’Edwards,
nous renvoyons à [BBLP10]. Une courbe sous forme de Montgomery est une courbe projective d’équation

E : by2z = x
(
x2 + axz + z2

)
.

Il faut supposer que a2 6= 4 et b 6= 0. Le zéro de la courbe est le point à l’infini (0 : 1 : 0). En ignorant
la coordonnée y des points, nous identifions un point et son opposé, c’est-à-dire que nous travaillons
sur E/{±1}. Nous avons alors les formules suivantes pour l’arithmétique (où nous posons d = (a+ 2)/4) :

x2P = (xP + zP )
2
, z2P = 4xP zP

(
(xP − zP )2 + 4dxP zp

)
,

xP+Q = 4zP+Q (xPxQ − zP zQ)
2
, zP+Q = 4xP−Q (xP zQ − zPxQ)

2

Le doublement peut se calculer avec 3 multiplications et 2 carrés. Tandis que la pseudo-addition coûte 4
multiplications et 2 carrés. Pour calculer un multiple d’un point, nous utilisons les châınes de Lucas avec
l’algorithme PRAC de Montgomery. En effet, à la différence des formules de pseudo-additions avec les
fonctions thêta 3.2.2, les formules de Montgomery n’utilisent aucune division. Le calcul de [k]P se fait
alors en à peu près 6M + 3S par bit de k [ZD06].

Une courbe elliptique est « chanceuse » pour ECM si son cardinal est friable. Celui-ci est un entier
de l’ordre de p d’après le théorème 4.2.5.
Pour améliorer la probabilité de succès, une solution consiste à forcer l’ordre du groupe des points sur les
courbes elliptiques sur Fp à être divisible par un entier m. La probabilité que le cardinal de la courbe soit
friable n’est plus celle qu’un entier de taille log(p) soit friable mais celle qu’un entier de taille log(p/m)
le soit. De ce fait, la probabilité de succès est un peu plus élevée.

Les courbes elliptiques utilisées dans ECM sont souvent la réduction modulo N de courbes définies
sur Q. De même, le point P provient de la réduction d’un point de E(Q). Le théorème de Mazur limite
cependant le groupe de torsion Etor (Q) d’une courbe elliptique sur Q :

Théorème 4.2.6 (Mazur). Le groupe de torsion d’une courbe elliptique sur Q est isomorphe à l’un des
groupes suivant :

Etor (Q) ∼=
{

Z/mZ 1 ≤ m ≤ 10 or m = 12
Z/2Z×Z/2mZ 1 ≤ m ≤ 4

Par exemple, pour la paramétrisation de Suyama [Suy85], nous posons σ aléatoire et nous calculons

u = σ2 − 5, v = 4σ, a =
(v − u)

3
(3u+ v)

4u3v
, b = u/v3.

Le point

P =

(
u3

v3
,

(
σ2 − 1

) (
σ2 − 25

) (
σ4 − 25

)
v3

)
est alors sur la courbe

b y2 = x3 + a x2 + x.

et est d’ordre infini dessus. Cette forme de courbe impose que le cardinal de la courbe sur Fp soit divisible
par 12 pour presque tout p. Les courbes de Suyama sont un cas particulier des courbes de Montgomery
et elles sont en particulier utilisées par GMP-ECM [ZD06].
Dans sa thèse [Mon92], Montgomery décrit des paramétrisations donnant des courbes ayant 12 ou 16
points de torsions sur Q. On pourra également consulter [AM93].
Au lieu de chercher à avoir des courbes ayant un groupe de torsion fixé sur Q ou sur tous les Fp, nous
pouvons chercher des courbes ayant une bonne probabilité d’avoir de la torsion modulo p quand ce dernier
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varie. Bărbulescu [Bă09] décrit une méthode pour étudier la valuation moyenne modulo p du cardinal des
courbes elliptiques.

Pour des nombres N particuliers, nous savons que certains éléments sont des carrés. Par exemple
pour N = a2n + 1 alors −1 est le carré de an modulo tous les facteurs de N . Pour des N de ce type,
nous pouvons construire nos courbes comme la réduction modulo N de courbes définies sur des corps de
nombres [BC10]. L’équivalent du théorème de Mazur sur les corps de nombres montre qu’il existe des
courbes ayant des groupes de torsion plus gros que les courbes sur Q. La probabilité de succès de ECM
avec ces courbes est donc plus élevée.

Il n’est pas possible de prendre un point P au hasard sur la courbe E(Z/NZ). En effet, pour ce
faire, il faudrait prendre une racine carrée, ce qui n’est pas possible. Le point P doit donc être construit
directement sur E(Q) et doit être d’ordre infini sur cette courbe. En effet, sinon nous aurions une relation
du type mP = O sur E(Q) et donc sur E(Fp) pour tout facteur p de N . De ce fait, nous ne pourrions pas
retrouver les facteurs de N . La courbe elliptique sur Q doit donc être de rang strictement positif.

Signalons que les différentes méthodes utilisées dans la phase 2 demandent de savoir faire de vraies
additions sur la courbe elliptique. De ce fait nous demandons que la donnée initiale de la phase 2 soit un
vrai point de la courbe elliptique. Montrons comment transformer une classe (x1 :: z1) sur la courbe

κzy2 = x3 + a2x
2z + a4xz

2 + a6z
3

provenant de la phase 1 en un vrai point (x2, y2) d’une courbe

y2 = x3 +Ax+B

sans modifier l’ordre du point. Rappelons que la notation (x :: z) signifie que nous avons identifié les
points (x : y : z) et son opposé (x : −y : z).

Nous commençons par translater le point par x 7→ x− a2z/3 avant de diviser sa coordonnée x par z
pour obtenir le point (x′1, ?) sur la courbe κy2 = f (x) = x3 + a′4x+ a′6. Les points (x′1,±1) sont alors sur
la courbe

Dy2 = f (x) = x3 + a′4x+ a′6 avec D = f (x′1) .

Par le changement de variables

(x, y) 7−→
( x
D
,
y

D

)
,

nous obtenons un point de la courbe y2 = x3 + Ax + B où A = a′4/D
2 et B = a6/D

3. Remarquons que
le signe ±1 peut être choisi arbitrairement car un point et son opposé ont le même ordre.

4.3 Algorithme HECM

4.3.1 Généralisation d’ECM avec des variétés abéliennes

Il est possible de généraliser l’algorithme ECM en remplaçant les courbes elliptiques par des variétés
abéliennes générales. Cette idée avait été proposée par Lenstra, Pila, Pomerance [LPP93, LPP02, LP92]
dans le but d’avoir un algorithme prouvé. En comparant les variétés abéliennes de dimension g et les
courbes elliptiques, deux problèmes apparaissent :

– L’arithmétique est plus lente sur les variétés abéliennes générales.
– Le cardinal du groupe dans lequel nous travaillons (donné par les conjectures de Hasse-Weil 4.2.5)

est plus élevé et de ce fait la probabilité de succès est moins bonne.
Pour résoudre le premier problème, la meilleure arithmétique sur les variétés abéliennes principalement po-
larisées est donnée par les fonctions thêta de niveau 2 (voir le tableau 3.1). Nous voyons que la complexité
des opérations crôıt en O(2g). Contrairement aux autres applications cryptographiques où augmenter la
dimension permet de réduire la taille du corps, dans ECM, la taille du « corps » est fixée, et donc aug-
menter la dimension fait crôıtre le cardinal de la variété.
Les frères Chudnovsky [CC86] proposent de travailler sur des produits de courbes elliptiques : supposons
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que la variété A ne soit pas irréductible (ou plus généralement qu’elle ne soit pas simple), c’est-à-dire que
nous avons un morphisme

A −→ A1 × . . .×An
de la variété A dans un produit de variétés de dimension plus petite. Au lieu de chercher à trouver le zéro
de A(Fp), nous allons essayer de trouver celui d’une des variétés Ai(Fp). En supposant que les variétés Ai
sont indépendantes, la probabilité de succès de l’algorithme ECM sur A sera alors la somme de celles sur
les Ai. Il est clair que l’optimal est de prendre des Ai de dimension la plus petite possible, c’est-à-dire des
courbes elliptiques. L’algorithme obtenu reviendra à effectuer g algorithmes ECM classiques en parallèle
et la probabilité de succès sera alors g fois celle de l’algorithme ECM.
Pour cette variante d’ECM, il faut donc se poser la question du rapport entre la complexité des opérations
sur la variété (qui est en O(2g)) et la dimension g. Seuls deux cas sont donc intéressants : la dimension 1
(ECM classique) et la dimension 2.

En dimension 2, toute variété abélienne A principalement polarisée et irréductible est la jacobienne
d’une courbe hyperelliptique. La propriété que la variété soit non simple se traduit alors par les cas
suivants

– la variété est isomorphe au produit de deux courbes elliptiques,
– la courbe hyperelliptique est décomposable (l’isogénie étant de type (d1, d2) avec les di > 1).

Soit Ω ∈ Hg la matrice des périodes associée à la variété et soient τ1 et τ2 celles des courbes elliptiques.
Si la variété est isomorphe au produit de ces deux courbes elliptiques, la matrice Ω est de la forme
(possiblement, après un isomorphisme) :

Ω =

(
τ1 0
0 τ2

)
.

Posons

z =

(
z1

z2

)
∈ C2,

les fonctions thêta sur le tore C2/ΩZ2 + Z2 sont alors données comme des produits des fonctions thêta
associées aux tores C/τiZ + Z. Ainsi,

θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(z,Ω) = θ [ 0

0 ] (z1, τ1) θ [ 0
0 ] (z2, τ2)

θ
[ t(0 0)
t(0 1

2 )

]
(z,Ω) = θ [ 0

0 ] (z1, τ1) θ
[

0
1
2

]
(z2, τ2)

θ
[ t(0 0)
t( 1

2 0)

]
(z,Ω) = θ

[
0
1
2

]
(z1, τ1) θ [ 0

0 ] (z2, τ2)

θ
[ t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω) = θ

[
0
1
2

]
(z1, τ1) θ

[
0
1
2

]
(z2, τ2)

Notons leur carré (c’est-à-dire les fonction thêta de niveau 2) par X,Y, Z, T . Elles vérifient la rela-

tion XY = ZT . Les fonctions thêta θ [ a0 ] (2z, 2Ω)
2

de la variété isogène dans les formules de Gaudry
[Gau07] vérifient le même type d’équation.

De manière générale, pour considérer tous les cas, il faut considérer les classes (Ω, 2Ω) modulo iso-
morphisme (c’est-à-dire la variété et une variété 2-isogène). Il faut donc considérer l’action de Γ2\Sp(4,Z)

d’après la discussion page 27. Nous obtenons cependant toujours la même équation xy = zt pour la
variété et sa variété isogène. Par contre les fonctions thêta de la variété et celles des courbes elliptiques
sous-jacentes sont différentes. Il est aisé de se rendre compte qu’il n’est pas possible de tricher :

– la probabilité de succès est la somme de celle des deux courbes.
– L’arithmétique est exactement deux fois plus lente que celle sur les courbes elliptiques (avec les

fonctions thêta de niveau 2 sur ces courbes).

Avec les courbes décomposables, nous pouvons espérer avoir plus de marge de manœuvre. Nous
appelons l’algorithme ainsi obtenu HECM pour hyperelliptic curve method.

78



4.3. Algorithme HECM

Plusieurs solutions sont possibles pour construire des courbes hyperelliptiques C telles qu’il existe
deux courbes elliptique Ei avec Jac(C) isogène aux produit de ces courbes. Nous pouvons construire C
sous forme de Weierstraß y2 = f(x) et regarder les conditions imposées sur les coefficients de f pour
qu’elle soit décomposable. Une autre solution consiste à exprimer les fonctions thêta associées à Jac(C)
en fonction de celles associées aux courbes elliptiques sous-jacentes.

Nous avons choisi la première solution car elle permettait d’utiliser les résultats se trouvant dans la
littérature et, de plus, elle impose des conditions sur la torsion des courbes elliptiques. La seconde solution
serait sans doute plus adaptée pour une étude exhaustive des différentes possibilités de paramétrisation.

Après avoir présenté plus en détail les courbes décomposables dans la section 4.3.2, nous présentons,
dans la section 4.3.3, une paramétrisation permettant d’appliquer l’algorithme HECM. Pour cette pa-
ramétrisation, nous étudions alors la torsion sur les courbes elliptiques (section 4.3.4). Une amélioration
consiste à utiliser de petits paramètres (section 4.3.5).

4.3.2 Courbes décomposables

Définition 4.3.1. Une courbe hyperelliptique de genre 2 est dite décomposable s’il existe une isogénie φ
de Jac(C) dans le produit de deux courbes elliptiques Ei :

φ : Jac (C) −→ E1 × E2.

Si le noyau de l’isogénie est Z/nZ× Z/nZ, la courbe est dite (n, n)-décomposable.

De nombreuses études ont été faites sur les courbes (n, n)-décomposables. Citons [Kuh88, Sat01,
Sha01, Sha05] qui donnent des méthodes pour les étudier. L’idée générale de ces approches consiste à
étudier la ramification des injections entre les corps de fonctions. Pour un entier k fixé, nous obtenons
alors la forme que doit avoir une courbe (n, n)-décomposable. En particulier, pour les courbes (3, 3)-
décomposables, on pourra consulter [Sha02, Sha04].
Nous ne nous intéressons qu’aux courbes (2, 2)-décomposables car les conditions sont les plus simples.
Dans ce cas, Gaudry et Schost [GS01] ont montré le théorème suivant en utilisant une approche basée
sur les automorphismes de la courbe [Igu60].

Théorème 4.3.2. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur un corps k donnée par l’équation

κy2 = x (x− 1) (x− λ) (x− µ) (x− ν)

où λ, µ, ν sont les invariants de Rosenhain de la courbe et où κ est un élément de k. La courbe C est
(2, 2)-décomposable si et seulement si ses invariants de Rosenhain vérifient

λ = µ
1− ν
1− µ

.

Les deux courbes elliptiques sous-jacentes ont alors pour équation

χκ y2 = (x− 1)
(
x− x2

2

) (
x− x2

3

)
avec

q = ±
√
µ (µ− ν), x2 =

µ+ q

µ− q
, x3 =

1− µ− q
1− µ+ q

, χ = −q µ (µ− 1) .

L’élément κ permet de traiter la courbe et ses tordues avec la même équation. En effet les tordues
quadratiques de la courbe y2 = f(x) sont les courbes d’équations κy2 = f(x) où κ décrit un système de
représentant de k∗/k∗2.
Sur un corps non algébriquement clos, les invariants de Rosenhain peuvent ne pas être rationnels. De
ce fait, une courbe (2, 2)-décomposable peut avoir différentes équations. Pour avoir une équation plus
générale, il faut utiliser plutôt les méthodes reposant sur les corps de fonctions.
Soit C est une courbe (2, 2)-décomposable donnée par le théorème. Les courbes elliptiques sous-jacentes
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sont rationnelles si et seulement si µ (µ− ν) est un carré. Les morphismes entre la courbe hyperelliptique
et les courbes elliptiques sont définis sur k (q) et donnés par

(x, y) 7−→

((
x− µ− q
x− µ+ q

)2

,
w y

(x− µ+ q)
3

)
avec w =

8q

(µ− q) (−1 + µ− q)
.

Soit f l’application allant de C dans le produit des deux courbes elliptiques E1 × E2. Le morphisme f
s’obtient en prenant le produit des deux morphismes donnés précédemment. Le poussé en avant f∗ de f
est défini par

f∗ :


Jac(C) −→ Jac (E1)× Jac (E2)

r∑
i=1

Pi − rP∞ 7−→
r∑
i=1

f (Pi)− r f (P∞)

où nous posons que f (P∞) = (OE1 ,OE2) est le couple des zéros des deux courbes elliptiques. Remarquons
que les diviseurs sur la jacobienne des courbes elliptiques ne sont pas réduits. Pour une courbe elliptique,
la jacobienne de la courbe est isomorphe à l’ensemble des points sur la courbe, de ce fait, nous pouvons
identifier Jac (Ei) avec Ei. L’application f∗ devient

f∗ :


Jac(C) −→ E1 × E2

r∑
i=1

Pi − rP∞ 7−→
r∑
i=1

f (Pi)

Un diviseur générique D appartenant à la jacobienne d’une courbe de genre 2 peut s’écrire comme
la somme formelle D = P1 + P2 − 2P∞. En général, nous aurons à additionner les deux points f (P1)
et f (P2) sur les courbes elliptiques.

Si nous partons de Jac(C)/{±1}, alors nous ne pouvons calculer que les coordonnées x des images
f(Pi) des points. Rappelons que nous ne voulons pas prendre de racine carrée et donc que nous ne pouvons
pas avoir les coordonnées y des points ce qui est nécessaire pour additionner ou doubler deux points en
coordonnées de Weierstraß. En pratique, pour faire cette opération, nous pouvons soit utiliser des formules
d’addition complètes (ou presque complètes) telles que celles fournies par les courbes d’Edwards ou de
Jacobi. Une autre solution consiste à travailler dans une algèbre de dimension 4 sur le « corps » Z/NZ.

Dans HECM, nous utilisons les fonctions thêta de niveau 2 pour accélérer l’arithmétique de la jaco-
bienne de la courbe hyperelliptique. Soit K la variété définie par ces fonctions. La surface de Kummer K
est isomorphe à la variété Jac(C)/{±1} sur la clôture algébrique du corps. Posons

ψ : Jac(C)/ {±1} −→ K

Sur des corps finis, soit C̃ la tordue quadratique de la courbe C. Notons ψ̃ l’application de Jac(C̃) dans K.
Comme ψ, le morphisme ψ̃ est rationnel sur le corps de base et est un isomorphisme sur la clôture
algébrique. Sur le corps de base, nous avons que Jac(C)/{±1} et Jac(C̃)/{±1} sont toutes les deux
incluses dans K :

K = ψ
(
Jac(C)/{±1}

)⋃
ψ̃
(
Jac(C̃)/{±1}

)
avec les points de 2-torsion partagés entre les deux jacobiennes.
Nous ne pouvons récupérer que les coordonnées (x :: z) sur les courbes elliptiques. Ces coordonnées sont
invariantes sous l’action de l’isomorphisme identifiant une courbe et sa tordue. Le morphisme global, qui
est rationnel, est donc la composition de morphismes non rationnels (en particulier, ces derniers utilisent
des racines carrés).

Dans les méthodes utilisées pour la phase 2, il n’est pas possible d’utiliser des additions différentielles :
il faut utiliser de vraies additions. Par ailleurs il faut tester si les points πQ sont le zéro modulo p d’une
des courbes elliptiques. De ce fait, il faut récupérer les coordonnées (x :: z) de nombreux points. Si nous
travaillions sur une variété abélienne non simple, il faudrait calculer à chaque fois les morphismes pour
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obtenir les coordonnées (x :: z) sur les courbes elliptiques sous-jacentes. En pratique, ceci serait trop
coûteux.
La solution retenue a été de récupérer les résultats de la phase 1 sur les courbes elliptiques sous-jacentes
puis d’appliquer pour chacun d’eux la phase 2 et donc travailler avec la phase 2 classique d’ECM sur
chacune des courbes elliptiques.

4.3.3 Paramétrisation

Dans cette section nous donnons une famille de courbes utilisables pour HECM. Nous obtenons ces
courbes sur Q et considérons leur réduction modulo N , le nombre à factoriser. Comme nous devons avoir
suffisamment de courbes sur Z/NZ, nous voulons avoir un nombre infini de courbes sur Q.

Notons que, au cours de la construction, nous ne devons jamais avoir à calculer une racine carrée.
Nous demandons donc que la paramétrisation soit fournie par des fractions rationnelles en un nombre
fini de variables.

Paramétrisation de la courbe hyperelliptique

Explicitons le lien entre les fonctions thêta et les invariants de Rosenhain de la courbe hyperelliptique.
Rappelons que nous avons posé

C : y2 = x(x− 1)(x− λ)(x− µ)(x− ν).

Avec l’ordonnancement {ν, µ, λ, 1, 0} dans la formule 3.1.20, nous obtenons les équations suivantes

λ =
αβ

δγ
, µ =

γε

δφ
, ν =

αε

δφ
(4.1)

où nous avons posé

α = θ0(0)2 = θ [ 0 0
0 0 ] (0,Ω)

2
, β = θ1(0)2 = θ

[
0 0
1
2 0

]
(0,Ω)

2
,

γ = θ2(0)2 = θ
[

0 0
0 1

2

]
(0,Ω)

2
, δ = θ3(0)2 = θ

[
0 0
1
2

1
2

]
(0,Ω)

2
,

ε = θ12(0)2 = θ
[

1
2

1
2

0 0

]
(0,Ω)

2
, φ = θ15(0)2 = θ

[
1
2

1
2

1
2

1
2

]
(0,Ω)

2
.

Pour l’arithmétique, nous utiliserons celle fournie par les fonctions thêta de niveau 2 de la base F(2,0)2 .
De ce fait, il faut que les thêta constantes de cette base (c’est-à-dire le vecteur projectif (α, β, γ, δ)) soient
rationnelles.

Lemme 4.3.3. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur Q dont tous les points de 2-torsion sur
la jacobienne sont rationnels.
La courbe C peut être utilisée dans HECM (c’est-à-dire que C est (2, 2)-décomposable avec des courbes
elliptiques sous-jacentes rationnelles et une surface de Kummer rationnelle) si et seulement si C peut se
mettre sous la forme

C : χy2 = x (x− 1) (x− λ) (x− µ) (x− ν) .

avec

λ = µ
1− ν
1− µ

, µ (µ− ν) = �, λµν = �

où � signifie que la quantité doit être un carré.

Démonstration. Avoir une équation sous forme de Rosenhain est équivalent à ce que tous les points
de 2-torsion sur la jacobienne soient rationnels.

Les deux premières conditions impliquent que la courbe est (2, 2)-décomposable avec des courbes
elliptiques sous-jacentes rationnelles 4.3.2. La surface de Kummer est rationnelle si et seulement si les
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carrés (α, β, γ, δ) des quatre thêta constantes sont rationnels. Ils sont reliés aux invariants de Rosen-
hain par :

λ =
αβ

δγ
, µ =

γε

δφ
, ν =

αε

δφ

où ε et φ sont deux autres carrés de thêta constantes. Il découle de ces équations que

α

δ
=

√
λµν

µ
,

β

γ
=

√
λµν

ν
.

Donc le produit λµν doit être un carré dans Q.
Quand nous écrivons l’équation λ = µ 1−ν

1−µ en fonction des thêta constantes (à l’aide des formules 4.1),

nous obtenons α2 = γ2. De plus β, γ, δ sont des fonctions de λ, µ, ν, α et donc sont rationnelles. Cela
montre que les conditions sont suffisantes.

Remarque 4.3.4. Les invariants de Rosenhain (λ, µ, ν) sont définis à une action de PGL(2, 5) près.
De ce fait, la relation qui les lie pour qu’une courbe soit (2, 2)-décomposable n’est pas unique. Une fois la
numérotation des racines choisie, notre choix est le seul qui entrâıne une égalité entre deux des quatre
thêta constantes. Nous avons étudié les équations à résoudre pour des paramétrisations avec un choix
différent de numérotation. Nous nous sommes rendus compte que cela impliquait de gérer une racine
carrée supplémentaire.

Comme (α, β, γ, δ) est un élément de P3 (Q), nous pouvons supposer que α = 1. Faisons également le
choix

γ = α = 1,

l’autre (c’est-à-dire γ = −α = −1) fournissant une surface de Kummer isomorphe. Prenons

µ = 1− ν (1− ν)

s2

avec s ∈ Q de sorte que λµν = µ2s2. La deuxième équation devient

µ (µ− ν) =
1

s4

(
−ν + ν2 + s2

)
(ν − 1)

(
ν − s2

)
= �.

Supposons que ν−s2
ν−1 est un carré u2 (alors ν = s2−u2

1−u2 ), l’équation se réécrit

1 + (−3/s2 + 1/s4)u2 + u4/s2 = �.

Soit v2 ce carré, le point (u, v) se trouve sur une courbe elliptique sur Q (s). Celle-ci est sous forme de
Jacobi [BJ03, Duq07], est de rang 1 et possède un point

(
1, 1− 1

s2

)
qui n’est pas de torsion.

Théorème 4.3.5. Une sous-famille des courbes hyperelliptiques (2, 2)-décomposables de genre 2 ayant
des courbes elliptiques sous-jacentes rationnelles et une surface de Kummer rationnelle est donnée par la
paramétrisation

C : χy2 = x (x− 1) (x− λ) (x− µ) (x− ν) ,

λ = µ
1− ν
1− µ

, µ = 1− ν (1− ν)

s2
, ν =

s2 − u2

1− u2

où (u, v) est un point de la courbe elliptique

1 + (−3/s2 + 1/s4)u2 + u4/s2 = v2.

Un point générique sur cette courbe est (1, 1− 1
s2 ). Les paramètres s, χ, u et v sont des nombres rationnels

devant vérifier les deux conditions 4.3.6 et 4.3.6 suivantes.
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Condition 4.3.6. Avec les notations du théorème, la courbe C est de genre 2 si et seulement si les
éléments 0, 1, ∞, λ, µ et ν sont distincts et si χ n’est pas nul. Ceci est équivalent aux conditions

χ 6= 0, s 6= 0,±1, u 6= 0,±1, v 6= 0,

s 6= ±u, s2 − 2u2 + u4 6= 0.

En particulier la condition 4.3.6 implique que nous ne pouvons pas utiliser le point (1, 1− 1
s2 ) sur la

courbe de Jacobi. Nous devons prendre un multiple de ce point, par exemple son double (2, 1 + 2
s2 ).

Condition 4.3.7. Pour l’arithmétique sur la surface de Kummer, toutes les thêta constantes doivent être
non nulles. Les paramètres doivent alors satisfaire à la condition 4.3.6 et vérifier de plus

s 6= ±u2.

Les différentes thêta constantes non nulles sont données avec la numérotation de Dupont par

θ2
0(0) = θ

[
t(0 0)
t(0 0)

]
(0,Ω)

2
= α = 1,

θ2
1(0) = θ

[ t(0 0)
t( 1

2 0)

]
(0,Ω)

2
= β =

√
λµν
ν = µs

ν ,

θ2
2(0) = θ

[ t(0 0)
t(0 1

2 )

]
(0,Ω)

2
= γ = 1,

θ2
3(0) = θ

[ t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(0,Ω)

2
= δ = µ√

λµν
= 1

s ,

θ2
12(0) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
(0,Ω)

2
= ε =

√
αδ − βγ

√√
λµν
λ ,

θ2
15(0) = θ

[
t( 1

2
1
2 )

t( 1
2

1
2 )

]
(0,Ω)

2
= φ = αβ−γδ

ε ,

θ2
8(0) = θ

[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
(0,Ω)

2
=

√
−φ2,

θ2
9(0) = θ

[
t(0 1

2 )
t( 1

2 0)

]
(0,Ω)

2
=
√
−ε2,

θ2
4(0) = θ

[
t( 1

2 ,0)
t(0,0))

]
(0,Ω)

2
= βε−γφ

θ9(0) ,

θ2
6(0) = θ

[ t( 1
2 ,0)

t(0, 12 ))

]
(0,Ω)

2
= αγ−βδ

θ4(0) .

Notons que les racines carrées apparaissant ici ne sont jamais calculées en pratique. Cependant travailler
dans l’algèbre correspondante permet de simplifier la programmation de l’algorithme.

Le paramètre χ détermine si nous sommes sur la courbe ou sur sa tordue quadratique. Cependant il
n’est pas choisi lors de la paramétrisation de la courbe : en effet la courbe comme sa tordue ont toutes
les deux la même surface de Kummer. Le choix d’un point sur celle-ci déterminera si nous travaillons sur
la courbe ou sur sa tordue. En pratique la coordonnée y des points ne sera jamais utilisée et donc χ n’a
pas besoin d’être calculé.

Nous aurions pu utiliser ν−s2
ν−1 = l u2 (ici l = 1) mais cela aurait mené à des équations plus compliquées.

Par exemple, avec l = −1, nous trouvons une courbe elliptique avec aucun point rationnel (autre que O).
Dans ce dernier cas, pour que la courbe devienne de rang 1 il faut supposer que s se trouve sur une
conique.

Remarque 4.3.8. L’algorithme ECM suppose que le cardinal des courbes elliptique sur Fp se comporte
comme un nombre entier aléatoire de taille autour de p avec possiblement des conditions de divisibilité
supplémentaires. Dans HECM, nous travaillons simultanément sur deux courbes elliptiques. Les cardi-
naux de ces dernières ne sont pas indépendants : par exemple les points de 4-torsion ne peuvent exister
que sur une seule des deux courbes. Cependant expérimentalement, il semble que ce soit l’unique lien entre
leurs cardinaux.
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Trouver un point sur la surface de Kummer

Appelons (X,Y, Z, T ) les coordonnées thêta de niveau 2, c’est-à-dire :

X = θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
(z,Ω)

2
, Y = θ

[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]
(z,Ω)

2
,

Z = θ
[
t(0 0)
t(0 1

2 )

]
(z,Ω)

2
, T = θ

[
t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
(z,Ω)

2
.

Les équations de Riemann 3.1.13 imposent alors la relation suivante entre les coordonnées

4E′2 αβγδ XY ZT =
(
F (X2T 2 + Y 2Z2) +G(X2Z2 + Y 2T 2)+

+H(X2Y 2 + Z2T 2)− (X4 + Y 4 + Z4 + T 4)
)2

où
A′ = α+ β + γ + δ, B′ = α+ β − γ − δ,
C ′ = α− β + γ − δ, D′ = α− β − γ + δ,

E′ =
A′B′C ′D′

(αδ − βγ)(αγ − βδ)(αβ − γδ)
,

F =
α2 − β2 − γ2 + δ2

αδ − βγ
, G =

α2 − β2 + γ2 − δ2

αγ − βδ
, H =

α2 + β2 − γ2 − δ2

αβ − γδ
.

Pour ECM, nous avons besoin d’un point générique (c’est-à-dire un point qui n’est pas de torsion sur la
courbe définie sur Q) sur la courbe elliptique. Contrairement à la paramétrisation de Brent-Suyama pour
les courbes elliptiques, il est possible ici de trouver un point après avoir choisi la courbe hyperelliptique.

Comme dans ECM, le point initial utilisé dans HECM, ne doit pas être un point de torsion du groupe
considéré (ici les deux courbes elliptiques sous-jacentes).

Rappelons que prendre des racines carrés ou utiliser une extension de corps n’est pas possible. Il n’est
donc pas possible de prendre trois coordonnées thêta au hasard et de résoudre l’équation de la surface de
Kummer pour obtenir la dernière.

La première méthode pour trouver un point consiste à mettre une coordonnée à zéro. Dans ce cas les
trois autres vivent sur une conique. Supposons qu’il existe un point rationnel, comme les coniques sont
birationnellement équivalentes à P1, nous obtenons un nombre infini de points sur la surface de Kummer.
Ces points ne peuvent cependant pas être utilisés directement par l’algorithme de multiplication car une
de leurs coordonnées est nulle. Pour résoudre ce problème nous pouvons essayer de doubler le point jusqu’à
en obtenir un avec des coordonnées non nulles ; en général un seul doublement suffit.
Il existe cependant une meilleure solution pour trouver des points : nous cherchons des points avec deux
coordonnées égales ou opposées. De tels points ont l’avantage d’économiser des multiplications (car nous
pouvons partager des calculs dans les algorithmes 9 et 10) : le coût devient 12M + 10S par bit du
multiplieur. Tous les choix de paires de coordonnées ne sont pas possibles : certains ne conduisent qu’à
des points de torsion ou à des équations impossibles à résoudre comme −1 = �. Le choix T = −X conduit
à une courbe elliptique ayant de nombreux points. Chacun de ceux-ci conduit à des points sur la surface
de Kummer qui sont d’ordre infini sur Q. Par exemple, nous pouvons utiliser

X =
u2
(
u2 − 1

) (
su4 − 3su2 + u2 + s3 − s2 + s

)
(s− u2) s4v2

, Y = 1

Z =

(
s2 − u2

) (
u2 − 1

)
s4v2

, T = −X

Le chapitre 5 décrit le changement de coordonnées entre les coordonnées thêta sur la surface de
Kummer et celles de Mumford (u, v2).
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Tableau 4.1 – points de 4-torsion sur les courbes elliptiques sous-jacentes

−1
s2 − u2 s2 − 1 u2 − 1

� �

� C C C̃
�

� C C C̃
�

� C
�

� C̃ C C̃

� C̃ C C̃
�

� C
�

� C C C̃
�

� C C C̃

4.3.4 Étude de la torsion

La probabilité de succès de l’algorithme ECM dépend de la probabilité que le cardinal de la courbe sur
laquelle nous travaillons soit B1, B2-friable. Rappelons (page 15) que le cardinal des courbes elliptiques
sur Fp, a de meilleures propriétés de divisibilité que les nombres aléatoires.

Pour augmenter la probabilité de succès nous allons essayer de forcer de petits facteurs dans la torsion
des courbes elliptiques. Dans notre cas, nous avons imposé que les courbes elliptiques sous-jacentes aient
au moins quatre points de 2-torsion ce qui veut dire que Z/2Z× Z/2Z est un sous-groupe du groupe de
torsion.

En théorie, il est possible de trouver des courbes hyperelliptiques décomposables ayant des courbes
elliptiques sous-jacentes avec de grands groupes de torsion [HLP00]. Cependant cela conduit à devoir
résoudre des équations plus compliquées lors de la paramétrisation. Une obstruction plus théorique à
l’amélioration de la torsion est que pour avoir des points d’ordre supérieur à 2, il faut être capable de
trouver un point de base sur la surface de Kummer correspondant à un point de Jac(C) et non pas de
sa tordue Jac(C̃). Cette obstruction pourrait être levée si la courbe et sa tordue avaient la même torsion
mais ceci augmente encore le nombre d’équations à résoudre lors de la paramétrisation.

En utilisant la paramétrisation présentée à la section 4.3.3, nous obtenons le tableau 4.1 où les lettres
indiquent si et où les points de 4-torsion existent : C pour la courbe et C̃ pour sa tordue. Avec la
même probabilité, nous travaillons sur la courbe ou sa tordue. Supposons que les symboles de Legendre
de s2−u2, s2−1 et de u2−1 sont indépendants (ce qui se vérifie expérimentalement). Nous en déduisons
que si p ≡ 1 mod 4, alors nous avons un point de 4-torsion avec probabilité 1/2 et, si p ≡ 3 mod 4, la
probabilité est de 3/4. Des expériences montrent que pour p ≡ 1 mod 4, la puissance de 2 divisant le
cardinal est, en moyenne, de 3,15 (au lieu de 3 pour des entiers « aléatoires » sous ces conditions) et pour
p ≡ 3 mod 4 de 3,48 (au lieu de 3,5).

Pour étudier plus en détail la friabilité des cardinaux des courbes considérées, nous allons utiliser une
théorie développée par Knuth et Schröppel dans le cadre l’algorithme de factorisation par les fractions
continues (voir [Knu81, page 396] ou [Kru10, page 101]). Soit p un nombre premier. Considérons un
ensemble S ⊂ N de nombres pour lesquels nous allons étudier l’exposant moyen f(p, S) du premier p dans
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la décomposition des nombres de S (avec la probabilité uniforme sur S). Nous avons

f(p, S) =

∞∑
n=1

1

pn
=

1

p− 1
.

Soit k un nombre entier et soit un élément s de S. Divisons s par les nombres premiers inférieurs à k et
notons r le reste de cette division. La taille de r peut être estimée par la formule

log(r) = log(s)−
∑

p∈P, p6k

f(p, S) log(p)

où P désigne l’ensemble des nombres premiers. Posons

δ =
∑

p∈P, p6k

(
f(p, S)− 1

p− 1

)
log(p).

Le réel δ correspond à la différence attendue entre la taille du cofacteur r provenant des nombres de S par
rapport à celle des cofacteurs r provenant des entiers de N. Comme la taille logarithmique du cofacteur
est plus petite du facteur δ, le nombre s se comporte (du point de vue de la friabilité) comme un entier
aléatoire plus petit d’un facteur de eδ.

Expérimentalement, nous trouvons que δ = 2,048 . Le cardinal des courbes est donc friable comme un
entier aléatoire valant 1/7,75 du cardinal (à comparer avec 1/23,7 pour les courbes de Suyama [ZD06]).

Nous avons remarqué que la paramétrisation s = 3+t2

3−t2 , u = 2, v = 1 + 2
s2 fournit une meilleure torsion (la

puissance de 2 étant en moyenne de 3,66) mais il y a moins de telles courbes ayant de petits paramètres.

4.3.5 Petits paramètres

Comme nous l’avons remarqué dans la section 3.2.2, lors du calcul de [k]P , nous utilisons beaucoup
de multiplications par des constantes. Si les constantes sont petites alors ces multiplications vont être
négligeables devant les multiplications modulaires classiques. Le coût deviendra alors de 4M + 12S par
bit du multiplieur et si nous utilisons l’approximation 1S = 0.8M , le coût est de 13.6M .

En pratique, nous appelons un nombre une petite constante s’il tient dans un signed long. Ceci
limite le nombre de courbes que nous pouvons utiliser : si nous travaillons avec un processeur 64 bits, il
y a 185.399 courbes hyperelliptiques utilisables ce qui est suffisant pour trouver des facteurs de plus de
65 chiffres décimaux.
Dans l’algorithme de multiplication, les 16 multiplications par des constantes peuvent être réduites à 12
car nous sommes dans l’espace projectif. Cependant, dans ce cas, nous aurions des nombres rationnels
qui doivent, modulo N , tenir dans des signed long, ce qui est plus compliqué.
Plus spécifiquement, notre paramétrisation donne (α, β, γ, δ) et (1/A : 1/B : 1/C : 1/D) en fonction de
fractions rationnelles de petits degrés en (s, u) ∈ Q2. Comme nous travaillons en projectif, nous pouvons
éliminer les dénominateurs. Les constantes utilisées dans l’algorithme de multiplication sont alors :(

1

α
:

1

β
:

1

γ
:

1

δ

)
=
(
s4v2 : s

(
u2 − s2

) (
u2 − 1

)
: s4v2 : s5v2

)
,

(
1

A
:

1

B
:

1

C
:

1

D

)
=

(
(s− 1)

2 (
s2 − 2u2 + u4

) (
s+ u2

)2
: −

(
u2 − 1

) (
s+ u2

)2 (
s− u2

)2
:

(s+ 1)
2 (
s2 − 2u2 + u4

) (
s− u2

)2
:
(
u2 − 1

) (
s+ u2

)2 (
s− u2

)2)
.

Comme s est rationnel, posons s = a/b avec des entiers a et b. Après avoir généré une courbe hyperellip-
tique, nous pouvons tester si les constantes sont petites. Il faut alors trouver un point sur la surface de
Kummer tel que les inverses de ses coordonnées soient « petites ». Malheureusement nous n’avons pas
trouvé de point tel que ces inverses ont des degrés égaux ou inférieurs à ceux des constantes précédentes.
Ceci réduit donc le nombre de courbes utilisables. En pratique, nous avons plusieurs points génériques
sur la surface de Kummer et nous pouvons chercher si l’un de ces points convient.
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4.4 GMP-HECM

4.4.1 Un exemple numérique

Essayons de factoriser le nombre N = 4.816.415.081 avec HECM. Nous utilisons B1 = 25 et B2 = 200
ainsi que les paramètres suivants pour la courbe : s = 1

2 , u = 2 et v = 9. La surface de Kummer est alors
donnée par les paramètres

(α, β, γ, δ) =

(
1 :

9

10
: 1 : 2

)
.

Un point sur cette surface est
P = (−272 : 63 : −140 : 272) .

Nous calculons [k]P sur la surface de Kummer avec k = ppcm (2, . . . , B1) = 26.771.144.400 et envoyons
le point qui en résulte sur les deux courbes elliptiques sous-jacentes :

(3455587574, 1) sur 734346861 y2 = (x− 1)

(
x− 1

25

)(
x− 1

121

)
,

(3222355131, 1) sur 2791313056 y2 = (x− 1) (x− 25) (x− 121) .

Nous utilisons maintenant la phase 2 d’ECM sur les courbes elliptiques. Sur la première, cela ne renvoie
pas de facteur mais la seconde trouve le nombre p = 83003 qui est un facteur de

N = 4816415081 = 58027 · 83003.

Après examen des calculs, nous n’avons pas travaillé sur la courbe hyperelliptique mais sur sa tordue

χy2 = x (x− 1)

(
x− 9

20

)(
x− 9

4

)(
x− 5

4

)
où χ est un non résidu quadratique modulo N . L’ordre du point initial dans la jacobienne de cette courbe
modulo 83003 est 2 · 3 · 5 · 11 · 19 · 73 · 631. Le cardinal de la première courbe elliptique est 2 · 7 · 631 et
celui de la deuxième de 2 · 3 · 5 · 19 · 73.

4.4.2 Implémentation

Il existe de nombreuses implémentations de l’algorithme ECM. En particulier, GMP-ECM est un
logiciel libre basé sur la bibliothèque GMP. Il est décrit en détail dans [ZD06]. En utilisant de nombreuses
fonctions de GMP-ECM, nous avons écrit un nouveau programme appelé GMP-HECM qui utilise les
courbes hyperelliptiques. GMP-HECM est distribué avec GMP-ECM 3.

Notre logiciel commence par générer une courbe hyperelliptique décomposable de genre 2 avec des
petits paramètres, puis il calcule [k]P sur la surface de Kummer et envoie finalement les points sur les
courbes elliptiques sous-jacentes. Pour la phase 2, il utilise celle de GMP-ECM. En effet GMP-ECM
peut utiliser les résultats d’une phase 1 d’un autre programme : il a juste besoin du paramètre A de la
courbe elliptique y2 = x3 +Ax+B et des coordonnées d’un point dessus.

Nos courbes elliptique ne peuvent, en général, pas se mettre sous forme de Suyama. Elles n’ont donc
pas le même groupe de torsion que celui attendu dans GMP-ECM. Cela modifie la probabilité que leur
cardinal soit friable et par voie de conséquence, il faut modifier les paramètres B1 et B2. GMP-ECM
est capable de choisir le paramètre B2 de l’étape 2 en fonction de la valeur de B1. Ce choix n’est pas le
même que celui de la continuation standard où B2 = 100 ·B1 : GMP-ECM utilise des B2 beaucoup plus
gros pour réduire le nombre de courbes nécessaires pour trouver un facteur (voir le tableau 4.2 pour les
valeurs de B1 et B2 utilisées dans GMP-ECM).

Le choix de B1 étant heuristique, nous avons essayé de minimiser le temps moyen de calcul. Le tableau
4.2 fournit les valeurs optimales de B1 pour différentes tailles (en général inconnues) de facteur. Pour des
facteurs de plus de 35 chiffres décimaux, nous utilisons le même B1 que ECM. Une fois choisis ces B1,

3. GMP-ECM et GMP-HECM sont téléchargeables à l’adresse http://gforge.inria.fr/projects/ecm/
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Tableau 4.2 – Choix optimal des paramètres dans GMP-ECM et GMP-HECM

ordre de GMP-ECM GMP-HECM
grandeur B1 B2 nombre moyen de B1 B2 nombre moyen de

du facteur optimal courbes elliptiques optimal courbes elliptiques
1020 11,000 2.106 74 14, 000 2.106 75
1025 50,000 16.106 214 60, 000 16.106 214
1030 250,000 130.106 430 260, 000 130.106 491
1035 1.106 900.106 904 1.106 900.106 1,116
1040 3.106 4.109 2,350 3.106 4.109 2,871
1045 11.106 28.109 4,480 11.106 28.109 5,425
1050 43.106 200.109 7,553 43.106 200.109 9,003
1055 110.106 750.109 17,769 110.106 750.109 21,183
1060 260.106 2.1012 42,017 260.106 2.1012 49,534
1065 850.106 14.1012 69,408 850.106 14.1012 81,387

Tableau 4.3 – Fraction du temps pris par les opérations arithmétiques pour différentes tailles de N

ordre de grandeur de N 10100 10150 10200 10250 10300 10350 10400 10500 101000

M 0.143 0.159 0.194 0.216 0.209 0.219 0.216 0.222 0.234
S 0.428 0.465 0.557 0.597 0.622 0.645 0.65 0.682 0.700
m 0.163 0.127 0.092 0.081 0.070 0.057 0.037 0.031 0.051

additions 0.237 0.179 0.116 0.109 0.074 0.057 0.059 0.041 0.017

S/M 1.00 0.98 0.96 0.93 0.99 0.98 1.04 1.02 1.00
m/M 0.26 0.20 0.12 0.093 0.084 0.066 0.043 0.035 0.055

GMP-ECM nous propose des valeurs de B2. Nous nous rendons compte que ces valeurs de B2 sont les
mêmes que celles de ECM.

Finalement, le ratio de la différence du nombre moyen de courbes nécessaires décrôıt avec la taille du
facteur.

4.4.3 Résultats et comparaisons

Pour les B1 de taille suffisante, la complexité théorique et pratique de l’algorithme est linéaire en
B1. Cependant la dépendance en la taille du nombre N à factoriser n’est pas simple : les multiplications
modulaires sont quadratiques pour des petits N mais deviennent quasi-linéaires pour les grands N . Il y
a de plus de nombreuses autres opérations (multiplications par de petites constantes, additions...) dont
la complexité n’est pas négligeable pour les petits N .

Le tableau 4.3 montre le temps pris par les différentes opérations lors du calcul de [k]P pour diffé-
rentes tailles d’entiers N dans GMP-HECM (nous avons noté par m les multiplications par les petites
constantes). Nous pouvons remarquer que les carrés prennent le même temps que les multiplications.
Ceci provient du fait que GMP-ECM (et donc GMP-HECM) a du code assembleur spécifique pour les
multiplications modulaires mais pas pour les carrés et donc que ces derniers sont calculés avec le même
code. Pour les multiplications par de petites constantes, Kruppa a écrit du code assembleur spécifique.
Finalement le tableau montre que ni les additions, ni les multiplications par les petites constantes ne sont
négligeables pour les petits N .

À la fois parce que les opérations « négligeables » ne le sont pas et parce que le cardinal des courbes
elliptiques dans HECM n’est pas autant divisible par de petits facteurs que celles des ECM classiques (du
moins avec notre paramétrisation, voir 4.3.4), l’algorithme HECM ne doit pas être utilisé pour factoriser
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Table 4.4 – Comparaison entre la phase 1 de GMP-ECM et celle de GMP-HECM pour différentes
tailles de N avec B1 = 107 sur un core 2 à 2.4Ghz.

ordre de grandeur de N 10100 10150 10200 10250 10300 10350 10400 10500 101000

HECM
2∗ECM 1.15 1.09 1.03 1.0 0.97 0.94 0.95 0.93 0.89

des nombres de petites tailles.

Théoriquement, la complexité de la phase 1 d’HECM est de 4M+12S par bit du multiplieur. Pour une
exécution d’ECM avec les coordonnées de Montgomery et l’algorithme PRAC, la complexité est à peu
près de 6M + 3S. De ce fait deux sessions d’ECM coûteront 12M + 6S. Si nous utilisons l’approximation
1S = 0.8M , la complexité de HECM devient 13.6M et celle de deux ECM devient 16.8M . Nous obtenons
donc un gain compris entre 11% et 20% selon l’algorithme utilisé pour les carrés modulaires. Bien sûr,
ceci n’est valide qu’asymptotiquement.

Le tableau 4.4 compare le temps d’exécution de deux GMP-ECM contre celui d’un GMP-HECM
(rappelons qu’une exécution de HECM avec des courbes décomposables est équivalente à deux exécutions
de ECM) pour un B1 fixé et différentes tailles de N . Ce tableau montre que pour les N très grands (au
moins 10250), notre programme est plus rapide que GMP-ECM. Comme l’arithmétique avec HECM a
plus de carrés que celle avec les courbes de Montgomery, du code assembleur optimisé pour les carrés
modulaires permettrait de réduire la frontière à partir de laquelle GMP-HECM est plus intéressant que
GMP-ECM. Pour de très grands N le gain entre GMP-HECM et GMP-ECM est de 11% ce qui est
concordant avec les résultats théoriques.

L’algorithme EECM (ECM avec les courbes d’Edwards) utilise des « signed sliding window » pour
calculer [k]P (voir [BBLP10, BBL10]). Cette méthode permet de ne faire qu’un doublement et ε addi-
tion (sur la courbe elliptique) par bit du multiplieur. Le doublement en coordonnées d’Edwards se fait
en 3M + 4S tandis que l’addition est en 10M + 1S + 1d.
En théorie, deux exécutions d’EECM seraient plus rapides qu’une de HECM dès que ε est plus petit
que 1/12 (si nous supposons que 1S = 0.8M alors ε doit être plus petit que 1/20). Cependant, pour
atteindre de tels ε, la taille de la fenêtre devient très grande. Les précalculs et l’utilisation mémoire de-
viennent alors non négligeables.
Les auteurs de [BBLP10] comparent EECM à HECM. Ils écrivent que HECM fait plus de multipli-
cations que EECM mais dans leur comparaison, ils ne comptent pas le coût des précalculs et le font
pour un B1 suffisamment petit ce qui permet d’avoir une taille de fenêtre petite. Par ailleurs, dans leur
comparaison, ils précisent le nombre de multiplications par de petites constantes dans HECM et pas dans
EECM.
Une comparaison pratique entre les deux algorithmes serait intéressante. Cependant le seul logiciel dis-
tribué reposant sur les courbes d’Edwards, EECM-MPFQ 4, ne permet de factoriser que des nombres de
moins de 10 mots machines (c’est-à-dire faisant moins de 200 chiffres décimaux). Ces nombres sont trop
petits pour HECM. Il serait intéressant de comparer GMP-HECM à une implémentation de EECM
permettant de travailler avec des grands nombres et des B1 élevés.

Finalement, citons une nouvelle factorisation obtenue par HECM. Le nombre impliqué 62121 + 1
provient de la table Brent-Montgomery-te Riele 5 [Bt92] :

62121 + 1 = 32 · 7 · 2663 · 369293 · 825977153711699903 · p53 · p137

p53 = 11.032.894.983.078.909.629.369.066.070.666.992.613.860.028.418.707.083

4. Disponible à l’adresse : http://eecm.cr.yp.to/mpfq.html
5. Une liste des nombres de ce type qui ont été factorisés et qu’il reste à factoriser se trouve sur le site internet de

Brent : http://maths.anu.edu.au/~brent/factors.html
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Les premiers facteurs ont été trouvés par d’autres méthodes. Il restait à factoriser un nombre de 189
chiffres décimaux.

4.5 Pistes de recherche

Nous avons vu, à la fois théoriquement et en pratique, que l’utilisation des fonctions thêta de niveau
de niveau 2 est compétitive par rapport aux courbes elliptiques sous forme de Weierstraß ou d’Edwards.

La paramétrisation donnée dans ce chapitre n’est sans doute pas optimale. Il serait intéressant d’en
explorer d’autres pour obtenir des courbes elliptiques avec une meilleure torsion et/ou de « meilleures »
formules d’addition. Explicitons ce que nous entendons par cette dernière expression. Pour certaines
configurations de courbes (2, 2)-décomposables, nous avons la relation suivante entre les fonctions thêta

θ2
0 (z) + θ2

1 (z) + θ2
2 (z) + θ2

3 (z) = 0.

Ceci est une relation linéaire entre les fonctions thêta de niveau 2. Le problème de cette relation est qu’elle
entrâıne θ [0] (0, 2Ω) = 0 et nous ne pouvons plus utiliser les formules de Gaudry (algorithmes 9 et 10)
pour l’arithmétique. Cependant une telle relation permet d’éviter de « calculer » toutes les coordonnées
thêta de niveau 2 : l’une étant fournie comme combinaison linéaire des autres, elle peut donc se calculer
uniquement à l’aide d’additions.
Une paramétrisation intéressante au niveau arithmétique serait donc une paramétrisation permettant
d’avoir une relation linéaire entre les fonctions thêta de niveau 2 de la variété ou de sa variété isogène
mais tout en garantissant que les thêta constantes ne soient pas nulles.

Si nous gardons la méthode consistant à étudier les courbes décomposables via leur équation de
Rosenhain

y2 = x(x− 1)(x− λ)(x− µ)(x− ν),

il serait intéressant de regarder l’ordonnancement {0, 1, λ, µ, ν} des racines au lieu de {ν, µ, λ, 1, 0}. En
effet d’après le chapitre 5, les morphismes entre la variété définie par les fonctions thêta et la jacobienne
de la courbe avec les coordonnées de Mumford se comportent différemment. Cela permettrait d’obtenir
d’autres conditions pour savoir si nous travaillons sur la courbe ou sur sa tordue.

La méthode d’étude la plus prometteuse selon moi consiste à étudier les propriétés des variétés associées
aux matrices γ.Ω0 où nous avons posé

Ω0 =

(
τ1 0
0 τ2

)
∈ H2

avec τ1 et τ2 des éléments du demi-plan de Poincaré. Nous devons les étudier pour les matrices γ du type

γ = γ2

(
2 Id2 0

0 Id2

)
γ1, où γ1, γ2 ∈Γ2\Sp(4,Z).

En effet, d’après la section 2.3.2, la matrice γ1 permet de choisir le noyau de la (2, 2)-isogénie associée à
l’opération Ω→ 2Ω :

C2/(γ1 · Ω)Z2 + Z2 −→ C2/(2γ1 · Ω)Z2 + Z2

z 7−→ 2z

Finalement γ2 permet de déterminer la variété (2, 2)-isogène pour les formules de Gaudry. Les γ · Ω0 de
ce type fournissent donc des représentants des classes de couples (A,B) modulo isomorphismes où A est
la surface de Kummer d’une variété abélienne (2, 2)-décomposable et B la variété isogène associée à 2Ω
(où Ω est la matrice des périodes associée à A).

Notons que nous pouvons exclure certaines matrices γ1. En effet, si

γ1

(
τ1 0
0 τ2

)
=

(
τ ′1 0
0 τ ′2

)
où τ ′1 et τ ′2 sont deux éléments du demi-plan de Poincaré, la variété obtenue ne sera pas simple. De ce
fait, nous n’obtiendrons pas d’équations plus intéressantes.
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Morphismes

Le but de cette partie est d’expliciter les morphismes entre la Jacobienne d’une courbe hyperelliptique,
représentée par les coordonnées de Mumford, et la variété abélienne représentée avec les fonctions thêta.
Nous nous limitons aux niveaux 2 et 4. Pour les autres niveaux, il est possible d’utiliser les formules de
changements de niveaux 7.2.

Les morphismes entre jacobiennes de courbes hyperelliptiques et les fonctions thêta sont une brique
de base de l’algorithme de calcul d’isogénies entre courbes hyperelliptiques de genre 2 (section 7.4). Une
autre application est fournie par la recherche de lois d’addition complètes 5.5.

Soit C : y2 = f(x) une courbe hyperelliptique que nous supposerons de modèle imaginaire. Nous
voulons avoir des formules de changement de coordonnées entre les systèmes suivants

– les fonctions thêta de niveau 4 données avec la base F(2,2) et les coordonnées de Mumford (u, v),
– les fonctions thêta de niveau 2 données avec la famille F(2,2)2 et les coordonnées de Mumford (u, v2).

Remarquons que dans ce dernier cas nous travaillons sur Jac(C)/{±1}.
Un problème est que les fonctions thêta (et les thêta constantes) ne sont pas rationnelles sur le corps k
définissant la courbe. En particulier le plongement de Jac(C) par les fonctions de niveau 4 est défini sur le
corps k

(
{ai}, {

√
ai − aj}

)
où les ai sont les racines de f . Pour résoudre ce problème Van Wamelen a intro-

duit des fonctions thêta tordues tA(z) = fA(CA)θ [ηU◦A] (z) où A est un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1}.
Les nouvelles coordonnées thêta sont alors (avec répétition)

– les tA(2z) pour le niveau 4,
– les tA(z)2 pour le niveau 2.

Nous introduisons des fonctions YA(z) qui s’expriment de manière simple, à la fois en les polynômes de
Mumford (u, v) (et non pas (u, v2)), et en les fonctions tA(z) (et non pas en les tA(2z)). Nous utilisons la
géométrie algébrique pour prouver l’égalité à une constante près puis nous déterminons la constante. En
utilisant la formule de Koizumi, il est ensuite possible d’obtenir les formules de changement de coordonnées
voulues.

Les preuves de cette partie reposent sur des calculs analytiques. Cependant le principe de Lefschetz
permet de montrer la validité des formules sur des corps parfaits de caractéristique différente de 2. Par
ailleurs, les courbes hyperelliptiques et les variétés abéliennes considérées sont supposées génériques dans
le sens suivant : aucune thêta constante utilisée n’est nulle. Les cas exclus sont ceux de certaines courbes
décomposables. Bien que ce cas ne soit pas traité, il suffit qu’une formule soit bien définie pour qu’elle
soit valide sur ces courbes.

Cette partie repose de manière cruciale sur les travaux de Van Wamelen [vW98]. Dans cet article,
ce dernier explique comment modifier les fonctions thêta de manière à obtenir une variété définie sur le
même corps que les racines du polynôme f . Pour ce faire il explicite une partie des morphismes entre les
coordonnées de Mumford et les coordonnées thêta de niveau 4. Notre but est d’obtenir des morphismes
totalement explicites dans le cas des niveaux 2 et 4. En particulier nous explicitons les signes dans
les équations de Van Wamelen et nous introduisons de nouvelles fonctions, généralisant celles de Van
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Wamelen, permettant de calculer les fonctions thêta à partir des polynômes de Mumford. Par ailleurs,
nous traitons le cas de diviseurs non génériques.

Pour ce faire il faut introduire et étudier différentes fonctions 5.1. Il est conseillé, en première lecture,
de ne pas lire les preuves qui sont souvent lourdes. On pourra ainsi se contenter des énoncés suivant

– section 5.1.1 définissant les fonctions thêta tordues tS(z) (on utilisera les fonctions tS(2z) pour le
niveau 4 et S(z)2 pour le niveau 2),

– la page 125 qui présente les résultats des études précédentes,
– la discution dans la section 5.1.6.

Il est alors possible de lire les sections 5.2 et 5.3 qui expliquent comment calculer les morphismes. Quelques
détails sur l’implémentation pratique de ces formules sont donnés dans la section 5.4. La construction de
lois d’addition complètes est une application de ces morphismes (section 5.5).

Dans la suite, on suppose fixée une courbe hyperelliptique C : y2 = f(x) avec f de degré 2g + 1. Les
racines de f sont notées al.

5.1 Étude du plongement de Jac(C) dans P4g−1 avec les fonctions
thêta

Le but de cette section est d’introduire des fonctions Y ′S de Jac(C) dans C qui s’expriment « facile-
ment » en fonction des polynômes de Mumford et des fonctions thêta.
Nous commençons par introduire et étudier les fonctions thêta tordues de Van Wamelen (sections 5.1.1
et 5.1.2) avant d’introduire les fonctions YS à la section 5.1.3. Des signes apparaissent alors dans les
équations et on les déterminera dans la section 5.1.4. Plusieurs choix doivent être effectués pour définir
les fonctions YS , nous étudierons leurs impacts dans la section 5.1.6.

5.1.1 Fonctions thêta tordues

Tous les quotients de la forme (a−b)/(c−d) où a, b, c, d sont des racines de f peuvent s’exprimer comme
un carré ou comme l’opposé d’un carré d’une fraction rationnelle de thêta constantes (théorème 3.1.20).
Il est donc naturel, dans le premier cas, d’essayer de prendre une racine carrée. Pour cela, commençons
par ordonner les différences de sorte à être toujours dans le premier cas. Nous utilisons ici les notations ηS
de la section 2.3.3.

Définition 5.1.1.

< aj − ai >=< ai − aj >= (−1)4 tη′iη
′′
j (ai − aj) =

{
ai − aj si j < i
aj − ai si i < j

Avec cette convention, nous obtenons une reformulation du théorème 3.1.20 :

Lemme 5.1.2. Pour tous entiers distincts i, j et k de {1, . . . , 2g + 1} et pour tout sous-ensemble V
de {1, . . . , 2g + 1} de cardinal g + 1, contenant i, j mais pas k,

< ak − aj >
< ak − ai >

=
θ
[
ηU◦V ◦{j}

]2
θ
[
ηU◦V ◦{i,k}

]2
θ
[
ηU◦V ◦{i}

]2
θ
[
ηU◦V ◦{j,k}

]2 .
Dans la suite nous supposons fixée une racine carrée de < a2 − a1 >. Nous pouvons alors définir les

racines des < ai − aj > en fonction de cette dernière.

Définition 5.1.3. Soit un sous-ensemble V de {1, . . . , 2g + 1} de cardinal g + 1, contenant 2, j mais
pas 1, nous posons

√
< aj − a1 > =

√
< a2 − a1 >

θ
[
ηU◦V ◦{j}

]
θ
[
ηU◦V ◦{1,2}

]
θ
[
ηU◦V ◦{2}

]
θ
[
ηU◦V ◦{1,j}

] .
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Soit un sous-ensemble V de {1, . . . , 2g + 1} de cardinal g + 1, contenant 1, j mais pas i, nous posons

√
< ai − aj > =

√
< ai − a1 >

θ
[
ηU◦V ◦{j}

]
θ
[
ηU◦V ◦{1,i}

]
θ
[
ηU◦V ◦{1}

]
θ
[
ηU◦V ◦{i,j}

] .
Cette définition ne dépend pas du choix des ensembles V . Par ailleurs, en passant au carré, nous

voyons qu’elle est cohérente avec le lemme 5.1.2.

Exemple 5.1.4. Soit la courbe hyperelliptique de genre 2 suivante

y2 = f(x) = x(x− 1)(x− λ)(x− µ)(x− ν)

pour laquelle nous choisissons l’ordre {0, 1, λ, µ, ν} sur les racines de f et
√
< 1− 0 > =

√
1 = 1 pour

une racine carrée de < a2 − a1 >. Nous avons alors, avec la notation de Dupont ( page 37) :

√
< a2 − a1 > =

√
1 = 1,

√
< a3 − a1 > =

√
λ = − θ0θ8

θ4θ12
,

√
< a4 − a1 > =

√
µ =

θ2θ8

θ6θ12
,

√
< a5 − a1 > =

√
ν = −θ0θ2

θ4θ6
,

√
< a3 − a2 > =

√
λ− 1 = − θ1θ9

θ4θ12
,

√
< a4 − a2 > =

√
µ− 1 =

θ4θ9

θ6θ12
,

√
< a5 − a2 > =

√
ν − 1 = −θ1θ3

θ4θ6
,

√
< a4 − a3 > =

√
µ− λ =

θ8θ9θ15

θ4θ6θ12
,

√
< a5 − a3 > =

√
ν − λ = −θ0θ1θ15

θ4θ6θ12
,

√
< a5 − a4 > =

√
ν − µ = −θ2θ3θ15

θ4θ6θ12
.

Nous pouvons maintenant introduire de nouvelles coordonnées en « tordant » les fonctions thêta.

Définition 5.1.5. Soit un sous-ensemble A de {1, . . . , 2g + 1}.
– Si A est de cardinal plus petit que g, choisissons deux ensembles C ′ ⊂ (A ∪ U)c et C ′′ ⊂ U \ A de

cardinaux n = b g+1−#A
2 c et posons CA = C ′ ∪ C ′′.

– Si A est de cardinal plus grand que g + 1, nous poserons CA = CAc .
Posons alors

fA(CA) =

∏
i∈U∩A
j∈U\A

√
< ai − aj >

∏
i∈Uc∩Ac
j∈A\U

√
< ai − aj >∏

i∈(U◦CA)∩(A◦CA)

j∈(U◦CA)\(A◦CA)

√
< ai − aj >

∏
i∈(U◦CA)c∩(A◦CA)c

j∈(U◦CA)\(A◦CA)

√
< ai − aj >

θ [ηU◦U◦CA ]

θ [ηU◦A◦CA ]

Le choix du sous-ensemble CA dans la définition précédente peut être résumé par le schéma suivant :

{1, . . . , 2g + 1}

A

Ensemble CA dans le cas où #A 6 g

C ′′

C ′

U

Remarque 5.1.6. Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous écrirons C au lieu de CA, fA au lieu de fA(CA).
On pourra se référer à la propriété 5.1.20 et à la discussion page 107 pour l’étude de la dépendance
de fA(CA) par rapport à CA : la conclusion de ces études est que différents choix d’ensemble CA changent
seulement le signe de fA(CA). Finalement, si A = {i} est de cardinal 1, nous écrirons fi au lieu de f{i}.

Remarquons que si #A n’est pas congru à g + 1 modulo 2, notre définition de fA n’est pas la même
que celle de Van Wamelen. Pour retrouver cette dernière, on peut regarder Ac qui est de cardinal congru
à g + 1 modulo 2. Notre constante fA diffère alors de celle de Van Wamelen par un signe.
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Définition 5.1.7. Soit un sous-ensemble A de {1, . . . , 2g + 1}, soit CA un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1}
choisi comme dans la définition 5.1.5. Nous définissons alors la fonction tA,CA par

tA,CA(z) :

{
Cg −→ C
z 7−→ fA(CA) θ [ηU◦A] (z)

Remarque 5.1.8. De même que pour les fA nous écrirons tA au lieu de tA,CA quand il n’y a pas
d’ambiguité. De plus, si A = i est de cardinal 1, nous noterons ti à la place de t{i}.

Exemple 5.1.9. En genre 2 nous obtenons

A CA fA(CA) tA,CA(z)
fAc(CAc)

fA(CA)

tAc,CAc (z)

tA,CA(z)

∅ {1, 2} −1
√
a2 − a1

3

θ2
4θ

2
6θ

2
12

θ1θ2θ3θ8θ9θ15

−1
√
a2 − a1

3

θ2
4θ

2
6θ

2
12

θ1θ2θ3θ8θ9θ15
θ14(z) −1 −1

{1} {2, 5} −1√
a2 − a1

θ0θ4θ6θ12

θ1θ3θ9θ15

−1√
a2 − a1

θ0θ4θ6θ12

θ1θ3θ9θ15
θ10(z) −1 −1

{2} {1, 4} −1√
a2 − a1

θ4θ6θ12

θ2θ8θ15

−1√
a2 − a1

θ4θ6θ12

θ2θ8θ15
θ11(z) 1 1

{3} {1, 2} −1√
a2 − a1

θ0θ6

θ2θ3

−1√
a2 − a1

θ0θ6

θ2θ3
θ7(z) 1 −1

{4} {1, 2} 1√
a2 − a1

θ4

θ1

−1√
a2 − a1

θ4

θ1
θ5(z) 1 −1

{5} {1, 2} −1√
a2 − a1

θ0θ12

θ8θ9

−1√
a2 − a1

θ0θ12

θ8θ9
θ13(z) −1 −1

Pour les ensembles A de cardinal 2 ou 3, la constante CA est l’ensemble vide. Nous avons alors

fA(∅) = (−1)2 tη′U◦Aζ
′′
g fAc(∅) =

θ [0]

θ [ηU◦A]
, tA,∅(z) = tAc,∅(z) =

θ [0]

θ [ηU◦A]
θ [ηU◦A] (z)

c’est à dire

A fA(CA)
fAc(CAc)

fA(CA)
tA,CA(z) = tAc,CAc (z)

{1, 2} − θ0

θ15
−1

θ0

θ15
θ15(z)

{1, 3} θ0

θ3
1

θ0

θ3
θ3(z)

{1, 4} θ0

θ1
1

θ0

θ1
θ1(z)

{1, 5} θ0

θ9
−1

θ0

θ9
θ9(z)

{2, 3} θ0

θ2
1

θ0

θ2
θ2(z)

{2, 4} 1 1 θ0(z)

{2, 5} θ0

θ8
−1

θ0

θ8
θ8(z)

{3, 4} θ0

θ12
−1

θ0

θ12
θ12(z)

{3, 5} θ0

θ4
1

θ0

θ4
θ4(z)

{4, 5} θ0

θ6
−1

θ0

θ6
θ6(z)
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Soit C : y2 = f(x) une courbe sur un sous-corps k de C. Van Wamelen a montré que les fonctions tA(2z)
pourA ⊂ {1, . . . , 2g + 1} de cardinal congru à g+1 modulo 2 fournissent un plongement projectif de Jac(C)
dans P4g−1(k) défini sur le corps k (ai) où les ai sont les racines de f .

Nous n’utiliserons pas cette propriété. Cependant les formules s’expriment de manière plus naturelle
avec les fonctions tA que les fonctions thêta : en se basant sur le théorème III.a.7.6 de Mumford [Mum84],
Van Wamelen prouve

Théorème 5.1.10. Soit D un diviseur de Jac(C) \ Θ. Soit u le polynôme de Mumford associé à D et
soit z = u(D), l’image de D par l’application d’Abel-Jacobi 2.3.3. Alors, pour tout k ∈ {1, . . . , 2g + 1},

u(ak) = (−1)g
t2k(z)

t2∅(z)
.

Ce théorème est important car il permet de relier les fonctions thêta au polynôme u de Mumford.
Pour les relier au polynôme v, nous allons introduire de nouvelles fonctions YS dans la section 5.1.3.

La remarque suivante permettra de faire les calculs dans le cas du niveau 2.

Remarque 5.1.11. Pour tout ensemble A ⊂ {1, . . . , 2g + 1}, les constantes f2
A se calculent en fonction

des racines de f et des thêta constantes de niveau 2 :

f2
A =

∏
i∈U∩A
j∈U\A

(ai − aj)
∏

i∈Uc∩Ac
j∈A\U

(ai − aj)∏
i∈(U◦C)∩(A◦C)
j∈(U◦C)\(A◦C)

(ai − aj)
∏

i∈(U◦C)c∩(A◦C)c

j∈(U◦C)\(A◦C)

(ai − aj)
θ [ηU◦U◦C ]

2

θ [ηU◦A◦C ]
2 .

Dans la suite nous étudions principalement les fonctions tA avec #A 6 g. Les autres peuvent en être
déduites par la formule suivante.

Remarque 5.1.12. Pour tout ensemble A, nous avons les relations

fAc = fA(−1)2 tη′U◦A◦CA
ζ′′g , tAc(z) = tA(z)(−1)b

g+1−#A
2 c(−1)2 tη′CA

ζ′′g .

En particulier si A est de cardinal g ou g + 1 alors CA = ∅ et

fAc = fA(−1)2 tη′U◦Aζ
′′
g , tAc(z) = tA(z).

Les produits
∏
fAi ont des propriétés très intéressantes. En particulier, sous certaines conditions, ils

s’expriment uniquement en fonction de produits de racines
√
< ai − aj >. Cette étude est effectuée dans

la section suivante.

5.1.2 Propriétés des constantes fA

Le plan général de cette section est le suivant
– Définition d’un ensemble E (page 95).

– Étude de certaines fractions de 4 thêta constantes (page 96).

– Étude de f2
A (page 102).

– Étude de certaines fractions de 8 thêta constantes (page 104).

– Étude de la dépendance de fA(CA) par rapport au choix de CA (page 107).

– Étude de certaines fractions de 4 constantes fA (page 108).
La plupart des propriétés de cette partie ne sont utiles que pour prouver les théorèmes de la partie 5.1.4.
Les preuves, qui consistent en majorité à manipuler des ensembles, peuvent être ignorée en première
lecture.

Ensemble E

Nous allons considérer des éléments d’un certain ensemble E défini comme suit :
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Définition 5.1.13. Soit E l’ensemble des produits d’un élément de Q̄ et de puissances de
√
< ai − aj >.

Soit E un élément de E, pour tout i 6= j deux entiers de {1, . . . , 2g + 1}, notons pi,j [E] la puissance de√
< ai − aj > dans l’expression E et s [E] la constante de Q̄ apparaissant dans le produit. Ainsi

E = s [E]
∏
i<j

√
< ai − aj >

pi,j [E]

Remarque 5.1.14. L’ensemble E ne contient pas les constantes fA. Cependant lors de l’étude de celles-ci
et lors de leur utilisation, les produits de ces constantes qui apparâıtront appartiendront à E.

Pour montrer qu’un élémentE appartient à E , il suffit de vérifier que pour tout i, j dans {1, . . . , 2g + 1},
la valeur de pi,j [E] est entière ou de manière équivalente que celle de pi,j

[
E2
]

est paire. Remarquons que
pour tout éléments E et F de E nous avons pi,j [EF ] = pi,j [E] + pi,j [F ]. Pour tout i ∈ {1, . . . , 2g + 1},
et A ⊂ {1, . . . , 2g + 1} définissons la fonction δi(A) qui vaut 1 si i appartient à A et 0 sinon. Pour tout
ensemble A et B, nous avons

δi(A ◦B) = δi(A) + δi(B)− 2δi(A ∩B)

et donc

(−1)δi(A◦B) = (−1)δi(A)+δi(B).

Pour prouver des propriétés sur pi,j , nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant qui a été prouvé par
Van Wamelen, mais peut se redémontrer facilement avec une table de vérité.

Lemme 5.1.15. Pour tous sous-ensembles A1, A2, A3, A4 de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞} tels que

A1 ◦A2 ◦A3 ◦A4 = ∅,

la somme
4∑
k=1

(−1)δi(Ak)+δj(Ak)

est divisible par 4.

Fractions avec 4 thêta constantes

Théorème 5.1.16. Soient V et V ′ deux sous-ensembles de cardinal g + 1 de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}.
Soient deux ensembles C ⊂ V \ V ′ et C ′ ⊂ V ′ \ V de même cardinal. L’expression

E =
θ [ηU◦V ] θ [ηU◦V ′ ]

θ
[
ηU◦V ◦(C∪C′)

]
θ
[
ηU◦V ′◦(C∪C′)

]
appartient à E. De plus s [E] = 1 et

pi,j [E] =
(−1)δi(C)+δj(C) − (−1)δi(C

′)+δj(C
′)

2

(−1)δi(V \(V
′∪C))+δj(V \(V ′∪C)) − (−1)δi(V

′\(V ∪C′))+δj(V ′\(V ∪C′))

2
.

La preuve de ce théorème se décompose en plusieurs cas suivant dans quel ensemble se trouve ∞.
Si ∞ appartient à un seul des deux ensembles V ou V ′ alors la preuve avait été faite par Van Wamelen
avec l’étude de deux sous-cas suivant que ∞ appartienne à C ou pas. Le cas où ∞ n’appartient à aucun
des ensembles V et V ′ peut se ramener au cas où il appartient aux deux. Pour montrer le théorème dans
ce dernier cas, nous allons nous ramener à utiliser trois fois la version prouvée par Van Wamelen.
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Démonstration. Dans le cas où ∞ ∈ V mais ∞ /∈ V ′, Van Wamelen ([vW98], théorème 2) a montré que∏
l∈(V \V ′)\C

k∈C′

√
< ak − al >

∏
l∈(V ′\V )\C′

k∈C

√
< ak − al >θ [ηU◦V ] θ [ηU◦V ′ ]

=
∏

l∈(V \V ′)\C
k∈C

√
< ak − al >

∏
l∈(V ′\V )\C′

k∈C′

√
< ak − al >θ

[
ηU◦V ◦(C∪C′)

]
θ
[
ηU◦V ′◦(C∪C′)

]
.

Nous obtenons donc dans ce cas que s [E] = 1 et

pi,j [E] = pi,j

∏ l∈V \(V ′∪C)
k∈C

√
< ak − al >

∏
l∈V ′\(V∪C′)

k∈C′

√
< ak − al >∏

l∈V \(V ′∪C)

k∈C′

√
< ak − al >

∏
l∈V ′\(V∪C′)

k∈C

√
< ak − al >

 .
Notons que pour tous sous-ensembles disjoints A et B, la puissance de

√
< ai − aj > qui apparâıt dans∏

k∈A
l∈B

√
< ak − al >

est non nulle si et seulement si i appartient à A et j à B ou réciproquement. D’où

pi,j

 ∏
k∈A, l∈B

√
< ak − al >

 =
1− (−1)δi(A)

2

1− (−1)δj(B)

2
+

1− (−1)δi(B)

2

1− (−1)δj(A)

2
.

Nous obtenons alors l’expression cherchée.
L’expression étant symétrique, on en déduit immédiatement le cas où ∞ ∈ V ′ mais ∞ /∈ V .
Le cas où ∞ n’appartient à aucun des deux ensembles V et V ′ se ramène au cas où il appartient aux

deux en considérant les complémentaires de V et V ′.

E =
θ [ηU◦V ] θ [ηU◦V ′ ]

θ
[
ηU◦V ◦(C∪C′)

]
θ
[
ηU◦V ′◦(C∪C′)

] =
θ [ηU◦V c ] θ [ηU◦V ′c ]

θ
[
ηU◦V co(C∪C′)

]
θ
[
ηU◦V ′co(C∪C′)

]ω
où ω est le signe

ω = (−1)2 tη′U◦V (ζ′′g−2η′′U◦V )(−1)2 tη′U◦V ′(ζ
′′
g−2η′′U◦V ′)

(−1)
2 tη′U◦V ◦(C∪C′)

(
ζ′′g−2η′′U◦V ◦(C∪C′)

)
(−1)

2 tη′U◦V ′◦(C∪C′)

(
ζ′′g−2η′′U◦V ′◦(C∪C′)

)

= (−1)
2 t
(
η′U◦V +η′U◦V ′+η

′
U◦V ◦(C∪C′)+η

′
U◦V ′◦(C∪C′)

)
ζ′′g (−1)4 tη′U◦V η

′′
U◦V (−1)4 tη′U◦V ′η

′′
U◦V ′

(−1)4 t(η′U◦V +η′
C∪C′)(η

′′
U◦V +η′′

C∪C′)(−1)4 t(η′U◦V ′+η
′
C∪C′)(η

′′
U◦V ′+η

′′
C∪C′)

= (−1)4( tη′U◦V η
′′
C∪C′+

tη′
C∪C′η

′′
U◦V + tη′U◦V ′η

′′
C∪C′+

tη′
C∪C′η

′′
U◦V ′)

= (−1)4( tη′V ◦V ′η
′′
C∪C′+

tη′
C∪C′η

′′
V ◦V ′)

= e2 (ηV ◦V ′ , ηC∪C′) .

Le cardinal de C ∪ C ′ est pair (car C et C ′ sont disjoints et de même cardinal). Par ailleurs,

#(V ◦ V ′) = #V + #V ′ − 2#(V ∩ V ′) = 2(g + 1)− 2#(V ∩ V ′) ≡ 0 mod 2.

Comme C est inclus dans V et C ′ dans V ′, l’intersection de V ∪V ′ et C ∪C ′ est de cardinal pair. D’après
la propriété 2.3.17, nous obtenons que ω est égal à 1. Remarquons que C ⊂ V ′c \ V c et C ′ ⊂ V c \ V ′c
et supposons le théorème prouvé dans le cas où ∞ appartient aux deux ensembles. Nous obtenons alors
que s [E] = 1 et

pi,j [E] =
(−1)δi(C

′)+δj(C
′) − (−1)δi(C)+δj(C)

2

(−1)δi(V
c\(V ′c∪C′))+δj(V c\(V ′c∪C′)) − (−1)δi(V

′c\(V c∪C))+δj(V
′c\(V c∪C))

2
.
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Or V c \ (V ′c ∪ C ′) = V ′ \ (V ∪ C ′), ce qui donne alors la formule cherchée pour pi,j [E].
Supposons maintenant que ∞ appartient aux deux ensembles V et V ′. Il existe alors un élément k

de {1, . . . , 2g + 1} n’appartenant pas à ces deux ensembles. Soit T un sous ensemble de {1, . . . , 2g + 1}
de g + 1 éléments contenant k.

∞

k

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

V ′

T

V

C ′C

Nous allons décomposer E de la manière suivante :

E =
θ [ηU◦V ] θ

[
ηU◦V ′◦{k,∞}

]
θ
[
ηU◦V ◦(C∪C′)

]
θ
[
ηU◦V ′◦{k,∞}◦(C∪C′)

] θ [ηU◦V ′◦(C∪C′)◦{k,∞}] θ [ηU◦T◦{k,∞}]
θ
[
ηU◦V ′◦(C∪C′)

]
θ [ηU◦T ]

θ [ηU◦T ] θ [ηU◦V ′ ]

θ
[
ηU◦T◦{k,∞}

]
θ
[
ηU◦V ′◦{k,∞}

] .
Sur chacune de ces trois fractions, nous pouvons appliquer le cas particulier précédent du théorème. La
figure 5.1 précise les conditions d’application du théorème : les ensembles V et V ′ du théorème sont ceux
avec un bord continu, les ensembles C et C ′ sont grisés. Il est alors évident que s [E] = 1. Pour pi,j , nous
obtenons la formule suivante en se rappelant que δi(∞) = 0 :

pi,j [E] =
(−1)δi(C)+δj(C) − (−1)δi(C

′)+δj(C
′)

2

(−1)δi(V \(V
′∪C))+δj(V \(V ′∪C)) − (−1)δi((V

′◦{k,∞})\(V ∪C′))+δj((V ′◦{k,∞})\(V ∪C′))

2

− (−1)δi(k)+δj(k) − 1

2

(−1)δi(T\(V
′◦(C∪C′)∪{k}))+δj(T\(V ′◦(C∪C′)∪{k})) − (−1)δi((V

′◦(C∪C′))\T )+δj((V
′◦(C∪C′))\T )

2

+
(−1)δi(k)+δj(k) − 1

2

(−1)δi(T\(V
′∪{k}))+δj(T\(V ′∪{k})) − (−1)δi(V

′\T )+δj(V
′\T )

2
.

Quand i et j sont différents de k, les termes (−1)δi(k)+δj(k)−1 sont nuls et par conséquent nous obtenons

pi,j [E] =
(−1)δi(C)+δj(C) − (−1)δi(C

′)+δj(C
′)

2

(−1)δi(V \(V
′∪C))+δj(V \(V ′∪C)) − (−1)δi(V

′\(V ∪C′))+δj(V ′\(V ∪C′))

2
,

98



5.1. Étude du plongement de Jac(C) dans P4g−1 avec les fonctions thêta

Figure 5.1 – Les trois applications du cas particuliers du théorème 5.1.16 dans sa preuve
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∞
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Tableau 5.2 – Table de vérité pour la preuve du théorème 5.1.16

j appartient à (−1)δj(T\V
′) (−1)δj(V

′\T ) (−1)δj(T\(V
′∪C))+δj(T∩C′) (−1)δj((V

′◦(C∪C′))\T ) α

(T ∪ V ′ ∪ C)c 1 1 1 1 0
C \ T 1 1 1 −1 2
C ∩ T −1 1 1 1 2

T \ (V ′ ∪ C) −1 1 −1 1 0
(T ∩ V ′) \ C ′ 1 1 1 1 0

C ′ ∩ T 1 1 −1 1 −2
C ′ \ T 1 −1 1 1 −2

V ′ \ (T ∪ C ′) 1 −1 1 −1 0

ce qui est la valeur cherchée. Supposons maintenant que i = k (et par conséquent j doit être différent
de k). Nous voulons montrer que pk,j [E] = 0. Or

pk,j [E] =
(−1)δj(C) − (−1)δj(C

′)

2

(−1)δj(V \(V
′∪C)) + (−1)δj(V

′\(V ∪C′))

2

+
(−1)δj(T\(V

′∪C))+δj(T∩C′) − (−1)δj((V
′◦(C∪C′))\T )

2
− (−1)δj(T\V

′) − (−1)δj(V
′\T )

2
.

Il est clair que, pour le premier terme,

(−1)δj(C) − (−1)δj(C
′)

2

(−1)δj(V \(V
′∪C)) + (−1)δj(V

′\(V ∪C′))

2
=

 0 j /∈ (C ∪ C ′),
−1 j ∈ C,
1 j ∈ C ′.

Posons

α = −(−1)δj(T\V
′) + (−1)δj(V

′\T ) + (−1)δj(T\(V
′∪C))+δj(T∩C′) − (−1)δj((V

′◦(C∪C′))\T ).

Une table de vérité 5.2 permet alors de montrer que α/2 est l’opposé du premier terme. Nous avons donc
prouvé le théorème dans ce cas.

Théorème 5.1.17. Soient T et T ′ deux sous-ensembles de cardinal g + 1 de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}.
Soient deux ensembles S ⊂ (T ∪ T ′)c et S′ ⊂ T ∩ T ′ de même cardinal. L’expression

E =
θ [ηU◦T ] θ [ηU◦T ′ ]

θ
[
ηU◦T◦(S∪S′)

]
θ
[
ηU◦T ′◦(S∪S′)

]
appartient à E. De plus

pi,j [E] =
(−1)δi(S)+δj(S) − (−1)δi(S

′)+δj(S
′)

2

(−1)δi(T∪T
′∪S)+δj(T∪T ′∪S) − (−1)δi((T∩T

′)\S′)+δj((T∩T ′)\S′)

2
,

s [E] = (−1)2 tη′
S∪S′ζ

′′
g .

Ce théorème est une reformulation du théorème 5.1.16 précédent. Sa philosophie est de transformer
les ensembles T et T ′ en deux ensembles T ◦ (S ∪ S′) et T ′ ◦ (S ∪ S′) en retirant des éléments de T ∩ T ′
et en rajoutant des éléments de (T ∪ T ′)c. Il correspond à la figure :
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T

S ′

S

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

T ′

Démonstration. D’après la propriété 3.1.2,

E =
θ [ηU◦T ] θ [ηU◦T ′ ]

θ
[
ηU◦T◦(S∪S′)

]
θ
[
ηU◦T ′◦(S∪S′)

] =
θ [ηU◦T c ] θ [ηU◦T ′ ]

θ
[
ηU◦T co(S∪S′)

]
θ
[
ηU◦T ′◦(S∪S′)

]ω
avec d’après 2.3.18,

ω = (−1)2 tη′U◦T (ζ′′g−2η′′U◦T )(−1)
2 tη′U◦T◦(S∪S′)

(
ζ′′g−2η′′U◦T◦(S∪S′)

)
= (−1)2 tη′

S∪S′ζ
′′
g (−1)4 tη′U◦T η

′′
U◦T (−1)2 tη′U◦T◦(S∪S′)η

′′
U◦T◦(S∪S′)

= (−1)2 tη′
S∪S′ζ

′′
g .

Pour conclure, nous appliquons le théorème 5.1.16 aux ensembles suivants

V = T c, V ′ = T ′, C = S, C ′ = S′.

Nous obtenons la valeur cherchée de s[E] et

pi,j [E] =
(−1)δi(S)+δj(S) − (−1)δi(S

′)+δj(S
′)

2

(−1)δi(T
c\(T ′∪S))+δj(T

c\(T ′∪S)) − (−1)δi(T
′\(T c∪S′))+δj(T ′\(T c∪S′))

2
.

Or T c \ (T ′ ∪ S) est égal à (T ∪ T ′ ∪ S)c donc

δi(T
c \ (T ′ ∪ S)) = 1 + δi(T ∪ T ′ ∪ S)

et de même pour δj . Par ailleurs nous avons T ′ \ (T c ∪ S′) = (T ∩ T ′) \ S′, ce qui termine la preuve.

Une application directe de ce théorème est le corollaire suivant dû à Van Wamelen.

Corollaire 5.1.18. Pour tous sous-ensembles A1 et A2 de cardinal g + 1 de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞},

l’expression
θ[ηU◦A1 ]

2

θ[ηU◦A2 ]
2 appartient à E et

pi,j

[
θ [ηU◦A1 ]

2

θ [ηU◦A2
]
2

]
=

(−1)δi(A1)+δj(A1) − (−1)δi(A2)+δj(A2)

2
,

s

[
θ [ηU◦A1

]
2

θ [ηU◦A2
]
2

]
= (−1)2 tη′A1◦A2

ζ′′g .

Démonstration. Appliquons le théorème 5.1.17 à

T = T ′ = A1, S = A2 \A1, S′ = A1 \A2.
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Posons

E =
θ [ηU◦A1 ]

2

θ [ηU◦A2 ]
2 .

Comme S ∪ S′ = A1 ◦ S2, nous obtenons la bonne valeur pour s[E]. Par ailleurs, nous avons

pi,j [E] =
(−1)δi(A2\A1)+δj(A2\A1) − (−1)δi(A1\A2)+δj(A1\A2)

2

(−1)δi(A1∪A2)+δj(A1∪A2) − (−1)δi(A1∩A2)+δj(A1∩A2)

2
.

Avec les bonnes factorisations, nous obtenons :

pi,j [E] = (−1)δi(A1∩A2)+δj(A1∩A2) (−1)δi(A2)+δj(A2) − (−1)δi(A1)+δj(A1)

2

(−1)δi(A1∩A2)+δj(A1∩A2) (−1)δi(A1◦A2)+δj(A1◦A2) − 1

2

pi,j [E] =
(−1)δi(A2)+δj(A2) − (−1)δi(A1)+δj(A1)

2

(−1)δi(A1◦A2)+δj(A1◦A2) − 1

2
.

Pour les indices i, j tels que (−1)δi(A2)+δj(A2)−(−1)δi(A1)+δj(A1) n’est pas nul, une table de vérité montre
que (−1)δi(A1◦A2)+δj(A1◦A2) = −1. Nous obtenons donc

pi,j [E] =
(−1)δi(A2)+δj(A2) − (−1)δi(A1)+δj(A1)

2

−1− 1

2
=

(−1)δi(A1)+δj(A1) − (−1)δi(A2)+δj(A2)

2
.

Remarque 5.1.19. Comme η∞ = 0, ce corollaire est toujours valide si A1 et A2 sont deux sous-ensembles
de {1, . . . , 2g + 1} de cardinal g ou g + 1.

Carré de fA

Le corollaire 5.1.18 permet de montrer la propriété suivante. Notons que cette propriété implique
que f2

A n’est pas définie sur le corps Q (ai − aj) mais sur le corps Q
(√
< ai − aj >

)
.

Corollaire 5.1.20. Pour tout sous-ensemble A de {1, . . . , 2g + 1}, la constante f2
A appartient à E et

pi,j
[
f2
A

]
=

(−1)δi(U)+δj(U) − (−1)δi(A)+δj(A)

2
,

s
[
f2
A

]
= (−1)2 tη′U◦Aζ

′′
g .

En particulier f2
A est indépendant du sous-ensemble CA choisi dans la définition 5.1.5.

Démonstration. D’après la définition 5.1.5, nous avons

fA =

∏
i∈U∩A
j∈U\A

√
< ai − aj >

∏
i∈Uc∩Ac
j∈A\U

√
< ai − aj >∏

i∈(U◦C)∩(A◦C)
j∈(U◦C)\(A◦C)

√
< ai − aj >

∏
i∈(U◦C)c∩(A◦C)c

j∈(U◦C)\(A◦C)

√
< ai − aj >

θ [ηU◦U◦C ]

θ [ηU◦A◦C ]
.

Pour tous sous-ensembles A et B de {1, . . . , 2g + 1}, posons p′i,j(A,B) la puissance de
√
< ai − aj > dans∏

k∈A∩B
l∈A\B

√
< ak − al >.

Pour que p′i,j(A,B) soit non nul, il faut que l’un des indices i, j appartienne à A∩B et que l’autre indice
se trouve dans A. Dans ce cas, p′i,j(A,B) est égal à 1. Nous avons donc

p′i,j(A,B) =
1− (−1)δi(A)

2

1− (−1)δj(A)

2

1− (−1)δi(B)+δj(B)

2
.
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De la même façon,

p′′i,j(A,B) := pi,j

 ∏
k∈Ac∩Bc
l∈A\B

√
< ak − al >


=

1 + (−1)δi(B)

2

1 + (−1)δj(B)

2

1− (−1)δi(A)+δj(A)

2
.

Nous obtenons donc que

pi,j
[
f2
A

]
= 2p′i,j (U , A) + 2p′′i,j (A,U)− 2p′i,j (U ◦ C,A ◦ C)− 2p′′i,j (A ◦ C,U ◦ C) + pi,j

[
θ [ηU◦U◦C ]

2

θ [ηU◦A◦C ]
2

]

= 2
1− (−1)δi(U)

2

1− (−1)δj(U)

2

1− (−1)δi(A)+δj(A)

2

+2
1 + (−1)δi(U)

2

1 + (−1)δj(U)

2

1− (−1)δi(A)+δj(A)

2

−2
1− (−1)δi(U◦C)

2

1− (−1)δj(U◦C)

2

1− (−1)δi(A◦C)+δj(A◦C)

2

−2
1 + (−1)δi(U◦C)

2

1 + (−1)δj(U◦C)

2

1− (−1)δi(A◦C)+δj(A◦C)

2

+
(−1)δi(U◦C)+δj(U◦C) − (−1)δi(A◦C)+δj(A◦C)

2

où nous avons appliqué le corollaire 5.1.18.

pi,j
[
f2
A

]
=

(
1 + (−1)δi(U)+δj(U)

) 1− (−1)δi(A)+δj(A)

2

−
(

1 + (−1)δi(U◦C)+δj(U◦C)
) 1− (−1)δi(A◦C)+δj(A◦C)

2

+
(−1)δi(U◦C)+δj(U◦C) − (−1)δi(A◦C)+δj(A◦C)

2

=
(

1 + (−1)δi(U)+δj(U)
) 1− (−1)δi(A)+δj(A)

2

−
(

(−1)δi(C)+δj(C) + (−1)δi(U)+δj(U)
) (−1)δi(C)+δj(C) − (−1)δi(A)+δj(A)

2

+(−1)δi(C)+δj(C) (−1)δi(U)+δj(U) − (−1)δi(A)+δj(A)

2
.

En rassemblant les deux premiers termes puis en factorisant,

pi,j
[
f2
A

]
=

(−1)δi(U)+δj(U) − (−1)δi(A)+δj(A)

2

(
1− (−1)δi(C)+δj(C) + (−1)δi(C)+δj(C)

)
=

(−1)δi(U)+δj(U) − (−1)δi(A)+δj(A)

2
.

Pour le signe, avec le corollaire 5.1.18, nous avons

s
[
f2
A

]
= s

[
θ [ηU◦U◦C ]

2

θ [ηU◦A◦C ]
2

]
= (−1)2 tη′U◦Aζ

′′
g .
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Quotient de 8 thêta constantes

Lors des calculs ultérieurs, nous aurons besoin de la propriété suivante

Propriété 5.1.21. Soient A1, . . . , A4 quatre sous-ensembles de cardinaux g+1 de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}
tels que A1 ◦A2 ◦A3 ◦A4 = ∅, Soit E l’expression

∏4
k=1

θ[ηU◦Ak ]
θ[ηU◦U ] . Alors E est un élément de E qui vérifie

pi,j [E] =
1

4

(
4∑
k=1

(−1)δi(Ak)+δj(Ak)

)
− (−1)δi(U)+δj(U),

s [E] = (−1)2( tη′A1∩A2∩A3∩A4
+ tη′A1∪A2∪A3∪A4

)ζ′′g .

Notons que comme A1◦A2◦A3◦A4 = ∅, la somme
∑4
k=1(−1)δi(Ak)+δj(Ak) est congrue à zéro modulo 4.

La partie facile de la propriété est la puissance de
√
< ai − aj > dans E. En effet, il suffit de trouver celle

dans E2 par le corollaire 5.1.18 puis de diviser par 2. Pour obtenir le signe, nous devons utiliser le théorème
5.1.17 qui permet de modifier les ensembles Ai pour nous ramener au cas où A1 = A2 et A3 = A4.

Démonstration. Montrons d’abord que E est un élément de E . D’après le corollaire 5.1.18, E2 est un
élément de E et la puissance de

√
< ai − aj > dans E2 est

pi,j
[
E2
]

=

4∑
k=1

(−1)δi(Ak)+δj(Ak) − (−1)δi(U)+δj(U)

2

=
1

2

(
4∑
k=1

(−1)δi(Ak)+δj(Ak)

)
− 2(−1)δi(U)+δj(U).

Il est donc clair d’après le lemme 5.1.15 que pour tous i, j la puissance de
√
< ai − aj > dans E2 est

paire et donc que E ∈ E . Intéressons nous maintenant à la constante s[E]. Pour tous i, j, k, l ∈ {1, . . . , 4}
distincts posons

ci,j = (Ai ∩Aj) \ (Ak ∪Al).

En toute généralité, nous sommes dans la configuration suivante :

A3

A1

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

c1,2
c1,4 c2,4

c3,4

c1,3 c2,3
L’ensemble A4 est grisé

A2

Sans perte de généralité, nous pouvons modifier l’ordre des Ak : supposons que c1,2 soit le plus petit
des ci,j . Appliquons alors le théorème 5.1.17 à

T = A1, T ′ = A2, S′1 = A1 ∩A2 \A3, S1 ⊂ A3 \ (A1 ∪A2)

tels que #S1 = #S′1 (cela est possible car c1,2 6 c3,4). Nous avons rajouté un indice pour distinguer les
ensembles S des applications suivantes du théorème 5.1.17. Posons alors

B1 = A1 ◦ (S1 ∪ S′1), B2 = A2 ◦ (S1 ∪ S′1), B3 = A3, B4 = A4.
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A3

A1

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

S1

S ′
1

B1

B3

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

S ′
1

d′
S1 c′2,4

c′2,3

c′3,4

c′1,3

c′1,4

est transformé en

A2 B2

Nous obtenons

s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Ak ]

θ [ηU◦U ]

]
= s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Bk ]

θ [ηU◦U ]

]
(−1)

2 tη′
S1∪S′1

ζ′′g .

Les ensembles Bk vérifient les mêmes propriétés que les Ak. Posons

c′i,j = (Bi ∩Bj) \ (Bk ∪Bl), d′ = # (B1 ∩B2 ∩B3 ∩B4) ,

alors

# (B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4) = # (B1 ∪B2 ∪B3) = 3(g + 1)− c′1,3 − c′2,3 − 2d′.

Or B′4 est l’union des parties correspondant à c′1,4, c′2,4, c′3,4, et d′ donc

g + 1 = #B′4 = 3(g + 1)− 2c′1,3 − 2c′2,3 − 2d′

ce qui implique que # (B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4) = 2(g + 1)− d′ et donc que

# (B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4)
c

= d′ = # (B1 ∩B2 ∩B3 ∩B4) .

Par ailleurs, comme #A3 = g + 1, nous obtenons c′3,4 = 0 et donc B3 ⊂ B1 ∪ B2. Visuellement, cela se
traduit par la modification suivante de la dernière figure

c′1,3
c′1,4 c′2,4

c′2,3

B1

d′

d′
{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

B3

B2

Appliquons le théorème 5.1.17 à

T = B1, T ′ = B3,

S2 = (B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4)
c
, S′2 = B1 ∩B2 ∩B3 ∩B4.

Posons

C1 = B1 ◦ (S2 ∪ S′2), C2 = B2, C3 = B3 ◦ (S2 ∪ S′2), C4 = B4.

Nous obtenons le dessin :
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C1

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

(C1 ∪ C2)
c = C3

B1

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

B3

S ′
2

S2
est transformé en

C2B2

et, par le théorème 5.1.17, cela se traduit par la formule

s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Bk ]

θ [ηU◦U ]

]
= s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Ck ]

θ [ηU◦U ]

]
(−1)

2η′
S2∪S′2

ζ′′g .

D’après le dessin, nous avons C3 = (C1 ∪ C2)c. Comme C1 ◦ C2 ◦ C3 ◦ C4 = ∅, alors

C4 = C3 ∪ (C1 \ C2) ∪ (C2 \ C1) ,

les trois unions étant distinctes. Comme #C3 = #C4 = g+1, nous obtenons que C1\C2 = ∅ et C2\C1 = ∅
et donc que C1 = C2. Nous sommes donc dans la configuration suivante

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

C1 = C2 C3 = C4

C’est-à-dire que les ensembles Ck vérifient C1 = C2 = Cc3 = Cc4. D’où

s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Ck ]

θ [ηU◦U ]

]
= s

[
θ [ηU◦C1

]
2

θ [ηU◦U ]
2

θ
[
ηU◦Cc1

]2
θ [ηU◦U ]

2

]
= s

[
θ [ηU◦C1 ]

4

θ [ηU◦U ]
4

]
= 1.

En résumé,

s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Ak ]

θ [ηU◦U ]

]
= s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Bk ]

θ [ηU◦U ]

]
(−1)

2 tη′
S1∪S′1

ζ′′g

= s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Ck ]

θ [ηU◦U ]

]
(−1)

2η′
S2∪S′2

ζ′′g (−1)
2 tη′

S1∪S′1
ζ′′g

= (−1)
2η′
S2∪S′2

ζ′′g (−1)
2 tη′

S1∪S′1
ζ′′g .

En reprenant le dessin
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A3

A1

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

S1

S ′
1

B1

B3

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

S ′
1

d′
S1 c′2,4

c′2,3

c′3,4

c′1,3

c′1,4

est devenu

A2 B2

ou en travaillant formellement, nous obtenons que

(B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4)
c

= (A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4)
c ∪ S′1,

B1 ∩B2 ∩B3 ∩B4 = (A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4) ∪ S1.

Donc, par définition de S2 et S′2,

S2 = (B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4)
c

= (A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4)
c ∪ S′1,

S′2 = B1 ∩B2 ∩B3 ∩B4 = (A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4) ∪ S1

et donc en remplaçant nous obtenons

s

[
4∏
k=1

θ [ηU◦Ak ]

θ [ηU◦U ]

]
= (−1)

2η′
(A1∪A2∪A3∪A4)c∪(A1∩A2∩A3∩A4)∪S1∪S′1

ζ′′g (−1)
2 tη′

S1∪S′1
ζ′′g

= (−1)2 tη′(A1∪A2∪A3∪A4)c∪(A1∩A2∩A3∩A4)ζ
′′
g .

Dépendance de fA(CA) par rapport à CA

Le corollaire suivant précise la dépendance de fA(CA) par rapport au choix de CA dans la défini-
tion 5.1.5.

Corollaire 5.1.22. Soit A un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1} auquel nous associons les sous-ensembles C
et C ′ (c’est-à-dire que les ensembles C et C ′ sont deux choix de constantes CA dans la définition 5.1.5).
Les constantes fA(C) et fA(C ′) associées vérifient alors

fA(C ′) =

{
fA(C)(−1)2 tη′

(C◦C′)∩Uζ
′′
g #A 6 g,

fA(C)(−1)2 tη′
(C◦C′)∩Uζ

′′
g (−1)2 tη′

(C◦C′)ζ
′′
g #A > g.

Démonstration. D’après le corollaire 5.1.20, f2
A est indépendant du choix de C, nous avons donc l’égalité

entre fA(C) et fA(C ′) au signe près. De plus, le quotient fA(C)/fA(C ′) appartient à E , déterminons
son signe. D’après la remarque 5.1.12, nous pouvons supposer que #A 6 g. Comme C et C ′ sont deux
ensembles d’intersection vide avec A, nous sommes dans la configuration suivante :

{1, . . . , 2g + 1}

U

A
C

C ′
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s

[
fA(C ′)

fA(C)

]
= s

[
θ [ηU◦U◦C′ ] θ [ηU◦A◦C ]

θ [ηU◦A◦C′ ] θ [ηU◦U◦C ]

]
= s

[
θ [ηU◦U◦C′ ] θ [ηU◦U◦C ] θ [ηU◦A◦C′ ] θ [ηU◦A◦C ]

θ [ηU◦A◦C′ ]
2
θ [ηU◦U◦C ]

2

]

= s

[
θ [ηU◦U ]

2

θ [ηU◦A◦C′ ]
2

]
s

[
θ [ηU◦U ]

2

θ [ηU◦U◦C ]
2

]
s

[
θ [ηU◦U◦C′ ] θ [ηU◦U◦C ] θ [ηU◦A◦C′ ] θ [ηU◦A◦C ]

θ [ηU◦U ]
4

]
.

Nous avons la relation ensembliste suivante

(U ◦ C ′) ◦ (U ◦ C) ◦ (A ◦ C ′) ◦ (A ◦ C) = ∅.

Par ailleurs, d’après les dessins de la page 109 ou grâce à des manipulations algébriques :

(U ◦ C ′) ∪ (U ◦ C) ∪ (A ◦ C ′) ∪ (A ◦ C) = A ∪ U ∪ C ∪ C ′,
(U ◦ C ′) ∩ (U ◦ C) ∩ (A ◦ C ′) ∩ (A ◦ C) = (A ∩ U) ∪ ((C ∩ C ′) \ U).

Avec le corollaire 5.1.18 et la propriété 5.1.21, nous en déduisons que

s

[
fA(C ′)

fA(C)

]
= (−1)2 tη′U◦A◦C′ζ

′′
g (−1)2 tη′Cζ

′′
g (−1)2 tη′

A∪U∪C∪C′ζ
′′
g +2 t(η′A∩U+η′

(C∩C′)\U )ζg

= (−1)2 t(η′U+η′A+η′C+η′
C′)ζ

′′
g (−1)2 tη′

A∪U∪C∪C′ζ
′′
g (−1)2 t(η′A∩U+η′

(C∩C′)\U )ζg .

Avec le dernier dessin de la page 109, nous obtenons

s

[
fA(C ′)

fA(C)

]
= (−1)2 tη′

(C◦C′)∩Uζ
′′
g .

Quotient de 4 constantes fA

Un deuxième corollaire de la propriété 5.1.21 est

Corollaire 5.1.23. Soient A1 et A2 deux sous-ensembles de {1, . . . , 2g + 1} de cardinaux respectifs a1

et a2 et associés aux constantes C1 et C2 par la définition 5.1.5. Soit D un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1}
tel que les cardinaux de D ◦A1 et de D ◦A2 sont égaux à g ou g + 1. Alors l’expression

E =
fA1◦DfA2◦D

fA1
fA2

appartient à E et, pour tous i 6= j deux entiers de {1, . . . , 2g + 1},

pi,j [E] =
1− (−1)δi(D)+δj(D)

2

(−1)δi(A1)+δj(A1) + (−1)δi(A2)+δj(A2)

2
,

s [E] =


(−1)2 tη′D\(A1◦A2)ζ

′′
g +2 tη′(C1◦C2)∩Uζ

′′
g si a1 6 a2 6 g,

(−1)2 tη′D\(A1◦A2)ζ
′′
g +2 tη′(C1◦C2)∩Uζ

′′
g (−1)2 tη′C2

ζ′′g si a1 6 g 6 a2,

(−1)2 tη′D\(A1◦A2)ζ
′′
g +2 tη′(C1◦C2)∩Uζ

′′
g (−1)2 tη′C1◦C2

ζ′′g si g 6 a1 6 a2.

Remarque 5.1.24. Formellement le quotient E s’écrit

E =
fA1◦D(∅)fA2◦D(∅)
fA1

(C1)fA2
(C2)

.

Après avoir trouvé la valeur de pi,j [E] et montré que l’expression E appartient à E , nous étudierons s[E]
dans le cas particulier où U ◦D est de cardinal g ou g + 1 avant de traiter le cas général.
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{1, . . . , 2g + 1}

U

A
C

C ′

En gris: UoC ′

{1, . . . , 2g + 1}

U

A
C

C ′

En gris: UoC

{1, . . . , 2g + 1}

U

A
C

C ′

En gris: AoC ′

{1, . . . , 2g + 1}

U

A
C

C ′

En gris: AoC

{1, . . . , 2g + 1}

U

A
C

C ′

En gris: (UoC ′) ∩ (UoC) ∩ (AoC ′) ∩ (AoC)

{1, . . . , 2g + 1}

U

A
C

C ′

Nombre de fois que η apparâıt dans
ηU + ηA + ηC + ηC ′ + ηA∪U∪C∪C ′ + ηA∩U + η(C∩C ′)\U

2

2

2

24 4 4

3

3

0

Figure 5.3 – Schémas pour le cas particulier de la preuve du corollaire 5.1.22

109



Chapitre 5. Morphismes

Démonstration. Grâce à la remarque 5.1.12, nous pouvons nous ramener au cas où a1 6 a2 6 g. Pour
tous i 6= j dans {1, . . . , 2g + 1}, le corollaire 5.1.20 prouve que le carré de notre expression appartient à E
et que

pi,j

[
f2
A1◦Df

2
A2◦D

f2
A1
f2
A2

]
=

2∑
k=1

(−1)δi(Ak)+δj(Ak) − (−1)δi(AkoD)+δj(AkoD)

2

=
1− (−1)δi(D)+δj(D)

2

2∑
k=1

(−1)δi(Ak)+δj(Ak).

Cette valeur est un multiple de 2 et donc notre expression appartient bien à E . Étudions maintenant la
fonction s :

s [E] = s

[
fA1◦DfA2◦D

fA1fA2

]
= s

[
θ [ηU◦A1◦C1

] θ [ηU◦U ] θ [ηU◦A2◦C2
] θ [ηU◦U ]

θ [ηU◦U◦C1 ] θ [ηU◦A1◦D] θ [ηU◦U◦C2 ] θ [ηU◦A2◦D]

]
.

Supposons, pour commencer, que U ◦D est de cardinal g ou g+1. De ce fait, la thêta constante θ [ηU◦U◦D]
n’est pas nulle. D’où

s [E] = s

[
θ [ηU◦U ]

2

θ [ηU◦U◦D]
2

]
s

[
θ [ηU◦U◦D] θ [ηU◦A1◦C1

]

θ [ηU◦U◦C1 ] θ [ηU◦A1◦D]

]
s

[
θ [ηU◦U◦D] θ [ηU◦A2◦C2

]

θ [ηU◦U◦C2 ] θ [ηU◦A2◦D]

]
.

D’après la définition 5.1.5, les ensembles Ci et Ai sont disjoints et nous sommes donc dans le cas suivant :

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}
D

U CiAi

Grâce aux propriétés de commutativité de la différence symétrique,

(U ◦D) ◦ (Ai ◦ Ci) ◦ (Ai ◦D) ◦ (U ◦ Ci) = ∅.

Les égalités ensemblistes qui précisent l’union et l’intersection des quatre ensembles peuvent s’obtenir en
étudiant les dessins de la page 111.

(U ◦D) ∪ (Ai ◦ Ci) ∪ (Ai ◦D) ∪ (U ◦ Ci) = U ∪D ∪Ai ∪ Ci,
(U ◦D) ∩ (Ai ◦ Ci) ∩ (Ai ◦D) ∩ (U ◦ Ci) = ((Ai ∩ U) \D) ∪ ((D ∩ Ci) \ U).

Pour tout i ∈ {1, 2}, le corollaire 5.1.18 et la propriété 5.1.21 montrent les égalités suivantes

si := s

[
θ [ηU◦U◦D] θ [ηU◦Ai◦Ci ]

θ [ηU◦U◦Ci ] θ [ηU◦Ai◦D]

]
si = s

[
θ [ηU◦U ]

2

θ [ηU◦U◦Ci ]
2

]
s

[
θ [ηU◦U ]

2

θ [ηU◦Ai◦D]
2

]
s

[
θ [ηU◦U◦D] θ [ηU◦Ai◦Ci ] θ [ηU◦U◦Ci ] θ [ηU◦Ai◦D]

θ [ηU◦U ]
4

]
si = (−1)2 tη′Ci

ζ′′g (−1)2 tη′U◦Ai◦D
ζ′′g (−1)2 tη′U∪D∪Ai∪Ci

ζ′′g (−1)2 tη′(Ai∩U)\Dζ
′′
g +2 tη′(D∩Ci)\U

ζ′′g

si = (−1)2 t(η′Ci+η
′
U+η′Ai

+η′D+η′U∪D∪Ai∪Ci
+η′(Ai∩U)\D+η′(D∩Ci)\U)ζ′′g .
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{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

En gris: UoD

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

En gris: AioCi

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

En gris: AioD

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

En gris: UoCi

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

En gris: (UoD) ∩ (AioCi) ∩ (AioD) ∩ (UoCi)

2 2

2

20

34 4
3 4

4 3

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

Nombre de fois que chaque η apparâıt dans
η′Ci

+ η′U + η′Ai
+ η′D + η′U∪D∪Ai∪Ci

+ η′(Ai∩U)\D + η′(D∩Ci)\U

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

Nombre de fois que chaque η apparâıt dans
η′Ci∩U + η′D∩(UoAi)

0

0

0

0

0
0

1
0 1 2

0

1

D

U CiAi

D

U CiAi

D

U CiAi

D

U CiAi

D

U CiAi

D

U CiAi

D

U CiAi

Figure 5.4 – Schémas pour le cas particulier de la preuve du corollaire 5.1.23
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En reportant le nombre de fois que chaque sous-ensemble apparâıt dans les schémas page 111, nous
obtenons une expression simplifiée de si :

si = (−1)2 tη′Ci∩U
ζ′′g +2 tη′D∩(U◦Ai)

ζ′′g .

Donc

s [E] = s

[
θ [ηU◦U ]

2

θ [ηU◦U◦D]
2

]
s1s2

= (−1)2 tη′Dζ
′′
g (−1)2 tη′C1∩U

ζ′′g (−1)2 tη′C2∩U
ζ′′g (−1)2 tη′D∩(A1◦A2)ζ

′′
g .

Nous avons donc prouvé le corollaire dans le cas où U ◦D est de cardinal g ou g + 1.
Montrons le cas général. Le lemme 5.1.25 justifiera l’existence d’un sous-ensemble D′ de {1, . . . , 2g + 1}

tel que les ensembles U ◦D′, A1 ◦D′ et A2 ◦D′ soient de cardinal g ou g + 1. Nous avons alors

s [E] = s

[
fA1◦DfA2◦D

fA1◦D′fA2◦D′

]
s

[
fA1◦D′fA2◦D′

fA1fA2

]
et nous pouvons alors appliquer la version précédente du corollaire sur la deuxième partie de cette ex-
pression. Il aurait été agréable de pouvoir l’appliquer aussi sur la première mais U ◦D ◦D′ n’est, a priori,
pas de cardinal g ou g + 1. À la place, procédons comme suit

s [E] = s

[
θ [ηU◦A1◦D′ ] θ [ηU◦A2◦D′ ]

θ [ηU◦A1◦D] θ [ηU◦A2◦D]

]
(−1)

2 tη′
D′\(A1◦A2)

ζ′′g (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ
′′
g

= s

[
θ [ηU◦U ]

4

θ [ηU◦A1◦D]
2
θ [ηU◦A2◦D]

2

]
(−1)

2 tη′
D′\(A1◦A2)

ζ′′g (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ
′′
g

s

[
θ [ηU◦A1◦D′ ] θ [ηU◦A2◦D′ ] θ [ηU◦A1◦D] θ [ηU◦A2◦D]

θ [ηU◦U ]
4

]
= (−1)2 tη′A1◦A2

ζ′′g (−1)
2 tη′

D′\(A1◦A2)
ζ′′g (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ

′′
g

s

[
θ [ηU◦A1◦D′ ] θ [ηU◦A2◦D′ ] θ [ηU◦A1◦D] θ [ηU◦A2◦D]

θ [ηU◦U ]
4

]
.

Nous nous retrouvons encore une fois avec quatre ensembles A1, A2, D, D′ mais cette fois en position
générique :

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

A1

D′
D

A2

Nous avons encore la relation (A1 ◦D) ◦ (A1 ◦D′) ◦ (A2 ◦D) ◦ (A2 ◦D′) = ∅. L’union et l’intersection
sont précisées par les schéma de la page 113.

(A1 ◦D) ∪ (A1 ◦D′) ∪ (A2 ◦D) ∪ (A2 ◦D′) = (A1 ∪A2 ∪D ∪D′) \ (A1 ∩A2 ∩D ∩D′) ,
(A1 ◦D) ∩ (A1 ◦D′) ∩ (A2 ◦D) ∩ (A2 ◦D′) = ((A1 ∩A2) \ (D ∪D′)) ∪ ((D ∩D′) \ (A1 ∪A2)) .
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{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

A1

D′
D

En gris: A1oD

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

A1

D′
D

(A1oD) ∩ (A1oD
′) ∩ (A2oD) ∩ (A2oD

′)

En gris:

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

A1

D′
D

En gris: A2oD

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

A1

D′
D

(A1oD) ∪ (A1oD
′) ∪ (A2oD) ∪ (A2oD

′)

En gris:

En gris: A2oD
′

D′

A1

D

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

En gris: A1oD
′

D
D′

A1

{1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}

A2

A2

A2

A2

A2A2

Figure 5.5 – Schémas pour le cas général de la preuve du corollaire 5.1.23
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Nous obtenons donc

s[E] = s

[
fA1◦DfA2◦D

fA1
fA2

]
= (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ

′′
g (−1)2 tη′A1◦A2

ζ′′g (−1)
2 tη′

D′\(A1◦A2)
ζ′′g

(−1)
2 t
(
η′
((A1∩A2)\(D∪D′))

+η′
((D∩D′)\(A1∪A2))

)
ζ′′g

(−1)
2 tη′

(A1∪A2∪D∪D′)\(A1∩A2∩D∩D′)
ζ′′g

= (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ
′′
g (−1)

2 tη′
(A1◦A2)∪D′ζ

′′
g

(−1)
2 tη′

(A1∩A2)\D′ζ
′′
g +2 tη′

(A1∩A2∩D)\D′ζ
′′
g +η′

(D∩D′)\(A1∪A2)
ζ′′g

(−1)
2 tη′

A1∪A2∪D∪D′
ζ′′g +2 tη′

A1∩A2∩D∩D′
ζ′′g

= (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ
′′
g (−1)

2 tη′
A1∪A2∪D′

ζ′′g (−1)
2 tη′

(D∩D′)\(A1∪A2)
ζ′′g

(−1)
2 tη′

A1∪A2∪D∪D′
ζ′′g (−1)2 tη′A1∩A2∩D

ζ′′g

= (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ
′′
g (−1)

2 tη′
(D∩D′)\(A1∪A2)

ζ′′g

(−1)
2 tη′

D\(A1∪A2∪D′)
ζ′′g (−1)2 tη′A1∩A2∩D

ζ′′g

= (−1)2 tη′(C1◦C2)∩Uζ
′′
g (−1)2 tη′D\(A1◦A2)ζ

′′
g .

Au cours de la preuve précédente, nous avons eu besoin du lemme technique suivant :

Lemme 5.1.25. Soit A,B,C trois sous-ensembles de {1, . . . , 2g + 1} de cardinaux inférieurs ou égaux à
g+ 1 alors il existe D ⊂ {1, . . . , 2g + 1} tel que les cardinaux de A ◦D, de B ◦D et de C ◦D soient égaux
à g ou g + 1.

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que A,B,C sont ordonnés suivant leur
cardinal : #A 6 #B 6 #C. Soit D1 ⊂ Cc de cardinal g + 1−#C alors

#C ◦D1 = g + 1, #A ◦D1 6 g + 1, #B ◦D1 6 g + 1.

Nous sommes donc ramenés au cas où #A 6 #B 6 #C = g+ 1. Soit n = d g−#B
2 e, nous pouvons choisir

deux ensembles D′2 ⊂ (B ∪ C)c et D′′2 ⊂ C \B de cardinaux n et nous avons alors pour D2 = D′2 ∪D′′2 :

#A ◦D2 6 g + 1, #B ◦D2 ∈ {g, g + 1}, #C ◦D2 = g + 1.

{1, . . . , 2g + 1}

B

D′′
2

D′
2

C

Si #A ◦D2 > g, le lemme est prouvé. Sinon nous nous sommes ramenés au cas où

#A < g 6 #B 6 #C = g + 1.

En prenant D3 = D′3∪D′′3 avec D′3 ⊂ B \(A∪C) et D′′3 ⊂ C \(A∪B) de même cardinal n′, nous obtenons

#B ◦D3 = #B, #C ◦D3 = #C = g + 1, #A ◦D3 = #A+ 2n′.
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B

A

{1, . . . , 2g + 1}

D′′
3D′

3

C

Cela peut ne pas être pas suffisant pour que #A ◦D3 soit de cardinal g ou g + 1 et il se peut que nous
ne puissions plus continuer le processus. Dans ce cas, cela provient du fait que C est inclus dans A ∪ B
ou que B est inclus dans A∪C. En réordonnant B et C si besoin, nous sommes ramenés au cas où A est
de cardinal strictement plus petit que g, où B est inclu dans A ∪C et les cardinaux de B et de C sont g
ou g + 1. Nous sommes donc dans la configuration suivante :

{1, . . . , 2g + 1}

A

B

C

#(A ∪B ∪ C) =

{
#A+ g −#(A ∩ C) si #C = g
#A+ g + 1−#(A ∩ C) si #C = g + 1

.

Donc

#(A ∪B ∪ C)c > 2g + 1−#A− (g + 1) + #(A ∩ C) > g −#A.

Par définition de l’intersection, nous avons l’inégalité #(A∩B) 6 #A. Les unions disjointes se traduisent
par la somme #(A ∩B) + #((B ∩ C) \A) = #B et nous obtenons alors

#((B ∩ C) \A) > #B −#A > g −#A

On peut alors choisir n′′ = d g−#A
2 e éléments dans (A ∪B ∪ C)c et n′′ dans (B ∩ C) \ A pour constituer

un ensemble D4 qui vérifiera les propriétés demandées :

#A ◦D4 ∈ {g, g + 1}, #B ◦D4 = #B ∈ {g, g + 1}, #C ◦D4 = #C ∈ {g, g + 1}.

{1, . . . , 2g + 1}

A

B

n′′
n′′

C

Nous avons maintenant suffisamment de relations pour être capable de calculer les signes qui appa-
râıtront dans la suite.
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5.1.3 Les fonctions YS

Définition 5.1.26. Soit φ le morphisme Cg dans Jac(C). Soit D ∈ Jac(C) \Θ, posons P = (Pi)i∈{1,...,g}
un élément de φ−1(D) et soient xi et yi les abscisses et ordonnées des points Pi.
Pour tout sous-ensemble S de {1, . . . , 2g + 1} de cardinal s tel que 2 6 s 6 2g − 1, posons n = b s2c et
définissons la fonction YS : Jac(C)→ k telle que

φ∗YS(P ) =
∑

I⊂{1,...,g}
#I=n

(∏
i∈I

yi

)
g∏
k=1
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)

. (5.1)

Montrons que cette définition a du sens, c’est-à-dire que YS est bien définie. L’expression ne dépendant
pas de l’ordre des points Pi, elle définit bien une fraction rationnelle sur C(g) et donc une fonction
sur Jac(C) \ Θ. En pratique, cela signifie que YS peut s’exprimer comme une fraction rationnelle en les
coefficients de u et v.

Exemple 5.1.27. Dans le cas du genre 2, les seuls ensembles S à considérer sont ceux de cardinaux 2
et 3. Nous avons alors

φ∗Y{k,l}(P ) =
y1(x2 − ak)(x2 − al)− y2(x1 − ak)(x1 − al)

x2 − x1
,

φ∗Y{k,l,m}(P ) =
y1(x2 − ak)(x2 − al)(x2 − am)− y2(x1 − ak)(x1 − al)(x1 − am)

x2 − x1
.

Van Wamelen a prouvé le théorème suivant reliant le polynôme v aux fonctions Y{l,m}.

Théorème 5.1.28. Soit l ∈ {1, . . . , 2g + 1}, prenons un sous-ensemble V de cardinal g de {1, . . . , 2g + 1}
tel que l /∈ V . Alors

v(al) =
∑
m∈V

Y{l,m}(D)∏
k∈V
k 6=m

(ak − am)
.

Exemple 5.1.29. Plaçons nous dans le cas du genre 2. Soit l ∈ {1, . . . , 5} et soient m et n deux éléments
distincts de {1, . . . , 5} différents de l. Alors

v(al) =
Yl,n(D)− Yl,m(D)

am − an
.

Le théorème suivant est fondamental pour les calculs des morphismes. En effet, il lie les coordonnées
des points sur la courbe aux fonctions thêta. C’est la généralisation de celui prouvé par Van Wamelen
dans le cas où s = 2.

Théorème 5.1.30. Soit z = u(D), l’image du diviseur D par l’application d’Abel-Jacobi. Alors il existe
une constante sS telle que

YS(D) = sS
tS(z)

∏
l∈S tl(z)

ts+1
∅ (z)

.

La preuve de ce théorème est similaire à celle de Van Wamelen : nous allons étudier les zéros et les
pôles des deux fonctions. Nous décomposons cette preuve en plusieurs lemmes. Les fonctions partent
de Jac(C) qui est un espace de dimension g mais il sera plus simple de les étudier sur Cg en utilisant les
tirés en arrière. Soit φ l’application naturelle de Cg dans Jac(C).

Commençons par remarquer que les variétés Jac(C) et Cg sont régulières (la dernière en tant que
produit fibré de variétés régulières sur un corps algébriquement clos [Liu02, Exercice 2.12 p. 135 ]). De
ce fait ce sont des variétés normales [Mil09, pp. 94]. Par ailleurs, Jac(C) étant normale, ses anneaux
locaux OP sont réguliers et sont donc factoriels [Iit81, théorème 2.11 pp. 120]. En tant que variétés
algébriques, ce sont des schémas noetheriens [Liu02, remarque 3.48 p. 55–56] et intègres [Har77, exemple
3.2.1 pp. 84].
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L’application φ : Cg → Jac(C) est un morphisme surjectif. Cette application est la composition du
morphisme φ : Cg → C(g) et de l’application birationnelle C(g) → Jac(C). Ces deux morphismes sont finis
(d’après [Liu02, exercice 3.23 pp. 113] pour le premier et car le second est une application birationnelle)
donc leur composition φ est finie [Iit81, proposition 1.56 pp. 93]. Par ailleurs, φ est de degré g!.

Iitaka [Iit81, proposition 2.15 pp. 132] montre que pour toute fonction rationnelle f : Jac(C) → C
nous avons φ∗(div(f)) = div(φ∗f). Par ailleurs, Liu [Liu02, théorème 2.18 pp. 271] prouve que pour tout
diviseur D sur Jac(C), nous avons φ∗(φ

∗D) = (g!)D. Ces propriétés permettent de transférer la recherche
des zéros et pôles d’une fonction de Jac(C)→ C à celle d’une fonction de Cg → C. Ainsi

(g!) div(YS) = φ∗(φ
∗ div(YS)) = φ∗(div(φ∗YS)).

La fonction YS aura donc un pôle ou un zéro en un diviseur premier Γ de Jac(C) si et seulement si, il existe
un diviseur premier F sur Cg tel que φ(F ) soit dense dans Γ et qui appartienne au support de div(φ∗YS).

La propriété 3.1.22 décrit le diviseur des zéros de la fonction thêta comme des translatés du diviseur Θ :
rappelons que, pour un élément D de Jac(C), nous avions noté TD l’opérateur de translation par D. Par
abus de notation, nous identifions les racines ai de f avec les points (ai, 0) de la courbe C. Ainsi nous
écrivons ai − P∞ pour le diviseur (ai, 0)− P∞ de Jac(C).

Lemme 5.1.31. La fonctions YS a des zéros en les Tal−P∞ Θ pour tout l dans S.

Démonstration. Le diviseur premier T = al × Cg−1 de Cg est clairement un zéro de φ∗YS car les xi − xj
avec i 6= j ne sont pas identiquement nuls sur ces diviseurs. Comme φ(T ) est dense dans Tal−P∞ Θ, la
fonction YS admet Tal−P∞ Θ comme zéro.

Lemme 5.1.32. La fonction YS est régulière sur Jac(C) \Θ.

Rappelons que sur une variété (X,OX) normale et localement noethérienne, OX(X \ F ) = OX(X)
pour tout fermé F de codimension 2 [Liu02, théorème 1.14 pp. 118] (c’est à dire que toute fonction
régulière sauf possiblement sur une sous variété fermée de codimension 2, est régulière partout).

Nous allons appliquer cette propriété à la fonction φ∗YS sur Cg \ φ−1Θ qui est une sous-variété
algébrique et est donc normale et noethérienne.

Démonstration. En revenant à sa définition, la fonction YS est trivialement régulière en tout point
de Jac(C) \Θ qui n’appartient pas au diviseur premier

D = {2P1 + P2 + . . .+ Pg−1 − gP∞ ∈ Jac(C)} .

Pour montrer que la fraction rationnelle YS est régulière en tout point de D, il suffit de montrer que YS
n’a pas de pôle en le diviseur premier D. En utilisant la fonction φ et l’invariance de YS sous l’action du
groupe Sg, il suffit de vérifier que le diviseur F = ∆ × Cg−2 (où ∆ est le diviseur diagonal sur C × C)
n’est pas un pôle de φ∗YS . En effet F appartient à φ−1(D) et φ(F ) est dense dans D.

La somme ∑
I⊂{3,...,g}

#I=n

(∏
i∈I

yi

)
g∏
k=1
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)

est une fonction régulière sur un ouvert dense de la sous-variété F et donc F n’est pas un pôle de cette
fonction (car F est de codimension strictement positive). Il en est de même de la partie où {1, 2} ⊂ I :

y1y2

∑
I⊂{3,...,g}
#I=n−2

∏
i∈I

yi

g∏
k=3
k/∈I

(
1

(x1 − xk)(x2 − xk)

∏
l∈S(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)

)
.

Il reste donc à étudier la partie où 1 ∈ I et 2 /∈ I et celle où 1 /∈ I et 2 ∈ I. Nous regroupons ces
éléments par paires avec un élément de la première et son associé dans la seconde. Pour tout sous-
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ensemble I ⊂ {3, . . . , g} de cardinal n− 1,

pI := y1

∏
i∈I

yi

g∏
k=1

k/∈{1}∪I

∏
l∈S(xk − al)

(x1 − xk)
∏
i∈I(xi − xk)

+ y2

∏
i∈I

yi

g∏
k=1

k/∈{2}∪I

∏
l∈S(xk − al)

(x2 − xk)
∏
i∈I(xi − xk)

,

pI =

(
y1

∏
l∈S(x2 − al)
x1 − x2

−
y2

∏
l∈S(x1 − al)
x1 − x2

)∏
i∈I

yi
1∏

i∈I(xi − x2)

g∏
k=3
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)

(x1 − xk)
∏
i∈I(xi − xk)

+y2

∏
i∈I

yi
∏
l∈S

(x1 − al)
g∏
k=3
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)

1

x1 − x2

 1∏
i∈I(xi − x2)

1∏g
k=3
k/∈I

(x1 − xk)
− 1∏

i∈I(xi − x1)

1∏g
k=3
k/∈I

(x2 − xk)

 .

La différence
1∏

i∈I(xi − x2)

1∏g
k=3
k/∈I

(x1 − xk)
− 1∏

i∈I(xi − x1)

1∏g
k=3
k/∈I

(x2 − xk)

est nulle quand x1 = x2 et est donc divisible par x1 − x2. Ceci montre que F (en fait un ouvert dense
de F et donc F tout entier) n’est pas un pôle de la seconde partie de pI . Pour la première partie, le
produit est bien défini sur F tandis que la différence se réécrit

y1

∏
l∈S(x2 − al)− y2

∏
l∈S(x1 − al)

x1 − x2
=

y2
1

∏
l∈S(x2 − al)2 − y2

2

∏
l∈S(x1 − al)2

x1 − x2

1

y1

∏
l∈S(x2 − al) + y2

∏
l∈S(x1 − al)

.

Le dénominateur de la première fraction est un polynôme en x1 et x2 qui s’annule quand x1 = x2 et la
deuxième partie est régulière sur un ouvert dense de F . Ceci permet de conclure que F n’est pas un pôle
de φ∗YS et donc que la fonction YS est régulière sur Jac(C) \Θ.

Lemme 5.1.33. La fonction YS a un pôle d’ordre exactement s+ 1 en Θ.

Encore une fois nous allons raisonner sur φ∗YS . Cependant, pour compter les multiplicités il faut
utiliser un peu plus de géométrie algébrique. Nous allons nous ramener à étudier la fonction φ∗YS sur le
diviseur T1 = P∞ × Cg−1 et pour ce faire nous allons séparer la somme en deux, suivant que i1 = 1 ou
pas.

Démonstration. Les Ti = Ci−1 × P∞ × Cg−i−1 sont des diviseurs premiers de Cg tels que φ(Ti) est
dense dans le diviseur premier Θ de Jac(C). Comme le degré des morphismes φ|Ti est (g − 1)! et le
degré de φ égal à g! alors les Ti sont les seuls diviseurs premiers de φ−1(Θ) qui sont denses dans Θ et
nous avons φ∗Θ =

∑g
i=1 Ti [Iit81]. Comme φ∗(div(YS)) = div(φ∗YS), pour montrer que YS a un pôle

d’ordre s+ 1 en Θ, il suffit de montrer que φ∗YS a un pôle d’ordre s+ 1 en tous les Ti. Par symétrie, il
suffit de le vérifier en T1.

Séparons la somme en deux. Si 1 ∈ I,

y1

∑
I⊂{2,...,g}
#I=n−1

(∏
i∈I

yi

)
g∏
k=2
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)

(x1 − xk)
∏
i∈I(xi − xk)

=
y1

xg−n1

∑
I⊂{2,...,g}
#I=n−1

(∏
i∈I

yi

)
g∏
k=2
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)

(1− xk
x1

)
∏
i∈I(xi − xk)

.
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La somme est non nulle sur un ouvert dense de T1. Donc T1 est un pôle d’ordre exactement

2g + 1− 2(g − n) = 2n+ 1

de cette partie de φ∗YS . Pour i1 6= 1, nous avons l’égalité∑
I⊂{2,...,g}

#I=n

(∏
i∈I

yi

) ∏
l∈S(x1 − al)∏
i∈I(xi − x1)

g∏
k=2
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)

=

∏
l∈S(x1 − al)

xn1
σ(z)

où

σ(z) =
∑

I⊂{2,...,g}
#I=n

∏
i∈I

yi
xi
x1
− 1

g∏
k=2
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)∏n
j=1(xij − xk)

.

Encore une fois, la somme σ(z) est non nulle sur un ouvert dense de T1 donc T1 est un pôle d’ordre
exactement 2s− 2n de cette partie.

Comme 2s − 2n est différent de 2n + 1, l’ordre de T1 comme pôle de la fonction φ∗YS est exacte-
ment max (2s− 2n, 2n+ 1). Rappelons que n = b s2c donc

2n =

{
s si s est pair,

s− 1 si s est impair.

Nous avons donc que max (2s− 2n, 2n+ 1) = s+1 quel que soit la parité de s. Ceci conclut la preuve.

Lemme 5.1.34. Avec les notations précédentes,

YS(D) = sS
tS(z)

∏
l∈S tl(z)

ts+1
∅ (z)

où sS est une constante.

Démonstration. La fonction h(z) = tS(z)
∏
l∈S tl(z)/t

s+1
∅ (z) est bien définie sur Jac(C) car pour tout

élément λ = Ωλ′ + λ′′ de ΛΩ, nous avons h(z + λ) = h(z) grâce à la formule

θ [ηA] (z + Ωλ′ + λ′′) = θ [ηA] (z) exp
(
−πi tλ′Ωλ′ − 2iπ tλ′z + 2πi( tλ′′η′A − tλ′η′′A)

)
.

La fonction h a pour diviseur

T∑
l∈S al−sP∞ Θ +

∑
l∈S

Tal−P∞ Θ− (s+ 1)Θ.

Par ailleurs, nous avons montré dans les lemmes précédents que le diviseur de YS est

div(YS) >
∑
l∈S

Tal−P∞ Θ− (s+ 1)Θ.

Donc la fonction YS/h appartient à L
(

T∑
l∈S al−sP∞ Θ

)
. Cet espace étant de dimension 1 [Lan72, théo-

rème VI.4.1], YS/h est une constante.

Quand le cardinal de S est égal à 2g ou 2g + 1, les fonctions YS ne sont pas définies. Avec n = g,
l’équation 5.1 se dérive en y1 . . . yg. Étudions donc la fonction Y associée.

Théorème 5.1.35. Soit D =
∑g
i=1 Pi − gP∞ un diviseur de Jac(C) \ Θ. Posons (u, v) les coordonnées

de Mumford de D et supposons que z ∈ Cg soit l’image de D par l’application d’Abel-Jacobi, alors

Y (D) := Res(u, v) = s

∏2g+1
l=1 tl(z)

t∅(z)2g+1

où s2 = 1. Si nous posons P = (Pi) ∈ Cg et yi les ordonnées des points Pi alors

φ∗Y (P ) = y1 . . . yg.

119



Chapitre 5. Morphismes

Ce théorème est plus simple à prouver que le précédent. En effet il suffit d’étudier le carré des expres-
sions.

Démonstration. Le théorème 5.1.10 montre que

2g+1∏
l=1

t2l (z)

t2∅(z)
= (−1)g(2g+1)

2g+1∏
l=1

u(al).

Or, pour tout i ∈ {1, . . . , g},

y2
i =

2g+1∏
l=1

(xi − al) = (−1)g
2g+1∏
l=1

(al − xi)

ce qui permet d’obtenir que

y2
1 . . . y

2
g = (−1)g(2g+1)

g∏
i=1

2g+1∏
l=1

(al − xi) = (−1)g(2g+1)

2g+1∏
l=1

g∏
i=1

(al − xi).

Donc

y2
1 . . . y

2
g = (−1)g(2g+1)

2g+1∏
l=1

u(al).

En égalant les deux expressions, nous obtenons que

y2
1 . . . y

2
g =

2g+1∏
l=1

t2l (z)

t2∅(z)

ce qui prouve le théorème.

En résumé, définissons une fonction Y ′S(D) qui rassemble les résultats précédents

Théorème 5.1.36. Soit D =
∑g
i=1 Pi − gP∞ un diviseur de Jac(C) \ Θ. Posons (u, v) les coordonnées

de Mumford de D et supposons que z ∈ Cg soit l’image de D par l’application d’Abel-Jacobi. Pour tout
sous-ensemble S de {1, . . . , 2g + 1}, posons

Y ′S(D) =



1 si S = ∅,
(−1)gu(al) si S = {l},
1
sS
YS(D) si 2 6 #S 6 2g − 1,

1
s (−1)b

g
2 c(−1)2 tη′Cl

ζ′′g Res(u, v) si S = {1, . . . , 2g + 1} \ {l},
1
s (−1)b

g+1
2 c(−1)

2 tη′C∅
ζ′′g Res(u, v) si #S = 2g + 1.

Alors

Y ′S(D) =
tS(z)

∏
l∈S tl(z)

ts+1
∅ (z)

.

5.1.4 Calcul des constantes sS

Cette section est consacrée au calcul des constantes sS . Ces constantes sont en fait des signes ±1.
Van Wamelen a prouvé ce fait dans le cas où l’ensemble S est de cardinal 2 mais la généralisation de sa
preuve est triviale : il suffit de calculer

Y 2
S (z)∏

l∈S
t2l (z)

t2∅(z)
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grâce aux formules

t2l (z)

t2∅(z)
= (−1)gu(al) = (−1)g

g∏
k=1

(al − xk) =

g∏
k=1

(xk − al),

y2
i =

2g+1∏
m=1

(xi − am).

Puis il faut évaluer le résultat en un point de 2-torsion ce qui permet d’obtenir alors que s2
S = 1. Cette

preuve ne permet cependant pas de les déterminer.
Dans cette section, nous allons déterminer les constantes sS en les calculant de proche en proche.

Lemme 5.1.37. Pour S ⊂ {1, . . . , 2g + 1} de cardinal pair 2n avec 1 6 n 6 g − 1 et pour p /∈ S,
posons S′ = S ∪ p. Alors

sS′sS =

{
(−1)n(−1)

2 tη′
(CS′ ◦CS◦Cp◦C∅)∩U

ζ′′g si 2n < g,

(−1)n(−1)
2 tη′

(CS′ ◦CS◦Cp◦C∅)∩U
ζ′′g (−1)

2 tη′C
S′ ◦CS

ζ′′g si 2n > g.

Pour S ⊂ {1, . . . , 2g + 1} de cardinal pair 2n avec 1 6 n 6 g − 2 et deux entiers distincts p et q
n’appartenant pas à S, posons S′ = S ∪ {p, q}. Alors

sS′sSs{p,q} =

 (−1)n(−1)
2 tη′

(CS′ ◦CS◦C{p,q}◦C∅)∩U
ζ′′g

si 2n < g,

(−1)n(−1)
2 tη′

(CS′ ◦CS◦C{p,q}◦C∅)∩U
ζ′′g

(−1)
2 tη′C

S′ ◦CS
ζ′′g si 2n > g.

Pour prouver ce lemme, nous reprenons les idées de la preuve de Van Wamelen.
Les seuls points dont on connâıt l’expression en coordonnées de Mumford et avec les fonctions thêta

sont les points de 2-torsion. Du fait des coordonnées yi dans l’expression de YS , ces points sont des zéros
de YS . L’idée est alors de multiplier YS par d’autres YS′ de façon à ce que au moins un terme de la somme
ne comporte que des y2

i . Il est alors possible d’exprimer ce terme uniquement en fonction de xi. Il suffit
alors de le diviser par (xi − am) pour espérer obtenir un terme non nul.

Cette petite discussion justifie le choix des ensembles dans le lemme : pour chaque somme, il y a
des termes ne comportant que des y2

i (en particulier dans le dernier cas cela justifie le fait que l’on ne
regarde pas sS∪{p,q}sS∪{p} mais sS′sSs{p,q}). Par ailleurs les ensembles sont choisis de façon à maximiser
le nombre de t2l (z)/t

2
∅(z) ce qui simplifie la preuve. Le point de 2-torsion où nous évaluerons l’expression

sera tel que le terme d’indice I = {1, . . . , n} soit non nul mais que tous les autres termes soient nuls.
L’expression obtenue sera alors très simple et ne fera apparâıtre que des produits de ai − aj et des
constantes fA. On utilisera alors la propriété 5.1.23 pour conclure.

Nous ne prouvons en détail que le premier cas, la preuve de l’autre cas étant très similaire.

Démonstration dans le premier cas. Par définition, pour tout z, la constante sS′sS est égale à

sS′sS =
YS(z)YS′(z)∏

l∈S
tl(z)2

t2∅(z)

t3∅(z)

tS(z)tS′(z)tp(z)
.

En développant, nous obtenons

sS′sS =
t3∅(z)

tS(z)tS′(z)tp(z)
(σ1(z) + σ2(z))

avec

σ1(z) =
1∏g

k=1

∏
l∈S(xk − al)

∑
I⊂{1,...,g}

#I=n

∏
i∈I

y2
i

g∏
k=1
k/∈I

(xk − ap)
∏
l∈S(xk − al)2∏n

j=1(xij − xk)2

=
∑

I⊂{1,...,g}
#I=n

∏
i∈I

∏
m/∈S

(xi − am)

g∏
k=1
k/∈I

∏
l∈S′(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)2
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et

σ2(z) =
∑

I 6=I′⊂{1,...,g}
#I=#I′=n

∏
i∈I yi

∏
i∈I′ yi∏g

k=1

∏
l∈S(xk − al)

g∏
k=1
k/∈I

∏
l∈S′(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)

g∏
k=1
k/∈I′

∏
l∈S(xk − al)∏
i∈I′(xi − xk)

.

Choisissons un sous-ensemble V ⊂ S de cardinal n et un sous-ensemble W ⊂ {1, . . . , 2g + 1} \ S′ de
cardinal g − n (ceci est possible car S′ = S ∪ {p} et 1 6 n 6 g − 1). Nous allons évaluer l’expression
précédente en le diviseur

D =
∑
l∈V

al +
∑
m∈W

am − gP∞.

Pour plus de simplicité, considérons σ1 et σ2 comme des fonctions du produit Cg dans le corps C ainsi
que le point D = (P1, . . . , Pn) ∈ Cg où les n premiers Pi sont les (al, 0) avec l ∈ V numérotés par ordre
croissant et les g− n suivant les (am, 0) avec m ∈W (formellement il faut considérer φ∗(σ1) et φ∗(σ2) et
le point (P1, . . . , Pn) qui s’envoie sur D par φ).

Le terme général de σ1(D) est non nul si et seulement si pour tout i dans I, xi est une racine al de f
avec l ∈ S et si pour tout k ∈ {1, . . . , g} \ I, xk est une racine al avec l /∈ S. Vu le diviseur D considéré,
seul le terme I = {1, . . . , n} de la somme n’est pas nulle. D’où

σ1(D) =

∏
j∈V

∏
m/∈S(aj − am)

∏
k∈W

∏
l∈S′(ak − al)∏

k∈W
∏
j∈V (aj − ak)2

= (−1)#V#W
∏
j∈V

∏
m/∈S∪W

(aj − am)
∏
k∈W

∏
l∈S′\V

(ak − al)

= (−1)n(g−n)(−1)4 tη′V η
′′
(S∪W )c (−1)4 tη′W η

′′
S′\V∏

j∈V

∏
m/∈S∪W

< aj − am >
∏
k∈W

∏
l∈S′\V

< ak − al > .

Montrons que tous les termes de σ2(D) sont nuls. Pour tout k ∈ {1, . . . , g}, deux possibilités peuvent se
produire

– Si k appartient à I ∩ I ′, alors y2
k apparâıt au numérateur du terme considéré et donc

∏
l∈S(xk − al)

divise y2
k.

– Si k n’appartient pas à une des deux listes I et I ′ alors
∏
l∈S(xk − al) divise le produit de droite

correspondant.

Comme I 6= I ′, il existe un indice i ∈ I tel que i /∈ I ′. Mais alors yi se trouve en facteur d’une expression
sans pôle en D donc le terme de σ2(D) considéré est nul.

σ1(D) + σ2(D) = (−1)n(g−n)(−1)4 tη′V∪W η
′′
S+4 tη′W η

′′
p (−1)4 tη′V η

′′
W+4 tη′W η

′′
V∏

j∈V

∏
m/∈S∪W

< aj − am >
∏
k∈W

∏
l∈S′\V

< ak − al > .

Or d’après la propriété 2.3.17,

(−1)4 tη′V η
′′
W+4 tη′W η

′′
V = e2 (ηV , ηW ) =

{
1 si #V ou #W est pair,
−1 sinon.

Donc

(−1)4 tη′V η
′′
W+4 tη′W η

′′
V = (−1)#V#W = (−1)n(g−n).

Nous obtenons alors

σ1(D) + σ2(D) = (−1)4 tη′V∪W η
′′
S+4 tη′W η

′′
p

∏
j∈V

∏
m/∈S∪W

< aj − am >
∏
k∈W

∏
l∈S′\V

< ak − al > .
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Travaillons maintenant sur les fonctions thêta. Comme u(D) = Ωη′V ∪W + η′′V ∪W , nous avons par
définition

t3∅(D)

tS(D)tS′(D)tp(D)
=

f3
∅

fSfS′fp

θ [ηU ] (Ωη′V ∪W + η′′V ∪W )
3

θ [ηU◦S ] (u(D)) θ [ηU◦S′ ] (u(D)) θ [ηU◦p] (u(D))
.

Rappelons les résultats de la propriété 3.1.2 : pour tous α, β appartenant à Qg,

θ
[ a+α
b+β

]
(z,Ω) = θ [ ab ] (z + Ωα+ β,Ω) exp(iπ tαΩβ + 2iπ tα(z + β)) exp(2iπ tαb),

et si α, β appartiennent à Zg,

θ
[ a+α
b+β

]
(z,Ω) = θ [ ab ] (z,Ω) exp(2iπ taβ).

Pour éviter de surcharger les notations, nous notons S \ V ∪W pour (S \ V ) ∪W . Nous obtenons

t3∅(D)

tS(D)tS′(D)tp(D)
=

f3
∅

fSfS′fp

θ [ηU + ηV ∪W ]
3

θ [ηU◦S + ηV ∪W ] θ [ηU◦S′ + ηV ∪W ] θ [ηU◦p + ηV ∪W ]
(−1)4 tη′V∪W η

′′
S′

=
f3
∅

fSfS′fp

θ
[
ηU◦(V ∪W )

]3
θ
[
ηU◦(S\V ∪W )

]
θ
[
ηU◦(S′\V ∪W )

]
θ
[
ηU◦({p}∪V ∪W )

]
(−1)4 tη′V∪W η

′′
S′ (−1)4 tη′pη

′′
V

=
f3
∅

fSfS′fp

fS\V ∪W fS′\V ∪W f{p}∪V ∪W

f3
V ∪W

(−1)4 tη′V∪W η
′′
S′ (−1)4 tη′pη

′′
V

=
f3
∅

fSfS′fp

fS\V ∪W fS′\V ∪W f{p}∪V ∪W

f3
V ∪W

(−1)4 tη′V∪W η
′′
S+4 tη′W η

′′
p (−1)4 tη′pη

′′
V +4 tη′V η

′′
p .

Or
(−1)4 tη′pη

′′
V +4 tη′V η

′′
p = e2 (ηp, ηV ) = (−1)#V = (−1)n.

Finalement comme

sSsS′ =
t3∅(D)

tS(D)tS′(D)tp(D)
(σ1(D) + σ2(D))

nous obtenons

sSsS′ = (−1)n
∏
j∈V

∏
m/∈S∪W

< aj − am >
∏
k∈W

∏
l∈S′\V

< ak − al >

f4
∅

f4
V ∪W

fS◦(V ∪W )fS′◦(V ∪W )

fSfS′

f{p}◦(V ∪W )fV ∪W

fpf∅
.

On vérifie, en utilisant la propriété 5.1.23 que pi,j [sSsS′ ] = 0 pour tous i 6= j ∈ {1, . . . , 2g + 1}. Par
ailleurs, comme 2n < g, avec cette propriété nous obtenons que

s [sSsS′ ] = (−1)n(−1)
2 tη′

(V∪W )\(S◦S′)ζ
′′
g +2 tη′(CS◦CS′ )∩U

ζ′′g (−1)
2 tη′(V∪W )\{p}ζ

′′
g +2 tη′(CpoC∅)∩U

ζ′′g

= (−1)n(−1)
2 tη′

(CS′ ◦CS◦CpoC∅)∩U
ζ′′g .

Ceci conclut la preuve.

Éléments de démonstration dans le deuxième cas. Par définition,

sS′sSs{p,q} =
YS(z)YS′(z)Y{p,q}(z)∏

l∈S′
tl(z)2

t2∅(z)

t3∅(z)

tS(z)tS′(z)t{p,q}(z)
.

Soient deux sous-ensembles V ⊂ S et W ⊂ {1, . . . , 2g + 1}\S′ de cardinaux n et g−n−1 respectivement.
Il faut évaluer l’expression précédente en le diviseur

D =
∑
l∈V

al + ap +
∑
m∈W

am − gP∞.
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Lemme 5.1.38. Soit S un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1} et soient p ∈ S et q ∈ Sc. Alors

sSsS◦{p,q} =

 (−1)
2 tη′

(CS◦CS◦{p,q}◦Cp◦Cq)∩U
ζ′′g

2n 6 g,

(−1)
2 tη′

(CS◦CS◦{p,q}◦Cp◦Cq)∩U
ζ′′g

(−1)
2 tηCS◦CS◦{p,q}ζ

′′
g 2n > g.

En particulier, soient l,m, n trois entiers distincts de {1, . . . , 2g + 1} alors

s{l,m}s{l,n} = (−1)
2 tη′

(C{l,m}◦C{l,n}◦Cm◦Cn)∩U
ζ′′g
.

Démonstration. Si #S = 2n < g alors en appliquant le premier cas du lemme 5.1.37 aux ensembles S
et S′ = S ∪ {q} d’une part et aux ensembles S ◦ {p, q} et S′ = (S ◦ {p, q}) ∪ p d’autre part, nous avons
les formules :

sS′ = sS(−1)n(−1)
2 tη′

(CS′ ◦CS◦CqoC∅)∩U
ζ′′g ,

sS′ = sS◦{p,q}(−1)n(−1)
2 tη′

(CS′ ◦CS◦{p,q}◦CpoC∅)∩U
ζ′′g
.

En égalant ces deux égalités, nous obtenons la propriété dans ce cas. Si #S = 2n+ 1 < g est impair alors
en utilisant la même formule que précédemment pour l’ensemble S \ p nous avons

sS\p = sS(−1)n(−1)
2 tη′

(CS◦CS\p◦CpoC∅)∩U
ζ′′g
,

sS\p = s(S\p)∪q(−1)n(−1)
2 tη′

(C(S\p)∪q◦CS\p◦CqoC∅)∩U
ζ′′g
.

En égalant les deux et en remarquant que (S \ p) ∪ q = S ◦ {p, q}, nous obtenons la formule voulue. Les
deux derniers cas (quand n est assez grand), se prouvent de la même façon.

Une expression des signes sS s’obtient en utilisant une récurrence basée sur les deux lemmes précédents.
Posons

σ = s{1,2}(−1)
2 tη′

(C{1,2}◦C1◦C2◦C∅)∩U
ζ′′g
∈ {±1}

qui peut se calculer en fonction de s{1,2} et inversement.

Théorème 5.1.39. Soit σ un élément de {±1}, pour tout sous-ensemble S de {1, . . . , 2g + 1} de cardi-
nal 2 6 s 6 2g − 1,

sS = (−1)b
s+1
4 cσb

s
2 c
(

(−1)
2 tη′C∅∩U

ζ′′g
)s−1

(−1)2 tη′CS∩U
ζ′′g
∏
l∈S

(−1)2 tη′Cl∩U
ζ′′g .

Toujours avec la même méthode que pour le lemme 5.1.37, on peut déterminer la valeur de la
constante s du théorème 5.1.35 en fonction des autres constantes sS .

Théorème 5.1.40. Le signe s est donné par

s = σg(−1)
2 tη′C∅∩U

ζ′′g

2g+1∏
l=1

(−1)2 tη′Cl∩U
ζ′′g .

Exemple 5.1.41. Dans le cas du genre 2 avec les choix d’ensembles CA de l’exemple 5.1.9, les signes sS
sont égaux à σ si S est de cardinal 2 et −σ si S est de cardinal 3. Par ailleurs le signe s est en fait égal
à 1.
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5.1.5 Résumé des parties précédentes

En utilisant les fonctions thêta tordues définies à la page 92 nous avons montré le résultat suivant.

Soit φ le morphisme Cg dans Jac(C). Soit D ∈ Jac(C) \ Θ, posons P = (Pi)i∈{1,...,g} ∈ φ−1(D) et
soient xi et yi les abscisses et ordonnées des points Pi. Posons (u, v) les coordonnées de Mumford de D
et supposons que z ∈ Cg soit l’image de D par l’application d’Abel-Jacobi.
Pour tout sous-ensemble S de {1, . . . , 2g + 1} de cardinal vérifiant 2 6 #S 6 2g− 1, posons n = b#S

2 c et
définissons la fonction YS : Jac(C)→ k telle que

φ∗YS(P ) =
∑

I⊂{1,...,g}
#I=n

(∏
i∈I

yi

)
g∏
k=1
k/∈I

∏
l∈S(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)

La fonction Y ′S est alors définie pour tout sous-ensemble S de {1, . . . , 2g + 1} par

Y ′S(D) =



1 si S = ∅
(−1)gu(al) si S = {l}
sSYS(D) si 2 6 #S 6 2g − 1
1
s (−1)b

g
2 c(−1)2 tη′Cl

ζ′′g Res(u, v) si S = {1, . . . , 2g + 1} \ {l}
1
s (−1)b

g+1
2 c(−1)

2 tη′C∅
ζ′′g Res(u, v) si #S = 2g + 1

où sS et s sont donnés par (théorèmes 5.1.39 et 5.1.40)

sS = (−1)b
s+1
4 cσb

s
2 c
(

(−1)
2 tη′C∅∩U

ζ′′g
)s−1

(−1)2 tη′CS∩U
ζ′′g
∏
l∈S

(−1)2 tη′Cl∩U
ζ′′g

s = σg(−1)
2 tη′C∅∩U

ζ′′g

2g+1∏
l=1

(−1)2 tη′Cl∩U
ζ′′g

et où σ est un élément de {±1}. Alors les théorèmes 5.1.30 et 5.1.35 montrent que

Y ′S(D) =
tS(z)

∏
l∈S tl(z)

ts+1
∅ (z)

.

Par ailleurs les évaluations des polynômes de Mumford en les points de ramifications sont données
par les théorèmes 5.1.10 et 5.1.28 : pour tout élément k de {1, . . . , 2g + 1},

u(ak) = (−1)g
t2k(z)

t2∅(z)
,

v(ak) =
∑
m∈V

Y{k,m}(z)∏
i∈V
i6=m

(ai − am)

où V est un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1} \ {k} de cardinal g.

Nous discutons du choix des différentes constantes impliquées dans la partie suivante.

5.1.6 Choix des constantes

Lors de la construction des différentes fonctions nous avons plusieurs choix à faire :
– Choix d’une racine

√
a2 − a1.

– Pour tout sous-ensemble A de cardinal plus petit que g, choix de la constante CA dans la défini-
tion 5.1.5.

– Choix du signe σ.
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Le but de cette section est de montrer que, quitte à composer l’isomorphisme par l’involution hyperellip-
tique, on peut les choisir de manière arbitraire.

Il est clair que les sous-ensembles CA peuvent être choisis de manière arbitraire sans incidence sur les
morphismes. En effet, ces ensembles servent uniquement à définir de nouvelles coordonnées. De même le
choix de la racine

√
a2 − a1 n’est déterminée ni par les valeurs des fonctions thêta, ni par l’équation de

la courbe.
Il reste donc à déterminer le signe σ. Ce dernier apparâıt dans les formules reliant les fonctions thêta aux
fonctions YS(D) définies à partir des coordonnées des points dans le support de D. Sur C, nous pouvons
évaluer numériquement z = u(D), l’image d’un diviseur D par l’application d’Abel-Jacobi. Nous avons
donc une valeur numérique pour les deux membres du théorème 5.1.30. Cela détermine le signe de σ.
Bien évidement, il va dépendre des autres choix effectués.

La quantité déterminante est, comme nous allons le voir, le produit σ
√
a2 − a1. Changer le signe de

ce produit revient à composer le morphisme par l’involution hyperelliptique. Si nous sommes sur le corps
des complexes, le sens des chemins lors du calcul des intégrales hyperelliptiques définissant Ω permet de
déterminer ce signe.

Pour justifier ces affirmations, étudions d’abord l’incidence d’un autre choix d’ensemble CA dans la
définition 5.1.5. Supposons choisis pour tout ensemble A deux sous-ensembles CA et C ′A. Construisons
alors les constantes fA(CA) (resp. fA(C ′A)) et les fonctions tA,CA(z) (resp. tA,C′A(z)) associées à CA
(resp. C ′A). De même, soient sS et s′S les constantes du théorème 5.1.39 associées aux constantes CA et σ
pour l’une et C ′A et σ′ pour l’autre. En utilisant le corollaire 5.1.22 nous obtenons que

tA,C′A(z) = tA,CA(z)(−1)
2 tη′

(CA◦C
′
A

)∩Uζ
′′
g #A 6 g,

tA,C′A(z) = tA,CA(z)(−1)
2 tη′

(CA◦C
′
A

)∩Uζ
′′
g (−1)

2 tη′
(CA◦C

′
A

)
ζ′′g #A > g.

Alors, pour tout ensemble S de cardinal #S > 2,

s′S
σ′n

tS,C′S (z)
∏
l∈S tl,C′l (−z)

t∅,C′∅(z)
s+1

=
sS
σn

tS,CS (z)
∏
l∈S tl,C′l (z)

t∅,C∅(z)
s+1

où n = b#S
2 c. Comme les fonctions Y ′S sont définies à partir des polynômes de Mumford, elles doivent

être invariantes si on change les constantes CA. Nous en concluons donc que σ = σ′ et nous venons de
montrer le lemme suivant :

Lemme 5.1.42. La constante σ ∈ {±1} est indépendante du choix des ensembles CA dans la défini-
tion 5.1.5.

Regardons maintenant les expressions qui changent selon le choix de la racine de
√
a2 − a1. D’après la

définition des
√
< ai − aj >, ces dernières dépendent du choix

√
a2 − a1. Pour toute expression E de E ,

la parité de
∑
i<j pi,j [E] permet de savoir si E change de signe quand on change de racine de

√
a2 − a1.

Un rapide calcul montre que pour tout ensemble A ⊂ {1, . . . , 2g + 1} de cardinal a,∑
i<j

(−1)δi(A)+δj(A) = g(2g + 1)− 2(2g + 1)a+ 2a2

et donc que ∑
i<j

pi,j
[
f2
A

]
= −g(g + 1) + 2g a− a(a− 1).

Par exemple, si a = g ou g + 1 alors
∑
i<j pi,j

[
f2
A

]
= 0, ce qui est cohérent avec le fait que, pour ces

sous-ensembles, fA ne dépend d’aucune racine
√
< ai − aj >. D’autres cas particuliers sont∑

i<j

pi,j
[
f2
∅
]

= −g(g + 1),
∑
i<j

pi,j
[
f2
l

]
= −g(g − 1).
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Ainsi la quantité f2
l /f

2
∅ est invariante quel que soit le choix de la racine carrée de

√
a2 − a1. Ceci traduit

le fait que (−1)gu(al) = t2l (z)/t
2
∅(z) n’en dépende pas. En continuant le calcul, nous obtenons que pour

tout sous-ensemble S de cardinal s,∑
i<j

pi,j

[
fS
∏
l∈S fl

fs+1
∅

]
= 2sg − s(s− 1)

2
≡ s(s− 1)

2
mod 2.

La quantité tS(z)
∏
l∈S tl(z)/t

s+1
∅ (z) change donc de signe si et seulement si s est congru à 2 ou 3 modulo 4.

Cela correspond exactement à l’apparition d’une puissance impaire de σ dans les fonctions Y ′S . De ce fait,

Lemme 5.1.43. La quantité σ
√
a2 − a1 est indépendante du choix de la racine carrée

√
a2 − a1 et des

choix des constantes CA.

Le signe de σ
√
a2 − a1 est fixé par l’isomorphisme φ entre Jac(C) et Cg/ΛΩ. Montrons cependant

que composer φ par l’involution hyperelliptique ι ne fait que changer le signe de σ
√
a2 − a1. De ce

fait changer ce signe reviendra à dire que, au lieu d’avoir pris l’isomorphisme φ, nous avons considéré
l’isomorphisme φ ◦ ι.

D’après la définition 5.1.36 de la fonction Y ′S ,

Y ′S(−D) = (−1)
s(s−1)

2 Y ′S(D).

De ce fait,
tS(z)

∏
l∈S tl(z)

t∅(z)s+1
= (−1)

s(s−1)
2 Y ′S(−D).

Or, nous avons vu que changer le signe de σ
√
a2 − a1 multiplie Y ′S par −1 exactement dans les cas où s

est congru à 2 ou 3 modulo 4. De ce fait, considérer le morphisme φ ◦ ι entre Jac(C) et Cg/ΛΩ au lieu
de φ, revient bien à faire l’autre choix pour le signe de σ

√
a2 − a1.

En résumé, la première étape du calcul des isomorphismes consiste à choisir arbitrairement des
constantes CA dans la définition 5.1.5 et à choisir une racine de

√
a2 − a1. Si nous connaissons l’image

d’un diviseur qui n’est pas de 2-torsion, à la fois en coordonnées de Mumford et avec les fonctions thêta
de niveau 4, alors nous pouvons déterminer la constante σ en évaluant, par exemple, Y ′{1,2}. Ceci est en
particulier le cas d’une courbe sur C où l’application d’Abel-Jacobi a été fixée. Dans le cas contraire, nous
choisissons de manière arbitraire σ dans {±1}.

Par exemple si C est sous forme de Rosenhain

C : y2 = x(x− 1)

2g+1∏
k=3

(x− ak),

Nous conseillons de numéroter les racines en commençant par 0 puis 1. De ce fait a2− a1 est égal à 1 qui
est un carré dans tout corps.

En genre 2, Gaudry [Gau07] utilise la numérotation {ν, µ, λ, 1, 0} où λ, µ, ν sont les invariants de
Rosenhain. Avec cette numérotation nous obtenons que a2−a1 est l’opposé d’un carré. De ce fait, sur un
corps non algébriquement clos, le calcul de l’isomorphisme peut nécessiter de passer dans une extension
de degré 2.

5.2 Des fonctions thêta vers les polynômes de Mumford

Avant de commencer à décrire les morphismes, fixons la représentation des coordonnées. En coordon-
nées de Mumford nous utiliserons la représentation (u, v) et (u, v2) (sur Jac(C) et sur Jac(C)/{±1}). En
coordonnées thêta nous utiliserons respectivement les bases suivantes :(

θ [ ab ] (2z,Ω)
)
a,b∈ 1

2Zg/Zg
en niveau 4,(

θ [ ab ] (z,Ω)
2
)
a,b∈ 1

2Zg/Zg
en niveau 2.
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5.2.1 En niveau 4

Soit D un diviseur de Jac(C) n’appartenant pas à Θ, posons z = u(D). Supposons connues les fonctions
thêta de niveau 4, nous voulons calculer les polynômes de Mumford associés à D.

Pour cela, les polynômes u et v sont calculables par une interpolation de Lagrange sur g + 1 et g
points (u étant unitaire, g points suffisent pour l’interpolation). Les formules 5.1.10 et 5.1.28 donnent
l’évaluation de ces polynômes aux points de ramifications : pour tout l dans {1, . . . , 2g + 1},

u(al) = (−1)g
t2l (z)

t2∅(z)
,

v(al) =
∑
m∈V

Y{l,m}(z)∏
k∈V
k 6=m

(ak − am)

où V ⊂ {1, . . . , 2g + 1} \ {l} est de cardinal g.

Pour obtenir u, il suffit donc de savoir calculer

t2l (z)

t2∅(z)
=
f2
l

f2
∅

θ [ηU◦l] (z)2

θ [ηU ] (z)2
, ∀ l ∈ {1, . . . , 2g + 1}.

Cela est possible en utilisant le doublement :

2gθ [ηU ] (z)4 =
∑

S⊂{1,...,2g+1}
#S=g

(−1)4( tη′Uη
′′
U◦S+ tη′U◦Sη

′′
U)θ [ηU◦S ] (2z)θ [ηU◦S ] (0)3,

2gθ [ηU◦l] (z)2θ [ηU ] (z)2 =
∑

S⊂{1,...,2g+1}
#S=g

(−1)4( tη′Uη
′′
S+ tη′Sη

′′
U+ tη′lη

′′
S)θ [ηU◦S◦l] (2z)θ [ηU◦S◦l] (0)θ [ηU◦S ] (0)2.

Pour obtenir v, il suffit de calculer pour tous l 6= m ∈ {1, . . . , 2g + 1},

tl,m(z)tl(z)tm(z)

t3∅(z)
=
fl,m(z)fl(z)fm(z)

f3
∅ (z)

θ
[
ηU◦{l,m}

]
(z)θ [ηU◦l] (z)θ [ηU◦m] (z)

θ [ηU ] (z)3
.

Pour cela, nous avons la formule

2gθ
[
ηU◦{l,m}

]
(z)θ [ηU◦l] (z)θ [ηU◦m] (z)θ [ηU ] (z) =

∑
S⊂{1,...,2g+1}

#S=g

(−1)4( tη′Uη
′′
S+ tη′Sη

′′
U+ tη′{l,m}η

′′
S+ tη′lη

′′
S∩m+ tη′mη

′′
S∩l)

θ
[
ηU◦S◦{l,m}

]
(2z)θ [ηU◦S◦l] (0)θ [ηU◦S◦m] (0)θ [ηU◦S ] (0)

où nous avons utilisé le fait que θ [ηU◦S ] (0) = 0 si #S n’est pas égal à g ou g + 1.
Nous avons donc réussi à calculer les coordonnées de Mumford d’un diviseur générique à partir de ses

fonctions thêta de niveau 4.

Exemple 5.2.1. Poursuivons notre exemple en genre 2. Avec les choix d’ensembles CA de l’exemple 5.1.9,
le théorème 5.1.10 se traduit par

u(a1) = (a2 − a1)
2 θ2

0θ
2
2θ

2
8

θ2
4θ

2
6θ

2
12

θ10(z)2

θ14(z)2
, u(a2) = (a2 − a1)

2 θ2
1θ

2
3θ

2
9

θ2
4θ

2
6θ

2
12

θ11(z)2

θ14(z)2
.

et le polynôme u est alors donné par

u(x) = (x− a1) (x− a2) +
x− a2

a1 − a2
u(a1) +

x− a1

a2 − a1
u(a2)

= (x− a1) (x− a2) +

+
a2 − a1

θ14(z)4θ2
4θ

2
6θ

2
12

(
−θ10(z)2θ14(z)2θ2

0θ
2
2θ

2
8 (x− a2) + θ11(z)2θ14(z)2θ2

1θ
2
3θ

2
9 (x− a1)

)
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Les formules de doublement permettent d’obtenir

4θ14(z)4 = θ0(2z)θ3
0 − θ1(2z)θ3

1 − θ2(2z)θ3
2 + θ3(2z)θ3

3 + θ4(2z)θ3
4

−θ6(2z)θ3
6 − θ8(2z)θ3

8 + θ9(2z)θ3
9 − θ12(2z)θ3

12 − θ15(2z)θ3
15

4θ10(z)2θ14(z)2 = θ0(2z)θ0θ
2
4 − θ2(2z)θ2θ

2
6 + θ4(2z)θ4θ

2
0 − θ6(2z)θ6θ

2
2 − θ8(2z)θ8θ

2
12 − θ12(2z)θ12θ

2
8

4θ11(z)2θ14(z)2 = θ1(2z)θ1θ
2
4 − θ3(2z)θ3θ

2
6 + θ4(2z)θ4θ

2
1 − θ6(2z)θ6θ

2
3 − θ9(2z)θ9θ

2
12 − θ12(2z)θ12θ

2
9

Ces formules suffisent pour calculer le polynôme u. Pour v, nous utilisons le théorème 5.1.28 :

v(x) =
x− a2

a1 − a2
v(a1) +

x− a1

a2 − a1
v(a2),

v(a1) =
1

a3 − a2

(
Y{1,2}(D)− Y{1,3}(D)

)
, v(a2) =

1

a3 − a1

(
Y{1,2}(D)− Y{2,3}(D)

)
.

Les fonctions Y{l,m} sont données par (voir l’exemple 5.1.41)

Y{1,2}(D) = σ
t{1,2}(z)t1(z)t2(z)

t∅(z)3
= −σ

√
a2 − a1

7 θ2
0θ

2
1θ

2
2θ

2
3θ

2
8θ

2
9

θ4
4θ

4
6θ

4
12

θ10(z)θ11(z)θ15(z)

θ14(z)3
,

Y{1,3}(D) = σ
t{1,3}(z)t1(z)t3(z)

t∅(z)3
= −σ

√
a2 − a1

7 θ3
0θ

2
1θ

2
2θ

3
8θ

2
9θ

2
15

θ5
4θ

4
6θ

5
12

θ3(z)θ7(z)θ10(z)

θ14(z)3
,

Y{2,3}(D) = σ
t{2,3}(z)t2(z)t3(z)

t∅(z)3
= −σ

√
a2 − a1

7 θ2
0θ

3
1θ

2
3θ

2
8θ

3
9θ

2
15

θ5
4θ

4
6θ

5
12

θ2(z)θ7(z)θ11(z)

θ14(z)3
.

Il faut alors utiliser les formules de duplication pour obtenir

4θ10(z)θ11(z)θ14(z)θ15(z) = θ5(2z)θ0θ1θ4 − θ7(2z)θ2θ3θ6 − θ13(2z)θ8θ9θ12,

4θ3(z)θ7(z)θ10(z)θ14(z) = θ5(2z)θ1θ8θ12 − θ11(2z)θ2θ6θ15 − θ13(2z)θ0θ4θ9,

4θ2(z)θ7(z)θ11(z)θ14(z) = θ5(2z)θ0θ9θ12 − θ10(2z)θ3θ6θ15 − θ13(2z)θ1θ4θ8.

Nous avons alors toutes les formules pour calculer les polynômes de Mumford (u, v) à partir des fonctions
thêta de niveau 4.

5.2.2 En niveau 2

Rappelons que nous nous interessons à un diviseurD de Jac(C) n’appartenant pas à Θ. Nous avons posé
z = u(D), l’image de D par l’application d’Abel-Jacobi. Supposons maintenant connues les coordonnées
thêta de niveau 2 de D, nous voulons calculer les polynômes de Mumford u et v2 associés à D. D’après
la remarque 5.1.11, les constantes f2

A sont calculables à partir des thêta constantes de niveau 2. De ce
fait, nous pouvons calculer les valeurs du polynôme u en les points de ramification : pour tout l dans
{1, . . . , 2g + 1}

u(al) = (−1)g
t2l (z)

t2∅(z)
= (−1)g

f2
l

f2
∅

θ [ηU◦l]
2

(z)

θ [ηU ]
2

(z)
.

Nous obtenons alors u par interpolation de Lagrange. Pour v2, nous utilisons encore une interpolation de
Lagrange (en 2g − 1 points). Pour cela, il faut savoir évaluer pour l ∈ {1, . . . , 2g + 1},

v(al)
2 =

∑
m∈V

Y 2
{l,m}(D)∏

k∈V
k 6=m

(ak − am)2
−

∑
m 6=n∈V

Y{l,m}(D)Y{l,n}(D)∏
k∈V
k 6=m,n

(ak − am)(ak − an)

où V est un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1} de cardinal g et ne contenant pas l. Les fonctions Y 2
{l,m}(D)

se calculent trivialement à partir des thêta de niveau 2 :

Y 2
{l,m}(D) =

f2
l f

2
mf

2
{l,m}

f6
∅

θ [ηU◦l]
2

(z)θ [ηU◦m]
2

(z)θ
[
ηU◦{l,m}

]2
(z)

θ [ηU ]
6

(z)
.
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Cependant il faut calculer les produits Y{l,m}(D)Y{l,n}(D) :

Y{l,m}(D)Y{l,n}(D) = s{l,m}s{l,n}
f2
l

f6
∅

θ [ηU◦l]
2

(z)

θ [ηU ]
6

(z)
f{l,m}f{l,n}fmfn

θ
[
ηU◦{l,m}

]
(z)θ

[
ηU◦{l,n}

]
(z)θ [ηU◦m] (z)θ [ηU◦n] (z).

D’après les formules de duplication,

2gθ
[
ηU◦{l,m}

]
(z)θ

[
ηU◦{l,n}

]
(z)θ [ηU◦m] (z)θ [ηU◦n] (z) =∑

S⊂{1,...,2g+1}
#S=g

(−1)g(−1)4( tη′Uη
′′
S+ tη′Sη

′′
U+ tη′{l}η

′′
S\{m,n}+

tη{m,n}η
′′
S\{l})(−1)4( tη′nη

′′
S+ tη′Sη

′′
n+ tη′mη

′′
n)

θ
[
ηU◦S◦{l,m,n}

]
(2z)θ [ηU◦S◦l] (0)θ

[
ηU◦S◦{m,n}

]
(0)θ [ηU◦S ] (0).

Dans la somme précédente les ensembles S fournissant des thêta constantes non nulles sont ceux de
cardinaux g contenant soit m soit n mais pas l. Nous avons alors #S ◦ {l,m, n} = g + 1 et donc la thêta
constante θ

[
ηU◦S◦{l,m,n}

]
(0) est non nulle. Avec une autre application de la formule de duplication nous

obtenons

2gθ [ ab ] (2z)θ [ ab ] (0)θ [ 0
0 ](0)2 =

∑
α,β∈ 1

2Zg/Zg
(−1)4 taβθ

[ a+α
b+β

]
(z)2θ [ αβ ] (z)2.

Les formules précédentes montrent que

Y{l,m}(D)Y{l,n}(D) = s{l,m}s{l,n}
1

4g
f2
l

f2
∅

θ [ηU◦l]
2

(z)

θ [ηU ]
6

(z)∑
S⊂{1,...,2g+1}

#S=g

∑
α,β∈ 1

2Zg/Zg
εE θ

[
ηU◦S◦{l,m,n} +

(
α
β

)]
(z)2θ [ αβ ] (z)2

où

ε = (−1)g(−1)4( tη′Uη
′′
S+ tη′Sη

′′
U+ tη′{l}η

′′
S\{m,n}+

tη{m,n}η
′′
S\{l})(−1)4( tη′nη

′′
S+ tη′Sη

′′
n+ tη′mη

′′
n)(−1)4 tη′U◦S◦{l,m,n}β ,

E =
f{l,m}f{l,n}fmfn

f4
∅

θ [ηU◦S◦l] (0)θ
[
ηU◦S◦{m,n}

]
(0)θ [ηU◦S ] (0)

θ
[
ηU◦S◦{l,m,n}

]
(0)θ [ηU◦U ] (0)2

.

Ceci permettrait d’obtenir les produits Y{l,m}(D)Y{l,n}(D) si nous connaissions les thêta constantes de
niveau 4 et la racine

√
a2 − a1. Comme ce n’est pas le cas, il faut calculer la constante E en fonction des

thêta constantes de niveau 2 et des racines de f . La constante E se réécrit

E =
f{l,m}f{l,n}fmfn

f4
∅

fS◦{l,m,n}f
2
U

fS◦lfS◦{m,n}fS

E =
f2
Uf

2
S◦{l,m,n}

f4
∅

f{l,m}f{n}

f{l,m}◦(S◦{m})f{n}◦(S◦{m})

f{l,n}f{m}

f{l,n}◦(S◦{l,n})f{m}◦(S◦{l,n})
.

La première fraction, en tant que quotient de f2
A est calculable sans prendre de racine carrée. Pour l’autre

partie, d’après le corollaire 5.1.23 nous avons

pi,j

[
f{l,m}f{n}

f{l,m}◦(S◦{m})f{n}◦(S◦{m})

f{l,n}f{m}

f{l,n}◦(S◦{l,n})f{m}◦(S◦{l,n})

]
=

=

{
−2 si # ({i, j} ∩ {l,m, n}) = 0 et # ({i, j} ∩ S) = 1,
0 sinon.
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Cette dernière expression est clairement un multiple de 2. Par ailleurs, d’après la même propriété,

s

[
f{l,m}f{n}

f{l,m}◦(S◦{m})f{n}◦(S◦{m})

f{l,n}f{m}

f{l,n}◦(S◦{l,n})f{m}◦(S◦{l,n}

]
=

= (−1)2 tη′S◦{m}\{l,m,n}ζ
′′
g (−1)

2 tη′

(C{l,m}◦C{n})∩U
ζ′′g

(−1)2 tη′S◦{l,n}\{l,m,n}ζ
′′
g (−1)

2 tη′

(C{l,n}◦C{m})∩U
ζ′′g

= (−1)
2 tη′

(C{l,m}◦C{l,n}◦C{m}◦C{n})∩U
ζ′′g
.

Finalement E se calcule bien à partir des racines de f et des thêta constantes de niveau 2.

Exemple 5.2.2. Toujours avec le même exemple en genre 2, les évaluations du polynôme u sont données
par

u(a1) = (a2 − a1)
2 θ2

0θ
2
2θ

2
8

θ2
4θ

2
6θ

2
12

θ10(z)2

θ14(z)2
, u(a2) = (a2 − a1)

2 θ2
1θ

2
3θ

2
9

θ2
4θ

2
6θ

2
12

θ11(z)2

θ14(z)2
.

Ce qui donne les formules suivantes pour u :

u(x) = (x− a1) (x− a2)

+
a2 − a1

θ14(z)4θ2
4θ

2
6θ

2
12

(
−θ10(z)2θ14(z)2θ2

0θ
2
2θ

2
8 (x− a2) + θ11(z)2θ14(z)2θ2

1θ
2
3θ

2
9 (x− a1)

)
.

Pour v2, nous avons

v2(x) =
(x− a2)

2

(a2 − a1)
2 v(a1)2 +

(x− a1)
2

(a2 − a1)
2 v(a2)2 − (x− a1) (x− a2)

(a2 − a1)
2 v(a1)v(a2)

et

v(a1)2 =
1

(a3 − a2)
2

(
Y 2
{1,2}(D) + Y 2

{1,3}(D)− 2Y{1,2}(D)Y{1,3}(D)
)
,

v(a2)2 =
1

(a3 − a1)
2

(
Y 2
{1,2}(D) + Y 2

{2,3}(D)− 2Y{1,2}(D)Y{2,3}(D)
)
,

v(a1)v(a2) =
1

(a3 − a1) (a3 − a2)

(
Y 2
{1,2}(D)− Y{1,2}(D)Y{1,3}(D)

−Y{1,2}(D)Y{2,3}(D) + Y{1,3}(D)Y{2,3}(D)
)
.

Or les fonctions Y 2
{l,m}(D) sont données par

Y 2
{1,2}(D) = (a2 − a1)

7 θ
4
0θ

4
1θ

4
2θ

4
3θ

4
8θ

4
9

θ8
4θ

8
6θ

8
12

θ10(z)2θ11(z)2θ15(z)2

θ14(z)6
,

Y 2
{1,3}(D) = (a2 − a1)

7 θ
6
0θ

4
1θ

4
2θ

6
8θ

4
9θ

4
15

θ10
4 θ8

6θ
10
12

θ3(z)2θ7(z)2θ10(z)2

θ14(z)6
,

Y 2
{2,3}(D) = (a2 − a1)

7 θ
4
0θ

6
1θ

4
3θ

4
8θ

6
9θ

4
15

θ10
4 θ8

6θ
10
12

θ2(z)2θ7(z)2θ11(z)2

θ14(z)6
.

Par ailleurs les produits de deux telles fonctions sont donnés par

Y{1,2}(D)Y{1,3}(D) = (a2 − a1)
7 θ

4
0θ

4
1θ

4
2θ

2
3θ

4
8θ

4
9θ

2
15

θ10
4 θ8

6θ
10
12

θ10(z)2

θ14(z)6
θ3(z)θ7(z)θ11(z)θ15(z)θ0θ4θ8θ12,

Y{1,2}(D)Y{2,3}(D) = (a2 − a1)
7 θ

4
0θ

4
1θ

2
2θ

4
3θ

4
8θ

4
9θ

2
15

θ10
4 θ8

6θ
10
12

θ11(z)2

θ14(z)6
θ2(z)θ7(z)θ10(z)θ15(z)θ1θ4θ9θ12,

Y{1,3}(D)Y{2,3}(D) = (a2 − a1)
7 θ

4
0θ

4
1θ

2
2θ

2
3θ

4
8θ

4
9θ

4
15

θ10
4 θ8

6θ
10
12

θ7(z)2

θ14(z)6
θ2(z)θ3(z)θ10(z)θ11(z)θ0θ1θ8θ9.
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Il faut alors calculer les produits

θ3(z)θ7(z)θ11(z)θ15(z)θ0θ4θ8θ12 = θ3(z)2θ15(z)2θ2
0θ

2
12 − θ0(z)2θ1(z)2θ2

0θ
2
1

+θ0(z)θ1(z)θ2(z)θ3(z)θ0θ1θ2θ3,

θ2(z)θ7(z)θ10(z)θ15(z)θ1θ4θ9θ12 = θ2(z)2θ15(z)2θ2
1θ

2
12 + θ1(z)2θ2(z)2θ2

1θ
2
2

+θ0(z)θ1(z)θ2(z)θ3(z)θ0θ1θ2θ3,

θ2(z)θ3(z)θ10(z)θ11(z)θ0θ1θ8θ9 = θ2(z)2θ3(z)2θ2
0θ

2
1 − θ0(z)θ1(z)θ2(z)θ3(z)θ0θ1θ2θ3.

Si nous écrivons x, y, z, t pour les fonctions θ0(z), θ1(z), θ2(z), θ3(z) et a, b, c, d les thêta constantes asso-
ciées, nous avons alors

2E′ abcd xyzt = F (x2t2 + y2z2) +G(x2z2 + y2t2) +H(x2y2 + z2t2)− (x4 + y4 + z4 + t4)

où
A′ = a2 + b2 + c2 + d2, B′ = a2 + b2 − c2 − d2,
C ′ = a2 − b2 + c2 − d2, D′ = a2 − b2 − c2 + d2,

E′ =
A′B′C ′D′

(a2d2 − b2c2)(a2c2 − b2d2)(a2b2 − c2d2)
,

F = (a4 − b4 − c4 + d4)/(a2d2 − b2c2),

G = (a4 − b4 + c4 − d4)/(a2c2 − b2d2),

H = (a4 + b4 − c4 − d4)/(a2b2 − c2d2).

5.2.3 Cas des diviseurs Θ

Les formules décrites précédemment permettent de calculer les morphismes dans le cas de diviseurs
non dégénérés (i.e. la fonction t∅ n’est pas nulle en z). Dans le cas du niveau 4 une méthode naturelle
pour calculer l’image d’un diviseur non générique D consiste à calculer l’image de D+D′ et de D′ où D′

est un diviseur générique tel que D + D′ l’est aussi. Pour avoir l’image de D, il suffit alors de faire une
soustraction.

Cette méthode ne marche malheureusement pas en niveau 2 car on n’y dispose pas d’une vraie addition.
Si nous acceptons de travailler dans une extension en prenant une racine carrée, nous pouvons relever le
diviseur en niveau 4 et appliquer la méthode précédente. Nous allons décrire une méthode permettant
de se ramener au cas d’un diviseur non-thêta en additionnant des points de 2-torsion. Notons que cette
méthode marchera aussi en niveau 4.

Soit D = E − rP∞ un diviseur thêta avec E un diviseur effectif de degré r. Soit z = u(D) ∈ Cg le
vecteur associé à D. Pour l ∈ {1, . . . , 2g + 1}, il est facile de savoir si (al, 0) appartient au support de E

en vérifiant que tl(z) = 0. En niveau 2, il suffit de tester si θ [ηU◦l]
2

(z) est nul. Il est possible de faire ce
test en niveau 4 après avoir utilisé la formule :

2gθ [ ab ] (z,Ω)
4

=
∑

α,β∈
1
2Z

g
/Zg

(−1)4 taβ+4 tαbθ [ αβ ] (2z,Ω) θ [ αβ ] (0,Ω)
3
.

Additionnons le diviseur (al, 0)− P∞ à D en coordonnée thêta de niveau 2 :(
θ [ηU◦S ] (z + u(al),Ω)

2
)
a,b∈

1
2Z

g
/Zg

=
(
θ
[
ηU◦S◦{l}

]
(z,Ω)

2
)
a,b∈

1
2Z

g
/Zg

et en niveau 4 :(
θ [ηU◦S ] (2 (z + u(al)) ,Ω)

)
a,b∈

1
2Z

g
/Zg

=
(
e2 (ηU◦S , ηl) θ [ηU◦S ] (2z,Ω)

)
a,b∈

1
2Z

g
/Zg

.
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Algorithme 18 Calcul de l’image d’un diviseur Θ donné par les fonctions thêta

Entrée: Un diviseur D donné par les fonctions thêta de niveau 4.
Sortie: Les coordonnées de Mumford (u, v) de D.

1: V := ∅, l := 1
2: while t∅(z) = 0 do
3: if tl(z) 6= 0 then
4: Additionner le diviseur (al, 0)− P∞ en coordonnée thêta à D.
5: Ajouter l à V .
6: end if
7: end while

8: Obtenir les coordonnées de Mumford (u, v) du point D ainsi obtenu.

9: for l dans V do
10: Diviser u par x− al.
11: v := v mod u
12: end for
13: return (u, v) (resp. (u, v2)).

Soient u1 et v1 les coordonnées de Mumford de D1 = E − rP∞ où E est effectif. Supposons que le
degré de u soit strictement plus petit que g et que le point (a, 0) n’appartienne pas au support de E,
alors les polynômes de Mumford (u2, v2) de D2 = D1 + (a, 0)− P∞ sont donnés par

u2(x) = (x− a)u1(x), v2(x) = v1(x)− u1(x)v1(a)

u1(a)
.

Remarquons que si nous sommes sur la surface de Kummer,

v2
2(x) = v2

1(x) +
u1(x)2v2

1(a)

u1(a)2
− 2u1(x)v1(x)v1(a)

u1(a)

et que v1(x)v1(a) peut se calculer en fonction de v2
1 uniquement.

Réciproquement soit D2 = E − rP∞ de coordonnées de Mumford (u2, v2). Supposons que (a, 0)
appartienne au support de E. Alors les coordonnées de Mumford (u1, v1) du diviseur D1 = D2+(a, 0)−P∞
sont données par

u1(x) =
u2(x)

x− a
v1(x) = v2(x) mod u1(x) = v2(x)− c u1(x)

où c est le coefficient de degré r − 1 de v2. Sur la surface de Kummer,

v2
1(x) = v2

2(x) + c2u1(x)2 − 2u1(x) c v2(x)

où v2
2 , c2 sont connus et c v2(x) peut se calculer en fonction de v2

2 .

Nous obtenons donc l’algorithme 18 permettant de calculer le morphisme sur un diviseur thêta.

5.3 Des polynômes de Mumford vers les fonctions thêta

5.3.1 Cas des diviseurs génériques

Soit D un diviseur générique de Jac(C) associé à z ∈ Cg. Dans cette partie générique signifie que D
n’est pas un diviseur thêta et qu’aucun point de ramification n’appartient au support de D. Dans ce cas,
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t∅(z) 6= 0 et pour tout l ∈ {1, . . . , 2g + 1} nous avons tl(z) 6= 0. Dans le cas du niveau 2, il est trivial de
calculer les fonctions thêta à partir des polynômes de Mumford :

t2l (z)

t2∅(z)
= (−1)gu(al), ∀ l ∈ {1, . . . , 2g + 1}

t2S(z)

t2∅(z)
= (−1)g#S

Y ′S(D)2∏
l∈S u(al)

, ∀S ⊂ {1, . . . , 2g + 1}, 2 6 #S 6 g.

Vérifions que Y ′2S peut se calculer uniquement en fonction de u et v2. Pour cela, il suffit de voir
que (φ∗YS)2 et (φ∗Y )2 sont

– invariantes par permutation des points de Cg,
– laissées invariantes par l’application (P1, . . . , Pg) −→

(
ι (P1) , . . . , ι (Pg)

)
.

Exemple 5.3.1. Dans le cas du genre 2, nous obtenons

Y{l,m}(D)2 =
(y1 (x2 − al) (x2 − am)− y2 (x1 − al) (x1 − am))

2

(x2 − x1)2

où D = P1 + P2 − 2P∞ et Pi = (xi, yi). Nous vérifions bien que l’expression de Y{l,m}(D)2 est bien
invariante si les points Pi sont permutés et aussi si on prend l’opposé des deux points (yi → −yi). De ce
fait Y{l,m}(D)2, est une fraction rationnelle en les coefficients des polynômes u et v.
Pour quelques fonctions thêta, avec la numérotation de Dupont,

1

t2∅(z)
θ2

0(z) =
t2{2,4}(z)

t2∅(z)
=

Y{2,4}(D)2

u(a2)u(a4)
,

1

t2∅(z)
θ2

1(z) =
θ2

1

θ2
0

t2{1,4}(z)

t2∅(z)
=

θ2
1

θ2
0

Y{1,4}(D)2

u(a1)u(a4)
,

1

t2∅(z)
θ2

2(z) =
θ2

2

θ2
0

t2{2,3}(z)

t2∅(z)
=

θ2
2

θ2
0

Y{2,3}(D)2

u(a2)u(a3)
,

1

t2∅(z)
θ2

3(z) =
θ2

3

θ2
0

t2{1,3}(z)

t2∅(z)
=

θ2
3

θ2
0

Y{1,3}(D)2

u(a1)u(a3)
, ... ,

1

t2∅(z)
θ2

5(z) = (a2 − a1)
θ2

1

θ2
4

t24(z)

t2∅(z)
= (a2 − a1)

θ2
1

θ2
4

u(a4), ... ,

1

t2∅(z)
θ2

14(z) = (a2 − a1)
3 θ

2
1θ

2
2θ

2
3θ

2
8θ

2
9θ

2
15

θ4
4θ

4
6θ

4
12

t2∅(z)

t2∅(z)
= (a2 − a1)

3 θ
2
1θ

2
2θ

2
3θ

2
8θ

2
9θ

2
15

θ4
4θ

4
6θ

4
12

, ...

Supposons maintenant connus les polynômes de Mumford (u, v) d’un diviseur générique D. Les fonc-
tions thêta de niveau 4 associées à D sont de la forme θ [ηU◦A] (2z) avec #A 6 g. Pour les calculer, nous
allons utiliser les formules de doublement : pour tous S1, S2 ⊂ {1, . . . , 2g + 1} de cardinal g ou g + 1,

2gθ [ηU◦U◦S1◦S2
] (2z) θ [ηU◦S1

] (0)θ [ηU◦S2
] (0)θ [ηU◦U ] (0)

=
∑

S⊂{1,...,2g+1}
#S6g

ωSθ [ηU◦S1◦S2◦S ] (z) θ [ηS1◦S ] (z) θ [ηS2◦S ] (z) θ [ηU◦S ] (z) (5.2)

où ωS est égal à

ωS = (−1)4 tη′U◦S1◦S2◦S(η′′(U◦S1)∩(U◦S2)+η
′′
(U◦S1)∩(U◦S)+η

′′
(U◦S2)∩(U◦S))

(−1)4 tη′S1◦S
η′′(U◦S2)∩(U◦S)(−1)4 tη′S2◦S

η′′(U◦S1)∩(U◦S)

(−1)4 tη′S1◦S2
η′′U◦S (−1)4 tη′S1◦S2

η′′(U◦S1)∩(U◦S2) .
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Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule du théorème de Koizumi-Kempf 3.1.3 avec la matrice

T =
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


et les paramètres

K =
[
ηU◦S1 + ηU◦S2 |ηU◦S1 |ηU◦S2 |0

]
∈ Mat2g×4

(
1

2
Z
)
, Z = [2z|0|0|0] ∈ Matg×4(C).

Toutes les fonctions thêta θ [ ab ] (z) de niveau (2, 2) peuvent s’écrire comme θ [ηU◦U◦S1◦S2
] (z) avec des

ensembles S1, S2 ⊂ {1, . . . , 2g + 1} de cardinaux g ou g + 1. Par exemple il suffit de les prendre tels

que ηU◦S1
=

(
a
0

)
et ηU◦S2

=

(
0
b

)
. Pour ces choix d’ensembles nous avons

θ [ ab ] (z,Ω) = (−1)4 tη′S1◦S2
η′′(U◦S1)∩(U◦S2)θ [ηU◦U◦S1◦S2

] (z,Ω) .

Les fonctions thêta dans la somme de l’équation 5.2 s’expriment comme des quotients tA(z)/fA. Nous
sommes donc ramenés à calculer les produits du type tA1(z)tA2(z)tA3(z)tA4(z) où les Ai sont quatre
sous-ensembles de {1, . . . , 2g + 1} vérifiant A1 ◦A2 ◦A3 ◦A4 = ∅. Pour tout S ⊂ {1, . . . , 2g + 1},

tS(z)

t∅(z)
=

Y ′S(D)∏
l∈S

tl(z)
t∅(z)

.

Nous pouvons alors exprimer toutes les fonctions tS(z) en fonction de (u, v) et des tl(z) pour l dans S,
c’est-à-dire

tA1
(z)tA2

(z)tA3
(z)tA4

(z) = t∅(z)
4

4∏
i=1

Y ′Ai(D)∏
l∈Ai

tl(z)
t∅(z)

.

Comme A1 ◦ A2 ◦ A3 ◦ A4 = ∅, la puissance de tl(z)/t∅(z) dans le produit précédent est paire et donc
s’exprime en fonction de u(al). Le facteur projectif t∅(z)

4 n’est pas nul car D n’est pas un diviseur thêta.
Nous avons donc réussi à calculer les thêta de niveau 4 à partir des coordonnées de Mumford d’un diviseur.

Exemple 5.3.2. Nous nous contentons de ne donner le calcul que d’une fonction thêta. La formule de
duplication donne

θ14(2z)θ0θ2θ12 = θ0(z)θ2(z)θ12(z)θ14(z) + θ4(z)θ6(z)θ8(z)θ10(z)

−θ1(z)θ3(z)θ13(z)θ15(z)− θ5(z)θ7(z)θ9(z)θ11(z)

=
t{2,4}(z)t{2,3}(z)t{3,4}(z)t∅(z)

f{2,4}f{2,3}f{3,4}f∅
+
t{3,5}(z)t{4,5}(z)t{2,5}(z)t{2,3,4,5}(z)

f{3,5}f{4,5}f{2,5}f{2,3,4,5}

−
t{1,4}(z)t{1,3}(z)t{5}(z)t{3,4,5}(z)

f{1,4}f{1,3}f{5}f{3,4,5}
−
t{4}(z)t{3}(z)t{1,5}(z)t{1,3,4,5}(z)

f{4}f{3}f{1,5}f{2}
.

Remarquons que nous n’avons pas forcément choisi l’ensemble A4 de cardinal le plus petit. En effet, nous
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voulons garantir que A1 ◦A2 ◦A3 ◦A4 = ∅. Finalement, nous obtenons

1

t∅(z)4
θ14(2z)θ0θ2θ12 =

Y ′{2,4}Y
′
{2,3}Y

′
{3,4}Y

′
∅

u(a2)u(a3)u(a4)

1

f{2,4}f{2,3}f{3,4}f∅

+
Y ′{3,5}Y

′
{4,5}Y

′
{2,5}Y

′
{2,3,4,5}

u(a2)u(a3)u(a4)u(a5)

1

f{3,5}f{4,5}f{2,5}f{2,3,4,5}

−
Y ′{1,4}Y

′
{1,3}Y

′
{5}Y

′
{3,4,5}

u(a1)u(a3)u(a4)u(a5)

1

f{1,4}f{1,3}f{5}f{3,4,5}

−
Y ′{4}Y

′
{3}Y

′
{1,5}Y

′
{1,3,4,5}

u(a1)u(a3)u(a4)u(a5)

1

f{4}f{3}f{1,5}f{1,3,4,5}

où nous avons écrit Y ′S au lieu de Y ′S(D). Cette formule permet de calculer 1
t∅(z)4

θ14(2z) en fonction des

polynômes de Mumford.

5.3.2 Cas des diviseurs non génériques

Les formules décrites précédemment permettent de calculer les morphismes dans le cas de diviseurs
génériques (i.e. aucune fonction tl n’est nulle en z). Encore une fois, dans le cas du niveau 4, la méthode
naturelle pour calculer l’image d’un diviseur non générique D consiste à calculer l’image de D + D′ et
de D′ où D′ est un diviseur générique tel que D + D′ l’est aussi. Pour avoir l’image de D, il suffit alors
de faire une soustraction.

Dans le cas du niveau 2, ou si nous ne voulons pas utiliser un diviseur générique D′, nous utilisons la
méthode suivante. Tout d’abord nous appliquons les formules de la section 5.2.3 pour se ramener au cas
d’un diviseur non thêta. Supposons à partir de maintenant que D est un diviseur non thêta, donné par
ses coordonnées de Mumford (u, v) (ou (u, v2) en niveau 2) et supposons que V ⊂ {1, . . . , 2g + 1} soit
l’ensemble des indices l pour lesquels u(al) = 0.

Rappelons que, en niveau 2, nous avons tS(z)2 = tSc(z)
2. Remarquons que pour tout sous-ensemble S

de {1, . . . , 2g + 1},

#S < 2#V ∩ S =⇒ tS(z) = 0,
#S > 2(g + 1−#V ) + 2#V ∩ S =⇒ tS(z) = 0.

(5.3)

Pour les autres ensembles S, si aucun élément de V n’appartient à S alors nous pouvons calculer
t2S(z)/t2∅(z), en niveau 2, par la formule :

t2S(z)

t2∅(z)
=

Y ′S(D)2∏
l∈S

t2l (z)

t2∅(z)

= (−1)g#S
Y ′S(D)2∏
l∈S u(al)

.

Si, au contraire, V est inclus dans S alors en considérant Sc nous nous ramenons au cas précédent. Quels
ques soient les ensembles V et S, la fonction

Jac(C) \Θ −→ C

D 7−→ Y ′S(D)2∏
l∈S∩V u(al)

est régulière (il suffit d’utiliser le lemme 5.1.31 pour étudier son diviseur). Si nous ne sommes dans aucun
des cas précédents, nous pouvons essayer de trouver une expression de cette fonction qui soit valide sur
un ouvert contenant le point D considéré. Nous avons la formule suivante :

Propriété 5.3.3. Soit D =
∑g
i=1 Pi − gP∞ un diviseur de Jac(C) \Θ. Soient W ⊂ S ⊂ {1, . . . , 2g + 1}

de cardinal w et s. Supposons que 2w 6 s 6 2g + 1 et posons n = b s2c. Soit R ⊂ {1, . . . , g}, les indices i
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des Pi qui sont des points de ramifications al avec l ∈W . Alors

Y 2
S (D)∏

l∈W (−1)gu(al)
=

∑
I,J⊂{1,...,g}\R
#I=#J=n−w

∏
i∈I yi

∏
i∈J yi

∏
l∈W

∏
m/∈W al − am∏

l∈W
∏
k∈{1,...,g}\R xk − al∏

k∈{1,...,g}\(I∪R)

∏
l∈S\W xk − al∏
i∈I xi − xk

∏
k∈{1,...,g}\(J∪R)

∏
l∈S\W xk − al∏
i∈J xi − xk

.

En niveau 2, nous obtenons donc

t2S(z)

t2∅(z)
= (−1)g#S

1∏
l∈V \S u(al)

Y ′S(D)2∏
l∈S∩V u(al)

et nous appliquons la formule de la propriété avec W = V ∩ S. L’hypothèse 2#W 6 #S est vérifiée car
d’après 5.3, si nous ne sommes pas dans ce cas, t2S(z) est nulle. Ceci résout le problème en niveau 2.

Exemple 5.3.4. En genre 2, soit D = P1 +P2−2P∞ un élément de Jac(C)\Θ donné par les polynômes
de Mumford (u, v2). Supposons que P1 ou P2 soit un point de Weierstraß. Si les deux le sont, alors D est
un élément de 2-torsion et nous pouvons appliquer les formules 3.1.11 pour obtenir les coordonnées thêta
de niveau 2 de D.
Supposons maintenant que D = P + (ak, 0) − 2P∞ où P est un point de la courbe et où k appartient à
l’ensemble {1, . . . , 2g + 1}. Pour tout l ∈ {1, . . . , 2g + 1} différent de k, le polynôme u ne s’annule pas
en al. Nous avons alors

1

t∅(z)2
t∅(z)

2 = 1

1

t∅(z)2
ti(z)

2 =

 0 i = k
1

u(ai)
i 6= k

1

t∅(z)2
t{i,j}(z)

2 =


Y 2
{l,m,n}(D)

u(al)u(am)u(an)
j = k, {l,m, n} := {1, . . . , 2g + 1} \ {i, j}

Y 2
{i,j}(D)

u(ai)u(aj)
i 6= k, j 6= k.

En niveau 4 cela est plus compliqué car dans les formules de doublement 5.2, les fonctions qui appa-
raissent sont de la forme tA1

(z)tA2
(z)tA3

(z)tA4
(z) avec A1 ◦A2 ◦A3 ◦A4 = ∅. Pour pouvoir les calculer,

il faut donc savoir calculer les fonctions suivantes :

Y ′A1
(D)Y ′A2

(D)Y ′A3
(D)Y ′A4

(D)∏
(−1)gu(al)

où le produit porte sur les indices l appartenant à V et à un des ensembles (en le comptant deux fois
si l appartient aux quatres). Ceci est possible en développant les formules de la définition des Y ′S comme
dans la propriété 5.3.3.

Exemple 5.3.5. En genre 2, si le diviseur considéré n’est pas de 2-torsion, il n’a qu’un seul point de
Weierstraß (ak, 0) dans son support. Il suffit donc de savoir traiter les fractions du type

Y ′A(D)Y ′B(D)

u(ak)

quand k appartient à A et à B et que ces ensembles sont de cardinal supérieur ou égal à 2 (sinon le produit
des thêta est nul). On peut alors donner une formule valide en tout genre comme dans la propriété 5.3.3
mais cela se simplifie encore plus en genre 2. Les seuls ensembles à considérer sont ceux de cardinaux 2, 3
et 5 (d’après la définition de Y ′S).
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Supposons que D = (ak, 0) + P − 2P∞ et notons xP l’abscisse de P . Si A et B sont de cardinaux 2 ou 3
alors

YA(D)YB(D)

u(ak)
=

∏
l∈{1,...5}\k(al − ak)

∏
l∈A\k (xP − al)

∏
l∈B\k (xP − al)

xP − ak
.

Si A est de cardinal 2 ou 3 et si B est de cardinal 5 alors

YA(D)YB(D)

u(ak)
= −

∏
l∈{1,...5}\k(al − ak)

∏
l∈A\k (xP − al)

xP − ak
;

Si A = B = {1, . . . , 2g + 1} alors

Y (D)2

u(ak)
=

∏
l∈{1,...5}\k

(al − ak)
∏

l∈{1,...5}\k

(xP − al).

5.4 Détails d’implémentation

Les formules de ce chapitre ont été, pour la plupart, testées en Magma. Notre programme n’étant
pas spécifique à un genre, il a fallu cependant faire des concessions. Ainsi bien que les fonctions YS soient
bien définies sur tout Jac(C) \ Θ comme le montre le lemme 5.1.32, leur définition 5.1.26 ne fournit pas
de formule explicite en tout genre mais une formule pour φ∗YS sur Cg \ φ−1D où

D = {2P1 + P2 + . . .+ Pg−1 − gP∞ ∈ Jac(C)} ⊂ Jac(C).

Pour avoir une « expression » de la fonction, valide en tout genre, plusieurs solutions sont possibles :
– Créer une fonction prenant en argument un entier g et qui génère du code résolvant le problème

pour le genre g.
– Utiliser des schémas.
– Travailler sur le corps de fonctions k(Cg).

La première solution a été écartée du fait de sa trop grande complexité de mise en œuvre. Les deux
dernières solutions reposent sur des fonctionnalités du langage Magma et sont donc peu coûteuses à
programmer. Cependant les calculs deviennent alors très lents. En particulier, dès le genre 3, du fait du
nombre important de coordonnées thêta, le temps de calcul des morphismes atteint plusieurs dizaines de
secondes.
La solution retenue a été de ne pas traiter le cas général. En utilisant la preuve du lemme 5.1.32, nous
avons programmé le cas d’un diviseur « générique » dans D (i.e. deux points seulement du support sont
égaux et pas de points de 2-torsion dedans). Dans le cas d’un diviseur de Jac(C) \Θ ayant des points de
2-torsion dans son support, seul le cas du niveau 2 a été programmé en tout genre. Du code spécifique au
genre 2, reposant sur l’exemple 5.3.5 permet de traiter le niveau 4. Ceci permet de gérer la totalité des
situations en genre 2 et la majorité en genre plus grand.
En genre quelconque et en niveau 4, il est par ailleurs toujours possible d’additionner un diviseur aléatoire,
ce qui a une forte probabilité de rendre le diviseur générique.

Par ailleurs, notre implémentation de ces formules commence en fait par factoriser u pour pouvoir
récupérer les coordonnées des points dans le support du diviseur. De même, en niveau 2, la fonction
Y 2
S est théoriquement calculable à partir de (u, v2) mais nous avons commencé par choisir une racine

carrée de v (ce qui peut obliger à prendre une extension de degré 2) avant de travailler dans le corps de
décomposition de u.

Pour un genre g fixé, le programme précédent présente de nombreux inconvénients :
– utilisation d’extension de corps ce qui ralentit les calculs.
– Utilisation de « trop » de coordonnées thêta en niveau 2 : 4g au lieu de 2g.
– Passage par les diviseurs génériques pour traiter le cas des diviseurs Θ.

En genre fixé, on peut donc considérablement réduire la complexité du programme en trouvant des
formules plus spécifiques. En particulier, dans AVIsogenies, il existe du code spécifique au genre 2 en
parallèle du code pour les cas génériques.
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5.5 Exemple d’application : lois d’additions complètes en genre 2

Soit Ak une variété abélienne sur un corps k, plongée dans un espace projectif Pr(k) :

ι : A ↪−→ Pr(k).

Rappelons qu’au chapitre 2, nous avions noté µ la loi de groupe sur A :

µ :
A×A −→ A
(x, y) 7−→ x+ y.

Sur ι(A), cette loi de groupe µ sera alors donnée localement par des polynômes.
Notons k [X0, . . . , Xr] /IX l’anneau des fonctions régulières sur ι(A). L’indice X dans IX permet

de savoir dans quel « espace » l’idéal doit être considéré. L’anneau des fonctions régulières sur le pro-
duit ι(A)× ι(A) est

R := k [X0, . . . , Xr]/IX ⊗k [Y0, . . . , Yr]/IY ' k [X0, . . . , Xr, Y0 . . . , Yr]/(IX + IY ).

Définition 5.5.1. Une loi d’addition p de bidegré (m,n) sur ι(A) ⊂ Pr est un ouvert non vide U de A×A
et r+ 1 polynômes pi appartenant à R bihomogène de degré m en X0, . . . , Xr et de degré n en Y0, . . . , Yr
et tels que pour tout (x, y) dans U

(
k
)
,

ι (µ(x, y)) =
(
p0 (ι(x), ι(y)) : . . . : pr (ι(x), ι(y))

)
.

C’est à dire que le diagramme suivant doit être commutatif

U ⊂ A×A
µ

��

� � ι×ι // Pr × Pr

(p0,...,pr)

��
A �
�

ι
// Pr

Définition 5.5.2. Un ensemble de lois d’addition est dit k-complet si pour tout point de A×A il existe
une loi d’addition définie sur un ouvert contenant ce point.
Si cet ensemble est réduit à une seule loi, on parle de loi d’addition k-complète.

Lange et Ruppert [LR85] donnent une caractérisation des lois et des ensembles de lois k-complètes.
En particulier ils montrent que le degré minimal d’une loi d’addition est (2, 2). Par ailleurs, il n’existe pas
de loi k-complète, en effet dans [AKR11], il est prouvé que pour qu’un ensemble de lois soit k-complètes
il doit contenir strictement plus de g lois. Sur un corps non algébriquement clos, il peut cependant exister
des lois k-complètes.

Exemple 5.5.3. Il existe des exemples de courbes elliptiques ayant une loi d’addition k-complète : par
exemple les courbes d’Edwards [Edw07, BL07] ou les courbes hessiennes tordues [FJ10].
Pour les courbes d’Edwards, le modèle classique x2 + y2 = 1 + dx2y2 est singulier. Avant de pouvoir
l’utiliser avec la théorie précédente il faut considérer le plongement projectif normal associé [Koh11] :

X2
0 +X2

1 = X2
2 + dX2

3 , X0X3 = X1X2.

L’addition classique sur la courbe d’Edwards devient alors

(X0, X1, X2, X3) + (Y0, Y1, Y2, Y3) =(
X2

0Y
2
0 − d2X2

3Y
2
3 , (X1Y2 +X2Y1) (X0Y0 − dX3Y3) ,

(X0Y3 −X3Y0) (X0Y0 + dX3Y3) , (X1Y2 +X2Y1) (X0Y3 −X3Y0)
)
.

Cette loi est de bidegré (2, 2) et est k-complète si d n’est pas un carré dans k.
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Soit k un corps ayant un groupe de Galois absolu Gal(k/k) infini. Cette condition contient les corps finis
ou les corps de nombres et elle permet d’éviter les corps algébriquement clos. Arene, Kohel et Ritzenthaler
[AKR11] prouvent que pour toute variété abélienne sur k, il existe un plongement projectif de la variété
et une loi d’addition k-complète. Dans le cas de la dimension 1, ils montrent que le plongement peut
être le modèle de Weierstraß et que pour la dimension 2, il est possible d’utiliser les fonctions thêta de
niveau 4 (en supposant que le cardinal de k soit assez grand).

Dans le cas des courbes hyperelliptiques de genre 2, nous allons chercher une loi de bidegré (2, 2) qui
soit k-complète en utilisant la construction due à Arene, Kohel et Ritzenthaler. La caractérisation de
[LR85, lemme 2.1] des lois d’additions sur une variété A est la suivante : H0 (A×A,Mm,n) est isomorphe
(l’isomorphisme étant explicite) en tant qu’espace vectoriel aux lois de bidegré (m,n) où Mm,n est un
fibré sur A × A associé au fibré L sur A (qui détermine le plongement de A dans Pr). Dans le cas où L
est symétrique nous avons M2,2 = δ∗L avec δ l’application

δ :
A×A −→ A
(x, y) 7−→ x− y.

Soit C une courbe de la forme y2 = f(x) avec f de degré 5 sur un corps fini k de taille au moins égale
à 7. Supposons Jack(C) plongée dans P15(k) à l’aide des fonctions thêta de niveau (2, 2) (c’est à dire que
les thêta constantes doivent appartenir à k).
Soit K/k une extension de degré 2 de k et soit x0 ∈ K n’appartenant pas à k et tel que f(x0) ne soit
pas un carré dans K. Soient y0 ∈ L tels que y2

0 = f(x0). Le corps L est donc une extension quadratique
de K. Notons P0 = (x0, y0) le point de C(L) correspondant. Posons α0 = P0 +Pπ0 − 2P∞ ∈ JacL(C) où π
est le Frobenius (élévation à la puissance q = #k). Les conjugués sous l’action de Gal(L/k) de α0 sont

α0 = P0 + Pπ0 − 2P∞, α1 = Pπ0 + ι(P0)− 2P∞,
α2 = ι(P0) + ι(P0)π − 2P∞ α3 = ι(P0)π + P0 − 2P∞

où ι désigne l’involution hyperelliptique ι((x, y)) = (x,−y). Posons Tαi Θ les translatés du diviseur Θ par
les αi et soit D leur somme :

D = Tα0
Θ + Tα1

Θ + Tα2
Θ + Tα3

Θ.

Le diviseur D est un diviseur sur la variété abélienne Jack(C) (il faut vérifier qu’il est invariant sous
l’action de Gal(L/k)) mais il ne possède aucun point rationnel (c’est-à-dire qu’aucun point de Jack(C)
n’appartient à D). Par ailleurs ce diviseur est ample et symétrique.
Combiné avec un résultat de [AKR11], ceci démontre qu’il existe une loi k-complète P de bidegré (2, 2)
pour le plongement de Jack(C) dans P15(k) donné par les thêta de niveau (2, 2). Formellement il faut
considérer le plongement associé à L(4Θ) et le loi P est telle que son ensemble de non-définition (sur k)
soit δ∗D.

Remarque 5.5.4. La construction précédente peut être adaptée pour d’autres types de corps, par exemple
les corps hilbertiens (voir [AKR11]).

Pour simplifier la présentation, nous considèrons les fonctions thêta sur le corps de base C. Les
résultats suivants s’étendent directement aux sous corps de C et par le principe de Lefschetz aux corps de
caractéristique 0. Pour d’autres types de corps (et en particulier les corps finis), il faut utiliser la théorie
algébrique des fonctions thêta. Cependant les preuves restent facilement adaptables dans ce nouveau
formalisme.

Reprenons les résultats de la section 3.2.1. Les lois de Baily Pa,b (lois d’addition en niveau (2, 2))
sont définies pour tous a et b dans 1

2Z
g/Zg par

A×A ⊂ A4g × A4g −→ A ⊂ A4g(
θ [ ab ] (2z,Ω)

)
a,b
,
(
θ [ ab ] (2z′,Ω)

)
a,b

7−→
(
θ [ ab ] (2(z − z′),Ω) θ [ ab ] (2(z + z′),Ω)

)
a,b
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où a et b appartiennent à 1
2Z

g/Zg. Pour calculer l’application précédente, nous utilisons les formules
suivantes :

θ [ ab ] (2(z − z′),Ω) θ [ ab ] (2(z + z′),Ω) =
1

θ
[ a3
b3

]
(0,Ω) θ

[ a4
b4

]
(0,Ω)

1

2g
×

×
∑

α,β∈
1
2Z

g
/Zg

θ
[
A+a1+α
B+b1+β

]
(2z,Ω) θ

[
−A+a2+α
−B+b2+β

]
(2z,Ω) θ

[
−A+a3+α
−B+b3+β

]
(2z′,Ω) θ

[
−A+a4+α
−B+b4+β

]
(2z′,Ω)

(5.4)

où a3, a4, b3, b4 sont choisis dans 1
2Z

g/Zg de telle sorte que les thêta constantes ne soient pas nulles et que

A =
a+ a + a3 + a4

2
, B =

b+ b + b3 + b4
2

appartiennent à 1
2Z

g/Zg. La propriété 3.2.1 montre que l’équation 5.4 est indépendante du choix des
éléments a3, a4, b3, b4. La différence entre deux équations provenant de choix différents appartient en fait
à l’idéal de la variété (engendré par les équations de Riemann 3.1.13) et est donc nulle pour tous z, z′.

Ces lois sont clairement de bidegré (2, 2). Leur domaine de non-définition est constitué par le lieux de
points z, z′ tels que θ [ ab ] (2(z − z′),Ω) = 0. D’après la propriété 3.1.22 c’est donc le diviseur δ∗TK+Ωa+b Θ.

Lemme 5.5.5. Les lois de Baily sont linéairement indépendantes.

Une preuve élémentaire sur C de ce lemme est la suivante.

Démonstration. Supposons qu’il existe des coefficients λa,b tels que∑
a,b∈ 1

2Zg/Zg
λa,bPa,b = 0.

C’est-à-dire que pour tous vecteurs z, z′ de Cg,∑
a,b∈ 1

2Zg/Zg
λa,bPa,b(z, z

′) = 0.

En particulier pour z′ = 0 et en considérant la coordonnée a, b, nous obtenons∑
a,b∈ 1

2Zg/Zg
λa,bθ [ ab ] (2z,Ω) θ [ ab ] (2z,Ω) = 0.

Comme il existe une coordonnée a, b telle que θ [ ab ] (2z,Ω) soit non nulle, nous avons que pour tout z,∑
a,b∈ 1

2Zg/Zg
λa,bθ [ ab ] (2z,Ω) = 0.

Le théorème 3.1.10 implique alors que les λa,b sont tous nuls.

Lemme 5.5.6. Les lois de Baily forment une base des lois d’addition de bidegré (2, 2).

Démonstration. Les lois d’addition de bidegré (2, 2) forme un espace vectoriel isomorphe à

H0 (A×A,M2,2) = H0 (A×A, δ∗L) ' δ∗H0 (A,L) .

La dimension de ce dernier espace est de 4g car le plongement est dans P4g−1. Or le lemme précédent
montre que les 4g lois de Baily forment une famille libre, c’est donc une base.
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Nous allons exprimer la loi P cherchée comme combinaison linéaire des lois Pi :

P =
∑

a,b∈
1
2Z

g
/Zg

λa,bPa,b.

Par abus de notation, si D et D′ correspondent aux vecteurs z et z′ de Cg, nous notons P(z, z′) au lieu
de P(D,D′). Avec la définition précédente des lois de Baily nous avons alors pour tous vecteurs z, z′ et
toutes coordonnées (a, b)

ρz,z′θ [ ab ] (2(z + z′),Ω) =
∑

a,b∈
1
2Z

g
/Zg

λa,bθ [ ab ] (2(z − z′),Ω) θ [ ab ] (2(z + z′),Ω)

où ρz,z′ est un facteur projectif dépendant uniquement de z, z′ et évidement de P. Il existe une coordonnée
non nulle et nous avons donc la relation

ρz,z′ =
∑

a,b∈
1
2Z

g
/Zg

λa,bθ [ ab ] (2(z − z′),Ω) .

La loi P n’est pas définie pour les points de A × A du type (D,OA) où D ∈ D. Pour ces points nous
avons P(D,OA) = (0)a,b qui n’est donc pas un point P15. Pour un tel point, posons z un vecteur de Cg
correspondant à D, nous obtenons

0 =
∑

a,b∈
1
2Z

g
/Zg

λa,bθ [ ab ] (2z,Ω) . (5.5)

Lemme 5.5.7. Les coefficients λa,b correspondants aux lois Pa,b impaires (c’est-à-dire les lois pour

lesquelles (−1)4 tab = −1) sont nuls.

Démonstration. Remarquons que si D appartient à D alors il en est de même de ι(D) (par contre ι(D)
n’appartient pas au même Tαi Θ que D). En comparant l’équation 5.5 pour D et ι(D) nous obtenons que

0 =
∑

a,b∈ 1
2
Zg/Zg

(−1)4
tab=−1

λa,bθ [ ab ] (2z,Ω) .

Par ailleurs, cette équation est aussi valide pour z = 0 car les fonctions sont impaires. Nous avons donc
obtenu une équation linéaire valide sur D∪{0}. Comme le plongement de A considéré est associé à L(4Θ),
cette équation est alors valide sur tout A. Comme les fonctions thêta sont linéairement indépendantes,
les coefficients de la relation linéaire doivent être nuls.

Remarquons finalement que P n’est définie qu’à un facteur près par le diviseur D, nous cherchons
donc à obtenir les λa,b à un facteur projectif près. Pour tout point D de D nous avons les relations
suivantes entre les λa,b :

0 =
∑

a,b∈ 1
2
Zg/Zg

(−1)4
tab=1

λa,bθ [ ab ] (2z,Ω) . (5.6)

Chaque point de D fournira donc une relation entre les λa,b. Les lois de Baily étant génératrices, et la
loi P étant « définie » par D, nous avons suffisamment de relations pour obtenir les λa,b (à un facteur
projectif près).

En pratique, les éléments D de Tαi Θ s’expriment facilement en coordonnées de Mumford : ils sont
du type D = (P − P∞) + αi où P est un point de la courbe C. Grâce aux morphismes (section 5.3),
nous pouvons alors calculer les coordonnées thêta de niveau (2, 2) correspondant à D pour obtenir des
relations 5.6. Nous obtenons un système linéaire de rang 9 (il y a 10 inconnues projectives).

142



5.5. Exemple d’application : lois d’additions complètes en genre 2

En pratique, nous prenons un i au hasard puis un élément D de Θαi . Le système obtenu est presque
toujours de rang 9 après avoir généré 9 équations. Pour trouver un élément non nul du noyau, nous
pouvons alors utiliser les méthodes classiques d’algèbre linéaire.

Nous avons remarqué qu’avec uniquement des points toujours dans le même Θαi alors le rang du
système sera strictement inférieur à 9. Cela est cohérent avec la théorie : le fibré L qui définit le plongement
est associé à D. Or il existe plusieurs diviseurs D ayant les propriétés demandées et partageant une même
composante Θαi .

Les calculs pratiques (utilisant les morphismes de AVIsogenies) sont relativement efficaces. Cepen-
dant, pour des corps de taille cryptographique, le calcul peut prendre quelques minutes.
Théoriquement, cette méthode est valide sur des corps de fonctions, et nous pourrions obtenir une formule
rationnelle pour les λa,b en fonction des paramètres de la courbe et des éléments x0, y0. Nous avons les
paramètres suivants :

– la courbe hyperelliptique est définie par ses trois invariants de Rosenhain (λ, µ, ν).
– Les thêta constantes de niveau (2, 2) associée à la courbe doivent être rationnelles.
– Un point x0 appartenenant à une extension quadratique du corps de base (mais pas au corps de

base) et tel que f(x0) ne soit pas un carré.
– Une racine carrée y0 de f(x0).

Il faut ensuite générer des points P au hasard en coordonnée de Mumford pour résoudre le système. Le
corps de fonction considérée serait donc de degré de transcendance supérieure ou égal à 4. Par ailleurs il
derait nécessaire de prendre des extensions algébriques de degré

– 213 pour que les theta constantes soient rationnelles,
– 2 pour définir le corps K auquel appartiendra x0,
– 2 pour construire y0.

soit une extension algébrique de degré totale 215. Les calculs sont donc inapplicables en pratique.
Une autre solution pourrait être de calculer les λa,b pour un certain nombre de courbes et d’utiliser des
méthodes d’interpolations pour reconnâıtre des fractions rationnelles. Cependant, le nombre de variables
(3 invariants de Rosenhain et les coordonnées (x0, y0)) et le degré de ces fractions sont trop élevés pour
espérer pouvoir faire les calculs.

Donnons un exemple de loi complète sur la courbe

y2 = f(x) = x5 + 5782x4 + 2517x3 + 2312x2 + 9402x

définie sur le corps F10007. Les thêta constantes (non nulles) associées à cette courbe sont (avec la numé-
rotation de Dupont) :

θ0 = 1, θ1 = 7727, θ2 = 678, θ3 = 5242, θ4 = 3926,
θ6 = 7092, θ8 = 5628, θ9 = 3666, θ12 = 7556, θ15 = 904.

Posons alors
K =F10007[X]/X2 + 1 ' F100072 .

Soit x0 = 8310+2164
√
−1, le point

(
x0,
√
f(x0)

)
est alors un point de la courbe C (F100074) n’appartenant

pas à la courbe C (F100072). Les coefficients λi (avec la notation de Dupont) non nuls sont alors à un facteur
près

λ0 = 1, λ1 = 1940, λ2 = 9380, λ3 = 6924, λ4 = 5155,
λ6 = 1278, λ8 = 7239, λ9 = 6859, λ12 = 1761, λ15 = 5891.

Ce calcul a pris une vingtaine de secondes. Nous pouvons vérifier que la loi est F10007-complète. Cette
vérification exhaustive prend par contre plusieurs jours. Pour réduire le temps de calcul, nous avons utilisé
le fait que d’après [LR85, proposition 2.2], pour tout diviseur D de Jac(C) (F10007), nous devons avoir
P(D,OJac(C)) = D.
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Chapitre 6

Formules à la Thomae

Soit C : y2 =
∏2g+1
i=1 (x − ai) une courbe hyperelliptique. La formule de Thomae (introduite au

théorème 3.1.19) exprime les puissances 4-ièmes des thêta constantes de niveau (2, 2) de la famille F(2,2)

(ou de manière équivalente, les carrés des thêta constantes de niveau 2 de la famille F(2,2)2) en fonction
des paramètres de la courbe.

Nous souhaitons obtenir les thêta constantes de niveau n (premier avec la caractéristique de corps)
associées à un plongement de la jacobienne de la courbe hyperelliptique dans l’espace projectif Png−1(C).
C’est-à-dire que nous n’avons pas besoin des valeurs exactes des fonctions thêta évaluées en 0 mais celles
de certains quotients. La formule de Thomae se réécrit de la manière suivante : soit un sous-ensemble S
de {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}(

θ [ηU◦S ]

θ[0]

)4

=

 (−1)#(U\S)

∏
i∈U
j /∈U

(ai−aj)∏
i∈S
j/∈S

(ai−aj) si #S ∈ {g, g + 1},

0 sinon.

Des preuves de ce cas particulier sont données dans [Zar28, EF08]. Rappelons que, au signe près, les
fonctions thêta associées à S et à Sc (où le complémentaire est pris dans {1, . . . , 2g + 1} ∪ {∞}) sont les
mêmes.

Il existe différents type de généralisation de la formule de Thomae. Par exemple des formules à la
Thomae (c’est-à-dire donnant les thêta constantes de niveau n en fonction des paramètres de la courbe)
ont été découvertes pour d’autres types de courbes. La principale méthode pour obtenir ces formules
consiste à utiliser la géométrie des courbes par rapport à un certain entier n pour obtenir les thêta
constantes de niveau n. De ce fait l’entier n est déterminer par la forme de la courbe. Dans notre cas,
nous nous intéressons au cas de courbes hyperelliptiques (de genre quelconque) mais nous voulons faire
varier le niveau des thêta constantes.

Nous commençons par présenter une méthode analytique. Cette méthode permet de retrouver les for-
mules de Thomae pour le niveau (2, 2) et couvre le genre 1. Dans la section 6.2, nous expliquons comment
extraire les racines de façon à obtenir les vraies valeurs des thêta constantes. Pour le genre supérieur,
nous n’avons pas réussi à conclure par la méthode analytique. Dans la section 6.3, nous proposons une
autre méthode qui nécessite d’utiliser les fonctions de niveau (2, 2).

6.1 Méthode analytique

6.1.1 Idée générale

Rappelons que l’application d’Abel-Jacobi a été définie par

u :

{
Jac(C) −→ Cg/ΛΩ∑
niPi 7−→

∑∫ Pi
P∞

ω mod ΛΩ
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où Ω est la matrice des périodes de la courbes. Nous supposons le polynôme f de degré impair et nous
donnons un ordre à ses 2g + 1 racines

f(x) =

2g+1∏
i=1

(x− ai)

Nous notons K la constante de Riemann introduite en 2.3.16 :

K = Ωη′U + η′′U = u

(∑
l∈U

(al, 0)− (g + 1)P∞

)

tη′U =

(
1

2
,

1

2
, . . . ,

1

2

)
, tη′′U =

(
g

2
,
g − 1

2
, . . . ,

1

2

)
.

Notons K le diviseur
∑
l∈U (al, 0)− (g+ 1)P∞ de Jac(C). Ainsi, nous avons K = u(K). Par abus de nota-

tions, les fonctions thêta étant toujours associées à la matrice Ω, nous écrivons θ[e](z) au lieu de θ[e](z,Ω).
Pour tout entier n, nous nous intéressons aux thêta constantes de niveau n de la famille F(n,n)n :

θ [ ab ] (0)
n

a, b ∈ 1
nZ

g/Zg.

Rappelons que la formule 3.17 permet alors de calculer projectivement les thêta constantes de niveau n
des autres bases.

Pour tout élément α ∈ Cg et tout vecteur e de 1
nZ

2g, la fonction

Cg −→ P1(C)

z 7−→
(
θ[e] (z + α)

θ (z + α)

)n
est invariante sous l’action de ΛΩ et induit donc en une fonction de Cg/ΛΩ dans C. Nous pouvons alors
la composer avec l’application d’Abel-Jacobi :

Définition 6.1.1. Soit D un élément de Jac(C). Soit un entier n > 1 et soit e un vecteur de 1
nZ

2g. La
fonction

q :


Jac(C) −→ P1(C)

δ 7−→
(
θ[e] (u(δ)− u(D)−K)

θ (u(δ)− u(D)−K)

)n
est bien définie et est analytique.

Nous notons qe( · ;D) pour préciser la dépendance de q en D et e. Pour obtenir une puissance de la
thêta constante qui nous intéresse, nous voulons calculer

qe(D +K;D) =

(
θ[e] (0)

θ (0)

)n
.

Supposons que la caractéristique e corresponde à un diviseur E ∈ Jac(C), c’est-à-dire que nous supposons
que u(E) = Ωe′ + e′′. D’après 3.1.22, la fonction qe( · ;D) a pour diviseur nTD−E Θ− nTD Θ. D’après
[Ser56], il existe une fraction rationnelle que nous notons R qui a le même diviseur que q. De ce fait, il
existe une constante B (par rapport à δ mais pouvant dépendre de D et e) telle que

qe(δ;D) = Be(D)Re(δ;D)

où nous avons précisé la dépendance par rapport aux paramètres e et D. En utilisant la propriété 3.1.2
et la parité de la fonction thêta de Riemann, nous pouvons montrer que

qe(δ − E;D)qe(−δ;−D) = exp
(
2iπn te′e′′

)
.

Nous obtenons donc

Be(D)Be(−D) =
exp (2iπn te′e′′)

Re(δ − E;D)Re(−δ;−D)
.

Si D est un diviseur de 2-torsion, nous obtenons le carré de B. En particulier, pour D = O, nous avons
le lemme
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Lemme 6.1.2. Avec les notation précédentes,(
θ[e] (0)

θ (0)

)2n

= qe(K; 0)2 = exp
(
2iπ2n te′e′′

) Re (K;O)

Re (K − E;O)

où R est une fraction rationnelle sur Jac(C) de diviseur nTE Θ− nΘ.

La partie difficile est de construire la fraction R. Ce résultat est atteint dans la section 6.1.2 pour le
genre 1 et dans la section 6.1.3 pour le niveau (2, 2).

La méthode proposée par Riemann [Rie57, p. 154-155] consiste à étudier la restriction de la fonction
q précédente sur la courbe C : y2 = f(x) vue comme une surface de Riemann compacte. Pour distinguer
les deux fonctions nous la notons q′ :

q′ :


C −→ P1(C)

δ 7−→
(
θ[e] (u(δ)− u(D)−K)

θ (u(δ)− u(D)−K)

)n
.

Cette fonction est encore bien définie et est analytique. Pour étudier ses zéros et ses pôles, nous devons
supposer que D est de poids g : posons alors D = D1 + . . .+Dg − gP∞. Pour obtenir la thêta constante
cherchée, nous voulons alors évaluer la fonction en δ = (a1, 0) et Di = (a2i+1, 0). Soit

F = F1 + . . .+ Fg − gP∞

le diviseur réduit dans la classe de D−E. D’après 3.1.23, le diviseur de q′ est alors nF −nD (c’est-à-dire
que les points du support de D sont des pôles de degré n de la fonction et que ceux du diviseur réduit F
sont ses zéros et sont également d’ordre n). Il existe une fraction rationnelle que nous notons R′ qui a le
même diviseur que q. De ce fait, il existe une constante B′ telle que

q′e(δ;D) = B′e(D)R′e(δ;D).

Cette fois, R′ est une fraction rationnelle en (x, y) les coordonnées des points sur la courbe. La fraction R′

est facilement constructible avec l’algorithme de Cantor. Par contre nous ne pouvons plus appliquer la
méthode précédente pour calculer B′ car δ − E n’est pas un point de C. Dans [Zar28, p. 324], Zariski
propose d’exprimer

q′e(F1; δ, ι(F2), . . . , ι(Fg))

en fonction de q′e(δ,D). L’équation obtenue est

q′e(F1; δ, ι(F2), . . . , ι(Fg))q
′
e(δ;D1, . . . , Dg) = exp

(
2iπn te′e′′

)
et donc

B′e (δ, ι(F2), . . . , ι(Fg))B
′
e (D1, . . . , Dg) =

exp (2iπn te′e′′)

R′e (δ, ι(F2), . . . , ι(Fg))R′e (D1, . . . , Dg)
.

Si B′ ne dépend pas des points Di, nous pouvons alors calculer B′2. De même, si B′ ne dépend que d’un
seul Di, il est possible de modifier la preuve précédente pour obtenir une expression de B′2. Théorique-
ment, il est possible de modifier R′ pour supprimer la dépendance de B′ en les Di. Nous connaissons les
zéros et pôles de q′ en toutes les variables mais le problème est que lors de la construction de R′, des
pôles et zéros « parasites » sont créés.

6.1.2 Genre 1

Dans le cas du genre 1, nous identifions la courbe avec sa jacobienne. La fraction rationnelle R est
facilement constructible. Rappelons qu’elle a pour diviseur n ι(E)− nP∞ où E est un point de n-torsion
et où ι est l’involution hyperelliptique. De plus, nous devons l’évaluer en le diviseur ρ(K) − ρ(K − E)
où ρ(D) désigne le diviseur réduit dans la classe d’un diviseur D.
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Ceci peut se faire avec le même type d’algorithme que celui utilisé pour le couplage de Tate en
faisant attention au fait que nous n’avons pas le droit de prendre un autre diviseur dans la classe
de ρ(K)− ρ(K − E). En effet le résultat doit être exact et non pas modulo une racine de l’unité. Si
le support de ρ(K)− ρ(K − E) n’est pas disjoint des supports de ρ(k ι(E)− kP∞) pour tout 1 ≤ k ≤ n,
il faut travailler dans le corps de fonctions de la courbe.

Soit k un corps et soit E la courbe elliptique y2 = x(x− 1)(x−λ) où λ ∈ k. Supposons numérotées les
racines dans l’ordre suivant {0, λ, 1}. Si k se plonge dans C, nous avons que E(C) ' C/ (ωZ + Z) avec ω
dans le demi-plan de Poincaré H1. Nous pouvons supposer que le point (0, 0) s’envoie sur le point ω/2,
le point (1, 0) sur 1/2 et le point (λ, 0) sur ω/2 + 1/2.

Supposons que notre corps n’est pas canoniquement plongé dans C. Dans le cas des niveaux impairs,
nous pouvons choisir n’importe quelle base symplectique de la n-torsion de C/ωZ+Z pour l’image d’une
base symplectique de la n-torsion de la courbe. Dans le cas des niveaux pairs, nous ne pouvons pas faire
un choix quelconque. En effet, nous avons déjà fixé l’image des points de 2-torsion et le choix doit être
compatible. Si le corps de base vient avec un plongement dans C, il faut rajouter les conditions sur le
couplage de Weil (page 31). En effet, la valeur du couplage de Weil de points de la base symplectique
doit correspondre à la racine de l’unité exp(2iπ/n).

Dans le cas des niveaux (n, n) pairs, le groupe Γn fixe les puissances n-ièmes des thêta constantes mais
seul Γn,2n fixe leurs puissances 2n-ièmes. De ce fait, il est possible de prendre certaines racines carrées
(voir la section 6.2).

Formules pour n = 3

Les formules pour le niveau 3 et le genre 1 ont été déjà obtenues par Thomae [Tho73] en utilisant a
priori une méthode différente. Soit P3 = (x3, y3) un point générique de 3-torsion. La coordonnée x3 est
racine du polynôme :

3X4 − 4(λ+ 1)X3 + 6λX2 − λ2.

Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, nous pouvons supposer que P3 s’envoie sur n’importe quel point
de 3-torsion du tore C/ (ωZ + Z) quitte à modifier ω par l’action de Sp(2,Z). Supposons par exemple
que P3 s’envoie sur le point ω/3. Nous avons alors les thêta constantes suivantes correspondant à P3

et 2P3 :

(
θ
[

1/3
0

]
(0, ω)

θ(0, ω)

)6

=
3

4
x2

3 −
(
λ+

1

4

)
x3 +

λ

2
=

(
λ(λ− 1)

3x2
3 + 2(λ− 2)x3 − λ

)2

(
θ
[

2/3
0

]
(0, ω)

θ(0, ω)

)6

=

(
θ
[

1/3
0

]
(0, ω)

θ(0, ω)

)6

.

Soit Q3 = (x′3, y
′
3) un autre point de 3-torsion tel que le couplage de Weil e3(P3, Q3) soit une racine

primitive 3-ième de l’unité. Si le corps est canoniquement plongé dans C, il faut supposer également que
cette racine est exp(2iπ/3). La coordonnée x′3 du point Q3 est une racine du polynôme :

(λ− 1)X3 −
(
3x3

3 − (4λ+ 1)x2
3 + (2λ− 1)x3 + (5λ− 4)

)
X2

+
(
6x3

3 − 5(λ+ 1)x2
3 − 2(2λ− 1)(λ− 2)x3 + 2λ(2λ− 1)

)
X −

(
3x3

3 − (λ+ 4)x2
3 − λ(λ− 2)x3 + λ2

)
.
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Nous avons alors(
θ
[

0
1/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

)6

=
3

4
x′23 −

(
λ+

1

4

)
x′3 +

λ

2
=

(
λ(λ− 1)

3x′23 + 2(λ− 2)x′3 − λ

)2

,

(
θ
[

0
2/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

)6

=

(
θ
[

0
1/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

)6

,

θ
[

1/3
1/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

6

=
((

9(2λ− 1)x2
3x
′2
3 − 6(4λ2 − λ+ 1)(x3 + x′3)x3x

′
3 + 4(8λ3 − 9λ+ 8)x3x

′
3

−4(λ− 2)(4λ2 + 3λ− 4)(x3 + x′3) + λ(38λ2 − 65λ+ 32)
) y3y

′
3

16λ2(λ− 1)2

+
3

8
(x2

3 + x′23 )− 4λ+ 1

8
(x3 + x′3) +

λ− 1

2

)
exp

(
2iπ

3

)
,θ

[
2/3
2/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

6

=

θ
[

1/3
1/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

6

,

θ
[

1/3
2/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

6

=
((

9(2λ− 1)x2
3x
′2
3 − 6(4λ2 − λ+ 1)(x3 + x′3)x3x

′
3 + 4(8λ3 − 9λ+ 8)x3x

′
3

−4(λ− 2)(4λ2 + 3λ− 4)(x3 + x′3) + λ(38λ2 − 65λ+ 32)
) y3y

′
3

16λ2(λ− 1)2

−3

8
(x2

3 + x′23 ) +
4λ+ 1

8
(x3 + x′3)− λ− 1

2

)
exp

(
2iπ

3

)
,θ

[
2/3
1/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

6

=

θ
[

1/3
2/3

]
(0, ω)

θ(0, ω)

6

.

6.1.3 Niveau (2, 2) pour le genre g

Soit e une caractéristique de niveau (2, 2). Nous pouvons écrire e = ηU◦S où S ⊂ {1, . . . , 2g + 1}. De
plus nous pouvons faire l’hypothèse que le cardinal de S est congru à g + 1 modulo 2. Nous cherchons
alors une fraction rationnelle R ayant pour diviseur

2 T∑
l∈U◦S(al,0)−#(U◦S)P∞ Θ− 2Θ

et nous voulons évaluer R en les deux points

K =
∑
l∈U

(al, 0)− (g + 1)P∞, K − E =
∑
l∈S

(al, 0)− (#S)P∞.

Nous savons que K n’est pas un diviseur thêta. Par ailleurs K n’appartient pas à

T∑
l∈U◦S(al,0)−#(U◦S)P∞ Θ

si et seulement si S est de cardinal g+ 1. De même, K−E n’appartient jamais à ce dernier diviseur et ce
n’est pas un diviseur thêta si et seulement si S est de cardinal g+ 1. Quand S n’est pas de cardinal g+ 1,
nous avons alors que R(K; 0) = 0 et R(K − E; 0) =∞ et donc le quotient des deux est nul.

Supposons maintenant que S soit de cardinal g + 1. D’après la section 5.1.3, la fonction suivante
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répond aux conditions imposées sur R

φ∗R =
1∏

l∈U◦S u(al)

 ∑
I⊂{1,...,g}

#I=b#(U◦S)
2

c

∏
i∈I

yi

g∏
k=1
k/∈I

∏
l∈U◦S(xk − al)∏
i∈I(xi − xk)


2

où les produits sont égaux à 1 si l’ensemble sur lequel nous les prenons est vide. Notons que ce résultat
serait faux si nous avions pris S de cardinal non congru à g + 1 modulo 2 (en particulier pour les S tels
que U ◦ S = {l} est de cardinal 1, le diviseur de la fonction précédente est 2Θ− 2 T(al,0)−P∞ Θ).

En procédant de la même façon que dans la preuve du lemme 5.1.37, nous obtenons

R(K) =
∏
l∈S\U

∏
m∈U∩S

(al − am)
∏

k∈(U∪S)c

∏
l∈U\S

(ak − al)(−1)g#(U◦S)(−1)#(U∪S)c#(S\U),

R(K − E) =
∏
l∈U\S

∏
m∈U∩S

(al − am)
∏

k∈(U∪S)c

∏
l∈S\U

(ak − al)(−1)g#(U◦S)(−1)#(U∪S)c#(U\S).

Par ailleurs, le facteur exponentiel est trivial. Nous avons alors redémontré le théorème

Théorème 6.1.3 (Thomae). Soit C : y2 =
∏2g+1
i=1 (x−ai), une courbe hyperelliptique de genre g et soit S

un sous-ensemble de {1, . . . , 2g + 1}, alors

(
θ [ηU◦S ]

θ[0]

)4

=

 (−1)#(U\S)

∏
i∈U
j /∈U

(ai−aj)∏
i∈S
j/∈S

(ai−aj) si #S ∈ {g, g + 1},

0 sinon.

6.2 Extraction de racines

La formule de Thomae permet d’obtenir les carrés des thêta constantes de niveau 2 de la famille F(2,2)2

et les puissances 4-ièmes de celles de niveau (2, 2) de la famille F(2,2). En pratique, nous avons besoin
d’avoir ces thêta constantes et non pas leur puissance, il faut donc extraire les racines. Sur le corps des
complexes, il suffit d’évaluer la somme d’exponentielles numériquement pour savoir quelle racine choisir.
Cela n’est bien sûr pas possible sur un corps quelconque.

Les thêta constantes sont indicées par 1
2Z

2g/Z2g et nous notons (e1, . . . , e2g) la base canonique de cet
espace. Nous nous autorisons à changer le plongement par un isomorphisme qui préserve les puissances
quatrièmes des thêta constantes. Nous devons étudier l’action du groupe Sp(2g,Z) sur les thêta constantes
de niveau (2, 2) et leurs puissances. Pour qu’un élément γ de Sp(2g,Z) préserve les caractéristiques des
thêta, il faut que γ ≡ Id2g mod 2 et donc γ doit appartenir à Γ2. Rappelons le lemme 3.1.28 :

Lemme 6.2.1. Soient a,b dans 1
2Z

g et soit γ =

(
A B
C D

)
une matrice de Γ2, alors

θ [ ab ] (0, γ.Ω)

θ [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

=
θ [ ab ] (0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

exp
(
πi taA tBa

)
exp

(
−πi tbC tDb

)
exp

(
−2πi ta (A− Id) b

)
,(

θ [ ab ] (0, γ.Ω)

θ [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

)2

=

(
θ [ ab ] (0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

)2

(−1)2 taA tBa(−1)2 tbC tDb,(
θ [ ab ] (0, γ.Ω)

θ [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

)4

=

(
θ [ ab ] (0,Ω)

θ [ 0
0 ] (0,Ω)

)4

.

Ce lemme montre que Γ2 fixe les puissances quatrièmes des thêta constantes et Γ2,4 leurs carrés
(rappelons que les matrices A tB et C tD sont symétriques).

Pour obtenir les carrés des thêta constantes, nous pouvons prendre des racines carrées arbitraires
à condition que cette opération corresponde à un isomorphisme défini par une classe de Γ2,4\Γ2. Nous
voyons donc que nous pouvons prendre des racines carrées arbitraires pour toutes les thêta constantes

150



6.2. Extraction de racines

de caractéristique ei (où les ei forment une base de 1
2Z

2g/Z2g). Une fois cela fait, les carrés de toutes les
thêta constantes sont fixés par les isomorphismes.
Supposons prises les racines carrées pour toutes les thêta de caractéristique ei. En genre 1, nous obtenons
les thêta constantes de niveau 2 de la famille F(2,2)2 . En genre 2, les carrés des autres thêta constantes
peuvent se calculer grâce aux formules suivantes : soit

C : y2 =

5∏
i=1

(x− ai)

une courbe hyperelliptique de genre 2 de matrice de période Ω. Nous utilisons la formule de Thomae
inverse 3.1.20 pour obtenir

θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]2
θ
[
t(0 0)
t(0 1

2 )

]2
θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]2
θ
[ t( 1

2 0)
t(0 1

2 )

]2 =
a1 − a5

a1 − a2
,

θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]2
θ
[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]2
θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]2
θ
[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]2 =
a1 − a3

a1 − a2
,

θ
[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]2
θ
[

t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]2
θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]2
θ
[ t( 1

2 0)
t(0 1

2 )

]2 = −a2 − a5

a2 − a1
,

θ
[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]2
θ
[ t(0 1

2 )
t( 1

2 0)

]2
θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]2
θ
[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]2 = −a2 − a3

a2 − a1
,

θ
[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]2
θ
[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]2
θ
[
t(0 0)
t(0 1

2 )

]2
θ
[ t( 1

2
1
2 )

t( 1
2

1
2 )

]2 =
a5 − a2

a5 − a4
.

L’exemple 6.2.2 donne des formules plus lisibles mais est dans le cas particulier où la courbe est sous
forme de Rosenhain. En genre supérieur à 3, nous n’avons pas réussi à trouver une expression donnant
les carrés des autres thêta constantes en fonction des racines de f et des carrés des thêta constantes
correspondant aux ei.

Une fois obtenus ces carrés des thêta constantes, nous voulons encore une fois extraire les racines
pour obtenir les valeurs des thêta constantes de niveau (2, 2). Pour ce faire, nous pouvons prendre un

isomorphisme correspondant au choix d’une classe de Γ̃4,8\Γ̃2,4. En effet Γ̃2,4 = Γ2,4 laisse fixes les carrés

des thêta constantes tandis que Γ̃4,8 laisse fixes les thêta constantes elles-mêmes.

Rappelons que les thêta constantes θ [ ab ] (0,Ω) sont nulles si (−1)4 tab = 0. Nous voyons qu’en genre 1
et 2, pour chaque thêta constante non nulle, il existe une matrice γ de Γ̃2,4 qui change son signe mais
laisse fixe les autres thêta constantes. De ce fait, les racines peuvent être prises de manière arbitraire, un
autre choix correspondant à une variété isomorphe.

Exemple 6.2.2. Soit C : y2 = x(x − 1)(x − λ)(x − µ)(x − ν) une courbe hyperelliptique sous forme
de Rosenhain. Choisissons l’ordre suivant {0, 1, λ, µ, ν} sur les points de ramifications. Les formules de
Thomae donnentθ

[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
4

=
µ(λ− 1)(ν − 1)

λν(µ− 1)
,

θ
[
t(0 0)
t(0 1

2 )

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
4

=
µ(λ− 1)(ν − µ)

λ(µ− 1)(ν − λ)
,

θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
4

=
µ

λν
,

θ
[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
4

=
µ(λ− µ)(ν − 1)

ν(µ− 1)(λ− ν)
.

Nous pouvons prendre des racines carrées arbitraires de ces expressions. Les carrés des autres thêta
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constantes de niveau (2, 2) non nulles sont alors donnés parθ
[ t( 1

2 0)
t(0 1

2 )

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2

=
1

ν

θ
[
t(0 0)
t(0 1

2 )

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2 θ

[
t(0 0)
t(0 0)

]
θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
2

,

θ
[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2

=
1

λ

θ
[
t(0 1

2 )
t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2 θ

[
t(0 0)
t(0 0)

]
θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
2

,

θ
[

t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2

= (ν − 1)

θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2θ

[ t( 1
2 0)

t(0 1
2 )

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2 θ

[
t(0 0)
t(0 0)

]
θ
[

t(0 0)
t( 1

2
1
2 )

]
2

,

θ
[ t(0 1

2 )
t( 1

2 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2

= (λ− 1)

θ
[
t( 1

2 0)
t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2 θ

[
t(0 0)
t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]
2

,

θ
[ t( 1

2
1
2 )

t( 1
2

1
2 )

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2

=
ν − µ
ν − 1

θ
[
t(0 0)
t( 1

2 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2θ

[
t( 1

2
1
2 )

t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 0)

]
2 θ

[
t(0 0)
t(0 0)

]
θ
[
t(0 0)
t(0 1

2 )

]
2

et nous pouvons encore prendre des racines carrées arbitraires de toutes ces thêta constantes.

6.3 Passage par les fonctions thêta de niveau (2, 2)

Cas des niveaux 2n avec n impair

Soit n un nombre impair, nous allons chercher à calculer les thêta constantes de niveau 2n de la
famille F(2n,2n)2n et pour cela, nous allons utiliser les fonctions thêta de niveau (2, 2) de la base F(2,2) :

[θ [ ab ] (2z,Ω)]a,b où a, b ∈ 1
2Z

g/Zg.

Nous verrons ensuite comment calculer les thêta constantes de niveau n quelconque.

Remarque 6.3.1. Nous pourrions vouloir utiliser les fonctions de niveau 2 de la famille F(2,2)2 . Ceci est
possible quand le genre est 1 ou 2. Cependant, comme nous travaillons avec des courbes hyperelliptiques,
dès le genre 3, certaines thêta constantes paires sont nulles. Dans ce cas, nous ne pouvons alors pas
utiliser les thêta constantes de niveau 2.

Comme les thêta constantes de la famille F(2n,2n)2n déterminent la 2n-torsion, nous devons supposer
connus les points de n-torsion sur la jacobienne de la courbe. Nous utilisons les morphismes (chapitre 5)
pour calculer les coordonnées de ces points avec les fonctions thêta de niveau 4. C’est à dire que nous
supposons connus (à un facteur projectif près) les points affines suivants : pour tous α, β dans 1

nZ
g/Zg,

P̃α,β := [λα,βθ [ ab ] (2(Ωα+ β),Ω)]a,b où a, b ∈ 1
2Z

g/Zg.

Comme n est impair, nous pouvons utiliser la méthode de la page 64 pour calculer(
exp

(
−4πi tαΩα

) λα,β
λ0,0

)n
en lien avec la puissance n-ième du facteur projectif λα,β associé au vecteur complexe Ωα+β. De ce fait,
avec l’équation 3.2, nous obtenons la valeur exacte de(

θ
[
a+2α
b+2β

]
(0,Ω)

)n
(θ [ 0

0 ] (0,Ω))
n =

(λα,βθ [ ab ] (2(Ωα+ β),Ω))
n

(λ0,0θ [ 0
0 ] (0,Ω))

n

(
λ0,0

λα,β
exp

(
4πi tαΩα

))n
exp

(
2πi4n tαβ

)
. (6.1)
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Algorithme 19 Calcul des thêta constantes de niveau 2n

Entrée: Une courbe hyperelliptique C de genre g quelconque. Un entier n impair.
Sortie: Les thêta constantes de niveau 2n de la famille F(2n,2n)2n associées à la courbe. {Cet algorithme

donne également les thêta constantes de niveau n. Par ailleurs, en utilisant les formules de changement
de bases, il est possible d’obtenir celles des autres bases de niveau n ou 2n.}

1: Calculer les thêta constantes F(2,2) par les formulaires de Thomae et extraction des racines.
2: Caluler les coordonnées des points de n-torsion sur la courbe C.
3: Utiliser les morphismes (chapitre 5) pour calculer les coordonnées de ces points avec les fonctions

thêta de niveau 4 de la base F(2,2).
4: Calculer la puissance n-ième des facteurs projectifs : les points de n-torsion pouvant s’écrire

[λα,βθ [ ab ] (2(Ωα+ β),Ω)]a,b où a, b ∈ 1
2Z

g/Zg,

et le facteur λnα,β peut se calculer par l’équation 3.34.
5: Utiliser l’équation 6.1 pour caluler

(θ [ ab ] (0,Ω))
n

(θ [ 0
0 ] (0,Ω))

n , ∀a, b ∈ 1
2nZ

g/Zg.

6: return le carré des expressions précédentes.

Nous procédons de la même façon pour tous les points de n-torsion. Comme n est impair, les a + 2α et
les b+ 2β génèrent toutes les classes de 1

2nZ
g/Zg. Nous obtenons donc toutes les thêta constantes des

familles F(n,n)n et F(2n,2n)2n

F(n,n)n :

[
(θ [ ab ] (0,Ω))

n

(θ [ 0
0 ] (0,Ω))

n

]
a,b∈

1
nZ

g
/Zg

,

F(2n,2n)2n :

[
(θ [ ab ] (0,Ω))

2n

(θ [ 0
0 ] (0,Ω))

2n

]
a,b∈

1
2nZ

g
/Zg

.

Cette méthode est résumée dans l’algorithme 19.

Il existe une variante à cette méthode. Soit (e1, . . . , e2g) une base de la n-torsion, nous pouvons calculer
les puissances n-ièmes des facteurs projectifs pour les points de l’ensemble

{ei, 1 ≤ i ≤ 2g} ∪ {ei + ej , 1 ≤ i < j ≤ 2g}

et ensuite utiliser les additions différentielles pour calculer les coordonnées « exactes » de niveau (2, 2)
des autres points de n-torsion. En procédant ainsi, nous faisons moins de calculs.

Cas général

Si n est pair, deux problèmes se présentent. Le premier est que nous ne pouvons calculer que les
puissances 2n-ièmes des facteurs projectifs. Le deuxième est que les a + 2α et les b+ 2β ne génèrent
que 1

n/2Z
g/Zg et non plus 1

2nZ
g/Zg. Il faut alors utiliser la 2n-torsion et ceci ne permet d’obtenir que les

puissances quatrièmes des thêta constantes de niveau n de la base F(n,n)n .

Remarque 6.3.2. Si nous sommes en genre 1 ou 2, nous pouvons utiliser les fonctions de niveau 2 de la
famille F(2,2). Dans ce cas, nous obtenons les carrés des thêta constantes de niveau n de la base F(n,n)n .
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Comparaison avec la méthode analytique

L’avantage de cette méthode par rapport à celle de la section 6.1, est que, si n est impair, nous
obtenons directement les thêta constantes de niveau n ou 2n et non leurs carrés. Quand n est pair, nous
obtenons les carrés des thêta constantes comme dans le cas analytique.

Quand n est impair, nous calculons cependant des thêta constantes de niveau trop élevé dont nous
n’avons pas besoin pour avoir les thêta constantes de niveau 2. Par ailleurs, pour les formules de Thomae
classiques et pour les morphismes, il faut commencer l’algorithme par prendre une extension de corps où
au moins toute la 2-torsion est rationnelle. De plus, l’utilisation des morphismes du chapitre 5 rend cette
méthode trop lente pour des courbes sur des corps différents des corps finis.

Nous avons programmé cette méthode en utilisant les fonctionnalités de AVIsogenies. Nous avons
ainsi pu retrouver les formules obtenues à la section 6.1.2 dans le cas des courbes elliptiques en spécialisant
ces dernières pour des courbes particulières sur des corps finis.

Cas des fonctions de niveau (2n, 2n)

Nous nous intéressons maintenant aux thêta constantes de niveau (2n)2. C’est-à-dire que nous voulons
connâıtre le vecteur projectif

[θ [ ab ] (0,Ω)]a,b où a, b ∈ 1
2nZ

g/Zg

Il serait donc intéressant de savoir extraire les racines n-ièmes des facteurs projectifs calculés précé-
demment. Supposons que (e1, . . . , e2g) est une base symplectique de la n-torsion. Nous étudions mainte-

nant l’action du groupe Γ̃2,4\Γ̃n,2n qui préserve les puissances n-ièmes des facteurs projectifs et les thêta
constantes de la base F(2,2). Nous voyons que nous pouvons extraire les racines n-ièmes des facteurs pro-
jectifs correspondant au points ei et aux points ei + ej pour i < j et j 6= i+ g. Il reste donc g puissances
n-ièmes à extraire correspondant aux points ei + ei+g.

Si nous savions le faire, nous pourrions utiliser les additions différentielles pour obtenir les facteurs
projectifs de tous les points de n-torsion. Cette méthode permettrait d’accélérer grandement les calculs
dans le cas des niveaux n divisibles par des carrés.
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Calcul d’isogénies

Nous avons défini les isogénies dans la section 2.1.2. Ce sont des morphismes entre variétés abéliennes
et elles ont beaucoup d’applications (voir la partie 1.2) :

– transfert du logarithme discret,
– comptage de points,
– calcul de polynômes de classes,
– calcul de polynômes modulaires,
– calcul du relevé canonique de la variété,
– calcul des anneaux d’endomorphismes...

Il existe différents problèmes de « calcul d’isogénies ».

1. Étant donné un sous-groupe isotrope maximal de la `-torsion, calculer la variété isogène associée.

2. Calculer toutes les variétés isogènes à une variété donnée.

3. Calculer l’image d’un point par une isogénie.

4. Étant données deux variétés isogènes, calculer l’isogénie allant de l’une à l’autre.

Le second problème peut être résolu grâce aux polynômes modulaires. Les invariants des variétés isogènes
s’obtenant comme les zéros de certains polynômes. Clairement, le premier problème permet de résoudre
le second car nous disposons d’algorithmes efficaces permettant de calculer les sous-groupes de `-torsion.

Dans les deux premiers problèmes, nous nous autorisons à ne pas avoir les équations définissant l’iso-
génie. Par exemple nous pouvons demander de calculer uniquement des invariants associés aux variétés.
Cependant, dans le premier problème, nous pouvons également demander de calculer l’image d’un point
par l’isogénie.

Les variétés initiales et finales peuvent être données de différentes façons :

1. Thêta constantes de niveau n (voir le chapitre 3).

2. Dans le cas où la variété est la jacobienne d’une courbe, par l’équation de Weierstrass de la courbe.

De même le sous-groupe du premier problème peut être défini par

1. une base du sous-groupe en coordonnées thêta de niveau n (ou en coordonnées de Mumford si nous
sommes dans le cas d’une jacobienne d’une courbe hyperelliptique),

2. un système d’équations rationnelles définissant le sous-groupe.

Dans ce chapitre, nous supposons données les thêta constantes d’une première variété et une descrip-
tion d’un noyau d’une isogénie. Nous allons calculer alors les thêta constantes de la deuxième variété. Par
ailleurs nous expliquons comment calculer l’image d’un point.

Nous nous plaçons en caractéristique différente de 2. Par ailleurs, nous nous intéressons au calcul de
d-isogénies séparables étant donnés leurs noyaux. Rappelons qu’elles sont de degré dg, que leur noyau est
un sous-groupe isotrope maximal de la d-torsion qui est isomorphe à (Z/dZ)g.
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Les d qui nous intéressent sont 2 et les nombres premiers impairs différents de la caractéristique du corps.
En effet d’après 2.1.2, cela suffit pour calculer des d-isogénies séparables quelconques.

Pour les courbes elliptiques, nous disposons d’algorithmes efficaces pour calculer des isogénies. Ces
algorithmes sont principalement basés sur les formules de Vélu [Vél71] ou sur les polynômes modulaires
[Sch95, Elk98].

Pour le genre supérieur, les formules de Richelot [Ric36, Ric37], permettent de calculer des (2, 2)-
isogénies entre jacobiennes de courbes hyperelliptiques de genre 2. Plus précisément, étant donnée une
courbe de genre 2 d’équation y2 = p1p2p3 avec pi des polynômes de degré 2, les formules de Richelot
permettent de calculer une équation similaire pour la courbe isogène.

Smith [Smi09] donne un algorithme pour calculer des (2, 2, 2)-isogénies pour des jacobiennes de courbes
de genre 3. Il utilise ces isogénies pour attaquer le logarithme discret dans les jacobiennes de courbes
hyperelliptiques en se ramenant à la jacobienne d’une courbe non-hyperelliptique.

Pour les isogénies de degré différent de 2, l’article [DL08] décrit une méthode permettant le calcul de
l’équation des courbes hyperelliptiques (3, 3)-isogènes à une courbe hyperelliptique de genre 2. Toujours
en genre 2, l’article [BGL09] explique comment calculer des graphes de (3, 3)-isogénies en genre 2 mais
ne donne pas la forme explicite de l’isogénie. Les auteurs utilisent entre autre les thêta constantes de
niveau 4.

Dans ce chapitre, ` désigne un nombre premier impair différent de la caractéristique du corps.

Dans une première section, nous décrivons le travail de Lubicz et Robert [LR10a] qui expliquent
comment calculer des `-isogénies en changeant de niveau. Nous donnons alors une formule de changement
de niveau et son utilisation pour calculer des `-isogénies. Dans la section 7.3, nous présentons le calcul
de 2-isogénies et finalement, nous portons une attention particulière aux courbes hyperelliptiques de
genre 2 dans la section 7.4. Ce chapitre repose sur un travail commun avec Damien Robert [CR11].

Nous utilisons exclusivement les fonctions thêta de la base Fn. Pour plus de clarté, nous précisons la
variété correspondante en exposant des différentes fonctions thêta.

7.1 Calcul de `-isogénies en changeant de niveaux

Lubicz et Robert [LR10a], expliquent comment prendre des `-isogénies entre variétés abéliennes avec
les fonctions thêta de niveaux n et n`. Notons que, utilisée seule, cette méthode ne permet pas de rester
en un niveau n fixé ce qui empêche le calcul de `-isogénies entre jacobiennes de courbes (c’est-à-dire si
nous voulons retrouver l’équation de Weierstraß de la courbe isogène).

Les théorèmes présentés dans cette section sont la traduction des isogénies suivantes entre tores :

A =Cg/Ω
` Z

g + Zg −→ B =Cg/ΩZg + Zg
z 7−→ `z
z ←− [ z.

Le noyau de la première isogénie est
{
β, β ∈ 1

`Z
g/Zg

}
; celui de la seconde est

{
Ωα, α ∈ 1

`Z
g/Zg

}
.

7.1.1 En descendant de niveau

L’idée de Lubicz et Robert repose sur le fait qu’en « oubliant » des coordonnées, nous pouvons prendre
l’isogénie de B vers A en descendant de niveau.

Théorème 7.1.1. Soit B = Cg/ΩZg + Zg une variété abélienne donnée par ses thêta constantes de
niveau n`. Soit A = Cg/Ω

` Z
g + Zg, les thêta constantes de niveau n de la variété A sont données par(

θA [ 0
b ]

(
0,

Ω/`

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

=

(
θB
[

0
b′
](

0,
Ω

n`

))
b′∈

1
nZ

g
/Zg
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Au niveau des points, cette isogénie se traduit de la façon suivante :(
θA [ 0

b ]

(
z,

Ω/`

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

=

(
θB
[

0
b′
](

z,
Ω

n`

))
b′∈

1
nZ

g
/Zg

.

Partant d’une variété, il n’est pas possible par cette méthode de prendre autant d’isogénies que voulu
car le niveau est un entier positif et il ne peut donc décrôıtre infiniment. Lubicz et Robert ont expliqué
comment prendre l’isogénie duale qui permet de passer du niveau n au niveau n`.

7.1.2 Calcul de l’isogénie duale (en montant de niveau)

Comme les thêta constantes de niveau n` fixent la `-torsion, toute la `-torsion sur la variété B est
rationnelle. Par l’isogénie π, une partie de cette `-torsion est connue sur la variété A. Supposons donc
connues les thêta constantes de niveau n associées à la variété A ainsi que l’image des points de 1

`Z
g par

les fonctions thêta de niveau n sur A. C’est-à-dire que nous supposons connues toutes valeurs suivantes

θA [ 0
b ]

(
β,

Ω/`

n

)
où b appartient à un système de représentants de 1

nZ
g/Zg et où β est un élément de 1

`Z
g. Nous pouvons

alors retrouver les thêta constantes de B : pour b dans 1
nZ

g/Zg et β dans 1
`Z

g/Zg,

θB
[

0
b+β

](
0,

Ω

n`

)
= θA [ 0

b ]

(
β,

Ω

n`

)
.

Cependant, en pratique, toutes ces fonctions thêta ne sont pas connues. En effet, ce qui peut être
connu ce sont les images de points de 1

`Z
g/Zg par l’application

Cg −→ Png−1(C)

z 7−→
(
θA [ 0

b ]
(
z, Ω/`

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg

.

Les facteurs projectifs sont différents pour chaque point de 1
`Z

g/Zg. Il faut donc une méthode permettant
de retrouver ces facteurs de sorte à rendre les fonctions thêta « compatibles » pour obtenir l’équation
de B. La méthode proposée par Lubicz et Robert, que nous allons présenter, consiste à retrouver les
puissances `-ièmes de ces facteurs pour un certain nombre de points de 1

`Z
g/Zg, d’extraire les racines, et

d’obtenir les facteurs projectifs des autres points par des formules d’additions différentielles.

Supposons que ` soit premier à 2n et utilisons la méthode de la page 62 pour récupérer les puissances `-
ièmes des facteurs projectifs des points de l’ensemble

S = {ei, i ∈ {1, . . . , g}} ∪ {ei + ej , i 6= j ∈ {1, . . . , g}}

où les ei forment une base 1
`Z

g. Il faut extraire les racines `-ièmes des facteurs projectifs. Pour cela nous
nous reposons sur la propriété

Propriété 7.1.2. Soient deux entiers n et ` avec n pair et ` premier à n. Soit une matrice γ =

(
A B
C D

)
de Sp(2g,Z) telle que

B ≡ 0 mod n`, A ≡ D ≡ Id mod n`, diag
(
tDB

)
≡ 0 mod 2n`,

C ≡ 0 mod n, diag
(
C tD

)
≡ 0 mod 2n.
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Alors pour tout b ∈ 1
nZ

g/Zg et tout β ∈ 1
`Z

g/Zg,

θ [ 0
b ]
(
β, γ.Ωn`

)
θ [ 0

b ]
(

0, γ.Ωn`

) =
θ [ 0

b ]
(
β, Ω

n`

)
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n`

) exp(−πi` tβC tDβ)n,

θ [ 0
b ]
(
β, γ.Ωn`

)
θ [ 0

b ]
(

0, γ.Ωn`

)
`

=

(
θ [ 0

b ]
(
β, Ω

n`

)
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n`

))` .
En particulier,

θ [ 0
b ]
(

0, γ.Ωn`

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn`

) =
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n`

)
θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n`

) .
Démonstration. D’après les hypothèses sur γ,

γ′ =

(
A B/n`
n`C D

)
appartient à Γ1,2. De plus nous avons γ.Ω

n` = γ′.
(

Ω
n`

)
. En utilisant la proposition 3.1.24, nous obtenons

θ [ 0
b ]
(

0, γ.Ωn`

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn`

) =
θ
[
n` tCb
tDb

] (
0, Ω

n`

)
θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n`

) exp
(
−πi tbn`C tDb

)
.

La matrice C tD est symétrique, congrue à 0 modulo n et de diagonale congrue à 0 modulo 2n. De ce
fait n tbC tDb est un entier pair pour tout b dans 1

nZ
g/Zg. Le facteur exponentiel est donc trivial. Par

ailleurs, avec les formules 3.1.2 nous obtenons

θ [ 0
b ]
(

0, γ.Ωn`

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn`

) =
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n`

)
θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n`

) .
Par le même raisonnement, nous avons

θ [ 0
b ]
(
β, γ.Ωn`

)
θ [ 0

b ]
(

0, γ.Ωn`

) =
θ [ 0

b ]
(
β, γ.Ωn`

)
θ [ 0

0 ]
(

0, γ.Ωn`

) θ [ 0
0 ]
(

0, γ.Ωn`

)
θ [ 0

b ]
(

0, γ.Ωn`

)
=

θ
[

0
b+β

] (
0, γ′.

(
Ω
n`

))
θ [ 0

0 ]
(
0, γ′.

(
Ω
n`

)) θ [ 0
0 ]
(
0, γ′.

(
Ω
n`

))
θ [ 0

b ]
(
0, γ′.

(
Ω
n`

))
=

θ
[
n` tC(b+β)
tD(b+β)

] (
0, Ω

n`

)
θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n`

) θ [ 0
0 ]
(
0, Ω

n`

)
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n`

) exp
(
−πi tβn`C tDβ

)
.

Comme D est congrue à l’identité modulo n`, nous obtenons

θ [ 0
b ]
(
β, γ.Ωn`

)
θ [ 0

b ]
(

0, γ.Ωn`

) =
θ
[

0
b+β

] (
0, Ω

n`

)
θ [ 0

0 ]
(
0, Ω

n`

) θ [ 0
0 ]
(
0, Ω

n`

)
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n`

) exp
(
−πi tβ`C tDβ

)n
=

θ [ 0
b ]
(
β, Ω

n`

)
θ [ 0

b ]
(
0, Ω

n`

) exp(−πi` tβC tDβ)n.

Nous avons donc démontré la propriété.
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Soit une matrice γ comme dans la propriété 7.1.2, d’après la dernière équation de cette propriété, les
variétés associées à Ω/` et à (γ.Ω)/` ont les mêmes thêta constantes de niveau n (projectivement). La

deuxième équation implique que les facteurs (λP /λOA)
`

sont également les mêmes (rappelons que P est
l’image d’un point β ∈ 1

`Z
g/Zg). La première équation signifie que les facteurs λP /λOA sont modifiés par

une racine `-ième de l’unité (car n et ` sont premiers entre eux).
Considérons les matrices

γ =

(
Id O
nC Id

)
∈ Γn,2n

où C ∈ Matg×g(Z) est une matrice symétrique de diagonale paire. Ces matrices γ vérifient clairement les
conditions de la propriété 7.1.2. Soit ζ` une racine primitive `-ième de l’unité. Pour tout élément e de S
et tout entier k, il existe une matrice C (et donc une matrice γ) qui modifie le facteur λe/λOA par ζk`
mais laisse invariant les autres facteurs λe′/λOA avec e′ dans S.

Nous pouvons donc prendre des racines `-ièmes arbitraires des (λe/λOA)
`

pour tous les éléments e de S.
Cette opération revient à considérer γ.Ω au lieu de Ω pour une certaine matrice γ.

Supposons « corrigés » les points de S, c’est-à-dire que les points de S sont compatibles. À partir de
ces points, il est possible d’obtenir toutes les coordonnées des points de 1

`Z
g/Zg et ce en n’utilisant que

des additions différentielles (voir l’algorithme 14). Nous avons donc des coordonnées compatibles et nous
obtenons alors l’isogénie duale.

Remarque 7.1.3. Dans l’article de Lubicz et Robert [LR10a], les auteurs utilisent les fonctions thêta
algébriques et l’équivalent de la discussion précédente n’utilise pas l’action de Sp(2g,Z) mais l’action des
automorphismes du groupe thêta.

7.1.3 Isogénies de noyau fixé

Nous avons décrit comment prendre les isogénies correspondant aux noyaux 1
`Z

g/Zg et Ω
(

1
`Z

g/Zg
)
.

L’action du groupe Sp(2g,Z) sur les thêta constantes permet d’obtenir des variétés isomorphes (voir la
discussion page 25). Après avoir appliqué un tel isomorphisme, les `-isogénies vont correspondre à d’autres
noyaux. Ces noyaux ne sont plus ni 1

`Z
g/Zg ni Ω1

`Z
g/Zg mais restent des sous-groupes symplectiques

maximaux de la `-torsion.
Réciproquement étant donné un sous-groupe symplectique maximal K de la `-torsion, nous pouvons nous
ramener aux cas précédents via un changement de base symplectique : il existe une matrice γ préservant
les thêta constantes telle que γ.K correspondent à {(γ.Ω)α, α ∈ 1

`Z
g/Zg} ou à {β, β ∈ 1

`Z
g/Zg}. Nous

pouvons alors appliquer les deux méthodes précédentes pour calculer une `-isogénie de noyau K.

Grâce aux algorithmes précédents, il est alors possible de
– calculer une `-isogénie en descendant du niveau n` au niveau n,
– calculer une `-isogénie en montant du niveau n au niveau n`,
– calculer une `2-isogénie en restant au même niveau.

Ces méthodes de calcul d’isogénies soulèvent le problème de savoir relier les thêta constantes de niveau n`
à celles de niveau n en restant sur la même variété. Cette question est fondamentale pour certaines
applications comme par exemple pour les graphes d’isogénies pour le lien avec les courbes hyperelliptiques.
Ainsi, pour les graphes d’isogénies, il faut savoir tester si deux variétés sont isomorphes. Si celles-ci sont
fournies par des thêta constantes de même niveau n, ces dernières caractérisent la classe d’isomorphisme de
la variété modulo l’action du groupe Γ̃n,2n\Sp(2g,Z). Dans ce cas, nous pouvons tester si les deux variétés

sont isomorphes en testant toutes les matrices de Γ̃n,2n\Sp(2g,Z) (ce groupe étant fini). Cependant cette
méthode ne marche plus si les variétés sont données par des thêta constantes de niveaux différents.
Pour les courbes hyperelliptiques, il est possible grâce aux formules de Thomae de calculer les thêta
constantes de niveau 2 ou 4 et réciproquement, étant données ces thêta constantes de revenir à l’équation
sous forme de Weierstraß. Cependant il n’existe pas dans la littérature, à notre connaissance, de formules
permettant de faire le lien entre l’équation de la courbe et les fonctions thêta de niveau différent de 2
ou 4.
Ces deux exemples montrent donc la nécessité de savoir changer de niveau sans prendre d’isogénie.
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7.2 Formules de changement de niveaux et applications

7.2.1 Changer de niveau en restant sur la même variété

Dans cette sous-section uniquement, les entiers positifs non nuls n et ` sont quelconques. Pour des-
cendre de niveau sans prendre d’isogénie, nous disposons de la formule suivante qui est un cas particulier
du théorème de Koizumi-Kempf 3.1.3.

Théorème 7.2.1. Soit F une matrice de Matr×r(Z) telle que tFF = ` Id. Posons T = F−1.
Soit Ω une matrice du demi-espace de Siegel Hg et soit z un vecteur de Cg.
Posons Z = (z, 0, . . . , 0) ∈ Matg,r(C) et W = ZT .
Posons également M = Matg,m(Z), L = 1

` Matg,m(Z)F et L = L1 + L2.
Soient des éléments b et b′ de 1

nZ
g/Zg, posons J2 = (b, b′, . . . , b′)T . Nous avons

[L : M ] θ [ 0
b ]

(
z,

Ω

n

)
θ
[

0
b′
](

0,
Ω

n

)r−1

=
∑

P2∈MT/M

r∏
i=1

θ
[

0

J
(i)
2 +P

(i)
2

](
W (i),

Ω

n`

)
.

Si nous avons une matrice F de Matr×r(Z) telle que tFF = ` Id, alors les J
(i)
2 + P

(i)
2 sont des

vecteurs de 1
n`Z

g et W (i) est un multiple de z. Par ailleurs, il existe un b′ dans 1
nZ

g/Zg tel que la thêta

constante θ
[

0
b′
] (

0, Ω
n

)
ne soit pas nulle. Nous pouvons donc calculer la valeur de θ [ 0

b ]
(
z, Ω

n

)
en fonction

des coordonnées de niveau n` du point z et de ses multiples. Le nombre θ
[

0
b′
] (

0, Ω
n

)r−1
apparâıt devant

toutes les coordonnées et est donc un facteur projectif qui n’est pas calculé. Avec z = 0 et en fixant b′,
nous obtenons (projectivement) les thêta constantes de niveau n en fonction de celles de niveau n`.

Des matrices convenables pour le théorème 7.2.1 sont données par

Pour ` = a2, F = (a) ,

Pour ` = a2 + b2, F =

(
a −b
b a

)
,

Pour ` = a2 + b2 + c2 + d2, F =


a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

 .

Ces matrices viennent naturellement : considérons les corps R, C et H. Dans chaque cas, la matrice F
précédente est celle de la multiplication par un élément z tel que zz̄ = ` dans la base canonique du
corps considéré comme R espace vectoriel. Comme la transposée de la matrice de multiplication par un
élément z correspond à la matrice de multiplication par z̄, le produit tFF est donc la matrice de multi-
plication par zz̄ = ` et est donc égal à ` Idr.
La complexité des calculs dépendant fortement de la dimension r, il est intéressant d’essayer de la di-
minuer. En étudiant les formes quadratiques Idr et ` Idr, il est possible de trouver la valeur minimale
de r.

Lemme 7.2.2. Soit un nombre premier ` > 2. La dimension minimale r dans le théorème 7.2.1 est de
– 2 si ` est somme de deux carrés,
– 4 sinon.

Démonstration. Comparons les matrices des formes quadratiques ` Idr et Idr. Elles sont équivalentes si
elles ont même discriminant sur Q, et même symboles de Hilbert [Ser70, p. 78]. Le discriminant de la
première est `r mod 2 donc si ` n’est pas carré, r doit être pair. Nous avons, d’après [Ser70, p. 39],

ε` (` Id2) = (`, `)` = (−1)
`−1
2 ,

ε` (Id2) = 1.

Donc r peut être pris égal à 2 si et seulement si ` est congru à 1 modulo 4 c’est à dire si et seulement si `
est la somme de deux carrés.
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Évidement, si ` n’est pas un nombre premier, la dimension r associée à ` peut être inférieure à celles
associées à ses facteurs. De plus, dans le théorème 7.2.1, les constantes θ

[
0
b′
] (

0, Ω
n

)
de la partie gauche

constituent un facteur projectif. Il n’est donc pas nécessaire qu’elles correspondent à la matrice Ω/n.
Ainsi nous pouvons chercher des matrices F telles que

tFF =


`

γ2

. . .

γn


où les γi sont des réels positifs quelconques. Par exemple pour ` = 12 nous avons 2 2 2

2 −1 −1
0 1 −1

 2 2 0
2 −1 1
2 −1 −1

 =

 12
6

2

 .

Remarque 7.2.3. Il existe une réciproque au théorème 7.2.1 permettant de monter de niveau sans
prendre d’isogénie. Il suffit de considérer la matrice F−1 au lieu de F . Notons cependant qu’il faut
connâıtre les coordonnées thêta de niveau n des points de `-torsion. Ceci est cohérent avec la propriété
3.1.11 qui dit que les thêta constantes de la famille Fn` codent la n`-torsion de la variété.

7.2.2 Calcul de `-isogénies sans changer de niveau

Dans cette section, nous nous intéressons de nouveau aux calculs de `-isogénies entre variétés abéliennes
représentées avec des fonctions thêta de niveau n. Rappelons que nous supposons que n est pair (pour
des raisons arithmétiques). Pour simplifier l’exposition et parce qu’il est possible de s’y ramener, nous
avons fait l’hypothèse que ` est un nombre premier qui est premier avec n et avec la caractéristique du
corps.

Combinée aux isogénies π et π̂ de Lubicz et Robert [LR10a] (section 7.1), la formule de changement
de niveau permet de calculer une `-isogénie sans changer de niveau. Pour cela nous procédons comme
l’un des deux diagrammes suivants :

niveau n` B

π

  

B

��
niveau n A

OO

// B A

π̂

??

// B

Cette méthode présente l’inconvénient de devoir prendre des racines `-ièmes et de travailler dans une
extension de corps car les variétés en niveau n` ne sont à priori pas définies sur le corps de base. Comme
la flèche horizontale est rationnelle, il est naturel d’essayer de trouver un algorithme ne nécessitant pas de
passer dans une extension. Une modification de la formule de descente de niveau sans isogénie va résoudre
ce problème.

Posons A = Cg/Ω
` Z

g + Zg et B = Cg/ΩZg + Zg, l’isogénie de A vers B est donnée par

A = Cg/Ω
` Z

g + Zg −→ B = Cg/ΩZg + Zg
z 7−→ `z

et a pour noyau 1
`Z

g/Zg.

Théorème 7.2.4. Soit F une matrice de Matr×r(Z) telle que tFF = ` Id. Posons T = F−1. Soit Ω une
matrice du demi-espace de Siegel Hg et soit z un vecteur de Cg. Posons

(w1, . . . , wr) = (`z, 0, . . . , 0)T ∈ Matg×r (C) .
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Soient des éléments b et b′ de 1
nZ

g/Zg, posons (j1, . . . , jr) = (b, b′, . . . , b′)T . Nous avons

d θB [ 0
b ]

(
`z,

Ω

n

)
θB
[

0
b′
](

0,
Ω

n

)r−1

=
∑

t1,...,tr∈
1
`Z

g
/Zg

(t1,...,tr)F=0

r∏
i=1

θA
[

0
ji

](
wi + ti,

Ω/`

n

)
(7.1)

où d = [Matg×r (Z)F : `Matg×r (Z)].

Démonstration. Ce théorème est une réécriture du théorème 7.2.1 où nous avons utilisé la propriété 3.1.2
pour avoir

θA
[

0

ji+P
(i)
2

](
W (i),

Ω/`

n

)
= θA

[
0
ji

](
W (i) + P

(i)
2 ,

Ω/`

n

)
et le fait que

P2 ∈ Rpr (MT/T )⇐⇒ P2 ∈
(

1
`Z

g/Zg
)r
, P2F = 0.

Remarque 7.2.5. La matrice J = (b, b′, . . . , b′)T est à coefficients dans 1
n`Z

g. Rappelons que b et b′ sont
des représentants dans Qg de classes de 1

nZ
g/Zg. Comme n et ` sont premiers entre eux, nous pouvons

modifier b et b′ par des éléments de Zg de telle sorte que tous leurs numérateurs soient divisibles par `.
Dans la suite nous supposons donc que J = (j1, . . . , jr) appartient à

(
1
nZ

g
)r

. D’après la propriété 3.1.2,
les fonctions thêta de la base Fn utilisées ici ne dépendent pas du choix des représentants des classes
de 1

nZ
g/Zg.

Avec la remarque précédente, il est clair que nous pouvons calculer les thêta constantes de niveau n de
la variété B, à partir de la connaissance des « vraies » thêta constantes de niveau n de A et des « vraies »
coordonnées des points de `-torsion de la variété A :

θA [ 0
b ]

(
β,

Ω/`

n

)
b ∈ 1

nZ
g/Zg, β ∈ 1

`Z
g/Zg.

De même, à partir de ces mêmes points de `-torsion et des « vraies » coordonnées de niveau n d’un point
de A, nous pouvons calculer les coordonnées de niveau n de l’image de ce point par l’isogénie.

Nous allons expliquer maintenant comment il est possible d’utiliser en pratique le théorème 7.2.4 pour
calculer des `-isogénies. Nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 7.2.6. La matrice F définie une application linéaire sur le Z/`Z espace vectoriel :

(Z/̀ Z)
r −→ (Z/̀ Z)

r

u 7−→ uF.

Le noyau de cette application est l’ensemble des u tF où u ∈ (Z/`Z)
r

et est de dimension r/2.

Calcul des thêta constantes de la variété B

Soit ` un nombre premier impair différent de la caractéristique du corps. Nous voulons calculer une `-
isogénie de A dans B = A/K où K est un sous-groupe symplectique maximal de la `-torsion sur A. Après
un changement de base symplectique, nous pouvons supposer que K correspond à {β, β ∈ 1

`Z
g/Zg}.

Finalement supposons que nous connaissons les coordonnées thêta de niveau n (avec n pair) des points
de 1

`Z
g. C’est-à-dire que nous connaissons à un facteur projectif λβ les coordonnées thêta

λβ θ
A [ 0

b ]

(
β,

Ω/`

n

)
b ∈ 1

nZ
g/Zg, β ∈ 1

`Z
g/Zg.

Soit (e1, . . . , eg) la base canonique de 1
`Z

g, nous notons par λi et λi,j (pour i 6= j) les facteurs associés
aux point ei et ei + ej .
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Comme ` est impair, nous obtenons les puissances `-ièmes des λi/λOA et λi,j/λOA en appliquant les
résultats de la page 62. D’après les algorithmes 14 et 15, il est possible de calculer les relevés affines de
tous les points de 1

`Z
g en fonction des coordonnées des points ei, ei + ej et des coefficients λi et λi,j .

Reprenons l’équation 7.1 :

[L : L1] θB [ 0
b ]

(
0,

Ω

n

)
θ
[

0
b′
](

0,
Ω

n

)r−1

=
∑

t1,...,tr∈
1
`Z

g
/Zg

(t1,...,tr)F=0

r∏
i=1

θA
[

0
ji

](
ti,

Ω/`

n

)
.

Nous avons alors les monômes de la partie droite. Le lemme suivant montre qu’ils ne dépendent que des
puissances `-ièmes des facteurs λi/λOA et λi,j/λOA .

Lemme 7.2.7. Soient t1, . . . , tr des éléments de 1
`Z

g/Zg vérifiant la relation (t1, . . . , tr)F = (0, . . . , 0)
et soient j1, . . . , jr des éléments de 1

`Z
g/Zg tels que (j1, . . . , jr)F = (b, b′, . . . , b′). Quand nous écrivons

le produit

θA
[

0
j1

](
t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
tr,

Ω/`

n

)
en terme des λi/λOA , λi,j/λOA vues comme indéterminées, il appartient à l’algèbre

C
[(
λi/λOA

)`
,
(
λi,j/λOA

)`]
.

Démonstration. Nous voulons montrer que le produit est laissé invariant par toute transformation de

C
[
λi/λOA ,λi,j/λOA

]
qui agit sur les générateurs par une racine de `-ième l’unité ζ. Ces transformations sont engendrées par
les transformations χio et χio,jo où

χio

(
λi
λOA

)
=

{
ζ
λi0
λOA

i = io
λi
λOA

∀i 6= io
χio

(
λi,j
λOA

)
=

{
ζ
λi0,j
λOA

i = io, ∀j
λi,j
λOA

∀i 6= io, ∀j

χio,j0

(
λi
λOA

)
=

λi
λOA

∀i χio,j0

(
λi,j
λOA

)
=

{
ζ
λi0,jo
λOA

i = io, j = jo
λi,j
λOA

∀i 6= io ∀j 6= jo.

Les vecteurs ti appartiennent à 1
`Z

g, posons ui = ` (ti)io ∈ Z la multiplication par ` de la coordonnée io
de ti. Nous avons alors

χi0

(
θA
[

0
j1

](
t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
tr,

Ω/`

n

))
= ζu

2
1+...+u2

rθA
[

0
j1

](
t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
tr,

Ω/`

n

)
= ζu

tuθA
[

0
j1

](
t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
tr,

Ω/`

n

)
où nous avons écrit u pour le vecteur ligne des ui. Comme par hypothèse

(t1, . . . , tr)F = (0, . . . , 0) ∈ 1
`Z

g/Zg,

nous avons
((t1)io , . . . , (tr)io)F ≡ (0, . . . , 0) mod Zg

uF = (u1, . . . , ur)F = (0, . . . , 0) .

D’après 7.2.6, le vecteur u de (Z/`Z)
r

doit être de la forme u′ tF et donc

u tu = u′ tFF tu′ = `u′ tu′ = 0 ∈Z/̀ Z.

De même, pour la transformation χio,j0 , posons

u = (`(t1)i0 , . . . , `(tr)i0) ∈Zg/̀ Zg, v = (`(t1)j0 , . . . , `(tr)j0) ∈Zg/̀ Zg.
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Algorithme 20 Calcul d’une `-isogénie sans changer de niveau

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses thêta constantes θA [ 0
b ]
(

0, Ω/`
n

)
de niveau n (avec n

pair). Soit un entier ` premier et copremier avec n et la caractéristique du corps. Supposons données
les coordonnées thêta de niveau n d’une base symplectique (e1, . . . , ei) d’un sous-groupe isotrope
maximal de la `-torsion.

Sortie: Les thêta constantes de niveau n de la variété B = A/K.

1: Fixer une matrice F de Matr×r(Z) telle que tFF = ` Idr. {Nous posons T = F−1 = 1
`F}

2: Faire un changement de base symplectique de sorte que

i
ei = (0, . . . , 0, 1

` , 0, . . . , 0)

3: Pour i 6= j, calculer ei + ej dans A en utilisant des vraies additions (algorithme 8 page 54).
4: Calculer les puissances `-ièmes des λi/λOA , λi,j/λOA (voir page 62).
5: Utiliser les additions différentielles pour calculer les coordonnées thêta affines de niveau n de tous

les points de K = 1
`Z

g/Zg dans C [λi/λOA , λi,j/λOA ] où les λi/λOA , λi,j/λOA sont vues comme des
indéterminées.

6: Fixer un b′ dans 1
nZ

g/Zg.
7: for Pour tout b dans 1

nZ
g/Zg do

8: soit (j1, . . . , jr) = (b, b′, . . . , b′)T dans 1
nZ

g/Zg. Calculer alors

ub(0) :=
∑

t1,...,tr∈
1
`Z

g
/Zg

(t1,...,tr)F=0

r∏
i=1

θA
[

0
ji

](
ti,

Ω/`

n

)

dans l’algèbre

C [Xi, Xi,j ]/
{
X`
i =

(
λi/λOA

)`
, X`

i,j =
(
λi,j/λOA

)`}.
9: end for

10: Si pour tout b, ub(0) est nul, retourner à 6.
11: return Les coordonnées (ub(0))b∈ 1

nZg/Zg .

Nous avons alors

χi0,jo

(
θA
[

0
j1

](
t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
tr,

Ω/`

n

))
= ζu

tvθA
[

0
j1

](
t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
tr,

Ω/`

n

)
et par le même raisonnement, u tv = 0, ce qui conclut la preuve.

Grâce à ce lemme, n’importe quel choix de racine `-ième pour λi/λOA et λi,j/λOA donne le bon
résultat. Nous pouvons éviter de prendre ces racines en travaillant dans l’algèbre

C [Xi, Xi,j ]/
{
X`
i =

(
λi/λOA

)`
, X`

i,j =
(
λi,j/λOA

)`}.
Nous résumons le calcul des thêta constantes de la variété B dans l’algorithme 20.

Remarque 7.2.8. Quand la donnée initiale n’est pas tous les points du noyau K mais seulement une
base ei, il faut calculer les points ei + ej pour i 6= j. Cela ne peut pas être fait en utilisant des additions
différentielles. En niveau n ≥ 4 pair, nous pouvons utiliser les vrais additions et en niveau n = 2, il faut
utiliser des additions compatibles telles que définies dans [LR10a, Rob10].
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Calcul de l’image d’un point

Nous expliquons maintenant comment calculer l’image d’un point z ∈ Cg/ΛΩ par l’isogénie précédente.
Supposons connu un relevé affine des coordonnées thêta de niveau n de z :

µ0 θ
A [ 0

b ]

(
z,

Ω

n

)
, b ∈ 1

nZ
g/Zg.

D’après l’équation 7.1, nous avons la formule

[L : L1] θB [ 0
b ]

(
`z,

Ω

n

)
θB
[

0
b′
](

0,
Ω

n

)r−1

=
∑

t1,...,tr∈
1
`Z

g
/Zg

(t1,...,tr)F=0

r∏
i=1

θA
[

0
ji

](
wi + ti,

Ω/`

n

)
,

nous devons calculer les θA
[

0
ji

] (
wi + ti,

Ω/`
n

)
. Comme dans le cas précédent, nous allons les calculer

à un facteur inconnu près. Cependant, nous connâıtrons suffisamment d’informations pour être capable
d’obtenir la valeur du terme de droite.

Commençons par calculer le point correspondant à z + ei où (e1, . . . , en) est la base canonique
de 1

`Z
g/Zg à des facteurs projectifs µi inconnus près. Pour cette opération nous avons besoin de vraies

additions. Soit k un entier, avec les algorithmes de la section 3.2.3, nous pouvons retrouver tous les
points kz+β avec β ∈ 1

`Z
g/Zg à un facteur projectif près dépendant des µi, λi et λi,j . De plus, d’après la

section 3.2.3, nous pouvons calculer les puissances `-ièmes des facteurs µi/µ0 en fonction des coordonnées

des points et de λ
`(`−1)
i /λ

`(`−1)
OA

. Ces derniers sont les puissances ` − 1-ièmes de (λi/λOA)
`

qui ont été
calculées dans la section précédente.

Lemme 7.2.9. Soient t1, . . . , tr des éléments de 1
`Z

g/Zg vérifiant la relation (t1, . . . , tr)F = (0, . . . , 0)
et soient j1, . . . , jr des éléments de 1

`Z
g/Zg tels que (j1, . . . , jr)F = (b, b′, . . . , b′).

Posons (w1, . . . , wr) = (z, 0, . . . , 0) tF . Quand nous écrivons le produit

θA
[

0
j1

](
w1 + t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
wr + tr,

Ω/`

n

)
en terme des µi, λi et λi,j vues comme indéterminées, il appartient à l’algèbre

C
[
(µi/µ0)

`
,
(
λi/λOA

)`
,
(
λi,j/λOA

)`]
.

La preuve est similaire à celle du lemme 7.2.7.

Démonstration. Appelons P le produit

P := θA
[

0
j1

](
w1 + t1,

Ω/`

n

)
. . . θA

[
0
jr

](
wr + tr,

Ω/`

n

)
.

Nous voulons montrer que P est laissé invariant par toute transformation de

C
[
(µi/µ0)

`
,
(
λi/λOA

)`
,
(
λi,j/λOA

)`]
qui agit sur les générateurs par une racine `-ième de l’unité ζ. Ces transformations sont engendrées par
les transformations χio , χio,jo et ξi0 où

χio

(
λi
λOA

)
=

{
ζ
λi0
λOA

i = io
λi
λOA

∀i 6= io
χio

(
λi,j
λOA

)
=

{
ζ
λi0,j
λOA

i = io, ∀j
λi,j
λOA

∀i 6= io, ∀j

χio

(
µi
µ0

)
=

{
ζ
µi0
µ0

i = io
µi
µ0

∀i 6= io
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χio,j0

(
λi
λOA

)
=

λi
λOA

∀i, χio,j0

(
λi,j
λOA

)
=

{
ζ
λi0,jo
λOA

i = io, j = jo
λi,j
λOA

∀i 6= io ∀j 6= jo

χio,j0

(
µi
µ0

)
=
µi
µ0

∀i

ξio

(
λi
λOA

)
=

λi
λOA

∀i, ξio

(
λi,j
λOA

)
=

λi,j
λOA

∀i, j, ξio

(
µi
µ0

)
=

{
ζ
µi0
µ0

i = io
µi
µ0

∀i 6= io

Posons

u = (`(t1)i0 , . . . , `(tr)i0) ∈Zg/̀ Zg, v = (`(t1)j0 , . . . , `(tr)j0) ∈Zg/̀ Zg, m = (1, 0, . . . , 0) tF,

nous avons alors

χi0 (P) = ζu
tuP,

χi0,jo (P) = ζu
tvP,

ξi0 (P) = ζu
tmP.

Comme mF = uF = vF = 0 dans (Z/`Z)
r
, il existe des vecteurs u′, v′ et m′ dans (Z/`Z)

r
tels

que u = u′ tF , v = v′ tF et m = m′ tF . D’où

u tu = u′ tFF tu′ = `u′ tu′ = 0,

u tv = u′ tFF tv′ = `u′ tv′ = 0,

u tm = u′ tFF tm′ = `u′ tm′ = 0.

L’algorithme 21 permettant de calculer l’image d’un point par l’isogénie est donc correct.

Complexité

Nos algorithmes dépendent de plusieurs paramètres :

– la dimension g de la variété abélienne,
– le corps k où elle est définie,
– le degré ` de l’isogénie,
– le niveau n des coordonnées thêta.

La dimension g est fixée ainsi que le corps k. Nous supposons également que n est fixé car en pratique n
est égal à 2 ou 4. Nous cherchons donc la complexité en `.

Dans les algorithmes précédents, l’étape la plus coûteuse est le calcul des O (`g) points des modules
en utilisant des additions différentielles. Pour le calcul des thêta constantes de B, nous avons besoin de `g

points exactement et pour envoyer un point par l’isogénie, nous avons besoin de r`g points. Soit L le corps
où tous les points sont définis. Le nombre de coordonnées d’un point est O (ng) et est fixe. Par ailleurs,
nous travaillons sur une algèbre de dimension au plus g(g + 3)/2 au dessus de L. De ce fait, nous avons
besoin de O (`g) opérations dans L pour calculer les coordonnées des points.

Maintenant, il faut utiliser l’équation 7.1. Le coût est de O
(
`
rg
2

)
opérations dans L car l’ensemble des

éléments t1, . . . , tr ∈ 1
`Z

g/Zg tels que (t1, . . . , tr)F = 0 est un Z/`Z-espace vectoriel de dimension rg/2.
Nous obtenons donc bien la complexité annoncée.
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Algorithme 21 Image d’un point par une `-isogénie sans changer de niveau

Entrée: Soit A une variété abélienne donnée par ses thêta constantes θA [ 0
b ]
(

0, Ω/`
n

)
de niveau n (avec n

pair). Soit un entier ` premier et copremier avec n et la caractéristique du corps. Supposons données
les coordonnées thêta de niveau n d’une base symplectique (e1, . . . , ei) d’un sous-groupe isotrope

maximal de la `-torsion ainsi que celles θA [ 0
b ]
(
z, Ω/`

n

)
d’un point P sur la variété.

Sortie: Les coordonnées thêta de niveau n de l’image de P dans la variété B = A/K isogène à A.

1: Fixer une matrice F de Matr×r(Z) telle que tFF = ` Idr. {Nous posons T = F−1 = 1
`F}

2: Faire un changement de base symplectique de sorte que

i
ei = (0, . . . , 0, 1

` , 0, . . . , 0)

3: Pour i 6= j, calculer ei + ej dans A en utilisant des vraies additions (algorithme 8 page 54).
4: Pour tout i, calculer P + ei dans A en utilisant des vraies additions.
5: Calculer les puissances `-ièmes des λi/λOA , λi,j/λOA , µi/µ0.
6: Utiliser les additions différentielles pour calculer les coordonnées thêta affines de niveau n de tous

les points kz + e où 0 ≤ k < ` et e appartient à K = 1
`Z

g/Zg dans C [µi/µ0, λi/λOA , λi,j/λOA ] où
les µi/µ0, λi/λOA , λi,j/λOA sont vues comme des indéterminées.

7: Fixer un b′ dans 1
nZ

g/Zg tel que θB
[

0
b′
] (

0, Ω
n

)
est non nulle.

8: for Pour tout b dans 1
nZ

g/Zg do
9: Soit (j1, . . . , jr) = (b, b′, . . . , b′)T dans 1

nZ
g/Zg. Posons (w1, . . . , wr) = (z, 0, . . . , 0) tF . Calculer

ub(z) :=
∑

t1,...,tr∈
1
`Z

g
/Zg

(t1,...,tr)F=0

r∏
i=1

θA
[

0
ji

](
wi + ti,

Ω/`

n

)

dans l’algèbre

C [Yi, Xi, Xi,j ]/
{
Y `i = (µi/µ0)

`
, X`

i =
(
λi/λOA

)`
, X`

i,j =
(
λi,j/λOA

)`}.
10: end for
11: return Les coordonnées (ub(z))b∈ 1

nZg/Zg .

7.3 Calcul de 2-isogénies

Les 2-isogénies s’expriment facilement en considérant les tores :

A =Cg/ΩZg + Zg −→ B =Cg/2ΩZg + Zg

z 7−→ 2z.

Le noyau de l’isogénie est
{
β, β ∈ 1

2Z
g/Zg

}
. Dans la section 3.2, nous avons utilisé cette isogénie et

sa duale pour avoir une arithmétique efficace avec les fonctions thêta. Cependant, si nous reprenons
les formules, nous voyons que nous n’avons pas réellement calculé l’isogénie. En particulier, les thêta
constantes de B ne sont jamais calculées.

Supposons que la variété A soit donnée par ses thêta constantes de niveau n de la base Fn :(
θA [ 0

b ]

(
0,

Ω

n

))
b∈

1
nZ

g
/Zg
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et supposons que n soit pair, les formules suivantes traduisent l’isogénie :

θB [ 0
b ]

(
0,

2Ω

n

)2

=
1

2g

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

θA
[

0
b+β

](
0,

Ω

n

)
θA
[

0
β

](
0,

Ω

n

)
,

θB [ 0
b ]

(
2z,

2Ω

n

)
θB [ 0

b ]

(
0,

2Ω

n

)
=

1

2g

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

θA
[

0
b+β

](
z,

Ω

n

)
θA
[

0
β

](
z,

Ω

n

)
.

Nous obtenons donc les carrés des thêta constantes de la variété B. Une fois déterminées ces thêta
constantes, nous pouvons calculer l’image des points mais il faut supposer qu’aucune thêta constante de
niveau n de la variété B n’est nulle. Remarquons que pour des variétés génériques ceci est le cas.

Pour obtenir les thêta constantes, nous pouvons extraire les racines de manière arbitraire et vérifier
que les valeurs obtenues vérifient toujours les équations de Riemann et celles de symétries 3.1.15.

Le lemme suivant est une application du lemme 3.1.28.

Lemme 7.3.1. Soit γ une matrice de Γ2,4 alors γ laisse fixes les thêta constantes de niveau 2 de A et
les carrés de celles de niveau 2 de B :

θA [ 0
b ]
(

0, γ.Ω2

)
θA [ 0

0 ]
(

0, γ.Ω2

) =
θA [ 0

b ]
(
0, Ω

2

)
θA [ 0

0 ]
(
0, Ω

2

) , (
θB [ 0

b ] (0, γ.Ω)

θB [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

)2

=

(
θB [ 0

b ] (0,Ω)

θB [ 0
0 ] (0,Ω)

)2

.

Par contre nous avons
θB [ 0

b ] (0, γ.Ω)

θB [ 0
0 ] (0, γ.Ω)

=
θB [ 0

b ] (0,Ω)

θB [ 0
0 ] (0,Ω)

exp
(
−πi tbC tDb

)
.

En dimension 2 et en niveau 2, le lemme précédent montre que nous pouvons prendre des racines
carrées arbitraires. En effet, considérons la matrice

γ =

 Id2 0(
4c1,1 2c1,2
2c1,2 4c2,2

)
Id2

 ∈ Γ2,4

où les ci,j sont des entiers. Posons tb = (b1, b2) ∈ 1
2Z

g/Zg alors

exp
(
−πi tbC tDb

)
= (−1)4b21c1,1+4b22c2,2+4b1b2c1,2 .

De ce fait, pour chaque caractéristique possible de 1
2Z

g/Zg, il existe une matrice γ qui change la thêta
constante de B en son opposée et laisse les autres thêta constantes invariantes.

Toujours en dimension 2, pour le niveau 4, nous pouvons procéder de la même façon en travaillant
avec la base F(2,2). Nous avons alors la formule suivante : pour tous éléments a, b dans 1

2Z
g/Zg,

θB [ ab ] (0, 2Ω)
2

=
1

2g

∑
β∈

1
2Z

g
/Zg

(−1)4 taβθA
[

0
b+β

]
(0,Ω) θA

[
0
β

]
(0,Ω)

et nous pouvons montrer que nous avons le droit d’extraire les racines pour toutes les thêta constantes.
On consultera également la section 6.2 qui fait le même genre de travail pour les formules de Thomae.

7.4 Isogénies entre courbes hyperelliptiques en genre 2

Dans cette section, nous appliquons les résultats des parties précédentes pour calculer des isogénies
entre les jacobiennes de courbes hyperelliptiques en genre 2. Nous nous plaçons dans le cadre le plus
général possible : l’équation d’une courbe C1 est sous forme de Weierstraß et nous supposons que le
noyau de l’isogénie est un sous-groupe globalement rationnel de la `-torsion de Jac(C1). Nous voulons
calculer une équation rationnelle de la courbe C2, isogène à C1. De même, pour pousser des points, nous
supposons que le point initial nous est donné par ses coordonnées de Mumford et nous voulons retrouver
les coordonnées de Mumford de son image.
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Algorithme 22 Calcul de `-isogénies entre courbes hyperelliptiques de genre 2

Entrée: étant donnée une courbe C1 sur un corps k et un sous-groupe isotrope maximal K de Jack (C1) [`]
où ` est un premier impair.

Sortie: Une courbe C2 sur k telle que Jack(C2) = Jack (C1) /K.

1: Trouver une base de K en coordonnées de Mumford. {Si nous utilisons n = 2, nous pouvons travailler
avec u et v2 ; cela oblige en général à prendre une extension de corps}

2: Trouver l’équation de Rosenhain C′1 de la courbe C1 et y envoyer les points de la base de K. {Cela
peut nécessiter de prendre une extension de corps k′/k}

3: Utiliser les formules de Thomae (théorème 3.1.19) pour calculer les puissances 4-ièmes des thêta
constantes de niveau (2, 2).

4: Extraire les racines (section 6.2) pour obtenir les vraies thêta constantes de niveau n de Ak′′ . {Cela
peut nécessiter de prendre une extension de corps k′′/k′}

5: Calculer les coordonnées thêta des images de la base de K. {Il peut être intéressant de calculer aussi
celles des points ei + ej}

6: Appliquer l’algorithme 20 pour obtenir la variété isogène Bk′′ .
7: Calculer une forme de Rosenhain C′2 de la courbe C2. {A priori C′2 est à coefficients dans k′′}
8: Si besoin, appliquer l’algorithme de Mestre [Mes91] pour obtenir une équation rationnelle de C2.

7.4.1 Théorie

Nous calculons le diagramme commutatif suivant. L’entier n est pris égal 2 ou 4 suivant l’objectif
poursuivi (nous y reviendrons page 170). De plus, en général, nous avons à prendre des extensions de
corps.

Ak′′
`-isogénie // Bk′′

��

thêta de niveau n

Jack′ (C′1)

OO

Jack′ (C′2)

��

forme de Rosenhain

Jack (C1)

OO

// Jack (C2) forme de Weierstraß

L’algorithme décrit dans cette section est résumé plus formellement par l’algorithme 22.

La première étape de l’algorithme consiste à calculer les thêta constantes de niveau n de la va-
riété A. Pour cela, nous devons utiliser les formules de Thomae et il faut donc avoir une courbe C′1 de la
forme y2 = f(x) avec f un polynôme scindé. Après avoir appliqué la formule de Thomae, nous obtenons
les puissances 4-ièmes des thêta constantes de niveau (2, 2) et nous utilisons alors la discussion de la
section 6.2 pour extraire ces racines et obtenir les thêta constantes de niveau n de A. Pour une courbe
initiale C1 générique, ces deux étapes obligent à prendre des extensions de corps (le degré de ces extensions
est borné par 6n sur les corps finis).
Même si le noyau K est rationnel, les points de K ne sont a priori pas définis sur le corps de base. De ce
fait, nous allons travailler dans une extension de corps L/k où ces points seront définis. Le degré de cette
extension est au plus de `2 − 1 mais si ` est totalement décomposé dans l’anneau d’endomorphismes de
la jacobienne, la borne est `− 1. Nous pouvons maintenant calculer les coordonnées thêta de l’image des
points d’une base symplectique du noyau par les morphismes entre Jac(C1) et A (chapitre 5). Comme `
est premier avec n, il existe un isomorphisme du tore qui laisse fixes les thêta constantes de niveau n
mais transforme le noyau K en 1

`Z
g/Zg. Nous pouvons donc directement appliquer les morphismes en

supposant que nous sommes dans ce cas.
Nous appliquons alors l’algorithme 20 permettant de calculer les thêta constantes de niveau n de la va-
riété B = A/K. Une fois celles-ci obtenues, nous appliquons les formules de Rosenhain 3.1.20 pour obtenir
une courbe sous forme de Rosenhain. Notons que l’équation obtenue correspond à la courbe C′2 ou à sa
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tordue C̃′2. Si nous sommes en niveau 4, nous connaissons les coordonnées thêta d’un point de 4-torsion
ce qui permet, après avoir utilisé les morphismes, de déterminer l’équation de C′2. Pour le niveau 2, nous
expliquerons comment retrouver la bonne courbe à la fin de la section.
L’équation de C2 ainsi obtenue, n’est pas forcément rationnelle sur le corps k. Si la 2-torsion était ra-
tionnelle sur la courbe C1/k alors elle le sera aussi sur C2. Dans ce cas, cette dernière admet une équa-
tion y2 = f(x) avec f ∈ k[x] scindée, à racines simples. Possiblement après un changement de coordonnée
y → χy, la courbe C′2 a une équation rationnelle. Si la 2-torsion n’était pas rationnelle, nous calculons les
invariants d’Igusa de C′2 qui appartiennent à k car C′2 est un modèle de la courbe C2 définie sur k. Nous
appliquons alors l’algorithme de Mestre [Mes91] pour reconstruire un modèle de Weierstraß rationnel de
C2.

Le fait de retrouver une courbe ayant une équation rationnelle est important pour certaines appli-
cations. Par exemple, pour les graphes d’isogénies, nous désirons pouvoir calculer toutes les `-isogénies
rationnelles partant de C2. Si nous n’avons pas une équation rationnelle de C2, il n’est pas possible de
déterminer les sous-groupes de `-torsion qui sont globalement rationnels (par rapport au corps de base).
Si les thêta constantes de niveau n de A sont définies sur le corps de base, celles de B le sont également.
Dans ce cas, si nous voulons calculer des isogénies (rationnelles) partant de C2, il n’est pas nécessaire
de calculer l’équation de la courbe. Remarquons cependant que le calcul des sous-groupes rationnels iso-
tropes maximaux de la `-torsion est plus facile en coordonnées de Mumford qu’en coordonnées thêta. On
pourra consulter [FLR09].

En supposant que le corps de base est fixé, nous obtenons

Théorème 7.4.1. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur un corps k de caractéristique différente
de 2. Soit ` un nombre premier impair différent de la caractéristique de k, posons r = 2 si ` ≡ 1 mod 4
et r = 4 sinon. Soit K un sous groupe isotrope maximal de Jack(C)[`].
Nous pouvons calculer l’isogénie Jack(C)→ Jack(C)/K avec les coordonnées de Mumford en utilisant O (`r)
opérations arithmétiques dans le corps L/k où les points de K sont définis. En particulier, si k est un
corps fini et si K est rationnel alors l’isogénie peut se calculer en O

(
`r+2

)
opérations dans k.

Pour accélérer les calculs, le niveau n = 2 est très intéressant. En effet, travailler en niveau 2 plutôt
que 4 présente de grands avantages :

– extensions de corps moins grandes à prendre (voir les formules de Thomae 6.2),
– moins de coordonnées à manipuler : 4 au lieu de 16,
– arithmétique plus rapide.

Les inconvénients du niveau 2 sont
– nous travaillons sur la courbe et sa tordue en même temps,
– nous identifions un point et son opposé.

Dans la plupart des cas, il est possible de contourner ces inconvénients tout en ayant un algorithme plus
rapide que le niveau 4. Cependant, même si nous utilisons le niveau 2, il est intéressant de travailler en
coordonnées de Mumford sur A et non sur A/{±1}. En effet, cela simplifie les calculs et cela permet
également de calculer les points ei + ej en coordonnées de Mumford, puis leurs images en coordonnées
thêta de niveau 2. De ce fait nous n’avons pas besoin d’additions différentielles compatibles [LR10a].
Lors du calcul de la courbe isogène en niveau 2, nous ne pouvons pas déterminer si nous sommes sur la
courbe ou sa tordue. Une méthode pour résoudre ce problème sur corps finis consiste à compter le nombre
de points de la jacobienne. En effet ce nombre permet de discriminer une courbe de sa tordue. Si nous ne
disposons pas d’un algorithme de comptage de points suffisamment rapide, nous pouvons calculer l’image
d’un diviseur de Jac(C1) qui n’est pas de 2-torsion. Nous obtenons alors l’élément ±f(D) de Jac (C2) qui
permet de savoir si nous avons obtenu ou pas l’équation de la courbe.
Supposons que nous voulons calculer l’image d’un diviseur D par l’isogénie f , mais en utilisant le niveau 2
pour accélérer les calculs. Dans ce cas, nous avons vu que nous pouvons calculer ±f(D) et il faut donc
trouver un moyen de discriminer entre ces deux points. Quitte à composer l’isogénie par l’involution
hyperelliptique nous pouvons choisir arbitrairement une de ces deux images. Le seul cas où il ne sera pas
possible de conclure en utilisant le niveau 2 est celui où nous voulons calculer les images de plusieurs
points par l’isogénie.
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7.4.2 Calculs explicites

Nous avons programmé l’algorithme 22 dans AVIsogenies. Pour avoir un programme plus efficace,
du code spécifique a été écrit pour le genre 2 et le niveau 2. Un exemple de calcul d’isogénie de grand
degré est le suivant : soit C la courbe d’équation

y2 = x5 + 41691x4 + 24583x3 + 2509x2 + 15574x

sur F42179. Le cardinal de la jacobienne de cette courbe est 21013212 et il n’existe qu’un seul sous-groupe
isotrope rationnel K de ` = 1321 torsion. Des générateurs de ce sous-groupe sont par exemple les deux
diviseurs (

x2 + 19580x+ 40287, 11802x+ 21414
)
,

(
x2 + 39301x+ 3354, 4542x+ 23058

)
donnés en coordonnées de Mumford. La courbe isogène (respectivement à K) est

y2 = 33266x6 + 20155x5 + 31203x4 + 9732x3 + 4204x2 + 18026x+ 29732

Le calcul a pris autour de 2 heures sur un core 2 avec 12 GB de RAM. Cet exemple a été choisi de
telle sorte que les thêta constantes de niveau 2 soient rationnelles sur le corps de base, ainsi que tous les
points de K. Ceci a permis de ne pas calculer certaines extensions de corps. Dans le cas général, prendre
des extensions de corps augmente le temps de calcul d’un facteur quadratique ou linéaire selon le type
d’algorithme utilisé pour la multiplication.

Notre programme est générique. Pour un genre fixé, il est certain qu’il est possible de l’optimiser à la
fois au niveau du temps de calcul et au niveau de la gestion de la mémoire. Ainsi, la structure utilisée
pour coder les fonctions thêta de niveau n est valide pour tout n et pour toute dimension. De ce fait elle
est peu adaptée aux niveaux et genres petits. Par ailleurs, il faudrait éviter de prendre des extensions
de corps. En effet, les calculs sont ensuite plus lents et les précalculs effectués par MAGMA lors de ces
créations ne sont pas négligeables.
Pour de petits ` (inférieur à 10), l’opération la plus coûteuse n’est plus le calcul de l’isogénie en lui même
mais les conversions entre les différents systèmes de coordonnées.

Présentons quelques graphes d’isogénies obtenus sur de petits exemples. Chaque sommet des graphes
est une classe d’isomorphisme de courbes hyperelliptiques et chaque arrête représente une (`, `)-isogénie.
La structure des graphes peut se lire en étudiant les idéaux dans l’anneau d’endomorphismes. Décrivons
ce qui se passe sans rentrer trop en détail dans la théorie de la multiplication complexe pour laquelle on
pourra consulter les livres [Shi98, Mil06] et les thèses [Gru08, Str10, Bis11].
Le corps K = End(A)⊗Q est une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps de nombre K0

totalement réel de degré g. De plus O = End(A) est un ordre dans ce corps et il doit contenir l’ordre
minimal Z[π, π̂] où π est le Frobenius et π̂ le Verschiebung (notons que π̂ = q/π dans K). Pour simplifier
l’exposition, nous supposons que nous sommes toujours dans le cas oùO = End(A) est l’ordre maximalOK
de K.
Nous nous intéressons aux `-isogénies qui préservent la polarisation. Il en existe de deux types : celles qui
préservent l’anneau d’endomorphisme (isogénies horizontales) et les autres (isogénies verticales).

La théorie CM permet de décrire les isogénies horizontales. Elles correspondent à l’action d’un élé-
ment (a, `) du groupe C(OK) de Shimura. C’est-à-dire que ` doit se décomposer dans OK en `OK = aā.
En genre 2, nous sommes dans un des cas suivants :

– `OK = pp̄qq̄ avec N p = N q = `,
– `OK = pp̄q avec N p = ` et N q = `2,
– `OK = pq avec N p = ` et N q = `3,
– `OK = pq avec N p = N q = `2,
– `OK = p avec N p = `4.

Les cas qui nous intéressent sont donc les deux premiers. Quand `OK = pp̄q, de chaque courbe partent
deux isogénies. Nous avons alors un graphe en forme de cercle, figure 7.1. Quand `OK = pqp̄q̄, il existe 4
idéaux a tels que aā = `. Nous obtenons alors une décomposition du tore en quadrilatères (figure 7.2).
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Figure 7.1 – Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y2 = 3x5 + 15x4 + 11x3 + 3x2 + 11x + 12
sur le corps F19

Figure 7.2 – Graphe de (7, 7)-isogénies contenant la courbe y2 = 26x6+21x5+17x4+8x3+22x2+31x+17
sur le corps F41
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Figure 7.3 – Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y2 = 55x6+29x5+25x4+38x3+56x2+15x+15
sur le corps F61

Figure 7.4 – Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y2 = 33x6+7x5+17x4+6x3+52x2+10x+23
sur le corps F61
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Figure 7.5 – Graphe de (3, 3)-isogénies contenant la courbe y2 = 8x6 + 3x5 + 7x4 + 5x3 + 12x2 + 5x+ 5
sur le corps F23

Des isogénies verticales apparaissent quand `OK n’est pas premier au conducteur de Z[π, π̂]. Il existe
une partie du graphe (appelée sommet du volcan dans le cas elliptique) qui correspond aux classes de
variétés dont l’anneau d’endomorphismes est l’ordre maximal et aux isogénies horizontales entre ces
variétés. Puis nous avons des isogénies qui descendent vers les courbes qui correspondent aux autres
ordres. La figure 7.3 ressemble aux cas elliptiques, cependant toutes les branches n’ont pas forcément la
même profondeur (figure 7.4).
Par ailleurs, quand ` se décompose totalement, nous nous rendons compte en étudiant C(O) qu’il peut
exister des isogénies entre les courbes ne correspondant pas à l’ordre maximal : figure 7.5.
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Au cours de cette thèse nous avons donné quelques pistes de recherche. En particulier à la section 4.5,
nous avons expliqué comment rechercher des courbes hyperelliptiques intéressantes pour l’algorithme
HECM (c’est-à-dire des courbes décomposables, ayant des thêta constantes de niveau 2 rationnelles, que
les paramètres de la surface de Kummer utilisés soient petits et enfin qu’il existe une relation linéaire
entre les thêta constantes de niveau 2 de la variété ou de sa variété isogène).

Dans le cadre des formules de Thomae (chapitre 6), il serait intéressant de savoir construire une
fraction rationnelle sur la variété Jac(C) ayant ses zéros et pôles fixés. En effet, nous serions alors capable
d’utiliser la formule du lemme 6.1.2 pour obtenir les puissances 2n-ièmes des thêta constantes de niveau
n associées à une courbe hyperelliptique de genre g quelconque.

Dans le cadre du calcul d’isogénies entre courbes hyperelliptiques de genre 2, nous avons expliqué
(chapitre 7) comment calculer des (`, `)-isogénies. L’étape suivante est le calcul de (`, 1)-isogénies (et
plus généralement de (`, 1, . . . , 1)-isogénies en dimension g). Pour calculer des `-isogénies, nous avons
considéré les tores complexes Cg/ΛΩ. Ces tores sont naturellement munis d’une forme de Riemann c’est-
à-dire d’une polarisation. Les fonctions thêta sont également intrinsèquement liées à des polarisations
(non principales). Les `-isogénies étudiées au chapitre 7 respectent ces polarisations, or ce n’est pas le cas
des (`, 1)-isogénies. Ceci constitue une obstruction pour trouver des formules permettant le calcul de ces
isogénies avec les fonctions thêta.

Smith [Smi09] a proposé une méthode permettant d’attaquer le problème du logarithme discret dans la
jacobienne d’une courbe de genre 3 hyperelliptique en le transférant, par des isogénies, dans la jacobienne
d’une courbe non hyperelliptiques. Les algorithmes permettant de résoudre le problème du logarithme
discret dans ce dernier cas nécessitent la connaissance d’une équation de la courbe non hyperelliptique.
De ce fait, seules des 2-isogénies sont utilisables ce qui limite le nombre de courbes hyperelliptiques
sur lesquelles cette méthode est applicable. On pourrait essayer d’exploiter le calcul de `-isogénies entre
variétés abéliennes représentées par les fonctions thêta qui a été présenté au chapitre 7. Par ailleurs, nous
avons expliqué comment passer d’une courbe hyperelliptique sous forme de Weierstraß et des coordonnées
de Mumford aux fonctions thêta. La brique manquante pour la résolution de ce problème est donc la
reconstruction d’une courbe de genre 3 non hyperelliptique à partir des thêta constantes associées. Deux
problèmes apparaissent naturellement :

– reconstruire une courbe de genre 3 non hyperelliptique à partir des thêta constantes associées,
– savoir changer de coordonnées (calcul des morphismes).

Une fois ces deux problèmes résolus, nous serions capables de calculer des `-isogénies entre jacobiennes
de courbes de genre 3 et donc de généraliser la méthode de Smith.

Dans cette thèse, nous avons utilisé la théorie analytique des fonctions thêta. Le principe de Lef-
schetz et la théorie de la réduction permettent d’étendre les preuves et les formules aux cas de corps de
caractéristiques impaires. Dans le cas de corps de caractéristiques 2, les coordonnées thêta doivent être
modifiées (et ce de manière différente suivant le 2-rang de la variété). On pourra consulter [Dia10] pour
une description des coordonnées thêta de niveau 2 en genre 2 suivant le 2-rang de la variété. Dans le
cas de courbes ordinaires, Gaudry et Lubicz [GL09] ont étudié les formules sur une extension de Q2. Ils
ont désingularisé les équations en 2 avant de réduire les formules. Cette méthode pourrait être utilisée
pour obtenir des `-isogénies entre variétés abéliennes ordinaires sur des corps de caractéristique 2 et en
particulier dans le cas de courbes hyperelliptiques de genre 2 sur F2n . Une difficulté est qu’une courbe
hyperelliptique sur un tel corps ne peut être mise sous forme de Rosenhain. Cela rend la désingularisation
des formules des morphismes plus difficiles à obtenir. Dans [GL09], les auteurs ont expliqué comment
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calculer les morphismes en genre 2.
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In M. Fossorier, T. Høholdt et A. Poli, éditeurs : Applied Algebra, Algebraic Algorithms
and Error-Correcting Codes, volume 2643 de Lecture Notes in Computer Science, pages 34–
42. Springer Berlin / Heidelberg, 2003.

[BL04] C. Birkenhake et H. Lange : Complex abelian varieties, volume 302 de Grundlehren
der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences].
Springer–Verlag, Berlin, second édition, 2004.
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Résumé

Depuis le milieu des années 1980, les variétés abéliennes ont été abondamment utilisées en crypto-
graphie à clé publique: le problème du logarithme discret et les protocoles qui s’appuient sur celles-ci
permettent le chiffrement asymétrique, la signature, l’authentification. Dans cette perspective, les jaco-
biennes de courbes hyperelliptiques constituent l’un des exemples les plus intéressants de variétés abé-
liennes principalement polarisées.

L’utilisation des fonctions thêta permet d’avoir des algorithmes efficaces sur ces variétés. En particulier
nous proposons dans cette thèse une variante de l’algorithme ECM utilisant les jacobiennes de courbes de
genre 2 décomposables. Par ailleurs, nous étudions les correspondances entre les coordonnées de Mumford
et les fonctions thêta. Ce travail a permis la construction de lois d’additions complètes en genre 2.
Finalement nous présentons un algorithme de calcul d’isogénies entre variétés abéliennes.

La majorité des résultats de cette thèse sont valides pour des courbes hyperelliptiques de genre quel-
conque. Nous nous sommes cependant concentré sur le cas du genre 2, le plus intéressant en pratique.
Ces résultats ont été implémentés dans un package Magma appelé AVIsogenies.

Mots-clés: Cryptographie, courbes hyperelliptiques, variétés abéliennes, fonctions thêta, factorisation,
isogénies

Abstract

Since the mid 1980’s, abelian varieties have been widely used in cryptography: the discrete logarithm
problem and the protocols that rely on it allow asymmetric encryption, signatures, authentification... For
cryptographic applications, one of the most interesting examples of principally polarized abelian varieties
is given by the Jacobians of hyperelliptic curves.

The theory of theta functions provides efficient algorithms to compute with abelian varieties. In
particular, using decomposable curves of genus 2, we present a generalization of the ECM algorithm. In
this thesis, we also study the correspondences between Mumford coordinates and theta functions. This
led to the construction of complete addition laws in genus 2. Finally we present an algorithm to compute
isogenies between abelian varieties.

Most of the results of this thesis are valid for hyperelliptic curves of arbitrary genus. More specifically
we emphasize on genus 2 hyperelliptic curves, which is the most relevant case in cryptography. These
results have been implemented in a Magma package called AVIsogenies.

Keywords: Cryptography, hyperelliptic curves, abelian varieties, theta functions, factorization, isogenies
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