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���� �� 
����	���� ������� �� ������� ����

=
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	��� ������ 
��� ��� ���	� 	����� ������� .������ �� �������� �� �����������
�� E �� ���������	����� ���� 
�������� �� 
������ 	� ���	�� �� 
��������	��

�� ������ �� 	��������� �� ������� ���� �� ������� �
������ �� ����	���� ��
������������ ��� 	�
������ 	��������
 � ������
 ������� �� 	������	���� �� ��

/������ ���������
 ������� ��� ���	���� �� ���! 
����� �� ����
 ��7�����
	������ �� ������������� ������� �� ������ ��� ���	��

������ 
���	�
��� ��� ���

������ ��� ����������� �� E �����������������
��� 	��	��� ��� ���! ���������� ���� ���	 2× 2 ����� �� ���� �� �� ��	���

������� ���� ���	 �

�������� � �� ������ ��
������ �� �� 
/������� ��
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��	����� 
����	��� �� �� �� ����������� ��
E ��� ��� ����� 
����� ����������� �� �������������� �� E ����� 
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���� *�)H =

��	����� 
����	��� �� �� �� ����������� �� E ��� ��� ����� 
�����
�����������

������� (u0, u1) ���	��� H {
z0 = �(u0 + u1)/2�
z1 = u1 − u0

'*�)(

=����
 ��� 	��6	����� ����������� ������� 	�����
������ ���
�	�������� � ��
��/���� �������� � �������� ��������� ��� ���! �������
 �� �� �������� ����� 	��
���! �$��� �������� ��� 	��6	����� ����������� zk

i (i ∈ {0, 1}, k ∈ {1, 2, 3})
���� ��	���� 
�� �� �� 
���� �� 
����	�����

&���������� ���������� �� ���	 2×2 ���� ������ ������ �� �� 
/�������
%�� 	������	���� �� �� 
/������
 �� ������ ��/���� �� �� 
���� �� ���������
��� ��9� 	����� �� ������ ������������� ��
������� =����
 �� ��	������	����
��� ���! 
�!��� �� ��	������������� ��� �����������
 
�� 
����	����
 �� �� ������
�� ��������� %�� 	���������
 	������������ �� �������
 �� ��/ � 
��� ������
���	� �� �/������� �� ����� ��������	� 
������� �� ���������� ��� 	�������
���� z2
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 �� �������� ������ ���� �� 
���� *� ,� ���� ���	 ��� �� 
����	���� ���
��	�� ���� ��6������� �6	�	� 
��� �������� �� �/������� ��� �������� ���
	��6	����� ����������� �� �� ��	���� ��������� �� ���	 2×2 ���� ���������

�������

������������� �� ��� ���� ������ ���� �� 
���������� �� ��	���� �� 	������	�
���� �� �� 
/������ ������� �� ��/�� �� ���! 
/������ �������	���
 	����
�� ������ �� ����� *�*� �� 
���� �� 
/������ �� E ��� 	��������� 	���� 	����
�� ������� H �� ��/���� �� �� 
���� �� ��������� 	�����
��� � �� ������ ��

�!�� 	�����
������ �� ������ ������������� ��
������� �� ����������� ��
�� ��	���� ��������� ���� ���	 2 × 2 
��� ��������� �� ���� 	���� �������
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��	��� ��� ��������� ��������� ��! 
����	����� �� ����� ��
	� 	��
����� �� ��	������	���� ���� ���	 2 × 2 Yl(b

2(i, j)) �� ������ l �� ��

/������ ���7�	��� �� ���! 
�����
 �� ������� ��� ���! 
/������� ��������
	����

�� 
���� �� 
���� ������� �� 
���� �� 
/������ �� E �� ������ ��� 
�!���
Yl(2i, 2j) �� Yl(2i + 1, 2j + 1) �� �� 
���� �� ���������� �� ����������� �� E
�

������ � 	� 	��
�� �� 
����� ���	��� H

zl,1
0 (2i, 2j) =

⌊
Yl(2i, 2j) + Yl(2i + 1, 2j + 1)

2

⌋
'*�*(

zl,2
1 (2i + 1, 2j + 1) = Yl(2i, 2j)− Yl(2i + 1, 2j + 1) '*�2(

�� ���� �� ���������
 ��� 	��6	����� ����������� �� �� ��	���� 
/������ ��
E ���� 	��	���� 
�� H

zl,3
0 (2i + 1, 2j) =

⌊
Yl(2i, 2j + 1) + Yl(2i + 1, 2j)

2

⌋
, '*�>(

zl,3
1 (2i, 2j + 1) = Yl(2i + 1, 2j)− Yl(2i, 2j + 1), '*�0(

�W ��� ����	�� i �� j 
��������� �� ����/�� ���
�	�������� ��� 	������� �� ���
������ �� ��������

����� '�!���� �� �� ���
	(�� �	�������

���� �� �� 
���� * �� 
����	���� ����
 �� ������ ��/���� �� �� 
���� ��
��������� zl,1

0 (2i, 2j) ��� ������ 
�� �� ������ �� ���	 �� ������ ��
������
���� ���� ��
��� ����	������
 �� �� ���� �� �������� H

zl,1
0 (2i, 2j) = Yl+1(i, j). '*�-(

%��� �� 
�!�� 
��	� �� ������ �� �� 
/������
 ��' ������� l = lmax
 ��
��/���� ��� �������� H

Ylmax(i, j) = zlmax−1,1
0 (2i, 2j) '*�K(

�� 
����	���� 
��� ������� ��� ������� �� 	�� 
�!��� ��� ����� ��������
	���� 
��� �� �������� �� ��	���� *�2 �� ������ �� 9�� �� 
����	�����
�6	�	�� � ����	����� �� ������������� ����� �� ������� ��� ���	��
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��� �� ������ �� �� 
/������ l �����
 �� ���������� ��� ����� 
�!��� ��
������ Siz(x × l, y × l) ≤ 2l� �� ������	���� ���� ����� ������������� ����� ��

����	���� �� �� ��/���� �� 	���� �� ��������
 �� ����� �� 
����	���� 
��� ��

���� �� 
/������ �� E �� 	���� �������� 
��� �� ��	����� ��� 
����	����� ���
���� 
�������� 
�� �� ����� ��� ��� ���������� �� ���� �� ��
�������

����� ����	 ����� ���� �� ���
	(�� �!��
	�� �� ) *
	
��� ��� +�� �

�� ������ �� 	��6	���� zl,1
0 ����� ��9� 	����� �� ������ ��
������ ��

�� 
���� �� 
/������ �� E
 �� ��6� ��������� zl,2
1 
 �� �������� �� �� 
���� ��

��������� ���� ���	 2×2� &���� ���������� ��� ����� 
�� �� 
����	���� ��������
�� �$�� �/
� ��� �� 
����	���� �� �� H

z̆l,2
1 (2i + 1, 2j + 1) = 2.1

[
0.9Yl+1(i, j)

+
Yl(2i + 1, 2j − 1) + Yl(2i− 1, 2j − 1) + Yl(2i− 1, 2j + 1)

6

− 0.05
(
Yl(2i, 2j − 2) + Yl(2i− 2, 2j)

)
− 0.15

(
Yl+1(i, j + 1) + Yl+1(i + 1, j)

)
− Yl+1(i, j))

]
. '*�3(

����� ����	 ����� ���� �� �� ���� �!��
	�� �� ) * 	
���
��� +�� �

�� 
���� 2 �� ������������ �� �� ���
�� � ����� 
������������ ��	���
��� 	��6	����� ����������� ����� �� �� ��	���� ��������� ���� ���	 2 × 2

�

�������� �� ���� � �� ��	���� 
/������ �� E�

�+�+�+� 7�-���� �� �� 
������ �	�������

��� 
����	����� ��� ������� zl,3
0 	����� 
��� ������� .������ �� �� ��!����

��	��� ��� �� �$�� ����� J ����� ��� 	��6	����� �����
��	������ ��7 �����
������������ ��� 	��6	����� zl,3

0 ���� 
���� ��� ����������� ������ �� ������
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z̆l,3
0 (2i + 1, 2j) = α0

Yl(2i− 1, 2j + 1) + Yl(2i, 2j + 2) + Yl(2i + 2, 2j) + Yl(2i + 1, 2j − 1)

4

+ β0ẑ
l,1
0 (2i, 2j), '*�B(

���	 ẑ l,1
0 (2i, 2j) �� ������ ��	���������
 �
� � 
����	����
 �� 	��6	���� z l,1

0 (2i, 2j)�
5����� ������ 	��
������� ���� 
���� ��� ������� �� 
������ ẑ l,1

0 (2i, 2j) =
z l,1
0 (2i, 2j)� ����������� �� ������� .������ �� ���� �� ��������� �� 	��
�� ��

������� (α0, β0) =
(

1
4
, 3

4

)
�

�+�+�+� 8���	��� �� �� 
������ �-��
	�� �� 6

�� ��������� 
����	���� ��� 	��6	����� zl,3
1 ��� ������� 
�� �� 
����	���� H

z̆l,3
1 (2i, 2j + 1) =α1 (Yl(2i− 1, 2j + 1) + Yl(2i, 2j + 2)− Yl(2i + 1, 2j − 1)− Yl(2i + 2, 2j))

− β1

(
Yl(2i− 1, 2j) + Yl(2i− 1, 2j + 2)− Yl(2i, 2j − 1)− Y̆l(2i, 2j + 1)

)
'*�)4(

�W (α1, β1) =
(

3
8
, 1

8

)
� Y̆l(2i, 2j +1) ��� �� ������ �� 
�!�� ������� Yl(2i, 2j +1)

���� �� 
���� 2 �� 
����	���� �� ���

��� ���
������ 
	 �� �	����	 �����	

�� ���!� �� ���	���� �� �� 
/������ 
����� �� ��	������	���� �� �� ��!�
����� � 	����� ������ �� �� 
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 ����� ��� 
�!��� �� ������ Siz(x× l, y×
l) > 2l ���� 
������
 ��� ������ �/��� ��� ������� ���� �� �� 
���� �� ���	�����
� �������
 �� ������	���� ���� ����� ����� ��� ������� ������ �� �� 
���� ��

/������ �� E '
���� �� ���������(
 �� 	����� �� �� ���!� �� 
/������ �� E
'��	���� ���������(�

��#�� ���
	(�� �!��
	�� �� ) * ��
����

������������� �� ��!���� �� 	���	������ 
�� ��� ������ �	������ ��	���� .�

����	�����
 ��� ������� �� �������� zl,2

1 ���� ��6	������� �

��	������ � �������
�� 
��	����� ��������� &���� 
������� ���� ���� �

�/��� ��� ��� �
��������
��� ��������� �� �/
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E��� me(u1, u2, . . . , un) �� ������ ������� ���� �������� (u1, u2, . . . , un)
�� � �������� �� ������ ������� �� 	��6	���� zl,2

1 (2i, 2j) ����� ���� ��� +���
�� ��!���� ��� ������ 
�� H

z̆l,2
1 (2i + 1, 2j + 1) =

1

4

(
me

(
Yl(2i− 2, 2j), Yl(2i, 2j − 2), Yl(2i− 1, 2j − 1)

)
+ me

(
Yl+1(i + 1, j), Yl+1(i, j + 1), Yl+1(i + 1, j + 1)

))
.

'*�))(

�+�+�+� �����9�� �� �������� �� ����	��	�� �� zl
1 : ��(����

�� 	������	���� �� �� 
�������� �������� ��
����� ��� ��� ���	� �� ������ 4×
4 � Nmax×Nmax ���� 	��������� �� 
�!��� ���� �� ������ ��� ���� �� ����������
����
������ Th
 �� ����� �� ��	��
���� =����
 �� ������ 
������ �� �������� ����
���	 �� +��� ����� �� �� 
��� ��
�����
 �� ������ �������
 Th� &�	� ����
����� ���� 
��� �� 
���� * ��� 
��� �� 
���� 2 �� ����� ��	��
�������� ��
	� ����
 �� 	����"�� ��� �7�	��� �
� � ���������� �� zl

1 ��� �� ������ ��������
	�������

��#�� $��
	(
� �!��
	�� �� ) * ��
����

�� 	����!�� ������������ �� � ��	�� ���
������ 
��� ������������ �� zl,3
0

�� zl,3
1 ��6� � ��� 
����	���� �������� ���
��� =����
 ��� ��/����� zl,3

0 ����
�������� �� ��������� �� �������� *�B ���	 (α0, β0) = (0.37, 0.63)� �� 
����	����
�� �������� �� zl,3

1 ��� ������� 
�� ���������� *�)4
 ���	 �� 	��
�� �� �������
(α1, β1) =

(
1
4
, 0
)
�

��# �	� ������	� 	� �����	����� ���� �	��	

5��� 
��������� ���� 	���� ��	���� ��� 
��������	�� �� ��� ���� 
���
��� ������ ���������� ����� �� ������ �������� 	������ ���� 
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������ �� ������ �� �$��
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�� ������� *�) 
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��� ��� 	��
������� ��� ��������� ������� 
�� �
�
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��� �� �������� 	���������
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���� 
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?��� >�3* >�-> >�-0 >�K)
X���� >�B) >�-- >�0K >�K2
���� >�>- >�24 >�22 >�22
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��� >�K> >�0K >�03 >�->
����� 0�K3 0�0* 0�02 0�->
�� >�4) 2�00 2�-4 2�K3

��/���� >�B0 >�K4 >�K4 >�34

���� *�)H .����
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����� ��� A��� �������� �� 	��
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 ���� 
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�� ���� �� 
��� ��� ��� ������� �����
����� ��������� �� ������� *�* �������
�������
�� ��� ��7������ �������� 	����� �������
 ������ ��� �� ������� *�2
������ �� ������ �� ���	� 	��	����� � 	����� ������ �� �� ��	��
�������

������� �� 
���� �� 
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 ������� ��������� 
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��� ��� ���! �������� ������!�

�� ���� 	������� ��� �D � ��� ��������� 
����	���� ��� 	��6	����� zl,3
0 ��

zl,3
1 ����� �� �� 
���� 2 ����� 
���
 �� ��� 	��6	����� zl,2

1 �� ������ �� �� ��!�
���� ������� 
���� �� 
���
 �� ������
����� ��� ������� 	��
������� �������
���� ������ '����� ��� ���	�@��!����
 
���� *@
���� 2
 	��6	����� zl

0@z
l
1( ��


�� ������ �� ��	��
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 �
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 ��� ��������� ������� ��� �� 
����	����
��� ������� �� �������� �� �� 
���� �� ��������� �� ���� 
�� ���������� ���
����������� 
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U
> ���� ���	� %���� ) H -�4-

zl,2
1 zl,3

0 zl,3
1

2 ��!���� 16× 16 2�>- *�BK 2�)2
��� H 8× 8
 ������> 2× 2 -�2K 0�)4 0�BK

* ��!���� H 16× 16
 8× 8 2�32 *�34 2�>2
��� H 4× 4
 2× 2 -�)K >�B3 0�3>

) ��!���� H 16× 16
 8× 8
 4× 4 2�BK 2�43 2�KB
��� H 2× 2 -�)> >�3B 0�K3

4 ��!���� H 16× 16
 8× 8
 4× 4 >�4* 2�)4 2�B*
&������� H 2× 2 0�0- >�*2 0�)2

���� *�*H .����
�� �� ������� ��	� 	���� ���� 
���� '�� ����� ������ *4( 
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������ �� �� 
/������
 
�� ������ �� 
����
 
�� 	��6	���� �� 
�� �������
.����
�� ������ >�2) �

�

������ ������ ��� ���	� ������ �� ���	�
> ���� ���	� %���� ) H )4*>

2 ��!���� H 16× 16 )>3
��� H 8× 8
 4× 4
 2× 2 3K-

* ��!���� H 16× 16
 8× 8 )>->
��� H 4× 4
 2× 2 *-2*

) ��!���� H 16× 16
 8× 8
 4× 4 )44**
��� H 2× 2 -2-*

4 ��!���� H 16× 16
 8× 8
 4× 4 >4433
	������� H 2× 2 *0>>3

���� *�2H 5����� �� ���	� 	��	����� 
��� 	����� ������
 ����� �� 
���� ��
�� ������ �� 	��6	���� 
��� ������� ��	�
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2

4 5 6 7

3

préfixe :
postfixe :

infixe :
en largeur :

en profondeur :

1 2 4 5 3 6 7
4 5 2 6 7 3 1
4 2 5 1 6 3 7
1 2 3 4 5 6 7
1 2 4 5 3 6 7

parcours :
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�������� H ���
��	����� ���� ���	
2× 2
 4× 4 �� 8× 8 
�� �� ���	 16× 16 ��! ���! ����� �� �� 
���� �� �����
�� ���	��

�� ����� 2�K ������ ����� � ���� ���7�� ����� ������ ���� �� ���!� ��
�����A�� �������
 	�����
������ �� ��	��
��� �������� ��� ���	� �� ������
8× 8�

.���
 �� ����� 2�3 ����������� ��! �7��� ����� ������ ��� �� ������� �����
A�� ������� 	����� �� ��	��
��� 	����������� ��� ���	� �� ������ 4× 4�

������/�� �� �� ������� �������� ��� ������ ����������� �
� � ������������
������� ���� ���� ��� �� 	����� �� �� 
�������� �������� ������ ������ ������
��� �� 
������ �����A�� 
������� ��� ������������ ��� 
��� ��
��������� .�
�7��
 ��� ������ ������� ������ �� ��
����������� ��� �������� �� ��������
=����
 �� �� 
������ ���	
 �� ���� � ���	��
 ��� �� ��
��� �� ������ 16× 16 ��
������ ������ �� 	�������� � $��� ��	��
� �� ���	 8 × 8
 	���� 	��������� ��
��
��	����� ��� ���������� ��� ���	� 	��	����� 
�� ��� ���!� �� �� ������ ��
���
��� &��� �!
����� ��������� 
������� ����
�	� ������ �� �������� �������
������� 	�����	� �� 
������ ���� ��� �����A��� �������� 
��� ��� ���	� 
���

������ R� �������� ��������� ��� ��� �7��� �� ���� ���� ���� �� 
����� �	���
������� �� �������
 �� �� ���������� �� �������� ��
����� ���	 ��������� �� ��

������� ���� ��������

&� ��� ���� 
��� ������� �� 	���� �!
������������ ��� ��� �������������
	����� �� 
�������� �������� ��� ����

�	�� 
��� ��	��������� 	����	������



0'0' �7 +)�7�� (�� ����)�� ()  +�% >�7���� >2

)�* ��������� ����=,� )+* ����� �,���,�� �	�
 > #%
-5 �7

���� 2�KH ���!� �� ���
� �� 	����� �� �� 
�������� H ���
��	����� ���� ���	
8× 8 
�� �� ���	 2× 2 ����� ��! ���! ����� �� �� 
���� �� ����� �� ���	��

)�* ��������� ����=,� )+* ����� �,���,�� �	�
 > #�
�# �7

���� 2�3H F����� �� ���
� �� 	����� �� �� 
�������� H ���
��	����� ���� ���	
2× 2 
�� �� ���	 4× 4 ����� �� ���� � �������



>> �#�$�%�� 0' �7 +)�7�� (� +� $��%�%��7 <)�(%���

�������� =����
 �������	� ������ �� 	���� 
�������� ��
$	��������� �� �����
	����� ��	����� �� �������� �� �$��
 ������� �� 
�������� ����� ��6	���

�������� ��� 
�������� �������� 	��������� �� ���	� 16× 16 �� ������ 
�� ��

���� ��
 	���� �� ������ �� ����� 2�B� ������� ��	���� ��� 	���� ��	�������
�����
 ���� �� ��	�� 	�� ����������� �� 	��
���� - 
��
����� ��� �

��	�����
�� 	���� 
��
������

���� 2�BH %�������� ��	����� �� ��	����� H �/
��� �� ����� 
�������� ����
����� 	��������� �� ���	� 16× 16�

����� ,����� ��� �� "����� ���� ���	�� �� ����	 �	��

�+�+�+� �
���� �����	��� ����� ������

,� ������ ������� ��������� ������������� �� 
��
������� �� �������� ���
��� 
����� �� 
����	����� &���������� ������� �� ����� 
���� �� ������ ������
����
 � ������ 	���� ��	����� �� 
������ 
�!�� �� ������ ��
������ �� �� 
/�
������� �� ����/��� 
����
 �� �� ���� 
��
��� �������� ��� ���������� �� ��
��	��
������� �� �� ������� �� ��	����� ��� ������� ���� ���

%��� ��� ������! ����������
 �� ���� ����� 	��
�� ��� ���! 
/������� ���
�����	��� �� ��
���� ������������� ������� �� ������������� �� ��!����� �� ��
���� 2�)4 �������� �� ��<�� ���� �� 
��
��� ��� ������ �������� ��� �� 
���� ��
�� �� ��	���� ��������� ���� ���	 2 × 2 �� ���� ���� �$�� ������ �� ��

/������
 ���� ������	���� �� �� ������ ��� ���	�� �� ����� ���� �

���#���
��� ��� ������� �� �� 
��
������� ����� ������ ���� 
��� ��������� ���� �� 	��



0'0' �7 +)�7�� (�� ����)�� ()  +�% >�7���� >0

����� ������ ��� �� ������ �� �� 
���� �� 
/������ ��� 
��� ��� ������ ���
�� ������ �� �� ��	���� 
/�������

���� 2�)4H %��
������� ������������ ��� �������

�+�+�+� '(���	
�����	��


��� �!
������������� ������������ ���	 ��� ������ ���� �� ������������
��� ������� �� 
����	����� �� ������ �� �������� ���� ���� ��� ������ ��� ��
������ ��
������ �� �� 
/������ ���� ��� ������ ��� ��� ������! ����������

��� �������� �� .������ �� �� ��!���� ��	��� ���� ������� ��7���������

)�* ����� ��������� )+* ����� �����	������ )�* ���� 4 ����������� ��
�:������

���� 2�))H N����� �������� �� 
����	���� ������� �������� ��� �� 
�!��
YlT (0, 0) = Y4(0, 0)�

�� ����� 2�)) ������ ���7�� ����� ������ ��� �� 
������ ������ 	������

������ �� 
�!�� YlT (0, 0)� �� ������ �������� 
��� �������� ��� �������� �� ��



>- �#�$�%�� 0' �7 +)�7�� (� +� $��%�%��7 <)�(%���

������ ��������� 
��� ����� �� �7�� �������� R� ������� ���� �� ��	����� ��
�� ������ ��/���� �� ��������

�� ����� 2�)* 
������� ����
�	� ������ ����� ������ �/��� ���� ��� ��
������ �� ������ �� 
��� ���� �� �� 
/������
 ��7����� �� 	�� 
��	������ R�

��� �������� ��� �������� �� 
��
��� ������� ���� �� �������� �� �������
�� ��� � ������ ���� �� 
���� ��������� ��� �� 
�!�� ������� ��� 
����	�����
����� �� ������������! �

������� ��		���������� 	���������� � ������� �� +���
��������

)�* ����� �����	������ )+* ����������� �� �:������

���� 2�)*H N����� �������� �� 
����	���� ������� �������� ��� �� 
�!�� ��
������ lT = 4�

,� �

���#� ��� �� 
��	�
���� �������� �� �������� ���� �������� 
��� ������
������� ��� 
������� ���� ��� ������! ������ �� �� 
/������� 5��� 
�����������
���	 
���	�
������� ��� ��������� 	��	������ �� ������ lT − 1 = 3 �� ��

/�������

�� ����� 2�)2 ��	���� ��� ����� 	�� �� 
��
������� �� �������� ���� �� ��

���� �� ��	��
������� 
/�������� 
��� ����������� �� ������� .������� ���

�!��� �7�	��� 	�����
������ ���� � 	��! 
����� ���� ����� ����� ����������
&�
������
 ������ �� ����� 
����������� ����������
 ��� ������������ �������
�� � ��	�������
 �� ����� ����� ��� ��� ������ ����������� � 
����� ����������
������� ����������� ��� ������� �������� ���������
 	���� �� �������� ���
������ 2�)> �� 2�)0�

���!
��	����� �� ��� ��� ���! 
����� ��� ������� 	��9��������� �� 9���
����� 
���
 �� 
����	���� �
 �� ��� ����������� ��������� ��� ������� �����
������
 	���� �� ������� ������ 
�� �!��
��� ������� 
���
 ������������
����� ������ �� 
�!�� ����� 	��
�� ���� ����� ������ �� �������
 ����������
����� �� ������� �� �� ������ �������� %��� �� �$�� ������ �� �� ��	��
��



0'0' �7 +)�7�� (�� ����)�� ()  +�% >�7���� >K

)�* ������ 	�� z3,2
1 � ��������

�� �� %�� �������� �� � ��
������ �

)+* ������ 	�� z3,3
0 �

������� �� �� #� ��������
�� � �� ������ �

)�* ������ 	�� z3,3
1 � ��������

�� �� #� �������� �� � ��
������ �

)�* .���������� �� �:������
�		�� �� �
%��

)�* .���������� �� �:������
�		�� �� �
%�+

)�* .���������� �� �:������
�		�� �� �
%��

���� 2�)2H R���������� �� �� 
��
������� ������������ �� ���������



>3 �#�$�%�� 0' �7 +)�7�� (� +� $��%�%��7 <)�(%���

������
 �������� �� 
��
����� �������� 
��� ������� ���� �7�	���� �� ������ ��
�� 
���� �� ���	���� 
/���������

)�* ������ 	�� z3,2
1 )+* ������ 	�� z3,3

0 )�* ������ 	�� z3,3
1

)�* .���������� �� �:������
�		�� �� �
%6�

)�* .���������� �� �:������
�		�� �� �
%6+

)�* .���������� �� �:������
�		�� �� �
%6�

���� 2�)>H R���������� �� �� 
��
������� 	��
� �� �� �������� '������ �� ������
������( �

������ ��� ������� �=G ����� ���������� H ��	��
������� ������
�� �� 
/�������

�� ����� 2�)- 
����� �� ������� ��� ����� �������� H �������
 ����
�	� ������
��� ����������� �� 	�� �� ������ ������ 	������ ��� ��� ������ ��	���������

	���� ��� �� ����� 2�)-�
 
��� �������� ẑ3,3
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Evolution of the quadtree entropy vs. threshold
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entropy vs. number of blocks
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 ���!������� �� �� ��7����	� ��
	�
 ��� ��� ������� ���������� ����������� �� �������� .��� ��
��� ��� ��
����������� �� E ��� ��� ��� ����������� ����������� %������ ����� �� �!��
��
	��
��� �� ����������� �� 	���� ��������

E����� ��� ���! 
�!��� �

����� �� �������	� ���
�	���� x = 206 �� y =
201� ���� �������������� �� E ����� H

l =

⌊
206 + 201

2

⌋
=

⌊
407

2

⌋
= 203, h = 206− 201 = 5. 'B�)(

E��� �� ��� b = 1 � �������
 �� ������ �� �������� ������� ����� H

h′ = 2× h + b = 2× 5 + 1 = 11. 'B�*(

�� �������������� ������� ����� ��� ��������� ������� ��� ���! 
�!���

x′ = 203 +

⌊
11 + 1

2

⌋
= 209, y′ = 203−

⌊
11

2

⌋
= 198. 'B�2(

�� ����������� ���
 
�� ���������
 �

������ ��! ���! 
�!��� H

l′ =

⌊
209 + 198

2

⌋
= 203, h′ = 209− 198 = 11. 'B�>(

�� ��� b ��� ������������� �!����� �� ��������� R� 
��� ����� ������� �� ������
��������� �� 	�����	� 
�� ��� �
�������� ��������� H

b = �EC(h′) = 1, h =

⌊
h′

2

⌋
= 5. 'B�0(

,� �� ����� 
��� ���� �

������ �� �������������� ������� 
��� ������� ���

�!��� ��������! H

x = 203 +

⌊
5 + 1

2

⌋
= 206, y = 203−

⌊
5

2

⌋
= 201. 'B�-(

���
������� ���������� ����������� h′ = 2 × h + b ��� ������	��
	 �� ��
��"�
�	�� �� 	��

,� 	������� ���� �� �$�� ��������� ��� ����������� �� ��� ���������� 
��
�� ��
�������� �� 	�
�	���� .� �7��
 ��� ��� ����� ���� ��� 
�!��� ���� 	����
��� 3 ����
 �� ���� ���
�	��� �� 	�������� H

0 ≤ l +

⌊
h′ + 1

2

⌋
≤ 255, �� 0 ≤ l −

⌊
h′

2

⌋
≤ 255. 'B�K(
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l �� h′ = 2× h + b ����� ��� �������
 �� 	�������� B�K ��� ����������� � H{
|h′| ≤ 2(255− l), �� 128 ≤ l ≤ 255

|h′| ≤ 2l + 1, �� 0 ≤ l ≤ 127
'B�3(

�� 	� ������ ��� ���� �� ������ �� b ∈ {0, 1}�
%��� 
������� �� ��
�������� �� 	�
�	���
 �� 	�������� B�K ������� ����� �

���� ��� H
|2× h + b| ≤ min(2(255− l), 2l + 1), ∀b ∈ {0, 1} 'B�B(

��������� ������ ��� ��� ���� �� ����� �������� H

h′ = 2×
⌊

h′

2

⌋
+ �EC(h′) 'B�)4(

�� ��� 
������� �� ������� ��� ��� �� 
���� ������ ���� 
�������� �� ��
�����
���� �� 	�
�	���
 � �� 	�������� ��� H∣∣∣∣2× ⌊h

2

⌋
+ b

∣∣∣∣ ≤ min(2(255− l), 2l + 1), ∀b ∈ {0, 1} 'B�))(

&�� 	��������� 
��������� �� ��
����� ��� 
����� �� 
�!��� �� 
�������� 	����
������� =����
 �� ������ ��� ���! ���������� ��������� H

&�B�	�	�� � '.!��������(+ �� �������� h ����� 
���� �� 
�!��� ��� ��
��� �
�� 	�������� B�B ��� ��� Z �!�������� [ ���� l�

&�B�	�	�� � '&���������(+ �� �������� h ����� 
���� �� 
�!��� ��� ��
���
� �� 	�������� B�)) ��� ��� Z 	��������� [ ���� l�

� 
����� �� 	�� ����������
 �� ��� �������� ������ 
��
������ � ��������

)� 8� �������� h 	��������� �� ����� �
� � �����	����� �� ��� ����

*� 8� �������� h �!�������� ��� ���9���� 	����������

2� =
� � �

��	����� �� ��	�
 �� �������� ������ h′ ��� 	����������

>� E� �� �������� h ���� 0 �� −1
 ��� 	��������� ���!����������� �� �� 	����
��������� ���� ������������ '2× h + b = 2×

⌊
h
2

⌋
+ b(�

&�� 
��
������ �������� �������� �!
��	������� ������������� �� ���������
�!��������� '��� ���� �� ������� ��������� ��9��������� ���� ��� ������ ���
��������( 	���� ��

��� 
��� ����������� �� ���	
 ���
� � �� 
��
����� 2
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��� �� 
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�� ���� ��� ��������� �� ���	���� �� ��� ��	�
��� ��� �� �������� �!��������

�� �� ��� �������� 	����	�� ���� �� A�� 
��� �� �������� 	����������

�� ������� ��� �� ���� �� 
�� 
��� 	��
��!�� .� �7��
 �� ����� 
�� ���
	������� �� 	��������� ���� ��� �!��������� 	���� ��

��� �� �� 	����� �����
��� ���������� � �� 	�
�	��� ������� ��� �7��� ���� �������� 	����� ����� �����
	��
 ����� �������� ��� 	��! ���� �������� ������ '	��
 ���� ���� �� 	�� ��
�� 
��
����� > �W �� / � ������� 
�������
 (2×

⌊
h
2

⌋
+b) ���� ���9���� 
��� 
��	��

�� h ��� (2×h+ b) (
 �� ��� 
��������� 
��� �� ������� �� ������� �
� � ������
���� ��� �� 
��� ���!��������� 
�������� ������ 	��������� 	���� 	�����������
�� 	���� �� 
������� ����������� ����� ���� 	"�� ��� �!��������� 	������ 
���
��	�
 �� ���	 ���������� �������
 �� �� ������� ��� �!��������� 	������ �� ���
	���������� 	������� �� 
��
����� > ���� ��� �� �������� �� ����������� ���� h
���� �� �$�� ������ ��� ���� �� 	������������ �� h� ���� 	� 	��
 �� ���� �� 
���
9���	���! �� 	��������� �� �������� 	���� �!�������� H 	���� �������� 	�D��
����� 	��� '
�� �� ������ � ���	���( �� 
�������� �� ���� �� I���� �����
������� ��������� '��� ���� �!
������ 
��� ����( 
��� �������
 ���� �� 	��
���� 
��	��
 �� ������ �� A�� 	�������� ��� ����

�+�+�+� ������

������������ ����������� �� ������� 
�� ���!������� �� �� ��7����	� ��
������� �� ��! ���
��� �� ����� B�) 
������� �� ��		������ �� 	�� ���
���

)� ��� 
�!��� �� ������� ��������� ���� �

����� ������� �� ����/��� �� ��
��� �� � ����� 	�������	�
 
��� �� ����������� �� E ��� �

������ ��!

����� �� 
�!���� ��� ��������� hn ������� ���� ������ ���� ��� �����
����������������� {h1, h2, · · · , hn} J

*� &��	�� �� 	�� ��������� ��� �7�	�� � ��� �� ��� ����� ��� ������ 	����
������ ��������� H
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appariement
catégorisation
des gradients

création carte
des positions

collecte des LSBsinsertion de la chargetransformation inverse
application de la

image originale

image après insertion

���� B�)H ���
�� �� �� ������� ���!������� �� �� ��7����	�

L .^ H 	������� ���� ��� �!��������� ��� ������ 0 �� −1 J
L .5 H 	������� ���� ��� �!��������� ��� ���

���������� 
�� � .^ J
L &5 H 	������� ���� ��� 	���������� ������ J
L 5& H 	������� ���� ��� ����	���������� J

2� �� 	���� �� 
������� ��� 	����� F��� ��� .^ ���� ����	������� 
��� ��
�.
 
��� ���� �� 
����� ��� .5 ������� �� ������ �� �� 	����� ������ ���
.5 
������ ���	 $��� ��
���� �� ���! �����	��������� H
L .5) H ��� .5 ��� ������ ������� J
L .5* H ��� .5 ��� ������ 	������ J
�� 	���! �� �� ������ ����� .5) �� .5* ���� �!
����� 
��� ����� .�
������
 �� 	���� �� 
������� �� ���� �7�	��� ���� �)� ��������� ��������
�

������� � .^ ∪ .5) �� ���� �4� ��������� �

������� � .5* ∪ &5 ∪
5&� �� 	���� ������� ����� ������� ��� 	��
������ 
�� �� 	����� �/
�
_C,?* �� ����������� �� A�� ������ ��� ���� L J

>� ��� ��� ��� ��������� �

��������� � .5* ∪ &5 ���� 	����	��� ����
�� A�� ���� C
 ���� 
��� 	��! ���� ��� ������� ���� 1 �� −2 	�� �����

������� $��� ����������� ��:	� � �� 	���� �� 
������� '�!
��	����� ����
�� ��	���� ��������( J

0� E��� P �� 	����� ����� ��� ���� ���� �������� �� A�� B = L a ��������
Z �� �� L [ a C a P ��� ������ ����� ������������ )�

-� .���
 �� ����������� ������� ��� �

������ 
��� ������� ������� ����
�����

�+�+�+� &	
��
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4���	��0 i, j

i← 1
j ← 0
D�	�� ' i ≤ |B| ( ��

j ← j + 1
	# ' hj ∈ (EZ ∪ EN1) ( ����

hj ← 2× hj + bi

i← i + 1
��
�
	# ' hj ∈ (EN2 ∪ CN) ( ����

hj ← 2×
⌊

hj
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⌋
+ bi

i← i + 1
��� 	#

��� 	#
��� D�	��

�����	�� �� �������� �� A�� ����� B ��� ����� � |L| + |C| + |P|� ���
� �
������������ �����������
 �� 	�
�	��� ������ ���� |EZ|+|EN1|+|EN2|+
|CN |� ���	
 
��� ��� B 
����� $��� ������ ���� ������
 �� ���� ��� H

|L|+ |C|+ |P| ≤ |EZ|+ |EN1|+ |EN2|+ |CN | 'B�)*(

E��� N �� ������ �� ��������� �� ������ h = 1 �� h = −2 ���� EN2 ∪
CN 
 ����� H

|P| ≤ |EZ|+ |EN1|+ N − |L| 'B�)2(

=����
 �� ������ �� �� 	����� ����� ��� ��!������ 
�� �� ����� �� ������
�� ��������� ����	������� 
��� �� �. 
��� �� ������ �� ��������� ������
1 �� −2 ����� �� ������ �� �� 	���� �� 
��������
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	���	�� �� �� �	
	�� 'E�F'E� E��� ��� 
���� �� 
�!��� (x, y)�
E��� (x′, y′) �� �������� 
���� �
� � �. �� (x, y)� &���� �� ������
��/���� l ����� ��	������


x− x′ ≈ y − y′ 'B�)>(

���

��!������� ����� �� � �� ���	���� ��������� 
�� ������� R� � ����� H

(x− x′)2 + (y − y′)2 ≈ 2× (y − y′)2

= 2×
(⌊

h

2

⌋
−
⌊

h′

2

⌋)2

≈ h2
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������ ��������
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��� .5) �� .5* H{

EN1 = {h ∈ EN : |h| ≤ T}
EN2 = {h ∈ EN : |h| > T}
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�� 
���	�
� ��
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)� �� �������������� �� E ��� �

������ ��! 
�!��� �

����� ������� ��
����/��� �� �� ��� �� ������ ���� �� ����������� ��� ������� J

*� &����� �������� �� �� ����� ������� {h1, · · · , hn} ��� �7�	�� � ��� ��
��� ����� ��� ���! 	��������� ��������� H
L CH H ���� ��� ��������� 	���������� J
L NC H ���� ��� ��������� ����	���������� J
%��� ���������
-���
 �� A�� CH ��� ��������� � EZ∪EN∪CN � &����

��
����� ���������� ��� �� 	�� 
��� �� ��	������	���� �!�	�� J

2� �� �EC ��� ��������� ���� &X ��� ��������� �� ��� ��������� ���
�	����
�� 	����	�� 
��� ������ �� A�� ������� B J

>� �� A�� L ��	��� ���� B '�� ����� �� B 9������� �������� �� ��( ���
��	��� 
��� ������� �� 	���� �� 
�������� E��� s �� ������ �� L ���� B
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 �� �� ������ ���� �� 	���� ��� 	
 ����� �� ������
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 �� h = 0 ��
h = 1
 �� ������ ��������� ���� ���	����� 1 H �� ���� ������ 0
 	� ������ ��
0 �!�������� '�� 0 	��������� ��� �!��������(
 �� �� ������ ���� �� 	����
������ �� �� �� �$�� ��<��
 �� h = −1 �� h = −2
 �� ������ ���������
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 ����� �EC
���� ��������� ��:	� �� A�� C� 8�� ���� ��� ������ ��� ������� ��� ���
����������
 ��� ���� �������� ���� B ������� �� 	����� ������� P J
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hj ←
⌊

hj

2

⌋
��
�
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)�* +���	 4× 4� #&3�6 +��	 ��	,�,	 )�* +���	 4× 4
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� �� 	����� �� �� 
�������� H ���
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�� �� ���	 2× 2 ���� �� 	��� �� ���� � ���	��� � >)
2�- %���� �� ���
� �� 	����� �� �� 
�������� H ���
��	����� ����

���	 2× 2
 4× 4 �� 8× 8 
�� �� ���	 16× 16 ��! ���! �����
�� �� 
���� �� ����� �� ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >*

2�K ���!� �� ���
� �� 	����� �� �� 
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���� ��
����� �� ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >2

2�3 F����� �� ���
� �� 	����� �� �� 
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� �� 	��7������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0B
>�* %���	�
� �� 	��7������ �/�������� � � � � � � � � � � � � � � � -4
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� �� 	��7������ ��/�������� � � � � � � � � � � � � � � � -)
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>�0 &��7������ �� ��	��7������ 
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>�- &��7������ �� ��	��7������ 
�� ���	
 ���� &OC� � � � � � � � -K
>�K &��7������ �� ��	��7������ 
�� ���	
 ���� ROC� � � � � � � � -K
>�3 &��7������ �� ��	��7������ 
�� ���	
 ���� &FG� � � � � � � � -3

0�) &��7������ ����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K>
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� �� 	��7������ 
������ ������� � � � � � � � � � � � � � K-
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�� �� �� 
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K�0 ,���� ��	� 	��7��� �� ������ 2 
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K�- ,���� ���

	 ���	 �� ������ > 	��7��
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�� ��	��7��� ���	 ��� 	��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � ))3

K�K N�� �� E/��.b
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��������� ���9��� �� 	����
������� ��� A��� �� ��� A��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � )*4

K�3 &��7������ ��& �� �� 
�������� �� �� A�� �� ������� ���

	

��� ��7������ ������!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )*)

K�B &��
������� �� 	��7������ �� �� 
�������� �� �� 	��7������
	������ �� �� 
�������� �� .�� 
��� �� ������ > � � � � � � � � � )**

K�B &��
������� �� 	��7������ �� �� 
�������� �� �� 	��7������
	������ �� �� 
�������� �� .�� 
��� �� ������ > '����� �� ��(� � )*2

K�)4 ,���� ��	� ��	��7��� '��&( �
� � �����	����� �� ��	�����
����� ������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )*K

K�)) N������������ �� ������� ������� �� 	������ ��� ������� ��	�
��	��7��� '��&( �
� � �����	����� ���� ��� 
���� ���� ��
��	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )*K

K�)* &��7������ ��& 	������ 
��������
 A�� �� ��	���� �����������
������ ��� ����� ���� 
��� ��7������ ������! � � � � � � � � � � )*3

K�)2 &��7������ �	� 	������ 
��������
 A�� �� ��	���� �����������
������ ��� ������� ��	� 
��� ��7������ ������! � � � � � � � � � )*B

3�) =������ 
�� ��
������� P ������������ � � � � � � � � � � � � � )>*

3�* %���	�
� �� �����	����� �� 	��� ���	��� � � � � � � � � � � � � )>0

3�2 �� ������� �� ^��� P \�	� ')BB0( 
�� ��������� �� 	��6	�����)>-

3�> %���	�
� ����������� �� �� ����	���� ���
� � b�� �� ��� ')BBK( � )04

3�0 F������������� �� O������ ��� �� 
���� �� �� ������ � � � � � )04

B�) ���
�� �� �� ������� ���!������� �� �� ��7����	� � � � � � � � )03

B�* %������� �� ����������� 	� 
�� �� 
�������� �������� �� ���
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )-*

B�2 ������ ���������� �� ����� 
��������� �������� ����	���� � � � � )->

B�> ���������� �� ���	���� �� �� 	�
�	��� 
��� 
��
� &��
�������
��� �������� ��� ����a	�
 ����� �� 	� �������� �� �������
	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )-K

B�0 Y�������� �� �� ������� �������� ����� �� ������ �� ���	� �������

����� ��	�� %��� 	����� �����
 �� ������ �� ������ ��� 
����
����� �� 
�!��� ��� ��� ��� ������� '�� ����	 ��� ���� ����( � � )-3
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B�0 Y�������� �� �� ������� �������� ����� �� ������ �� ���	� �������

����� ��	�� %��� 	����� �����
 �� ������ �� ������ ��� 
����
����� �� 
�!��� ��� ��� ��� ������� '�� ����	 ��� ���� ����(
'����� �� ��( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )-B

B�- Y�������� �� �� ������� �������� ����� �� ������ �� ���	� �������

����� ���� %��� 	����� �����
 �� ������ �� ������ ��� 
����
����� �� 
�!��� ��� ��� ��� ������� '�� ����	 ��� ���� ����( � � )K4

B�- Y�������� �� �� ������� �������� ����� �� ������ �� ���	� �������

����� ���� %��� 	����� �����
 �� ������ �� ������ ��� 
����
����� �� 
�!��� ��� ��� ��� ������� '�� ����	 ��� ���� ����(
'����� �� ��( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )K)

B�K Y�������� �� �� ������� �������� ����� �� ������ �� ���	� �������

����� �����
� %��� 	����� �����
 �� ������ �� ������ ���
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����� �����
� %��� 	����� �����
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�!��� ��� ��� ��� ������� '�� ����	 ��� ����
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%��
� ��� 
�$�����

)�) .����
�� T�

U 
��� �� �������
 ����� �� ���� � � � � � � � � **

*�) .����
��� 	��
����� ��� A��� �������� �� 	��
������� ����

����� �������� 
�� ��� ����
 ����� �� ��� � � � � � � � � � 22

*�* .����
�� �� ������� ��	� 	���� ���� 
���� '�� ����� ������ *4(
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*�2 5����� �� ���	� 	��	����� 
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���� ��� ������� �� n � � � � � � � � � B3

-�* .����
�� ��� ������! �� �� 
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