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Le traitement du signal contemporain doit s'intéresserlde @n plus a des signaux irréguliers et non
stationnaires. L'utilisation d’ondelettes et d’outilsadalyse fractale est appropriée a I'analyse de tels
signaux. Plus précisément, de nombreuses applicationgr@noigue la caractérisation de la régularité
locale obtenue via ces techniques est pertinente pour ésarigtion et leur traitement.

En particulier, dans le cadre de I'application qui nousregée, la modélisation du frottement entre
un pneumatique et une chaussée, il semble intuitif que lamde régularité est liée a la capacité d’'un
profil routier a générer un frottement lors du contact avegnaumatique. On montrera dans la deuxiéme
partie de la thése que cette intuition se vérifie numériqument&est pour cette raison que la notion de
régularité constitue un des axes principaux de cette thése.

Bien que I'étude de la régularité soit une problématiquatiretment récente en traitement du signal,
une branche de I'analyse fractale, I'analyse de la régal&tdlderienne, offre des outils mathématiques
permettant de caractériser la régularité d'un signal. Nearscentrerons nos travaux sur I'un de ces
outils autour duquel plusieurs développements serontogéspdans ce document, a savoir I'exposant
de Holder.

La premiére partie de cette thése porte sur la régularitééfiéginne et son application au débruitage
et a l'interpolation. Dans le premier chapitre, nous comeeeons par effectuer quelques rappels sur
'analyse Holderienne (section 1.1) et I'exposant de Hildgei constituera la base essentielle de la suite
du travail présenté ici. Ce chapitre se poursuit par la ptésen de plusieurs techniques classiques
d’estimation de I'exposant de Holder (section 1.2). Cebn@ies sont ensuite comparées sur un large
panel d’exemples numériques afin de determiner leurs gaaditleurs limites.

A partir des techniques d’estimation de la régularité, mmésentons dans le chapitre 2 une méthode
d’interpolation de points basée sur la conservation dedala¢ité Holderienne. Cette technique a été
élaborée afin de compenser une éventuelle limite d'un cajuteude la mesure de la micro-texture d’'un
échantillon de chaussée. Les propriétés théoriques demmnce de cette méthode sont démontrées et
une section est consacrée aux applications sur des sigiaox 2D permettant ainsi de comparer notre
méthode a une méthode classique d'interpolation.

Nous poursuivons la partie sur I'analyse Hélderienne emmsapt de nouvelles méthodes de débrui-
tage avec contrble de la régularité dans le chapitre 3. Leésadés de débruitage désormais classiques
fondées sur le seuillage de coefficients d’'ondelettesssajue le Hard Thresholding, remplacent les
petits coefficients d’ondelette du signal bruité par desze€es méthodes ont dans de nombreux cas
des performances théoriques et pratiques excellenteen@apt, elles ne permettent pas de contrdler
la régularité du signal débruité. Elles ne sont alors paptéda au traitement des profils routiers, pour
lesquels il est crucial qu’un débruitage ne lisse ni trogap fpeu les signaux, faute de quoi les modéles
de calcul de frottement perdent leur pertinence. Or, lossalesures de micro-texture, les signaux acquis
sont souvent entachés de bruit. Nous proposons donc quéathedes de débruitage a base d’ondelette
qui autorisent un contr6le précis de la régularité aprésuitdige. Ces méthodes présentent dans certains
cas des taux de convergence similaires a ceux du Hard ThdesioNous commencons ce chapitre
par une étude préliminaire déterminant I'impact du bruitlaurégularité d'un signal (section 3.2). La
premiére méthode de débruitage proposée edfdeclet Pumping (section 3.4) qui consiste a multi-
plier tous les coefficients d’ondelette d’une échgligar un méme coefficien; = 2-3(Aa) qui assure
une augmentation contr6lée de la régularité. On proposétense extension de cette techniquedde
bruitage multifractal (section 3.6). Pour cette seconde méthode, la forme du cieeffimultiplicateur
n'est plus prescrite. Ce coefficient est obtenue par mimitivis du risque sous la contrainte d’obtenir en
sortie la bonne régularité. Il s’agit d'une méthode trés plaxe présentant certains inconvénients. Ces
deux méthodes de débruitage par ondelette sont linéatrdene pas toujours minimax selon I'espace
de Besov dans lequel on se trouve (e.g. si p<2). De plus elgsen-adaptatives. On propose alors de
marier dans la section suivante I'une de nos méthodes éeqgué haut, le multifractal pumping, avec
une méthode non-linéaire adaptative et simple, le Hardshalding. La méthode proposée, sous le nom
de Wavelet Non-Linear coefficients Pumping(section 3.7), aura ainsi 'avantage d’étre adaptative en
plus de contrdler la régularité du signal débruité. Pouchkor ce chapitre sur le débruitage, on présente
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une méthode ddébruitage multifractal Bayesien(section 3.8). Cette technique repose sur la connais-
sance de la régularité locale minimale du signal. Cette th@gse se traduit sous la forme de contraintes
sur le spectre multifractal du signal. Ces contraintes sostite utilisées dans un cadre Bayesien pour
estimer les coefficients d'ondelette du signal original &ipde ceux du signal perturbé par du bruit.
Cette méthode est bien adaptée au traitement des signéguliers tels que les signaux (multi-)fractals
et peut étre utile pour le traitement de données de turbesermio-médicales, sismiques ou de profils
routiers comme nous le montrons par la suite.

Les divers outils développés dans cette premiére partieepe@tre appliqués aux signaux 1D ainsi
gu’aux images. Dans le cadre de cette thése, ils seront pltisyierement utilisés pour analyser des
profils routiers dans le but de mieux modéliser le frottenwrite un pneumatique et une chaussée, ce
qui va constituer la deuxiéme partie de la thése.

*k*k

La deuxieme partie de ce travail porte sur la compréhenstsmuécanismes d’adhérence. L'adhé-
rence d’'une chaussée correspond a sa capacité a mobikstardes de frottement entre le pneumatique
d’un véhicule et la surface du revétement de la chausséel'sffes des sollicitations engendrées par
la conduite : accélérations, freinages, changements detidin, etc. Elle permet : - de conserver a tout
moment la trajectoire désirée, notamment en virage ; - deingdes distances de freinage et d'arrét
d’'urgence ; - de faciliter les manoeuvres d'évitement ouédelpération de trajectoire.

Le développement des forces de frottement dépend de laechargale instantanée, de diverses
propriétés des pneumatiques, des caractéristiques gégquesdtde la route et des conditions de contact
(sec, présence de polluants et d’eau). La complexité desopignes mis en jeu explique I'absence de
modéle physique complet de calcul des forces de frottemantmheumatique sur une chaussée a partir
de parametres liés a la route et au pneumatique.

Dans le cadre du programme de recherche "Infrastructurécetité routiére" du Laboratoire cen-
tral des Ponts et Chaussées (LCPC), la section Surface des$aes et Dynamique des Véhicules a
proposé d’aborder le probléme d’adhérence par une applochle visant & mieux comprendre et quan-
tifier les phénoménes au niveau du contact entre un pavé dmga@ndes aspérités de la chaussée. Le
travail présenté ici s'appuie sur des connaissances axqdans le cadre d'un théme de recherche du
LCPC, "Contribution de diverses échelles de texture roziiiél'adhérence des chaussées" (CH12), et a
pour objectif de mieux comprendre et de quantifier le role alg®erités de dimensions micrométrique
a centimétrique, formant la texture des surfaces de chaudséis la génération du frottement pneu-
matique/chaussée. Les recherches sur le theme CH12 onté@mhasieurs contributions a I'état des
connaissances actuelles sur le frottement que I'on peulrrésici.

— larépartition des indenteurs, aspérités déformant kesspde gomme du pneumatique, et la forme

locale des indenteurs influent sur le frottement & basssséte

— deux parameétres angulaires permettent d’expliquerdi@mnite de la texture de surface sur le frot-
tement : la forme, représentée par la cotangente du deré-deg sommets d'indenteurs, et le
relief, représenté par la pente locale du profil envelopfientgous les sommets d’'indenteurs ;

— il existe au moins deux échelles de texture contribuantgéteération du frottement a basse vi-
tesse : I'échelle " rugosité " formée par des indenteurs ldomtlle est de I'ordre de 10 microns et
I'échelle " ondulation " formée par des indenteurs dontiléetast de I'ordre de 100 microns;

— la génération du frottement a basse vitesse peut étre im@el&implement par le contact de rou-
lement entre un solide de Kelvin, simulant le comporteméstoélastique de la gomme, et un
"motif" de la surface de chaussée, représentant la répartlies indenteurs.

Le théme CH12 a ainsi permis de jeter une premiére base daltvars un modéle multi-échelles
permettant de quantifier la contribution de diverses éekelke la texture des surfaces de chaussée au
frottement pneumatique/chaussée. On justifie ainsi le foiletéée d’'une campagne d’étude utilisant des
outils d’analyse fractale. De plus, la validation de difidies approches dans le cadre du théeme CH12
a été limitée par des difficultés d’ordre métrologique. Réeement,la technologie actuelle des capteurs
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de distance ne permet pas de mesurer des profils de textfisasuhent longs incluant des informa-
tions sur toutes les échelles de texture. Il a donc été rdiceste réfléchir a des méthodes permettant
de "construire" des profils complets a partir de donnéesefiag livrées par les capteurs. La technique
d’interpolation détaillée dans le chapitre 2 de la premgaie trouve ici un parfait domaine d’applica-
tion dont les résultats sont présentés dans la section 7aitrB part, lorsque I'on atteint les limites de
résolution du capteur, les profils obtenus sont détériarémtaché de bruit. Le pré-traitement proposé
dans la seconde partie de la thése (7.2) est I'applicationedméthode de débruitage que nous avons
élaborée (voir la section 3.8).

Cette partie commence par une partie bibliographique {trea4) donnant en premier lieu un rappel
des principes de I'adhérence (section 4.2). Dans cett@sestint détaillés les mécanismes d’adhésion
et d’'indentation qui interviennent dans le phénomeéne @aeliice et quelques notions relatives a la mo-
délisation d’'un pneumatique par un solide de Kelvin. Onifigsici la confrontation de nos résultats
au frottement SRT car cette mesure est intimement liée audaiglissement longitudinal. Puis nous
présentons dans ce méme chapitre un exposé des travaux awepgsalable sur le site du LCPC sur
la technique d’'indenteur et sa combinaison au modéle diefneint de Stefani (section 4.3). Les résul-
tats préliminaires sur les indenteurs, obtenus par Minh-Da, publiés en 2001 [DZ01], et montrant
la pertinence des paramétres géométriques extraits déls poutiers pour décrire le frottement sont
présentés.

On s’attache dans le chapitre suivant a confirmer la fraétdis profils routiers (chapitre 5). Plu-
sieurs auteurs ont déja montré que la plupart des profilsersuttaient fractals sur un certain nombre
d’échelles. On peut citer a ce sujet les travaux de Rado Ratiinrich [Hei97], Guglielmi et Levy-
Vehel [GV98a]. D’autre part il a aussi été montré que la fliig avait des conséquences sur le frottement
ce qui est explicité dans [Rad94] et dans les travaux de KiigpHeinrich [KHOO].

La fractalité des signaux nous conduit ensuite a tenteralevér des parameétres fractals descrip-
teurs du frottement (chapitre 6) permettant ainsi de diasdes échantillons. Les meilleurs résultats
étant obtenus par une utilisation de I'exposant de Héldlesti naturel d'utiliser les outils de régula-
rité Holderienne pour compenser les limites du capteurpiotea7). La premiére technique appliquée
est l'interpolation Holderienne (section 7.1) destinéeadfranchir au mieux des limites de résolution
du capteur. La seconde, le débruitage multifractal Bape&ection 7.2), permet de supprimer le bruit
d’acquisition sur des signaux trés finement échantillon@é&s deux pré-traitements des profils routiers
permettent d’obtenir une meilleure corrélation entre tatément calculé par la technique d'indenteur
et le frottement SRT mesuré. Pour conclure cette partie, @mne dans le chapitre 7.3 qu’un calcul in-
dépendant du frottement sur chacune des échelles de désitimmpet une pondération des frottements
obtenus peut améliorer la corrélation avec le frottemerit. SR
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La régularité d'un signal et son estimation constituent pirblématique assez récente dans le do-
maine du traitement du signal. Pourtant il s’agit d'une deactéristique fondamentale d’'un signal méme
s'il existe une infinité de signaux présentant la méme régélan chaque point.

Pour I'application a laquelle nous nous intéressons, @ekite la modélisation du frottement d’'un pneu-
matique et d’'une chaussée, on comprend intuitivement quégldarité de la chaussée sera une compo-
sante importante dans les mécanismes du frottement. Dedalos la partie consacrée a la modélisation
du frottement, on montre que l'irrégularité et I'aptituderd profil routier a générer du frottement sont
effectivement liés. C’est pour cette raison que la probtéqua de cette thése est axée autour de la notion
de régularité. Ce concept est omniprésent, que ce soit dastgpitre sur I'interpolation ou dans celui
sur le débruitage. En effet, on propose dans les chapitiesngsi une technique d’interpolation de points
avec conservation de la régularité ainsi que des méthoddglateitage avec contrdle de la régularité
afin de les appliquer aux profils routiers.

On doit donc s’intéresser aux outils théoriques décrivanégularité, ce qui constituera la premiére
partie de ce chapitre. L'analyse Holderienne, par le baibedposant de Hdolder, offre des objets ma-
thématiques caractérisant la régularité d'un signal. Matant, 'exposant de Holder correspond bien a
I'impression visuelle [Veh98] et auditive [VD96] de régrita.

Dans un deuxiéme temps, nous allons présenter trois méthibelgtimation de I'exposant de Hol-
der. La construction de ces estimateurs sera décrite eih eéliaur implementation nous permettra de
comparer numériquement les trois méthodes sur des sigrsagisu

1.1 Rappels sur la régularité Holderienne

Nous allons commencer ce chapitre par quelques rappels ségllarité Holderienne. Pour des
exposés plus complets sur ce sujet, se référer a [IM96],9¥]dyafar], [Tri95] ou [VS04].

1.1.1 Exposant de Hoélder ponctuel

L'exposant de Holder ponctuel est I'outil le plus couramingtilisé pour mesurer la régularité d’'un
signal en un point donné. On rappelle ici quelques défirstmmncernant cet exposant.

Définition 1.1.1 Soit f une fonction dek dansiR, s > 0, s € IR\IN etxy € IR. Alors f € C*(xo) Si et
seulement si il existe un réel> 0, un polyndmeP de degré plus petit queet une constantetelle que

Va € B(wo,n), [f(x) — Pz —x0)| < clz — zo]® (1.1)

Par définition, I'exposant ponctuel deenz, notéa,(zo) est le supremum destels quef € C*(x).
On peut donner une définition équivalente a la précédentefaaa apparaitre directement I'espdace

Définition 1.1.2

log | f(xzo + h) — f(z0)] (1.2)

ap(zg) = liminf ,_, og 1]

Cette définition est valable giest non derivable eng, sinon il faut lui enlever sa partie réguliére, c’est
a dire son developpement de Tayloragn(voir [Jaf97]).

Géométriqguement, I'equation 1.2 signifie que le graphe derletion f autour der, s’inscrit dans une
enveloppe que I'on appellera I'enveloppe Hélderienner(figure 1.1). Pour tout > 0, il existe un
voisinage dex, tel que le graphe d¢ dans ce voisinage soit tout entier inclus dans I'espaceigbfines
deux courbes qui associent despectivement () +c|z — x| (*0) =€ et f () — |z — x| (#0) ¢ et tel
gue cette propriété ne soit plus vraie pour I'espace défiriggacourbes qui associentaespectivement



1.1 Rappels sur la régularité Holderienne 19

f (o) 4-clz—mq|®P @) F€ et f (x0) —c|z—x0|*(F0)F<. On voit que plusy, (o) est grand, plus le signal est
lisse et inversement que plus(z) est petit plus le signal est irrégulier ep. Par exemplef continue
en zero impliquey, > 0 et f derivable impliquex,, > 1.

cle - zol*

Ty

FiG. 1.1: Enveloppe Holderienne d’un signal au paitt

On dispose d’'un coefficient donnant une mesure de l'irrégélaoujours défini et calculable. De plus
sa définition s’étend sans difficulté dans les dimensiongr&yres. Toutefois, I'exposant de Holder
ponctuel n’est pas stable par opérateurs pseudo-diffélent

Proposition 1.1.1
Soita I'exposant de Hoélder ponctuel de la fonctignenz alors I'exposant de Holder ponctuel ¢é
enxg est inférieur ou égal & — 1.

L'égalité n'est vérifiée que dans certains cas, par exemple :

e Considérony(z) =z + ]m\%
On enleve la partie réguliére (en soustrayant son polyndme de Taylor) ce qui nous donne
a(0) = 5/2. Maintenant regardons la dérivég(z) = 1 + %]m\%.
L'exposant de Holder ponctuel ¢fé en zéro est dong c'est a dire3 — 1.

e Par contre, sf(z) = |z|* sin ﬁ alorsa(0) = \. Lorsque I'on dérivef, on obtient :

1 1
/ A1 A—B-1

=

f'(x) || sm| E Blx| coS

L'exposant de Holder ponctuel gé en zero est donc

A—B-1<Ar—1

On profite de ces rappels sur I'exposant de Hélder ponctuet pappeler la définition de I'espace

Cf;g(xo) qui nous servira dans la proposition 1.2.3 section 1.2.3.

Définition 1.1.3 [Jafar] La fonction f € Cf;g(xo) s'il existec > 0, § > 0 et un polyndmeP de degré
plus petit quex tel que :

. . 1
Si |z —xo| <9, |f(x)— P(x —x0)| < clz — x| log <|x _$0|> (1.3)
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1.1.2 Exposant de Holder local

Il est parfois nécessaire d'avoir des renseignements ségldarité d'un signal non pas en un point
mais au voisinage de ce point, et c’est dans le but d’intégesrinformations dans un exposant que
I'on introduit I'exposant de Hélder local;. L'exposant ponctuel s’attachait surtout a I'enveloppe du
graphe de la fonction, I'exposant local que nous allons otédians ce paragraphe tient aussi compte
des oscillations. Plusieurs raisons motivent |'utilisatidans certains cas de I'exposant local [VLO1].
Premiérement I'exposant ponctuel ne suffit pas toujoursaeioune parfaite description de la régularité
d’'une fonction. On peut citer comme exemple les fonctiorspat chirp :

cusp : x — |x|7 avecy un réel positif (1.4)

. 1 . iy
chirp:  +— |z|"sin ( > avecr et 3 des réels positifs (1.5)

||
Ces deux fonctions ont le méme exposant ponctuel en z@&rm@is pourtant leur comportement est trés
différent au voisinage de zero comme on peut le constaterefigi2. L'exposant local va tenir compte
des oscillations.

FiG. 1.2: Fonctions cusp en pointillés et chirp en traits plei@es deux fonctions possedent un
exposant ponctuel identique en zero mais présentent dgsoctament foncierement différents.

D’autre part, nous avons vu que I'exposant ponctuel n’gtststable par opérateurs pseudo-différentiels.
L'exposant local n’a pas cette mauvaise propriété comme teuerrons dans la proposition 1.1.2.

Rappelons la définition de la régularité Holderienne glebal

Définition 1.1.4 Soit f : Q@ — IR une fonction, ave€ un ouvert delR. On dit quef € C*(Q2), avec
0 < s < 1 g'il existe une constantetelle que pour tout couple, y dans(?,

[f(2) = fF)l < clz —yl® (1.6)

Sim < s <m+ 1 (avecm € IN), alors f € C*(Q2) signifie qu’il existe une constantetelle que pour
tout couplex, y danss?,

1™ (@) — f™ ()] < cla -y (1.7)

Rappelons aussi qu’une fonctighest uniformément Hélderienne s'il existe> 0 tel quef € C¢(IR).

Pour définir 'exposant de Hoélder local gleenx, nous allons simplement "localiser” la définition 1.1.4
autour dexy.

Définition 1.1.5 On définit

ap(Q2) =sup{s: feC*(Q)} (1.8)
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Lemme 1.1.1 Soit{©, };c; une suite décroissante d'ouverts tels que

(©: = {xo} (1.9)

)

Alorssup a¢(0;),1 € I estindépendant de la famili®; };c; choisie.

Nous pouvons donc définir I'exposant de Holder localzgren utilisant une suite d'intervalles quel-
conque contenant, puisque celui-ci sera indépendant de la famille choisie.

Définition 1.1.6 Soit f une fonction définie au voisinage ag. Soit{l,},cn une suite décroissante
d’intervalles ouverts convergeant verg. L'exposant de Holder local de la fonctighenx est :

on(wo) = sup [ap(L)] = lim ay(L,) (1.10)
nelN n—+00

Définition 1.1.7 (définition équivalente)

Sia; < 1, alors o; est le supremum destels que l'inégalité ci-dessous soit vérifiée :

de et pp > 0 tels queVp < po sup ———— <c¢
¢ y€B(xop) 1T Y

Proposition 1.1.2
oy est stable par I'action d’opérateurs integro-différemsiePlus précisément, gia pour exposant local
oy enxg alors f’ a pour exposant locak; — 1 et fot f(x)dx a pour exposant locak; + 1.

Proposition 1.1.3 [GV98Db]
Soitf : I — IR une fonction continue surun intervalle delR. AlorsvVz € I,

a; < min (ap, liminf (ap(t))> (1.12)
t—x
Exemple :
Considérons de nouveau la fonction chirp qui @ssocigz|” sin ﬁ avecO < v < min(1, ). Alors :
ap(0) =7 (1.13)
g
0)=7—7= 1.14

1.1.3 Fonctions de Holder

L'exposant de Holder étant défini en tout point, on peut des@u signal sa fonction de Holder. Cette
construction est possible aussi bien pour 'exposant lgaalpour I'exposant ponctuel ([SV02]).

On peut ainsi définir les fonctions de Holder ponctuelle eale. (Voir [DVM98] et [GV9I8h]).

Définition 1.1.8 Soit / une fonction continue. Les fonctions de Hélder respec&enmonctuelle et
locale def, a]{f et a{ sont les fonctions qui a tout associe I'exposant de Holder ponctuel et localfde
enz.

Théoréme 1.1.1
Soitg une fonction ddR dans/R™. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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e g est la limite inférieure d’une suite de fonctions continues
e Il existe une fonction continugtelle que la fonction de Holder ponctuekk-;,f de f vérifie
af(z) = g(x), V.

Théoréeme 1.1.2
Soitg une fonction ddR dans/R™. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

e g est une fonction semi-continue inférieurement.
e Il existe une fonction continugtelle que la fonction de Holder Iocalelf de f vérifie
ozlf(x) =g(z), V.

Dans certains cas, il est possible de construire trés singrieune fonction qui ait la fonction de Hélder
souhaitée.

Théoréme 1.1.3
Soith une fonctionC! & valeurs dang0, 1]. Soit la fonction de Weierstrass généralisée :

Wo(z) =Y _ A7) sin(A"x) avech > 2 (1.15)
n=1
Alors on avz : W W
o () = ap *(z) = h(z) (1.16)

1.2 Estimation de la régularité locale

Aprés avoir rappelé diverses notions sur I'exposant de ¢itdd I'analyse Holderienne en général,
nous allons maintenant présenter des méthodes classigstisndtion de la régularité. Plusieurs mé-
thodes sont envisageables pour estimer I'exposant de Hla@@lus naturelle, car elle suit la définition
de I'exposant, et qui consiste a étudier les oscillatiotewmudu point considéré, sera présentée dans la
sous-section 1.2.1.

Nous poursuivrons cette section en détaillant deux teciesigl’estimation a base d’ondelettes dis-
crétes (pour des rappels généraux sur les ondelettes, dair9p] et [Mey90]). Ces techniques, qui
découlent de deux théoremes de Stéphane Jaffard, serdtégiéies dans la suite de notre travail car
elles permettent un contréle aisé de la régularité.

Notre contribution dans cette section sur le domaine déitesion de la régularité consiste en la
comparaison intensive dans la section 1.2.5 des trois méshprésentées afin de mettre en évidence
leurs qualités et leurs limites.

1.2.1 Oscillations

L'estimation de la régularité par la technique d’oscibiatiest la plus naturelle puisqu’elle consiste en
I'application directe de la définition de I'exposant de Héi¢voir définition 1.1.7). Cette méthode donne
de bons résultats mais ne permet pas de manipuler la réguiarsignal comme nous serons amenés a
le faire dans la suite de ce document dans les chapitresaéssa |'interpolation et au débruitage. On
présente maintenant brievement I'estimation de la réiélpar oscillation (voir [Tri95]).

On rappelle gu’une fonctiorf(¢) est Holderienne d’exposant €]0, 1] ent s'il existe une constante
telle que pour tout’ dans un voisinage de

[f(t) = fA)] < clt =" (1.17)
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En terme d’oscillations, cette condition peut s’écrire eJanction f(¢) est Holderienne d’exposant
ent, avec) < « < 1 s'il existe une constantetelle que pour tout,

osc,(t) < er® (1.18)
avec
oser(t) = sup FE)— inf f(E)=  sup  |F(E)— £ (1.19)
[t—t'|<T [t—t'|<T t N eft—7,t+7]

En effet,osc.(t) < er® implique directementf(t) — f(t')| < ¢|t — t'|*. Réciproquement, supposons
que|f(t)— f(t")] < c|t—t'|* pour toutt’. Soitt; tel quejt —t1| < Tetf(t1) = sup f(t'). De méme,

t—t'|<T
soitt, tel quelt — to] < Tetf(te) = inf f(t'). Alorsona:
t—t'|<T
oscr(t) = f(t1) — f(t2) = f(t1) — f() + f(t) — f(t2) < 27 (1.20)

L'estimateur de la régularité sera construit en chaguetpmmme étant la pente de la régression du
logarithme de 'oscillation en fonction de la dimension dédbule dans laquelle on calcule I'oscillation.
Du point de vue algorithmique, on montre qu’il est préféealle ne pas utiliser toutes les tailles de
boule entre deux valeursnin et rmax : de la méme maniére que pour la transformée en ondelettes
discréte qui ne considére que les échelles dyadiques, cmcadauler I'oscillation au pointque sur des
intervalles de la form@ — base” : t + base”]. On régresse ensuite le logarithme de I'oscillation selon
qui prend toutes les valeurs entieres comprises entie etrmax.

La méthode d’estimation par oscillation va donner de bossltgts sous trois conditions :

e P1:«a < 1 (sinon il faut remplacer I'oscillation par des modules datowité d’ordre supérieur).
e P2:Larégression converge.

e P3:Larégression converge vers la bonne valeur.

1.2.2 Régression des coefficients d’ondelette dans le coniaftience (RCO)

On présente maintenant une méthode d’estimation a padicakefficients d’'ondelette. Pour cette mé-
thode d’estimation de la régularité, nous allons nous sdiun théoréme de Stéphane Jaffard. Celui-ci
montre comment on peut estimer la régularité d'un signal repaint a partir des coefficients d’on-
delette (lorsque les ondelettes utilisées vérifient agetaconditions de régularité [Jafar]). S@itune
ondelette telle que I'ensemb{a’; ;. } ; ,, forme une base orthonormée Hé& On notec; ; les coefficients
d’'ondelette def avec; correspondant aux echellesketorrespondant a la location temporelle.

Théoréeme 1.2.1(S. Jaffard)

Soit f une fonction uniformément Holdérienne et soitexposant de Holder ponctuel déent, alors
il existe une constante> 0 telle que les coefficients d’ondelette vérifient :

ekl < 279OF ) (1 4 |2ty — k) Vi k € Z (1.21)
Réciproguement;

Si Vi ke Z? on a |eji] < 2792 (1 4 |27ty — k) (1.22)

pour una’ < « alors I'exposant de Holder d¢ ent esta.
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La condition 1.22 a été introduite par J.M. Bony et est ngtéeC®~ (t).

Que nous apporte ce théoréme ? L'interprétation est larsigivdes coefficients d’ondelette sont majorés
en valeur absolue par une quantité dépendant de I'exposarbtldier et de plus il en existe une partie
qui est de l'ordre de cette quantité.

A partir de ce théoréme, un estimateur classique de la né@uém un point est obtenu en se restreignant
au "cone d'influence"” : pour le poing, on ne s'intéresse qu'aux indicgsk tels quelk — 27ty| < cste.
Donc on fait I'hypotheése qu'il existe dans le céne d'influerdes coefficients de I'ordre dei(ats),
Cette hypothése simplificatrice est vérifiée si et seulemsidi@xposant local est égal a I'exposant ponc-
tuel enty [VS04].

Sous cette hypothése, un estimateur de I'exposant de Hégtlebtenu simplement via la pent@e la
droite de régression deg, |C; ;| en fonction dg (voir figure 1.3) «a(n, ty) = —p—% avecn le nombre
de niveaux de décomposition.

FiG. 1.3: Régression au-dessus d’'un point du signal. L’axe desiskes porte les échelles.
Les ronds correspondent chacunlag, d'un coefficient d’ondelette situé "au-dessus" du point
considéré (c'est a direk = | sotd |).

Définition 1.2.1 En chaque point, du signal, on estime la régularité par :

a(n,ty) = —p — % (1.23)

avecp la pente de la régression linéaire aux moindres carrés dgarithmes des coefficients d’ondelette
"au-dessus" de ce point(c’est a dite= L;&ﬂl |) en fonction des échelles.

Proposition 1.2.1
En chaque point, du signal décomposé suréchelles, on estime la régularité par la formule suivante :

1 n
a(n,ty) = -5~ K, Zsj logs [¢; k| (1.24)
j=1
aveck, = W ets; = j — L. Lesc; sont les coefficients d’ondelette situés "au-dessus” de
to.

Dans la proposition précédente, on éknitar abus de notation mais en réalité la valeuk ést[z,i‘lﬁl |
Pour une raison de simplicité d'écriture, cet abus de ratatera utilisé dans la suite de ce document.

Lorsque I'on considére des signaux de dimension supéréellirdée principe d’estimation de la régularité
est le méme selon toutes les directions de la transforméadiaites séparables et identique a celui
décrit ci-dessus.

Preuve

La pentep de la droite de régression est donnée par :

cov(Ly,, S)
var(S)
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avecS = [l.n] et Ly, = [log, |c1xl..logs |cn k|| l€s logarithmes des coefficients d’ondelette situés
"au-dessus" de,.

n
E[S] = n+1 etvar(S) = 3 [ _ n+1] _ n(ngl).

—_

J
De pluscov(Ly,, S) = 25 ((Ly, — Ly,)(S — S)) avecL,, la moyenne de, et’S la moyenne des.
Donc

n
n > logy [ci k| n
cov(Ly,, S) = ! 10g2|0'k|—g j—n+1 - Zlog2|0'k| j—n+1
0’ n — 75 n_l s

14 n , 2
Jj=1 j=1

Par conséquent

12 n+1
P:n(nizlogﬂcyﬂ <]— 5 >

7j=1

Onaa(n,ty) = —p — & ce qui nous permet de conclure.

Remarque 1.2.1Si 'estimateur présenté ci-dessus converge vgys= «;, alors il estime aussi un
exposant nommeé I'exposant de Weak Scaling (voir [Mey9H{p&ts,,.

Définition 1.2.2 L'exposant de weak scaling du signglent, est défini par :
Bu(to) =sup{s: 31, XY e s (ty)} (1.25)

ou X (=Y représente une primitive d’ordrede X et C'*(t,) 'espace de Hélder ponctuel ep.

On reviendra sur cet exposant dans le chapitre 2. En effet albans utiliser le fait que notre esti-
mateur, s’il converge, tend vef,. Nous avons aussi la proposition suivante (voir [VS04]) :

Proposition 1.2.2
Si I'exposant ponctuel et I'exposant local coincident,rglo

a = ap = By (1.26)

C’est précisément dans cette configuration que I'estinngiigisenté ici est susceptible de donner de bon
résultats. Il faut avoir a I'esprit que I'on a fait I'hypotb& qu'il existait de gros coefficients dans le cne
d’'influence au dessus du point considéré, par conséquefaiplasse de cet estimateur réside dans les
signaux tels que les gros coefficients ne sont pas dans ce cone

Pour la suite de ce document, lorsque I'on fera référencééstienateur, on parlera d’estimation de type
RCO.

Domaine de validité de la méthode

La méthode d’estimation décrite ci-dessus va donner de fgsudtats sous trois conditions :
e H1: Dans le cone d'influence il existe des coefficients de otz —7(@+3),
e H2: Larégression converge.

e H3: Larégression converge vers la bonne valeur.
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Nous allons présenter maintenant un cas favorable puisadedéfavorables afin de montrer les limites
de la méthode.

Cas favorable

Si on dispose d’un nombre suffisant d’échelles pour effedtuségression alors on peut estimer correc-
tement I'exposant de Holder dans des cas simples. Premexasriple de la fonction de Weierstrass, pour
cette illustration nous choisissons= 0.5 et un pointty au hasard dans le signal d@96 points. On
applique I'estimateur sur cette fonction (figure 1.4) et btiemt(0.51789.

FiG. 1.4: Estimation de I'exposant de Holder en un point d'unecfimm de Weierstrass de
4096 points et de régularité.5. L'estimateur nous renvoie la valelr51789.

Cas défavorable

Pour illustrer les cas défavorables, nous reprenons ungngaes conditions qui devraient étre vérifiées
et exhibons des exemples pour lesquels elles ne le sont pas.

H1 : Tous les gros coefficients sont a I'extérieur du céne d’imfbge

On peut prendre I'exemple du chirp, d'équatipt]” sin (#) représenté sur les figures 1.5 et 1.6
pour des parametrgsdifférents. Plug? augmente et plus les gros coefficients d’'ondelette sorgridsi

du cone d'influence au-dessus de zero. C'est pour cettenrgise I'estimation est moins bonne pour
£ = 2.9 (estimation a 0.137 pour 0.3) que pagtie= 0.9 (estimation & 0.21 pour 0.3).

Notons que puisqu’il N’y a que de petits coefficients dan®hea’influence, on s’attendait a estimer un
exposant de Holder plus grand guele fait que I'on obtienne des valeurs plus faibles est d0 auvais
alignement des logarithmes des coefficients d’ondeletteno® on peut le constater sur les figures 1.5 et
1.6 en bas a gauche. La pente de la droite de régression ni [z@s's ici.

H2 : La régression ne converge pas.

On peut construire un signal tel que la régression ne coaveag. Par exemple, prenons un signal pour
lequel les coefficients d’ondelette vérifientéchelles e~ (¢1+3) puis2n, échelles er 7 (2+3) puis

4n, échelles err~7(@1+3) etc... Dans ces conditions, la pente de la régression neigmpas aveg

et 'exposant estimé va osciller entig et ay. Cet exemple est illustré sur la figure 1.7.

H3: La régression converge mais pas vers la bonne valeur.

Pour présenter ce cas, on construit un signal tel que selie&cingpaires vérifientC; | = 9—i(a1+3) gt

les paire§Cj | = cte.277@2+3) Onillustre le résultat obtenu aveg = 0.2 etas = 0.7 sur la figure
1.8.

On note que pour ces trois exemples, la méthode d'oscitlatiimne de meilleurs résultats.

On décrit dans les sections 1.2.3 et 1.2.4 le moyen d’aneélies résultats lorsque les conditiddg,

H2 etH3 ne sont pas vérifiées.

1.2.3 Régression des Wavelet Leaders

On présente maintenant une autre technique d’estimaésrsimilaire a la précédente et basée sur les
Wavelet leaders [Jafar]. Cette méthode permet théorignedeebien estimer la régularité méme lorsque
la conditionH1 n’est pas vérifiée. On va comparer ce raffinement a la méthédete précédemment
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FiIG. 1.5: Estimation de la régularité d’'un Chirp, d’équatidn|” sin (ﬁ) avec iciy = 0.3
et = 0.9 (un signal de 4096 points). En haut a gauche Chirp, et a dieiteoom autour de
zéro. Deuxiéme ligne a gauche, estimation de la fonctionddetl obtenue par une estimation
de I'exposant en chaque point par la méthd@€'O. Deuxiéme ligne au milieu, zoom autour
de zero. Deuxiéme ligne a droite, estimation de la régudageih zero, en abscisse les échelles
et en ordonnée les logarithmes a base deux des coefficiamdalette (méthodBCO). L'ex-
posant de Holder ponctuel est estimé a 0.21 alors que la vétéarique est de 0.3. Troisieme
ligne, estimation de la fonction de Holder obtenue par urgregion de I'exposant en chaque
point par la méthode d'oscillation. En zero, avec une bas@.dermin = 1 etrmaz = 12,
I'exposant de Holder est estimé a 0.2290.

en terme de construction ainsi que dans plusieurs applisatiumériques. Nous montrerons ainsi que
cette technique permet en pratique d’améliorer les résutiesque les conditiond2 et H3 ne sont pas
vérifiées.

Un cube dyadique de I'échellgest un cube de la forme :

A= {ﬁ, E[ (1.27)
27 9j

End dimensions, cet intervalle est étendu en un cube dzhs
Dans cette section, pour plus de lisibilité, on nete= c; ;.

Définition 1.2.3 Les Wavelet Leaders sont

d)\ = sup|c,\/| (128)
ANCA

On note); (o) le cube dyadique de I'échellecontenant le point, de coté2—7.
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Estimated Pointwise Holder Exponent = 0.13705

FIG. 1.6: Estimation de la régularité d’'un Chirp, d’équatidn|” sin (ﬁ) avec iciy = 0.3
et 5 = 2.9 (un signal de 4096 points). En haut a gauche Chirp, et a diaiteoom autour de
zéro. Deuxiéme ligne a gauche, estimation de la fonctionddetl obtenue par une estimation
de I'exposant en chaque point par la méthd@€'O. Deuxiéme ligne au milieu, zoom autour
de zero. Deuxiéme ligne & droite, estimation de la régudagi zero par la méthodRCO, en
abscisse les échelles et en ordonnée les logarithmes a leasedes coefficients d’ondelette.
L'exposant de Holder ponctuel est estimé a 0.137 alors quealeur théorique est de 0.3.
Troisieme ligne, estimation de la fonction de Holder obgepar une estimation de I'exposant
en chaque point par la méthode d’oscillation. En zero, avee base de 2.Iymin = 1 et
rmaz = 12, 'exposant de Holder est estimé a 0.2907.

Définition 1.2.4 Deux cubes dyadiques; et \; sont dit adjacents si ils sont a la méme échelle et si
dist(A\1, A\2) = 0. On notera qu’un cube dyadique est adjacent a lui-méme. @naab( ;) 'ensemble
des cubes dyadiques adjacents;a

Soit

di(to) =  sup lev] (1.29)
N eadj(X;(to))
On notera que le fait de prendre les cubes adjacents est ux auioconditionne la largeur du céne
d’'influence, dans I'exemple qui suit, pour le processus daesttaction, on utilisera simplement le cube
dyadique a la place des 3 cubes adjacents dans un souci deisémp
Le théoréeme suivant permet de caractériser la régularitétpelle par une condition sur la décroissance
ded;(ty) avecy.

Proposition 1.2.3 (S. Jaffard)
Sif € C%tp), alors

1

e>0,¥5 >0, dj(ty) <2737 (1.30)
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FiGc. 1.7: Signal pour lequel la régression ne converge pas avemiabren de niveaux de
décomposition. A gauche en haut, signal de 4096 points. Aedem haut, logarithme des
coefficients d’ondelette en fonction de I'échelle pour ynal du méme type mais de 16000
points. Au milieu, la régularité estimée va osciller selomntre les deux valeurs; et as.

Ici, a1 = 0.2 etas = 0.8. On applique I'estimation sur le signal de 4096 points, cerpus
donne avec la méthode d’oscillation une moyenne de 0.24a8ladonction de Hoélder (en
bas a gauche) et pour la méthod”'O la valeur 0.844 en chaque point (en bas a droite). On
rappelle que la valeur théorique est 0.2.

Réciproguement, si I'équation 1.30 est vérifié, ef sist uniformément Holderienne, alofsappartient
aCp,(to).

On adapte maintenant I'estimateur de la section précédentemplacant dans la régression les coeffi-
cients d’ondelette au dessustdear les Wavelet Leaders.

Construction :

Les coefficients qui vont compter dans la régression ne vancpnséquent pas étre les mémes que
précédemment. Un exemple est donné sur la figure 1.9. Uhe dyidique est schématisée. Cette grille
contient les coefficients d’ondelette du signal considéeécoefficient des basses fréquence est en haut
et ceux des hautes fréquences sont juste "au-dessus" @l Sigmsidérons le point du signal encadré,
I'exemple décrit ici va porter sur I'analyse de la régukaegn ce point.

e Estimation de type RCO
Les coefficients d’ondelette concernant ce point sont agt&, C' et D. Chacun de ces coeffi-
cient nous donne une information sur le contenu fréqueatiate point.A représente les basses
fréquences eb les hautes. L'estimateur de la régularité va étre obtenégmessant le logarithme
a base2 de la valeur absolue de ces coefficients en fonction de llkche
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FiG. 1.8: Estimation de I'exposant de Hoélder en un point d’'un aigtle 4096 points et de
régularité 0.2 pour les échelles impaires @17 pour les échelles paires. La valeur théorique de
I'exposant de Holder ponctuel est 0.2. A gauche en hautakigndroite, I'estimateur effectue
une moyenne malencontreuse et nous renvoie la val8tiren chaque point. En bas, fonction
de Holder obtenue par oscillations dont la moyenne vaut®.19

e Estimation de type Wavelet Leader
Pour effectuer une estimation de type Wavelet Leader, lenzt@ment est différent. On part du
point du signal et on regarde successivement les cubesqiyesdie concernant. D’abord le cube
contenant le coefficienb. Ce coefficient est I'unique coefficient du cube dyadique elaizeau,
donc on le conserve. On remonte ensuite d'une échelle pogid#&er maintenant le cube dya-
digue contenant’ (ce cube contient évidemmentet un autre coefficient. A ce niveau on conserve
le max parmi les3 coefficients de ce cube. Supposons quede soit le coefficient”, c’est donc
lui que I'on conserve pour la régression. On remonte a naudeas les échelles afin de prendre
en compte le cube dyadique contendhtC' et D. On regarde quel est laax des coefficients de
ce cube. Supposons quemax Soit représenté pdr, alors c’estE qui va "remplacer'B dans la
régression. Ce remplacement est illustré figure 1.10.

Modification pour les Wavelets leaders

Lemme 1.2.1
En chaque pointy du signalX décomposé sur niveaux, par les Wavelet Leaders, on estime la régula-
rité grace a la formule suivante :

1

aifulisto) = —3 — K S 5508 [max(ow) (131
j=1

Définition 1.2.5
Soit f: L®°(RY) — L%®(R%

X — Y (1.32)

On dit quef est croissante sur les coefficients d’ondelette si pourdouple de coefficients d’'ondelette
(wj,k,xjgk/) de X tel quewj,k < T k! a.|0|’8yj7]f < Yk

Lemme 1.2.2 (P. Legrand) (Conservation des lieux des "Wavelet Leajlers"
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FiG. 1.9: Arbre dyadique contenant les coefficients d’ondebhiteignal considéré. lllustration
de la technique de "Wavelet Leaders" pour I'estimation detfpularité.

FiG. 1.10: Régression au-dessus d'un point du signal. L'axe thssisses porte les échelles.
Les ronds correspondent chacun au log2 d'un coefficientadgteite situé au-dessus du point
considéré. La technique de Wavelet Leader remplace danédgeession le coefficient situé

au-dessus du point par son "leader". On notera que le logaré de la valeur absolue du

coefficient remonte au moins aussi haut que ceux des caafficddes plus hautes fréquences
(fleches noires). Les fleches claires indiquent que les cieeiffs peuvent remonter un peu plus
haut selon les valeurs des autres coefficients du cube dyadiq

Soit f: L®(RY) — L>®(RY

X —

Y

Si f est "croissante sur les coefficients d’ondelette” alors

Vto € IR et Vj € [1..n],

argmax
(4,k),y5,EX; (to)

|yj,k| =

argmax
(4,k) 5,k €N (to)

|z x|

Preuve
Trivial.

Corollaire 1.2.1 Si f est croissante sur les coefficients d’ondelette alors :

(1.33)

(1.34)
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1 n
Oz{,[g)g) (’I’L, t()) = —5 - Kn Z Sj 10g2 |:I;}2§(|y)\’|):| (1'35)
j=1

Remarque : Par conséquent des techniques de débruitage telles quedd htasholding conservent les
lieux des wavelets leaders. Bien que I'ensemble des cadaula variation de régularité effectués dans
la partie portant sur le débruitage utilisent une estinmatie de typeRC'O, le lemme 1.2.2 nous permet
d’obtenir immédiatement les résultats équivalents aveeclanique d’estimation par "Wavelet Leaders".

Applications

La précédente méthode d’estimation fonctionnait bienglaesies trois propriétéld1,H2 et H3 étaient
vérifiées. L'apport des Wavelet Leaders permet de s'affrimmaie H1 d’'un point de vue théorique puisque

la considération de I'ensemble des coefficients du cubeigyadt des cubes dyadiques adjacents permet
de récupérer certains gros coefficients d’'ondelette. Qstikt cet apport en reprenant I'exemple du chirp.
On rappelle sur les figures 1.11 a 1.14 les résultats obtemee signal avec les méthod&s'O et par
oscillation. Ces résultats sont désormais complétés parastenus par I'estimation par régression des
Wavelet Leaders. Cette méthode permet d’améliorer la simggressiorRC'O sur ce signal bien qu'ici

on ne prenne que le cube dyadique et pas les cubes adjacent@n€tate les bons alignements des
logarithmes des coefficients intervenant dans la régmessioles figures 1.12 et 1.14 ce qui indique que
la régression a un sens ici.

On applique ensuite ce raffinement de la méthode aux autreawsi pour lesquels I'estimation de type
RCO ne donnait pas de bons résultats. On commence par un signdepael la régression ne converge
pas. Pour illustrer ceci, on reprend le signal que I'on aqts précédemment qui ne vérifie gda
(figures 1.7 et 1.15). Le raffinement grace au Wavelet Leagenset d’améliorer I'estimation de la
régularité dans certains cas mais pas toujours.

De la méme maniére, la méthode de Wavelet Leader peut aerdlestimation lorsque la régression ne
converge pas vers la bonne valeur (la conditit®in’est pas vérifiée). La méthode de Wavelet Leader
améliore I'estimation (figures 1.8 et 1.16) puisqu’on pabeee régularité estimée a 0.38 par la méthode
RCO aune régularité estimée a 0.19 (rappelons que la valeurdlaécest 0.2 pour ce signal en chaque
point).

1.2.4 Régressions de type limite inférieure et limite supéure

La définition de I'exposant de Hblder ponctuel comporte imée inférieure plutdt qu’une limite, ce
qui permet a cet exposant d’étre toujours défini méme si lisdimexiste pas. C’est pour cette raison que
nous proposons maintenant un type de régression qui saaiesrconditions nous permet d’atteindre
la limite inférieure ou la limite supérieure. Cette techid@qous permet de résoudre certains probléemes
rencontrés par notre estimateur sur des signaux du typ# déos la section 1.2.2.

Principes des méthodes de régression limite inférieure enhite supérieure

Soit (1;),>1 une suite arbitraire de nombres réels, et on ngte- lji On définit,vn > 1:

E°=1{1,...,n} (1.36)

L0 ={ly,... 1y} (1.37)

Soient(a?, v?) les paramétres de la régression linéaire classique (mesimdrrés) dé en fonction

n»-n

de E), c'est a dire les réels qui minimiselt)_, (I; — aj — b)* sur tous les couple@, b). On note :
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FiIG. 1.11: Estimation de la régularité d'un Chirp, d’équatidn|” sin (ﬁ) avec iciy = 0.3

et = 0.9 (un signal de 4096 points). Rappel des résultats obtenuget de I'estimation par
Wavelet Leaders. En haut a gauche Chirp, et a droite un zodouade zéro. Deuxiéme ligne,
estimation de la fonction de Holder obtenue par une estwnatie I'exposant en chaque point
respectivement par les méthode6'O, Wavelet leaders et oscillation. Troisiéme ligne, zoom
autour de zero. En zero, les estimations de I'exposant dde#@ont 0.21 paRCO, 0.2177
par Wavelet Leaders et 0.2290 par oscillation alors que lewathéorique est de 0.3.

(an,by) = Reg(Ey, Ly) (1.38)
Soit :
E} ={j € E%l;>adj+ b0} (1.39)
Ly ={lj,j € B} (1.40)
(ansbn) = Reg(Ey, Ly) (1.41)

Récursivement on obtient pour taut= 2, ... N,, (avech,, le premier index tel quétEN»*1 < 2) :
Bl ={je BVl > a0y (1.42)

Ll ={l,j€E} (1.43)

(a®,b%) = Reg(E!,L!) (1.44)

n»-n
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FIG. 1.12: Estimation de la régularité en zero d'un chirp d’éqoat|z|" sin (ﬁ) avec ici

v = 0.3 et 5 = 0.9. Régression des logarithmes des coefficients d’ondelptferetion de
I'échelle "au dessus" de zero a gauche. Régression des &t¥aleladers a droite. La régression
des Wavelet Leader a un sens car ils vérifient un bon alignerbes estimations obtenues sont
0.21 parRCO et 0.2177 par Wavelet Leaders.

Linterpretation géométrique de la séfi€,, b}, ) est simple. A la premiére étape, on conserve pour obtenir
(E}, LL) tous les points qui sont situés au-dessus de la droite dessign de.? en fonction dez°. On
construit ensuite la régression ¢ en fonction defs! pour obtenir(al, bl) et ainsi de suite jusqu’a ce
qgu'il ne reste plus qu’un point au-dessus de la droite desssimn.

La pente de la régression limite inférieure est alors dompaée ). La méthode est similaire pour la
limite supérieure a ceci prés qu’on conserve les pointgsiaw-dessous de la droite de régression. Le
domaine de validité de cette méthode est en cours d’'étude.

Applications

On applique cette nouvelle méthode de régression aux sigmaumettaient en échec I'estimateur
de la régularité de typ&CO dans la section 1.2.2. On reprend tout d’abord I'exemple diupCOn
rappelle que pour ce signBll n’'est pas vérifiée. La régression de type limite infériedegngliore pas
nécessairement I'estimation de la régularité en zero {ignires 1.17 et 1.18).

On montre sur la figure 1.19 comment cette méthode permetsteidée le probléme rencontré
lorsque la conditiotH2 n’est pas vérifiée. De la méme maniéere, cette technique awrpes difficultés
d’'une régression ne convergeant pas, c'est a dire lorsqoeniditionH3 n’est pas vérifiée (voir figure
1.20).
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FIG. 1.13: Estimation de la régularité d'un Chirp, d’équatidn|” sin (ﬁ) avec iciy = 0.3

et = 2.9 (un signal de 4096 points). Rappel des résultats obtenugset de I'estimation par
Wavelet Leaders. En haut a gauche Chirp, et a droite un zodouade zéro. Deuxiéme ligne,
estimation de la fonction de Holder obtenue par une estwnatie I'exposant en chaque point
respectivement par les méthode6'O, Wavelet leaders et oscillation. Troisiéme ligne, zoom
autour de zero. En zero, les estimations de I'exposant dde#i@ont 0.137 paRC'O, 0.286
par Wavelet Leaders et 0.2907 par oscillation alors que lewathéorique est de 0.3.

FIG. 1.14: Estimation de la régularité en zero d'un chirp d’éqoat|z|" sin (W) avec ici

v = 0.3 et 5 = 2.9. Régression des logarithmes des coefficients d’ondelptferetion de
I'échelle "au dessus" de zero a gauche. Régression des #t¥aleladers a droite. La régression
des Wavelet Leader a un sens car ils vérifient un bon alignerbes estimations obtenues sont
0.137 parRC'O et 0.286 par Wavelet Leaders.
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FiG. 1.15: Estimation de la régularité d’un signal dont la régsemn ne converge pas. En haut
a gauche, logarithme des coefficients d’ondelette en fomcte I'échelle au-dessus d'un point.
En haut a droite, avec I'estimation de type Wavelet Leadert va se passer comme si les
coefficients avaient cette forme. A gauche 2eme ligne : ségme de typerC'O, estimation a
0.11 au lieu de 0.2. A droite 2eme ligne : régression de typesWaleader, estimation 2 0.19 au
lieu de 0.2. A gauche 3eme ligne, illustration de la non-eogence avec la méthode &'O
en enlevant une partie des échelles. A droite 3eme lignsstidition de la non-convergence
également avec la méthode de Wavelet Leaders. Nous aveotiéffa régression comme si
nous ne disposions plus d’'autant d’échelles afin de montierlg pente de la régression ne
tend pas vers une valeur limite. 4eme ligne, estimation gpoimt (I'estimation est identique
en chaque autre point) du signal de 4096 points par les méth&d’ O et Wavelet Leaders.
Les régularités estimées sont respectivement 0.844 et @uglieu de 0.2.
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FiG. 1.16: Estimation de la régularité d'un signal ayant "deuxyuéarités". La valeur théo-
rique de I'exposant pour ce signal est de 0.2. A gauche : ssgoa de typeRCO estimant la
régularité a 0.38. A droite : régression de type Wavelet @a@omme on peut le constater,
les coefficients comptant dans la régression ne sont pluségses ce qui nous donne un esti-
mateur a 0.193 et améliore ainsi I'estimation. On rappelle gpar oscillations, on obtient en
moyenne 0.199.

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

FiG. 1.17: Estimation de la régularité en zero d'un chirp d’éqoat|z| sin (ﬁ) avec ici

~v = 0.3 et = 0.9. En haut & gauche : estimation par la méthoR€’O au point zero. A
droite : estimation par la méthodBC'O avec une régression de type limite inférieure au point
zero. L'exposant de Holder est estimé a 0.20 alors que I'aerabt 0.21 par la régression
linéaire aux moindres carrés. Rappelons que la valeur tigger est 0.3. En bas, les fonctions
de Holder obtenues, par régression linéaire au moindresésaa gauche et par régression de
type limite inférieure a droite.
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FIG. 1.18: Estimation de la régularité en zero d'un chirp d’éqoat|z|" sin (ﬁ) avec ici

~v = 0.3 et = 2.9. En haut & gauche : estimation par la méthoR€’O au point zero. A
droite : estimation par la méthodBC'O avec une régression de type limite inférieure au point
zero. L'exposant de Holder est estimé a 0.33 alors que I'derahit 0.137 par la régression
linéaire aux moindres carrés. Rappelons que la valeur tigger est 0.3. En bas, les fonctions
de Holder obtenues, par régression linéaire au moindresésaa gauche et par régression de

type limite inférieure a droite.

FiG. 1.19: Estimation de la régularité d'un signal ayant "deuguéarités". A gauche : régres-
sion de type limite inférieure. A droite : régression de tyip@te supérieure. L'exposant de
Holder est estimé a 0.2 qui est la valeur théorique.

FiG. 1.20: Estimation de la régularité d’'un signal dont la régsem ne converge pas. A
gauche : régression de type limite inférieure. A droite :refsgion de type limite supérieure.
Quelque soit le nombre d’échelle dont on dispose, la régrasie type limite inférieure estime
parfaitement I'exposant de Holder a sa valeur théorique & 0
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1.2.5 Comparaison des méthodes d’estimation sur des signausuels

Dans cette section, nous allons comparer de maniére iméetes méthodes d’estimatioRC O,
"Wavelet leaders" et par oscillation sur des signaux détestes et stochastiques. Les signaux que nous
utilisons sont defonctions de Weierstrass généralisggssfbm desmbmet desgifs.

Signhaux deterministes

Avant de commencer notre étude intensive, on montre just&ges exemples sur une fonction de
Weierstrass déterministe de régularité 0.5 et sur dewtitorecde Weierstrass généralisées déterministes
(voir théoreme 1.1.3).

Fonction de Weierstrass

On construit une fonction de Weierstrass déterministe famuelle on prescrit un exposant de Holder
de 0.5 (figure 1.21). On estime ensuite la régularité par les méhalkk typeRCO et Wavelet Leaders
(WL).

FiG. 1.21: A gauche en haut : Fonction de Weierstrass de 4096 pante régularité).5.

A droite en haut : Estimation de la régularité d’'une fonctida Weierstrass de 4096 points
et de régularité0.5 par la technique RCO. A gauche en bas : Estimation de la régéla

d’'une fonction de Weierstrass de 4096 points et de régeélarit par la technique de "Wavelet
Leaders". A droite en bas, méthode d’oscillation.

La technigue de Wavelet leaders donne un meilleur résultéérene de variance sur cet exemple mais
présente un biais supérieur a I'autre méthode.

Fonction de Weierstrass généralisée

On génere une fonction de Weierstrass déterministé0éié points telle que I'exposant de Holder soit
de0.2 sur la premiére moitié des points@8 sur I'autre moitié (figure 1.22).

La technigue de Wavelet leaders donne ici encore un meiilesultat en terme de variance sur cet
exemple. Le biais est plus faible que pour I'autre méthodsqglee I'exposant estimé est petit et est
supérieur lorsque I'exposant est grand.

On construit maintenant une fonction de Weierstrass aveaégularité évoluant linéairement en fonc-
tion du temps (figure 1.23). Les conclusions sur la variancg les mémes pour cet exemple.
Generalized Iterated Function System (GIFS)

On construit des signaux déterministes : GIFS (Generalizedted Function System) ayant les régula-
rités prescrites (et constantes) H=[0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 @.®® 0.9]. On représente sur la figure 1.24
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FiG. 1.22: A gauche en haut : Fonction de Weierstrass génératlseg)96 points, de régularité
0.2 et 0.8 par morceaux. A droite en haut : Estimation de la régulariténg fonction de
Weierstrass généralisée de 4096 points, de régularitét0.8 par morceaux, par la technique
RCO. En bas a gauche : Estimation de la régularité d’'une fonctienNeierstrass généralisée
de 4096 points, de régularité2 et0.8 par morceaux, par la technique de "Wavelet Leaders".
En bas a droite estimation par oscillations.

quatres signaux GIFS ayant respectivement pour régulafitéd.4, 0.7 et 0.9. Voir [VD96] et [DVM98]
pour plus de renseignements sur les GIFS.

On applique a tous ces signaux les 3 méthodes d’estimatitanrdgularité présentées dans ce chapitre,
RCO, "Wavelet Leaders" (WL) et par oscillations (OSC). Otientt pour chacune des régularités pres-
crites trois fonctions de Holder. On a regroupé dans lesgatd 1.1 et 1.2 les moyennes de ces fonctions
de Holder ainsi que leur écart type pour les méthodes RCO, WS apres une optimisation des
paramétres des méthodes d’'estimation. Rappelons querkmétaes des méthodes d’estimation sont
I'échelle de début et I'échelle de fin pour les méthodes RC@letet I'évolution de la dimension des
boules de calcul de l'oscillation pour la méthode OSC. Oraiaynu aussi effectuer une optimisation
sur 'ondelette de décomposition pour les méthodes RCO enis ce travail n’a pas été effectué ici.
Notons simplement que I'ondelette utilisée est une onigetiet Daubechies 10. Le premier tableau (1.1)
correspond a une minimisation du bifig — ]fIH2 avecH l'estimation de la régularité prescrite (voir
figure 1.25) alors que le second (1.2) correspond & une nsation du risquélH — H||? + ||std(H)]| |2
(voir figure 1.26). Comme on peut le constater, pour la mé&H@GO, les paramétres minimisant le biais
sont aussi ceux qui minimisent le risque, ce qui expliquelgs&ourbes de gauche pour la figure 1.25
et la figure 1.26 soient identiques ainsi que les 2 premié@iemoes des tables 1.1 et 1.2.

On construit ensuite un GIFS dont la régularité augmengalrement avec le temps et un dont la régu-
larité évolue sinusoidalement (voir figure 1.27).

Comme précédemment, on optimise les parametres des mgttiedémation afin d’obtenir le biais le
plus faible possible. Les résultats sont regroupés darableau 1.3 et illustrés sur les figures 1.28 et
1.29.
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FiG. 1.23: A gauche en haut : Fonction de Weierstrass généraliec4096 points, de régu-
larité h(t) = t. En haut a droite : Estimation de la régularité d’une fonctide Weierstrass
généralisée de 4096 points, de régularité¢) = ¢, par la techniqueRCO. En bas a gauche :
Estimation de la régularité d’'une fonction de Weierstragséralisée de 4096 points, de ré-
gularité h(t) = t, par la technique de "Wavelet Leaders". En bas a droite netion par
oscillation.

| GIFS || BIAIS | [ | [ | |
| H [[ RCO | [ wL | | Osc | |
meanH| stdH meanH| stdH meanH| stdH
0.1 || 0.12282| 0.061597| 0.10115| 0.11156| 0.18158| 0.12013
0.2 || 0.12576| 0.028903|| 0.21194| 0.13156|| 0.25476| 0.1696
0.3 || 0.19943| 0.018422| 0.31637| 0.14888| 0.3334 | 0.22517
0.4 0.3697 | 0.035326|| 0.37873| 0.14319|| 0.41577| 0.27186
0.5 || 0.52539| 0.091539|| 0.45433| 0.10708| 0.50782| 0.30788
0.6 || 0.62531| 0.0829 0.5778 | 0.11573|| 0.60125| 0.33662
0.7 0.7251 | 0.094101| 0.70151| 0.1924 || 0.68937| 0.35407
0.8 || 0.81019| 0.089174| 0.78691| 0.25948| 0.76652| 0.35602
0.9 || 0.88856| 0.097333|| 0.88373| 0.28979| 0.83487| 0.36149

TAB. 1.1: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité @nst On a généré 9 GIFS

présentant des régularité de 0.1 & 0.9. On applique les 3odéthd’estimation de la régula-

rité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonstde Holder. Ce tableau donne
les valeurs des moyennes et des écarts type de ces fonatistiddr en fonction de la régula-

rité et de la méthode d’estimation choisie. On a optimiséolmiore d’échelles sur lesquelles on
effectue I'estimation afin de minimisertiéais ||[H — H||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé
les échelles 1 a 10 (biais=0.1386, risque=0.3571). Pour Ethode "Wavelet Leaders" (WL),
on a utilisé les échelles 4 a 7 (biais=0.0623, risque=0.59&06ur la méthode d’'estimation par

oscillations, on a utilisé une base de 3 et les "rayons" 4 ai&igb0.1287, risque=0.9997). Ce

tableau correspond a la figure 1.25.
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FiG. 1.24: Exemples de signaux déterministes : GIFS avec undam@guconstante. En haut a
gauche : signal de régularité 0.1. En haut a droite : signarégularité 0.4. En bas a gauche :
signal de régularité 0.7. En bas a droite : signal de réguiu.9.
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FiG. 1.25: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité orie. On a généré 9 GIFS
présentant des régularité de 0.1 & 0.9. On applique les 3odéthd’'estimation de la régula-
rité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonstde Holder. On a optimisé le
nombre d'échelles sur lesquelles on effectue I'estimaifamde minimiser Idiais || H — H||2.
Pour la méthode de RCO , on a utilisé les échelles 1 & 10. Poméhode "Wavelet Leaders"
(WL), on a utilisé les échelles 4 a 7. Pour la méthode d’edtangar oscillations, on a utilisé
une base de 3 etles "rayons" 4 a 5. En abscisse, régularitégialsen tout point, en ordonnée
estimation de la régularité avec les barres d’erreur. Enntitié, le résultat théorique. En haut
a gauche, méthode RCO. En haut a droite méthode WL. En basdeédSC.

| GIFS || RISQUE| | | | | I
|l H | RCO | | WL | | Osc | I

mean H std H mean H std H mean H std H

0.1 0.12282| 0.061597| 0.11353 | 0.014085|| 0.20751| 0.022935
0.2 0.12576 | 0.028903|| 0.22044 | 0.016068|| 0.27147| 0.028353
0.3 0.19943 | 0.018422|| 0.31823 | 0.015539|| 0.34573| 0.034769
0.4 0.3697 | 0.035326|| 0.016228| 0.016228| 0.4259 | 0.042194
0.5 0.52539| 0.091539| 0.4819 | 0.021329|| 0.50737| 0.051604
0.6 0.62531| 0.0829 0.56695 | 0.031718|| 0.59124| 0.062522
0.7 0.7251 | 0.094101| 0.66768 | 0.040941| 0.67269| 0.074123
0.8 0.81019| 0.089174| 0.75792 | 0.049951| 0.74858| 0.086958
0.9 0.88856 | 0.097333|| 0.84085 | 0.058072|| 0.81618| 0.10236

TAB. 1.2: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité @nst On a généré 9 GIFS
présentant des régularité de 0.1 & 0.9. On applique les 3odéthd’estimation de la régula-
rité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonstde Holder. Ce tableau donne
les valeurs des moyennes et des écarts type de ces fonatibti@der en fonction de la régu-
larité et de la méthode d’estimation choisie. On a optimésédmbre d’échelles sur lesquelles
on effectue I'estimation afin de minimiserisque||H — H||? + ||std(H)||>. Pour la méthode
RCO, on a utilisé les échelles 1 & 10 (biais=0.1386, risqu85@1, identique au précédent
tableau puisque on retrouve les mémes paramétres d’egimadr optimisation). Pour la mé-
thode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 ébiHIs=0.0931, risque=0.1929).
Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisge base de 3 et les "rayons" 1 a 7
(biais=0.1731, risque=0.3587). Ce tableau correspond &dare 1.26.
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FiG. 1.26: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité @ms. On a généré 9 GIFS
présentant des régularité de 0.1 a 0.9. On applique les 3 odéth d'estimation de la ré-
gularité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux tigtions de Holder. On a opti-
misé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue hesion afin de minimiser lesque

||H — H||? + ||std(H)||?>. Pour la méthode RCO , on a utilisé les échelles 1 & 10 (résulta
identique a celui obtenu lors de la minimisation du biaigjuPla méthode "Wavelet Leaders"
(WL), on a utilisé les échelles 1 & 10. Pour la méthode d’'egton par oscillations, on a utilisé
une base de 3 et les "rayons" 1 & 7. En abscisse, régularitégdalsen tout point, en ordonnée
estimation de la régularité avec les barres d’erreur. Enntitié, le résultat théorique. En haut

a gauche, méthode RCO. En haut a droite méthode WL. En basdeédSC.

-1
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FiG. 1.27: Exemples de signaux déterministes : GIFS avec undamii@uaugmentant linéai-
rement avec le temps et une régularité évoluant sinusafuaié
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[ GIFS [ [ [ |

l H | RCO | WL [ Osc |
Biais Biais Biais

H(t)=t 8.1182|| 5.2321| 5.0616

H(t) = 0.9sin(4nt)/2 + .5 || 8.2133| 7.1607 || 7.7064

TAB. 1.3: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité éamlade maniéere linéaire ou
sinusoidale au cours du temps. On applique les 3 méthodstindaion de la régularité, ce qui
nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions deétdte tableau donne les valeurs
du biais et du risque en fonction de la méthode d’estimatimisie. On a optimisé le nombre
d’échelles sur lesquelles on effectue I'estimation afin demiser lebiais | — H||?. GIFS
linéaires: Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 1 a 10. Ronrdthode "Wavelet
Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 a 10. Pour la méthaidstimation par oscillations,
on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 5 &33FS sinusoidaux: Pour la méthode de
RCO, on a utilisé les échelles 1 a 12. Pour la méthode "Waleatlers" (WL), on a utilisé
les échelles 1 a 12. Pour la méthode d’estimation par ogioite, on a utilisé une base de 2.8
et les "rayons" 0 a 7. Ce tableau correspond aux figures 1.2828t

000 500 2000 2500 3000

FiG. 1.28: Signaux déterministes : GIFS avec une régularitéu@tl de maniére linéaire. On
applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, denqus renvoie pour le signal trois
fonctions de Hdélder. On a optimisé le nombre d’échelles ssguielles on effectue I'estimation
afin de minimiser Idiais || — H||2. Pour la méthode de RCO , on a utilisé les échelles 1 &
10. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé tdeées 1 a 10. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.&s "rayons" 5 a 8. En abscisse,
les points du signal. En ordonnée, la régularité estiméepéintillés, la régularité théorique.
En haut a gauche, méthode RCO. En haut a droite méthode WlaEméthode OSC.
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FiG. 1.29: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité @l de maniére sinusoidale.
On appligue les 3 méthodes d’estimation de la régularitéguienous renvoie pour le signal

trois fonctions de Hoélder. On a optimisé le nombre d'éctsefiar lesquelles on effectue I'es-
timation afin de minimiser Iéiais ||[H — H||2. Pour la méthode de RCO , on a utilisé les
échelles 1 a 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), diliséules échelles 1 a 12. Pour

la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé ursdde 2.8 et les "rayons" 0 a 7. En
abscisse, les points du signal. En ordonnée, la régulastémge. En pointillés, la régularité

théorique. En haut a gauche, méthode RCO. En haut a droitbadétWL. En bas méthode
OSscC.
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Signaux stochastiques

Mouvement Brownien Fractionnaire

Le mouvement Brownien Fractionnaire (FBM) a été introdwt golmogorov en 1940 dans un
cadre Hilbertien [Kol40]. Ce sont B. Mandelbrot et J. Van $lgsi ont popularisé le FBM en montrant
sa pertinence pour la modélisation de phénoménes natalgigue la finance ou I'hydrologie [MNG68].
Pour des travaux plus récents, voir le livre de SamorodnisKaqqu [ST94] et celui de J. Beran [Ber94].
Nous avons généré 10 réalisations de mouvements Browmnigettohnaires pour des régularités pres-
crites (et constantes) allant de 0.1 a 0.9 soit 90 signaux.a(@présenté sur la figure 1.30 un FBM de
régularité 0.2 et un FBM de régularité 0.5).

o
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 2000 o 500

FiGc. 1.30: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité @mmet A gauche, signal de
régularité 0.2. A droite, signal de régularité 0.5.

On applique ensuite les 3 méthodes d’estimation de la ratufauis on concaténe les fonction de Hol-
der estimées des signaux ayant la méme régularité, ce qaineovoie pour chacune des régularités
prescrites trois fonctions de Holder. On a regroupé dartabdsaux 1.4 et 1.5 les moyennes de ces fonc-
tions de Holder ainsi que leur écart type pour les méthode®,REL et OSC aprés une optimisation
des paramétres des méthodes d’estimation. Le premieatabl@respond a une minimisation du biais
||H — H||? avecH = [.1,.2,.3, .4, .5,.6,.7,.8,.9] la régularité prescrite éf son estimation (voir figure
1.31) alors que le second correspond & une minimisatiorsquei|H — H || + ||std(H)||? (voir figure
1.32).

Mouvement Brownien multifractionnaire (MBM)
et fonctions de Weierstrass généralisées stochastiqWWE ()G

Nous poursuivons notre étude sur des mouvements Browniettgrattionnaires (MBM) et sur des
fonctions de Weirstrass généralisées (GWEI). Pour ledifomede Weierstrass généralisées, voir le théo-
reme 1.1.3 dans la premiéere partie de ce chapitre. Le mouueBrewnien Multifractionnaire est une
extension du mouvement Brownien Fractionnaire de paranif£iu cas ol n’est plus une constante
mais une fonction de I'index de temps du processus. On past aiodéliser des processus continus
non stationnaires. De plud () et2 — H(t) sont, pour tout, presque sGrement, I'exposant de Holder
et les dimensions de boites et de Hausdorff locales au pddgs travaux récents fournissent une large
étude de ces signaux (voir [PV95], [AV99], [AVO0OQ] et [Aya0Z)u point de vue de I'estimation de la
régularité, il existe des méthodes d’estimation paraaédrispécialement adaptées au FBM et au MBM
(voir [AV04], [BBCI0Q], [BCI98], [Coe00], [GL89] et [IL97).

On a représenté sur la figure 1.33 quatre réalisations eiftés d’'un MBM avec une régularité prescrite
sinusoidale et sur la figure 1.34 quatre réalisations d’'onetion de Weierstrass généralisée avec la
méme régularité prescrite sinusoidale.

On effectue dix réalisations de MBM dont la régularité augradinéairement au cours du temps et
dix autres dont la régularité évolue sinusoidalement. Dmé&ane maniére, on construit dix fonctions
de Weierstrass généralisées dont la régularité augmerdairement au cours du temps et dix autres
dont la régularité évolue sinusoidalement. On appliquecssirsignaux les trois méthodes d’estimation
de la régularité. Grace au processus d’optimisation sugdbslles décrit précédemment, on obtient les




48 Estimation de la régularité

| FBM || BIAIS | | | | | |
| H | RCO | | WL | | OscC | I

mean H std H meanH| stdH mean H std H

0.1 || 0.020379| 0.25589| 0.10863| 0.22468| 0.19456| 0.050368
0.2 0.18611 | 0.22843|| 0.14664| 0.30863|| 0.26518| 0.060929
0.3 0.29255 | 0.25527|| 0.31473| 0.32432|| 0.35343| 0.073864
0.4 0.36586 | 0.27786|| 0.38112| 0.38797|| 0.40611| 0.089018
0.5 0.52057 | 0.25886|| 0.50989| 0.35614|| 0.52788| 0.11197
0.6 0.62581 | 0.275 || 0.65518| 0.35092|| 0.61354| 0.12212
0.7 0.77971 | 0.28991| 0.73151| 0.40398|| 0.70659| 0.16377
0.8 0.88899 | 0.31565|| 0.84864| 0.45299|| 0.8058 | 0.17344
0.9 1.002 | 0.30953|| 0.9229 | 0.52544|| 0.85666| 0.17877

TAB. 1.4: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité carietdDn a généré 10 réalisa-
tions de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 2 0.9. On gpplies 3 méthodes d’estimation
de la régularité puis on concaténe les fonctions de Holdém&®s, ce qui nous renvoie pour
chacune des régularités prescrites trois fonctions de Elbide tableau donne les valeurs des
moyennes et des écarts type de ces fonctions de Hdolder eiofode la régularité et de la
méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre @keh sur lesquelles on effectue
I'estimation afin de minimiser leiais ||[H — H||>. Pour la méthode RCO, on a utilisé les
échelles 4 a 11 (biais=0.1831, risque=1.009). Pour la médth6Wavelet Leaders" (WL), on
a utilisé les échelles 1 a 4 (biais=0.1026, risque=1.24@)ur la méthode d’estimation par
oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 3(kid@is=0.1378, risque=0.5065).
Ce tableau correspond a la figure 1.31.

résultats des tableaux 1.6 et 1.7 respectivement pour ianisation du biais et la minimisation du risque.
Ces résultats sont illustrés sur les figures 1.35 & 1.42.

1.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un outil mathématignalgke fractale, I'exposant de Hol-
der. Autour de cet objet s’est développée une branche ederntanalyse de la régularité des signaux,
I'analyse de la régularité Holderienne. C’est dans ce cqdeenous avons détaillé trois méthodes d’'es-
timation de la régularité. la premiere, notée OSC consistarecalcul d’oscillations autour du point
considéré, les deux suivantes, notées RCO et WL et décalgatéux théorémes de Stéphane Jaffard,
sont trés similaires et a base de régression de coefficiamdalettes.

L'implementation des trois méthodes présentées et une étuchérique qualitative ont montré le
bon comportement de ces méthodes en général sur I'ensemblsighaux traités. Plus précisément,
I'estimation par le biais des wavelet Leaders supplantértaméthode a base d’ondelette dans la plupart
des cas. Ces méthodes donnent de meilleurs résultats quildtion sur les fonctions de Weierstrass et
les GIFS. Ce résultat peut s’expliquer par la structure debgets, en effet, les fonctions de Weierstrass
sont pratiguement définies par leurs coefficients d’ontiekttles GIFS par des rapports de coefficients
d’'ondelette. Si on considére le reste des signaux, la métdmdcillation fournit les meilleurs résultats.

Il est bon de noter que ces signaux, les FBM et les MBM, sontlae gn plus utilisés pour modéliser

des phénoménes naturels ([Man97b], [Ber94], [Man97a] emftias et [VR97] pour la modélisation du

traffic) et notamment dans le cadre de I'application qui niotéresse, a savoir le frottement entre un
pneumatique et une chaussée [KHOO].

Ces résultats nous inviteraient donc a utiliser la méthddscdlation pour la suite de notre étude
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FiG. 1.31: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité @met On a généré 10 réali-
sations de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 a 0.9. Oliqamples 3 méthodes d’estima-
tion de la régularité puis on concaténe les fonctions de Eikktimées, ce qui nous renvoie
pour chacune des régularités prescrites trois fonctionsHdéder. On a optimisé le nombre
d’échelles sur lesquelles on effectue I'estimation afin @emiser lebiais ||H — H||2. Pour

la méthode RCO, on a utilisé les échelles 4 a 11. Pour la méttdéavelet Leaders" (WL),
on a utilisé les échelles 1 a 4. Pour la méthode d’estimatiangscillations, on a utilisé une
base de 2.8 et les "rayons" 3 a 7. En abscisse, régularité ghasien tout point, en ordonnée
estimation de la régularité avec les barres d’erreur. Enntitié, le résultat théorique. En haut
a gauche, méthode RCO. En haut a droite méthode WL. En basaecdSC.

puisqu’elle semble adaptée a I'analyse des profils routiersart ses bons résultats sur les FBM, mais
cette technigue présente un point négatif : la difficulté delifrer la régularité d’'un signal en utilisant ce
schéma d’estimation. Dans la suite de ce document, pluspréent dans le chapitre consacré au débrui-
tage, nous allons nous attacher a modifier la régularité igaawsx bruités. C’est pour cette raison que
nous allons estimer la régularité a partir des coefficieluisdelette. Dans un souci de clarté de I'exposé,
on préférera utiliser la régression RCO dans les chapitvesacrés a I'interpolation et au débruitage.
On gardera a 'esprit que les résultats que nous donnerora gegularité et sur les convergences dans
le chapitre sur le débruitage sont valides avec I'estimatadfinée par les "Wavelet Leaders" d’aprés le
lemme 1.2.2.

On peut ajouter que I'étude des régressions des logaritbesesoefficients d’'ondelette et le souci de
raffiner les méthodes d’estimation nous ont permis de cornereindévelopper une nouvelle technigue
générale de régression qui, sous certaines conditions, pemnet d'atteindre la limite inférieure (ou la
limite supérieure) d'un nuage de points.
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| FBM || RISQUE | [ | [ | |
| H [ RCO | [ wL | | Osc | |
meanH | stdH mean H std H mean H std H
0.1 || 0.020251| 0.13171| 0.019328| 0.070383|| 0.19335| 0.038272
0.2 0.14698 | 0.14306|| 0.16339 | 0.071761| 0.26193| 0.045673
0.3 0.31158 | 0.12569| 0.29894 | 0.074412| 0.34769| 0.052647
0.4 0.37487 | 0.13536|| 0.37531 | 0.088823| 0.39742| 0.063024
0.5 0.52906 | 0.13739| 0.5282 | 0.095763| 0.50823| 0.077101
0.6 0.64144 | 0.12156|| 0.64043 | 0.084312| 0.58743| 0.080335
0.7 0.78331 | 0.13205|| 0.77699 | 0.10727 || 0.6926 | 0.10053
0.8 0.8863 | 0.16325|| 0.89636 | 0.12587 || 0.77411| 0.12066
0.9 0.98946 | 0.15184| 0.98189 | 0.12962 || 0.82644| 0.12871

TAB. 1.5: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité carietdDn a généré 10 réalisa-

tions de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 2 0.9. On gpplies 3 méthodes d’estimation
de la régularité puis on concaténe les fonctions de Holdém&®s, ce qui nous renvoie pour
chacune des régularités prescrites trois fonctions de El6ide tableau donne les valeurs des
moyennes et des écarts type de ces fonctions de Hdolder diofode la régularité et de la
méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre @keh sur lesquelles on effectue
I'estimation afin de minimiser lésque || — H||? + ||std(H)||?. Pour la méthode de RCO,
on a utilisé les échelles 1 a 12 (biais=0.1868, risque=040Pour la méthode "Wavelet Lea-
ders" (WL), on a utilisé les échelles 1 a 11 (biais=0.181%que=0.4709). Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.R& "rayons" 2 a 8 (biais=0.1456,
risque=0.3984). Ce tableau correspond a la figure 1.32.
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FiG. 1.32: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité eoet On a généré 10
réalisations de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 a O8.applique les 3 méthodes
d’estimation de la régularité puis on concaténe les fomgiale Holder estimées, ce qui
nous renvoie pour chacune des régularités prescrites fimigtions de Holder. On a opti-
misé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue esion afin de minimiser lesque
||[H — H||? + ||std(H)]||>. Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 1 & 12. Rour |
méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échellesl1.&our la méthode d’estima-
tion par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les6r&g/ 2 a 8. En abscisse, régularité
du signal en tout point, en ordonnée estimation de la régidlaavec les barres d’erreur. En
pointillé, le résultat théorique. En haut a gauche, méthR@O. En haut a droite méthode WL.
En bas méthode OSC. En abscisse, régularité du signal emptioi, en ordonnée estimation
de la régularité avec les barres d’erreur. En pointillé, Esultat théorique.

FiG. 1.33: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité @rdlsinusoidalement. Quatre
réalisations différentes.
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FiG. 1.34: Signaux stochastiques : fonction de Weierstrass aésée avec une régularité
évoluant sinusoidalement. Quatre réalisations difféent

I MBM | BIAIS | [ | [ | |
I H | RCO | | WL | | Osc | |
Biais Risque Biais Risque || Biais | Risque

H(t)=t 18.6598| 41.9594 || 16.3121| 33.9622|| 5.1866| 12.0468

H(t) =0.9sin(4nt)/2 + .5 || 7.7671 | 17.6551|| 8.3865 | 23.1346| 2.29 | 7.1266

GWEI Stochastique || \ | | | | I

I H | Ws | | WL | | Osc | |
Biais Risque Biais Risque || Biais | Risque

H(t)=t 2.7331 | 10.1174| 4.6011 | 9.9301 || 4.9404| 12.1542

H(t) = 0.9sin(4nt)/2 + .5 || 2.7615 | 12.0380|| 1.4883 | 6.3786 || 2.6172| 8.3072

TAB. 1.6: Signaux stochastiques : MBM et Weierstrass généedisé&ec une régularité évo-
luant linéairement ou sinusoidalement au cours du temps g&méré 10 MBM de chaque type.
On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularitéyuienous renvoie pour chacun des
signaux trois fonctions de Hdélder. Ces fonctions sont éasuobyennées selon les 10 réalisa-
tions. Ce tableau donne les valeurs du bigigl(— H||2) et du risque [( H — H |2+ || std(H)||?)

en fonction de la méthode d’estimation choisie. On a opéngsnombre d’'échelles sur les-
quelles on effectue I'estimation afin de minimisebiais ||[H — H||2. MBM LINEAIRES :
Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 7 a 11. Pour lthodé “"Wavelet Leaders”
(WL), on a utilisé les échelles 7 a 11. Pour la méthode d’'estton par oscillations, on a uti-
lisé une base de 2.2 et les échelles 2 MIBM SINUSOIDAUX : Pour la méthode de RCO, on
a utilisé les échelles 1 a 12. Pour la méthode "Wavelet Ledd®VL), on a utilisé les échelles
6 a 12. Pour la méthode d’estimation par oscillations, oniigdt une base de 2.1 et les rayons
4 a2 11.GWEI LINEAIRES : Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 1 a 12. Pour la
méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelled Il Rour la méthode d’estimation
par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les rayons85 @WEI SINUSOIDALES :
Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 2 a 12. Pour lthodé "Wavelet Leaders"
(WL), on a utilisé les échelles 1 a 11. Pour la méthode d'estton par oscillations, on a
utilisé une base de 2.4 et les rayons 5 a 9. Ce tableau comebpox figures 1.35 a 1.38.
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FiG. 1.35: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité @rtllinéairement. On a gé-
néré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation de laleéigé, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hoélder. Ces fongtsont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles ssquielles on effectue I'estimation
afin de minimiser léiais ||[H — H||. Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 7 a
11. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé ebes 7 a 11. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2/2€rayons 2 a 5. En abscisse, régu-
larité du signal en tout point, en ordonnée estimation dedigularité avec les barres d’erreur.
En pointillé, le résultat théorique. En haut a gauche, mdth&CO. En haut a droite méthode
WL. En bas, méthode OSC.
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FiG. 1.36: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité @nilsinusoidalement. On a
généré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation dégalarité, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hoélder. Ces fongtsont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles ssquielles on effectue I'estimation
afin de minimiser Idiais || — H||. Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 1 & 12.
Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les Behies a 12. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.les rayons 4 a 11. En abscisse,
régularité du signal en tout point, en ordonnée estimatienla régularité avec les barres
d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut a gdue, méthode RCO. En haut a droite
méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FiG. 1.37: Signaux stochastiques : Weierstrass généraliséeawerégularité évoluant linéai-
rement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 méthodssndagion de la régularité, ce
qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions @dét. Ces fonctions sont ensuite
moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisé le nod¥ckelles sur lesquelles on ef-
fectue I'estimation afin de minimisertéais ||[H — H|[2. Pour la méthode RCO, on a utilisé les
échelles 1 a 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), diliséules échelles 1 a 11. Pour
la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé ureesd de 2.8 et les rayons 5 a 8. En
abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnéenason de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. Endtaa gauche, méthode RCO. En haut a
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FiG. 1.38: Signaux stochastiques : Weierstrass généralisée ave régularité évoluant sinu-
soidalement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 methibestimation de la régularité,
ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctienda@lder. Ces fonctions sont en-
suite moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisgntdre d’échelles sur lesquelles on
effectue I'estimation afin de minimisertiais ||[H — H||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé
les échelles 2 a 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL atilisé les échelles 1 a 11.
Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisge base de 2.4 et les rayons 5 a 9.
En abscisse, régularité du signal en tout point, en ordoregtenation de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. Endtaa gauche, méthode RCO. En haut a
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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I MBM | RISQUE ]| [ | [ | |
I H | RCO | | WL | | Osc | |
Biais Risque Biais Risque || Biais | Risque

H(t)=t 22.2299 | 30.2447|| 19.4629| 30.4854|| 5.5482| 10.4190

H(t) =0.9sin(4nt)/2 + .5 || 7.7671 | 17.6551| 10.5043| 17.6931| 2.7091| 7.0012
I GWEI I | [ | [ | |
I H | WS | | wt | | Osc | |
Biais Risque Biais Risque || Biais | Risque

H(t)=t 2.7331 | 10.1174| 4.6011 | 9.9301 || 5.7668| 11.0797

H(t) =0.9sin(4nt)/2 + .5 || 2.7615 | 12.0380| 1.4883 | 6.3786 || 3.2751| 8.2378

TAB. 1.7: Signaux stochastiques : MBM et Weierstrass généedis&ec une régularité évo-
luant linéairement ou sinusoidalement au cours du temps g&méré 10 MBM de chaque type.
On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularitéquienous renvoie pour chacun des
signaux trois fonctions de Holder. Ces fonctions sont eaasubyennées selon les 10 réalisa-
tions. Ce tableau donne les valeurs du bidj&/(— H||2) et du risque [( H — H||2+||std(H)||?)

en fonction de la méthode d’estimation choisie. On a opénlesnombre d’échelles sur les-
quelles on effectue I'estimation afin de minimiserisgue ||[H — H||? + ||std(H)||2. MBM
LINEAIRES : Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 2 a 11. Pour thodé "Wavelet
Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 5 a 11. Pour la méthabdstimation par oscillations,
on a utilisé une base de 2.1 et les rayons 1 MBM SINUSOIDAUX : Pour la méthode
RCO, on a utilisé les échelles 1 a 12. Pour la méthode "Walceladers" (WL), on a utilisé les
échelles 1 a 12. Pour la méthode d’estimation par oscillaioon a utilisé une base de 2.1 et
les rayons 3 a 11GWEI LINEAIRES : Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 1 a
12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé tdeées 1 a 11. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2J@®rayons 3 a SGWEI SINUSOI-
DALES : Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 2 a 12. Pourégnode "Wavelet
Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 a 11. Pour la mé&hdidstimation par oscillations,
on a utilisé une base de 2.5 et les rayons 4 & 9. Ce tableausmorel aux figures 1.39 a 1.42.
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FiG. 1.39: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité @rtllinéairement. On a gé-
néré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation de laleéigé, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hoélder. Ces fongtsont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles ssquielles on effectue I'estimation
afin de minimiser lgisque ||H — H||? + ||std(H)||*>. Pour la méthode RCO, on a utilisé les
échelles 2 a 11. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), diliséules échelles 5a 11. Pour
la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé uresd de 2.1 et lesrayons 1 a 7. En
abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnéenasion de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. Endtaa gauche, méthode RCO. En haut a
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FiG. 1.40: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité @rnilsinusoidalement. On a
généré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation dégalarité, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hoélder. Ces fongtsont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles ssquielles on effectue I'estimation
afin de minimiser leisque||H — H||* + ||std(H)||*. Pour la méthode de RCO, on a utilisé les
échelles 1 a 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), diliséules échelles 1 a 12. Pour
la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé ussd de 2.1 et les rayons 3 a 11. En
abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnéenason de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. Endtaa gauche, méthode RCO. En haut a
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FiG. 1.41: Signaux stochastiques : Weierstrass généralisée ame régularité évoluant li-
néairement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 mé&hestimation de la régularité,
ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctienda@lder. Ces fonctions sont en-
suite moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisérieore d’échelles sur lesquelles
on effectue I'estimation afin de minimiserisque||H — H||? + ||std(H)||>. Pour la méthode
RCO, on a utilisé les échelles 1 a 12. Pour la méthode "Wateatlers" (WL), on a utilisé
les échelles 1 a 11. Pour la méthode d’estimation par ogiwite, on a utilisé une base de 2.8
et les rayons 3 a 8. En abscisse, régularité du signal en tointpen ordonnée estimation de
la régularité avec les barres d'erreur. En pointillé, le dtt théorique. En haut a gauche,
méthode RCO. En haut a droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FiG. 1.42: Signaux stochastiques : Weierstrass généralisée ave régularité évoluant sinu-
soidalement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 methibestimation de la régularité,
ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctienda@lder. Ces fonctions sont en-
suite moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisérieore d’échelles sur lesquelles
on effectue I'estimation afin de minimiserisque||H — H||? + ||std(H)||>. Pour la méthode
RCO, on a utilisé les échelles 2 a 12. Pour la méthode "Wateatlers" (WL), on a utilisé
les échelles 1 a 11. Pour la méthode d’estimation par ogiite, on a utilisé une base de 2.5
et les rayons 4 a 9. En abscisse, régularité du signal en tointpen ordonnée estimation de
la régularité avec les barres d'erreur. En pointillé, le dtt théorique. En haut a gauche,
méthode RCO. En haut a droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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Chapitre 2

Interpolation
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On considére le probléme de linterpolation d’un signal ddR? connu & une certaine résolution.
On suppose que le signal appartient a une classe de signaaxtéasée par des contraintes sur la
régularité locale, qui peuvent étre traduites par un cattabmportement inter-échelles des coefficients
d’'ondelette. Ces contraintes permettent de prédire lefficamnts de I'écheller + 1 a partir de ceux des
échelles précédentes. Nous donnons quelgues proprié@sttdgechnique d’interpolation, concernant
en particulier la régularité Holdérienne du signal raffinéssn comportement asymptotique. Les résul-
tats théoriques et numérigues montrent que notre méthauegpel’obtenir des signaux ou des images
interpolés de bonne qualité. En particulier, I'aspect wkde régularité ou d'irrégularité est respecté
apreés interpolation.

Ce chapitre a fait I'objet de deux publications en congrésrivationaux avec comité de lecture et actes :

— [LV03a] P. Legrand, J. Lévy Véhel, "local regularity-bdsmterpolation”, WAVELET X, Part
of SPIE’s Symposium on Optical Science and Technology, Sagd) CA, August 3-8, 2003,
proceedings of SPIE Vol. 5207.

— [LVO03c] P. Legrand, J. Lévy Vénhel, "Interpolation de sigrgpar conservation de la régularité
Holderienne", GRETSIO3, 19 th GRETSI Symposium on Signal Bmage Processing, Paris,
September 8-11, 2003.

2.1 Introduction

Une préoccupation courante en traitement du signal et dagdamest I'obtention de données échantil-
lonnées avec la meilleure résolution possible. A I'étaeqglisition, la résolution est limitée par divers
facteurs, tels que les propriétés physiques du capteur @ollke Il est donc utile de mettre au point des
méthodes permettant d'améliorer la résolution apreés lisitipn. Un cas favorable est celui ou I'on dis-
pose de plusieurs signaux de faible résolution se recoupeatiellement. L'interpolation (aussi appelée
super-résolutiordans ce contexte) consiste alors a combiner ces multiglaawsk basse résolution afin
de former un signal haute résolution.

Dans le cas général, cependant, on ne dispose que d’'un pmmalinterpolation. Une approche natu-
relle consiste alors a compléter les informations issuesighal basse résolution par des connaissances
a priori.

Diverses approches ont été proposées dans ce cadre. Onrgesiegement les séparer en deux types.
Dans le premier, on suppose que le signal appartient a uteneeclasse fonctionnelle. Par exemple, on
admet que le signal original est a bande limitée, ou bien patipompact, . ... Ces hypothéses imposent
des contraintes sur l'interpolation qui, en pratique, estvent obtenue en minimisant une fonction de
co(t composée de deux termes : le premier assure le fait quignlal reconstruit a haute résolution est
compatible avec les données observées a basse résolgisactnd terme correspond a I'informaten
priori d’'appartenance a la classe considérée. Parmi les trés eoxtipavaux qui suivent cette approche,
citons [DS89, Fer94, Pap75, SS82, SP61, YW82].

Le deuxiéme type d’approche constitue un nouveau paradligneg’on pourrait qualifier deontextuel

Il a été proposé récemment dans des travaux provenant dewmami@s diverses (vision par ordinateur,
informatique graphique, IA)[CP99, BK01, FJPO1]. Il déaodE I'observation du fait que la plupart des
méthodes classiques ont tendance a trop lisser les sigeauqueé I'on atteint de fort taux d’interpolation
(i.e. plus grand que 4). Les méthodes contextuelles essdgeremédier a ce probleme en utilisant une
technique "d’apprentissage local" : le systeme commencerpar une base de données en "apprenant "
les caractéristiques locales de signaux pris dans uneedasmée, a laquelle on suppose que le signal a
interpoler appartient aussi. Il utilise ensuite cettelimfation pour calculer I'interpolation, en comparant
les caractéristiques locales du signal a celle de la basemigéds. L'hypothése sous-jacente est que
des voisinages, dans les signaux de la méme classe, quissentdent a la résolution, devraient se
ressembler a la résolution+ 1.
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La plupart des techniques développées jusqu’a mainteoafftent d’'un certain nombre de problémes
communs : le signal interpolé est souvent trop lisse, maisiite aussi parfois que trop de détails soient
ajoutés, en particulier dans des régions régulieres. D& [glicréation de détails n'est pas bien contrb-
lée, et on ne peut en général prévoir quel sera I'aspect dalsiaute résolution. Enfin, les propriétés
théorigues de la méthode sont rarement connues.

Nous proposons une nouvelle méthode d'interpolation dooatactéristique principale est de conserver
I'aspect visuel aussi bien des régions lisses que des i®gié@guliéres (e.g. ruptures ou textures). Notre
outil principal est I'analyse de la régularité locale : n@asnmencons par définir une mesure de cette
régularité locale qui rend raisonnablement compte ded'eispisuel tout en étant aisément manipulable
mathématiquement. Cette mesure correspond, a quelquestiess techniques pres, a la notion d’ex-
posant de Holder. Il a été montré que les exposants de Haderspondent a une notion intuitive de la
régularité pour les images et les signaux 1D [Veh95].

Afin de contréler l'interpolation et d’obtenir une implemation simple, nous avons besoin de supposer
que le signal appartient a une certaine classe de signauesigassez générale. Cette hypothése permet
d’estimer facilement I'exposant de Holder a partir des ficiehts d’ondelette, et assure de plus que cet
exposant permet de prédire de facon pertinente les coetaikes échelles plus fines.

Notre méthode permet alors de contréler a la fois la régéldti signal interpolé et I'erreur de recons-
truction. Ces deux propriétés sont importantes en pratidpeégularité détermine I'apparence visuelle
de l'information ajoutée (c’est a dire le contenu hautequieices), et la convergence de l'interpolation
signifie que I'information ajoutée n’est pas trop difféede la réalité.

Nous expliquons maintenant heuristiquement le principaaiee méthode. SoiX le signal d’entrée et
x; , ses coefficients d’'ondelette, georrespond aux echelles/ed la position. Siun signal a la régularité

« au pointt, alors ses coefficients d’ondelette,,; ;) "au-dessus” desont bornes parz—j(c”%)) olc
est une constante (voir chapitre 1) :

Vi=1...n,|zjn;0l < 2~ iets)

On rappelle que I'exposant mesure la régularité dans le sens suivamt> 1 traduit un signal lisse,
tandis quex €]0, 1] signifie que le signal est continu et non differentiable.e®i le signal est discontinu
ent mais borné, alora: = 0.

Ainsi, si nous souhaitons préserver la régularité, nousmeimposer le coefficient d’'ondelette au dessus
det & I'échelle super-résolue + 1 de telle sorte qQUEr,, 1 (14| < C27FDEF3),

2.2 Méthode

Soit X le signal original, etX,, = («7,...z%.) son échantillonnage sur 1€8 points (t1, .. .t5.).
Soity une ondelette telle que la famille); 1}, forme une base orthonormale dé. Soientz; ;. les
coefficients d’ondelette d&. Pourk = 1...2", on considére le point= t}! etxz; ;;) les coefficients
d’ondelette situés "au-dessus" de lui, i.e.

k(j,t) = [(t +1)27 "]

Soitay, (t) + % la pente de la régression de type limite inférieure du veatied(z 1.1 - - - Tn k(nt)))
selon(—1,...,—n) (voir [VLO4] et le chapitre 1.2 section 1.2.4 sur I'estinmatipour les régressions de
type limite inférieure). Lorsque tend vers l'infini,a,, (¢) +% tend vers la limite inférieure d&& k(0

—n .
Ce nombrex,(t) a été considéré dans la littérature [Mey97] sous le nom d'sampt deveak scaling
et notégs,,. Il s’agit d’'une mesure de la régularité locale comme noagohs exposé dans le chapitre 1

définition 1.2.2.
On rappelle que lorsque les exposants de Holder lacat ponctueky, de X ent coincident, alorsj3,,

log | X (t+h)—Pt(h

'Rappelons que;* (t) = inf{a: 30 >0, X € C*([t — 6, + 4])} et quea, () = liminf ,_o Tog A1 1L ou

P, est un polyndme de degré inférieur ou égahg (¢)]
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est aussi égal a leur valeur commune (voir [VS04]). Dans i@ $1ous supposerons que nous sommes
dans cette configuration.

En d’autres termes, on considéere que notre signal appadtiarclasses définie de la maniére suivante :
S ={X € L*(IR),Vt € R, a,(t) = oy(t)}

La classeS contient de nombreux signaux et images "usuels”, commexean@e :

e Les signaux infiniment lisses (i.e. dafis®)
e Les signaux & irrégularités isolées du type v |t — t,|™, avect, € R,y, € R,

e Un grand nombre de signaux partout irréguliers, tels queriatfon de Weierstrass

W(t)= > 2 "sin(2"t), he(0,1) (2.1)
nelN

Par contre, les signaux de type "chirp", de la foritiesin(1/|t|%), v >0, B > 0 ne sont pas darS.

Si X € 8, alors en chaque poirtt les "plus gros" coefficients d’ondelette sont situés assds de
dans le sens suivant. Considérons une sujtede coefficients telle qué2~7 tend verst. Alors, si X
appartient as,
log |2 k(.0
—J
Pour réaliser l'interpolation, on effectue au-dessus @jab point la régression des coefficients d’'on-
delette en fonction de I'échelle. Les paramétres de cajtesdion permettent de construire le coefficient
extrapolé. Aprés reconstruction, on obtient ainsi le digsaper-résolu”. Dans un souci de simplicité
pour la suite de I'exposé, on effectue une régression sitdpléeype "RCO") telle qu’elle est décrite dans
le chapitre 1 section 1.2.2 sans faire appel au raffinemésepié dans la section 1.2.4 pour obtenir la
limite inférieure.

1 .

liminf ;_ > liminf ;_,

2.3 Construction des coefficients extrapolés

Comme nous venons de I'évoquer, on procede en plusieurssataqut d’abord on effectue une transfor-
mée en ondelette discrétes du signal que I'on souhaite rétgmgis on regarde comment se comportent
les différents coefficients concernant chacun des pointsighal. En effet, on sait que pour estimer la
régularité d’'un signal en un point, on effectue la régressles logarithmes des valeurs absolues des
coefficients situés au-dessus de ce point en fonction dedlkc(voir chapitre 1). La pente de cette ré-
gression nous donne alors 'information souhaitée surdaladité (voir figure 2.1). Ensuite on construit
un nouveau coefficient d’ondelette tel que le logarithmealgadeur absolue soit situé sur la droite de
régression (ainsi on conserve la régularité en ce poinfjnEm reconstruit le signal ainsi modifié. On
peut ensuite réitérer la méthode pour créer le nombre sButh@iniveaux.

2.3.1 Coordonnées du point ajouté

Lemme 2.3.1
A la positionn + 1, le point de la droite de régression linéaire dg = [y, ..., y,] en fonction de
V =1, ...,n] a pour ordonnée :

2 . .
Yn+1 = m 32:31 yj(3j —n —2) (2.3)
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FiG. 2.1: Régression au-dessus d’'un point du signal. L’axe desiskes porte les échelles.
Les ronds correspondent chacun au log2 d'un coefficientadBteite situé au-dessus du point
considéré. Le point de droite est celui qui a été extrapolé.

Preuve

SoientV = [1,...,n] etL; = [y, ..., yn], la pente de la régression linéaire HBeselonS est donnée par
la formule suivante :

ente— cov(L;, V)
pente= var(V)
Or ( D
n(n +
anV) = ———=
var(V) B
et

COV(Li, V) = — (L ~T)(V - V) = — Z(j‘ny)yj
1

n—1

avecL; la moyenne dd.; etV la moyenne dé’.
Par conséquent, la pente de cette régression est donnée par

12 (. n+l
ente= ———— E — ;
P n(n?—1) <‘7 2 ) Yi

Jj=1

Notre méthode consiste a ajouter un point sur la droite deségn, donc on ne change pas la pente de
cette derniére. En ajoutap ., la pente est conservée donc :

cov(Li, V)  cov(Li, V)

var(V) — war(V)
avecV =[1,...,n+ 1] etL;, = [y1, ..., Yn+1]
D’ou
12 "il(, nt2 12 Z":(. nil 2.
n(n—|—1)(n—|—2)j:1‘7 2 y]_n(nz—l)jzlj g Vi '

Par conséquent,

2 n
n = —) y ) - - 2
Yn+1 n(n—1) ;:1 yj(3j —n —2)

Corollaire 2.3.1
Par le processus d'interpolation proposé, le coefficientndlelette ajouté au dessus du point a
I'échellen + 1 vérifie :
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_ 2 - ,
logy [Try1,k] = m ]Z_:l logy [ k|(3) —n — 2) (2.5)
Preuve
On applique simplement le théoréme précédent aux logagihias coefficients d’ondelette au des-
sus du point considéré. [

On a donc ajouté un coefficient d’ondelette a I'échelle 1 dont le logarithme de la valeur absolue est
sur la droite de régression. Par conséquent, on peut écrire :

"%n+1,k’ = Al’%n—i-1,162_(71—’_1)5"’]c (26)

avecBn,k la pente de la régression linéairel@t, (Knﬂ,k) 'ordonnée a l'origine.

D’aprés 2.5 et 2.6, on obtient I’expressionﬁgﬂk :

+(n+1)Bn i

~ ﬁ |:Z log, |,k[(37—n—2)
K16 =2 =t

2.7)

Proposition 2.3.1
L’ordonnée a l'origine de la pente de régression n’évolus peec le nombre de niveaux ajouté.

Kn-l—m,k = Kn-i—l,k Vm=>1 (2.8)

Preuve Puisque I'on ajoute des points sur la droite de régressiomeomodifie ni sa pente ni son
ordonnée a l'origine. m

2.3.2 Choix algorithmiques

La contrainte de régularité vérifiée par le coefficient delette ajouté ne s’applique qu’'a sa valeur
absolue, ce qui laisse une indétermination de signepgouy ;.. On a donc le choix lors de la construction
des échelles supplémentaires. Une étude qualitative naonegaé a attribuer le signe du coefficient pére.
Le choix de I'ondelette est relativement important. On mdisir des ondelettes interpolatrices méme
si elles donnent en général un moins bon résultat a 'esbmaPour les résultats 1D que nous pré-
sentons en fin de chapitre, nous avons choisi ce type d'dtelejai nous permet de mieux visualiser
les mécanismes de la méthode puisque les points ajoutdsewiesintégrer exactement entre les points
d’'origine. En ce qui concerne I'expérimentation sur lesgas on choisit des ondelettes de Daubechies
qui nous donnent un résultat plus esthétique.

2.4 Régularité et propriétés asymptotiques

Nous donnons maintenant quelques propriétés théoriquestaeméthode d’interpolation.

On noteC" I'espace de Holder d’exposant et B, , I'espace de Besov d’exposants, p, g). Nous
ferons souvent référence aux espaces de Besov car cesedpacent une description de la régularité
des fonctions qui leur appartiennent. De plus, les espae8gsdov admettent une caractérisation par les
coefficients d’ondelette. Avant de donner les résultaterthées de notre méthode d’interpolation, on
rappelle la définition et quelques propriétés des espacBgsiav. Pour un exposé plus complet sur les
espaces de Besov, voir [Nik75], [Pee75], [VP88] ou [VLI3puP définir les espace de Besov, on doit
rappeler le r-module de régularité.
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Définition 2.4.1 Soit X une fonction dé0, 1] dans/R. SoitAﬁl’")X = > () (=1)*X(t + kh).
k=0
Le r-module de régularité d& dansL?[0, 1] est
wep(X:h) = 1A X oo 1o (2.9)

Définition 2.4.2 La semi-norme de Besov d'indéx p, ¢) est définie pour > s par

1
1 , X: q q )
X | s :(/ <M> @>q Sig < oo (2.10)
P,q 0 hs h
ro(X5h)
etpar [X|ps = sup Ls) Sig =00 (2.11)

0<h<1i D
Définition 2.4.3 X € B, si X € LP[0, 1] et si|X|p;  est finie.

Nous allons utiliser une définition a partir des coefficiaditdelette qui est équivalente a la précédente
sous certaines conditions sur la régularité de I'onde(gtid chapitres 8 et 9 de [HKPT98]) .

Définition 2.4.4

SR
SRS

271 00 9i—1
i 1_1
XeBy,si [ Y | + D] 2 (+373) pNET estfinie  (2.12)
k j=1 k

avecay, = [ X (t)gp(t)dt etxjy, = [ X ()¢ ,(t)dt. ¢ ety étant respectivement 'ondelette "pere” et
I'ondelette "mére" ety (t) = ¢(t — k) pourk € Z et i (t) = 239(27t — k).

Proposition 2.4.1 (Inclusions d’espaces de Besov)
Soients > 0,1 <p<p <ocetl <qg<q < oo,alors:

S S
[ ] Bp7q C Bp’q/

° B]’,jl C Bf,joo pour toutk entier positif.

s s’ o 1 1
° Bp7qCBp,’q Sl s 7 <s >

e By, CC(R)sis> 2.

Nous allons maintenant donner les propriétés théoriquastte méthode d’interpolation. Pour un signal
X, on noteX,, le signal échantillonné s&" points, X, ., le signal interpolé sum niveaux etX,, ,
sur une infinité de niveaux.

Théoreme 2.4.1Si X € C* alors

A ~

. 2 1 K, 5 K, 5
HX—XMm@§(3> gton | Bn gshin - Kn gapieem)| (513

2 ) 22 1 926, _ 1 926, _ 1

avec(f?nﬂ, Bn) le couple tel que :

I?n+12_2j(5”+%) = _ max I?n+17k2_2j(3”vk+%)] (2.14)
(KnJrl,kvﬁn,k)
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Preuve
Par inégalité triangulaire, on a :

I X — X 131X = X 13+ | Xn = X 113

Premiére étape

oo 2071 co 2971

_94 1

| X — X, H%: E E w?k < E E 2.9~ %(et3)
j=n+1 k=1 j=n+1 k=1

2 > )
| X —Xa B35 Y 27

j=n+1
2 o9—2an
2 c“ 2
H X _Xn H2§ EW
Seconde étape
n+m 291 n4+m 2071 _ . )
| X = X 3= D0 D" 32= >0 Y Koy p20sta)
j=n+1 k=1 Jj=n+1 k=1
Soit (K41, B,) le couple tel que
[?n+12_2j(3"+%) — max |:[f€n+17k2_2j(ﬁ~n,k+%):|

([?nﬁ»l,kvgn,k)

Par conséquent on a :

n+m

|| Xn - Xn—l—m H%S [?n—l-l Z 2_2jﬁn
j=n+1

D’ou

- ~ 2_23nn _ Q_Bn(n'i‘m)
H Xn - Xn-i-m ”%g Kn

2200 — 1
Troisiéme étape
) . .

1 X = B 3 (S) ot —22em Ko poodn - Ko bumem
2 ) 2% —1 226n — 1 2260 — 1

Corollaire 2.4.1 Si X € C* alors, quelque soit le nombre d’échellesajoutées :

2
~ c 1 K 3
X - X 2 2—20m n 2—26nn
| nm (2= < 2 > 220 _ 9260 _ 1

Corollaire 2.4.2 Si X € C* alors :

2
~ c 1 K 4
X-X 2< (= 9—2an Bn 5-23.n
|| n+00 ||2— < > 22a _ 1 + 225“ 1

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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Lemme 2.4.1 Soitt € [t5,,,t5, ] €tX € C%, alors

() = Bu(t5,41) (2.26)
Preuve
Tous les pointg situés dans cet intervalle ont au-dessus d'eux les mémdficwmes d’'ondelettes a
partir de I'échellen. [

Proposition 2.4.2 Soit X' un signal deC" pour unn > 0. Alors, pour toute > 0, il existe N tel
que pour toutn > N, toutp et toutt € (t2,¢", ), axn(t) = a)"(t) € [8 —¢,8 +¢€], oU B =

min(ﬂw (tln), Bw (tﬁ-l))'

Ainsi, l'interpolation conserve la régularité locale dgrsal : une zone lisse (resp. irréguliére) reste lisse
(resp. irréguliere) aprés sur-échantillonnage. D’autre, f'erreur entre le signal interpolé et le "vrai"
signal tend vers 0 a une vitesse qui dépend de la régulaob@ig deX .

2.5 Résultats numériques

2.5.1 Résultats en une dimension

On a construit sur la figure 2.2 un signal tel que, a une échglis coefficients d’'ondelette vérifient
zj = €; %27 avec icia = 0.8 avec leg; ;, uniformément distribués dansl, 1. On a ensuite appliqué
I'algorithme sur le signal ce qui nous a permis d’obtenir ¢aufe centrale aprés avoir effectué un zoom.
Aprés avoir itérés fois la méthode, on a obtenu la figure de droite.

FiG. 2.2: A gauche : On a construit un signal tel que, a une échglles coefficients:; ,, =
zsj,k.Z‘ja. Ici « = 0.8. Au milieu : Zoom : Signal original en bleu, signal extrap@ rouge
(une itération). A droite : Zoom : Signal original en bleugsal extrapolé en noir{ itérations).

On présente maintenant les résultats obtenus sur un ste(8d) puis sur une fonction de Weierstrass
généralisée (figure 2.4). Cette derniére a la particuldeté&oir sa régularité augmenter avec le temps.
L'utilisation de ce signal synthétique va nous servir a mamie bon comportement de notre algorithme.
En effet la figure 2.4 illustre parfaitement la conservatmrale de la régularité.

Enfin, pour conclure nos résultats sur les signaux en unendiime, on applique la méthode sur un signal
réel en I'occurrence un profil routier (voir chapitre 7).

2.5.2 Interpolation d'images

La méthode que nous proposons donne aussi de bon résul@sienimensions. On présente l'inter-
polation d’un détail de I'image de Lena sur la figure 2.6.

Le dernier exemple est une image représentant une portageeo dont un détail est zoomé par un
facteur 8. Notre méthode est comparée a une interpolatmrbiojue (figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10). On
peut remarquer que, par rapport a notre méthode, I'intatiool bicubique induit plus de perturbations
le long des contours, tout en lissant trop I'image dans itersazones.
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input linear method Holder based interpolation
5

o 10 20 30 o 500 1000 T o 500 1000

FiG. 2.3: Interpolation d’une marche (d& points a1024 points). A gauche : signal d’entrée.
Au milieu, interpolation linéaire. A droite : interpolatioHolderienne. Notons que la marche
n'est pas modifiée par notre technigue d’interpolation.

2.6 Conclusion

Nous avons élaboré une méthode d’interpolation pour lesasig 1D et pour les images qui permet de
conserver la régularité Holderienne en chaque point. Onranéque I'on pouvait majorer I'erreur entre
le signal interpolé sur un nombre de niveaux et le "vrai" signal continu par une quantité qodteers
zero avea: (le logarithme a base 2 du nombre de points du signal diseréégart) et que I'on conservait
bien la régularité.

Cette méthode, a base d'ondelettes, est trés simple a raatweuvre d’'un point de vue algorith-
mique. Les résultats obtenus au cours des applicationsriquas illustrent bien la propriété de conser-
vation de la régularité. En particulier, le traitement & images, méme avec un grand nombre d’inter-
polations donne un résultat esthétique trés convenablgétisur aux techniques usuelles et classiques
d’interpolation (bicubique).

Nous appliquerons cette technique dans la partie consaciéaude fractale de profils routiers et
a I'adhérence pour compenser les limites d’acquisitiom d'apteur. Nous montrerons ainsi I'intéret de
cette méthode pour le traitement de signaux 1D réels.



2.6 Conclusion

73

Low resolution generalized Weierstrass

linear method

Holder based interpolation
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FIG. 2.4: Haut-gauche : fonction de Weierstrass généraliséeédpilarité h(t) = ¢, basse

450 460 470 480 490 500 510 0 100 200 300 400 500

résolution. Haut-milieu : interpolation linéaire. Hautraite : interpolation Holderienne. Bas-
gauche : Zoom d’une partie irréguliére, interpolation enimtlés. Bas-milieu : Zoom d'une
partie réguliére, interpolation en pointillés. Bas-dmit fonction de Weierstrass généralisée
haute résolution. La régularité a été conservée.
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xigjler based interpolation

-14 - -14
142 142 142

-1.44 -144 -1.44

-146 -1.46 -146

-148 -148 -148

-15 -15 -15

-152 -152 -152

o 0 10 1000 200 % 1000 2000

x10° Zoom2
-14324 -1.49
-1.4326 -1492
-1.4328 -1494
1433 -149%
-14332 1498
14334 -15
780 800 820 840 1900192019401960 1980

FiG. 2.5: Expérimentation sur un profil routier. Encore une fdésrégularité a été préservée.
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FIG. 2.6: 4 interpolations d’un détail de Lena : interpolationchbique (Photoshop) (haut),
interpolation Holderienne (bas)
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FIG. 2.7: Image de porte japonaise. On a encadré en rouge la zorénuge sur laquelle
nous allons travailler par la suite.

FiIG. 2.8: Détail de I'image qui va étre sur-echantilloné.
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FI1G. 2.9: Zoom d’un facteur 8 par interpolation bicubique.

FiG. 2.10: Zoom d’'un facteur 8 par conservation de la régularitéldterienne.



Chapitre 3

Débruitage
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3.1 Introduction

Le débruitage est une préoccupation classique en traitethnesignal. Le bruit peut provenir d’'une
faiblesse lors de I'acquisition des données (capteuwte.lp détérioration d’'un support (disque vinyl, cas-
sette...) ou d’autres facteurs (pertes lors de transmissip Dans le cadre de I'analyse des profils routiers
et de la modélisation du frottement, nous avons été ameriés&mtin capteur laser afin de mesurer la
micro-texture d’'un échantillon de chaussée. Lors de cepagnes d’'acquisition de profils, effectuées
au Laboratoire Central des Ponts et chaussées de Nantssavans effectué des mesures avec un pas
d’échantillonnage de 10 microns et d’autres, plus fines; amgpas de 2.5 microns. Une analyse prélimi-
naire des signaux échantillonnés a 2.5 microns nous a mquité étaient bruités. Le bruit perturbant
ces signaux provient certainement du fait que I'on attestlimites de fonctionnement du capteur. Ces
mesures constituent cependant les informations les plas @iont on dispose, par conséquent il serait
dommage de ne pas les utiliser. Nous avons donc élaboré diesdaé de débruitage afin de compenser
les limites du capteur en essayant d'estimer les profils desdée réels a cet échantillonnage a partir
des données bruitées dont on dispose.

Un grand nombre de techniques a déja été proposé pour leitdéjerde signaux. Le probleme se pose
de la maniére suivante. On observe un signa@ui est la combinaisof’ (X, B) du signal originalX et
d’'un bruit B. En faisant des hypothéses sur le bruit, la structur& @¢la fonctionF’, on essaie de mettre
en place une méthode pour obtenir un estimaféuaiu signal originalX qui soit optimal dans un certain
sens. La plupart du temp®& est supposé indépendant de et, dans le cas le plus simple, est choisi
blanc, Gaussien et centré. Les hypothésesXssont presque toujours liées a sa régularité, par exemple,
X peut étreC™ par morceau, pour un > 1, ou alorsX peut appartenir a un espace de Bestjy,.
Durant les dix derniéres années, les approches a base Btiadg¢DL92, Don94, AB] ont eu un grand
succes dans le domaine du débruitage, a la fois du point déheoeque et du point de vue appliqué.
Sous des hypothéses classiques, il est possible de prouseates techniques de seuillage simple sont
asymptotiquement minimax (voir suite) dans certainessans. Les expérimentations sur des données
réelles donnent de bons résultats dans de nombreux cagfdisutes méthodes ne permettent pas de
contréler la régularité du signal débruité.

Pour notre étude, il est important de préserver la régéldiit signal original. En effet, puisque les
profils routiers que nous étudions sont destinés a modddidenttement, il est fondamental de ne pas
trop les lisser, ni trop peu. En effet, le frottement, commesxle montrons par la suite, dépend de
la régularité du signal et les modéles de frottement praposiévent aussi d’'une certaine notion de la
régularité. Pour cette raison, les méthodes que nous mopakappliquer a I'étude du frottement offrent
un contrdle sur la régularité du signal débruité.

On développe dans ce chapitre un ensemble de techniquebditalige basées sur la conservation
de la régularité locale. Ces techniques sont adaptées gnad &i ayant les caractéristiques suivantes :

e X est partout irrégulier
e Larégularité deX peut varier trés rapidement
e Lafonction de Holder d& contient une information importante

Dans I'ensemble des travaux présentés ici, on suppose dueitest blanc additif, centré et Gaus-
sien. De plus, on admet que I'écart type du beuést connu. Dans le cas contraire, on peut estimer cette
guantité par la médiane des coefficients d’ondelettes chakkguité au dernier niveau de décomposition
divisée par 0.6745 (voir [DJ94]).

3.1.1 Risque Minimax, taux de convergence optimal et adaptiaité

Les rappels effectués dans ce paragraphe sont inspirésudedge [HKPT98]. Une grande partie du
travail pour ce chapitre sur le débruitage a été consacré@de du risque engendré par les méthodes
proposées. On rappelle donc la définition du risque avec omeel.” :
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Définition 3.1.1 SoitX,, un échantillonnage d& sur2” points|ty, .., ten|. Le risqueL? d’un estimateur
X,, de X basé sur I'échantillonnagg; , .., to~] est défini par

E||X,, — X||? pourl < p < o0 (3.1)

Nous calculons ensuite le risque minimax, c'est a dire lgugsgénéré par le "meilleur" estimateur
appartenant a une clasSgue peut fournir une méthode sur le "pire" des signaux d’lemse de fonction
V fixée (typiguement une boule d’un espace fonctionnel) (&t79, Sto82],...). Selon que la méthode
soit linéaire ou non, on appelle ce risque le risque linéairgmax ou simplement le risque minimax.

Définition 3.1.2 (Risque minimax)
Le risque minimax dans? est donné par :

R,(V,p) = inf sup E||X, — X[} (3.2)
Xn€eEXeV

On décide queE est 'ensemble des estimateurs mesurables. Sait £ I'ensemble des estimateurs
linéaires.
Définition 3.1.3 (Risque linéaire minimax)

Le risque linéaire minimax dank? est donné par :

RI"™(V,p) = inf sup B|| X[ — X|[? (3.3)
XlinXeV

Nécessairement, le risque minimax linéaire est supérieuisgue minimax sur 'ensemble des estima-
teurs.
R"(V,p) = Ru(V,p) (3.4)

1
Définition 3.1.4 (Taux optimal de convergence) La séquenge~ R, (V,p)r est appelée taux opti-
mal de convergence ou taux minimax de convergence sur laeclagpour le risquel?. On dit qu'un
estimateurX,, de X atteint le taux optimal de convergence si

sup E|| X, — X||) = Ry(V. p) (3.5)
XeVv
Cette quantité est définie a un facteur constant ou borné prés

Lorsqu’on calcule le risque minimax sur une classe de signeeirisque varie en fonction de la norme
L? utilisée. Supposons que I'on se place dans la classe desesspa Besow; , et que I'on calcule le
risque minimaxR,,(V, p) (c’est a dire avec la normgP), alors selon les valeurs dele risque minimax
évolue (voir [DJKP96] pour les preuves et [HKPT98]).

e Sir > p (zone homogene) le taux optimal est

PRI (3.6)
et les estimateurs linéaires atteignent ce taux optimal.

e Si 28% < r < p (zone intermédiaire) le taux optimal est encore

PRETES! (3.7)
et les estimateurs linéaires n'atteignent pas ce taux aptimis atteignent

()
mrtp) (3.8)

= | s

+
+

SdiSIE

9 2

3
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e Sir< ﬁ (zone sparse), le taux optimal est :

(-}+)
S

(712_") 2(‘7%+%)+1 (3.9)

ce taux est plus faible que celui des deux précédents capendéep et der. Les estimateurs
linéaires n’atteignent pas le taux optimal.

Remarque 3.1.1Dans ce document, par abus de language, lorsqu’'un estimatteint le taux de
convergence optimal, on dit de lui gu'il est minimax.

Nous avons restreint notre travail au gas 2. Par conséquent il n’existe pas de zone sparse dans notre
étude puisque > ; (pour B, . C (_)(]R)) |,m_pl_|que_r > 5557+ Nous nous situons donc dans la zone
homogene si > 2 et dans la zone intermédiairersic 2. Les taux optimaux de convergence auxquels

on doit se référer pour les estimateurs linéaires sont donc :

sn

R,(V,2)2 = 2 241 (3.10)
Rin(V,2)7 = 27541 sir > 2 (3.11)

_ (sf%+%)n
Rin(V,2)3 =2 2(-3+2)4 sip <2 (3.12)

Pour certain estimateurs, la possibilité d'atteindre i taptimal de convergence nécessite la connais-
sance d'une information a priori sur le signal (en 'occaoe la régularité pour nous). Cette contrainte
constitue un inconvénient pour ces estimateurs. Dans leaatsaire on parle d’estimateur adaptatif.
Pour des résultats généraux sur I'adaptativité, voir emitees les travaux de Lepskii ([Lep90], [Lep91],
[Lep92]...) et de Birgé et Massart ([BM97]). Plus précis@meoitF,, une classe de fonction indexée par
un parametrex appartenant a un espadedonné. On note?,, (o, p) = inf sup E||X — X|[5 le risque

X XeFq

minimax surF,, pour le coGtL,,.

Définition 3.1.5 estimateur adaptatif

L'estimateur X est appelé estimateur adaptatif pour le cdij et la classe{F,,a € A} si pour
touta € A il existe une constante,>0 telle que :

sup Ex[| X" = X||p < caln(a,p) (3.13)
XeFa

3.1.2 Quelgues méthodes de débruitage par ondelettes

Aprés avoir rappelé la théorie générale, on va s’intéresagrméthodes de débruitage par onde-
lettes. Les techniques de débruitage par ondelettes sanpapulaires et les méthodes que nous avons
développées et que nous allons présenter dans la suite loEsk sont elles aussi a base d’ondelettes.
L'idée de base du débruitage par ondelettes est la suivdate.un signal "structuré’y, il existe "peu"
de "gros" coefficients:; ;, et "beaucoup” de "petits” coefficients. Inversement, peubwit blancB,
les coefficients d’ondelettes sont uniformément distidp@r définition (a condition d'utiliser une base
orthonormale d’'ondelettes). Sion obsele= X + B, alors la plupart des coefficients;, = x; . +b; x
sont faibles et quelques uns sont grands. Une idée natpalledébruiter et obtenir un estimatety;,
de chacun des coefficienis , est donc de mettre les petits coefficients a zéro et de carses/ gros
(ou les diminuer éventuellement). Nous expliquons rap&ignguelques implémentations de cette idée
dans ce paragraphe inspiré de [AB] et [HKPT98].
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Il existe trois grandes classes de seuillage. Tout d’amslillage local : chaque coefficient est sujet
a un seuillage indépendamment des autres coefficients. dwes gbuillages les plus connus de cette
catégorie sont le Hard et le Soft Thresholding dont on rdppes régles de décision.

HT : z= y.l|y‘2>\ (314)
ST &= sign(y)(lyl — N+ (3.15)

De nombreuses variantes de ces seuillages existent. isieuils sont envisageables (voir [AB] pour

un exposé plus complet). Si le seuil est identique pour tesisbefficients, alors on parle d’estimateur

avec seulil fixe, sinon on parle de seuillage local avec satible. On donne les seuils les plus courants
et qui garantissent I'aspect minimax de ces estimateursfacteurn prét.

e Le seuil minimax\M

MM =6

. Ry(z)
* — inf
A H>1\ Slip { 271" 4 Romde(m) }

avec

avecs I'écart type du bruit estiméR, (z) = E(ix(y) — x)? et Ryrace() le risque idéal obtenu
grace a un oracle. Les deux oracles les plus courants somtRdgdagonal linear projection) qui
nous indique si on doit conserver ou non un coefficient et I&Mdiagonal linear shrinker) qui
nous indique de combien on doit atténuer chaque coeffidiestrisques obtenus pour ces oracles
sont :

DLP .
Roracle(m) = mln(ac2, 1)

2

DLS x
Rm"acle (l’) = 1'2—4‘1

On ne peut utiliser le seuil minimax sous cette forme, cel seaté calculé (voir [DJ94]) et ses
valeurs selon le nombre de points du signal ont été regreugeies des tables (voir [AB]).

e Le seuil universehV = 627 2/2n
Le seuil universel est plus grand que le seuil minimax ce guid i’estimateur du signal original
plus lisse. Par contre ce seuil assure avec une haute pithghie le signal nul perturbé par du
bruit sera correctement estimé a zéro. Ce résultat décedbeptopriété suivante :
Si Xy, ..., X,, sont i.i.d. etN(0, 1) alors,

r < max |Xi|\/2log(n)> ot qdn — oo
1<j<n mlog(n)
e Le seuil SURE
Le seuil SURE (Stein’s Unbiased Risk) est le seuil minimisamuantité SURE :
SURE(M\,X) =S8 —24{i, |X;| <A} + [min(|X;], \)]?
avecX; = Lt et S =271,

)\f = argmin [SURE ()\, %)] avec)\g-] = 6\/@

099?
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D’autres seuils existent, notamment, certains sont ostpaudes techniques Bayesiennes (voir section
3.8.4).

Il existe une autre catégorie de seuillage, le seuillagbagldans ce cas, un niveau entier de co-
efficient subit le méme traitement (c’est a dire est consewvéon). Dans ce cadre, G. Kerkyacharian,
D. Picard et K. Tribouley ont proposé les deux seuillagegasiiide forme similaire au Hard et au Soft
Thresholding respectivement :

GHT : &=ylg . % (3.16)
. _9j—F
GST : d—y 2P =277 (3.17)
Si(p) .

avecp > 1 un paramétre &f(p) une certaine statistique décrite dans [KPT96].

Enfin il existe des seuillages par blocs. Il s’agit d'une gdure intermédiaire entre le seuillage local
et le seuillage global introduite par D. Picard, G. Kerkyaridn et P. Hall. La technique consiste a diviser
les entiers en blocs ne se recouvrant pas et de longu@ur définit le block par :

By={m, (k—1)l+1<m<kl}, keZ (3.18)

On considére

1

On estimeb; ;. par

. 1 A
bix=7 D Tim

meDBy

On effectue ensuite un seuillage sur ce coefficient poutetrég bloc avec un seuil d2~" (avecc une
constante paramétrant le seuil). La plupart du temps utiagiipar bloc donne de meilleurs résultats
asymptotiques gu’un seuillage local car il permet de Saithir du facteurn, additionnel dans le taux de
convergence.

3.1.3 Structure du chapitre

Nous commencons ce chapitre par une étude préliminairentié@nt I'impact du bruit sur la régu-
larité d'un signal (section 3.2). La premiere méthode dewémge proposée est Wavelet Pumping
(section 3.4) qui consiste a multiplier tous les coeffigdedibndelette d’'une échellgpar un méme co-
efficient B; = 2-i(A2) qui assure une augmentation contrdlée de la régularité.r@rope ensuite une
extension de cette technique,débruitage multifractal (section 3.6). Pour cette seconde méthode, la
forme du coefficient multiplicateur n’est plus prescritea €efficient est obtenue par minimisation du
risque sous la contrainte d’obtenir en sortie la bonne g&gél Il s’agit d'une méthode trés complexe
présentant certains inconvénients. Ces deux méthodedddatdge par ondelette sont linéaires, et donc
pas toujours minimax selon I'espace de Bestjy, dans lequel on se trouve (e.g. si p<2). De plus elles
sont non-adaptatives. On propose alors de marier danstiarsscivante I'une de nos méthodes évo-
guée plus haut, le multifractal pumping, avec une méthodelinéaire adaptative et simple, le Hard
Thresholding. La méthode proposée, sous le norweeelet Non-Linear coefficients Pumping(sec-
tion 3.7), aura ainsi I'avantage d’étre adaptative en piusahtroler la régularité du signal débruité. Pour
conclure ce chapitre sur le débruitage, on présente uneodeéttedébruitage multifractal Bayesien
(section 3.8). Cette technique repose sur la connaissanearégularité locale minimale du signal. Cette
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hypothése se traduit sous la forme de contraintes sur lérepeailtifractal du signal. Ces contraintes
sont ensuite utilisées dans un cadre Bayesien pour estm@okfficients d’'ondelette du signal origi-
nal a partir de ceux du signal perturbé par du bruit. Cettehatet est bien adaptée au traitement des
signaux irréguliers tels que les signaux (multi-)fracttlpeut étre utile pour le traitement de données de
turbulences, bio-médicales, sismiques ou de profils neutemme nous le montrons par la suite.

Ce chapitre a fait I'objet de deux publications en congréerinationaux avec comité de lecture et
actes :

— [LVO3b] P. Legrand, J. Lévy Véhel, "Local regularity-bdsenage denoising”, ICIP03, Barcelona,
Spain, IEEE International Conference on Image ProcesSiegtember 14-17, 2003.

— [VLO3] J. Lévy Vénhel, P. Legrand, "Bayesian multifractéyrsal denoising”, ICASSP03, Hong
Kong, IEEE International Conference on Acoustics, Speaat,Signal Processing.

La plupart des méthodes de débruitage proposées dans cendotwnt été implémentées dans la boite
a outils FracLab.
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3.2 Action du bruit sur la régularité Holdérienne d’un signal

Nous avons présenté trois estimateurs de la régularitéerléfthe dans le chapitre 1. Dans ce cha-
pitre, nous manipulons I'un d’entre euR(CO) afin de remonter la régularité des signaux bruités. On
consideére que le débruitage est équivalent a une augnoenttila régularité du signal observé. En effet,
il est généralement vrai que la régularité locale des obsens bruitées est inférieure a celle du signal
original. C’est dans ce cadre que nous proposons une étatimipaire dans cette section afin d’éva-
luer le comportement de notre estimateur lors de I'ajoutrdé bur un signal. On espére ainsi pouvoir
adapter les parameétres de nos méthodes de débruitage frouvee la régularité du signal original.

Dans cette section, on motive aussi l'utilisation de cetedeur. En théorie, la régularité d’'un si-
gnal bruité par un bruit blanc additif Gaussien vatg en chaque point. Pourtant, lorsqu’on considéere
un signal bruité par deux bruits de variances différentagsalution finie, il existe visuellement une
différence de régularité (voir figure 3.1). L'estimateuequous utilisons tient compte de cette différence
et estime deux régularités différentes pour ces signauaut® part, si on ajoute un méme bruit a deux
signaux de régularités différentes (voir figure 3.2), ilstxila aussi visuellement une différence et I'es-
timateur parvient a dissocier les régularités comme ndogssale montrer dans cette section. On peut
noter que comme on le voit sur la figure 3.2, I'évolution deélguiarité du signal bruité n’est pas linéaire
en fonction de la régularité de départ mais nous reviendsanse point.

. |
o 1.
0% DWWW

FiG. 3.1: Fonction de Weierstrass de régularité prescrite Orttfaut a gauche) perturbée par
un bruit Gaussien additif d’écart type 0.5 (en haut a dro@e® (en bas a droite). Visuellement
ces signaux sont assez différents au point de vue de la r#gula’'estimateur de régularité
RCO donne respectivement les valeurs 0.4279 pour le signainaiig0.3371 pour le premier
signal bruité et 0.0269 pour le dernier signal.

3.2.1 Estimation de la régularité d'un signal bruité en un pant

Comme nous I'avons vu dans le chapitre 1, on peut estimegida®gté«,;, en chacun des point du signal
bruité par la formule suivante, avgg,, les coefficients d’ondelette du signal brultéobtenus par une

transformée en ondelettes discrétesé@chelles K, = W ets; = j — 2.
1 n
ap(n,zg) = 5 K, Z s;10gs |y k] (3.19)

j=1

On rappelle que I'on écrit I'indicé pour simplifier les notations et qu’en réalité les coeffitsasionde-
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lette au dessus de, vérifientk = [ 2t |.

On rappelle que le modéle de bruit utilisé est un bruit blaagsgien additif de variancg®. Ce qui

se traduit de la maniére suivante pour les coefficients d@latid (on utilise des bases orthonormées
d’ondelettes).

Yik = x]k+\/— 7.k (320)

avecz; les coefficients d’ondelette du signal non perturpg, les coefficients d’ondelette du signal
bruité. Les coefficients de bruit ,, sontiid etN(0,1) .

Dans cette section nous allons regarder I'espérance dguaréé au pointzg du signal bruité.
o ZJ k

7 )] (3.21)
Js

Par conséquent, on peut faire ressortir la régularité éstindu signalX enz :

Ellogs gyl = logs [2,4] + [logz (\

o Zjk

1 . -
Blao(n.z0)] = —5 = K 3108 |ojal = Kn ) ;5 [10g2 (‘ VI
j=1 J=1

) e
| e

Blaw(n, 70)] = a(rn,z0) ~ Ko ZSJ o ([1+ 2
J

Tout le travail repose sur I'évaluation de la quanifﬁe%log2 (‘ 1+ ﬁ ;J ’Z )]
J»
Pour estimer cette quantité, nous allons utiliser le lemrael3
Lemme 3.2.1
a2
Ellogs |1 + a.z|] ~ logy |a| lorsquea — oo (3.25)
Preuve
Lorsquea tend vers zero
On s’interesse a la quantité
.2 a2
= (1 “Tdy+ — 3.26
a2ln {\/ﬁ/ n(|l+azl)e z+2] (3.26)

I:azln [\/ﬂ/ n(]1+ az) _2dz+—/ —ze 2dz] (3.27)

1 1 > 2
I = — In (|1 4+ az _2dz+—/ —ze 2dz——/ aze~ 2dz]
a?1n(2) [ 27 /_oo ( ) V2
(3.28)



86 Débruitage

2 2
T -
= 33 1n [\/ﬁ/ [ln |1+ az|) + 5 az] e 2 dz] (3.29)

On procéde a une intégration par parties.

1 [ _:2 [(1+az)ln|1+az| az? a2z3”+00
Il=———=||—2¢e 2 —zZz——+t—
a?In(2)V/2m a 2 6 1] o
1 © [(1+az)ln|l+ az| az? azzg] _22 }
N I e e 3.30
a2 1n(2)v/2n V_w [ a Ty T ¢ " (3.30)
1 (14 az)In|1+ az| az? a2z3} 22
R S N N P 3.31
a’In(2)V/2m /_oo [ a 2 6 (3.31)
On poseu = az.
2 3 2
/ (1+u)n|l+ ul ECCC ge_md_u (3.32)
T @2In(2)v2r In(2)v/2m a a 2a 6a]a a
On poseb = 2.
I = \/ﬁ/ [1+uln|1—|—u|—u—7—|— ]ubz\/ge T (3.33)
On posey(b, u) = bzx/Ee‘uTb.
blim g(byu) =0 (3.34)

On va majorelfg(b, )| pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée.

% - gb% —t bR (3.35)

Cette dérivée s’annule ebn: . La fonctiong(b, u) est positive poub €]0, co[ avec un seul extremum
et

li = li =
limg(b,u) = lim g(b,u) = 0

Par conséquent cet extremum est un maximum. Donc,

900,00 <. () = 222

On note
u2 u3
h(u,b) = g(u,b) [(l—i-u)ln\l—i-u]—u—?—i—g (3.36)
la quantité sous l'intégrale 3.33.
Ona: blim h(b,u) =0 (3.37)
Et d’aprés ce qui précéde,
25 2 3
h(b,u)| < V5 -3 B+ w)n|l+ul —u— o |yl (3.38)

||5 2 6
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Ce majorant dgh(b,u)| n'est pas integrable en l'infini et non-défini en zero. On natpdnc pas
appliquer directement le théoréme de convergence dominée.

Dans un premier temps, on prolonge cette fonction par coitéienu = 0. En effet,

2 u3 u4

(14+u)In |1+ u| =u+ % -5t o(u”) au voisinage de zero (3.39)
Ce qui entraine le prolongement en zero %e‘%.
Dans un second temps, nous allons nous affranchir du preldafimfini.

Nous sommes dans le cas @bend vers zero alors on peut supposer gque 1 ce qui impliqueb > 1.
Le maximum dey(b, u) est atteint erb = u% qui sera supérieur & 1 8i| < /5 et inférieur a 1 dans le
cas contraire. Donc, $ii| > /5, pourb €]1, oo, le maximum est atteint potr= 1.

Par conséquent,

(b u)| < 2B [(1 du)in|l 4l —u— %+ %] w silul < V5 (3.40)
’LL2 .
<e 'z [(1—|—u)ln|1+u|—u—“72+%3]u si [ul > V5 (3.41)
Par conséquenth(u, b)| est majorée par une fonction continue par morceau poar IR\{0}. Cette

fonction est prolongeable par continuité €n= 0 et integrable. On peut par conséquent appliquer le
théoréme de convergence dominée, ce qui nous donne :

ling[(a) =0 (3.42)
D’ou
CL2
Ellog, |1 4 az|] ~ ) lorsquea tend vers zero (3.43)
Lorsquea tend vers l'infini:
On consideére l'intégrale suivante,
1 o _z2 In(a)
V=—— In|l+azle” 2dz— 3.44
V27 In(2) /_oo | | In(2) (549
V—é/mlnl+z e‘édz (3.45)
V2rin(2) Joww  |a '

On effectue une integration par parties, ce qui nous donne :

_ m [<z+ %) <ln 2+z - 1> e_;]j:]
+\/ﬂ+n(2) [/_Z <z + 2) <ln 2+ o - 1> ze‘édz] (3.46)
V= m U_Z <z 4 %) <ln %Jr . 1> ze—fdz] (3.47)

Onnotef(a,z) = (2 + 1) (ln!% +z|—1).0na



88 Débruitage

alln;of(a, z)=z(ln|z| = 1) (3.48)

Nous allons maintenant majoréfa, z) pour appliquer le théoreme de convergence dominée. Nows nou
intéressons au cas attend vers I'infini donc on peut limiter 'analyse déa, z) sura € [1, ool.

of 1 1
0 _ I z+5‘ (3.49)
of 1
e = = — 3.50
%a 0&a 1_ZOUa 52 ( )
1
f( ,z> =-1 (3.51)
1—2z
o) =1 (3.52)
1+2"7) '
f(,2) =+ D(n|z+1] - 1) (3.53)
Par conséquent, afixé, poura > 1,
(@, 2)] < max (|z(In |2 — )], 1, |2 + 1. n ]z + 1] - 1) (3.54)
Z2 o, - 7
Onpose(a,z) = (z+ 1) (In|L + 2| — 1) ze~ = la quantité sous I'intégrale 3.47.
D’apreés la limite def lorsquea tend vers l'infini, on a :
22
lim t(a,z) = 2*(In|z| — 1)e” 2 (3.55)
Z2 -
Et \/ﬂlln(z) 75 2% (In|z| — 1)e” = dz = ¢; (environ -0.916).
1 1 _Z2
[t(a,z)] < |z+ o In a+z — 1| |z|e” 2 (3.56)
D’ou, poura > 1,
z2
lt(a, z)| < max(|z(ln|z| —1)[,1,|z + 1].|In|z + 1| — 1|)|z]e” = (3.57)

Par conséquent, on majoitéa, z)| par une fonction integrable, ce qui nous permet d’applidei¢néo-
reme de convergence dominée. Ce qui nous donne :

V - oo (3.58)

D’ou
Ellogs |1 + az|] ~ log, |a| lorsquea — oo (3.59)
u

Revenons maintenant au calcul de I'estimation de la réigéildn signal bruité. On utilise le lemme 3.2.1
aveca = a;j ) = —=2—.

N TE
Pour simplifier les notations, on ne mentionne pas l'indickea; ;.
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On noteQ(a;) = E[logy (|1 + ajz;k|)]. Q est paire, on peut donc supposer gyeest positif sans
perdre de généralité.
Soit une fonctionr de IV sur IR qui tend vers l'infini avea:.

n n n

Elay(n,zo)] = a(n,z0)—Kn | > 5;Qa;) + > 5;Qa)+ > 5Q(a)
j=1 j=1 Jj=
aj < % T(‘Tn) <a; <o.7(n) aj > o.7(n)

(3.60)
Nous allons maintenant calculer la limite 8&x;(n, zo)] lorsquen tend vers l'infini.

Proposition 1 (Legrand, Lévy-Véhel)
Soit une fonction de IV sur IR qui tend vers l'infini avea et telle quelog,(7(n)) tend moins vite que
n vers l'infini. Si la limite

n

lim | K, Z 5;Q(a;)
j=1
aj > o.7(n)

existe et si I'estimateur de la régularité appliqué au sigméginal a(n, zy) converge versy, alors :

n

g
lim Flap(n,zg)] = a— lim | K, siQ(a; aveca;, = ——— 3.61
o [ b( 0)] oo ]z: JQ( ]) 7 \/2_nxj,k ( )
aj > o.7(n)
Preuve
On consideére
M=K, 3 5Q(a) (3.62)
ji=1
% < 7wy
n n a2
DI<Kn > [silQa) ~ K Y sl Fﬂ@) lorsquen — oo (3.63)
i=1 j=1
a; < 7 a4 < G

Or,

n

Ky Z |5

i=1

2 2
4

21n(2)

o°K, " o
= 2111(2)(7’(71))2 Zl ‘Sj’ ~ W lorsquen — o (3.64)
j=

% < =

Par conséquent1)| tend vers 0 lorsque tend vers l'infini.
On s’intéresse maintenant a :
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(2) = Ko, > 51Q(a;) (3.65)
Z §]a]-:<1 o.1(n)

7(n) —

On consideére la fonctiog—Q(“j), . Cette fonction tend vers zero lorsqugtend vers zero puisqu@(a;
0gy(aj) J
J

est équivalent ér#z@ en zero. De plus, cette fonction tend vers une constantguers; tend vers
I'infini car Q(a;) est équivalent dog,(a;) en linfini. Q(a;) est continue sulR* et prolongeable par
o ] ) (a;) 4 * A 4 Q(a;) ‘
continuite pa_r ze_ro en zero. Do%_gst bornée suiR*. Il en est de méme po Fogata,] | Par
conséquent, il existe une constante positiveelle que|Q(a;)| < ¢;|log,(a;)|. On notec = max(c;).

On se sert de ce résultat pour majorey|.

(2)] < Kn > I5i11Q(aj)l < Kn Y Isjl-c/loga(ay)] (3.66)

j=1 j=1

wy < 0 < oT(n) O]

(2)] < Kp.c.logy(r(n)) > |5 < Kp.c.logy(r(n)) > sl (3.67)
j=1 j=1

Or,

K, logy(T(n)) Z |sj| ~ W lorsquen — oo (3.68)
j=1

Par conséquent, kig,(7(n)) tend vers I'infini moins vite que, alors|(2)| tend vers zero lorsquetend
vers l'infini.
Ces résultats nous permettent de dire @yeet (2) ne comptent pas dans le comportement asymptotique

de E[oy] a condition que3d) = K,,  >."  s;Q(a;) ne tende pas vers zero. Dans ce cas, on a:
j=1
aj > o.7(n)

Elap(n,z)] ~ a(n,zo) — Kn Y 5;Q(a;) (3.69)

j=1
aj > o.7(n)

n

lim Elag] = a — lim K, Z 5;Q(aj) (3.70)
j=1
aj > o.1(n)

Remarque 3.2.1Dans le cas o(3) tend ver9), on a :

lim Elop) =« (3.71)

n—oo

Corollaire 3.2.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
Soit7(n) une fonction qui tend vers l'infini et telle qle, (7(n)) tend moins vite que vers l'infini. Si
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deux des limites suivantes existent

et si 'estimateur de la régularité appliqué au signal ongl «(n, z:9) converge versy, alors :

n—~00

n
Jm Ko 2
j=
aj > o.7(n)

Sj 10g2(‘1j)

n
Jm K 2
] =
aj > o.7(n)

Jjlogy(ay)

n

n+1
Z 5 logy(ay)

g=1
aj > o.7(n)

lim | K,

n—~00

lim Elap(n,zp)] = a — lim | K, Z

sjlogy(ay)

] =
aj > o.1(n)

L __o
aveca; = 57—

Preuve Si deux des limites suivantes existent

alors on peut écrire que

n

Jm | En 2

i=1
aj > o.7(n)

n—~0o0

n

J | Bn D
] =
aj > o.7(n)

J 10g2(aj)

n

n+1
Z 5 logy(ay)

i=1
aj > o.7(n)

lim | K,

n

lim | K, Z
j=1
aj > o.7(n)

s;logy(ay)

lim |K, Z Jjlogy(ay)
j=1
aj > o.7(n)

Sj 10g2(aj)

— lim | K,

n—oo

n-+1
Z 5 logs(a;)

j=1
aj > o.7(n)

(3.72)
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Lorsque(a;) tend vers l'infini,Q(a;) est équivalent &g, (a;). Les termes sous les deux sommes de
droite sont positifs donc on a I'existence des deux limitegastes :

n—oo 2
j =
aj > o.7(n)
et on peut écrire :
n n
nh_)ngo K, Z sjlogy(aj)| = nh_)ngo K, Z JjQ(a; )
Jj= Jj=
a; > 0.7(n) a; > o.7(n)

On se sert de la proposition 1 pour conclure.

3.2.2 Signal erp—7(+3)

On applique les résultats précédents sur un signal donb&fSaents sont ea—i(@+3)_ Cette classe de
signaux, saturant I'espace de Holde¥ et que I'on notera® ART («), est définie maintenant.

Définition 3.2.1

PART()) = {X,W(X) = {e;x. 279D} 2 iid dans {—1, 1}} (3.73)

Proposition 3.2.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
Pour un signalX € PART («),

a—2a?
lim Elap(n)] = 2

i T2 (3.74)
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Preuve

SoitX € PART («), alorsa; > o.7(n) Si et seulement i > j; = L%-ﬁ- a7 ]- Onrappelle
2

quelog,(7) croit vers I'infini moins vite que: mais peut croitre aussi lentement que I'on souhaite. Par

conséquentg; > o.7(n) si et seulement si > L”Z(;ﬁ)j pour toute. Donc on considere dans notre

somme les termes pour Igsupérieurs gy = |53

lim Elap] = a — lim K, Z s;jlogy(aj) (3.75)

Jj=jo+1

Or pour un signal dans cette classe, dnga(a;) = [logy(0) — 2 + j (o + 1)]. Par conséquent, les i-

n n
mites lim | K, > jlogQ(aj)] et lim [Kn >t logQ(aj)] existent et leur différence
n— 00 .= n— 00 .
J=Jo+1 Jj=Jo+1
vaut

2(2a% + 3a)a

152072 (3.76)
Ce qui nous permet de conclure,
. a — 202
HIEEOE[%(”’””O)] = e (3.77)
|

Remarque 3.2.20n constate que, I'écart type du bruit ne compte pas asymptotiquement. Et, ef
dans lelogz(a;), le terme enr est négligeable face a celui €n Quelque soit la puissance du bruit

ajouté au signal, I'estimateur de la régularité du signaliké converge ver(,iJr%g‘j;2 lorsquen tend vers
I'infini. Ce résultat est illustré figure 3.4).

Lorsqu’on regarde I'évolution d&[«;] aveca on constate que lorsquetend vers zeroF[«y) tend vers
zero et lorsquer tend vers l'infini, E[«,) tend vers—3.

Simulations

On illustre nos résultats théoriques en construisant dgmsk appartenant BART («) avec des
régularité de départ différentes et en les dégradant paruinhaaditif Gaussien. On estime ensuite la
régularité obtenue par une moyenne sur 100 réalisationsuite lba simulation suit trés bien la courbe
théorigue (voir figure 3.5). On a mentionné précédemmertitefie la régularité du signal bruité n’évo-
luait pas linéairement en fonction de la régularité du dignginal. Cette figure illustre parfaitement ce
propos. En effet, a partir d’'une certaine valeur de la régalau signal original, la régularité du signal
bruité décroit vers—%. Donc a partir d'une certaine valeur de la régularité, plusignal est régulier,
plus le signal bruité est irrégulier et inversement. Il exisependant une zone, pour des régularité trés
basses, sur laquelle la régularité du signal bruité creit aelle du signal original.

3.2.3 Signal nul
On peut aussi appliquer notre estimateur au signal nul ghérfoar un bruit.

Proposition 3.2.2 (Legrand, Lévy-Véhel)
Pour le signal nul, on a

Elap(n,zo)] = —% (3.78)
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Preuve

Pour le signal nul
1 = —n
Elaw(n, z0)] = —5 — Kn ) 5iEllog, [027 % 2]

2 .
7=1

Elap(n, x)] = —% - K, [logQ(J) — g — % (1 + €T1(2)>:| égj = _%

3.2.4 Conclusion

Suivant la classe de signaux considérés et le modeéle de dnyiteut donc estimer I'action du bruit
sur notre estimateur de la régularité du signal. Ce résuitatous permettre par la suite d’adapter au
mieux nos parameétres de débruitage notamment lorsqu’amadidia valeur de la régularité a obtenir.
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FiG. 3.2: Fonction de Weierstrass de régularité prescrite 0d tjaut a gauche). Fonction de
Weierstrass de régularité prescrite 1.5 (en haut a droiBguxieéme ligne ces mémes fonctions
perturbées par un bruit gaussien additif d’écart type Orbidieme ligne a gauche le bruit qui

a été ajouté. Les deux signaux bruités ont visuellement émdarité différente. L'estimateur
RCO nous donne respectivement pour les deux signaux bruit8s00159. On ajoute ensuite
un bruit d’écart type 0.5 représenté a la 3eme ligne a dra@eatrieme ligne : les deux signaux
bruités. A nouveau I'estimatedRC'O rend compte de la différence visuelle de régularité et
nous renvoie les valeurs 0.37 et 0.27.
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-0.01 4

-0.02 q

-0.03 7
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FiG. 3.3: Signal del024 points dont les coefficients d’ondelette sepp‘j(“%) a I'échelle
j.lciae=0.5.

ALPHA buité

SIGMA

ALPHA

FiG. 3.4: Abscisse : régularité de départ, Ordonnée : écart typebdlit ajouté, Hauteur :
régularité apres bruitage. Pour des signaux dont les caefits sont de la forme; ;, = 50 *
9-i(et+3) ona représenté I'estimation de la régularité de leur vensbruité en fonction de

et deo I'écart type du bruit ajouté (moyenne de 64 réalisation®s késultats dépendent tres
peu de I'écart type du bruit.
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0.2 T

bleu alpha bruité, moyenne de 100 réalisations, noir alpha bruité estimé

FiG. 3.5: Abscisse : régularité de départ, Ordonnée : régulasipgeés bruitage. On représente
I'évolution de la régularité de signaux perturbés par du iben fonction de la régularité de
départ. Courbe théorique et simulation (moyenne de 100s&#ns).
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3.3 Débruitage automatique

Nous venons de voir comment le bruit influait sur notre ediémade la régularité. Avant de rentrer
dans le vif du sujet des techniques de débruitage, on peesapidement une méthode de débruitage
automatique simple et basée sur 'augmentation de la négul@ette étude est destinée a se familiariser
avec les mécanismes de modification de la régularité danbjantih de débruitage.

3.3.1 Meéthode

La plupart du temps, la perturbation d’un signal par un seaitetransmet sur les hautes fréquences
par I'apparition d’'un comportement classique des coefftsiel’ondelette lors de la représentation du
logarithme de leur valeur absolue. En effet, d'une maniéregale, les coefficients d’'ondelette du bruit
sont du méme ordre a toutes les échelles alors que pour unsgiral, les coefficients ont tendance
a décroitre avec les échelles. Par conséquent, a partie demaine échelle, les coefficients du signal
original deviennent négligeables face a ceux du bruit. @efaxt se traduit par I'apparition d'un plateau
dans la représentation du logarithme des coefficients dleiteé en fonction de I'échelle (voir figure
3.6).

FIG. 3.6: Logarithmes des coefficients d’'ondelette d’'un signadl@ssus d’un point en fonction
de I'échelle. En pointillés, les regressions des logarigkndes coefficients d’ondelette selon
les échelles considérées. La régression sur les hautesenégs donne une droite horizontale,
caractéristique de la présence de bruit.

Puisque ce plateau apparait au niveau ou le bruit commenomier les coefficients d’ondelette
originaux, on peut supposer que les échelles précédeamgsentant les basses fréquences ont été peu
affectées par le bruit. Ainsi I'estimation de la réguladiésignal original peut se faire en effectuant une
régression seulement sur ces échelles.

En ce qui concerne le niveau a partir duquel il faut rempléecoefficients, il dépend évidemment
des caractéristiques du signal original. Pour un sighal B, , le bruit domine les coefficients d’onde-
lette a partir du niveay ", donc pour s’affranchir au maximum du bruit, on régressdesuéchelled
a|5,77]- En particulier, sk est plus petit que 1, la régression des logarithme des deetffscdu premier
tiers des échelles donne un bon estimateur de I'exposantidietponctuel du signal original.

On souhaite débruiter en retrouvant la régularité du sigriginal donc la technique naturelle est de
remplacer les coefficients des hautes échelles par descoesfi situés sur la droite de régression. Voir
figure 3.7.

3.3.2 Applications

Nous présentons les résultats sur deux fonctions de Weissst_'une est irréguliére (exposant de
Holder égal a 0.5 en chaque point, figure 3.8) et I'autre atraia est trés réguliere (exposant de Holder
égal a 1 en chaque point, figure 3.9). Cette méthode simfidistionne bien sur les signaux présentant
de bons alignements des logarithmes des coefficients detiele
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FiG. 3.7: Débruitage automatique : Principe de la méthode. Engeteapoint du signal, on ef-
fectue une régression du premier tiers des logarithmes deficients d’ondelettes en fonction
de I'échelle. Ensuite on reconstruit des coefficients stieadroite de régression.

3.3.3 Conclusion

On dispose d’'une méthode simple de débruitage ne nécesaitann ajustement de parameétre si
ce n'est le niveau de dépajig. Cette méthode est équivalente a une interpolation (tekengus I'avons
décrite dans le chapitre 2) du signal échantillonn&§uoints vers un signal * points. Cette remarque
nous permet d'étendre les résultats théoriques de I'ialatipn a cette méthode.
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FiG. 3.8: Débruitage automatique d’une fonction de Weierstiaggulieére. En haut a gauche
signal original, en haut a droite signal bruité. Deuxiemgne a gauche version débruitée
automatiquement, a droite superposition du signal origieadu signal débruité (pointillés
clairs). En bas superposition du signal original et du sibdébruité (pointillés clairs), zoom.
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FiG. 3.9: Débruitage automatique d'une fonction de Weierstrdggiliére. En haut a gauche
signal original, en haut a droite signal bruité. Deuxiemgne a gauche version débruitée
automatiquement, a droite superposition du signal origieadu signal débruité (pointillés
clairs). En bas superposition du signal original et du sibdébruité (pointillés clairs), zoom.
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3.4 Multifractal Pumping

3.4.1 Introduction

On considere que le débruitage est équivalent a une augivente la fonction de Holdetvy du

signal observé. En effet, il est généralement vrai que lalagige locale des observations bruitées est
inférieure a celle du signal original. Alors,¢ devrait étre supérieur @y . Si la fonction de Hélder de
X est connue, alors elle sera I'objectif a atteindre pougbathme. Si ce n’est pas le cas, elle peut
étre estimée a partir d€ si on dispose de suffisamment d'informations sur le bruit.p@sente ici la
méthode linéaire de débruitage la plus simple pour augméntégularité d’'un signal. La méthode de
pumping a été congue afin de faire remonter la régularité dignal donné d’'une quantit® = Ac.
Le principe est de modifier la pente de la régression des cieeffs d’ondelette en multipliant chacun
de ceux-ci par un terme ne dépendant que de I'echelle, gonenbteraB; dans ce chapitre (voir figure
3.10). On considére un signal origin&l échantillonné su2™ points et dont les coefficients d’'ondelette
sont symbolisés par; ;.

3.4.2 Expression des contraintes de régularité

Comme nous I'avons vu dans le chapitre portant sur I'estonate la régularité, on estime I'exposant
de Holder en effectuant la régression des coefficients @leiie en fonction de I'échelle au dessus de
chaque point du signal. On dispose des coefficignisdu signal perturb&” par un bruit que I'on
suppose Gaussien. Au dessus du peiptpour le signal bruité, on a les coefficier@tjs’LQnZ-:jl+1J pour j

allant de 1 an. Encore une fois, par abus de notation, on notera ces ceetfigi; .. Notre estimateur de
la régularité nous donne :

Vo € [1 : 2"],

Si on décide d’augmenter la régularité e, en chaque point du signal, alors le signal de softide
notre algorithme de débruitage devra vérifier :

Vo € [1 : 2"],

n

ag(wo) = ay (o) + Aa = —% T 1)1712(” 1) > (j - n;— 1) [log2 |2 k] (3.80)

J=1

Or nous proposons une méthode qui multiplie les coefficidatéechellej par un réelB3; compris entre
0 et 1. Par conséquent,

Vo € [1 : 2”],

1 12 - 1
ag(rg) = ay(xg) + Aa = 3 T Dt D) ]Z::l <j - n—; > [loga |y kBjl] (3.81)

En combinant les deux équations 3.79 et 3.81, on obtientiaiate de régularité qui devra étre vérifiée
par nos coefficients multiplicateurs si I'on veut augmefdeegularité deAa.

12 /. n+l
ot (n— )n(n + 1) > (J I > [log2(B;)] = 0 (3.82)

j=1
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Remarque 3.4.1En prenant des coefficients multiplicateurs de la forfifyeon va évidemment produire
une augmentation de la régularité similaire sur I'ensemids points du signal. Une modification de la
régularité adaptée a chaque point du signal n’est possibie sj on utilise des coefficients; ;.. Cette
technique est tres compliquée a mettre en oeuvre de partlgdai certains coefficients d’'ondelette,
notamment ceux des basses fréquences, sont au-dessusidarplpoints du signal. Ainsi, la méthode
proposée ici consiste en un travail par bande de fréquenoces élle ressemble plus en un sens a un
filtrage de Fourier qu'a une technique de débruitage par dette. Toutefois les ondelettes nous sont
nécessaires pour I'estimation de la régularité et son odletr

En reprenant les notations du chapitre sur I'estimatiora on

Aa+ K, Y sjllogaB;] =0 (3.83)
j=1

3.4.3 Meéthode

L'équation 3.110 présente une racine évidente, et c’est catine évidente qui va nous donner les
coefficients multiplicateurs pour la méthode de Multifedd?umping. Il suffit de prendr8; = 2-7(Aa)
pour chaque échellg

Définition 3.4.1 SoitY,, un échantillonnage de" points de Y. L'estimateur d& par la méthode du
Multifractal wavelet PumpingX ¥ est donné par :

MP: R* — IR"

Y, —— XMP avec W(XMP) = {y;,.2772} (3.84)

log2|Cik|

pente=-{alpha+0 o)

pente=-{alphatd+0.3)

L g

e

FiG. 3.10: Méthode de multifractal Pumping : Racine évidenteadeontrainte de régularité.
En abscisses les échelles et en ordonnée les logarithmeseffisients d’'ondelette situés "au-
dessus" du point considéré. La multiplication des coeffisied’ondelette d’un signal ayant
pour régularité alpha par les coefficients multiplicatewhs multifractal pumping fait passer
de la droite du haut a celle du bas les logarithmes des cosfiisi d’'ondelette. Il s'agit ici
d’'une illustration simplifiée, les coefficients ont été afig pour une meilleure lecture.
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3.4.4 Aspect minimax de la méthode

On souhaite maintenant donner les propriétés asymptatideeotre méthode. On espére atteindre
le taux de convergence obtenu par les techniques clasgiguEsresholding en choisissant d’appliquer
la méthode qu’a partir d’un certain niveau, que I'on notgrd.a technique de Multifractal Pumping sera
donc modifiée de la maniére suivante :

Définition 3.4.2 SoitY,, un échantillonnage de™ points de Y. L'estimateur d& par la méthode du
Multifractal wavelet PumpingX ™ * est donné par :

MP: R* — R"

Y, +— XMP avec W(XMP) = {y;r-1j<jo + 2770y k- 1jsjo} (3.85)
Le niveauj, sera déterminé en minimisant le risque.
Définition 3.4.3 Le risqueRM” est donné par la quantité suivante :
RMP .— B[(X — XMP)?) (3.86)

Risque dans un espace de Holder

On montre dans cette partie les bonnes propriétés asyoystde notre méthode puisqu’elle présente
un taux de convergence optimal. On effectue cette étudewosignalX € B, ., = C°.

Théoréme 3.4.1(Legrand, Lévy-véhel)

SoitX € Bgovoo.
e Si ﬁ < Aaq, alors
) p —2s—1 2ns
Sijo = T RMP < <0—2 + m) 27 2s+1 lorsque n — oo (3.87)
e Si ﬁ > Aq, alors
o n MP p 2174w 2mA

Par consequent, notre estimateur est minimax. On poureaisgr que la méthode est adaptative dés
que Ao > % (On n’a pas besoin de connaitre la régularité du signal raigdour avoir un taux de
convergence optimal) mais en fait la régularité est cachés bk niveau optimal,.

Preuve

On suppose que le bruit est Gaussien, centré et de varigndees coefficients d’ondelette du signal
bruité vérifient, de part I'orthogonalité des bases d'oetles,

Yik =Tk + 02 22, avecles z;, iid et N(0,1)



3.4 Multifractal Pumping 105

jo 291 no2i-1
RMP = BN @in—wiw) | +E| DD (win—yia2 70
j=1 k=1 Jj=jo+1 k=1
jo 2i—1 n 2i—1
= E) Y (oza27 2 |+ E| D D (wjn(l—2778) 4 2778902705 )2
j=1 k=1 Jj=jo+1 k=1
jo 21 no i1
= oy o4 Z doa 1) Y Y orHseng?
j=1 J=jo+1 k=1 j—jo+1 k=1
= o%27"(20 —1) + f: e} (2778 —1)? + o2 Z g(1=28a)j—n-1
Jj=jo+1 Jj=jo+1

avece; I'énergie du signalX a I'échelle;.

Le risque est constitué d’'un premier terme correspondaatvariance pour les échelles entret j,.
Pour ces échelles il N’y a pas de terme de bais car on n'effenticune transformation, ce qui se paye
en contrepartie en variance puisqu’on laisse le bruit ssiéckelles. Le deuxieme terme est le terme de
biais pour les échelleg + 1 an. Enfin le troisiéme terme représente la variance pour lesliésh, + 1

an.

On se place dans I'espace de Be®ly ., s étant un réel positif. Donc il existe une constantelle
que Vi, k  |zjk] < 2-i(s+3)

Par conséquent, on a
6? < 022—233—1

On peut donc majoreRM* par la quantité suivante :

n
RMP < 02(2j0—n_2—n)_|_ Z 2—2sj—1(2—jAa_ 2 o2 Z 1 2Aq)j—n—1

Jj=jo+1 J=Jjo+1
n n
< 0,2(2j0—n o 2—n) + Z 9—2sj—1 —|—O’2 Z 2(1—2Aa)j—n—1
Jj=jo+1 J=Jjo+1
267 2721 2 287 2 ;21728 (1-2Aa) (1-2Aa)j
< 00T e (27— 27 g2 (017280 p1m28ai )
SiAa > % :
Alors on a
MP 26 Tl 2 287 2 ;21728 (1-2Aa)j
—n — 8N — 4S8 —n— — (6%
RMP < g2l 4 Z (27— ) 4 g2l o

On constate que asymptotiguement c’est le premier termartince qui domine le dernier. Et le seul et
H . —2s—1 . N
unique terme de biais est de I'ordre %(2—2530). D'ou :

2—25—1

RMP é 0_22j0—n + 1 — 2_28

272%J0 |orsquen tend vers l'infini
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Le risque est minimum lorsque le biais est égal a la variaroeeffet, le biais est ici une fonction
décroissante dg, alors que la variance est une fonction croissantgydeLe j, "idéal" est donc donné
par la résolution de I'équation suivante :

g29jo—n — 9=2s(jo+1) (3.89)

On obtient par conséquent :

n

= 3.90
2541 ( )

Jo

Le risque se comporte alors asymptotiquement de la maniéranse :

—2s—1 ns
RMP < <a2 + m) 97%4T  lorsque n — oo (3.91)
SiAa < % :
Alors asymptotiquement,

2—28—1
2-2s 1

21—2Aa
2(1—2Aa)n

RJ\/[P < 0,22j0—n + (2—2sn o 2—2sj0) +O_22—n—1

21-2Ac _ |
Le dernier terme de variance, n’est alors plus une fonctioissante dé,, mais une constante dépendant
des variablew, n et Aa. Par conséquent I optimal n’influe pas sur ce terme. Doncjgidéal est le

méme que préecédemment c’est a giye= 5" . Le risque se comporte alors asymptotiquement en

21—2Aa

2—28—1 _ ons

Conclusion:

H S
e Si 7T < A« alors

—2s—1 ons
RMP < <a2 + m) 272+1 lorsque n — oo

H S
e Si 7T > A« alors

1-2A«

RMP S 02W2_2Aan |0I’8que n — oo

4 : 1 - 1 A ar o : :
Par consequent, pq|§qL§gfﬁ < 5 il suffit de prendreAa > 5 pour étre str d’'obtenir la vitesse de
convergence souhaitée.

Remarque 3.4.20n determine un, qui minimise un majorant asymptotique du risque mais celgsno
suffit, en effet, comme on obtient pour ce majorant le tauxmph de convergence asymptotique ge
minimise aussi le risque asymptotique.
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Risque dans un espace de Besov

On rappelle brievement la définition des espaces de Besavléveection dans le chapitre consacré a
l'interpolation).

Définition 3.4.4 Espaces de Besov (rappel)

Le signal X de coefficients d’ondelette; ,, appartient aB, ; si et seulement si il existe une constante C
telle que

g =

S|
B =

201 2071
1

e | |30 2EE) [ gl <c (392)
k j=1 k

o . _ (splo1y 270 1
Cette définition implique que st € B, ,, alors nécessairement o4’z p)( > |zieP)r  — 0.
' k=1 J—oo

Par conséquent il existe une sufig }; dansl, telle que

271

Z |z 1P < d? 9~d(ps+5—1) Vi avec d? j:oo 0 (3.93)
k=1

Pour montrer I'aspect minimax de la méthode, on va détemgoel signal, dans I'espace de Besov

B; ,» maximise le risque. On résout le Lagrangiesuivant, qui consiste en la maximisation du terme

n 271 271
—j6 2 2 . P o—j(ps+2—1 . ) .
' Z+1(2 70 —1) kzl c; . sous la contralnte]z;1 ekl < dj 2 i(ps+5-1) e signal nintervient que
J=7J0 = =
dans le terme de biais du risque, c’est pour cette raison’'gu@¢ tient pas compte de la variance pour
cette maximisation, et que le Lagrangien a cette forme.

n 2i—1
L= 3 @# 123 a2+ ) [\xj,kvﬂ — drg et (3.94)
Jj=jo+1 k=1

On suppose pour la suite des calculs querlgssont positifs car cela ne change rien au raisonnement et
simplifie les calculs.

On dérive le Lagrangien par rapportgy, :

oL ; _
_ ) —70 _ 1)\2 p—1
e 225 1(2 1)7 + pAzy
. 1
oL _, ) 2(27799 — 1)2\ 72
0z 1, K DA

On peut remarquer ici que %’3_2 n‘est pas un nombre entier, alokest nécessairement négatif ¢ay,
est un nombre réel.

On placez; ,, dans la contrainte ce qui nous donne

T gt . 1
2’5 (22797 — 1)2)72

<1>,,12 ;2473 pis
A

Ce\ est ensuite inséré dansie,, et on obtient

b — g9
T = d;2 277p
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Le Lagrangien présente un extremum lorsdyg = dj2_j(s+%)+% mais rappelons que I'on cherche
un maximum. Or dans le cas qu < 2, on peut montrer que le lieu d’annulation de la dérivée du
Lagrangien est un minimum et non pas un maximum. Du coup lénmim se situe sur "le bord". En
effet, si on prend un signat’*P*"s¢ tel que ses coefficients d’'ondelette sont nuls sauf un pagllécht
vérifiant la contrainte, on montre que le biais (NGtéA7S°P*"*¢) est alors supérieur a celui engendré
par desi; j, = dj2_j(5+%)+% (noté BI AT S%"s¢) et ce signal maximise le Lagrangien pguk 2. Les

coefficients d’ondelette d& sParse, xjpme vérifient pour toute échellg:

{ ﬁ{wsparse7 jpkarse — 0} — 2j—1 -1

ﬁ{ spa?"se’ jpkarse _ dj2—j(8+§—%)} =1

Comparaison des biais :

n

BIAIS™ = 3 (279 — 1)°@22 7/ +1=3) (3.95)
Jj=Jjo+1
BIAIS™m = 3" (2790 —1)’@22 %7143 (3.96)
Jj=jo+1

2
Or BIAIS™rse > BIATS™nse gquivaut a 27 H1-5) < 9725145 cest & direp > 2.
Par conséquent on va traiter les deux sousicas etp > 2.
B, ,avecp < 2

Théoreme 3.4.2(Legrand, Levy-vehel)
SoitX € B, ,avecp < 2, alors

25—
* SiAa > ﬁwalors

n 9 (2s+1-2) _n1+2sfi
Si jo=———5, RMP <|o?+dj———— |2 *" % lorsque n — o
2+ 2s — > 1— 2—(234‘1—5)

_2
* S|Aa< 5 22,alors
Vg

— (2724°m)  lorsque n — oo

Preuve
On reprend I'écriture du risque donnée plus haut pour leacespde Holder.

n
) ) 91—-2Aa )
RJ\/[P _ 0_22—n(2j0 o 1) + Z 65(2—jAa o 1)2 + g29—n—1 SIE v <2(1—2Aa)n o 2(1—2Aa)j0)
J=jo+1

Dans le cap < 2, on a vu que le risque était maximum lorsque un coefficient'@shélle j; vaut
- 1 1
;27757273 et les autres. Donc :
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n
RMP < pMP 0_22—n(2j0 —1)+ Z d?2—2j(s+%—%)(2_jAa B 1)2

sparse
J=jo+1
1-2A«a

1291 <2(1—2Aa)n _ 2(1—2Aa)j0>

21—2Aa -1

n
RMP  ~ ot 3T oAl (gmite 2

sparse
Jj=jo+1

21—2Aa

to227 ! - (2(1‘2A0‘)" — 2(1‘2A0‘)j0) lorsque n — oo

21-2Aa _

2—(234—1—%)

MP 26j0—n 2
Rspm"se <o 2 + dO

i (2—n(2s+1—%) _ 2—j0(2s+1—%))
2—(254—1—5)—1

21—2Aa

to22 ! - (2(1‘2Aa)" — 2(1‘2Aa)j0) lorsque n — oo

21-2Aa _

Or pour les espaces de Besev,> %, par conséquent l'inéquatids + 1 > % est toujours vérifiée, ce
qui entraine :

MP 2 2 g~ (2H1-) jo(2s5+1—2)

. o(2s41—2

Rsparse < o207 + dg 1 2—(28+1_2) " ’
— P

21—2Aa

to22 ! (2(1‘2Aa)" — 2(1‘2Aa)j0) lorsque n — oo

21—2Aa -1

e SiAa > % le premier terme de variance domine le dernier (comme owud’arécédemment).
Donc lej, optimal sera obtenu en résolvant I'équation suivante guibgtise I'équilibre entre le
biais et la variance :

2 n
o—n=—jo(2s+1—-2)&|jp=——
Jo Jol p) Jo 2725 2

Ce qui nous donne un comportement asymptotique pour leerisqu

g (2s+1-2) kg
RMP < (o2 4 d%m 2 *™7% lorsque n — o0
1-2" P

e SiAa < % alors le dernier terme de variance ne dépend plug @symptotiquement, il est de
l'ordre de

—2A«
2 2

g m (2—2Aom) |Orsque n —oo

Comme pour le risque dans les espaces de Hdlder, ce terme pes\gervir pour determiner
le jo optimal mais il va compter dans l'ordre du risque. Ainsigjleoptimal est les méme que

précédemment c’est a dirgg = mﬁ Ce qui entraine pour le risque :
P

"2 9 —2Aan
r,o m(2 ) |Orsquen—>oo

g-(2s+1-2) '\ 12} 9—2Aa
_ 2—(254—1—%)

RMP < max <O’2 +d3
1
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Or )
142s5— 2 2
= T 2+42s —-% 2
e Conclusion:

2

* Si A« > o g,akﬂs
25— p
n 9 (2$+1—7) _nﬂzj
Si jo=———=, RMP<|o?+d3———— |2 ** 7 lorsque n — oo
2+2s— 2’ 192+

2
8
* Si A« < - P Y. 2,alors
p

Si jo=———"8, RMP< aQi (2722°m)  lorsque n — oo
2425 — 2’ 7 21728
|
Bﬂq avecp > 2
Théoreme 3.4.3(Legrand, Levy-Vehel)
SoitX € B;,q avecp > 2, alors
x SiAa > %5, alors
Si jo= —" RMP < (0% 4 d22 “12_728 97"ZAT lorsque n — (3.97)
BRGNP =\’ -2 auen oo =
* SiAa < 75;, alors
Si jo = —2 RMP < azﬂ (27249) lorsque n — oo (3.98)
T 1428 =7 9128a '
Preuve
) n ) 91-2Ac )
RJ\/[P _ 0_22—n(2j0 o 1) + Z 65(2—jAa - 1)2 + 0_22—n—121_2Aa — (2(1—2Aa)n - 2(1—2Aa)jo)
Jj=Jjo+1

Nous avons vu que les coefficients d’ondelette qui maxinisemisque sont de la forme
—i(siyp 1
zj = d;27 DTS

L'énergie au niveay vaut donc pour ce signal

201

e = > a2 I < gioi o)
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Par conséquent,

RMP < RMP "< 5297 (970 _ 1) Z dO “lo2si(gmiA _ )2
Jj=jo+1

1-2A«

1291 <2(1—2Aa)n _ 2(1—2Aa)j0>

21—2Aa -1

n
RMP < g2950—n 4 Z de%—lz—Zsj(2—jAa —1y?
Jj=jo+1
21—2Aa

4291 : (2(1—%&)” - 2(1—2Aa)j0) lorsque n — oo

21-2Aa _

—2s

RMP < g29do—n —|—d2 2.1 - (2—28n o 2—28j0)

2— 2s _
21—2Aa )
+a22_"_1721_ma - (2(1_2A°‘)" - 2(1_2A°‘)30) lorsque n — oo
MP — j29jo—n | 2951 2% —2sjo
R SO 2 + 02p m2
1-2A« )
+U22_n_121—2Aa - (2(1—2Aa)n _ 2(1—2Aa)j0) lorsque 7 — oo
e Si Aa > 5, le premier terme de variance domine le dernier. Dong leptimal sera obtenu en

1
2
I

résolvant I'équation suivante :

n
1+ 2s

jo—n=—jo(2s) & |jo = (3.99)

Remarque 3.4.30n constate que la forme dg varie selon selon la valeur de lindice de
) NP T T,

I'espace de Besov considéré. Sk 2, alors jo = T425» Sinonjp = m
Ce qui nous donne un comportement asymptotique pour leerisqu

—2s

MP ——1
R S <0' +d0 m

> 9 "2t lorsque n — oo
e SiAa < % alors le dernier terme de variance ne dépend plug @symptotiquement, il est de
'ordre de

2—2Aa

Uzm (2_2Aan) |Orsque n— oo

Comme pour le risque dans les espaces de Hdlder, ce terme pes\agervir pour determiner
le jo optimal mais il va compter dans I'ordre du risque. Ainsijleoptimal est les méme que

précédemment c'est a dirgg = 175;. Ce qui entraine pour le risque :

MP 7_1 2—23 T2 g —2A«o oA
R <MAX o? + do m 27" , O W (2 om) lorsque n — oo

Or

2—n%i1 > 2—2Aom & Aa >
14 2s
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e Conclusion:

1 S
* SiAa > 45 alors

—2s

1—2-2

n
1425’

Si jo =

RMP < <02 + d%Q%_l ) 9751 lorsquen — oo| (3.100)

1 S
* Si A« < T+2s* alors

n
1+2s =7 91=28a 7

Si jo =

(2724%m) Jorsque n — oo (3.101)

3.4.5 Augmentation de la régularité

Nous avons vu dans les sections 3.4.2 et 3.4.3 que 'on auginlrégularité dé\a si on multipliait
tous les niveaux par la quantit8; = 2-78 Mais dans I'optique d’obtenir un processus atteignant le
taux de convergence optimal, on a choisi de pretgire= 1 pourj < jo. Bien évidemment si on modifie
seulement les échelles supérieures au nivigaalors il faut bien avoir a I'esprit que le8; ne doivent
plus étre er2—72 pour que la contrainte soit vérifiée. En effet, la pente naispas augmentée deo
dans ce cas.

On peut calculer les coefficients multiplicateurs vérifiantontrainte :

n
' A«
7 sylogy (27 = =25
j=jo+1 "

La résolution de la contrainte nous donne

e Aal1— jo(Jo +1)(jo — 1)
=4 (1 nn—1)(n+1) )

Sion prendj, = 52~ alors on obtient

2s+1
(n—1-2s)(n+1+2s)

=Aa(1- 3.102
v O‘< (1+253(n—D(n+1) (3.102)

lim (z) = Aa | 1-— 1

A (@) = Aa (1= G755

Sion prendjy = HTZ—E alors on obtient
(n—2—23+%> (n+2+2s—%)
r=Aa|1l- 3 (3.103)
(2+2s—§) (n—1)(n+1)

1
lim (z) = Aa | 1—

3
n—oo 2
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Conclusion : Si on multiplie les coefficients d’un signal pars* a partir du niveay, = 757 alors
notre estimateur de la régularité augmenté\de Ceci ne modifie en rien tous les résultats sur le risque.
Il suffit juste de considérer a la place de\a.

3.4.6 Conclusion

Le multifractal pumping est une méthode de débruitage iliegaar augmentation de la régularité
Holderienne, simple, et atteignant le taux de convergemtenal. Toutefois, I'inconvénient de cette
méthode est une modification de toutes les échelles selorémrerachéma. Une application numérique
sur une image SAR (voir 3.6.6 pour des précisions sur leseés8@R) d’'un fleuve est représentée figure
3.11.

FiIG. 3.11: Débruitage d'une image SAR d'un fleuve par la méthodelualéfractal Pumping
(paramétre de débruitage égal a 0.7). Image originale a gaudimage débruitée a droite.
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3.5 Contraintes sur les multiplicateurs certifiant 'aspe¢ minimax de la
méthode.

3.5.1 Position du probleme

L'objectif de cette section est de fournir un résultat géhéur la convergence asymptotique du
risque pour les méthodes linéaires de débruitage par dteleBn considére les méthodes consistant en
la multiplication des coefficients d’ondelette de I'eckellpar un réelB; compris entre 0 et 1 (ainsi
un signal reste dans le méme espace de Besov). Nous donsorenteaintes que doivent vérifier ces
coefficients multiplicateurs pour assurer I'aspect minirda la méthode de débruitage proposée.

3.5.2 Risque

On suppose que I'on multiplie les coefficients d’ondelettectiaque échelle pds; une quantité
stochastique (ou non).
Le risque est alors donné par

n 21-1 9
g
R=3> > (%kz ~ B; <wj,k + 2_%sz,/<:>> (3.104)

j=1 k=1

En développant cette quantité on fait ressortir trois terme

n 2971
R=>">" [az?’kE[(l — Bj)?| + 0?2 "B[B222 )] + 20212 2 B[B;j(1 — Bj)zjk (3.105)
j=1 k=1

On raffine le calcul de telle sorte que I'on ne touche qu'axedles supérieures & (quelconque dans
un premier temps). On va maintenant imposer des contrasntdes3; pour que R soit minimax.
3.5.3 Premiere contrainte

On va étudier chaque somme indépendamment puisqu’il lagiérmes positifs. Si chacune de ces
sommes se comporte comme nous le souhaitons, cela éqavalidspect minimax de la méthode.

n 2071 n
()= > > a3 Bl(1-B))’l= > €E[(1-B))’ (3.106)
Jj=jo+1 k=1 j=jo+1

On poseA; = (1 — Bj). On suppose qu'il existe un réeltel que\E[A?]] < 2%, On se place dans un
espace de BesaBy, ., donc on peut majorer; parc2~%°.

Proposition 3.5.1
Deés que E[A%]| < 2% aveca < M(”;iom—“) alors (1) atteint le taux de convergence optimal.

Preuve . ( : ( :
. 2a—2an_2a—2a Jjo
(a—2a)j _
r<1>r§”2+12“ B
=Jo

Sion veut qué(1)| < 9~ 211 alors il suffit que

n 9(a—2a)n _ 9(a—2a)jo 2an

Z 2(a_20‘)j = 1— 22a—a < 2 23T
J=jo+1
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e Sia > 2«

Alorsa < 24611 Ce qui est impossible. En effet on ne peut avoir a laais< a <

402
200+1"

e Sia <2« 2ol :
) (a—2a)j0 . . e} ]O_ﬁ
Alors c’est le terme e% qui domine. Alorsa < — 5

guantité est plus petite quer.

. On voit bien que cette

. . N 2a(jo— 55+
Bilan : Par conséquent, dés que< -0 zx1)

i alors (1) est minimax.

L]
Remarque : Si jo = 5.5 alors on obtient la condition < 0.
3.5.4 Seconde contrainte
n 2771
> Y %2 BB} (3.107)
Jj=jo+1 k=1

On regarde le comportement EéB}zJZ. .J. Pour cela on utilise la formule de Cauchy-Schwartz.
E[B:z3,] < \/E[B}] * Constante
Proposition 3.5.2

Supposons qu'il existe, tel que1 /E[ij] < 2J% alors pour que (2) atteigne le taux de convergence
optimal, il suffit quezl < —5

prea g
Preuve
n
|(2)| < g29—n—1 Z 2j(1+a)
J=Jjo+1
) 12a1+1 ((2a1+1)" _ (2a1+1)j0>
o
(2)] < o2 gal+1 _ |
e Sial > —1
1 <al <—52%
est minimax.
2
) 2c
d’intervalle.
e Sial < —1
Yo—n—1 _2a1+1(2a1+1)
Alors [(2)| < 0°27"" ' ——r——— Par conséquent, (2) est minimax dés que< m
1 ce qui est vrai des quel < —1.
Bilan : Pour que (2) soit minimay, il suffit quel < —52%5.
|
3.5.5 Troisieme contrainte
n 27-1
(3) =20%2"2 > "2 E[B;(1 - B;)zx (3.108)

Jj=jo k=1
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Or par l'inégalité de Cauchy-Schwartz on a
B[Byzix] < \/E(B)\[B(:2,) = /E(B?)

[B zjk] < (B4)

|E[B;(1 — Bj)zjxl| < 24/E(B3)

|E[B;(1 = B))z;ll < |E[Bjzi4ll + BBzl < /B(B?) + \/E(BY) et 0 < B; <1

et on a aussi

Par conséquent

En effet

On fait ici pour la premiere fois la supposition que fgssont compris entre 0 et 1.
Side plus on se place dans un espace de BBSgy,, alors on obtient la majoration suivante de |(3)|.

n 201

3) <40272 Y S o7ilets) JB(B2) = o234 N 219, [B(B2)

j=jo+1 k=1 Jj=jo+1

Proposition 3.5.3
Supposons qu'il existe, tel que, / E(B?) < 2(e2),

Sias < §min (43‘;1%0‘, (1 —2a) (m — 1)) alors (3) atteint le taux de convergence optimal.

Preuve
on(az+3-a) _ gjo(az+z—a)

(3)] < o272

go—az _ 23
e Sia2 > a-— %
Alors |(3)] < 2—2—2(az—a)n
Qa—ag __ 22
Pour que (3) soit minimax, il suffit donc queg < 220‘ - Donc Siav — 5 < as < 220;;10‘ alors (3)

est minimax. Attention cet intervalle n’est défini quexsk 5
e Sia2 < o — %

Alors |(3)| < 2922
_ga— a2+2§

Pour que (3) soit minimax, |Isuffithﬁ2§jO(22+1) 5 — 3%

Par conséquent 82 < a — 3 etay < TICEERY 120 1220 jlors (3) est minimax.

% ojo(ag+g—a)

e Siav— 5 < as < ;‘a;f‘ alors (3) est minimax. (Attention cet intervalle n’est défjue sia < 3. L)

e Siay < mm(a :, AT 120 _ 1-20) alors (3) est minimax.

Par consequent, pour que (3) soit minimax, il suffit que

1 1 2a° —
az €] — oo, min(a — 521 Jlo - 5. 5]

_ n 1-2a 1-2a __ 1
avecrl = iy 5 — 50 = (@—3)(1 -

Note :Ona(a — 3) — 2l = (o — 1)
Par conséquent

2l <o —isia> 3 (demsia < —1
etzl >a—3si—3 <a<i.

jo(QZ-i-l) )-

___n
jo(2a+1)"



3.5 Contraintes sur les multiplicateurs certifiant I'asped¢ minimax de la méthode. 117

De la méme maniéere,

2% —a 1 _ _ 1y _1 jo—m
xl 2a+1 — (Oé 2) <1 (2a+1) 2a§+1> - (Oé 2)2a+1 7o

4 202 —a H
Par conséquentl < 3 sia > 5 (idem siac < —=

etrl > 22%=a gj _ ;<a<i.

2a+1
as € (] — 00, — %] ﬂ] — oo,wl]) U[a— %,226;7;1&]

D'ou :

e Sia > Lalorszl < a— 1 et

@60—%@—;m—mw®

c'est a dire

e Sia < L alorszl > a — 1 et

a’? — a’® — o
as €] —m,%]ﬂ <] —oo,wl]U[a— %a%])

Alors comme on a aussil > 20‘ —2 on obtient :

atl’
207 — « 202 — «
€] — 00, 7 - 1] =] — o0, m——
as ] o0, 20[—|—1]ﬂ] OO,.Z'] ] 00, 20[—|—1]
Pour conclure, dans tous les casysi< mz‘n(zzo‘;;f‘,xl) alors (3) est minimax. m
3.5.6 Bilan
. 2a(jg— 2—)
e SIE[(1-B)2 <2 % alors (1) est minimax

e Si/E[B]] < 277237 alors (2) est minimax
R a?—a
o SiE[B?] < 2% min(55171) glors (3) est minimax.

Ces trois conditions peuvent s’écrire de la maniére sugvant

L 2a(jg— r)
e SIE[(1-B;)2 <2 % alors (1) est minimax

o SiE[B4] <27 izaT alors (2) est minimax
o SiE[B? <2 min(*5553%:271) glors (3) est minimax.

Maintenant on regarde sous quelles conditionsaslar seconde contrainte engendre directement la troi-
sieme. On utilise pour cela I'inégalité de Jensen.

Inégalité de Jensen : Lorsqueest convexe, on &(E[z]) < E[¢(x)]. Lorsquey est concave, on a
Y(Ez]) > E[)(x)].

La fonction racine carrée est concave par conséquent :

E[B?] < \/E[B]]
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z1)

Donc si on montre que® ™™(Sei*l) < 977337 alors la troisiéme contrainte sera implicite dés que

la seconde sera vérifiée.

Or
402 — 20 402 — 2o . 1 .
i — 221 )| = — sl — et 221 sinon
m1n<2a+1,:13> % 1 1 a<2 T

On voit aisément du coup que

. 2 2_ -2
92i min(Fe7wl) o 9=izasT

Ceci impligue que I'on peut supprimer la troisieme contieiqui est inutile.
20(jo— 55 T)
e SiE[(1-B)Y <2 o alors (1) est minimax. Cette condition indique gBgdoit étre
proche de 1.

e SiE[B]] < 9-%%5T alors (2) est minimax. Cette condition indique giledoit étre proche de 0.

Pour que ces deux conditions soient vérifiées, il faut queel’des deux soit une condition vide. En
I’O(_:currence, la premiere contrainte peut étre vidgysiérifie jo = 5. Il en découle la proposition
suivante.

Proposition 3.5.4 (Legrand)
Pour qu’une technique de débruitage par multiplication telelle j par un coefficientB; compris
entre 0 et 1 atteigne le taux de convergence optimal, il failtseffit que :

. ) o
e Le niveau de déparf = 5%

e E[BY <2 Y2

3.5.7 Application :

Nous avons fourni un résultat général pour les estimatingaites obtenus a partir de la multiplication
des coefficients d’ondelette bruité par un coefficient camspar échelle (déterministe ou non). Pour ce
type d’estimateur, il suffit d’appliquer la proposition 3l5our savoir si la méthode atteint le taux de
convergence optimal.

On appligue la proposition au Multifractal Pumping et a saiom stochastique (c’est a dire que I'on
suppose que les coefficients multiplicateB¥ssont stochastiques). On retrouve les résultats de la sectio

3.10 dans le cas déterministe. Dans le cas stochastiquéstientda condition£[27(4%)] < 9 I3t §
partir du niveaujg.



3.6 Débruitage Multifractal 119

3.6 Débruitage Multifractal

3.6.1 Introduction

Nous avons proposé dans la section 3.10 une méthode simgébdgtage par augmentation contrlée
de la régularité Holderienne, le multifractal pumping. Liinpipe était de multiplier les coefficients
d’ondelette a partir d’un certain niveau par un coefficienttiplicateur dépendant uniguement du niveau
et de la formeB; = 277°. Cette méthode modifie toutes les échelles selon le mémensché qui
constitue une faiblesse de la technique. Nous allons peoptens cette section un raffinement de la
méthode de multifractal pumping. Comme pour la méthode daepng, on multiplie les coefficients
d’ondelette du niveaux par un réelB; compris entreé) et 1 mais cette fois leg3; pourraient s’écrire
B; = 2-79U), Ces nouveaux coefficients multiplicateurs n’ont pas denéoa priori. De plus on va
imposer au signal de sortie d’étre le plus proche possibighal original non perturbé.

Avant de plonger dans le coeur du probléme, et aprés avg@el@jes contraintes sur la régularité (sous-
section 3.6.2), on présente une méthode de régularisatbais-{section 3.6.3) basée sur le méme principe
a la seule différence qu’on demande au signal de sortieed@fplus proche possible du signal observé.
Cette étude préliminaire nous permettra d’appréhendeor@ptexité du probléeme abordé. Nous nous
intéresserons ensuite, sous-section 3.6.4 a la versioplia de la méthode de débruitage ou I'on
ne requiert pas de conditions sur la variation de la régéla@ette section se poursuivra par I'étude
du probléeme complet de minimisation du risque sous corir@aus-section 3.6.5. Enfin, des résultats
numeériques seront présentés sous-section 3.6.6.

3.6.2 Contrainte de régularité

On rappelle (voir section 3.4.2) la contrainte de régudagti devra étre vérifiée par nos coefficients
multiplicateurs si I'on veut augmenter la régularité Ale.

n

12 . on+1
At T+ 1) > (J T > [logy(B;)] = 0 (3.109)

j=1

En reprenant les notations du chapitre sur I'estimatiora on

Aa+ Ky Y sjllogy(By)] =0 (3.110)
j=1

On peut réécrire cette contrainte sous la forme :

[[B =27% =T (3.111)

3.6.3 Méthode de régularisation

On propose maintenant une méthode destinée a augmentegulari® du signal en multipliant les
coefficients d’ondelette de chaque écheligu signal observé” par un coefficientB;eg compris entre

0 et 1. Cette méthode peut toutefois étre considérée comme urmdedte débruitage puisque le bruit
diminue la régularité.

Le principe consiste a determiner le signal le plus proche@me L2 du signal d’entrée ayant la
régularité souhaitée. La contrainte de régularité ese cktrite dans I'équation 3.110. Le probleme se
formalise de la maniéere suivante :
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n 27-1

n ;2
Minimisation de A = > Z 2 (1= B2 =3 gj(Bj 12
2T i=1 (3.112)
Sous la contrainte Y s;[log2(B;)] = _%:

Jj=1

Le coefficients multiplicateur®’* sont obtenus par minimisation du Lagrangien.

n b2 n AO[
L=> ¢;(Bj—1)+u|> sjllogy(B))]+ = (3.113)

On pose\ = %
Ce probleme est complexe a résoudre analytiquement, lésddea résultats intermédiaires ne sera pas
présenté dans ce document. Une résolution numérique ksterpour le moment.

3.6.4 Risque sans contrainte

On présente maintenant la méthode de débruitage mais maialit sans contrainte sur 'augmentation
de la régularité. On travaille avec I'hypothése d’'un oraglénous donne I'énergie du signal original a
chaque échelle.

On suppose que I'on dispose d’'un signal brulté,par un bruit blanc Gaussien. On va essayer de de-

terminer par quels coefficient3; on doit multiplier I'échellej pour obtenir le risque minimum lors de
I'estimation du signal originak.

Lemme 3.6.1
Le debruitage d’'un signal bruité par un bruit blanc Gaussjgar multiplication par un coefficienB;
déterministe a partir du niveay engendre le risque :

Rjy= Y (Bj—12+0%27"1 Y B2 4 o227 27 (3.114)
Jj=jo+1 Jj=Jjo+1

aveCef I'énergie du signal original au niveag.

Preuve

Si on décide d’appliquer la méthode a partir du premier niye&st a dire que I'on touche aux basses
fréquences, alors le risque est donné par :

n 2071
2
Roi = Z (@ — Bjyjk)
]:1 =
n 20-1 9
R,y =F Z <5L'jk (x]k—l—oﬂ 2z]k>)
j=1 k=1
n 291
2 2 2
Ray = x5 (B +B 27")

=

]:1 =1
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Rui = Ze )2 4+ o227 123221 (3.115)

7j=1

2i -1
avece; = - x3,, I'énergie a I'échellgj du signal original.
k=1 7

Si on choisit de n'attaquer les coefficients d’ondeletteaqpértir du niveay + 1, alors le risque vaut :

n n
2 2 20—n—1 207 2/9j0—n —-n
Rjy= > €}(Bj—1)+0%2 > Bl 4 oP(2lm — 27
J=jo+1 J=jo+1
Le biais diminue alors que la variance se trouve augmentée.

Minimisation du risque sans contraintes

On calcule maintenant le87 minimisant le risque présenté plus haut. Le résultat stipg#sente une
forme classique pour les travaux de débruitage avec oracle.

Proposition 3.6.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
LesB; minimisant le risque sont donneés par :

B! —26? 3.116
7262+ o220 G110
Preuve OR
all j—n
B, 2¢2(B; — 1)+ 0°2) " B;
ORu 26?
=0 Bl=—F—%2——
OB; 7 2ef o2

CesB] sont des minimums pwsql%% = 2e§ + 02277 > 0. De plus ce sont aussi des minimums
. J
du risqueRj, .

Comportement asymptotique du risque sans contraintes

On note

Rj, = Rj,(Bj)
Nécessairemeni = 5 % pour que I'estimateur atteigne le taux de convergence aptifvoir propo-
sition 3.5.4).

Proposition 3.6.2 (Legrand, Lévy-Véhel)
Le risque obtenu en multipliant les coefficients d’ondelétpartir du niveauj, + 1 = 3057 + 1 par
B est minimax dans tout espace de HoldeY.

1 ct 1 9 2an

Bo<|gge 1t pgmam T |2 ™ (3-117)
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Preuve

" 2¢? ? " 2¢? ?

* _ 2 J _ 29—n—1 J J 2(9jo—n _ 9—n

jo = Z €] <—262 T yEn 1) +0°2 | Z <262 n 022]._”) 27 4+ 0°(2 27")
j=jo+1 J J=jo+1 J

n ) ) ) n 2¢2 2 , o

Ry< Y 4027 Y || Y42

L~ L~ 2ez 4 042
J=jo+1 J=jo+1 J

. . . ; 1
On suppose qu&k € C“. Par consequent il existe une constantelle quex;; < 27(e+3)  Donc
&2 < 972,

2 n 2 2

* c 1 —2ajo —2an 20—n—1 26]’ Jj 2(9jo—n -n

o= gy O e ) g ) YR 2
=Jo

2e? . . . L, .
Or <m> est une fonction croissante dﬁ Ce qui nous permet d’écrire :
J

A 1 20 2 2 - 2.2~ . 2/60j
* “ —2ajo _ 9—2an —n— : Jj jo—n __ o9—n
Ry, < 5 gge— (277000 —2720) + 072 j;1<62'2_2ja+022j_n> 20 4 g2(2do—n _g=m)
=Jo

Considérons la quantité

2.9-2ja 2 n A s 2
— . J 9T aja—jJTn J
@= Z <c2.2_2j0‘ + 022j_"> 2= _z: <02 2 > 2

J=jo+1 Jj=jo+1
Donc
0< é22n 9—jo(4da+1) _ 9—n(4a+1)
i 2(1a+1) _
_ o o2n 9—Jjo(4a+1)
Q=< od” 9(dat1) _q
D’ou

2
. c 1

2 (oo -
j0§522a_1 +U(2j0n_2n)

4 —jo(4a+1)
—2ajo _ o9—2an 2 —n—lc_ 2n 2
(2 2750) 4072 A% 9Matl) _q

2 4
% C 1 _ 2an C 1 _ 2an 92— 2an
Rjo < EW (2 2a+1> + ?W2 2a+1 + 0“2 2a+1
2 4
« C 1 C 1 2 _ 2an
Rj, < {5@ TR o |2 T

On obtient donc le taux de convergence optimal.
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Augmentation de la régularité par B

L'utilisation de ces coefficients multiplicateurs ne petipas de contrdler la régularité du signal de sortie.
On rappelle quela est la différence entre la régularité du signal de sortieebé cu signal bruité en
chaque point.

Proposition 3.6.3 (Legrand, Lévy-Véhel)
Si X € PART(«a), la limite de 'augmentation de régularité obtenue en nulikint les coefficients
d’'ondelette du signal bruité a partir du nivegy + 1 = ;% + 1 par B} lorsquen — oo est :

lim Ag — (20 + 1) (403 + 1202 + 9o — 1)

3.118
n—00 4(0[ + 1)3 ( )

Preuve

Nous avons vu dans la partie consacrée au multifractal pugrpie I'augmentation de la régularitey
vérifiait :

n
N Aa
Z sjlogy(B]) = K.
J=Jjo+1 "

Par conséquent,

n 2
.o n+1 26]'
Aa=—Kn ) (f— 2 >1°g2 (W)
J

J=jo+1

Si X € PART () alorse? = ¢?.27%%, D'oli :

n n
Aa = —-K, Z 5§ 10g2(2e?) + K, Z 55 log2(2e? + 02207
Jj=Jjo+1 Jj=Jjo+1
n n
= K, Y sjlogy(2) =K, Y s;logy(e])
J=jo+1 J=Jjo+1
n n 2@2
26j—
+K, Z sjlogy(0°2/7") + K, Z s;1ogsy (1 + Wf_ﬂ)
J=jo+1 J=jo+1
n n )
= —-K, Z sj— K, Z sjlogy(c?.2720%)
Jj=Jjo+1 Jj=jo+1
= = = 22,272
Jj=Jjo+1 Jj=Jjo+1 Jj=jo+1
n n
= —K,(1+logy(c?)) Z sj + Ky Z s5i(2j)
Jj=jo+1 Jj=Jjo+1
= = = 22272
+Kn Z Sj 10g2(0'2)+Kn Z sj(j—n)—i-Kn Z sjlogz <1+W>
Jj=jo+1 Jj=jo+1 J=jo+1

Or

n

lim | K,(—1—logy(c®) + logy(c?)) Z sj| =0

n—oo . "
Jj=jo+1
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et lorsquej > jp + 1 il existe une constantg telle que

2¢%.972ja

W) < 10g2(1 + Cl)

0 =logy(1) < log, (1 +

Donc

= 2¢2.27%
lim (K, 3 s;log, <1+07> ~0

n—00 & g22i—n
Jj=jo+1

Par conséquent,

n n
Jim Ao = lim \Kn D si(2jo) + Kn D 5= m)
J=jo+1 J=Jjo+1
 (2a+1)(4a® 4+ 1207 4+ 9o — 1)
B 4(a +1)3

Corollaire 3.6.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
SiX € PART («), la limite de la régularité de I'estimateur obtenu en mulapt les coefficients d’on-

delette du signal bruité a partir du nivegiy + 1 = 5% + 1 par B} lorsquen — oo est

2 4 3 2 _
lim [a(") 1 ] _ (4a® + 3+ 1)(8a™ + 28a” + 320 + 10 — 1) (3.119)
n—oo [ oracte 4(0[ + 1)3(2Oé + 1)2
Preuve
Nous avons vu dans la section 3.2 proposition 3.2.1 que 8gj@st d'un bruit Gaussien]im E[ay(n)] =
%. Par conséquent,
lim [a(") } _ (2c + 1)(4a? + 1202 + 9a — 1) L o= 202
n—oo oracle 4(0[ n 1)3 (1 n 20[)2
(40?2 + 3+ 1)(8a* + 280” + 3202 + 10a — 1)
N 4(a+1)3(2a +1)2
u

On ne retrouve donc pas la régularité du signal original maéesrégularité proche du double de celle
attendue comme le confirme la figure 3.12.

3.6.5 Risque sous contraintes
Minimisation du risque sous contraintes

On s’interesse maintenant a la vérification de la contraleteégularité. On résout le Lagrangien.

n 2 n
Lj, = E e?(Bj —1)2 + - Bf2ﬂ‘" + o2(207 —27") 4 =+ E sj [logy(B;)]
Jj=jo+1 " J=1

— _ M
On pose\ = MOk
Pour les mémes raisons que celles évoquées lors de la ré@salut probléeme de régularisation, une
solution numérigue est utilisée.
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45

régularité du signal de sortie

. . . . . . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
régularité du signal original

FiG. 3.12: Evolution de la régularité de I'estimateur en fonctide celle du signal original
pour un signal dan? ART («). En pointillé la premiére bissectrice. La courbe se com@ort
trés rapidement eBa donc on ne retrouve pas la régularitésouhaitée.

Comportement asymptotique du risque sous contrainte
Nous cherchons a évaluer le comportement asymptotiquesgiuerisous contrainte de régularité.
d d
R en R'()(Bjen)

Théoréme 3.6.1(Legrand, Lévy-véhel)

SoitX € B ..
e Si ﬁ < Aaq, alors
n —2s-1 2ns
Sijo = i1 R < <0'2 + m) 272+1  lorsque n — 0o (3.120)
8 J—
e Sig g > Aa, alors
n 1-2A«
Sijo = 577 R < UQWQ_QNAQ lorsque n — oo (3.121)
S J—

Théoréme 3.6.2(Legrand, Lévy-véhel)
SoitX € B, ,avecp < 2.

. 1425—2
* SiAa > el alors
2425—2 2
2
—(28-’-1—2) B 1+2s— 2
o n 2 P Ty
Sijo=——— RI"<|[?4+ad2—— |2 2>*7% lorsque n — oo
27 0 —(2s5+1-2)
2+25— 7 19 sl
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. 142s—2
p 1l
* SIAa < pro L alors
n d g 27%Ae 2A
St jo=————, R*"<o0"—————— (27°°") lorsque n — oo

Théoreme 3.6.3(Legrand, Lévy-véhel)
SoitX € B, ,avecp > 2.

i S
*x SiAa > 75, alors

—2s

1—2°%

n
1+2s’

St jo =

den 2 2621 —ng s
R < | 0”4+ dj2» 27 "2s+1 lorsque n — oo (3.122)

H S
* SiA«a < T¥2s* alors

2—2Aa

n d 2 —2A
TN R*" <o pTE T (2722°") lorsque n — oo (3.123)

Si jo =

On démontre trés facilement ces 3 théorémes en utilisamétesgtats du chapitre sur le multifractal
pumping.

Preuve

Nous avons vu dans le chapitre sur le multifractal pumping lgurisque généré par le coefficients
multiplicateurs du pumpind™* était minimax. Or ces coefficients ne minimisaient pas lgués par

conséquent :
Rden < RMP

3.6.6 Résultats numérigues

On présente des résultats sur des images de type synthettarapradar (SAR). Une large littérature
décrit la difficulté de débruiter ces images, ou le bruit, ed@pspeckle, est non Gaussien, corrélé et
multiplicatif. Une analyse fine du speckle suggére qu'it sime K-distribution [Oli91]. Les techniques
classiques appliquées aux images de type SAR sont souvidtralge géométrique et le filtrage Kuan. |l
est a noté que des méthodes de wavelet shrinkage ont auadegtée pour ces images [GS96].

Le traitement des images de type SAR de paysages naturefstfon trés bon test pour notre méthode
puisque le signal original est trés irrégulier. Bien que feitbne soit pas additif, il est intéressant de
voir comment notre technique de débruitage se comporteestiype de données. On représente sur
la figure 3.13 I'image de référence sur laquelle va étre eftete débruitage par a) Kuan Filtering b)
Hard Thresholding c¢) L'algorithme décrit dans ce chapit@figure 3.14 montre I'application de notre
méthode sur une autre image de type SAR.

3.6.7 Conclusion

On a présenté dans cette section une méthode de débrutiigaatt le taux de convergence optimal
des estimateurs linéaires. Cette méthode présente cepel@danconvénients, elle est trés complexe, et
assez lourde algorithmiquement. On propose donc mairtemeznautre méthode, simple, non linéaire
et adaptative provenant d’un métissage entre le MultidfileRtimping que nous avons développé dans la
section 3.4 et une célébre méthode non-linéaire, le Hardshotding.
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FiG. 3.13: Image SAR originale (haut gauche), Kuan median fitgehaut droite), wavelet
shrinkage (bas gauche), notre méthode (bas droite). Ramasjque les régions texturées
(mer et parcelles de terre) ont été lissées tandis que lewamnsont préservés dans I'image

de bas a droite.

100 200 300 400

100 200 300 400 500

FiG. 3.14: Image SAR originale (left), débruitage par notre noéih (droite).
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3.7 Non-Linear Wavelet Coefficients Pumping

3.7.1 Introduction

Nous avons présenté dans ce chapitre des méthodes de algbper ondelette, linéaires, donc pas tou-
jours minimax selon I'espace de Besov dans lequel on sedrus2) et non-adaptatives. Par conséquent
on se propose de marier dans cette section I'une de nos nestHednultifractal pumping, avec une meé-
thode non-linéaire adaptative et simple, le Hard Threshgld_.a méthode proposée, sous le nom de
Wavelet Non-Linear coefficients Pumping, aura ainsi I'dege d'étre adaptative et de contrdler la ré-
gularité du signal débruité. Il est bien connu que le HardeSholding surlisse les signaux irréguliers
(voir section 3.7.3). En effet, le Hard Thresholding sum@ritous les petits coefficients d’'ondelette. Le
raffinement se situe sur ce point, plus précisément, on seggeréduire ces coefficients plutdt que de
les supprimer.

La procédure que nous proposons dépend du paramétre glbébduitage de la méthodec R™ et
d’un seuil\ € R".

3.7.2 Rappels sur le Hard Thresholding (HT)

On rappelle dans cette section quelques propriétés du HaesAolding.

Le Hard Thresholding a été proposé par D. Donoho et |. Johesta debut des années 90 dans un cadre
de débruitage et par D. Picard et G. Kerkyacharian dans e chéstimation de densité. Il s'agit d’'une
des méthode de débruitage a base d’ondelette les plugeslite principe découle d’'une constatation
sur les coefficients d’ondelette des signaux réguliers. SEggux présentent beaucoup de coefficients
d'ondelette nuls et quelques gros coefficients, a I'invetss coefficients du bruits qui sont tous pe-
tits et répartis partout. La séparation se fait donc de mamaturelle par un seuillage des coefficients
d’'ondelette.

On notelV (X) la transformée en ondelette discrete du sigiiaDn note respectivement; .., les coef-

ficients d’ondelette du signal original, y; ,, ceux du signal bruité” etz , ceux deX, I'estimateur de
X, obtenu par débruitage.

Définition 3.7.1 SoitY,, un échantillonnage de™ points de Y. L'estimateur d& par la méthode du
Hard Thresholding X /T est donné par :

HT(n,)\): R* — R
Yn — X,?T avec W(Xr?T) :{yj7k‘1\yj,k\2>\n} (3124)

Cette loi de décision est illustrée figure 3.15.

Plusieurs extensions du Hard Thresholding ont été propaddes la littérature avec des seuils di-
vers et variés (seuil sure, seuil minimax, seuils obtenusngghodes Bayésiennes...). Pour le reste de ce
document et pour un souci de simplicité, nous allons utilsseuil universeh,, = 62~ 2 v/2n. Comme
nous I'avons rappelé, la transformée en ondelette desisigéguliers est trés "sparse” et contient ma-
joritairement des zeros. Apres la perturbation par du biest coefficients sont tous non nuls. Le Hard
Thresholding avec le "seuil universel" garantit le retoercds coefficients a zero.

La méthode de Hard Thresholding est adaptative et est tnadwmax" (voir théoréme 3.7.1), c’est a
dire gu’elle atteint le taux de convergence optimal & urefact pres (ave@”™ le nombre de points). En

raffinant cette méthode en effectuant un seuillage par pbRddall, G. Kerkyacharian et D. Picard ont
montré qu'’il était possible de rendre la procédure minimdixPT98].
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larnbda

FiG. 3.15: Représentation de la loi de décision du Hard Threshgld

Théoreme 3.7.1(D. Donoho)

SoitX € B ,. ll existe une constant€ telle que :

RHT .= | X — XHT|2 < Cip.2~ %1 (3.125)

3.7.3 Considérations sur la régularité apres Hard Threshaling

On étudie dans cette partie la modification de la régulanigierdrée par I'application du Hard Thre-
sholding sur un signal danBART'(«) et perturbé par un bruit blanc gaussien. On montre en utflisa
I'estimateur de la régularité présenté dans le chapitreellgudard Thresholding surlisse le signal de
sortie.

On sait que I'algorithme de Hard Thresholding va remplaegtains coefficients d’ondelette par zero ce
qui risque de nous poser des problémes pour estimer la ré§uaisqu’on va obtenir des régularités
infinies. Cependant, on peut rappeler que lorsqu’on utilrse ondelette aveeg; moments d’ordre nuls,

on ne peut estimer une régularité supérieurg .aPar conséquent, il semble naturel de remplacer les
coefficients rendus nuls pars? avecp = p; + % On peut prendre une ondelette avec un nombre arbi-
trairement élevé de moments nuls et donc rendre ces coeffi@essi proche de zero que I'on souhaite.
Aprés ces considérations, on modifie en conséquence lidilgw de Hard Thresholding afin de fournir
directement a notre estimateur des coefficients non-nuls.

Définition 3.7.2 Soit X,, un échantillon d&™ points, soitY;, ce méme échantillon perturbé par du bruit,
{zjr} = W(X,) et{y;r} = W(Y,). Lestimateur deX par la méthode du Hard Thresholding;Z*
est donné par :

HTp(n,\,p): R* — R¥

Y +— X;?T avec W(XHT) = {yjyk']“yj,ﬂz)\n + 2—jp'1|yj7k‘<>\n}
(3.126)

On estime la régularité de cet estimateur par la méttiddée et on évalue son espérance.
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1 n
Blafur] = —5—KuY_ siEllogs|a""]]
j—l
1
= Zsﬂ 1092’yyk‘1\ Mo, ~ K ZSJ [logzl2771.1,, Wl
j=1 j=1 "
1
= —§—K ZSY 1092|y]k|1‘ (”>\>>\ ]+ Kn ZSJJPP(|Z/M|</\)
j=1 =t

On s’abstient de noter les indicésD’autre part on a mentionné la dépendance des coefficicnid et
lette & I'échantillonnage utilisé & travers I'indid®) dans cette section. Enfin le coefficient d’ondelette

xg-") sera pris positif sans perdre de généralité.

Définition 3.7.3 Soitg une fonction positive qui tend vers l'infini aveet majorée par/2n. Soitx&")
une suite de nombre réels positifs. On définit les ensemiblesgs :

I, = {j, azg-n) < 2_%0(\/% — g(n))}

Ly = {3 2 > 2 3o(van + g(n) }

n

Sui=1{i 2 50(Van —g(n) <" <2 3o (van + g(n))}

J

Dans la suite du document, on natef () = == [ e dt.

Théoreme 3.7.2(Legrand, Lévy-Véhel)
Sig est telle quelim (ﬁe‘f(")) =0, alors :

n—~00

. n 1 - n ~
hm( [a(IBT] + §+Kn Z sjlogz\xg-)]—p.Kn Z J.8j

n—oo

ji=1 j=1
j€ Ly Jj€Eln
n n
- EK" Z sj.p(xg-n))
j=1
Jj € Sn

i 3 s () [

j=1
j € Sn

avec

=P(lyl = M)
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Preuve
La preuve découle des lemmes suivants et son examen moatte igsultat ne dépend pasgldés que
les conditions suivantes sont vérifiées.
— 1 _n_ —92(n)) -
A gm© 0,

— g une fonction positive qui tend vers I'infini avec
— g(n) majorée par/2n

u
lere étape : Travail sur le termek, i sjjp.P(\yj(.")\ < An)
j=1
Lemme 3.7.1
1. Vjel,, P(|yjn)| < Ap) > % [erf(\/ﬁ) +erf <L\/%)>}
2. Vj€Ln, Py < M) < 4 [1 —erf (L\gﬂ
Preuve
25 (2™ + A 25 (—z™ + A
P(ly"”] < An) :% |:erf <<]\/§U)) terf ( ( \/jia >)] (3.127)
1. Vjel,, .
25 (2™ 4+ \,
erf( (j/ia >) > erf(v/n)
25 (=2 + )\,
o (FE) e (1)
2. Vj € Ly, "
23 (2 + N,
erf( (xJQJ >)<1
25 (—2™ £\,
(P o (2) - (58)
]

Corollaire 3.7.1

1. Vjely, lim P(ly}] <A,) =1
2. Vj €Ly, lim P(jy}| < Ap) =0

Lemme 3.7.2

n n n
lim K> 50 P(lyjkl <) = Kn > dsj—Kn Y 55 P(yjkl < Xn)| =0

n— o0 -
jE€In Jj € Sn
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Preuve
On considere la grandeur

n n
A=K, > jsj—Kn Y siiPyjkl < An)
j=1 j=1
je I, Jj€ln

A=K, D 55 (1= Pllyul < M)
j=1
jeln

On peut majorefA| par

|A] < sup [1 = Plynl < An)] Ko > dlsil
J€E€In :
j=1

j€ln
n
OrK, >, jls;|=0(1) eten utilisant conjointement le lemme 3.7.1, il existe unestante; telle
j=1

jEIn
que :

Al <o [1 - {erﬂ\/ﬁ) terf (M)H = 0

On veut determiner la limite d8 avec

>

n n n
B=KnY i Pyiel <) = Kn D dsj—EKn D sidPllyjul <)
j=1 j=1 j=1
j€eln Jj € Sn

B=K, Y siP(yixl <Xn)—A

i=1
Jj€Ln
D’oq,
n
Bl <A+ [Kn Y sid-Plyjnl < M)

i=1

Jj € Ln
or

n n
Ko Y sidPllyiel < An)| < sup [Plyjel < M)l Koo Y jlsl
j=1 j€Ln j=1
Jj€Ln j€Ln

Dapres le lemme 1, pour toyte Ly, P(|y; x| < Ay) < % [1 —erf (%)]

n
DeplusK,, > j.|sj] = O(1), donc il existe une constante telle que
j=1
j€Ln
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n

. 1 g(n)
K, Z 5. P(lyjrl <) < caz [1—67‘]’(—)} — 0
= J J 2 \/5
j €Ly

Par conséquenB tend vers zero lorsque n tend vers l'infini.
" . . S (n)
Deuxieme étape : Travail sur le termek,, '21 s; {logz Yk |‘1y§’}j>xn]
Jj= e

Lemme 3.7.3
. . (n) . N 2
Pour toutj € I,,, 7}1—%0 [E [log2 |yj’k |'1|y§-fQ|>An” =0 des qu%e 9°(") tend vers zero qd — oo

Preuve
n —An 2n(u7w(,n))2
_ (n) 22 S
I = E[10g2 ‘yj,k ’.1|y§'?;€)‘2>\n] = —O'\/% . log ]u‘e 2 du
2% [ee) 2n(u7cv‘§.z€))2
+ log lule” ™ 22 du
o2 Jx,

I est une fonction paire de; ;, donc on peut prendre; ;, positif sans perdre de généralité. De plus, pour

simplifier les notations, on ne précisera plus l'indice
(n))

(u—z;
o

On effectue un changement de variable : On pose 22, ce qui nous donnéu = o2~ 2 dz.

= [ sl t o2 e
1 = —/ n log, |x; 7 + 027 2z|le” 2 dz
Var Jygn 2t
1 - 2n_ém-§n/) n Z2
+ E/ [10g2|x§-n)+02_5z|]e_sz
—00

= )+

Traitement de (1)
Nous allons commencer par minorer (1) par une quantité quivers zero lorsque tend vers l'infini.

Les bornes d'intégration nous donnent> v/2n — %azgn) ce qui implique quezg.") +027 %52 >
02~ 21/2n donc cette quantité est positive et on peut enlever la valesolue sous l'intégrale. Comme
le logarithme est une fonction strictement croissantellgty

2 2

n - —Z 1 —zZ
log, (wg )+ 02 22]-) ez > [logz(a) - g + 3 10g2(2n)} e 2

Par conséquent,

1 o 22
—= [opam, € 2dz=T
2 "%2%

Nous montrons qué’ tend vers zero lorsque tend vers I'infini.

(1) > {logz(a) — g + %10g2(2n)]

On travaille sur I'ensemble des € I, donc:cg.") < 2‘%0—(\/271 — g(n)). Cette propriété implique
V2n — %xgn) > g(n). Par conséquent,
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1 o0 22
—/ e 2dz
21 Jg(n)

e—9°(n) o
——— | lorsquen tend vers l'infini

g9(n)v/m

n 1
7] < ‘5 + 3 loga(2n) + logy(0)

Donc

n 1
7] < ‘5 + 5 loga(2n) + logy(0)

s N 2 , , .
Par conséquent, dés qug: e=9°() tend vers zéro, alorg tend vers zéro. Nous venons de minorer
(1) par une quantité qui tend vers zéro, maintenant nousror@@tju’on peut majorer (1) par une autre
quantité qui tend vers zéro.

jel, etw§") est positif donc
0< :L'g-n) <2 20(V2n — g(n))

0<02 2g(n) <o2” 2z<w()+02 22 <0272 (2 +V2n — g(n))

D'ou:

2l + 0275] < 0275 (2 + V20 — g(n)) (3.128)

Le logarithme est une fonction croissante donc

1 > 2
1) < = [ [ ol Van— gl % dz
V2 m—22 :(:5

n _22
+ (10?;2(0) - 5) /\/%—231%”) e 2 dz]
g ]

On montre que ce terme tend lui vers zéro. On a vu précédeniaeamd la minoration de (1)) que

(logg(a) — 2) N “Sd: — 0 dés que——¢=9°™ tend vers zero
2) Szt n—oo 9(n)

Il reste a étudier la quantité suivante :

o0 22
(3) = / o llogs(= +v2n — g(n))e 7 dz
Van—22 2™

Z2 . . . .
Soit h(n, z) = logy(z + vV2n — g(n))e” 7. Cette fonction est derivable et continue sur l'intervalle
V2n — 224" 400, De plus lim [(n, 2)] = 0 &n fixé.
Oh 1 1

9z In(2)z +v2n — g(n) e -2 10g2\2+\/_ g(n)le™T (3.129)

S'il existe sur[v/2n — Ex(") ,+oo] desz tels que la derlve% s’annule, alors ces vérifient

2
(2 + V2 — g(n))

Soit z 'argument maximisanh(n, z)| sur I'ensemble des vérifiant I'’équation 3.130. On a :

In(z +V2n — g(n)) = (3.130)
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|h(n, 2)| < max <yh(n,z)\, h <n NG g")> ) (3.131)
g
sur(v2n — éx&"), +o0l.
- 2 _z2
|h(n, 2)| e 1 (3.132)

T 2+ v2n— g(n)in(2)

Si z existe dans le domaine d’intégration, il est nécessairesgérieur &/2n — %wS") qui est lui-
méme supérieur &(n) carj € I,,. Par conséquentlim |h(n, 2)| = 0.
n—oo

22\
= log, (— UJ —g(n) +2v 2n> e

. 25 ("
Orpourj € I,,,ona - < +/2n — g(n), donc,

o

2 (n)
223
I —g(n) +2v2n < 2v2n

Van < —

o
et

g2(n)

< logy(2v2n)e™ 7 (3.133)

hGM%—Eﬁv
g

o 2% ) > 2
h|n, 2n——wj 5 € 1dz
g Van—22a;

2 52 92 (n) o] L2
< max e 7 ,log,(2V2n)e” 4 > / n e 1dz
<2(2 +v2n — g(n))in(2) Ba( ) Van—2Z g

=
w
=
A

max <]h(n,2)\,

Le seul terme qui risque de ne pas tendre vers zero est

20p S} 22
(4) :=logs(2V 2n)e_g i / 2 o e 1dz>0 (3.134)
Van-2L

Or on peut majorer ce terme par

PRICD)

(e.o] z2
(4) < logy(2v2n)e” = / e Tdz)
g9(n)

%(n)
2ty [ 2 -5 e
< 10g2(2\/2n)6_7g4 % lorsquen tend vers l'infini
gn
g% (n)
2e” 2 P
< logy(2v2n) ) lorsquen tend vers l'infini

Cette quantité tend vers zéro lorsque) vérifie une condition plus faible qu%e—ﬂ") tend vers
zero". Par conséqueltt) tend vers zero lorsque tend vers l'infini, ce qui entraine le méme résultat
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pour(3). On a donc majorél) par une quantité qui tend vers zero. Ce qui hous permet déucerpour

(1).

. [ (n) R
7}1—%10\/? /@—2% . [logy |2} + 027 22[le”2dz =0 (3.135)
Traitement de (2)
2n——x<n) (n) 2
n _n _Z
277/ [logy [z} + 0272 25]]e” 2 d=

On commence par minor(ai’) par une quantité qui tend vers zero. Les bornes d'intégraimus donnent
z < —V2n ) ce qui |mpI|que\ ) 452 22 | > ov2n2™ 2 donc

22 n
J?j 2

(2) > [__n + L logy(2n) + logs( )] L / e e~ zdz =T
- o =
2 573 82 g2 o | 2

Or
1 /‘M_%mgw 24 / 2
p— e 2dz = e 2 dz
V21 J oo Vor 2n+—m(n)
< _sz
\/277/2n
< Iorsquen tend vers l'infini

Donc T3] < [—2 + L 1ogy(2n) + logy ()] 2\/_\/_ lorsquen tend vers l'infini. On a donc minoré2)
lorsquen tend vers l'infini par une quantité qui tend vers zéro.

On majore(2) par une quantité qui tend elle aussi vers zero. Le calcuiragage a celui de la majoration
de(1).

1 _22
2) < ma [ ot o loea el
ozt

; z2 n o0 z2
[logy |z +V2n — g(n)|le” T dz + <10g2( ) — —) / e~ zdz
\/%—FQ?Z (n)

8\,
9
|

Le premier élément dans laax tend vers zero lorsque tend vers l'infini. On montre que le second
tend lui aussi vers zéro. On a vu précédemment (dans la nimoide (2)) que

o0

n _22
(10g2(0) - 5) /x/%Jrﬁx‘.”) e"zTdz — 0
(o4 J

Il reste a étudier la quantité suivante :

o pevanzie g
= | llogy |2 + V31 — g(n)le= % d2

[e.9]
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22 . . . .
Soit h(n, z) = logy |z + v2n — g(n)|le” 7. Cette fonction est derivable et continue sur l'intervalle

] =00, =v2n - 277965-")[- De plus lim |A(n, )| = 0 an fixé.
Oh 1 1 2z .2
9z Tl V2n — -7 3.136
0: @)zt van g |3 el VErTgmlen (3.136)

n
S'il existe sur] — oo, —v/2n — %xg.")] des: tels que la dérivé&Z s'annule, alors ces vérifient

2
In|z4+V2n —g(n)| = 3.137
24+ V2n —g(n)] Vo —a) (3.137)
Soit z 'argument maximisan(n, z)| sur I'ensemble des vérifiant I'équation 3.137. On a :
23 (n
|h(n, 2)| < max <|h(n,2)|, h (n V2n — 72335. >> ) (3.138)
sur] — oo, —v2n — %xgn)]
Ih(n, 2)| 2 -5 (3.139)
n,z = | == e 4 .
(n. %) Z(Z 4+ V2n — g(n))ln(2)

Si Z existe dans le domaine d'intégration, il est nécessairenméérieur a—+/2n — %wgn) qui est
lui-méme inférieur &-+/2n. Par conséquentlim |h(n, Z)| = 0.

n—oo
D’autre part,

n

2
(\/2n+—27 Ju(n))
o g

n_(n)
22xj

—g(n)|e” 1

Q%ZL'(-TL) .
< log, ( p +g(n)> e 2
g,

Orpourj € I,,,0na 22 < v/2n — g(n), donc,

o

= log,

< logy(V2n)e 2 (3.140)

o0 22
max | |h(n, 2)|, n e idz
22 (n)
\/%4-7:(:].
22 n o0 22
max < e T, logy(V 2n)e_5> / n e Tdz
\/ﬁ—kgw;")

Cette quantité tend vers zéro lorsquéend vers l'infini. Par conséquen$)’® tend vers zero lorsque

n tend vers l'infini. On a donc major@) par une quantité qui tend vers zero. Ce qui nous permet de
conclure pour2).

(3)7]

IA

h <n, —V2n — 2—2x§n)>

g

2
3G+ V2 — g(n)in(2)

IN

n Z2
lim — [log, ]wgn) +02 22|l 2dz=0 (3.141)
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Lemme 3.7.4

Pourtoutj € L,, nlingo {E {logg|y](.7r;€)|.1 } —log, |a:§.")|] =0 des qu%e—gQ(n> tend vers zero.

yﬂ) |=An

Preuve

I = E[Zogﬂyﬂzk*lyﬁgx”]
1/°° llogy |20 + 023 2je" 7 dz (1)
S n logy |27 + 027 22|]e” 2dz (1
\/ﬁ m_%wgn) 2 J

23 ()

b [T ol o i T @
— O €, (e} Zjll€ z
o . g2 7 J

On posex = Z2—= > 0. Donc on peut écrire
Js

I=11+Lig+ Iz + I

avec
1 o _22
e
ol
1 & 22
L = N /\/_ 1 logy |1+ azle” Z dz
2n—=
1 —V2n—-1 (n), 2
I = N logsy \xj" le” 2 dz
— o
1 —Von—3 22
Iy = T logsy |1 + az| exp(—;)dz
Ona
I— l092|33‘§-n)|‘ <|I =TIy —Io|+ |11+ 121 — l092|33‘§-n)| (3.142)

1) On montre quél — I1; — I2;| tend vers zero lorsque tend vers linfini.

I'— Iy —Ip = TIhio+ I (3.143)

Lorsquea tend vers zero, c’est a dirge € L,, on cherche la limite dé,, et ;. On utilise la méme
technique que dans la preuve du lemme 3.2.1.

Soit
22
2dz

22
X ze 2dz—

a 0 a2 [e%e) 5

= - _— z e
In(2)v2m /\/Zn—(ll 2In(2)v 2w /\/Zn—(ll

Nous allons étudier

[[12 — X]

V= 5

a
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1 0 L2 a o0 22
vV = log |1+ az e_2dz—7/ ze——dz
a2\/27rln( )/2"_(1; &l | a?ln(2)V2r Jyan-1 2

“Tdz
2a2In(2 \/27T/2n—%

1 > a? 22 22
= log|ll+az| —az+ —|¢e 2dz
a?v/ 27 In(2 )/2n—1 { 2| | 2 ]

On effectue une intégration par parties.

1 [ _22 <(1+az)ln\l+az\ az? a223>]oo
V = ————||—z2¢e7 2=t —
a?v/2m1n(2) a 2 6 Van—

1
00 2 2.3 2
1 / {(1+az)ln|1+az|_2_£+az]Ze_2d2
a?y/2rIn(2) | Jyan-1 a 2 6

On note

[ 22 <(1 +az)In |1 + az| az? a2z3>ro
A=|—ze 2 -4
a 2 6 Van—

Q=

Y a fixé, lim A = 0 et pour toutn fixé, hmA =0.

n—00

Par conséquent, on peut se contenter d etudler la quanit@nse :

V1=

(1+az)In|1+ az| az? azzg] _ 22
—z— — e

_|_
a?In(2 \/271/2”_%[ a 2 6

On poseu = az etb = %

2

1 o u
Vi=——— I+u)nl+u—uv——+ ub®vVbe ™ =a
In(2)v/27 /%_1 [ JIn 1+l 2 }
On posey(b, u) = b*v/be~ S v -
u>7E—
bhm g(b,u) =0

On va majorelfg(b, )| pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée.

ag 5 3 u2b 5 u2b . 2’1’L
o= Zpie T 4 hre T siu> Y1
ab 5 2e 2 +02e 2 u > \/E

= 0 sinon

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)
(3.148)

Siu > Y20 _ 1, cette dérivée s'annule én= . La fonctiong (b, u) est positive poub €0, oo avec

A
un seul extremum et

li = li =
limg(b,u) = lim g(b,u) =0

Par conséquent cet extremum est un maximum. Donc,

5 25v/5 25v5 s
bu)| < e 21 e < 2VP-3
lg(b, )l <u2> |u|5 u>¥ZE—1 =y ¢
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On note
u2 u3
h(u,b) = g(u,b) (1+u)ln\1+ul—u—7+€ u (3.149)
la quantité sous l'intégrale 3.145.
Ona: blim h(b,u) =0 (3.150)
Et d’aprés ce qui précéde,
25 2 3
(b, u)| < ’u—fe—% (1—|—u)ln|1+u|—u—%+% Il (3.151)

Ce majorant deh(b,u)| n'est pas integrable en I'infini et non-défini en zero. On natpmdnc pas
appliquer directement le théoréme de convergence dominée.

Dans un premier temps, on prolonge cette fonction par coitéienu = 0. En effet,

2 3 4

I+u)n|l4+ul =u+ % Sty o(u®) au voisinage de zero (3.152)

6 12

Ce qui entraine le prolongement en zero %e‘%.

Dans un second temps, nous allons nous affranchir du preldafimfini.

Nous sommes dans le cas @bend vers zero alors on peut supposer gque 1 ce qui impliqueb > 1.
Le maximum dey(b, u) est atteint el = 35; qui sera supérieur & 1 gi| < /5 et inférieur a 1 dans le
cas contraire. Donc, $i/| > /5, pourb €]1, co[, le maximum est atteint potr= 1.

Par conséquent,

|h(b,u)| < 23e3 [(1+u) |l +ul—u—% 4 %3] w silul < V5 (3.153)

Juf?
w2 : .
<e % [(1+u)ln\1+u\—u—“§+%]u siu| > v/5 (3.154)
Par conséquenth(u, b)| est majorée par une fonction continue par morceau podar IR\{0}. Cette

fonction est prolongeable par continuité ®a- 0 et est integrable. On peut par conséquent appliquer le
théoréme de convergence dominée, ce qui nous donne :

limV = limV'1 =0 (3.155)

Par conséquent, pour toge L, :

a o0 22 CZ2 o0 22
lim |[[1g — ——— ze  2dz + 7/ 22e”Tdz| =0 3.156
e [ 2 m@2)ver /m_% 20n(2)v21 Jyam-1 ] (3156)
Maintenant on effectue le méme travail 9y, ce qui nous donne pour toyte L, :
lim |I e - d o Y i dz| =0  (3.157
im - ze 2dz 4+ ——— z%e 2dz| = .
n—oo | In(2)v2r /_Oo 2n(2)v/2r /_oo (3:157)

Par conséquent
lim |I — I — 121| = lim |Il2 + 122| =0, VjelL, (3158)
n—oo n—oo
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2) On montre qu#[n + I — logg|x§-n)| tend vers zero lorsque tend vers l'infini siﬁe—g%) tend
Vers zero.

Les quantitéd;; et I5; se calculent aisément quelque soit la valeur de

\/2_—§>_

1 o |
Illzilogﬂmj | 1—erf< 7

1 (n) [ \/271-1-% ]
1212510?52\% [|[L—erf (T

Donc

n 1 n \/2 — l \/2n_|_ l
Iy + Iy —logy || =~ logy[a"| [erf (T) +erf <T

= —logy 2\ | P(1y\")] < An)

Nous sommes dans le cas p& ,, et on a vu dans le lemme 3.7.1 que dans ce cas

P(ly"] < M) < % [1 —erf (%)]

D’autre part, lorsque: tend vers I'infini,

% [1 —erf (%)} - % [\/L%e;;()n)]

dou

(3.159)

n a1 1 e 9™
‘111-1-121—10%2\955' )" < (logz\x§- )"5 [ ]

VT g(n)

Le signalX est dand.? et nous somme dans le cas p& L,, donc il existe une constanteelle que :

c> xg-") > 2730(V/2n + g(n))
Le logarithme est une fonction croissante donc

n

2

n)

) < logy(c)

+ logy (o) 4+ logy V2n + g(n) < logy (m§

[Togs (@] < max (| — 2 +logy(e) + logy v2n + g(n),logs(c))
Par conséquen’t{ll + I — logy ]w&") | ‘ est majoré par une quantité qui tend vers zero dé%@f,ge‘g2 (n)

tend vers zero.
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Lemme 3.7.5
Sig est telle quelim (Le—gz(“)) =0, alors :
n—oo 9(”)
n n
lim | K, ) s [logz \y§f2)!-1|y§72|2%} — K, Y sjlogy ol
j=1 ’ i=1
jeLn
n
~K, Y sE [log2 |ya('g€)|'1|y<’2|>xn] —0
i=1 e
J € Sn
Preuve
Soit

n n n
._ _ (n) _ _ (n))_ , (n)
A=K, Z s; B [logg Y; 5 ].1|y§?;€)|>)\n] K, Z sjlogy |2} |- Ky, Z s; B [logQ Y; 5 "1|y§f§3\zm
J=1 j=1 ji=1
J€Ln Jj € Sn

n
Avi=Kn ) siE [1°g2 |y§f?|-1y<@|>xn]
i=1 T

Ay =K, Z sjlog, |3:§n)|

j=1
Jj€Ln
n
k12
j=1
Jj€LnUSh

n
, (n)
+ | Kn Y siE [log2 ly;' |.1yﬂ)>kn] — Ay | (By)
j=1
JE€Ln
Donc|A| < |By| + | Bl
D’aprés le lemme 3.7.3, on montre gBe tend vers zéro sj est telle quelim (ﬁe—g%)) =0.

n—oo

B, = | K, Z s; [10g2 ‘yj(',r;g)"1|y§72|>)m} — 4

j=1
jeIn
n
|B1| < sup <E [logz Iyﬁ)l-lly%»n]) Ko > sl
n ’ ] -1

J€In
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Or K, Z"l |sj| = o(1) ethéllp (E {logQ ]yﬁg\.ly;,ngnD tend vers zéro d'apres le lemme 3.7.3.
Jj= n ’
J€In

Donc B; tend vers zéro lorsque tend vers l'infini.

On montre grace au lemme 3.7.4 gbetend vers zéro gj est telle quelim (—)e g (”)> =0.

n—oo

n

Bal < sup (2 floga 10 | — o)) 20 3 1

Jj € Ln

OrK, >." |sj| = o(1) et sup (E [log2 \yﬁ)!-lwow‘» } - log2(ac§n))> tend vers zéro d’aprés le
j=1 JELn ’ ik 1=0

JE€Ln
lemme 3.7.4. Dond; tend vers zéro lorsque tend vers I'infini.
|
3eme étape : Traitement du cag € S,
Lemme 3.7.6
- (n) noN (m)
. n n
nh—>nolo K, Z s; B [logQ \yj’k ].1|y§?22%} + §Kn Z 5ip (xj ) =0 (3.160)
j=1 j=1
j € Sn j € Sn
22 ¢ 2%1‘
avecp (z) =1— [erf <%> +erf <Lﬁa>]
Preuve
32
On poseV; = —

I = E{10g2 ’y§n)"1y§7§32’\”]

1 o0 n 22
E/ﬁ ’ llogy |02~ % (2 + V;)Je™ 7 dz

V2n—V; .2
n \/ﬂ/ llogy 0275 (= + V;)[Je = dz

n 1 0 z —\/%—Vv] 22
- - / e_sz—|—/ e 2dz
2v2r | Jvan-v; —o0
2

V2on— Vm( @
logs o(z + Vy)lle™ dz + —— / llogs |o(z + V)[Je™ % d=

1 o0
=y
27 J/an-v;
n (TL)
ny 1 s 2n ~ \erf V2 _27?‘
= —— |1—=Jer _ 7 er -7
2|2 v V2

1 o) Von— V:c( ) L2
o | emlote Vil Tzt o [ oglote Ve T
n=V;
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On consideére l'intégrale

z2
Ji logy |o(z + Vj)|le” 2 dz

_1/°°
CVor %E—w[

Selon les bornes d’intégration, > /2n — V; donco(V; + z) > ov/2n > 1 (a partir d’'un certaim
pouro non nul) ce qui entrain@ < log, |o(V; + z)| = logy(a(V; + 2)) = logy (o) +logy(V; + 2) <
logy (o) + (V; + z). Par conséquent

0< J;

IN

22 - o0 22 &0 22
10g2(0') / e 2dz + ‘/j / e 2dz+ L / ze  2dz
NG VIV, V2or Van—v; V2T V2n-V;

Il existe donc une constantdelle que

V. [®
0<J; < —2
V2m J\/an-v;

Z2
e zdz+c<Vj+c
Or pour toutj € S,,, ona:

Vi <V2n+g(n) < 2v2n

donc,

0< J1 <2vV2n+c

On considére maintenant

1

Jo 1= ——
2 \/%

—\/%—ij;n) L2
/ logs [ (= + V)l ? d

Selon les bornes d'intégration,< —v/2n—Vj, donco (V;+2) < —ov/2n < —1 (a partir d’'un certaim
pouro non nul) ce qui entrain@ < log, |o(V;+ z)| = logy (o) +1logy(—V;—2) < =V; —z+logy(o) <
Vj — z + logy (o) et par conséquent

log, (o) /°° 22 Vi /OO _22 1 /OO _22
0< Jp < e 2dz + — e 2dz — — ze 2dz
V2r Jyan-v; V2 J\/an-v; V2 J\/an-v;

Il existe donc une constanig telle que

V, oo 22
0<Jp < —= e Tdz+ca <Vj+c<2V2n+ ¢
V21 Jyan-v;

Soit

n n
n
W=K, 3 5B [I"% 'yﬁ-,’?i-lyé’zm] —5Kn D2 sinla)”)
i=1 " i=1
j € Sn j € Sh

W o= K, Y sj(i+J)
j=1
Jj € Sn
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W < Ko Y lsill(Ji + o)

j=1
j€ Sn
" 1
< (AV2n+c+w)K, Z |sj| =0(n"2)
j=1
JESn

Par conséquent’ tend vers zero lorsque tend vers I'infini.

Corollaire 3.7.2 (Corollaire du théoréme 3.7.2) (Legrand, Lévy-Véhel)
SifS, = o(n), alors

. 1 - ~
nh—>nolo E[aiﬁ}T] tot K, Z s;logy ]wE")\ —p.K, Z J.sj | =0
i=1 i=1
j€ Ly j€ln

Preuve
On suppose qugs,, = o(n),

P A PR
j] €: Sln jJ Ezsln
2
gKn(ﬁSn)sn < %Kn(ﬁsn) =o(1)

IN

IN

De la méme maniéere,

K, z”: J.Sj (1 —p (%n))) < K,n?(4S,) = o(1)
j=1
Jj € Sn

On applique ce corollaire aux signaux Bl RT ().

Proposition 3.7.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
Pour un signalX dansPART («), alors :

HT] = — 5 — + p

" 1 6a+1  8a®+120% + 120
2 2(2a+1)? (2a+1)3

lim E[a(

n—oo r

Preuve

(3.161)

(3.162)

On montre que pour les signaux de cette classe le carding| ést eno(n). On rappelle que si € S,

alors :

27 30(V2n - g(n)) < 2\ <2730(v2n + g(n))
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. i 1 , , , i s
Ici, z; = ;2 J(a+2), par conséquent, les échelles concernées sont cellesrifignté

1
a—o—%

|5 — 1082(0) — log, (V20 + g(n)) + logs(e)| <5 < — i |5 — loga(0) — logy (V30 — g(n)) + logy (<)

Soit Dg, = sup{j € S,,} —inf{j € S,,} le diamétre de5,,.

Dg, <

n

logy(V2n + g(n)) — logy(v2n — g(n))} = - —lk log, (\/%Jr g(n)>

On posey(n) = g On vérifie quehm < j,}n e %> = 0. On obtient alors :
2

1
Dg, < 1 3) <2
Sn—a_’_%ogZ()

Par conséquent le cardinal dg est 1.
On a donc exhibé une fonction positiyén) < +/2n qui vérifie la condition lim (ﬁe‘g%")) =0et

n—oo

telle que le cardinal dé&,, est eno(n) sur un signal de cette classe donc on peut appliquer le aoeoll
3.7.2.

1 —~

7}1—{20 E[a(}zT] + = 5 + K, Z s;log, |:L' —p.K, Z J.sj | =0 (3.163)
j=1 j=1
j€ Ly j€ln

L'ensemble deg € I,, pour un signal de la clasgeA RT'(«) est 'ensemble degsupérieurs %M’LJ +

1 et 'ensemble deg € L,, est 'ensemble deginférieurs ab +1J — 1. On posegjy = {2 +1J ce qui
nous donne :

Jo—1
—%—K Zsjlogzlw |+ p.K, Z J.sj = ; K, Zs] )—i—Knp Z jsj
J=1 J=jo+1 J=jo+1
1 6a+1 8a? +12a% + 12a
T T2 2412 (@atip P

Par conséquent,

1 6o+ 1 8a3 + 1202 + 12«
i Bloar] = = 22a+ 12 (a+ip P (3.164)

| |
Simulations

Les figures 3.16 et 3.17 nous montrent I'évolution de la rétdl d’un signal dan® ART («) perturbé
par du bruit aprés débruitage par Hard Thresholding enifumcle la régularité de dépait

3.7.4 Meéthode du Non-Linear Pumping (NLP)

Comme nous l'avons déja précisé, la méthode que nous prapeso un raffinement du Hard Threshol-
ding dont l'intérét réside dans le contréle de la régulatitéderienne du signal de sortie. Cette maitrise
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Courbes simulees et theoriques

alpha

FiG. 3.16: Evolution de la régularité apres débruitage par Hatar@sholding en fonction de la
régularité de départ d'un signal danBART («). Courbe théorique en pointillés. Simulation
en trait plein (moyenne de) réalisations). L'ondelette d’analyse est ici une "Daukieshl0",
par conséquenty; = 5.

de la régularité s’effectue grace au paramétré&lous allons ainsi disposer d’'une méthode ayant les
avantages du Hard Thresholding et ceux du Multifractal Hogip

Définition 3.7.4 SoitY,, un échantillonnage de™ points de Y. L'estimateur d& par la méthode du
Non Linear wavelet Pumpinds V¥ est donné par :

NLP: R* — R* (3.165)
Y, X;]LVLP avec W(X,]LVLP) = {yj7k'1‘yj,k‘2>\n + 2_J5yj’k.1|ijk‘<>m} .
Comme pour le Hard Thresholding, le sehiibeut étre choisi parmi les seuils classiques de débruitage :
seuil universel, sure, Bayesien, minimax, etc... On rdemgle pour le reste de ce document et dans un
souci de simplicité, nous allons utiliser le seuil univérse= o2~z /2n. De plus, on va considérer que
0 le parameétre d’entrée est déterministe (le cas stochassiepa rapidement abordé section 3.7.8).
La loi de décision est représentée sur la figure 3.8.5 pougdnelle; fixée. La partie centrale bascule
avec I'échelle considérée et avec le parametre de débeuifagsqued ou (et/ou); tendent vers linfini
alors cette partie se confond avec I'axe des abscisses {Haesdholding). Quand un coefficient bruité
est inférieur @\, plus la gamme de fréquence a laquelle il appartient esehplus il va étre réduit par
notre méthode.
Nous montrons que cette méthode est near-minimax danstlars8c7.5, et nous exhibons numeérique-
ment des classes de signaux pour lesquelles notre méthode de meilleurs résultats que le Hard
Thresholding (section 3.7.7). Les résultats théoriquesnsdlustrés par des simulations effectuées sous
Matlab®.

3.7.5 Aspect minimax de la méthode

On souhaite montrer I'aspect near-minimax de notre méthOdeétudie donc dans cette section le

risque de notre estimateur. )
RNLE .— B[(X — XNLPY? (3.166)
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alpha after denoising

alpha

FiG. 3.17: Evolution de la régularité apres débruitage par Hatar@sholding en fonction de la

régularité de départ d'un signal daBART'(«), courbe théorique. La droite représente la ré-
gularité du signal original. Cette figure illustre le sudidge généré par le Hard Thresholding.
L'ondelette d’analyse est ici une "Daubechies 10", par éouentp; = 5.

Puisque
RNLP < E[(X _XHT)2] —i—E[(XHT _XNLP)2] — RHT —I-E[(XHT o XNLP)2

et queRT est near-minimax, il suffit de montrer qugf(X "7 — XNLP)?] est négligeable devant (ou
du méme ordre queRf™.

Théoreme 3.7.3(Legrand, Lévy-Véhel)

Soit X € B; o
Si 6> " alors RNIP < RHT 4 O(RHT) (3.167)
2s+1
Par consequent, I'estimateur NLP est near-minimax.
De plus,
. 1 . .
Si ) > 3 I'estimateur est adaptatif. (3.168)
Preuve
n 291
B[(XTT = XNEPYR = BN N (2 — a5s)?
j=1 k=1
n 291
EI(XHT — XNEPR2 =N "N 2750 B (1) 11y, <)
j=1 k=1
25 Ay (25—)’2"

u‘e 202 du

E[(Yj.%)* 11y, o ]<rn) = o
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out

-larmbda

lambda in

FiG. 3.18: Loi de décision pour la méthode NLP. En abscisse lawala coefficient d’entrée,

en ordonnée la valeur du coefficient de sortie.

271—272%J k

n 2 _ 2
[(y] k:) Ika\<>\ 271-/ Jo 2% . (xj7k+a2_§z) e 2z du
vV —

D’aprés les bornes l'intégrale, on considéreddsls que :

Vo - 2R < < o — 225
D’ou
—0272V2n < (xj,k + 02—%,2) < 0273v2n
Par conséquent
<wj,k + 02_%2)2 < 0227
Donc
2

3.,
2TL— 2
2 26—n —Z— 269—n
El(y;.r) 1|yj,k\<>\] <027 QWE/ 2n_27z e 2du<o"27"2n

Par conséquent

E[(XHT — XNEPY2) < 272927262 lorsquen — oo

n
E[(XHT _ XNLP)2] < 20202~ " Z 2j(1—25)—1
j=1

N . 1 2(n+1)(1 20) _ 21—25
HT NLP —
E[(XHT — XN < 20%np " S

(3.169)

(3.170)
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e Sid> 1 alors:

1-26

E[(XHT o XNLP)Z] < n2—n2m

2sn
Or pour touts réel, 2" < 27 2s+1, Par conséquent, pour tout Besov notre méthode a le taux de
convergence souhaité des que- % La méthode du Non Linear Pumping est near-minimax et
adaptative des qué > % C’est a dire que I'on a pas besoin de connaitre la régulduatsignal

original pour étre near-minimax.

e Sinon,
N N 1 2(n+1)(1-29)
HT _ $NLP -
Bl = XY < n2 ™ S S
E[(XHT _ {NLPY2] < po-20n 2(-29)
- 2(1-26) _ 1

, ; i ; : 26 — 2
Supposons qu& € B, ,, alors pour que I'on soit near-minimax, il suffit qae="" < 27241,

Ce qui correspond & > 5. Bien évidemment, dans ce cas la méthode n'est pas adaptativ
puisqu’il faut connaitre la régularité du signal pour étiedétre near-minimax.
u
On pourrait probablement rendre notre méthode minimax fecteint le méme raffinement par blocs
que celui appliqué au Hard Thresholding par P. Hall, G. Keckwarian et D. Picard. Cette piste fera
I'objet d’un travail futur.

3.7.6 Augmentation de la régularité

On propose une méthode permettant le contréle de la régylan va dans cette section étudier
'impact de la méthode NLP sur la régularité d’'un signal.

Augmentation de la régularité en espérance

Cas général
Pour estimer la régularité du signal débruité, on utiliseolanule suivante au-dessus de chaque point.
\oir section 1.2.

12 .on+1

() :———K l NLP| aveck,, = et s; =j—
@ 233092’”” | T Dmt1) T T

XNLP
j=1

On a pour le signal bruit® une équation similaire.

Proposition 3.7.2 (Legrand, Lévy-Véhel)

lim E[Q;LLP]_ [ay | — 0K, Z Jjsj — 0K, Z 5;J. (1— x§",2)> =0

n—oo ’

j=1 j=1
je I, J € Sn
27¢ 22 ¢
avecp(z)=1—-3 [erf <\/%+ ) +erf (Fﬂ )]

La méthode NLP augmente la régularité Holderienne propariellement au parameétre
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Preuve
1 n
(n) B ~NLP
Agner = 75 7 Ky Zsjloy2|$j,k
Jj=1
Or
n n n
~NLP| _ (n) —j8,,(7)
Zsjlongwj,k = Z sjlogglyjk\—i- Z 3j1092’2 ! yj,k‘
j=1 j=1 j=1
(n) N (n) A
lyj k| > An 1.1 < An
D’ou

n

n n
D siloga i1 =3 silogaly 1+ 30 silogal2]
j=1 j=1 j=1

ij(-,’;)\ <An

Par conséquent, au dessus d’'un point, on a :

n
(n)  _ _(n) :
aXNLP = Oy + Knd Z J5j
j=1
957 < An

n
SoitT = K,,6 Y.  js;j laugmentation de la régularité (pour cette branche).
j=1
") < An

On rappelle qué est déterministe. La quantitéest aléatoire.

n
OnaA := E[r] = K,8 3. js;P(ly\7] < An).

j=1

J]=

Elo\), ] = Elo{”] + K6y RO
j=1 ’
dou .
Ela), ] = Bla{"] + K63 jsi Pyl < An)
j=1

On a vu précédemment (voir le lemme 3.7.2 et le lemme 3.76) qu

n n n

Tim | KoY sd PG < ) = Ku D2 sy —Ka Y sy (1= p(al)) | =0
j=1 i=1 i=1

jEely jESn

2%1 _2%1
avecp(z) =1—1 [erf (%) +erf (%)]

Par conséquent :

lim | Ela§),,] = Bl = 0K, Y jsj—6Ka Y. s (1= p(al)) | =0

n—oo .
Jj= j=1

J€In JESn
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FIG. 3.19: Signal del024 points dont les coefficients d’ondelette sept2~7(**+2) a léchelle
j.Icia = 0.5,

Signal X tel queW (X) = ¢ ,2" il (v0|r figure 3.19).

On calcule 'augmentation de la régularité engendrée pae meéthode lorsque on I'applique a un signal
de PART («) bruité. On rappelle la définition dBART («).

PART) := {X,W( ) = {&;,.277F2)} ¢ iid dans {~1 1}} (3.171)

Proposition 3.7.3 (Legrand, Lévy-Véhel)
Pour un signalX appartenant & ART («) on obtient :

. o™ (n)] _ (6o —1)
c’'est a dire
. (n) a—2a2 (6ar — 1)
lim [E[0%),,]] = Trsap 9 [1 t Ga g1 (3.173)
Preuve

On rappelle que pour un signal de ce type, la z6per'intervient pas (voir preuve de la proposition
3.7.1). On applique le théoreme 3.7.2.

n

Tim | Bla{), ] = Blaf"] = 6K, > js;| =0
j=1
JE€In

Or pour ce signal, on a vu qyec I, < j > [555] + 1 = jo + 1 donc

n
. (6ar — 1)
Ko D sy = Kn st”_1+ (2a+1)?
j=1 J=Jjo+1
J€In
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On sait que pour un signal d@ART («), on a lim E[a%}‘)] = ((_{:223)22 (voir chapitre 3.2).

On vient donc de montrer que lorsqu’on applique notre médhad ce signal, on peut determiner, en
fonction ded, la régularité aprés traitement. L'objectif final étantttBandre la régularité du signal ori-
ginal non perturbé, on calcule le paramétre de débruitagpd dgl.; .

Proposition 3.7.4 (Legrand, Lévy-Véhel)
Pour un signalX appartenant &’ ART («), le paramétre de débruitage idéal est

Sigons = a(l 4 2a)(2a + 3) (3.174)
e 2(2a2 + 3a + 3) '
Preuve
Pour un signalX appartenant # ART (o), on a:
— 20?2 (6o — 1)
lim |E[a™ e Y o I
oo [ [O‘XNLP]] (202 " [ T at 1)3}
Nous aimerions obtenitim E[ag?)] = a.. Pour cela il suffit donc de prendre
a(l +2a)(2a + 3)
Oideal (@) = 3.175
deal(®) = 5 T 30 1 3) (3.175)
u

Une simulation est représentée sur la figure 3.7.6. Onautilis,; sur les signaux générés avec des
régularité de base allant de= 0 aa = 10 puis bruités {0 réalisations pour cette figure) et on montre
que I'on retrouve quasiment la régularité de départ (coufbe = o en pointillés).

Courbes simulees et theoriques
10

FiG. 3.20: Evolution de la régularité apres débruitage par la hwite du pont basculant en
fonction de la régularité de départ. Simulation en traitiplecourbe théorique en pointillés.

Signal nul
on peut effectuer le méme type de travail sur le signal nul.
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A=K,derf (?) stj
j=1

Eneffet, P(|z; x| < A) = erf(@)
Par conséquent

A:éerf<@>

lim [E[a@] - E[agf)]} =0

n—oo

Donc dans le cas du signal nul, on a

La régularité du signal nul étant infinie, on doit prendre: co pour obtenir la bonne régularité, ce qui
revient a effectuer un Hard Thresholding.

Signe de la variation de régularité
On montre qu’en moyenne la méthode proposée augmente laniégu

Proposition 3.7.5 (Legrand, Lévy-Véhel)

n
SoitX € C%, etsoitM,, = K,J Y js; 'augmentation de la régularité en espérance, alors

j=1
e Sia > % :
lim(M,) > 0 (3.176)
e Sia <1 etsi 45, =o0(n):
lim (M) > 0 (3.177)
Preuve

On commence par traiter le cas> 1.

n
M, = oK, stjp(|ijk| <A)
j=1

= 0K, Y JsiP(yinl <X+ 6K, Y jsiPllyjul < N)

. n . n
isy J1>9

La premiére somme est négative et la seconde est positive.
Knd Y GsiPlyjnl <A) = Knd > (G =1 —=1)sjP(lyn—jr1kl <A) cars; = —sp_jp1
i<y i>3
Cette guantité est négative donc,

KoY (5 —n—1)s;P(lyjel < A) > Knd Y (G —n—1)s;

: n : n
1>5 1>5



3.7 Non-Linear Wavelet Coefficients Pumping

155

Par conséquent,

My > K8 Y (j = n =1+ Pyl < X)) s
8
Or j.P(lyl < A) = J + 7 (P(lys] < A) — 1). Dot
M>K52 ]—n—1)3]+K52 (lyjkl <A—=1))j.sj

j>— j>—

(3.178)

« A n n 18 . .
X € C* donc des que i < 7 alors la deuxieme somme ne concerne quejdeans’,. Donc si

o> % la deuxieme somme tend vers zéro lorsguend vers l'infini. Donc dans ce cas,

limM,, > lim Kéz (2j—n—-1)s;| =6
i>5

Sia < % on a besoin d'utiliser le cardinal de I'ensemblg.

M, = Késtj (lyjxl < N)

= K5Z]Sg (k] <A+ Knd > s Plyjel < X)

]Sn ]>—

Or

K 5Z]<9J (lyjkl <A) = Ky Z 38 P(lyjel < A)

n .
<% JS%
jel,

+End > GsiP(yjnl < A)

<3
J€Ln

+Kno Z 35 P(lyjl < A)

J< 3
jesn

De plus, d'aprés le lemme 3.7.1,

lim | K, Z JsiP(lyjkl <A)| =0

n—oo
. n
<5
L j €Ly |

et d'apres I'hypothése sur le cardinal 8g,

lim (K6 > jsiP(lyjul <A)| =0

n—oo
<3

JESn
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Donc la limite delM,, (si elle existe) est la méme que celle de :

Knd Y jsiPUysul <X+ Knd Y jsiPlyul <)
i<% J>%
JE€In
La premiere somme est négative et la deuxieme est positivguhntité au total est positive de part le
plus grand nombre d’éléments dans la deuxieme sommejequé est en facteur du termg (qui est
plus élevé dans la somme de droite).
Donc, lorsquen tend vers linfini,

lim(M,) >0

3.7.7 Comparaison de notre méthode avec le Hard Thresholdin
Cas général

Afin de justifier I'intérét de la méthode, on aimerait dans ravdil futur déterminer un critére qui
permet de savoir si notre méthode est meilleure (au sensaluel que le Hard Thresholding. Le critére
sera fonction de I'écart type du bruit, du paramétre de degge ainsi que des coefficients d’ondelette
du signal original. Il faut mettre en evidence les cas posqjlels le risque engendré par le Hard Thre-
sholding R"™) est supérieur au notré(' 7).

RHT > RNLP (3.179)
Or,
n 2771
HT 2 2
R™ =FE [(yjk’ = Zjk) Ay o + mj,k‘l\yj,k|<)‘}
j=1 k=1
n 291
NLP —js
R =FE [(ijk — 1) Ay, isa + (@0 — 277 ijk);llyj,kld}
7j=1 k=1
n 291 n 291
—js —2j6
(3.179) & F [xik.l\yj’k\d} > E [(xik — 27702y + 27 yjz',k)-1|yj,k|<x}
j=1 k=1 j=1 k=1

3
[\
S,
|
—

(3179) £ 0= E |} [(—2—j52xj,kyj,k + 2720200, e
j=1 k=1

Ce qui nous améne a étudier le signe de la quantité suivante :

n 2971 n 92i—1
Q1= Z Z 2_2J5E[yjz-7k.l|yj’k‘<>\] — Z Z 2_352xj7kE[yj,k.1‘yj7k|<)\] (3.180)
J=1 k=1 =1 k=1

Notre méthode est la meilleure lorsque Q1 est négatif.
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n 2971 Q Q
1 . . A A
Q) = 22\/5 [2 20-ng2 4 42 (2—2]5_2—35“)] [erf( 2(923&_+ )) erf( 2(?&_ ))]
j=1 k=1
n 27 (o054 | 2" (xp + N)?
L i . n
+ E 5 [ajj7k(2 2j0 _ 9 35“)—/\2 295] exp (—7]20_2 >
j=1k=1 L V _
n 2071 . _n .
2= 5 & . i . 2" (xip — N)?
— 2 (2720 — 2730y 4 N9 235] e <—7J’
j=1 k=1 V2m { 3l ) P 202

L'équation@; < 0 n'est pas trés explicite. Nous allons donc dans la suite ¥a@juoi cette équation
correspond pour des signaux classiques. Nous allons @vaesides séries lacunaires, puis des signaux
dont les coefficients d'ondelette sont distribués de mani@iforme par échelle.

Séries lacunaires

Définition 3.7.5 [Jaf00]

Soit0 < v < 1, eta > 0. Une série lacunaire est un processus aléatéirdéfini a travers ses coefficients
de la maniére suivante : Indépendamment & chaque échasie prend aléatoiremer’?~! coefficients
parmi les2’~! de cette échelle, selon une distribution uniforme. Onlaitia ces coefficients la valeur
2-i(e+3) Les coefficients restant sont mis & zero. On fde, ) cette classe de signaux aveda
régularité ety la lacunarité.

Simulations
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FiG. 3.21: Série lacunaire et sa version bruitée. Lacunaritg9, régularité :0.5.

On génere une série lacunaire de régularitéet de lacunarit.9 (figure 3.21). Puis on représente le
terme d’erreur relatif a notre méthode moins celui du Harce$holding (trait plein sur les figures 3.22
et 3.23) en fonction du parameétre de débruitaggrés une moyenne sur 10 réalisations de bruit.

On vérifie bien sur ces 2 figures que les deux courbes, en|Esri1 et en trait plein la différence des
erreurs, coupent I'axe des abscisses en un méme point.

La suite du processus expérimental consiste en la conistiwié séries lacunaires avec des parametres
de lacunarité variant de a 1 et des régularitéa diverses. Ces séries lacunaires sont ensuite bruitées
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FIG. 3.22: Représentation de I'évolution de la quani®€” — RT en trait plein, et de Q1 en
pointillés en fonction dé. Série lacunaire bruitée, moyenne de 10 réalisations.

selon 10 réalisations de bruit. On applique sur ces signesixiéux techniques de débruitage. On re-
présente ensuite I'évolution des quantiféS? et R” en fonction de paramétre de débruitagdien
évidemmentRT est une constante. La figure 3.24 donne le résultat pedr0.4 ety = 0.9.

On représente sur les figures 3.25 et 3.26 deux series laesr@iec des régularités différenté(et
0.9) trés bruitées puis débruitées par notre méthode.

Distributions uniformes

On souhaite maintenant comparer les deux méthodes sur treecksse de signaux que I'on notera
UW («)). Onva considérer dans cette partie des signaux tels quedeefficients d’'ondelette suivent une
distribution uniforme sur le suppoft-2-3(@+32) 2i(@+3)) 3 échelle;j. Ces signaux sont dans 'espace
de HolderC“.

Simulations

On génére des coefficients d’ondelette uniformément bigts sur le suppoft-2/(@+2), 2i(+3)] puis

on construit le signal correspondant que I'on bruite avebmuit blanc gaussien. On débruite ensuite le
signal par notre méthode et par le Hard Thresholding (pofiglee 3.27,o = 1 et pour la figure 3.28,
alpha = 0.7). On représente aussi pold réalisations du bruit les quantitgd”? et RYT évoluant,
pour RP'B avec le paramétre de débruitageur la figure 3.29. Et une moyenne sur I'ensemble des
réalisations est tracée figure 3.30.

3.7.8 Approche stochastique

Dans ce chapitre, on a toujours considéré géeit une quantité déterministe ce qui provoquait une
augmentation de régularité stochastique. Il est nécesgdaipréciser que I'on peut avoir une toute autre
approche qui serait de fixer de maniere déterministe 'angatien de régularité souhaitée. Dans cette
approche, on fait en sorte que pour une réalisati@u bruit,é(w) soit tel que

[yj kel <A
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FiG. 3.23: Représentation de I'évolution de la quant€” — RT en trait plein, et de Q1 en
pointillés en fonction dé. Série lacunaire bruitée, moyenne de 10 réalisations. Zoom

soit une augmentation déterministe de la régularité. Orafaine formulation explicite d&pour chacun
des points du signal.

J

_ g
Kn Zn ij
j=1
[yl <A
Toutefois il est impossible de trouver dnvérifiant ceci au dessus de chacun des points d’'un signal (le
point est caché dans I donc on doit faire un choix. Les possibilités sont multiglen peut décider
d’augmenter la régularité en prenantomme étant la moyenne déobtenus pour chacun des points
du signal, on peut aussi décider d’augmenter la régulanité@iaimum (ou au maximum) de, alors on
prendd comme étant le maximum (respectivement le minimum)debtenus pour chacun des points
du signal.

Cette approche stochastique est en cours d’investigation.

3.7.9 Conclusion

On a proposé dans cette section une nouvelle méthode deétdgbmion-linéaire, a base d’ondelettes,
qui constitue une extension du Hard Thresholding et du Kladtial pumping. L'estimateur proposé
atteint le méme taux de convergence que le Hard Threshottitey méthode est adaptative. De plus,
cette méthode simple permet le contrble de la régularitéghakdébruité.



160 Débruitage

gamma= 0.9 alpha=0.4
0.8 T T T

0.6~ 7

0.5 4

0.4 q

0.3 q

01 I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2

delta

FIG. 3.24: Evolution des quantitéR”? et RHT en fonction de paramétre de débruitage
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Fic. 3.25: Exemple de série lacunaire (en bleu) bruitée (en npirs débruitée, par notre
méthode (en rouge), par Hard Thresholding (en vert). R&gala0.2, lacunarité :0.7.
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FiG. 3.26: Exemple de série lacunaire (en bleu) bruitée (en npiis débruitée, par notre
méthode (en rouge), par Hard Thresholding (en vert). Ragala0.9, lacunarité :0.7.
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Fic. 3.27: Distribution uniforme des coefficients dondeletteur sle support
[—24(e+3) 2i(e+3)] aveca = 1. Signal original en bleu, bruité en noir, débruité par
notre méthode en rouge et par le Hard Thresholding en vert.
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Fic. 3.28: Distribution uniforme des coefficients d'ondeletteur sle support

[—2d(e+3) 2i(e+3)] aveca = 0.7. Signal original en bleu, bruité en noir, débruité par
notre méthode en rouge et par le Hard Thresholding en vert.

Distrib uniforme pour alpha = 0.6
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Fic. 3.29: Distribution uniforme des coefficients d'ondeletteur sle support
[—2d(e+3) 2i(e+3)] aveca = 0.6. Représentation des risqued?? et R'B aprés dé-
bruitage en fonction du paramétseet de la réalisation.
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Distrib uniforme pour alpha = 3
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Fic. 3.30: Distribution uniforme des coefficients dondeletteur sle support
[—2d(e+3) 2i(e+3)] aveca = 3. Représentation des risquéd’’ et R’B aprés débruitage
en fonction du parametré& Il s’agit d’'une moyenne sur0 réalisations de bruit.
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3.8 Débruitage multifractal Bayesien

Cette section présente une nouvelle méthode pour le dabeuite signaux et d’image. Le modéle
repose seulement sur la régularité locale minimale. Ceyfgothése se traduit en tant que contraintes
sur le spectre multifractal du signal. Ces contraintes samguite utilisées dans un cadre Bayesien pour
estimer les coefficients d'ondelette du signal original &ipae ceux du signal perturbé par du bruit.
Cette méthode est bien adaptée au traitement des signagulrers tels que les signaux (multi-)fractals
et peut étre utile pour le traitement de données de turbeignisio-médicales, ou sismiques.

3.8.1 Introduction

A la suite des travaux initiaux de D. Donoho, D. Picard, etitfes sur le débruitage par seuillage des
coefficients d’ondelette, des méthodes de débruitage addasdelette utilisant des techniques Bayé-
siennes ont été proposés, permettant de prendre en congpt®mieaissances priori sur les signaux
traités. Lorsque de telles connaissanagsiori sont disponibles, ces techniques de débruitage semblent
étre les plus efficaces. Les travaux de B. Vidakovic (voir JIRRV99]) qui ont initié cette approche,
supposent par exemple que les coefficients du signal origamd distribués a chaque écheflesuivant
la loi a priori :

zjp ~ mi&(zjg) + (1 —7;)8(0), k=1.2/"1

avecd(0) le point de masse en zéro g&técrivant le comportement asymptotiqueade, lorsqu’il est
non nul, ce qui arrive avec la probabilitg. Cette loi permet de tester I'hypothésk : x;;, = 0 face a
Hi :xj, # 0. De nombreux autres priors ont été testés (voir [AB] et [AIR99

Dans cette section, on développe un estimateur sous I'hgpetque le signal original appartient a
une certaine classe de signatidécrite un peu plus loin. Les fonctions appartenant a ckttse ont une
régularité locale minimale mais peuvent avoir des expodariolder ponctuels variant trés rapidement.
On interpréte I'hypothése de régularité locale minimalao® une contrainte sur le spectre multifractal.
Cette contrainte, ajoutée éventuellement a d’autres tongdj fournit une forme paramétrique pour la
distributiona priori des coefficients d’'ondelette dé. On obtient des estimateurs de ces coefficients en
utilisant une technique dmaximum a posteriorclassique. Par conséquent, notre estimateur est défini
comme étant le signal le plus proche des observations avaeeldre multifractal désiré (ou une ver-
sion dégénérée de celui-ci, voir plus loin). Puisque le spaunultifractal regroupe toute 'information
sur I'exposant de Hdélder ponctuel, cette procédure esteliment adaptée au signaux présentant de
soudains changements de régularité. De la méme maniérdellméechnique est appropriée lorsque
I'on essaie de restaurer des signaux trés irréguliers et lpequels il est important que la procédure
renvoie la bonne structure de régularité (c’est a dire pvéd&volution temporelle de la régularité). Par
exemple, on peut étre confronté a cette situation lorsquigtheuitage est suivi par une procédure de
segmentation basée sur l'information texturale : supp®sme I'on souhaite distinguer deux zones trés
texturées (apparaissant par exemple en MR ou en imageae) It une image bruitée. L'application
d’une technique de débruitage qui suppose que le signgpasexempleC'!, va engendrer la perte de
I'information qui justement serait nécessaire a la segatiemt. En effet, 'image débruitée ne contiendra
plus beaucoup de texture. On rencontre le méme genre dauliéfitans d’'autres situations telles que
la détection de changement a partir d'images aériennetebsyil’analyse de données de turbulence,
ou la caractérisation des parties non voisées d’'un enregistt vocal. Dans tous ces cas, le critére de
décision est souvent basé sur la variation de l'irrégélatdns certaines régions, et par conséquent on
doit préserver cette information. Nous allons illustrepo@t dans la deuxiéme partie de la thése lors de
I'analyse des profils routiers et des mécanismes du frotieme

Comme nous le montrons par la suite, la technique présentéeabtte section est simple a mettre en
oeuvre d'un point de vue algorithmique et donne de bonstaisidur plusieurs types de signaux/images.

La suite de cette section sera organisée de la maniere suiviout d’abord la section 3.8.2 rappelle
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quelques notions d’analyse multifractale qui seront, dee@égularité Holderienne, les bases de notre
approche. Notre modéle sera décrit dans la section 3.818étlaode de débruitage sera détaillée dans la
section 3.8.4 ainsi que les résultats théoriques de coemeeg Tout au long de ce chapitre, les coefficients
d'ondelette du signak’ seront notés;; ;, avec; I'échelle etk la localisation temporelle. Une ondelette
orthogonale avec suffisamment de moments nuls est utilméegifectuer cette décomposition.

3.8.2 Rappels sur I'analyse multifractale

On rappelle brievement dans cette section quelques élémasigues d’analyse multifractale. L'ana-
lyse multifractale consiste en I'étude de la structure detpularité des processus, a la fois d'un point
de vue local et global. Plus précisément, on commence paurerels régularité ponctuelle, habituel-
lement par un exposant de Hélder. La seconde étape congistenar une description globale de cette
régularité, ce qui peut étre fait de maniére géomeétriquetiinamt la dimension de Hausdorff ou de
maniére statistique par une analyse des grandes dévialans ce document, nous allons considérer
I'approche statistique et utiliser Epectre multifractal de grande déviatio®n définit ce spectre de la
maniere suivante.

Soit X (t), t € T C R un processus stochastique sur un espace probalsdisg, (P). Pour simplifier les
notations, on suppose qie= [0, 1].
Soit

Ne(a)=#{k:a—e<af <a+e} (3.181)

ol oF est I' exposant de graicorrespondant a l'intervalle dyadiqué = [k27, (k + 1)27"], C’est &
dire :

k
ok = log V| (3.182)

—n
Ici, Y;* est une quantité qui mesure la variationXesur l'intervalle I%.
Le choixV,* := X ((k +1)27") — X (k2~") permet de mener simplement les calculs analytiques. Une
autre possibilité, qui sera celle utilisée ici, est de preqmburY;” les coefficients d’'ondelette,, ;, de X
a I'échellen et a la localisatiork. Cette définition est pratique. Cependant, elle a aussi savdéatage,
en effet, le spectre multifractal ainsi obtenu va dépendrd’ahdelette choisiey. Alors, si on prend
Y¥ .= x,, il N’y a aucun sens a parler du spectre Xesans faire référence a I'ondelette d’analyse
choisie.

Définition 3.8.1 On définit le spectre de grande déviatify(«) de la maniére suivante :

log N (a)

fg(a) = lim lim sup (3.183)

e—=0 n—ooco

On note que quelque soit le choix Hg, fq est toujours a valeurs dais" U {—oo}. La valeur—oco cor-
respond aux valeurs de I'exposant de grain qui ne sont pas\@es a toutes les échelles suffisamment
petites.

Le sens intuitif def,, est le suivant. Pout assez grand, on a approximativement :

P, (af ~ a) ~ 27"1=fe(a) (3.184)

aveclP,, la distribution uniforme suf0, 1, ...,2" — 1}. Alors, pour toutx tel quefy (o) < 1,1 — fo(a)
mesure le taux de décroissance exponentielle de la prabathél renconter un intervall& avec un
exposant de grain égakalorsquen tend vers l'infini.

On considere la version déterministe fe
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log 74 ()

Fy(o) =14 lim limsup (3.185)

=0 nooo log(n)

ouné(a) := P x Py[ak € (a —g,a + ¢)]

3.8.3 Les classes parametrée¥ g, 1)

Soit F la classe des fonctions semi-continues/deé sur IR U {—occ}. On considére la classe des
fonctions aléatoiresX(¢),t € [0, 1], définie sur 2, F, IP) et décrite par la definition 3.8.2 ci-dessous.
Chaque classé&(g, ) est caractérisée par le parameétre fonctiognel F et une ondelette telle que
'ensemble{v; , },.» forme une base dB?. Soit K une constante positive et

logy (K |z x|)

PS(a, K) = P x Pj(a —e < <a+e) (3.186)

Définition 3.8.2
8(9,1/1) = {X cdK > O,jo cZ: Vj > jo,wj’k etwj’k/

10g2 P;: (OC,K)

sont identiquement distribués po(k, k') € {0,1,...27 — 1} et ;

R, -(a) esttel que llir% lim R, () = 0 uniformément enu.
e—Un—00

= g(a) + Rn,e(a)} ou

Le fait que, pourj assez grand, les coefficients; ), a I'échellej soient identiquement distribués
entraine que :

logy (K |z
—J
1 Kz,

. < el j\_x],kw

mi(a, K) == PxPjla—-e< <a+e) (3.187)

= P(a— <a+e) (3.188)

Par conséquent, la définition 3.8.2 a une interprétatiomplsiran terme d’analyse multifractale : pour
une ondelette donnég on considére les signaux aléatoires tels que le signalalméd’ X a un spectre
multifractal déterministé’, («) (en fonction dep) égal al + g, avec la condition suivantels, est obtenu
comme une limite en plutdt que comme unkm sup, cette limite est atteinte uniformément enCette
condition assure que poyrassez grand, les statistiques renormaliséesxdgssont assez proches de
leurs limites et permettent ainsi une inference signifieati

Les classesS(g,) englobent une grande variété de signaux. La plupart des lesodé processus
(multi-)fractals et certains autres processus plus "ifjass" appartiennent a de telles classes. Elles com-
prennent les IFS, les cascades multiplicatives, les moemésBrownien fractionnaires et les processus
stables. De tels processus ont été utilisés pour la motétisdu traffic sur internet, des cours de la
bourse, de signaux de parole, d'images médicales, ...

3.8.4 Débruitage Bayésien dan§(g, 1)

Onrappelle iciles étapes principales de I'approch#&ldximum a PosteriofMAP) dans un contexte
Bayésien. On observe un signal bruitéet on suppose qug = X + B, ou B est un bruit indépendant
du signal originalX et de loi connue. Alors on ay;x = xj + bj .. Lestimateur MAPZ; ;. de z;
obtenu a partir des observations;, est défini comme un argument qui maximBer; ;. /y; ). D'apres
la loi de Bayes, et commi(y; ;) ne dépend pas de; ,,, maximiserP (z; ;. /y; ) revient a maximiser le
produitlP(y; r/x; 1) P(x; ). Lestimateur MAP est alorsz; ,, = argmax,[IP(y; »/x)P(z)].
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Le termelP(y; »/x) est facilement calculé d’apres la loi desi on suppose qu8 est un bruit blanc
car lesb; ;, ont la méme loi ques (on rappelle que I'on utilise des ondelettes orthonornales loi a

priori IP(z; ) est déduite en utilisant I'appartenanceX@ S (g, ). Pourz > 0, soite; () = %.
log, (K |x; :
|M%H:@ZP<E%_E&Q:%@0:ymmma>
—J
Ceci nous conduit a définir un estimateur MAP Bayesipproximépar :

x>0 —J

ik = argmax[jg <M> T 1og2<lP<yj,k/w>>] sgr(y;.) (3.189)

ou sgriy) est le signe dg et K = (sup;sj, supg(z;,%))~'. On peut justifier de maniére heuristique
w ~ « aveca > 0 implique queK|z; | < 1 pour chaque
couple @, k). K est choisi comme le plus grand facteur de normalisatiorfiagtila derniere inégalité.
A partir de maintenant nous supposons que le bruit est cgbaréssien et de varianeé. L'estimation
MAP donne alors :

I'estimateur pris pours : écrire

. [ log,(Kx g —x)?
xjvk:argmax[jg< ga(f >> e >]Sgr(yj’k) (3.190)
z>0 —J 20

Bien que (3.189) donne une formule explicite pour débrditeson utilisation est peu pratique. En
effet, la plupart du temps, on ne connait pas le spectre fragtal de X et sans I'evaluation de, il
n‘est pas possible d'utiliser (3.189) pour obtenjr,. On rappelle de plus que, dépend en général de
'ondelette d’analyse.

On va utiliser une version dégénérée de (3.190) qui néeassiseul parametre en entrée a la place
du spectre en entier. Saif, la plus petite régularité observé dans le signal. Bien gsepectres’,
obtenus avec différentes ondelettes d’analyse dépenddiandielette, leur support est toujours inclus
dans|ag, o). Le spectre "platl,, - contient alors I'information intrinseéque. Il ne dépend queréel
positif ag. On résout (3.190) avec un spectre plat, ce qui nous donme d Idécision utilisée dans le
paragraphe suivant :

Eik = Yk SiK|yj <277 (3.191)
= sign(y;x)-277* sinon (3.192)

C’est ce cas qui va étre traité dans la section suivante.

Bien queqg soit une informatiora priori, cette valeur peut étre estimée a partir des observations
bruitées (voir section 3.3.1). On peut ainsi la comparer auil sitilisé dans les méthode de Hard et
de Soft Thresholding. Dans la suite, nous allons considéyeromme un parameétre de la méthode de
débruitage.

3.8.5 Loide décision et fonction de co(t

On noted la loi de décision que I'on applique aux coefficients d'omdiely; ;. du signal bruité. Pour
simplifier les notations, on ne précisera plus les indigés On considere donc un coefficieptd’un
certain niveay. On posen = m(j) = 2779 De plus, on suppose que les coefficients d’ondelette sont
normalisés par le rédl décrit dans la section précédente. Nous allons étudier faaué de débruitage
Bayesien découlant de la loi de décision suivante.

Définition 3.8.3 La loi de décision est donnée par :

om(y) =y si |yl <m (3.193)
= sign(y)«m si|y| >m '
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D’aprés cette loi de décision, on peut calculer la fonctiercd0tL (y, d,, ).

Définition 3.8.4 La fonction de co(t est donnée par :

L(y,0m) = (y—2)? si [y| <m
{ = (sign(y) *m —x)? sily| >m (3.194)
1 ¢¢‘>
i}¢¢
| ¢¢¢y0ut:y i
¢¢
yout [ 5- R

-m

A 080604 -0
|

0.2 III.'leIII.'E 0s 1

FiG. 3.31: Représentation de la loi de décision. En abcisse, an@efficient d’entrég et
en ordonnée les valeurs correspondantes du coefficientrtle de la loi de décision (noté ici
yout). Il estimportant de préciser ici que le paramétredépend du niveay auquel se trouve
le coefficienty.

Nous verrons dans la partie consacrée au risque Bayesigmoga@ouvons prendre comme loi a priori de

x une distribution uniforme sur 'intervalle-m, m]. Ainsi, nous pouvons étudier les conséquences de la

loi de décision représentée figure 3.31. Siil n'y a pas de weion le modéle d&’, les coefficients sont
tous sur l'intervalle[—m, m] donc on ne fait rien. Au contraire, plus il y a de bruit, plus teefficients
d’entrée sont éloignés de la plagemn, m/|, plus ils sont éloignés des coefficients de sortie.

3.8.6 Risque fréquentiste

Définition 3.8.5 Le risque fréquentisté(x, 6,,) est calculé de la maniére suivante :

R(e.0n) = [ L0080 f(y/2)dy (3.195)
On suppose que le bruit est centré et suit une loi Gaussiéénartitype\/%. La distribution condition-
nelle f(y/x) est

n 2
22 _(y—a)%2"
(& 202

fly/z) =

oV 2T

Proposition 3.8.1 Le risque fréquentiste sous la loi de décisiowaut :

Rz, 6m) = (22 +m?) {1 _ / o f(z)dz} +oma / " H2dz+ / " 2 1(2dz (3.196)

n—+x
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Preuve

R(z,6m) = [0 Ly, 6m) [ (y/2)dy
= [T mA+a)? fy/x)dy + [ (y — ) fly/z)dy + [°(m —x)* f(y/x)dy

= [ (m+2)?f(2)dz+ (" 2 f(2)dz+ [ (m —x)*f(z)dz

(e e}

= [0 2f(2)dz+ (22 + m?) (1—]m . f(z)dz) +2ma [F f(2)dz

D’aprés la forme du risque fréquentiste, on voit les valalngnues lorsque I'on prend des valeurs
particuliéres den . En effet, lorsquen = 0, on aR(z,d,,) = 22, ceci peut s'interpreter trés facilement
d’'aprés la loi de décision. Sih = 0 alors nécessairement,(y) = 0, c’est a dire que 'on estime le
coefficient inconnur par la valeuro, bien évidemment le risque est. De méme, lorsquen = oo
(d’aprées la forme de: donnée au début de la section 3.8.5, ce nombre est compﬁsOeelIl dans notre

exposé mais on peut imaginer un probleme plus général), B(rad,,) = 37, ceci peut s'interpreter

aussi tres facilement : d’aprés la loi de décisionpst oo, alors on estime: pary, le risque correspond
alors a la variance du bruit contenu dan®©n retrouve ces informations sur la figure 3.32.

01r
0091
008
007
0061
$0.05-
0.04f
0.03 -
002t

0.01-

FiGc. 3.32: Evolution du risque fréquentiste en fonction du coieffit non perturbér. Les
différentes courbes sont obtenues en faisant varier lemateem, pour des valeurs fixées de
n eto (en l'occurrencen = 5 eto = 1).

Parité du risque fréquentiste

Proposition 3.8.2 Le risque fréquentiste de notre méthode de débruitage @st pa

Preuve

m—x

R(x,0,) = (22 + m?) [1 _ /

—m—x

f(z)dz] + 2max /m_xf(z)dz+ /m_x Z>f(2)dz
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s - i
Or m—+x m—x
/  fez= | @
~ama [ sz = [ G
Et

Par conséquent

R(—=,6,) = R(z,6,) (3.197)

3.8.7 Risque Bayesien et convergence

Définition 3.8.6 Le risque Bayesien(, d,,) sur un coefficient est donné par :

(7, 0m) = /OO R(z, 6p)m(x)dx (3.198)

— 00

avecr(x) la loi a priori de la distribution dez.

Définition 3.8.7 Le risque Bayesien total est donné par :

n 29-1

Br(ag) = Y r(m 8y-iag)

j=1 k=1

On peut montrer que si on prend comme dopriori de = une distribution uniforme sur lintervalle
2ap9—1

[—m,m], C'est & direr(z) = ﬁl[_m,m], alors le risque Bayesien total converge € " 20 si

ay > % (signal dand.;). On peut montrer également que ce résultat reste vrai pradistributiona
priori telle que le signal original soit une série lacunaire (voit.B). On rappelle que la regle de déci-
sion utilisée ici découle de l'informatioa priori que le spectre est plat (c’est le modéle qui a le moins
d’hyper-parameétres 1, la régularité minimale). Si les coefficients sont effesment distribués de ma-
niére uniforme, le taux de convergence atteint est optitrglile sont distribués trés difféeremment (séries
lacunaires) ce taux est atteint tout de méme. Le corollaBe23nontre que ce résultat est généralisable
a I'ensemble des distributiorespriori a support dans—m, m/| et aussi a d’autres régles de décision.

Proposition 3.8.3 Soit X' un signal dont les coefficients au nivegwnt pour supporf—m(j), m(j)].
Soit X un estimateur de&X tel que pour tout couple d’indicgj, k) on ait :

o |z < m(j)
27,k — Uik < Tjk S Yik STk S Yk
® yin < &jp<2x;r—y;r SiNON
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alors L(y, 6,,) < min(4m2, (Yjk — $j7k)2).

Remarque 3.8.1En général, on ne peut pas vérifier les deux derniéres hypeshde la proposition
3.8.3 sans un oracle.

Preuve

On ne notera pas les indicgsk.

1) Ly, 6m) = (2 — 2)? < (& —m)% + (m — )% < 4m?

2) Ly, 6m) < (y—2)? < (2 —2)? < (y—2)? & 3* - 203+ 20y — y?) <0
Ce qui équivaut & € [2z — y,y] siz < y etz € [y, 2z — y] sinon.

Corollaire 3.8.1 Sous les mémes hypothéses que la proposition 3.8.3, lefisgguentiste vérifie
R(z,0p) < min(4m2, (y — x)2)
Preuve
Reon) = [ Lwbn)flu/e)dy
/OO 4m? f (y/z)dy, /OO (y - w)2f(y/m)dy]

—00

Corollaire 3.8.2 Sous les mémes hypothéses que la proposition 3.8.3ret=sR~70, Le risque Baye-
sien total vérifie

_n<2a071> . 1
Br(ag) < |:O‘ + } 2 20 ) siag > - (3.199)

200 — 2

\)

pour toute loi a priori & support dans-m, m)].

Preuve
Le risque Bayesien sur un coefficient est majoré par

r(m,0m) = /_00 R(x, b)) (z)dx

[ee)
< min(4m?, (y — x)?) / 7(z)de = min(4m?, (y — z)?)
—0o0
Le risque Bayesien total est donc majoré par
n 21-1 n 2J-1
Z Z T, 0g—jag ) < min(4m?, (y — z)?)
j=1 k=1 j=1 k=1

Par conséquent,
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%O 271 n 211
Br(ag) < LY Am? (3.200)
j=1 k=1 J= 505 +1 k=1
Br(og) < 0”271y 9l 42 Y 2i(1720)
Jj=1 ]Z%—i—l
9 1 n+2aq 2”(12230)4_1 _ 2”(1—20{0)—‘,—1
Br(ag) < 0°2 {2 2a0 2] PrT—
Donc,
9 4 _n<2a071) . 1
Br(ao) < [0% + guims | 2750 ) si a9 >} (3.201)

Remarque 3.8.2Si X € C? et est tel qug|X||2 < K, alors on a le taux de convergence optimal.
L’information a priori est simplement I'appartenance dgrsal a une boule dans un espace de Hdélder ce
qui implique que la méthode de débruitage proposée est imaixil. Toutefois elle est non adaptative car
elle dépend dey (a travers le paramétren) et de K (le coefficient de renormalisation des coefficients
d’ondelette). Ce résultat donne I'impression que I'on adiesl’'un oracle mais on va voir que ce n’est
pas toujours nécessaire.

Applications

On montre aisément que la loi de décision donnée dans lasex8.5 vérifie bien les hypothéses de la
proposition 3.8.3. La méthode de débruitage ainsi défimginate taux de convergence optimale d’aprées
le corollaire 3.8.2. On obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.8.3 Pour toute loi a priorim(z) & support dang—m, m] avecm = 277 et pour la loi de

décision ‘
5m(y) =Yy 81 ’y‘ =m (3 202)
= sign(y) «m si|y| >m '

le risque Bayesien total vérifie

(3.203)

4 _ 2ap9—1 .
Br(ag) < [02 + 500 _2] 2 n( 20 ) Si ap >

N

On peut construire une infinité de lois de décision vérifiastHypothéses de la proposition 3.8.3. Par
exemple,

om(y) =y silyl <m
= sign(y)*m sim < |y| <2m (3.204)
=0 sinon

Plus généralement, toutes les lois de la forme

om(y) =y si ly] <m
= sign(y)*m sim < |y| <2m
€ [0,m] siy > 2m (3.205)
€ [-m,0] siy < —2m

engendrent un risque Bayesien convergeant avec le taurapti
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3.8.8 Simulations
Risque fréquentiste

Nous allons maintenant illustrer dans un cas réel les gisutiéoriques obtenus. Pour cela, nous prenons
des coefficients: sur[—1, +1]. Puis nous construisons cent réalisations différentesakeficientsy en
sommant les: a cent bruits indépendants d’écart ty%. La loi de décision est ensuite appliquée a

cesy, afin d’obtenir un estimateur de On effectue ensuite une moyenne deg résultats obtenus. Les
résultats sont représentés sur la figure 3.33.

m=0.1
0.1 0.1

0.08 0.08

0.06 0.06

risk
risk

0.04 0.04

0.02 0.02

K=]

risk
risk

Fic. 3.33: Simulation du risque fréquentiste en fonction du fc@eht non perturbér. Les
résultats théoriques sont en traits pleins et les résuka®erimentaux sont en pointillés. Les
différentes courbes sont obtenues en faisant varier lemateem, pour des valeurs fixées de
n eto (en l'occurrencen = 5 eto = 1).

Résultats numériques

On donne quelques résultats sur des signaux synthétiqgassignaux originaux sont perturbés par
un bruit blanc Gaussien additif. On montre compare dansuchdes cas notre méthode avec le Hard
Thresholding. Pour chaque procedure, on choisit manuelienes paramétres donnant les meilleurs
résultats. On peut tirer de ces applications numériquesdleslusions suivantes. Premiérement, pour les
signaux irréguliers considérés ici appartenat(g, ), on voit que la méthode Bayesienne donne de
meilleurs résultats que le Thresholditign particulier, cette méthode préserve la régularité, targle
le seuillage renvoie un signal présentant a la fois des négjiwop lisses et des région trop irréguliéres
Deuxiemement, il apparait que l'utilisation de I'inforrtat dégénérée fournie par le spectre "plat" ne
dégrade pas la qualité du débruitage.

Un type général de signaux dafisg, 1)
On consideére les signaux suivant :

S={X |zl = Kej 277} (3.206)

Ou K et~ sont des constantes positives et chagyeest une variable aléatoire a support déhd|.
Lese; ;. sont indépendants et sont distribués identiquement patléch’'est a dire que; ;. ete; ;. sont
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distribués identiquement avec la distribution de proliiil; pour toutj, k, £’. De plus, on suppose que
p;(0) < 1 pour un grand nombre de

En terme de régularité, le comportement des fonctions dapsut étre trés variable en fonction de la
loi p;. Ici nous allons considérer en particulier des signaux aesccoefficients d’ondelette distribués
uniformément. Plus précisément, pour tgubn prendp; la loi uniforme sur{0, 1], c'est a dire que les
€1 sont iid et uniformément distribués sur $oy1]. Il est aisé de voir que, pour totjtpresque stirement
a(t) =~ —1/2. De plus,Fy(o) = 1 pourae = v — 1/2 et Fy () = —o0 sinon.

Les résultats sur ces types de signaux sont présentés figdre 3

Mouvement Brownien fractionnaire

Nous allons maintenant appliquer notre méthode sur I'unpilesessus stochastique fractal les plus
simples, le mouvement Brownien fractionnaire (fBm). Le fRst le processus Gaussien de moyenne
nulle X (t) ayant pour fonction de covariande(t, s) = % (|¢[># + |s|* — |t — s[2H), ol H est un
nombre réel danf), 1| eto est un réel. Le fBm présente en tout point presque sOremedsant de
Hoélder H. Comme on I'a dit précédemment, le spectre de grande dévidépend de la définition de
Yf : Si on considére les incréments, alors, presque slrenmamnt{q@uto :

—00 if a<H
fola)=¢ H+1l—a if H<a<H+1
—00 if a>H+1

En outre, bien que I'on calcule le spectre en utilisant leséments des coefficients d’ondeletfeg(«)
est donné par une limite enplutdt que comme une limite supérieur. Ce qui entraine axe@loprié-
tés des coefficients d’'ondelette 'appartenance du Fom E$se&S (g, ). Si on définit lesy,* comme
étant les coefficients d’ondelette, le spectre va déperafendelette d’analysé. Tout spectre présen-
tant comme enveloppe supérieure la fonction caractéuistae|H, co) peut étre obtenu avec un choix
adéquat de). Le résultat de notre débruitage doit alors étre en prindégg@endant de I'ondelette. L'in-
fluence de I'ondelette est contrélée grace au choix du priest a dire le spectre multifractal parmi tous
les admissibles. En pratique, on observe quelques vargasio’'on utilise une ondelette de Daubechies
de longueur comprise entre 2 et 20, et un spectre non-cnvisgasuppor{H, co) avec f,(H) = 1.
En particulier, prendr¢, comme spectre théorique obtenu par incréments, ou preftg = 1 pour

«a > H et—oo sinon (le spectre plat), conduit a des résultats compargtaer figure 3.35).

1.6 1.6

1.4 1.4

12 12

1 1

0.8 0.8

0.6 0.6
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

16 1.6

1.4 1.4

1.2 12

1 1

0.8 0.8

0.6 0.6
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

Fic. 3.34: Premiere ligne : signal avec des;, uniformément distribuédy = 32 ety = 1.3
(gauche), version bruitée avec un bruit Gaussien additibifd). Seconde ligne : Débruitage
par Hard Thresholding (gauche), Débruitage Bayesien (ejoi



3.8 Débruitage multifractal Bayesien 175

0.5 0.5

-0.5 -0.5
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

0.5 0.5

0 0 W

-05 -0.5
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

0.5 0.5

-0.5 -0.5
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

Fic. 3.35: Premiere ligne : fBm aveél = 0.6 (gauche) et version bruitée avec un bruit
Gaussien (droite). Seconde ligne : Débruitage par seudllatpssique ; Hard Thresholding
(gauche), Soft Thresholding (droite). Troisiéme ligne bR#tage Bayesien avec le spectre
par incréments (gauche), avec le spectre plat (droite).
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4.1 Position du probleme

L'adhérence d'une chaussée correspond a sa capacité aseobiés forces de frottement entre
le pneumatique d’'un véhicule et la surface du revétemena abdadussée sous I'effet des sollicitations
engendrées par la conduite : accélérations, freinagesgehgnts de direction, etc. Elle permet :

e de conserver a tout moment la trajectoire désirée, notamemevirage ;
e de réduire les distances de freinage et d’arrét d’'urgence ;

e de faciliter les manoeuvres d’'évitement ou de récupérat@trajectoire.

Le développement des forces de frottement dépend de laechargnale instantanée, de diverses
propriétés des pneumatiques, des caractéristiques gégquestde la route et des conditions de contact
(sec, présence de polluants et d’eau). La complexité desopiEnes mis en jeu explique I'absence de
modele physique complet de calcul des forces de frottementmheumatique sur une chaussée a partir
de parameétres liés a la route et au pneumatique.

Dans le cadre du programme de recherche "Infrastructurécatig® routiere” du LCPC, la section
Surface des Chaussées et Dynamique des Véhicules a propbsédér le probleme d’adhérence par
une approche locale visant a mieux comprendre et quangfgsgiénoménes au niveau du contact entre
un pavé de gomme et des aspérités de la chaussée.

Le travail présenté ici a pour objectif de mieux comprendiaeaquantifier le role des aspérités de di-
mensions micrométrique a centimétrique, formant la texties surfaces de chaussée, dans la génération
du frottement pneumatique/chaussée.

Cette partie commencera par une section bibliographigueatd un bref rappel des principes de
'adhérence. Puis nous présenterons un exposé détailtéattasix menés aux LCPC [DZ01] sur la tech-
nigue d’'indenteur et sa combinaison au modeéle de frottedwB8tefani. Ensuite on montrera la fractalité
des profils routiers puis I'apport des techniques d'intion Holderienne et de débruitage multifrac-
tal sur le calcul du frottement. Enfin un nouveau modéle deefingent, provenant d’'un raffinement du
modele Do/Stefani, sera explicité.

4.2 Les principes de I'adhérence

On rappelle dans cette section les principes du mécanisagé’ence entre un pneumatique et une
chaussée.

4.2.1 Lagomme

La gomme qui constitue les pneumatiques est un élastoméranisg, c’est a dire un ensemble de
polymeéres mélangé a la cuisson avec une quantité de soesqrhpriétés moléculaire de cet objet ainsi
constitué lui confére un comportement visco-€élastique rappelle qu’'un matériau visco-élastique est
un matériau deformable dont le comportement est interrrédiatre celui d’'un solide élastique et d'un
liquide visqueux. En particulier, lorsqu’on déforme ung®risco-élastique, il reprend sa forme initiale
(phénomeéne de relaxation) mais seulement au bout d'unicdemps, c'est le phénoméne d’hysté-
rese, ce retard s'accompagne d’'une déperdition d’éneogie forme de chaleur. Dans la littérature, il a
été montré que le phénomeéne d’hystérese est a l'origine éeamsmes d’adhérence du pneumatique
([Mic01],[Heg69],[SWL7Q]). Le pneumatique, en tant quetérau visco-élastique, peux donc étre mo-
délisé par un couple ressort + piston, appelé solide de KefViest sous cette forme que le pneu est
symbolisé dans le modéle décrit par la suite (section 4.3).

Lorsque le pneumatique heurte des aspérités de la routs, sb#icité. La fréquence de ces solli-
citations va jouer sur le caractére du matériau. Pour leselsaséquences, le matériau se comportera
de maniere élastique (comportement caoutchoutique) s¢pigra une hystérése faible. Par contre, pour
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les hautes fréquences, le matériau se comporte de marsemélastique. Dans ce cas, I'hystérése sera
maximale et donc on se situera dans les conditions les plosafales a I'adhérence. toutefois, si la fré-
guence augmente de trop, on peux passer a un comportentenkyit’est a dire que le matériau devient
guasiment indéformable.

De la méme maniére, la température influe sur la consistanpaelmatique. Pour une température
faible le matériau est rigide et pour une température éJdednatériau est élastique. Il existe donc une
température intermédiaire autour de laquelle le pneummatigle comportement idéal garantissant une
hystérése élevée. On appelle cette température la tempEds transition vitreuse.

4.2.2 Le frottement gomme/sol

Comme le détaille une littérature abondante ([Mic01],[B@gfSWL70],[Dij74], ...), deux méca-
nismes de sollicitations de la gomme interviennent danshénpmeéene d’adhérence, l'indentation et
I'adhésion.

L'indentation

L'indentation est la déformation de la gomme par glissersentes aspérités du sol dont la taille varie
du centimétre (macrorugosité) au micron (microrugosit@)souplesse de la gomme va lui permettre
d’épouser les aspérités du revétement routier. Le mat@aawenir heurter une aspérité et se déformer,
toutefois, par le phénoméne d’hystérese, il ne va pas recommédiatement 'autre coté de I'aspérité
sur la méme surface. Ce recouvrement dissymétrique dettiasya générer une force de réaction qui
s’oppose au glissement comme on peut le voir sur la figureRblir que l'indentation entre en jeu
dans les mécanismes de frottement, le revétement roulitenétessairement présenter des aspérités de
dimension comprises entre quelques microns et quelquématiles.

Vitesse de
glissement (Vg)

-

-
Espacement (e)

FiG. 4.1: Modélisation de I'indentation par un ensemble ressorortisseur qui subit un cycle
de compression-détente a déformation imposée. Dans |@#sgeur, la déformation génére de
I'hystérése (donc une perte d’énergie) a chaque cycle. lfara@ation dissymétrique du pain
de gomme autour de I'aspérité génére un champ de forces Jacomposante tangentielle X
s’oppose au glissement. (Source Michelin)

L'adhésion

L'adhésion est un phénomeéne résultant d’interactions cotdées, les liaisons de Van Der Waals.
Ces liaisons se forment, s'étirent puis se coupent (voirdigu2). Pour que le phénoméne d’adhésion
se produise, il est nécessaire que la distance entre le kogetmme soit inférieure #0~5mm, ce qui
exclut les sols mouillés et sales.

Pour ces deux mécanismes, on peut remarquer que si la gomgtiesaat pas sur le sol, les forces
de réaction a la déformation et 'adhésion ne seraient pagetdielles mais seulement verticales. La
génération des forces s’opposant au glissement est dégerttian début de glissement. On peut dire que
'adhérence met en jeu des phénoménes de microglissenoppiosant au macroglissement du véhicule.
C’est pour cette raison que I'on va s'intéresser au taux idsgghent dans la section 4.2.4.
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Vitesse de
glissamant (Vq)

FIG. 4.2: Mécanisme D’adhésion. 1-la liaison se crée. 2-la chafroléculaire est étirée : son
caractére visqueux (représenté par le piston) résiste &famnation, générant une force de
frottement X qui s'oppose au glissement. 3-La liaison septopour se reformer plus loin.

(Source Michelin)

4.2.3 Le revétement routier

Pour gu’il y ait adhérence, le pneumatique doit entrer ertamiravec le revétement de chaussée.
Le mécanisme d'indentation requiert la présence d'indestéaspérités qui vont s’enfoncer dans la
gomme) et le mécanisme d’adhésion nécessite un contact direc le pneumatique. Par conséquent, le
phénomene d’adhérence passe par la géométrie de la sugatmukssée, notamment la macrorugosité
et la microrugosité. La macrorugosité est une caractguistiiée a la dimension des granulats entrant
dans la composition de la chaussée. Cette composante nerdes objets de dimension comprise entre
100 microns et 10 millimétres et participe au drainage ehdéntation. La microrugosité, qui concerne
les petites aspérités de la route (entre 1 et 100 microndp estmposante principale du phénomene
d’'indentation.

En présence d’eau, 'adhérence est diminué car la compodatthésion sera inexistante. Toutefois
le mécanisme d’'indentation sera toujours actif, notamrgemte aux micro-indenteurs qui vont rompre
la pellicule d’eau. Cependant, si la hauteur d’eau est trggoitante, les micro-indenteurs peuvent étre
recouverts mais les macro-indenteurs continuent a asturerdle dans l'indentation. D’'une maniere
générale, puisque I'eau réduit 'adhérence, le revétemeinia drainer au maximum pour que la zone
de contact soit la plus séche possible.

4.2.4 Taux de glissement et frottement longitudinal

En condition normales d'utilisation, lorsqu’un véhiculeaace, ses roue progressent uniguement par
roulement. Par contre, lors d’un freinage, la vitesse dkereant des roue diminue et donc, pour pouvoir
suivre I'avancée du véhicule, au roulement s’ajoute ursgtizent sur le sol. On définit alors le taux de
glissement.

__ vitesse de glissement pneu/sol

vitesse du véhicule (4.1)

Le glissement engendre alors une force de frottendémirovenant des mécanismes d’adhésion et
d’'indentation et qui est proportionnelle au poidsu véhicule. C’est ce coefficient de proportionnalité
1 qu’on appelle le coefficient de frottement longitudinal.

n= 7 (4.2)

Remarque 4.2.10n remarque que: peut étre rattaché a une grandeur peut-étre plus explicite lq
force de frottement, I'acceleration du véhiculeEn effet, en appliquant le principe fondamental de la
dynamique, on obtient = g.
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Le coefficientu va dépendre de la nature du sol, de la gomme, de la présenodutngs ou d'eau,
etc... Il a été montré que varie trés peu en fonction de la chargemais varie beaucoup en fonction
du glissementz. On a représenté sur la figure 4.3 I'évolution du coefficiemtfrdttement du couple
gomme/sol en fonction du taux de glissement & une certataesél’. Cette courbe a deux comporte-
ments typiques : Tout d’abord, la montée vers un coefficidatiottement maximal,, ... atteint pour
un taux de glissement voisin del. A ce moment il y a une décroissance du frottement qui va jasqu
une valeunuyque Correspondant au blocage des roug8 gecondes). La pente a l'origine semble étre
une caractéristique intrinséque a la gomme.

L max

U bloqué

Couple freineur

-

FIG. 4.3: Coefficient de frottement du couple gomme/sol en fmmchil taux de glissemett a
la vitessel’. (Source Michelin).

On propose de s'intéressefig,q.. dont I'évolution est représenté en fonction de la vitegssur la
figure 4.4. Ce coefficient peut étre modélisé de la maniéxaste :

V (07
Hblogué = Ho €XP [— <S_0> } +V (4.3)

friction

' \\ s
040 — Jad 3N

0 20 40 &0 80 100
slipspeed (kmfh)

FIG. 4.4: Evolution deu;.4.¢ avec la vitesse V. (Source Do)

Le termey est représentatif de la microtexture de la chaussée eesstdrrélé avec le frottement
SRT décrit ci-dessous.
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4.2.5 La mesure de frottement d’'un couple gomme/sol

Les mesures de frottement sont effectuée a I'aide d’'un per®RT (Skid Resistance Testeur)(voir
[GSC64)). Il s’agit d’'un pendule portant & son extrémité atippde gomme et oscillant & partir d’'une
hauteur fixe. Le pendule est laché sans élan et le patin ecbaaie vient frotter contre la surface de
chaussée a analyser que I'on aura préalablement mouiliégitésse de glissement est de I'ordre de
3m/s. La hauteur de remontée du pendule, qui dépend de I'énebgimtzée lors du frottement, donne
une mesure de la qualité d’adhérence du couple gomme/&eauds peut ajouter que I'estimation du
frottement par cette méthode donne des valeurs bien cesréléec celles de distance d’arret nécessaire
a un véhicule freinant a 50 km/h.

Le frottement SRT, de part sa forte correlation avec la valey va étre la valeur de référence
pour toute la suite du travail. L'objectif va étre de déterarides paramétres explicatifs de la chaussée
qui soient aussi explicatifs du frottement. La pertinenes garameétres proposés sera décrite par la
corrélation au frottement SRT. La section suivante présdettels paramétres explicatifs sur lesquels
nous allons nous appuyer pour la suite des travaux.

4.3 La méthode d’'indenteurs

On présente maintenant les résultats d’'un travail effestugollaboration par Minh-Tan Do au LCPC
de Nantes et Hassan Zahouni au LTDS de Lyon [DZ01] sur la métetion de descripteurs pertinents
permettant d’étudier I'influence de la microtexture de€tements routiers sur le frottement. Ces des-
cripteurs sont ensuite introduits dans un modéle de cqnéactodéle de Stéfani afin d’estimer le frotte-
ment a partir des informations issues du revétement routier

4.3.1 Profils d’étude et capteur utilisé

Les échantillons utilisés sont des plaquettes dont la seirést constituée de gravillons fixés par
de la résine. Le principe de fabrication de ses plaquettedétsillé dans [Del92]. Les gravillons, de
taille variable, proviennent de carriéres diverses. Opatie ainsi de plusieurs surfaces de test présentant
des microtextures trés différentes. La microtexture sesaige mesurée par un capteur tactile du LTDS
fournissant des profils échantillonnés a 4 microns et dedeagvariant entre 12 et 25 mm.

4.3.2 Parameétres descripteurs

Les auteurs de [DZ01] ont déterminé les zones du profil stibtep d’entrer en contact avec le
pneumatique. Il s’agit des indenteurs. Un indenteur rorépehtuel film d’eau et déforme la gomme du
pneumatique pour générer le frottement. Bien évidemmamgagnitude de ces deux propriétés, dépend
de la forme des indenteurs ([TY81] et [GT58]), mais aussiale Hensité et du relief crée par leurs
positions relatives.

On représente sur la figure 4.5 un indenteur. Un indenteudéfsti comme le triangle formé par
un sommet et les deux vallées voisines. La forme de l'indengst caractérisée par la cotangente du
demi-angle &) au sommet. Le relief est quant a lui représenté par I'afigle
Les formules de calcul dget « sont les suivantes :

avecZs, X, : hauteur et abscisse dii®** sommet.

_ —1 Z5+1_ZS
e 0 =tan ‘7X5+1_XS

Xe_Xefl
Ze_Zefl

—1 | Xe+1-X,
+ tan T =7

} avecZ., X, : hauteur et abscisse @if™ extre-

o o= % [tan_l
mum.

Les valeurs moyennes detan(«) etd sont ensuite corrélées aux valeurs de frottement SRT. Comme
on peut le voir sur la figure 4.6, les descripteurs de formesaktiefs sont trés corrélés au frottement



4.3 La méthode d’indenteurs 185

profil enveloppe
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FiG. 4.5; Définition des paramétres de forme et relief. (Sourcg Do
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FiG. 4.6: Relation entre la forme des indenteurs et le frottenf@mfauche) et relation entre le
relief créé par les indenteurs et le frottement (a droit&oirce Do).

4.3.3 Modeéle de contact de Stéfani

Le modéle de Stéfani décrit le contact entre un solide deikébn a vu section 4.2.1 que le solide
de Kelvin modélisait bien un pneumatique) et un motif de pidi chaussée. De part sa simplicité,
ce modéle va permettre aisément de prendre en paramétieéd’des parameéetres descripteurs de la
microtexture définis ci-dessus.

Un motif est constitué de deux sommets séparés par une Madié@arametres determinant le motif
sontal, o2, les largeurs1,/2 et 6 » (voir figure 4.7 a gauche).

On suppose que le solide se déplace a la vitésskee modéle suppose que le frottement provient
uniguement de la déformation du solide. C’est une hypothéaliste en cas de présence d'eau sur la
chaussée, en effet comme nous 'avons vu dans la sectidh 4r2présence d’eau sur la chaussée, les
liaisons moléculaires sont inexistantes ainsi que la caape d'adhésion.

En étudiant la cinématique du contact, on peut calculer fleste et le coefficient de frottement.
L'effort vertical et I'effort horizontal sont donnés respigement par les expressions suivantes (Stéfani
et [Dz01)]) :

ty
E

fo= % (/ WEOQ) [ho tan(an) + 11 — V(& +7)] dt) + % (/ sy o tane) + 12— V(¢ =) dt)
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Départ s ams déformation initisle
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FiG. 4.7: Gauche : Géométrie de base du modéle de Stéfani. Dr@ilrématique du contact
solide de Kelvin - " motif “. (Source Do)

1 (F (7 E
frn= T (/ ~Tan(e )P [ho tan(a1) + 11 — V(t + 7)) dt) + T (0/ Tran(@a)|2 [ho tan(az) + 12 — V(t — 7)) dt)

0

b
fo

avecT : durée globale du passage du solide de Kelvin sur le mofif3e= 12+ (voir figure 4.7).
Avec h0, la hauteur de départ du solidefée module de la gomme (le module caractérise la rigidité du
matériau, le module est faible pour un matériau mou et élewé pn matériau dur) et enfinle temps

de relaxation de la gomme.

(4.4)

4.3.4 Combinaison des descripteurs de microtexture et du naele de contact

Pour chaque échantillon de route, un motif moyen est défmaict@risant la texture de cette surface.
Puis les paramétres de ce motif sont introduits dans le raatiestéfani. Ce qui nous permet de calculer
I'effort verticaux et I'effort horizontal. Aprés quelquérypotheses simplificatriceg{ = 0, [1 = (2 et
(3 = 0), on obtient :

VE [ Lt Lty \% 3 t2 t1 ta
fo=5+ + - = + -Vr -
2L [tan(an)  tan(a2) 2 \tan(ai)  tan(az) tan(a1)  tan(ag)

et

=% {aanL(Z))Q ~ o~ T ((tanfiw B (tanil»‘z) o <<tanf;1>>2 " <tan222>>2>]

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 4.8stbaxie forte correlation entre le frottement
SRT et le frottement estimé par le calcul (points noirs). &lew en ne prenant en compte que I'échelle
de rugosité (celle du profil mesuré) sous-estime la valedrateement. En considérant aussi I'échelle
d’ondulation (échelle du profil enveloppe de tous les sorardéhdenteurs), on améliore grandement
le résultat. Le frottement calculé a partir du motif moyenl’dehelle d’ondulation est ajouté a celui
obtenu sur le motif moyen de I'échelle de rugosité (poinis)giOn retrouve donc dans [DZ01] les
mémes conclusions que celles proposées dans [YS94]. En¥effelell, dans sa théorie sur le frottement
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d’hystérésis, suppose que le frottement est la somme derfrents élémentaires générés par le contact
entre la gomme et diverses échelles de texture.

1.00

2 = 2
& 3 ]
|

frottement mesuré

o
3]
=]

=2
o
PD
2 1

T T T T
0,20 0.40 060 0.20 1.00
fio tiement modele Sie fani

#Ech rugot+ondul # Ech rugo

Fic. 4.8: Validation du modéle de Stéfani. Source Do.

4.3.5 Conclusion

On arappelé dans cette section le modéle du frottement@gaéte glissement d’'un pain de gomme
sur une chaussée mouillée tel qu'il est proposé par MinhBlaat Hassan Zahouani. Le résultat primor-
dial est la confirmation d’'une contribution multi-échelle l& texture au frottement. Cette constatation
nous ameéne naturellement a utiliser des techniques feagtalur analyser les profils routiers et les mé-
canismes du frottement.

Cette méthode a totalement été ré-implémentée sous Mdihalextraction automatique de I'échelle
d’ondulation fait partie des fonctions disponibles. Lemiires acquisitions de profils ont ainsi pu étre
exploitées pour nous donner ce que nous allons appelerlmgsale références de corrélation.
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Chapitre 5

Caractérisation fractale des profils
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Ce chapitre a fait I'objet d’une publication en congres imtational avec comité de lecture et actes :

— [LvDO04] P. Legrand, J. Lévy Véhel and M.-T. Do, "Fractal Pesties and Characterization of
Road Profiles", FRACTALO04, Complexity and Fractals in Nat8th International Multidiscipli-
nary Conference 4 - 7 April 2004, Vancouver.

Les expérimentations avaient alors été menées sur une@ainene de données.

5.1 Fractalité : Etat de 'art

De nombreux auteurs ont montré que la plupart des profilsemsuétaient fractals sur un certain
nombre d'échelles ([Rad94], [Hei97], [GV98a]). Une tellmpriété a des conséquences sur la friction.
Quelques unes de ces conséquence sont étudiées dans [BaIEADO]. L'idée principale est de dire
gu’en présence de revétements fractals, toutes les écldghetgularité contribuent a la friction.

Dans ce chapitre, nous vérifions que les profils routiers dordispose sont fractals. Plus précisé-
ment, on montre que leur énergie suit une certaine loi digian dans les échelles et qu'ils présentent
des exposants de corrélation et des dimensions de régtilamidien définis sur une grande gamme
d’échelles.

Plusieurs campagnes d’acquisition de profils ont été effest pendant la durée de cette thése. Nous
avons pu ainsi disposer d'un large éventail d'objets dym®lCes campagnes different par la provenance
des échantillons et par le capteur utilisé (tactile ou Jaser

La majeure partie des résultats présentés ici porte surrfaéde campagne de mesure de micro-
rugosité. Nous avons utilisé un capteur laser (imaginecpptir des échantillons de chaussée circulée.
Deux passages du capteur sont effectués, un premier avehantéonnage a 10 microns et un second
avec un échantillonnage a 2.5 microns. Cette double mesuiesera trés utile par la suite, notamment
dans le chapitre portant sur l'interpolation de profils renst (7.1).

5.2 Comportement fractal

Dans cette section, on donne un bref descriptif d’'une méthtmlquantification de I'énergie d'un
signal et de deux outils d’analyse fractale, I'exposantldatle et la dimension de régularisation. Ces
trois objets sont ensuite utilisés pour montrer la fragales profils routiers.

5.2.1 Energie et CWT

Cette partie est consacrée a l'étude de la répartition derige selon les fréquences (ou les échelles).
L'objectif est de vérifier si les signaux présentent unecstme quant a I'évolution de I'énergie dans les
échelles.

L'énergie du signal a une échelle donnée peut étre obtenaetia gie la transformée en ondelettes
continue du signal (CWT), plus précisément, on obtientdigie de I'écheller en sommant les carré des
coefficients d’ondelette de la transformation continuettecichelle :

E? = /[CWT(a, b)]?db ou E? est I'énergie a I'échelle (5.1)

Rappels sur la transformation en ondelettes continue

Définition 5.2.1 La transformée en ondelettes continue d’'un sighakt donnée par :

CWT(a,b) = \/La /_Z £ty <¥> it (5.2)
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Dans cette expression); est une fonction de moyenne nulle, 'ondelette meest le facteur d’échelle
etb est le paramétre de translation (décalage temporel). Laalkde a joue le role de l'inverse de la
fréquence ; plus est petit, moins I'ondelette (la fonction analysante) ¢éshéue temporellement.

Par conséquent, on peut voir cette expression comme lacpoojedu signal sur une famille de

fonctions analysantes
1 t—b
T;Z)a,b - 757# < a )

construites par dilatation et translation a partir de l'elette mere).

Remarque 5.2.1La norme est conservée lors du changement d’échelles : & eff

1 —b
Lo lP= [~ 2 x]o(5)

Calcul de 'energie

2 00
wzl/ (o) Padz =] ¥ | (5.3)

aJ oo

On applique aux signaux une transformée en ondelettesncend I'aide du logiciel FracLab. On
représente sur la figure 5.1 les CWT d’'un méme profil acquisux éehantillonnages différents. On
retrouve sur I'axe des abscisses la localisation tempoetibur I'axe des ordonnées les fréquences (128
niveaux différents).

Fig. 5.1: CWT d'un profil de I'échantillon 03-0035 acquis a la r&gmn 10 microns (a
gauche) et a la résolution 2.5 microns (a droite).

Une relation du types? ~ a” pour unvy et poura dans une gamme de fréquence donnée indique une
décroissance de I'énergie en loi de puissance dans ledachepar la méme occasion un comportement
fractal fort.

Le figure 5.2 montre qu’une telle relation est approximatieat vérifiée pour la plupart des profils
pour une grande gamme d’échelles. On a représenté ici dbaxttons différents et les résultats pour
I'échantillonnage a 10 microns et celui a 2.5 microns. Lesltats sur les autres échantillons sont simi-
laires. On aisolé sur la figure 5.3 I'énergie du 5éme profil@ehlantillon 03-0035 acquis a la résolution
10 microns qui présente un bel alignement.

5.2.2 Loi d’échelle globale

La fractalité peut aussi étre montrée en essayant de détetdoi d’échelle globale. On s'intéresse
pour un signal X(t) a la quantité

O(t,1) = EIX(D)X(t +1)] (5.4)
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FiG. 5.2: Représentation de I'énergie du signal en fonction abeekes considérées. En haut a
gauche : profils de I'échantillon 03-0024, acquis a la résimin 10 microns. En haut a droite :

profils de I'échantillon 03-0024, acquis a la résolution 2rbcrons. En haut a gauche : pro-

fils de I'échantillon 03-0035, acquis a la résolution 10 moics. En haut a droite : profils de

I'échantillon 03-0035, acquis a la résolution 2.5 microns.

o 20 40 60 80 100 120 140

FiG. 5.3: Evolution de I'énergie d’un profil de I'échantillon B335 acquis a la résolution 10
microns.

Si X est stationnaire’ (¢, 1) ne dépend que deet si de plus, on suppose que X est ergodique, alors on
peut approximer’ (1) par

=2

-l
el = ﬁ X(O)X(t+1)
t=1

Dans beaucoup de situations classiq(]"éls) décroit de maniére exponentielle vers zero.

Définition 5.2.2
On dit dit qu’un signal suit une loi d’échelle globale si

é(l) ~ 7" pourl dans une certaine plage de valeurs (5.5)
et 3 positif.

L'exposant( est appelé exposant d’échelle.
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Les résultats précédents sur I'énergie sont confirmés paragtenus lors des calcul des exposants
de corrélation. La figure 5.4 montre que pour les profils diétde logarithme de la corrélatiari(/) de
retardl se comporte de maniere linéaire en fonctioagg!) sur presque toutes les valeurs possibles de
[. Encore une fois, le méme type de résultat est obtenu swelehle des échantillons sauf sur quelques
profils. Nous avons encore exhibé un comportement fractal [fensemble des profils.

Estimated global scaling exponent : 061016
T T T

140

120 4 r

100

FiG. 5.4: A gauche : 5eme profil de I'échantillon 0035 échantifiéra 10 microns. A droite :
log-correlation en fonction du logarithme du retard pourmefil.

Par contre, les valeurs des exposants d'échelle mesuréssalivers profils varient beaucoup (voir
figure 5.5) dans un méme échantillon. Pour quelques profiledieurs sont négatives, ce qui montre que
le logarithme de”' (/) de ce comporte pas de maniére linéaire en fonctiologlé) pour ces profils.
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FiG. 5.5: Exposants d’échelle des profils échantillonnés a 1@angen fonction du frottement
SRT. A droite, moyenne sur les échantillons (corrélatioecé®RT = 0.3589).

5.2.3 Dimension de régularisation

Enfin le dernier outil que nous allons utiliser pour fairesasr la fractalité des profils routiers est
la dimension de régularisation [RV98]. Nous utilisons eglimension car elle conduit a des estimations
plus précises que la dimension de boite (voir [Tri95] et9Bapour d’'autres dimensions fractales).

Cette dimension est définie de la maniére suivante : on eondes versions de plus en plus lisses
du signal étudié par une simple convolution par un noyaur (figure 5.6). Si le signal original est
"fractal", son graphe a une longueur infinie alors que sesiaes lissées auront une longueur finie.
Lorsque le paramétre de lissage tend vers zero, la versisgelitend vers le signal original (au sens des
distributions) et sa longueur tend donc vers l'infini. La dimsion de régularisation mesure la vitesse a
laquelle la convergence vers l'infini se produit.

Plus précisément, sait le graphe d’'une fonction bornéé : R — R de support K compact. Soit
x(t) une fonction dans la classe de Schwartggt) = 2x () la version dilatée dg a I'échellea. Soit
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FIG. 5.6: Lissages successifs d'une fonction de Weierstrasdaftalculer sa dimension de
régularisation

fa = f * xa. Lalongueur de son graphg sur K est donnée par

L= /K 1+ ()2t

Définition 5.2.3 La dimension de régularisation du graphe flest

DimR(T) = 1+ lim sup ~2&a) (5.6)
a—0 IOg(a)
Proposition 5.2.1
Si f est continue, alors on a
1 < DimR(T") <2 (5.7)

La figure 5.7 illustre le comportement typique de la dimengle régularisation sur les échantillons
dont on dispose. Comme on peut le voir, le graphéogéL,,) en fonction ddog(a) est linéaire, aussi
bien pour une faible régularisation (c’est a dire les hafr@guences) que pour un grand lissage (les
basses fréquences).

On note que la dimension de régularisation varie ehtreet 1.7 sur nos profils. Ce résultat indique
que ces profils sont situés entre presque lisse et moyenhanégullier.

o(L)
o(L)

Logt)

FiG. 5.7: Evolution du logarithme des longueurs des versiorsgés pour un profil de I'échan-
tillon 03-0035 acquis a 10 microns (a gauche) a 2.5 micrordrééte) en fonction du paramétre
de lissage.

5.3 Conclusion

Les résultats exposés dans ce chapitre nous ont permisrdedasortir les caractéres fractals des
profils routiers dont on dispose. Les outils utilisés nousngmt des caractérisations globales des profils.
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FiG. 5.8: Dimension de régularisation des profils acquis a 10 orisren fonction du frottement
SRT. Moyenne par échantillon a droite (corrélation aveadtément SRT = 0.3495).
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FiG. 5.9: Dimension de régularisation des profils acquis a 2.5ramis en fonction du frotte-
ment SRT. Moyenne par échantillon a droite (corrélationcaleefrottement SRT = -0.2218).

La prochaine étape consiste a réussir a séparer les pradiislsar frottement SRT. Nous verrons que
les caractérisations globales ne permettent pas de séji@etement les échantillons.
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Chapitre 6

Séparation des profils
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6.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les profilsereyprésentent un caractere fractal
prononcé. Cet argument justifie I'utilisation d'outils dalyse fractale pour I'étude de ces profils. On
espere ainsi exhiber des paramétres fractals discrinsir@ermettant de classifier les profils selon le
frottement, ce qui fera I'objet de ce chapitre. Les illustias de ce chapitre portent principalement
sur une ancienne campagne d’acquisition de la micro-texn&me si des résultats comparables sur la
derniére campagne (imagine optic) sont aussi présenté€dbantillons utilisés lors de cette précédente
mesure de micro-texture sont des plagues de laboratoiirades selon le cheminement détaillé dans
[Del92]. Il s'agit de plaquettes rectangulaires H# x 150 mm? dont la surface est constituée de
gravillons fixés dans une matrice de résine. Ces gravilloogignnent de carriéres différentes et leur
taille varie entre 6 et 10 mm.

On dispose de mesures tactiles et de mesures laser de latextue sur ces plaquettes.

6.1.1 Mesures tactiles

Les mesures de microtexture sont faites a I'aide d’'un capéetile du LTDS. Le rayon de la pointe
de contact est d2um. La profondeur de champ du capteur es6dern. Pour éviter un blocage éventuel
de la pointe de contact lors de son déplacement sur les saréatester, 'espace entre les gravillons est
rempli avec une résine. Sur chaque plaquette, 15 profilsmeestirés dans une zone correspondant a
l'aire de frottement du pendule SRT soit envirdh x 125mm. La longueur des profils varie entre
12 et 25 mm en fonction de la nature des surfaces a mesurer, cumularibngeeur totale d’environ
300 mm. Le pas d’échantillonnage est4jen (voir figure 6.1).
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Fic. 6.1: Profils tactiles normalisés de I'échantillon BAR et fimtactiles normalisés de
’échantillon GRA.

6.1.2 Mesures laser

On dispose aussi de mesures effectuées grace a un lasenaetantillonnage deum ; 24 échan-
tillons sur lesquels on effectue 15 mesures de profil soitsigi@aux de 5001 points (voir figure 6.2).

6.2 Echec des caractérisations globales

Bien que les profils manifestent un comportement fractalsreons remarqué que ni I'exposant
d’échelle nila dimension de régularisation n’étaient tdgmde caractériser une classe donnée de profils.
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Fic. 6.2: Profils laser normalisés de I'’échantillon BAR et de liéntillon GRA

Par conséquent, ces parameétres ne sont pas indiqués pbquexfes différences de friction des divers
profils avec un pneumatique. Ceci est montré de maniéretafizadi sur la figure 6.3 a gauche. Les
exposants de d’échelle sont représentés pour tous lesgrtadtiles de I'échantilloBOU . Bien que les
profils présentent un excellent comportement linéairepéeges varient beaucoup. Ainsi, il n'y a pas un
exposant pouvant caractériser un échantillon tout efeeplus, une analyse quantitative montre que les
valeurs des divers échantillons se chevauchent (voir fig@e droite). Il est donc impossible de séparer
les échantillons a partir des informations fournies paxptesant d’échelle. Il en est de méme pour la
dimension de régularisation (en bas de la figure 6.3).
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FiIG. 6.3: Haut gauche : pentes donnant I'exposant d’échelle 8gwdfils BOU tactiles. Haut
droite : exposants d’'échelle des profils échantillonnés ani€rons en fonction du frottement
SRT. Bas : dimension de régularisation des profils imagirie @gquis a 10 microns en fonc-
tion du frottement SRT.

Ceci nous ameéne a la conclusion suivante : Si la fractalisépdefils est liée au frottement, alors les
informations pertinentes sont probablement situées des<aractérisations locales plus que dans les
globales. Cette proposition est justifiée par le fait querdétdment est principalement un phénomene
local. Par conséquent, des mesures globales de l'irrégutalies que le dimension de régularisation ou
I'exposant d’échelle ne seront que trés peu corrélées dficvert de friction. Par contre, des mesures
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locales de la régularité telles que I'exposant de Holderalenmt I'étre fortement.

6.3 Fonction de Holder

Sur la figure 6.4 sont représentées les fonctions de Holder profil de I'échantillonBOU tactile
et d'un profil de I'échantillonL R A tactile. Les estimations des fonctions de Holder sont eféexs en
utilisant I'estimateurRC'O du chapitre 1.

FIG. 6.4: Fonctions de Hdolder d’'un profil de I'échantilloBOU tactile et d'un profil de
I'échantillon LR A tactile.

La fonction de Holder fournit de trop riches informationsupootre étude. Nous allons commencer
par examiner la pertinence de I'utilisation de sa médiang paractériser les profils. Bien que la médiane
de la fonction de Hdélder nous donne une information sur leaigout entier, il s’agit toujours d’un
parameétre local. L'utilisation de la médiane (ou de la moygrde la fonction de Hoélder est compatible
avec le fait que le frottement résulte de la somme de nomésdungeractions locales.

6.4 Combinaison de la dimension de régularisation et de la ndéane de la
fonction de Holder

Puisque la classification des échantillons avec un seuigdra fractal ne donne pas de bons résul-
tats, on essaie maintenant de combiner deux paramétres.ddoumencons par calculer les fonctions
de Hdlder pour tous les profils de chacun des échantillonsex@ait ensuite leur médiane. La figure
6.6 représente une tentative de classification de deux glidras basée sur la médiane de la fonction
de Holder combinée a la dimension de régularisation. Il #6tite de séparer les échantillons si leur
nombre est supérieur a 2.

Remarque 6.4.1Pour des signaux trés simples d’'un point de vue fractal (ffrantals) comme par
exemple une fonction de Weierstrass, on a approximativieien 2 — D, avecH I'exposant de Holder
et D la dimension de régularisation. On retrouve ce comportenpenr les profils de chaussée étudiés
(voir figure 6.5).

Bien que cette procédure donne de bon résultats pour lessgesfer en mode pas a pas asservi et
les profils imagine optic, elle n'est pas satisfaisante peutains autres modes d’acquisition de profils.

C’est pour cette raison que nous présentons maintenanteaohgeique qui fait une utilisation plus
compléte des informations fournies par la fonction de Holde
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FIG. 6.5: Moyenne par échantillons des dimensions de régulaoisa&n fonction des moyennes
des médianes des fonctions de Hdélder pour les profils de agee imagine optic.

6.5 Histogrammes des fonctions de Holder

Nous étudions maintenant les histogrammes des fonctiohildier. Plus précisément, pour chaque
échantillonE, on calcule dix histogrammel («) des fonctions de Holder évaluées pour dix profils
"test" choisis aléatoirement parmi les quinze profils dehantillon E. On effectue ce travail sur deux
échantillons laser mode pas a pa®U et C'LE, et pour trois échantillons laser sans asservissement
BOU, CLE et@B. \Voir figure 6.7.

La seconde étape est de modéliser ces histogrammes comnuistidmitions Gaussiennes. En
d'autres termes, pour chaque échantillon donné et pouruehsgleur dex, on calcule la moyenne
Mp(Hg(w)) etlavariancd/,(Hg(«)) de Hg(«) évaluées sur les dix profils test de cet échantillon. Soit

Gp(Hp(a)) = N(Mg(Hg(a)), Ve(Hp(a))) (6.1)

la distribution gaussienne obtenue pour I'histogramme'@shantillon £ a la valeur de I'exposant.
Pour verifier si un nouveau, inconnu, profil appartient ahatillon £, on calcule d'abord I'histo-
grammeh(«) de sa fonction de Holder. Si I'’échantillon appartienEaGr(h(«)) sera "grand”. La
quantité suivante mesure si le profil est "prés" de I'éctiantit :

T(h) = [ Grlh(e))da (6.2)

Un profil inconnu est alors attribué a I'échantilléhqui maximisel'z (h).

Cette méthode classifie avec succes 100% des profils resgtdasmédiane de la fonction de Hdolder
ne suffit pas a caractériser les échantillons, la distobutomplete nous fournit I'information suffisante
pour les séparer.

6.6 Conclusion

Nous avons confirmé que les profils routiers présentent l@scamportements fractals ce qui justifie
I'utilisation de techniques d'analyse fractale pour lasdér. Toutefois, des mesures fractales globales
telles que I'exposant d’échelle et la dimension de régeddion ne permettent pas de caractériser les
profils en terme de frottement. Par contre les informatiowsrfies par la fonction de Hoélder permettent
de classer les profils par une procédure statistique simple.

Nous avons confirmé l'intuition selon laquelle la régukaritun profil était liée a sa capacité a géné-
rer du frottement lors du contact avec un pneumatique. lyaraHolderienne peut donc nous aider a
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GRAP PAS aPAS o:cle, *: bou GRAP PAS a PAS sans asservissement o : cle , * : bou

Dim reg Is
Dim reg Is
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FIG. 6.6: Classification des échantillons par combinaison de Ediane de la fonction de
Holder (abscisses) avec la dimension de régularisatiomidonées). En haut a gauche les
échantillons laser pas a pas asserdid. £ (cercles) etBOU (étoiles). En haut a droit€’ LE
(cercles) etBOU (étoiles) en mode laser pas a pas sans asservissement. En daste,

séparation des échantillons 03-0024 et 03-0032 de type lasagine optic.

comprendre les mécanismes de I'adhérence. Par conséduesttnaturel d’appliquer les techniques
développées dans la premiére partie (interpolation etuitélge) pour améliorer la compréhension des
mécanismes de frottements.
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FIG. 6.7: Gauche : moyenne des histogrammes des fonctions deriadr les profils de type
BOU (trait plein) etC'LE (étoiles) mode laser pas a pas asservi. Droite : praBIQU (trait
plein), CLE (étoiles) etQ B (pointillés) mode pas a pas sans asservissement.
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Chapitre 7

Utilisation de la regularité Holderienne
pour améeliorer les corrélations avec le
frottement
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7.1 Interpolation de profils routiers

Nous disposons de plusieurs campagnes d’acquisition diéspsar lesquelles nous avons pu ap-
pliquer la méthode d’indenteur en vue d’estimer le frottem€ependant, la technique d’indenteur ne
fournit pas de bon résultats sur tous les profils, selon lanigoe d’acquisition. Nous avons supposé
que le probleme venait de I'échantillonnage. Le capteurmesiournit pas assez d’informations pour
appliquer la méthode d’'indenteur. Nous avons donc propneéméthode d’extrapolation pour générer
les points manquants a partir de I'information fournie & profils échantillonnés & microns. Cette
méthode est détaillée dans le chapitre 2.

Vu les résultats encourageants et les nouvelles perspeatifertes par cette méthode, une nouvelle
campagne d’acquisition de profils a été menée sur les méragsqd que précédemment. L'originalité
de cette campagne consiste en deux passages successifgedur sar chacune des zones sélectionnées
(de longueur variable). Un passage avec un échantillonadgemicrons et un passage avec un échan-
tillonnage a 2.5 microns, la plage du capteur esd@lg.. Cette technique nous permet de comparer de
maniére précise tout résultat obtenu sur les profils a 10omécextrapolés deux fois avec le résultat
correspondant sur les profils a 2.5 microns.

7.1.1 Méthode :

Nous avons montré que la régularité locale joue un granddaiis la séparation des profils entre échan-
tillons distincts. Par conséquent, nous nous proposongjdianter le nombre de points du profil tout en
conservant la régularité locale selon la méthode décrite tiachapitre sur I'interpolation Holderienne
2.

Pour illustrer la technique utilisée, nous prenons comneegte un profil échantillonné a 10 microns
et provenant de I'échantillof3-0035-10 Sur cet échantillon, on a mesuré grace au capteur laser 16
profils. Le profil présenté ici est le 5eme réalisé. On ext@@dois ce profil pour générer un pseudo-
profil échantillonné a 2.5 microns. Puisque nous disposamstofil réel échantillonné a 2.5 microns,
on se propose de comparer visuellement (voir figure 7.1) &treme de régularité Holderienne le profil
réel et le synthétique provenant de I'interpolation de ic&llO microns.

Visuellement, le signal interpolé est trés proche du sigriginal échantillonné a 2.5 microns ce qui
signifie que I'information ajoutée est sensée, toutefosdaal original semble présenter des zones plus
irréguliéres. Cette propriété est confirmée par I'analyséadégularité Holderienne, on constate que le
signal original est plus irrégulier (voir figure 7.2 sur latja la fonction de Holder du signal original est
légérement plus faible que celle du signal interpolé). Neuendrons sur ce phénomene dans la section
7.2 consacrée au débruitage des profils.

On représente sur la figure 7.3 la construction telle qug#eectue au niveau local pour un point
du profil routier. Cette figure représente les logarithmesodefficients d’ondelette au dessus d’un point
du signal (ici il s'agit du 256éme point) en fonction de I'édk, ainsi que la droite de régression cor-
respondante (voir chapitre 1). Dans un souhait de clartéespdsé, on n’'a représenté qu’une seule
interpolation sur la figure 7.3, c'est a dire seulement ldtsse de la 10eme échelle correspondant a des
micro-rugosités de I'ordre de 5 microns. Le niveau suivabtenstruit selon le méme schema.

7.1.2 Application au calcul de frottement

Avant d’appliquer la technique a I'ensemble des échanslidont nous disposons, on présente le
cheminement suivi sur le profil qui nous sert d’exemple. Qustie sur la figure 7.4, le mécanisme
d’acquisition des indenteurs et par la méme occasion desngdres d'entrée du modéle de Stéfani afin
de calculer un frottement estimé sur ce profil. L'échellendialation est définie par la courbe reliant les
sommets des indenteurs.

On rentre ensuite les paramétre angulaires obtenus damslierde Stéfani. On peut ainsi comparer
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FiG. 7.1: Extrapolation Hoélderienne d’'un profil routier échafanné a 10 microns vers un
profil a 2.5 micron. Haut gauche : profil original a 10 micrortdaut droite : profil interpolé.

Bas gauche : superposition du profil original et de sa versiprpolée, zoom. Bas droite :
profil original a 2.5 microns.

les estimations de frottement obtenues sur I'échelle desitéy(on néglige I'échelle d’'ondulation pour
le moment).

e Profila 10 microns : mu = 0.3417
e Profil a 2.5 microns : mu= 0.62955
e Profil interpolé : mu = 0.4258

Pour cet échantillon03-0033, le frottement SRT est de 0.76. On rappelle que, pour dasamns, on
ne cherche pas a retrouver la valeur du frottement SRT padelcLa premiére c’est qu’on ne consi-
dére que I'échelle de rugosité donc le frottement calculé sgérieur au frottement réel puisqu’il nous
mangque les contributions des autres échelles ([YS94], I)Z0a seconde, c’est que I'objectif principal
est de corréler le frottement calculé avec le frottement &Rdui suffira a prédire le comportement d’un
type de chaussée et a la classer par rapport aux autres.

Aprés avoir détaillé le processus expérimental sur un pafieffectue le travail sur I'ensemble des
profils, le frottement calculé est alors moyenné par échamtiLe vecteur de frottement calculé ainsi
obtenu est ensuite corrélé avec le frottement SRT mesughaoune des plaques constituant un échan-
tillon. Le tableau 7.1 regroupe les valeurs de frottement Biesuré sur I'ensemble des échantillons.
On applique aux signaux échantillonnés a 10 microns unapodtion sur 2 échelles ce qui nous fournit
des signaux avec un échantillonnage (virtuel) de 2.5 mgr&msuite on estime le frottement a partir
de la méthode d’indenteurs et on corréle ces résultats avieottement SRT mesuré. Les résultats de
frottement estimé sont illustrés sur la figure 7.5 et repri&seen fonction du frottement mesuré. Il s'agit
d’'une moyenne par échantillon. Les détails pour chacun de#spdes échantillons sont regroupé dans
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FiG. 7.2: Extrapolation Hélderienne d'un profil routier échalfainné a 10 microns vers un
profil & 2.5 micron. Haut : Fonction de Hdélder du profil origiha 10 microns. Bas Gauche :
Fonction de Holder du profil interpolé. Bas Droite : Fonctide Holder du profil original a 2.5
microns.

FiG. 7.3: Extrapolation Hélderienne d’'un profil routier échalfainné a 10 microns vers un
profil @ 5 micron. Détail du mécanisme au-dessus d'un poinpudiil routier. Logarithmes
des coefficients d’ondelette au-dessus du point considéfénetion de I'échelle et droite de
régression correspondante. Le coefficient d’'ondelett¢hgfisé représentant la 10eéme échelle
est symbolisé par I'étoile. On note qu'au dessus de ce paimédularité Holderienne est
estimée a 0.79.

les tables 7.6, 7.7 et 7.8. Les corrélations sont préseda#esle tableau 7.2.

On a une bonne corrélation de base avec les signaux a 10 migergui s'explique par le fait que
I'on prenne que le sommet des graviers, I'information ie$8ante se trouve dans 88, supérieurs) et
mauvaise avec ceux a 2.5 microns. L'extrapolation des gigaal0 microns pour les faire passer a 2.5
microns améliore la corrélation.

Remarque 7.1.11l est important de remarquer qu’une interpolation linéaid’'un profil routier ne mo-
difie pas le frottement estimé par la méthode d’indenteunseftet, une interpolation linéaire conserve
les indenteurs présents et n’en crée pas de nouveaux. léessgaire dans de futurs travaux de faire des
essais avec d'autres méthodes d'interpolation afin defjastiintérét de la notre.

7.1.3 Conclusion

L'interpolation par conservation de la régularité Holéerie nous permet de créer deux échelles
(ou plus) de micro-texture. L'information ajoutée est @bement tres proche du profil original. En
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FiG. 7.4: Detection des indenteurs et de I'échelle d’ondulatiBn haut a gauche : signal
original a 10 microns. En haut a droite : signal original a 2nficrons. En bas signal interpolé.
Courbe bleu : profil routier, courbe rouge : échelle d’ondiita, ronds verts : extrema locaux,
points noirs : maxima locaux, points rouges : minima locanklenteur est défini comme le

triangle formé par un sommet (point noir) et les deux vall@sines (points rouges).

TAB. 7.1: Valeurs des frottements sur les échantillons

Echantillons

03-0007

03-0009

03-0011

03-0013

03-0015

03-0017

03-0020

03-0021

Frottements

0.57

0.73

0.53

0.73

0.64

0.76

0.58

0.68

Echantillons

03-0022

03-0024

03-0027

03-0028

03-0030

03-0032

03-0033

03-0035

Frottements

0.52

0.64

0.49

0.63

0.60

0.68

0.59

0.76

terme de frottement, I'ajout de ces nouvelles échelles ianeéla corrélation entre le frottement SRT

et le frottement estimé par le calcul selon le modéle de Gitéfan a constaté que les signau®.&u
donnaient de trés mauvais résultats. Mais il serait domrdagee plus s’en servir alors gu’il s’agit des

mesures les plus fines dont on dispose. C’est pour cettergison propose de les pré-traiter dans le

chapitre suivant.

signaux echantillonnés a 10 microns 0.7770
signaux echantillonnés a 2.5 microns | 0.47171
signaux a 10 microns extrapolés a 2.5 micron8.7900

TAB. 7.2: Ensuite on estime le frottement a partir de la méthodedg@nteurs et on corréle ces
résultats avec le frottement SRT mesuré. Les corrélationsmésentées dans ce tableau.
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Frottement estimé

Frottement estimé

FiG. 7.5: Frottement calculé en fonction du frottement SRT. Qkaxoile représente un échan-
tillon. Le calcul est effectué pour chacun des profils puisyenmé pour obtenir la valeur
de I'échantillon. En haut a gauche, profils originaux échidainés a 10 microns. En haut
a droite : profils originaux échantillonnés a 2.5 microns. lias a gauche : profils échantillon-
nés a 10 microns puis interpolés a 2.5 microns. Méme si lesaiga 2.5 donnent des résultats
proches de la premiére bissectrice, c’est la famille de [wa@fui donne la plus faible corréla-
tion avec 0.47171. Pour les signaux originaux a 10 microasdrrélation est de 0.7770. Et

Profils originaux & 10 microns : corrélation = 0.777

Profils originaux & 2.5 microns :  corrélation = 0.4760

*
. .
0ol . 09 .
. .
. .
. P
08l . 08 .
.
. e
.
* *,7 %
L . * .
07 , 0.7 * % N
. .
s o *oe
06 206
g
s - o
. 3 .
2 .
05f P * §os ’
. £ .
. * g .
04 i PR £ 04 e
.
e A .
.
03l e P 03 .
. .
. .
. .
02} . 02 .
. .
.
. .
[T 01 .
. .
. .
. .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Frottement SRT Frottement SRT
Profils interpolés :  corrélation = 0.79
1
.
0ot .
.
.
.
o0sf- .
.
.
.
07 .
.
.
.
L .
06 ,
.
. *
osf e *
. *
. *o#
04l e . -
. * ¥ *
.
*
03} . *Tox
.
.
.
02} .
.
.
o1t 4
.
.
.
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Frottement SRT

enfin pour les signaux interpolés, on obtient 0.79.
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Echantillon| 0:3-0007 |03-0009|03-0011 | 0:3-001 3|03-001 5|03-004 7 P3-0020|03-0021 | 03-0022 | 03-0024 |03-0027 | 03-0028|03-0030|03-0032 P3-0033{03-0035
SRT 057 073 | o053 | 073 | og4 | o7s | o055 | ogs | o2 | ogd | o049 | og3 | o | o6 | osa | o7
Moyenne | 03582 | 04855 | 0,2953 | 04434 | 03623 | 04122 (03225 | 04027 {03182 [ 03944 | 029 |03464 | 03495 | 03224 |0,2524 | 03524
Diétails 03311 05615 0376 0346 04949 05362 03578 05861 0,33 03682 03214 04285 04626 02706 02779 03151
0376 03073 03022 04563 03118 03938 03414 0399 03125 03407 03209 05564 0333 02608 037 03652
0333 04173 02505 04467 0313 04703 034 03712 02204 04784 0265 04855 03082 02367 03351 04343
04784 10547 04247 02736 04648 03733 02542 0438 02657 04722 02747 03557 02942 0231 022 04207
05454 07177 02668 02959 043 04159 02525 03552 03875 03907 02566 0359 04274 05454 02813 03417
03105 04028 04941 0301 03435 03652 04056 04073 03604 03457 03954 02663 04097 02571 02985 0,3209
0,3997 03958 02523 04396 04495 04117 02773 03758 03092 03782 0249 03635 02956 02413 0259 04043
0233 0E707 02397 04445 03567 03826 02744 03229 03316 03735 0366 030685 02608 04872 024 03383
02324 05336 03268 05237 0325 05013 04472 04789 0357 03339 02345 03943 02683 03234 02763 0,357
02634 04228 02861 04631 04833 04794 02787 03678 02695 03847 0231 03063 0415 02751 03346 03661
05639 04088 029 0F661 02855 02181 03233 04143 0381 04337 0254 02844 02941 03078 03022 04136
04721 0411 02554 04935 04816 03165 02785 03858 03425 05003 0372 03154 0305 04083 02327 05538
02833 04201 02413 035846 04465 03515 03500 04774 02392 03293 03071 03471 03866 0375 04033 0,327
04097 0561 02615 04521 0283 04341 02976 02506 02485 03957 02725 03133 03364 02513 02616 04264
03216 02998 02601 03865 03516 03558 03132 03585 0,348 0282 03283 04347 02875 02132 03051
03385 03761 02484 05023 02742 03407 03363 04307 02257 02793 03529 03476 02642 04265
04137 05344 03145 05567 05342 04244 03204 03373
04086 05038 03417 0,3166 02925 02447 03663
0491 02131 0,4472 0,265 03251
05336 0,3201 0,441
03727 05795
04875 0,394
0,3511
0 4687
05237
0,597
0,5861
0,3685

FiG. 7.6: Estimation du frottement par la méthode d’'indenteurles profils originaux échan-

tillonnés a 10 microns.
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Echartillon|0:3-0007 |03-0009|0:3-0011 |03-001 3|03-001 5|03-001 7| 03-0020 |03-0021 |03-0022| 03-0024 |03-0027 |03-0028| 03-0030|03-0032 |03-00533| 03-0035
SRT 05 | 073 | 053 | o073 | og4 | o765 | o058 | ogs | o052 | ogd | o049 | ogs | o6 | ogs | 059 | 076
Moverne | 07172 | 08451 |0,7042 | 05225 | 06973 | 0,7143 | 05241 | 06755 | 06409 | 07505 | 06916 | 07056 | 06886 |0,7151 | 05745 | 0g727
Diétails 05206 11296 0845 0792 08643 0826 05362 09518 07518 05992 05931 08472 05542 05006 05206 05564
07795 0F53 05718 083681 07853 0BE7E 05101 07157 0F131 07484 05301 0817 05642 0F144 063453 05413
05382 10216 05095 07314 05603 07771 05553 07628 05363 07389 05193 06662 0645 05531 06449 07905
05555 13613 08357 04581 0738 06536 05935 07123 0522 0864 07499 05024 05182 05308 0484 0553
07581 08635 06532 05622 08151 07232 05911 05977 0F54 07729 05363 08451 07149 21669 05924 05295
06109 05297 08061 075 0F0SS 06026 05895 05537 06838 07025 09204 0F975 0F95 0563 05778 05536
07091 08121 06566 10085 07994 07364 05716 05489 06558 09215 05569 08536 05735 04534 05292 07075
04917 13367 06791 090683 07575 07631 05144 05916 03126 05009 08256 05158 05104 07765 05014 05057
04666 10399 07326 07907 0FS594 0&67 0M1 07111 05735 0507 04847 0821 0582 05516 0532 05282
05739 05473 07561 0FEET 07554 07754 0565 05402 05568 07565 04158 049858 07469 05707 06435 05663
0,743 0869 07787 11141 05203 05464 05957 05113 0&6 07772 0F185 06892 05275 0E746 05689 07356
07204 05999 O0F46 09294 04374 06126 0602 05352 05465 08696 08316 07555 05785 06518 05642 05191
07752 08532 07148 08576 09166 0592 06655 07271 05059 06706 07642 05807 07178 07405 07165 05007
09949 11064 043 0939 0F358 07327 0572 05435 05551 0686 05825 05402 07179 05226 06267 05259
05474 0511 07644 0863 07151 0F97 05836 05293 0F3 0703 0758 08335 05539 05022 05364
05077 08316 0732 05762 05908 0537 05295 07584 05493 06445 05684 07305 05531 07345
05743 10641 07358 07304 0,53555 09255 0729 07248
05924 12147 07667 0,5659 07314 07511 07205
1,06 05589 0,7952 06981 | 0,7953
0,357 0548 0,7685
05234 0,5354
1 DB73 0,7043
0,5651
0,9754
1,05324
1 1462
1,2189
05765

FiG. 7.7: Estimation du frottement par la méthode d’'indenteurlss profils originaux échan-

tillonnés a 2.5 microns.
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7.1 Interpolation de profils routiers

Echantilon|03-0007 |03-0009)03-001103-0013|03-001 5[03-0017|03-0020|03-0021 |03-0022 | 03-0024 | 03-0027 |03-00238| 03-0030|03-0032| 03-0033| 03-0035
SRT 057 073 | 053 | 073 | o054 | o076 | 055 | o5s | 052 | oB4 | o049 | 083 | 05 | ogs | 058 | o7s
Moyenne |04129 | 054 |03325|05101 | 04045 (04632 | 03737 | 04576 | 03624 | 04699 | 03184 | 0402 | 0,356 | 03685 |0,3095 | 04505
Détailz 04421 05615 05189 03658 05395 05814 04200 06406 03718 044 03362 04485 04895 03041 03137 04122
04113 03073 03094 04913 03551 04432 03709 03587 03627 04877 03255 05964 03717 02926 03357 03834
03585 04173 02774 05543 03456 05147 04447 0435 0267 05951 02187 05392 03574 0228 03852 05402
04576 10547 04165 03089 04995 03973 03208 05535 03104 04725 03151 04224 03186 0337 02505 05326
0513 07177 03225 03735 04701 04971 03027 04042 03756 04541 02897 0401 04377 08131 03323 04258
03743 04028 05885 03772 0345 04637 04267 04893 03657 04523 041 03701 042683 02826 03119 04409
04319 03955 0255 05412 04763 04654 03328 03922 03578 05112 02682 04495 03385 02616 02845 05065
02655 0F707 02895 05231 04434 04438 0322 03595 04809 04051 03636 03525 03216 05404 02564 03565
02821 05336 03416 05495 03683 05548 05167 05347 03923 04081 02451 04495 03192 03876 02935 0434
03095 04228 03295 04941 05263 05347 02968 03781 0421 05125 02534 03342 0438 03414 0386 0412
07042 04058 03142 0F262 0319 03154 04051 05253 04652 0509 02815 0369 03479 03651 033 04945
02259 0411 02906 05555 02072 03369 03265 04627 0,392 05401 03697 0354 03329 03964 02428 05754
0345 04201 02349 04317 05323 0381 03945 05262 02707 0417 03416 036816 04095 04482 04455 04021
04597 0561 02453 05222 03183 04379 03534 03138 03293 03886 03053 03783 03736 03241 02704 0463
04336 02995 02839 04405 04153 04439 03272 03752 04423 03522 03548 0458 03045 02408 03832
03554 03761 02952 07486 03113 04097 04154 04542 02402 03071 03778 045 02752 0447
04559 05344 03702 05457 0,5803 04637 0397 035836
04276 0F038 04005 0,4254 03183 03323 04164
0,491 02222 04515 0,351 03591
05336 03438 0,4545
03727 0,5596
04575 04583
0,3511
0 4657
05237
0,5975
0,586
0,3685

FiG. 7.8: Estimation du frottement par la méthode d’indenteur leg profils & 10 microns

apres in

terpolation vers 2.5 microns.
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7.2 Débruitage

7.2.1 Position du probleme

On dispose de profils routiers échantillonnés a 2.5 micidastimation du frottement sur ces profils par
la méthode d’'indenteur conduit a une correlation médiogee & frottement SRT. Toutefois il s’agit des
mesures les plus fines dont on dispose puisqu’on atteiritite$ de résolution du capteur. Pour que ces
données soient utilisables, il est nécessaire d’envisagertechnique de pré-traitement avant d'utiliser
le modéle de frottement.

En observant les coefficients d’ondelette de ces signaudét@mtte un comportement caractéristique
des signaux bruités. En effet, d’'une maniére généraleplefficients d’'ondelette du bruit sont du méme
ordre a toutes les échelles alors que pour un autre sigsatpkfficients ont tendance a décroitre avec
les échelles. Par conséquent, a partir d’'une certaineléches coefficients du signal original deviennent
négligeables face a ceux du bruit. Cet artefact se traduitgmparition d'un plateau dans la représenta-
tion du logarithme des coefficients d’ondelette en fonctder’échelle. Les coefficients d’ondelette des
signaux a 2.5 microns dont on dispose présentent ce compantecaractéristique (voir figure 7.9).

FiG. 7.9: Logarithmes des coefficients d'ondelette d’un sigchbétillonné a 2,5 microns au
dessus d’un point en fonction de I'échelle. En pointilles, legressions des logarithmes des
coefficients d’'ondelette selon les échelles considéréesidression sur les hautes fréquences
donne une droite horizontale, caractéristique de la présette bruit.

On peut donc espérer que des techniques de débruitage waipaméliorer les résultats de corrélation
entre les frottements SRT et le calcul de frottement pardarigue d’indenteurs. Les signaux "brut"
donnent une corrélation de476 ce qui est une corrélation tres médiocre.

Plusieurs techniques de débruitage présentées dans irettapn été essayées : le Multifractal Pum-
ping, Le débruitage Multifractal et le débruitage multifi@ Bayesien. La technique classique de Hard
Thresholding a aussi été utilisée. Les meilleurs résudaterme de corrélation avec le frottement SRT
sont obtenus grace a une technique développée dans ce daclemdbruitage multifractal Bayesien
(3.8.4 et [VLO03]). La technique classique de Hard Thresingldionne tout de méme de bons résultats
(voir figure 7.14 a droite).

A l'encontre de la méthode d'interpolation présentée piéoément, les méthodes de débruitage néces-
sitent en général un parametre, le paramétre de débruffagparameétre doit &tre optimisé ce qui sera
présenté dans la section 7.2.2.

Nous reprenons le profil qui nous avait servi d’exemple dargettion 7.1.1. Pour illustrer la mé-
thode, on applique sur ce profil un débruitage Bayesien angzatamétre de débruitage égal a 1. Le
profil est trés lissé comme on peut le voir sur les figures AX0l4. La régularité du profil est fortement
augmentée. Les fonctions de Holder confirment ce résulbat fijgure 7.12).

On applique maintenant a ce profil le calcul du frottementl@anéthode d’indenteur. Puisque le
profil a été tres lissé par le débruitage, de nombreux indentaventés par le bruit ont été supprimé.
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Profil débruité
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FiG. 7.10: Débruitage d’un profil routier échantillonné a 2.5 min. Haut gauche : profil ori-
ginal a 10 microns. Haut droite : profil débruité. Bas gauctmuperposition du profil original
et de sa version débruitée, zoom.

7.2.2 Application au calcul du frottement

Aprés avoir montré sur un profil en particulier les modifioat engendrée par la technique de dé-
bruitage que nous proposons, on applique maintenant &haple des profils un débruitage afin de tenter
d’augmenter la corrélation entre le frottement SRT et l&¢draent calculé par la méthode d’indenteur.

Seuil optimal de débruitage

Comme nous I'avons mentionné, il va falloir déterminer leilseptimal de débruitage. On se sert des
signaux dont on dispose comme d’'une classe d’apprentis€agtait varier le paramétre de débruitage
et pour chaque valeur on calcule le frottement sur les profitsnus. Ce frottement est ensuite corrélé
avec le frottement SRT. Le seuil optimal est celui nous dohfemeilleure corrélation. L'évolution de
la corrélation en fonction du parametre de débruitage psésentée figure 7.14. On montre cette courbe
seulement pour le débruitage Bayesien qui donne la meadllearrélation et pour la méthode classique
de Hard Thresholding. Pour ces deux méthodes, I'évolutila dorrélation en fonction du parameétre de
débruitage présente un maximum qui détermine le paramptimal de débruitage. Comme on peut le
constater, pour la méthode de débruitage Bayesien, le paaoptimal de débruitage est 1 ce qui donne
une corrélation de 0.86 et pour le Hard Thresholding le sgtimal estA\ = 18 pour une corrélation de
0.81.

Corrélations

Maintenant que le paramétre de débruitage est détermirggrmidere la nouvelle famille de profils
obtenue aprés débruitage multifractal Bayesien. Ces it ensuite soumis au calcul de frottement
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par la technique d’indenteurs. On représente sur la figdfel&s divers résultats obtenus (voir table 7.16
pour les détails des valeurs). Ces résultats sont compa@sxeobtenus sur les signaux a 10 microns,
ceux a 2.5 microns et ceux sur les signaux interpolés. L&lkdion obtenue avec le frottement SRT est
de 0.8565 (comme on pouvait le voir en considérant le maxiraunia figure 7.14). Le pré-traitement
proposé est donc trés adapté a I'amélioration du calculattefnent.

Echelles les plus modifiées

Comme on obtient de bons résultats aprés le débruitage giesusi échantillonnés 25 microns, il
est naturel de se demander quelles sont les fréquencestgtiéde plus modifiées par notre technique
de débruitage. Pour pouvoir mener cette étude on doit reicesent travailler sur des profils ayant la
méme longueur (et ainsi le méme nombre d'échelles de décgitigm). Un compromis a donc été fait
entre le nombre de profils étudiés et la longueur de ces pr@fitsn’a conservé pour notre étude que
les profils ayant plus de'° points et on les a ramené a cette dimension. Bien entendn,déeoule
que les corrélations avec le frottement SRT sont modifiées gue le seuil optimal de débruitage. Les
signaux ne sont débruités que sur les échelles 7 a 10 (paamtgde caractere minimax de la méthode
de débruitage). Par conséquent on ne touche qu’'aux frégsi€hautes) correspondant aux longueurs
2.5 — 30u. Le seuil optimal passe de 1 a 1.2 et la corrélation obtenudee3.9 (voir figure 7.17).

Pour déterminer les fréquences les plus modifiées par |eidgdpe, on débruite tous les signaux avec
le seuil optimall.2, puis on compare le signal original au signal débruité éehmdr échelle. Encore
une fois, pour illustrer le cheminement observé, on reptésie 5éme profil de I'échantillo@3-0035
décomposé en somme de contributions d’échelles sur la figlie De la méme maniére, on décompose
le signal débruité. La figure 7.19 présente les échelles 7du Bignal original et du signal débruité.

On calcule ensuite I'écart normalisé entre chacune dedléstmur évaluer les plus modifiées par
le débruitage. Sur ce profil, on obtient :

Echelle 7 : 0.0429
Echelle 8 : 0.0254
Echelle 9:0.0179
Echelle 10 : 0.0123

On effectue ce travail sur I'ensemble des profils, ce qui nmset d’obtenir les résultats suivants
en moyenne.

échelle 7 8 9 10
ecart | 0.1380 | 0.1006| 0.0766| 0.0732

La fréquence la plus modifiée est la 7éme en partant des Haggeences, c’est a dire que I'on modifie
des longueurs entre 15 et 30 microns (autour de 20 microns).

7.2.3 Conclusion

Le capteur utilisé en limite de résolution (2.5 microns) memes profils entachés de bruit et les
rendant inutilisables pour le calcul du frottement. Le délage de ces signaux permet de retrouver les
bonnes propriétés des indenteurs et améliore ainsi lalaboré entre le frottement SRT mesuré et le
frottement estimé. Certaines échelles sont plus sensiblpsé-traitement proposé ce qui pourrait laisser
penser que le bruit d’acquisition se situe dans des longu#ande de I'ordre de 20 microns.
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Profil original échantilonné & 10 microns

Profi interpolé 2 fois
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Profil original échantilonné & 2.5 microns
T T T T T
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Profil débruité
T
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Profi débruié par HT
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L L L L L L L L L
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Fic. 7.11: Comparaison des diverses version d’un méme profimzdtaut Gauche : profil
original & 10 microns, haut droite : profil interpolé, miliegauche : profil original a 2.5 mi-
crons, milieu droite : profil débruité. En bas a gauche : sypition des diverses versions
a 2.5 microns. Traits pleins : signal original a 2.5 micronisets : profil & 10 microns extra-
polé vers un profil a 2.5 microns, pointillés : signal a 2.5 rmits débruité. En bas a droite :
débruitage par Hard Thresholding.
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f A
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FIG. 7.12: Fonctions de Holder. Haut gauche : fonction de Holderpiofil & 10 microns
(moyenne 0.6428). Haut droite : fonction de Hélder du prdiigimal & 2.5 microns (moyenne
0.6169). Milieu gauche : fonction de Holder du profil a 10 micinterpolé (moyenne 0.9127).
Milieu droite : fonction de Holder du profil débruité (moyent.2684). Bas droite : fonction
de Holder du profil débruité par Hard Thresholding. Les ordéas de cette figure ne cor-
respondent pas a celles des autres figures car le Hard Thidisigoa trop lissé le profil. Par
conséquent, la fonction de Hoélder prend des valeurs tragéke
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FiG. 7.13: Detection des indenteurs et de I'échelle d’ondutatiBn haut a gauche : signal
original a 10 microns. En haut a droite : signal original a 2rbicrons. En bas a gauche,
signal & 10 microns interpolé vers un signal a 2.5 microns.b@a a droite signal a 2.5 mi-
crons débruité. Courbe bleu : profil routier, courbe rougechélle d’ondulation, ronds verts :
extrema locaux, points noirs : maxima locaux, points rougesnima locaux. indenteur est
défini comme le triangle formé par un sommet (point noir) etdeux vallées voisines (points
rouges). Le débruitage supprime un grand nombre d’'indestetimodifie fortement I'échelle
d’ondulation.
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FiG. 7.14: Evolution de la corrélation frottement SRT / frottemmesuré en fonction du pa-
rameétre de débruitage pour le débruitage multifractal Baiga (corrélation maximum 0.86 a
gauche) et le Hard Thresholding (corrélation maximum 0.&itaite).
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Frottement estimé

Frottement estimé

Profils originaux & 10 microns : corrélation = 0.777

Profils originaux & 2.5 microns : corrélation = 0.4760
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FiG. 7.15: Frottement calculé en fonction du frottement SRT.qDkaétoile représente un
échantillon. Le calcul est effectué pour chacun des profiis moyenné pour obtenir la va-
leur de I'échantillon. En haut a gauche, profils originauwhéatillonnés a 10 microns (corré-
lation : 0.777). En haut a droite : profils originaux échaldiinés a 2.5 microns(corrélation :
0.47171). En bas a gauche : profils échantillonnés a 10 mgmris interpolés a 2.5 microns
(corrélation : 0.79). En bas au milieu, profils échantill@sa 2.5 microns et débruités par dé-
bruitage Bayesien (corrélation : 0.8565). En bas a droitafits échantillonnés a 2.5 microns

et débruités par Hard Thresholding (corrélation : 0.8149).
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Echantillan|0:3-0007 |03-0008 |03-004 1 |03-001:3{03-001 5|03-004 7| 03-0020{03-0021 |03-0022| 03-0024|03-0027 |03-0028 | 03-0030|03-0032|03-0033| 03-0035
SRT 057 | 073 | o053 | o073 | og4 | o7 | oss | 0gs | o052 | oge | 049 | 0Bs | 05 | 088 | 059 | 07s
Mayenne | 02543 | 04045 | 02262 | 03357 [ 02754 | 03485 | 02507 | 03186 | 02523 [ 03274 |0,.2159 | 0,2634 | 0,2548 | 03207 | 02216 | 0,3229
Diétails 02721 07043 0292 03076 03533 05519 02551 04405 0291 03405 02137 03534 02513 02662 02258 03251
02945 0,372 02006 0336 02602 03379 03141 03758 02607 02806 02297 03217 02804 02834 01925 02407
02419 0F585 02335 0365 02793 03395 03075 02875 01375 03884 01925 03376 02383 0251 02867 03704
02563 0845 0376 01573 0427 03594 02555 03328 02325 04481 01752 0269 02286 02702 01882 03475
03157 058394 01934 02287 03247 03594 01529 02556 04082 03428 01573 02849 03177 11368 02457 03254
03382 03992 02834 0222 02355 03527 03423 03455 02944 02745 02872 0274 02937 04704 02357 033
0313 029 04733 02685 03328 03329 04957 02657 02415 0357 0448 03175 04876 01568 01551 03436
00926 0495 02153 01763 02373 0,352 02333 02951 02743 03425 02726 02576 0216 05444 01754 03202
03021 05524 0225 04174 02624 03299 04161 02453 02401 02403 0,245 02922 04831 0345 02051 02673
02903 02481 01966 04616 03052 03831 02099 03071 01804 03509 01706 02327 02701 02394 0282 02642
05224 02173 01952 06974 01933 03584 01907 04704 032058 03529 01652 01953 02487 0227 072535 03454
01443 02961 01855 03335 04191 01786 02147 02515 02456 03345 02029 0305 02485 02062 02372 04577
0,222 03579 01714 02789 03568 01845 02642 04317 02089 026582 02335 02545 03722 03008 02771 03086
03895 03232 02057 03354 02652 02293 02305 04532 01862 02286 01928 02107 02521 02638 02054 03172
02603 02174 02193 02356 0292 02866 0,269 02629 03061 019639 02386 02756 0209 01559 03058
02579 02617 01954 04151 02102 03405 02673 03825 02617 02092 02536 02643 02447 02929
02713 0,3242 02817 04432 0,3156 03383 01951 02345
03332 03893 02813 0,447 02332 04939 0232
04267 01481 0,3154 02157 02786
0,350 | 0,309 0,4085
0,3334 04429
0,264 05113
0,3306 0,302
0,3059
0,4403
04445
0,442
0,2472

FIG. 7.16: Estimation du frottement par la méthode d’indentewrlss profils a 10 microns

apres in

terpolation vers 2.5 microns.
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FIG. 7.17: A gauche : Evolution de la corrélation SRT / calcul intdir en fonction du seuil
paramétrant la méthode de débruitage. A droite : En absc&R&, en ordonnée le frottement
estimé par le calcul. Signaux a 2.5 microns (ronds) et déésuavec le seuil 1.2 (étoiles).
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FiG. 7.18: Decomposition d'un profil en somme de profils par éehdéllgauche signal original
a 2.5 microns et a droite signal débruité. Le débruitage rté @ppliqué que sur les hautes
fréquences par conséquent les basses fréquences soliqieksnd gauche et a droite.
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FiG. 7.19: Decomposition d’un profil en somme de profils par éeh&thelles 7 a 10. En bleu
signal original a 2.5 microns et en noir signal débruité.
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7.3 Corrélations Multi-échelle

Le frottement découle de la contribution de plusieurs éeb@le micro-texture. Ces contributions ne
sont pas forcément équivalentes. Dans ce chapitre, onagevisne technique pour faire apparaitre les
échelles les plus importantes dans le frottement. K. HimgnNakamura, A. Kawamura et K. Saito ont
montré par analyse spectrale dans [HNKSO00Q] que la plagendgiéur d’onde la plus importante pour le
frottement était comprise entre 10 microns et 1000 micrbes profils sur lesquels nous travaillons font
une longueur d’environ 2500 microns et on dispose d’un édltamage a 2.5 microns. Par conséquent
nous recouvrons la gamme de fréquences étudiée dans [HNKES00us allons essayer de determiner
dans cette zone les échelles prépondérantes.

7.3.1 Précision sur les corrélations de référence

Certains profils avaient été mis de cotés pour I'étude deslliéshies plus débruitées. On avait alors
évoqué le fait que les corrélations entre les frottementulés sur les profils restant et les frottement
SRT étaient modifiées. De la méme maniere on souhaite maitetisposer d’un nombre suffisant
d’échelles a étudier, ce qui nous a amené une nouvelle f@pastenir compte de ce nombre négligeable
de signaux possédant trop peu de points. Nous avons doratcrdéc nos correlations "de reference”
(originaux a 10 microns, originaux a 2.5 microns, extrapotibruités) pour ces mémes signaux afin de
pouvoir comparer nos résultats, en terme de corrélatidre &% techniques "multi-échelle” et les autres.

Les profils considérés par la suite sont classés par édbastiét par numéro d'acquisition dans le
tableau suivant :

03-0007: [1 :18] 03-0009: [2, 6, 7, 10 :15, 17, 19, 20, 22 25, 27, 28]
03-00011: [1 :20] 03-0013:[1 :3, 6 :17]

03-0015: [1 :16] 03-0017: [1 :22]

03-0020: [1 :16] 03-0021: [1 :14]

03-0022; [1 :15] 03-0024: [1 :16]

03-0027: [1 :4, 6 :19] | 03-0028: [1 :19]

03-0030: [1 :18] 03-0032: [1 :4, 6 :16]

03-0033: [1 :16] 03-0035: [1 :16]

Les nouvelles corrélations de référence sont recalculées :

signaux echantillonnés a 10 microns | 0.81
signaux echantillonnés a 2.5 microns | 0.41
signaux a 10 microns extrapolés a 2.5 micror& 81
signaux a 2.5 microns débruités 0.90

7.3.2 Position du probleme

On propose une technique pour maximiser un critére muttele par pondération selon les échelles.
En effet, on pense que les échelles ne contribuent pas efasméme maniére au frottement. C’'est un
résultat trées général car applicable a n'importe quelleegdethnique de calcul de frottements, ainsi qu’a
n'importe quel critere susceptible d’avoir des propriété#@rentes selon I'échelle considérée.

L'échantillon E contientp profils. Chacun de ces profilsprésente un frottement moyen a I'échelle
p

pourj = 1..n que I'on noteug ; ;. On obtient un frottement moyeny ; = % > uej aléchellej
i=1

pour I'échantillonFE.
On deéfinity g g0 COMMe étant une combinaison linéaire ggsar échelle.
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M E. global = Z)\jﬂE,] - ZZA]MEJJ (71)

21]1

A partir de cette écriture, on souhaite maximiser la cofi@lede notre frottement estimé avec le frotte-
ment SRT mesuré en effectuant une optimisation sur le vedteti [A1, Ao, ..., \,,].

Critére a maximiser

Proposition 7.3.1
Le vecteurA = [Aq, ..., \,,] maximisant la corrélation entre

Y =[Y1,....,Yn,]

n n
et X = Z}\le,j,..., ZAjXNe,j est

A =P YA tPT (7.2)
avec
Ne Ne
T = Z [Y, — (V)] Z Xel,]] Z [Y, — (V)] Z Xel,j]]

e=1 € el=1 e=1 € el=1

Ne
A= (Z [ Z Xel,j] [ ek — Z Xel,j])

e=1 € el=1 Ne el=1 "

s

et P la matrice de passage de la diagonalisationAleers A.

Corollaire 7.3.1
Le vecteurA = [Aq,..., \,] maximisant la corrélation entré RT" = [SRT1, ..., SRTN,] €t jigiopar =

n n
PORVILR AN /\juNe,j] est
j=1 j=1

A =P YA PT (7.3)

avec

e

N, Ne
A= (z [ue,j—N% > uem} [ue,k S )
el=1 el=1

Mz

Ne Ne Ne
[SRT <SRT>] |::ue,1 - NL@ 12_1 ,uel,j] Z [SRT <SRT>] Hemn — NLE 12_1 ﬂel,jj”

Il
—

®

e=1

et P la matrice de passage de la diagonalisationNevers A

Preuve
On prouve le corollaire. Maximiser la correlation revienmaximiser la quantité suivante.

COV([E )xj,ueu, Z /\j/LeQJ, vey Z Aj#en,j], [SRTI, SRT2, ceey SRT’I’L])
CORR = = (7.4)
[SRTL....SRT™n] [22 Njher,js 22 Njheg,jro 2o Njten. ]
J=1 J=1 J=1
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On peut se contenter de maximisépuisque I'écart type du vecteur de frottement SRT est unstaate.

COV([ )xj,ueu, z /\j,LLGQ,j, ey Z Aj#en,j], [SRTI,SRT2, ,SRT’I’L])
=1 Jj=1 Jj=1

J n n n
(22 Njtter,5> 22 Njtteg.joes D0 Ajben,j]
Jj=1 Jj=1 Jj=1
Ne n 1 Ne n
D03 Asttess = ;32 3 Ajtie) (SRT. = (SRT))]
A="2 S (7.6)
Ne n 1 Ne n )
22 (20 Ajheg = N7 22 20 Ajthej)
e=1 j=1 e=1j=1
avecNN, le nombre d'échantillons. On pose
1 &
se = SRT, — (SRT) €t ficj = jiej — 7 > ey (7.7)
€ e=1
On obtient donc :
Ne n
21( Zl AjPe,j)Se
A= L= (7.8)
Ne n
Z ( Z )‘jﬂed)
e=1 j=1
Enfin on pose
Ne
Ty = Z SeTle] (7.9)
e=1
D’ou .
2 AT
A= = (7.10)
Ne n
2. (20 Ajhej)?
e=1 j=1
21 AT N
A= nj_n avec ;s = Y Tlejflek (7.11)
\/ > AjAkOjik !
j=lk=1
On peut réécrire sous forme matricielle.
(AT)
A= 7.12
VIAAA ( )

Or A est symétrique et définie positive. Par conséqueest diagonalisable. Aingh = P~YAP, avec
P~ = P (puisqueDelta est symétrique) el diagonale a valeurs propres positive. Ainsi, on peut
définir la matrice® = V/A.
On peut donc écrire

(A, T)

A= (7.13)
VIAP-T0OPA
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Ort@ =0etP~! = tPdonc

(A, T)
A= Jxireoph (7.14)
Ao AT (7.15)

V/H(OPA)OPA

On poser = ©OPA doncA = PO~ 1y,
Ainsi on obtient

A= B (7.16)

Oor(Pto~tv,T) = (v, {(P7tOHT) = (1,071 PT)
Par conséquent, si on poBe= ©~!PT, on obtient

A est donc maximum lorsqué et v sont colinéaires.

v=TOPA=0"'PT & A=P ' (A)'PT

Donc le A qui maximise A est donné par

A =P YA IPT (7.17)

Résolution sous contrainte de positivité

Les racines maximisant notre critére peuvent étre négatirmériquement. Toutefalsest un vecteur de
pondération, ce qui pourrait impliquer que ses composauiest positives. On résout donc le probléme
sous contrainte. On doit toutefois s'interroger sur le s#ns poids négatif pour une échelle. Cela
pourrait correspondre a une échelle de relaxation de la goeingui donc, au lieu de contribuer au
frottement, le diminue.

7.3.3 Application au frottements

On ne démarre le processus gu’a partir de la 3éme échellee§adl au programme d’indenteurs. En
effet, pour fonctionner, il faut étre sOr de détecter deimeurs sur le profil. Or lorsqu’on considére
les signaux reconstruits a partir des basses fréquencegstegas évident. Précisons que pour obtenir
LE,i ;, le frottement correspondant a I'échedldu profil j de I'échantillonE, on decompose le profil en
somme de profils (de la méme maniére que dans la section Fa&) e correspondant a une fréquence
déterminée. Ensuite on applique la technique d’'indenteurs

Corrélations

On obtient donc de nouvelles valeurs de référence en ternm@mélation, celles correspondant aux
échelles 3 a 8 pour les signaux échantillonnés a 10 micromsixeéchelles 3 a 10 pour les autres. Ces
valeurs se retrouvent dans la 1ére colonne du tableau swseas I'appellation "Orig". Il faut avoir

a I'esprit que non seulement on ne considére que les desnéteelles mais que de plus la méthode
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de calcul de frottement par indenteurs est non-linéairestddourquoi ce sont de nouvelles valeurs de
référence. Nous sommes décu par la valeur de référencésigrigux débruité" car on ne s’explique pas
cette valeur relativement faible. Aprés notre optimigation obtient les corrélations suivantes :

orig plus/moins | plus
signaux echantillonnés a 10 microns 0.7155 0.8747 0.7957
signaux echantillonnés a 2.5 microns 0.577 0.9441 0.7284
signaux a 10 microns extrapolés a 2.5 micron®.7275 0.945 0.8207
signaux a 2.5 microns débruités 0.607 0.9243 0.6617

La colonne "plus/moins" correspond au corrélations ot#ergrace a nos vecteurs de pondération issus
de l'optimisation. La colonne "plus" correspond a celleseabes aprés résolution sous contrainte de
positivité. La méthode d’extrapolation combinée a la tégh@ multi-échelle donne un excellent résultat.

Vecteurs de pondération

poids obtenug plus/moins plus moins || fréquence| longueur
1.0793 0.21506 0 échelle 3| 320 microns
3.6703 0.73133 0 échelle 4| 160 microns
10 microns -1.2794 0 -0.30406|| échelle 5| 80 microns
-4.0086 0 -0.95265|| échelle 6| 40 microns
3.2248 0.64257 0 échelle 7| 20 microns
0.38906 | 0.077524 0 échelle 8| 10 microns
poids obtenug plus/moins plus moins || fréquence| longueur
1.3391 0.17051 0 échelle 3 | 320 microns
6.3315 0.80622 0 échelle 4 | 160 microns
-1.8882 0 -0.33562|| échelle 5| 80 microns
2.5 microns -4.069 0 -0.72324|| échelle 6 | 40 microns
1.0572 0.13462 0 échelle 7 | 20 microns
4.1518 0.52867 0 échelle 8 | 10 microns
-3.3956 0 -0.60356|| échelle 9| 5 microns
1.1992 0.152700 0 échelle 10| 2.5 microns
poids obtenusg plus/moins plus moins || fréquence| longueur
0.16168 | 0.02925 0 échelle 3 | 320 microns
3.7499 0.67842 0 échelle 4 | 160 microns
-2.0222 0 -0.51892|| échelle 5| 80 microns
extrapolés 0.37814 | 0.068413 0 échelle 6 | 40 microns
0.63128 | 0.11421 0 échelle 7 | 20 microns
-3.3111 0 -0.84965|| échelle 8| 10 microns
3.9903 0.72192 0 échelle 9| 5 microns
-0.36589 0 -0.09389|| échelle 10| 2.5 microns
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poids obtenug plus/moins plus moins || fréquence| longueur
0.76503 | 0.077791 0 échelle 3 | 320 microns
4,1845 0.4255 0 échelle 4 | 160 microns
-2.3321 0 -0.223 échelle 5| 80 microns
débruités 0.94747 | 0.096343 0 échelle 6 | 40 microns
-3.876 0 -0.37064|| échelle 7 | 20 microns
8.7663 0.89139 0 échelle 8 | 10 microns
0.93471 | 0.095046 0 échelle 9 | 5 microns
-9.4287 0 -0.90161|| échelle 10| 2.5 microns

Stabilité

Le poids des contributions des échelles au frottement aldého par apprentissage sur I'ensemble

des profils de chaque échantillon. La corrélation entredgement SRT et les frottements calculés puis
pondérés par échelle

On va maintenant regarder quelles sont les échelles quitentrypour le frottement et si elle sont stables.

On effectue cent tirages aléatoires. On prend au ha%a]‘els signaux de chacun des échantillons et
on effectue la pondération des échelles. Ensuite on congutbien de fois chacune des échelles est
considérée comme une échelle qui "compte”, c’est a dire gu@aids est parmi les 3 plus gros.

échelle || 10 microns

2.5 microns| extrapolés| débruité longueur
3 63 49 12 15 320 microns
4 98 95 84 76 160 microns
5 10 7 5 8 80 microns
6 0 11 32 52 40 microns
7 98 30 61 2 20 microns
8 31 84 3 91 10 microns
9 2 95 11 5 microns
10 22 8 11 2.5 microns

Conclusion : On constate un excellent résultat pour la technique diiatation. En effet la premiere
échelle créée (passage de 10 a 5 microns) semble trés ¢ixpldafrottement. D’autre part le débruitage
provoque un décalage d'importance vers les hautes fréqadratachées de bruit auparavant).
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Conclusions et Perspectives



232 Conclusions et Perspectives

8.1 Résultats obtenus

Le premier résultat est simplement la confirmation d’'ungpébé déja évoquée dans plusieurs tra-
vaux. On se sert d'outils d’analyse fractale pour montrefrdatalité des profils routiers. Bien que ce
résultat soit connu, il fallait en avoir la confirmation pgustifier notre étude.

Dans la partie théorique de cette thése, nous avons propesééthode d’estimation de I'exposant
de Holder. Les résultats numérigues présentés dans cerelraphntraient un bon comportement de notre
estimateur. Dans la partie appliquée, cette méthode mli@stin combinée a une utilisation appropriée
des résultats obtenus (histogrammes des fonctions de Hipkelenet de classifier en terme de frottement
les échantillons de profils routier dont nous disposons.

Puisque I'exposant de Holder donne de bons résultats paaridatérisation des profils, nous avons
appliqué naturellement les apports théoriques de cetse th&analyse de la régularité Holderienne sur
les profils routiers. La méthode d’interpolation Holderieret ses bonnes propriétés théoriques permet
de magnifier la technigue de calcul de frottement initiéeNdiamh-Tan Do sur le modeéle de Stéfani. Cet
outil semble donc constituer un pré-traitement spéciaitrmdapté aux signaux pour lesquels le capteur
n'a pas renvoyé les échelles les plus fines (signaux a 10 nsicro

D’autre part, lorsque I'on se place aux limites de résotutia capteur (signaux a 2.5 microns), I'ac-
quisition est perturbée par un bruit. Cet artefact peut@imprimé en appliqguant une des techniques de
débruitage pour laquelle on a montré dans la partie thé®uaguoon comportement théorique. Une nou-
velle fois, ce pré-traitement des signaux améliore la tatich entre le frottement calculé et le frottement
SRT.

On a donc deux solutions de pré-traitement des profils pountirager a analyser les mécanismes
du frottement entre un pneumatique et une chaussée. Sohliasitade mesurer des profils avec une
relativement faible résolution puis on les interpole, switdécide de se placer aux limites du capteur
puis on effectue un débruitage multifractal Bayesien.

8.2 Perspectives

Les perspectives ouvertes par cette these sont premieremenaractérisation locale du frottement
et deuxiemement une caractérisation compléte, locale kt@chelle. Les résultats préliminaires sur la
caractérisation locale sont trés prometteurs ce qui jesdifi une étude plus approfondie. On rappelle
dans cette section le modéle original puis on décrit lesneffients conduisant au modeéle local. Les
premiers résultats sur les profils imagine optic sont rqggeuwsur les figures 8.1 et 8.2.1. Ensuite on
propose une caractérisation compléete d’'un profil en ternfeottement et enfin le moyen de synthétiser
des profils ayant le frottement calculé souhaité.

8.2.1 Raffinement du modeéle de frottement
Modeéle original

Le modeéle tel qu'il a été congu par Minh-Tan Do prend en corpteéndenteur moyen (voir section
4.3.4). c’est a dire que pour I'implémentation, le chemieabest le suivant :
L'algorithme comprend I'analyse du profil routier et I'extition des indenteurs. Les angfesont moyen-
nés pour obtenir uf; » global et représentatif du profil analyse.
On récupére tous les angles de forme des indentediet bn assigne &; le vecteurx /2. Le vecteur des
co-tangentes est ensuite calculé puis moyenné. Nous atstelomc une co-tangente moyenne de I'angle
a1, Notécotan_cay et a partir de cette valeur une tangente "moyenne" (plussgmdent, I'inverse de
la co-tangente moyennéyn_ca;. Le calcul decotan_ao découle dé, » et decotan_a;. De la méme
maniere que pout;, on obtienttan_as.
On détermine les largeurs d’indenteur, en simplifiant ldjgnme, c’est a dire qui8 = 0 etl1 = (2 = L.
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La largeur moyennéi_moy est obtenue par la moyenne des distances entre les minienaldce temps
de passageél sur la partie descendante du motif est calculé a partiadea; et de la largeur moyenne
Li_moy. Alors que le temps2 de passage sur la partie montante du motif est obtenue parisgtion
et a partir deLi_moy.

On dispose donc d'un motif moyen et de temps de passage mpgansaractériser le profil d’analyse
en terme de frottements.

Modeéle local

On propose un raffinement de la méthode avec pour objectétirmhination d’un frottement local
afin de mieux caractériser chaque profil. Par conséquent galgaler un frottement sur chaque motif
du profil. Aucune moyenne n’est pratiquée. Les andles; et a; sont mesurés directement ainsi que
les largeurg1 eti2 qui peuvent désormais varier indépendamment.

Le nouvel algorithme fournit en sortie un vecteur de frotetregroupant les frottements locaux esti-
més.

On compare sur les figures 8.1 a 8.2.1 les deux méthodes. Bauoip établir une comparaison, on
moyenne le vecteur de sortie du raffinement présenté cidgeSar conséquent, on évalue les deux
possibilités : 1) Frottement sur un motif moyen ou 2) Moyedas frottements sur chacun des motifs.

Comme le lecteur pourra le remarquer, les corrélationsraligs sont quelques peu différentes de celles
données dans les chapitres précédents. Ces nuances soatldgaptation de I'algorithme original afin
de traiter les éventuels plateaux de maniere plus appmatiénodéle de Stéfani combinée a la prise en
compte de motifs entiers (modifications sur les bords).
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FiG. 8.1: Frottement calculé en fonction du frottement SRT. lte#eé sont obtenues par la
méthode originale et les ronds par le modéle local. A gauphafjls échantillonnés a 10 mi-
crons. A droite les profils échantillonnés a 2.5 microns. &mie de corrélation, le nouveau
modeéle fait passer de 0.8185 a 0.8205 pour les signaux a I@mnsiet de 0.4444 a -0.0682
pour les signaux a 2.5 microns.

8.2.2 Combinaison avec le modele multi-échelle

Dans la section 7.3.2, on décrit une technique donnant lesilootions au frottement des échelles
de décomposition d’'un profil. On propose maintenant de coemlget outil avec le modeéle local dans
le but de donner un pavage de I'espace temps-fréquenceasardl celui d'une grille dyadique mais
comportant des valeurs de frottements (voir figure 8.2.2).

On obtient ainsi une description compléte d’un profil en &ige frottement. Ce type de représen-
tation me parait parfaitement adaptée pour fonder une igebrde classification des profils dont les
criteres seraient le comportement inter-échelle et le ertament intra-échelle.
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FiG. 8.2: Frottement calculé en fonction du frottement SRT. Laikesé sont obtenues par la mé-
thode originale et les ronds par le modéle local. A gauchefilsréchantillonnés a 10 microns
interpolés. A droite les profils échantillonnés a 2.5 migralébruité. En terme de corrélation,
le nouveau modéle fait passer de 0.8483 & 0.6240 pour lesusigimterpolés et de 0.8881 a
0.9148 pour les signaux a 2.5 microns débruités.
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FiG. 8.3: Combinaison du modéle multi-échelle avec le modéld.lédcgauche, profil d’'ana-
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On peut se demander alors comment serait constitué un prafinmsant toutes les échelles de
frottement. Une fois ce probleme résolu, on peut tres aigésyathétiser un profil ayant ces propriétés
a partir du modele local.

8.2.3 Synthése de profils routiers

Les résultats sont présentés seulement sur une échelléanteitinique serait la méme sur plusieurs
échelles avec la méthode de décomposition présentée detmagire 7.3.

La méthode de calcul de frottement, présentée dans las€c8pest liée directement a la géométrie
des indenteurs présents sur le profil. Ainsi, on peut rédineclasse de profils a un seul signal, consti-
tué des indenteurs seulement. Tous les profils de cetteegimésenterons le méme frottement calculé
par la méthode d’'indenteur. Maintenant, si on modifie I'erdes indenteurs, I'échelle d’ondulation est
modifiée, mais le frottement généré par I'échelle de rugasiste le méme.

On propose dans cette partie de générer des signaux avkant@lonnage souhaité a partir de la
distribution des demi-angles des indenteurs et des degedas. Les paramétres d’entrée du modéle
peuvent étre déterministes ou stochastigues. Onao&t a; les demi-angles de l'indenteur ktet [y
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les demi-largeurs.

Exemples déterministes

Pour le premier exemple, on génére des indenteurs symesriqu
I1(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;
12(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;
echant=10;
N=300;
alphal=ones(1,N);
alpha2=ones(1,N) ;
Ce profil est illustré sur la figure 8.4.
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FiG. 8.4: Exemple déterministe de synthése de profils.

Exemples stochastiques

On a généré deux signaux avec les distributions suivangesd€fB.5.
alphal=ones(1,N).*abs(rand(1,N)) ;
alpha2=ones(1,N).*abs(rand(1,N)) ;
[1(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;

12(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;

A partir des vrais profils

On peut récupérer les valeurs des parametres de chacun ¢iés (e sortie de I'algorithme du
modele local par exemple) puis reconstruire ce profil dm@ent en mode indenteur (figure 8.6, ou
aprés mélange de ces paramétres (par 4-uplet, alors lé sygrlaétisé appartiendra a la méme classe de
frottement), par mélanges croisés (alors le frottemenighg ou enfin avec la méme distribution de ces
parameétres.
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FiG. 8.5: Exemples stochastiques de synthése de profils. Lesimaux présentés sont syn-
thétisés a partir de la méme distribution des angles et des-thrgeurs des indenteurs.
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FIG. 8.6: Synthése de profil en mode indenteur. Zoom et supaguoaidroite.
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FiG. 8.7: Mélange des paramétres d’'angle et de densité puis &yattie profil.
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