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Introduction générale et contexte de
I’étude

Préambule

Ce document est une version publique du rapport de these et ne correspond pas au mémoire qui a été évalué par
le jury. Les etudes menées a la SNCF sont confidentielles, ainsi une grande partie des travaux menés pendant la
these n’est détaillée dans ce document.

Contexte

Pour une compagnie de chemins de fer telle que la SNCF, la maintenance des installations de signalisation et de
son matériel roulant est une tache primordiale car elle impacte directement la ponctualité des trains et la sécurité.
La SNCF effectue des investissements importants en entretien afin de garantir un service stir et de qualité. Ces
investissements ne sont pas toujours suffisants pour enrayer le vieillissement des installations de signalisation et
du matériel roulant. Par exemple, un audit récent sur ’état du réseau ferré national frangais, voir [Rivier and
Putallaz, 2005], a mis en évidence que celui-ci vieillit malgré la maintenance préventive en vigueur entrainant
une perte de capital. Une conclusion de cet audit est que < la seule maniere de garantir la pérennité du réseau
consiste a investir pour rajeunir le patrimoine > & travers du renouvellement préventif. La SNCF entreprend des
études, dont cette these fait partie, afin de justifier la mise en place de nouveaux plans de maintenance pouvant
inclure du renouvellement préventif.

La défaillance d’une installation de signalisation entraine généralement des perturbations sur le réseau. Une
maintenance corrective a pour objectif de rétablir la fonction le plus rapidement possible afin de limiter ces per-
turbations. Les agents de maintenance remettent le systeme en fonctionnement, en réparant ou en remplagant
le ou les composants défaillants, sans effectuer d’actions supplémentaires. Une installation de signalisation est
régulierement entretenue selon un cycle de maintenance court allant de six & vingt quatre mois, afin de limiter
les effets de la dégradation engendrés par le passage des trains ou par les conditions météorologiques.

La défaillance d’un matériel roulant peut avoir pour conséquence d’annuler la circulation d’un train, dégradant
ainsi I'image de marque de la SNCF. La maintenance corrective de ce type de systeme peut nécessiter son trans-
port jusqu’a un centre de maintenance ce qui entraine des coiits importants en logistique et en indisponibilité.
Un matériel roulant est généralement soumis a des maintenances préventives groupées selon différents niveaux
allant de un & cing. Les niveaux un a trois représentent des maintenances courantes alors que les niveaux quatre
et cing représentent de gros travaux.

Le plan de maintenance préventive d’un systeme ferroviaire est défini par des experts SNCF, pouvant avoir a
leur disposition des indications de fiabilité fournies par le constructeur. Ces indications ne prennent pas conve-
nablement en compte le stress engendré par les sollicitations en conditions réelles, qui a pour effet d’accélérer
la dégradation. Ces informations ne sont donc pas suffisantes. L’étude du retour d’expérience par des méthodes
statistiques et probabilistes est donc nécessaire. Cette étude peut permettre d’évaluer des quantités pouvant
servir d’aide a la décision aux experts.

Ainsi, la SNCF meéne des études fiabilistes basées sur le retour d’expérience en exploitation dont 'objectif
est de déterminer, pour chaque systéme, une stratégie de maintenance préventive optimale afin de réduire sa
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dégradation. Le choix d’un plan de maintenance étant fortement contraint par son cotit, il est important d’évaluer
I'investissement qu’il engendre ainsi que son effet sur les défaillances. L’effet d’une stratégie de maintenance
préventive sur le fonctionnement du systeme est déterminé a travers I’évaluation de quantités fiabilistes telles
que la fiabilité, la disponibilité ou encore la durée moyenne de fonctionnement (Mean Up Time ou MUT). Le
calcul de ces quantités va permettre de comparer différentes stratégies de maintenance et ainsi de déterminer
celle qui est la mieux adaptée. Dans le cas d’une optimisation selon un critere économique, il s’agit d’évaluer le
plan de maintenance dont le cotit associé (comprenant 'investissement en maintenance préventive et les couts de
défaillance) est le plus bas possible. L’objectif est de trouver un équilibre entre ’effort en maintenance préventive
et un nombre de défaillances 'acceptable’. Deux situations sont a éviter :

e Maintenance excessive : les investissements sont excessifs par rapport a 'efficacité des maintenances,

e Maintenance insuffisante : la maintenance préventive ne parvient pas a réduire suffisamment la dégradation.

Selon [Rivier and Putallaz, 2005], la maintenance du réseau se trouve actuellement dans ce cas de figure.

Méthodologie

Le vieillissement des composants et la complexité des stratégies de maintenance étudiées nous obligent a avoir
recours & de nouveaux modeles probabilistes afin de répondre & la problématique. Les modeles probabilistes
que 'on peut trouver dans la littérature et qui sont classiquement utilisés obligent en effet a effectuer des hy-
potheses simplificatrices fortes ce qui diminue la pertinence des résultats. Nous proposons d’utiliser un processus
stochastique issu de la fiabilité dynamique nommé processus markovien déterministe par morceaux (Piecewise
Deterministic Markov Process ou PDMP). Un des enjeux scientifiques de cette theése est de montrer qu'un PDMP
est bien adapté dans le cadre de I’étude fiabiliste d’un systeme multi-composants maintenu. Ce processus n’est
pas, a notre connaissance, utilisé a ce jour pour répondre a ce type de problématique dans le milieu industriel.

L’évaluation des quantités d’intérét associées & un PDMP peut étre réalisée par différentes méthodes. Cependant
elles présentent chacune une limite qui nous empéche de les appliquer directement. Un objectif de cette étude
est d’améliorer une méthode de quantification, en 'occurrence un schéma de volumes finis, afin de 'adapter a
I’étude d’un systéme multi-composants vieillissants en vue de 1'optimisation de sa maintenance.

Les difficultés d’ordre numérique, associées & un schéma de volumes finis, peuvent étre de trois natures différentes :

e Un temps de calcul important : les nombreux calculs nécessaires pour utiliser le schéma de volumes finis
peuvent entrainer de longs temps de calcul ; cette limitation est une contrainte lorsqu’il s’agit d’optimiser une
stratégie de maintenance,

e Une place mémoire insuffisante : la quantification d’'un PDMP modélisant un systéme complexe peut nécessiter
une place mémoire importante du fait du nombre de composants vieillissants et de leurs dépendances,

e La difficulté d’implémentation du schéma numérique : cette limite peut rendre 1'utilisation de ce type d’algo-
rithme peu accessible, voire impossible.

D’un point de vue numérique, I’enjeu scientifique de cette étude est d’une part, de proposer des pistes d’amélioration

du schéma numérique en repoussant les trois limites citées précédemment et d’autre part, d’effectuer une étude

théorique de cet algorithme afin d’apporter une certaine confiance dans les résultats.

Nous proposons de décomposer ’étude fiabiliste d’un systéme pour 'optimisation de sa maintenance en plusieurs
étapes :

1. Etude fonctionnelle du systéme : cette étape consiste a comprendre le fonctionnement du systeme, a définir
les modes de défaillance de chacun de ses composants et leur impact sur le fonctionnement du systeme,
a comprendre la stratégie de maintenance effectuée jusqu’a présent et les stratégies envisagées par la SNCF,

2. Exploitation du retour d’expérience et des connaissances des experts : les données mises a notre disposition
sont nombreuses, il s’agit d’exploiter au mieux ces données et de proposer des modeles probabilistes adaptés,

3. Etude statistique et probabiliste des composants du systéeme : a partir des données issues du retour
d’expérience, des méthodes statistiques non-paramétriques et paramétriques sont utilisées pour modéliser
la durée de vie des composants éventuellement soumis a de la maintenance préventive,
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4. Modélisation du systeme par un PDMP : les résultats des estimations statistiques de ’étape précédente
servent de données d’entrée a un modele probabiliste de type PDMP qui prend en compte l'architecture
du systeme et la maintenance actuelle et envisagée,

5. Elaboration d’un modele économique : définition d’une fonction de colit prenant en compte le colt des
défaillances, des maintenances et du remplacement des composants,

6. Evaluation de la stratégie de maintenance actuelle : a I’aide d’un schéma numérique de type volumes finis,
différentes quantités fiabilistes (fiabilité, nombre moyen de pannes sur les X prochaines années, coit de
maintenance du systéme sur les X prochaines années) sont évaluées en considérant que la stratégie de
maintenance n’est pas changée. Ces quantités serviront de base de comparaison pour évaluer 'efficacité
d’une nouvelle stratégie de maintenance,

7. Evaluation et optimisation des stratégies de maintenance préventive proposées : a ’aide d’un algorithme
de type ’recuit simulé’, une stratégie de maintenance optimale est identifiée.

Plan de la theése

Le document est structuré en six chapitres :

1. Le chapitre 1 est un état de 'art des méthodes de modélisation systeme. L’objectif de ce chapitre est de
présenter les différents processus stochastiques utilisés en fiabilité pour modéliser des systémes ainsi que
les outils de quantification associés. Les processus sont introduits les uns a la suite les autres, du plus
simple au plus complexe. Chaque processus possede une contrainte de modélisation justifiant I'utilisation
d’un processus plus général : le processus markovien déterministe par morceaux (PDMP pour Piecewise
Deterministic Markov Process).

2. Le chapitre 2 présente I'algorithme numérique déterministe de type ’volumes finis’ retenu pour 1’étude.
Une démonstration de la convergence de cet algorithme est présentée. Ce schéma numérique présente des
difficultés dans le cadre de I’étude de systémes multi-composants. Nous proposons dans ce chapitre trois
types de méthodes pour surmonter ces difficultés.

3. Le chapitre 3 présente un cas-test classique issu de la littérature fiabiliste, sur lequel nous testons les
méthodes proposées dans cette these.

4. Le chapitre 4 présente différents outils de modélisation de la durée de vie d'un composant. Ces outils
permettent d’exploiter le retour d’expérience ; les résultats sont les données d’entrée du PDMP.

5. La méthodologie développée dans les chapitres précédents est appliquée a un systeme ferroviaire : un
systeme de climatisation équipant les TER 72500X. Ces systémes sont maintenus dans un établissement
de maintenance situé dans le Périgord. Ces systémes sont récents, les plus anciens ont été mis en service
depuis moins de dix ans. Cependant, il a été observé que le nombre de défaillances augmentait au fil des
années provoquant une augmentation des cotits de maintenance. L’établissement de maintenance s’est donc
interrogé sur un investissement éventuel en maintenance préventive. Dans ce cadre, un projet a été confié
a la Direction de I'Innovation et de la Recherche de la SNCF dont 'objectif est de proposer un plan de
maintenance préventif adapté au systeme de climatisation afin d’endiguer cette augmentation.

6. D’autres systemes ferroviaires, notamment une installation de signalisation, ont été étudiés. Ces travaux
sont confidentiels et ne sont pas présentés dans ce document. Afin d’illustrer une partie du travail réalisé,
le sixieme chapitre représente un article présenté au congres ESREL en septembre 2011.

Le document se termine par deux annexes. La premiere définit les différents sigles utilisés dans le document
ainsi que quelques notations. La deuxiéme présente un algorithme de recuit simulé que nous avons utilisé dans
I'objectif de minimiser une fonction de cotit.
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Introduction générale et contexte de ’étude




Chapitre 1

Etat de 'art : méthodes de fiabilité
systeme

1.1 Introduction

Un systeme est un ensemble de composants en interaction. L’étude fiabiliste d’un systeme consiste a évaluer
diverses quantités permettant de décrire son fonctionnent dans le temps. L’une des ces quantités est notamment
la fiabilité définie dans [Pages and Gondran, 1980] comme « laptitude d’un dispositif & accomplir une fonction
requise, dans des conditions données, pendant une durée donnée >. Les méthodes de fiabilité systeme permettent
de prendre en compte les dépendances entre les composants dues a I’architecture du systeme et a la stratégie de

maintenance.

Des processus stochastiques tels que les processus markoviens [Cocozza-Thivent, 1997], sont utilisés en fiabilité
pour modéliser ’évolution d’un systéme au cours du temps. La quantification de ces processus est réalisée soit
par des calculs analytiques quand cela est possible, soit a I’aide de simulations de Monte-Carlo, ou encore avec
des algorithmes numériques déterministes. Ces outils de quantification peuvent étre difficiles a utiliser pour des
personnes non initiées a ces méthodes. Des outils d’aide a la modélisation tels que les réseaux bayésiens dyna-
miques [Donat, 2009] et [Donat et al., 2010], les Boolean logic Driven Markov Processes (BDMP) [Bouissou and
Bon, 2003] et les Réseaux de Petri stochastiques (RAP) [Marsan et al., 1995] et [Zille, 2009] ont été développés.
Ces outils sont généralement couplés avec des algorithmes de calcul permettant la quantification des systémes
modélisés dans 'outil. Ils ont pour principe d’utiliser une représentation graphique intuitive d’un systéme.

Les processus aléatoires habituellement utilisés en fiabilité, tels que les processus markoviens de sauts et les pro-
cessus semi-markoviens [Cocozza-Thivent and Roussignol, 1997], ne sont pas suffisamment souples pour modéliser
les cas d’application industrielle étudiés lors de cette thése. En effet, les systémes étudiés possedent des compo-
sants vieillissants et sont soumis a des stratégies de maintenance rendant leur modélisation compliquée. Ainsi,
nous utilisons une classe de processus hybrides appelés les processus markoviens déterministes par morceaux (Pie-
cewise Deterministic Markov Processes ou PDMP en anglais) introduite par [Davis, 1984]. L’utilisation de ces
processus en fiabilité forme ce qu’on appelle la fiabilité dynamique. Les PDMP sont formés de deux variables :
une discrete décrivant 1’état du systeme et ’autre continue décrivant 1’évolution des variables environnemen-
tales qui influent et qui sont influencées par le systeme (la température, la pression, I’dge des composants du
systéme...). L’évolution de ces variables, que I’on nomme aussi variables physiques, est déterministe entre les
sauts aléatoires du processus discret et est définie par un systéme d’équations différentielles. [Devooght, 1997)
a été le pionnier pour l'introduction de processus hybrides dans des problemes de stureté de fonctionnement.
[Labeau, 1996] définit cette discipline comme < la partie de la stireté de fonctionnement qui étudie de maniere
intégrée le comportement des systemes industriels complexes affectés par une évolution dynamique continue
sous-jacente >. Dans nos cas d’application, les variables physiques du PDMP représentent généralement 1’age de
chacun des composants des systemes modélisés.

Dans un premier temps, nous présentons les principaux processus stochastiques utilisés usuellement en fiabilité,
tels que les chaines de Markov, les processus markoviens de sauts et les processus semi-markoviens. Les méthodes
permettant de quantifier ces processus, comme les simulations de monte-Carlo et les méthodes analytiques, sont
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ensuite détaillées. Pour finir ce paragraphe, nous présentons certains outils d’aide & la modélisation comme les
Réseaux de Petri stochastiques, les BDMP et les réseaux bayésiens dynamiques. Dans une deuxiéme partie, les
processus markoviens déterministes par morceaux sont détaillés. De la méme maniere que pour les processus
markoviens présentés dans le paragraphe précédent, nous présentons les méthodes de quantification des PDMP
telles que les simulations de Monte-Carlo et les méthodes numériques déterministes (algorithme de volumes finis
[Cocozza-Thivent et al., 2006a] [Eymard et al., 2008], le cell to cell mapping [Hsu, 1980] [Belhadj and Aldemir,
1995]). Ce chapitre se termine par la présentation des différents outils capables d’utiliser la modélisation par
PDMP et de la traiter numériquement tels que certains types de Réseaux de Petri [Medjoudj, 2006] [Khalfaoui,
2003] et les automates stochastiques hybrides [Castaneda, 2009].

1.2 Modélisation et quantification en fiabilité classique

1.2.1 Modeles stochastiques classiques

Les processus classiquement utilisés en fiabilité sont & valeur dans un espace d’état fini, ainsi ils sont présentés
dans ce cadre.

1.2.1.1 Les chaines de Markov

Une chaine de Markov a valeurs dans un espace fini F est un processus stochastique a temps discret qui bénéficie
de la propriété de Markov. Cette propriété se traduit par le fait que la prédiction du futur a partir du présent
n’est pas rendue plus précise par des éléments d’information supplémentaires concernant le passé, car toute
I'information utile pour la prédiction du futur est contenue dans I’état présent du processus.

Définition 1. La chaine (X,), s, est une chaine de Markov a valeurs dans E si, pour tout entier strictement
positif n et tous ig, -+ ,in dans E avec P(X,_1 = ip_1, Xn_2 =tin_2, -, X1 = i1, Xo = 40) # 0, nous avons

P (X = in|Xn-1 =tn-1,Xn-2 =in_2,.... X0 = 10) = P(Xp, = in|Xpn—1 =in_1) (1.2.1)
Cette propriété se nomme la propriété de Markov faible.

On note p la loi initiale de la chaine de Markov, c’est-a-dire la loi de Xg.

Une chaine de Markov est décrite par une famille de matrice de transition (Qy),cy telle que Qni1(i,7) =
P(X,+1 = j|X, =1). La chaine de Markov est dite homogene si la matrice @,, ne dépend pas de n. Dans ce cas
la matrice de transition est notée Q. Par la suite, nous étudions les chaines de Markov homogenes qui sont le
plus souvent utilisés en fiabilité.

Si I’évolution d’un systéme est modélisée par une chaine de Markov, les quantités fiabilistes, par exemple la
fiabilité et la disponibilité, s’expriment en fonction de la matrice de transition @. Nous rappelons les définitions
de la fiabilité et de la disponibilité dans le cadre général.

Définition 2. La disponibilité a linstant t est la probabilité que le systeme soit en marche a l'instant t. Elle
s’exprime de la facon suivante, avec Xy U'état du systéme a l'instant t et M 'ensemble des états de marche :

D(t) = P(X, € M) (1.2.2)

La disponibilité d’un systeme & 'instant n modélisé par une chaine de Markov s’obtient de la fagon suivante :

D(n)= > n(i)Q"(i.j) (1.2.3)

(i,5)eM?

Définition 3. La fiabilité a l’instant t correspond a la probabilité que le systeme n’ait pas subi de défaillance
avant Uinstant t. Soit T Uinstant de la premiére défaillance, la fiabilité s’exprime de la facon suivante :

R(t) =P(T > t) (1.2.4)

Afin d’évaluer la fiabilité, nous définissons une autre chaine de Markov dont les états de panne sont absorbants.
Soit P I’ensemble des états de panne et M ’ensemble des états de marche du systéeme. Soit ) la matrice de
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FIGURE 1.1 — Le graphe de Markov associé a I’exemple 4

transition associée a la chaine de Markov pour laquelle on considere que les états de panne sont absorbants. é
est telle que :

Q(i,j) siieMetjekFE
Qi,j) =140 siiePetjeE\{i (1.2.5)
1 siicPetj=i

La fiabilité d’un systeme modélisé par une chaine de Markov s’obtient de la facon suivante :

Rm)= 3 n(0)@"(0.5) (1.2.6)

i€EjEM

Exemple 4. Pour illustrer lutilisation d’une chaine de Markov en fiabilité, prenons l'exemple d’un systéme
de deux composants indépendants en parallele. Le systeme tombe en panne lorsque les deux composants sont en
panne. Aucune réparation n’a lieu tant que le systéme fonctionne. Ces deux composants subissent une sollicitation
chaque heure et ne peuvent tomber en panne que lors de leur sollicitation. Lorsque les deux composants sont en
panne, ils sont réparés l’heure suivante. L’état du systéme est déduit de l’état des composants et nous notons 1
pour un composant en marche et 0 pour un composant en panne. Soit (Xy),~q la chaine de Markov décrivant
létat du systéme heure par heure. Notons p1 la probabilité que le composant 1 tombe en panne lors d’une
sollicitation et po la probabilité que le composant 2 tombe en panne lors d’une sollicitation. Soit @) la matrice de
transition la chaine de Markov et E l’espace d’état. E = {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}.

(1=p1)(T=p2) (I—=p1)p2 (1 —p2)p1 p1p2

Q: 0 1_p1 0 P
0 0 1 —p2 P2
1 0 0 0

Le graphe de Markov associé a cette chaine est donné dans la figure 1.1. Chaque fléche correspond a une transi-
tion possible de ’état d’ou part la fleche vers [’état ou elle arrive. Une fleche qui part et qui pointe sur le méme
état signifie que partant de cet état, le systéme peut ne pas changer d’état. A chacune d’entre elles est associée
une probabilité qui correspond a la probabilité que la transition décrite par la fleche se produise. Ces probabilités
sont les éléments de la matrice Q.

Cette classe de processus ne permet pas la modélisation d’un processus & temps continu, ce qui en fiabilité, est
souvent nécessaire. De ce fait, les processus markoviens de sauts et semi-markovien sont souvent utilisés pour
modéliser des systémes en fiabilité. Une description détaillée de ces processus peut étre trouvée dans [Cocozza-
Thivent, 1997].
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1.2.1.2 Les processus markoviens de sauts

Soit £ un ensemble fini et (X;),-, un processus a trajectoires continues a droite avec limites & gauche, a valeurs
dans E. B

Définition 5. Le processus (X;),~ est un Processus Markovien de Sauts (PMS) (homogéne) si pour tout n, tous
0<ty <ty <ty <tpy1, et tous ig,i1, - ,iny1 dans E tels que P(Xy, = ig, Xy, = i1, -+, Xy, = in) # 0,
nous avons :
]P (Xt = in+1‘Xt0 = 7;0, th = 7;1, e 7th == Zn) = IP) (th+1 = in+1|th = Zn)
= Ptn+1_tn (in’in-‘rl) (127)
(Pi(i,5)); jep est le noyau (ou semi-groupe) de transition du PMS au temps t. La loi initiale d’un PMS, c’est-
a-dire la loi de X, est notée p.

n+1

Un PMS est aussi appelé une chaine de Markov temporisée. Comme une chaine de Markov, un PMS saute d’état
en état au cours du temps, la différence réside dans le fait que la durée entre deux sauts successifs d’'un PMS suit
une loi exponentielle alors que, pour les chaines de Markov, cette durée suit une loi discrete de type géométrique.
Chaque transition d’'un PMS est associée a un taux de hasard constant, en fiabilité cela correspond souvent a
un taux de panne ou un taux de réparation. Le taux de transition de 1’état i vers I’état j est noté A(i, 5). Si l'on
pose A(i,i) = — ZjeE\{i} A(i, j), la matrice A correspond alors & la matrice génératrice du PMS et la loi de la
durée avant le saut du PMS lorsqu’il se trouve dans I’état i est une loi exponentielle de parametre —A(3, 7). La
matrice génératrice permet de calculer le noyau de transition d’'un PMS de la facon suivante :

P =4 (1.2.8)

Les quantités fiabilistes peuvent donc s’exprimer en fonction de la matrice génératrice. La disponibilité d’un
systeme modélisé par un processus markovien de sauts s’obtient de la fagon suivante :

D)= Y p(i)e (i) (1.2.9)

(4,9)eM?

Pour calculer la fiabilité d'un systéme modélisé par un PMS, on définit A correspondant a la matrice génératrice
du processus pour lequel les états de panne sont absorbants. A s’écrit de la fagon suivante, pour i # j :

g(z ) = A(i,j) siieMetjeFlE (1.2.10)
=0 siicPetjeE =

La fiabilité d’un systéeme modélisé par un processus markovien de sauts s’obtient de la fagon suivante :

Rt)= > u(@)e (i) (1.2.11)

iceE,jeM

Une chaine de Markov peut étre utilisée pour modéliser I’évolution d’un systéeme dans le temps si I’on ne I'observe
qu’a certains instants (par exemple toutes les heures). En revanche, un PMS permet de modéliser le processus de
fagon continue. Un graphe de Markov correspondant a un PMS ressemble fortement au graphe de Markov associé
a une chaine de Markov, la différence réside dans le fait que les fleches ne sont plus associées a des probabilités
mais a des taux de transition.

Exemple 6. Reprenons l’exemple d’un systéme de deux composants indépendants en paralléle. Lorsque les deux
composants sont en panne, le systeme est en panne et les composants sont tous les deux remplacés par des
composants identiques. Les composants ne sont pas remplacés si le systeme n’est pas en panne. La durée de vie
du composant 1 suit une loi exponentielle de coefficient A1 et celle du composant 2 suit une loi exponentielle de
parameétre Ay. La durée de réparation suit une loi exponentielle de paramétre p. Soit (X;),~, un PMS modélisant
Uétat du systéme a Uinstant t. Soit A la matrice génératrice du processus :

A=A A A1 0

- 0 A 0N
A= 0 0 =X X
I 0 0 —n

Le graphe de Markov associé a cet exemple est donné par la figure 1.2.
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FIGURE 1.2 — Le graphe de Markov associé a ’exemple 6

L’utilisation de ce type de processus pour modéliser des systemes implique généralement de supposer que les
composants de ce systeme ne vieillissent pas. Il existe des méthodes permettant d’utiliser un PMS pour modéliser
des composants qui vieillissent comme par exemple d’introduire des états de marche dégradée. Cette méthode
revient a utiliser des lois de type phases pour modéliser la durée de vie d’'un composant. Cependant ’augmentation
du nombre d’états du PMS peut entrainer des difficultés pour la quantification du processus. Une autre maniere
de prendre en compte le vieillissement d’un composant est de modéliser son comportement aléatoire par un
processus semi-markovien. L’utilisation de ces processus n’implique plus d’avoir des taux de transition constants.

1.2.1.3 Les processus semi-markoviens

La structure d’un processus semi-markovien est identique & celle d’'un PMS, les transitions sont réalisées suivant
une chaine de Markov. La différence entre ces deux processus aléatoires réside dans les durées inter-sauts : ces
durées suivent des lois de type exponentielle pour le PMS alors que pour le processus semi-markovien elles suivent
des lois générales. Afin d’introduire les processus semi-markoviens, nous commencgons par définir un processus
de renouvellement markovien. Reprenons la définition de [Cocozza-Thivent, 1997].

Définition 7. [Cocozza-Thivent, 1997] Soit E un ensemble fini, soit (Y3,),,~, un processus a valeurs dans E et
(Tn),,> une suite croissante de variables positives : B

0=To<Th<Th<---<Tp <--

Le processus (Y, T) = (Y, Tn),,~o est un processus de renouvellement markovien (homogéne en temps) a valeurs
dans E si, pour tous n > 0,4, 5,40, ...,in_1 dans E et t,t1,...,t, dans Ry :
IP)(Yvnjtl = j7Tn+1 - Tn < t‘YvO = iO7Y1 = ily .. '7Yn = ZaTn = tn) = ]P)(YnJrl = ijn+1 - Tn < t|Yn = Z)
=Q(i,4:1)

= /0 Q(i, j, du) (1.2.12)

Le noyau Q = (Q (7, 7,dt)), jer €st le noyau semi-markovien du processus Y, 7).

La suite (Y},)n>0 est en fait une chaine de Markov & valeurs dans E dont les temps entre les sauts suivent une loi
a valeurs dans R de type général. Y;, modélise I’état dans lequel se trouve la chaine de Markov apres k sauts et
non au temps k. Les instants de saut de la chaine sont représentés par la suite de variables aléatoires (T},)n>0-
Dans ce cadre, il est possible de sauter sur place. Nous pouvons maintenant définir un processus semi-markovien.

Définition 8. [Cocozza-Thivent, 1997] Soit (Y, T) un processus de renouvellement markovien & valeurs dans E
tel que sup, cy T, = 00, posons :
Xe =Y, pour T, <t <Thi1 (1.2.13)
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Le processus (X;),~ est le processus semi-markovien associé a (Y,T') et la chaine de Markov'Y est la chaine de
Markov immergée.

Remarque 9. Un PMS est un cas particulier de processus semi-markovien. Comme dit précédemment, il s’agit
simplement du cas pour lequel la durée entre les sauts du processus suit une loi exponentielle et tel que le processus
ne saute pas sur place. Un PMS de matrice génératrice A peut donc se définir lui aussi par un processus de
renouvellement markovien dont le noyau Q) s’écrit de la facon suivante :

A(i, §)eABDtdt sij#i

1.2.14
0 sij =1 ( )

Qi j, dt) = {

Exemple 10. Reprenons l'exemple 6 d’un systéme de deux composants en paralléle. Le systeme subit une mainte-
nance corrective lorsque les deux composants sont défaillants. Contrairement au cas précédent, nous considérons
ici que les lois de durée de vie des composants ne sont plus de type exponentiel mais de type général ce qui peut
modéliser un phénoméne de vieillissement des composants. Soit Ty la durée de fonctionnement du composant 1 et
T5 la durée de fonctionnement du composant 2. La défaillance du systéme survient a Uinstant Ty = max(Ty,T»).
Ce systeme peut étre modélisé par un processus semi-markovien. L’espace E est composé de deux états : l'état
de marche parfaite et l’état de défaillance, E = {(1,1),(0,0)}. Le noyau de transition de I’état (1,1) vers I’état
(0,0) correspond a la loi de la variable aléatoire Ty.

Cependant, une légere modification de la stratégie de maintenance du systéme peut rendre la modélisation par
un processus semi-markovien impossible. Par exemple, si la défaillance d’un composant entraine son rempla-
cement sans tenir compte de l’état de l'autre composant, le systéme n’est plus modélisable par un processus
semi-markovien. La difficulté vient du fait, qu’aprés la premiere défaillance de l'un des deux composants a l’ins-
tant min(Th,Ts), le processus ‘perd la mémoire’ de son passé et oublie la durée de fonctionnement de l'autre
composant. Ce phénomene s’explique par le fait que le couple de deux processus semi-markoviens ne forme pas
un processus semi-markovien [Cocozza-Thivent, 1997].

La modélisation d’une action de maintenance préventive a un instant déterministe T consistant a remplacer les
composants défaillants, engendre la méme difficulté. Or la modélisation de ce type de maintenance préventive est
un enjeu important dans cette theése. Ainsi, nous utilisons un processus markovien plus souple capable de modéliser
le vieillissement des composants, leurs dépendances et de nombreuz types de stratégie de maintenance. Il s’agit
du processus markovien déterministe par morceaux (PDMP pour Piecewise Deterministic Markov Process) que
nous présentons dans la deuxiéme partie de ce chapitre.

Le prochain paragraphe présente les différentes méthodes permettant de quantifier les processus aléatoires
présentés précédemment.

1.2.2 QOutils pour la quantification
1.2.2.1 Calculs analytiques

Pour une modélisation markovienne ou semi-markovienne, certaines quantités recherchées, telles que la fiabilité
et la disponibilité, peuvent étre évaluées a l'aide de formules analytiques du type (1.2.9) et (1.2.11). Cependant,
I'implémentation informatique de ces formules peut nécessiter une quantité de place mémoire importante et poser
des problemes. En effet, dans le cas des PMS, le calcul de la fiabilité et de la disponibilité nécessite le calcul de
I’exponentielle d’'une matrice ce qui engendre des difficultés d’ordre numérique. Dans le cas d’un systéme multi-
composants, la quantité de place mémoire, pour effectuer ce calcul, peut étre supérieure a ce que 'ordinateur
fournit. De nombreuses méthodes ont été développées notamment dans [Moler and Van Loan, 1978] et [Moler
and Van Loan, 2003] pour le calcul de l'exponentielle de matrices.

1.2.2.2 Les simulations de Monte-Carlo

La méthode des simulations de Monte-Carlo a pour but d’estimer des valeurs moyennes (le nombre moyen
de pannes d’un systéme sur une période) ou des probabilités (la fiabilité, la disponibilité...) en simulant de
nombreuses fois et de fagon indépendante la vie du systéeme ou en simulant son évolution sur une longue tra-
jectoire. Son utilisation repose sur la Loi Forte des Grands Nombres et 1’évaluation de la précision obtenue
repose sur le Théoréme de la Limite Centrale. Cette méthode permet généralement d’éviter de gros calculs liés
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a la modélisation markovienne, ce qui permet de ne plus étre confronté au probleme lié a la place mémoire.
Par exemple dans le cas des PMS, il n’est plus nécessaire de calculer I’exponentielle d’une matrice si ’on uti-
lise les simulations de Monte-Carlo. Cette méthode permet donc de traiter des systemes ayant de nombreux
composants, ce que les méthodes analytiques ne peuvent pas toujours accomplir. Le nombre de composants
d’un systeme n’est pas le seul facteur rendant difficile I'utilisation des méthodes analytiques. L’architecture du
systeme et la stratégie de maintenance sont deux facteurs pouvant compliquer la modélisation en augmentant
significativement le nombre d’états dans lesquels peut se trouver le systeme et par conséquent rendre les calculs
liés a ces méthodes tres longs ou méme impossibles a réaliser.

Dans sa these [Labeau, 1996], Labeau a beaucoup travaillé sur les simulations de Monte-Carlo. L’un de ses propos
résume bien un inconvénient de cette méthode : < S’il est possible de tout calculer, il n’est pas improbable
d’obtenir n’importe quoi comme résultat ». En simulant indépendamment un certain nombre de trajectoires
aléatoires, il est possible d’obtenir des estimations des quantités recherchées ainsi qu’'un intervalle de confiance.
Cependant, rien ne garantit pas que la valeur recherchée est réellement dans cet intervalle. Il est donc possible
< d’obtenir n’importe quoi comme résultat >.

1.2.2.3 Les méthodes de discrétisation

Une alternative aux simulations de Monte-Carlo est d’utiliser une méthode de discrétisation. Par exemple,
dans [Cocozza-Thivent and Eymard, 2004], un schéma de volumes finis est utilisé pour quantifier un processus
semi-markovien. Les quantités fiabilistes peuvent s’exprimer & 'aide des distributions marginales du proces-
sus, c’est-a-dire la loi du processus au temps t. Le schéma a pour principe d’évaluer une approximation de ces
quantités. Cependant, jusqu’a présent ces méthodes ont été appliquées sur des systemes simples avec peu de com-
posants. Les cas d’étude sont modélisés dans cette these par un type de processus markovien plus général (PDMP
pour Piecewise Deterministic Markov Process) que le processus semi-markovien. Sa quantification est réalisée
a laide d’un schéma de volumes finis du méme type que celui présenté dans [Cocozza-Thivent and Eymard, 2004].

D’autres méthodes de discrétisation sont aussi proposées dans [Mercier, 2008b] et [Mercier, 2008a] dans un cadre
markovien et semi-markovien.

La modélisation d’un systéeme par processus markovien ou semi-markovien n’est pas toujours simple a réaliser.
Pour faciliter ce travail, des outils d’aide a la modélisation ont été développés. Ces outils ont pour principe de
représenter graphiquement le fonctionnement d’un systéme et sont généralement couplés avec un algorithme de
quantification. Nous présentons ces outils dans le paragraphe suivant.

1.2.3 Outils d’aide a la modélisation

1.2.3.1 Les réseaux de Pétri stochastiques

C’est dans sa these de doctorat en 1962 que Carl Adam Pétri introduit pour la premiere fois les réseaux qui
portent son nom. Les Réseaux de Pétri (RAP) constituent un formalisme graphique répandu qui permet de
modéliser par un graphe le comportement d’un systéme. A D'origine les RAP sont déterministes et ne permettent
pas de représenter les processus markoviens présentés précédemment. Pour cela, une extension des RAP a été
développée : les RAP stochastiques [Marsan et al., 1995]. L’avantage de cette méthode est sa souplesse et sa sim-
plicité de mise en ceuvre si I’on connait exactement le fonctionnement du systéeme que 1’on cherche & modéliser.

Depuis leur création, plusieurs versions de RdP ont vu le jour, chacune apportant une nouvelle fonctionnalité,
permettant ainsi de représenter des systemes dont I’évolution est de plus en plus complexe. Nous pouvons citer
la these de Medjoudj [Medjoudj, 2006] dans laquelle plusieurs RAP différents sont présentés (RAP temporisés,
RdAP temporels et RAP hybrides). Les RAP ont été utilisés par Zille dans sa these [Zille, 2009] afin de modéliser
des systemes multi-composants.

Un RdAP est constitué d’un ensemble de places (représentés par des ronds), d’un ensemble de jetons (représentés
par des points), d'un ensemble de transitions (représentés par des rectangles) et de fleches qui relient les places
aux transitions. Chaque place contient un nombre fini de jetons. A chaque transition est associée une variable
(généralement une durée) déterministe ou aléatoire provoquant le saut d’un jeton vers une place, la création ou
la disparition d’un jeton. Une place peut représenter un état d’un composant (marche ou panne) et dans ce cas,
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Marche Panne

FI1GURE 1.3 — Exemple d'un composant réparable modélisé a I’aide d’un Réseau de Pétri

la transition permet de représenter le saut aléatoire de I’état de marche vers I’état de panne.

Exemple 11. Pour modéliser un composant réparable avec un RAP, il suffit de créer deux places, [’une modélisant
l’état de marche du composant et l’autre modélisant l’état de panne du composant. Un jeton est placé initialement
dans U'état de marche traduisant le fait que le composant est en marche lorsque ’'on commence la modélisation.
Les deux places sont reliées par deux transitions, la premiere modélisant la panne du composant et la deuxieme
modélisant la réparation du composant. Ces deux transitions sont aléatoires et peuvent par exemple suivre des
lois exponentielles. Cet exemple est visible sur la figure 1.35.

Il est possible de convertir un graphe de Markov associé a un PMS en un RdP. Cela permet souvent d’alléger le
graphe et donc de le rendre plus clair et plus compréhensible pour I'utilisateur. En revanche, il n’est pas toujours
possible de convertir un RAP en un graphe de Markov. En effet, les durées d’attente entre les sauts d’un jeton
d’une place a une autre ne suivent pas forcément une loi exponentielle. Dans ce cas, la quantification d’un RdP
se fait en utilisant des simulations de Monte-Carlo, comme dans [Zille et al., 2009]. Dans le cas contraire, le RAP
peut étre traité a l'aide des méthodes analytiques markoviennes associées au PMS.

1.2.3.2 Les BDMP (Boolean logic Driven Markov Processes)

Les BDMP, développés par Bouissou [Bouissou and Bon, 2003], sont une extension des arbres de défaillances qui
permet de représenter des graphes de Markov de trés grande taille. Ils font d’ailleurs partie des modeéles mar-
koviens. Les BDMP permettent de modéliser des systemes avec des interactions trés variées entre composants :
les redondances passives, les séquences de démarrage avec conditionnement de chaque étape par la réussite des
étapes précédentes, les défaillances de cause commune, les fonctionnements en plusieurs phases...

Commengons par décrire les arbres de défaillances. Cette technique s’intéresse a la réalisation d’un événement
redouté, le but étant de calculer la probabilité que cet événement se produise. L’arbre de défaillance permet de
représenter graphiquement les combinaisons d’événements qui ameénent a I’événement redouté. Ce type d’analyse
se fait niveau par niveau, c’est-a-dire qu’on identifie des causes qui peuvent amener a 1’événement redouté, par
exemple la panne de plusieurs sous systemes, puis on identifie les causes des causes et ainsi de suite pour finir
au niveau des composants du systéme. Les causes sont reliées entre elles par des portes logiques (et, ou, k/n
...). Ces arbres deviennent rapidement volumineux au fur et & mesure que la complexité du systéme croit ce qui
induit I’explosion combinatoire des états.

Un arbre de défaillance statique peut représenter I’évolution de processus stochastiques indépendants en fonction
du temps. En revanche, ils ne permettent pas de représenter des dépendances entre ces processus. Afin d’incor-
porer cette notion de dépendance, M. Bouissou a introduit les BDMP.

Les BDMP s’appuient sur le formalisme graphique des arbres de défaillances en y rajoutant ce qu’on appelle des
‘gachettes’. Cet outil permet d’introduire une notion de dépendance dans les arbres de défaillance. Un BDMP
sans gachette équivaut & un arbre de défaillances classique. Dans un BDMP (avec gachette), les défaillances des
composants ne sont pas toutes possibles dans ’état initial : seules celles des événements sollicités le sont. Dans
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FIGURE 1.4 — Exemple de BDMP repris de [Bouissou, 2005]

un BDMP, les portes sans parent sont sollicitées par défaut. Ces sollicitations se propagent de 'pere’ en 'fils’
tout au long des branches du BDMP jusqu’a ce qu’elles rencontrent une gachette. La présence d’une telle arrivée
conditionne le passage du signal de sollicitation ; ainsi la porte cible transmet la sollicitation & ses descendants
seulement si I’événement qui est a l'origine de la gachette est VRAIL Si c’est le cas, la sollicitation est ensuite
transmise aux portes et feuilles en dessous suivant le méme principe. Ainsi, il apparait une dynamique qui va
permettre d’utiliser les BDMP pour modéliser des systemes évoluant dans le temps. Plusieurs exemples d’utili-
sation des BDMP sont donnés dans [Bouissou, 2005].

Exemple 12. Détaillons un des exemples fournis dans [Bouissou, 2005]. Soit un systéme S composé de trois
sous-systemes A, B, C en redondance totale, c’est a dire tels que le fonctionnement d’au moins un des trois suffit
a assurer la mission de S. A et B sont en fonctionnement continu, et dés que l'un des deux tombe en panne, on
met en oeuvre le secours C, mais cela nécessite un certain temps, pendant lequel le systéeme est fragilisé, puisqu’il
reste un seul sous-systéme en fonctionnement. Un tel systéme peut étre représenté par un BDMP obtenu a partir
de la FIGURE 1.4 en développant les sous-arbres dont les sommets sont représentés par les portes k/n appelées
A_defaillant, B_defaillant, C_defaillant. La fleche rouge représente la gachette qui lorsque la feuille A ou B a
suppléer” est sur VRAI, active le sous arbre C_indisponible dont les feuilles passent de "non-sollicité” a ”solli-
cité”. A ce moment, la feuille Basc_en_cours passe a VRAI ce qui a pour effet de passer la porte C_indisponible
a VRAI modélisant le temps de mise en route du composant C'. Apreés ce temps, C_indisponible revient a FAUX
et garde cette valeur tant que C_défaillant ne passe pas & VRAI (a la suite de défaillances dans le sous-systéeme C).

1.2.3.3 Les réseaux bayésiens dynamiques

Un réseau bayésien [Naim and Becker, 2004] est représenté par un graphe orienté sans circuit ou chaque noeud
(représenté par un rond) est associé & une variable aléatoire et ol chaque arc (représenté par une fleche) orienté
d’un nceud vers un autre indique une relation de dépendance entre les variables aléatoires représentées par les
neeuds de départ et d’arrivée. A chaque variable aléatoire est associée une table de probabilité correspondant &
la loi conditionnelle de cette variable connaissant ’état dans lequel se trouvent les variables dont elle dépend.
Ces tables sont généralement calibrées a l’aide du retour d’expérience ou/et avec des avis d’expert.

Un réseau bayésien dynamique est un réseau bayésien pour lequel la loi d’une variable aléatoire & un instant
n peut dépendre de son état a l'instant précédent n — 1. Notons (X,),~, une suite de variables aléatoires.
Graphiquement, la dépendance entre X,,_; et X, est modélisée par un arc orienté du noeud représentant la
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variable X,,_; vers le nceud représentant la variable X,,. Ce type de méthode peut ainsi représenter une chaine
de Markov. Il est possible de représenter un processus continu de type PMS, en discrétisant le temps.

Des travaux ont récemment été menés sur 'utilisation des réseaux bayésiens dynamiques dans le domaine ferro-
viaire. R. Donat a ainsi effectué une thése au sein de 'INRETS (actuellement IFSTTAR) en collaboration avec
la RATP, voir [Donat, 2009] et [Donat et al., 2010]. L’auteur propose de garder en mémoire le temps passé dans
I’état courant afin de ne pas étre limité a I'utilisation de lois exponentielles. Un réseau bayésien dynamique peut
ainsi représenter un processus semi-markovien. Une méthodologie basée sur les réseaux bayésiens dynamiques a
été développée et nommée VIRMALAB (Atelier Virtuel de Maintenance).

Le prochain paragraphe présente un processus stochastique, le processus markovien déterministe par morceaux
(PDMP), plus souple permettant de modéliser un plus large spectre de phénomenes. Ce type de modélisation
s’accompagne de méthodes de quantification numériques et d’outils d’aide a la décision que nous présentons.

1.3 Introduction aux processus markoviens déterministes par mor-
ceaux

1.3.1 Le modeéle

Les PDMP ont été congus et étudiés par Davis, voir [Davis, 1984] et [Davis, 1993]. C’est J. Devooght qui fut
le premier a utiliser ce type de processus en fiabilité afin de résoudre des problemes issus du domaine de la
sureté nucléaire, voir [Devooght, 1997]. Un peu plus tard un éleve de J. Devooght, P.E. Labeau a travaillé sur
ces processus et surtout sur leur quantification, voir [Labeau, 1996].

Un PDMP est un processus hybride (I;, X;),~, dont la loi initiale est notée 7. La premiere composante est
discrete et prend ses valeurs dans un espace fini F, elle décrit par exemple ’état de tous les composants du
systeme. La deuxieme composante est continue entre les sauts de la composante I et prend ses valeurs dans R?, elle
représente les conditions environnementales (température, pression, dge des composants...). Dans nos cas d’ap-
plication, nous ne modéliserons pas de conditions environnementales et la variable X représentera généralement
I’age des composants du systeme. En fait, nous utilisons un cas particulier des PDMP qui correspond a une
généralisation des processus semi-markoviens que C. Cocozza-Thivent nomme les processus semi-markoviens
complétés (CSMP) [Cocozza-Thivent, 2011]. Le processus (I3, X¢),~, saute & des instants isolés et les deux com-
posantes interagissent mutuellement 'une sur l’autre : le taux de transition entre deux états i,5 € E dépend
de la composante environnementale X; et est une fonction a (7, j, X;); lors d’un saut de I,- =i vers Iy = j a
I'instant ¢, la composante continue peut sauter simultanément et est distribuée selon une loi F(igx, ) (dy), qui

dépend de la valeur de la deuxiéme composante juste avant le saut (X;- ), mais aussi des états discrets i et j.
La transition de (4, x) vers (j,y) est donc régie par le noyau de transition :

7 (4,25 5, dy) = a (i, §,2) p j,z) (dy) (1.3.1)

Entre deux sauts, la composante discrete I; est constante, et I’évolution de X; est déterministe, solution d’une
équation différentielle qui dépend de cet état discret : sachant que I; = i, la composante X; est solution de :

dy
~Z = (i 1.3.2
L = (i) (13.2)
oll v est une fonction donnée, v : E x RY — R?. Sous des conditions techniques assurant I'existence et 1'unicité
de la solution de cette équation différentielle, on note g (i, z,t) I'unique solution telle que :

g (i,2,0) = z pour tout (i,z) € E x RY. (1.3.3)
La figure 1.5 illustre I’évolution d’un PDMP dans le temps.

Dans les cas d’application étudiés dans cette these, nous devons modéliser des systémes soumis a des actions
de maintenance préventive a des instants déterministes et indépendants de 1’état du systeme. Ces actions de
maintenance peuvent entrainer la réparation du systéme et donc un changement d’état. Le PDMP introduit
précédemment ne permet pas de prendre en compte des sauts a des instants déterministes. Davis introduit dans
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[Davis, 1993] une notion autorisant le PDMP & sauter lorsque la variable X; atteint un ensemble de valeurs
qu’il nomme la frontiere. Cette notion peut étre utilisée pour modéliser une action de maintenance a un ins-
tant déterministe cependant cela complique la modélisation et I’étude théorique du processus. Il est possible de
modéliser plus simplement ce type de maintenance de la fagon suivante. Supposons que l'on souhaite modéliser
un systeme subissant une action de maintenance préventive instantanée ayant lieu a 'instant T :

e avant 7T, le systeme est modélisé par un PDMP (I}, X} )o<i<r initialisé par la loi 7{,

e apres 7T, le systéme est modélisé par un PDMP (12, X?);>r initialisé par la loi 72 telle que

(i, dx) = Z/ q(j, y3 i, da)mp- (j, dy) (1.3.4)
jer /R
avec ¢(J,y; -, dz) la loi du saut du processus juste apres la maintenance a Uinstant T sachant que juste avant
la maintenance, le systéme était dans I'état (I}, XJ_) = (4, y).

Les PDMP (I}, X})o<i<r et (I}, X?);>7 possédent le méme espace d’état et les mémes noyaux de transition;
de plus Pévolution déterministe de X} et celle de X7 sont régies par les mémes équations différentielles.

Plus généralement, si un systéme est soumis & des actions de maintenance préventive a des instants (T)gen-
déterministes (par convention Ty = 0), son évolution dans le temps est modélisée par une suite de PDMP de méme
espace d’état, de mémes noyaux de transition, et dont I’évolution des variables physiques est régie par les mémes
équations différentielles. Pour ¢ € [Ty, Tyt1[, le systeme est modélisé par le processus (17, X)) <ocry
initialisé par la loi w%jl obtenue a partir de la loi de (I,f;, , X:’;,), w:’ﬁ,, de la facon suivante :

. k k k

(i, de) =) /Rd 40,3, d)my (5, dy) (1.3.5)

JjeE

Afin de simplifier les notations, nous utilisons par la suite un abus de langage : nous considérons qu’un systeéme
soumis & de telles maintenances est modélisé par un seul PDMP (I, X;);>0. Implicitement cela signifie que :

(I, X¢) = (IFTY, XFFY) ps pour ¢ € [Ty, Thgt (1.3.6)
La représentation d’une trajectoire de ce type de processus est visible dans la FIGURE 1.6.

Exemple 13. Reprenons l’exemple de deuxr composants en paralléle soumis a une action de maintenance
préventive a la date T'. Rappelons que ce systeme ne peut pas étre modélisé par un processus semi-markovien.
Le systéme ne subit une maintenance corrective que lorsque les deux composants sont tombés en panne; cette
maintenance consiste a remplacer les deux composants par des neufs. Les lois de durée de vie des composants 1
et 2 sont de type général (mais pas exponentiel) et les taux de défaillance sont notés respectivement A1(x1) et
A2(x2). Ces tauz sont des fonctions non constantes et dépendent de la durée de fonctionnement des composants
notée x1 pour le composant 1 et x5 pour le composant 2. La loi de durée de réparation est une loi exponentielle de
parametre n. L’action de maintenance préventive a linstant T consiste a surveiller ’état des deux composants ;
st lun d’entre eux est défaillant, ce composant est remplacé par un composant neuf identique. Si aucun des
deux composants n’est en panne durant cette maintenance, celle-ci n’a aucun effet. Modélisons ce systéme par
un PDMP.

L’espace d’état dans lequel évolue la variable discréte Iy du PDMP regroupe les états de marche et de panne
du systéeme : E = {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Les deux composants vieillissent et n’ont pas toujours le méme
du fait de la maintenance préventive pendant laquelle un composant peut étre remplacé et pas Uautre. Il faut
donc garder en mémoire l’dge des deux composants. Soient X} I’dge du composant 1 a linstant t et X2 ’dge du
composant 2 & linstant t, la variable physique du PDMP est X; = (X}, X?). Ces deuz variables évoluent avec
vitesse un dans le temps donc pour tout i € E, v (i,z) = (1,1).

Les transitions entre les états du PDMP sont la conséquence d’une défaillance d’un composant ou d’une mainte-
nance corrective. Ainsi, les taux de transition entre les états du PDMP représentent soit les taux de défaillance
des composants, soit le taux de réparation. Ces taux sont décrits dans ce qui suit :

a ((L ]-) ) (07 1) ) (x17x2)) =a ((L 0) ) (07 0) ’ (xlaxQ)) = )\1(%1)
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maintenance préventive planifiée)
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a ((17 1) ) (170) ) (31‘1,.’[32)) =a ((Oa 1) ) (0’ 0) ) (Ih x2)) = )‘2(562)

a ((070) ’ (17 1) ) (xla xQ)) =7

A la suite d’une défaillance d’un composant, la variable discréte du PDMP saute. En revanche une défaillance
n’entrainant pas une maintenance corrective immédiate, les composants ne sont pas tout de suite remplacés,
ainst leur age reste le méme. La distribution de la variable physique apres un saut de la variable discréte due
a une défaillance est une masse de Dirac en (x1,x2), (x1,22) étant l’dge des composants lors de la défaillance.
Pour rappel, une masse de Dirac se définit de la facon suivante :

/6m(dy) - {(1) sivel (1.3.7)
I

sinon

((1,1),(0,1), (z1,22)) (@Y1, dY2) = H((1,1),(1,0),(z1,22)) ([AY1, AY2) = [1((1,0),(0,0),(21,22)) (AY1, dYy2)
= J((0,1),(0,0).(z1.22)) (Y1, dY2) = 0z 2, (dy1, dys2)

A la suite d’une maintenance corrective les deur composants sont remplacés par des composants neufs, leur age
est ainsi réinitialisé a zéro. La distribution de la variable physique apres un saut de la variable discréte due a
une maintenance corrective est une masse de Dirac en zéro.

H((0,0),(1,1),(z1,22)) (AY1,dYy2) = 00,0 (dy1, dys)

Lors de la maintenance préventive, c’est-a-dire quand t = T, si la variable discréte du PDMP se trouve dans
les états (1,0) ou (0,1), elle saute vers l’état (1,1). La variable physique saute également, modélisant ainsi le
remplacement du composant défaillant. Les lois des sauts dus a cette action de maintenance préventive quand
t="1T sont :

q (((1’ 1)7 (xla 1'2)) ) ((17 1)a (dyla dy?))) = 6m1,r2 (dyla dy?)
q (((Oa 1)7 (.’L‘1,$2)) ) ((1’ 1)7 (dylvdy2))) = 60712 (dyla dy?)

¢ (((1,0), (z1,22)) , (1, 1), (dy1, dy2))) = 0, 0 (dy1, dy2)

Dans nos cas d’application, les PDMP sont utilisés pour modéliser des systemes multi-composants vieillissants et
soumis a de la maintenance corrective et préventive. Dans la littérature, nous pouvons citer d’autres applications
des PDMP en milieu industriel notamment pour modéliser la propagation de fissure. Ce type d’étude a fait I'objet
de la theése de Chiquet, voir [Chiquet, 2007] et [Chiquet et al., 2009], et fait en ce moment 'objet d’un projet
ANR nommé FAUTOCOES, voir [De Saporta et al., 2010] et [Costa and Dufour, 2010]. Asmussen propose dans
[ASM] différentes applications des PDMP notamment en assurance. D’autres applications en assurance peuvent
étre trouvées dans [Wang et al., 2003], [He et al., 2008] et[Rolski et al., 2000].

1.3.2 Outils pour leur quantification
1.3.2.1 Les simulations de Monte-Carlo

Les simulations de Monte-Carlo appliquées a des problemes liés a la fiabilité dynamique ont été étudiées par de
nombreux auteurs [Labeau, 1998] et [Marseguerra et al., 1998]. En fiabilité dynamique, un facteur supplémentaire
vient augmenter le temps de calcul lié aux simulations de Monte-Carlo. En effet, les variables physiques peuvent
suivre des trajectoires décrites pas des équations différentielles compliquées que ’on ne peut résoudre directement.
Il est alors nécessaire d’approcher les solutions de ces équations en les discrétisant ce qui rallonge le temps de
calcul. Dans sa theése [Labeau, 1996], Labeau donne trois techniques pour réduire 'impact de cette discrétisation
sur le temps de calcul. La premiere repose sur la méthode de résolution des équations différentielles décrivant
I’évolution des variables physiques du PDMP. La deuxieme consiste a utiliser un pas de discrétisation adaptable.
La troisieme méthode consiste a ne pas répéter plusieurs fois les mémes calculs : les mémes intégrations sur une
portion du temps ne seront pas répétées chaque fois qu'une histoire débutera dans un méme état avec la méme
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valeur de variables physiques.

Dans [Zhang et al., 2008], les auteurs utilisent les simulations de Monte-Carlo pour quantifier un systéme modélisé
par un PDMP. Le systeme qu’ils cherchent & modéliser est un cas test souvent utilisé dans le domaine de la
fiabilité dynamique pour tester et comparer les méthodes. Dans cet exemple, il est possible de résoudre explici-
tement les équations différentielles régissant 1’évolution des variables physiques ce qui permet aux auteurs de ne
pas d’utiliser une méthode de discrétisation pour les résoudre.

Dans nos cas d’application, la difficulté n’est pas liée aux équations différentielles régissant I’évolution des va-
riables physiques car celles-ci sont tres simples. En effet, 'objectif étant d’optimiser la maintenance de systéemes
multi-composants vieillissants, les variables physiques modélisent 1’age des composants et évoluent avec vitesse 1
dans le temps. Dans ce cadre d’application, I'utilisation des simulations de Monte-Carlo se heurte & un probléeme
mettant en opposition les temps de calcul et la précision des résultats. Placons nous dans le cadre ou une main-
tenance est considérée comme optimale si elle minimise une fonction de cott. Cette fonction dépend de plusieurs
variables (une dizaine) et peut étre estimée a ’aide de simulations de Monte-Carlo. La combinatoire de stratégies
a tester étant trop importante, nous avons eu recours a un algorithme de recuit simulé pour évaluer la stratégie
optimale. L'imprécision des résultats issus des simulations de Monte-Carlo pose ici une difficulté : nous n’avons
pas réussi a faire converger I’algorithme de recuit simulé. L’augmentation du nombre de simulations permet bien
de réduire I'imprécision mais le temps de calcul engendré est trop important pour espérer optimiser un plan
de maintenance. Dans sa these [Zille, 2009], V. Zille cherche & estimer des quantités fiabilistes associées & un
systeme multi-composants a 'aide de simulations de Monte-Carlo et rencontre la méme difficulté liée au temps
de calcul.

Nous proposons d’utiliser une approche alternative basée sur un schéma de type déterministe dont le principe
repose sur la discrétisation du temps et de ’espace des variables physiques. Cette méthode ne possede pas les
méme contraintes que les simulations de Monte-Carlo et parait donc étre mieux adaptée a ’optimisation de
stratégie de maintenance d’un systéme multi-composants.

1.3.2.2 Les méthodes de discrétisation

Il existe principalement deux méthodes de discrétisation pour quantifier des PDMP. La premiére méthode consiste
a utiliser un schéma du type volumes finis pour évaluer les solutions des équations de Chapman-Kolmogorov
(CK) présentées dans le prochain chapitre. Plusieurs schémas existent dont certains ont fait 'objet d’une étude
théorique démontrant leur convergence, voir [Cocozza-Thivent et al., 2006a] et [Eymard et al., 2008]. Dans cette
these, nous utilisons un autre schéma de volumes finis pour évaluer les quantités fiabilistes. La convergence du
schéma que nous utilisons a fait I’objet d’une étude théorique présentée dans le prochain chapitre. La deuxieme
méthode est le Cell-to-Cell Mapping (CCM) introduit par Hsu dans [Hsu, 1980] et [Hsu, 1987]. Aldemir propose
dans [Belhadj and Aldemir, 1995] deux algorithmes de type CCM basés, comme les schémas de volumes finis,
sur les équations de Chapman-Kolmogorov.

Le CCM et les schémas de volumes finis ont le méme principe qui consiste a discrétiser 1’espace des variables
environnementales et le temps afin d’approcher le PDMP par une chaine de Markov. Le nom du CCM vient du
fait que l'espace des variables environnementales est divisé en cellules. Chaque cellule contient une masse qui
correspond a la probabilité que les variables physiques appartiennent & la cellule & un instant donné. A chaque
pas de temps, les masses de probabilité évoluent et sautent d’une cellule a I'autre modélisant I’évolution des
variables physiques et les changements d’état du systeme. Une variante du CCM consiste a faire tendre le pas
de discrétisation du temps vers 0 afin de ne plus avoir a discrétiser le temps. Cette méthode est le Continuous
Cell to Cell Mapping (CCCM) et est décrite dans [Aldemir and Tombuyses, 1996] et [Tombuyses and Aldemir,
1997].

Le CCM et les schémas de volumes finis souffrent des mémes limites liées au nombre de variables physiques. En
effet, plus le nombre de variables physiques est élevé, plus 'espace & discrétiser est grand ce qui nécessite une
quantité de place mémoire importante. Dans nos cas d’application, cela entraine une limitation du nombre de
composants vieillissants modélisés dans les systemes étudiés. Une partie de cette these a pour but de développer
et de tester une méthode d’approximation permettant de repousser cette limite pour le schéma de volumes finis
et ainsi de traiter des systémes comptant plus de composants vieillissants.
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L’intérét de ce type de méthodes réside dans le fait qu’elles sont déterministes. De ce fait, si ’on lance deux fois les
mémes calculs, on obtiendra deux fois les mémes résultats contrairement aux simulations de Monte-Carlo. Cette
caractéristique rend ces méthodes adaptées lorsqu’elles sont utilisées pour estimer la valeur d’une fonction (de
colit par exemple) que I'on souhaite minimiser avec un algorithme d’optimisation stochastique. Dans [Eymard
and Mercier, 2008], les auteurs cherchent & évaluer la disponibilité d’un systéme d’une part avec un schéma de
volumes finis et d’autre part avec des simulations de Monte-Carlo. L’objectif est de comparer ces deux approches.

1.3.2.3 Les arbres dynamiques discrets

Dans [Labeau et al., 2000], il est dit que la méthode des arbres dynamiques discrets (DDET) est considérée comme
la plus avancée pour résoudre des problemes de fiabilité dynamique. Cette méthode est une méthode de simulation
dans laquelle on discrétise le temps. Reprenons la description de cette méthode faite par le bureau d’évaluation
probabiliste des accidents graves dans [Raimond et al., 2007]. Un DDET est un arbre d’événements classique, qui
contient I'’ensemble des scénarios imaginés par 'utilisateur. Dans cette approche, toutes les séquences envisagées
sont modélisées. La transition d’un scénario (ou branche) a autre s’effectue en évaluant a chaque pas de temps
les évolutions des différents processus. La précision des résultats dépend du pas de temps retenu. Un pas de
temps plus important générera moins de branches et certains scénarios ne seront pas modélisés. Un pas de temps
plus petit devrait permettre d’accroitre la précision du calcul, mais au prix d’une combinatoire et donc d’un
nombre de séquences a simuler tres élevé. Une telle approche s’avere difficile a mettre en place pour des systemes
complexes et n’est exploitable que pour de petits systemes ou des sous-systemes. Une seconde approche consiste a
ne pas modéliser a priori toutes les transitions possibles d’un scénario (ou branche) a un(e) autre, mais a générer
aléatoirement dans le temps des transitions entre états des systémes, par tirages de Monte-Carlo (suivant des lois
de probabilité de transition, dépendant elles-mémes des grandeurs physiques et de I’état des systémes). On parle
cette fois d’arbres d’événements continus. L’utilisateur définit ici une limite a la quantité de branches générées
(critere d’arrét de la simulation), afin d’éviter I’explosion combinatoire de 1’arbre.

1.3.3 Outils pour leur modélisation
1.3.3.1 Les réseaux de Pétri colorés

Il existe une multitude de versions différentes des RdAP. Toutes les versions ne sont pas adaptées a la fiabilité
dynamique car elles ne modélisent pas toutes l'interaction du systeme avec des variables environnementales.
Pour cela, le réseau de Pétri doit étre capable de faire dépendre I’évolution des jetons avec des valeurs dont
P’évolution est décrite par une équation différentielle. Par exemple, les réseaux de Pétri colorés (DCPN) en sont
capables. Dans [Everdij and Blom, 2003, il a été montré que tout PDMP peut étre converti en DCPN et que
sous certaines conditions, tout DCPN peut étre converti en PDMP. Les DCPN ne sont pas les seuls réseaux
de Pétri capables de modéliser un systéme dynamique hybride. Dans [Medjoudj, 2006] et [Khalfaoui, 2003] sont
présentés d’autres réseaux de Pétri qui conviennent a ce type de systeme.

En général, la quantification d’un systéme modélisé par un RAP (coloré ou non) est réalisée par simulation de
Monte-Carlo, par exemple dans [Zille et al., 2009], ou par des méthodes analytiques si le systéme peut étre
modélisé par un processus markovien de sauts. Dans notre étude, nous utilisons un schéma de volumes finis
qui approxime les solutions de I’équation de Chapman-Kolmogorov. Cette équation ne peut étre écrite que si
Pon peut modéliser le systéme par un processus markovien (un PDMP dans notre cas). Un DCPN pouvant
étre converti en PDMP, il est possible d’écrire 1’équation de Chapman-Kolmogorov a partir du DCPN et donc
d’obtenir les quantités d’intérét avec un schéma numérique déterministe. Ceci apporte une alternative aux simu-
lations de Monte-Carlo pour le traitement numérique du DCPN. A notre connaissance, il n’existe pas de logiciel
permettant de réaliser le traitement numérique d’un RdP par cette méthode.

1.3.3.2 Les automates stochastiques hybrides

Un automate a états finis permet de décrire les états et les transitions entre ces états. Le mot hybride signifie que
I'on rajoute des variables continues dont I’évolution est solution d’un systeme d’équations différentielles différent
en fonction de I’état dans lequel se trouve ’automate. Le mot stochastique signifie que les sauts de 'automate
d’un état a 'autre sont aléatoires. Plus précisément, un ASH est composé d’un automate et d’un générateur
aléatoire 1ié aux différents modes de fonctionnement a travers un descripteur de modes. Cette méthode a fait
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FIGURE 1.7 — Modele de 'automate stochastique hybride [Castaneda, 2009]

Pobjet d’une these récente [Castaneda, 2009] soutenue par G. A. Pérez Castafieda en mars 2009. Il est présenté
sur la figure 1.7 extraite de [Castaneda, 2009]. Les notations présentes dans cette figure sont celles utilisées dans
[Castaneda, 2009] et sont expliquées dans ce qui suit.

Dans [Castaneda, 2009], différents systémes sont modélisés (un systéme de régulation thermique, un four dont
les composants vieillissent et un réservoir d’eau alimenté par des pompes) a I'aide d’'un Automate Stochastique
Hybride (ASH). Les calculs sont ensuite réalisés par simulations de Monte-Carlo. La modélisation et la simula-
tion sont faits a I’aide de ’environnement Scicos de Scilab. Un résolveur numérique est utilisé pour résoudre les
différentes équations différentielles qui gerent 1’évolution déterministe des variables physiques entre les sauts de
I'automate. Les résultats sont comparés avec ceux obtenus avec d’autres méthodes comme les réseaux de Pétri
ou les processus markoviens (processus markoviens de sauts, processus semi-markoviens ou PDMP selon le cas
étudié).

Reprenons la figure 1.7 et ce qui est expliqué dans [Castaneda, 2009]. Le bloc automate permet de décrire le
systeme en précisant le nombre d’états discrets ainsi que le nombre de variables continues. Il permet de définir
les transitions entre les différents états. Il prend en entrée, pour chaque état, la dynamique des variables phy-
siques (I’équation différentielle que leur évolution vérifie dans 1’état correspondant) noté A, les valeurs qui sont
utilisées pour réinitialiser les variables physiques lors de l'entrée dans un nouvel état noté R et les conditions
de garde associées aux transitions de sortie des états noté G. Tout ceci est fournit par le descripteur de modes.
En sortie, le bloc automate renvoie les valeurs des variables physiques notées X ainsi que leurs dérivées notées
X vers le descripteur de modes ainsi que D’état discret courant noté x; et 'état discret précédent noté y;_i.
La troisieme sortie de I'automate notée e est activée lorsqu’une transition d’état discret se produit, c’est-a-dire
que cette sortie génere un événement qui active le générateur aléatoire pour produire un tirage aléatoire dont la
valeur sera transmise au descripteur de modes. Le descripteur de modes correspond aux différentes dynamiques
continues du systeme. Le descripteur a deux entrées : la premieére correspond aux variables physiques et a leurs
dérivées qui viennent du bloc automate et la deuxieme entrée regoit les valeurs aléatoires du tirage que produit
le générateur aléatoire.

Dans la conclusion de [Castaneda, 2009], il est dit que Pauteur a choisi d’utiliser les ASH car il ne disposait pas
d’un outil logiciel utilisant les RAP en interaction avec un puissant solveur numérique d’équations différentielles.
De plus comme dit précédemment, un RAP est plus général quun ASH, de ce fait nous pouvons comprendre
qu'un RdAP permet de modéliser tout ce qu’il est possible de modéliser avec un ASH et plus. Nous pouvons en
déduire qu'un ASH peut étre convertit en un RAP (par exemple un DCPN) qui lui méme peut étre interprété
en PDMP.

1.4 Meéthodologie retenue pour les cas d’application SNCF

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents processus markoviens et semi-markoviens pouvant étre uti-
lisés pour modéliser un systéme multi-composants en commengant par le plus simple (chaine de Markov) et en
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finissant par le plus compliqué (PDMP). La FIGURE 1.8 schématise les caractéristiques de ces processus marko-
viens les uns par rapport aux autres.

Méme si les systemes étudiés dans cette these sont de petite taille, la dépendance entre composants induite
par les politiques de maintenance implique que les modeles habituellement utilisés sont difficilement applicables.
En revanche, les processus markoviens déterministes par morceaux (PDMP) sont suffisamment souples pour
répondre a la problématique. Ces modeles, issus de la fiabilité dynamique, permettent de modéliser des systemes
dont les composants vieillissent et dont la stratégie de maintenance ne peut étre modélisée par un processus semi-
markovien. Les variables physiques du PDMP représentent ’age de chacun des composants du systeme modélisé
ce qui permet de modéliser leur vieillissement. L’évolution de ces variables est donc simple, elles évoluent avec
vitesse 1. Nous verrons que selon ’algorithme de quantification utilisé, il est plus pertinent de garder en mémoire
la date de mise en service qui, contrairement a I’age, n’évolue pas entre deux remplacements au cours du temps.
L’utilisation des PDMP dans notre étude ne rentre pas dans le cadre de la fiabilité dynamique car les systemes
ne sont pas modélisés en interaction avec leur environnement.

Comme nous I'avons expliqué précédemment, un PDMP peut étre quantifié principalement de trois manieres
différentes (simulations de Monte-Carlo, méthodes de discrétisation, arbres dynamiques discrets). L’objectif de
cette these est de proposer une méthodologie permettant de modéliser et d’optimiser la maintenance de systemes
multi-composants. Les simulations de Monte-Carlo, de par leur caractéristique aléatoire, rendent 1'utilisation d’un
algorithme d’optimisation stochastique difficile. Nous avons ainsi cherché & adapter et a développer les techniques
de discrétisation et plus précisément un schéma de volumes finis. Le prochain chapitre présente ce schéma de
volumes finis.
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Chapitre 2

Meéthode déterministe de traitement
numérique

2.1 Introduction

Les processus markoviens déterministes par morceaux (Piecewise Deterministic Markov Processes ou PDMPs
en anglais) permettent, comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, de modéliser des systémes multi-
composants vieillissants soumis a de la maintenance. De cette modélisation découlent des formules permettant
de calculer les quantités fiabilistes d’intérét telles que la fiabilité, la disponibilité ou encore le nombre moyen
de défaillances. Ces quantités s’expriment en fonction des lois marginales du PDMP qui sont des quantités
généralement difficilement atteignables par des méthodes analytiques, voir [Labeau, 1996]. Nous proposons dans
ce chapitre d’utiliser une méthode numérique déterministe afin d’estimer une approximation de ces quantités.
Les quantités d’intérét s’expriment de la fagon suivante :

Er, [f (It, X1)] = Z/Rdf(i,m)m(i,dx) (2.1.1)

1elE
/OE [ (1 X)) ds = /0

Z fl@,x)ms (i, dx)ds (2.1.2)

icg /R?
avec m; la loi de (I3, X;) et f une fonction bornée sur £ x R%.
Des travaux ont été réalisés dans [Cocozza-Thivent et al., 2006b] afin de caractériser les lois marginales du PDMP.
Le prochain paragraphe reprend l'article [Cocozza-Thivent et al., 2006b] afin de présenter une construction du
PDMP permettant d’introduire convenablement les équations de Chapman-Kolmogorov (CK) en utilisant le
caractere markovien du processus. Le résultat principal de [Cocozza-Thivent et al., 2006b] est que la famille des
lois marginales du PDMP (m;),~, est I'unique solution des équations de CK. Ce résultat a permis de construire des
algorithmes de type volumes finis permettant d’approximer cette famille de lois et de démontrer leur convergence,
voir [Cocozza-Thivent et al., 2006a] et [Eymard et al., 2008]. Nous proposons d’utiliser un autre algorithme que
nous présentons et dont nous démontrons la convergence dans le troisieme paragraphe. Le quatrieme paragraphe
détaille les différentes quantités fiabilistes d’intérét dont une approximation est calculée a ’aide du schéma de
volumes finis. Ces quantités peuvent étre difficiles a obtenir selon la complexité du systeme modélisé. En effet le
nombre de variables physiques constitue un frein a I'utilisation de cette méthode. Nous proposons trois méthodes
dans le cinquieme paragraphe permettant de passer outre ces difficultés. La premiere méthode repose sur une
simplification de la modélisation du systeme. La deuxieme méthode repose sur une approximation des quantités
recherchées dans le schéma numérique. La troisieme méthode correspond a un changement de processus. La
précision des résultats issus du schéma numérique dépend de la cinétique d’évolution des variables physiques du
PDMP. Dans nos cas d’application, ces variables représentent généralement ’age des composants du systeme
modélisé. Nous montrons qu’il est possible de se ramener a des variables n’évoluant pas au cours du temps a
I’aide d’un changement de variable. Cette nouvelle modélisation entraine un schéma numérique différent qui peut
donner de meilleurs résultats.
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2.2 Construction théorique des processus markoviens déterministes
par morceaux

Reprenons les notations introduites dans le paragraphe 1.3.1. Toutes les propositions et démonstrations de ce
paragraphe sont adaptées de l'article [Cocozza-Thivent et al., 2006b].

2.2.1 Hypotheses

Nous définissons H les hypothéses suivantes :
1. L’ensemble F est fini.

2. Le taux de transition a est tel que pour tout 4,5 € E, a(i, j,-) € Cp (Rd, R+) ou Cy (Rd, R+) est ’ensemble
des fonctions continues bornées de support R? et & valeurs dans R, . Soit A > 0 une borne supérieure pour
ces fonctions a(i, j, -). Nous notons b(i,-) = >, pa(i, j, ), pour tout i € E'et B = A x card(E).

3. La fonction p est telle que :

a pour i,j € E et x € R?, K jaz) €P (Rd), I’ensemble des mesures de probabilité sur R?,
b pour i,j € E et ¢ € Cy (Rd,R), la fonction & — [ () j.-)(dy) est continue de R? vers R.

4. La vitesse qui intervient dans (1.3.2) est telle que :

avel (Rd,Rd) ou C (Rd,Rd) est 'ensemble des fonctions continues de support R¢ et & valeurs dans
d

b la fonction v(i, ) est localement Lipschitzienne continue pour tout i € F,
¢ la fonction div[v(s, )] est presque partout bornée par une valeur D > 0 pour tout i € E,

d la fonction v(i,-) est telle que il existe V; > 0 et V5 > 0 tel que pour tout i € E et z € R? :
[o(i, )| < Villz| + V2 (2.2.1)

5. Soit 7 la loi de (Iy, Xo), nous supposons que 7y € P (E X Rd), ou P (E X Rd) est I'ensemble des mesures
de probabilité sur E x R

Ces hypotheses permettent de garantir I’existence et 'unicité de la solution des équations différentielles controlant
I’évolution de la variable environnementale. Elles nous permettent aussi d’obtenir le lemme suivant.

Lemme 14. [Cocozza-Thivent et al., 2006b] Il existe une et seulement une fonction g € C' (R x R,Rd)E de
classe C* en fonction du temps t telle que pour tout i € E :

09 i,,1) = oli, gli,2,1), V(a,0) B x R, (222)

avec une condition initiale
g(i,z,0) = x, Vo € R (2.2.3)
De plus, cette unique solution g vérifie les propriétés suivantes :

1. La fonction x +— g(i,x,t) est localement Lipschitzienne continue en fonction de x € R?, pour tout t > 0 et
1€ F,
2. Pour tout v € R4, (s,t)RxR eti € E,

9(i,9(i,x,8),t) = g(i,z, s + 1) (2.2.4)
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2.2.2 Construction probabiliste du processus

Le PDMP est construit comme dans [Cocozza-Thivent et al., 2006b] et [Davis, 1993]. Soit un processus de renou-
vellement Markovien (T}, (I, , X1,)),,>o défini par son noyau Q. Q (Ir,, Xr,, j, dy, du) est la loi conditionnelle

de (Ir,.,, X1, .\, Tns1 — Tn) sachant (Tx, (Ir,, X1,))<, (ou de fagon équivalente, sachant (I7,,Xr,)). Pour
i € E, @) est caractérisé par :

E [@ (X1i1s Topr = T) 11y | (T, (ITk,XTk))kgn}
= [T e (= [0t g n X o) o) g G X ) ([ 00, ot 0, ) )
[ [ eto. 0@, X, .y (2:25)
pour toute ¢ fonction positive mesurable sur R? x R, et j € E.

(I, , X1,) est une Chaine de Markov & valeurs dans ExR? de noyau de transition Q(i, z, j, dy) = fRJr Q (i,x,7,dy, du).

Le processus (It, X¢),~, peut maintenant étre construit de la facon suivante : si 7, <t < T;,4; alors Iy = I, et
X: =g, Xr,,t —T,). L'évolution du processus (X;),~, est ainsi déterministe entre les sauts du processus

(1t)¢>0-

2.2.3 Equation de renouvellement markovien

La proposition suivante donne I’équation de renouvellement markovien associée au processus (I, X;);>o construit
précédemment :

Proposition 15. Soit (I, X¢),~ le processus construit précédemment et ¢ une fonction mesurable et bornée
sur E x R%. Les notations suivantes sont introduites :

ci(t,x) =P, o (Th > t) avec T1 le premier instant de saut
t
—exp (- [ bliglia0)an )
0
¢(i7 Z, t) = Ei’w [‘P(Ih Xt)]

L’équation de renouvellement markovien est la suivante :
t
lZ’(vaat) = go(z,g(z,x,t))c7(t,x)+ Z/d/ 1/)(]7y,t*5)Q(Z,‘T,], dy,dS) (226)
jeg /R 70

Démonstration.
Eix [p(Li, Xi)] = Ei o [0, Xe)17, >e) + Ei o [0(Le, Xi) 11, <4

Le premier terme peut s’écrire sous la forme suivante :
Ei@ [(p(Itu Xt)1T1>t] = 50(27 9(7’7 x, t))cl(t> {IJ>

Le deuxieme terme peut s’écrire sous la forme suivante, avec Fr, la filtration naturelle du processus avant
I'instant 17 :

Eia [0, Xe)lr <t] = Ei o [11y <¢Bi 2 [Ty, Xo)|Fry ]]

(o)
=S [ [ Ly el X)) QUi dy. ds)
R4 JO

JEE

Ce qui termine la démonstration. O
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2.2.4 Probabilités de transition

De I’équation de renouvellement markovien, il est possible de déduire une expression explicite des probabilités
de transition du processus.

Proposition 16. [Cocozza-Thivent et al., 2006b] Le processus (I, Xy),~ est un processus de Markov homogéne
a valeurs dans E x RY. Ses probabilités de transition P;(i,x,j,dy) sont données par :

[ Py =ticses(t.)eali.e. )
+ [ ats.atisgiation o) ([ et = 500t = 9ty (@) ) ds
IS

P>2 1, . dp—1

/ dsy---dsp
5120, ,8, 20,51+ +5,<t

X Ci(slax)a(ivjlvg(iaxa S)) /d ,u'(i,jl,g(i,x,sl))(dyl)
R
p—2

X H iy (Sit1:Yi)a(Jis Jit1, 9(Jis Yir Si+1)) /Rd HGarjinrsgGionysnsien)) (@Yit1)
=1

X Cjpa (sp:Yp—1)alip—1,J, 9(Jp-1,Yp—1, 5p)) /]Rd /u(jp—lJ:g(jp—l,yp—lﬁp))(dy)
X cj(t— (814 +8p),y)p(g(dy,t — (s1+ -+ 8p))) (2.2.7)

ot o est une fonction mesurable et bornée sur RY.

Les probabilités de transition sont la somme de trois termes, chacun traduisant une possibilité :
1. le processus ne saute pas entre 0 et ¢, 'évolution de X; est déterministe,
2. le processus saute une seule fois entre 0 et t,

3. le processus saute au moins deux fois entre 0 et ¢.

Le noyau de transition P, du PDMP agit sur I’ensemble des fonctions mesurables bornées définies sur E x R
noté C}f (E X Rd) de la fagon suivante : soit ¢ € C} (E X Rd), pour tout i € E et x € RY :

Pio(i,x) =E (p(It, Xe)|Io = i, Xo = x) Z/ o(4,y)P(3, z, j,dy) (2.2.8)
JEE

2.2.5 Le générateur étendu et équations de Chapman-Kolmogorov
Soit Dy ’ensemble de fonctions défini de la fagon suivante :
Do ={p:pcCf (Rd,R)E (i) - V(i, ) € Cp (RLR) Vi € B}

avec V(i,-) le gradient de la fonction ¢ en fonction de la deuxieme variable et

avec ’l)(i, ) = (U(l) (Za ')7 U(Q) (Zv ')7 te vv(d) (Zv ))
Proposition 17. [Cocozza-Thivent et al., 2006b] Pour ¢ € Dy, définissons Lo de la fagon suivante :
£oti:0) = Y- alidoa) ([ @b (@)~ 906.0) ) + o(ic2) - Ti(ic o) (2.29)
jeEE

Sous les conditions Ho, ¢ € Dy appartient au domaine du générateur étendu L du processus de Markov
(I, Xi)i>0. De maniére équivalente, p(I;, X;) — o(Io, Xo) — fot Lo(Is, Xs)ds est une martingale associée a la
filtration naturelle du processus (I, Xt)t>o-
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Démonstration. Considérons la fonction suivante :

Pp(i,z) — pliyx) _ Xjer Jaa 90U 9) P02, j, dy) — (i 7)
t t

th(i’ 1’) =

En utilisant des arguments classiques, il est suffisant de montrer que limy_,o, ¢;(i,x) = Lo(i, z) et que @4 (i, x)
est uniformément borné pour (i,z) € E x R? et ¢ proche de 0.

La proposition 16 entraine que
Pip(i,z) —p(i,z) = Ay + Aa + As

Ay :Ci(tv x)cp(g(i, z, t)) - (p(i, x)v
Ay = Z/O ci(s,x)ali, j,g(i, z,s)) (/Rd ci(t—s,y)0(g(d,y.t — 8))M<z',j,g<zxm,s>>(dy)> ds

JEE

D | dsy -+ ds,

GEE p>2j1, jpon 7 120 8p 2081t dsp <t

X Ci(Sl,x)a(i7j17g(i,$,3))/d M(i,jl,g(i,w,sl))(dyl)
R
p—2
X H Cjy (5i+layi)a(ji7ji+1ag(jiayi>3i+1))/Rd BGidisrsgGiisivn) (@Yit1)

i=1
X cjpfl(spvypfl)a(jp*hj?g(jpfl’ yp*h Sp)) /]Rd /J’(j;n—l7j79(jp—1vyp—1vsp))(dy)
xcj(t—(s1+ -+ 5p), )9,y t = (514 -+ 5p)))

Soit B, la borne supérieure de ¢. Selon les hypotheses Hq la fonction b(7, -) est majorée par B pour tout i € E.
11 est facile de voir que A3 est borné par B, Ep>2 BPtP /pl. Ainsi

Sous les hypotheses Hg, A1 est borné et

A @i,g’l:,l‘,t *QOZ’«I . . I*C‘ t,x
Tl = ( ( t)) ( ) —QO(Z,g(Z,III,t))%
Ainsi,
d
A
fim =3 22 1,2)0i,2) — i, 2)0,2)
Ce qui complete la démonstration. O

L’expression des équations de CK est une conséquence directe de I'expression du générateur étendu. Il suffit
d’utiliser le fait que ¢(Iy, X¢) — (I, Xo) — fot Lp(Is, Xs)ds est une martingale associée a la filtration naturelle
du processus (I, X;)¢>o0.

Théoréme 18. [Cocozza-Thivent et al., 2006b] La famille des distributions marginales du PDMP notée (my(-, dz)) e,
est l'unique solution faible d’un systéme d’équations aux dérivées partielles appelées équations de Chapman-
Kolmogorov (2.2.10) décrivant un bilan de fluz de probabilités.
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Vo € Cf (E x RY),
t

o ;E/W Z a(i, j, z) (/}Rd o, Y1 g, (dy) — @(i,x)) s (4, dz)ds + /Ot

JjEE

_ Z /Rd o(t, x)m (i, dx) + Z /Rd (i, z)mo (i, dz) =0 (2.2.10)

ek el

> /R (i, x) - Ve(i, z)ms (i, dx)ds

i€EE

2.2.6 Cas d’'un PDMP non-homogéne

Nous verrons, dans le paragraphe 2.5.4, qu’il est possible de transformer un PDMP homogene en un PDMP
non-homogene & 1’aide d’un changement de variable. Les PDMP non-homogenes ont été étudiés dans [Jacobsen,
2006]. Les caractéristiques de ce type de PDMP dépendent du temps. Nous notons :

e a:(i,j, X;-) : le taux de transition de I’état i vers 1’état j & l'instant ¢,

. “)Emy Xt_)(dy) : la distribution de la variable physique apres un saut de I’état ¢ vers I’état j a linstant ¢,

e v;(i, X¢) : sachant que I; = 4, la composante X; est solution de 'équation différentielle % = v(4,y).

Les équations de Chapman-Kolmogorov s’écrivent de la fagon suivante :

Vo € Cf (E x RY),

/Ot Z/Rd Z as (i, j, ) (/Rd (s YK j o) (dy) — so(z‘,x)) 75 (i, dx)ds + /Ot Z/Rd vs(i,2) - Vi, )y (i, da)ds

> /R plis)malisdo) + /R (i, 2)moli, dr) = 0 (2.2.11)

Le prochain paragraphe présente un schéma de volumes finis permettant d’estimer une approximation des lois
marginales du PDMP homogene.

2.3 Traitement numérique par un schéma de volumes finis

Dans ce paragraphe, nous présentons un schéma de volumes finis adapté pour les PDMP homogenes.

Dans les cas d’application étudiés a la SNCF, la partie transport des équations de CK est facile a écrire. En
effet, la variable continue du PDMP représente les dges respectifs des différents composants d’'un systeme. Ces
quantités évoluent avec vitesse 1 ou 0 en fonction du temps selon 'état du systéme. Ainsi v(i, x) est un vecteur de

d composantes dont chacune est égale a 1 ou 0. Dans ce cas particulier, les équations de Chapman-Kolmogorov
(2.2.10) peuvent s’écrire de la facon suivante : pour tout t € Ry et pour toute fonction ¢ € C (Rd)E,

tZ Y aligx) (| eU vk (dy) — (i, z) ) ws(i, da)ds + tZ Zdj 92 (1, 0)0(® (5, ) (i, de)ds
/0 i€E /Rd JEE </Rd ) /0 i€E /Rd 21 0%

_ Z /]Rd o(t, x)m (i, dx) + Z /Rd (i, 2)m(i,dx) =0 (2.3.1)

Le schéma numérique présenté dans ce paragraphe est étudié dans ce cadre.

2.3.1 Présentation du schéma

Dans ce qui suit, M est une partition de R? dont les éléments sont de la forme :
K=k h(ki+1)-h[x - x[kq-h,(ka+1)-h| (2.3.2)

avec h € RY et pour tout ¢ € {1,---,d}, k; € Z. Soit ha le diametre d’'une maille de M.
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Remarque 19. En dimension d, hapg = hV/4d.

Soit un réel dt > 0. L’objectif du schéma numérique suivant est de construire une approximation Pth’ét(-, x)dx
de la mesure m(-, dx), avec une densité Pth’&(-7 x) constante sur chaque {i} x [ndt, (n + 1)5t[x K :

Pl ) i= un (i, K) (2.3.3)
pour tout (i,z,t) € E x K x [ndt, (n 4+ 1)dt[, tout K € M et tout n € N.

Pour cela, on construit la famille (u,, (i, K))(i n,K)eExNx M Fécursivement sur n. On initialise le schéma par :

ug (K, i) = id/ mo (i, dx) (2.34)
ht Jr
pour tout(i, K) € E x M.
Soit K = [k1-h,(k1+1)-h[x-- x[kq-h,(ka+1) -h[etsoit L =1y -h,(ly+1)-h[x-x[g-h,(lag+1)h[
deux cellules de la partition M. S’il existe p € {1,--- ,d} tel que I, =k, + 1 oul, =k, — 1 et pour tout g # p,

lq = kg4 alors on dit que K et L sont voisines. On définit alors v}ﬂ 1, de la fagon suivante :

1 silp:kp+1etv(p)(i7.):1
”}(,L: -1 sily,=k,—1et U(p)(i7.):1
0 siv®(i,)=0

avec v(P)(4,-) la p-me composante du vecteur v(i, -).
Si K et L ne sont pas voisines, v ; = v} = 0 pour tout i € E.

On définit par VJK7 I'ensemble des cellules voisines de la cellule K telles que v}(’ L = 1et Vp, l'ensemble des
cellules voisines de la cellule K telles que U}C  =—L

Le taux de transition de (i, K) vers (j, L) est défini par :

5,7 1 .
agy = ﬁ/[{a(zajvw)/l/ﬂ(i,j,z) (dy) dx (2.3.5)

Le taux de sortie de (i, K) est défini par :

k=) dd, (2.3.6)

jeEE LeM

Le schéma proposé s’écrit de la fagon suivante :

1 X 1 i .
Ungr (Kyi) = [1=06t| &b | [ un (1) + ot > Eun(L,i)—FétZ > allgun (L,§)  (2.3.7)
Levih LEV, JEE LEM

Une condition pour que ’algorithme soit stable est :
1 i i
1=ot| > b —a | 20 (2.3.8)
Levy,

Il s’agit d’une version explicite de l'algorithme de [Eymard et al., 2008] dans un cadre simplifié.
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Le terme 6t (Z Levit, % + sz) un (K, i) correspond & la masse de probabilité s’échappant de la maille K et

de I’état ¢ d’'une part due a 1’évolution des variables physiques au cours du temps et d’autre part di aux
sauts du PDMP entre ses états. Le terme 6t Leviy %un (L,i) correspond a la masse de probabilité arrivant

dans la maille K et provenant des mailles voisines de K appartenant & ’ensemble V, K et du méme état i, ce
déplacement de masse est di a I’évolution déterministe des variables physiques au cours du temps. Le terme
0t iem 2onem 07 kUn (L, j) correspond & la masse de probabilité arrivant dans la maille K et dans I'état i
dont 'origine peut étre n’importe quelle maille et n’importe quel état depuis lesquels un saut vers la maille K
et I'état 7 est possible.

Remarque 20. Chague terme de ce schéma numérique correspond a un terme des équations de CK (2.2.10).
Placons-nous dans le cas ot la loi initiale du PDMP, wg, et les distributions des variables physiques apres un
saut, @, admettent une densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous avons :

mo(i,dx) = (i, x,0)dz,¥(i,z) € E x RY
i,z (dY) = pije) (W) Ay, Y (i, §, z,y) € B x E X R? x R

Dans ce cas, m; est aussi une mesure a densité et nous avons

me(i, dx) = w(i, 2, t)dx,Y(t,i,2) € Ry x E x RY

avec (i, x,t) une fonction intégrable pour tout t.

Ces fonctions satisfont dans un sens faible le systéme suivant obtenu en intégrant par parties les équations de
CK (2.3.1) :

(i,2,t) + Z z. (i, z, t)o(¥ (i, z) Z/ a(d, i, yY) i) ()7 (4, y, t)dy — b(i, x) (i, 2, t) (2.3.9)

JjEE

Dans le vocabulaire de Uanalyse numérique, les équations (2.3.9) sont des équations différentielles partielles de
type hyperbolique linéaire, couplées par leur second membre. Chaque terme de cette €quation correspond d un
terme du schéma numérique (2.8.7). Soitx € K, i € E ett € Ry,

Un41(K, 1) — up (K, 7)

E(Z’x’t) ~ ot
or . ) U, (K,19) Uy (L, 1)
(@) ~ n\oH n\
6 —(,z, )\ (i,z) = Z N Z 5
LeV LeV, x
Z/ a(j, 6,9 @Gy dy = Y > a)eun (L, )
jEE jEE LeM

b(i, 2)m(i, x,t) ~ by, (K1)

Afin de modéliser un saut du processus a des instants déterministes, nous avons introduit dans le paragraphe 1.3.1
la notion de suite de PDMP dont chacun dépend du précédent au travers de sa loi initiale. Le schéma de volumes
finis permet de prendre en compte cela. Si un saut déterministe a lieu & I'instant T avec N -0t < T < (N +1)-6t,
nous considérons deux PDMP, le premier avant T et le deuxieme apres. La loi du premier est approximée par la

suite (ugl ))0<n<N et la loi du deuxieme par la suite (ug))nZN. La probabilité de transition de (i, K) vers (j, L)

a l'instant NV est définie par :
qKL— hd/ / (i,z; 4, dy)d. (2.3.10)

L’approximation de la loi initiale du deuxieéme PDMP est obtenue de la facon suivante :

=3 N @V (L)) (2.3.11)

JEE LEM
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Comme dit précédemment, nous ne précisons pas dans les exemples et les cas d’application que le systéeme est
modélisé par une suite de PDMP et nous supposons que le systeme se modélise a ’aide d’'un seul PDMP. Le
schéma peut s’écrire de la facon suivante, avec N 'ensemble des instants déterministes de saut :

1 .
Uy (Kyi)=[1=6t| > &+ b un(K,i)+5tZ n (L) + 0t Y allun (L,j)  (23.12)

Le\/ifK LeV, jJEE LeM
_ gy (L. ine
oty = { Do Cacn i) sine st
Up (K, 1) sinon

Exemple 21. Reprenons l'exemple 13 dans lequel un systeme de deuxr composants en paralléle soumis a une ac-

tion de maintenance préventive est modélisé par un PDMP et quantifions-le a 'aide du schéma de volumes finis.

La prise en compte d’un temps de réparation entraine de grosses difficultés pour l'implémentation du schéma

de volumes finis, nous y reviendrons plus tard dans ce document, ainsi nous supposons ici que la réparation est

instantanée. Au niveau du PDMP, ’état (0,0) n’est plus atteint et le processus saute directement de l’état (1,0)
u (0,1) vers U’état (1,1) a la suite d’une défaillance.

Soit M une partition de R2, soit h le pas de discrétisation de cet espace, soit K = [ky - h, (k1 + 1) - h[x [k -
hy(ke+1)-h[ et L=1[l1-h,(l1 + 1) - h[x[la - h, (I3 + 1) - h] deuz mailles de M avec k1, ka,l1,lo quatre entiers
naturels. Le taux de défaillance du composant 1 noté A1 (respectivement du composant 2 noté \a) ne dépend que
de lage du composant 1 (respectivement du composant 2) ainsi nous avons :

(1,1),(0,1) (k1t+1)h
AL = L) =k k) 3, - A1 (21)dmy
a%?’(l’o) = 1(11,12):(1@1,1@2)5 /k(];ﬁl)h Ao (x2)dxso
>
(1 0.1 Ly 12)=(0,0) 7 5 /(klﬂ)h A1(xy)day
(0 1) (1,00 _ Ly 1) (O’O)E /ki/:ﬂ)h Aa(a2)das
qg,’i)’(l’l) = 101 15)=(k1,k2)

1,0),(1,1
Em)( )= L(t4,12)=(k1,0)

0,1),(1,1
qg{,L) = l(ll,lZ):(kaZ)

Les composants sont supposés neufs quand t = 0 ainsi le schéma s’initialise de la facon suivante :

1 si (k1 k2) = (0,0)
0 sinon

uo(K, (1,1)) = {

Notons Ki = [(k1 —1)-h,ky-h[x[ke-h,(ka+1)-h] et K5 = [k1-h, (k1 +1)-h[x[(ka — 1) h,ka-h[. Soit N tel
que N -6t <T < (N +1)-0t. Le schéma s’écrit de la fagon suivante :

2
(K, (1,1)) = (1 — ot (h +ag) Y+ aﬁi:?*“*”)) un (K, (1,1)) + % (un (KT, (1,1)) + un (K3, (1,1)))
0t 3 (e M Vun(L, (1,0)) + a2 V(L (0,1))

LeM

1 00) = (18t (34220 (. 0.0) + G (B 0.1+ 055, 0.1)

+0t Y aly) O Mun (L, (1,1))
LeM
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(K, (1,0)) = (1 — 5t (2 + ag;;gmv”)) un (K, (1,0)) + % (un(K7,(1,0)) + un (K5, (1,0)))

+at > ale )M (L, (1,1))
LeM

_ 1,0),(1,1)_ 0,1),(1,1)— .
T (K, (1,1) + Epen (20 (K, (1,0) + a0 (K, (0,1))  sin=N

un+1(K, (1,1) = {un (K,(1,1)) sinon

0 sin=N
n K7 0,1)) = .
un (K, (0,1) {un (K,(0,1)) sinon
0 sin=N

unt1(K,(1,0)) = {u (K,(1,0)) sinon

Nous avons implémenté ce schéma en considérant que la durée de vie des deur composants est modélisée par
une loi de Weibull. Cette loi est caractérisée par deux coefficients : le coefficient de forme noté B et le coefficient
d’échelle noté n. Nous détaillons cette loi de maniére plus précise dans le paragraphe 4.2.1 de ce document. Les
parameétres de la loi de Weibull du composant 1 (respectivement du composant 2) sont notés 51 et m (respecti-
vement Pa et m2) avec 1 = 10, B = 1.5, 2 = 20, B2 = 2. Dans ce cas, nous avons :

1.5 0.5
10 (91%) avec x1 I’dge du composant 1

2
Xo(z) = 20 (;3—(2)) avec xo l'age du composant 2

Deuzx valeurs de h sont testées : 1 et % Pour chaque valeur de h, dt est choisi de maniére a vérifier la condition

2.8.8. Les graphiques de la FIGURE 2.1 (respectivement de la FIGURE 2.2) représentent l’évolution de l’ap-
prozimation de la distribution de lage des composants 1 et 2 a différents instants (3, pun(-,1)) quand h =1
(respectivement quand h = %) Pour les deurx valeurs de h, le graphique correspondant a t = 0 parait vide. En
fait, toute la masse de probabilité est concentrée dans la case en bas a gauche signifiant que les composants sont
initialement neufs. At =5, la masse de probabilité est répartie autour du point de coordonnées (5,5) modélisant
les systemes dont les composants n’ont pas été remplacés depuis la mise en service et qui ont donc vieilli. Cette
répartition constitue une erreur engendrée par le schéma de discrétisation et vient du fait qu’il ne prend pas en
compte le déplacement des masses de probabilité ’en diagonale’. La comparaison des graphiques des FIGURES
2.1 et 2.2 permet d’observer que cette répartition est moins prononcée dans le cas ot h prend une valeur plus
faible. Cette caractéristique permet de supposer une convergence de l’approximation issue du schéma de volumes
finis lorsque le pas de temps 6t et le pas d’espace h diminuent. A t = 10, juste avant la maintenance préventive,
la répartition de l’age des composants est concentrée autour du point (10,10). On peut également observer une
faible concentration de masse autour de la diagonale vers le point (0,0). Ce phénomeéne est la conséquence du
remplacement des deux composants suite o leur défaillance. Juste aprés la maintenance préventive, une grosse
proportion de la masse de probabilité saute le long de 'axe des ordonnées modélisant le remplacement du com-
posant 1. Son paramétre d’échelle étant égale a 10, la probabilité qu’il soit en panne a dix ans est importante.
At = 15, la masse de probabilité est plus dispersée. On observe une grosse concentration en haut & gauche
modélisant les cas pour lesquels le composant 1 a été remplacé lors de la maintenance a t = 10 et n’a pas été
remplacé depuis lors. Une autre partie de la masse est répartie autour du point (15,15) modélisant les cas pour
lesquels les composants n'ont pas encore été remplacés. Une concentration plus faible est visible le long de la
diagonale. Enfin, a t = 20, on observe une grosse concentration de masse en haut du graphique. Ceci signifie
qu’il y a de forte chance que le composant 2 ne tombe pas en panne et atteigne ainsi l’age de 20 ans au bout de
20 ans de fonctionnement.

Dans le prochain paragraphe, nous démontrons que Pth’&(', x)dx convergence au sens faible vers (-, dz) quand
les pas de discrétisation du temps ¢ et de I'espace des variables physiques h tendent vers zéro.
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FIGURE 2.1 — Propagation de 'approximation de la loi marginale du PDMP de ’exemple 21 évaluée a ’aide du
schéma de volumes finis et sommée sur tous les états (D _,;.pun(-,4)) avec X; I'dge du composant 1 et X, I'age
du composant 2 - h =1 et 6t = 0.4315438
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FIGURE 2.2 — Propagation de 'approximation de la loi marginale du PDMP de ’exemple 21 évaluée a ’aide du
schéma de volumes finis et sommée sur tous les états (D _,cpun(-,4)) avec X; I'dge du composant 1 et X, I'age
du composant 2 - h = % et ot = 0.1583820
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2.3.2 Etude de la convergence

Pour démontrer la convergence de cet algorithme, nous nous inspirons de la démonstration de 1’algorithme de
volumes finis présentée dans [Eymard et al., 2008]. Comme dans cet article, nous supposons pour simplifier les
notations que 'espace d’état est réduit & un seul élément, ainsi b(x) = a(z). Dans ce cadre, I’équation (2.2.10)
devient :

Yy € Cf (RY),

o) ([ tmedn - o@ ) midois + [ [ 3 2200 @mdn)ds
/0 /Rd (/Rd ) /0 /]R Oz,

d a=1
— [ @mido) - [ plaim(d)
Re Rd
Le schéma de volumes finis (2.3.4)-(2.3.7) s’écrit de la fagon suivante :
1
’LLQ(K) = ﬁ/ Wo(dx)
K
1 1
Ungr (K) = | 1=6t | Y b || un (K) + 0t > +tin (L) + 0t > apkun (L) (2.3.14)
Lev;t LEV, LeM

Pour commencer, nous démontrons la convergence du schéma (2.3.14) ne prenant pas en compte les instants
déterministes de saut.

Le premier lemme assure que ’algorithme présenté dans le paragraphe précédent conserve la masse de probabilité.

Lemme 22. Sous les hypothéses Ho, soit M une partition de R sous forme de pavés du type 2.3.2 dont chaque
arréte est de longueur h > 0 et soit 6t > 0. La famille (uy (K)), gyensxm Solution de (2.5.4)-(2.5.7) est telle
que

ht S un(K) =1 (2.3.15)

KeM

Démonstration. Nous démontrons (2.3.15) par récurrence sur n. Pour n = 0, la propriété est vraie selon (2.3.4).
Supposons que > ¢ vy h%un (K) = 1 et prouvons que Y- pc v h%upq1(K) = 1. En partant de (2.3.7), nous avons

> htu g (K) = > hfu(K)

KeM KeM
FthH = Y wn(K)+ DY ua(D)
KeM LEV; KeM LeVy
+ oth? ( SN ankua(L) - > bKun(K)>
KeM LeEM KeM

En remarquant que

o> D) =Y > wlD)

KeM LEV, LeM KEV:

2. D k)

KeM LGV;{

et en utilisant (2.3.6), nous obtenons
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> htup g (K) = ) by (K)

Kem KeMm

Ce qui conclut la démonstration.

O

Dans l'objectif de démontrer la convergence du schéma proposé, nous commencons par démontrer la tension

de la famille de probabilité (Pth’ét(m)> (hstner Cette propriété permet d’utiliser le théoreme de Prohorov sur
Ot t)EF

lequel la démonstration de la convergence repose. Pour cela, reprenons la démonstration du lemme 13 de l'article
[Eymard et al., 2008] et commencons par citer le lemme permettant de construire une fonction de Liapounov.

Lemme 23. [Eymard et al., 2008] Soit d € N* et une fonction p : R* — P (Rd) comme dans Ho telle que pour
tout ¢ € Cy (Rd,R), la fonction © — [ (y) () (dy) est continue (et bornée) de R? vers R. Soit my € P (Rd).
Alors il existe une fonction de Liapounov v : P (Rd) — P (Ry) et une constante réelle Cy indépendante de 0t et
h telle que

v est Lipschitz continue avec une constante plus petite ou égale a 1 (2.3.16)
lim v(z) =400 (2.3.17)

|z|—+00
/ vdmy < +00 (2.3.18)

Rd
/ Vi) (dy) < v(z) + C1 pour tout x € R? (2.3.19)

Rd
Lemme 24. Soitt > 0. Sous les conditions Ho , la famille (Pth’ét(x))(h s est tendue ot Fr = {(h, §t,t) :
0t t)eFr

h €]0, hol, 6t €]0,dto],t € [0,T]}, pour tout o > 0 il existe un R > 0 tel que
/ Pl (2)da < o (2.3.20)
R4\ B(0,R)

pour tout (h,dt,t) € Fr.

Démonstration. Pour n € N, nous définissons :

1
s"(v) = Z hu, (K)vk avec vy = W/ v(x)dx
KeM K

L’objectif est de démontrer que sup,, ¢ nsi<7 8" (V) < +00 ce qui nous permettra de conclure. Reprenons le
schéma (2.3.7) que nous multiplions par vk et que nous sommons sur K, nous obtenons

STy =s"(v)— > ot > %erK hun, (K ) v

KeM LGV;{
+6t > Y W un(Lvk +6t > > ap kh®un(Lvk (2.3.21)
KeM LeVg KeM LeM

Pour simplifier, nous remarquons que

ot Z VK Z un (L) = 0t Z Z un(L)vi

KeM LEV LeM Ekevt

=t Z Z un (K)vp,

KeM LEVI*('
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De plus, nous remarquons que

Z ZaLKhun WK = Z ZGKLhUn K,

KeMLeM LeEM KeM

Ainsi 'équation (2.3.21) devient :

" (v) = s"(v) + ot Z hu, (K) ( Z aK,LVL — bKI/K> + ot Z Z R, (K) (v, —vi)  (2.3.22)

Kem LeM Kem LEV;

En utilisant le fait que v est Lipschitzienne continue, nous avons vy, < |vp — v(y)| < haq + v(y) = hVd + v(y)
pour tout y € L, ainsi,

Z aR,LVL = hd Z / (/ VL/'L(I)(dy)) dx

LeM LeM

<5 (hf/ b(x da:+/ b(x )(/Rd V(y)u(m)(dy)) dw)

En utilisant la propriété (12) de la fonction v, nous avons

[ v ([ vtomtan ) as < [ ) ) + 1o

K
b(o) (@) — vl + Ca)da + [ bopueda
K K
< (ham + C1) B + b
Ce qui nous permet d’écrire

> ak.pvr — by < (2ha + C) bk
LeM

En utilisant la Remarque 19, nous obtenons pour h < hg

Z ar,Lvr — brvi < <2h0\[+ Cl)

LeM

En utilisant & nouveau le fait que v est Lipschitzienne continue de constante plus petite que un nous avons, avec
r € 0K NIL (0K est le bord de la maille K) et L € V;&

lvp —vk| =lvr —v(z) —vik +v(z)| < 2hpy = 2hV/d

Nous obtenons de (2.3.22) :

SU) <5 W) 0t D Blun(K) (2hoVd+Cr) Bot Y S hlun(K)2vd

KeM KeMm LeV;g

Nous pouvons remarquer que ZLE‘/; 1 <d et que ZKGM hdun(K) =1, ainsi :

s (V) < $"(v) + 6t (Qhox/& - Cl) B+ 2dV/dst
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Posons Cy = <2ho\/c7 + C’l) B + 2dv/d, nous obtenons
s"TH(v) < s™(v) + 00y

Ainsi,

s"(v) < s°(v) +Cy

pour tout n tel que ndt < t.
De plus, nous avons,

s9(v) —/ vdmy| < ‘/ vk —v(z)) mo(dx)
R4

donc en posant C3 := [, vdm + hovVd + CoT, nous obtenons

) < b Z/dwo_h\f

KeM KeM

sup  s"(v) < Cs < 400

n s.t. nét<T

0<h<hq
Nous concluons comme dans 'article [Eymard et al., 2008] en utilisant le fait que lim ;| 4o (%) = +00 : pour
chaque o > 0, il existe un R tel que v(z) > % pour tout = € B(0, R)°. Ainsi pour tout t < T
C
= Pth’& (z)dx < / Pth’ét () v(z)dr < Pth’ét ()v(z)de <  sup s"(v) < Cs
& JB(0,R)c B(0,R)¢ Rd ns.t. nét<T
0<h<hg
et
/ P (2) da < o
B(0,R)°
ce qui termine la démonstration. O
Nous définissons plusieurs opérateurs :
n2—1
T (fotnt) =0t Y > Fhtu, (K) (2.3.23)
n=ni1 KeM
to
T (f b)) = / f (z) PPt (2) dadt (2.3.24)
t1 R4
’I’Lgfl
T3 (gt te) = 0t Y > i@ htu, (K) (2.3.25)
n=n1 KeM
to
Ty (@, by, to) = / / z) P (z) daedt (2.3.26)
ng—1
T (ot k) =0t Y > > ap k@ hu, (L) (2.3.27)

n=n1 KeM LeM
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TS (41 2) / /]R d ( /]R d (y)u(a:)(dy)) PO () dadt (2.3.28)

ng—l
T’;hét (@,t],tg) =6t Z Z @Khd_l Z Unp (K) - Z Unp (L)
n=n1 KeM Levt LeVy
+ Y h (un, (K) = up, (K)) (2.3.29)
KeM

T (o, 1y, 10) = / /Rdzax )0 ()P (z) dadt

+ / ¢ () PV (2) da — / ¢ () P/ (z) dz (2.3.30)
R4 Rd
Avec ces notations, nous déduisons du schéma (2.3.7) :
~T5 (ot ) + T3 (st ) = T3 (0,11, 1) = O (2:331)

De plus, nous avons

T (@, by, b)) 4+ o (o, b1, ) — TP (o, 14, t2) =

[/ttz /Rd [b (x) /Rd@(y) 1) (dy) = b () ¢ (x) + Z gxﬂi( )o@ (2)

+ /Rd ¢ (z) P (2) dx — /Rd ¢ (z) Pl (x) dx} (2.3.32)

La prochaine étape de la démonstration consiste & montrer que, sous certaines conditions que ’on cherchera
a préciser, les différences entre Tlh"” (f,t1,t2) et T2h’5t (f,t1,t2), entre Th ot (p,t1,t2) et Tf ot (¢, t1,ta), entre
T5h’6t (p,t1,t2) et Té“ét (p,t1,t2) et entre T7h’5t (p,t1,t2) et T;’ét (¢, t1,t2) tendent vers 0. Pour cela, nous nous

appuyons sur Uarticle [Cocozza-Thivent et al., 2006a].

Pth’& (x) dzdt

Lemme 25. Sous les conditions Hg, soit f € Cy (Rd), T >0 et ty,ta € Ry tels que 0 < t1 <ty < T. Alors
pour chaque €g > 0, il existe §tg > 0 et hg > 0 qui ne dépendent que de eg et [ tel que pour tout ot €]0,dtg] et
pour tout h €0, hg], nous avons

\T{%‘” (f,t1,t2) — T2 (F, tl,tg)’ < ¢ (2.3.33)

ce qui signifie que lims, ( ot (f,t1,t2) — h ot (f,tl,t2)> =0.
h—0

Démonstration. Pour commencer la démonstration, remarquons que :

no ot
1 (ftt) = [ [ F@P ) dade
ny0t R4

Ainsi,
h.6 h.5 t2 h,6 n20t h.6
T (ftrta) = T3 (., ) g/d f(@)P t(x)dt—/ @) (x) dt| da
R nyot
to 11
<[] swptr @ [ f@pte >dt\dx
R4 no ot n, 0t

(n2+1)5t h.ot (n1+1)5t b6t
< / / F@)| P () dt + / @) PP (o) dt | de
R4 nodt n16t

<26 [ £ ()] oo (maty



50 CHAPITRE 2 : Méthode déterministe de traitement numérique

Ce qui permet d’écrire

Veg > 0, Jdtg > 0, Fhg > 0 tel que 0t < dtg et h < hg = ‘Tlh’ét (f, tl,fg) — Tzh’(St (f,tl,tg) < €
O
Lemme 26. Sous les conditions Hy, soit ¢ € C} (Rd), T >0 etty,ta € Ry tels que 0 <t <ty < T. Alors
pour chaque €y > 0, il existe 0ty > 0 et hg > 0 qui ne dépendent que de eg, T,B et f tel que pour tout 6t €]0, dtg)

et pour tout h €]0, hgl, nous avons
’T?fl’& (@, tr,ta) — T4 (90,151,152)‘ <€ (2.3.34)
ce qui signifie que lim;;l:,g (Tgfl’& (p,t1,t2) — Tf’& (@,t17t2)) =0.
Démonstration. Pour commencer, nous définissons la fonction f de la fagon suivante :
F(2) = b(e)p () Vo € R

Nous avons :

1 1
b = 1 [ dldorg [ ety
ht Jk he Jk
—K 1
by —W/Kb(x)go(a:)dx
En posant Cy = [[Vo(-) | 1 (ga), nous avons
—K 1 1 1
b = 55| = s [ v@re [ ety - 55 [ et
he Jk he Jk he Jk
1
~| 77 [ @) [ (o) = ol dyis
h2® Jk K
<C,Bhm

En utilisant la remarque 19, on en déduit

\T;ﬁt (o1, tg) — T (f,tl,tg)‘ < C,BhTVd
En remarquant que T2h ot (f,t1,t2) = Tf 9t (,t1,t2) nous pouvons déduire que :
T3 (o, ta,ta) = T (ot to)| = T3 (ot 2) = T3 (£, 12)|

=T (ot 1) = T (F b 0) = T (o, 1) + T (1, 12)|

< [T (st 1) = T ()| 4 [T (ot t2) = T (/)|

Le lemme 25 appliqué avec la fonction f permet de conclure la démonstration. Ainsi

Veo > 0, 30ty > 0, Thg > 0 tel que 6t < 6ty et h < ho = ‘Té”& (o, t1,to) — Ti%" (go,tl,tg)‘ < ¢
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Lemme 27. Sous les conditions Hg, soit ¢ € C; (Rd), T >0 etty,to € Ry tels que 0 <t <to <T. Alors pour
chaque €9 > 0, il existe 6ty > 0 et ho > 0 qui ne dépendent que de ey, T, B, et f tel que pour tout 5t €]0, 5tg] et
pour tout h €]0, hg], nous avons

’T5h76t (@7 t17 t2) - Tﬁh,ét ((p» tla t2>‘ S €0 (2335)

ce qui signifie que lims, o (Th /9t (p,t1,t2) — Tg’ét (p,t1, t2)) =0.
h—0

Démonstration. Comme pour la démonstration du lemme 3.6 de article [Cocozza-Thivent et al., 2006a], soit f
une fonction définie de la fagon suivante :

) =) [ ome (@) vo e r

Nous avons

- Z ag L p"

LeM

= %/Kb(w) (/Rdso( () dy)

S i [ @ [ [ eia:

LeM

=g | o) 3= | et - % [ ) [ otera:] as
- % / LeM {hd / / )dzu(l)(dy)] &

Le théoreme des accroissements finis permet d’écrire ¢(y) — ¢(2) < C,haq ainsi

- Z aK,L¢L

LeM

< CpBhpm

Ce qui nous amene a

[T (g 1, 12) = T (ft1, )| < CoBRVAT

En remarquant que TQh ¢ ( ft1, tg) = T6h 0t (gp, t1, t2) nous pouvons conclure cette démonstration en appliquant
le lemme 25 avec la fonction f.

Veg > 0, ddtg > 0, Jhg > 0 tel que ot < dtg et h < hg = ‘T;’ét ((p,tl,tg) — T6h’6t (@,tl,tg) <€

O

Lemme 28. Sous les conditions Hy, soit ¢ € C} (Rd), T >0 etty,ta € Ry tels que 0 <t <ty <T. Alors
pour chaque ey > 0, il existe dtg > 0 et hg > 0 qui ne dépendent que de ey et T tel que pour tout 6t €]0, 6ty] et
pour tout h €0, hol, nous avons

T (ot ) = T (o1 t2)| < g (2.3.36)

ce qui signifie que lims, o (T7h’6t (p,t1,t2) — Té”‘;t (%tl,tz)) =0.
h—0
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Démonstration. Nous définissons

ng— 1
T (oot t) = 3 S0 PFh 6t S w (K) — 6t Y un (L)
n=n1 KEM LeV LeVg

TP (gt te) = Y B0 (tny (K) = un, (K))
KeM

Ainsi T (¢, 11, t2) = TyY" (0,11, 12) + T43" (0,11, ).
Remarquons que

d
0
h,8 ® h,o
T t(Z axav(a)7t17t2> = / /RdZaxa V)P () dods
a=1

T ot = [ @) P @ da— [ @ Pl (@) da

Rd

Ainsi T2 (@, b1, t9) = —T3"°" (Ei | 2@ tl,tz) + 103" (0,11, ta).

Par définition de la fonction Pth"st nous avons, T&2 (p,t1,t2) = T7h,26t (¢, t1,t2).
Remarquons que

71,21

B (et t) = 30 D0 00 3 K () (7 - 7Y)

n=n1 KeM LeV,E

Remarquons ensuite que

d no—1 d
9% (a 1 9% (pyple
—T <§ ST '),tl,t2> =6t Y > hua (K) /KZ B, ()0 (@)

a=1
D’apres le lemme 25, nous avons

Veg > 0, Jotg > 0, Jhg > 0 tel que 0t < dtg et h < hyg

d d
0 0
h,0t P ( h,6t P («
-7 (E —&CQM >,t1,t2> + Ty <§ . ol >,t1,t2>
a=1

< €

a=1 o

Nous notons

DK — hd/ Zaxa o @)z + 3 pr-pt (2.3.37)

LeV,E

Ainsi

no—1

<6t Y Y D htun(K (2.3.38)

n=n; K

d
)
T?i“(so,t17t2)+Tf"”< aw( tm)
a=1

K possede d cellules voisines appartenant a 1’ensemble VE , numérotons-les de 1 a d de telle sorte que la a-
eme cellule voisine de K differe uniquement par sa a-éme composante. Soit K = K; x Ko X --+ X Ky avec
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Ky = [ky - h, (kb +1) - h[ pour tout x € {1,---,d} et soit L* = L§ x --- x L tel que pour tout o # a, Ly = K,
et LY = [(ko + 1) - h, (ko + 2) - h[. Ainsi

DE =

d _ T
1 o) N L
Z ( 32( )0l (x)dz + L h@ 1Laevg>’

a=1

Par définition de v(®)(z) et de L%, nous avons que v(®(x) = 1 si et seulement si L* € V;}, ce qui permet de
déduire que

d —K — L
1 dp =P
K
Dy = Z 1Laev;(r (hd . Pz (x)dx + —

a=1

Placons nous dans le cas ou L* € V;{ . Soit hy un vecteur de d composantes telle que la a-éme composante vaut
h et les autres valent 0. En effectuant un changement de variables, nous obtenons

-7 :i/ p(z) —p(@+ha)
h hd h

Le théoreme des accroissements finis assure I'existence de g®(z) € K U L™ tel que

o(x) —p(r+he)  Op
. = 8%( “())

avec pour tout o # «, g2 () = 2, et x4 < g%(z) < 2, + h. Par suite

d
1 E (1
a—1 @ [eY
< dCy,h

avec C'v, une constante de Lipschitz associée aux dérivées partielles de la fonction ¢.
Ainsi,

Veg > 0,36ty > 0,3hg > 0, tel que o0t < dtg et h < hg = T7h’6t (go,tl,tg) — Tsh’ét ((p,tl,tg)‘ <€

Ce qui complete la démonstration.
O

Le lemme suivant assure la continuité de la solution approximée de CK en fonction du temps. Soit ¢ € Cy, (R?),
pour 6t > 0 et h > 0, nous posons pour tout s,t € R

S, (hyot,5.1) = /R o) P () /R o) P () (2.3.39)

Lemme 29. Selon les conditions Ho, soit ¢ € C} (Rd) et soit T > 0. Alors il existe Cs dépendant uniquement
de T, o, v, B, my et u tel que pour chaque €y > 0, il existe 0ty > 0 et hg > 0 tel que pour tout 5t €]0, 0] et
pour tout h €]0, hg], nous avons,

1S, (h, 8t 5,1)| < Cslt — s| + o (2.3.40)

ce qui signifie que limsups,—o |Sy (R, 0t,s,t)] < Cglt — s|.
h—0
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Démonstration. La démonstration est identique & celle du lemme 3.8 de Particle [Cocozza-Thivent et al., 2006a].
Celle qui suit en est ’exacte copie.
En commencgant par (2.3.32), nous avons

[ o Rt wan— [ o <x>dzs\
R4 Rd
g%ﬁﬂmmm+ﬂﬁm%m7wﬁ@mm]

* /: /Rd [b(x)/ @ (y) k) (dy) —b(z +Z xa Yo (2)

En utilisant (2.3.31) et les lemmes 26, 27 et 28, nous avons

PO (2) dadt

’_Tf)ét (@7 t17 t2) + Tﬁh’ét (307 tla t2) - T8h76t (907 tly tZ)‘

ﬂﬁmMWmfﬂﬁwmm+ﬂMMmmfﬂmmmm+ﬁmwmmfﬁMMmm]

< 3eg
Posons
4
Cs =2B|¢() -—()
Lo Lo°(Rd)
Ce qui complete la démonstration. O

Nous pouvons maintenant conclure avec le théoreme de convergence.
Théoréeme 30. Sous les hypotheéses Ho, s0it (N, 6tm),, oy une suite telle que, pour tout m € N tel que t,, — 0
et hy, — 0 quand m — oo. Alors pour tout t € Ry, la suite tendue de mesures de probabilité (Pth"”’&"" (m)dm)

meN
converge faiblement vers une mesure de probabilité sur R%, notée m;(dz). De plus, cette famille (mi(dz)),ep, est

lunique solution faible des équations de Chapman-Kolmogorov (2.2.10).

Démonstration. La démonstration identique a celle du théoreme 3.1 de larticle [Cocozza-Thivent et al., 2006a).

Soit (tp)pen une suite de réels, dense dans R . En utilisant la tension de la famille de probabilité (Pt';" 1Ot (x)dx) Len
€

(lemme 24), et le théoreme de Prohorov, pour chaque ¢, > 0, nous pouvons extraire de (h, 6tx)ren Une sous-suite
Py (k) 0toy, (k . .
(hgp(k), 5tffp(k))k N telle que (Ptp »() P(k)(x)da:> ren est faiblement convergente vers une mesure de probabi-
lité. En utilisant une méthode diagonale, nous pouvons choisir une sous-suite (ho(k), 5t0(k))k€N de (hg,0tk)ken
§ . . .
telle que (Pt};”(k)’ Lot (x)dx) est faiblement convergente pour tout p € N. Dans la suite, cette sous-suite est
kEN

notée (hy, 0tg)ren et (Ptzk’ét’“ (az)dz) est maintenant convergente vers une distribution de probabilité m;  (dx)
keN

pour tout p € N.

Démontrons maintenant que, pour tout ¢ € C} (R%), la suite (fRd w(x)Pth’“ét’“ (:E)dx) i est une suite de Cauchy
eN

pour tout ¢ > 0. Soit k, m € N. Pour tout p € N, nous pouvons écrire, en utilisant la notation (2.3.39),

w(x)Pthkﬁtk (x)dx - ¢(x)Pthm76tm (m)dx < |Sw (hka Oty, L, tp)l + |S¢ (hm7 Ot t, tp)|
R4 Rd

V(@) P (@) de — | (@) Pt (2)de
R4 R4

Soit T =1t+1 et soit e € (0,1) donnés. Nous commengons par choisir p € N tel que |t — t,| < e. Comme la suite

(Pt’;’“&’“ (x))kEN est faiblement convergente, il existe kg tel que, pour tout k,m > kg,

Y(@) PP (2)de — [ (x) P (2)da| < e
Rd Rd
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Nous pouvons choisir k; > 0 tel que, pour tout k > ki, 0ty < 0ty et hi < hg, ou oty et hy sont donnés par le
lemme 29 pour la valeur €. Nous avons donc, pour k, m > kq,

|S’¢J (hkvé‘tkatvtiﬂﬂ + |S¢ (h’ma 6tma tvtp)| S (205 + 2) €
Ceci complete la preuve que ( fRd w(ac)Pth’“’M’c (m)dm) i est une suite de Cauchy pour tout ¢t > 0. Nous obtenons
€N

facilement la méme propriété pour ¢ € C, (Rd) et aussi pour ¥ € C (Rd) grace au lemme 24. Par conséquent, il

existe une mesure de probabilité m; (dz) telle que la suite (Pthk’ét’“ (m)) i est faiblement convergente vers m;(dx).
eN

De plus, en passant a la limite dans 'équation (2.3.40), nous obtenons que pour tout ¢ € C} (R?),

[ etam@ir = | @ (a)da

ce qui donne la continuité de la fonction ¢ — fRd o(x)m(x)dz. La propriété de continuité peut facilement s’étendre
par densité aux fonctions ¢ € C. (Rd) par la tension. En utilisant les lemmes 26, 27 et 28, et le théoreme de
convergence dominée, nous avons les propriétés suivantes pour tout ¢ € C} (Rd) et t1,t2 > 0;

< Cgslt—s| Vt,s e Ry

ta
lim TP (g, by, t) = lim T (o1, 5) = / / b(a) o () ()
k—oco k—oc0 t R4

T T (11, 15) = T TEOO (g, 11,1) = / IRE ( /. (ymm)(dy)) o (dr) i

lim TP (o, 1y, ty) = Jlim Tgkv‘”k’ (¢, t1,t2)

k—o0
/ /Rd Z 895& )" (2)my(de)dt + /Rd p(@)m, (dz) — /Rd ()T, (d)

Nous passons maintenant & la limite dans (2.3.31) ce qui permet de déduire que (m;(dz)),cg, est solution des
équations de Chapman-Kolmogorov (2.2.10). Comme cette solution est unique, voir [Cocozza-Thivent et al.,
2006b], nous en déduisons que le schéma converge vers cette famille. O

Remarque 31. Nous pouvons étendre ce résultat aux PDMP dont l’espace d’état est composé de plus d’un
élément en effectuant le méme raisonnement que dans Uarticle [Eymard et al., 2008].

Remarque 32. La démonstration du schéma (2.3.13) prenant en compte les instants déterministes de saut ne
differe pas de la démonstration précédente. Entre ces instants de saut, la démonstration de la convergence du
schéma est adaptée. Comme la démonstration ne dépend pas de la facon de définir la loi initiale du PDMP,
celle-ci est valable pour le schéma (2.5.13).

La convergence de ’algorithme de volumes finis a été démontrée dans un cas particulier correspondant a celui dans
lequel se trouvent les différents cas d’application traités lors de cette these. Ce résultat permet d’attribuer une
certaine confiance aux estimations des quantités d’intérét issues du schéma numérique. Les formules permettant
d’estimer ces quantités a ’aide du schéma sont présentées dans le prochain paragraphe.

2.4 Quantités d’intérét estimées par le schéma de volumes finis
Dans ce paragraphe, nous présentons les quantités fiabilistes utilisées dans le cadre des études menées dans cette

these. L’espace d’état E du PDMP est décomposé en deux ensembles disjoints : I’ensemble des états de marche
M et ’ensemble des états de panne P.
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2.4.1 Fiabilité

La fiabilité a I'instant ¢ correspond a la probabilité que le systéme n’ait pas subit de défaillance avant I'instant
t et se note R(t).

R(t) =P(T > t)

avec T' I'instant de la premiere panne.

Le PDMP étant un processus markovien, la méthode introduite dans le premier chapitre pour calculer la fiabilité
d’un systeme modélisé par un PMS ou un processus semi-markovien peut s’appliquer. Pour rappel, cette méthode
consiste a rendre les états de défaillance absorbants. Ainsi, soit 7;(-,dz) la loi du PDMP & l'instant ¢ dont les
états de panne sont absorbants. La fiabilité se calcule de la fagon suivante :

R(t) =) /Rd 7 (i, da) (2.4.1)

ieM

Cette quantité se calcule facilement avec le schéma de volumes finis. Pour cela, soit la suite ,,, une approximation
de 74 (-, dx), construite par le schéma de volumes finis. Soit R,, une approximation de la fiabilité & 'instant ¢,
avec t € [ndt, (n + 1)dt] :

Ry =h"Y" 3" (K, i) (2.4.2)

ieM KeM

2.4.2 Disponibilité

N

La disponibilité a linstant ¢ correspond a la probabilité que le systeme soit en fonctionnement a l'instant ¢.
Cette probabilité se note D(t).

D(t) = P(I, € F)

En reprenant les notations du PDMP, cette probabilité s’écrit de la fagon suivante :

Dty =3 /R (i da) (2.4.3)

i€ M

Soit D,, une approximation de la disponibilité a I'instant ¢, D,, s’obtient avec la formule suivante, pour ¢ €
[ndt, (n + 1)dt[ :

Dn=0"Y" 3" un(K,i) (2.4.4)

ieM KeM

Contrairement a la fiabilité, la disponibilité est une quantité difficile a estimer dans nos cas d’application avec
le schéma de volumes finis. Cette difficulté est due a la différence d’ordres de grandeur entre la durée de vie
des composants qui se chiffrent en dizaines d’années et le temps nécessaire a une réparation qui s’estime en
heures. Afin de quantifier la disponibilité, deux pas de discrétisation de I’espace des variables physiques doivent
étre définis. Le premier h,, est utilisé pour les états de marche et le deuxiéme h,, est utilisé pour les états de
panne. Modéliser un temps d’indisponibilité nécessite de choisir h,, suffisamment petit pour qu’il puisse compter
les heures. Le pas h,, discrétise des durées en années. Le pas de temps dt est choisi le plus grand possible pour
que la condition de stabilité (2.3.8) soit respectée, ainsi il doit forcément étre plus petit que le minimum des
deux pas hy, et h,. Pour évaluer I'indisponibilité d’un systéme sur les 20 prochaines années, I'intervalle [0, 20]

est découpé en % morceaux. Cette quantité est au moins égale a Z—O. Supposons que h,;, est égale a une heure, ce
P

qui donne en années h, = 0.0001142. Ainsi l'intervalle [0, 20] est discrétisé en au moins 175131 morceaux ce qui
rend les calculs extrémement longs. Pour comparaison si h,, est égale & 1 et si ’on ne souhaite pas quantifier
I'indisponibilité, I'intervalle [0, 20] est découpé en au moins 20 morceaux.

Estimer la disponibilité d’un systéme heure par heure n’a de sens que si I’'on prend en compte la sollicitation du
systeme sur la méme échelle de temps. Il faudrait ainsi prendre en compte le fait que le systéme est sollicité de
fagon différente au cours d’une journée. De méme, estimer la disponibilité d’un systeme au cours d’une année
nécessiterait de connaitre I’évolution du taux de défaillance des composants en fonction des saisons; en effet,
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il est intuitif de penser qu’un systéme situé a l'extérieur (par exemple sur la voie) est sensible au froid. Ces
phénomenes n’ont pas été pris en compte lors de 1’étude des cas industriels. La disponibilité moyenne annuelle
d’un systeme a donc plus de sens car cette quantité modélise ’évolution de la disponibilité en fonction des années
ce qui correspond a notre échelle temporelle. Une astuce permet d’estimer cette quantité facilement sans que
cela entraine des difficultés pour le schéma numérique. Considérons un systéeme modélisé par un PDMP dont
les durées de réparation sont considérées instantanées. Cette hypothése se justifie par le fait que les durées de
réparation sont négligeables par rapport a la durée de vie du systeme. Le schéma numérique permet d’évaluer
une approximation du nombre moyen de défaillances subies par le systéme chaque année (voir le prochain
paragraphe). Une fois ce calcul réalisé, un nombre d’heures d’indisponibilité est associé & chaque défaillance.
La disponibilité moyenne annuelle correspond ainsi au quotient du nombre d’heures de bon fonctionnement par
le nombre d’heures dans une année. Soit Ny(k) le nombre moyen annuel de défaillances du systeme survenues
durant la k-eme année, soit Hy,q le nombre d’heures d’indisponibilité causées par une défaillance, soit ﬁ(k:) la
disponibilité moyenne du systéme sur 'année k,

ﬁ(k‘) —1_ Hjnd X Np(k)
24 x 365

Le nombre moyen annuel de défaillances peut étre estimé a ’aide du schéma de volumes finis. La méthode est
présentée dans le prochain paragraphe.

(2.4.5)

2.4.3 Nombre d’occurrences d’un événement

Une étude fiabiliste d’un systeme nécessite généralement de quantifier le nombre d’occurrences de certains
événements comme par exemple le nombre de défaillances. En fonction de 'objectif de I’étude, les événements
sont définis selon la nature de leur conséquence, de leur cause ou encore de leur impact économique. Par exemple,
I’étude du passage a niveau a nécessité d’isoler les événements ayant un risque sur la sécurité dans 1’objectif
d’évaluer I'occurrence de ces événements dangereux. Séparer les événements permet d’octroyer a chacun d’entre
eux un cout, ce qui va permettre d’effectuer une étude économique plus fine. Par exemple si deux composants
A et B n’ont pas le méme cotit, remplacer le composant A ne revient pas au méme que remplacer le composant B.

Quantifier le nombre d’occurrences d’un événement revient a quantifier le nombre de transitions entre deux états.
La proposition suivante donne la formule permettant de calculer la moyenne de cette quantité. La démonstration
est issue d’un cours de Christiane Cocozza-Thivent.

Proposition 33. Soit N; ;(t) le nombre de transitions entre l’état i et l’état j ayant eu liew avant 'instant t
avec (i,7) € E?. La moyenne de cette quantité s’exprime de la fagon suivante :

E[N,; ()] = E [ /0 i j,Xs)ds} - /O t /R alis )y (i, da)ds (2.4.6)

Démonstration. D’apres la proposition 17, ¢(I, X¢) — (o, Xo) — fot Lp(Is, Xs)ds est une martingale pour
o(Iy, X¢) = 1;(1;). Soit M;(t) la martingale définie de la fagon suivante :

t

Mj(t) = 1](It) — 1_7([0) —/0 a(Is,j,Xs)ds +A 1J(Ig)b(]7 Xs)dS

Notons Uy (respectivement Vj) les instants d’entrée (respectivement de sortie) successifs du processus (I;)¢>o
dans ’état j. On a :

dM;(s) = by, (ds) = > dv,(ds) — a(ls, j, X)ds + 1;(1,)b(j, X, )ds
k k

Soit i € E, i # j, N; ;(t) peut s’exprimer de la fagon suivante :

Ni,j (t) = Z 1i(Is_ )1J (IS)

s<t

X / 14(1, )6y, (ds)
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Comme le processus (1;(5-)) s est adapté et continu a gauche, donc prévisible, on obtient que le processus

(fot 11‘(137)de(5)> est une martingale. De plus
>0

/ 11(13—)dM](3) = NIJ(t) —/ 1i(IS—)CL(Is,j,XS)dS
0 0

Par suite nous obtenons en passant a ’espérance :

E[N; ;)] =E [/Ota(i,j,Xs)ds} = /Ot /Rd a(i, g, x)ms(i, dx)ds

Ce qui conclut la démonstration.
O

Cette quantité peut étre estimée avec le schéma de volumes finis de la fagon suivante. Soit N;'; une approximation
de E[N; ;(t)] avec t € [ndt, (n + 1)dt[ :

Nij = h'ot Zn: D> a Lum(K,) (2.4.7)

m=0KeM LeM

Le calcul des quantités décrites dans ce paragraphe n’est pas toujours aisé. Selon la complexité du systeme, ['uti-
lisation du schéma de volumes finis pour estimer les quantités d’intérét peut étre difficile. Le prochain paragraphe
présente des méthodes de simplification et d’approximation permettant d’estimer les quantités recherchées méme
dans des cas difficiles.

2.5 Méthodes de simplification et d’approximation

2.5.1 Introduction

Comme nous 'avons vu précédemment, ’algorithme de volumes finis a pour principe de discrétiser le temps et
I’espace des variables physiques dans le but de calculer itérativement une approximation des lois marginales du
PDMP. L’utilisation de ce type de schéma pour la quantification de systéemes multi-composants entraine trois
types de difficultés. La premiere est le codage dont le degré de difficulté augmente rapidement avec le nombre
de variables physiques. La seconde correspond au temps de calcul engendré par le schéma. Enfin, la troisieme
difficulté est d’ordre informatique; le schéma numérique est limité par la quantité de place mémoire que l'or-
dinateur possede. Un nombre de variables physiques important nécessite de discrétiser un grand espace ce qui
pose probleme. Si le PDMP que l'on cherche a quantifier possede d variables physiques évoluant chacune dans
R, 'espace Rff_ doit étre discrétisé. Lorsque d est trop grand, il existe trois fagons de s’en sortir. La premiere
méthode consiste a simplifier au maximum la modélisation soit en profitant de I'indépendance des composants
lorsque c’est possible soit en limitant le nombre de variables physiques dans la modélisation. La diminution du
nombre de variables physiques est possible lorsque 1’on peut déduire de fagon certaine la valeur de I'une d’entre
elles quand nous connaissons la valeur des autres. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de garder en mémoire cette
variable physique. Dans le cas de la modélisation de systeme multi-composants, cette méthode est applicable par
exemple lorsque les composants ont toujours le méme age. Cette caractéristique dépend essentiellement de la
stratégie de maintenance mise en place. La deuxieme méthode consiste a utiliser une méthode d’approximation
dans l'algorithme de volumes finis. Alors que la premiere méthode ne diminue pas la précision des résultats, la
méthode d’approximation, comme son nom l'indique, entraine une perte de précision. Enfin, la troisieme méthode
consiste a effectuer un changement de processus afin de se ramener a un PDMP non-homogene dont les variables
physiques n’évoluent pas au cours du temps. Cette transformation nécessite I'utilisation d’un nouveau schéma
de volumes finis plus simple.

Avant de présenter les différentes méthodes de simplification, détaillons les stratégies de maintenance que nous
souhaitons modéliser. Ces stratégies sont importantes a comprendre car, I'utilisation de I'une ou I’autre méthode
dépend de la stratégie mise en place. La premiere stratégie de maintenance est la stratégie de type purement
corrective. Elle consiste a effectuer une action de maintenance lorsque le systeme tombe en panne et a rempla-
cer les composants défaillants par des neufs. La deuxieme stratégie est la stratégie de type révision générale.
Cette stratégie consiste a effectuer une maintenance préventive a une ou plusieurs dates prévues a ’avance et a
remplacer préventivement les composants jugés trop agés ainsi que les composants en panne. Enfin, la derniere
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FIGURE 2.3 — Systeéme série de n composants

stratégie est de type opportuniste. Elle consiste & profiter d’une action de maintenance corrective pour remplacer
préventivement les composants jugés trop agés. Un composant est jugé trop agé si son age a dépassé un age
limite de remplacement.

Dans la suite, nous appelons une stratégie de maintenance de type individuelle, une stratégie qui consiste a
remplacer des composants indépendamment de 1’état des autres composants.

2.5.2 Réduction de ’espace par la modélisation
2.5.2.1 Réduction de I’espace en tenant compte des indépendances entre composants

Cette méthode n’est utilisable que pour des systémes soumis a une stratégie de maintenance de type individuelle.

Considérons un systeme série de d composants vieillissants et indépendants. La stratégie de maintenance est telle
que lorsqu’un composant tombe en panne, il est instantanément remplacé par un composant neuf de méme loi.
Modélisons ce systeme par un PDMP. L’espace d’état est réduit a un seul état, en effet comme nous supposons
les réparations instantanées, le systéme ne se trouve jamais dans un état de panne. Les composants vieillissent,
leur age doit étre gardé en mémoire. Si le systeme doit étre modélisé sur les L premieres années de sa vie, ’age
des composants ne dépassera jamais L et 1’espace des variables physiques associé au PDMP est [0, L]d. Sidet L
sont grands, les calculs deviennent impossibles a réaliser avec ’algorithme de volumes finis. Pour ce systéme, il
est possible de simplifier grandement la modélisation en profitant de I'indépendance stochastique et fonctionnelle
des composants. Chaque composant peut étre modélisé par un PDMP tel que ces d PDMP sont indépendants

les uns des autres. Soit my(dxy,- - ,dzg) la loi du PDMP modélisant le systéme de d composants & I'instant ¢.
Si on note 7 (dx;) la loi du PDMP modélisant le composant i & l'instant ¢ avec k € {1,--- ,d}, alors
d
mi(dry, - dwg) = [ 7F (da) (2.5.1)
k=1

Cette méthode n’induit pas d’erreur, seule la quantité de données a garder en mémoire pour le schéma de volumes
finis est réduite. Dans le cas du PDMP modélisant le systeme, la quantité de données & garder en mémoire est
en puissance de d alors que dans le cas simplifié cette quantité est un multiple de d.

Cette méthode fonctionne pour des systemes série de d composants indépendants soumis a une stratégie de
maintenance corrective de type individuelle. Plus généralement, cette méthode s’adapte pour des systéemes d’une
architecture quelconque si les composants sont indépendants et si le remplacement d’un composant n’est pas
induit par un événement lié a un autre composant, c’est-a-dire que la maintenance est individuelle. Cette hy-
pothese est forte, en effet prenons ’exemple d’un systéme parallele. La défaillance d’un composant n’entraine pas
la défaillance du systéme et par conséquent aucune maintenance corrective n’est effectuée. Pour qu’un systéeme
possédant une redondance tombe en panne, il est nécessaire d’avoir une combinaison de composants défaillants.
Lorsque cela se produit, le systeme subit une maintenance corrective et les composants défaillants sont remplacés
par des neufs. Dans ce cas, la maintenance n’est pas individuelle car le remplacement d’un composant ne dépend
pas seulement du fait qu’il soit tombé en panne mais dépend aussi du fait qu’un ou plusieurs autres composants
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.

FIGURE 2.4 — Systeme parallele avec n branches et un composant par branche

soient tombés en panne. Une autre méthode basée sur la réduction du nombre de variables physiques, peut alors
étre utilisée.

2.5.2.2 Réduction du nombre de variables physiques

Cette méthode s’applique lorsque ’on peut exprimer une variable physique en fonction d’autres variables phy-
siques ; elle consiste & ne pas garder en mémoire cette variable. Soit X = (X1, -, Xy) la variable physique du
PDMP, s’il existe une fonction f telle que X = f(Xy, -+, Xg—1, Xg+1, -+ , Xq) alors la variable physique X
peut étre remplacée par X = (X1, , Xp_1, Xpa1, - » Xa)-

Prenons comme exemple un systeme paralléle composé de n branches avec un composant sur chaque branche.
Ce type de systeme est représenté dans la FIGURE 2.4. Ce systéme est soumis a une stratégie de maintenance
purement corrective (mais pas individuelle). La panne du systéme survient des lors que tous les composants sont
tombés en panne. Lorsque cela arrive, ils sont remplacés par des composants neufs. Dans ce type de systeme,
les composants ont le méme age a chaque instant. Si le composant 1 a x ans, tous les autres composants ont x
ans avec probabilité 1. Dans ce cas, il suffit d’'une variable physique pour garder en mémoire ’age de tous les
composants du systeme. Ainsi, 'espace des variables physiques est de dimension 1 ce qui permet de diminuer
significativement la quantité de place mémoire nécessaire au schéma de volumes finis et ainsi de réaliser les calculs
rapidement. Plus généralement, si des composants sont toujours remplacés au méme moment, il est possible de
ne garder en mémoire qu’une seule variable physique représentant 1’age de ce groupe de composants.

Ces deux méthodes ne sont pas toujours suffisantes. Au cours de cette these, nous avons été amenés a étudier
des systemes dont le nombre de composants vieillissants et la stratégie de maintenance ne permettaient pas
d’utiliser les deux méthodes décrites ci-dessus. Ainsi, nous nous sommes intéressés a une autre fagon de procéder
qui contrairement aux deux autres méthodes, entraine une perte de précision. Cette méthode est décrite dans le
prochain paragraphe.
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2.5.3 La méthode d’approximation
2.5.3.1 Pourquoi approximer ?

Nous avons implémenté le schéma de volumes finis pour différents cas tests dont le nombre de composants est
différent. Ces tests ont montré que pour des systemes de plus de cinq composants, pour lesquels il n’est pas
possible de simplifier la modélisation, le schéma de volumes finis nécessite une trop grande quantité de place
mémoire pour fonctionner. En utilisant un ordinateur plus puissant, il est probablement possible de dépasser
le nombre de cinq composants, cependant la limite reste basse. Une autre possibilité est d’utiliser des matrices
creuses ne gardant pas en mémoire les 0 mais ce n’est, la encore, pas suffisant.

Pour résoudre ce probleme, nous avons développé une méthode permettant de réduire la quantité de place
mémoire nécessaire au schéma pour fonctionner. Reprenons les notations introduites pour le schéma de volumes
finis. Cette méthode consiste & approcher u,, dont ’espace de départ est un maillage M de RZ, d étant le nombre
de composants vieillissants du systéeme, par une somme de produit de fonctions dont les supports sont R, . Le
principe est d’approcher la solution du schéma de volumes finis. Cette solution étant déja une approximation
de la loi marginale du PDMP, la méthode proposée revient a estimer une approximation d’une approximation.
Ainsi cette méthode est nommée A2.

2.5.3.2 Description de la méthode

Pour plus de facilités, dans la suite, u, (K, %) est remplacé par u,(z,1) avec K = [z1 - h, (x1 + 1) - h[X - X [24 -
h,(zq+1)-h[ et z = (z1,--- ,24) € N%. Nous utilisons la notation z € M pour K € M.

Avant de présenter la méthode A? dans le cadre général, celle-ci est présentée dans un cadre simplifié. Soit
un PDMP dont l'espace d’état E est réduit a un seul élément et dont la dimension de I’espace des variables
physiques est égale & 2 (d = 2). La variable physique du PDMP est X = (X7, X3) et évolue dans I’espace [0, L]?.
En reprenant les notations introduites pour le schéma de volumes finis, la méthode A2 va permettre d’approcher
Un () = up(z1,22) pour tout x = (z1,22) € M. L'espace [0, L]? est découpé en quatre rectangles notés 1, 2,
3 et 4, voir FIGURE 2.5. Sur chacun de ces rectangles, la méthode A% consiste & remplacer ug(z1,z2) par une
fonction g (z1,z2) qui s’écrit comme le produit de deux fonctions puis d’injecter cette fonction dans le schéma
de volume finis afin de calculer successivement les termes de la suite (@, (x1,22)),, oy Pour tout (x1,z2) € M.

Dans ce qui suit, nous notons G le rectangle 1, 2, 3 ou 4. Chaque rectangle G peut s’écrire sous la forme d'un
produit de deux intervalles I x I§'. Pour z = (z1,22) € M, nous définissons deux fonctions :

) iz €I¢
v (2y) = {21261«? uo(z1,22) siay €y (2.5.2)
0 sinon
ug(x1, sixy € I§
2 (w2) = {EWF o) S ek (253)
0 sinon
ol ug est une approximation de la loi de (Ip, Xo) donnée dans (2.3.4).
Soit @ une fonction définie de fagon suivante, pour (x1,x2) € G :
to(x1,x2) = Vg’l(xl)u(?’g(xg) (2.5.4)
L’équation (2.5.4) peut aussi s’écrire, pour (z1,22) € M :
4
io(z1,w2) = Y V5 (@) 2 (w2) (2.5.5)
G=1
L’algorithme (2.3.7) peut s’écrire sous une forme plus simple :
Unt1(21,T2) = Z B((y1,92), (21, 22))un(y1, y2) (2.5.6)

(y1,y2)EM
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FIGURE 2.5 — Découpage de 'espace des variables physiques [0, L]? pour la méthode A?

La fonction 4, (x1, o) est supposée pouvoir s’écrire pour tout entier 7 sous la forme un produit de deux fonctions
de la méme fagon que g (x1,z2) :

4
n(T1, z2) z VE’I (z1)v 2(1’2) (2.5.7)
G=1

En remplagant w,(y1,y2) par i, (z1,z2) dans (2.5.6), nous obtenons un nouveau schéma que nous initialisons
par tg(x1, z2) défini dans (2.5.4). Le nouveau schéma s’écrit de la fagon suivante :

G,1

vt (@0)vs ) (w2) Z > B v), (w1, 22)) i ()2 (y2) (2.5.8)

H=1 (y1,y2)eM

L’objectif est maintenant de calculer les fonctions v/1!(y;) et v12(ys). Soit CS! = leellc vSl(xy) et soit
Cco2? = ZIZGIQG vS2(z9) pour tout G € {1,2,3,4}. En sommant I’équation (2.5.8) sur x5 € I§, nous obtenons
pour tout x; € I :

n+1 (z1) CS+21— Z Z Z B((yl,y2)7(9317562))”5’1@1)”5’2(92) (2.5.9)

zo€l§ H=1 (y1,y2)EM

Soit fG1(xy) = vG1CE2 et CS = CS1 . OS2, L'équation (2.5.9) peut s'écrire :

At (@) £ (x2)
n+1 (1) Z Z Z B((y1,y2), (21, 72)) ca (2.5.10)

z2€l$F H=1 (y1,y2)EM

En sommant I’équation (2.5.6) sur x; € I, nous obtenons une équation analogue pour f +1 Par définition de
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la fonction f&!, nous avons :

= > M) (2.5.11)

1 €IC

Les fonctions f&1, f&2 et CS peuvent maintenant étre calculées itérativement en utilisant les équations (2.5.10)
et (2.5.11). Ces fonctions permettent de construire la suite de fonctions (tn(21,22))(, 4, y)enx p- L'intérét ma-
jeur de cette méthode est que 'approximation est construite a partir de fonctions d’une seule variable. Nous
avons commencé par exliquer cette méthode dans un cadre simple avec d = 2, mais cette caractéristique reste
vraie pour des dimensions supérieures a 2. Dans cet exemple, nous avons découpé 'espace dans lequel évolue la
variable physique du PDMP en quatre parties. Il est possible de découper cet espace en plus de parties, cela aura
pour effet d’améliorer la précision de 'approximation et, en contre partie, cela augmentera ’espace mémoire
nécessaire au schéma et le temps de calcul.

Dans le cadre général, le principe de la méthode A? reste identique. Soit un PDMP d’espace d’état E et dont
la variable physique est un vecteur de dimension d. L’objectif est d’approcher la fonction w,(x,7) de dimension
d par un produit de d fonctions de dimension un. Pour commencer, nous introduisons la notion de niveau de la
méthode A2,

Définition 34. Pour k € {1,--- ,d}, soit e, € N* le niveau associé¢ a la variable physique X}, évoluant dans
Vintervalle I),. La méthode A? consiste & découper lintervalle Ij, en ey, intervalles de méme longueur I,i’“ avec

i € {1,--- ,er}. Ainsi Uespace des variables physiques est découpé en pavés de la forme G = szl I,]c" Le
nouveau découpage est noté S.

Remarque 35. Le pas de discrétisation de ce nouveau découpage est un multiple du pas de discrétisation utilisé
pour construire M.

Remarque 36. Dans le cadre simplifié, nous avions ey = es =2 et S = {1,2,3,4}.

Pour chaque i dans E, ug(x, %) est approximé par une fonction g(x, ¢) s’écrivant comme le produit de d fonctions
dont le support est un intervalle. Ces fonctions sont définies de la fagon suivante : pour tout ¢ € E et pour tout
ke {17 7d}a

. . G
‘ i k=1, ik ja Wo(x,4) siay €1
VOG,k(ICk, ’L) = (@1, o1, a1, ,@a) €7 XX LT X LA oI ’ k (2.5.12)
0 sinon
Ainsi, @g(z,4) est défini comme suit :

d
g (z,1) = [ [ v5™" (ar.9) (2.5.13)

Pour tout x € M, nous avons aussi :
d
io (z,3) = > [[ v (xn1) (2.5.14)
GeS k=1
Nous supposons que pour tout n € N, 4, (,4) s’écrit comme g (x,7) de la fagon suivante :
d
i (z,0) = > J[v&* (w4) (2.5.15)
GeS k=1

Ces équations sont injectées dans le schéma (2.3.7) permettant de construire la suite (i@, (,7))y 5 p de la
méme fagon que dans le cadre simplifié.

Le niveau associé a chaque variable physique influe directement sur I’erreur commise par cette approximation.
Plus ces nombres sont petits plus I’erreur commise par I’approximation est importante. Dans le prochain para-
graphe, nous évaluons I'influence du niveau sur ’erreur.
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FIGURE 2.6 — Systeme série de 2 composants

2.5.3.3 Application de la méthode

Cas d’un systéme série de deux composants soumis & une maintenance opportuniste

Soit un systeme ayant deux composants en série soumis a une stratégie de maintenance de type opportuniste. La
défaillance d’un composant entraine une action de maintenance ; le composant défaillant est remplacé par un neuf
et 'autre composant est aussi remplacé s’il est en marche depuis une durée supérieure a T} pour le composant
1 et T5 pour le composant 2. Les maintenances sont supposées étre instantanées. Modélisons ce systéme par un
PDMP et quantifions-le a ’aide du schéma de volumes finis. Les deux composants vieillissent, nous devons donc
garder en mémoire leur age : soit X; 1’age du composant 1 et X5 I’dge du composant 2. L’espace des variables
physiques est donc de dimension 2. Comme les temps de réparation sont instantanés, le systéme se trouve en
permanence dans un état de marche, ainsi ’espace d’état du PDMP est réduit & un seul élément. A la date t = 0,
le systeme est neuf. Le systeme est modélisé sur un horizon de vingt ans, ainsi ’espace des variables physiques
est [0; 20]2. Les taux de saut du PDMP correspondent aux taux de panne des composants, notons-les a; pour le
composant 1 et as pour le composant 2. Ce PDMP est quantifiable avec le schéma de volumes finis sans utiliser
la méthode A2, qualifié par la suite de schéma complet, ainsi nous allons pouvoir évaluer l'erreur causée par
la méthode A2. Soit 6t le pas de discrétisation du temps et h le pas de discrétisation de I'espace des variables
physiques utilisés dans le schéma. L’espace des variables physiques est donc discrétisé en carrés.

Le schéma complet est le suivant :

1 si = =0
ug (21, 72) = { S? e (2.5.16)
0 sinon
2
Unt1 (1, 22) = | 1 — 0t 7 + a1 (1) 4+ as (x2) ) ) un (21, 22)
ot
+ﬁ (Igy>1un (1 — 1,22) + 151Uy (21,22 — 1))
+0tly,=0 Zal (1) | Los<mntin (Y1, 22) + Loy=o Z Un (Y1, Y2)
Y1 y22T>
+0tla,—0 Y _ a2 (y2) | Loyemytin (21, 92) + 1oy=0 Y tn (y1,92) (2.5.17)
Y2 y12T1

Appliquons la méthode A? & ce schéma. Le schéma approximé est écrit dans le cas ou le niveau associé a la
variable X1, et celui associé & X, sont égaux & 2 (e; = ey = 2). Ainsi l'espace [0,20]% est divisé en quatre
cases G : [0,10[2, [10,20] x [0;10[, [0,10[x[10;20], [10,20] x [10;20] et [10,20]? notées respectivement 1, 2, 3 et
4 (§=1{1,2,3,4}). Ecrivons les équations associées au schéma approximé.
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A Daide de I’équation (2.5.16), nous pouvons initialiser le schéma approximé par :

1,G 1 siG=1letz;=0
(1) =

v,
0 0 sinon
2.G 1 siG=1letza=0
vy (x2) = .
0 sinon
Soit 4, une approximation de u,. % est défini de la fagon suivante :
~ ,G ,G
(21, 22) = 11(1) (71) v§ (z2)

Cette équation est injectée dans le schéma (2.5.17). En sommant successivement par rapport a 7 et o sur les
différentes cases (G, nous obtenons les équations détaillées dans ce qui suit.

On pose pour tout G € {1,2,3,4},
Cl G Z Ul G yl
CZ’G = Zvn# (y2)

Y2

En sommant sur x5, nous obtenons pour la premiere case :

21
v (21) Oy = ( — ot ( +ar (@) + ) a2 (y2) ncz(,:?))) vt (1) O3t

Y2

ot ot
0t )02 = T ()2 (1)
+5f1xlzozal (y1) Z vy (1) % + Z Z vy (1) vy (v2)
Y1 Ge{1,2} y22>T> Ge{3,4}

4
+6t> as(y2) [lorer, Y. vp® (@) vr® () + lo=o Y. Y on () ve® (v2)
Y2

Ge{1,3} y12>2Th G=1

. 2,1 1,1 . . L
Le calcul est le méme pour trouver v>’ ,; (x2) C ' ;. Sommons sur z; 1’équation précédente :
n+1 +1

n

5t
Cop Oty =Cp' et — — (vy' (107) G2t 02! (107) C1 1)

—|—6tZa1 y) (o2 ) Cr?+ > Y ) v (ya)
y2>To Ge{3,4}

+6tza2 y2) [v2 () P+ D0 Y oY () vr® (1)
y1>2T1 Ge{2,4}

Pour la case 2 :
iz, = (11 oo ) )t i
ot ot ot
+ ﬁlxlzlvia (21 -1) 05’2 + 1x1=1ozvi’1 (107) et - g%lf (z1) v* (107)

+ 5tz az (y2) 1p, <y Z 1171{6 (1) U?{G (y2)

Y2 Ge{2,4}
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022 1,2 1 ”1’2 (y1) 2,2 1,2
v () Oy = — ot —I— as (z2) + Zal Y1) W vo? (22) O

Y1
5t 5t
+ ﬁlwzzlvig (x2 —1)CH2 4 ﬁ”?ﬁl (z2)vlt (107)
+ 0tla,=0 Z az (y2) Z vy (1) v (y2)
y1<T1,y2 Ge{2,4}

Cht Oy =Ch 202 = 6tC22 Y " ay (1) vp® (w1) — StCY* > an (y2) v (y2)

n
Y1 Y2
5 1 2,1 5t 2 ,2 1,2
c= 107) C>
+ 0t Z as (y2) Z Un’G (y1) ’U?L’G (y2)
y1<T1,y2 Ge{2,4}

Pour la case 3 :

23 (
: y2)
Uii (1) CZ& ( — 0t (h + a1 (z1) + E az (y2) nc%g >> o3 (21) C23

Y2

ot
+ 0l (o = 1) 2+

+ 0tla, =0 Z a1 (y1) Z v (Y1) v (y2)

y1,92<T2 Ge{3,4}

) 1 n (yl)
72131 (2) Orlzfl = (1 — ot (h + ag (z2) + Zal Y1) 03>> V23 (29) O3

Y1
ot ot ot
—|—E1I2211}721’3 (.13 )013—|—1L2 10 i 7211 (10_) 0711,1 h 7113 (10 ) (.132)
+0tY a1 () luer, Y oS (1) 3 (22)

Y1 Ge{3,4}

Coty Oy =CH3C2 = 6tC23 Y " ay (1) vy® (w1) — StCY* > an (y2) vir® (y2)

n+l1-n+1
Y1 Y2
0t 54 1,1 0ot 2,3
+ v (10 ) (5% U ( ) Cc%
+ 0t Z Z ) (ya)
y1,y2<T> Ge{3,4}

Pour la case 4 :

1,4 24 l ”721’4 (y2) 1,4 2,4
U1 (21) Cppy = | 1 =0t | o +an (@) + > s (y2) “oza | ) (z1) Cy

Y2

ot
+ =l vyt (= 1) C2* +

L 0L L2 (2) 422 (107) + 1oy wi ob® (107) €25

h

. oA 5t 1 UM(ZUl) 2.4 oA
V41 (x2) gl = —|—a2 T2 +Za1 Y1) W " (x2) Cpy

At

ot ot
+ Elzzzlv?f (2 — 1) C}LA + 1”:10%

n

2 (107) v (22)

D‘?J
j»—\

ve? (107) Cp2 4 —
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1.2

0.79

Erreur 25

(%) 04

0.01

FIGURE 2.7 — Etude de la méthode A? appliquée & un systéme de deux composants en série soumis & une stratégie
de maintenance opportuniste. Erreur relative et temps de calcul en fonction du niveau du composant 1 (e1) et du
composant 2 (es). Le temps de calcul associé & un schéma complet est de 0.17 temps CPU. (Loi du composant
1 : Weibull(3,8) - 4ge limite du composant 1 : 4 - loi du composant 2 : Weibull(1.5,10) - 4ge limite du composant
2:6).

Crt Gy =CRACr = StCr* Ny " ay (w1) vy (1) — SOV~ as (y2) v2* (y2)

Y1 Y2

+ %vff (107) Cp% + %v,%f (107)cr?

Nous avons implémenté un algorithme qui prend en entrée le niveau de I’approximation pour chaque composant,
et qui donne en sortie le nombre moyen de pannes du systeme sur vingt ans. Cet algorithme va nous permettre
d’effectuer des tests et ainsi d’évaluer 'influence des parametres des lois de durée de vie des composants et du
niveau de ’approximation sur la précision des résultats.

Le premier test consiste a évaluer 'impact du niveau de ’approximation sur la qualité des résultats. Les deux
composants suivent des lois de Weibull de coefficients de forme 3 pour le premier et 1.5 pour le deuxieme et de
coefficients d’échelle 8 pour le premier et 10 pour le deuxieéme. Ils sont soumis a une stratégie de maintenance
opportuniste telle que 77 = 4 et T = 6. Le nombre moyen de pannes de ce systéeme est estimé sur une période
de vingt ans avec I'approximation et sans ’approximation. A partir de ces quantités, nous déduisons 'erreur
relative causée par I'approximation. Pour 'algorithme de volumes finis, nous utilisons un pas de discrétisation
de T’espace des variables physiques h égale & 1/3. Soit N, le nombre moyen de pannes du systéme estimé sans
approximation et IV, le nombre moyen de pannes estimé avec I’approximation, notons Er Ierreur relative, elle
se calcule de la fagon suivante :

Nap - Nok

Er = 100 -
T 00 Nox

(2.5.18)

Les résultats sont visibles dans le graphique de gauche de la FIGURE 2.7 et les temps de calcul sont visibles
dans le graphique de droite. La premiére remarque que l'on peut faire en observant ces graphiques est que le
niveau a une forte influence sur la précision des résultats et le temps de calcul. Afin d’obtenir des résultats
précis, un haut niveau doit étre utilisé. Cependant, cela entraine une hausse du temps de calcul. e; = 5 et
es = 5 correspond au plus haut niveau testé dans cet exemple. Avec ce niveau, erreur relative est égale 0.8%
avec un temps de calcul égale a 1.6 temps CPU. Dans cet exemple, erreur et les temps de calcul sont faibles;
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Impact du parametre de forme Impact du parametre d’échelle
6.0 2.6
| Composant 1 | Composant 1
Composant 2 Composant 2
5.5 2.4+
5.0 2.2
4.5 2.0
- -
£ 407 g 187
- - 1
s &5
3.57 1.67
3.0 1.47
2.5 1.2
2.0 T T T 1 1.0 T T T 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
e; pour la courbe du composant i, i € {1,2} e; pour la courbe du composant i, i € {1,2}
Loi du composant 1 : Weibull(3,10) Loi du composant 1 : Weibull(1.5,10)
Loi du composant 2 : Weibull(1.5,10) Loi du composant 2 : Weibull(1.5,20)

Ages limite des composants 1 et 2 : 4 ans

FIGURE 2.8 — Etude de l'influence du coefficient de forme (courbe de gauche) et du coefficient d’échelle (courbe
de droite) de la loi de Weibull sur le choix du niveau appliquée & un systéme de deux composants en série soumis
a une stratégie de maintenance opportuniste. Erreur relative en fonction de e; avec es = 1 pour la courbe noire
et ex avec e; = 1 pour la courbe bleue.

I’erreur reste inférieure & 4.37% dans le cas ot e; = 1 et e5 = 1 et le temps de calcul est inférieur & 1.6 temps CPU.

De l'observation de ces graphiques, on remarque que le fait de fixer e; (respectivement es) égale & 1 et d’augmen-
ter es (respectivement ey ), entraine une nette amélioration de la précision alors que le temps de calcul n’augmente
que tres légerement. Par exemple, quand e; passe de 1 & 5 avec ey est égale a 1, erreur passe de 4.37% & 1.9%
alors que le temps de calcul passe d’une valeur inférieure a 0.01 a 0.2 temps CPU. 1l est donc intéressant de
fixer le niveau de I'un des deux composants a un et d’augmenter I'autre. On peut se demander lequel il faut
fixer et lequel il faut augmenter. Cela va dépendre des coefficients des lois de Weibull des composants. Ainsi un
deuxieme test est effectué dans le but d’évaluer I'impact des coefficients de forme et d’échelle dans ce choix.

Ce deuxieme test consiste a estimer le nombre moyen de pannes d’un systéeme de méme configuration que le
précédent mais dont les deux composants suivent des lois de Weibull de méme parametre d’échelle et de parametre
de forme différents. Les ages limites de remplacement des deux composants pour la maintenance opportuniste
sont choisis identiques. Dans un premier temps, nous fixons e; et testons plusieurs valeurs pour es puis nous
effectuons l'inverse. Le méme test est réalisé pour deux composants avec des parametres de forme identiques
et des parametres d’échelle différents. Les résultats sont visibles dans la FIGURE 2.8. Le graphique de gauche
évalue l'influence du parametre de forme et le graphique de droite évalue 'impact du parametre d’échelle dans
le choix du niveau. Nous pouvons constater a la vue du graphique de gauche que I’erreur est du méme ordre de
grandeur, que 1’on augmente le niveau du composant 1 ou du composant 2. Il n’est donc pas possible d’émettre
une hypothese sur 'influence du parametre de forme dans ce cas. A la vue du graphique de droite, on observe
que les résultats sont légerement plus précis dans le cas ou le niveau du composant 1 est augmenté. On peut
supposer qu’il est plus efficace d’augmenter le niveau du composant dont le parametre d’échelle est le plus petit.

Pour mieux évaluer l'influence des coefficients des lois de Weibull des composants sur l'erreur engendrée par la
méthode A2, supposons que les deux composants ont des durées de vie qui suivent les mémes lois c’est-a-dire
51 = B2 = B et ;1 = 12 = n et évaluons erreur pour différentes valeurs de 3 et 7). Le niveau des deux composants
sont égaux c’est-a-dire e; = eq = e avec e variant de 1 a 4. Les résultats sont visibles dans les graphiques de la
FIGURE 2.9. La premiere remarque que 1’on peut formuler aux vues de ces graphiques est que l'erreur peut, dans
certains cas, étre importante. Elle atteint 20% dans le graphique (1). Quel que soit le niveau, il existe un ensemble
de valeurs que peuvent prendre f et n auquel est associé une erreur importante. Dans le graphique (1), e prend
la valeur minimale 1, c’est-a-dire que la méthode A? est la moins précise possible. Dans ce cas, pour 8 compris
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5  Erreur

Erreur
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FIGURE 2.9 — Erreur relative pour un systéme série de 2 composants identiques de méme loi de Weibull(3,n)
soumis a une stratégie de maintenance opportuniste en fonction de 8 et de n avec e = e; = ez, e = 1 pour le
graphe (1), e = 2 pour le graphe (2), ¢ = 3 pour le graphe (3) et e = 4 pour le graphe (4). L’age limite pour la
maintenance opportuniste est fixé a 4 ans pour les deux composants.

entre 2 et 4 et n plus petit que 25, erreur est supérieure a 5%. De fagon identique, lerreur est moins importante
dans les autres graphiques quand 7 est supérieur a 20 ou quand S est inférieur a 2. Dans cet exemple, le nombre
moyen de pannes du systeme a été estimé sur une période de vingt ans. Nous pouvons donc émettre I’hypothese
que si le parametre n est plus grand que la durée pendant laquelle le systeme est modélisé ou si le parametre 3
est inférieur & 2, ce qui revient & dire que les composants du systéme vieillissent peu, alors I'erreur ne sera pas im-
portante. En général, les cas d’application que nous avons étudiés au cours de cette these se situent dans ce cadre.

Un autre parametre peut influencer la qualité des résultats issus de la méthode A? : le nombre de composants du
systeme. Afin d’évaluer I'impact de ce parameétre, un systeéme série de quatre composants soumis & une stratégie
de maintenance de type opportuniste est étudié.

Cas d’un systeme série de quatre composants soumis 4 une maintenance opportuniste

Comme dans le précédent paragraphe, nous étudions I’erreur relative engendrée par la méthode A? sur 1’évaluation
du nombre moyen de pannes du systeme sur 20 ans. Nous utilisons un pas de discrétisation h égal a 1. Pour
le premier test, nous évaluons I'influence du niveau sur la qualité des résultats en supposant que les niveaux
associés aux quatre composants sont égaux, e; = e = €3 = €4 = e.



70 CHAPITRE 2 : Méthode déterministe de traitement numérique

FIGURE 2.10 — Systeme série de 4 composants

2.51 1201

Schéma approximé

Schéma complet

100
2.0

80
1.59

60

Erreur %
Temps de calcul

40

0.5
20

0.0

ele=er=ex=e3=cy)

FIGURE 2.11 — Etude de la méthode A? appliquée & un systéme de quatre composants en série soumis & une
stratégie de maintenance opportuniste. Erreur relative a gauche et temps de calcul a droite en fonction du
niveau noté e. (loi du composant 1 : Weibull(1.5,30) - loi du composant 2 : Weibull(2,20) - loi du composant 3 :
Weibull(2,20) - loi du composant 4 : Weibull(1.7,15) - 4ge limite du composant 1 : 10 - dge limite du composant
2 : 12 - age limite du composant 3 : 15 - age limite du composant 4 : 8).
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Impact du parametre de forme Impact du parametre d’échelle
5.5 3.2
Composant 1 ] Composant 1
Composant 2 3.0 Composant 2
5.0
2.8
2.6
4.5 E
NS N 2.4
o = ]
§ 4.0 § 2.2
- = E|
M M 207
3.5 1
1.87
1.6
3.0 i
1.47
25 T T T 1 1. T T T 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
e; pour la courbe du composant i, i € {1,2} e; pour la courbe du composant i, i € {1,2}
Loi du composant 1 : Weibull(3,10) Loi du composant 1 : Weibull(1.5,10)
Loi des composants 2, 3 et 4 : Weibull(1.5,10) Loi des composants 2, 3 et 4 : Weibull(1.5,20)

Ages limite des composants 1, 2, 3 et 4 : 4 ans

FIGURE 2.12 — Etude de l'influence du coefficient de forme (courbe de gauche) et du coefficient d’échelle (courbe
de droite) de la loi de Weibull sur le choix du niveau appliqué & un systeéme de quatre composants en série soumis
a une stratégie de maintenance opportuniste. Erreur relative en fonction de e; avec e; = e3 = e4 = 1 pour la
courbe noire et e; avec e; = e3 = e4 = 1 pour la courbe bleue.

Les graphiques de la FIGURE 2.11 permettent d’observer que Iaugmentation du niveau permet d’améliorer les
résultats, mais en contre partie, entraine une hausse du temps de calcul. Il est intéressant de remarquer que le
temps de calcul associé a un niveau plus élevé que 3 est supérieur au temps de calcul engendré par le schéma
complet. Dans le cas d’un systéeme pouvant étre quantifié par le schéma complet, 'intérét de la méthode A2
réside dans le fait qu’elle peut diminuer les temps de calcul. Ainsi, dans cet exemple, il n’est pas intéressant
d’utiliser un niveau supérieur a 3. En revanche, le schéma complet n’est pas toujours applicable. Par exemple,
I'utilisation du schéma complet pour quantifier des systemes de plus de quatre composants nécessite une place
mémoire conséquente et donc un ordinateur de calcul avec de tres grandes capacités. La méthode A2 permet
de quantifier des systémes de plus de quatre composants méme si I’on ne dispose pas d’un ordinateur de calcul
suffisamment puissant pour utiliser le schéma complet. Dans ce cas, le gain apporté par la méthode A2 se situe au
niveau de la quantité de place mémoire, celle-ci étant inférieure a celle associée au schéma complet, permettant
ainsi de ne pas étre limité par I'ordinateur.

Lors du test précédent sur un systeme série de deux composants, nous avions remarqué qu’il était pratiquement
équivalent d’augmenter le niveau du composant 1 que celui du composant 2 et ce, méme s’ils n’ont pas la méme
loi de durée de vie. On peut se demander si c’est toujours le cas pour un systeme de quatre composants. Nous
réalisons le test suivant : dans un premier temps les quatre composants ont le méme coefficient d’échelle fixé &
10, le premier composant a un parametre de forme égal & 3 et les trois autres ont un parametre de forme égal
a 1.5. Le test consiste a fixer e = e3 = e4 = 1 et calculer 'erreur en fonction de différentes valeurs de e; puis
a fixer ey = e3 = e4 = 1 et calculer 'erreur en fonction de différentes valeurs de e;. Dans un deuxieéme temps,
le méme test est réalisé pour le parametre d’échelle : le parametre d’échelle du premier composant est égal a 10
et le parametre d’échelle des autres composants est égale 20. Le parametre de forme des quatre composants est
1.5. Les résultats sont visibles dans la FIGURE 2.12.

Au vu des résultats du graphique de gauche la FIGURE 2.12, on remarque qu’il est plus efficace d’augmenter
le niveau associé au composant 1 s’il est au moins égal a 3. On peut donc supposer qu’il est plus intéressant
d’augmenter le niveau du composant ayant le parameétre de forme le plus élevé (si les parametres d’échelle des
quatre composants sont égaux). L’interprétation des résultats issus du graphique de droite de la FIGURE 2.12
est la méme que pour le graphique de gauche. Une hypothese que I'on peut tirer de ces deux tests est que si ’on
souhaite n’augmenter que le niveau d’'un des quatre composants, il est plus efficace d’augmenter celui associé au
composant dont le parametre de forme est le plus élevé si les parametres d’échelle des quatre composants sont
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FIGURE 2.13 — Erreur relative pour un systéme série de 4 composants identiques de méme loi de Weibull(3,n)
en fonction de S et de n avec e = 1 pour le graphe (1) et e = 2 pour le graphe (2).

égaux, ou celui dont le parametre d’échelle est le plus faible si les parametres de forme des quatre composants
sont égaux.

Comme pour le systeme avec deux composants en série du paragraphe précédent, évaluons I'impact des coef-
ficients de forme et d’échelle des lois de Weibull du systéme sur l’erreur engendrée par la méthode A2. Pour
cela, les composants sont supposés identiques, ainsi les coefficients des lois de Weibull sont les mémes pour
chaque composant. Le systeme est toujours soumis & une stratégie de maintenance opportuniste et ’age limite
de remplacement des quatre composants est égal a 4 ans. Le niveau est identique pour tous les composants, donc
e1 = ey = e3 = eq = e. L’erreur engendrée par la méthode A? en fonction des parametres de forme et d’échelle
des lois de Weibull des composants et en fonction du niveau peut étre observée dans la FIGURE 2.13.

Alors que dans le graphique (1) de la FIGURE 2.9, 'erreur ne dépassait pas 20%, elle atteint presque 30% dans
le graphique (1) de la FIGURE 2.13. Le nombre de composants a donc une forte influence sur la précision des
résultats issus de la méthode A%. On remarque, comme dans la FIGURE 2.9, que l'erreur est plus importante
lorsque le parametre d’échelle 7 est plus petit que la durée d’observation (20 ans dans ce cas) et que le parametre
de forme S est grand.

Les tests effectués sur des systemes en série soumis a une stratégie de maintenance de type opportuniste ont mis
en évidence que I'utilisation de la méthode A2 peut entrainer dans certains cas une erreur importante. Dans nos
cas d’application, les parametres d’échelle des lois de durée de vie des composants seront toujours supérieurs aux
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FIGURE 2.14 — Systeme série-parallele de 4 composants.
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FIGURE 2.15 — Erreur relative en fonction du niveau e pour un systéme série-parallele de 4 composants identiques.
(loi des composants 1 et 3 : Weibull(1.5,30) - loi des composants 2 et 4 : Weibull(2,20)).

durées d’observation et, en général, les parametres de forme seront compris entre 1 et 2. On peut donc penser
que cette méthode s’adaptera bien a nos cas d’étude. Effectuons les mémes tests pour un systeme série-parallele
soumis a une stratégie de maintenance corrective.

Cas d’un systéme série-parallele de quatre composants

Soit un systeme série-parallele de quatre composants. Le systeme possede deux branches, chacune ayant deux
composants. Les deux branches sont supposées identiques. Le systéme tombe en panne lorsque un composant sur
chaque branche est en panne. Dés qu’une panne survient, le systéme est instantanément réparé et les composants
défaillants sont remplacés par des neufs. Lorsqu'un composant d’une branche tombe en panne, le systéme ne
tombe pas en panne, mais le composant en marche sur la méme branche s’arréte de fonctionner et ne vieillit
plus. Le schéma du systeme est visible dans la FIGURE 2.14.

Comme dans les précédents paragraphes, commencons par tester la précision de la méthode A2 sur le systeme
en fonction du niveau. Le niveau de chaque composant est identique ce qui se traduit par e; = e; = e3 =e4 = e.
Les résultats sont dans le graphique de la FIGURE 2.15.

La premiere remarque que l'on peut faire au vu des courbes de la FIGURE 2.15 est que erreur engendrée par
I’algorithme est faible, elle ne dépasse pas 1.1% dans le cas ou e est égal & 1. De plus, il n’est pas nécessaire que
e dépasse 4 car cela n’apporte plus rien.
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FIGURE 2.16 — Etude de I'influence du coefficient de forme (courbe de gauche) et du coefficient d’échelle (courbe
de droite) de la loi de Weibull sur la méthode A2 appliquée & un systéme série-parallele de quatre composants
soumis & une stratégie de maintenance corrective. Erreur relative en fonction de e; avec eo = e3 = e4 = 1 pour
la courbe noire, e5 avec e; = e3 = e4 = 1 pour la courbe bleue et e3 avec e; = e5 = e4 = 1 pour la courbe verte.

Comme pour les précédents cas tests, nous cherchons & déterminer le composant pour lequel il est le plus
intéressant d’augmenter le niveau si I'on n’en augmente qu’un seul. Pour cela, effectuons les mémes tests que
pour les précédents systemes et calculons I'erreur lorsque nous augmentons successivement e;, eo puis ez pour
un systeme dont le composant 1 a un parametre de forme plus élevé que les autres puis pour un systéeme dont
le composant 1 a un parametre d’échelle plus petit que les autres. Les résultats sont dans la FIGURE 2.16. De
la méme fagon que le systeme série étudié précédemment, il est plus intéressant d’augmenter le niveau associé
au composant ayant le plus grand parametre de forme (lorsque les parametres d’échelle de tous les composants
sont identiques) ou du composant ayant le paramétre d’échelle le plus petit (lorsque les parametres de forme de
tous les composants sont identiques). Le graphique de droite permet d’observer qu’augmenter le niveau associé
au composant 2 ne permet pas d’améliorer la précision.

A la vue des résultats des précédents tests, la méthode A2 parait étre suffisamment précise avec un niveau égale
al(eg =ey=-e3=re4 =1), Verreur est inférieure & 1%, et il n’est pas nécessaire d’utiliser un niveau plus élevé.
Cette précision peut étre due aux coefficients des lois de Weibull. Le prochain test permet d’évaluer I'impact de
ces coefficients sur I'erreur causée par la méthode A2. Les quatre composants du systéme sont supposés identiques
et donc de méme loi de durée de vie. Le niveau est identique pour tous les composants e; = e5 = e3 = e4 = e.
Les résultats peuvent étres observés dans la FIGURE 2.17. Dans le cas ou le niveau e est égale a 1, 'erreur
reste inférieur & 6%. Augmenter le niveau a 2 permet de diminuer ’erreur qui dans ce cas est inférieure a 4%.
Comme pour les systemes série précédement étudiés, il existe un espace dans lequel 'erreur est plus élevée. En
effet, celle-ci est plus grande lorsque le parametre 7 est compris entre 12 et 18. Cependant ’erreur causée par
la méthode A2 est bien moins importante dans cet exemple que celle observée pour les systemes série soumis a
une stratégie de maintenance opportuniste dans les FIGURES 2.9 et 2.13.

2.5.3.4 Bilan des tests

Dans ce paragraphe, nous avons effectué différents tests dans ’objectif d’évaluer I'influence de I'approximation
sur la précision des résultats. D’une maniere générale, la précision dépend du niveau de ’approximation. L’aug-
mentation de ce parametre permet d’améliorer les résultats mais au prix d’un temps de calcul plus important. Il
est d’ailleurs intéressant de remarquer que le temps de calcul engendré par ’approximation avec un niveau élevé
peut étre supérieur a celui engendré par le schéma complet (sans approximation); cela est di & la complexité
de I’algorithme qui augmente rapidement avec le niveau. En revanche, lorsque le niveau est le plus bas possible,
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FIGURE 2.17 — Erreur relative pour un systéme série-parallele de 4 composants identiques de méme loi de
Weibull(8,n) en fonction de 8 et de n avec e = 1 pour le graphe 1 et e = 2 pour le graphe 2.

c’est-a-dire égale a un, le temps de calcul est tres faible. Un niveau minimum permet non seulement de réaliser
des calculs rapidement mais rend I'implémentation du schéma plus facile ce qui au final permet d’économiser du
temps de calcul et du temps d’implémentation.

D’autres tests ont révélé I'influence des coefficients des lois de durée de vie sur la précision des résultats. D’une
maniere générale, 'on remarque que 'approximation est moins précise quand les composants du systéeme modélisé
ont des durées de vie faibles par rapport a ’horizon de modélisation. Cependant, dans le cas contraire, I’approxi-
mation est efficace méme pour le niveau le plus bas. Les systemes industriels étudiés dans cette these se placent
dans ce cadre ce qui justifie 'utilisation du niveau minimum.

Par ailleurs, nous avons cherché a évaluer I'influence de 'augmentation du niveau de seulement 1'un des compo-
sants du systeme. Il semble qu’il est plus efficace d’augmenter le niveau du composant vivant le moins longtemps.

Un autre parametre agit sur la précision des résultats : la stratégie de maintenance. Les tests réalisés sur des
systemes soumis a des stratégies de maintenance différentes montrent que I'approximation est moins précise
lorsque la stratégie de maintenance est de type opportuniste. Cette stratégie entraine une dépendance forte
entre les ages des composants et I’approximation suppose une certaine forme d’indépendance, ce qui peut étre
la cause de la perte de précision.

Jusqu’a maintenant, les variables physiques du PDMP représentent ’age des composants du systeme modélisé.
Dans le prochain paragraphe, nous étudions 'influence d’une autre modélisation du systeme sur les résultats
issus du schéma numérique : les variables physiques représentent la date de mise en service des composants.



76 CHAPITRE 2 : Méthode déterministe de traitement numérique

2.5.4 Changement de modélisation
2.5.4.1 Introduction

Le schéma de volumes finis présente un défaut important : il n’autorise pas la masse de probabilité a se déplacer
en diagonale entrainant ainsi une propagation erronée. Dans les FIGURES 2.1 et 2.2, on observe que le phénomene
de diffusion des masses de probabilité diminue avec le pas de discrétisation illustrant ’erreur causée par le schéma.

Cette erreur étant induite par la prise en compte de I’évolution de 1’adge des composants au cours du temps,
nous avons cherché d’autres variables n’évoluant pas au cours du temps et qui gardent la méme information.
L’age d’un composant s’obtient comme la différence entre la date courante (t) et la date de mise en service.
Il est donc possible de représenter I’évolution d’un systéme en ne gardant en mémoire que le temps et ces va-
riables 'instants de mise en service’ qui sont constantes entre deux maintenances. En considérant un PDMP
non-homogene, voir paragraphe 2.2.6, il n’est pas nécessaire de garder la date courante en mémoire. Ainsi, il
est possible de modéliser un systeme dont les composants vieillissent a 1'aide d’'un PDMP non-homogene dont
les variables physiques n’évoluent pas au cours du temps. Ce changement de modélisation revient a effectuer un
changement de variable que nous présentons dans le prochain paragraphe.

La prise en compte de ’évolution déterministe des variables physiques dans le schéma numérique entraine de
nombreux calculs informatiques. Le fait de remplacer I’dge des composants par leur date de mise en service
permet d’éviter ces calculs et ainsi de réduire fortement le temps de calcul.

Exemple 37. Reprenons l'exemple 13 d’un systéeme de deux composants en paralléle soumis a une maintenance
préventive a l'instant T en considérant non pas I’age mais la date de mise en service des composants comme va-
riable physique du PDMP. Comme dans ’ezemple 21, nous considérons que les maintenances sont instantanées.
Pour rappel, la durée de vie de composant 1 (respectivement du composant 2) suit une loi de Weibull(1.5,10)
(respectivement une loi de Weibull(2,20)). Soit my (respectivement mz ) la date de mise en service du composant
1 (respectivement du composant 2). Ce PDMP est non-homogeéne, les noyauz de transition dépendent du temps.
Les tauz de transition entre les états du PDMP a l'instant t sont :

at ((1’ 1) ) (Oa 1) ) (mlamZ)) = Gy ((170) ) (L 1) ) (mla m2)) = Al(t - ml)

ag ((17 1) ) (17 0) 5 (mla m2>) = Q¢ ((07 1) ) (15 1) ) (mla m?)) = )‘Q(t - m2)
Lorsque le systéme est dans l'état (1,1), la défaillance de l'un des deux composants n’entraine pas de maintenance
corrective, ainsi le composant défaillant n’est pas remplacé et sa date de mise en service reste inchangée. Dans
ce cas, la distribution de la variable physique aprés un saut de U'état (1,1) a linstant t est une masse de Dirac
en (my,ms).
B(1,1),(0,1),(ma =) (70 AN2) = 1801 1) (1,0), (1 ,m2)) (@71 AN2) = Oy ms (A0, dny)
Une maintenance corrective a linstant t entraine le remplacement des deuxr composants par des neufs, leur date
de mise en service est donc t, ainsi la distribution de la variable physique est une masse de Dirac en (t,t).
1((0,1),(1,1),(mamz)) (@71, dN2) = 10010} (1.1),(my,ma)) (@115 dN2) = ¢ ¢ (dna, dng)

Les noyauz de transition du PDMP engendrés par la maintenance préventive a linstant T sont :

qr (((L 1)a (mla m2)) ) ((1’ 1)’ (dn17 dn?))) = 67711,7712 (dnl’ dn?)
qar (((07 1)7 (m17 mQ)) ) ((17 1)v (dnlv an))) - 5T,m2 (dnlv dn?)

qr (((170)7 (m17m2)) ) ((1’ 1)’ (dnh dn?))) = 0m,,T (dnlvan)

L’évaluation des quantités d’intérét associées a ce PDMP nécessite la construction d’un nouveau schéma de
volumes finis. Celui-ci est présenté dans le paragraphe 2.5.4.3.
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2.5.4.2 Le changement de processus

Soit (It, X¢);>o un PDMP homogene tel que la fonction x — g(i,z,t) est bijective pour tout i, t fixé. On pose
Y; = —g (14, X4, —t). Le processus (14, (Y%,t)),~ est alors un nouveau PDMP homogene dont on va déterminer les
caratéristiques. L’intérét de ce changement de processus réside dans la remarque suivante : entre deux sauts du
processus (I, (Y,1)),~(, la composante Y; est constante, voir lemme ci-dessous. Ceci simplifie considérablement
les équations de Chapman-Kolmogorov et leur résolution numérique.

Lemme 38. Soit (Ty,),,cy la suite des instants de sauts de (I, Xt);5q. Le processus (It, (Yi,t));5, saute auz
mémes instants que (I, X;),~q et, pour tout T, <t < Thq1, on a Yy =Yg,

o\ —1 .
Démonstration. Notons g( 2 () = —g (i, 2, s) et remarquons que (g@) (z) = —g(_’i(—x).

On a alors Y; = g= f) (X¢) et — (I‘) (-Y;) = X;.
Pour T, <t < Tp41,0n a:

t Ir, n Ir,
Vi =g (X0) = g (=oi7) (Xn,)) = o“F) (X1,) = V.

Lemme 39. Soit 7, (-, dx) la loi de (It, X¢). On note T (-, dy) la loi de (It,Y:). Alors 7 (4,dy) est la mesure
image de m (j,dx) par Uapplication x — g(_Jt) () = —g(j,z, —t).

Démonstration.
Elp(I;,V;)] =E {cp (It,g “ (—gt(m (—Yt))ﬂ
=E {cp (It,g(_fi) (X ))]
B jEE/Rd v (J g(]t) (@ )> ™ (J, dz)
Comme

E[¢ (I, Y})] Z/ o (4,y) 71 (J, dy)

JEE

on en déduit que 7; (4, dy) est la mesure image de 7, (4, dz) par application z — g(j) (z) (par définition méme
de la mesure image). O

Si E[¢ (It, X¢)] désigne une quantité & calculer, alors :

Elp (1, X)) = E [ (£, ~oi” =5 [ e (i () m i),
JEE Re

Si Ion sait calculer 7y (7, dy) et g(J)( y), il est donc treés simple de calculer E [p (I3, X})].

Pour calculer 7 (j, dy), on détermine tout d’abord les caractéristiques du PDMP (I3, (Yz,1)),5¢-

Proposition 40. (I, (Y;,t)),~, est un PDMP de caractéristiques :
- a(i,g,3,t) = ali,j,9(i,—2,1)),
,u(z,g x,t) (dya du) ﬁ(z,j,g(i,fm,t),t) (dy)ét (du)}
- v (i,z,t) = (Opa, 1),
otu, pour tout ce qui se rapporte a (Iy, (Y:,t)),;~q, on utilise les mémes notations que pour (I, Xy),~, en rajoutant

des barres, et ot fi(; j .+ (dy) désigne la mesure image de ji(; j ) (dy) pary — g( ])5 (y) = —g(i,y,—t).
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Démonstration. L’'équation de Chapman-Kolmogorov pour (I, (X, 1)), s’écrit :

Z/ (i, 2,t) me(i,dx) — Z/ (i, 2,0) 7 (i, dx)

i€E Py
:/ Z/d Za(i’j’x) </d Py, 8) i g (dy) = w(i,w,8)> 7 (i,dx) ds
/ 2 o (Orplis @, 8) + V(0 2) - Vi, 2,8)) s (i, dw) ds (2.5.19)
S

pour toute ¢ € Cf (E x R x Ry).

Par définition de la mesure image :

Z/fzzsmzdx) Z/

i€eE ieE R4

pour toute application f telle que l'intégrale existe.

L’équation (2.5.19) s’écrit alors :

> [ et 0wl =3 [ ool (<2).0) 70 d2)

ieE i€E

/ 3 a(i .~ (<2) (/Wso(j,y,s>u<i,j7_g@(_z))<dy>— Pl =0l (=2),9)) 7. (1) ds

‘/R+ i€E jEE

/ 8t<p i, =g (=2), 8) + v(i,—g\? (=2)) - Vo (i, —g{) (=2) ,s)) 7s (i,dz) ds (2.5.20)
Rijep /R?

De plus :
8t(,0(i7 _ggl) (_y) 75) =+ V(iv —95(,1) ( )) V(p(l - (Z) ( y) ’ S) = 3377/1(1'72/7 S)
ou

¢ (i7 Y, S) = (p(i, _ggi) (_y) 75)
(et donc (i, y,s) =9 (i,g(_i?s (y) 7s))

L’équation (2.5.20) devient :

Z/¢Z$tﬂtld$ Z/wszWOZda:)

ek i€E
-/ > > 3 ali—af? (o) ([0 (159005) byt o) = 6 s2.8)) 72 i) s
/ 8S¢ i,x,8) Ts (i,dx) ds (2.5.21)
Rt iep

pour toute ¥ € CY (E x R% x R+).

On peut donc prendre comme caractériques a (4, j, ,t) = a (4, j, g (i, —x,t)), v (i,2,t) = (Or,, 1) et fi¢; j .+ (dy, ds)
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telle que :
; i (1) v
/]Rdx]R_'_ ’(/)(’h Y, U) K(ij,z,s) (dy7 du) /]Rd w (@a 9_s (y) s 5) 'u(i,j,fggl)(fx))(dy)

= Adw(i7275) ﬁ(i7j7_ggi)(_x))(dz)

— /Rdle+ (6, 2,u) fig; gy, (d2)0s (du)

pour toute v, olt fi; j - s)(dz) est la mesure image de p(; j . (dy) par y — g( R (y).

On peut donc prendre :

M j,x,s) (dy, du) = ﬂ(i,j,—ggi)(—z),s) (dy)és (du)

Corollaire 41. (Lhyt)tzo est un PDMP non-homogéne, voir paragraphe 2.2.6, de caractéristiques :
- at (iajv CL’) =a (Zvj,g (Z, —l’,t)),

- ﬂzi,j,x) (dy) = M(i,j,g(i,—x,t),t)(dy)a

- \_’t(l .'L') = ORd

ot fii jz.4)(dy) désigne la mesure image de pi(; ;) (dy) par y — g( 1)5 (y) = —g(i,y,—t).

Démonstration. Soit ¢ € Cf (E X ]Rd) ne dépendant pas de ¢, I’équation (2.5.21) devient :

Z/%ﬁzgﬁﬁt%dx Z/@/}zxﬁozdx)

i€ER ieFE

/R+ E/ Z a(i, j, ¢\ () (/R w(; g9 (y )) u(i’j7_ggi>(_x))(dy)w(i,x)> 7is (i,dx)ds  (2.5.22)

On peut donc prendre comme caractériques a; (i,5,2) = a (4,4, 9 (i, —z,t)), v (i,2) = Og, et u (i) (dy) telle
que :

/ ,l/} { y :u‘(va) dy / 1/’ 7’ Z :u‘(l_] ( x))(d’z)

O

Exemple 42. Soit (I;),~, un processus semi-markovien homogéne sur E et X, la durée passée dans l'état
courant. (I, Xy),~o est un PDMP sur E x Ry de caractéristiques :

-a(i,j,x), -

= Wi (dy) = do(dy),

- v(ix)=1.

On aici g (i,x,t) = x+t. Posons Y; = —g (I, Xy, —t) = t — X;. D’apres ce qui précede, (1;,Y:),~, est un PDMP
inhomogéne de caractéristiques :

= ay (i, j,x) = a(i, j,t —z),

B ﬁiéi,j,m) (dy) = b:(dy),

- V¢ (i,2) = 0.

Remarque : ici Yy =t — (t — Ty,) = Tn, et Y: représente la date du dernier changement d’état avant t.

Remarque 43. Si l'on applique ce changement de variable dans l’exemple 37, on retrouve les noyaux explicités
dans 'exemple.

Le prochain paragraphe présente le schéma de volumes finis adapté au cas non-homogene.
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Variable physique du PDMP
Age des composants Date de mise en service
h ot Défaillances Temps de calcul ot Défaillances Temps de calcul
1 0.4315438  0.4780314 0.031 1 0.4869578 0
1/2 0.2317657  0.4794001 0.14 1/2 0.4850316 0
1/4 0.1202875  0.4807436 0.79 1/4 0.483921 0.078
1/12 0.0411310  0.4819069 20.4 1/12 0.4831198 1.3
Monte-Carlo (10° histoires) | Défaillances : 0.482747 (IC95 = [0.4816317;0.4838623])

TABLE 2.1 — Comparaison du nombre moyen de défaillances sur vingt ans du systéme paralléle de deux com-
posants quantifié par le schéma de volumes finis en considérant comme variable physique d’une part I’dge des
composant et d’autre part leur date de mise en service. Cette méme quantité est estimée avec des simulations
de Monte-Carlo. (IC95 : intervalle de confiance & 95%)

2.5.4.3 Schéma de volumes finis adapté au PDMP non-homogéne

Considérons un PDMP non-homogene (I, Y}:),~, tel que Y; représente la date de mise en service des composants
a linstant t. Ces variables étant temporelles, les pas de discrétisation du temps et de ’espace des variables
physiques sont égaux, c’est-a-dire h = 6t. Soit M un maillage de R%. Le schéma numérique proposé est le
suivant :

. 1 )
ug(K, 1) = @/Kﬂo(z,dy) (2.5.23)
Uny1 (K, i) = (1 = 0tby(n)) uy (K, i +(5tz Z ay’' e (n)un (L, j) (2.5.24)
JEELeEM
avec
i 1 o
a}’(J’L(n) =5 /K a; (z,j,x)/Lu’éi,jJ) (dy)dx pour t € [n-dt,(n+ 1) - dt|
et

n) = Z Z “ikj;L(”)

jJEE LeM

Exemple 44. Nous avons cherché a évaluer linfluence de cette nouvelle modélisation sur ’approximation du
nombre moyen de défaillances subies par le systéme présenté dans 'exemple 37 sur vingt ans. Les résultats sont
visibles dans la TABLE 2.1. Pour un méme temps de calcul, [’approximation du nombre moyen de défaillances
est meilleure lorsque les variables physiques représentent les dates de mise en service. Cette modélisation nous
permet ainsi d’utiliser un pas de discrétisation plus fin sans pour autant entrainer un temps de calcul trop long.

Les graphiques de la FIGURE 2.18 représentent la propagation de l'approrimation de la loi de probabilité de la
date de mise en service des composants dans le maillage avec la nouvelle représentation. Ces graphiques peuvent
étre comparés a ceur des FIGURES 2.1 et 2.2. On observe beaucoup moins de diffusion de la masse de probabilité
dans ce cas.

2.5.4.4 Nouvelle représentation et approximation

Nous cherchons maintenant & évaluer Iinfluence de la méthode d’approximation A2 présentée dans le paragraphe
2.5.3 avec cette nouvelle représentation. Pour cela, nous considérons un systeme de quatre composants possédant
deux branches de deux composants en parallele, voir FIGURE 2.14. Le systéme tombe en panne lorsqu’un compo-
sant de chaque branche est défaillant. Ce systéme est similaire au dernier cas étudié dans le paragraphe 2.5.3.3
sauf que nous considérons ici, qu’a la suite d’une défaillance d’un composant, I'autre composant situé sur la
méme branche continue de vieillir. Cette hypothese est nécessaire pour utiliser la représentation proposée dans
le paragraphe précédent. En effet, si un composant ne vieillit pas, la fonction g, modélisant I’évolution de son
age, n’est pas bijective. Afin d’évaluer l'influence de cette modélisation, nous cherchons a quantifier le nombre
moyen de défaillances du systeme d’une part en considérant ’age des composants et d’autre part en considérant
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FIGURE 2.18 — Propagation de ’approximation de la loi marginale du PDMP de ’exemple 21 évaluée a l'aide
du schéma de volumes finis et sommée sur tous les états (D ;. pun(:,4)) avec X la date de mise en service du

composant 1 et X5 la date de mise en service du composant 2 - h = §t = 1.
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Pas Niveau Age des Temps de | Date de mise Temps de
h e composants calcul en service calcul
1 0.7198031 4.17 0.7227062 0
2 0.7214314 7.5 0.7274118 0.18
1 3 0.7230824 36 0.7290171 0.57
4 0.7237633 108 0.7291534 1
Schéma complet | 0.7238218 250 0.7293799 24.64
1 0.7124963 7.68 0.7141390 0
2 0.7156968 15 0.7197606 0.47
0.5 3 0.7177417 72 0.7215742 1.4
4 0.7182949 220 0.7217501 2.65
Schéma complet Place mémoire insuffisante

TABLE 2.2 — Nombre moyen de défaillances du systeme série-parallele de quatre composants évalué d’une part
en considérant ’age des composants et d’autre part leur date de mise en service en fonction du niveau de la
méthode A2, e, et du pas de discrétisation, h. (loi des composants 1 et 3 : Weibull(1.5,30) - loi des composants
2 et 4 : Weibull(2,20)).

leur date de mise en service. Nous supposons que les niveaux de la méthode A? associés & chaque composant sont
égaux (e; = ex = e3 = e4 = e). Deux pas de discrétisation h sont testés : 1 et 0.5. Lorsque la variable physique
du PDMP représente la date de mise en service des composants, le pas de discrétisation ¢t est choisi égal a h.
Dans l'autre cas, 0t prend la plus grande valeur telle que la condition (2.3.8) est respectée. Les résultats, visibles
dans la TABLE 2.2, mettent en évidence le fait que la méthode A? fonctionne dans les deux cas. Pour h = 1,
I’approximation issue de cette méthode semble s’approcher de la valeur du schéma complet quand le niveau e
augmente, et ce, pour les deux types de représentation. Pour h = 0.5, le schéma complet ne permet pas d’obtenir
de résultat car la place mémoire a notre disposition est insuffisante. La principal différence entre les deux types
de représentation réside principalement dans les temps de calcul engendrés par le schéma numérique : ceux-ci
sont sensiblement inférieurs avec la nouvelle représentation proposée dans ce paragraphe. Pour un méme temps
de calcul, les résultats sont plus précis avec la nouvelle modélisation.

2.5.4.5 Bilan

Le choix des quantités & garder en mémoire agit fortement sur le schéma de volumes finis. Le fait de garder
en mémoire la date de mise en service des composants & la place de leur age permet de réduire fortement la
propagation erronée de la masse de probabilité dans le maillage du schéma.

La principale caractéristique de cette représentation, mise en avant dans ce paragraphe, est qu’elle permet de
réduire le nombre de calculs engendrés par le schéma numérique, du fait que la variable physique n’évolue pas,
ce qui entraine une forte réduction du temps de calcul. Ainsi pour un méme temps de calcul, les résultats sont
de meilleure qualité avec la nouvelle modélisation proposée.

La méthode A? s’adapte sans difficulté a cette représentation sans perte de qualité. Le gain en temps de calcul
peut permettre d’avoir recours a un niveau d’approximation plus élevé sans engendrer de calculs trop longs.

De plus, nous avons montré que cette représentation peut étre utilisée dans un cadre général si 1’équation
différentielle régissant 1’évolution déterministe des variables physiques admet une solution bijective.

Il reste & montrer que les quantités évaluées par le schéma (2.5.23)-(2.5.24) converge, quand ¢ tend vers zéro,
vers les solutions de I’équation de Chapman-Kolmogorov (2.5.22) représentant le PDMP non-homogene. Cette
étude n’a pas été menée dans cette these et représente une perspective.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode alternative aux simulations de Monte-Carlo pour la quantification
d’'un PDMP. Cette méthode repose sur l'utilisation d’un algorithme déterministe (schéma de volumes finis). La
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convergence de ce schéma vers les quantités recherchées a été réalisée dans le cadre de PDMP homogenes dont les
variables physiques évoluent avec vitesse 1 ou 0. Dans la pratique, une limite associée a cette méthodologie est la
dimension de l’espace des variables physiques. Une dimension trop importante (plus grande que 5) nécessiterait
Putilisation d’une place mémoire tres importante rendant ainsi les calculs impossibles a réaliser (avec les ordina-
teurs & notre disposition). Nous proposons trois méthodes pour contourner ce probléme. La premiere est basée
sur la modélisation du systeme et permet de réduire le nombre de variables physiques a garder en mémoire. La
deuxieme est une méthode d’approximation, que nous avons nommé A2, permettant de diminuer la quantité de
place mémoire nécessaire au schéma pour fonctionner et de faciliter son implémentation. La troisieme méthode
repose sur un changement de variable permettant de se ramener & un PDMP non-homogene dont les variables
physiques n’évoluent pas dans le temps.

La méthode A2 détaillée dans le paragraphe 2.5.3 permet de quantifier des systéemes modélisés par PDMP dont
I’espace des variables physiques peut étre de dimension plus grande que 5 ce qui n’était pas le cas avant. En re-
vanche, cette méthode entraine une perte de précision difficilement quantifiable. En fonction de ’architecture du
systeme et de la stratégie de maintenance, les parametres des lois de durée de vie des composants peuvent avoir
un impact plus ou moins important sur cette précision. Nous avons ainsi réalisé différents tests expérimentaux
afin d’évaluer I'influence de ces parametres sur la précision. A chaque fois, il est possible d’isoler une zone dans la-
quelle Perreur commise par la méthode A? est importante. Dans les cas d’application SNCF que nous présentons
dans la seconde partie de ce document, nous serons amenés a utiliser la version la plus simple de la méthode
A? cest-a-dire avec un niveau égal & un. Nous comparerons ces résultats avec ceux associés aux simulations de
Monte-Carlo.

Pour un systéme, on a souvent le choix entre différentes modélisation par PDMP. Ce choix a une grande in-
fluence sur la qualité des approximations obtenues par le schéma de volumes finis. En particulier, on montre
que, quelle que soit la dynamique d’évolution des variables physiques d’'un PDMP, on peut toujours se ramener
4 un nouveau PDMP non-homogene sur E x R? de vitesse d’évolution Oga. Ceci conduit & des équations de
Chapman-Kolmogorov et & un schéma de volumes finis considérablement simplifié. La convergence du schéma
numérique dans le cadre des PDMP non-homogenes avec des variables physiques n’évoluant pas de maniere
déterministe, reste a étre démontrée.

Le schéma proposé converge dans le cas ol les variables physiques du PDMP (homogene) évoluent avec vitesse
1 ou 0. Les cas d’étude industriels rentrent dans ce cadre. Cependant, les PDMP sont généralement utilisés pour
répondre a des problématiques appartenant au domaine de la fiabilité dynamique. Dans ces cas d’application,
les vitesses ne sont pas toujours égales a 1 ou 0. Le prochain chapitre est consacré a I’application du schéma de
volumes finis pour 1’étude d'un cas-test de fiabilité dynamique traité par de nombreux auteurs voir [Zhang et al.,
2008]. Ce cas ne rentre pas dans le cadre de la démonstration de la convergence. Les résultats issus de ce cas
d’étude sont comparés a ceux obtenus par les autres auteurs nous permettant ainsi de vérifier expérimentalement
si le schéma fonctionne dans un cadre plus général.
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Chapitre 3

Etude d’un benchmark de fiabilité
dynamique

3.1 Introduction et contexte

Dans le chapitre précédent, la convergence du schéma de volumes finis a été démontrée dans un cadre particulier
ou les variables physiques du PDMP évoluent avec vitesse 1 ou 0 dans le temps. En fiabilité dynamique, I’évolution
des variables physiques est généralement plus compliquée. Il nous a paru intéressant de tester le schéma proposé
sur un cas de fiabilité dynamique pour lequel la démonstration du schéma n’est pas valable. Ainsi, nous avons
choisi d’appliquer cette méthodologie & un cas d’étude traité par de nombreux auteurs avec diverses méthodes : il
s’agit d’un réservoir alimenté par deux pompes, traité dans [Zhang et al., 2008], [Castaneda, 2009] et [Aldemir and
Tombuyses, 1996]. Dans [Zhang et al., 2008], le réservoir est modélisé par un PDMP et le traitement numérique
est réalisé avec des simulations de Monte-Carlo. Les résultats sont par ailleurs comparés a ceux trouvés dans
[Tombuyses and Aldemir, 1997]. Dans [Castaneda, 2009], 'auteur a modélisé le réservoir & l'aide d’un automate
stochastique hybride et le traitement est la encore réalisé avec des simulations de Monte-Carlo. Dans [Aldemir
and Tombuyses, 1996], les auteurs utilisent la méthode dite Continuous Cell to Cell Mapping (CCCM) pour
calculer les quantités d’intérét.

3.2 Présentation du cas d’étude

En premier lieu, nous précisons que ce cas d’étude est fictif et ne correspond pas & un cas réel. Le cas d’étude est
un benchmark classique de la littérature fiabiliste. La description ci-dessous est reprise de [Zhang et al., 2008].
Le systeme est composé d’un réservoir contenant un liquide dont le niveau est maintenu par deux pompes P1
et P2 et d’une vanne de vidange V. Chacun de ces composants posseéde un détecteur de niveau qui commande
Pouverture et la fermeture du composant auquel il est rattaché. Une source de puissance thermique constante
chauffe le liquide dont la température évolue en fonction des débits d’entrée et de sortie du liquide.

En mode normal, le systeme fonctionne de fagon a ce que le niveau reste entre 6 et 8 metres. Initialement le
niveau du liquide se trouve a 7 metres, la pompe P1 est active, la pompe P2 est inactive et la vanne V est
ouverte. Dans cet état, le niveau n’évolue pas et reste a 7 meétres, en revanche la température augmente. Si la
température atteint 100°c, le systeme s’arréte de fonctionner, ce qui est considéré comme un événement redouté.
Les taux de panne des pompes et de la vanne augmentent avec la température, voir les équations (3.2.1), ce qui
peut entrainer le blocage de I'un de ces composants en position active ou inactive, voir FIGURE 3.3. Si le blocage
d’un composant survient avant que la température n’atteigne le seuil critique, cela peut entrainer une évolution
de la hauteur du liquide et changer 1’évolution de la température. Lorsque le niveau du liquide atteint 6 ou 8
metres, les composants sont activés ou inactivés selon le schéma de la FIGURE 3.2 s’ils ne sont pas bloqués. 11
est possible que le blocage d’un ou plusieurs composants entraine que le niveau du liquide descende en dessous
de 6 metres ou monte au dessus de 8 metres. On considere que le réservoir est asséché si le niveau descend en
dessous de 4 metres et que le réservoir déborde si le niveau est supérieur a 10 metres. Ces deux événements sont
considérés comme des événements redoutés que ’on cherche a éviter. Des que I'un des trois événements redoutés
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Signal le niveau Signal le niveau
Réserve Réserve
de liquide Pompe P1 Pompe P2 =" 4 liquide

Signal le niveau

10m

"""""""" 8m

Hauteur du liquide

""""""""""""""""""""""""""""""""" 6m

Source de chaleur

4— Valve Q

4m

FIGURE 3.1 — Schéma du réservoir alimenté par deux pompes



3.2 Présentation du cas d’étude 87

Pompe 1 en marche
Pompe 2 arrétée
Valve ouverte

Pompe 1 arrétée
Pompe 2 arrétée
Valve ouverte

Pompe 2 en marche
Valve fermée

FIGURE 3.2 — Fonctionnement nominal du systeme

se produit, le systéme s’arréte de fonctionner et il reste dans 1’état dans lequel il se trouve a cet instant. Cela
signifie que la température et le niveau du liquide n’évolue plus. Les taux de panne des composants dépendent
de la température, et se mettent sous la forme suivante :

o(T) = by ebe(T=20) | ) o—ba(T~20)
b1 + by
Ae(T) = a(T) A, pour ¢ € {P1,P2,V} (3.2.1)

ot a(T) est une fonction qui dépend de la température et dont les parametres sont :

e \p; =2.2831-1073h~1, A\py = 2.8571-1073h~L, Ay, = 1.5625 - 10~3h L,

e b =3.029, by = 0.7578, b. = 0.05756 et by = 0.2301.

Les trois composants sont indépendants et non réparables. En marche normal, un composant passe de 1’état
marche a I’état arrét. Lorsqu’il tombe en panne, il peut soit rester bloqué dans ’état ot il se trouve soit changer
d’état et y rester. La FIGURE 3.3 décrit ces modes de panne.

Initialement, la température est égale a 30.9261°c et le hauteur du liquide est égale a 7 metres. L’évolution de la

température et de la hauteur du liquide est gérée par un systeme d’équations différentielles dépendant de I’état
des trois composants :

dT _ y2(v)=vs()T
dat h

{%_%@) (3.2.2)

ol v = (vp1,Vp2,vy) €t

0 si c est arrété ou bloqué a 'arrét
Ve = . .
1 si c est en marche ou bloqué en marche

On note
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Arrét
normal

F1GURE 3.3 — Etats de fonctionnement et de défaillance pour un composant

7 (v) = (vp1 +vp2 —vy) G
Yo(v) = (vp1 + vp2) GTjy, + 23.88915
v3(v) = (vp1 +vp2) G

G représente le débit d’entrée du liquide des pompes et le débit de sortie du liquide de la valve. Il est égal a
1.5m3h~t. Ty, est la température du liquide lorsqu’il entre dans le cylindre. Elle est égale & 15°c. Pour plus de
détails sur ces équations, le lecteur pourra se référer & D'article [Zhang et al., 2008].

Nous cherchons & calculer la probabilité d’occurrence de trois événements redoutés avant 'instant t :
e Dasséchement du réservoir p;(t) = P(h(t) < 4),

e le débordement du réservoir py(t) = P(h(t) > 10),

e une température trop haute ou surchauffe ps(¢) = P(7'(¢) > 100),

Dans le but d’obtenir ces quantités, nous modélisons le systéeme par un PDMP et nous quantifions le modele a
I’aide d’un schéma de volumes finis. Dans le prochain paragraphe, la modélisation de ce systeme par un PDMP
est détaillée.

3.3 Modélisation du systéeme par un PDMP

La modélisation proposée dans ce paragraphe ne prend pas en compte le changement de variable présenté dans
le paragraphe 2.5.4 car, a ce stade de I’étude, nous n’avions pas encore mis en évidence son efficacité.

La FIGURE 3.3 montre que chacun des composants peut se trouver dans quatre états différents : 1 si le composant
est actif, 1, si le composant est bloqué en mode actif, 0 si le composant est inactif et 0y si le composant est
bloqué en mode inactif. Ainsi le systeme formé de ces trois composants peut se trouver dans 43 états lorsqu’il
est en fonctionnement. A la suite d’un événement redouté, le systéme s’arréte de fonctionner, il faut donc créer
trois états absorbants correspondant chacun & I'occurrence d’un événement redouté : As pour assechement, De
pour débordement et Su pour surchauffe. La variable discrete du PDMP décrit I’état des trois composants du
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systeme lorsqu’il fonctionne ou décrit ’événement qui a provoqué I'arrét du systeme lorsqu’il ne fonctionne pas,
ainsi I’espace dans lequel cette variable évolue, noté E, comporte 43 + 3 états.

E = {(a,b,c) avec (a,b,c) € {1,1,,0,0,}>, As, De, Su}

Deux variables environnementales évoluent conjointement avec le systeme : la température et le niveau du liquide
dans le réservoir, la variable environnementale du PDMP est donc de dimension 2. Posons X; = (h¢,T3). Le
niveau du liquide évolue entre 4 et 10 metres. Lorsque 'un des trois événements redoutés se produit, la variable I
saute vers un état correspondant a ’événement redouté puis y reste. Dans ces états, la température et le niveau
du liquide n’évoluent plus, nous n’avons plus besoin de les garder en mémoire. La température ne dépassera
donc jamais 100°c. L’espace dans lequel évolue X est donc [4, 10] x [0, 100] quand le systéme fonctionne. Si aucun
événement redouté ne s’est produit, la variable continue du PDMP suit une évolution déterministe décrite par le
systéme d’équations (3.2.2) entre les sauts de la variable discrete. Les états As, De et Su sont absorbants donc il
n’y a pas de taux de transition qui provoque un saut hors de ces états. Lorsque le systeme est en fonctionnement,
les pompes et la valve peuvent se bloquer selon un taux de transition qui ne dépend que de la température définie
dans (3.2.1). Un saut de I’état ¢ vers I’état j dii au blocage d’un composant, est induit par un taux de transition
défini par :

a(i>j7 (h7T)) = )\C<T)

Lorsqu’un tel saut se produit, la température et le niveau du liquide ne changent pas, ainsi la distribution de la
variable continue apres ce saut est définie par :

f1(i g h,y) (dR*,dT™) = 6y, (dh™, dT™)

Pour modéliser le changement d’état du systéeme dii a ’activation ou la désactivation d’un composant ou encore
di aloccurrence d’un événement redouté, nous utilisons la notion de frontiere introduite dans [Davis, 1993]. Lors
de la présentation des PDMP dans le paragraphe 1.3.1, nous n’avons pas introduit cette notion de frontiére car les
cas d’application étudiés dans cette these peuvent étre traités sans y avoir recours. Les maintenances a instants
déterministes peuvent étre modélisées a ’aide d’une frontiere, cependant cela complique la modélisation et I’étude
de la convergence de 1’algorithme. Nous avons donc introduit une notion de ’suite’ de PDMP. En revanche, le cas
test présenté dans ce chapitre nécessite 1'utilisation d’une frontiere, celle-ci est notée I' et correspond a 1’ensemble
suivant :

I'={(4,2);(6,2);(8,z), (10, z); (y,100) avec x € [0;100[ et y €]4, 10[}

A Tatteinte d’un élément de cet ensemble, le variable discrete du PDMP, I;, saute. Si la température atteint
100°c ou si le niveau atteint 4 ou 10 metres, I; saute vers un état absorbant respectivement Su, As et De.
Si un autre élément de la frontiere est atteint alors le saut de I se fait selon la FIGURE 3.2 si le composant
qui doit changer d’état n’est pas bloqué. De la méme fagon qu’un saut induit par le blocage d’un composant,
un saut provoqué par 'atteinte d’un élément de la frontiere ne change pas la valeur du niveau et de la température.

Le calcul des probabilités d’événements redoutés se fait a ’aide du schéma de volumes finis. Les résultats obtenus
sont donc issus d’une estimation numérique. Soit &t le pas de discrétisation du temps, dh le pas de discrétisation
de I'espace dans lequel évolue le niveau du liquide et 67" le pas de discrétisation de ’espace dans lequel évolue la
température. Avec les notations associées a 1’algorithme, nous avons respectivement u, (Su), u,(As) et u,(De),
I'estimation de la probabilité d’occurrence d’une température trop élevée, de 'assechement du réservoir et du
débordement du réservoir avant l'instant ¢ quand n -0t <t < (n+ 1) - dt.

3.4 Résultats numériques

Les résultats numériques obtenus avec 1’algorithme sont comparés a ceux trouvés avec des simulations de Monte-
Carlo (107 histoires) dans [Zhang et al., 2008]. Les résultats de [Aldemir and Tombuyses, 1996] sont identiques
& ceux trouvés dans [Zhang et al., 2008] ainsi nous ne les utiliserons pas. Les résultats de [Castaneda, 2009]
sont différents de ceux trouvés dans [Zhang et al., 2008]. Selon l'auteur, cette différence pourrait venir du fait
que dans sa modélisation 'occurrence d’un événement redouté n’entraine pas le saut du processus vers un état
absorbant. Il considere que le systéme continue d’évoluer et peut subir un autre événement redouté. Ainsi nous
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FIGURE 3.4 — Comparaisons des résultats trouvés avec l'algorithme de volumes finis pour différents pas de
discrétisation et ceux trouvés avec des simulations de Monte-Carlo (107 histoires) dans [Zhang et al., 2008]. Les
pas de discrétisation sont précisés en dessous de chaque graphique.

Nombre d’histoires simulées 103 107 10° 106
Temps de calcul 0.98s | 10.03s | 1m37s | 16m37s
Erreur relative 1.75% | 1.5% 0.9% 0.13%

TABLE 3.1 — Temps de calcul et erreur relative d’estimation de p;(1000) associés a différents nombres d’histoires
simulées pour Monte Carlo. Ces résultats sont issus de larticle [Zhang et al., 2008].

ne comparerons pas nos résultats a ceux trouvés par cet auteur.

Nous utilisons différents pas de discrétisation. Le pas de discrétisation du temps est fixé a la plus grande valeur
rendant stable 'algorithme de volumes finis. On déduit sa valeur a I'aide d’une fonction qui dépend des pas de
discrétisation de I'espace des variables physiques. Les probabilités d’évenements redoutés calculées avec différents
pas de discrétisations sont comparées avec celles de [Zhang et al., 2008] dans la FIGURE 3.4. Les deux méthodes
donnent des résultats quasiment identiques ce qui permet de valider notre méthode dans ce cas d’application.

Aux vues des graphiques de la FIGURE 3.4, on peut remarquer que les résultats sont plus précis lorsque les pas
discrétisation sont plus fins ce qui est cohérent. En revanche, la diminution des pas de discrétisation entraine
une augmentation des temps de calcul.

Les temps de calcul associés au schéma de volumes finis sont difficiles & comparer avec ceux trouvés dans [Zhang
et al., 2008] car les ordinateurs utilisés pour réaliser les calculs ne sont pas les mémes. Le processeur utilisé dans
[Zhang et al., 2008] est un AMD Opteron Processor 275 cadencé & 2.2GHz, le processeur utilisé pour notre étude
est un INTEL Celeron CPU 440 cadencé & 2GHz. La TABLE 3.1 reprend les résultats issus de l'article [Zhang
et al., 2008]. Il est considéré dans [Zhang et al., 2008] que la valeur de référence de la probabilité d’assechement
du réservoir avant 1000 heures de fonctionnement, notée p; (1000), est celle trouvée avec 107 simulations. Posons
p1(1000) la valeur estimée. La formule 3.4.1 permet d’obtenir l'erreur relative d’estimation de p; (1000).

_ | 1(1000) — p1(1000)
N p1(1000)

A précision égale, les temps de calcul sont plus longs avec le schéma de volumes finis, voir Tables 3.1 et 3.2.
Cependant, contrairement aux méthodes de Monte-Carlo, les courbes trouvées avec le schéma de volumes finis
sont lisses quels que soient les pas de discrétisation utilisés. En effet, avec la méthode de Monte-Carlo, la dimi-
nution du nombre d’histoires simulées, entraine des irrégularités visibles sur les courbes. Cela est directement
lié au fait que la méthode des simulations de Monte-Carlo est une méthode stochastique. Cette caractéristique
devient une contrainte lorsque ’on recherche un optimum. Les applications industrielles testées dans cette these

Er - 1000 (3.4.1)
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Pas de oh 0T ot oh 0T Ot oh 6T Ot oh 0T 6t oh 0T ot
discrétisation 1 10 0.111 1 4 053 | 0.5 2 0.03 | 0.25 2 0.31 | 0.25 1 0.16
Temps de calcul 1m 2m48s 9m12s 13m14s 49m
Erreur relative 4.23% 2.8T% 1.21% 0.71% 0.56%

TABLE 3.2 — Temps de calcul et erreur relative d’estimation de p; (1000) associés a différents pas de discrétisation
pour le schéma de volumes finis

ont consisté a optimiser des stratégies de maintenance a ’aide d’un algorithme de recuit simulé. Il a été constaté
qu’avec des simulations de Monte-Carlo, I’algorithme de recuit simulé utilisé a posé des difficultés de conver-
gence. Pour palier a ces difficultés de convergence, un nombre plus important d’histoires peut étre simulé, ce qui
augmente les temps de calcul et peut rendre I'optimisation de la stratégie de maintenance difficile. Le schéma de
volumes finis, étant une méthode déterministe, n’a pas ce probleme. Cette méthode de calcul est plus adaptée
aux problématiques de cette these et sera utilisée dans l'objectif d’identifier un plan de maintenance optimal
pour deux systemes utilisés a la SNCF : une climatisation de TER et un passage a niveau.

Le schéma de volumes finis possede une autre caractéristique intéressante : le fait que le systéme d’équations
différentielles controlant 1’évolution des variables physiques ne soit pas directement soluble n’entraine aucune
difficulté. En effet, le schéma ne nécessite pas de les résoudre. En revanche, les simulations de Monte-Carlo
nécessite de résoudre ces équations différentielles. Lorsque cela est possible, comme c’est le cas dans l'article
[Zhang et al., 2008], les simulations de Monte-Carlo sont adaptées et les temps de calcul sont courts. En revanche,
dans le cas contraire, il est nécessaire de discrétiser ces équations ce qui, couplé avec un nombre élevé de
simulations, augmente significativement les temps de calcul et peut rendre I'utilisation de cette méthode difficile.

3.5 Conclusion

Bien que le systeme étudié dans ce chapitre ne rentre pas dans le cadre de la démonstration de la convergence
de Talgorithme de volumes finis (Chapitre 2), les résultats issus du schéma sont proches de ceux trouvés dans
[Zhang et al., 2008] avec des simulations de Monte-Carlo.

La prise en compte de I’étude menée dans le paragraphe 2.5.4 pourrait permettre d’améliorer la qualité des
résultats et de diminuer les temps de calcul.

Une perspective a ce travail serait de démontrer la convergence de ’algorithme de volumes finis dans le cadre
général.

Avant de présenter les cas d’application industriels, des outils probabilistes de modélisation de la durée de vie
et de leffet de la maintenance sont introduits.
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Chapitre 4

Méthodes de modélisation probabiliste
de la durée de vie

4.1 Introduction

Les modeles probabilistes comme le PDMP peuvent étre utilisés pour modéliser le fonctionnement dans le
temps d’un systeme multi-composants dans 'optique d’évaluer des quantités fiabilistes telles que la fiabilité, la
disponibilité... Ce processus modélise les changements d’états (marche et panne) successifs du systéme au cours
du temps. Ces transitions sont régies par des taux qui correspondent, dans nos cas, aux taux de défaillance des
composants. L’utilisation des PDMP nécessite de choisir une modele paramétrique pour modéliser la durée de
vie des composants. Ce choix est important car il a un impact direct sur les résultats issus de la quantification
du PDMP. Une étude non-paramétrique permet dans un premier temps d’évaluer le taux de défaillance non-
paramétrique des composants en utilisant par exemple des méthodes de type Kaplan-Meier, voir [Cocozza-
Thivent, 1997]. La forme de ces taux permet de choisir un modele adapté pour modéliser la durée de vie des
composants. Nous présentons trois lois plus ou moins usuelles, permettant de modéliser des durées de vie ayant
des caractéristiques différentes. Ce type de modélisation ne prend pas en compte l'effet des maintenances subies
par les composants. Il est pourtant souvent nécessaire de quantifier 'impact des maintenances sur la durée de
vie. Pour cela, nous présentons un modele de réduction arithmétique de I’age (Arithmetic Reduction of Age ou
ARA) issu de [Doyen and Gaudoin, 2004].

4.2 Méthodes probabilistes de modélisation de la durée de vie

En pratique, le taux de défaillance d’un composant peut avoir une forme dite de ’courbe en baignoire’ représentée
dans la FIGURE 4.1. Cette courbe peut étre décomposée en trois phases :

e la phase de jeunesse : le taux de défaillance est décroissant, modélisant les pannes dues a des défauts de
fabrication ou des défauts de réglage en usine,

e la phase de maturité : le taux de défaillance est constant, modélisant le risque de panne accidentelle,
e la phase de vieillissement : le taux de défaillance est croissant modélisant la dégradation du composant.

Cependant, il est rare d’observer un taux de défaillance de cette forme. La plupart du temps, seules deux des trois
phases, voir une seule, sont observées. Nous présentons dans ce paragraphe trois lois permettant de modéliser des
durées de vie ayant des caractéristiques différentes : Weibull, Bertholon et New Modified Weibull Distribution
(NMWD).

4.2.1 La loi de Weibull

La loi de Weibull a été introduite en 1951 dans [Weibull, 1951]. Le taux de défaillance associé & cette loi est
monotone, de ce fait la loi de Weibull ne modélise qu’une seule des trois phases décrites précédemment. Cette
loi est paramétrée par deux coefficients : ) représentant le parametre d’échelle et 3 représentant le parametre de
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FIGURE 4.1 — Exemple de taux de panne en ’courbe en baignoire’

forme. Selon la valeur de f3, plusieurs remarques peuvent étre formulées :

e 3> 1:le composant vieillit et son taux de défaillance croit,
e 3 < 1:le composant rajeunit et son taux de défaillance décroit,

e 3 =1 : le composant ne vieillit pas et ne rajeunit pas, son taux de défaillance est constant. Dans ce cas, le
composant suit une loi Exponentielle de parametre 7.

La fonction de fiabilité et le taux de hasard associés & la loi de Weibull sont donnés par les formules suivantes
avect >0 :

Le graphique de la FIGURE 4.2 représente le taux de défaillance associé a une loi de Weibull en fonction de
différents jeux de parametres.

Soit T une variable aléatoire suivant une loi de Weibull, sa moyenne et sa variance sont données par les formules
suivantes :

avec I'(z) = (;LOO t*=te~tdt.

L’on parle de loi de Weibull décalée lorsque 1'on considere que le taux est constant et égale a zéro jusqu’a un
instant ty. Dans ce cas, la fiabilité et le taux de hasard s’écrivent de la facon suivante :
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4.2.2 La loi de Bertholon

Le modele de Bertholon développé dans [Bertholon, 2001] et [Bertholon et al., 2004], permet de décrire la durée
de vie d’un matériel dont le taux de panne est constant jusqu’a une date ty puis croissant apres cette date.
Une interprétation possible d’un tel modele est qu’il modélise un risque de panne accidentelle lors des premiere
années de fonctionnement puis deux risques concurrents, le premier étant accidentel et le deuxieme lié au vieillis-
sement du composant. Cette loi permet donc de modéliser deux phases : la phase de maturité et la phase de
vieillissement. Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 7y et W une variable aléatoire de
loi de Weibull décalée de parameétres (11, 3,t0), Y et W étant indépendantes. Soit T' = min(Y, W), alors T suit
une loi de Bertholon de parametre (1o, 71, 5, to)-

Les fonctions usuelles en fiabilité liées a ce modele s’expriment de la fagon suivante :

8
' t—to
R(t) = L 1
(t) = exp ( - < m > t>t0)
1 t—to\" !
At = L <5 ( 0) ) Loty
7o T U

Le graphique de la FIGURE 4.3 représente le taux de défaillance associé a une loi de Bertholon en fonction de
différents jeux de parametres.

Dans [Bertholon, 2001], auteur calcule la moyenne et la variance dans le cas ou 8 = 2. Dans le cas 8 # 2,
Iauteur précise que les intégrales ne peuvent étre calculées analytiquement. Les formules obtenues pour 5 = 2
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FIGURE 4.3 — Comportement du modele de Bertholon pour plusieurs jeux de parametres

sont :

2

_to ot/ m 2 [T e

E[T] =no (1—6 "0) +me*o "0 ——erfc () avec erfc(r) = — e " du
7 2 o W=7

V(T) = E[T? - E[T]?
t t, "% _to 2 1 _ n%
m (1 - 67%) —tomoe” 0 4 metd 0 [ (1 — L VT oo + Zme %
2n0) 2 2n0 2

4.2.3 Une généralisation de la loi de Weibull : modele "New Modified Weibull
Distribution’

E[T? =2

La loi de Weibull présentée dans un paragraphe précédent ne permet de modéliser qu’une des trois phases. Nous
présentons dans ce paragraphe une généralisation de cette loi de Weibull permettant de modéliser deux phases :
la phase de jeunesse et la phase de vieillissement. Ce modele est nommé 'New Modified Weibull Distribution’
(NMWD) et a été introduit dans [Lai et al., 2003]. Ce modele est caractérisé par les fonctions suivantes avec
t>0:

R(t) = exp(—at® exp(c - t))
At) = a(b+c-t)t" L exp(c-t)
Les parametres doivent obéir aux contraintes suivantes : a > 0, b > 0 et ¢ > 0.

La forme du taux de panne dépend seulement du parametre b, deux cas se distinguent :

Cas1:b>1 Cas2:0<b<1

A(t) est croissante avec t A(t) est décroissante puis croissante avec ¢
A0)=0sib>1 lim;_g A(t) = o0

A0)=absib=1 limy 400 A(t) = 00

limy 400 A(t) = 00 Le point de changement de monotonie de A(t) est

*_\/l;fb
tr = ¥b=b
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FIGURE 4.4 — Comportement du modele NMWD pour plusieurs jeux de parametres

Le taux de panne associé a cette modélisation a une forme en baignoire lorsque 0 < b < 1. La forme du taux de
panne instantané en fonction des parametres a et b est illustrée dans la FIGURE 4.4.

Remarque 45. Sic =0, le modéle NWMD se raméne au modéle de Weibull classique.

Les modeles présentés dans ce paragraphe permettent de modéliser la durée de vie d’'un composant dans plusieurs
cas possibles. Ces modeles sont suffisants pour décrire la durée de vie des composants des systeémes étudiés lors
de cette these. En revanche, ils ne permettent pas de modéliser I'effet d’une maintenance préventive sur la durée
de vie d’'un composant. Dans le prochain paragraphe, nous proposons d’utiliser une méthode issue de [Doyen,
2004] et [Doyen and Gaudoin, 2004] permettant de séparer 'effet des maintenances préventives de la dégradation
intrinseque du composant.

4.3 Modélisation de l'effet de la maintenance

Doyen et Gaudoin ont développé dans [Doyen, 2004] et [Doyen and Gaudoin, 2004] plusieurs modeles pour quan-
tifier ’effet de la maintenance. En particulier, nous pouvons citer deux classes de modeles :

e les modeles de réduction arithmétique de I’age (Arithmetic Reduction of Age ou ARA),
e les modeles de réduction arithmétique de 'intensité (Arithmetic Reduction of Itensity ou ARI).

Pour notre étude, seuls les modeles de type ARA d’ordre 1, notés ARA;, sont utilisés. Avant de présenter le
modele ARA1, nous commengons par introduire la notion d’age virtuel.

Les cas d’application industriels étudiés dans cette thése nécessitent de quantifier I’effet de maintenances préventives
périodiques sur les composants d’un systeme. Les instants de ces maintenances sont déterministes et ne dépendent
pas de I’état des composants. Nous présentons la notion d’age virtuel et le modele ARA; dans ce cadre.

4.3.1 Modele d’age virtuel

Soit (T;)ien+, les instants déterministes des maintenances préventives. Nous notons Ty = 0. Un modele d’age
virtuel est caractérisé par une suite de variables aléatoires positives A = (A;);en, appelées ages effectifs et telle
que Ay = 0. Ces modeles sont basés sur ’hypotheése suivante : si le systéme maintenu n’a subi aucune défaillance

jusqu’a la ™° maintenance préventive, le composant maintenu se comporte comme un composant non-maintenu
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JETNE

qui aurait fonctionné une durée A;. A; peut donc étre considéré comme 1’age virtuel du composant apres la 7
maintenance préventive.

Soit Y une variable aléatoire modélisant la durée de fonctionnement du composant sans maintenance préventive
et soit D une variable aléatoire modélisant la durée de fonctionnement du composant maintenu. Nous notons
N; le nombre de maintenances préventives que le composant a subies avant 'instant t. Cette quantité est ici
déterministe. Nous avons pour tout ¢ > 0,

P(D>tD>Ty,)=PY > Ay, +t —Ty,|Y > Ap,) (4.3.1)

On définit alors un age virtuel pour le systeme étudié A(t) :
A(t) =t —Tn, + An,

Il s’agit de I’age virtuel du composant & la derniére maintenance préventive (Ay,) auquel on ajoute le temps
écoulé depuis cette derniere maintenance (¢t — Ty, ). Ainsi I'dge virtuel est réévalué a chaque maintenance et,
entre deux maintenances, il varie comme 1’age réel.

L’intensité de défaillance d’'un composant maintenu est définie de la fagon suivante :

1
= lim — < > 3.
At 61t1510 &]P’(t <D <t+6tD>1) (4.3.2)

L’intensité de défaillance \; du modele d’age virtuel s’exprime de la fagon suivante avec A le taux intrinseque
du composant, c’est-a-dire le taux de défaillance du composant non soumis a de la maintenance préventive :

Ar = MA(H) = At = Tn, + Aw,)

Apres avoir défini les modeles d’age virtuel, intéressons-nous au modele que nous utilisons : le modele ARA;.

4.3.2 Le modeéle ARA;

4.3.2.1 Présentation théorique du modele

Doyen et Gaudoin [Doyen and Gaudoin, 2004] ont proposé une classe de modeles dits & réduction arithmétique
de I’age de mémoire m (ARA,,). Le principe de ces modeles est de réduire ’dge en prenant en compte effet des
m derniéres maintenances. L’age virtuel a 'instant ¢ est donné par la formule suivante :

min(m—1,N;—1)

Alt)y=t—p > (=p)Tw,

§=0
L’intensité de défaillance associé au modele ARA,, est :

min(m—1,Ny—1)

M=At=p Y (1=pV Ty
j=0

La mémoire m correspond au nombre de maintenances précédentes qui influencent 1’intensité de défaillance. Dans
ce modele, Defficacité de la maintenance est représentée par la valeur du parametre p, donc évaluer lefficacité de
la maintenance revient a estimer p. Les coefficients de la loi intrinseque du composant sont estimés conjointement
avec p. Dans nos cas d’application, nous avons testé le cas m = 1, seul l'effet de la derniere maintenance préventive
est pris en compte. L’intensité de défaillance associée & un modele ARA d’ordre 1 (ARA;) est :

Selon les valeurs de p, différentes remarques peuvent étre faites :
e p =1 :la maintenance est parfaite. On retrouve le modele AGAN.

e p €]0;1] : la maintenance est efficace.
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e p =0 : la maintenance est nulle. On retrouve le modele ABAO.
e p < 0 :la maintenance est nuisible.

Une base de données est & notre disposition et contient des informations sur n composants supposés iid. Ces
informations sont, pour i € {1,--- ,n} :

e t; : minimum entre la durée de vie du composant ¢ et I'instant de censure,
e J; : indicateur de censure avec §; = 1 si la donnée associée au composant ¢ est une censure et d; = 0 sinon,
o Ti ... ,T};,ti : instants des maintenances préventives effectuées sur le composant i,
Nous introduisons quelques notations :
e 0 : parametre de la loi intrinseque du composant,
e )y (t) : taux de panne instantané du composant non maintenu a l'instant ¢,
L’intensité de défaillance du composant 7 maintenu est alors :
= (£ 0T

La fiabilité du composant i au temps t s’écrit de la facon suivante avec D’ 'instant de la défaillance :

R} =P (D' >t)

Ni-1
_p (Di > {|D' > T;‘VZ,) [[ 2D > Ti,ID' > T})
k=0

Ti t
/ k1 Ao (S — pT,i) ds> - / Ao (s — pT? 1) ds
i T t

7
k

Nji-1
=exp | — Z <

k=0

i
Ni

Ainsi, la vraisemblance associée au modele ARA; s’écrit :

L (t7aT1277T]Z\/t77’ € {17 o 7n}597p)

i=1
= ﬁ [)\9 (ti — pTt t)} o exp | — tizl (/Tjji+1 Ao (s — pT,i) ds) - /f7 Ao (s — pTt t) ds (4.3.3)
i=1 k=0 k ’ ‘

i
Ni.

Pour appliquer ce modele, nous choisissons d’effectuer une hypothese sur la forme de la loi de vieillissement
intrinseque du composant. Nous testons deux possibilités : la loi de Weibull et la loi de Bertholon.

4.3.2.2 Loi intrinseque de type Weibull
L’intensité de défaillance associée a ce modele est de la forme :

_ p-1
A\ =B (’f pTNt)
n n

L’estimation des parametres de ce modele est réalisée par la méthode du maximum de vraisemblance. La vrai-
semblance (4.3.4) est maximisée & 1'aide de ’algorithme du gradient conjugué.
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L<t17T1135T11V ie{la"'vn}ﬂ?aﬂap):

iy
T;

o\ A Ni —1
n ti—pTll T; Tz _ Tz B Ti_ Tz B
Hﬁiﬂ exp | — <k+1 pk’)(k pk)
=1 | N k=0 n n
tz—pTii p T;\/z —PTll ¢
T; T; T;

exp | — _ - ——F- (4.3.4)

n n

4.3.2.3 Loi intrinseque de type Bertholon

L’utilisation de loi de Bertholon comme loi intrinseque du modele ARA; pose des difficultés. L’estimation des
parametres par maximum de vraisemblance n’est pas aussi aisée qu’avec la loi de Weibull. Les algorithmes d’op-
timisation utilisés ne semblent pas converger. Nous avons donc apporté une légere modification au modele ARA;.

Cette modification consiste a supposer qu’une action de maintenance effectuée avant I'instant ¢ty n’a pas d’effet
sur la durée de vie du composant. L’effet est uniquement modélisé apres 'instant ¢y. Cette hypothese est justifiée
par le fait qu’avant Uinstant ¢¢, les défaillances sont supposées étre accidentelles (taux constant) et qu’une action
de maintenance ne peut pas les prévenir. L’intensité de défaillance associée a ce modele est de la forme :

15 ((t — )" — p (T, — m)*)‘“

)\t:7+7
Tlo m T

Ainsi, la vraisemblance s’écrit de la maniere suivante :
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Contrairement au cas précédent, les dérivées partielles sont difficiles & calculer. Ainsi, pour éviter cette difficulté,
la vraisemblance est maximisée a 1’aide de 1’algorithme de recuit simulé (cf Annexe B).

Tous les outils nécessaires a la modélisation probabiliste d’un systéeme ont été introduits. La prochaine partie
de ce document est consacrée aux cas d’application industriels : les systemes de climatisation utilisés dans des
TER et les passages a niveau.



Chapitre 5

Optimisation de la maintenance d’un
systeme de climatisation de TER

5.1 Contexte de ’étude

La maintenance des groupes de climatisation notamment ceux équipant les TER X72500 est effectuée dans un
établissement de maintenance situé dans le Périgord. Ces systémes ont été mis en service entre 1998 et 2004. Il
a été constaté une recrudescence des défaillances de ces groupes au cours des dernieres années. Pour garantir le
potentiel de fonctionnement de ces groupes a trente ans, I’établissement industriel de maintenance a prévu de
mener une opération de révision générale des groupes de climatisation.

Ainsi la Direction de I'Innovation et de la Recherche a été sollicitée dans le cadre de la commission TAM
(Techniques Avancées de Maintenance) pour mener une étude de fiabilité en exploitation de ces groupes de
climatisation afin de déterminer une stratégie optimale de maintenance préventive.

L’étude s’est déroulée en plusieurs étapes. La premiere étape a consisté a réunir et exploiter le retour d’expérience
disponible (défaillances des groupes depuis leur mise en service, avis d’expert, temps moyen de bon fonctionne-
ment fournis par le fabricant, essais de fatigue...) afin d’estimer les lois de défaillance des composants du groupe
de climatisation. Cette premiere partie a fait I'objet d’une prestation menée par la société NOEO et n’est pas
détaillée dans ce rapport. Cependant, les résultats des lois de défaillance des composants obtenus a l'issue de la
prestation sont exploités ici.

La deuxieme étape a consisté a modéliser I’évolution d’un groupe de climatisation dans le temps afin d’évaluer
la stratégie de maintenance actuelle, qui n’est que corrective, et de déterminer une stratégie de maintenance
préventive optimale. Le systeme est modélisé a 1'aide d'un PDMP et la quantification numérique est effectuée
a l'aide du schéma de volumes finis appliqué avec la méthode A2. Cette méthode a permis de tester différents
scénarii de maintenance des groupes de climatisation en évaluant d’une part la performance du systéme en terme
de fiabilité et d’autre part les cotits de maintenance associés. Cependant, la combinatoire des scénarii de mainte-
nance a tester étant trop importante, un algorithme d’optimisation stochastique de type Recuit Simulé a été mis
en place afin de déterminer la stratégie de maintenance optimale sans avoir a tester I’ensemble des scénarii pos-
sibles. Deux types de stratégies de maintenance ont été optimisés. La premiere répond a la problématique posée
par I'établissement industriel en proposant une opération de révision générale optimisée. La seconde stratégie est
de type opportuniste et n’est pour l'instant pas utilisée a la SNCF du fait de contraintes logistiques importantes
que cela entraine. Cette stratégie est proposée a titre indicatif et permet aux décideurs d’avoir le choix quant a
la stratégie employée.

Le prochain paragraphe présente le systeme de climatisation ainsi que la stratégie de maintenance a laquelle il
est soumis.
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5.2 Description du systeme climatisation

La FIGURE 5.1 décrit le systeme de climatisation. Celui-ci comporte vingt-deux composants mais seuls dix sept
sont pris en compte dans la modélisation. Cing composants ne sont pas étudiés car il s’agit de consommables
régulierement remplacés ou de composants pour lesquels tres peu de défaillances ont été observées. Les com-
posants modélisés sont répartis sur trois branches que nous appelons A, B et S. Les branches A et B sont en
redondance active et les composants de la partie S sont en série. Les branches A et B sont identiques et possedent
cing composants. Elles fonctionnent en méme temps. Quand un composant de I'une d’entre elles tombe en panne,
les composants situés sur la méme branche s’arrétent de fonctionner. Dans ce cas, le systéme continue de fonc-
tionner normalement et la défaillance n’est pas détectée. Lorsqu’un composant de ’autre branche ou de la partie
S tombe en panne, le systeme subit une défaillance et ne fonctionne plus. Celui-ci est démonté et envoyé en centre
de maintenance afin de subir une maintenance corrective consistant a remplacer les composants défaillants par
des composants neufs. La durée d’une maintenance corrective se compte en jours alors que l'ordre de grandeur
de la durée de vie du systeme est en années. De ce fait, nous négligeons la durée des maintenances qui sont
considérées étre instantanées.

Jusqu’a aujourd’hui la stratégie de maintenance concernant les composants modélisés est purement corrective.
Certains composants non pris en compte dans I’étude tels que les filtres sont remplacés régulierement, il s’agit
de consommables. Ainsi dans le cadre de 1’étude, les seules maintenances que le systeme subit sont effectuées
a la suite d’'une défaillance. L’objectif de cette étude est de proposer une stratégie de maintenance préventive
permettant de garantir le fonctionnement du systeme a trente ans. La premieére partie de 1’étude consiste a
effectuer une étude statistique et probabiliste de la durée de vie des composants du systeme. Cette étude ne sera
pas détaillée dans ce document, seuls les résultats utiles pour la modélisation du systeme sont présentés dans le
prochain paragraphe.

5.3 Etude de la durée de vie des composants

Les données ayant permis de réaliser I’étude de durée de vie des composants sont issues de la base LIONNE. Les
ventilateurs et le manostat d’air ayant subi peu de défaillances, des méthodes bayésiennes utilisant les avis des
experts SNCF ont permis d’affiner les résultats. Le détail de cette étude peut étre trouvé dans [Ziani, 2007]. La
loi de durée de vie de chacun des composants est modélisée par la loi de Weibull a deux parametres ou par la
loi Exponentielle. Les résultats de cette étude sont confidentiels et ne sont pas fournis dans ce document. Cette
étude a permis de mettre en évidence le vieillissement d’une partie des composants du systeme de climatisation.
Le PDMP parait donc étre un modele adapté pour cette étude. Ce processus nous permet de prendre en compte
le vieillissement des composants et la stratégie de maintenance appliquée sur les groupes de climatisation. La
modélisation est présentée dans le prochain paragraphe.

5.4 Modélisation du systeme par PDMP

Dans ce cas d’application, la variable I; représente les états discrets du systéeme. En posant 0 pour un composant
en panne et 1 pour un composant en fonctionnement, 'espace discret du PDMP est E = {0,1}!7. Certains
états de E ne sont jamais atteints du fait de la stratégie de maintenance a laquelle est soumis le systeme. Les
maintenances étant instantanées, le systeme ne reste jamais dans un état de panne. Ainsi, la variable I; évolue
dans une petite partie de E correspondant a :

e 1 : tous les composants sont en fonctionnement,
o 1k, : le systéme fonctionne mais le composant i de la partie K est en panne (K € {A, B}).

Tous les composants sauf ’évaporateur ont une loi de durée de vie de type Weibull avec un parametre de forme
supérieur a 1. De ce fait, la deuxieme variable du PDMP X; décrit 1’age de tous les composants du systeme a
I'instant ¢ sauf celui de ’évaporateur. Ainsi X; évolue dans un compact C' de R}f. A ce stade de I’étude, nous
n’avions pas mis en évidence la pertinence du choix d’autres variables physiques (voir paragraphe 2.5.4) ce qui
explique pourquoi nous gardons ici ’age des composants en mémoire et non leur date de mise en service.
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FIGURE 5.1 — Schéma du systeme de climatisation des TER 72500X
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Quand tous les composants du systeme sont en fonctionnement c’est-a-dire que le PDMP se trouve dans ’état
1, tous les composants vieillissent, ainsi pour tout ¢t € Ry et z € C

gLz, t)=ax+t-1
avec 1 le vecteur unité de 16 composantes.

Quand le systeme se trouve dans 'état 1x; (K € {A,B} et i € K), tous les composants vieillissent exceptés
ceux se trouvant sur la méme branche K. Ainsi, pour tout t e Ry, z € C, K € {A,B}etic K ,

9k, t) =z +t-

avec X7 € {0,1}16 tel que eﬁz = 0 pour tout composant j sur le branche K et ef; = 1 pour tout composant j
sur une autre branche L # K.

Le processus saute lorsqu’un composant tombe en panne. L’indépendance stochastique des composants entraine
que le taux de défaillance d’un composant (K,%) ne dépend que de son age zx ; (sauf pour I’évaporateur) et est
noté ak (v ) avec K € {A, B, S}. Pour I'évaporateur, le taux associé est constant et ne dépend pas de son
age. La défaillance d’un composant appartenant a la partie en redondance (branche A ou B) n’entraine pas la
défaillance du systeme et ainsi n’est pas détectée. Le PDMP saute de 'état 1 vers I'état 1 ; et le noyau associé
a cette transition est :

(L), (L dy)) = @i (1) b (dy)

ou 0, (dy) représente la masse de Dirac en x définie dans (1.3.7), modélisant le fait que I’dge des composants ne
change pas.

Nous introduisons les notations suivantes :
®* > ke {A,B,s} © Somme sur les trois branches du systeme de climatisation,
® ) .ck :somme sur les composants appartenant a la branche K avec K € {A, B, S}.

La défaillance d’un composant situé sur une branche L (L € {4, B}) alors qu'un composant (K,%) est en panne
(K € {A,B} et K # L) entraine la défaillance du systéme. Une maintenance corrective est entreprise et les
composants défaillants sont remplacés par des neufs, leurs dges respectifs sont remis a zéro. Les autres composants
ne sont pas remplacés. Le PDMP saute de I’état 1x ; vers ’état 1. Le noyau de transition est :

T((lkiw), (Ldy) = Y > an;(zL;)do(dyx.i)do(dyr,;) 11 Oz s 1, (AYna k)
Le{A,B,S}\K jeL (M, k)Z{(K,i),(L,5)}

La défaillance d’'un composant de la partie S entraine la défaillance du systéme méme si celui-ci se trouve dans
I’état 1. Le composant défaillant est remplacé par un neuf, son age est remis a zéro. Les autres composants ne
sont pas remplacés car ils ne sont pas en panne (état 1). Cet événement n’entraine pas le saut du PDMP car
une maintenance corrective est instantanée ainsi le PDMP reste dans ’état 1. Le noyau de transition est :

(L), (Ldy) = as;(@s;)o(dys;) [ Gean(dynri)

Jjes (M,k)#(S,5)

La modélisation du systeme par PDMP permet d’écrire les équations de Chapman-Kolmogorov et ainsi d’utiliser
le schéma de volumes finis présenté dans le Chapitre 2.

5.5 Quantification avec le schéma de volumes finis

La quantité de variables physiques a garder en mémoire est importante dans ce cas d’application. Nous devons
en garder 16, une par composant vieillissant. Comme nous l’avons expliqué dans le Chapitre 2, 'utilisation du
schéma de volumes finis avec autant de variables physiques n’est pas possible d’un point de vue informatique. La
premiere chose a faire est d’isoler les composants indépendants afin de réduire ’espace a discrétiser. Cependant,
la stratégie de maintenance corrective & laquelle est soumis le systéme rend les composants fonctionnellement
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dépendants les uns des autres. En effet, le remplacement d’un composant défaillant du circuit A ou B est
conditionné par la défaillance d’un autre composant. Cette méthode n’est donc pas suffisante pour réduire
lespace ; de ce fait, nous utilisons la méthode A2. Cette méthode est appliquée dans le cas le plus simple, les
niveaux de la méthode A2 sont tous égaux & 1. En reprenant les notations associées au schéma de volumes finis,
pour n € E et T € M , nous construisons seize suites de fonctions notées (uﬂl) avec j € {1,---,16} telles
que :

neN

16
in (z,m) = [[ v (®@5,m)
j=1
avec Uy, (Z,n) une approximation de uy, (T, n).

5.6 Les stratégies de maintenance préventive pour le systéme de
climatisation

5.6.1 Deux stratégies de maintenance préventive
5.6.1.1 La révision générale

La premiere stratégie de maintenance envisagée consiste a effectuer une révision générale sur le systeme durant
laquelle les composants plus a4gés qu’un age limite sont remplacés en plus des composants défaillants. Un intérét
majeur de ce type de stratégie est qu’une révision générale est prévue en avance ce qui permet d’organiser
I’'emploi du temps des agents de maintenance et de ne pas créer d’indisponibilité génante pour les usagers. Lors
d’une maintenance de ce type, seuls les composants endommagés ou trop dégradés sont remplacés ou le critere
de dégradation est ici modélisé a travers un age limite. Une telle stratégie est définie a partir de deux types de
parametres :

e la date de la révision générale,
e 'dge limite des composants du systeme.

Le nombre d’ages limites a déterminer peut étre diminué de part les caractéristiques du systeme. Comme les
composants des branches A et B sont identiques, leurs dges limites sont les mémes. L’évaporateur ne vieillissant
pas, il n’est pas nécessaire de le remplacer préventivement. Enfin, une fuite du fluide frigorigene n’est pas di
au vieillissement du fluide donc le remplacer préventivement ne permettrait pas de prévenir un tel événement.
Ainsi, il nous reste dix ages limites a déterminer.

5.6.1.2 La stratégie de maintenance opportuniste

La seconde stratégie est une stratégie de maintenance opportuniste. Ce type de stratégie consiste a profiter d’une
maintenance corrective pour effectuer une maintenance préventive en remplagant préventivement les composants
ayant dépassé un age limite. Cette stratégie n’est pour I'instant pas utilisée a la SNCF, cependant elle a fait
I’objet de plusieurs discussions avec des décideurs qui lui ont trouvé un intérét certain. L’intérét majeur de cette
stratégie est que les maintenances préventives sont effectuées en méme temps que les maintenances correctives.
Une action de maintenance corrective ou préventive nécessite le retrait du systeme et le transport jusqu’au
centre de maintenance. Le fait de grouper ces deux types de maintenance permet de ne pas avoir a effectuer ces
travaux spécialement pour une action de maintenance préventive. Pour optimiser ce type de maintenance, dix
ages limites doivent étre déterminés comme pour la stratégie avec révision générale.

Nous appelons consistance d’une stratégie de maintenance, les actions a effectuer sur le systéeme lors d’une main-
tenance. Ces actions peuvent correspondre & un entretien (huilage, réglage...) ou a des critéres de remplacement
préventif des composants. Pour les deux stratégies présentées, la consistance correspond aux dges limites.

5.6.2 Modélisation des stratégies de maintenance préventive

Les deux stratégies envisagées peuvent étre modélisées par un PDMP avec une légere modification du PDMP
présenté précédemment.
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5.6.2.1 La révision générale

Si la révision générale est effectuée a la date T, le systéme peut changer d’état ce qui est modélisé par I'intro-
duction de nouveaux noyaux de transition notés q. Au temps T, les dges des composants sont remis a zéro s’ils
ont dépassé leur age limite noté rx ; pour K € {A, B, S} ou ’ils sont défaillants. Les noyaux de transition due
a la révision générale sont :

q((lv 'T)v (17 dy)) = H H (50 (dyK,i) 13?1(@2”(,1: + 63?1(‘1' (dyK,i) 1$K,7‘,<7'K,i)
Ke{A,B,S}ieK

Pour K € {A, B}

Q((lKﬂ’» {L‘), (1, dy)) = do (dyK,i) H (60 (dyL,j) 1IL,jZTL,j + 5$L,j (dyL,j> 11L,j<T’L,j)
(L,j)#(K,i)

5.6.2.2 La stratégie de maintenance opportuniste

L’age limite du composant (K, i) est, comme pour la stratégie de type révision générale, noté rk ;. La modélisation
de cette stratégie entraine la modification des noyaux de transition induits par les défaillances de composant
entrainant une défaillance du systéme et donc une maintenance corrective, pour K € {A, B} :

m((ksx),(Ldy) = Y. > aw;(wL;)do(dyx.i)do(dyrL.;)
Le{A,B,S}\K jeL

H (50 (dyM,k) 1$M,kZT’M,k + 51‘M,k (dyM,k) 1xM.k<T‘M,k)
(M, k)E{(K,i),(L,5)}

T((17 {L‘), (1, dy)) = Z as,j (-TS,j) 50(dy5,j) H (60 (dy]Vf,k) ]‘mZVI,kZT'JVIJc + 630M,k (dyMk) 15171\4,)¢,<”‘AI,k)
JES (M,k)#(S.5)

5.7 Optimisation de la maintenance

5.7.1 Criteres d’optimisation

L’établissement en charge de la maintenance des groupes de climatisation a formulé le besoin d’obtenir des
stratégies de maintenance optimales en fonction de deux criteres : le colit de maintenance et le nombre moyen
de défaillances avec contrainte de cotit.

Optimiser une stratégie de maintenance en fonction d’un critéere de cotit signifie dans notre cas, trouver la
stratégie qui minimise la fonction de cotit d’entretien du systéme sur trente ans. Ce coiit correspond a la somme
du cout des maintenances correctives et du colt des maintenances préventives. L’objectif associé a ce type d’op-
timisation peut se formuler différemment : évaluer I'investissement en maintenance préventive nécessaire pour
économiser suffisamment en maintenance corrective afin que le budget alloué a la maintenance du systeme de
climatisation sur trente ans soit le plus bas possible.

Le deuxieme critere d’optimisation est un critére de qualité, il s’agit de déterminer la stratégie de maintenance
qui minimise le nombre moyen de défaillances du systéme sur trente ans avec un budget donné. En fait, on
cherche & déterminer comment utiliser le mieux possible le budget alloué a la maintenance des systemes de
climatisation afin que cette maintenance soit la plus efficace possible.

Les colits de maintenance (remplacement des composants, main d’ceuvre...) sont confidentiels. Le prochain
paragraphe présente la fonction de cott.

5.7.2 Fonction de colt

Introduisons les notations suivantes :
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’ Stratégie de maintenance | Coilit moyen \ Nombre moyen de pannes

Révision générale -10.7% -40%
Maintenance opportuniste -13.7% -25.6%

TABLE 5.1 — Comparaison du cotit de maintenance et du nombre de défaillances associés aux deux stratégies de
maintenance préventive minimisant le colit moyen de maintenance du systéeme par rapport aux mémes quantités
associées a une stratégie de maintenance purement corrective. Les quantités sont évaluées sur trente ans.

Cy : cout d’une défaillance,

o Ck,; : cout de remplacement du composant (K,7) avec K € {A,B,S} et i € K,

o (g : cout d’une révision générale,

e Ny(t) : nombre de défaillances subies par le systéme avant la date ¢,

e N i(t) : nombre de remplacements du composant (K,i) avant la date t avec K € {4, B,S} et i € K,

La fonction de colt est :

C(t) = Cq- Na(t) + Crglr<i + Z Z Ck,i- Nk,(t)

Ke{A,B,S}icK

L’optimisation des stratégies de maintenance détaillées précédemment est réalisée dans deux cas :
e Minimisation de la fonction de coft,
e Minimisation du nombre moyen de défaillances avec un budget fixé.

Cette fonction dépend du nombre de défaillances, du nombre de remplacements de chaque composant et du
nombre de forfaits facturés. Ces quantités dépendent directement des dges limites définis par les stratégies de
maintenances préventives et sont estimées & ’aide du schéma, de volumes finis en appliquant la méthode A? de
niveaux tous égaux a 1.

Le nombre de stratégies possibles est trés grand, ce qui nous empéche de toutes les tester. Nous utilisons donc un
algorithme de Recuit Simulé qui va nous permettre de théoriquement trouver la stratégie optimale en ne testant
qu’une partie des stratégies possibles.

5.7.3 Stratégies optimales selon le critere de cotit

Nous avons déterminé deux stratégies optimales, la premiere est de type révision générale et la deuxieme est de
type opportuniste. Les résultats étant confidentiels, ces stratégies ne sont pas détaillées dans ce document. Le
cout et le nombre de pannes associés a ces stratégies sont visibles dans la TABLE 5.1. La stratégie de révision
générale entraine une diminution de 10.7% du coiit de maintenance et de 40% du nombre de défaillances. La
stratégie de maintenance opportuniste permet de diminuer le colt de maintenance de 13.7% et le nombre de
défaillances de 25.6%. Les deux stratégies permettent de réduire le cotit et le nombre de défaillances.

Nous pouvons observer dans le graphique de la FIGURE 5.2 'effet des différentes stratégies de maintenance sur le
nombre moyen de défaillances du systeme. La révision générale effectuée lorsque le systeme atteint 1’age de seize
ans permet de diminuer considérablement le nombre moyen de pannes dés année suivante. Avant la révision
générale, le systéme se comporte de la méme maniere que le systéeme soumis a une stratégie purement corrective,
ainsi les courbes sont confondues. L’effet de la stratégie de maintenance opportuniste est réparti dans le temps.
Ceci est du au fait que les actions de maintenance préventive ont lieu de maniere aléatoire uniquement a la suite
d’une défaillance.

Le graphique de la FIGURE 5.3 permet d’observer 1’évolution des colits de maintenance cumulés au cours du
temps. Il est ainsi possible d’observer 'investissement engendré par la révision général a seize ans ainsi que



108 CHAPITRE 5 : Optimisation de la maintenance d’un systeme de climatisation de TER

Stratégie purement corrective
Révision générale
Stratégie opportuniste

iy !

Nombre de pannes
1

Années de fonctionnement

FIGURE 5.2 — Nombre moyen de défaillances du systeme de climatisation année par année avec les stratégies
minimisant le coit moyen de maintenance et la stratégie actuelle

I’économie qu’elle va entrainer. Le retour sur investissement a lieu lorsque le systéeme atteint I’dge de vingt-
quatre ans.

La stratégie de maintenance opportuniste ne permet pas d’éviter la premiere défaillance. De ce fait, cette stratégie
ne permet pas d’améliorer la fiabilité. En revanche, une révision générale prévient la premiere défaillance si elle
n’a pas eu lieu avant, de ce fait cette stratégie améliore la fiabilité. Les courbes de fiabilité sont visibles dans le
graphique de la FIGURE 5.4.

Les résultats sont obtenus & I’aide de la méthode A2 présentée dans le Chapitre 2. Afin d’évaluer I’erreur commise
dans ce cas d’application, nous cherchons a retrouver les mémes quantités a ’aide de simulations de Monte-Carlo.
Deux parametres influent sur la précision des résultats. Le premier est le pas de discrétisation de I'espace des
variables physiques h et le deuxiéme est le niveau associé a chacun des composants. Pour cette étude, le deuxieme
parametre est fixé & un pour tous les composants. Deux différentes valeurs de h sont testées : un mois (1/12)
et quatre mois (1/3). 10* histoires sont simulées pour la méthode de Monte-Carlo pour chacune des stratégies
de maintenance (maintenance purement corrective, maintenance avec révision générale et maintenance opportu-
niste). Le colit moyen et le nombre moyen de défaillances sont estimés & partir des données simulées permettant
ainsi de comparer les résultats trouvés avec la méthode A2. Les résultats se trouvent dans la TABLE 5.2.

En ce qui concerne la stratégie purement corrective et la stratégie avec révision générale, ’erreur commise par
la méthode A2 est faible. Il est de plus intéressant de remarquer que le fait de diminuer h permet d’améliorer les
résultats issus de la méthode A2. En revanche, les résultats associés a la stratégie de maintenance opportuniste
sont de moins bonne qualité. Une explication possible est que cette stratégie de maintenance entraine une plus
grande dépendance entre les Ages des composants. La méthode A? utilisée avec un niveau égal & un suppose une
sorte d’indépendance, ce qui n’est pas le cas. Pour avoir de meilleurs résultats, une possibilité est d’augmenter
le niveau d’un ou plusieurs composants. Cela n’a pas été réalisé dans le cadre de cette these et constitue une
amélioration possible de cette étude. Une autre possibilité pour améliorer les résultats serait d’utiliser un PDMP
non-homogene dont les variables physiques représentent la date de mise en service des composants (méthode
proposée dans le paragraphe 2.5.4).

Les simulations de Monte-Carlo ont donc permis de vérifier les résultats trouvés avec le schéma de volumes finis
et de mettre en évidence le fait que la méthode A2, utilisée avec des niveaux égaux & un, donne des résultats
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Stratégie purement corrective
Révision générale
Stratégie opportuniste

Colt

Années de fonctionnement

FI1GURE 5.3 — Cotit moyen cumulé de maintenance du systeme de climatisation sur trente ans avec les stratégies
minimisant le coit moyen de maintenance et la stratégie actuelle

1 Stratégie purement corrective
Révision générale

Fiabilité
o
o
1

Années de fonctionnement

FIGURE 5.4 — Fiabilité du systeme de climatisation sur trente ans avec la stratégie de type révision générale
minimisant le colit moyen de maintenance et le stratégie actuelle
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Méthode de calcul

|

Coilit moyen

\ Nombre moyen de pannes ‘

Stratégie purement corrective

Monte-Carlo (10* simulations)

IC = [-1.34%, +1.34%]

IC = [-1.3%, +1.3%]

Volumes finis h = 1

+2.17%

+3.17%

Volumes finis h =

+0.76%

+1.58%

E‘)—Aw\

Stratégie avec révision générale
Monte-Carlo (10% simulations) | IC = [-1.52%, +1.52%]

IC = [-2.2%, +2.2%)

Volumes finis h = % +1.94% +3.08%
Volumes finis h = 75 +0.56% +0.88%

o

Stratégie opportuniste

Monte-Carlo (10% simulations) | IC = [~1.56%, +1.56%)
Volumes finis h = + +5.46%
Volumes finis h = +4.03%

IC = [-1.5%, +1.5%]
+10.22%
19.09%

S‘Hw\

TABLE 5.2 — Comparaison des résultats issus du schéma de volumes finis avec ceux évalués par des simulations
de Monte-Carlo. La comparaison est effectuée par rapport au milieu de l'intervalle de confiance. IC' : intervalle
de confiance & 95%.

satisfaisants mis-a-part lorsque le systéme est soumis a la stratégie de maintenance opportuniste.

5.8 Conclusion

Ce cas d’application a permis de mettre en évidence l'efficacité de la méthode proposée dans cette these. Le
PDMP permet de prendre en compte le vieillissement des composants du systeme, ’architecture du systeme
et de modéliser différentes stratégies de maintenance, correctives et préventives. La quantification du PDMP a
été réalisée a l'aide du schéma de volumes finis présenté dans le Chapitre 2. La complexité du systéme nous
a amenés a utiliser la méthode A? décrite dans le méme chapitre. Les résultats issus de cette méthode ont
ensuite pu étre vérifiés en estimant les mémes quantités avec des simulations de Monte-Carlo. Cette méthode
donne des résultats satisfaisants lorsque la stratégie de maintenance est de type purement corrective ou révision
générale. En revanche, les résultats issus de la modélisation du systéeme soumis a une stratégie de maintenance
opportuniste semblent différer avec les deux méthodes de calcul. Une possible explication est que cette stratégie
de maintenance entraine une plus grande dépendance entre les ages des composants. La méthode A2 de niveau
un suppose une sorte d’indépendance pouvant diminuer la précision des résultats dans ce cas. Une piste pour
améliorer les résultats serait d’utiliser un niveau plus élevé.

La maintenance des groupes de climatisation a été optimisée selon un criteére de cott. Nous avons cherché les
stratégies de maintenance (révision générale et opportuniste) qui minimisent le cotlit de maintenance du systéme
sur trente ans. Les résultats ont montré que le remplacement préventif des composants permet de diminuer le
nombre de défaillances du systeme et le coit de maintenance. L’investissement en maintenance préventive est
amorti par la diminution du cott de la maintenance corrective.

Nous avons implémenté un algorithme en Scilab permettant d’évaluer, avec le schéma de volumes finis, les
quantités fiabilistes d’un systeme dont 'architecture est semblable a celle de la climatisation. Ce prototype
permet ainsi d’optimiser un plan de maintenance de type révision générale ou opportuniste, d’un systéeme dont
les composants sont en série et/ou en parallele.



Chapitre 6

Maintenance effect modelling and
optimization of a two-components
system

Les méthodes présentées dans ce document ont été appliquées a un autre systeme ferroviaire. Cependant, la
nature de celui-ci est confidentielle. Pour cette raison, nous présentons dans ce chapitre I’étude menée sur ce
systeme sans le définir. Ce chapitre est en anglais et correspond & un article publié au congres ESREL en sep-
tembre 2011. Les co-auteurs sont Sophie Mercier, Michel Roussignol et Rachid Ziani.

Au moment de la rédaction de cet article, nous n’avions pas encore bien compris le changement de variable
présenté dans le paragraphe 2.5.4. Plus précisement, la caractéristique non-homogene du PDMP issu de ce
changement de variable n’avait pas été mise en évidence. Ainsi, la modélisation présentée dans ce chapitre peut
étre améliorée.

6.1 Introduction

For a railway infrastructure like SNCF (French National Railway Society), maintenance of the infrastructure is a
major task because a failure causes delays and client dissatisfaction. Moreover, failures increase maintenance cost.
The SNCF has hence initiated research in order to model the involved systems, in view of some improvement
in their preventive maintenance. This article deals with a two-components system. The two components are
functionally dependent. Those systems are used by the SNCF in great number and we want to optimize their
maintenance given that they have already worked for a while. The nature of the system is not revealed because
of confidentiality issue.

To ensure the proper functioning of the system, a preventive maintenance action is annually undertaken. During
a preventive maintenance action, the SNCF agent replaces the broken components if any and adjusts the working
components. In order to model the adjustments effect on the two components, we use a virtual age model : the
adjustments effectiveness is modelled by an ARA; (first-order Arithmetic Reduction of Age) model [Doyen and
Gaudoin, 2004]. Intrinsic failure rate is of Weibull type. We introduce a modification of the ARA; model using a
Bertholon type intrinsic failure rate [Bertholon, 2001]. This new model is called first-order Arithmetic Reduction
of Age with Bertholon Adaptation (ARABA;).

Because of the components aging, usual Markov jump processes with finite state space cannot be used. Conse-
quently, in order to model the system, Piecewise Deterministic Markov Processes (PDMP) are used. Those
processes are described in [Davis, 1984]. Their numerical assessment is often established by Monte Carlo simu-
lations [Zhang et al., 2008]; however this method usually takes too much time to optimize maintenance. An
alternate method is here used : the quantities of interest can be expressed using the PDMP marginal distri-
butions, which are known to be solutions of a set of partial differential equations called Chapman-Kolmogorov
equations. A finite volume scheme, which is an explicit version of the algorithm presented in [Eymard et al.,
2008] in a simplified framework, provides numerical estimates for the PDMP marginal distributions, as solution
of this scheme.

This paper is organized as follows : in Section 2, the two-components system is presented. In Section 3, the



112 CHAPITRE 6 : Maintenance effect modelling and optimization of a two-components system

models used to estimate the components life-time (Weibull and Bertholon) and the maintenance effect (ARA;
and ARABA,) are presented as well as the estimation results. In Section 4, we present the PDMP used to
model the maintained system. In Section 5, a new preventive maintenance strategy with preventive renewal of
components is presented and modelled with PDMPs. The associated cost functions are provided, with respect
of the PDMPs marginal distributions. An optimal maintenance strategy which minimizes the cost function is
determined. Conclusive remarks end this paper in Section 6.

6.2 The two-components system

6.2.1 System presentation

The system has two components, A and B, which are functionally dependent. Both of them can fail in two
failure modes denoted by F} and F,. When a component fails in failure mode F; and the other one is still
working, the system works fine. Conversely, when a component fails in failure mode F5, the system does not
work anymore regardless of the other component status. Such a failure leads to a corrective maintenance action ;
broken components are instantly replaced by new ones. When the two components fail in failure mode F; one
after the other, not only the system no longer works but it creates an undesirable event as well. A corrective
maintenance action is undertaken and the components are instantly replaced by new ones. The system failures
can be classified into two categories, the first being a classic failure and the other a more severe failure. The two
of them will be quantified.

6.2.2 Preventive maintenance strategy

A system failure leads to a corrective maintenance action. In order to avoid the undesirable event, the system is
also preventively maintained. A SNCF agent is sent to the system each year. During a preventive maintenance
action, the agent replaces the broken components if any and adjusts the working components.

Both corrective and preventive maintenance actions are considered as instantaneous because the duration of a
maintenance action is negligible compared to the life-time of components.

Figure 6.1 represents possible transitions between system states with 1 for up and 0 for down. System does not
stay in state (0,0) because corrective maintenance actions are instantaneous.

In order to quantify the effect of the preventive maintenance actions on the components life-time, a virtual age
model is used. It is presented in next section.

6.3 Components life-time and maintenance effect modelling

6.3.1 Model presentation

[Doyen and Gaudoin, 2004] propose Arithmetic Reduction of Age (ARA) models in order to quantify maintenance
actions effect on a component life-time. The principle of such models is to introduce a virtual age for a system
under maintenance, which is reduced at each maintenance time. A first-order ARA model is here used (ARA;),
which reduces the components virtual age at each maintenance time by a fraction p of the elapsed time since the
last maintenance action. Parameter p measures the maintenance efficiency. Let Ag(¢) be the component intrinsic
failure rate (failure rate of the unmaintained component) with 6 the intrinsic failure rate parameters.

An ARA; model is defined by its failure intensity :

A = N (t— pTw,_ ) (6.3.1)

with 7} the ¢*" maintenance action time and N,- the number of maintenance actions occurred before time ¢.
The p coefficient models maintenance effect and p € [0,1]. Depending on the values of p, we have different
maintenance effects :

- p=1:As Good As New (AGAN),

- p=0:As Bad As Old (ABAO),

— p €]0;1] : maintenance is effective,

— p < 0 : maintenance is damaging.

Let us consider our case of application. ARA; model is used to quantify the effect of the preventive maintenance
actions on the components life-time. A data base providing information on corrective and preventive maintenance
actions of n components is at our disposal, we set for i € {1,--- ,n} :
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FI1GURE 6.1 — Markov graph of PDMP discrete states
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— t; : minimum between life-time of component i and censoring time,

— §; : nature of data t;. If ¢; is a life-time §; = 1, if ¢; is a censoring time §; = 0,

— T} : time of the k' preventive maintenance action undertaken on component i which occurs every year,
— N,- : number of preventive maintenance actions occurred on component i before ;.

The 24RA1 likelihood function is, see [Doyen and Gaudoin, 2004] :
L <t135uT11; aTJiV,vi € {17 an}aaap> =

)

i=1
N _-1 .
il Tita )
exp | — Z (/ Ao (t — pT}) dt)
k=0 Ty,

ti
exp —/ Y, (t — Ty ) dt (6.3.2)

Ty

t.
7

First, the intrinsic failure rate is supposed to be of the Weibull type. The Weibull failure rate is :

B—1

t

Ao(t) = p () (6.3.3)
nA\n

with 6 = (1, 8). The ARA; model failure intensity associated with Weibull distribution is :

A\ARAL _ B <t — PN, )Bl
: _ PPN

; g (6.3.4)

Components failure intensity associated with ARA; model and Weibull hypothesis does not fit with the non-
parametric failure rate, see Figures 6.2 and 6.3. Non-parametric failure rate does not seem to start at zero and
seem to be constant during the first years of functioning. This phenomenon can be modeled with Bertholon
distribution.

We now suppose that the intrinsic failure rate is of the Bertholon type. The Bertholon distribution models a
constant failure rate until time ¢y and an increasing failure rate after. The first part corresponds to an Exponential
distribution and the second part corresponds to the minimum between an Exponential distribution and a Weibull
distribution. The Bertholon failure rate is :

B—1
No(t) = 1.5 (W) (6.3.5)

Mo N n

with 0 = (1o, t0,7,5). In order to model a preventive maintenance action efficiency for a Bertholon intrinsic
failure rate, we choose to modify the ARA; model. A maintenance action occurred before time ¢ is supposed to
have no effect on the component life-time. The effect is only modelled after time ¢y. This assumption is justified
by the fact that before t(, failures are assumed to be accidental and maintenance action cannot prevent them.
This new model is called first-order Arithmetic Reduction of Age with Bertholon Adaptation ARABA;. The
ARABA; model failure intensity is expressed by the following :

+3 A1
arapa, _ 1 B [E—t)" —p (7Nt, —to)
A = 4

w7 n

(6.3.6)

In order to estimate the model parameters, we use the Maximum Likelihood Estimation (MLE) method. The
likelihood function is maximized with a Simulated Annealing algorithm.

6.3.2 Results

Results are confidential so legends are hidden. Figures 6.2 and 6.3 represent components A and B failure rates
estimated with different methods : non-parametric method (Kaplan-Meier), ARA; associated with Weibull
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FIGURE 6.2 — Component A failure rate
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FIGURE 6.3 — Component B failure rate
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distribution and ARABA;. We can observe that in the two cases, failure rates estimated with ARABA; are
closer to non-parametric estimates than failure rate estimated with ARA; associated with Weibull distribution.
In the following, we consequently use ARABA; results.

Using these results, we model the maintained system with a PDMP. The model is presented in next section.

6.4 System modelling

6.4.1 Piecewise Deterministic Markov Processes

PDMPs have been introduced by Davis in 1984 in [Davis, 1984]. This type of modeling has been used by Devooght
[Devooght, 1997] for nuclear issues. A PDMP is a hybrid process (I;, X¢)¢>0. The first component I; is discrete,
with values in a finite state space E. Typically, it indicates the state - up or down - for each component of the
system at time t. The second component X, with values in a Borel subset G C R?, stands for environmental
conditions, in our case, the components entry into service dates and the time ¢; the time unit is year. This
means that a PDMP can model a system with aging components. The two parts I; and X; interact one with
each other : the process jumps at countably many isolated random times; by a jump from (I;—, X;-) = (i, z) to
I+, X¢) = (4,y) (with (4,2), (j,y) € E x G), the transition rate between the discrete states ¢ and j depends on
the environmental condition z just before the jump, and is a function  — a(i, j, ). Similarly, the environmental
condition X; just after the jump, is distributed according to some distribution p; ; .)(dy), which depends on
both components just before the jump (¢,z) and on the after jump discrete state j. So the transition kernel
which governs the transition between (i, z) and (j,y) is :

b((l, x)? (.7’ dy)) = Cl(i, Js x)l“l“(i,j7iv) (dy) (641)

Between jumps, the discrete component I; is constant and the evolution of the environmental condition X; is
deterministic, solution of a set of differential equations which depends on the fixed discrete state : given that
I; =i between two jumps, X; is solution of

% =(i,y) (6.4.2)
In order to model a PDMP jump occurring at a deterministic time, an after-jump distribution may be defined
and is denoted by ¢((i, ), (j,dy)) with x = (1,29, ,24-1,k) and k a deterministic jump time. In our case
such a distribution models a preventive maintenance action which periodically occurs every year so k € N*.
The two-components maintained system can be modelled with a PDMP with state space E = {(1,1), (1,0), (0,1)}
(1 for up and 0 for down). The state (0,0) is never reached because maintenance actions are instantaneous, so
that the system runs continuously. Components failure rates depend on their age so the environmental variable
have to contain this information. Be x 4 the date of entry into service of component A and zg the date of entry
into service of component B, the PDMP environmental variable is (x4, zp5,t) so the space dimension d is 3. Let
T be the time horizon and G = [0, T]3. Between two jumps, only environmental variable ¢ evolves at speed 1 so
that we have, for alli € E :

v(i, (za,2p,t)) = (0,0,1) (6.4.3)

In order to identify each component failure mode, we define the probabilities pf}i and pﬁ with ¢ € {1,2}, where

p?{’ (respectively pﬁ) is the probability that component A (respectively component B) fails in mode F; given
that it fails. We have for C € {A, B}

Let (7700 ,tg" ,1n%, BY) be Bertholon coefficients and pc maintenance effect coefficient of component C' with C' €
{A, B}. At time t, maintained components A and B failure rates are, with C' € {A, B} :

5° ((t—xc—t8‘>+ — e (1 —wc—f€)+>501 (6.4.5)

,,7C

with [t], the integer part of ¢, which corresponds to the last preventive maintenance action date occurred before
t. Maintenance actions occur every year in the beginning of the year, so when ¢t € IN*.
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When the two components are working, failure of component A in mode F} does not cause the system to crash.
The failure is not detected so component A is not replaced. PDMP jumps from state (1,1) to state (0,1). The
PDMP transition kernel is :

b (((17 1) ) (IA’ ITB, t)) ’ ((07 1) 5 (dyAv dva ds))) = pé‘l taA (:CA’ t) 61A7<7/'B7t (dyAa dyBa dS) (646)

In the same way, after component B failure in mode F, the system is still working and the failure is not detected.
The PDMP transition kernel is :

b(((L 1) ) (xA,xBa t)) ) ((170) ) (dyAa dyB7 ds))) = p?l *ap (vat) 69:/;,137:*, (dyAzdyBadS) (6-4-7)

When component A (respectively component B) fails in mode Fy while component B (respectively component
A) is working, the system immediately stops working and the failed component is replaced by a new one. PDMP
stays in state (1,1), the transition kernel is :

b (((17 1) 5 (.’EA,LL'Bﬂf)) 5 ((13 1) 3 (dyA7dyB7d8))) = p?b caA (ant) 6t,a:3,t (dyAa dyBa dS)
+ pi cap (zB,t) 0z 4.4, (dya,dyp,ds) (6.4.8)

When component A is down in mode Fi, a failure of component B leads to a system crash regardless of its
failure mode. The two components are replaced by new ones. The PDMP transition kernel is

b(((0,1),(za,zB,t)),((1,1),(dya,dyr,ds))) = ag (zp,t) 6.4 (dya, dys, ds) (6.4.9)

It is the same if component A fails while component B is already down in mode Fj :

b (((17 0) ) (‘TA, TB; t)) ) ((17 1) ) (dyAa dyp, ds))) =aA (an t) 5t,t7t (dyAa dyg, dS) (6410)

Addingly, during a preventive maintenance action, failed components are replaced by new ones. A preventive
maintenance action is undertaken in the beginning of the year which means that when t € {1,2,--- ,[T]}. So we
define PDMP transition kernels which model replacement of broken components during a preventive maintenance
action, for all k € {1,2,--- ,[T]}:

q(((1,1),(za, 2B, k), ((1,1),(dya, dys, ds))) = Oz a,zm,k (dya,dyp, ds) (6.4.11)
q (((07 1) s (xA’ B, k)) ) ((17 1) 3 (dyA7 dyB7 ds))) = 5/%363»76 (dyA7 dyB7 dS) (6412)
q(((1,0),(za,zB, k), ((1,1),(dya, dyp, ds))) = O a kol (dya,dyp,ds) (6.4.13)

In order to initialize the PDMP, we define the initial law mo(-, dz) as the empirical law of entry into service dates
of the systems presently working (¢t = 0). We suppose that all systems are in state (1,1).

6.4.2 PDMP quantification with a finite volume algorithm

Using the fact that a PDMP is a Markov process (with general state space), the associated Chapman-Kolmogorov
equation may be written, see [Eymard et al., 2008]. This equation represents some balance in terms of probability
flows, which takes into account both of the deterministic evolution between jumps (which evolves with speed
v(i,x)) and the jumps (governed by a(i, j, ) ;) (dy) and q((i,x), (j,dy))). Finite volume (FV) methods are
then known to be well adapted for their numerical resolution. They estimate an approximation of the PDMP
marginal distributions denoted by (7 (-, dx)),~,. Their principle is based on the discretization of both time and
environmental state spaces into cells. The mesh of environmental state space is denoted by M. A cell K of
mesh M is written as K = K; x Ky x K3 where Ky, Ky and K3 are three intervals. The time evolution of
the probability masses in each cell of the environmental state space is followed (time) step by step and at each
step, some balance is written between the out- and in-coming probability masses. This brings us to solve a linear
system. This method allows us to estimate associated quantities to a maintenance strategy such as mean cost
or mean number of failures.
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Let h € R be the environmental state space step and §t € R the time step. The F'V algorithm that we propose

here computes an approximation P°' (i, z)dx of m(i,dx) which admits a density P/"°'(i,x) with respect of
Lebesgue measure, constant on each time step and on each cell K of the environmental state space.

P ) = un (i, K) (6.4.14)

with ¢ € [n - dt; (n+ 1) - 6t
The discrete transition rate between the cells (i, K') and (j,L) is :

1 .
I’(JL X /K a(i,J,w) /L (i j) (dy) da (6.4.15)
The discrete exit rate from the cell (i, K) is

-3 Y, (6.4.16)

JEE LEM
Let K = K; x Ko x K3 be a cell. If it exists k € {1,2,---,[T]} such as k € K3, the discrete transition rate
between the cells (i, K) and (j, L) caused by a deterministic jump is :
ij 1 . )
00 =55 [ [ altio), G dy)da (6.4.17)
ht Jk Jr
with n such as k € [n- dt; (n+ 1) - 6t]
If it does not exist k € {1,2,--- ,[T]} such as k € K3 then :
03 (n) =1 and gi/  (n) = 0 V(i, K) # (j, L) (6.4.18)

If K= Ky xKyx Kz and L =Ly x Ly X Lz are two neighboring cells of mesh M such as K1 = L; and Ko = Lo
then we set :

~ vy =1lifforallce Kz and d € L3, d > ¢,

~ v =—lifforallce Ky and d e L3, d < c.

In all other cases, we set v ; = 0.
The FV algorithm is first initialized by :

wo (3, K) = % /K o (i, dz) (6.4.19)

In our case, the FV algorithm writes as follows :

-~ . 1
Up (1, K) = uy, (4, )§t<z hl >0+bK>un(zK ) + ot Z 7 v <0un(zL +5tZZaLKun i, L

LENK LENK JEE LEM
(6.4.20)

Unr (K) =YY ¢ (n)iin (4, L) (6.4.21)

JEE LEM

A sufficient condition for this algorithm to be stable is that the coefficient of wu, (i, K) is non negative, which

may be written :

1 i

1— 6t ( > Tl s0t bK> >0 (6.4.22)
LENK

6.5 Maintenance optimization

6.5.1 A new maintenance strategy with preventive renewal of components

In addition of the preventive maintenance strategy already applied, we propose to replace components based on
their age during a preventive maintenance action. If a component is older than an age called ’limit age’, it is
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replaced. To optimize the system maintenance, the components limit ages that minimize the maintenance mean
cost should be found. Let 74 be the component A limit age, and rg be the component B limit age. This new
maintenance strategy causes a change for the PDMP transition kernels associated to a preventive maintenance
action; for all k € {1,2,--- ,[T]} :

q (((13 1) 5 ($A7 B, k)) ) ((17 1) ) (dyAa dyB7 ds))) = (1k—zA<rA5zA (dyA) + 1k—xA2rA5k (dyA))
*(Ih—zp<rpOap (AYB) + Lk—ap>rp 0k (dys)) - 6k (ds)  (6.5.1)

q(((0,1),(za,rp,k)),((1,1),(dya,dys, ds))) = 0k (dya) - (Ik—zp<rpOzp (AYB) + lk—z5>rs0k (dyB)) - 5k((d5) |
6.5.2

q (((17 0) ) (:EAv B, k)) ) ((17 1) ) (dyAa dys, dS))) = (1k*1A<7‘A61A (dyA) + ]‘k*lEAZTA(Sk (dyA)) O (dyB) ’ 5k((d5) )
6.5.3

We also estimate the impact of doubling the maintenance step on failures number, undesirable event number
and maintenance cost.

6.5.2 Cost function

In this article, an optimal maintenance strategy minimizes the maintenance mean cost over T' years. The cost
function is defined as follows. We consider that a classical failure and the undesirable event are two different
events. Let’s introduce some notations :

— C4 : component A replacement cost,

— Cp : component B replacement cost,

— Cyn : undesirable event cost,

— O : classical failure cost,

— Cpm @ preventive maintenance cost,

— Nyn(t) : mean number of undesirable events on [0;¢],

- N };’ p(t) : mean number of failures with replacement of components A and B on [0; ],
- N j; (t) : mean number of failures with replacement of component A only on [0;¢],

— NJ(t) : mean number of failures with replacement of component B only on [0; ],

— NE™(t) : mean number of component A replacements during a preventive maintenance action on [0;¢],
NP™(t) : mean number of component B replacements during a preventive maintenance action on [0; ],

— Npm(t) : number of preventive maintenance actions on [0; ],
The cost function is given by the following :
C(t) = Nun(t) - (CA +Cp + Cun)
+N{ 5(t) - (Ca+Cp+Cy)
+ NA(8) - (Ca+ Cp) + NL(t) - (Cp + Cy)
+ NI (t) - Ca+ Ng"(t)- Cp
+ Npm(t) - Cpm (6.5.4)

The involved quantities may be expressed in terms of the PDMP marginal distribution. For example, the mean
number of undesirable event occurred before time ¢, N, (t) may be assessed as follows :

t t

Nun(t):/ / pFlaA(xA,r)ws((l,O),dxA,de,dr)ds+/ / prap(zp,r)ms((0,1),dxa, dzg,dr)ds
o Jo,T)3 0 J[o,173

(6.5.5)

Thanks to a simulated annealing algorithm, we are able to find components limit ages which minimize cost
function with a preventive maintenance step given. Two different preventive maintenance steps are tested :
one year (the current one) and two years. Higher values are not tested because they are not allowed by SNCF
maintenance rules. The results are given in next section.
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TABLE 6.1 — System cumulative mean quantities over T years for the three maintenance strategies compared to
the current one

Preventive maintenance step 1 2 2
Components renewal yes no yes
Cost —-16% —0.2% —17%
Undesirable events —42% 4+200% +66%
Classical failures -31% -0.5% —-31%

6.5.3 Results

Table 6.1 and Figures 6.4, 6.5 and 6.6 represent comparison between indicators of the current maintenance
strategy and three others which are :

1. Periodic preventive maintenance with step equal to one (PMS=1) and preventive replacement of compo-
nents,

2. Periodic preventive maintenance with step equal to two (PMS=2) without preventive replacement of com-
ponents,

3. Periodic preventive maintenance with step equal to two (PMS=2) and preventive replacement of compo-
nents.

Let Z be an indicator associated to the current strategy, and Z the same indicator but associated to another
strategy. Let Az be a comparison coefficient such as :

Ay = (g - 1) - 100 (6.5.6)

We compare three indicators : mean maintenance cost, mean number of undesirable events and mean number
of failures. These indicators are estimated for each year of operation (Figures 6.4, 6.5 and 6.6) and are summed
over time T' (Table 6.1).

From an economical perspective, the best maintenance strategy corresponds to a maintenance step equal to two
and with components renewal, it leads to a cost decrease of —17%. However this strategy leads an increase of
the undesirable events number (+66%). Because of that, such strategy can not be applied. Maintenance strategy
which corresponds to a maintenance step equal to one and with components renewal leads to a decrease of all
quantities (cost —16%, number of undesirable events —42% and number of failures —31%). Such a strategy is
a good choice and may be applied. It is interesting to note that doubling the PMS leads to an 200% increase
of the mean number of undesirable events but does not increase the mean maintenance cost. This is because an
undesirable event is very rare.

In Figure 6.4, we can observe that doubling the preventive maintenance step does not involve a mean cost
decrease. Renewal of components A and B leads to an investment the first period and periodically.

The only strategy which decreases the mean number of undesirable events corresponds to the strategy with a
maintenance step equal to one and with renewal of components, see Figure 6.5.

All tested strategies with components renewal decrease the mean number of failures, see Figure 6.6.

6.6 Conclusions

Thanks to an ARABA; (Arithmetic Reduction of Age with Bertholon Adaptation of order one) model, we have
been able to estimate adjustments effect on components life-time jointly with intrinsic failure rate. This model
is a modification of the ARA; model. It appears that it fits better with our data than an ARA; model with
Weibull intrinsic failure rate. By taking into account the components life-time distributions, the adjustments
effect and the preventive maintenance strategy, we modelled the system with a PDMP. Finite volume method
quickly gives us searched quantities which allowed us to test different maintenance strategies. Thus, we found
a new preventive maintenance strategy based on components preventive replacement which not only minimizes
the maintenance mean cost but reduces both mean number of undesirable events and mean number of failures
as well.
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FIGURE 6.4 — Mean system maintenance cost for the three maintenance strategies compared to the current one
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FIGURE 6.5 — Mean number of system undesirable events for the three different maintenance strategies compared
to the current one (N, : number of undesirable events)
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FIGURE 6.6 — Mean number of system failures for the three different maintenance strategies compared to the
current one (Ny : number of failures)
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Conclusions

Les premiers travaux, réalisés dans cette these, ont consisté a effectuer un état de ’art sur les différents outils de
modélisation et de quantification utilisés en fiabilité des systemes. Cette étape a permis de mettre en évidence les
limites des méthodes classiquement utilisées dans le cadre de 1’étude fiabiliste de systemes. Le vieillissement des
composants, 'architecture des systemes et la complexité des stratégies de maintenance sont trois caractéristiques
qui obligent & effectuer des hypotheses simplificatrices afin d’utiliser ces méthodes. Nous avons proposé d’utiliser
un processus stochastique issu du domaine de la fiabilité dynamique, le processus markovien déterministe par
morceaux (Piecewise Deterministic Markov Process ou PDMP) dont la souplesse de modélisation permet de
prendre en compte la dynamique de dégradation des composants et les stratégies de maintenance. L’évaluation
des quantités fiabilistes associées au PDMP a été réalisée avec une méthode innovante, basée sur un algorithme
de volumes finis. A notre connaissance, cette méthode n’a jamais été utilisée en milieu industriel. Ce schéma
numérique présente cependant des limites notamment liées au temps de calcul, au probleme de place mémoire
et a la difficulté d’implémentation. Ces difficultés rendaient, jusqu’a présent, I'utilisation de ce type de schéma
compliquée pour des systemes industriels, de part leur complexité.

Une étude théorique a été réalisée sur le schéma de volumes finis. Nous avons démontré sa convergence dans le
cadre de la modélisation de systemes multi-composants. Nous avons, par la suite, proposé trois méthodes inno-
vantes pour simplifier le schéma. La premiere méthode repose sur une simplification de la modélisation basée sur
la dépendance et I'indépendance des variables du PDMP. La deuxieme méthode repose sur une approximation
de la loi initiale du PDMP que nous propageons dans le schéma numérique permettant de réduire fortement la
quantité de place mémoire nécessaire et les temps de calcul, et de simplifier considérablement 'implémentation du
schéma. Différents tests ont été effectués afin d’évaluer I’erreur commise par cette approximation en fonction de
I’architecture du systéme ; les résultats sont satisfaisants et justifient 'utilisation de cette méthode pour des cas
industriels. Cependant, nous n’avons pas réalisé d’étude théorique concernant cette approximation. La troisieme
méthode repose sur une modélisation différente du systeme permettant de traduire autrement le vieillissement
des composants. Cette méthode consiste a effectuer un changement de variable et nécessite 'utilisation de PDMP
non-homogenes. Elle n’induit pas d’erreur. Son utilisation a pour conséquence d’éviter de nombreux calculs et
ainsi de réduire le temps de calcul. Ces trois méthodes peuvent étre utilisées simultanément. Leur utilisation per-
met de repousser les limites du schéma de volumes finis et ainsi de pouvoir 'utiliser pour des systéemes industriels.

La méthodologie proposée a été appliquée a un cas industriel : un groupe de climatisation équipant les trains
TER X72500. Ce systeme comporte dix-sept composants vieillissants que la maintenance rend fonctionnellement
dépendants. La modélisation de ce systeme a nécessité 1'utilisation de la méthode d’approximation du schéma
numérique ce qui a permis de montrer sa pertinence. Nous avons montré que le renouvellement préventif des
composants permettrait d’améliorer la fiabilité du systéeme et de réduire les cotlits de maintenance. D’autres cas
d’application ont été étudiés, cependant ces travaux sont confidentiels et ne sont pas présentés dans ce document.

Les cas d’application étudiés dans cette these ont permis de tester la méthodologie proposée ainsi que les
améliorations techniques. Les améliorations apportées au schéma numérique permettent de 'utiliser dans un
cadre industriel ce qui n’était, jusqu’a présent, pas possible. Les résultats montrent que cette méthode est
adaptée pour la modélisation d’un systeme multi-composants en vue de 'optimisation de sa maintenance.
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Perspectives

Les travaux réalisés dans cette thése ont permis d’améliorer et de mettre en application une méthode numérique
de quantification des PDMP. Cependant ces améliorations apportent de nouvelles interrogations et des pistes de
recherche.

Convergence du schéma de volumes finis

La démonstration de la convergence du schéma de volumes finis n’a été réalisée que dans le cadre de PDMP
homogenes pour lesquels la vitesse d’évolution des variables physiques est égale a 0 ou 1. Il serait intéressant de
démontrer la convergence du schéma lorsque la vitesse des variables physiques est quelconque, comme dans le
cas test étudié au chapitre 3 par exemple.

De plus, au cours des études menées dans cette these, nous avons utilisé des PDMP non-homogenes dont les
variables physiques n’évoluent pas. Un schéma de volumes finis adapté a cette modélisation a été mis en place
mais sa convergence n’a pas été démontrée. Une perspective serait d’effectuer une telle étude.

La précision des résultats issus du schéma de volumes finis dépend de la finesse des pas de discrétisation. Une
perspective pourrait consister a étudier la vitesse de convergence du schéma et d’en déduire un indicateur de
précision des résultats.

Démonstration de la convergence de ’approximation

Pour adapter le schéma de volumes finis a I’étude de systéme ayant de nombreux composants dépendants, nous
avons proposé une méthode d’approximation des quantités estimées dans le schéma. Nous avons effectué différents
tests pour évaluer I'erreur engendrée mais nous n’avons pas réalisé d’étude théorique sur la convergence de cette
approximation. Une telle étude serait intéressante afin de valider théoriquement les résultats.

Prise en compte de l’incertitude des estimations

Les lois de durée de vie des composants sont les données d’entrée du PDMP modélisant le systeme. Les estimations
statistiques de parametres de ces lois sont entachées d’incertitude dépendant de la qualité des données. Dans
cette étude, nous ne I'avons pas pris en compte car cela complexifie grandement 'implémentation du schéma
numérique. Pourtant la prise en compte de cette incertitude pourrait influencer I’optimisation de la maintenance.
Une piste envisageable serait d’effectuer une analyse de sensibilité aux parametres des lois de durée de vie des
composants.

Lien avec la fiabilité dynamique

Une des méthodes d’amélioration du schéma numérique consiste a effectuer un changement de variable physique,
et ainsi de se ramener a un PDMP non-homogene dont les variables physiques n’évoluent pas au cours du temps.
Ce changement de variable n’est possible que si la solution des équations différentielles régissant ’évolution des
variables physiques est bijective. Cette condition est généralement respectée en fiabilité dynamique et il est donc
possible d’utiliser cette méthode. Une perspective serait de ’appliquer sur un cas test, par exemple celui présenté
dans le chapitre 3.

Outil informatique

Ce type d’étude permet de déterminer une stratégie de maintenance adaptée a partir des données issues du
REX. Au fur et & mesure que le REX est enrichi par de nouvelles données, il est intéressant de réactualiser
les parametres des lois et de relancer les algorithmes afin de confirmer ou d’infirmer la stratégie trouvée. Pour
cela, une des perspectives est de développer un logiciel pouvant étre utilisé par des personnes non formées a la
modélisation mathématique utilisée. Ce type de travail a été initié lors de cette thése. Nous avons implémenté
un prototype en Scilab permettant d’évaluer les quantités fiabilistes d’un systeme série/parallele et d’optimiser
des stratégies de maintenance de type périodique ou opportuniste.
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Annexe A

Notations

Sigles
ASH Automate Stochastique Hybride
ARA Arithmetic Reduction of Age
ARI Arithmetic Reduction of Intensity
BDMP Boolean logic Driven Markov Process
CCM Cell to Cell Mapping
CdvC Circuit de Voie Court
CSMP Completed Semi-Markov Process
DCPN Deductive Coloured Petri Net
GAME Globalement Au Moins Equivalent
MC Monte-Carlo
MP Maintenance Préventive
NMWD New Modified Weibull Distribution
REX Retour d’EXpérience
PDMP Piecewise Deterministic Markov Process
PMS Processus Markovien de Sauts
RG Révision Générale
RP Réseaux de Pétri
SNCF Société Nationale des Chemins de Fer frangais
TER Train Express Régional
UPE Université Paris-Est
UPPA Université de Pau et des Pays de I’Adour

VF Volumes Finis
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Mathématiques

Quantités fiabilistes

R(t) Fiabilité a l'instant ¢

D(t) Disponibilité & l'instant ¢

A(?) Taux de défaillance & l'instant ¢

MUT Mean Up Time (Temps moyen de fonctionnement)

Processus markovien déterministe par morceaux

(I, Xt)y>0 PDMP
Wt(',dl') Loi de (It,Xt)
a(i, j, ) Taux de transition de ’état i vers 1’état j quand la

variable physique vaut x

(i g,z (dy) Distribution de la variable physique apreés un saut de
(i,x) vers l'état j

q(i,z, -, dy) Distribution du PDMP aprés un saut de (i, ) & un
instant déterministe

v(i, x) Vitesse d’évolution de la variable physique dans
Pétat i

Schéma de volumes finis

M Partition de R¢

ot Pas de discrétisation du temps

h Pas de discrétisation de I'espace des variables
physiques

P (. 2)da Approximation de la mesure m(-, dz)

un (K, 1) est égale a Pth’&(i7 x) pour z € K et

ten-dt,(n+1)-dt
a, Taux de transition de (i, K) vers (j, L)

bt Taux de sortie de (i, K)
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Annexe B

Minimisation d’une fonction de coft
avec un algorithme de Recuit Simulé

Cette méthode a été développée par trois chercheurs de la société IBM et a été publiée pour la premiere fois
dans [Kirkpatrick et al., 1983]. Une description plus récente peut étre trouvée dans [Duflo, 1996].

Cet algorithme est utilisé pour minimiser une fonction lorsque le support est tres grand. Dans nos cas d’appli-
cation, l'objectif est de déterminer une stratégie de maintenance basée sur du renouvellement préventif selon
I’age. Une stratégie est caractérisée par les ages 'limite’ des composants & partir desquels il faut les remplacer
et dans certains cas, par une périodicité. Les systemes étudiés comportent de nombreux composants ce qui rend
le support de la fonction de cout de grande taille, justifiant ainsi l'utilisation d’un algorithme d’optimisation
stochastique du type recuit simulé.

Soit C' une fonction de cout dépendant de la stratégie z. Dans nos cas d’application, = représente ’age limite des
composants et la date (ou la périodicité) de la maintenance sauf pour la stratégie de maintenance opportuniste.
La dimension du vecteur x est notée d. Deux stratégies, x = (1, -+ ,xq) et y = (y1, - ,ya), sont dites voisines
gl existe ¢ € {1,--- ,d} tel que &; =y, + 1 ou z; = y; — 1 et pour j # ¢, ; = y;. Chaque stratégie possede 2d
voisins sauf celles qui possedent une ou plusieurs composantes égalent a 0. Les stratégies ayant des parameétres
négatifs n’ont pas de signification et ne sont pas considérées.

Le principe d’un algorithme de recuit simulé est de simuler une chaine de Markov inhomogene dont les états
représentent les stratégies de maintenance et dont la matrice de transition n’autorise des sauts qu’entre voisin
et dépend de la différence entre les colts des stratégies voisines.

Les entrées de I'algorithme de recuit simulé sont :

— Nyjae @ nombre maximum d’itérations du schéma,

— M4z - nombre maximum d’itérations pour lesquels le colit n’évolue pas,
— x¢ : stratégie initiale renseignée par 1'utilisateur,

— K : parametre de la fonction de rejet.

On définit une fonction de rejet :

RS,(0,3) = exp (0= CL)

Partant de la stratégie x = xg, on tire une stratégie y selon une loi uniforme discrete sur les stratégies voisines de
x. Si le colit associé a cette stratégie est inférieur a celui de la stratégie =, on pose z = y. Dans le cas contraire,
on tire une variable aléatoire de loi uniforme sur 'intervalle [0, 1] que ’on compare & la fonction RS;(z,y). Si
la variable aléatoire est inférieure a RS;(z,y), on pose x = y sinon la stratégie y est rejetée et x ne change pas.
Cette procédure est réitérée tant que le nombre d’itérations, n, est inférieur a Ny, . et que le nombre d’itérations
pour lesquels x n’a pas changé, m, est inférieur & M,, .. A chaque itération, la fonction de rejet se rapproche de
zéro rendant de plus en plus difficile la transition vers une stratégie plus couteuse. Les positions successives vi-
sitées par I'algorithme forment une chaine de Markov inhomogene. La chaine de Markov se stationnarise dans un
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état qui minimise la fonction C. Si la fonction C présente différents minima locaux, le risque est que la stratégie
x fournie par l'algorithme peut ne pas minimiser globalement la fonction de cout. Il est donc recommandé de
relancer 'algorithme plusieurs fois en partant de stratégies différentes.

Le choix de la constante K a une influence importante sur la fonction de rejet. Une grande valeur de K rapproche
cette fonction de zéro rendant difficile la transition vers une stratégie plus couteuse des la premiere itération.
Ainsi le schéma aura tendance a converger vers le minimum local le plus proche. Il n’existe pas de méthode pour
choisir K de maniere optimale ; ce choix est réalisé a la suite de différents tests.

On note NV (z) 'ensemble des stratégies voisines de la stratégie x. Randp(A) représente la loi uniforme discrete
sur I'ensemble A et Randc(B) représente la loi uniforme continue sur intervalle B. L’algorithme de recuit
simulé s’écrit de la fagon suivante :

Algorithm 1 Algorithme de recuit simulé pour la minimisation d’une fonction de cott
T < To
n+1
m <1
while n < N4 and m < M,,,,. do
y < Randp(NV (z))
if C(y) < C(z) then
T4y
m <1
else
U + Rand¢([0,1])
if U < RS, (z,y) then
Ty
m <1
else
m+—m+1
end if
end if
n<n+1
end while
return
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