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L'électronique de puissance (EP) est une discipline qui est apparu industriellement dans 

les années 50. Les premières applications ont été essentiellement dans le transport 

ferroviaire. Elles ont vu le jour grâce à l'apparition des ignitrons qui ont permis de réaliser 

les premiers convertisseurs statiques alternatifs – continus. Cette discipline a réellement 

pris de l'importance dans les années 70 toujours dans le domaine ferroviaire avec 

l'apparition et l'utilisation de composants à base de silicium permettant de réduire la taille 

et d'améliorer les performances tout en simplifiant les commandes. 

En parallèle de ces développements, la cohabitation à proximité de réseaux électriques de 

transport d'informations et d'énergie dans les années 30 a fait apparaître de nouveaux 

problèmes techniques que l'on rassemble aujourd'hui sous le terme de problèmes liés à la 

compatibilité électromagnétique (CEM). 

 

L'électronique de puissance s'est aujourd'hui très fortement diversifiée tant dans les 

gammes de puissance (de quelques centaines de mW à plusieurs centaines de MW) que 

dans les domaines applicatifs (du téléphone portable à la propulsion navale) et est 

devenue une discipline à part entière. Cette généralisation est notamment due aux 

évolutions rapides des technologies des semi-conducteurs qui ont permis de rendre les 

structures de convertisseurs statiques plus performantes tout en réduisant leurs poids et 

leurs encombrements. Ces résultats sont en parties dues à l'augmentation des vitesses de 

commutations des interrupteurs. Les vitesses classiques de commutation des semi-

conducteurs employés dans des convertisseurs de quelques dizaines de kW sont de l'ordre 

de 5kA/µs et 5kV/µs et tendent à fortement augmenter avec l'arrivée des composants 

grands gaps. Ces variations rapides des grandeurs électriques sont lourdes de 
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conséquences pour l'environnement électromagnétique et génèrent d'importants 

problèmes de CEM en basse fréquence. 

 

Il est donc devenu essentiel afin d'assurer la fiabilité de fonctionnement de ces structures 

de puissances mais également afin d'assurer le bon fonctionnement des dispositifs 

électriques se trouvant à proximité d'être capable de prédire le comportement 

électromagnétique des convertisseurs statiques dès les phases de conception. 

 

La littérature propose différentes méthodes fondées sur des approches numériques pour 

évaluer le comportement électromagnétique de dispositifs complexes qui peuvent être 

employées pour modéliser les structures d'électroniques de puissance : la méthode des 

éléments finis (MEF), la méthode des volumes finis, la méthode des intégrales de 

frontière, la méthode PEEC (Partial Element Equivalent Circuit), la méthode des 

moments magnétiques,… 

 

Parmi ces méthodes numériques, la méthode des éléments finis est celle qui est 

aujourd’hui la plus employée pour la modélisation des dispositifs électromagnétiques en 

basse fréquence. En effet, cette méthode permet de modéliser des géométries ayant des 

formes complexes constituées de matériau hétérogène et au comportement non linéaire. 

Cependant cette approche et plus généralement toutes les méthodes d'interactions proches 

sont mal adaptées aux géométries rencontrées dans les structures d'électronique de 

puissance car ces dernières sont constituées de conducteurs ayant des dimensions 

géométriques très hétérogènes (plaque à épaisseur faible devant la largeur et/ou la 

longueur par exemple). De plus, la problématique CEM induit très généralement la 

présence de volume d'air important rendant les méthodes de type interactions proches mal 

adaptées.  

 

Une méthode de type interactions lointaines semble donc être une approche 

particulièrement intéressante pour modéliser ce type de dispositif. Une méthode de ce 

type nommée PEEC initialement développée pour l'étude des circuits intégrés est 

employée depuis plusieurs années dans le cadre de la modélisation de structure 

d'électronique de puissance. Toutefois plusieurs limitations intrinsèques à cette approche 

ont été mises en évidence, l'une des principales étant l'impossibilité de la prise en compte 

de matériaux magnétiques. 

L'objectif principal de cette thèse est d'étudier les différentes méthodes de modélisation 

classiques employées en électromagnétismes basse fréquence, de comprendre leurs 
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limitations et proposer de nouvelles formulations afin de modéliser à l'aide de méthodes 

mieux adaptées les convertisseurs statiques. D'un point de vue modélisation les deux 

principales difficultés rencontrées sont : les dimensions hétérogènes et la présence de 

matériaux magnétiques. Dans ces travaux, les formulations employées sont généralement 

dédiées à ce que l'on appelle dans la suite de ce document des régions minces, c'est-à-dire 

des régions pour lesquels l'épaisseur est faible devant les autres dimensions. 

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres : 

 

• Le premier chapitre présente l’état de l’art de la modélisation des structures 

d’électronique de puissance en basse fréquence. Ce chapitre présente un rappel 

des équations de Maxwell, des hypothèses simplificatrices classiques employées 

dans le domaine des basses fréquences ainsi que les principales méthodes pour 

résoudre ces équations : en méthode d’interactions proches la méthode des 

éléments finis (MEF) puis en méthode d'interactions lointaine les méthodes 

intégrales : la méthode PEEC (Partial Element Equivalent Circuit) et la méthode 

des moments magnétiques magnétostatiques (MMM). Enfin un tour d'horizon est 

fait concernant les principales formulations employées pour modéliser des 

régions minces. 

• Le chapitre 2 concerne la méthode PEEC, ses points forts et ses limitations dans 

la modélisation des structures d’électronique de puissance. On présentera 

également des travaux d’extension de cette méthode pour la prise en compte des 

matériaux magnétiques et des effets capacitifs. 

• Dans le chapitre 3, la méthode des moments magnétiques (MMM) est détaillée. 

La performance de cette méthode pour modéliser des matériaux magnétiques est 

discutée. Ensuite, un couplage entre cette méthode et la méthode PEEC est 

présenté afin de prendre en compte des régions magnétiques non conductrices 

dans la méthode PEEC. Le couplage est validé sur un exemple simple puis 

appliqué dans la modélisation d’une inductance employée dans une structure 

d’électronique de puissance.   

• Différentes formulations intégrales pour la modélisation de régions minces 

conductrices et magnétiques sont présentées, validées et discutées dans le dernier 

chapitre. Une formulation spéciale pour traiter les régions minces conductrices 

non-magnétiques présentant une épaisseur quelconque par rapport à l'épaisseur de 

peau est également présentée.  

 



                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



            Chapitre 1 –  Introduction aux méthodes de modélisation des dispositifs d’EP  

 

 

5 

 

 

Chapitre 1  

Introduction aux méthodes de 

modélisation électromagnétique des 

dispositifs d’électronique de puissance 
 

 

 

1.1 Dispositifs d’électronique de puissance 

Aujourd’hui, les systèmes d’électroniques de puissance se retrouvent dans quasiment tous 

les dispositifs du génie électrique et ceci dans de nombreux champs applicatifs. En guise 

d’introduction, nous citons ici quelques domaines où leur présence est particulièrement 

importante.  

1.1.1 Domaine d’application des dispositifs d’électronique de 

puissance 

1.1.1.1 Transports  

Une application traditionnelle de l’électronique de puissance est la traction/propulsion 

électrique  [1]. Le précurseur de l’utilisation de l’électricité fut le domaine ferroviaire 

avec le remplacement de la traction vapeur par la traction électrique sur les liaisons à fort 

trafic. Plus récemment, dans le domaine maritime, l’électricité est adoptée comme source 

majeure d’énergie (celle-ci étant générée par les sources primaires classiques) afin 

d’améliorer les performances (manœuvrabilité, discrétion,…) et de réduire certains coûts 

de maintenance. Il y a dix ans, l’utilisation des actionneurs électromécaniques dans le 

domaine de l’automobile est allée croissante et se poursuit aujourd’hui dans le domaine 

de l’aéronautique. 
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1.1.1.2 Production, transport et distribution électrique  

Centrale 
électrique

Réseau de transport

Photovoltaïque 

Parc éolien

 

Figure  1.1  Systèmes de production, de transport et de distribution d’énergie 

électrique  

 

Dans les systèmes de distribution d’énergie électrique, les dispositifs d'électroniques de 

puissance sont de plus en plus utilisés [2], citons par exemple les dispositifs d’excitation 

dans les alternateurs, les dispositifs du type FACT (Flexible AC Transmission Systems) 

dans le réseau électrique, les onduleurs dans les systèmes photovoltaïques, les 

convertisseurs de fréquence dans le domaine de l’énergie éolienne. L’utilisation des 

systèmes d’électronique de puissance permet de contrôler les flux d'énergie tout en 

améliorant la qualité ainsi que l’efficacité de son utilisation.   

1.1.1.3 Domaine de la variation de vitesse 

D’une manière générale, l'introduction de convertisseurs statiques en remplacement des 

groupes tournants dans les chaînes de traction a permis d'augmenter fortement la 

puissance massique tout en ayant un meilleur contrôle des vitesses et des efforts et cela 

avec une augmentation du rendement. De plus, cela a permis d'employer ce type de 

dispositifs dans toutes les gammes de puissances. 

1.1.2 Caractéristiques des dispositifs d’électroniques de 

puissance 

Les dispositifs d'électroniques de puissance sont aujourd’hui utilisés dans de nombreux 

domaines industriels avec une grande efficacité. Cependant, ces structures ne sont pas 

sans poser de nombreuses difficultés. L'une des principales est liée aux problèmes de 

compatibilité électromagnétique qu'occasionnent ces dispositifs. En effet, l'électronique 
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de puissance repose sur une électronique de commutation. Les puissances commutées 

peuvent être importantes (du mW à plusieurs centaines de MW). Pour différentes raisons 

technologiques, il est nécessaire que les commutations soient très rapides. Cela entraîne 

des variations de courant (di/dt) et de tension (dv/dt) importantes et particulièrement 

problématiques d'un point de vue électromagnétiques. Ce constat entraîne la nécessité de 

savoir prédire le comportement de ces structures à l'aide de simulation afin de prévoir 

leurs comportements dans leur environnement et ainsi aider les concepteurs à développer 

des produits fiables et ne perturbant pas les autres dispositifs. 

Il est nécessaire de connaître certaines spécificités de l'électronique de puissance et de son 

évolution actuelle afin de mieux comprendre les problèmes rencontrés lors de la 

modélisation de tels dispositifs : 

• fréquences de fonctionnement en augmentation, ce qui permet de réduite de façon 

notable la taille des systèmes et les rend ainsi de plus en plus compacts, 

• constitués d’une grande hétérogénéité de matériaux (silicium, cuivre, matériaux 

magnétiques et diélectriques), 

• ont des caractéristiques géométriques spécifiques et en particulier sont formés de 

couches minces dont l’épaisseur est faible par rapport aux autres dimensions 

(comme les conducteurs plans, les blindages magnétiques ou/et conducteurs…). 

 

Figure  1.2 Exemple d’une inductance dans un convertisseur de puissance 
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Une caractéristique importante dans la modélisation des dispositifs d’électronique de 

puissance est que l’on peut appliquer l’approximation des régimes quasi-stationnaires 

(annexe) car la longueur d’onde est très supérieure devant les dimensions du dispositif 

(Tableau  1.1), les phénomènes de propagation aux seins des structures sont souvent 

négligés. Cependant, la modélisation de ces structures possède aussi de nombreuses 

difficultés géométriques et physiques. En effet, comme nous venons de dire, les 

convertisseurs statiques sont constitués de pièces fines et planes entraînant des 

dimensions très hétérogènes : épaisseurs de quelques dizaines de micromètre et des 

longueurs de plusieurs dizaines de centimètres (Figure  1.2). 

Au vu des gammes de fréquences visées (10 kHz – 200 MHz) la modélisation des effets 

de peau est nécessaire. Nous rappelons que l’effet de peau est défini comme le 

phénomène électromagnétique qui fait que le courant a tendance à ne circuler qu’en 

surface des conducteurs. Il provoque la décroissance de la densité de courant à mesure 

que l’on s’éloigne de la périphérie du conducteur. La densité de courant dans un 

conducteur J décroît de façon exponentielle à partir de sa valeur à la surface JS en 

fonction de la profondeur r de la surface, comme suit : 

δ−= /)( r
Ser JJ  ( 1.1) 

 où δ , l’épaisseur de peau, est définie comme la distance dans un conducteur où la 

densité de courant diminue jusqu’à 37% de sa valeur par rapport à sa valeur à la surface. 

Elle a pour l’expression : 

µπ
ρ=δ
f

 ( 1.2) 

avec ρ  et µ , respectivement la résistivité et la perméabilité magnétique du conducteur, f, 

la fréquence. L’épaisseur de peau du cuivre au Tableau  1.1 est calculée pour la résistivité 

de mΩ=ρ −910.72,1 . 

 

Fréquence  10 kHz 1 MHz 30 MHz 100 MHz 200 MHz 

Longueur d’onde λ  30 km 300 m 10 m 3 m 1,5 m 

Epaisseur de peau Cuδ  0,209 mm 20,9 mµ  3,81 mµ  2,09 mµ  1,48 mµ  

Tableau  1.1 – Ordres des grandeurs caractéristiques pour la gamme de fréquences 10 kHz – 200 

MHz   
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Figure  1.3  Variateur de vitesse 

 

Nous représentons ici un exemple pour mieux illustrer la complexité et la compacité des 

structures d’électronique de puissance. La Figure  1.3 est l’image de variateurs de vitesse 

industriels (Schneider-Electric) [3].  

Dans le contexte de la modélisation des dispositifs d’électronique de puissance, nous nous 

intéressons à l’étude en régime magnétoharmonique d’une structure composée de 

plusieurs types de géométries (fines, planes, minces) et de nombreux matériaux 

(conducteurs, ferromagnétiques, matériaux magnétiques et conducteurs).  

1.2 Modélisation électromagnétique des dispositifs 

d’électronique de puissance 

L’utilisation de la modélisation dans le domaine industriel permet de concevoir 

efficacement des produits avant leur production. Elle devient un élément incontournable 

pour les développements industriels futurs.  

Une « bonne » modélisation des systèmes d'électronique de puissance doit permettre 

d’accéder :  

• Aux surtensions aux bornes des composants pour lesquels cet effet est critique.  

• Aux problèmes d'équilibrage de courant dans le cas de la mise en parallèle de 

plusieurs semi-conducteurs 

• Aux tensions présentes sur la grille pouvant entraîner la mise en conduction ou 

l'ouverture des MOS ou IGBT. 

• Aux champs magnétiques rayonnés pour évaluer les interactions entre 

équipements proches en réponse aux normes ou à la protection des personnes. 
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Pour effectuer ces modélisations, les ingénieurs doivent utiliser des outils numériques 

fiables permettant de prendre en compte tous les phénomènes permettant de caractériser 

les principales grandeurs critiques. 

A la vue de toutes les caractéristiques énoncées ci-dessus, nous constatons qu’il y a 

plusieurs difficultés dans la modélisation des dispositifs d’électronique de puissance et 

notamment : 

La modélisation de structures de conducteurs complexes composés des plusieurs couches 

en vis-à-vis très proches.   

• La modélisation des régions minces.   

• La prise en compte des effets de peaux dans ces divers structures conductrices 

(effets propres et effets de proximités).  

Pour cela, d'avoir la réponse à la question suivante : quelle méthode utiliser pour 

modéliser de tels dispositifs? Avant de présenter l’état de l’art des méthodes de 

modélisation de ces structures et d’en choisir une adaptée, nous rappelons succinctement 

les équations fondamentales régissant un problème d'électromagnétique : les équations de 

Maxwell.  

1.2.1 Equations de Maxwell  

Tous les phénomènes électromagnétiques à l’échelle macroscopique sont décrits par les 

équations de Maxwell. Il s’agit d’un ensemble d’équations aux dérivées partielles reliant 

les champs électromagnétiques (HE, ), les distributions des courants et de charge (ρ,J ) 

et les caractéristiques des matériaux (µε, ). 

1.2.1.1 Equations générales 

Nous présentons ici deux écritures des équations de Maxwell, sous leurs formes 

différentielles et intégrales : 
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Equation différentielle Equation intégrale  

t∂
∂+= D

JrotH  ∫∫ ∂
∂+=

SL

d
t

S
D

JlH )(d.  ( 1.3) 

t∂
∂−= B

rotE  ∫∫ ∂
∂−=

SL

d
t

S
B

lE d.  ( 1.4) 

vdiv ρ=D  ∫∫
Ω

Ωρ= dd v

S

SD.  ( 1.5) 

0=Bdiv  0. =∫
S

dSB  ( 1.6) 

où : 

E  : vecteur champ électrique, )/( mV  

D  : vecteur déplacement  électrique, )/( 2mC  

vρ  : densité volumique de la charge électrique, )/( 3mC  

B  : induction magnétique, )(T  

J  : vecteur densité du courant électrique, )/( 2mA  

H  : vecteur champ magnétique, )/( mA  

Ω  représente le volume, S le bord de Ω et L le contour fermé de la surface S.  

Ces équations sont associées aux relations constitutives des matériaux : 

ED .ε=   ( 1.7) 

)().( 0 MHHHB +µ=µ=   ( 1.8) 

EJ σ=   ( 1.9) 

où σ  est la conductivité du matériau ).( 11 −−Ω m , ε  est la permittivité diélectrique,  

)/( mF , )/(10.4 7
0 mH−π=µ  est la perméabilité magnétique dans le vide et µ est la 

perméabilité dépendant du matériau. M  est le vecteur d’aimantation (A/m).   

Dans ces travaux, nous nous intéresserons à deux principaux régimes 

électromagnétiques : les régimes magnétostatique et magnétoharmonique. Dans les 

paragraphes suivants, nous détaillons les équations de Maxwell pour chacun de ces 

régimes. 
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1.2.1.2 Equations de Maxwell en régime magnétostatique  

Aimant

Fer

Courant source

JS

rµ

0µAir

 

Figure  1.4  Problème type  en magnétostatique 

 

En régime magnétostatique, les phénomènes sont représentés par un champ magnétique 

statique lié à la présence de courants électriques continus (courants stationnaires) et/ou 

d’aimants.  

Un problème magnétostatique est généralement composé (Figure  1.4): 

• d’air.  

• de régions ferromagnétiques non conductrices, 

• de sources inductrices (champ magnétique externe, conducteurs bobinés dans 

lesquels on suppose connue la distribution de courant).  

Dans ce régime, il ne se développe pas de courant de Foucault et les équations de 

Maxwell à résoudre sont les équations ( 1.3) et ( 1.6), dans lesquels la dérivée temporelle  

du déplacement électrique est nulle : 

  0=Bdiv  ( 1.10) 

  sJrotH =  ( 1.11) 

  HB .µ=   ( 1.12) 

où Js est une densité de courant imposée.  

1.2.1.3 Equations de Maxwell en régime magnétoharmonique  

Le régime magnétoharmonique est un régime permanent sinusoïdal qui tient compte des 

courants de Foucault éventuels. La résolution en régime magnétoharmonique avec une 

notation complexe des équations de Maxwell suppose que toutes les grandeurs physiques 

varient temporellement de façon sinusoïdale à une fréquence donnée. Sans traitement 

particulier, les matériaux magnétiques sont nécessairement linéaires.  
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Bobines inductrices

JS

Ferro
rµ

Conducteur
massif

σµ ,r

 

Figure  1.5  Problème type simplifié en magnétoharmonique 

 

Un problème magnétoharmonique est généralement composé des régions suivantes 

(Figure  1.5): 

• Des conducteurs bobinés où les courants de Foucault sont négligés. 

• Des régions constituées de matériaux ferromagnétiques qui sont supposées 

isolantes. Dans ces régions, les courants de Foucault sont négligés.   

• Des conducteurs massifs, éventuellement perméables où peuvent circuler des 

courants induits.  

• Une région d’air qui englobe les autres régions.  

Dans le cas de notre étude, les phénomènes de propagation sont négligés : on se place en 

régime quasi-statique (annexe). Les équations ( 1.3), ( 1.4) et ( 1.6) qui sont résolues 

s’écrivent : 

JJrotH += s  ( 1.13) 

BrotE ω−= j    ( 1.14) 

  0=Bdiv  ( 1.15) 

HB .µ=  ( 1.16) 

EJ σ=  ( 1.17) 

Avec les hypothèses ci-dessus le champ électrique ne peut être calculé que dans les 

conducteurs.  



       Chapitre 1 –  Introduction aux méthodes de modélisation des dispositifs d’EP                

 

 

14 

1.2.2 Méthode numérique de la résolution des équations de 

Maxwell 

Les techniques pour résoudre des problèmes électromagnétiques (donc les équations de 

Maxwell correspondantes) sont classées suivant trois familles : l’expérimental, 

l’analytique (les méthodes exactes), ou le numérique (les méthodes approximatives). 

Les techniques expérimentales sont coûteuses et longues, mais encore largement utilisées 

dans les cas difficiles à calculer. Dans des configurations géométriques simples, on peut 

déterminer une solution analytique des équations de Maxwell, mais elles ne sont pas 

applicables dans le cas général. Les solutions numériques des problèmes 

électromagnétiques sont donc de plus en plus largement utilisées, avec l’apparition 

actuelle des ordinateurs à haute performance. Il s’agit de discrétiser (mailler) une forme 

complexe en un grand nombre de sous – domaines élémentaires de formes géométriques 

simples. Des approximations des variables inconnues dans chaque élément sont alors 

utilisées pour transformer les équations de Maxwell en systèmes matriciels.  

Ces méthodes numériques peuvent être classées suivant deux grands groupes :  

• les méthodes d’interactions proches (méthodes finies), 

• les méthodes d’interactions à distance (méthodes intégrales). 

 La différence principale entre les deux méthodes est le maillage: pour la méthode 

d’interactions proches, la structure complète, y compris l’air doit être discrétisée. Tandis 

que pour la méthode d’interaction à distance  seul les matériaux doivent être maillés, par 

conséquent le nombre d’inconnus est réduit ce qui permet d’espérer une réduction des 

temps de résolution. Cependant, cette affirmation doit être nuancée. En effet, la méthode 

d’interactions proches produit des matrices creuses contrairement à la méthode 

d’interactions à distance qui conduit à la génération de systèmes matriciels pleins qui 

entraîne des réservations d'espace mémoire et des temps de calcul importants.  

Les trois grandes méthodes d’interactions proches sont la méthode des éléments finis, la 

méthode des différences finies et la méthode des volumes finis. Nous allons, au cours de 

ce travail, utiliser la plus populaire dans notre communauté : la méthode des éléments 

finis. Cette méthode est générale, robuste, largement utilisée en basses fréquences et elle 

peut prendre en compte des matériaux hétérogènes et des comportements non linéaires. 

Le paragraphe suivant a pour objectif de présenter cette méthode pour la résolution des 

problèmes magnétostatiques et magnétoharmoniques.     
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1.3 Méthode éléments finis (MEF) 

1.3.1 Présentation générale 

La méthode des éléments finis est une technique puissante pour le traitement des 

problèmes numériques impliquant des géométries complexes et des matériaux 

hétérogènes. Comme les autres méthodes en interaction proche, la MEF est basée sur la 

formulation différentielle des équations de Maxwell dans laquelle les champs sont  

discrétisés dans tout l’espace.  

1.3.1.1 Méthode de Galerkine 

Le comportement d’un système physique est représenté par des équations aux dérivées 

partielles sur un domaineΩ , ainsi : 

0)( =− fuL sur un domaine Ω  ( 1.18) 

où L est un opérateur différentiel et f une fonction sur Ω ; u est l’inconnue.  

En fait, la MEF n’utilise pas directement la forme différentielle précédente, mais s’appuie 

sur une forme intégrale équivalente. Cette forme peut être obtenue par une technique de 

minimisation de la fonctionnelle de l’énergie (lorsqu’elle existe) des systèmes physiques 

(la méthode de Ritz). Nous pouvons également utiliser une méthode projective (la 

méthode de Galerkine). Les équations aux dérivées partielles sont alors remplacées par la 

forme intégrale suivante : 

  ( ) 0)( =Ω−∫
Ω

dfuLw   ( 1.19) 

où w est la fonction de pondération.  

1.3.1.2 Discrétisation  

Le domaine d'étude est découpé en un nombre fini de sous domaines, les éléments finis 

qui forment une partition du domaine complet, le maillage. Nous allons présenter ici la 

méthode éléments finis nodale qui consiste à chercher une solution approchée du système, 

uapp, à l’aide de fonctions d’interpolationjα . Il se trouve que cela revient à calculer les 

variables inconnues en un nombre fini de points, appelés nœuds. Les variables sont 

interpolées entre ces points : 

  ∑
=

α=
n

j
jj uzyxu

1

).,,(   ( 1.20) 

où  n est le nombre de nœuds du domaine.  
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 uj est la valeur de la solution au nœud j. 

 jα est la fonction d’interpolation. 

La fonction d’interpolation jα  possède les propriétés au nœud j suivantes : 

1),,( =α jjjj zyx  en chaque nœud j 

0),,( =α iiij zyx , pour ji ≠  
( 1.21) 

Et sur tout le domaine : 1),,(
1

=α∑
=

n

j
j zyx  

(a)

(b)

(c)  

Figure  1.6  Quelques éléments de référence utilisée dans le maillage de MEF : 

(a) élément linéique, (b) éléments surfaciques, (c) éléments volumiques  

 

Les fonctions jα  sont construites dans chaque élément à partir de l’élément lui-même et 

des coordonnées de ses nœuds. Nous utilisons les éléments de Lagrange pour assurer la 

continuité de la variable inconnue entre deux éléments. Dans les cas les plus fréquents, 

les fonctions de pondération sont prises égales aux fonctions d’interpolation : iiw α=  

L‘équation ( 1.19) devient : 

  Ω=Ω ∫∫
ΩΩ

dfwduLw iji ..).(. , ],1[ ni ∈  ( 1.22) 

En combinant avec ( 1.20), nous avons : 

  Ω=











Ω ∫∑ ∫

Ω= Ω

dfwuduLw i

n

j
jji ..).(.

1

, ],1[ ni ∈  ( 1.23) 

Cela conduit à la résolution d’un système matriciel qui se met sous la forme :  

  SUM =.  ( 1.24) 

Basé sur la méthode des éléments finis, nous disposons au laboratoire, du logiciel  Flux 

co-développée par Cedrat et le G2elab [4]. Flux a la capacité d’intégrer dans la 
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modélisation plusieurs types de matériaux. Par ailleurs, plusieurs domaines d’application 

tels que les problèmes magnétostatiques, magnéto-harmoniques, magnéto-transitoires, 

électrostatiques, de conduction électrique, de conduction thermique sont disponibles.   

1.3.1.3 Formulations « magnétique » 

Il existe deux grandes familles de formulations  adaptées à l’électromagnétisme basse 

fréquence:  

• les formulations « électriques » : qui utilisent le potentiel scalaire électrique et  

potentiel vecteur magnétique  

• les formulations « magnétiques » : qui utilisent le potentiel scalaire magnétique et 

le potentiel vecteur électrique.  

Plusieurs thèses notamment au laboratoire de Génie Electrique de Grenoble (G2Elab) ont 

porté sur les formulations « magnétiques » et ont montré leur intérêt par rapport aux 

formulations « électriques». Les formulations « magnétiques » s’avèrent plus précises, 

économes en place mémoire et en temps calculs, elles sont donc bien souvent adaptées à 

la modélisation des dispositifs industriel tridimensionnels [5]-[6]-[7]-[8]-[9]. Dans la 

suite nous rappelons rapidement les formulations « magnétiques » qui seront utilisées 

comme référence dans tous nos travaux.  La présentation se concentre autour des 

formulations en potentiel scalaire magnétique. 

1.3.2 Formulation « magnétique » tridimensionnelle en 

magnétostatique 

Nous définissons un problème type simplifié en magnétostatique pour la méthode MEF. Il 

s’agit de l’air ( 0Ω ), de régions magnétiques non conductrices simplement connexes et 

( MΩ ) et de bobines alimentées par  des courants  connus.  

JS 0µ0Ω

rM µΩ ,

 

Figure  1.7  Problème type  en magnétostatique pour la MEF 
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La relation ( 1.11) permet d’écrire que la densité de courant est à flux conservatif : 

  0=SdivJ  ( 1.25) 

Or, la divergence nulle de la densité de courant de source nous permet de définir une 

source de potentiel électrique T0, tel que :  

  0rotTJ =S  ( 1.26) 

L’équation de Maxwell-Ampère ( sJrotH = ) implique l’existence d’un potentiel scalaire 

magnétique rφ , tel que le champ magnétique s’écrit :  

  rφ−= gradTH 0  ( 1.27) 

La partie rφ− grad  est une partie irrotationnelle du champ H  ( 0=φrgradrot ).  

Le potentiel vecteur électrique T0 peut être choisi de différentes façons dépendant du 

champ source. Un choix différent de T0 conduit à une formulation différente de potentiel 

scalaire. En particulier, 0T  peut être choisi comme le champ source créé par les courants 

connus dans les bobines.  

Pour assurer l’équation ( 1.10) dans le cas de matériaux magnétiques isotropes, l’équation 

résolue par la méthode des éléments finis pour le problème magnétostatique s’écrit:  

  ( ) 0)( 00 =φ−µµ rrdiv gradT   ( 1.28) 

où T0 est pré-calculé (s’il est choisi comme champ source H0, il est calculé par la loi de 

Biot et Savart).  

Remarque 

Dans les régions ferromagnétiques, en l’absence de courant, le potentiel vecteur 

électrique T0 n’est pas considéré. Le champ magnétique dérive d’un potentiel scalaire 

total [10]: 

 totφ−= gradH  ( 1.29) 

Néanmoins, l’utilisation de ce potentiel total dans certains cas où il y a présence de 

régions magnétiques non simplement connexes avec des courants traversant les trous de 

ces régions, pose un problème de vérification du théorème d’Ampère.  Cette limitation est 

surmontée par la détection et l’ajout automatique des coupures [5]-[6]-[7].   
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1.3.3 Formulation « magnétique » tridimensionnelle en 

magnétoharmonique 

Rappelons le problème type en magnétoharmonique qui est constitué de régions massives 

conductrice simplement connexes (cΩ ), de régions ferromagnétiques non conductrices 

( MΩ ), de conducteurs bobinés et d’une boite d’air (voir la Figure  1.8).  

 

JS 0µ0Ω

rM µΩ ,

cc ,σµ

 

Figure  1.8  Problème type  en magnétoharmonique pour la MEF 

 

1.3.3.1 Formulation φ0T  couplé circuit 

Pour les régions non conductrices (les régions ferromagnétiques, les conducteurs bobinés 

et l’air), les formulations en potentiel scalaire magnétique φ0T  restent valables (dans le 

cas où les courants des conducteurs sont connus).  Dans les cas où ces courants ne sont 

pas directement imposés, un couplage avec les équations de circuits électriques est 

nécessaire. 

 L'objectif de cette thèse n'étant pas de travailler sur ces aspects, de plus amples 

informations peuvent être obtenues dans les références [5]-[6].  

Nous nous intéressons maintenant à la formulation qui tient compte des courants de 

Foucault dans les conducteurs massifscΩ . 

1.3.3.2 Formulation φT  pour les régions massives conductrices 

Pour les régions massives conductrices, il faut résoudre à la fois les équations 

magnétiques et les équations électriques. Ceci conduit à l’introduction de nouvelles 

formulations combinant généralement un potentiel électrique T et un potentiel 

magnétiqueφ  [11].  

Dans le matériau conducteur, la densité de courant est à flux conservatif : 
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  0=Jdiv  ( 1.30) 

La divergence nulle de la densité de courant permet de définir un potentiel vecteur 

électrique T dont dérive la densité de courant J, tel que : 

rotTJ =  

0=×nT  sur cΩ∂  
( 1.31) 

La condition 0=×nT  sur cΩ∂  permet d'assurer que la densité de courant normale est 

nulle sur le bord de la région.   

La loi d’Ampère implique l’existence d’un potentiel scalaire magnétiqueφ , tel que le 

champ magnétique s’écrit :  

  φ−= gradTH  ( 1.32) 

La continuité de φ  à l’interface permet d’assurer la conservation de la composante 

tangentielle du champ magnétiquetH .  

Les équations résolues faiblement dans cette région sont : 

BrotE ω−= j  

0=Bdiv  

Ces équations s’expriment en fonction des potentiels T etφ  de la façon suivante : 

  




=φ−ωµ+ρ
=φ−ωµ

0)()(

0)(

gradTrotTrot

gradT

j

jdiv
 ( 1.33) 

où 
σ

=ρ 1
est la résistivité.  

Pour obtenir l’unicité de la solution de l’équation ( 1.33), il faut fixer la divergence du 

potentiel vecteur T. Pour cela, la jauge de Coulomb ( 0=Tdiv ) est introduite dans 

l’équation.  

Si les régions massives conductrices sont simplement connexes, une solution simple 

consiste à choisir les équations φ0T  pour les régions d’air et les équations  φT  pour les 

régions conductrices (éventuellement perméables). Dans le cas de régions massives 

multiplement connexes (présence d’un ou plusieurs trous), des courants peuvent circuler 

autour des trous. Par conséquent, le champ magnétique dans l’air doit être réduit par 

rapport à ces courants, afin de respecter le théorème Ampère. Des formulations adaptées 

aux régions multiplement connexes ont été introduites dans [12]. Ces formulations  

peuvent se coupler avec les équations de circuit des conducteurs bobinés. Enfin, il est 

également possible de prendre en compte des conducteurs massifs couplés circuit [13].     
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1.3.4 Pertinence de la méthode des éléments finis pour la 

modélisation des structures d’électronique de puissance 

Généralement, la méthode des éléments finis constitue une référence dans la modélisation 

des dispositifs électromagnétiques. La puissance de la méthode est sa généralité et donc la 

possibilité qu’elle offre de modéliser des géométries complexes composées de plusieurs 

matériaux dans les cas linéaire ou non linéaire. De plus, les matrices d’interactions sont 

creuses, ce qui représente un avantage de place en mémoire. Cependant, cette méthode est 

limitée dans des situations que l’on retrouve pour les dispositifs d’électronique de 

puissance : 

• Modélisation des conducteurs filaires : le champ magnétique varie très fortement 

au voisinage et à l’intérieur des conducteurs, par conséquent un maillage 

suffisamment fin dans et autour des conducteurs est nécessaire pour obtenir des 

résultats corrects. Cette solution conduit finalement à un nombre d’éléments finis 

très important entraînant des quantités de mémoire et des temps de résolution très 

important voir incompatible avec les moyens de calculs usuels dont on peut 

disposer.  

• Modélisation de conducteurs minces: la difficulté vient de la modélisation des 

dispositifs comprenant des conducteurs minces (ex : circuits imprimés 

multicouches). En effet, les maillages utilisés par cette méthode sont 

généralement réguliers et donc la discrétisation des faibles épaisseurs des 

conducteurs accroît le nombre d’élément de maillage. Ce phénomène s’accentue 

encore avec la prise en compte de l’effet de peau où un raffinement du maillage 

est nécessaire dans l’épaisseur. Pour contourner ce problème, une alternative 

consiste à utiliser les formulations spécifiques aux régions minces utilisant les 

éléments coques. Ces éléments sont présentés plus en détaille dans le paragraphe 

1.5.     

• Etude du champ lointain : la nécessité de mailler l’air alourdit considérablement 

la méthode dans l’étude du champ lointain.  

A la vue de ces difficultés, il est intéressant d’envisager des méthodes alternatives pour 

mieux s’adapter à la modélisation des structures d’électroniques de puissance. Une 

solution consiste en l’utilisation des méthodes intégrales que nous présentons dans la 

section suivante. Leur principal avantage réside évidemment en l’absence de maillage de 

l’air.  
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1.4 Méthodes d’interactions à distance (méthodes 

intégrales) 

Les méthodes globales d’interactions à distance permettent de résoudre les équations de 

Maxwell sous une forme intégrale. On les retrouve également dans la littérature sous le 

nom de “méthode intégrale”. Ces méthodes ont fait l’objet de nombreux travaux et ont 

déjà démontré leur performance [14]-[15]-[16]-[17]-[18]-[19]. Cependant, ces travaux 

sont souvent limités à des géométriques particulières et contenant des matériaux 

homogènes.    

Il ne s’agit pas ici de détailler toutes les formulations intégrales existantes. Pour 

démontrer capacités des méthodes intégrales, nous présentons dans ce paragraphe deux 

méthodes très connues : la méthode des moments des moments magnétiques (MMM) - 

une méthode intégrale pour le cas magnétostatique et la méthode PEEC inductive (Partiel 

Element Equivalent Circuit) basse fréquence pour modéliser des systèmes de 

conducteurs.   

1.4.1 Méthode intégrale en magnétostatique  

Nous rappelons le problème type en magnétostatique : Il s’agit d’un matériau 

ferromagnétique, de volumeMΩ , placé dans une source de champ magnétique H0 connu 

(créé par des inducteurs ou un champ externe). L’objectif est de calculer le champ 

magnétique en un point quelconque. Ce paragraphe présente une formulation intégrale 

très simple permettant de résoudre ce problème. Nous ne considérons ici que le problème 

linéaire.   

1.4.1.1 Formulation générale 

Nous considérons que l’air est introduite les sources du champ magnétique : le champ 

inducteur H0. Le champ réduit ou champ de réaction des matériaux magnétiques est 

noté redH . 

Le champ magnétique total en un point quelconque s’écrit sous la forme : 

  redHHH += 0   ( 1.34) 

Le champ source H0 vérifie la loi d’ampère: 

  sJrotH =0   ( 1.35) 

Or, on a : 
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  redrotHrotHrotH += 0   ( 1.36) 

Nous pouvons déduire que le champ réduit est à rotationnel nul. Il peut donc être exprimé 

grâce à un potentiel scalaire « réduit » rφ dont il dérive : 

   redr φ−= gradH   ( 1.37) 

L'équation ( 1.34) peut s’écrire sous la forme : 

  redφ−= gradHH 0   ( 1.38) 

Le potentiel scalaire réduit peut être calculé par l’expression suivante [20]-[21] : 

  ∫
Ω

Ω
π

=φ
M

d
r

red 3

.

4

1 rM
  ( 1.39) 

où M  est l’aimantation du matériau, r est le vecteur entre le point d’intégration et le point 

où le champ magnétique est calculé.  

1.4.1.2 Méthode des moments magnétiques (MMM) 

L’équation ( 1.38) peut être écrite sous la forme : 

  ∫
Ω

Ω






 −
π

+=
M

d
rr

Mr
rM

HH 350
1).(3

4
1

  ( 1.40) 

En employant une loi de comportement du matériau linéaire ΗM )1( −µ= r , on peut 

écrire : 

  ∫
Ω

Ω






 −
π

+=
−µ

M

d
rrr

Mr
rM

H
M

350
1).(3

4
1

1
  ( 1.41) 

Pour résoudre numériquement l’équation ci-dessus, le volume du matériau est divisé en n 

éléments volumiques en supposant que l’aimantation de chaque élément est uniforme. 

Pour déterminer ces aimantations, nous écrirons l’équation ( 1.41) aux barycentres des n 

éléments volumiques, on obtient alors le système matriciel [20] : 

  0.
1

1
hMFI =








−

−µ d
r

  ( 1.42) 

où : dI  est la matrice identité (3n×3n) ; F est une matrice (3n×3n) ; M  est le vecteur 

d’inconnue (3n) et h0 est le vecteur des champs sources (3n). 

La solution du système d’équation ( 1.42) nous donne la valeur d’aimantation sur chaque 

élément du matériau et nous permet facilement de déterminer  le champ magnétique en un 

point quelconque de l’espace.  
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Basé sur la méthode des moments magnétiques, le G2Elab a développé le logiciel 

LOCAPI implémentant cette méthode [20].  

1.4.2 Modélisation des systèmes de conducteurs par la 

méthode PEEC 

La méthode PEEC, basée sur la formulation intégrale des équations de Maxwell,  a été 

développée par C. Hoer, C. Love [22] et A.E. Ruehli [23]-[24]. Le principe de cette 

méthode consiste à associer un schéma électrique équivalent à une géométrie. Chaque 

partie de la géométrie est représentée par une équation intégrale qui peut être interprétée 

en termes de composants électriques équivalents.  

Nous considérons un conducteur quelconque, le point de départ de la représentation sous 

forme de circuit électrique à constantes localisées est l'écriture du champ électrique total 

en un point d’observationP . Le champ électrique total se décompose en une composante 

appliquée Eext et une composante induite Einduit :  

 )()()( PPP induitexttotal EEE +=    ( 1.43) 

Le champ induit peut être exprimé comme étant la somme d'un terme provenant du 

potentiel vecteur magnétique A et un terme provenant du potentiel scalaire  électrique V : 

  )()()( PVPjPinduit gradAE −ω−=  ( 1.44) 

D’autre part le champ électrique total vérifie la loi d’Ohm : 

σ
= J

Etotal    ( 1.45) 

On a donc : 

)()(
)(

)( PVPj
P

Pext gradA
J

E +ω+
σ

=  ( 1.46) 

Pour une structure de m conducteurs dans le vide, le potentiel vecteur et le potentiel 

scalaire sont donnés par [22]-[23] : 

  ∑ ∫
= Ω

Ω
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m
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d
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P
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A  ( 1.47) 

  ∑ ∫
= Ω

Ω
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=
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d
r

q
PV

1 04
1

)(  ( 1.48) 

Où kcΩ est le volume du conducteur k ; r est la distance de  la position de l’élément 

d’intégration au point d’observation ; J est la densité de courant et q est la charge dans le 

conducteur.  



            Chapitre 1 –  Introduction aux méthodes de modélisation des dispositifs d’EP  

 

 

25 

L’équation ( 1.46) s’écrit pour une structure à m conducteurs sous la forme: 

∑ ∫∑ ∫
= Ω= Ω

Ω
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+Ω
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1 01

0

4
1

4
)(

)( grad
JJ

E    ( 1.49) 

En discrétisant les conducteurs en volumes élémentaires où les inconnues (J et q) sont 

supposées constantes, chaque terme de cette équation peut être interprété comme un 

élément de circuit : 

• Le terme à gauche est l’image d’une tension appliquée.  

• Le premier terme à droite est l’image d’un terme résistif. 

• Le second terme à droite est l’image d’un terme inductif.  

• Le troisième terme à droite est l’image d’un terme capacitif. 

A l’aide de la loi d’Ohm et des lois de Kirchhoff, le schéma électrique peut être résolu 

afin de déterminer les courants circulant dans ce circuit équivalent.  

Dans le cadre du régime quasi-stationnaire avec un fonctionnement à la gamme de 

fréquences qui nous intéresse (jusqu'à une dizaine de MHz), il est possible de négliger 

l’effet capacitif (annexe). Dont C.Hoer et C.Love ont déduit des équations d’éléments 

partiels afin de pourvoir modéliser les connexions d’une structure à l’aide d’un circuit 

électrique à constantes localisées se composant d'une résistance R, d'une inductance 

partielle L et de mutuelles inductances partielles M [22]. Nous appelons cette méthode la 

méthode PEEC-(RLM). Des développements complémentaires de cette méthode ont fait 

l’objet de plusieurs travaux de thèse au G2elab dans le but de modéliser des dispositifs 

d’électroniques de puissance [18]-[25]-[26].  

1.4.3 Choix de la méthode intégrale pour notre études  

Nous savons que les méthodes intégrales possèdent plusieurs avantages dont le principal 

est la nécessité de mailler seulement les matériaux. De plus, les travaux effectués par le 

G2elab et l'expérience qui en a découlée [17]-[18]-[25]-[26]-[27] et qui a conduit à la 

réalisation de 2 outils informatiques, les logiciels InCa3D pour la méthode PEEC et 

LOCAPI pour la méthode des moments magnétostatiques, nous a conduit à explorer cette 

approche dans la suite de ces travaux.  

Cependant, les formulations intégrales ont été développées pour des cas particuliers. Dans 

l’objectif de modéliser des systèmes complexes avec des matériaux hétérogènes, le 

couplage entre ces différentes formulations intégrales doit être envisagé.  

On rappelle que l’un des objectifs de cette thèse est de modéliser des régions minces (les 

blindages conductrices et/ou magnétiques). Nous verrons dans la suite une étude 
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bibliographique sur la modélisation des régions minces, afin d’examiner les approches les 

mieux adaptées à notre étude.  

1.5 Modélisation des régions minces de type tôle par 

éléments spéciaux 

1.5.1 Introduction 

Nous avons vu dans la première section que des régions de type tôle sont souvent 

présentes dans des dispositifs d’électronique de puissance comme les conducteurs plans, 

les blindages magnétiques ou/et conducteurs. Leur modélisation à l’aide de la méthode 

éléments finis en 3D est souvent fastidieuse, voire impossible. En effet, le maillage des 

régions minces conduit, du fait des faibles épaisseurs, à un nombre très important 

d’éléments. De plus, la prise en compte de l’effet de peau marqué dans ces régions, qui 

demande deux éléments dans l’épaisseur de peau, peut rapidement conduire, compte tenu 

du nombre d’éléments nécessaires, à la résolution d’un problème dont la taille est 

incompatible avec les moyens de calculs disponibles (en place mémoire et en temps de 

calcul).  

 

Figure  1.9  Modélisation d’une région mince avec des éléments spéciaux 

 

Une alternative à cette difficulté consiste en l’utilisation d’éléments spéciaux qui 

permettent de modéliser les régions minces par des surfaces. Ainsi, le maillage est 

simplifié. La surface moyenne qui décrit une région mince passera au milieu de cette 

région (Figure  1.9). 
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Figure  1.10  Elément sans saut de potentiel, élément à saut de potentiel 

 

La variation des grandeurs physique suivant l’épaisseur peut être constante (dans le cas 

où l’épaisseur de peau δ  est grand par rapport à l’épaisseur e de la région mince) ou 

hyperbolique ( e≈δ ou e<<δ ). Nous avons donc deux types d’éléments spéciaux : les 

éléments “sans saut de potentiel”  et “à saut de potentiel”. Si le potentiel est constant à 

travers l’épaisseur, l’élément est dit «  sans saut », il y a une inconnue à chaque nœud de 

l’élément. Si les grandeurs sont hyperboliques, l’élément est dit « à saut de potentiel », les 

inconnues sont doublées en chaque nœud de l’élément et le champ magnétique suivant 

l’épaisseur est obtenu par une solution analytique (Figure  1.10) [19]-[8]-[28].  

L’utilisation des éléments spéciaux pour la modélisation des régions minces apporte 

plusieurs avantages :  

• Le maillage et la description de la géométrie sont simplifiés ; 

• L’épaisseur de la région mince peut être changée sans modifier la géométrie et le 

maillage.   

• Le temps de résolution est réduit par rapport à l’utilisation d’éléments 

volumiques.   

1.5.2 Eléments spéciaux en magnétostatique 

Ce paragraphe présente une bibliographie des éléments spéciaux permettent la 

modélisation de régions ferromagnétiques minces.   
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1.5.2.1 Tôle ferromagnétique 

Hj

Ligne d’induction 

1rφ 2rφ

 

Figure  1.11  Répartition des lignes d’induction et variation du potentiel 

réduit dans la tôle 

 

On appel région mince de type tôle, une région dont la perméabilité est très supérieure à 

celle des régions voisines ainsi que de faible épaisseur par rapport aux autres dimensions. 

Dans ces conditions, le champ dans la tôle peut alors être considéré comme 

essentiellement tangentiel à celle-ci. De plus, cette composante tangentielle peut être 

considérée comme étant uniforme suivant l’épaisseur de cette région (Figure  1.11).  

1.5.2.2 Méthodes d’interactions proches 

La modélisation des régions minces ferromagnétiques a été effectuée par X.Brunotte [29]  

et C.Guérin [8]. X. Brunotte a développé des éléments spéciaux surfaciques destinés 

notamment à la modélisation des coques de navire, des blindages magnétiques.  Pour les 

régions minces de type tôle ferromagnétique, il a développé la formulation en élément 

coque en potentiel scalaire total sans saut de potentiel. Les régions voisines sont décrites 

par des éléments finis volumiques.   

1.5.2.3 Méthodes d’interactions à distance 

Les formulations intégrales que nous avons présentées pour le cas magnétostatique 

peuvent être utilisées pour la modélisation des régions minces ferromagnétiques. Le 

champ magnétique de la région mince peut être considéré comme étant tangent ; un 
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maillage surfacique du matériau est alors suffisant. Il est alors possible d’appliquer la 

méthode des moments magnétiques [30].   

Dans une différente formulation, A. Kalimov a développé une  formulation intégro – 

différentielle en potentiel scalaire magnétique réduit [15]. La modélisation d’une sphère 

creuse ferromagnétique placée dans un champ magnétique uniforme a été effectuée.  La 

comparaison avec la solution analytique montre la bonne capacité  de cette méthode pour 

les différentes valeurs de l’épaisseur et la perméabilité de la sphère.   

1.5.3 Eléments spéciaux en magnétoharmonique 

Ce paragraphe propose une bibliographie des éléments spéciaux permettent la 

modélisation de régions minces magnétiques et conductrices où se développent des 

courants de Foucault.   

Lorsque des courants de Foucault se développent dans les régions minces, plusieurs cas 

sont à considérer : 

• L’épaisseur de peau est largement supérieure à l’épaisseur de la région mince 

( e>>δ ).  

• L’épaisseur de peau est largement inférieure à l’épaisseur de la région mince 

( e<<δ ). 

• L’épaisseur de peau est du même ordre de grandeur que l’épaisseur de la région 

mince ( e≈δ ). 

1.5.3.1 Méthodes d’interactions proches 

Dans la littérature, nous trouvons d’une part des formulations spécifiques correspondant 

au premier cas où l’épaisseur de peau est grande et d’autre part des formulations plus 

générales qui correspondent à l’ensemble des trois cas.  

a) Cas où l’épaisseur de peau est grande 

Basé sur la formulation 21 ,, φφT  de D. Rodger [32], C. Guérin a développé une 

formulation similaire, mais elle est plus simple car la variable T a été éliminée [8]. Cette 

formulation a été implantée dans le logiciel Flux. Son principal inconvénient concerne 

l’impossibilité de prendre en compte l’effet magnétique de la région mince : la 

perméabilité de cette régions doit être la même que celle des régions voisines.  

b) Cas général 

C. Guérin a développé des formulations utilisant des éléments spéciaux à saut de potentiel 

magnétique réduit et total pour prendre en compte la variation exponentielle des 
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grandeurs suivant l’épaisseur de la région mince [8]. Cette formulation a été ensuite 

implantée dans le logiciel Flux.  

1.5.3.2 Méthode d’interactions à distance 

a) Cas où l’épaisseur de peau est grande 

Dans ce cas, le courant est considéré comme uniforme dans l’épaisseur de la région. A 

l’aide d’un maillage 2D, la méthode PEEC permet de modéliser les conducteurs larges 

comme les plans de masse pour le cas où l’épaisseur de peau est grande par rapport à 

l’épaisseur du conducteur. Par ailleurs, il existe une famille de formulations intégro-

différentielle permettant de traiter des régions minces sans effet de peau. Dans le but de 

modéliser les régions minces non magnétiques, S.J. Salon a développé une formulation en 

potentiel vecteur électrique T. Le modèle est léger car la variable d’état est la composante 

normale Tn du potentiel vecteur électrique [14]. Par ailleurs, le couplage de la méthode 

des moments magnétiques avec la formulation T, développé par A. Kalimov, permet de 

modéliser les régions minces conductrices et magnétiques ( σµ ) [16].  

b) Cas général 

Dans le cadre de la méthode intégrale de frontière, L. Krähenbühl  a développé une 

formulation 3D en potentiel scalaire magnétique réduit permettant la prise en compte de 

la variation exponentielle des grandeurs suivant l’épaisseur de la région mince. Cette 

formulation a été validée pour une large gamme de fréquences sur le problème de la 

sphère creuse dans un champ magnétique uniforme [19].  

1.6 Conclusion 

Le tableau suivant résume les principales formulations que nous avons utilisées dans la 

thèse : 
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Types de régions Auteurs 
Variables 

inconnues 

Nb. 

Inconnues 
Méthode 

Problèmes magnétostatiques 

Régions volumiques 

ferromagnétiques 

 

R.F. Harrington 

O. Chadebec 

 

M 

 

3 par 

élément 

 

Méthode des 

moments 

magnétiques 

 

O. Chadebec 

 

M 

 

2 par 

élément 

Méthode des 

moments 

magnétiques 
Régions surfaciques 

ferromagnétiques 

A. Kalimov φ  1 par nœud  
Méthode integro-

différentielle 

Problèmes magnéto - harmoniques 

Systèmes de 

conducteurs non 

magnétiques 

C. Hoer et C. Love 

A. Ruehli 

E.Clavel, J-

M.Guichon 

 

I 

1 par 

élément 

 

Méthode PEEC 

Régions minces 

conductrices non 

magnétiques, sans 

effet de peau 

S.J. Salon Tn 

1 par nœud 

de l’élément 

surfacique 

Méthode integro-

différentielle 

Régions minces 

conductrices 

magnétiques, sans 

effet de peau 

A. Kalimov Tn, M  

1 par nœud 

de l’élément 

surfacique+ 

3 par 

élément 

volumique 

Méthode intégrale 

de volume 

Régions minces 

conductrices 

magnétiques avec 

effet de peau 

L. Krähenbühl 

rφ ,Bn de 

chaque 

côté de la 

région 

mince 

4 par nœud 

de l’élément 

surfacique 

Couplage des 

éléments coques 

(pour région mince) 

et la méthode 

intégrale de 

frontière (pour 

l’air). 

Tableau  1.2 – Bibliographie sur les formulations intégrales utilisées. 
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La méthode PEEC permet d’obtenir un circuit équivalent à constantes localisées d’une 

structure complète. La réduction de la méthode à basse fréquence (PEEC-RLM) est donc 

très adaptée à la modélisation des systèmes complexes de conducteurs. Nous disposons 

pour cette méthode du logiciel InCa3D [31] co-développé par Cedrat et G2Elab [18]-

[25]-[26].  

Cependant, nous verrons par la suite que cette méthode possède des limitations: 

• L’impossibilité de modéliser en 3D des matériaux ferromagnétiques. Or ces 

dernières sont largement présents dans les dispositifs électronique (carcasses 

d’armoires électriques, masses perturbatrices, noyaux d’inductances, nouvelles 

technologie de conducteurs filtrants,…).  Si une première approche a déjà été 

développée au laboratoire, elle est actuellement limitée aux géométries 2D et 

imprécise dans le cas d’une perméabilité grande [27].  

• L’impossibilité de modéliser les blindages magnétiques et conducteurs (σµ, ), qui 

sont souvent présents dans les convertisseurs statiques.  

• Par ailleurs, la méthode PEEC ne peut pas prendre en compte aisément l’effet de 

peau suivant l’épaisseur des régions minces.  

Il est donc absolument nécessaire de progresser sur ces points en rendant possible la 

modélisation des dispositifs plus complexes. La littérature autour des méthodes intégrales 

montre que l'on dispose de nombreux moyens pour compléter la méthode PEEC afin de 

lui offrir plus de généralité. Premièrement, la modélisation 3D de région contenant des 

matériaux ferromagnétiques non conducteurs peut être réalisée par le biais de la méthode 

des moments magnétostatiques. Deuxièmement, les régions minces conductrices et 

magnétiques peuvent être prises en compte par des formulations intégrales comme l’a 

montré de A.Kalimov [16]. En outre, basée sur la formulation de L.Krähenbühl, une 

formulation intégrale  a été développée pour prendre en compte l’effet de peau [19].  

A partir des considérations précédentes, la thèse peut être organisée suivant trois 

objectifs :  

• Le premier objectif est de coupler la méthode PEEC avec la méthode des 

moments magnétiques pour prendre en compte des matériaux ferromagnétiques 

non conducteurs volumiques.  

• Le deuxième objectif est l’introduction de la formulation MT  de A.Kalimov : 

région mince magnétique conductrice (sans effet de peau, courant constant dans 

l'épaisseur) dans la méthode PEEC. 

• Le troisième objectif est le développement d'une formulation intégrale permettant 

la modélisation des régions minces conductrices en présence d’effet de peau. 
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Nous verrons que par manque de temps, ce couplage n’a pas pu être mené 

jusqu’au bout. 

Le chapitre suivant présente la méthode (RLM)-PEEC et ses principales caractéristiques. 
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 Chapitre 2  

Méthode (RLM)-PEEC adaptée aux 

structures d’électroniques de puissance 

 

 

 

 

 

2.1 Introduction  

La méthode PEEC (Partial Element Equivalent Circuit) est une méthode de modélisation 

d’interconnexions, basée sur une formulation intégrale des équations de Maxwell. Chaque 

partie de la structure modélisée est représentée par une équation intégrale qui peut être 

interprétée en terme de composants électriques équivalents.  

Sur le domaine des basses fréquences, les expressions analytiques du calcul des 

inductances et mutuelles partielles ont été développées dans les années 60 par C. Hoer et 

C. Love [22] puis par A. Ruehli [23] afin de déterminer les caractéristiques inductives 

parasites des circuits intégrés. Dans ce cas l’effet capacitif peut être négligé (voir 

l’annexe).  

La sensibilité aux surtensions et les problèmes de commutation des semi-conducteurs 

constituant les structures d'électronique de puissance ont été exacerbées par 

l'augmentation des vitesses de commutation. Cela a conduit à concevoir des amenés de 

courant moins inductives et à diminuer ou à mieux maîtriser les couplages inductifs entre 

les circuits de commandes et de puissance. Dans ce contexte plusieurs travaux autour de 

cette méthode ont été menés au G2ELab afin d'employer la méthode PEEC inductive 

(Résistance R, Inductance propre L et inductance Mutuelle M) pour l'étude des structures 

d'électronique de puissance [3]-[25]-[18]-[27]-[26]. Avec cette méthode l’ensemble de 

l’énergie du dispositif étudié est ramené sur des grandeurs localisées RLM.  
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Nous articulons ce chapitre suivant trois parties : 

• La première partie présente la méthode PEEC inductive : les hypothèses pour 

établir la méthode, le principe de construction du schéma électrique équivalent du 

dispositif étudié et les expressions des éléments du schéma RLM. 

• Dans la seconde partie, nous présentons la méthode permettant d'exploiter le 

schéma électrique obtenu à l'issue de la partie 1 afin de déterminer les courants 

circulant dans les différents conducteurs du dispositif.  

• La dernière partie présente trois extensions de la méthode afin d’élargir  son 

domaine application.  

2.2 Théorie générale de la méthode (RLM)-PEEC  

2.2.1 Hypothèse de calcul 

Lorsque l’on réalise une modélisation, il est nécessaire de connaître les hypothèses de 

calcul qui nous permettent d’établir les modèles utilisés et nous aident à déterminer le 

domaine de validité des formulations.  

2.2.1.1 Matériaux non  magnétiques 

La première hypothèse est qu'il n'y a pas de matériaux magnétiques (perméabilité relative 

de tous les matériaux égale à 1). Les équations de Maxwell sont donc traitées en prenant 

en compte cette considération. Les expressions présentées dans ce chapitre ne sont donc 

valables qu’en l’absence de matériaux magnétiques.  

2.2.1.2 Approximation des régimes quasi-stationnaires 

Dans la modélisation des structures d’électronique de puissance à basse fréquence, les 

phénomènes de propagation et les effets capacitifs sont négligés : on se place en régime 

quasi-stationnaire. Par conséquent, nous pouvons : 

• négliger le terme de déplacement de charge dans les équations de Maxwell, 

• négliger l’effet capacitif, 

• utiliser la loi des nœuds de Kirchhoff. 

Le détail de cette hypothèse est présenté dans l’annexe.   
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2.2.2 De la Formulation du champ électrique E à l’équation 

de circuit 

Suivant les hypothèses mentionnées ci-dessus sen régime magnétoharmonique, les 

conducteurs sont modélisés à l'aide des équations de Maxwell simplifiées suivantes : 

JrotH =  ( 2.1) 

BrotE ω−= j    ( 2.2) 

  0=Bdiv  ( 2.3) 

et des relations constitutives suivants : 

HB .0µ=  ( 2.4) 

EJ σ=  ( 2.5) 

Compte tenu de la relation ( 2.3), l’induction dérive d’un potentiel vecteur magnétique A 

tel que : 

  rotAB =  ( 2.6) 

L’équation de Faraday ( 2.2) implique l’existence d’un potentiel scalaire électrique V  tel 

que : 

  Vj gradAE −ω−=  ( 2.7) 

Considérons une région de conducteur, de volumecΩ , placée dans un champ électrique 

externe. Le champ électrique total en un point P  quelconque dans le conducteur  est 

déterminé par [23]: 

  )()()()( arg PVPVPjP extechtotal gradgradAE −−ω−=  ( 2.8) 

Avec : echV arg  est le potentiel dû aux charges électriques dans le conducteur, il est calculé 

par l’équation ( 1.48). Dans l’hypothèse où les effets capacitifs ne sont pas pris en 

considération; ce terme est négligé. extV  est le potentiel scalaire électrique dû au champ 

électrique externe.  

Par ailleurs, en combinant les équations ( 2.1), ( 2.4) et ( 2.6), nous avons une équation de 

Poisson : 
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  JA 0µ−=∆  ( 2.9) 

En l’absence d’effets propagatifs et en supposant qu'il n'y a pas de matériaux 

magnétiques, le potentiel vecteur s’écrit en fonction des densités de courant de la façon 

suivante:  

  ∫
Ω

Ω
π

µ
=

c

d
r

P
J

A
4

)( 0  ( 2.10) 

où J est la densité du courant. r est la distance entre le point d’intégration et le point P.  

En introduisant les équations ( 2.10), ( 2.5) à l’équation ( 2.8), nous avons alors : 

  ext

c

Vd
r

j
P

grad
JJ

−=Ω
π

µ
ω+

σ ∫
Ω4

)( 0  ( 2.11) 

 

k 
j 0k

Rk

L kA 

B

A 

B

 

Figure  2.1  Elément k du conducteur 

 

Le volume de conducteur est décomposé en m conducteurs élémentaires dans lesquelles 

les sections aux extrémités sont supposées être des équipotentielles et constituent les 

entrés et sorties du courant. Nous supposons que l’épaisseur de peau est grande par 

rapport à l’épaisseur du conducteur. Par conséquent, la densité de courant peut être mise 

sous la forme : 

  kkk I.0JJ =  ( 2.12) 

où k0J  est la solution électrocinétique pour un courant de 1A.  

En intégrant l’équation ( 2.11) sur le conducteur k, après l’avoir multipliée par k0J , nous 

avons : 
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∫∫ ∑ ∫∫
ΩΩ = ΩΩ

Ω−=Ω













Ω

π
µω+Ω

σ
⋅

kk ik c
kextk

c
k

m

i c
i

ii
k

c
k

k
k cdVcdcd

r

I
jcd .

.

4 0
1

0
0

0
0 gradJ

J
J

J
J  ( 2.13) 

De cette équation, nous allons faire ressortir les termes qui peuvent être assimilables aux 

caractéristiques électriques du conducteur (résistance, inductances). 

2.2.2.1 Développement du premier terme de gauche 

Introduisons l’équation ( 2.12) dans le premier terme de gauche de l’équation ( 2.13), nous 

avons : 

  ∫∫
ΩΩ

Ω
σ

=Ω
σ

⋅
kk c

kkk

c

k
k

k cdIcd .
1 2

00 J
J

J  ( 2.14) 

En sachant que : 

  k

c

kk Rcd
k

=Ω
σ ∫Ω

.
1 2

0J  ( 2.15) 

Le premier terme de gauche de l’équation ( 2.13) s'écrit finalement sous la forme : 

  kk

c

k
k

k IRcd
k

.0 =Ω
σ

⋅∫
Ω

J
J  ( 2.16) 

2.2.2.2 Développement du second terme de gauche  

En introduisant la notion d'inductance mutuelle entre deux éléments de conducteur k, i : 

  ∫ ∫
Ω Ω

ΩΩ
π

µ=
k ic

k

c

i
ik

ki cdcd
r

L 000 .

4

JJ
 ( 2.17) 

Le second terme de gauche de l’équation ( 2.13) s’écrit donc : 

  ∑∫ ∑ ∫
=Ω = Ω

ω=Ω













Ω

π
µω

m

l
lkl

c

k

m

i c

i
il

k ILjcdcd
r

I
j

k i
11

0
0

0 .
.

4

J
J  ( 2.18) 

2.2.2.3 Développement du terme de droite  

On a :  

  000 ..).( JgradJJ divVVVdiv kk +=  ( 2.19) 

Puisque la solution électrocinétique est à divergence nulle ( 00 =Jdiv ), nous avons : 
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  ∫∫∫
ΓΩΩ

Γ=Ω=Ω
kkk

kkkext

c

kkext

c

kextk dVdVdivdV ...).(. 000 nJJgradJ  ( 2.20) 

Avec : 
k

Γ  est le bord du volume
k

cΩ ; kn est le vecteur unitaire normal à la surface, dirigé 

vers l’extérieur.   

En dehors des surfaces d’entrée aΓ et sortie bΓ  du courant : 

  0.0 =kk nJ  ( 2.21) 

On peut ainsi écrire : 

  kbakbkbkakakkkext UVVdVdVdV
bak

−=+−=Γ+Γ=Γ ∫∫∫
ΓΓΓ

....... 000 nJnJnJ  ( 2.22) 

Le terme de droite de l’équation ( 2.13) peut donc s’écrire : 

  k

c

kextk UcdV
k

=Ω− ∫
Ω

.0 gradJ  ( 2.23) 

L’équation ( 2.13) peut finalement se mettre sous la forme suivante : 

  k

m

i
ikikk UILjIR =ω+ ∑

=1

..  ( 2.24) 

2.3 Maillage PEEC 

Dans le logiciel InCa3D développé au laboratoire, seules des subdivisions rectilignes à 

section constante et à densités de courant uniformes sont considérées [31]. Une seule 

subdivision est nécessaire pour représenter un conducteur dans le cas où l’épaisseur de 

peau est grande par rapport à sa section. Dans le cas où le courant ne peut pas être 

considéré uniforme dans la section transverse du conducteur, il est nécessaire de 

subdiviser ce dernier afin que cette précédente hypothèse soit validée sur les subdivisions 

obtenues. Dans la méthode (R-L-M)-PEEC développé au G2Elab, deux types de 

maillages sont utilisés pour prendre en considération la répartition non uniforme du 

courant : l’un unidirectionnel pour les « conducteurs 1D » dans lequel la direction du 

courant est connue, et l’autre bidirectionnel pour les conducteurs dans lesquels le courant 

se développe dans un plan (Figure  2.2).  
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Figure  2.2  Maillage unidirectionnel (conducteur du haut) et bidirectionnel 

(plaque du bas) 

 

2.3.1 Maillage unidirectionnel (1D) 

Pour les conducteurs fins et longs, on suppose que le courant se déplace le long du 

conducteur. Puisque les phénomènes de propagation sont négligés, il n’est pas nécessaire 

de subdiviser dans la longueur du conducteur. On adopte donc un maillage qui consiste à 

subdiviser le conducteur dans la largeur et dans l’épaisseur (comme le conducteur du haut 

de la figure 2.2). Le résultat de ce maillage sur un conducteur donnera des segments de 

section plus petite mais de même longueur dans lesquels la densité de courant est 

supposée uniforme.  

En présence d’effet de peau et d’effet de proximité, la densité de courant est concentrée 

sur les bords du conducteur. Par conséquent, il est judicieux de raffiner le maillage sur les 

bords et particulièrement dans l’épaisseur de peau comme le montre la Figure  2.2. 

2.3.2 Maillage bidirectionnel (2D) 

Pour les conducteurs larges (de type plaque par exemple), la direction du courant est 

inconnue, un maillage bidirectionnel est donc nécessaire. Ce type de maillage consiste à 

faire deux maillages unidirectionnels orthogonaux. Ce type de maillage suppose que la 

densité de courant est  uniforme dans l’épaisseur du conducteur.   
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2.4 Extraction des composants résistifs et inductifs 

(RLM) 

A partir du maillage volumique des conducteurs, chaque élément volumique est modélisé 

par une résistance et une inductance propre couplée avec toutes les autres inductances 

modélisant chacune des subdivisions du problème. (Figure  2.1).  

 

R 2

L 2

1

2

R 1

L 1

M12

3 4

R 4

L 4

R 3

L 3

M34

M14

M13

M23

M24

I

  

Figure  2.3  Maillage unidirectionnel et schéma électrique équivalent 

 

Pour les conducteurs unidirectionnels subdivisés en n éléments, le schéma électrique 

global sera donc obtenu en associant les n schémas électriques de chacune des 

subdivisions en parallèle (Figure  2.3).  
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BA

CD

A B

CD

 

Figure  2.4  Maillage bidirectionnel et schéma  électrique équivalent 

   

Pour les conducteurs bidirectionnels (Figure  2.4), chaque élément de subdivision se voit 

attribuer un schéma électrique équivalent constitué de 4 circuits RLM séries couplées 2 à 

2. Les éléments en série sont groupés pour diminuer le nombre d’inconnues. Avec 

l’exemple de la figure 2.4, le nombre de nœuds est de 4.  

La résistance d’un élément de longueur L et de section S est par définition : 

  
S

L
R ⋅ρ=  ( 2.25) 

où ρ  est la résistivité du matériau.  

i

j

u i

u j

L i

Si

Sj

 

Figure  2.5 Calcul de la résistance et l’inductance  

 

Pour chaque subdivision  rectiligne i de conducteur, nous avons :  

   
i

i
i S

u
J =0  ( 2.26) 

où iu est le vecteur unitaire. 
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On peut ainsi calculer l’inductance propre iiL  de chaque élément et l’inductance mutuelle 

ijM  entre deux éléments à partir de ( 2.17) par les formulations suivantes : 

  
∫ ∫

Ω Ω

ΩΩ
π

µ
=

i ic

ii

ci
ii cdcd

rS
L .

11

4 2
0

 
( 2.27) 

  ∫ ∫
Ω Ω

ΩΩ
π

µ=
i jc

i
c

j
ji

ji
ij cdcd

rSS
M .

1

4
0

uu
 ( 2.28) 

Ces deux intégrales volumiques peuvent être calculées soit analytiquement [25], soit 

numériquement avec une technique d’intégration par point de Gauss par exemple. A 

l’aide des expressions ci-dessus, il est possible de modéliser des conducteurs par le biais 

d’un schéma électrique équivalent. L’exploitation de ce schéma électrique est présentée 

dans le paragraphe suivant.  

2.5 Exploitation du schéma électrique - Equations 

de mailles 

E

1

2 3

4

5

6
7

8
9

B B B B

B

B B

B B

 

Figure  2.6 Exemple de schéma électrique 

 

Ce paragraphe présente l’exploitation d’un schéma électrique.  Cette exploitation consiste 

à rechercher la valeur du courant dans chacune des subdivisions.  

Afin de présenter la méthode utilisée pour déterminer le courant dans chaque subdivision, 

nous allons l'illustrer à l’aide du schéma donné en Figure  2.6. Le courant est supposé 

uniforme dans chaque segment de conducteur. Dans ce problème, les générateurs sont des 
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sources de tensions, les inconnues sont donc les courants. Les notations utilisées sur la 

Figure  2.6 sont [18]: 

•  B1, B2,…B9 : Branche électrique, il y a b branches électriques (dans cet exemple 

b=9).  

• I b : Vecteur courant représentant le courant circulant dans chacune  des branches. 

Dans ce cas [ ]Tbbbb III 921 ...=I  

• Ub : Vecteur de tension représentant la tension aux bornes des branches. Dans ce 

problème [ ]Tbbbb UUU 921 ...=U  

• Us : Vecteur représentant les tensions aux bornes des branches actives (sources de 

tension). Dans ce cas  [ ]Ts E...00=U (taille 1x9).  

• Zb : Matrice impédance représentant l’impédance de chacune des branches. Dans 

ce problème, cette matrice impédance peut s’écrire: 



















ω+ωω

ωω+ω
ωωω+

=

992919

922212

912111

....

............

...

...

LjRMjMj

MjLjRMj

MjMjLjR

bZ  

 Avec :  ii LjR ω+  est l’impédance de la branche i.  

M ij est l’inductance mutuelle entre les branches i et j.   

Il faut noter que les lignes et les colonnes correspondant aux branches comportant 

les sources sont mises à zéros (dans ce cas, ce sont la ligne 9 et la colonne 9).  

 Avec ces notations, il est possible d’écrire l’équation électrique [18], [33], [34]  : 

  bsbb UUIZ =+  ( 2.29) 

Cette équation ne peut pas être résolue directement puisque le vecteur Ub est lui-même 

inconnu. Il est donc nécessaire d'ajouter des équations afin de pouvoir résoudre le 

système. Les équations à ajouter sont naturellement issues des lois des mailles et des 

nœuds. A l'issu de cela, il est nécessaire de trouver un système d’équations indépendantes 

de façon à pouvoir effectuer la résolution. Généralement, il y a deux types de système 

d’équations liés aux deux lois de Kirchhoff : 

• Système d’équation indépendant lié aux lois des nœuds. 

• Système d’équation indépendant lié aux lois des mailles. 

Dans notre travail, il a été choisi d’utiliser un système d’équations obtenu à l’aide des 

mailles indépendantes.  



        Chapitre 2 – Méthode (RLM)-PEEC adaptée aux structures d’EP                

 

 

46 

Pour transformer l’équation de branche ( 2.29) à la celle de maille, on utilise la matrice 

mailles indépendants – branches Mb , tel que : 

• 0),( =jiMb  si la branche j n’a pas de lien avec la maille i.  

• 1),( =jiMb  si la branche j est dans le même sens que la maille i. 

• 1),( −=jiMb  si la branche j est dans le sens opposée à celle de la maille i. 

Nous avons, pour ce cas d’étude : 








−−−−
=

011110000

100001111
Mb  

En appliquant la deuxième loi de Kirchhoff (loi des mailles indépendantes), nous pouvons 

s’écrire : 

  0. =bUMb  ( 2.30) 

On définit un vecteur de courant circulant dans les mailles indépendantes :  

[ ]Tmmm II 21=I .   

Donc il est possible d’écrire : 

  m
T

b IMbI =  ( 2.31) 

En combinant les expressions ( 2.29) et ( 2.30), nous pouvons écrire : 

  0... =+ sbb UMbIZMb  ( 2.32) 

En introduisant l’expression ( 2.31) à ( 2.32), l’expression suivante est obtenue : 

  0UMbIMbZMb =+ sm
T

b ...  ( 2.33) 

On pose : 

  
T

bm MbZMbZ ..=  ( 2.34) 

Avec Zm matrice impédance entre mailles indépendantes.  

Enfin, l’expression ( 2.33) peut s’écrire sous la forme : 

  smm UMbIZ .. −=  ( 2.35) 

Le vecteur de courant I m est obtenu par la résolution du système linéaire ( 2.35). Ensuite, 

il suffit d’utiliser l’expression ( 2.31) afin d’obtenir les courants circulants dans chacune 

des subdivisions. A partir de ces valeurs de courants, nous pouvons déterminer d’autres 

grandeurs physiques comme : les pertes  Joules dues aux conducteurs, l’induction en tout 

point de l’espace, les efforts électromagnétiques entre conducteurs,…. 
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2.6 Extension  de la méthode (RLM)-PEEC 

La méthode (RLM)-PEEC est relativement précise pour modéliser des systèmes de 

conducteurs complexes en basse fréquence. Le maillage est facile à réaliser puisque l’air 

n’intervient pas et que les directions de propagation du courant sont a priori connues. 

Cependant, cette méthode a aussi des limitations : en particulier elle ne permet pas la 

prise en compte des matériaux ferromagnétiques. Il faut également noter que l’utilisation 

des conducteurs 2D devient rapidement très lourde informatiquement puisque le nombre 

d’éléments circuits explose rapidement. De plus, la méthode ne peut pas prendre en 

compte l’effet de peau suivant l’épaisseur des conducteurs 2D sauf si on décide de la 

mailler ce qui est souvent irréalisable en terme de degrés de liberté à gérer. Pour tenter de 

contourner ces difficultés, plusieurs travaux ont été réalisés au sein du G2elab. 

2.6.1 Prise en compte des matériaux magnétiques 

Nous rappelons que l’obtention des éléments partiels dans la méthode PEEC présentée ci-

dessus repose sur l’équation (2.10). Cette équation n’est valable que dans le cas d’une 

perméabilité µ  homogène sur tout l’espace (par défaut c’est l’air qui est considéré dans 

l’immense majorité des cas avec une valeur de0µ ).Nous présentons dans la suite deux 

méthodes permettant la prise en compte d’une perméabilité non uniforme sur le domaine : 

la méthode µPEEC et le couplage MEF/PEEC.   

2.6.1.1 Méthode µPEEC 

Pour la prise en compte de matériaux magnétiques, une extension de la formulation PEEC 

a été développée dans la thèse de J-P. Gonnet, il s’agit de la méthode µPEEC [27]. 
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Source

Courants ‘libres’ de 
conduction rotH =Jlibre

Courants ‘liés’
de surface Mxn

Courants ‘liés’ de 
volume rotM =Jliés

Jliés=(mur-1)Jlibre

 

Figure  2.7 Distribution des courants « libres » et « fictifs » 

 

Considérons un matériau magnétique linéaire (rµσ, ) de volume Ω  et de surfaceS. 

L’induction B en tout point de l’espace peut se décomposer en deux contributions : l’effet 

propre de l’excitation H et l’effet de l’aimantation M . Elle s’écrit :  

  )(00 MHHB +µ=µµ= r  ( 2.36) 

D’après l’équivalence ampérienne de l’aimantation, le potentiel vecteur magnétique en un 

point P créé par la matière aimantée s’écrit : 

∫∫
×

π
µ

+Ω
π

µ
=

Ω S

m dS
r

d
r

P
nMrotM

A
44

)( 00    ( 2.37) 

où Ω  représente le volume de matière aimantée et S sa frontière. r est la distance entre le 

point d’intégration et le point P.  

Ainsi, le potentiel vecteur magnétique est relié à l’existence de deux types de courants : 

• L’excitation H est créée par les courants de conduction J, dits courants libres, 

soit : 

JrotH =    ( 2.38) 

• L’aimantation M est créée par des courants fictifs, dits courants liés, de deux 

types : 

� des courants liés de surfaceSJ  circulant tangentiellement à S, tel que : 
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SJnM =×    ( 2.39) 

Ces courants de surface contribuent à garantir la condition de passage aux 

interfaces entre des milieux de perméabilité différente.      

� des courants liés de volumeJ , tel que : 

JrotM =    ( 2.40) 

La loi de comportement (2.36) du matériau peut également s’écrire : 

HM )1( −µ= r    ( 2.41) 

En appliquant l’opérateur rotationnel à cette dernière équation et si le matériau est 

linéaire, on montre facilement que : 

JJ )1( −µ= r    ( 2.42) 

Comme dans l’approche PEEC classique, nous allons supposer que les courants sont 

unidirectionnels dans les conducteurs élémentaires, la direction des courants liés 

volumiques est alors connue et est la même que celle des courants de conduction. Pour un 

élément k filiforme parcouru par un courant de conduction J, on a alors : 

)()()(0
skskkk JAJAJAA ++=    ( 2.43) 

Avec : 0
kA  est le potentiel créé par J en espace libre et les kΑ sont les potentiels vecteurs 

créés par les courants liés fictifsJ .   

En introduisant l’équation ( 2.42) à l’équation ( 2.43), nous avons : 

 )()(0
skskrk k

JAJAA +µ=    ( 2.44) 

Il est alors possible de remplacer les matériaux magnétiques par des matériaux de 

perméabilité 0µ  si on leur ajoute des courants liés proportionnels aux courants de 

conduction et en rajoutant des courants surfaciques à la frontière du matériau.  

Multiplier les courants par les coefficients µrk est relativement facile au final car cela 

revient à multiplier les inductances propres et mutuelles par ces mêmes coefficients dans 

la matrice d’inductances PEEC. Il reste toutefois à déterminer les courants surfaciques. Il 

est alors nécessaire de créer, en plus du maillage volumique, un maillage surfacique 

discrétisant la frontière S. Les courants surfaciques sont alors déterminés en imposant la 

conservation de la composante tangentielle de H aux barycentres des éléments de S. Cette 

contrainte est imposée via un nouveau jeu d’équations intégré au système linéaire final 

que nous ne détaillerons pas dans ce texte. 
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U

Fer
1000r =µ

410.1 −=ρ

Inducteur aller 

(cuivre)

Inducteur retour 

(cuivre)

2mm

200mm

1m

 

Figure  2.8 Dispositif étudié pour valider la méthode µPEEC (échelle non respectée) 

 

Pour montrer les performances de cette méthode, nous présentons la modélisation d’un 

exemple simple. Il s’agit d’un noyau ferromagnétique (de dimensions 40 mm x 400 mm, 

pour une longueur unitaire d’un mètre), excité par deux inducteurs en cuivre méplat (voir 

la figure à gauche). Les dimensions des inducteurs sont les suivantes : largeur de 200 mm, 

épaisseur de 2mm et longueur de 1m. Cet exemple est modélisé en 2D. La même 

modélisation éléments finis 2D est effectuée et les résultats obtenus par ces 2 approches 

sont présentés à droite de la Figure  2.8. Les résultats sont en bonne adéquation. 

Par contre, Il faut noter qu’elle a été implémentée uniquement en 2D. En effet, elle 

devient très lourde à mettre en œuvre pour les cas tridimensionnels car il est nécessaire 

d’étendre le formalisme PEEC à des conducteurs dans lequel la direction des courants 

n’est pas connue a priori. Or, la force de la méthode PEEC repose essentiellement sur 

cette connaissance. Il faudrait donc gérer des conducteurs PEEC tridimensionnelle dans le 

volume du matériau ainsi que des conducteurs bidirectionnels en surface. Cette stratégie 

semble très complexe à mettre en œuvre et certainement très gourmande en terme de 

capacités informatiques. Comme nous le verrons par la suite, nous ne l’avons pas choisie. 

2.6.1.2 Couplage de la méthode MEF avec la méthode PEEC 

 

Comme nous avons montré dans le premier chapitre, la méthode des éléments finis est 

très générale et permet la simulation d’un grand nombre de dispositifs complexes, 

comprenant des régions massives conductrices et/ou magnétiquement saturables, la prise 

en compte du mouvement et le couplage avec les équations de circuit électrique (logiciel 

Flux®). Cependant des limitations en place mémoire et temps calcul sont rencontrées, en 

particulier en 3D, pour les modélisations nécessitant une discrétisation par éléments finis 

importante, comme c'est le cas pour les systèmes comprenant un grand nombre de 
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conducteurs et encore plus en présence de conducteurs plats ou filaires. En effet pour 

prendre en compte la variation rapide de champ au voisinage des conducteurs (exemple 

sur la Figure  2.9), Il est nécessaire de mailler très finement les voisinages des 

conducteurs, ce qui peut conduire à des tailles de problèmes très importantes, et ceci 

d'autant plus que les conducteurs sont de petites tailles (proches d'être filaires). 

 

Figure  2.9 Variation du champ magnétique au voisinage d'un conducteur 

 

Par ailleurs,  la méthode PEEC est performante pour les systèmes de conducteurs dans 

l'air mais ne permet pas naturellement la prise en compte des régions ferromagnétiques 

(circuit magnétique, blindages). Il paraît donc séduisant de coupler ces deux méthodes 

afin de profiter des points forts et limiter les points faibles de chacune d’entre elles. Des 

travaux en ce sens ont été développés par T.S. TRAN dans sa thèse [35]. En introduisant 

le calcul d’inductance mutuelle dans le vide par la méthode PEEC (équation ( 2.27) et 

( 2.28)) dans les formulations de la méthode éléments finis, le calcul des champs sources 

autour des inducteurs n’est pas nécessaire et il n’est donc pas nécessaire de raffiner le 

maillage autour des inducteurs. Cela se traduit par un gain de mémoire et des temps de 

résolution beaucoup plus faibles.  
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µr = 1000

15 mm

15 mm

50 mm

50 mm

50 mm

A (50,50,10)

B (-50,50,10)
Ligne pour calculer 

l’induction magnétique

 

Figure  2.10 Dispositif étudié pour valider le couplage MEF/PEEC 

 

Afin de montrer les capacités offertes par cette méthode, nous présentons une 

modélisation. Il s’agit deux boucles de conducteurs (dont le matériau est du cuivre) qui 

extournent un circuit magnétique, de section 1x1 mm (Figure  2.10). La première boucle 

est alimentée par une source de tension U=1V, f=1000 Hz. La seconde est en court-

circuit. La région magnétique a une perméabilité relative de 1000. Nous comparons les 

résultats obtenus par le couplage MEF/PEEC avec ceux de la méthode MEF 3D 

classique.  

Nous avons constaté que la solution utilisant le couplage MEF/PEEC converge plus vite 

que la solution éléments finis [35]. 

 

Filtre de mode commun

 

Figure  2.11 Variateur de vitesse  
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L’application d'un tel couplage pour modéliser une partie de variateur de vitesse (Figure 

 2.11) a été effectuée et a montré des résultats acceptables avec des durées de résolution 

bien plus faibles comparativement à la méthode des éléments finis [35]. Cependant, la 

nécessité du maillage de l’air est toujours présente même si ce maillage a pu être relâché. 

 

2.6.2 Prise en compte l’effet de capacitif 

La méthode (RLM)-PEEC est limitée à la modélisation en basse fréquence. Pour élargir 

la gamme de fréquences, il faut commencer par prendre en compte les effets capacitifs. 

Cette idée a été développée dans la thèse de V.ARDON [3]. Le but de cette thèse était de 

construire un schéma électrique équivalent (RLMC) complet, obtenu à l'aide de calcul 

s'appuyant sur des méthodes intégrales. Ces méthodes intégrales basées sur différentes 

formulations numériques et/ou analytiques, sont générales et robustes. Cependant, elles 

conduisent à la construction de matrices d’interactions pleines nécessitant beaucoup de 

place mémoire et de temps de calcul. Pour contrer cet inconvénient majeur, la méthode 

multipôle rapide à multi-niveaux adaptatifs (Adaptive Multi-Level Fast Multipole Method 

- AMLFMM) a été utilisée. Cette approche permet à la fois d’accélérer le calcul des 

interactions lointaines et de limiter la place mémoire. Enfin, l’application de ces 

méthodes à la modélisation d'hacheurs élévateurs et de variateurs de vitesse donne déjà 

d'excellents résultats.  

2.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode (RLM)-PEEC inductive qui permet 

d’obtenir un modèle électrique équivalent d'un système de conducteurs. Les calculs des 

éléments résistifs et inductifs (inductances et mutuelles inductances) ont été détaillés. 

Ensuite, une technique de résolution du schéma électrique en utilisant des équations de 

mailles a été présentée. Enfin nous constatons que cette méthode est bien adaptée à la 

modélisation des systèmes de conducteurs complexes. Cependant, le domaine 

d’application de cette méthode est limité aux circulations de courant uni ou 

bidirectionnelle et dans les cas où il n’y a pas matériaux magnétiques. L’ajout de la prise 

en compte de matériaux magnétiques a été réalisé par deux approches : µPEEC et le 

couplage MEF/PEEC. Cependant, l’approche µPEEC est limitée aux géométries 2D, 

tandis que la méthode MEF/PEEC possède toujours les inconvénients de la méthode 

éléments finis qui nécessite de mailler l’air.   
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L'objectif de cette thèse est la prise en compte des régions ferromagnétiques et des 

régions minces conductrices en l’associant à la méthode PEEC. Les chapitres suivants 

présentent une approche fondée sur les méthodes intégrales pour compléter l'approche 

PEEC inductive afin de résoudre cette difficulté.  
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 Chapitre 3  

Couplage de la méthode PEEC avec la 

méthode des moments magnétiques  

 

 

 

 

 

3.1 Introduction   

Comme nous l’avons vu dans le précédent chapitre, la méthode PEEC, basée sur la notion 

d’inductances et de mutuelles partielles, peut être performante pour résoudre les 

problèmes magnétodynamiques. Un avantage incontestable est qu’elle permet de coupler 

le modèle obtenu avec un solveur circuit externe. Par contre, elle ne permet pas de 

prendre en compte les matériaux magnétiques en 3D. En contrepartie, ces matériaux 

magnétiques, s’ils sont considérés comme non conducteurs, peuvent être  modélisés par 

une méthode intégrale développée dans notre laboratoire : la méthode des moments 

magnétique (MMM) [20]. Ces deux approches sont du type intégrale et possèdent de 

grandes similitudes avec en particulier la non nécessité de mailler la région air. Le 

couplage des deux approches semble donc pertinent et  c’est ce qui va être mis en œuvre 

dans ce chapitre. Nous nous sommes principalement inspirés de travaux récents dont les 

résultats ont été publiés dans [36].  

Pour réaliser ce couplage, il est nécessaire d’étudier finement deux types d'interactions à 

distance : 

• l’influence de la partie électrique (courant dans les conducteurs) sur la partie 

magnétique (aimantation) 

• l’influence de la partie magnétique (aimantation) sur la partie électrique (courant 

dans les conducteurs). 
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Pour déterminer si le couplage MMM/PEEC est en mesure de résoudre les problèmes 

électromagnétiques efficacement, nous allons le tester en premier lieu sur un problème 

simple. Les résultats obtenus seront alors comparés avec la méthode des éléments finis 

classique mise en œuvre dans le logiciel FLUX [4].  

Ils seront ensuite comparés avec un couplage de la méthode PEEC avec la méthode des 

éléments finis (MEF/PEEC). Ce couplage a été mis en œuvre dans notre laboratoire dans 

le cadre de la thèse de TRAN Thanh Son [35].  

3.2 Modélisation des matériaux ferromagnétiques 

non conducteurs par la méthode des moments 

magnétiques (MMM) 

La méthode des moments magnétiques  (MMM) est connue pour être une approche 

performante pour la modélisation de certains dispositifs électromagnétiques. Développé 

par Harrington [37] dans les années 60, elle est particulièrement performante pour l’étude 

de dispositifs électromagnétiques fortement rayonnant et possédant des géométries 

simples. 

La méthode des moments magnétiques est basée sur l’interaction entre les courants ou 

aimants et les parties magnétiques. Il est nécessaire de discrétiser la matière 

ferromagnétique par des éléments (tétraèdres, parallélépipèdes, …). Chaque élément 

porte des fonctions de forme auxquelles sont associées des variations d’aimantation.  Pour 

la plus simple, on choisit une répartition d’aimantation uniforme par élément. Ces 

éléments sont alors appelés moments. Dans le cas d’un matériau linéaire, un système 

matriciel est obtenu grâce à une technique de collocation au barycentre de chaque élément 

ce qui assure la validité des lois constitutives des matériaux. Ce système représente les 

interactions entre tous les moments et les sources de champ. Il suffit de le résoudre pour 

obtenir les valeurs des moments et donc les aimantations des matériaux. Ensuite, les 

grandeurs (champ magnétique, forces, flux, …) sont facilement et précisément obtenus. 

Si le matériau est non-linéaire, un procédé de résolution itératif doit être utilisé. 

Comme la méthode PEEC, l’avantage principal de la méthode des moments 

magnétostatiques est qu’il n’est pas nécessaire de mailler l’air. En effet, seuls les 

matériaux actifs sont maillés et parfois un maillage grossier peut être suffisant pour 

obtenir un résultat remarquablement précis. 

Avant de présenter le principe du couplage entre la méthode PEEC et la méthode MMM, 

il est nécessaire de rappeler la théorie de cette dernière.  
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3.2.1 Fondements théoriques de la méthode des moments 

magnétiques 

 

Conducteur

r

J

H0

Matériau magnétique

 

Figure  3.1  Domaine études de la méthode MMM 

 

Nous nous plaçons ici dans l’approximation magnétostatique, c'est-à-dire qu’aucune 

grandeur ne varient en fonction du temps. Par conséquence, il n’existe pas de courant 

induit ni de courants de  déplacement. Si nous considérons un système composé par des 

conducteurs avec des courants connus (de densité Js) et des régions de matériaux 

magnétiques linéaires occupant le volume MΩ  (Figure  3.1), nous avons :  

  0=Bdiv  ( 3.1) 

  sJrotH =  ( 3.2) 

  )(.. 00 MHHB +µ=µµ= r   ( 3.3) 

Le champ magnétique H en un point P quelconque, se décompose en deux parties : 

)()()( PPP redHHH 0 +=  ( 3.4) 

où )(0 PH  est le champ source créé par les courants des conducteurs et )(PredH est la 

réaction du matériau magnétique au champ source.  

Alors, on a : 

sJrotH =0  ( 3.5) 

L’équation de Maxwell-Ampère ( 3.2) implique l’existence d’un potentiel scalaire 

magnétique redφ , tel que le champ magnétique s’écrit :  
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  )()()( PPP redφ−= gradHH 0  ( 3.6) 

Le potentiel magnétique réduit est calculé par l’expression ( 3.7) : 

∫ Ω
π

=φ
MΩ

3red
.

4

1
)( d

r
P

rM
 ( 3.7) 

où r est le vecteur entre le point d’intégration et le point P où le champ magnétique est 

calculé. M est le vecteur d’aimantation.  

En calculant le gradient de l’équation ( 3.7),  nous pouvons écrire: 

∫ Ω






 −
π

+=
MΩ

350
).(3

4

1
)()( d

rr
PP

M
r

rM
HH  ( 3.8) 

Le matériau magnétique est divisé par n éléments volumiques et on suppose que 

l’aimantation est uniforme dans chaque élément.  L’équation ( 3.7) devient : 

∑ ∫
=

Ω






 −
π

+=
n

i

ii

i

d
rr

PP
1 Ω
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1
)()(

M
r

rM
HH  ( 3.9) 

Avec M i l’aimantation de l’élément i.  

Dans chaque élément de volume de l'aimantation, nous définissons une base orthogonale 

pour l’aimantation. Comme ( 3.9) est linéaire, elle peut être réécrite comme suit: 

]].[[)()( MfHH 0 += PP  ( 3.10) 

Où les coefficients [M]  définissent les aimantations dans les bases locales à chaque 

élément. [M]  est donc un vecteur (3n×1) et [f]  est une matrice (3×3n). 

Une façon simple d'obtenir une solution de ce problème est de s'assurer que l’équation 

( 3.10) sera satisfaite en des points distincts dans la région ferromagnétique. Cette 

procédure est appelée la technique de collocation. Dans l’approche la plus simple, les 

points sont les barycentres de chaque élément i constituant les régions ferromagnétiques. 

Dans le cas de matériau ferromagnétique linéaire, la relation constitutive des matériaux 

est la suivante : 

HM ).1( −µ= r  ( 3.11) 

L'équation ( 3.10) sera écrite au barycentre de chaque élément. Pour l’élément i, on a : 

( ) [ ] [ ]M.fH
M

i
r

i P +=
−µ

)(
1 0  ( 3.12) 

L’équation ( 3.12) écrite à tous les barycentres des éléments, conduit à un système 

linéaire : 
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][].[][][
1

1
0hMFI =








−

−µ d
r

 ( 3.13) 

Le système comporte 3n inconnues. [I d] est la matrice identité, [F] est une matrice 

(3nx3n) et [h0] les composantes du champ source au centre des éléments et projetées dans 

les bases locales. 

Cette approche a été mise en œuvre dans notre laboratoire dans un logiciel nommé Locapi 

[20] développé sous Matlab. Ce logiciel nous a permis de tester la méthode des moments 

pour modéliser des dispositifs électromagnétiques statiques. Un exemple numérique sera 

présenté dans le paragraphe suivant. 

3.2.2 Exemple numérique 

B (0,75,75)

A (0,75,-75)

75 mm

75 mm

80 mm

Chemin pour calculer

le champ magnétique

H0= 1 A/m

 

Figure  3.2  Exemple numérique pour tester la méthode MMM 

 

Nous allons tester cette méthode sur un exemple simple. Il s’agit d’un matériau 

magnétique de forme cubique (75 mm x 75 mm x 80 mm), placée dans un champ 

inducteur H0=[0 0 1] (A/m) (Figure  3.2). La perméabilité relative du matériau est de 1000. 

L’objectif est calculer le champ magnétique sur le chemin AB. Ce problème a été 

modélisé par la méthode des moments magnétique (MMM). Une fois le système linéaire  

( 3.13) résolu, nous obtenons les valeurs des aimantations (Figure  3.3). Ensuite, le champ 

magnétique en point quelconque est déterminé par l’expression ( 3.10).  

Le résultat a été comparé avec la méthode éléments finis (MEF) à l’aide d’une 

modélisation dans le logiciel Flux3D avec les caractéristiques suivantes :  

• Résolution en potentiel total pour la région magnétique. 

• Utilisation le potentiel réduit pour l’air. 

• Le maillage volumique est très dense pour obtenir une solution de référence. 
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Comme la méthode des éléments finis est bien maîtrisée, les résultats obtenus seront 

considérés comme notre référence.   

 

Figure  3.3  Distribution de l’aimantation calculée par Locapi 
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Figure  3.4  Champ magnétique calculé par différentes méthodes sur le chemin 

de la figure 3.2  

 

La Figure  3.4 présente le champ magnétique calculé par la méthode MEF et la méthode 

MMM. Nous constatons que les résultats sont en bonne adéquation, on observe au 

maximum une différence de 1% ce qui reste faible. Ces résultats ont été obtenus avec une 

modélisation MEF qui utilise environ 700 000 mailles volumiques alors que celle MMM 

en utilise seulement 900 (8 selon l’axe z et 7 selon l’axe x, y).    
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3.3 Couplage de la méthode des moments 

magnétiques avec la méthode PEEC 

3.3.1 Principale du couplage  

Matériau 
ferromagnétique

Conducteur i

Conducteur k
I i

Ik

Ui

Uk

?

?

 

Figure  3.5  Domaine d’étude du couplage MMM/PEEC 

 

Nous considérons maintenant un système composé par m conducteurs portant des 

courants inconnus (les conducteurs sont alimentés par les sources de tension) et un 

ensemble de régions magnétiques linéaires de volumemΩ  (Figure  3.5). Le matériau 

magnétique est divisé par n éléments volumiques et on suppose que l’aimantation est 

uniforme dans chaque élément.  

Les interactions des conducteurs entre eux sont prises en compte par la méthode PEEC, 

tandis que la méthode MMM est utilisée pour décrire le matériau magnétique. Ce 

paragraphe présente la mise en œuvre du couplage des deux méthodes et plus 

spécifiquement la prise en compte de l’interaction entre les conducteurs et les volumes 

aimantés.  

3.3.1.1 Influence du courant sur un élément magnétique 

Un courant parcourant un conducteur va créer un champ qui va aimanter les matériaux 

magnétiques. La densité de courant étant supposée uniforme, le champ magnétique créé 

par le conducteur i au point P est déterminé par loi de Biot et Savart : 

∫
Ω

Ω
×

π
=

ic

i

i

i
i d

rS

I
P

30 4

1
)(

r
H

uuuu
 ( 3.14) 

où :  

I i, Si        : Courant et la section du conducteur i. 

ui      : Vecteur unité de la direction du courant dans le conducteur i. 

i
cΩ    : Volume du conducteur i.  



           Chapitre 3 –  Couplage de la méthode PEEC avec la méthode MMM   

 

 

62 

Le champ magnétique au point P créé par m conducteurs s’écrit : 

∑ ∫
= Ω

Ω×
π

=
m

i c

i

i

i

i

d
rS

I
P

1
30 4

1
)(

r
H

uuuu  ( 3.15) 

Comme dans la MMM, cette équation est écrite au barycentre de chaque élément 

magnétique. On obtient la forme matricielle: 

]].[[][ 0 IBh =  ( 3.16) 

où [I]  est le vecteur des courants des conducteurs (m), [B] est la matrice des expressions 

de la loi de Biot – Savart obtenus avec les valeur des courants unitaires ( mn×3 ) et  

[h0]  est une matrice ( 13 ×n ).  

En introduisant l’équation ( 3.16) à l’équation ( 3.13), nous avons : 

0IBMFI =−−
−µ

]].[[]]).[[][
1

1
( d

r

 ( 3.17) 

Nous avons ainsi obtenus la première relation de couplage, au niveau du matériau 

magnétique, liant les courants dans les conducteurs PEEC aux aimantations du matériau 

ferromagnétique.    

3.3.1.2 Influence des moments magnétiques d’un élément volumique sur le 

conducteur. 

 

Conducteur k

U k_
ma

M i

r

I k

Élément magnétique i

 

Figure  3.6  Interaction aimantation – conducteur 

 

Un élément volumique aimanté génère un champ magnétique sur un conducteur (Figure 

 3.6). Comme dans la méthode PEEC classique,  où l’influençant est un autre conducteur, 

il est nécessaire de calculer le potentiel vecteur créé par le volume aimanté et de l’intégrer 

sur le volume du conducteur influencé. Comme dans la méthode PEEC classique, nous 

nous ramenons à la notion d’inductance partielle. 
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En présence des matériaux magnétiques, le potentiel vecteur électrique de l’équation 

( 2.10) est remplacé par l’expression :  

  ∫∫ Ω×
π

µ
+Ω

π
µ

=
Ω MΩ

3
00

44
)( d

r
d

r
P

c

rMJ
A  ( 3.18) 

où r  est le vecteur entre le point d’intégration et le point P; MΩ  et cΩ  sont les volumes 

de matériaux magnétiques et de conducteurs, respectivement.  

Le second terme à droite est le potentiel vecteur magnétique créé par l’aimantation. Ce 

terme représente l’influence de matériaux magnétiques sur le conducteur.  

Similairement au paragraphe  2.2.2 du chapitre 2, l’équation ( 2.13) devient : 
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 ( 3.19) 

où iMΩ  est le volume de l’élément magnétique i; kcΩ  est le volume du conducteur k.  

Le terme couplage entre un élément magnétique iMΩ  et un conducteur k s’écrit : 

  ∫ ∫
Ω

Ω






 ×⋅
π

µω=
k ic

ki
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kki cdd
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4

rM
J  ( 3.20) 

En sachant que l’aimantation est uniforme dans l’élément magnétique i et en appliquant la 

permutation circulaire des composantes du produit mixte, nous obtenons : 

  ∫ ∫
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 ( 3.21) 

Avec un conducteur rectiligne :  

   
k

k
k

S

u
J =0  ( 3.22) 

où ku est le vecteur unitaire du conducteur k.  

Nous avons donc : 

  ∫ ∫
Ω

Ω
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 ( 3.23) 

En introduisant la notion d'inductance mutuelle entre l’élément de conducteur k et 

l’élément magnétique i : 
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  ∫ ∫
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Le troisième terme de l’équation ( 3.19) s’écrit : 
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En combinant avec l’équation ( 2.24), L’équation ( 3.19) peut finalement se mettre sous la 

forme suivante : 

k

n

i
kii

m

i
kiikk UmjLIjRI =⋅ω+⋅ω+ ∑∑

== 11

LM  ( 3.26) 

où Rk est la résistance du conducteur k, Lki présente l’inductance mutuelle entre 

conducteurs k,i (elle est déterminé par l’expression (2.28)).  Lmki présente l’inductance 

mutuelle entre l’élément magnétique i et le conducteur k.   

L’équation ( 3.26) est écrite pour m conducteurs, nous obtenons alors la forme 

matricielle : 

]][[]][[][ MLIZU ma+=  ( 3.27) 

où  ][U  (dimensionm) sont des tensions de conducteurs. [Z] ( mm × ) est la matrice 

impédance de la méthode PEEC. [L ma] ( nm 3× ) représente la mutuelle entre éléments 

magnétiques et les conducteurs. [I ] (dimensionm) représente le courant parcouru dans le 

conducteur et [M ] ( 13 ×n ) est l’aimantation dans le matériau magnétique.  

3.3.1.3 Couplage final. 

La combinaison des équations ( 3.17) et ( 3.27) donne le système d’équations globales 

suivant : 
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M

ZL
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ma

 ( 3.28) 

 

où [MMM ] est la matrice des moments magnétiques ][]).[1/1(][ FIMMM −−µ= dr .  

Dans ce système, le courant I et la tension U sont considérés sur des branches de 

conducteur. Afin de résoudre ce système, il est nécessaire de lui adjoindre les équations 

provenant du circuit électrique (loi des mailles et loi des nœuds). Afin de diminuer le 

nombre d'inconnues, nous choisissons de travailler avec les mailles indépendantes ce qui 

nécessite d'exprimer les équations non plus sur les branches mais sur les mailles 

indépendantes. Pour cela, nous avons déterminé la matrice « maille – branche » [MB ] qui 
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permet d’effectuer cette transformation. Cette technique a été préalablement présentée 

dans le chapitre 2. 

L’équation ( 3.28) est développée :   









=








×






 −

mmmmat_m

m

U

0

I

M
ZL

BMMM
 ( 3.29) 

D’où :  

Zm : matrice d’impédance des mailles indépendantes. 

Bm: matrice influence des courants de mailles sur l’élément de volume 

aimanté T
m B.MBB = . 

Lmat_m : matrice influence des moments magnétiques M  sur le conducteur de maille 

][MB].[L][L matmat_m =  

Um : tension de maille 

L’équation ( 3.29) comporte (3n+nb_m) inconnus dans laquelle n est le nombre 

d’éléments magnétiques et nb_m est le nombre de mailles indépendantes du circuit 

électrique équivalent des conducteurs. Après la résolution, les valeurs M  et I m sont 

déterminées. Le champ magnétique peut alors être facilement calculé. 

Le couplage MMM/PEEC a été mis en œuvre dans l’environnement de Locapi et 

développé donc sous Matlab. 

3.3.2 Validation 
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Figure  3.7  Géométrie du cas test 

 



           Chapitre 3 –  Couplage de la méthode PEEC avec la méthode MMM   

 

 

66 

Nous considérons un modèle très simple. Il s’agit de deux conducteurs en cuivre de 

section carrée placés sur deux plans parallèles. Le premier conducteur est alimenté par 

une source de tension (1V, 1 kHz). Le deuxième conducteur est en court-circuit. On place 

une barre magnétique au centre des deux conducteurs pour améliorer le couplage 

magnétique (Figure  3.7). Ce modèle est en quelque sorte un transformateur très simplifié. 

L’objectif de la modélisation consiste à calculer le courant dans le deuxième enroulement. 

Chaque conducteur se compose de quatre segments. Les paramètres géométriques sont les 

suivants:    

Conducteur   : a=b=2 mm       lc=100 mm    

Source   : V=1V       f=1000 Hz 

Barre magnétique  : 75x75x80 mm   1000=µ r         

Dans ce cas étude, l’épaisseur de peau est de 2,075 mm. Cette dimension n’est pas 

réellement négligeable devant 2mm. Pourtant, dans toutes les simulations (MEF, 

MEF/PEEC et le couplage MMM/PEEC), nous considérons que le courant est uniforme 

dans les conducteurs.  

Nous modélisons ce système par trois méthodes : 

• la méthode des éléments finis avec la formulation φ−0T couplée aux circuits 

électriques dans le logiciel Flux [4] 

• le couplage MEF/PEEC  

• le coulage MMM/PEEC 

3.3.2.1 Calcul des courants électriques. 

Dans ce paragraphe nous comparons les courants obtenus par trois méthodes, la méthode 

éléments finis classique (MEF), le coulage éléments finis – PEEC (MEF/PEEC)  et le 

couplage MMM/PEEC.  Pour la méthode MEF/PEEC et la méthode MMM/PEEC, nous 

réalisons trois modélisations correspondant à trois  maillages différents afin d’obtenir des 

résultats convergents. Pour la méthode MEF classique, en raison d'un manque de 

mémoire il est difficile de trouver la convergence.  

Le couplage MEF/PEEC permet d’obtenir une valeur précise avec un nombre limité de 

maille (même si évidemment l’air est toujours maillé). Nous avons démontré la 

pertinence de cette approche dans le chapitre 2. L’introduction de la méthode PEEC dans 

la méthode MEF permet de relâcher la contrainte sur le maillage autour des conducteurs 

et limite donc naturellement le nombre d’inconnues à traiter. Cette approche peut donc 

être considérée comme notre référence [35].  
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Méthode MEF  

Nombre d’éléments 230.000 570.000 

Valeur de courant induit -36,25+6,00i -32,47+7,94i 

 

Méthode  MEF/PEEC  

Nombre d’éléments 60.000 90.000 120.000 

Valeur de courant induit -32,60+8,38i -32,60+8,35i -32,50+8,34i 

Méthode MMM/PEEC  

Nombre d’éléments 32 128 392 

Valeur de courant induit -35,90+8,89i -32,78+8,28i -32,54+8,26i 

Tableau  3.1 – Valeur de courant induits   

 

Dans un premier temps, nous notons qu’il est nécessaire, avec les éléments finis, de 

mailler très finement. En effet, la valeur des courants varie fortement en fonction du 

nombre d’éléments. Il est nécessaire de mailler finement autour des conducteurs afin 

d’obtenir une prise en compte précise du couplage inductif à distance. Généralement, plus 

le maillage est fin, plus le résultat est bon.  

Nous remarquons que le couplage que nous avons mis en œuvre présente des résultats 

similaires avec les résultats précédents. Les différences (0,07% avec MEF et 0,05% avec 

MEF/PEEC) sont très faibles. De plus, il est à noter que la convergence en fonction du 

nombre d’inconnues est rapide et permet d’obtenir des résultats précis avec un nombre 

d’inconnues dans le matériau très limité.  
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Figure  3.8  Temps de calcul pour les trois méthodes 

 

Par ailleurs, La Figure  3.8 présente le temps de calcul pour les trois méthodes. Nous 

constatons que le temps de calcul de la méthode MMM/PEEC est très rapide par rapport 

aux deux autres. Nous constatons un facteur 4 pour le couplage MEF/PEEC, et 14 pour la 

méthode éléments finis classique. Ce premier résultat démontre la pertinence de 

l’approche que nous proposons. 

3.3.2.2 Calcul du champ magnétique. 

La Figure  3.9  représente le calcul du champ magnétique sur la ligne AB (Figure  3.7) issu 

des trois méthodes. La encore, la précision de la méthode élément finis augmente avec le 

nombre de mailles. Les méthodes MEF/PEEC et MMM/PEEC donnent elles des résultats 

très similaires (Figure  3.9). Nous comparons maintenant plusieurs simulations avec des 

maillages différents pour le couplage MMM/PEEC. Nous calculons toujours le champ 

magnétique (Figure  3.10) sur la ligne AB. Remarquons que les courbes de champ 

convergent très rapidement et qu’un maillage avec 32 éléments volumiques conduits à un 

résultat très honorable. Ce nombre de degrés de liberté est à comparer avec 570 000 pour 

la MEF et 120 000 pour le couplage MEF/PEEC. 
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Figure  3.9  Champ magnétique calculé par différentes méthodes sur le chemin 

de la figure 3.7 
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Figure  3.10  Champ magnétique calculé par notre couplage  MMM/PEEC 
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3.4 Mise en œuvre du couplage MMM/PEEC pour 

la modélisation d’un dispositif d’électronique de 

puissance 

3.4.1 Présentation du dispositif. 

 

 

Glue 

Copper 
 
 

Copper 
Glue 

 

Figure  3.11  Géométrie de l’inductance dans le micro convertisseur  

 

Des membres de l'équipe électronique de puissance du laboratoire travaillent actuellement 

sur le développement de micro convertisseurs. Ces dispositifs sont de faible puissance et 

de faible tension (3.3 V – 1 W typiquement). Ils assurent une conversion continue – 

continue tout en assurant une isolation galvanique. Ce micro convertisseur est ensuite 

associé à d'autres (par le biais d'une mise en série et/ou de mise en parallèle) pour former 

un convertisseur de puissance plus importante. Lors de leurs associations, ces micro-

convertisseurs doivent être couplés à des éléments de filtrage, par exemple une micro 

inductance. Nous allons travailler sur la modélisation de cette dernière. L'objectif est ici 

d’obtenir l’inductance équivalente mais aussi le champ magnétique qu’elle génère à son 

voisinage. Sa géométrie est présentée en Figure  3.11.  

L’inductance est constituée d'un conducteur (en forme de spirale) en cuivre et de 2 parties 

magnétiques (ferrite) au-dessus et au-dessous du conducteur. Il est à noter que les 2 

parties magnétiques ne sont pas en contact avec le cuivre.  
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Dans notre modélisation, la ferrite est modélisée avec une perméabilité de 1000 et une loi 

linéaire de )(HB  est utilisée. Il n'y a donc pas de prise en compte de la saturation. 

Du point de vue de la complexité géométrique, cette inductance présente un circuit 

électrique relativement complexe et deux parties magnétiques de géométries plus simples. 

Notre couplage semble donc être particulièrement adapté à ce type de dispositif.  

3.4.2 Modélisation du dispositif à l'aide du couplage 

MMM/PEEC 

 

Chemin pour 

calculer le champ

 

Figure  3.12  Géométrie du micro inductance  dans l’outil LOCAPI  

 

Les résultats présentés ci-après ont été obtenus en plaçant sur la spire une source de 

tension de 1 V efficace à une fréquence de 10 kHz. Avec cette fréquence, l’épaisseur de 

peau mm65,0=δ , par ailleurs la largeur des pistes constituant l’inductance est de 

0,168mm.  Nous pouvons considérer que le courant est uniforme dans l’épaisseur des 

spires constituant l'inductance.   

La loi décrivant le comportement du matériau magnétique étant linéaire, l'ensemble du 

problème l'est également. Notre méthode telle qu’elle est décrite précédemment 

s’applique donc. Les résultats sont comparés avec le couplage MEF/PEEC et la méthode 

des éléments finis classiques (la formulation φ−0T couplée aux circuits électriques) 
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3.4.2.1 Comparaison du courant obtenu pour différentes méthodes 

 

Méthode  MEF/PEEC  

Nombre d’éléments 30.000 60.000 130.000 

Valeur de courant induit 14,39 – 1,85i 14,39 – 1,84i 14,39 – 1,84i 

Méthode MMM/PEEC  

Nombre d’éléments 2000 4500 6300 

Valeur de courant induit 14,44 – 1,67i 14,43 – 1,72i 14,41 – 1,77i 

Tableau  3.2 – Valeur de courant calculé par MEF/PEEC et MMM/PEEC   

 

Le tableau ci-dessus représente les valeurs des courants obtenus avec les deux méthodes 

que nous avons déjà employées (couplage MEF/PEEC et notre approche). La valeur de 

l'inductance équivalente est présentée dans le Tableau  3.3.  

 

Méthode Inductance équivalente du 

conducteur 

MEF 

 (300.000 éléments) 

210,02 nH 

MEF/PEEC  

(130.000 éléments) 

196,78 nH 

MMM/PEEC  

(6300 éléments) 

189,00 nH 

Tableau  3.3 – Valeur de l’inductance  

 

On observe un écart entre ces différents résultats. D'un point de vue théorique, le 

couplage MEF/PEEC doit être le plus précis car il est moins sensible à la qualité du 

maillage. La différence avec le couplage MMM/PEEC vient du fait que le matériau 

magnétique n’a pas été suffisamment maillé. Par contre, l’étude de convergence est 

difficile à réaliser car une des limites de notre méthode, est que celle-ci conduisant à des 

matrices pleines, elle est très rapidement limitée en mémoire et donc en nombre 

d’inconnues.  
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éléments
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5.000 s

500 s

1.200 s

 

Figure  3.13  Temps de calcul pour trois méthodes  

 

La Figure  3.13 présente le temps de calcul pour les trois méthodes. Nous constatons que 

le temps de calcul de la méthode MMM/PEEC, avec 6300 éléments maillés, est long par 

rapport aux deux autres. Il faut noter que les matrices générées par les modèles éléments 

finis (MEF classiques et MEF/PEEC) sont creuses alors que la matrice générée par notre 

couplage est pleine. Si notre approche semble donc performante, cet avantage est moins 

évident dans le cas où des géométries de matériaux ferromagnétiques plus complexes sont 

modélisées. En effet, le maillage de telle géométrie fait immanquablement exploser le 

nombre de mailles et donc les temps de calculs et les places mémoire nécessaires.   Pour 

ce problème, une alternative consiste à utiliser les ‘fast multipoles method’ (FMM). Cette 

méthode est un algorithme numérique qui est très prometteur pour les méthodes 

intégrales. Elle permet de générer des matrices moins denses nécessitant de ce fait 

0(NlogN) opérations (comparé à 0(N2)) [38]. Par ailleurs le stockage mémoire peut lui 

aussi être diminué et moyennant des couplages avec des méthodes itératives, il peut ne 

nécessiter que 0(N) mémoire contre 0(N2) actuellement. 

Cette technique est très attractive car elle permet de réduire de manière significative 

l’espace mémoire et le temps de calcul rendant ainsi la modélisation de problème très 

densément maillés possible. L’introduction de la FMM dans la méthode intégrale 

(méthode MMM, méthode PEEC), réalisée actuellement dans les travaux de thèse de 

Trung Son Nguyen au G2Elab, donne déjà de très bon résultat [39].  
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3.4.2.2 Comparaison du champ magnétique externe 

Après avoir comparé les grandeurs globales que sont le courant et la valeur de 

l’inductance, nous comparons le calcul du champ magnétique le long du chemin présenté 

sur la Figure  3.12. La figure suivante présente les résultats obtenus le long de la ligne. 
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MoM/PEEC     4500 elements

MEF
MEF/PEEC
MMM/PEEC 6 300

130 000
300 000

 

Figure  3.14  Champ magnétique calculé par différentes méthodes sur le 

chemin de la figure 3.12 

 

Les courbes de la Figure  3.14 montrent qu’il existe là encore un écart entre les 3 

méthodes. Cependant, la différence entre les maximums (3% avec le couplage 

MEF/PEEC et 1,5% avec la méthode MEF classique) est acceptable. 

La Figure  3.15 présente le calcul du champ magnétique le long du même chemin que 

précédemment avec le couplage MMM/PEEC, mais nous faisons varier le nombre 

d'éléments placés dans les 2 parties magnétiques. Les 6300 éléments (37 800 inconnues) 

sont la limite admissible par un serveur de calcul (32GB RAM) et on peut se demander si 

la convergence a été atteinte. 
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Figure  3.15  Champ magnétique calculé par MMM/PEEC sur le chemin de la 

figure 3.12 

 

3.5 Conclusion  

Dans ce paragraphe, nous avons présenté le couplage de la méthode PEEC avec la 

méthode des moments magnétiques. Cette méthode a été appliquée à la modélisation d’un 

dispositif simple et d’un dispositif réel. Les résultats obtenus en comparant avec la 

méthode éléments finis et le couplage méthode éléments finis/PEEC nous permettent de 

valider le couplage. De plus, notre approche peut présenter des résultats relativement 

précis avec un nombre d’inconnus très peu élevé pour des géométries simples. 

La contrepartie de cette méthode est que les systèmes matriciels obtenus sont pleins. Si le 

maillage est dense, un espace mémoire important est requis (n2, n étant le nombre 

d’inconnues), ce qui limite l’utilisation de la méthode à des géométries simples ou 

simplifiée. Actuellement, les limites se situent autour d’une dizaine de milliers d’éléments 

volumiques. Il est donc nécessaire de se pencher sur la problématique des systèmes 

complexes (ou grands systèmes) en se focalisant principalement sur deux aspects : 

• La réduction du nombre d’inconnues, 

• La compression des matrices. 

En particulier, des méthodes de compression d’interactions à distance permettent de 

réduire significativement la mémoire des problème généré par les équations intégrales. Si 
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des dispositifs industriels doivent être traités, il sera nécessaire d'employer ces méthodes 

de compression. Par exemple, on pourra employer les “Fast Multipole Method” qui est 

une méthode compatible avec nos formulations.. 
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Chapitre 4  

Modélisation des régions minces en 

régime magnétoharmonique 

 

 

 

 

 

4.1 Introduction  

Les premiers résultats présentés dans le chapitre 3 constituent une première avancée avec 

l’introduction des matériaux magnétiques non conducteurs dans la méthode PEEC. Les 

développements de ce chapitre consistent maintenant à développer une formulation 

spécifique qui permet de modéliser les régions minces à la fois magnétiques et 

conductrices. La première partie de ce chapitre concerne des formulations permettant la 

modélisation des régions minces conductrices magnétiques dans le cas où l’épaisseur de 

peau (δ ) est grande par rapport l’épaisseur e  des régions minces ( e>>δ ). Par la suite, 

le couplage entre cette formulation et la méthode PEEC pour modéliser les blindages 

magnétiques associés aux dispositifs d’électronique de puissance est présenté dans la 

deuxième partie. La troisième partie présente une formulation originale permettant de 

modéliser des régions minces conductrices non magnétiques. Elle est générale dans le 

sens ou elle peut être employée quel que soit le rapport entre l’épaisseur de peauδ  et 

l'épaisseur de la région e  ( e>>δ ou e≈δ ou e>>δ ). Dans chaque partie, nous 

présentons également des exemples numériques pour la validation.   
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4.2 Modélisation des régions minces dans le cas où 

l’épaisseur de peau est grande 

Il faut tout d’abord rappeler que dans le cas où l’épaisseur de peau est grande par rapport 

à l’épaisseur d’une région mince, aucune grandeur physique ne varie significativement 

suivant l’épaisseur de cette dernière. En particulier, nous pouvons considérer que la 

distribution de courant est uniforme suivant l’épaisseur. C’est pour cette raison que nous 

pouvons moyenner la région mince par une surface qui passe au milieu de cette région. 

Le paragraphe suivant présente une formulation spécifique pour résoudre la région mince 

conductrice non magnétique à l'aide d'une méthode surfacique.   

4.2.1 Méthode Intégro-Différentielle (MID) pour la 

modélisation des courants de Foucault dans les régions 

minces non magnétique 

La formulation pour la région mince conductrice non magnétique, présentée ici, est 

similaire à celle proposée par S.J.Salon [14] mentionnée au paragraphe  1.5.3.2 du 

chapitre 1, qui utilise le potentiel vecteur électrique T, mais est plus générale parce 

qu’elle permet de modéliser des géométries 3D (non planes).  

4.2.1.1 Principe de la méthode 

 

z

y
x

Région mince

0µσ

e

e/2

Γ

n

Ω

 

Figure  4.1  Région mince conductrice 

 

Il s’agit une région mince conductrice non magnétique ( 0,µσ ) de volumeΩ . Cette région 

mince est remplacée par une surface moyenne Γ  (Figure  4.1).  

Les phénomènes électromagnétiques dans la région conductrice sont décris par les 

équations Maxwell :  
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  BrotE ω−= j  ( 4.1) 

  JrotH =  ( 4.2) 

  EJ σ=  ( 4.3) 

L’équation Ampère-Maxwell ( 4.2) implique l’existence d’un potentiel vecteur électrique 

T tel que : 

JrotT =  ( 4.4) 

Considérons la composante normale de l’induction B sur la surfaceΓ , nous avons : 

nBnrotE  )( ⋅ω−=⋅ j  ( 4.5) 

Après avoir appliqué la méthode de Galerkine sur la surfaceΓ , la forme intégrale de la 

relation ( 4.5) s’écrit : 

∫∫
ΓΓ

Γ⋅ω−=Γ⋅ dwjdw ii nBnrotE)(  ( 4.6) 

où wi est une fonction de pondération.  

D’après la propriété :  

UgradrotUUrot ×+= )(.).( mmm  ( 4.7) 

L’équation ( 4.6) s'écrit : 

∫∫∫
ΓΓΓ

Γ⋅ω−=Γ⋅+Γ⋅×− dwjdwdw iii nBnErotnEgrad ).()(  ( 4.8) 

La permutation circulaire des composantes du produit mixte dans le premier terme et 

l’application du théorème de Stokes dans le deuxième terme, donne :  

∫∫∫
ΓΓ

Γ⋅ω=Γ−Γ⋅× dwjdwdw i
C

ii nBEgradnE )(  ( 4.9) 

∫ Γ
C

i dw ..E  est une intégrale linéique sur un contour C de la surfaceΓ . Elle disparaît avec 

les conditions aux limites [8].   

La relation ( 4.9) devient :  

∫∫
ΓΓ

Γω=Γ× dwjdw ii .....).( nBgradnE  ( 4.10) 

En combinant les équations ( 1.12), ( 4.4), nous pouvons écrire : 

σ
=

σ
= rotTJ

E  ( 4.11) 

Dont : 
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)(
1

)( nrotTnE ×
σ

=×  ( 4.12) 

En appliquant la propriété : rotTnTgradnTngrad ×+⋅= ).().( ss  et en considérant dans 

la surface Γ  : n.grads=0 et en notant que le potentiel vecteur électrique T se compose 

seulement d'une composante normale (on pose Tn composant normale du potentiel vecteur 

T : Tn.=nT ), on peut écrire la relation suivante : 

))((
1

)( ns TgradnE
σ

−=×  ( 4.13) 

L’équation ( 4.10) s’écrit alors :  

∫∫
ΓΓ

Γω−=Γ⋅
σ

dwjdTw insi ....).(
1

nBgradgrad  ( 4.14) 

En l’absence de matériaux magnétiques, le champ magnétique en un point P quelconque 

peut s’écrire sous la forme :  

)()()( 0 PPP JHHH +=  ( 4.15) 

où H0 est le champ des sources extérieures ; HJ est le champ magnétique dû aux courants 

de la région mince.  

En considérant les matériaux non magnétiques, et d’après la loi Biot et Savart, nous 

avons : 

∫
Γ

Γ×
π

= d
r

e
PJ 34

)(
rJ

H  ( 4.16) 

où r est le vecteur entre le point d’intégration et le point P où le champ magnétique est 

calculé.  

En combinant les équations ( 4.14), ( 4.15), ( 4.16), nous obtenons l’équation finale: 









=

Γµω−=Γ⋅













Γ×

π
µ

ω+Γ⋅
σ ∫∫ ∫∫

ΓΓ ΓΓ

rotTJ

nHn
rJ

gradgrad dwjdd
r

w
e

jdTw iinsis ....
4

.
.)(

1
003

0

  ( 4.17) 

Nous considérons une région mince conductrice, plongée dans le champ source 

magnétique H0. Cette région est découpée en n éléments finis où l’on suppose que la 

densité de courant  Ji est uniforme par élément. On nomme p le nombre de nœuds dans le 

maillage de la région. 

La valeur du potentiel vecteur électrique est discrétisé sous la forme : 

∑
=

=
p

k
nkkn TzyxwT

1

),,(  ( 4.18) 

Le système matriciel obtenu est le suivant: 
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



⋅=
=⋅+⋅
][][][

][][][][][ 0

TPJ

hJBTA ns
 ( 4.19) 

Ou : 

{ } ][][][][][ 0ns hTPBA =⋅⋅+  ( 4.20) 

Le système comporte p inconnus. [A]  est la matrice éléments finis avec dimension 

( pp× ); [Bs] est la matrice des expressions de la loi de Biot – Savart obtenus avec les 

valeurs des courants de Foucault unitaires (np 3× ) ; [P] est une matrice ( pn×3 ) de 

passage entre [T] et [J] ; et [h0] ( 1×p ) représente les composantes normales du champ 

source à chaque nœud.  

Les termes généraux de A, Bs, et h0 sont : 

∫
Γ

Γ⋅
σ

= dwwki ki gradgradA
1

),(  ( 4.21) 

∫ ∫
Γ Γ

Γ⋅













Γ×

π
µω= dd

r
w

e
jki i

k
is

k

n
ru

B
3

0

4

.
.),(  ( 4.22) 

∫
Γ

Γµω−= dwji iin ....)( 000 nHh  ( 4.23) 

avec ku  vecteur unitaire du courant Foucault de l’élément k.  

Cette approche a été mise en œuvre dans l’environnement Matlab. La validation de cette 

méthode est présentée dans le paragraphe suivant. 

4.2.1.2 Validation de la méthode MID 

Pour valider la méthode MID, nous avons choisi deux exemples numériques qui ont une 

géométrie axisymétrique. Ce choix permet de modéliser simplement en 2D à l'aide d'un 

outil informatique tel que Flux 2D [4] ces dispositifs alors qu'ils sont modélisés en 3D 

dans notre approche. Les méthodes éléments finis axisymétriques étant bien maîtrisées et 

donnant des résultats précis, nous utiliserons ces résultats comme références. 

L’objectif de la modélisation dans ces deux exemples est de calculer les pertes Joule dans 

la plaque, cette grandeur permettant de comparer simplement les différences méthodes. 

a) Sphère creuse conductrice  

Le premier exemple est constitué d'une sphère creuse avec une épaisseur de 2mm et un 

rayon R=0,1m, plongée dans un champ uniforme [ ]1,0,00 =H (A/m) à la fréquence 
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f=50Hz. La conductivité de la sphère est de 6E+7 S/m (Figure  4.2). A la fréquence 

f=50Hz, l’épaisseur de peau mm9=δ . La condition e>>δ  est donc vérifiée.  

 

σµ0

H0
e

z

x

y

R

   

Figure  4.2  Sphère creuse conductrice 
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Figure  4.3  Perte de Joule calculée par la méthode  MID en fonction du nombre 

éléments à la fréquence f=50Hz 

 

La Figure  4.3 représente le calcul des pertes Joule par la méthode MID en fonction du 

nombre de subdivisions et son écart par rapport la méthode MEF axisymétrique. Les 

pertes Joule calculés par la méthode MEF axisymétrique sont de 1,14 E-6 (W).  
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Nous remarquons que la méthode MID présente des résultats similaires avec la méthode 

MEF axisymétrique. Nous n’avons besoin que 4800 éléments pour atteindre une 

différence de 0,3%.  Cette méthode semble donc pertinente pour la modélisation des 

régions minces conductrices.  

 

Mod(J)

Real(J) Imag(J)

 

Figure  4.4  Densité de courant calculé par la méthode MID (A/m2) 

 

La Figure  4.4 représente l’image de la densité de courant de Foucault  sur la sphère 

calculé par la méthode MID.  

b) Disque mince conducteur  

H0
e

R
σµ0

 

Figure  4.5  Disque mince non magnétique et conducteur 
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Le deuxième exemple est constitué d’un disque conducteur de rayon 1m, plongé dans un 

champ magnétique uniforme [ ]1,0,00 =H (A/m), sinusoïdal. La conductivité de la plaque 

est de )/(76 mSE +  et  son épaisseur est de  0,05 m (Figure  4.5). 
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Figure  4.6  Perte de Joule calculé par la méthode MID en fonction du nombre 

éléments maillé à la fréquence f=0.01Hz 

 

Considérons le problème à la fréquence f=0,01 Hz. L’épaisseur de peau est de 0,6m, donc 

nous pouvons considérer qu’il n’y a pas d’effet de peau dans ce cas d’étude. Les pertes 

Joule calculées par la méthode éléments finis axisymétriques sont de 7,33 E-9 (W). La 

Figure  4.6 représente le calcul des pertes Joule issus de la méthode MID en fonction du 

nombre d’éléments.  

Comme précédemment l'approche proposée (MID) présente des résultats proches de la 

méthode MEF en axisymétrique. Nous n’avons besoin que de 3000 éléments pour 

atteindre la différence de 0,1%.   

La Figure  4.7 est l’image de la densité de courant de Foucault calculé par la méthode 

MID.  
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Figure  4.7  Densité de courant calculé par la méthode  MID avec f=0.01 Hz 

(A/m2) 
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Figure  4.8 Influence de la fréquence : écart sur les pertes Joule en fonction du 

rapport épaisseur du disque à l’épaisseur de peau 

 

En faisant varier la fréquence, nous avons déterminé, le domaine de validité de la 

méthode MID en vérifiant sa condition de validité e>>δ . Lorsque la fréquence 
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augmente, l’épaisseur de peau devient plus faible. La méthode MID qui suppose une 

densité de courant uniforme suivant l’épaisseur cesse d’être précise, la condition e>>δ  

n’étant plus vérifiée. Pour que la méthode MID donne un résultat acceptable (écart<2%) 

par rapport à la méthode MEF en axisymétrique, la Figure  4.8 montre que le rapport 

épaisseur du disque sur épaisseur de peau doit être inférieur à 0,5 ( 5,0/ <δe ). 

4.2.2 Couplage MID/MMM pour la modélisation des régions 

minces conductrices et magnétiques 

Comme nous l’avons vu dans le paragraphe ci-dessus,  la formulation MID que nous 

présentons est bien adaptée pour modéliser des régions minces conductrices. Cependant, 

cette formulation est incapable de prendre en compte des régions minces à la fois 

conductrices et magnétiques. En contrepartie, ces matériaux magnétiques, s’ils sont 

considérés comme non conducteurs, peuvent être modélisés par la méthode des moments 

magnétiques (MMM).  Le détail de cette méthode a été présenté dans le troisième 

chapitre. Dans l’objectif de modéliser des régions minces conductrices et magnétiques, un 

couplage entre la méthode MID et la méthode MMM semble pertinent. Un travail en ce 

sens été développé par A.Kalimov [16]. Mais, nous allons présenter dans ce paragraphe 

des formulations plus légères et cependant robustes. Avant de présenter le principe du 

couplage MID/MMM, il est nécessaire de rappeler quelques éléments sur la méthode 

MMM dans le cadre de la modélisation de régions minces. 

4.2.2.1 Méthode des moments magnétiques pour la modélisation des régions 

minces  

Dans le troisième chapitre, nous avons présenté la méthode des moments magnétiques 

pour la modélisation des matériaux magnétiques non conducteurs en 3D.  Dans le cas 

d’une région mince,  le champ dans cette région peut être considéré comme 

essentiellement tangentiel à celle-ci. De plus, cette composante tangentielle est constante 

à sa traversée. Par conséquent, nous pouvons modéliser des régions minces par des 

éléments de surface. La région mince n’est alors plus une entité volumique mais devient 

une simple surface.  

L’équation ( 3.7) s’écrit : 
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∫
Γ

Γ
π

=φ d
r

e t
3red

.

4
)(

rM
r  ( 4.24) 

où M t est l’aimantation tangentielle  de la surfaceΓ . La composante normale de 

l’aimantation est négligée.  

Cette approximation a été développée et démontrée dans de nombreux travaux en régime 

magnétostatique [17]-[20]-[30]-[40].  

Il parait alors légitime d’utiliser le potentiel vecteur électrique T et l’aimantation M  pour 

décrire la région mince magnétique et conductrice en régime dynamique. Nous nous 

intéressons au fait que les approximations des grandeurs physiques T normal et M  

tangentiel soient encore valables pour la modélisation des régions minces magnétiques et 

conductrices en régime magnéto-harmonique.  

Pour y répondre, nous considérons la méthode MID en présence d’un matériau 

magnétique et conducteur. Si le matériau magnétique est linéaire avec une perméabilité 

µr, l’induction B s’écrit : 

MB
1

0

−µ
µµ

=
r

r  ( 4.25) 

A partir de l’équation ( 4.14), nous constatons que les courants de Foucault dans les 

régions minces ne dépendent que de la partie normale de l’induction donc de 

l’aimantation. Il n'est donc pas possible de négliger la partie normale de l’aimantation 

dans le régime magnétodynamique.  

4.2.2.2 Principe du couplage de la méthode MID avec la méthode MMM 

z

y
x

Région mince
µσ

e

e/2

Γ

n

Ω

 

Figure  4.9 Notion de la région mince conductrice magnétique 

 

Nous considérons une région mince conductrice et magnétique (Figure  4.9). 

L’aimantation volumique M  et le potentiel vecteur électrique T sont utilisés pour décrire 

cette région. La région mince est découpée en n éléments volumiques (Figure  4.10). 

L’aimantation M i et les densités de courant  Ji sont supposées uniformes par élément. 
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Dans le cas e>>δ  , la densité de courant est supposée uniforme suivant l’épaisseur de la 

région mince. Les inconnues sont l’aimantation M i de l’élément et le potentiel  Tk aux 

noeuds de la surface moyenne. Nous supposons que les courants de Foucault sont 

tangentiels à la surface de la région.  

 

iΩ

iΓ

Élément i

M i

Tk T l

Tp

 

Figure  4.10 Maillage de la région mince 

 

Dans les conditions ci-dessus, l’équation ( 4.14) est encore valable. En combinant cette 

équation avec celle de l'équation ( 4.25), nous obtenons : 

0....
1

).(.
1 0 =Γ

−µ
µµ

ω+Γ
σ ∫∫

ΓΓ

dwjdTw i
r

r
nis nMgradgrad  ( 4.26) 

Cette équation peut être écrite sous la forme matricielle suivante : 

0MCTA =+ ]].[[]].[[  ( 4.27) 

où  [T] et [M ] sont les vecteurs des inconnues, de dimension p et 3n, respectivement.   

[A] est une matrice d’éléments finis ( pp× ), déterminé par l’expression ( 4.21). [C] est 

une matrice ( np 3× ), déterminé par l’expression : 

∫
Γ

Γ⋅
−µ
µµ

ω= dwjkiC ii
r

r n.
1

),( 0  ( 4.28) 

Nous avons établi une première équation. Pour calculer le potentiel T et l’aimantation M , 

il est nécessaire d’établir  une seconde équation.  

En employant une technique similaire au paragraphe 3.2.1 du chapitre précédent, nous 

écrivons le champ magnétique H en un point P quelconque de la façon suivante : 
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)()()()( PPPP JM HHHH 0 ++=  ( 4.29) 

où )(0 PH  est le champ source créé par les courants des conducteurs extérieurs à la 

région mince ; )(PMH est la contribution du volume aimanté, calculé par le gradient de 

l’expression ( 3.7) ; )(PJH  est la contribution des courants de Foucault. 

Le champ magnétique réduit )(PJH est calculé par la loi de Biot Savart suivant 

l’expression  ( 4.16) : 

∫
Γ

Γ×
π

= d
r

e
PJ 34

)(
rJ

H  ( 4.30) 

L’équation ( 4.29) devient : 

∫∫
ΓΩ

Γ×
π

+Ω






 −
π

+= d
r

e
d

rr
PP

3350 4

).(3

4

1
)()(

rJM
r

rM
HH  ( 4.31) 

ou en discrétisant sur les éléments : 

∑∫∑ ∫
= Γ= Ω

Γ
×

π
+Ω−

π
+=

n

i

i
n

i

ii

ii

d
r

e
d

rr
PP

1
3

1
35 4

)
)(3

(
4

1
)()(

rJM
r

rM
HH 0  ( 4.32) 

Comme ( 4.32) est linéaire, elle peut être réécrite comme suit: 

[ ] [ ] ]].[[)()( JgM.fHH 0 ++= PP  ( 4.33) 

En combinant avec la relation ][][][ TPJ ⋅= , l’équation ( 4.42) devient : 

[ ] [ ] ][][][)()( TPgMfHH 0 ⋅⋅+⋅+= PP  ( 4.34) 

où les coefficients [M]  définissent les aimantations à chaque élément. [M]  est donc un 

vecteur ( n3 ) et [f]  est une matrice ( n33× ). [T] est un vecteur (p ), définissant les 

potentiels vecteurs électriques aux nœuds du mailage. [g] est un matrice ( n33× ).  

Dans le cas d’un matériau magnétique linéaire, la relation constitutive s’exprime suivant : 

HM ).1( −µ= r  ( 4.35) 

L'équation ( 4.34) est écrite au barycentre de chaque élément. Pour l’élément i, on a : 

( ) [ ] [ ] ]].[].[[)(
1

1
TPgM.fHM 0 ++=

−µ
Pi

r

 ( 4.36) 

La colocation de n équations ( 4.36) nous permet à écrire : 
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][]].[[].[][][
1

1
0hTGPMFI =−








−

−µ d
r

 ( 4.37) 

où Id est la matrice identité ; F est une matrice ( nn 33 × ) ; GP est une matrice ( pn×3 ) et 

h0 ( 13 ×n ) définissent les composantes du champ source au centre des éléments projetés 

dans les bases locales. 

Le système d’équations finales à résoudre est : 









=








×






 −
0

h

T

M

AC

GPMMM 0  ( 4.38) 

où ][][
1

1
][ FIMMM −

−µ
= d

r

. 

Après la résolution, les valeurs des aimantations M  et des potentiels vecteurs électriques 

T sont déterminés. Nous pouvons calculer facilement les grandeurs physiques comme les 

pertes Joule ou le champ magnétique en un point quelconque de l’espace.  

Le couplage MID/MMM a été mis en œuvre dans l’environnement Matlab. 

4.2.2.3 Validation du couplage MID/MMM 

Le couplage MID/MMM a été validé dans le cas d’un disque mince magnétique et 

conducteur plongé dans un champ uniforme sinusoïdal. La géométrie du problème est la 

même que celle utilisée pour la validation de la formulation MID (cf. paragraphe  4.2.1.2).  

 

H0
e

R
σµr

 

Figure  4.11  Disque mince magnétique et conducteur 

 

Il s’agit d’un disque magnétique conducteur de rayon 1m, plongé dans un champ 

magnétique uniforme [ ]1,0,00 =H (A/m), à la fréquence f. La conductivité de la plaque 

est de 6 E+7 S/m  et  son épaisseur est de  0,05 m (Figure  4.11).  

Le problème a été modélisé par éléments finis axisymétriques à l’aide du logiciel Flux2D. 

Comme précédemment, les résultats obtenus par cette dernière seront considérés comme 

notre référence. 
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Figure  4.12  Pertes Joule calculées par la méthode MID/MMM en fonction du 

nombre éléments à la fréquence f=0,01Hz, μr=10 

 

Considérons le problème à la fréquence f=0,01 Hz et avec une perméabilité 10=µr . 

L’épaisseur de peau est de 0,2m, donc nous pouvons considérer qu’il n’y a pas d’effet de 

peau dans notre cas d’étude (l'épaisseur du disque faisant 0.05 m). Les pertes Joule 

calculées par la méthode éléments finis axisymétrique sont de 7,87 E-9 (W).  

La Figure  4.12 représente le calcul des pertes Joule issus le couplage MID/MMM en 

fonction du maillage. Nous remarquons que la méthode MID/MMM mise en œuvre 

présente des résultats proches de ceux obtenus avec la méthode MEF axisymétrique. 

Nous n’avons besoin que 1800 éléments pour atteindre une différence de 0,3%.  Cette 

méthode semble donc pertinente pour la modélisation de région mince magnétique et 

conductrice.  

La figure 4.13 est l’image de la densité de courant calculé par le MID/MMM.  

 



          Chapitre 4 – Modélisation des régions minces en régime magnétoharmonique 

 

 

92 

Real(J) Imag(J)

Mod(J)

 

Figure  4.13  Densité de courant calculé par la méthode  MID/MM  avec f=0,01 Hz, 

μr=10 
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Figure  4.14 Influence de la perméabilité : écart sur les pertes Joule en fonction du 

rapport épaisseur du disque par rapport  à l’épaisseur de peau 
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En faisant varier la perméabilité, nous avons vérifié que le domaine de validité de la 

méthode MID/MMM est tel que e>δ . Lorsque la perméabilité augmente, l’épaisseur de 

peau diminue et la méthode de couplage MID/MMM, qui suppose les grandeurs  

physiques (M , I ) uniformes suivant l’épaisseur, cesse d’être précise car la condition de 

validité e>>δ  n’est plus vérifiée. Pour que ce couplage donne un résultat acceptable 

(écart<2%) par rapport à la méthode MEF axisymétrique, la Figure  4.8 montre que le 

rapport épaisseur du disque sur épaisseur de peau doit être inférieur à 0,7 ( 7,0/ <δe ) 

4.3 Introduction des régions minces à la méthode 

PEEC par le couplage MID/MMM/PEEC 

4.3.1 Principale du couplage 

 

Régions minces magnétiques 
et conductrices

Conducteur i

Conducteur k

Ii

Ik

Ui

Uk

?

?

 

Figure  4.15  Domaine d’étude du couplage MMM/PEEC 

 

Nous considérons maintenant un système composé de m conducteurs portant des courants 

inconnus (les conducteurs sont alimentés par des sources de tension ou relies à un circuit 

électrique) et d’un ensemble de régions minces magnétiques et conductrices de volumeΩ  

et de surface moyenne Γ   (Figure  4.15). Les interactions entre les conducteurs sont prises 

en compte par la méthode PEEC, tandis que la méthode de couplage MID/MMM est 

utilisée pour décrire des régions minces magnétiques et conductrices. Les paragraphes 

suivant présentent la mise en œuvre du couplage des deux méthodes et plus 

spécifiquement la prise en compte des interactions entre les conducteurs et les régions 

minces.  
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4.3.1.1 Influence du courant des conducteurs sur la région mince 

Le terme h0 dans l’équation ( 4.37) est inconnu, mais il peut être écrit en fonction des 

courants parcourus dans les conducteurs. Le calcul est similaire avec celui décrit au 

paragraphe 3.3.1.1 du troisième chapitre.  

Le champ magnétique au point P créé par m conducteurs s’écrit : 

∑ ∫
= Ω

Ω
×

π
=

m

i

i

i

i

i

d
rS

I
P

1
30 4

1
)(

ru
H  ( 4.39) 

où :  

I i, Si        : Courant et la section du conducteur i. 

ui      : Vecteur unité de la direction du courant dans le conducteur i. 

La collocation est écrite au barycentre de chaque élément magnétique. On obtient la 

forme matricielle: 

]].[[][ 0 IBh =  ( 4.40) 

où [I]  est la matrice de courant des conducteurs (m×1), [B] est la matrice des expressions 

de la loi de Biot – Savart obtenues avec les valeurs des courants unitaires (3n×m). [h0] est 

une matrice (3n×1).  

En introduisant l’équation ( 3.16) dans  l’équation ( 4.37), nous avons : 

0IBTGPMFI =−−







−

−µ
]].[[]].[[].[][][

1

1
d

r

 ( 4.41) 

 

4.3.1.2 Influence des régions minces (magnétiques et conductrices) sur le 

conducteur 

a) Influence des moments magnétiques M sur le conducteur 
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Figure  4.16  Interaction aimantation – conducteur 
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Comme cela est montré au paragraphe  3.3.1.2 du chapitre 3, un élément aimanté M  

génère une tension sur un conducteur (Figure  4.16). La tension aux bornes du conducteur 

k créé par n éléments aimantés est calculée par l’expression ( 3.25) : 

∑
=

ω=
n

i
kiimak mjU

1
_ .LM  ( 4.42) 

où M i est l’aimantation de l’élément i. Lmki est la mutuelle entre l’élément volumique 

aimanté i et conducteur k, déterminé par l’expression (3.24).  

L’équation ( 4.42) est écrite pour m conducteurs, nous obtenons alors la forme 

matricielle : 

]][[][ MLU mama =  ( 4.43) 

où  ][ maU  ( 1×m ) sont les tensions aux bornes de conducteurs créés par l’aimantation. 

[L ma], une matrice ( nm 3× ) représentant les mutuelles entre éléments magnétiques et les 

conducteurs et [M ] ( 13 ×n ) est l’aimantation au barycentre des éléments.  

En introduisant les équations ( 4.27) , ( 4.43) dans l’équation globale de couplage, nous 

constatons qu’il ne manque que le terme qui décrit l’influence des potentiels électriques T 

sur les conducteurs :  
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
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
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
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ma

 ( 4.44) 

où [MMM ] est la matrice des moments magnétiques ][]).[1/1(][ FIMMM −−µ= dr .   

b) Influence des potentiels électriques T de la région mince sur le conducteur 
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Figure  4.17  Interaction potentiel vecteur électrique – conducteur 

 

Un élément de courant de Foucault surfacique génère un champ magnétique sur un 

conducteur (Figure  4.17). Comme dans la méthode PEEC classique,  où l’influence est 

créée par un autre conducteur, il est nécessaire de calculer le potentiel vecteur créé par 
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l’élément de courant de la région mince et de l’intégrer sur le volume du conducteur 

influencé. De façon similaire avec la méthode PEEC classique, nous nous ramenons à la 

notion d’inductance partielle. Il est nécessaire d’ajouter le potentiel vecteur magnétique 

AFc_i créé par le courant iJ  de l’élément i à l’équation ( 3.18) : 

∫
Γ

Γ
π

µ=
i

d
r

e
P i

iFc

J
A

4

.
)( 0

_  ( 4.45) 

où r  est le vecteur entre le point d’intégration et le point P; iΓ  est la surface moyenne de 

l’élément maillé i. e est l’épaisseur de la région mince et Ji est le courant de Foucault.   

En s’appuyant sur le paragraphe 2.2.2 du chapitre 2 et sur le paragraphe 3.3.1.2 du 

chapitre 3, le terme couplage entre un élément de courant Foucault iΓ  et un conducteur k 

s’écrit : 

  ∫ ∫
Ω Γ

ΩΓ






 ⋅
π

µω=
k ic

ki
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kki cdd
r

jD
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0

4
 ( 4.46) 

Avec une densité de courant uniforme dans l’élément surfacique i, nous pouvons écrire : 

  ∫ ∫
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 ( 4.47) 

Avec un conducteur rectiligne :  

   
k

k
k

S

u
J =0  ( 4.48) 

où ku est le vecteur unitaire du conducteur k.  

Nous avons donc : 

∫ ∫
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
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En introduisant la notion d'inductance mutuelle entre l’élément de conducteur k et 

l’élément surfacique de la région mince i, nous écrivons : 

  ∫ ∫
Ω Γ

ΩΓ
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

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Alors, n éléments de la région mine conductrice créent une tension sur le conducteur k : 

∑
=

ω=
n

i
kiiCk cjU

1
_ .LJ  ( 4.51) 

L’équation ( 4.51) est écrite pour m conducteurs, nous obtenons alors la forme 

matricielle : 
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]][[][ JLU CC =  ( 4.52) 

En remplaçant [J] par la relation ][][][ TPJ ⋅= , l’équation ( 3.27) devient : 

]].[].[[][ TPLU CC =  ( 4.53) 

où  ][ CU  ( 1×m ) sont des tensions sur les conducteurs créés par les courants de Foucault  

des régions minces et [LC] ( nm 3× ) représente la mutuelle entre les éléments surfaciques 

de la région mince et les conducteurs. 

4.3.1.3 Système global d’équations couplées 

En introduisant l’équation ( 4.53) dans le système ( 4.44), nous obtenons le système 

d’équations globales : 
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 ( 4.54) 

où [LP ]= ]].[[ PL C .  

Dans ce système, le courant I et la tension U sont considérés sur chacune des branches 

des conducteurs. Afin de résoudre ce système, il est nécessaire de lui adjoindre les 

équations provenant du circuit électrique (loi des mailles ou loi des nœuds). Afin de 

diminuer le nombre d'inconnues, nous choisissons de travailler avec les mailles 

indépendantes ce qui nécessite d'exprimer les équations non plus sur les branches mais 

sur les mailles indépendantes. Pour cela, nous devons déterminer la matrice « maille – 

branche » [MB ] qui permet d’effectuer cette transformation. Cette technique a été 

préalablement présentée dans le chapitre 2. 

L’équation  ( 4.54) est développée :   
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 ( 4.55) 

Avec :  

Zm : matrice d’impédance des mailles. 

Bm: influence des courants de mailles sur les éléments du volume aimanté T
m B.MBB = . 

Lma_m : influence des moments magnétiques M  sur les conducteurs constituant les mailles 

indépendantes ][MB].[L][L matmat_m =  
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LPm : influence des potentiels électriques T sur les conducteurs constituant les mailles 

indépendantes [MB].[LP]][LPm =  

Um : tensions de maille 

L’équation ( 4.55) comporte (3n+p+nb_m) inconnues où n est le nombre d’éléments de la 

région mince, p nombre de nœuds de la surface moyenne de la région mince et nb_m est 

nombre de mailles indépendantes du circuit électrique des conducteurs. Après résolution 

du système linéaire ( 4.55), les valeurs M , T, Im sont déterminées. Le champ magnétique 

peut alors être facilement calculé. 

Ce couplage a été mis en œuvre dans l’environnement Matlab. 

4.3.2 Validation du couplage MID/MMM/PEEC 

U

 

Figure  4.18  Géométrie du cas test 

 

Nous considérons un dispositif très simple. Il s’agit d’un conducteur en cuivre de section 

carrée qui est alimenté par une source de tension (1V, 50Hz). On place une plaque 

magnétique conductrice ( 9104,50 −=ρ=µ Er ) au voisinage du conducteur (Figure 

 4.18). Les dimensions de la plaque sont de (200x200mm) et l’épaisseur de 1,5mm. 

L’objectif de la modélisation consiste à calculer les pertes Joule dans la plaque et le 

courant circulant dans le conducteur. 

Le conducteur se compose de quatre segments de section (1x1mm) et de longueur 

100mm.        

Dans ce cas d'étude, l’épaisseur de peau vaut mmmm 5,125,3 >=δ , nous pouvons donc 

considérer que le courant est uniforme dans la section du conducteur et dans l’épaisseur 

de la plaque.    

Nous modélisons ce système par deux méthodes : 
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• la méthode des éléments finis 3D avec la formulation φ−0T couplée aux circuits 

électriques 

• le coulage MID/MMM/PEEC 

4.3.2.1 Calcul du courant parcouru sur le conducteur 

Dans ce paragraphe nous comparons les courants obtenus par les deux méthodes, la 

méthode éléments finis classique (MEF) et le couplage MMM/PEEC.  Pour chaque 

méthode, nous réalisons trois modélisations correspondant à trois maillages différents afin 

d’obtenir des résultats convergents (Tableau  4.1).  

 

Méthode MEF  

Nombre d’éléments 200.000 800.000 1.400.000 

Ima(I) -3,11i -3,19i -3,21i 

Méthode MID/MMM/PEEC  

Nombre d’éléments 650 1500 2100 

Ima(I) -3,23i -3,24i -3,24i 

Tableau  4.1 –Partie imaginaire du courant dans le conducteur   

 

Dans un premier temps, nous notons qu’il est nécessaire de mailler très finement pour les 

éléments finis. En effet, la valeur des courants varie fortement en fonction du nombre 

d’éléments. Il est en particulier nécessaire de mailler très finement autour des conducteurs 

pour obtenir une prise en compte précise du couplage inductif. Le résultat obtenu, avec le 

maillage de 1.400.000 éléments, est considéré comme notre référence. Nous remarquons 

que le couplage que nous avons mis en œuvre présente des résultats similaires avec la 

référence. La différence de 0,9% est acceptable. De plus, il est à noter que la convergence 

en fonction du nombre d’inconnues est rapide, ce qui permet d’obtenir des résultats précis 

avec un nombre d’inconnues dans la plaque très limitée. Nous n’avons besoin que de 650 

d’éléments pour atteindre un résultat acceptable.   
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4.3.2.2 Calcul des courants de Foucault dans la plaque 

La Figure  4.19 représente la distribution des courants de Foucault dans la plaque issue des 

deux méthodes. Nous constatons que notre couplage et la méthode MEF donnent des 

résultats très similaires. 

Le Tableau  4.2 présente le calcul des pertes Joule dans la plaque.  La différence entre les 

deux méthodes est de 0,8% (Figure  4.20) ce qui est acceptable. Nous sommes conscients 

qu’il est nécessaire de tester cette méthode dans des cas plus complexes. Cependant, les 

premiers résultats montrent que la formulation couplée que nous avons présentée semble 

pertinente pour la modélisation du problème de  région mince conductrice et magnétique 

en présence de conducteurs.   
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0.00
4E3

a) Couplage MID/MMM/PEEC b) MEF
 

Figure  4.19  Distribution des courants de Foucault dans la plaque (A/m2) 

 

 

Méthode MEF  

Nombre d’éléments 200.000 800.000 1.400.000 

Pertes Joule 10,63 E-3 10,81 E-3 10,90 E-3 

Méthode MID/MMM/PEEC  

Nombre d’éléments 650 1500 2100 

Pertes Joule 10,69 E-3 10,76 E-3 10,81 E-3 

Tableau  4.2 – Valeur des pertes Joule dans la plaque 
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Figure  4.20  Différence (%) entre les pertes Joule calculées par notre méthode par 

rapport à la solution MEF 3D, en fonction du nombre d’éléments  

 

4.4 Formulation spéciale pour la région mince 

conductrice dans le cas général (δ>>e, δ≈e ou δ<<e) 

Dans cette partie, nous allons présenter une formulation qui permet de modéliser les 

régions minces conductrices dans tous les cas (e>>δ ou e≈δ  ou e<<δ ). Notre 

formulation peut être utilisée si les conditions suivantes sont réunies : 

• e<<L : la région est mince, (L est la longueur caractéristique de la région mince) ; 

• 1=µ r  : la région mince est non magnétique.  

4.4.1 Description de la région mince 

4.4.1.1 Problème d’une plaque conductrice d’épaisseur finie soumise à des 

champs uniformes  
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Figure  4.21  Effet de peau suivant l’épaisseur de la plaque 

 

Nous considérons le problème monodimensionnel  décrit Figure  4.21 d’une plaque 

conductrice d’épaisseur e de dimensions infinies suivant Ox et Oy. Ses deux faces sont 

respectivement soumises à deux champs sinusoïdaux extérieurs H1 et H2.  La symétrie   

du problème montre que toutes les dérivées de H et J par rapport à Oy et Ox sont nulles 

Par conséquent, l’équation à résoudre, qui est issue des équations de Maxwell ( 1.10), 

( 1.11) et ( 1.12), s’écrit: 

H
H

02

2

ωσµ=
∂
∂

j
z

 ( 4.56) 

En posant 0
2 ωσµ= ja , nous pouvons écrire : 

δ+= /)1( ja  

)/(2 σωµ=δ  
( 4.57) 

L’équation ( 4.56) devient : 

H
H

.2
2

2

a
z

=
∂
∂

 ( 4.58) 

La solution générale de l’équation est : 

azaz eBeAz ..)( += −H  ( 4.59) 

Les conditions aux limites déterminent les coefficients A et B : 

1)2/( HH =e  

2)2/( ΗH =−e  
( 4.60) 

Alors, la solution finale s’écrit : 



         Chapitre 4 – Modélisation des régions minces en régime magnétoharmonique  

 

 

103 
















 −+






 +×= az
ae

az
ae

ae
z

2
sh.

2
sh.

)sh(

1
)( 21 HHH  ( 4.61) 

 

4.4.1.2 Equation de la région mince 

z

y
x

n2

n1

1Φ

2Φ

Région mince

0µσ e

e/2
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Figure  4.22  Description du problème étude 

 

Dans le cadre de la modélisation d’une région mince, nous souhaitons utiliser la solution 

analytique du problème monodimensionnel de la plaque d’épaisseur finie soumise à des 

champs imposés H1 et H2.  La composante tangentielle du champ magnétique suivant 

l’épaisseur de la plaque est déterminée par l’expression: 
















 −+






 +×= az
ae

az
ae

ae
z SSs 2

sh.
2

sh.
)sh(

1
)( 21 HHH  ( 4.62) 

 

La densité de courant J, tangentielle à la région mince, s’écrit : 

z

zS

∂
∂

×−==
)(

1

H
nrotHJ  ( 4.63) 

En dérivant ( 4.62), on obtient: 
















 −−






 +×−= az
ae

az
ae

ae

a
z SS 2

ch.
2

ch.
sh

)( 211 HHnJ  ( 4.64) 

Le champ électrique du premier côté : 

σ
== )2/(

)2/(1
e

e
J

EE  ( 4.65) 

soit : 

( )ss 1211 HHnE α−β×=  ( 4.66) 

où :
shae

a

thae

a

σ
=β

σ
=α ,  
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En appliquant l’équation ( 4.10) sur le côté “1” de la plaque, nous obtenons :   

∫∫
ΓΓ

Γ×=Γω dwdwj ii gradnEnB ).(. 1111  ( 4.67) 

En introduisant l’équation ( 4.66) dans l’équation ( 4.67), nous obtenons : 

∫∫
ΓΓ

=Γω+Γβ−α 0...).( 1121 dwjdw iSSis nBHHgrad  ( 4.68) 

En permutant les indices “1” et “2”, nous obtenons l’équation pour le côté “2” de la 

plaque : 

∫∫
ΓΓ

=Γω+Γβ−α 0...).( 2212 dwjdw iSSis nBHHgrad  ( 4.69) 

 

4.4.2 Formulation intégrale 
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Figure  4.23  Evaluation du champ magnétique sur le côté "1"de la plaque 

 

Considérons une plaque conductrice placée dans un champ source extérieur H0. Le champ 

magnétique total en un point P quelconque est la somme du champ source et de celui créé 

par les courants de Foucault. Pour un point P se trouvant sur le côté ‘1’ de la plaque, nous 

avons : 

)()()( 1011 PPP rHHH +=  ( 4.70) 

Le champ créé par des courants de Foucault est calculé par l’expression de Biot-Savart : 

Γ×
π

= ∫ ∫
Γ −

ddz
r

z
P

e

e
r

2/

2/
31
)(

4

1
)(

rJ
H  ( 4.71) 

où r est le vecteur entre le point d’intégration et le point P, où le champ magnétique est 

calculé (Figure  4.23). Nous pouvons écrire :  
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1).2/( nrr zes −−=  et ( ) 2/3223 )2/( zerr s −+=  ( 4.72) 

En utilisant les expressions ( 4.64), ( 4.71) et  ( 4.72), l’équation ( 4.70) devient : 

Γ−
π

+= ∫
Γ

dPP ss )..(
4

1
)()( 2211011 HRHRHH  ( 4.73) 

avec :  

( )
( )∫

− −+

−−×+−=
2/

2/
2/322

11
1

)2/(

)).2/((.2/ch

)sh(

e

e s

s dz
zer

zeazae

ae

a nrn
R  ( 4.74) 

 

( )
( )∫

− −+

−−×−−=
2/

2/
2/322

11
2

)2/(

)).2/((.2/ch

)sh(

e

e s

s dz
zer

zeazae

ae

a nrn
R  ( 4.75) 

Les deux intégrales précédentes sont calculées par une méthode  numérique  (quadrature 

de Gauss adaptative  [41]).  

En introduisant l’équation ( 4.73) dans l’équation ( 4.68), nous obtenons : 

∫ ∫∫
Γ ΓΓ

=Γ













Γ−

π
+ωµ+Γβ−α 0.)(

4

1
)( 1221101021 ddwjdw ssissis nHRHRHHHgrad  ( 4.76) 

Comme nous l’avons analysé dans le premier chapitre, le champ magnétique dans l’air 

peut être décrit par la formulation en  potentiel scalaire magnétique réduit. En considérant 

une région mince sans trou, les champs tangentiels sur les deux côtés de la plaque 

s’écrivent : 

101 φ−= sss gradHH   

202 φ−= sss gradHH   
( 4.77) 

où H0s est la partie tangentielle du champ source. 1φ  et 2φ  représentent le potentiel 

scalaire magnétique de chaque côté de la plaque.  

En utilisant les équations ( 4.76) et ( 4.77), nous obtenons : 

( )

∫∫

∫ ∫

∫ ∫∫

∫∫

ΓΓ

Γ Γ

Γ ΓΓ
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Γ

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


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


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+Γφ⋅β+Γφ⋅α−

dwjdw
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22110
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)4/.(

nHHgrad

HRR

gradRgradR

gradgradgradgrad

 ( 4.78) 
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L'équation sur le côté "2" de la plaque est obtenue en permutant des indices "1" et "2". 

Pour résoudre ces équations, la surface est maillée en n éléments triangulaires. On nomme 

p le nombre de nœuds dans le maillage de la région.   

Le potentiel scalaire magnétique réduit est discrétisé sous la forme :  

∑
=

φ⋅=φ
p

j
jjr w

1

 ( 4.79) 

Nous obtenons donc un système d’équations comportant 2p inconnues (deux potentiels 

scalaires magnétiques complexes  par nœud).  

Après la résolution, les valeurs de potentiel scalaire magnétique sont déterminées. 

Ensuite, nous pouvons calculer les pertes Joule par unité de surface de la région mince 

[8] : 

∫
−

σ
=

2/

2/

2
)(

2

1
e

e

dzzP J  ( 4.80) 

 En utilisant l’expression ( 4.64), l’expression ( 4.80) devient : 

γ−γ
γγ+γγ+−γ+γ+

σδ
=

2cos2ch

)sin.chcos.)(sh..()2sin2)(sh(2/11 2
*
1

*
11

2
1

2
1 ssssssP

HHHHHH
 ( 4.81) 

où  
δ

=γ e
 

Nous pouvons également déterminer K , qui est l’intégrale de la densité de courant suivant 

l’épaisseur [19]: 

)( 121 ss HHnK −×=  ( 4.82) 

Les termes H1s et H2s sont remplacés par leurs expressions ( 4.77), nous obtenons : 

)( 211 φ−φ×= sgradnK  ( 4.83) 

Par ailleurs, le champ magnétique en un point quelconque peut être déterminé par 

l’expression ( 4.73).  

4.4.3 Validation 

La nouvelle formulation a été validée sur deux exemples numériques et comparée avec la 

méthode MEF à l’aide du logiciel FLUX [4]. 
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4.4.3.1 Sphère creuse dans un champ uniforme 

La formulation a d'abord été testée sur un problème simple sans bord. Il s’agit d'une 

sphère conductrice creuse (R = 0.1m, e = 2 mm, σ = 6E7 S / m) placée dans un champ 

magnétique uniforme H0 = [0 0 1] (A / m) (Figure  4.24). 

 

σµ0

H0 e

z

x

y

R

A (0.15,0,0)

B (0.15,0,0.1)

Chemin

 

Figure  4.24  Sphère creuse 

 

La formulation intégrale et la méthode MEF axisymétrique sont utilisées pour la 

modélisation de la sphère. Les calculs ont été effectués pour 3 fréquences : 

• Cas 1 : f=50Hz, cas où l’épaisseur de peau est grande par rapport à l’épaisseur e 

( mm2.9=δ , e>δ ). 

• Cas 2 : f=1000Hz, cas où l’épaisseur de peau est comparable à l’épaisseur e 

( mm1.2=δ , e≈δ ). 

• Cas 3 : f=4000Hz, cas où l’épaisseur de peau est faible par rapport à l’épaisseur e 

( mm1=δ , e<δ ).   

Pour chaque cas, les pertes par courant de Foucault (pertes Joule) dans la sphère ont été 

calculés et comparés avec les résultats donnés par éléments finis en axisymétrique 

(MEF_A) (Tableau  4.3). Par ailleurs, nous avons calculé et comparé le champ 

magnétique dans la région d'air à proximité de la sphère (chemin AB, Figure  4.24) avec 

les deux méthodes dans les deux cas suivant : f = 50Hz (Figure  4.25) et f = 4000 Hz 

(Figure  4.26). 

Nous pouvons constater des différences entre les deux méthodes. Ces dernières sont plus 

grandes pour les petites valeurs deδ . Le maillage de la surface doit être raffiné afin de 

prendre en compte l'évolution rapide des densités de courant. Dans ces conditions, 

compte tenu que nous avons des matrices pleines et 2 inconnues par nœud, donc la taille 

peut rapidement devenir prohibitive pour des problèmes plus complexes. 
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δ/e  
Pertes Joule (W) calculés par  la 

méthode intégrale 

Pertes Joule (W) calculés par la 

méthode MEF axisymétrique 
Diff. 

0.22 1.16E-6 1.14E-6 1.74% 

0.97 1.75E-6 1.71E-6 2.34% 

2.00 2.79E-6 2.90E-6 3.71% 

Tableau  4.3 – Valeur de perte Joule  dans la sphère 

 

 

Figure  4.25  Module du champ magnétique calculé sur le chemin AB, par les 

deux méthodes dans le cas f=50 Hz 
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Figure  4.26  Module du champ magnétique calculé sur le chemin AB, par les 

deux méthodes dans le cas f=4000 Hz 

4.4.3.2 Disque mince conducteur  

e

R
σµ0

I=1A

h

R/2

 

Figure  4.27  Disque mince conducteur 

 

Le deuxième test est le cas d'un disque mince conducteur (R = 1m, e = 20E-3m,δ  = 6E7 

S/m). Ce disque est placé dans un champ magnétique créé par un conducteur qui est 

alimenté par une source de courant I = 1A (Figure  4.27, h=R/4). Cet exemple est 

modélisé par trois méthodes numériques. La première est la méthode des éléments finis 

axisymétrique (logiciel FLUX2D). Cette approche permet d’obtenir une bonne précision 
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de calcul avec un nombre réduit d'éléments et sera considéré comme notre référence. La 

seconde utilise les éléments coques mis en œuvre dans le logiciel FLUX 3D [4]-[8]. La 

dernière est la méthode intégrale que nous avons développée.  

 

f (Hz) δ/e  
Méthode MEF 

axisymétrique 
Méthode intégrale Elément coque (MEF 3D) 

1 0.30 7.10E-7 7.31E-7 6.84E-7 

10 0.97 1.15E-6 1.18E-6 1.07E-6 

50 2.17 2.21E-6 2.26E-6 2.05E-5 

Tableau  4.4 – Pertes Joule (W)  dans le disque 
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Figure  4.28  Ecart (%) des pertes Joule 
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Figure  4.29  Ecart (%) des pertes Joule calculé par la méthode intégrale par 

rapport à la solution MEF axisymétrique en fonction du nombre 

d'éléments à la fréquence f=50Hz 

 

Pour comparer les différentes approches, nous nous intéressons aux pertes Joule calculé à 

différentes fréquences. Le Tableau  4.4 montre les valeurs de ces dernières calculées par 

les trois méthodes dans le disque. Si nous considérons la méthode MEF axisymétrique 

comme notre référence, la méthode intégrale conduit à une erreur de 2,7% pour les pertes 

par effet Joule à f = 50Hz (Figure  4.28). Cette différence peut être due à l'insuffisance du 

maillage du disque, qui conduit à une imprécision, compte tenu de l’approximation du 

premier ordre pour le potentiel. Par conséquent, la valeur des pertes Joule calculée par la 

méthode intégrale sera plus précise si le maillage du disque est raffiné ou si des éléments 

d’ordre supérieur sont utilisés (Figure  4.29). Par ailleurs, nous pouvons constater une 

différence significative pour la méthode utilisant les éléments coques, même si le 

maillage du disque est raffinée le résultat converge avec un écart de 7,1% à f = 50Hz. La 

différence peut s’expliquer par la limite de l’hypothèse d’impédance de surface pour les 

régions minces.  
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Élément coque (MEF 3D) Méthode intégrale
 

Figure  4.30  Distribution du courant surfacique (A/m) dans le disque à f=1 Hz 

Élément coque (MEF 3D) Méthode intégrale
 

Figure  4.31  Distribution du courant surfacique (A/m)  dans le disque à f=10 Hz 

Élément coque (MEF 3D) Méthode intégrale
 

Figure  4.32  Distribution du courant surfacique (A/m)  dans le disque à f=50 Hz 
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Les distributions des courants K , calculés par notre méthode intégrale sont comparées 

avec les résultats des éléments coques dans MEF 3D (figures 4.30, 4.31 et 4.32). Nous 

constatons de légères différences dans les valeurs de densité de courants, mais ces 

distributions sont très similaires. Ces différences peuvent être expliquées par les raisons 

que nous avons mentionnées ci-dessus.   

4.5 Conclusion  

Nous avons présenté des formulations intégrales, pour la modélisation de régions minces 

conductrices, dans des problèmes de magnétoharmonique : 

• région mince conductrice et magnétique dans le cas où l’épaisseur de peau est 

grande (méthode MID/MMM);  

• région mince conductrice non magnétique dans le cas où l’épaisseur de peau est 

quelconque. 

Nous avons également réalisé une méthode de couplage MID/MMM/PEEC pour 

l’introduction des régions conductrices et magnétiques dans la méthode PEEC. Ce 

couplage a pour objectif de modéliser des structures d’électronique de puissance en 

présence de blindages magnétiques.  

Chaque formulation a été validée sur des exemples académiques.  
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Conclusions et perspectives 

 

 

 

 

 

L’objectif de cette thèse était de travailler à l’introduction de régions magnétiques et 

conductrices dans la méthode PEEC. Les applications visées étaient la modélisation de 

systèmes de conducteurs complexes associés à des masses ferromagnétiques (noyaux 

inductances par exemple) et à des blindages (carcasses d’armoires électriques par 

exemple). Ce type de structure se retrouve largement dans le domaine de l’électronique 

de puissance. Nous avons délibérément choisi pour la modélisation de ces régions les 

méthodes intégrales de volumes. En effet, celles-ci restent conceptuellement très proches 

de la méthode PEEC et possèdent l’avantage de ne pas nécessiter le maillage de l’air, 

région largement présente dans les structures que nous visons à modéliser.  

 

Pour offrir une gamme  d’outils de modélisation complète, plusieurs types de régions 

doivent être traitées : les régions volumiques et les régions minces, les régions 

conductrices et/ou magnétiques, ceci quelques soient les épaisseurs de peau. Même si 

tous les types de régions n’ont pas été traités et couplés à PEEC dans cette thèse, un 

certain nombre formulations a pu être mis en œuvre. Nous en faisons ici un bilan : 

 

Un premier couplage a permis l’introduction de régions volumiques ferromagnétiques  

non conductrices dans la  méthode PEEC. Ces régions ont été modélisées avec la méthode 

des moments magnétiques (MMM). En introduisant la matrice impédance calculée par la 

méthode PEEC et en calculant les termes de couplage avec la méthode des moments, il 

est possible de prendre en compte des géométries simples de matériaux magnétiques et 

d’en déduire les courants dans les circuits associés. Nous avons validé notre approche sur 

un problème simple en comparant nos résultats avec la méthode éléments finis et la 
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méthode élément finis couplée à PEEC. Notre couplage donne des résultats parfaitement 

acceptables et même très compétitifs en termes de place mémoire et de temps de calcul 

pour des géométries simples. Ce couplage a été mis en œuvre pour modéliser un dispositif 

d’électronique de puissance possédant une géométrie d’inducteurs complexe.  

 

La suite des travaux s’est intéressée à l’introduction des matériaux magnétiques et 

conducteurs dans la méthode PEEC. Nous nous sommes ici focalisés sur la modélisation 

de blindages. Une formulation intégrale spécifique a été développée pour la modélisation 

des régions minces conductrices et magnétiques à grande épaisseur de peau. Cette 

formulation a été validée à l’aide d’un exemple axisymétrique. Les résultats obtenus en 

comparaison avec la méthode des éléments finis nous ont permis de valider notre 

approche. Celle-ci  conduit à des résultats relativement précis avec un nombre de degrés 

de liberté relativement peu élevés. Le couplage de cette formulation avec la méthode 

PEEC a été implémenté et validé.  

 

Nous avons ensuite développé une formulation originale pour décrire des régions minces 

conductrices non magnétiques qui présentent un effet de peau quelconque. La 

comparaison avec la méthode des éléments finis sur des exemples simples montre sa 

performance. Le couplage avec la méthode PEEC n’a pas été mis en œuvre. De plus, cette 

formulation est limitée actuellement au cas de matériaux  non magnétiques. Elle constitue 

toutefois une base solide pour la continuation de ces travaux. 

 

Il reste donc un nombre important de travaux à réaliser. Il convient tout d’abord de 

coupler cette dernière formulation avec PEEC. Ce couplage ne devrait pas présenter de 

difficulté. Il permettrait de remplacer dans le logiciel InCa3D, les maillages réglés 

directement issus du formalisme PEEC (conducteurs bidirectionnels) par des maillages 

plus généraux (triangles) et donc plus faciles à générer pour les géométries industrielles. 

Enfin, il faudra adapter cette formulation intégrale pour permettre la prise en compte des 

matériaux magnétiques et conducteurs quelles que soient leur épaisseur de peau. 

   

Un autre point clé est la prise en compte de régions directement connectées avec les 

conducteurs PEEC. Dans nos travaux, les régions PEEC et les régions traitées par 

méthode intégrales étaient toujours indépendantes électriquement. Il faudra prendre en 

compte ce type de connexion si on désire un jour calculer le courant se rebouclant par la 

carcasse d’un avion ou d’une voiture par exemple. 
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Les méthodes intégrales que nous avons présentées conduisent à la génération de 

systèmes matriciels pleins qui augmentent inexorablement les tailles mémoire et les 

temps d’intégration et de résolution. Il est donc nécessaire, si l’on veut accéder à la 

modélisation de dispositifs possédant une complexité industrielle de se pencher sur les 

problématiques de compression matricielle. Un de ces types d’algorithmes porte le nom 

de « Fast Multipole Method » (ou FMM) et notre laboratoire en a récemment développé 

une version. Un couplage entre cette approche avec la méthode PEEC, réalisé 

actuellement dans le cadre de la thèse de NGUYEN Trung Son, donne déjà de très bon 

résultat. Il conviendra donc de compresser les formulations intégrales développées dans 

cette thèse avec une approche du type FMM. Un premier essai a été réalisé par NGUYEN 

Thanh Trung lors de son stage de master pour la formulation tôle conductrice à grande 

épaisseur de peau. Un disque discrétisé avec 30.000 éléments de maillage a pu être traité.  

 

Enfin toutes les méthodes développées deviennent très lourdes en complexité et en 

nombre de degrés de liberté. Les schémas électriques équivalents ne peuvent plus être 

introduits directement dans les logiciels circuit. Il est donc impératif de mettre en œuvre 

des techniques de réduction de modèle pour permettre des modélisations système 

globales. 
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 Annexe  

Hypothèses dans la modélisation des 

structures d’électronique de puissance à 

basse fréquence  
 

 

 

 

A.1    Introduction  
 

Dans le contexte de la modélisation d’une structure d’électronique de puissance à basse 

fréquence, l’approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS) a été utilisée d’un 

bout à l’autre de cette thèse. Le but de cette annexe est de présenter la condition pour 

pouvoir utiliser l’ARQS et ses conséquences dans l’écriture des équations Maxwell.  

 

A.2    Approximation des régimes quasi-stationnaires 
 

Dans le domaine électromagnétique, l’approximation des régimes quasi-stationnaires 

consiste à considérer comme négligeable de temps de propagation des ondes 

électromagnétiques devant la période du signal.   

Ainsi, pour une onde électromagnétique sinusoïdale de période temporelle T, de vitesse c  

et de longueur d’ondeλ , telle que Tc.=λ , et pour un observateur situé à une distance D 

d’un point quelconque du circuit, on est dans le cadre de l’ARQS si λ<<D  : on choisit 

une distance limite égale à 6/λ .  
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A.2.1 Constante de temps de déplacement des charges dans 

les matériaux  

 

Rappel de l’équation de Maxwell-Ampère :  

  
t∂

∂+= D
JrotH  (A.1) 

En prenant la divergence de cette expression, on obtient : 

  0)( =
∂
∂+

t
divdiv

D
J  (A.2) 

On considère les matériaux ayant la permittivité relative de 1.    

En combinant avec les équations : 

ED .0ε=   (A.3) 

EJ σ=   (A.4) 

On a donc : 

    0
)(

0

=
∂

∂+
ε
σ

t

div
div

D
D  (A.5) 

En utilisant de l’expression ( ρ=Ddiv ), on obtient l’équation différentielle suivante : 

    0
0

=
∂
ρ∂+ρ

ε
σ

t
 (A.6) 

La résolution de cette équation différentielle :  

    
t

et 0.)( 0
ε
σ

−
ρ=ρ  (A.7) 

Lorsque l’on réalise l’application numérique avec du cuivre afin de connaître la constante 

de temps τ du système, on obtient : s
cuivre

19
6

12
0 10.5,1

10.6,59

10.85,8 −
−

==
σ

ε
=τ  

Dans la gamme de basse fréquence qui nous intéresse (jusqu’à quelques 10aine de MHz), 

la valeur de constante de temps est très inférieure aux périodes rencontrées (T=10-7 s  avec 

f=10MHz). Etant donnée la vitesse d’établissement des charges dans le cuivre, il est 

possible de négliger le terme  
t∂

∂D
dans l’expression (A.1). Par conséquent, l’équation de 

Maxwell-Ampère devient : 

  JrotH =  (A.8) 
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A.2.2  Loi de nœuds de Kirchhoff 

 

Si on applique l’opérateur divergence à l’équation (A.8), on obtient : 

  JrotH divdiv =)(  (A.9) 

Ce qui, d’après les règles de l’analyse vectorielle, donne : 

  0=Jdiv  (A.10) 

Si l’on applique le théorème Ostrogradski : 

  0.. ===Ω ∫∫∫∫∫
Ω S

Idddiv SJJ  (A.11) 

Alors, la somme algébrique des intensités passant par un nœud est nulle. 

 

A.2.3  Négliger l’effet capacitif des conducteurs 

 

Dans la gamme de basses fréquences, nous pouvons négliger l’effet capacitif. Pour 

vérifier cela il est possible de décomposer les effets capacitifs en deux types : l’effet d’un 

conducteur sur lui-même et l’effet entre deux conducteurs.  

Dans le premier cas, l’effet capacitif est négligeable parce que la durée de déplacement 

des charges dans les conducteurs est très faible (le terme 
t∂

∂D
 est négligé).  

Dans le second cas, au vu que la démonstration théorique semble plus difficile à réaliser, 

afin de vérifier cette hypothèse une comparaison de la partie inductive par rapport à la 

capacitif  de deux barres placées en parallèle a été effectuée par J-M. Guichon dans sa 

thèse [18].   

40 mm

10 mm 140 mm

1 m

 

Figure A .1  Deux jeux de barre en parallèle  
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Le tableau A.1 présente la partie inductive et capacitive pour les fréquences 50 Hz et 1 

kHz. Au vu de ce résultat il est possible de négliger la partie capacitive des jeux de barres 

aux fréquences considérées.  

 

Fréquence   50 Hz 1 kHz 

Partie inductive (ohm) 3,09E-4 6,00E-3 

Partie capacitive (ohm) 2,53E+5 12,65E+3 

Tableau A.1 – Contribution de la partie inductive et capacitive dans l’impédance 
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DEVELOPPEMENT DE METHODES INTEGRALES DE VOLUME EN 
ELECTROMAGNETISME BASSE FREQUENCE.  

PRISE EN COMPTE DES MATERIAUX MAGNETIQUES ET DES RE GIONS 
MINCES CONDUCTRICES DANS LA METHODE PEEC 

 

 

Résumé : 

 

Cette thèse concerne l’étude des dispositifs d’électronique de puissance du point de vue de la 
modélisation. Ces derniers sont souvent constitués de conducteurs ayant des dimensions 
géométriques très hétérogènes (plaque à épaisseur faible devant la largeur et/ou la longueur par 
exemple) dont la modélisation est difficile. Les méthodes d'interactions proches, comme celle des 
éléments finis, sont mal adaptés car elle nécessite la discrétisation de la région air (maillage). Pour 
cette raison, les travaux ont été orientés vers l'utilisation et le développement des méthodes 
intégrales : méthode PEEC, méthode des moments magnétiques, méthode intégrale de volume, ces 
dernières étant particulièrement bien adaptées au calcul des interactions à distance...  

Les applications visées sont la modélisation de systèmes de conducteurs complexes associés à des 
masses ferromagnétiques (noyaux inductances par exemple) et à des blindages (carcasses 
d’armoires électriques par exemple). Ce type de structure se retrouve largement dans le domaine 
de l’électronique de puissance. Plusieurs formulations intégrales ont été proposées permettant la 
prise en compte des régions volumiques magnétiques et des régions minces conductrices et/ou 
magnétiques au sein de la méthode PEEC. 

 

 

Abstract :  

 

This thesis concerns the study of power electronic device modelling. These devices are often 
composed of conductors with heterogeneous geometric dimensions (plate where the thickness is 
much smaller than its width and / or length, for example) whose modelling is difficult. Because of 
the inadequacy of finis methods (finite element method, finite volume method) with these 
structures, the work has been directed to the integral method: PEEC method, magnetic moment 
method, volume integral method… 

This work consists in the introduction of magnetic and conductive regions in the PEEC method. 
Target applications are the modeling of complex conductors systems associated with 
ferromagnetic masses (e.g., core inductors) and shielding (casings of electrical cabinets, for 
example). This type of structure is widely found in the field of power electronics. In order to 
provide a complete modeling tool, many types of regions were processed: volume regions, thin 
regions and conductive and/or magnetic regions, with any skin thickness. 
 

Mots clés : Méthode PEEC, méthode intégrale de volume, régions minces, couplage 

méthode.  

 


