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CHAPITRE 1

Historique

L’objet de cette these est I'étude des grandes déviations pour les temps locaux
d’auto-intersections de marches aléatoires. Le premier chapitre est consacré a faire
un historique de cette question. Nous commencerons par des rappels sur la théo-
rie des grandes déviations avant de donner les motivations historiques (notamment
physiques) de ce type de probleme et les premiers résultats sur la question.

1. Grandes déviations

1.1. Fondements. La théorie des grandes déviations s’intéresse a 1'étude des
événements rares, c’est a dire les événements dont la probabilité de se réaliser est
petite. On peut commencer cette présentation par un exemple simple.

Considérons une suite (X;,7 = 1,--- ,n) de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi normale centrées réduites. Notons X,, = % 23:1 X;
la moyenne des X;. La loi des grands nombres nous apprend que presque stirement,
X, converge vers (. Par conséquent on a pour tout a > 0,

lim P (|X,|>a)=0.
n——+0o0o
L’événement {)_(n > a} est donc un événement atypique, on force notre processus a
excéder sa moyenne. La théorie des grandes déviations cherche a quantifier plus pré-
cisément la probabilité de ce type d’événement. On peut remarquer que dans notre
exemple X,, suit alors une loi normale centrée et de variance 1/n. Par conséquent
on a,

P(|X,| >a) =1—P(IN(0,1/n)| < a)
=1-P(IN(0,1)| < vna)

”v—z—w/mexp(‘—)d

On peut aisément encadrer I'intégrale précédente par

(o) L () 2 [ o) ().

pour finalement obtenir que

lim —logIP’(|X | >a) =——

n—+oo n 2 ’
7



8 1. HISTORIQUE

ou bien encore que

- 2
P (|Xn\ > a) ~ exp (—%) ,

ot a, ~ n, & lim &=
+o00 n—-+oo "

La probabilité pour que le processus X,, réalise un événement atypique comme

’ : : ’T'L(l2
excéder sa moyenne est donc approximativement de exp <_T> Nous avons donc

réussi avec cet exemple simple a quantifier la probabilité d’un événement rare, ici
qu’'une moyenne de gaussiennes centrées dépassent 0. On dira que n est la vitesse de
la déviation et que la fonction a — a?/2 est la fonction de taux de la déviation.

Ce petit calcul nous amene a nous poser plusieurs questions. D’abord, que peut-
on dire si I'on se place dans la situation classique des probabilités ou la loi des
X, est inconnue mais ou les X; sont indépendantes et identiquement distribuées?
Ensuite, peut-on obtenir des résultats assez généraux si l'on affaiblit encore les
hypotheses en ne supposant plus que les variables aléatoires sont indépendantes,
mais qu’on a seulement un processus de Markov ? Mais d’abord quel pourrait étre
I’énoncé rigoureux d’un principe de grandes déviations. Donsker et Varadhan ont
introduit 1’énoncé rigoureux d’un principe de grandes déviations dans plusieurs ar-
ticles [DV75b],[DV75a],[DV76]. Cet énoncé est celui aujourd’hui utilisé et nous
I’énongons ici. On renvoie pour toutes les définitions, pour tous les résultats énoncés
dans cette cette section et la suivante ainsi que pour leur démonstration a I'ouvrage
de Dembo et Zeitouni [DZ10]. On se place sur X un espace topologique muni de sa
tribu borélienne Bx.

DEFINITION 1.1 (Fonction de taux). Une fonction J : X — R est une fonction
de tauzx si elle est semi-continue inférieurement, c’est a dire si les ensembles de
niweaur V(o) = {x tel que J(x) < a} pour a > 0 sont fermés. On dira que J est
une bonne fonction de tauz si ces ensembles de niveaux sont compacts.

DEFINITION 1.2 (Principe de grandes déviations). La famille {u.} de probabilités
sur (X, Bx) satisfait un principe de grandes déviations avec pour fonction de tauz
J si pour tout I' C Bx

—inf J(x) < lim i&lfelog pe(I') < limsupelog p (I') < —inf J(x)
o e—

xzel =0 zel

L’énoncé d’'un principe de grandes déviations peut s’exprimer de maniere équi-
valente comme suit :

DEFINITION 1.3. La famille {u.} de probabilités sur (X, Bx) satisfait un principe
de grandes déviations avec pour fonction de tauzr J si

(1) pour tout ouvert O de Bx,

. S
11I£1()Ilf610g we(0) > ;Iel(fj J(x)

(2) pour tout fermé F de Bx,
lim sup elog p(F) < — inf J(x)

e—0 ek
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Cette derniere définition est d’ailleurs plus souvent utilisée.

REMARQUE 1.4. [l existe une version affaiblie du principe de grandes déviations.
On dira que la famille {u.} de probabilités sur (X, Bx) satisfait un principe de
grandes déviations restreint avec pour fonction de tauz J si la borne supérieure est
seulement valable pour des ensembles compacts.

Revenons maintenant a la premiere question que nous nous sommes posée, c¢’est a
dire que peut-on dire si I’on considere une suite de variables aléatoires de loi inconnue,
mais indépendantes et identiquement distribuées. Un résultat connu souvent sous
le nom de Théoreme des grandes déviations, dii au mathématicien suédois Harald
Cramér répond a cette question. On énonce tout t’abord ce théoreme dans le cas de
la dimension 1, c’est a dire lorsque les variables aléatoires sont a valeur dans R ou
les hypotheses sont un peu plus faibles.

On note (-, -) le produit scalaire sur R%. Pour X, une variable aléatoire & valeur
dans R?, on note

A(N) = log E [exp ((A, X1))] (1)
la log-Laplace de la loi de X et

A (z) = Sup {Az — AN}

la transformée de Legendre de A.

THEOREME 1.5 (Théoréeme de Cramér sur R). Soit (X;,i =1,---,n) une suite

de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées a valeurs
dans R.

(1) Pour tout fermé F C R,
1 _
lim —logP (X, € F) < — inf A*(z).

n—+oo N zeF

(2) Pour tout ouvert O C R,

1 _
lim —logP (X, € O) > — inf A*(x).
L 7 o8P (Xn € 0) 2 ~ I A(@)
Dans la version étendue & R? de ce théoréme, il faut pour que ’énoncé soit
correct, supposer en plus que la log-Laplace de la loi de X, soit définie sur R? en
entier. Notons D, le domaine de définition de cette derniere.

THEOREME 1.6 (Théoréme de Cramér sur RY). Soit (X;,i=1,---,n) une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées a valeurs
dans R?. Si on suppose que Dy = R? alors

(1) pour tout fermé F C R,
1 _
lim —logP (X, € F) < — inf A*(z),

n—-+oo 1 xeF
et
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(2) pour tout ouvert O C R,

1 _
lim —logP (X, € O) > — inf A*(x).
S losP (X € 0) 2 =~ )

La fonctionnelle A* est un élément central de la théorie des grandes déviations.
C’est pourquoi nous énongons maintenant une proposition qui montre quelques pro-
priétés simples mais intéressantes de celle-ci, et qui seront intéressantes pour la suite
de nos travaux.

PROPOSITION 1.7. La fonction A* est convexe et semi-continue inférieurement.

DEMONSTRATION. A* est semi-continue inférieurement en tant que suprémum
de fonctions linéaires. Par ailleurs, soient u € [0,1] et z,y € R,
A" (uz + (1 — w)y) = sup {A(uz + (1 — w)y) — A(N)}

AER

< ul*(x) + (1 —u)A*(y).
0J

Une étape supplémentaire dans le processus de généralisation des résultats de
grandes déviations est ’abandon de I’hypothese d’indépendance au profit de celle
plus faible, de processus Markovien. Cette généralisation a été I'objet des travaux de
Donsker et Varadhan dans une série d’articles publiés a partir de 1975 [DV75a],[DV76].

1.2. Outils. On a vu (Théoreme 1.5) que sous certaines hypotheses, une suite
de variables aléatoires pouvait satisfaire un principe de grandes déviations. Nous
présentons dans cette section un certain nombres de critéres qui permettent d’obtenir
des principes de grandes déviations, et des outils qui autorisent un transfert des
principes de grandes déviations. La question du transfert d’un principe de grandes
déviations est la suivante. On considere une fonctionnelle et un processus aléatoire
satisfaisant un principe de grandes déviations. Quelles conditions doit-on mettre
sur la fonctionnelle pour que la fonctionnelle du processus satisfasse a nouveau un
principe de grandes déviations.

1.2.1. Principe de contraction. Ce principe permet de transférer un principe de
grandes déviations connu pour une famille de probabilités {u.}, & une nouvelle fa-
mille p. o f~! si f est continue dans la topologie o1 se réalise le principe de grandes
déviations. On considere X et Y deux espaces topologiques de Hausdorff munis de
leur tribus boréliennes Bx et By.

THEOREME 1.8. Soit f : X — Y wune application continue. Si la famille de
probabilités {u.} satisfait un principe de grandes déviations sur (X, Bx) avec pour
fonction de tauz J, alors la famille de probabilités {u. o f~'} satisfait un principe
de grandes déviations sur (Y, By) avec pour fonction de taux J:Y — R* définit
par

J(y) = inf {J(x),z € X, f(x) = y} .
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DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que pour tout ouvert O de By, f~1(0)
est ouvert et

lir%elogueof_l(O)Z—inf{J(x),IEf 0)} =- mf{ ),yEO}.
€
On procede de la méme maniere pour la borne supérieure sur les fermés. O

On peut donc appliquer un principe de contraction pour obtenir un principe
de grandes déviations a partir d’un autre principe de grandes déviations sous cer-
taines hypotheses de continuité. Si le principe de grandes déviations est restreint,
on ne peut pas obtenir directement la borne supérieure. Par contre, si on a aucune
hypothese de continuité sur la fonction f, on ne peut pas appliquer ce type de mé-
thode. On peut partiellement réussir dans le cas ou la fonction f est semi-continue
inférieurement (respectivement semi-continue supérieurement) en obtenant la borne
inférieure (respectivement supérieure) du principe de grandes déviations.

On peut par exemple "forcer” la borne supérieure en montrant que la famille de
probabilités est exponentiellement tendue a I'aide du théoreme suivant :

THEOREME 1.9. Si la famille de probabilités {u.} sur (X, Bx) satisfait un prin-
cipe de grandes déviations restreint et si elle est exponentiellement tendue, alors elle
satisfait un principe de grandes déviations “entier”.

1.2.2. Théoreme de Gartner-Ellis. On présente dans ce paragraphe le fameux
Théoreme de Gartner-Ellis qui offre une généralisation du Théoreme 1.5 a un espace
topologique X. X est toujours un espace topologique de Hausdorff. On note X* le
dual topologique de X, c’est a dire ’ensemble des formes linéaires continues sur
X. Pour g une famille de probabilités sur X, on note A, la Log-Laplace de .
désormais une application de X* dans R définit par :

VAe XA, (M) = log/ exp (A(z)) due(z).
X
Nous avons besoin de deux définitions pour énoncer le théoreme.

DEFINITION 1.10 (Tension exponentielle). La famille de probabilités {u.} sur
(X, Bx) est dite exponentiellement tendue si pour tout a > 0, il existe un compact
K tel que

lim sup € log p.(K°¢) < —a.

e—0

DEFINITION 1.11 (Gateaux différentiabilité). Une application f : X* — R est
dite Gateaux différentiable si pour tout \,0 € X* la limite

o SO 1) = O

t—0 t

existe.

THEOREME 1.12. Soit {u.} une famille de probabilités sur (X, Bx) exponentiel-
lement tendue. Si la limite

A() = hmeA .(-/e)
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existe, est Gateaux différentiable et est semi-continue inférieurement par rapport a la
topologie faible, alors {u} satisfait un principe de grandes déviations avec la bonne
fonction de taux A*.

REMARQUE 1.13. Comme on peut le voir ci-dessus, le calcul des moments ez-
ponentiels de la famille de probabilités {u.} permet par Uintermédiaire du théoréme
de Gdrtner-Ellis d’obtenir les grandes déviations pour la famille {p.}. Néanmoins
comme on l'a vu précédemment, la fonctionnelle A* est toujours convexe. Or la
fonction de tauzr d’un principe de grandes déviations ne [’est pas mécessairement.
Dans ce cas, l'usage d’une méthode type Girtner-Ellis peut permettre d’obtenir les
bonnes vitesses de déviations mais ne donnera jamais la bonne fonction de taux.

1.2.3. Lemme intégral de Varadhan. Le lemme intégral de Varadhan est un peu
la réciproque du théoreme de Gértner-Ellis. En effet celui-ci permet a partir d’'un
principe de grandes déviations, d’obtenir les asymptotiques des moments exponen-
tiels. On a besoin ici d’'une hypothese un peu plus forte sue I'espace topologique X,
puisqu’on suppose que X est régulier.

THEOREME 1.14. Si la famille {u.} satisfait un principe de grande déviations
sur (X, Bx) avec pour bonne fonction de tauzr J, et si ¢ est une fonction continue
bornée de X dans R, alors

limelog/ exp <M> due(x) = sup{o(z) — J(z),z € X}.
e—0 X €

1.2.4. Principes restreints. On rappelle qu'un principe de grandes déviations est
dit restreint si la borne supérieure n’est seulement valable que sur des ensembles
compacts. Dans ce cas, on ne peut utiliser un principe de contraction ou bien encore
un lemme intégral de Varadhan. Il est donc souvent utile d’obtenir un principe
de grandes déviations "complet”. Pour obtenir un principe “complet” a partir d'un
principe restreint, il est par exemple possible de "forcer” la borne supérieure en
montrant que la famille de probabilités est exponentiellement tendue a 1’aide du
théoreme suivant :

THEOREME 1.15. Si la famille de probabilités { .} sur (X, Bx) satisfait un prin-
cipe de grandes déviations restreint et si elle est exponentiellement tendue, alors elle
satisfait un principe de grandes déviations “entier”.

Une autre solution est d’utiliser un méthode de compactification. En effet, si
on considere (X;,¢t > 0) un processus aléatoire sur R? qui satisfait un principe de
grandes déviations restreint, alors le processus (X[, ¢ > 0) projeté sur le tore de
rayon R satisfait un principe de grandes déviations "complet” puisque les ensembles
fermés du tore sont compacts.

2. Intersections de marches aléatoires

Nous entrons ici dans le vif du sujet, a savoir les intersections de marches aléa-
toires. Cette notion n’est pas unique et recouvre un certain nombre de quantités
différentes apparues au fil du temps et des différents travaux écrits sur le sujet. Nous
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commengons donc par introduire différentes quantités liées aux intersections de pro-
cessus aléatoires qui nous serviront tout au long de ce chapitre. Notons 9, la fonction
telle que 0,(y) = 1 si x = y et 0 sinon. Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire sur Z2.
On note :

t
Vo € 74, 1,(x) :/ 62(X,)ds
0

le temps local de la marche a I’état x, qui correspond au temps passé par la marche
a I’état x avant l'instant ¢. On notera

Vp>1, I, = Z Iy ()
x€Z
le temps local d’auto-intersections. Le temps local d’auto-intersections -quantité qui
nous intéresse en premier lieu- mesure dans quelle mesure la trajectoire de la marche
s'intersecte. En effet, il est facile de voir que si la marche passe un temps de 'ordre
de 1 sur chaque site visité, alors I; sera de 'ordre de t. Par contre, si la marche reste
tout le temps ¢ sur un seul site, alors [; sera de l'ordre de t?. Il semble donc bien
que le temps local d’auto-intersections mesure les intersections de la marche. Cette
affirmation est en fait tres claire si p est entier. On peut en effet dans ce cas réécrire

1, sous la forme
t p
I, = Z P(r) = Z </ 5$(Xs)ds>
0

x€Z4 x€Z4

t t
:// ]I{Xslz---:XSp}dsl--dsp.
0 0

On voit alors apparaitre les intersections de la marche aléatoire. Cette quantité
étant 1'objet principal de nos recherches, nous en reparlerons en détail plus tard.
On, notera

R; = card {X;,0 < s < t}

le nombre de points distincts visités par la marche avant I'instant ¢. Historiquement,
c’est sans doute la premiere notion introduite liée aux intersections de processus.
Elle est liée aux intersections puisque plus le nombre de points visités par la marche
est petit, plus la trajectoire ce cette derniere s’intersecte.

Pour p marches indépendantes Xt(l), e ,Xt(p ) on note

Qt:/[()t] ]I{Xg)=---=X§f)}d81---dsp

le temps local d’intersections mutuelles. Cette quantité mesure les intersections de p
marches indépendantes, elle est intimement liée au temps local d’auto-intersections
comme le montre I'inégalité suivante :

p 1/p D 1/p »
Q" = (Z Hli“(x)) < (H K ) 53
‘ P i=1

z€zZ? i=1

l(i)

t

)"
(2)
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Toujours pour p marches indépendantes, on note
Jy = card{{Xﬁ}),O <5 < t} N---N {ng),O <s, < t}}

Cette quantité est le nombre de points communs aux trajectoires de p marches
indépendantes. J; est 'analogue de R; pour p marches indépendantes.

Certaines de ces notions existent aussi dans le cas de processus continu comme
le mouvement Brownien. Soit (B;,t > 0) un mouvement Brownien d-dimensionnel
et p > 1. Formellement, le temps local d’auto-intersections du mouvement Brownien

o st [ ( / t @(Bs)ds)pdx. 3)

Si cette quantité est bien définie en dimension 1, elle explose dans les dimensions
supérieures (voir par exemple Proposition 2.3.5 et 2.3.6 dans [Chel0]). Néanmoins,
dans le cas de la dimension 2, Varadhan [Var69] a proposé une méthode de renor-
malisation basée sur la décomposition géométrique que nous verrons dans la Section
3.1 du Chapitre 2 qui permet de définir le temps local d’auto-intersections comme
suit :

_ / /{0<r<8<t}60{W(7*)—W(s)}drds—IE [ / /{O<T<S<t}5o{W(r)—W(s)}drds

Malheureusement, cette méthode est propre au cas p = 2. La question de I'existence
du temps local d’auto-intersections renormalisé pour des valeurs de p autres que 2
a été traité dans le courant des années quatre-vingt par différents auteurs. Dynkin
[Dyn84] en application de son célebre théoreme d’isomorphisme dont nous utilisons
une version dans nos preuves (Cf Théoreme 4.1 du Chapitre 3), donne 'existence
du temps local renormalisé. Viendront ensuite d’autres méthodes proposées par Ro-
sen [Ros86], Dynkin a nouveau [Dyn86],[Dyn88al,[Dyn88b], Le Gall [LG9I0] et
Rosen et Yor [RY91] dans le cas p = 3.

Pour p mouvements Browniens indépendants Bt(l), e ,Bt(p Vet A C (RT)” on
note
/H(so (D = B ) dsy -+ ds,
A =2

le temps local d’intersections mutuelles durant I'intervalle de temps A. C’est I'ana-
logue de J; pour le mouvement Brownien.

2.1. Les premiers travaux. Les premiers travaux liés aux intersections de
processus sont sans doute dus a Erdds. Des 1950 il s’'intéresse avec Dvoretzki [DE51]
au nombre de points visités par une marche aléatoire avant l'instant ¢. Puis en 1960
il travaille avec Taylor sur les possibles points communs d’une marche considérée sur
deux intervalles de temps distincts [ET60a], et sur le nombre de retour a l'origine
d’une marche [ET60Db]. Les intersections du mouvement Brownien l'intéressent tout
autant puisque parallelement il étudie avec Dvoretzki et Kakutani les points doubles
du mouvement Brownien [DEKS50], les points multiples [DEK54],[DEK58] et les
points triples  DEKT57].
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A partir de 1975, ces questions ne vont plus cesser d’étre traitées. Donsker et
Varadhan en 1975 travaillent sur la saucisse de Wiener [DV75¢c|. Celle-ci est un
cylindre de rayon € > 0 centré sur la trajectoire d’'un mouvement Brownien. Les
auteurs s’intéressent au volume occupé par le cylindre pendant un temps t. Cette
quantité mesure les intersections du mouvement Brownien puisque plus le volume est
petit plus la trajectoire de la saucisse s’est recoupée. Ils montrent dans cet article la
convergence des moments exponentiels qui, comme on ’a vu sont reliés aux grandes
déviations. Puis en 1978, c’est le nombre de points visités par une marche aléatoire
avant l'instant ¢ qui est 'objet de leurs travaux [DV79]. A nouveau les auteurs
montrent la convergence des moments exponentiels. Parallelement Wolpert [Wol78]
détermine la dimension de Hausdorff de I'intersection de & mouvements Brownien
plans indépendants.

Un peu plus tard au milieu des années quatre-vingt, Geman, Horowitz et Rosen
[GHR84] ont construit le temps local d’intersections du mouvement Brownien dans
le plan en faisant tendre le rayon de la saucisse de Wiener vers 0. A la suite de cet
article Le Gall travaille beaucoup sur le sujet et écrit toute une série d’article sur
la saucisse de Wiener et les intersections du mouvement Brownien. Dans [LG86¢]
il prouve la convergence de 'intersection de deux saucisses de Wiener vers le temps
local d’intersection de deux Browniens indépendants. Dans [LG86a], il montre que
correctement renormalisé, le nombre de points communs a la trajectoire de deux
marches indépendantes convergent en dimension 1,2 et 3 vers le temps local d’in-
tersection mutuelles de deux mouvements Browniens indépendants. Dans [LG86b]
il étudie le cas critique de la dimension 4 ou la convergence se fait vers une distri-
bution Gaussienne. Yor travaille également activement sur le sujet. Dans [Yor85b]
il prouve une formule de type Tanaka pour le temps local d’intersections du mouve-
ment Brownien et I’applique pour retrouver la renormalisation de Varadhan [Var69].
Dans [Yor85a], il prouve une version analogue affaiblie de cette renormalisation en
dimension 3. On peut aussi citer [Yor86| ou I'auteur réécrit le temps local d’intersec-
tions sous forme d’intégrale stochastique. On voit donc que toutes ces questions liées
aux intersections de processus ont été largement et depuis longtemps étudiées. Tout
ces travaux étaient motivés par des problemes physiques que nous allons présenter
dans les sections suivantes.

2.2. Les modeles de polymeéres. Les motivations d’étude des temps locaux
d’intersections proviennent pour partie de modeles physiques tels les modeles de
polymeres. Un polymere est une longue chaine de monomeres. On peut modéliser

chaque monomere par une variable aléatoire (Y;,i = 1,--- , N) correspondant a l'in-
N

crément d’une marche aléatoire. La marche aléatoire Xy = > Y; ainsi construite
i=1

modélise le polymere. Physiquement, un polymere ne peut se recouper. Si un site de

I’espace est occupé par un des monomeres, un autre ne peut l'occuper. Cet impératif

physique est appelé par les physiciens le "volume exclu”. Ce phénomene a commencé

a étre étudié par les physiciens Temperley [Temb56], Fisher et Sykes [FS59], Domb

[Dom60] qui commencent a relier cette question au modele d’Ising, avant que de

Gennes [dG72] mais aussi des Cloizeaux [dC72] ne comprennent véritablement les
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liens entres le "volume exclu” et la théorie quantique des champs. Naturellement, le
premier modele qui vient a l’esprit pour étudier ce phénomene du "volume exclu”
est celui de la marche auto-évitante, puisque celle-ci ne se recoupe pas. Malheureu-
sement ce modele du fait du caractere non Markovien de la marche est assez difficile
a étudier, en particulier dans les dimensions petites qui intéressent en particulier
les physiciens (excepté le cas de la dimension 1 qui est trivial). Par ailleurs, il a
commencé a apparaitre qu'une compréhension des intersections des marches aléa-
toires permettraient de mieux comprendre les marches auto-évitantes. On a donc
commenceé a s’intéresser aux intersections de processus.

Au cours des années soixante, des modeles dits de marches aléatoires faiblement
auto-évitantes, affaiblissant cette interdiction faite au polymere de se recouper sont
introduits. Edwards introduit en 1965 [Edw65] un modele continu de polymeére. Le
polymere est ici modélisé par un processus continu regardé sur 'intervalle de temps
[0, 1], typiquement un mouvement Brownien. Pour a > 0, la mesure considérée v a
une densité par rapport a la mesure de Wiener p :

dv _ exp(—af(l))
dp  Elexp (—aB(1))]

ou (1) est définit par (3). Comme on I'a vu précédemment, cette quantité n’existe
pas toujours et nous considérons ici son écriture purement formelle. La mesure péna-
lise les intersections du Brownien mais ne les interdit pas. On notera que Symanzik
[Sym69]| a introduit le méme type de modele pour étudier le Boson de Higgs. On
renvoie a 'article de Westwater [Wes80], au livre de Lawler (section 6.4 de [Law91])
et a Madras et Slade [MS93] pour plus de précision. Les premiers articles de Donsker
et Varadhan sur la saucisse de Wiener [DV75b] et [DV75c] ont d’ailleurs été mo-
tivé par ces liens entre théorie quantique des champs et intersections de mouvements
Browniens que nous venons d’entrevoir.

Un analogue discret du modele d’Edwards est le modele de Domb-Joyce introduit
en 1972 [DJ72]. Le polymere est ici modélisé par une marche aléatoire simple

N
Xy=>Y
=1

ou les Y; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
représentant chaque monomere. Une interaction répulsive w est mise a chaque fois
que la chaine s’intersecte, pénalisant ainsi les intersections du polymere. Ce modele
peut-étre interprété [BS95] en terme d’auto-intersections. Pour a > 0, cela revient
a étudier la mesure

1 exp(—aly)
(2d)N E [exp (—aly)]

sur ’ensemble des marches aux plus proches voisins. Celle-ci favorise les marches
avec peu d’intersections de la méme maniere que l'interaction répulsive w pénalisait
les intersections. On remarque que si a = 0, on retombe sur la marche aléatoire
simple et que si a — +00, on a un modele de marche aléatoire auto-évitante. On
renvoie a Barrett pour une introduction physique du modele [Bar90] et a Brydges
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et Slade [BS95] ou Lawler (section 6.4 de [Law91]) pour une vision plus mathéma-
tique. Récemment, beaucoup de résultats ont été obtenu pour ce type de modele,
notamment en utilisant des méthodes de type développement en dentelles. En ce
qui concerne les marche faiblement auto-évitantes, différents théoremes limites ont
été obtenues par van der Hofstad, den Hollander et Slade pour des dimensions plus
grande que 5 dans [vdHdHS98]| et par van der Hofstad pour la dimension 1 dans
[vdHO1]. Le cas de la dimension 4 est traité par Brydges et Slade dans un ar-
ticle tout récent [BS10] utilisant des méthodes de renormalisation de groupes. Les
marches auto-évitantes ont aussi été traitées a l'aide de développement en dentelles
afin de prouver différents théoremes limites. On peut citer pour les dimensions plus
grandes que 5 Hara et Slade [HS92b] et [HS92a], puis Holmes, Jarai, Sakai et Slade
[HJSS04] et van der Hofstad et Slade [vdHS03]. Dans un des travaux qui a mené a
la médaille Fields de 2006, Lawler, Schramm et Werner ont proposé des conjectures
pour des limites d’échelles de marches aléatoires auto-évitantes en dimension 2 dans
[LSWO04].

Par la suite, on a pu rajouter des poids aléatoires aux intersections dans le but
de modéliser différents phénomenes. On regarde alors I’'Hamiltonien

HN: E WiW; ]IXZ:XJ-‘

i<j
A nouveau la mesure considérée est pour a € R,

exp(—aHy)
E [exp(—aHy)]

La littérature sur le sujet est tres développée et notre but ici n’est pas d’essayer
d’étre exhaustif, mais on peut citer sur ce sujet 'article de Derrida, Griffiths et
Higgs [DGH92] pour des charges gaussiennes, de Derrida et Higgs [DH94] pour
des charge de type Bernoulli, ou encore celui de Kantor et Kardar [KK91] pour
des charges correspondant a un modele électrique valant +1. On peut citer 'article
de van der Hodstad et Konig [vdHKO1] pour un résumé (ancien maintenant) des
résultats.

On peut conclure de ces différents modeles physiques que I'étude des grandes dé-
viations pour les temps locaux d’auto-intersections est intéressante dans deux prin-
cipales directions. D’une part, les intersections de processus apparaissent naturelle-
ment de modeles physiques, et d’autre part les physiciens sont tout particulierement
intéressés par I'étude des moments exponentiels des temps locaux d’intersections.
Or nous avons vu dans la section 1.2.2 le lien étroit qui existe entre asymptotique
des moments exponentiels et principe de grandes déviations.

2.3. Les marches aléatoires en paysages aléatoires. Nous avons vu que
les temps locaux d’intersections pouvaient étre des outils de modélisations de phé-
nomenes physiques, mais ils peuvent aussi apparaitre comme conséquence de I'ima-
gination des mathématiciens. Introduisons tout d’abord la définition suivante.

DEFINITION 2.1. Un processus (X, t > 0) est dit auto-similaire de paramétre
§ > 0 si pour tout ¢ > 0, les processus (Xe,t > 0) et (°X;,t > 0) sont égauz en loi.
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A la fin des années septante, Kesten et Spitzer a l'ouest [KS79], et Borodin
a l'est la méme année [Bor79a] et [Bor79b] introduisent un nouveau modele dit
de marches aléatoires en paysages aléatoires. Leur but était de construire de nou-
veaux processus auto-similaires. Commencons par décrire ce modele. Considérons
un individu se déplacant aléatoirement sur le réseau Z? selon une marche aléatoire
(X;,t > 0). On place sur le réseau Z? un champs aléatoire indépendant et identi-
quement distribué indépendant de la marche. A chaque fois qu’il visite le sommet z
pour la premiere fois, il tire au hasard selon la loi Y, la somme qu’il va devoir payer
ou recevoir. On s’intéresse a la somme percue ou dépensée par notre joueur. Cette
quantité est donnée par la variable

t
Z - / Y (X.)ds.
0

Il est facile de remarquer que

Si I'on suppose de plus que (Y., z € Z%) est un champs centré de variance 1, alors

conditionnellement & la marche, Var(Z;) = > [;(2)* = I;. Le temps local d’auto-
2€Z4
intersection apparait donc comme la variance conditionnelle du processus considéré.

Un certain nombre de résultats ont été obtenus sur ce type de processus comme des
théoremes de la limite centrale [KS79],[Bor79a],[Bor79b|,[Bol89], [DU10], des
théoremes limites locaux [CGPS10], [CGP11] et des résultats de grandes dévia-
tions [ACO07a],|]AC07b], [GKS07], [FMWO08]|, [Ass08],[Ass09]. On voit d’ailleurs
dans ces papiers toute I'importance d’avoir une bonne compréhension du temps lo-
cal d’auto-intersections pour étudier ce type de marches aléatoires. Ce modele a
été simultanément introduit par les physiciens Matheron et de Marsily pour 1’étude
d’écoulements aléatoires en milieux stratifiés. Ce modele a des liens profonds avec
les modeles physiques de sources aléatoires ou de spins dépolarisés en champs aléa-
toires. On renvoie le lecteur intéressé a l'article de Le Doussal [LD92]| pour une
introduction précise de ces modeles.

2.4. Plus récemment : Loi des grands nombres et théoreme central
limite. Nous allons dans cette partie présenter les principaux résultats connus au-
jourd’hui sur le temps local d’auto-intersections de marches aléatoires a 1’exception
des résultats de type grandes déviations qui feront 'objet du Chapitre suivant. Ces
résultat ont parfois été prouvé dans le cas du temps discret et d’autres fois dans
le cas du temps continu. Pour clarifier cette présentation, nous avons fait le choix
de donner tous les résultats dans le cas du temps continu. De plus, nous sommes
convaincus que ces résultats sont valables dans les deux cas, discret et continu. On
commence par donner les résultats dans le cas des marches a variance finie.

2.4.1. Marches a variance finie. Si les ordres de grandeurs sont connus depuis
longtemps, les constantes exactes elles le sont depuis peu et encore pas dans le cas de
la dimension 1. En effet, pour la dimension 1, on sait que la marche est récurrente,
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et on peut affirmer qu’on a I’équivalent suivant :

I, ~ te+1)/2.

t——+o0

Cependant, il n’existe pas de loi forte des grands nombres. Le résultat le plus aboutit
est le suivant :

THEOREME 2.2. Soit (Xy,t > 0) une marche aléatoire définit sur Z dont l'in-
crément est de moyenne nulle et de variance 0. Quelque soit p > 0,

1 d 1
PEEYID) th(x)p — o1 B(1).

TEZ

Ce résultat prouvé par Chen et Li dans [CLO4] n’est pas non plus un véritable
théoreme central limite.

Dans le cas de la dimension 2, la marche est toujours récurrente mais celle-ci
a plus d’espace pour se déplacer. Ainsi la valeur typique du temps local d’auto-
intersections sera plus faible que dans le cas de la dimension 1. Cerny a prouvé dans
[Cer07] 1a loi forte suivante :

THEOREME 2.3. Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire centrée de Z* de matrice
de covariance . Alors ¥p > 0,

I r 1
lim L = (p+ )p—l p-s,

t+oo ¢t (log t)" (27r\/det2>

ou I' est la fonction Gamma usuelle.

Dans le cas de la dimension 1, nous avions la convergence en loi du temps local
d’auto-intersections. Pour la dimension 2, ce sera toujours le cas mais le temps local
d’auto-intersection du Brownien n’existe plus formellement. On a vu que I’on pouvait
néanmoins s’en sortir en utilisant par exemple la renormalisation due a Varadhan
[Var69]. Dans cette optique, Stoll [Sto89] obtient un théoreme central limite pour
I; dans le cas p = 2 puis Rosen [R0s90] généralise le résultat avec le théoreme
suivant :

THEOREME 2.4. Soit (X, t > 0) une marche aléatoire symétrique sur Z* de
matrice de covariance I

- (= E[1) -5 ——a([0,11)

1
vdetI
REMARQUE 2.5. Notons pour étre complet que Dynkin a démontré un théoréeme

équivalent pour un autre type d’intersection et une autre renormalisation du temps
local d’auto-intersection du Brownien ([Dyn88a] et [Dyn88b]).

Pour les dimensions supérieures a 3, la marche est transitoire. Typiquement, elle
passe un temps 1 sur chaque sommet visité. On a donc I; ~ t. Becker et Konig ont
récemment prouvé la loi forte des grands nombres suivante [BK09] :
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THEOREME 2.6. Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire centrée de Z avec d > 3.
Notons ~y la probabilité de non retour a lorigine, c’est a dire P(X; # 0,Vt > 1).
Alors ¥p > 0,

“+o00
: 2 (1 _ ~\1-Fk
Jim = =1 ;k (1=7)""ps

On notera pour étre complet que ces résultats ont été prouvé quelque soit p > 0.
Le cas p = 1 est trivial et le cas p = 0 correspond au nombre de points visités par
la marche aléatoire qui a été traité par Dvoretzki et Erd6s [DE51] et par Spitzer
[Spi64].

Pour les dimensions plus grande que 3, la convergence ne se fait plus vers le temps
local d’auto-intersections du mouvement Brownien mais vers une loi Gaussienne.
Chen [Che08|] puis Asselah [Ass10] (pour d > 4) ont récemment obtenu par des
méthodes différentes le théoreme central limite suivant :

THEOREME 2.7. Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire symétrique sur Z de
matrice de covariance I'. U une Gaussienne centrée réduite. Pour d =3 et p = 2,

L (L —E[L) -5 T

Vilogt ! ! e

Pourd >4 etp=2,

1 d
— (I = E[L]) — AU
o (- El1) 4
ou A\ = \/ﬁ, Ay = \/3G(O)2+G(O)+2m§d G(x)? et G est la fonction de

Green de la marche, c’est a dire G(z) = f0+°° P(X; = x)dt.

Voila ce qu’actuellement on peut dire pour des résultats du type loi des grands
nombres et théoreme central limite pour le temps local d’auto-intersections de marches
aléatoires a variance finie. Nous nous sommes dans nos travaux intéressés au cas net-
tement moins étudié des marches a-stables. Nous énongons maintenant des résultats
analogues pour ce type de marches.

2.4.2. Marches a-stables. Rappelons tout d’abord ce qu’est un processus a-
stable.

DEFINITION 2.8 (Processus a-stable). Une variable aléatoire Y est dite stable si
pour tout k, il existe des variables aléatoires indépendantesYy,--- .Y, de méme lot
que Y et des constantes ap > 0, by, telles que

Y1-|—"‘+Ykgaky+bk-
On peut alors montrer que nécessairement ar = k* ot a €]0, 2].

On peut alors associer a chaque variable aléatoire a-stable Y un processus de
Lévy (processus a incréments stationnaires et indépendants) (voir par exemple Sec-
tion 2 du Chapitre 3 de [RY99]) qui est aussi appelé processus a-stable.
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DEFINITION 2.9. On dit que b : RT™ — R est une fonction a variation réguliére
d’ordre a si pour tout t > 0,

lim i) =
T——+00 b(x)

DEFINITION 2.10. Soit (U, t > 0) un processus a-stable. Soit b(t) une fonction a
variation réguliére d’ordre 1/c. On dit que la marche aléatoire (X, t > 0) est dans
le domaine d’attraction d’un processus a-stable si

1 d
b St U

On parlera de marche a-stable lorsque la marche aléatoire est dans le domaine
d’attraction d'un processus a-stable. On renvoie a Le Gall et Rosen [LGR91] une
introduction a ce type de marches. Pour se faire une idée du comportement de ces
marches, on peut voir que la queue de distribution de ce type de marche est de I'ordre
de t~*. En d’autres termes, pour tout € > 0, I'incrément de la marche a un moment
d’ordre o — €. C’est a dire que plus « est petit, plus la marche a tendance a sauter
loin. Ainsi lorsque a €]0, 1], la marche saute en moyenne & 'infini. Cela se traduit en
terme de récurrence/transience par le fait que ces marches sont récurrentes si a > d
et transitoire si @ < d. Nous allons maintenant donner des résultats du type loi des
grands nombres et théoreme central limite pour le temps local d’auto-intersections
de ce type de marches. Il y a comme dans le cas des marches a variances finies (cas
a = 2) trois régimes. Dans le cas ou a > d, on rappelle que la marche est récurrente,
on a nécessairement d = 1 et )

p_p;
It t—;:oo t o (4>
On remarque que cette estimée est croissante en a. C’est tout a fait logique puisque
plus «a est grand, moins la marche saute loin et donc plus elle aura tendance a
s’intersecter. Nous avons cependant un résultat plus précis. Comme corollaire d'un
résultat de Kesten et Spitzer (Lemme 6 dans [KS79]), on a le théoréme suivant :

THEOREME 2.11. Soit (X, t > 0) une marche aléatoire a-stable symétrique de
Z avec a > 1. Alors Vp €]0, 2],

1

d
tp—(p—l)/a]t — BQ).

Récemment, Chen et Li en collaboration avec Rosen (Lemme 14 dans [CLRO5))
ont prouvé le résultat plus fort suivant :

THEOREME 2.12. Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire a-stable symétrique de
Z avec o > 1 et by sa fonction a variation lente d’ordre o associée. Notons

(@) = (b))

version rééchelonée de ;. Alors
=~ d
lt ’ L17

ot Ly est le temps local du processus a-stable (U, t > 0) arrété au temps 1.
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On peut noter qu’il est possible de montrer que L, existe quand o > 1.

Dans le théoreme, | est vue comme une variable aléatoire de Z dans L;(R).
Comme corollaire de ce résultat, les auteurs retrouvent le Théoreme 2.11 pour p > 1.

Le cas a = d recouvre en fait les deux cas a =d =1 et a = d = 2. Ce sont des
cas limites ou la marche est parfois récurrente et parfois transitoire (cela dépend du
choix de la fonction a variations lentes). Cependant, 1'estimée suivante est toujours
valable :

I, ~ t(logt)’".

t——+o0

Tour récemment, dans [CGP11] (Lemme 4) Castell, Guillotin-Plantard et Péne
ont prouvé une loi des grandes nombres dans ce cas. On note I' la fonction Gamma
usuelle.

THEOREME 2.13. Pour (X;,t > 0) une marche aléatoire a-stable symétrique de
Ze.

(1) Sia=d=1 alors Vp > 0,
1 as, F(p+1)
t(logt)r—1"" (ra)p—1"
ot a est le parametre de la lot de Cauchy limite.

(2) Si v = d =2, on note X la matrice de covariance de la marche aléatoire.
Alors ¥p > 0,

1 oo Fp+1)
t(logt)r—1"" (2my/det D)p-1

Dans le cas ou a < d, la marche est transitoire et passe un temps de 1'ordre de
1 sur chaque état visité. L’estimée ne dépend donc ni de d ni de a ni de p et on a

It ~ t.
t——+o00
On peut trouver dans l'introduction d’un article de Kesten et Spitzer [KS79] que
pour une marche aléatoire a-stable symétrique (X, ¢ > 0), pour d =1 et a < d,

1 a.sS. 7 —
Wp> 0,21 5 E [zoo(())p 1} ,

o [ est le temps local de la marche aléatoire (S;,t € R) définit pour les temps
négatif par (S, ¢ < 0) la marche aléatoire retournée en temps.

REMARQUE 2.14. Considérons le cas de la dimension 1. On peut voir que si l’on
fait o — 1 dans l’équation 4, on obtient I, ~ t. On a donc bien en fait une sorte
de continuité dans les estimées du temps local d’auto-intersection avec un facteur
logarithmique transitionnel dans le cas critigue o = 1. Il n’y a donc pas de saut
comme pouvait le laisser croire les estimées dans le cas a variance finie.
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3. Un mot sur les intersections mutuelles

Une quantité connexe aux auto-intersections est les intersections mutuelles. Pour
Xi(l), e ,Xi(p ) p marches indépendantes, on rappelle que le temps local d’intersec-

tions mutuelles est donné par

-Y > a{aeeafx -)
erd il,"' ’ipzl
— Z 1D ()19 ().
z€Z
Par indépendance, on peut facilement voir que

EQ.) =Y E[IN@)]" =Y Gu(x)

x€Z4 x€Z4

ol G () = E [ ()]

L’ordre de grandeur de @),, est sensiblement différent de celui de I,,. Néanmoins,
comme nous le verrons pour le temps local d’auto-intersections dans le Chapitre
suivant, trois cas apparaissent. Le cas sur-critique p(d — 2) > d, le cas critique
p(d —2) = d et le cas sous-critique p(d — 2) < d. De l'estimée G(z) = O(|z|*>~%) (o
G(z) = nl_lgloo Gy (2) si la limite existe), on a que E[Qs] = O (3, 070 Gn(2)P) < +00

lorsque p(d — 2) > d. Ainsi () est fini presque strement dans le cas sur-critique.

Le cas critique p(d — 2) = d est en fait composé des deux cas p = 2, d = 4 et
p =3, d=3. Erd6s et Taylor [ET60a] ont tres t6t montré que dans ces cas 1a, Qo
est infini. Plus récemment, dans le cas d = 4, p = 2, Marcus et Rosen [MR97] ont
prouvé la loi du logarithme itérée suivante :

THEOREME 3.1. Soient (X\),n € N) et (XS, n € N) deuz marches aléatoires
de 7*, indépendantes identiquement distribuées symétriques, ayant des moments
d’ordre trois et une matrice de covariance I'. On a

1- Qn 1
im = :
n—+oo lognloggn  2m2 det(T)1/2

Dans la lignée de cet article Rosen [Ros97] a étudié le cas d = 3, p = 3. Il obtient
une loi du logarithme itérée équivalente :

THEOREME 3.2. Soient (XS, n € N), (X?,n € N), (X, n € N) trois marches
aléatoires symétriques de 73, identiquement distribuées, ayant une matrice de cova-
riance I' et tels que IE[|X1(1)\210g+ | X1|] < +00. On a

, @n 1

im =

n—+oo lognlogsn  mwdet(I)

Dans le cas sous-critique p(d — 2) < d, Chen (Théoréme 5.3.2 dans [Chel0]) a

obtenu la loi des grands nombres et le théoreme central limite suivant :
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THEOREME 3.3. Pour Xi(l),--~ ,X»(p) p marches indépendantes identiquement

distribuées, symétriques de matrice de covariance I'. Si p(d — 2) < d, alors

_ 2p—d(p—1)

n QS det(I) " a ([0, 17).






CHAPITRE 2

Grandes déviations pour les temps locaux
d’auto-intersections

On commence dans ce chapitre a s’intéresser de plus pres au temps local d’auto-
intersections de marches aléatoires. On donne dans un premier temps des heuris-
tiques assez grossieres, puis on présente les résultats actuellement connus et enfin on
expose les différentes méthodes de preuves proposées par les auteurs sur la question.

1. Heuristiques sur les vitesses de déviations et les stratégies

Considérons une marche aléatoire symétrique, apériodique et a variance finie sur
72, notée (X;,t > 0). Comme nous nous intéressons aux grandes déviations du temps
local d’auto-intersections, on cherche a quantifier P(1; > b}) pour b} > E[I;]. Compte
tenu des ordres de grandeur du temps local d’auto-intersection I; que nous avons vu
dans la Section 2.4 du chapitre précédent, cela revient & regarder b} > t®+1)/2 en
dimension 1, b} > t(logt)?~! en dimension 2 et b} > t en dimension 3. Par ailleurs,
on a vu que plus la marche passait du temps en un petit nombre de sites, plus
son temps local d’auto-intersection était grand. Une stratégie pour la marche pour
faire grossir son temps local d’auto-intersection serait donc de se localiser durant un
temps 7 dans une boule de rayon R afin de favoriser ses intersections. Comme une
marche a variance finie atteint le bord d’une boule de rayon R en approximativement
R? unité de temps, la probabilité qu’elle en sorte avant le temps 7 est de 1'ordre de
exp(—7/R?). Voyons maintenant le gain en termes d’intersections. On peut estimer
grossierement que durant ce temps 7, la marche passe un temps 7/R¢ dans les R?
sites de la boule de rayon R. Par conséquent

-[t ~ Rd (T/Rd)p — Tde(l—P)‘

Il ne nous reste plus qu’a optimiser cette quantité en 7 et R. D’une part on choisit
W = I, = 7P R¥1~P) puisque c’est le moins cotiteux pour la marche, ce qui nous donne
T = b, R¥ ol q est le conjugué de p. La probabilité que la marche reste localisée
dans la boule de rayon R durant un temps 7 est désormais donnée par

exp(—7/R?) = exp(—bRY172).

On cherche maintenant a maximiser cette probabilité en R. Il y a donc 3 cas pos-
sibles :

(1) Cas sous-critique : d/qg —2 <0< p(d —2) < d.
q/d
Il faut donc ici choisir R maximum. Comme R = (%) , on choisit la

27
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valeur de 7 maximum, c’est a dire ¢. Ainsi, en localisant la marche pendant

q/d
tout le temps ¢t dans une boule de rayon (i) ,on a

P(L, > B]) ~ exp (1420040

(2) Cas critique : d/qg —2 =0 < p(d —2) = d. Dans ce cas la, le choix de R et
7 n’a pas d'importance pourvu qu’on ait 7 = b, R¥9. On a dans tout les cas

P(L, > 1) ~ exp(—b,).

(3) Cas sur-critique : d/q —2 > 0 < p(d — 2) > d. On a besoin ici de choisir
R minimum, soit R ~ 1. Ainsi une bonne stratégie semble de localiser la
marche durant un temps de 'ordre de b, dans une boule de rayon 1. On a
dans ce cas la

B(I, > 1) ~ exp(—by).

On voit donc apparaitre trois cas distincts qui nous donnent des indications sur
les vitesses de déviations dans chacun de trois cas. Ces vitesses de déviations ont
parfois été prouvées avant d’obtenir les constantes exactes de déviations. Asselah et
Castell ont par exemple prouvé dans [ACO7b] les échelles de grandes déviations dans
le cas p = 2 et d > 5 (dimensions sur-critiques) puis Asselah donne dans [Ass08] les
échelles de déviations pour p = 2 et d = 3. On peut noter que Fleischmann, Mérters
et Wachtel [FMWO08| ont obtenu des inégalités de concentrations a des échelles de
déviations modérées mais sans obtenir les bonnes vitesses (a noter que les auteurs
traitent aussi les cas p = 2,d =4 et p = 3, d > 4). Les travaux précédemment cités
portaient sur des modeles de marches aléatoires en paysages aléatoires dont nous
avons parlé en Section 2.3 du chapitre précédent. Leur but en obtenant ces résultats
de vitesses de déviations étaient d’obtenir des résultats de grandes déviations pour
ce type de marches aléatoires. Ces résultats s’accompagnent aussi d’informations
qui précisent les heuristiques données ci-dessus. En effet, dans [ACOT7b] Asselah
et Castell montrent que pour p = 2 et d > 5 c’est a dire dans des dimensions
sur-critiques,

PROPOSITION 1.1. Ve > 0 et Vy > 1423 . G(x)?,

1
limsup% log P Z F(z) >ty | = —o0.

t
e o/l (z)<t/2—¢

Ce résultat prouve que les sites ot la marche passe un temps d’un ordre inférieur
a v/t ne participent pas a la déviation. Cela renforce donc I'heuristique en nous
incitant & penser que la marche passe bien un temps de l'ordre v/t sur un nombre
fini de sites, ce qui fait grossir [; jusqu’a un ordre de t. La marche est ensuite laissée
libre. On notera que ce résultat a été étendu par Asselah au cas sur-critique pour
d > 3 dans [Ass10].

Dans le cas sous-critique, Asselah [Ass10] montre que
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PROPOSITION 1.2. Pour d > 3, V& > 1,

1
lim sup lim sup —— T log P Z (x) > &t | =—c0.
A—+oco  t—+oo o/li(z)>A

Ce résultat montre que les sites trop souvent visités ne participent pas a la
déviation. Ce résultat conforte donc I’heuristique qui nous indiquait que la marche
passait un temps de l'ordre de bf /t97! sur les sites visités.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons voir tout d’abord que les échelles données
par les heuristiques sont les bonnes, et que pas moins de six approches différentes
ont été introduites dans les différents articles sur le sujet pour prouver les principes
de grandes déviations.

2. Résultats actuels

Nous présentons dans cette section les résultats de grandes déviations connus
a ce jour -dans la limite de nos connaissances- sur les intersections de marches
aléatoires. Nous distinguerons trois type de déviations, a savoir les tres grandes
déviations, les grandes déviations et les déviations modérées. On parlera de tres
grandes déviations lorsqu’on est a des échelles tres grandes devant la moyenne, c’est
a dire lorsqu’on estime P (1; > a;) pour a; > E[[;]. Les grandes déviations concernent
I'échelle de la moyenne, c’est a dire lorsque a; > E[[;], et les déviations modérées
les échelles en dessous de la moyenne, a savoir lorsqu’on regarde P (I, — E[I;] > a;)
pour /Var(l;)a; < E[I;]. On renvoie pour cette partie au livre de Chen [ChelO]
et a article de Konig [K610] qui fait le point des résultats connus sur le sujet.

Commencgons par prendre quelques notations. On notera ||-| , lanorme p classique

des fonctions définies de R? dans R et N,(-) la norme p des fonctions définies de Z%
dans R. Certains résultats énoncés ont été prouvé dans le cas du temps discret,
d’autres dans le cas du temps continu, comme précédemment on les énonce tous
dans le cas du temps continu.

2.1. Cas des marches a variance finie.

2.1.1. Cas sous-critique. 11 s’agit du cas le plus avancé. On commence par une
petite proposition liant les diverses écritures des constantes de déviations. Posons

) 1 2
Xdp = inf {5 IVallz, llglly = llglly, = 1} '

et kqp la meilleure constante dans une inégalité de Gagliardo-Nirenberg :

”gHZp 1,2 (mpd
e T {uwn“q g9 € ED 1

PRrRoOPOSITION 2.1.

1 —4q/d
Xd,p —= éﬁd’pq/ .
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lgllap

DEMONSTRATION. On peut remarquer que ’expression AU est in-
variante par la transformation g, (-) = y¥®Pg(v-). Ainsi
HgHQp 1,2 d
Rdp =SUP \ 2 /g ,g € WHRY), lgll, =17 .
IVyll;
A nouveau I'expression % est invariante par la transformation g, (-) = v%2g(y-).
On peut donc ajouter la condition ||gll,, =1 et on a le résultat voulu. O

Chen et Li [CL04] obtiennent d’abord un résultat de trés grandes déviations pour
toute valeur de p > 1 dans le cas de la dimension 1 pour des marches symétriques,
apériodiques a variance finie. Puis Chen [Che04] obtient un résultat du méme type
pour les dimensions supérieures ou égales a 2 mais pour les intersections mutuelles
de marches :

THEOREME 2.2 (Chen 2004). Soient Xt(l), e ,Xt(p) p marches aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées de Z¢ pour d > 2, symétriques et de matrice
de covariance I'. Supposons p(d—2) < d, pour toute suite (B,,), telle que 1 <€ B, < n
et pour tout )\ >0ona:

lim — logP <Qt > Ap-de-1/2gdE=1) /2> = —p(det )Y\ WP=1)y
t—+o0 /Bt ’

Plus récemment, Becker et Konig [BK11] ont obtenu un principe de grandes
déviations dans le cas sous-critique pour une marche simple mais avec deux res-
trictions. D’une part ils n’obtiennent le résultat que pour p(d — 2/p) < d, d’autre
part le principe de grandes déviations n’est valable que sur une échelle de déviations
restreinte, distante de la moyenne de I, a un facteur polynomial prés. Finalement
nous avons obtenu dans [Laul0a] le résultat suivant qui englobe les précédents et
dont la démonstration est donnée dans le Chapitre 5.

THEOREME 2.3 (L. 2010). Supposons p(d —2) < d et
(1) en dimensiond =1, 1 < 82 <t

(2) en dimension d =2, 1 < 8?2 < - logt

(3) en dimension d >3, 1 < < t

on a quelque soit A > 0,

lim B—logIP’(It > £r gy ”) G (5)

t——+o00
REMARQUE 2.4. Compte tenu des échelles de I; données en Section 2.4 du cha-
pitre précédent, on peut voir qu’on a bien un résultat de trés grandes déviations
puisque on a dans les trois cas, tpﬁt_d(p_l) > E[L].

Nous verrons plus tard que nous avons généralisé la borne supérieure de ce ré-
sultat aux marches aléatoires a-stables.

En ce qui concerne les résultats de déviations modérées, les résultats sont parcel-
laires. A I’heure actuelle, seul le cas de la double intersection (p = 2) en dimension
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2 et 3 est connu. Bass, Chen et Rosen [BCRO6] ont dans un premier temps prouvé
le résultat suivant :

THEOREME 2.5 (Bass, Chen et Rosen 2006). Soit (X;,t > 0) une marche aléa-
toire de 72, symétrique, apériodique et de matrice de covariance I'. Quelle que soit
(by); tel que 1 € by < t, YA >0,

lim — logP (I, — E[I;] > Mb;) = —AVdet T x(2,2)"% (6)
t—+00 Oy

On peut noter que nous sommes bien en présence d'un résultat de déviations
modérées, puisque comme nous ’avons vu dans la section 2.4 du chapitre précédent,
en dimension 2, I; ~ tlogt. Les auteurs réussissent donc bien a passer en dessous de
la moyenne. Plus récemment, Chen [Chel0] a prouvé le méme type de résultat dans
le cas de la dimension 3. Il est a noter que le cas de la dimension 3 est plus compliqué
que celui de la dimension 2 car il y a deux échelles de déviations a l'intérieur des
déviations modérées. Chen regarde des quantités de la forme I, —E[;] > ¢; avec dans
le cas présent E[;] ~ t. L’auteur montre qu’il y a deux échelles de déviations, la

premiere pour les suites (c;); telles que /#logt < ¢; < v/t (log t)3/ 1 et une deuxiéme
échelle pour v/t (log t)3/ Y « ¢ < 12, Les résultats obtenus sont les suivants :

THEOREME 2.6 (Chen 2010). Soit (Xy,t > 0) une marche aléatoire de 72, sy-
métrique, apériodique et de matrice de covariance I'. Quelle que soit (b;); tel que
1< b < Vlogt, VA > 0,

1
Jim ~log P <It ~E[,] > M/, log t) = 272 det(T) (7)
— 00 t
THEOREME 2.7 (Chen 2010). Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire de Z3, symé-
trique, apériodique et de variance finie. Quelle que soit (by); tel que \/logt < by < t,
quelque soit L > 0 il existe A > 0 tel que

lim ~ logP (It A A\/@) <L 8)
t——4o0 bt

REMARQUE 2.8. Le théoréme 2.7 ne nous donne qu’une indication sur les échelles

de déviations. On peut cependant remarquer que le résultat est connu (voir théoréme

2.3) pour les grandes échelles (t*/* < by, < t). Le résultat de déviations est donc

entierement connu sauf pour les échelles juste en dessous de la moyenne, a savoir

Viogt < by < t/3,

2.1.2. Cas sur-critiqgue. Khanin, Mazel, Shlosman et Sinai ont été les premiers a
s’intéresser aux déviations dans le cas sur-critique. Ils obtiennent dans [KMSS94],
les échelles de grandes déviations pour les intersections mutuelles de deux marches
aléatoires indépendantes en dimension d > 5 (ce qui correspond bien au cas sur-
critique). Par la suite, Asselah et Castell dans [ACOTb] obtiennent les échelles des
grandes déviations pour les auto-intersections de marches aléatoires pour d > 5 et
pour tout p vérifiant p > ﬁ (cas sur-critique). A la suite de ce résultat, Chen et
Méorters [CMO09] se sont intéressés aux intersection mutuelles de p marches indé-
pendantes X, ... X® mais directement pour le temps infini, c’est & dire qu'ils
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se sont intéressés a la quantité

+oo +oo 1
Qoo:/ dtl---/ dtp]I{Xt(l):"':Xt(pp)}'
0 0

On notera comme nous ’avons souligné en Section 3 du chapitre précédent, que
cette quantité est finie presque surement dans le cas sur-critique. Posons

T(p) = sup {< g,Gg >, Ny (9) = 1} (9)
ouVr > 1, N(g) = > ,cra9(x)", Gg(z) = Y G(x—y)g(y) et < -,- > est le produit
y€EZ4

scalaire sur [2(Z%). Les auteurs prouvent :

THEOREME 2.9 (Chen et Morters 2009). Supposons p(d —2) > d. Soient

Xt(ll), e ,Xt(:) p marches indépendantes et identiquement distribuées, apériodiques,

symétriques et a variance finie. On a alors

b
T(p)

A la suite de cet article, nous nous sommes intéressés a appliquer la méthode
utilisée par Castell dans le cas critique (Théoréeme 2.12) au cas sur-critique. Nous
avons obtenu dans [LaulOb] le théoreme 2.19 qui donne un principe de tres grandes
déviations pour les auto-intersections de marches a-stables dans les cas critique et
sur-critique. On obtient comme cas particulier de ce résultat le théoreme suivant :

. 1
lim ——
a—+0o al/p

log P (Qu > a) = —

THEOREME 2.10 (L.2010). Supposons p(d — 2) > d. Soit (X;,t > 0) la marche
simple sur Z2. On a alors pour toute suite 1 < 3¢ < t et pour tout X > 0,

. pil D
Jm = logP (1= wrg o) = ()

On notera qu’en utilisant 'inégalité (2) du Chapitre 1, nous obtenons comme
corollaire de ce principe de grandes déviations, la borne supérieure du Théoreme
2.9.

On vient donc de voir des résultats du type tres grandes déviations. Il n’y a
pas a ce jour de résultats de type déviations modérées dans le cas sur-critique. En
revanche, Asselah [Ass09] a obtenu un résultat de type grandes déviations dans le
cas sur-critique pour la double intersection (p = 2) ce qui implique d > 5. On a
donc :

THEOREME 2.11 (Asselah 2009). Supposons p =2 et d > 5. Soit (X, t > 0) la
marche simple sur Z¢. Pour tout A > 0,

VA

1
lim ——logP (I, — E[I,] > \n) = ——".
( (1] ) o)

n——+o0o \/ﬁ
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2.1.3. Cas critique. Le cas p(d — 2) = d est critique a plusieurs titres. Tout
d’abord, on a vu dans la Section 1 que nous n’avons pas d’heuristique précise pour
que la marche réalise les grandes déviations. De plus, la constante de Gagliardo-
Nirenberg devient dans ce cas, la meilleure constante dans une inégalité de Sobolev :

||9||2
k(d, p) = sup {—p,g e WH(R?) o
IVglly 2

Dans le cas critique, cette constante coincide avec la version discrete de l'inégalité

de Sobolev :
Ny (9)
C(d,p) =sup{ ——ZL % .
) {N;/ C0(vg)

C’est d’ailleurs cette derniere qui apparait dans le résultat de tres grandes dé-
viations prouvé par Castell [Cas10] :

THEOREME 2.12 (Castell 2010). Supposons p(d — 2) = d(& d/q = 2). Soit
(X, t > 0) une marche aléatoire simple. Quelle que soit la suite (5y,t > 0) telle que
1< pl<t, VA >0,

B —d(p—1) AL/P
lim 2t 1o ]P(J > My ):——. 10
t—+oo ¢ & ¢ Z A, C(d,p)? (10)
REMARQUE 2.13. On peut voir que comme dans le cas sur-critique, la fonction
de tauzr n’est pas convexe. Dans le cas sous-critique elle ne [’est pas nécessairement.
Par contre, la fonction de tauz associé a ||l;||, U'est toujours.

2.2. Cas des marches a-stables. On peut refaire I’heuristique de la Section 1
dans le cas des marches a-stables. Le seul changement est dans la probabilité que la
marche soit localisée dans une boule de rayon R durant un temps 7 qui est désormais
de l'ordre de exp (—7/R*). Toujours en optimisant cette derniere en R, les trois cas
deviennent alors :

(1) Cas sous-critique : d/qg —a <0< p(d —a) < d.
On a alors

P (I, > W) ~ exp (_t<d—aq>/dbgq/d> .

(2) Cas critique : d/g—a =04 p(d—a) =d.
On a alors

P (I = 1) ~ exp (=)

(3) Cas sur-critique : d/qg —a >0 < p(d — «) > d.
On a alors

P (L= ) ~ exp(—by).
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2.2.1. Cas sous-critique. A la suite de leurs résultats dans le cas des marches a
variance finie [CL04], Chen et Li en collaboration avec Rosen [CLRO5] ont géné-
ralisé leurs résultats de grandes déviations en dimension 1 dans le cas plus général
de marches a-stables. Plus précisément les auteurs se placent dans le cas ou v > 1,
ce qui revient dans le cas de la dimension 1 a considérer une marche récurrente. La
condition p(d — a) < d est alors automatiquement vérifiée. Notons,

oy = inf{ [ 50} lall, = gl = 1}

ou F(g) est la transformée de Fourier de g, c’est a dire

F(g)(w) = / g(x) exp (=2im < 2w >) da.
R4
Ils ont donc le résultat de tres grandes déviations suivant :

THEOREME 2.14 (Chen, Li et Rosen 2005). Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire
sur Z, symétrique et dans le domaine d’attraction d’un processus a-stable avec av > 1.
Supposons p > 1, pour tout (), tel que 1 K B < t et pour tout X >0, on a :

B 1- Lo
Pt > \PRLIP) — 2 \e/(-D) _
tlgl»noo " log P (It > AP, ) 2)\ Xo1p

A la suite de son article [Che04] sur les intersections mutuelles des marches
a variance finie, Chen en collaboration avec Rosen [CRO5| publie un résultat de
tres grandes déviations pour le temps local d’intersections mutuelles de p marches
a-stables indépendantes.

THEOREME 2.15 (Chen et Rosen 2005). Soient XU ... X®) p marches aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées de Z¢, symétriques et dans le do-
maine d’attraction d’un processus a-stable. Supposons p(d — «) < d, pour tout (f;);
tel que 1 < By < t et pour tout A >0, on a :

. 1 p—d(p—1)/a pdp=1)/a\ _ P ya/(d@p-1
Jim logP (Q 2wl Ny o Fxele Dy,

Nous présentons maintenant un travail en cours. Nous travaillons a obtenir un
résultat de tres grandes déviations pour le temps local d’auto-intersections valable
pour le cas sous-critique en entier mais pour une catégorie de marches aléatoires
a-stable seulement. Pour des raisons que nous exposerons ultérieurement, nous nous
sommes placés sous I’hypothese suivante. On pose p la loi de 'incrément de la
marche(X;,t > 0).

HYPOTHESE 2.16.

Cl 02

d
3C1, Cy > 0 tels que Yx,y € Z°, Wgu(y—x)gm.

On notera que cette hypothese exclut le cas de la marche simple. Néanmoins,
cette hypothese ne servant qu’a obtenir des estimées de la fonction de Green, on
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peut s’en passer pour la marche simple car on peut obtenir ces estimées sans hypo-
these supplémentaire. Le résultat espéré mais non encore completement prouvé est
le suivant. Posons

= () () s S ([ trispas) ol = 1
P = ag—d d Illz Rd ! R |

THEOREME 2.17. Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire apériodique et symé-
trique, sous l’hypothése 2.16, pour p(d — a) < d et
(1) pourd <o, 1 € B < t
(2) pourd=a, 1 < B¢ < @

(3) pourd>a, 1 < B <t

on a quelque soit A > 0,

5a d/q— N A ==
1tEeroo—logE [exp </\5 (lﬁ)] = ; (11)
et
lim 20 log P (It > Apr g, e ) = -2y (12)
t—+oo t w

Compte tenu des estimées du temps local d’auto-intersections des marches a-
stables données dans le Chapitre 1 par 4, 2.4.2 et 2.4.2, on peut voir que nous sommes
bien en présence d’un énoncé de tres grandes déviations puisque les trois conditions
(1), (2) et (3) du Théoreme 2.17 sont bien toutes équivalentes a g, P > E[I].
Jusqu’a présent, nous avons prouvé le résultat suivant dont la démonstration est
donnée au Chapitre 6. On pose

pla. ) = { 913+ 3 1Fa(o) )P | 5| ol = 1} (13)

2€74
ou pour une fonction g R-périodique,
1 z
Vz e 7% Fr(g)(2) = —/ g(x) exp (—22’77 <z, — >) ,
Rd [0 R]d R

et on a:

THEOREME 2.18. Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire apériodique et symétrique
satisfaisant l’hypothése 2.16. Supposons que o > d/q et que

— pour d < «, 1<<5t < t,

—pourd=a, 1 < B¢ < log(t)

~pourd>a, 1 < pB<t,
alors on a V0 > 0

lim supﬁt log B [exp (Hﬂd/q “N, (lt)>] < inf {a, lzlzrgig pla, R) > 9} .

t—+o0
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On peut deés a présent remarqué que nous n’avons pas prouvé la borne inférieure
des moments exponentiels. Néanmoins celle-ci devrait étre obtenue sans trop de dif-
ficultés en suivant le cheminement proposé par Chen et Li (Section 4 dans [CLO4]).
Pour ce qui est de la borne supérieure, si on arrive a montrer que

L .
lim inf p(a, R) > p(a) (14)

ot p(a) = p(a) = inf {a lglls + [ |w]|®|Fg(w)|?, glly, = 1} alors la démonstration
R4

est finie puisqu’il suffit alors de remarquer que
p(a) = al¥=Pd=eD/er g > ),

Il reste donc a montrer I'inégalité (14), c’est a dire le passage de la version périodique
de la constante a sa version finale.

2.2.2. Cas critique et sur-critique. Le seul résultat connu dans le cas critique
et sur-critique est celui que nous avons obtenu dans [LaulOb]. Comme dans le cas
sous-critique nous nous sommes placés sous 'hypothese 2.16. Posons

p(p) = sup {< g,Gg >, Nigpy(g) = 1}.
On remarquera que dans les cas critique et sur-critique, on a p(d — o) > d. Ainsi

d > «, la marche aléatoire est donc transitoire et la fonction de Green G est donc
bien définie.

THEOREME 2.19 (L.2010). Soit (X;,t > 0) une marche aléatoire symétrique sur
Z% vérifiant Uhypothése 2.16. Supposons p(d — ) > d, alors pour toute suite (B;)i>o
telle que 1 < B¢ < t, pour tout \ > 0,

d/q 1/p
lim Ot g P (L > At%;”“i"”) _ AT
t p(p)

t—+o0
On notera que la condition ¢ < t est équivalente a 73, 4P > ¢. Or dans le
cas présent p(d —a)) > d, donc nécessairement d > «. La marche est donc transitoire
et E[l;] ~ t. Nous sommes donc bien en présence d'un résultat de tres grandes
déviations.

3. Méthodes utilisées

Comme nous le verrons dans la Section 2 du chapitre suivant, les difficultés prin-
cipales pour obtenir les différents principes de grandes déviations se concentrent sur
la borne supérieure. C’est pourquoi nous présentons dans cette Section les diffé-
rentes méthodes introduites par les auteurs pour prouver les bornes supérieures de
ces principes.

3.1. Décomposition triangulaire et approximation du temps local. Cette
méthode a été utilisée abondamment et avec succes d'une part par Chen et ses
différents co-auteurs, d’autre part par Asselah et Castell [ACO7b] et par Asselah
[Ass09]. On présente dans cette section cette décomposition triangulaire et ensuite
les autres ingrédients des preuves proposées par Chen et ses co-auteurs dans le cas
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FIGURE 1. Décomposition triangulaire

sous-critique. Plagons nous dans le cas du temps discret. Le temps local de double
intersections peut se réécrire sous la forme

Li=n+2 Y I{X;=X;}.

1<i<j<n

On est donc ramené a calculer des déviations de la quantité

Qv= Y T{X;=X;}.

0<i<j<n

On regarde donc les intersections de la marche non plus sur le carré [0,n] x [0,n]
mais sur le triangle {(¢,7),0 < i < j <n}. Les auteurs utilisent 'astucieuse décom-
position géométrique introduite par Varadhan dans son appendice a 'article de Sy-
manzik [Var69](Cf Remarque 3.1). Les auteurs appliquent cette méthode dans le
cas des marches aléatoires. Cette méthode permet de décomposer @, en différentes
somme de variables aléatoires ayant des propriétés d’indépendance. Ce découpage
est illustré par la figure 1. Le carré [0,n] x [0,n] est le domaine de temps sur lequel
on regarde les intersections {X; = X} de la marche. On a vu que l'on se ramenait
au domaine {1 <i < j < n}, c’est pourquoi seul le domaine se trouvant au dessus
de la diagonale nous intéresse ici. Il est clair au vu de la découpe temporelle que a
j fixé, les mesures des intersections sur les (A7 )x sont indépendantes et identique-
ment distribuées. De plus, pour un domaine d’intersection A{;, ces intersections se
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font sur des intervalles de temps disjoints en abscisse et en ordonnée, cela revient
donc a regarder les intersections mutuelles de deux marches indépendantes. On peut
aussi facilement voir que les mesures des intersections sur les (B;); sont indépen-
dantes et identiquement distribuées. Par contre, sur ces domaines d’intersections,
les intervalles de temps sont les mémes en abscisses et en ordonnées, il s’agit donc
d’auto-intersections. On peut formuler ces remarques de maniere plus précise en
prenant les notations suivantes. Pour N > 1 un niveau d’approximation fixé, on
considere les variables aléatoires

= > T{X, = Xy}

(G—-Dn2-N<i<i’<jn2—N

et
(2k—2)n2—J <i<(2k—1)n2—J
(2k—1)n2-J <i'<2kn2-J
Les variables aléatoires (17]-, JjE {1, S 2N }) correspondent aux auto-intersections
de la marche sur les B;, tandis que les variables
(&g €{L,--- N}, ke{l,---,2771}) correspondent aux intersections mutuelles
de la marche sur les A;. Compte tenu de ces notations, on a
2N N 271
Qu =2 M+ D G (15)
j=1 j=1 k=1

Bien sur ces variables aléatoires ne sont pas indépendantes dans leur ensemble, mais
comme on 'a vu précédemment, les (1;); sont des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, et a j fixé, les (§;x)r sont elles aussi indépendantes
et identiquement distribuées. Par ailleurs, dans le cas sous-critique, les intersections
mutuelles données par les &, sont prépondérantes devant les auto-intersections don-
nées par les n; lorsque N est grand. Ce sont les intersections mutuelles qui contri-
buent a faire grossir le temps local d’auto-intersection. L’indépendance des variables
et la contribution différente qu’apporte les (n;); par rapport aux (&;x);x aux inter-
sections de la marche sont les deux propriétés majeures de cette décomposition.

Une deuxieme idée est d’utiliser les principes d’invariance pour les marches aléa-
toires dans le domaine d’attraction d'un processus a-stable ou d’un mouvement
Brownien, pour déplacer le probleme aux grandes déviations pour le temps local
d’auto-intersections du processus limite. Il faut (en dehors du cas plus simple de la
dimension 1) pour appliquer ces principes d’invariance, renormaliser correctement
le temps local d’auto-intersections. C’est fait par les auteurs de la maniere suivante.
On considere la régularisation du temps local

" X. —
I(n,z,e) = angzhE <Z—x) :
an
i=1

ou he est une approximation de lidentité et (a,), une suite bien choisie. Cette
renormalisation permet d’appliquer au temps local d’auto-intersections le principe
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d’invariance pour deux raisons. D'une part elle permet d’étre a I’échelle du principe
d’invariance, et d’autre part elle permet de rendre ’application

o= (/O h (f(s) - L“;fJ) ds)pdx

continue sur l'espace des fonctions continues de R. On est donc ramener a la ques-
tion des auto-intersections du processus limite a condition que ’approximation soit
bonne a I’échelle des grandes déviations. Prouver que que cette approximation est
bonne a I’échelle des tres grandes déviations utilise des outils standards d’analyse. En
revanche, prouver que 'approximation est assez bonne pour descendre aux échelles
de déviations modérées nécessite d’étre plus astucieux. Grace a la décomposition
triangulaire présentée ci-avant, ils peuvent se ramener a ne regarder que la version
renormalisée des intersections mutuelles puisque les auto-intersections sont négli-
geables dans le cas sous-critique. Cela permet & Chen et ses co-auteurs [BCRO6],
[Chel0] d’obtenir des résultats tres puissants de déviations modérées, mais unique-
ment dans le p = 2 puisque la décomposition triangulaire est propre a ce cas.

Il reste donc a prouver les résultats de grandes déviations pour les processus
limites. Nous ne présentons pas en détails ces preuves, on peut les trouver dans
[Che04] mais elles sont loin d’étre aisées. En effet, les difficultés dues aux mauvaises
propriétés de continuité de I'application f — || f|| , due nous expliquons en détails
dans la Section 2 sont toujours présentes. Ces preuves utilisent un certain nombre
d’outils puissants d’analyse fonctionnelle, tels qu'un critere de compacité du a de
Acosta [dA85], le théoreme de Arzela-Ascoli ou le théoréme de Hahn-Banach.

REMARQUE 3.1. L’idée de la décomposition triangulaire a été introduite par
Varadhan dans [Var69]. A l’époque il l’avait utilisée pour prouver qu’a condition de
correctement le renormaliser, le temps local d’intersection du mouvement Brownien
en dimension 2 existait. Cette idée a ensuite été reprise par Westwater pour des
problémes de polymeres et surtout par Le Gall pour des problémes d’intersections de
mouvements Browniens [LG85a| et pour des questions liées au nombre de points
visités par une marche aléatoire [LG864a].

3.2. Découpe suivant les niveaux de contributions. L’idée développée par
Asselah dans [Ass09] pour obtenir le théoréeme 2.11 prend sa source dans un article
co-écrit avec Castell [ACO7D]. Il s’agit pour calculer des grandes déviations du temps
local d’auto-intersections, de comprendre quels sont les sites qui contribuent a la
déviation, et quels sont ceux qui n’y contribuent pas. Donc, quel temps doit passer
la marche sur tel ou tel site pour qu’il participe ou non a la déviation. C’est ce qu’on
entend par niveau de contribution. Dans [ACO07b], Asselah et Castell prouvent que
dans le cas des dimensions sur-critiques d > 5, les sites qui contribuent a faire grossir
le temps local d’auto-intersections sont ceux ou la marche passe un temps de 'ordre
de y/n (Proposition 1.1). Asselah a par la suite raffiné cet argument en prouvant le
résultat suivant :

PROPOSITION 3.2 (Asselah 2009). Supposons d > 5. Il existe > 0 tel que pour
tout € > 0, il existe ae > 0 et A. un sous-ensemble fini de Z2, tel que pour tout
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a > a et pour tout A D A, fini, alors pour n assez grand et pour tout & > 0,

1

5P (o = E[1] = ) < exp (Bev/n) P (|| Daliayi [y = né(1 = ), Xjaym = 0)

Ce résultat permet de voir que seul un nombre fini de sites contribuent a la
déviation, et qu’ils contribuent & hauteur de y/n. C’est 'ingrédient principal de la
preuve de 'auteur. Une fois cette proposition montrée, I’auteur est donc grosso modo
ramené a calculer la limite suivante :

log P (|| Taly||; > n&, X, = 0)

n—-+4o0o n

Cette limite est calculée en deux temps. Dans un premier temps, 'auteur montre
I’existence de cette limite par un argument de sous-additivité, puis dans un deuxieme
temps il identifie sa constante de déviation avec celle de Chen et Morters (Y (2) dans
Théoreme 2.9). L’argument de sous-additivité provient d’'une bonne compréhension
de la stratégie adoptée par la marche pour réaliser les grandes déviations. Il peut
étre expliqué comme suit. L.’événement considéré est

An = {|| Tal,]2 > né, X,, =0} .

Soit p, q,r des entiers naturels tels que n = pq+r. Si on oublie le reste de la division
euclidienne r, pour que son temps local d’auto-intersection dépasse n au bout d’un
temps n, il revient en fait pour la marche que celui-ci dépasse p sur chaque intervalle
de longueur p, et cela ¢ fois. Autrement dit, réaliser I’événement A,, sur un intervalle
de temps de longueur n, revient pour la marche a réaliser ¢ fois I'événement A, sur
un intervalle de temps de longueur p. L’indépendance des p événements provient du
fait qu’on oblige la marche a retourner en zéro, on peut ainsi appliquer la propriété
de Markov. Asselah obtient en gros que P(A,) > P(A,)?. Ainsi en passant au log,
on a que

log B(4,) _ log(4,)

p —  n
On obtient le résultat en prenant la liminf en n a p fixé, et ensuite en prenant la
limsup en p. La constante de déviations étant obtenue par un argument de sous-
additivité, 'auteur n’a pas d’expression de sa constante et ne peut donc directement
montrer que sa constante est égale a celle de Chen et Morters. Il applique donc ses
résultats a la question des intersections mutuelles traitées par Chen et Morters, pour
montrer que la constante ainsi obtenue est nécessairement la méme.

3.3. Extension de la décomposition triangulaire. Nous avons vu dans le
paragraphe précédent que la méthode de décomposition triangulaire était propre au
cas p = 2. Cependant, Asselah [Ass10] s’inspire de cette décomposition et en donne
une version étendue au cas p > 1. Pour deux entiers donnés [y, [ et une subdivision
(b;,i € N) de RT, auteur utilise I'inégalité

+00
(4 L)P < B+ 1B +20> bl T{b < max {l, 1} < b1}

=0
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1 et 5 doivent étre vus comme la division du temps local de la marche a un point
donné en deux intervalles de temps. De cette inégalité, I’auteur tire une borne su-
périeure de I; du méme type que I'égalité (15). En effet celle-ci est donnée par un
premier terme correspondant a une somme d’auto-intersections de la marche sur
des intervalles de temps de l'ordre de n/(2") ott N est un entier fixé, les différents
termes de la somme étant indépendants, un deuxieme terme correspondant aux in-
tersections mutuelles de la marche sur des intervalles de temps b;.1 — b;. Néanmoins
cette méthode fonctionne moins bien que dans le cas p = 2 puisque 'auteur n’obtient
que les vitesses de grandes déviations et pas les constantes exactes.

3.4. Moments polynémiaux. C’est la méthode utilisée par Chen et Morters
pour obtenir le théoreme 2.9. On notera que le résultat est valable a la fois dans le
cas du temps discret et dans le cas du temps continu. Cependant, le cas du temps
continu étant un peu plus simple, nous présentons ici cette version de la preuve.
Ce résultat étudie la queue de distribution des intersections mutuelles de marches
aléatoires en temps infini

+o0o “+o0o "
Qoo—/ dtl---/ dtp]l{Xt(l):'“:Xt(f)}-
0 0

On a vu (Cf section 3 du chapitre précédent) que Q) €était fini presque strement
dans le cas sur-critique étudié¢ ici. Les auteurs sont donc en mesure de regarder
directement le temps infini. Leur idée est d’utiliser la proposition suivante (lemme
2.3 dans [KMO02]) qui relie les grands moments polynoémiaux d’une variable positive
aux asymptotiques de sa queue de distribution :

PROPOSITION 3.3. Soient Y wune variable aléatoire positive, p € N et k € R.
Alors on a
Yk

logE [—] = k< lim aVPlogP(Y >a) = —pexp (k/p).

li !
e (k‘!)p a—+00

k——+oo k
Les auteurs se ramenent donc a étudier les grands moments polynomiaux de
Q- Notons que cette méthode avait déja été employé par van der Hofstad, Konig
et Morters dans un article sur le modele parabolique d’Anderson [vdHKMOG6].
Dans cet article, les auteurs s’intéressaient aux moments polynomiaux du temps
local d’auto-intersections dans le cas sous-critique p(d — 2) < d. Ils montraient
(Proposition 2.1 dans [vdHKMO6]) que Ve > 0, pour a; > 1 et ay = O(tV/(@+1)=<),
pour R >0et k >t/a? on a

E [I* 1{ X, C Bra,}] < CkaPC~49),

ou C est une constante strictement positive. Cette estimée permettait d’identifier
I’échelle des tres grandes déviations. Chen et Morters ont donc continué dans cette
voie des moments polynomiaux pour obtenir le théoreme 2.9. Ils cherchent donc a
calculer la limite

Q% ]

(k1)

L 1
k—1>I—Eloo k

log E [
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Dans un premier temps, les auteurs montrent que cette limite existe. Pour cela,
ils utilisent ’argument de sous-additivité suivant : Vk, [ > 1,

Blei)” < () e lea) B 0]

k“) sont les coefficients du bindme de Newton. Ils réexpriment ensuite la quantité

('
[

OO} en montrant que

E[QL] = (Z ﬁG (20-1) = %(w)) (16)

21y 2, €24 o€y I=1

ou
E

ol G est la fonction de Green de la marche. Pour considérer les intersections sur
tout Z<, les auteurs ont besoin de projeter la marche sur le tore de rayon R et
de faire tendre ensuite le rayon de celui-ci vers l'infini. Malheureusement, du fait
qu’ils travaillent en temps infini, les auteurs ne peuvent directement projeter la
marche sur le tore puisqu’a ce moment la les intersections mutuelles exploseraient.
Ils considerent donc dans un premier temps les intersections mutuelles des p marches
sur un sous-ensemble fini A de Z? que I'on notera Qu.(A). Compte tenu de (16), les
auteurs prouvent en utilisant des arguments de théorie spectrale que

k p
. 1 1
lim sup — log )y Z (Z HG (Zo'(l—l) — Zo'(l)))

koo K 21,2k €A \oES) I=1
<plogsup {< f#~1, Gf*! >, ou supp(f) C A et Ny,(f) =1}. (17)
A cette étape 1a de la preuve, les auteurs cherchent a utiliser le résultat (17)
obtenu pour les intersections des p marches un sous-ensemble fini A, pour les inter-

sections des p marches projetées sur le tore de rayon R. Afin que les intersections des
p marches n’explosent pas, les auteurs utilisent une version de la fonction de Green

1/p
Gr(y) = (Z GP(2Rz + y))

zeZ4

dont on a vu qu’elle était fini (Cf Section 3 du chapitre précédent). Ils montrent que

) (Z ﬁG (zo0-1) = Zaa)))p < > (Z ﬁ@R (Zo1-1) — za(l))>p.

zl,---,zkezd €6y =1 21, ,2k€TR \o€G =1
(18)

Les auteurs sont désormais en mesure d’appliquer I'inégalité (17) au membre de
droite dans (18) pour prouver que

, 1 1 . ’
lim sup — log () Z (Z H G (20(171) — Zg(l))>

k
koo Zl,“',zk.EZd ceGy I=1

<plogsup {< P Grf™t >, ou supp(f) C Tg et Noy(f) = 1} . (19)

Il reste alors a passer a la limite sur la taille du tore dans le membre de droite de
l'inégalité (19).
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REMARQUE 3.4. On a vu en section 1.2.2 le lien qui existait entres moments ex-
ponentiels et grandes déviations. St l'on développe [’exponentielle en série, calculer
les moments exponentiels revient a calculer les moments polynomiaux. La Proposi-
tion 3.3 est donc un autre moyen de voir le lien qui existe entre moments exponentiels
et grandes déviations.

3.5. Densité jointe du temps local. Cette méthode provient d’un résultat
de Brydges, van der Hofstad et Konig [BvdHKO7]. Dans cet article les auteurs
donnent une formule explicite qui donne la densité jointe du temps local d’une
chaine de Markov & temps continu définie sur un espace fini (Théoreme 2.1 dans
[BvdHKO07]) en fonction du générateur de la marche. Brydges, van der Hofstad
et Konig dérivent de cette écriture de la densité jointe du temps local une borne
supérieure pour les moments exponentiels de toute fonctionnelle mesurable du temps
local de la chaine de Markov vivant sur un sous-ensemble fini de Z¢ (Théoréme 3.6
dans [BvdHKO07]). Cette formule est utilisée par Becker et Koénig dans [BK11]
pour obtenir une version affaiblie du théoréeme 2.3 comme nous ’avons vu en section
2.1.1. Elle leur permet d’obtenir I'inégalité suivante :

exp (toth’\ )] < Egp(Ron, o) + ¢
ouA=1-—4d/(2q) et

2
Zo(m0) = s folul, - v}

HEM (TR

1 1
—logE —lRa
; og + Rag,t

p

ou Apg est le générateur infinitésimal de la marche projetée sur le tore de rayon R.

Le terme ¢; est le terme d’erreur qui restreint 1’échelle de déviations des auteurs.
Il est de l'ordre de V(R)@ ou V(R) est le volume du tore de rayon R. Il provient
directement de la borne supérieure donnée par le Théoreme 3.6 dans [BvdHKO7].
Ainsi la restriction d’échelle est directement imputable a la démonstration de ce
théoreme a partir de 'expression explicite de la densité jointe du temps local donnée
par le théoreme 2.1 de [BvdHKO7|. A ce moment la il reste aux auteurs a passer
a la limite en temps et en espace sur la constante Z;,. La méthode utilisée ici est
celle dont nous nous sommes inspirés pour la démonstration du Théoreme 2.3. Elle
est donc présentée en section 4.2 du Chapitre 3. On notera que 'expression de la
constante differe de la notre. En effet notre constante est de la forme

wt {01l + /=i, € Map(Ta) .

Cette différence d’écriture nous permet en nous inspirant de la méthode introduite
par Becker et Konig d’enlever la restriction des auteurs au cas d(p — 1) < 2.

3.6. Théoreme d’isomorphisme de Dynkin-Eisenbaum. Cette méthode
est celle introduite par Castell [Cas10] dans le cas critique. Nous 'avons ensuite
étendue au cas sur-critique [LaulOb] et sous-critique [LaulOa]. Nous la présentons
en détail dans le chapitre suivant.






CHAPITRE 3

Idées des preuves

Dans ce chapitre nous commencons par décrire de manieres plus précises les
heuristiques des stratégies proposées en Section 1 du chapitre précédent, puis les
difficultés majeures des questions traitant des grandes déviations pour les temps
locaux d’auto-intersections de marches aléatoires, et enfin les idées principales des
démonstrations de nos résultats énoncés dans le chapitre précédent.

1. Heuristiques plus précises

Décrivons maintenant de maniere plus précise I'heuristique de la stratégie adop-
tée par la marche pour réaliser les grandes déviations données en Section 1 du
Chapitre 2. On peut citer sur ce sujet l'article de Konig [K610).

1.1. Cas sous-critique. Considérons une version renormalisée du temps local :

Li(z) = %glt(wtxj) avec 5 — +oo et |-| la partie entiere. (20)

On peut noter que L; est une variable aléatoire vivant dans l'espace des mesures
de probabilités sur R? noté M;(R?). Ce sont Donsker et Varadhan (voir Section 3
dans [DVT79]) qui ont en premier étudié les grandes déviations de L;. Introduisons
la fonction de taux suivante :

J: M (RY) =R

4 5() = { IV, si f2de = d.

+00 sinon.

Il est connu que dans le cas de la marche simple, L; satisfait un principe de
grandes déviations ayant pour fonction de taux J et de vitesse ¢3; 2. Donsker et
Varadhan ont prouvé dans [DV79] la borne supérieure de ce principe. Récemment,
Gantert, Konig et Shi [GKS07] ont donné une preuve compléte de ce principe basée
sur le théoreme de Gartner-Ellis. On peut donc dire que grossierement

i (3.1 € ~}) .

On cherche maintenant a obtenir a partir de cette estimée pour le temps local, une

estimée pour le temps local d’auto-intersections. On écrit :

dp d(p—1) d(p—1)
g = [ wtorae= [ Sntsanie= [ A i =P

d tp Rd tp tp

45

P(L; € ) ~ exp (—
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Finalement, en notant ¢(-) = ||-[|?; on peut voir que :

d(p—1)
P <6t w1t € ) =P (I!LtHZ € ) =P(L€¢ () (21)

~ exp (—%inf{ﬂ(ﬂ)au < go—l(.)}) = exp (—ﬁ%inf {% IVFIZ Il = LI € }) ,

Pour obtenir une heuristique du théoreme 2.3, on regarde donc :

Bt - 1
LlogP (I = 5" 7) ~ —in 3 S IVAIRL Il = LIFIEE = 1) = —xap

On a grace a ce petit calcul, obtenu la vitesse et la constante de déviations. Bien
sur ce calcul n’est & priori pas correct dans ’égalité (21) puisque la fonction ¢ n’est
pas continue. En effet, pour U un ensemble ouvert (ou fermé), o~1(U) n’est pas
nécessairement un ensemble ouvert (ou fermé). La difficulté étant bien str de rendre
ce calcul correct.

1.2. Cas sur-critique. Dans ce cas la, on peut directement utiliser le résultat
de grandes déviations de Donsker et Varadhan [DV75a] sur le temps local sans
renormalisation. En effet les auteurs précédents ont prouvé que [, /t satisfaisait un
principe de grandes déviations de vitesse t et de fonction de taux J ou si A est le
générateur infinitésimal de la marche,

J:M(Z) - R
=<\, = A >

Alors, grossierement

P(ly/t € -) ~exp (—tinf {J(u), pu € -}) .
Notons ¢(-) = N,(+).
P(I, > W) =P (gp(lt/t) > %) =P (% € o ([be/t, +OOD)

~ exp (—tinf {(u), p € Ma(R?), pu € 7 ([bi/t, +00[) }) -
En prenant f2 = u, on a
P (I, > b}) ~ exp (—tinf {J(f?), No(f) = 1, N3,(f) = bi/t})

En reprenant ’énoncé des théoremes 2.12 et 2.10 :

LlogB (1, > 1) ~ —inf {bi < AL = No(f) = L NE(f) > bt/t}
. ,—A
~ —Hlf{%,]\&(f) = 1} .

A nouveau nous avons précisé I'heuristique donnée en Section 1 du Chapitre 2 en
confirmant d’abord la vitesse de déviation et en obtenant ensuite une constante de
déviation. Il reste a confirmer ces heuristiques par une démonstration exacte.
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REMARQUE 1.1. On peut remarquer que les deux heuristiques précédentes sont
valables dans le cas critique. La démonstration du principe de grandes déviations
dans le cas critique fait apparaitre la formule variationnelle discréte car il s’obtient
par dérivation du cas sur-critique. Cependant les formules variationnelles discréte et
continue des cas sous-critiques et sur-critiques sont égales, il semble donc naturel de
pouvoir obtenir aussi le principe de grandes déviations du cas critique par dérivation
du cas sous-critique. De fait, la borne inférieure du cas sous-critique fonctionne
aussi dans le cas critique. Seule la borne supérieure pose encore probléeme. C’est
une nouvelle traduction de ["tmpossibilité de faire un choiz optimal dans le temps T
que passe la marche dans la boule de rayon R (cf Section 1 du Chapitre 2). On ne
sait pas si la stratégie de la marche se rapproche du cas sur-critique ou bien du cas
sous-critique.

2. Les difficultés

En ce qui concerne les bornes inférieures, hormis dans le cas sous-critique a-
stable, il n’y a pas de réelles difficultés. Les méthodes utilisées ne different guere
de ce que nous avons présenté dans la section précédente. Il s’agit de transférer un
principe de grandes déviations par I'intermédiaire d’un principe de contraction (cf
Section 1.2.1 du Chapitre 1). Ceci est rendu possible par le fait que la fonctionnelle
f — N,(f) est semi-continue inférieurement dans la topologie ou se réalise le principe
de grandes déviations (topologie faible des mesures de probabilités). Dans le cas
sous-critique a-stable, ce principe n’a pas été prouvé, on ne peut donc pas appliquer
directement un principe de contraction. Une solution serait de suivre le cheminement
proposé par Chen et Li (section 4 dans [CLO04]).

Les difficultés majeures concernent en fait la borne supérieure. D'une part, les
principes de grandes déviations que vérifient L; et [/t (Cf Sections 1.1 et 1.2) sont
des principes restreints (Cf Section 1.4 du Chapitre 1). La borne supérieure de ces
derniers n’est donc valable que sur des compacts. Cette difficulté peut étre contour-
née par un procédé de compactification en projetant la marche sur un tore. Dans
ce cas la le principe que vérifie le temps local n’est plus restreint. De plus proje-
ter la marche sur le tore a tendance a augmenter ses intersections, ce qui ne pose
pas de probléme pour la borne supérieure. La difficulté majeure provient en fait
de la mauvaise continuité de la fonctionnelle f — || f[|,. En effet celle-ci n’est que
semi-continue inférieurement dans la topologie ou se réalise le principe de grandes
déviations pour le temps local, a savoir la topologie faible sur les mesures. On a vu
que cela permet (Cf Section 1.2.1 du Chapitre 1) d’obtenir par contraction la borne
inférieure, mais cela nous interdit de le faire pour la borne supérieure.

Ces difficultés sont intrinseques au probleme. Suivant les cas et les méthodes
de preuves utilisées (Cf 3 du Chapitre 2), d’autres difficultés se rajoutent. Dans la
méthode que nous utilisons, ainsi, par exemple, que dans celle utilisée par Becker et
Konig [BK11] ou encore Chen et Morters [CMO09], on se retrouve face & un probleme
purement analytique de convergence de la constante de déviations. En effet, apres
avoir compactifié en projetant sur le tore, la constante de déviations est donnée par
une formule variationelle discrete dépendant a la fois du temps et de 'espace (le
tore sur lequel on a projeté). Il faut donc passer a la limite en temps et en espace.
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Dans le cas sur-critique, la constante de déviation finale est discrete, il n’y a donc
pas de passage au continu a controler. Néanmoins, comme le montrent les preuves
proposées dans [CMO09], [Cas10] ou [LaulOb] ces preuves sont non triviales. Dans
la preuve que nous proposons, on passe a la limite en temps avant de passer a la
limite en espace.

Le cas sous-critique recele une difficulté plus grande encore. La constante finale
de déviations est en effet donnée par une formule variationelle continue. On doit
donc passer d’une formule variationelle discrete a une formule variationelle continue.
Il faut donc a partir d’'une fonction réalisant l'extremum de la formule discrete
définie sur le réseau, construire une fonction du continu qui soit un bon candidat
a l'extremum de la formule continue. Nous présentons deux méthodes différentes
qui répondent a cette question. Dans les deux cas, la taille du tore R; dépend de
deux parametres, I'un temporel 5; et 'autre d’espace R. On passe dans un premier
temps a la limite en temps et donc en espace pour obtenir une formule variationelle
continue pour des fonctions définies sur un tore continu. Il faut dans un deuxieme
temps faire tendre la taille de ce tore continu vers I'infini.

3. Bornes inférieures

Nous précisons dans cette section les idées des démonstrations que nous propo-
sons pour les différentes bornes inférieures obtenues.

3.1. Cas sous-critique de la marche simple. Nous présentons ici la borne
inférieure du Théoreme 2.3 du Chapitre 2 obtenue pour une marche simple dans le
cas sous-critique. Elle s’obtient par contraction (Cf Section 1.2.1 du Chapitre 1). En
effet, pour R > 0, sous la mesure de probabilité P(-, supp(L;) C [—R, R]?), le temps
local renormalisé

Bd
Lu(x) = P ((Be)), pour 2 € B
satisfait un principe de grandes déviations de vitesse t3; % sur
F = {p € Ry,supp(p) C [~R, R]*} et de fonction de taux J(u) = 3 ||V\/,EH; Ce

2
résultat avait partiellement été prouvé par Donsker et Varadhan [DV79] dans le cas

de la marche simple, puis il a été récemment généralisé par Gantert, Konig et Shi
[GKSO07]. De plus, la fonctionnelle

fe?—wumR:am{/

[-R,R]?

)

fummxwmﬁ=1}

est semi-continue inférieurement. La borne inférieure s’obtient alors directement par
contraction.

3.2. Cas critique et sur-critique a-stable. Nous présentons ici la borne in-
férieure du Théoreme 2.19 du Chapitre 2 obtenue pour la borne inférieure de marche
a-stables dans les cas critique et sur-critique. Le cheminement est le méme dans le
cas critique et sur-critique a-stable. Donsker et Varadhan [DV75a] ont prouvé que
l;/t satisfaisait un principe de grandes déviations restreint sur G I’ensemble des me-
sures de probabilités muni de la topologie faible des mesures avec pour fonction de
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taux J(v) =< /v, —A\/v > ou A est le générateur infinitésimal de la marche. De
plus la fonctionnelle

ve§ =], =sup { > vl@)g(), lgll, = 1}

rEeZd

est semi-continue inférieurement. On obtient donc le résultat voulu par contraction.

3.3. Cas sous-critique a-stable. Ce cas correspond a la borne inférieure du
Théoreme 2.17 du Chapitre 2 que nous n’avons pas encore prouvée. Dans le cas
sous-critique a-stable, il semble naturel de penser que le temps local renormalisé

Li(z) = Tglt(tﬁtxj), pour z € R

satisfait un principe de grandes déviations avec vitesse ¢, *. Si nous avions a notre
disposition ce résultat, il suffirait comme dans les cas précédents d’appliquer un
principe de contraction. Néanmoins ce résultat n’a jamais été prouvé. Nous avons
donc pensé a deux possibilités pour répondre a la question. La maniere la plus
naturelle de faire serait d’adapter la méthode utilisée par Gantert, Konig et Shi dans
[GKSO07] pour obtenir le principe dans le cas des marches & variance finie. Cette
démonstration repose sur I’application d’une version du Théoreme de Gartner-Ellis
(Cf Section 1.2.2 du Chapitre 1). Une autre solution est de directement calculer les
moments exponentiels du temps local d’auto-intersections en suivant par exemple le
cheminement proposé par Chen et Li (Théoréeme 4.1 [CLO4]). L'une ou l'autre des
solutions devrait a priori fonctionner sans trop de difficultés.

Notons ici que pour passer des moments exponentiels au principe de grandes
déviations, on utilise une version du célebre théoreme de Gartner-Ellis (Cf Section
1.2.2 du Chapitre 1). Comme nous l'avons fait remarquer (Cf Remarque 1.13 du
Chapitre 1) cette méthode n’a une chance d’aboutir que si la fonction de taux
est convexe. Or la fonction de taux associée a [; n’est pas nécessairement convexe
puisque elle vaut A — Xa’d’p)\a/ (@P=1)) et que dans le cas sous-critique ﬁ > %.
Il faut en fait considérer Itl/ P c’est & dire exactement la norme p du temps local.
La fonction de taux associée & N,(I;) est alors A\ — Ya.apA*?9, or dans le cas sous-
critique, arg/d > 1. Elle est donc convexe. C’est pourquoi nous calculons le moment
exponentiel de N,(l;).

4. Bornes supérieures

Examinons maintenant la borne supérieure. Nous avons vu que c’est dans cette
partie que se concentraient les principales difficultés du probleme. Dans les trois
résultats que nous proposons, celle-ci se divise en deux parties distinctes. La premiere
-commune aux trois preuves- consiste en reprenant une idée de Castell [Cas10], a
appliquer une version du théoreme d’isomorphisme de Dynkin di a Einsenbaum.
Une fois cette partie effectuée, il reste a passer a la limite en temps et en espace, ce
qui constitue la deuxieme partie et qui est distincte dans les trois preuves présentées.
Nous regardons donc dans un premier temps la premiere partie de la preuve avant de
présenter la suite de nos preuves dans les trois cas différents que nous avons étudiés.
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On cherche a majorer la quantité suivante :
P ([t > tpﬁf“‘p)) .

Dans une premiere étape on projette la marche aléatoire (X;, ¢t > 0) sur le tore de
rayon R; et on 'arréte a un temps exponentiel de parametre \; indépendant de la
marche. Comme on ’a vu dans les heuristiques, projeter la marche sur une boule
entraine une augmentation de son temps local d’auto-intersections. Ce n’est donc pas
un probleme dans le calcul d’une borne supérieure. Par contre, arréter la marche a
un temps exponentiel a tendance a faire diminuer le temps local d’auto-intersections.
Cela a un cout et le choix du parametre A\; du temps exponentiel est donc primordial.
I1 est intimement lié a la fois a la taille de la boule sur laquelle on projette la marche
et a la vitesse de la déviation. Il permet aussi d’optimiser afin d’obtenir la bonne
constante de déviations. On a :

P ([t > tpﬁf“*m) < exp(\t)P (NP,R(ZRM) > tﬁ;d/q) ,

ol lg, r est le temps local de la marche projetée sur le tore de rayon R, et arréter a
un temps exponentiel 7 de parametre \;.
A ce stade, on cherche a appliquer le théoreme d’isomorphisme suivant :

THEOREME 4.1 (Corollaire 8.1.2 page 364 de [MRO6]). Soit (X, t > 0) une
marche aléatoire symétrique de Z2. Soit T un temps exponentiel indépendant de la
marche aléatoire. Soit (Z,,x € Tgr) un processus Gaussien centré, indépendant de T
et de la marche dont la matrice de covariance est donnée par

Gralz,y) = E, [ / T{x® =ylds|,
0

la fonction de Green de la marche projetée et arrétée. Considérons pour s # 0 le
processus S définit par

1
S, = lR,T(.T) + i(Zm + 3)2,Vx € Tg.

Alors pour toute fonction mesurable et bornée F : RT® — R, on a :

E[F((Sy,z € Tg))] =E K1+ %) F (G(Zx+s)2,x € TR))} .

Ce théoreme nous dit que la loi du processus S est a peu pres donnée par la loi
du carré du processus Gaussien Z. Mais le processus S est somme du temps local et
du carré du processus Gaussien, donc si on arrive a séparer ces deux composantes,
on pourra connaitre la loi du temps local a partir de la loi du carré du processus
Gaussien Z. Et de fait c’est ce que nous faisons. Il est facile de voir que

1
N}, (8) 2 Ny g (Iner) + 55 Nop g, (Z + ).
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Ainsi, par indépendance de Z avec la marche et le temps exponentiel, Ve > 0,

- 1
P (Nyntnr) > 05" ) P (ﬁNQP 2+ 5) > g0 )

<P (N2, (8) 2 8101+ 6)) .

On peut maintenant appliquer le théoreme d’isomorphisme : Ve > 0, pour un bon
choix de s,

P (N;;Rt(lRM) > tpﬁf(l_p)>
<
]P) (%NQPR (Z + 3) tpﬁtd(l—p)€>
P <N22§R (Z) > (1+ e)QPtP@d(lfp))
<

P (N (2) > et P)

On est désormais ramené a regarder les déviations d’une norme d’un processus Gaus-
sien. Pour ce qui est du dénominateur, il suffit d’appliquer I'inégalité de Holder en
écrivant que pour toute fonction f telle que Nopy g, (f) = 1,

P (N3 (2) 2 2B ) 2P N o2, = Va5
:IJETRt
La variable aléatoire erTR f+Z, est une Gaussienne centrée de variance
t
Zx,yeTRt Gro\(,y) fof,- Nous sommes donc en mesure d’appliquer une inégalité de
queue de Gaussienne. On obtient :

_ € _
P <N22£Rt(Z) > €2ptp5td(1 p)) 2, exp <—§t5t d/qtp()\ta Rtﬂf))

ou p()‘taRht) = inf {)\tNQQ,Rt(f)_ < f7 ARt,)xtf >, N2p,Rt(f) = ]-} car G}_{tl,)\t = /\t -
ARty)\t'

Reste a s’occuper du numérateur. L’idée est ici d’introduire une médiane M du
processus Gaussien afin d’utiliser les inégalités de concentration pour les normes de

processus Gaussiens. On peut trouver dans le livre de Ledoux et Talagrand (lemme
3.1 dans [LT91] que Yu > 0,

P (’N2P7Rt(Z) - M’ < \/a) > 2P (Y 2 up()‘bRtat)) 5 exXp <_gp()‘t7Rt?t))

ou Y est une Gaussienne centrée réduite et la derniere inégalité provient d’une
inégalité de queue de Gaussienne. Admettons pour simplifier les notations qu’on ait
fait e = 0. On a :

P (NE L, (2) > 2050 ) <P (|Nyp (2) M|>\/_ﬂ—d/ ) _ 1)
o (£ (VB ).
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Si M < \/fﬁ;d/(m, alors

P (NQQII;,Rt(Z) > 2ptp521(1_p)> S exp <—t5t_d/qp(/\ta Rt»ﬂ) :
Finalement, si M < \/Eﬁt_d/(g‘”, avec € — (0, on a

P (12 05"") Sexp (Mt + (5= 1) 67 0\, Rist))

< exp <>\tt 157\, Ry, t))

ou encore

—d
=exp | Mt — ﬁ : (22)
T()‘t7 Rt7 t)

Le cas a-stable sous-critique differe légerement car nous avons calculé les mo-
ments exponentiels de la norme du temps local. Il y a donc grossierement une in-
égalité du type Markov exponentielle en plus. On aboutit donc de la méme maniere
a

V0 tel que 0 < 6?_d/qp()\t, R t), E [exp <Qﬁf/q_aNp(lt)>} S exp (M) . (23)

On voit qu’il reste a déterminer la limite lorsque le temps ¢ tend vers 'infini. Ce-
pendant, on a vu que R; dépendait a la fois du temps et de l'espace, plus précisé-
ment R; = RP;. On doit donc prendre aussi la limite en espace R dans la constante
p(Ag, Ry, t) ou T (A, Ry, t). Cela constitue la deuxieme partie de la preuve de la borne
supérieure et, comme on I’a dit précédemment, celle-ci differe dans les trois résultats
proposés. Nous avons donc séparé ces questions dans les trois sections suivantes.

REMARQUE 4.2. La condition M > \/fﬁt_d/(QQ) est trés importante dans notre
approche. En effet, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, c’est elle
qui restreint nos résultats a des échelles ou I, est trés grand devant sa moyenne.

4.1. Cas critique et sur-critique a-stable. C’est la suite de la démonstra-
tion du Théoreme 2.19 du Chapitre 2. Dans ce cas la, la taille du tore R ne dépend
pas du temps t. Compte tenu de la vitesse de déviation du théoreme 2.19 et de
I'équation (22), il est naturel de poser pour a > 0, \; = aﬁt_d/q. On a alors

d/q 1

. Bt d(1-p)
i sup == g (1 2 #7507) S |
ltril—fip / og (1r = 7P, ~ 4 limsup Y (A, R, t)

t——+o0

On doit donc montrer que

limsup limsup Y (A, R, t) < 7T,

a—0 t——4o0
c’est a dire

lim sup lim sup sup {< [, Gra S >r Nepy r(f) = 1}

a—0 t——+o0

<sup {< f,Gf > Ny (f) =1}



4. BORNES SUPERIEURES 53

FiGURE 1. Fonction plateau pour d = 1

L’idée est ici de construire a partir du maximiseur du premier membre, le can-
didat a maximiser le deuxieme membre. Considérons f la fonction qui maximise le
premier membre. C’est une fonction définit sur Z? de période R. On la tronque donc
par une fonction plateau 1 de la forme donnée par la figure 1.

Le candidat a réaliser le supremum du deuxieme membre est donc g = #f(w)
Puisque la troncature nous fait perdre de la matiere sur les bords de f, on veut



54 3. IDEES DES PREUVES

pouvoir choisir f telle que sa norme sur les bords de [0, R]? soit faible. Suivant
une idée de Varadhan, on peut faire ce choix la puisque toute les translatées de f
atteignent elles aussi le supremum du premier membre. Grossierement on a :

1
<yg,Gg >= W <Yf,GWf)>2< f,Gf >r.

On doit maintenant comparer G' et G ,. Dans le cas critique et sur-critique a-
stable, on utilise ici de maniére cruciale I'hypothese 2.16 (voir Chapitre 2). Elle
nous permet d’avoir les estimées de probabilités de transitions pour une catégorie
de marches a-stables obtenues par Bass et Levin (voir Théoreme 6.3). Ces estimées
nous permettent de mieux comprendre le comportement de la fonction de Green en
montrant a travers un lemme préliminaire qu’il existe une constante C' telle que

GR,)\t(ny> < G(.T,y) + w

Ainsi on obtient :

Nt r(f)
MR

Par ailleurs, comme N,y r(f) =1, on a Ny g(f) < RYP) et ainsi
C

N RY/a

En passant au sup sur les fonctions g de norme (2p)’ égale a 1, on a

C
M\ Rd/a

Ainsi, pour un choix de R tel que \,R¥? > 1, on a répondu & la question.

<9,Gg>2< f,Graf >r —C
<9, Gg >/?_;< f7 GR,/\tf >R —

T > T(a, R t) - (24)

4.2. Cas sous-critique. C’est la suite de la démonstration du Théoreme 2.3 du
Chapitre 2. Compte tenu de la vitesse de déviation du théoreme 2.3 et de ’équation
(22), il est naturel de poser \; = a3; 2. On a alors Va > 0,

2
lim sup % log P (It > tpﬁtd(l_p)> < a—limsup B Yp(\, Ry, t).

t—+00 t—-+o0

Dans le cas de la marche simple, le générateur infinitésimal de la marche A est donné
par le Laplacien discret. Ainsi,

P Rit) = int { N (1) + 5V (V1) Napl ) = 1

La constante de déviation finale est I’équivalente continue, c’est a dire qu’on cherche
a montrer que

. . - 1 o
st { a2, (1) + 5N (V). 1) = 1}

t——+o00

. 1
it {a il + 5 1913 il, = 1} (25)
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On voit que la difficulté majeure de cette question est de maitriser le passage du dis-
cret au continu. Il faut arriver a partir d’'un minimiseur discret du premier membre a
construire un candidat continu minimiseur du deuxieme membre. Nous nous sommes
inspirés d’une méthode proposée par Becker et Konig [BK11] pour la démonstration
d’'une question analogue. L’idée est d’abord de définir R, la taille du tore, comme
étant Rf;. Le parametre (3; correspond au pas de la discrétisation qui va permettre
de passer du discret au continu. Soit f la fonction qui minimise le premier membre.
On construit la fonction g suivante :

Cl/ 2p

g(x) = f(|Bex]) + partie linéaire.

On cherche a construire la fonction g de maniere a ce qu’elle soit R-périodique et
qu’elle conserve la "partie gradient”; c’est a dire que

HVQHQ R~ BtQ d/qNgRﬁt(vf)~

La renormalisation entrant dans la définition de g permet de se ramener d’un tore de
rayon Rf; a un tore de rayon R. La fonction x — f(|S;x]) est constante sur chaque
cube de longueur 1/, du tore de rayon R. Ainsi, la fonction g est une interpolation
linéaire de celle-ci sur chaque cube de longueur 1/3;. La partie linéaire définit cette
interpolation de maniére & conserver la "partie gradient”. Pour cela (voir figure 2),
chaque cube de longueur 1/, est divisé en d! tétraedres. L'interpolation linéaire est
définit sur chacun de ces tétraedres de maniere a ce que la fonction ¢ soit continue
partout et qu’elle coincide avec la fonction  — f(|fiz]) sur chaque sommet des
cubes de longueur 1/5;. Construite ainsi, la fonction g conserve la "partie gradient”
c’est a dire que

IVgllsr = BF NG s (V).

La fonction g ayant été construite pour controler la norme 2 du gradient, le gros du
travail réside dans le controle de la norme 2p et la norme 2 de g. L’idée est que la
premiére partie de la définition de g, & savoir la fonction = — f(|S;x]) va donner la
norme 2 et 2p de la fonction f de départ, c’est a dire que :

B 118D, = M) = Lot ||B7* (18], = B/ Napa ()

Une analyse assez fine du comportement de la partie linéaire permet de montrer que
celle-ci va éetre négligeable, et ainsi de montrer que

913 S B~ NE () + 00 (B /"NE s, (V1))

et
d
9130 2 1= 00 (B "NE s, (V1))

On est donc passé d'un fonction discrete Rp;-périodique a une fonction R-
périodique continue. Il faut maintenant passer & une fonction de R? candidate &
réaliser 'infimum de la formule variationelle finale. Pour cela, on tronque mainte-
nant la fonction g qui est R-périodique par une fonction plateau ¢ analogue au
cas précédent (voir figure 1) afin de pouvoir la considérer comme une fonction sur

R?. Ainsi la fonction h = ﬁ est notre candidate pour réaliser I'infimum dans
2p

le deuxieme membre de (25). La pente de la troncature est choisie de fagon a ce
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Ficure 2. Construction de l'interpolation

1/B,

1/B,
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que 'on perde peu sur la "partie gradient”, et de la méme maniere que dans le cas
précédent, les translatées de f atteignant elles-aussi I'infimum, on peut choisir une
des translatées de f telle que 'on perde peu sur la norme 2p en tronquant g. Ainsi,
on a

1 1
I3+ 51908 = o (allogll + 5 IV o))

2
1293,

1 2 1 2
o (allall o+ 319018 ).

~ 2
||g||2p,R
Alinsi,
1 1
2 2 —d 2-d 2-d
allbll3+3 IVAI S @y NG s, (1) + 587 NE s (V) + 00 (87 NE s, (V) )
On conclut la preuve en passant a 'inf sur les fonctions f de norme 2p égales a 1.

REMARQUE 4.3. La fonction g construite est une interpolation de la fonction
f de départ. Les deux fonctions coincident sur les sommets du réseau et la valeur
de linterpolation sur chaque tétraédre dépend uniquement de la valeur de f sur les
sommets de ce dernier. L’interpolation est donc locale, ceci est a mettre en lien avec
le fait que lopérateur g — ||Vg||, est local.

4.3. Cas sous-critique a-stable. C’est la suite de la démonstration du Théo-
reme 2.17 du Chapitre 2. A ce niveau de la démonstration, on a montré que

V0 tel que 8 < B Y p(\, Ry, 1), E [exp (eﬁf/q‘“zvp(zt)ﬂ < exp (\t).

Compte tenu de la vitesse de la déviation, il est naturel de poser \; = af; “. On a
alors :

Vo tel que 0 < ﬁta_d/qp(/\t, Ry, t), %E [exp <Qﬁf/q_aNp(lt)>} < a.

La constante de déviation p(A\, Ry, t) apparait ici comme borne supérieure du
domaine de validité du parametre 6. On doit comme précédemment trouver une
borne inférieure de celle-ci. Comme dans le cas de la marche simple, la constante de
déviation finale vit dans le continu. Ainsi pour passer du discret au continu on va
comme précédemment faire un changement d’échelle en posant R, = R/, la taille du
tore. Le résultat étant valable quelque soit 6 tel que 6 < ;" 4/ “p(N\i, Ry, t), il reste
donc a trouver une minoration a la limite suivante :

lim inf lim inf inf { a8, /" NF s, ()= < £ Ansf >ma Moo (f) = 1}

Une difficulté supplémentaire dans le cas des marches a-stables provient du fait que
le générateur de la marche n’est plus le Laplacien discret. De fait nous ne connaissons
que peu de choses sur ce type de marche. On peut trouver dans Le Gall et Rosen
[LGR91] que p la loi de 'incrément de la marche vérifie

P(r)(w) = 1 []" +o(||"). (26)

Cette hypothese étant la seule que nous avions, et la constante finale de dévia-
tions étant exprimée en Fourier, nous avons travaillé sur une version Fourier de la
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constante de déviation p(A, Ry, t). Dans cette optique, on peut reformuler celle-ci
en :

ﬁa_d/qp(kta Rt7 t)

a—d/q T
—inf 08 VN () + P 3 1P (NP (1—F(u) (R—@)),sz,mf):l
z€TRg,

On cherche donc a montrer que

lim inf lim inf
R—400 t—+00

a—d/q
it § 08N () + (s 3 1Fra (D (1—F(u) (R%t)),fvzpmf):l

Z‘GTRBt

: 1 N
sint {alol?+ 5 [ 0P o, = 1} = pla),

car inf {a, p(a) > 0} = (%) “"% qui est le résultat voulu. Comme précédemment

il faut construire a partir du minimiseur f de la formule discrete un candidat pour
minimiser la formule continue. Admettons un instant pour simplifier les notations
que nous n’ayons pas projeté la marche sur le tore de rayon Tgg,. A ce moment la,
la formule variationelle discrete devient

inf {am )+ /[ PR (= FOae) o Ny (1) = 1} |

L’idée a été de chercher la fonction g sous forme de convolée. C’est a dire que
I’on pose
g() = Frp() =Y f2)el(-—2)
2€74

ou ¢ est une fonction a déterminer. A ce moment la,

/Rd w]*|Fg(w)]* = /Rd W] F () (@) F () (W) [2dw.

Comme dans le cas précédent, on demande en premier lieu a la fonction g de conser-
ver la "partie gradient”, désormais représentée par la partie transformée de Fourier.
En posant
1-F w
T)(w) = 1| ) ) ¢ [0, 20")

jwl|®
on a bien

L erigser = [ IR0 - ) do

Il reste maintenant a vérifier que construite ainsi, les normes 2 et 2p de g sont proches
de celles de f. On travaille d’abord sur la norme 2. On remarque que comme la
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marche aléatoire est dans le domaine d’attraction d'un processus a-stable, on sait
que p vérifie (26) et donc que lin%) F(o)(w) = 1. Par Parseval, on a :
w—r

lglly = I * elly = 1T+ @)lly = [[F ()T (@)
<[ENNy + [1F)A = F(e)]l S Na(f) + négligeable.

La partie la plus délicate de la preuve est de controler la norme 2p de f. En utilisant
la formule d’inversion de Fourier et la définition de F(y¢), on peut voir que

g(2) = /[ L FDTR) exp (ir < 0.0 >) do
_ /[02 P e (2in < =) de

_ /[0 o FDE) (1= F()w)) exp (i < 2,0 >) d (27)

Notons h(x) le premier terme de (27). On peut remarquer que hA([-]) = f(-). Ainsi,
en introduisant la fonction

=3 I{r e Q:))

z€24
ot Q(z) est le cube unité centré en z et h, = fQ(Z) h(z)dz, on a que

1l = NIRCL- D5, = (|2 = A(]
> Nyy(f) — négligeable.

= {17 =Bl

H2p

On montre que ces derniers termes sont négligeables en utilisant 'inégalité de Poin-
carré. C’est d’ailleurs dans le but de 'utiliser que nous avons introduit la fonction
approximante . Il reste & montrer que deuxiéme terme de (27) est négligeable. On
le montre en utilisant & nouveau le fait que p vérifie (26) et donc que F(p)(w) = 1.

Le fait d’avoir supposé que nous n’avions pas projeté sur le tore de rayon R[f;
occulte une difficulté majeure de la preuve qui est le passage du discret au continu
puisque la transformée de Fourier d’une fonction de Z¢ est une fonction de R?. La
transformée de Fourier fait alors le travail de passer dans le continu. Par contre, la
transformée de Fourier d'une fonction sur Tgs, est une fonction sur Tggs,, on reste
donc dans le discret. L’idée a donc été de raffiner la méthode précédente en posant

gr(-) = B P hxo(Be) = BV 3" h(k —k).

keTRBt

La procédure est la méme que celle présentée précédemment. On détermine ¢ de ma-
niere a conserver la partie donnée par la transformée de Fourier. La fonction ainsi
construite est une fonction R-périodique et 1/, correspond au pas de la discrétisa-
tion pour passer du discret au continu. Tous les termes que nous avons considérés
comme négligeables le sont grace a ce pas de discrétisation. Ils disparaissent donc
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lorsque B; — +o0. Nous avons donc réussi a montrer que

timinf inf {af; VNG s ()= < [, Apscf >ra Nos () =1}

t—+o00

> inf {a Igllor+ R 1Fa(9)(2) 12/ RPN gllaprn = 1}
2€74

REMARQUE 4.4. Dans tout les cas, on peut voir que le choix de \; est égal a

— max(a,d/q)
af, .

REMARQUE 4.5. Contrairement au cas de la marche a variance finie, l’opéra-
teur considéré ici f — [pa|w|” |Fg(w)|dw est non local. Une interpolation locale
avait donc peu de chance de convenir. L’idée d’utiliser une convolée provient de la
nécessité de répondre a cette caractéristique de l’opérateur.

5. Identification des bornes et non dégénérescence des constantes

5.1. Cas sous-critique. La borne inférieure donne directement la bonne constante
Xdp = inf {% IVallz, llgll, = gllo, = 1}. La borne supérieure donne la constante

sulvante :
. N . 1
inf {a — p(a).a > 0} ol p(a) = inf { gl + 5 1913 lgll, = 1} -

Afin d’égaliser ces constantes, on utilise la renormalisation g,(-) = 2P g(B ) qui
permet apres optimisation en « de pouvoir calculer explicitement I'infimum en a.
Une derniere renormalisation permet de montrer que

inf {a — p(a),a > 0} = —xq,-
On a vu dans la proposition 2.1 du Chapitre 2 que la constante x4, ¢tait liée a la

meilleure constante dans une inégalité du type Gagiardo-Nirenberg, cela permet de
montrer que celle-ci est non dégénérée.

5.2. Cas critique et sur-critique a-stable. Dans ce cas la, la borne supé-

rieure est donné par —% ou YT = sup {< f,Gf >, Hf”(gp)/ = 1} tandis que la borne

inférieure est donnée par —© ou © = inf {%, No(f) = 1}. L’identification des
2p

deux constantes se fait en deux temps. Dans un premier temps, on remarque que la
démonstration du théoreme 2.19 donne 1/7T < ©. Il reste donc a montrer l'inégalité
inverse. Cela découle du fait que —A o G = id et que G peut-étre vu comme un ap-
plication de (@) (Z%) dans I?(Z%). En effet, admettons que la fonction g approche
le supremum dans la définition de T et posons f = %. On peut remarquer que
Ny (f) > 1 et que No(f) < +oo. Ainsi

T ~<g,Gg >=< —Ao0Gg,Gg >=< —TAf,Tf >
> Y2inf {< f,—Af > Noy(f) = 1, No(f) < +00} = 1?6,

et donc % > 0. La non-dégénérescence des constantes se montre séparément pour

le cas critique et le cas sur-critique. Ce dernier est assez simple puisqu’il provient
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du fait que sous I'hypotheése p(d — «) > d, la norme p de G est finie. Pour le cas
critique, nous avons invoqué un résultat de Varopoulos [Var85] qui relie estimées
des probabilités de transition et inégalité fonctionnelle sur la forme de Dirichlet.

6. De I’échelle a respecter

Nous revenons plus en détail sur la Remarque 4.2. On a vu qu’il était nécessaire
d’avoir M? < t3, /4 Reste donc & calculer 'ordre de grandeur de M pour détermi-
ner ce que la condition précédente implique. On rappelle que M est une médiane du
processus Gaussien Z centré et de matrice de covariance Gp, ),. Comme la variable
aléatoire || Z||,, g, est positive, on a M < 2E[[|Z]|,, x| et il est donc facile de voir

que M2 = O(R¥"Gp, ,(0,0)). Ainsi I'ordre de grandeur de M est lide & celui de la
fonction de Green de la marche projetée sur le tore de rayon R; et arrétée au temps
exponentiel 7. La fonction de Green mesurant le temps moyen passé par la marche
sur chaque site, son comportement asymptotique est lié a deux parametres. D’ une
part la relation entre dimension et moment de l'incrément, et d’autre part la relation
entre taille du tore sur lequel la marche a été projeté et le temps exponentiel d’arrét
de la marche. En effet, si @ > d, alors la marche est récurrente, et Gg, ), devrait
étre grand. Par contre si o < d, la marche est transitoire et Gg, , devrait étre petit.
De la méme maniere, la marche met un temps de l'ordre de Ry pour sortir d'une
boule de rayon R;. La moyenne du temps exponentiel 7 étant 1/X;, si 1/\;, < R
alors la marche est arrétée avant de sortir de la boule, et donc son comportement
est le méme que celui de la marche non projetée. On ne fait donc pas grossir artifi-
ciellement G. Par contre si 1/)\; > R, la marche est arrétée apres étre sorti de la
boule, la projection sur le tore fait alors augmenter la valeur de G, »,. Ces différents
parametres sont pris en compte dans les propositions suivantes qui donnent 'ordre
de grandeur de la fonction de Green dans les différents cas que nous avons étudiés.

6.1. Marches a variance finie. On s’intéresse ici au cas sous-critique. On
rappelle que dans ce cas 1a A\, = af; 2

PROPOSITION 6.1. Considérons la marche simple sur Z2. Quelque soit a > 0 on
pose Ay = af3; 2. Supposons de plus que 3, > 1, alors Va, R > 0
(1) Pourd =1, Ggg,x,(0,0) = O(5).
(2) Pour d =2, Ggg, (0,0) = O(log ).
(3) Pour d >3, Ggg, 1 (0,0) = O(1).
L’idée de la démonstration est d’utiliser des estimées des probabilités de transi-
tion pour des marches a valeurs dans des espaces finis. Ce type de marche vérifiant

des inégalités de Nash, on a comme conséquence des théoremes 3.3.15 et 2.3.1 dans
[SCI7| des inégalités du type

1 < C
(RB)| = 52
ot pfPt est la probabilité de transition de la marche projetée sur le tore de rayon

RB;. Compte tenu de ces estimées, il est facile de conclure la démonstration. Ainsi
en utilisant le fait que M? = O((RB;)¥?G g, »,(0,0)) on a

3C > 0 tel que Vs > 0, [pfh(0,0) —
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(1) Pour d = 1, M2 = O(87 /).

(2) Pour d =2, M? = O(8*?log 3;).

(3) Pour d > 3, M2 = O(8"'").
La contrainte d’échelle provenant de la borne supérieure qui est on le rappelle M? <
18, 1 Jevient alors :

(1) Pourd =1, 82 < t.
(2) Pour d =2, 82 < .

logt"
(3) Pour d > 3, B¢ < .

On rappelle que nous avons vu dans la remarque 2.4 du Chapitre 2 que ces contraintes
correspondent aux échelles de tres grandes déviations. C’est a dire que 1’on regarde
la probabilité que I; soit tres grand devant sa moyenne. Notre incapacité a passer
a l'échelle de la moyenne provient de cette nécessité a compenser la médiane du
processus Gaussien.

2. Marches a-stables.
6.2.1. Cas sous-critique. On rappelle que dans ce cas-la, \; = af; “. On aimerait
dans le cas des marches a-stables avoir un résultat équivalent a la proposition 6.1
donné par la proposition suivante :

PROPOSITION 6.2. Soit a €]0,2]. Quelque soit a, R > 0 on pose A\ = af; *
Supposons de plus que B, > 1, alors
(1) Pour a > d, Grg,,(0,0) = O(B2™%).
(2) Pour a =d, Ggg,(0,0) = O(log ;).
(3) Pour a < d, Gpgg,»(0,0) =0O(1).
Malheureusement nous n’avons pas obtenu ce résultat dans toute sa généralité.
La difficulté de ce résultat vient du fait que ’estimée suivante,
1 < C
(RBy)%| — sd/e’
qui semble naturelle, n’est pas -a notre connaissance- prouvée a ce jour. Il nous a
donc fallu faire sans. Nous avons donc utilisé de puissants résultats d’estimées de

probabilités de transitions pour les marches a-stables vérifiant I’hypothese 2.16, c’est
a dire celles dont la loi de l'incrément p vérifie

3C > 0 tel que Vs > 0, [pfP(0,0) —

30y, Cy > 0 tels que Vz,y € Z°, JW <uly—z) < ‘Z/—Cﬁ'

Un des inconvénients majeurs de cette hypothese est qu’elle exclut le cas de la
marche simple. Cependant, cette hypothese sert exclusivement a obtenir des estimées
pour la fonction de Green. Or nous avons vu dans la section précédente, que dans le
cas de la marche simple, les connaissances étant nettement plus développées, on a
des estimées de probabilité de transition nous permettant d’obtenir le résultat voulu
sans hypothese supplémentaire. On se place sous 'hypothese 2.16 afin d’utiliser les
résultats suivants dus a Bass et Levin [BLO2].
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THEOREME 6.3. Bass et Levin 02.
Sous l’hypothese 2.16, il existe une constante C' telle que pour tout t > 0 et pour

tout x,y € 7,
/
pilz,y) <C (YN ——
|z —y|

A Taide de ce résultat, nous avons pu obtenir les estimées précédentes pour la
fonction de Green. Comme dans le cas des marches a variance finie, les estimées
de la fonction de Green données par la proposition 6.2 donnent des estimées de la
médiane du processus Gaussien puisque M? = O(RYPG,(0,0)). Ainsi,

(1) Pour a > d, M* = O( f‘_d/q).
(2) Pour a =d, M? = O(BY?log f3;).
(3) Pour o < d, M2 = O(B"'").

Couplées avec la contrainte d’échelle M? < ¢,
conditions suivantes :

(1) Pour o > d, B < t.

(2) Pouwr a =d, B < 5.

(3) Pour a < d, B¢ < t.

On rappelle comme on I'a vu lors de 1’énoncé du théoreme 2.17 que ce sont ces
contraintes qui restreignent nos résultats a des résultats du type tres grandes dévia-
tions.

4/ 1 ces résultats donnent les

REMARQUE 6.4. L’hypothese 2.16 n’est utilisée que pour avoir des estimées de la
fonction de Green. Ainst, elle ne joue pas de role dans les intersections de la marche
et nous pensons qu’elle n’est pas mécessaire a l’obtention du résultat de grandes
déviations. C’est pourquot nous l’avons qualifiée d’hypothese technique. Une question
intéressante serait donc d’obtenir les estimées de la fonction de Green en se passant
de cette hypothese.

6.2.2. Cas critique et sur-critique. On rappelle que dans ce cas la A\, = aﬁt_d/q

et qu’on a toujours la condition M? < t3, d/a qui sert a compenser la médiane du
processus Gaussien. On rappelle que M? = O (Rd/pGRy,\t(O,O)), ainsi de la méme
maniere que précédemment on cherche des estimées de la fonction de Green. On se
place a nouveau sous ’hypothese 2.16 pour obtenir 'estimée suivante,

GR)\t (07 0) < G(Ov O) +

AR

Ainsi, compte tenu du fait que p(d—a)) > d, on a nécessairement d > «, la marche est
donc transitoire. De ce fait, & partir du moment ott \;R¢ > 1, on a G, (0,0) = O(1)
et donc M? = O(R%?). La condition M2 < t8, “/? devient donc R% < t?8; /?. Par
ailleurs, on a vu que dans cas la, la convergence de la constante était conditionnée
au fait que \,RY9 > 1 (Cf (24)), c’est a dire R? > B¢, Les deux conditions R? <
s, ®/1 ot Rd > B¢ donnent fB; < t ce qui est équivalent a dire que I'on se place
sur une échelle de tres grandes déviations (Cf théoréme 2.19).
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Nous avons essayé de prouver avec cette méthode des résultats de déviations
modérées. Grossierement, la médiane du processus Gaussien doit compenser 1'espé-
rance du temps local d’auto-intersections. Il faudrait donc dans un premier temps
réussir & montrer que |M? — E[L]| = o(M?) et déterminer I'ordre de cette différence
qui devrait étre celui de I’écart type du temps local d’auto-intersection. Si, comme
nous l'avons dit en section 2.4, on connait bien E[[;] grace aux résultats de type loi
des grands nombres, il n’en est pas de méme de la médiane. On notera d’ailleurs
que ce sont les estimées de celle-ci (par I'intermédiaire de la fonction de Green) qui
restreignent nos résultats.



CHAPITRE 4

Large deviations for self-intersection local times of stable
random walks

ABSTRACT. Let (X;,t > 0) be a random walk on Z%. Let Ip(z) = fOT 0.(Xs)ds

the local time at the state x and Iy = > Ilp(x)? the g-fold self-intersection local
TEZY

time (SILT). In [Cas10] Castell proves a large deviations principle for the SILT of
the simple random walk in the critical case ¢(d — 2) = d. In the supercritical case
q(d —2) > d, Chen and Méorters obtain in [CMO09] a large deviations principle for
the intersection of ¢ independent random walks , and Asselah obtains in [Ass09] a
large deviations principle for the SILT with ¢ = 2. We extend these results to an
a-stable process (i.e. a €]0,2]) in the case where ¢(d — ) > d.

1. Introduction

Let (X;,t > 0) be a continous time random walk on Z¢ with jump rate 1, whose
generator is denoted by A :

Af(x) = puly — 2)(fy) — f(x))

yezd

where 11 is the law of the jump, i.e. the law of X; where (X,,,n € N) is the embedded
discrete time Markov chain of (X;,¢ > 0). We assume that g is in the domain of
attraction of a stable law of index a and that p is symmetric. More precisely we
assume the following assumption :

1.0.2.1. Assumption 1 :

— 3¢, > 0 such that Vo, y € Z9, W <uly—=x) < W

— 4 is symmetric.
In this article we are interested in the g-fold self intersection local time (SILT), i.e. :

Ir =) lp(z)" with ZT(x):/OTch(XS)ds.

xE€7Z4

The study of self-intersection is naturally arising from both probability and phy-
sics. In probability this quantity naturally arises from study of random walk in
random scenery for instance. In physics we can cite the Polaron problem in quan-
tum mechanics and the study of polymers in statistical mechanic. For the latter,
represent a polymer as a chain of N molecules which is considered as a random walk
(X, n € [0, N]). Physicists study measures of the form exp(—f1y) where Iy is the
discrete analogous of Ir. When [ < 0, the measure favors unfolded polymers with
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few intersections, whereas when § > 0, the measure favors the self-intersections of
the polymers.

To give an idea of the behaviour of I to the reader, we focus on the most studied
case with a = 2 and ¢ = 2, which means that we consider the [,-norm of the local
times of a random walk with finite variance. The first idea is to point out the very
important role played by the transience or the recurrence of the walk. Of course,
when the walk is recurrent (dimension 1 and 2), it will intersect itself much more
than when it is transient (dimension d > 3). Hence the SILT will be much more
large. More precisely for d = 1, Iy ~ T%/%: for d = 2, Iy ~ T'log(T) ; and for d > 3,
the walk being transient it spends a time of order 1 at each site and I ~ T

The difference between recurrence and transience reappears in the central limit
theorem. In dimension 1 and 2, we have a convergence to the local time of a Brownian
motion (renormalized for d = 2), while for d = 3 a convergence to a normal law takes
place :

—d = 1: TQT/

motion.
~d=2: IT—E[[T] 0, vy, where ] is the renormalized intersection local time of
a Brownlan motlon

—d >3 LBl Do 1),

Since the law of large numbers and limit laws have been established, it is natural
to be interested in the large deviations of the SILT.

The large deviations are the study of rare events. In this article we wonder how I
can exceed its mean, i.e. we compute the probability P(Ir > b%) where bd. > E[Ir].
Heuristically, it is interesting to ask how the walk can realize this kind of atypical
event. We propose here a classical strategy for the walk to realize large deviations
of its SILT.

Let us localize the walk on a ball of radius R up to time 7. As y is in the domain
of attraction of a stable law, there exists (Ut,t > () a non degenerate stable process
such that ()Xt — Uy, where a(t) ~ ta. On one hand, the walk arrives at the
edge of the ball in R* units of time and the probablhty of this localization is about
exp(—pa). On the other hand, the walk spends about #; units of time on each site
of the ball, so It increases to (F) R% = 71R41-9)  We want I; = b., which gives

d(q D)
(~orr™T ).
Maximizing this quantity in R, we obtain three cases :
- @ —a >0« gq(d— «) > d (supercritical case) : in this case the optimal
choice for R is 1. A good strategy to realize the large deviations is to spend a
time of order by in a ball of radius 1, and then : P(Ir > bl) ~ exp(—br).

) = 0 & g(d — a) = d (critical case) : here the choice of R does

q
d(g=1)
not matter. Every strategy consisting in spending a time of order by R~ ¢ T

in a ball of radius R such that 1 < R < (T/by)V/® is a good strategy, so
P(Ir > b7) ~ exp(—br).

(d)

v1, where 7, is the intersection local time of a Brownian

T:bT
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- @ —a <0< q(d—a) < d (subcritical case) : a good strategy is to stay

up to time 7T in a ball of maximal radius, i.e. (l) "V thus P(Ip > bL) ~

br
exp (—bT (%)%_1 :

The question of large deviations for the SILT of random walk has very studied
in recent years. The knowledge of the case a = 2 is the most progressed. We make
here a brief review of these results.

— For d = 1, Chen and Li obtain a large deviations principle in [CLO04], as they

obtain similar results for Brownian motion.

— For a large deviations principle in the case d = 2, we refer to the work of
Bass, Chen and Rosen [BCRO6]. They express the constant in term of the
best possible constant in a Gagliardo-Nirenberg inequality.

— In [Chel0], Chen obtains a large deviations principle for all the scales of
deviations for d = 3 and ¢ = 2. For dimension 2 and 3, the main idea is to
first establish the large deviations of ¢ independent random walk then to use
the dyadic decomposition due to Westwater [Wes80].

— In the critical dimension d = 4, a recent paper of Castell [Cas10] states a
large deviations principle, the constant being given in term of the best possible
constant in a Gagliardo-Nirenberg inequality.

— The case of the supercritical dimension d > 5 is treated in two papers. In
[CMO09], Chen and Mérters give a large deviations principle concerning mutual
intersection local times of ¢ independent random walks in infinite time horizon,
and Asselah obtains in [Ass09] a large deviations principle for the SILT of a
symmetric random walk. The method used by Castell in [Cas10] and by Chen
and Morters in [CMO09] have the same idea at their core. Indeed, Chen and
Morters explicitely compute large moments of the intersection local time and
Castell uses Einsenbaum’s Theorem, whose proof is based on the computation
of its large moments.

A recent book of Chen [Chel0] summarizes these results. We refer the interested
reader to this work for a precise development of the subject.

In this article, we are interested in the case where a < 2, i.e. the a-stable
random walk. Up to now only subcritical case ¢(d — o) < d is solved in three
papers, [BCRO5],[CLRO5] and [CRO5]. In these three articles the authors obtain
some large deviations principle, and give the constant in terms of the best possible
constant in a Gagliardo-Nirenberg inequality. We briefly present these results.

— The case a > d (note that imply d = 1) is solved by Chen, Li and Rosen in

[CLRO5]. They obtain a large deviations principle for the STLT.

— The case a < d is studied in two articles. Bass, Chen and Rosen explore the
specific case p = 2 and o €]%¢, d] in [BCRO5]. They show a large deviation
principle for the SILT. The idea of the proof is to first study the intersection
of two independent random processes, then to use the dyadic decomposition
due to Westwater.
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— To complete the picture in the case ¢(d — ) < d, Chen and Rosen [CRO5]
obtain a large deviations principle for intersection of ¢ independent stable
processes using Feynman-Kac type large deviations.

This article contributes to the question of large deviations for the self-intersection
local times. We get a large deviations principle in the critical and supercritical case
(i.e. ¢(d — ) > d). In this situation the local times of the a-stable process do not
exist and we have to consider the SILT of the random walk itself. We point out
that our method allows us to consider the g-fold self intersection local times even
if ¢ is a real number instead of ¢ is an integer. Moreover, denote by )7 the mutual

intersection of ¢ independent random walks (Xt(i),t > 0,1 <i < q) defined by

7 T T
QT = Z Hl,gf) (3;') == / .. / ]IXS(1>:~~~:X(q>d51 . e dSq.
0 0 1 Sq

zezd i=1
The upper bound of the large deviations principle for the SILT leads to an upper
bound of large deviations for Q1 by the following inequality :

q 1/q q 1/q q
cef ) (i) <5

zcZ4 1=1
As q(d — ) > d we have o < d, which implies that the walk is transient. So
Ir(z) ~ 1 and Iy ~ T but of course Iy < T'9. Therefore we focus on the probability

P(Iy > bL) for T > by > T's.

1) 1)

q

1.0.2.2. Main results.
Let G be the Green function of the random walk (X¢,¢ > 0) defined by :

+o0
G(z,y) = E, [/ Ty,—, dt} Yo,y € Z°.
0

Remark that as we have a < d, the walk is transient, which gives that the Green
function does exist. We use the following notations :

p(q) = sup {< 9,Gg >, supp(g) compact, |[gl[y,) = 1} )
g

. < f,—Af > B
s(g) = inf {—H L 1}

where < -, - > is the classical scalar product on [*(Z%) and Gg(z) = > G(z—y)g(y).
yEZ4
PROPOSITION 1.1. Under assumption 1, if ¢(d — «) > d, then k(q) is a non-
degenerate constant and k(q) = ﬁ.
THEOREME 1.2. Large deviations.
1
Assume that q(d — «) > d and T > by > T'a. Under assumption 1, we have :

1 1
lim — log P [Ip > bl = ——— . 2
fim - log P lIr = b p(q) (28)
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1.0.2.3. Sketch of the proof.

The proof of the lower bound of large deviations (Theorem 4.1) is classical. Let
T be the set of the probability measures on Z¢ endowed by the weak topology of
probability measures Donsker and Varadhan have proved a restricted large deviation
principle for in F with rate function J(v) =< /v, —A/v >. Then the lower bound
of the large dev1at10ns with constant x(q) follows from the lower semicontinuity of
the function

veF—|v|,= sup {Z V(a:)f(a:)}

Flflg=1 |

However the large deviations principle for l% being restricted, that is the upper
bound is only true on compact sets, we cannot use it for the upper bound. The
method used here for the upper bound has been recently developed by Castell in
[Cas10]. The main idea is to use Eisenbaum’s theorem to shift the problem from a
symmetric Markov process to a Gaussian process, which is considerably more conve-
nient. Indeed, this theorem relates the law of the local times of a symmetric Markov
process stopped at an exponential time with the square of a Gaussian process, whose
covariance is given by the Green kernel of the stopped Markov process.

First we compare the SILT of the random walk with the SILT of the random
walk projected on the torus, and stopped at an exponential time of parameter A
independent of the walk (lemma 3.2). Then we apply Eisenbaum’s theorem (theorem
3.3) to arrive at the Gaussian process (Z,,x € Tg) whose covariance is given by

Gra(z,y) [fo ds] (lemma 3.4 and 3.5). In lemmas 3.4 and 3.5 we

work on the Gaussian process (Z,., z € Tg) using concentration inequalites for norms
of Gaussian processes. We let space and time going together to infinity to obtain a
first upper bound with a constant —1/p;.

We finish the proof of the upper bound by proving in proposition 5.1 that
p1 < p(q). The estimates of the transition probability of an a-stable random walk
obtained by Bass and Levin in [BL02] are a key of its proof. We assume assumption
1 because Bass and Levin need it to obtain these estimates. The upper bound in
this assumption is not surprising since the increments of the walk have moments
of order a. However, the lower bound is less natural since it imposes the walk to
jump of arbitrary distance in Z¢. Current results concerning estimates of transition
probabilities for a-stable processes require this kind of assumption. We think that
this assumption is not necessary to obtain large deviations of the SILT, and it would
be interesting to do without it.

Letting R and T' go to infinity together ask the question of scale between A\, R
and T'. As we stop the random walk at an exponential time 7 of parameter \, we
must control the quantity é logP(T >T) = % That’s why we define A as a2Z. Ad-
ditionally, the Eisenbaum’s theorem shift the problem from the /,-norm of the local
time [ to the Iy, g-norm of the Gaussian process (Z,,z € Tg). Since HZ||§q r~ R

we have the extra constraint by > R%9. Those two precedent conditions, combined
with the condition AR%¥? > 1 coming from proposition 5.1, imply that blho>> T.
That’s why the proof does not work at the scale of the mean by ~ T4,
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Next, we have to equalize the lower and upper bound, which is equivalent to
prove x(q) = 1/p(q). This is done in proposition 5.3 where we use some techniques
of Chen and Morters from [CMO09].

Finally it remains to prove that our constants x(q) and p(q) are not degenerate,
which is done in proposition 5.2. We want to point out that in the supercritical case
it is not difficult to prove that p(g) is finite. Indeed, from the results of Le Gall
and Rosen [LGR91], we know that G(0,z) = O(]z|*~?), which implies that 1G1l,
is finite in the supercritical case ¢(d — «) > d. These estimates cannot answer the
question when ¢(d—a) = d. So we had to work on x(¢g) and the underlying Sobolev’s
inequalities. The solution comes on one hand, from a work of Varopoulos [Var85]
which relates Sobolev’s inequalities and estimates of the probability transition, and
on the other hand, from estimates of the probability transition obtained thanks to
the work of Bass and Levin [BLO02].

This article is organized as follows. Section 2 is devoted to the proofs of two
preliminary lemmas, giving some informations on the Green function. We prove a
first upper bound in section 3 and give in section 4 the demonstration of the lower
bound. Finally in section 5 we end the proof of the upper bound by proving that
the constant is not degenerate and equalizing the bounds.

2. Around the Green function

In this section we prove some preliminary results about the Green function which
will be used throughout this article.

Set G the Green function of the walk (X, ¢ > 0) projected on the torus Tg
and stopped at an exponential time 7 of parameter \ independent of the random
walk. We use the same notation = for z € Tg and for its representant in [0, R[%.

LEMME 2.1. Under assumption 1, there exists a constant C' such that Y\, R >
0,Vx,y € [0, R]¢ :

C

GR,)\<J:’y) < G(C(],y) + )\_}%d

(29)

DEMONSTRATION. Let pf(z, y) be the transition probability of X\® the random
walk X; projected on the torus Tg, hence

T —+oo
Gra(z,y) =E, [ / ]IX_g%:de} = / exp(—At)p;(z, y)dt.
0 0

By Theorem 1.1 in [BLO2], there exists a constant C' such that

t
d —dfon T
VtZO,‘v’x,yEZ,pt(aE,y)SC’(t /\lx—yld“‘)'
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Using the change of variable z = £ — =% we have, Vz,y € [0, R]?

pi(x,y) = pilx,y+ RE)
gezd
t
< C C —_—
pt(CU ?/ + ; td/ + Zl/a (R|Z|)d+0‘
1/a e
lzl<tp
Consequently for L > 1 we have :
+0o0 +oo
Gralw) < [ ew(Mplait+ [ e | o0 >
0 0 IZ\>tl/a
C T texp(—At) 1
SG(J/’,y) )\Rd +O/ W Zl/ Wdt
\z|>tRa
C LR 1 exp(—\t) 1
=G(z,y) + Vo O/O Ri+a 2 2|4+
Jol> L5
T texp(—\t) 1
C _ dt
wof DY

1/
2>~

Let us find an upper bound for the first integral in (30). Using the fact that the

1—exp(—x)

function x — is bounded on R we obtain :

LE™ 1 exp(—\t)
/(; Rd+o Z ’ ‘d—i—a Z

LE™ 4 —\t
/ exp(—At) it

2 ‘d—‘ra Rd+a
|2]> tl}éa |z|>0
1 — exp(—ALR%) C
< ¢ \2 Rd+o = ARa
We work now on the second integral in (30) :

T texp(—Mt) oo texp(—At) 1

e dt
[ R X gmese [ CRED Y
|21> 7 k>tT

| /\

* texp(— 1
/ Rd+a tl/a 1 adt
(T -1)

B /+°° texp(— 1 gt
- Rd (tl/a _ R)a )

71

d+oz

(30)

(31)

dt
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Since t > LR®, we have t'/% — R > t'/*(1 — L=Y?), then :

/+°°texp(—)\t) Z 1 dt<0/+°° exp(—At) "
L L

pe Rt « |z po RY(1 — L-Ve)e
21> 55
exp(—LARY) C
< < . 2
SOSmia e S g 32
Gathering (30),(31) and (32) we obtain :
< —.
GR,)\<m7y) = G(l’,y) + AR
O

LEMME 2.2. Assume that A and R depend on T in such a way that X < 1 and
AR > 1. Under assumption 1, we have :

lim Gg(0,0) = G(0,0). (33)

T—+o00o

DEMONSTRATION. On one hand, by lemma 2.1 there exists a constant C' such
that YA, R > 0, Grx(0,0) < G(0,0) + 5%;. Hence with AR? > 1 we have :

lim sup G (0,0) < G(0,0).

T—+oo

On the other hand let S > 0. Using the fact that 1 > pf(0,0) > p;(0,0) and
exp(—At) <1 for t > 0, we deduce :

S S
/0 exp(—A)pR(0,0) dt = / PR(0,0) + (exp(—At) — 1)pf(0, 0)dt
> /Spt(O, 0) dt — /S(1 ~ exp(— M) dt

s exp(—AS) — 1+ AS
—/0 p:(0,0) dt + 5 .

If S is chosen so that S>> 1 and $ (exp(—AS) — 1+ AS) < 1, then we have :

S 00
lim inf G A (0,0) > lim inf/ exp(—At)pf(0,0) dt > / p:(0,0)dt := G(0,0).
T—o00 T—oo Jy 0

(34)
Using Taylor series conditions, S > 1 and A\S? < 1 are sufficient. These condi-
tions are compatible because A — 0. So, for a such choice of S, we have :

lim inf G x(0,0) > G(0,0).
T—o0
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3. Upper bound

In this section we obtain a first upper bound for the large deviations of I which
is given in theorem 3.1.

THEOREME 3.1. Assume that q(d — «) > d and that we are under assumption
1. For all a > 0 we define the parameter A of the exponential time 7 by A\ = abf
Moreover, assume that X\, R and by depend on T in such a way that A\R* > 1,

by > RY4 and log(T) < by < T. Then we define

pi(a) = limsup pi(a, R, T) and p; = limsup pi(a),

T—o0 a—0

where pi(a, R, T) := Sup{ Y. [(@)Gra(z,y)f(y); f such that ||f“(2q)’,R - 1}7

z,y€Tr
and we have :

1
hmsup—logP Iy > bl < ——
T—+oo 0T P

The method of the proof is similar to the one developed by Castell in [Cas10].
We give it for the sake of completeness.

3.1. Step 1 : comparison with the SILT of the random walk on the
torus stopped at an exponential time.

LEMME 3.2. Let T be the exponential time defined in theorem 5.1. Let Z(R)( ) =
Jy 0z Y ds and Ip, = ZweTR(lgR)( ))¢. Then Va, R,T >0 :

Pl > b3 < e®PlIg, > bY].

DEMONSTRATION. We deduce by convexity that

Ir =Y l(x)=> Y li(r+kR)

x€Z4 2€TR kezd
q
<) (Z lT(:zH—kR)) =) 1 (x) = Ing.
z€Tr \kezd z€TR

Then using the fact that 7 ~ €()\) independent of (X, s > 0) with A = a2, we
get :

P [IT 2 b?p] exXp (—abT) S P [IR,T 2 b%] P(T 2 T)
<Prr > b}, 7>T]
< P UR,T > bg“] :

Finally, P [I7 > b%] < e®7 P [I5, > b2].
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3.2. Step 2 : the Eisenbaum isomorphism theorem. We use here the
following theorem due to Eisenbaum given by corollary 8.1.2 page 364 in [MRO06].

THEOREME 3.3. (Eisenbaum) Let T be as in theorem 3.1 and let (Z,,x € Tg) be
a centered Gaussian process with covariance matriz Gy independent of T and of the
random walk (X,, s > 0). For s # 0, consider the process Sy == lp (%) + 3(Z, + s)2.
Then for all measurable and bounded function F : RT# — R :

BIF(Ssa e )] = B[ Gz + P ) (1+2)]

S

3.3. Step 3 : Comparison between I and [|Z]],, z-

LEMME 3.4. Let 7 and (Z,,x € Tg) be defined as in theorem 3.3. ¥Ye > 0, there
exists a constant C(e) €]0; 00[ depending only on € such that Ya,~, R,T >0 :

1
pEVT\ e (31218,0)]
ebrv/2ae ) p [Hznm > 2\/_2bTe]

where |||, g is the lag-norm of functions on Tr.

PlIny > B3] < C(e) exp (—ybr(1 + o(€)) (1 -

DEMONSTRATION.

1 1 !
Sx = ZRJ(‘I) + §(Zac + 8)2 = Sg 2 Z?Z,T(x) + (E(Zz + 8)2)

:>ZS‘1>IRT+Z (Zy + 5)?

fDETR ZBETR

By independence of (Z,,z € Tg) with the random walk (X, s > 0) and the expo-
nential time 7, we have Ve > 0,

1
P (I, 2 b7) P (Z 50 (Ze+8)" 2 ] €q> =P\ Irs 200, ) 5,

z€TR

1
—(Zp + 5)* > qu&>

z€TR

<P [RT+Z (Zy +8)% > bh(1 —i—eq))

LBETR

1
=P 3 lne(@) + o (Zo + ) 2 B(1+ a))

<P () si>pi(1+ eq)>

z€TRr

Zy
:E (1 + > I[ Z %(Zzﬁﬂs)Qqug«(l‘i’CQ)
z€TR
(35)

where the last equality comes from Theorem 3.3. Moreover by Markov inequality,
vy > 0,
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Zo
L {(1 + ?) ]IZEGTR 21,J(Z1+s)242bg~(1+eQ):|

<exp(—7br(l + eq)%)E <1 + %) exp | v (Z %(Zx + 5)2q> q . (36)

z€Tpr
Combining (35) and (36), we obtain that Va,~y,e > 0,
E[(1+2) exp (312 + 5l53,.5)]
P([|Z + sll2.r = v2bre€)
Let us bound P(||Z+5||2¢,r > V/2bre) from below. Since || Z+sll2g.r > || Z]|29.r —

||s]|2g,r and ||s||2q,r = SR%, we have

d
P(|Z + s|2g.r > V/ 2b7€) > P(||Z]|2¢.r > V/ 2bre + sR2a). (38)
Then we look for an upper bound of the expectation in (37). Using the fact that
Ve > 0, (a+0b)? < (14 €)a®+ (1 + 2)b* and Holder’s inequality, we obtain that
Ve > 0,

B|(1+ %) exp (312 + s12,)|
<[ (14 5) o (3 (4 01ZBn + 1+ D) )]

Zo| e 1
“ B [exp (2047 1212,5)] ™ exp (’; Lre, 2Rd/q)

<E ‘1+—
1 g 2oz \]T Y14e apy
< L q
<c(o) (14— ) B o (G4 02 1218,0)]) o (JEE5R)  a9)

P (Ip, > b%) < exp(—ybr(1 + €9)7) (37)

.
1+e

where the last inequality comes from the fact that Var(Zy) = Gr.(0,0) < E[r] =
We deduce from (37), (38) and (39) that Ve, a,0 > 0,

P(‘[R,T 2 b%‘)

> =

1
1+€

1 E [exp (%(1+6)2 ||Z||§q,R)i| v1+e 2 pdfa
sﬁ) P(| Zl2q.r > v/2bre + sR3) o (2 < > '
The choice of s being free, we choose s = % Remember that A = ‘“’TT and
. We haveR‘v’qv a, e >0,

<C'(e) exp (—7bT(1 + eq)%> (1 +

make the change of variable v = (1 +

P(]R,T 2 b%‘)

)i SV \ Elow (T 12015,0)] " fey
<C(e) exp <_7'bTM> (1 + R \/T) [ (2 2‘173)} exp (e v bT) ‘

(e brv2ae ) P Z], , > 2v/2re]
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OJ

3.4. Step 4 : Large deviations for ||Z]2, r-

LEMME 3.5. Let T and (Z,,x € Tg) be defined as in theorem 3.3. Let pi(a, R, T)
be defined as in Theorem 3.1.

(1) Ya, R, T > 0, Gr(0,0) < pi(a, R, T) < R¥1G R ,(0,0).
(2) Ya,e, R, T >0,

P12y > Vore] = YRR (1= R (- ).

v/ 2mbpe bre
1
(3) 3C(q) such that Va, R, T,e > 0, Vv such that (1 +¢€) < AR
0% 9 2 1+e 4 )
Elexp (= ||Z exp | C RY1GRA(0,0) | .

o0 (31710)] < i o (COn TG00
DEMONSTRATION. (1) For the lower bound, let take f =g : p1(a, R, T) >

Gr(0,0).

For the upper bound,

pi(a, R, T) —sup{ 3" £Grale,y)fy: f such that | fll,.q = 1}

z,y€TRr

< sup Ggal(z, y)sup{HleR : f such that HfH(zq 1}.

z,y€Tr

On one hand, [[f[|l, z < I/l ggy.r [Lllag.r = R%?4_On the other hand, denote
by T, the first time where the walk is at state x. Then,

sup Gra(z,y) = sup Gra(0,z) = sup Eg[lf(x)]

z,y€Tx z€TR z€TR
< sup Ey|E, [l ()] Iy, <] = sup Gra(z,2)Py(T, < 1)
z€TR z€TR
< GR’)\(O, 0)

(2) By Holder’s inequality, Vf such that || f||(2qy,r =1

N e > \/E] :

z€TR

P (|2l = V/bre| = P

Since ), cr, foZ. is a real centered Gaussian variable with variance

UZ,R,T(f) = Z GR,A(x7y)fxfya

CC7yETR
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we have :

0arr(f) Ug,R,T(f) bre
P [||Z||2q,R > \/E} > m (1 — T) exp (—m>

() o (i)

v

Taking the supremum over f we obtain that Va, R, T, e > 0,

P1 (CL, R7 T)

pl(aaRaT) bT€
Pl Zllygn 2 Vbre| 2 ——Fm—=— (1 - —7—— " 201(a, R,T) )
[|| lag, 5 = TE]— Nor o ( bre ) P\ 2p1(a, B, T)

(3) Let M be the median of || Z]|2,,r. We can easily see that

B oxp (21212,)] < 2 [oxp (0 + 01200 — 1)) ] exp( 0. (a0)

Since M = (median(}", Z27))!/2¢ and that for X > 0, median(X) <
2E[X], we get :

M? = (median(z Z2))Va

T

< (2E[)_ Z2)""

< C(q)(D_ Gral0,0)7E[Y?))"/4, where Y ~ N(0,1)

(@) RY/1G 70, 0)(ELY ™))

Thus,

1+e 1+e
exp (% - M2) < exp (7 p C(Q)Rd/qGRA(O,O))- (41)

We find now an upper bound of the expectation in (40). Using concentration
inequalities for norms of gaussian processes, Vu > 0,



Z8LARGE DEVIATIONS FOR SELF-INTERSECTION LOCAL TIMES OF STABLE RANDOM WALKS

P HHZHQ%R - MR7T‘ > \/a} <2P(Y > [ t) where Y ~ N(0,1).
Then :

2 [exp (201 + (12l — M1)?)]

=14 [P (o (04 012l — M) 2 )

+oo 21In(u)
=1+ P A - M| > d
/ <||| oy = M| 2 [ =2 )

oo 21n(u)
<1+ 2/ P (W > ) du
| Y(1+€)pi(a, R, T)

1 T
2 2
- (42)
\/1— (1+e)pi(a, R,T) \/1— (I+e)pi(a, R, T)
Remark that it is only true for 7, € such that v(1+¢€) < m. We deduce
putting together (40),(41) and (42), that
’}/ 2 2 1 + € d
E[ex (—Z )] ex ( RYG o,o).
p 9 | qu,R \/1 0+ Om(aRT) p c (q) r(0,0)
OJ

3.5. Proof of Theorem 3.1.

DEMONSTRATION. First we remark that if p; is infinite, then theorem 3.1 is
obvious. So we assume now that p; is finite. Combining Lemma 3.2 and Lemma 3.4
we have proved that : Ve,v,a, R, T > 0,

50\ B e (31208,4) ]
P[Ir > bl] < C(e) exp(abr) exp (—ybr(1 + o(e))) (1 + R T > [ P < ﬂ

V2 | P2y, 5 > 2P|
(43)
First, lemma 3.5 gives that Vv such that v(1+¢) < m,
1
E 11212 )™ < exp( d/a 2 -
exp (3 | HZq,R < exp(C(q) R7GRA(0,0)) V1-v(1+e)p1(a,RT) '

Since p; is finite, for a little enough, 1/p1(a) > 0 and we can choose =y such that
0<y<s (a) Then it is possible to choose € > 0 such that (1 + 2¢) < 1( - Hence
for T sufficiently large m > (1 + 2¢), then it follows that

1

B Jexp (31213,0)] 7 < exp(2C(0) RY1GRA0,0)) (2/22)

€

We recall that we have assumed that A and R depend on 7' in such a way that
AR? > 1 and A < 1, which implies that we are in conditions of application of
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Lemma 2.2. So we know that Gg 0,0 — G(0,0). Moreover we have assumed that

by > Rg, therefore we have :

1
Y :
lim sup — logE [exp (5 ||Z|]§q7R)} =, (44)

T—o00 b

Then we work on the probability P [||Z ||2 RV } (43).
pi(a, R, T) > Gr(0,0)

In the same way that previously we use p;(a, R,T) <
and lemma 3.5 to obtain :

p1(a, R, T) pi(a,R,T) Abre
PlIlZ > >t |1 - ——— -
[H qu,R = SbTe} = 4\/mhpe 8bre eXP pi(a, R, T)

1+2e) )

Gra(0,0) (1 1 )e ( dbre )
—F— |l |exp| ———— | -
=" 4 /mbre Sbrey(1+2¢) ) P\ Gra(0,0)

We conclude from Gg 0,0 — G(0,0) that

11msupb—10gP [||Z||2QR > 8bT€] > — (45)

T—o0 T

G(0,0)
Putting together (43),(44) and (45), we have for by > log(T)

| 1 de
h;n_}s;pglogp [Ir > b7] < a—~(1+o(e)) + G(0,0)

Let send € to 0 then ~ to . We obtain that for a little enough

1
lim su —10 Pl > bl <a-— )
T—>oop T g PlIr = bz] < p1(a)

Let (a,) be a sequence converging to 0 such that limsup py(a,) = p; :
n—oo

limsupilogP[IT > bl <a,— ! .
T—o00 T L1 (an)
Then we let n go to infinity. We finish the proof by showing that the conditions
AR > 1, b > R? and log(T) < by < T are compatible. Indeed, the first two
conditions imply that b > T #1. In conclusion, we have proved that for Ta <
br T :

1
hmsup— log P[Ir > V1] < ——
T—+oo OT p1
0
4. Lower bound
This part is devoted to the proof of the large deviations lower bound.
THEOREME 4.1. Lower bound for Ir.
Assume that q(d — o) > d and bT < T then
lim 1nf —log P [Ir > bl] > —k(q). (46)

T—o00 T
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DEMONSTRATION. Fix M > 0. Let Tj) be such that for all T > Ty, ;- > M. For
T > Tp, we have :

Lao
PlIy > b%) > P Iy, > V] -
[Ur 2 b7] = P [Ias, = H Mby |,
The function v € F — [[v||, = sup {>_, v(z)f(x)} is lower semicontinuous in 7-

Fllfllg=1
topology hence Vt > 0, {V eF, HVHq > t} is an open subset of F. Therefore, using

the classical results of Donsker and Varadhan [DV75a] on local time of Markov
process, we have that Ve > 0,
- 1—ce¢
M

> —if}f{< fy_Af>§”fHQ:17”fH§q>

We have thus proved that VM > 0, Ve > 0,

V

.. 1 .
hTrri}ggf Moy log P M] > llTrri>1£f Moy log P

Lnib,
Mbp ¢

Latn,
Mbr .

1 —
M

1—e€
l%g.}f—TlogP[IT>bq]> Mm( M)

where ky(y) i=inf {< f.=Af >¢ 13, >y, Ifl,=1}.
It remains to prove that for Vy > 0, infy~0 Mri(y/M) = yr(q).
inf Mri(y/M) =y inf Mri(1/M)

o | , 1
= vt {0 < foar = LR, > 1)

= yinf inf < M < f,—Af > M > ,
yin ]\14n>0{ I, —Af ||f||2 11l = }

. . <f7_Af> _ .
- ylr}f{ “ngq ) ||f||2 - 1} )

= yr(q).
To finish the proof it suffices to let € — 0.

5. Proof of proposition 1.1 and theorem 1.2

Until now we have obtained a lower bound with x(¢) and an upper bound with
p1. We show in proposition 5.1 another upper bound for large deviations of I with
the constant p(q). Then in proposition 5.2 we prove that k(q) is a non degenerate
constant and we finish the proof of our large deviations principle with Proposition
5.3, where we show that the upper bound and the lower bound are the same.

€

b
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PROPOSITION 5.1. : Behavior of p;(a, R,T).
Assume that q(d — «) > d and that X\ and R depend on T in such a way that
AR > 1, then under assumption 1 we have :

p1 < p(q).

DEMONSTRATION. By definition pi(a, R, T) =supq > f(2)Gra(z =) f(¥); 1l 20 r

f z,y€Tr
Since the space of {f/ || f[|2, r = 1} is compact there exists fo € l(2qy (Tr) realizing
the supremum. Of course f; > 0 since the supremum is obtained with non-negative
function.
Let 0 < r < R and define

GT7R:Uf_1{xEZd'O<xiSrorR—r<x,'§R}.

We can assume that Y. fo(2)?9" < 2% Indeed on one side we have
JJE@T R
S Y plea® = 8 S o
CLG[O,R]d ‘TEGT‘,R IEGT‘RCLG[O R]d

= 3N @) = card(€, ) 1o 32 < 2r R,

LL‘E@TVR z€TR

and on the opposite side we have

Z Z fO(fE — a)(2Q)' > Rd aelg% Z fO T — a 2q)

a€0,R]? z€C; R z€Cr r
Thus p
2dr
inf r—a) 2q < —
aG[O;R]d{ ; fO } R
R

Moreover foq(x) := fo(r—a) is a periodic function of period R. Note that || fo.all 20y g
HfoH (29)",R and Y fo.u()GrA(® —Y) fou(y) = Do fo(x)Gralr —y) foly).

z,y€Tr z,y€TRr
Finally, we can assume that

2dr
Z o) < T (47)
LEGGTR

Let ¢ : Z¢ — [0,1] be a truncature function satisfying

U(r) =0 ifx ¢ [0;R)
Y(x)=1 if x € [0; R]"\C.r.

Let g9 = be our candidate to realize the supremum in the definition of p(q).

||¢fo|| (29)’
Fix € €]0, 1] and take r = <&. First we can remark that 14 foll (agy > 0. Indeed :

2dr
lefollgy > >0 7@ = Y @ 21- S =1-e>0.

z€[0;R)d z€C R
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By Lemma 2.1, there exists a constant C' such that VA, R > 0,Vx € [0, R]¢,

G(z) > Gra(z) — 55, hence :

> w(@)G(x—y)g(y)

xz,y€Z4

1
TR x) folx)G(x — )
hl wﬁé}ﬁw ) fo(2)G(x = y)ib(y) foly)

> Y (@) folw)Gla = y)d(y) foly)

xz,yCZ4
> Z fo(@)G(z —y) foly) — 2 Z fo(@)G(z —y) fo(y)
z,y€[0,R]4 z€[0,R]4,y€Cr 1

2

@ RT) -5 (X A@] -2 Y R@GE- R @9

z€[0,R]% z€[0,R]4,y€C, r

Let us work on (48). We first show that >  fo(z) < R3 -

z€[0,R]4

We control now S fol@)G(z — y) fo(y). Using (47) and the fact that
:BG[O,R]d,ye(‘fryR
H‘fOH(Zq)”R =1 we have :
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Z fo(m)G(ﬂf - y)fo(?/)
z€[0,R]4,y€Cr r
2(g=1) 2(q=1)
= > RPV@RPTVWGE -9 T @) ()

IG[O,R}d,yECnR

1/q (a—1)/q
2g—1 2g—1 ey ey
< X V@R w6 -y Y. K@ W)
z€[0,R]4,y€Cr 1 z€[0,R]4,y€C r
1/q =
< Z G4(z Z fq/ 2q-1) z+y) a/(2q— D(y) Z fzq (
2€[—R,R]4 y€C, R z€[0,R]4
a-1
_2q !
Z fo' 7 (@)
:EEG,-,R
1/2 172\ Ya
<7 Y | Y W S e +y)
2€[-R,R]4 yelr r yeCr r
1/q
<q Y a | (50)
2€[-R,R]¢
Finally, putting together (48),(49) and (50), we deduce that :
1/q
a C 2g—1
> 0@)G@=y)go(y) = prla, BT) = R =25 | Y G(z)
x,yEZ4 2€[-R,R]?
Let e = 0: Y go(2)G(z —y)go(y) > p1(a, R, T) = a7
z,y€Z4
Hence,
B C
sup § D 9(0)G(@ = 1)9(W), l9llapy =1 supp(9) < [0, BRI ¢ > pa(a, B, T)=parr.
g z,y€Z4
Therefore,
C
sup$ D> 9(@)G(x = 9)g(y), [19llagy = 1, supp(g) compact 3 > pi(a, R, T)~~pae:
9
z,y€Z4

Then we take a sequence T,, — 400 such that pi(a, R,T,,) — pi(a). Hence by
definition of p(q) we obtain :

p(q) = pi(a).
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Then we take a sequence a,, — 0 such that p;(a,) — p1. Hence,

p(q) > p1.

PROPOSITION 5.2. Under assumption 1,
(1) If ¢(d — @) > d then 0 < p(q) < +o0.
(2) If ¢(d — a) = d then 0 < k(q) < +oo.
DEMONSTRATION. (1) It is easy to see that p(q) > 0. Indeed, taking f = d

gives p(q) > G4(0,0). Now we show that p(g) is finite. We proceed in the
same way that in proposition 5.1, for all f with compact support such that

||f||(2q)’ =1,
2(g—1) 2§q—1)

Y f@G@-pf) = X FI @) D ()Gl — ) f 5 (@) 5 (y)

x€Z4 z,y€Z4

1/q (¢=1)/q
<[ fQ/(2q1)(x)ff1/(2q1)(y)GtI<y_$)) (Z fﬁql(g;)fﬁql(y))

x,yZ° x,yeZe

2(g—1)

1/q Z
> Gil) 3 fq/<2“><x+y>fq/<2q1><y>> (Z d qul(x)>

z€Z4 yez4 zeZd

IN

1/q

VAN

x€Z4 yezZd

L N 1/2
> Gi(z) <ZyEde2qggl (y)> / (Z f?ql(Hy))

1/q

= X Gq(ﬂf)) =Gl
z€[0,R]4

(51)

Then we take the supremum over f. Moreover, thanks to the work of Le

Gall and Rosen [LGR91], we know that G(0,z) = O(|z|*"¢). Then 1G],

is finite since ¢(d — a) > d.

(2) To prove k(q) < oo it suffices to take f = dp. Indeed k(q) << —Ady, g >=
1 — u(0) < +o0. Let us now prove that x(g) > 0. The solution comes from
the following result due to Varopoulos in [Var85] :

Let v > 2. If p; is the transition probability of a symmetric Markov
process (Y;,t > 0) defined on a measure space X, with V' is the domain
of the generator of (Y;,¢ > 0) and € its Dirichlet form. Then the following
assertions are equivalent :

(a) 3C > 0 such that Vz,y € 29, pi(z,y) < ;5.

(b) 3C" > 0 such that Vf € X N v,||f||2% < C'E(f, f),
where K = {f € L>*(X), supp(f) compact}.
By Proposition 4.2 in [BL02] due to Bass and Levin, we know that

3C > 0 such that Va,y € Z%, p(x,y) < Ct .
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Since ¢(d — o) = d, v = %d > 2. So, there exists C" > 0 such that Vf €
Xnv, ||f||§q = Hfﬂgdz_id < C'E(f, f). Let f with compact support such that

| fll, = 1. Of course f € K. If f € V then Hf”i{id SCE(S, f) Ut fegV
then E(f, f) = +oo and the inequality is also true. Thus,

Vf with compact support such that | f]|, = 1, HfHQq < C'E(f, f).

Therefore, taking the infimum over all function f such that || f]|, = 1 we

have :
et f) et f) 1
inf Nl = }— Hf{ Lfll, =1, supp(f) compact
{ T Iz, o
U
PROPOSITION 5.3. Under assumption 1, if ¢(d — «) > d then k(q) = ﬁ.

DEMONSTRATION. By theorem 3.1, theorem 4.1 and proposition 5.1 we know
that ( 7 < < k(q). So we just have to prove that x(q) <

By definition p(q) = sup {< g,Gg >, supp(g) compact, ||g||(2q), = 1}. Note that
g

_1
pla)"

plg) = sup { < 9.Gg >, supp(g) compact, |lgl g,y =1, |Gyll, < +o0} . (52)
9

Indeed if g has compact support and [[g[| 4, = 1 then [|Gg||, < +oc.
We have seen in proposition 5.2 that p(q) > 0 when g(d—«) > d but the proof is also
true when ¢(d — ) = d. Furthermore proposition 5.2 gives us that if ¢(d — «) > d
then p(q) is finite. We proceed by contradiction to see that it is also true when
q(d — a) = d using the same method that Chen and Morters in [CMO09].

Assume that p(q) = +oo. Then by (52), VB > 0 there exists g with compact
support, ||g[| 4, =1 and [[Gygl|, < +o0 such that < g,Gg > > B.
Note that < g, Gig >< 191l (2g) 1Gglloq = 1GYllyg- So |Gyllyg = B.

Then we set . We note that =1 and < 400, hence :
HGgH 2 — 2

<g9,Gg>=<—-AGg,Gg >
AGg Gy

= (IG5, < — : >
Gyl 1Gylly,

> |Gl it {< AL, S >, 1flly, =1, /]l < +o0}

. < _Afaf >
= [|Gyll3, inf {W 115 1l =1, NIl < +OO}
2

< —Ag,g >

= [|Gll3, irglf{ » Nlglly = 1} = ||Gll3, w(q) (53)

191l2
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f
I£12°

Therefore,

k(g) <

with g =
<y, G92 > < 1 < 1
IGglly, — IGylly, — B

then letting B — 400 we have k(q) = 0, which is in contradiction with proposition
5.2. Therefore p(q) is finite.
Now we proceed in the same way that previously. Let € €]0, p(q)[, by (52) there

exists g with compact support, [|g||y,, = 1 and [|Ggl|, < +oo such that p(q) > <
Gyg
pla)—e

and

9.Gg > > p(q) — €. Moreover we have ||Ggll,, > p(q) — ¢, then we set f =
obtain

o) = < 9,Gg > = (pla) = it {< —AF.f >, |fllg, = 1, /]l < +oo]
= (pla) = it {< =L £ >, flay = L, /]l < +o0}

Let e —0: L > ir}f{< —AL > Iy =1, £l < +oo}.

p(q)

Moreover we have seen in (53) that ir}f {< —Aff > 1 fllyg =1 1flly < —|—oo} =

1
k(q), therefore k(q) < Ok

O



CHAPITRE 5

Large deviations for self-intersection local times in
subcritical dimensions

ABSTRACT. Let (X;,t > 0) be a random walk on Z¢. Let (1) = fot 0.(Xs)ds

be the local time at site « and I; = > [;(z)? the p-fold self-intersection local time
zeZ?

(SILT). Becker and Konig [BK11] have recently proved a large deviations principle
for I; for all (p,d) € R? x Z? such that p(d — 2) < 2. We extend these results
to a broader scale of deviations and to the whole subcritical domain p(d — 2) <
d. Moreover we unify the proofs of the large deviations principle using a method
introduced by Castell [Cas10] for the critical case p(d — 2) = d and developed by
Laurent [Laul0Ob] for the critical and supercritical case p(d — ) > d of a-stable
random walk.

1. Introduction

Let (X;,¢t > 0) be a continuous time simple random walk on Z?, started from
the origin. We denote by A his generator given by

Af(x)=> (fly) = f(x))

Yy~

where we sum over the nearest neighbors of x.
Let P and F be the associated probability measure and expectation of the walk.
In this article we are interested in the self-intersection local times (SILT) :

t
Vp > 1,Vt > 0,1, = Z l,(z)P, where Vo € Z%, ¥t > 0,1,(x) = / 0.(X5)ds.
0

x€Z4

The SILT measures how much the random walk does intersect itself. Indeed, it
is easy to see that if I, is the discrete analogous of I;, then we have

n <1, <nP,

because if the random walk stays one unit of time in each visited site then I, = n,
and if the random walk stays all the time in one site, I, = nP. This is a first clue
to understand the SILT. More precisely, we have some law of large numbers type
results. In dimension 1, we know that the random walk is recurrent, so the random
walk does intersect itself a lot and I, ~ t®*1)/2, In dimension 2, the random walk is
still recurrent but has more space to live and now I, ~ t(logt)?~! (see [Cer07]). For
higher dimension d > 3, the random walk is now transient and spends about one
unit of time in each visited site, and I; ~ t (see [BK09]). It is clear that the SILT

87
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is related with the intersections of the random walk when p is an integer, because
we can then rewrite the SILT as follows :

t t
I, = / .. / ]Ilei“':Xt dty--- dtp.
0 0 '

Our ability to determine if the trajectory of the random walk is unfolded or very
concentrated in a few number of sites, interests physicists and notably statistical
mechanicians (see for instance [Bol89],[Wes80]). For instance, a polymer (X,,,n €
[0, N]) can be modeled as the trajectory of a nearest neighborhood random walk
under Gibbs measure with Hamiltonian SIy. This measure favors polymers with
few intersections for § > 0 whereas it favors polymers with a lot of intersections
when 8 < 0.

The SILT is also relevant when we are interested in the random walk in random
scenery (see for instance [KS79],[ACO07b],[GKS07],[Ass08],[FMWO08],[Ass09]).
The model is the following. Let us consider a random walk (X;,¢ > 0) on Z%. The
random scenery is an independent and identically distributed field (Y,,z € Z9)
independent of the walk. The associated random walk in random scenery is Z; =
fg Y (X;)ds. It is easy to see that Z, = > Y(2)l;(2) where [;(2) is the local time of

2€74
the random walk (X;,t > 0). Now if we assume that (Y (2), z € Z9) is for instance a
centered Gaussian field, then conditionally on (X,0 < s <t), Z; ~ N(0, I;).
We have seen some Law of large numbers results, let us state Central limit
theorem in the most studied case p =2 :
(1) in dimension d = 1, td% 9, v1, where =, is the intersection local time of a
Brownian motion (see [Bor81],[CL04]|,[Per82]).

. . . _ d . . . .
(2) in dimension d = 2, ‘QTE[M LGN 71, where 7] is the renormalized intersection

local time of a Brownian motion (see [Dyn88b],[LG86al,[Ros90],[Sto89]),
and E[I;] ~ Ctlog(t) where C is an explicite constant (see [Cer07]).

(3) in dimension d > 3, % @, N(0,1) (see [Che08]), where E[I;] ~ Ct
tlog(t) if d=3

with C an explicite constant (see [BK09]), and Var(l;) ~ { Lt d > 4
(see [BS95]).

Since the law of large numbers and limit laws have been established, it is natural
to be interested in the large deviations of the SILT. The large deviations are the
study of rare events. In this article we wonder how [, can exceed its mean, i.e.
we estimate the probability P(I; > tPrf) where t'r} > E[I,]. Heuristically, it is
interesting to ask how the walk can realize this kind of atypical event. We propose
here a classical strategy for the walk to realize large deviations of its SILT.

Let us localize the walk in a ball of radius R up to time 7. On one hand, the
walk arrives at the edge of the ball in R? units of time, and the probability of this
localization is about exp(—zz). On the other hand, the walk spends about 7z units

of time on each site of the ball, so I; increases to (%)de = 7P RU1=P) We want
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d(p—1)

I, = tPr?) which gives 7 = tr/R . Thus the probability of this localization is
dlp—1) _ L . N .
about exp (—trtR % 2). Maximizing this quantity in R, we obtain three cases :

(1) @ — 2> 0« p(d—2) > d (supercritical case) : in this case the optimal
choice for R is 1. A good strategy to realize the large deviations is to spend
a time of order tr; in a ball of radius 1, and then : P(I; > t'rf') ~ exp(—try).

(2) @ —2=0< p(d—2) =d (critical case) : here the choice of R does not
d(p—1)
matter. Every strategy consisting in spending a time of order tr,R 5 in

a ball of radius R such that 1 < R < 1/,/r; could be a good strategy, so
P(I; > tPry) ~ exp(—try).

(3) @ —2 <0< p(d—2) < d (subcritical case) : a good strategy is to stay

P

d(p—1)

up to time ¢ in a ball of maximal radius, i.e. (%) , thus P(I; > try) ~

2p
exp (—trtd“’” ) :

The question of the large deviations for the SILT has been studied a lot during
the last decade. We make a brief review of the results obtained so far.

In the subcritical case p(d —2) < d, the authors of [CL04] and [BCRO06] use the
limit object in the central limit theorem to solve the question. The large deviations
principle is obtained for all p €]1,4o00] in dimension 1, and only for p = 2 in
dimension 2 and 3. The exact asymptotic of W log P(I; > try) is given in terms

T

of a variational formula, involving functions defined on R and related to Gagliardo-
Nirenberg inequality. In a very recent paper, Becker and Konig [BK11] answer partly
the question of the generalization to real value of p. Indeed, they prove a large
deviations principle with two restrictions. The first one is a parameter-dimension
restriction. They need p(d —2) < 2 instead of p(d —2) < d. The second one is a scale

. .. . . . d(p—1) d
restriction. The large deviations principle is only obtained for I; > (logt) TrT t dre

which is larger than the scale of the mean of I; given previously.

In the critical case p(d — 2) = d, Castell [Cas10] uses a version of Dynkin
isomorphism theorem due to Eisenbaum (theorem 2.3), which links the law of the
local times with the law of a Gaussian process. The constant of large deviations is
expressed in term of the best constant in a Sobolev inequality.

In the supercritical case p(d —2) > d, Chen and Morters [CMO09] proved a large
deviations principle for integer value of p computing large moments of the SILT.
Asselah [Ass09] improved this result getting the large deviations principle up to
the scale of the mean but only for p = 2. Finally Laurent [LaulOb] proved a large
deviations principle for all p > 1 and for an a-stable random walk with p(d —a) > d
using the Dynkin isomorphism theorem.

A recent monograph of Chen [Chel0] summarizes these results, we refer to it
for an exhaustive treatment of the subject.

In this paper, we extend the results of Becker and Koénig [BK11] in two different
directions. We obtain a large deviations principle down to the scale of the mean,
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and we take off their condition p(d — 2) < 2. Furthermore we unify the proofs of

the large deviations principle in the three different cases, proving that the method

based on the Dynkin isomorphism theorem is also working in the subcritical case.
1.0.0.4. Main results.

Let us introduce some notations to state our results. We denote by V and by
|||, the continuous gradient and the LP-norm of functions defined on R?, and by ¢
the conjugate of p.

THEOREME 1.1. Let x4, = inf {% IVgl2, g € LARY) N L2(R) such that |lgll, = g, = 1}.

Assume that p(d — 2) < d and that
- in dimension d = 1, tl/%q <Kl

- i dimension d = 2, (lngt)l/q Lr K1
- in dimension d > 3, tﬁ <LKl
then we have .
tLiIgloo trf—q/d log P (I; = t'r{) = —Xap-

REMARQUE 1.2. About the scale of the deviations.
Note that our conditions on r, are equivalent to tPrl > E[I;]. We haven’t succeeded
to go under the scale of the mean. This question is still open with the exception
of the dimension 2 and 3 for p = 2 in the subcritical case p(d — 2) < d (see the
monograph of Chen [Chel0]). In the case where the dimension is larger than 5 and
for p =2 (supercritical case p(d —2) > d), Asselah [Ass09] has succeeded to obtain
the constant of deviations up to the scale of the mean.

REMARQUE 1.3. xq, 5 non degenerate.
We prove that the constant x4, 15 non degenerate linking it to the best constant in
the Gagliardo-Nirenberg inequality. We recall that the Gagliardo-Niremberg constant

K, is defined by
gl
Kd’p:sup{ d/2 - 1-d/2
s LIVglls™ gl

and is a non degenerate constant in the subcritical case p(d — 2) < d. This expres-
sion being invariant under the transformation gg(-) = BY*Pg(B-), we can take the
supremum over ||g|l, = 1. So,

lgll,
Mﬁw%—ﬁ%MMﬂ-
|V g4/

Again, we remark that this expression is invariant under the transformation gs(-) =
B42g(B-). So we can take the supremum over gllo, =1 then

—d/2
Ky = sup {19615 gl = llgl, = 1}

_ 1g-—4q/d
So Xap = 5K,
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Sketch of proof.

The proof of the lower bound of the large deviations principle (Section 3) is quite

classical. Let L, = O‘Tglt(Latxj) be a rescaled version of [;. Gantert, Konig and Shi
(lemma 3.1in [GKSO07]) proved that for R > 0, under the sub-probability measure
P(-,supp(L;) C [—-R, R]%), L, satisfies a large deviations principle on

F = {¢ such that [¢||, =1 and supp(¢) C [~R, R]?} with rate function J(¢) =
: V|5, Let [|II,, % be the LP-norm of functions defined on [~ R, R]%, then the func-
tion

ves s Wla=swi [ w1
[~ R,R]
being lower semi-continuous, we can apply a contraction principle.

For the upper bound, we can not proceed in the same way as [; is only a lo-
wer semi-continuous function of /;. Many different methods were developed in the
papers written on the subject to overcome this difficulty. In this paper, we use the
same method as Castell [Cas10] and Laurent [Laul0Db], i.e. the version of Dynkin
isomorphism theorem due to Einsenvaum (theorem 2.3).

Let us describe the proof of the upper bound in theorem 1.1 (Section 2). In step
1, we compare the SILT of the random walk with the SILT of the random walk
projected on the discrete torus Tg,, of radius Ra;, and stopped at an exponen-
tial time of parameter )\; independent of the walk (lemma 2.2). Then we apply in
step 2 and 3 Dynkin’s theorem (theorem 2.3) to arrive at a centered Gaussian pro-
cess (Zy,x € Tga,) whose covariance is given by Gra, A(,9) [ fo (X; Rat ds}
(lemma 2.4) where (X7 s > 0) is the random walk prOJected on TRat In step 4
we work on the Gaussian process (lemma 2.5) to obtain an upper bound p;(a, R, t)
given by a discrete-space variational formula :

1 .
pi(a, R, t) = inf {)\tNiRat(h) + §N227Rat(Vh), h € L*(TRa,) such that Nop, o, (h) = 1} ,

where Np(-) is the {"-norm of functions defined on Z% N, a(+) the [P-norm of A-
periodic functions defined on Z?, and V the discrete gradient defined by
Vo € ZVi € {1,...,d},V,f(z) = f(z + &) — f(a),

where (ey, ..., eq) is the canonical base of R%. Then step 5 is devoted to take the limit
using the following proposition.

PROPOSITION 1.4. Let p(a) = inf {a IRl + 2 IVA|5 . h € L*(R?) such that [Rlly, =1

Assume that oy = rt_q/d and N\, = ac;* = aer/d. If p(d —2) < d, then
lim inf lim inf r;*Y“p, (a, R, t) > p(a).

R—+400 t—+4o00

The proof of proposition 1.4 is inspired by the proof of Lemma 2.1 of Becker and
Konig [BK11]. The main difficulty is to pass from the discrete-space variational
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formula giving p;(a, R,t) to the continuous-space variational formula giving p(a).
First we take a sequence h,, of functions defined on Z¢ that approach the infimum
in the definition of p;(a, R,t). Then we extend these functions on R? to build a se-
quence g, of continuous functions defined on R¢. This sequence g,, of functions is our
candidate to realize the infimum in the definition of p(a). Furthermore, by definition
of p1(a, R,t) and p(a), we want to control No g, (hn) by ||gall, and Ny g, (Vh,) by
|V gnll,- This control, combined with the continuity of the sequence g, is the main
difficulty of the proof.

We finally prove that the upper and the lower bound are equals with the following
proposition :

PROPOSITION 1.5. Let p(a) be as in theorem 1.1 and x4, be as in proposition
1.4, then

inf {a — p(a),a > 0} = —xq,-

2. Proof of the upper bound of Theorem 1.1

Rot
s

Let us begin with a lemma. We denote by pi® (-, -) the probability transition of

the random walk (XZF s> 0).

LEMME 2.1. Behavior of Gga, ., (0,0).
Assume that Ay = aa;? and A\ — 0. Then for any a, R > 0,
(1) ford =1, Gpa,;.1(0,0) = O(cy).
(2) for d =2, Gra,.1(0,0) = O(log o).
(3) ford >3, Gra,.1,(0,0) = O(1).

DEMONSTRATION. Applying theorems 3.3.15 and 2.3.1 in [SC97], we know by
Nash inequalities that

1 C
Ro
D (Oa 0)_ = gd/2’

3C' > 0 such that Vs > 0, (Ray )

So

+o0
G oy (0,0) = / exp(— s )pfe (0, 0)ds
0

<1+/+ooe (—s\) ! —|—C d
=T TP (Ragd Tz )

1 dj2—1 /+oo C'exp(—u)
<l4+—-——+2A —~du.
>~ +>\t<Rat)d+ t ’u,d/2 u

As \; — 0, for t large enough,

At

d/2—1 b du
GRa,; 0, (0,0) <1+ -+ O\ — +1].

1
At (ROét) Ud/2

At

Remember that \; = aa; 2, then we have the result in the three cases. UJ
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2.1. Step 1 : comparison with the SILT of the random walk on the
torus stopped at an exponential time.

LEMME 2.2. Let T be an exponential time of parameter A\, = aat_Q. Let lpa, -(z) =
fo (XEer)ds. Then Va, R, o > 0 :

P[N,(ly) > try] < PN, roy(Ipanr) > try] -

DEMONSTRATION. We deduce by convexity that

Ne(ly) =Y )= > Y F(x+kRa)

zezZd €T Ra, kEZ4
< E ( E lt(l‘ + kRO‘/t > § : lRat t P, Rat(lRat t)'
T€TRa, \keZ4 TET Ry

Then using the fact that 7 ~ E()\;) is independent of (X, s > 0) we get :
P [N,(ly) > tryexp (—tAt) < PNy gt (lgagt) > tre) P(T > 1)
=P [N, ko, (lray 1) > tre, 7 > 1]
< PNy Roy(lpay ) = try] .
Finally, P [N,(l;) > try] < e P [N, roy (lRayr) = tri].

2.2. Step 2 : the Eisenbaum isomorphism theorem.

THEOREME 2.3. (Eisenbaum, see for instance corollary 8.1.2 page 364 in [MRO06] ).
Let T be as in lemma 2.2 and let (Z,,x € Tra,) be a centered Gaussian process with
covariance matric G ra, x, = Uo (X ftar) ds} mdependent of T and of the random
walk (Xs,s > 0). For s # 0, Conszder the process Sy := lpa, (%) + 3(Zy + 5)?, then
for all measurable and bounded function F : RTRet 5 R :

BIF(Suin € Taa)] = B | F (320 + 950 € Taa) ) (14 2)]

s
2.3. Step 3 : Comparison between N, go,({ga, ») and Nop o, (Z).

LEMME 2.4. Let 7 and (Z,,x € Try,) be defined as in theorem 2.3. For all e > 0,
there exists a constant C'(€) such that Va, R, g,y > 0 :

(Re)” 2”) P (Nop o, (Z) > V(1 + o(e))) /"
Em P(NQP,Rat( ) > (1+€)\/T7"t6) .

P (N o (L) > 1) <C(e) (1 n
DEMONSTRATION.
1 1 P
Sz = lRa, () + Q(Zm + s) = S > lﬁm (x) + (§<Zx + 3)2)

4
:>NpR04

1
(S> > NﬁRat(lRat,T) + 5 P ngpRat(Z+S)'
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By independence of (Z,,z € Tg,,) with the random walk (X;,s > 0) and the
exponential time 7, we have Ve > 0,

1
P (Ny o, (lrar) 2 1) P (gNgﬁRat(Z +s) > tprtpep)

1
Ng,Rat(lRat,T) > thry, — N

Vi (240 2 vt

:EK1+%);lN% (Z+s)2tp7“f(1+€p)] (54)

P 2p,Ray

where the last equality comes from Theorem 2.3. Moreover by Holder’s inequality,
Ve > 0,

[ 2o 1
E (1 -+ ?) ) 2_pN225,Rat(Z -+ 5) Z tprf(l + €p>‘|

: /(14
7 1+1/e
\ P

SE 1+ ?0 N22£Rat<Z + 3) 2 2Ptp7nf(1 + €p))1/(1+6) ' (55)

Combining (54) and (55) we obtain that Va, e > 0,
P (Np,ROct (ZROCt,T) Z trt)

e e/(1+¢€) )
<E|l1+ 22 1+1/ P (sz,Rat(Z +5) > /2tr (1 + 0(6)))1/(1+ ) 56
. ° P(Nap pa,(Z + 8) 2 \/2tree) ’
Then using the fact that Var(Zy) = Gra, 1, (0,0) < E[7] = /\%’
P (Np,Rat (lRat,q—) > tTt)
1 P (Nop o (Z + s) > \/2tr(1 + O(E)))l/(1+e)
<C(e) {1+ | 57
sV P(Nap,ra(Z + 5) > /2tr4€)
Choosing s = e% , using triangle inequality and the fact that Nap re,(s) =

(cht)2
S(ROQ)%, we have :

(Roy)2\ P (Nap st (Z) > /20r(1 + o(e))) /1
6\/26157})\,5) P(Nap pa,(Z) > (14 €)1/ 2tre)
]

P(Np,Rat(lRatﬂ') Z tTt) SO(E) (1 +

2.4. Step 4 : Large deviations for Ny, r(Z).

LEMME 2.5. Let T and (Z,,x € Tr,,) be defined as in theorem 2.3, and py(a, R, t)

be defined as in proposition 1.4. Under assumptions of proposition 1.4 and theorem
1.1,
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(1) va) R,t > O, )\t S pl(a,R’ t) S aRd/qoa?/qu
(2) Ya,e, R,t >0,

P [Nap.pai(Z) > /tre] > \/27Ttrte;1(a, T (1 - trtepl(la, R t)) exp (—%tnepl(a,R, t)> .
(3) Ya,e,R,t >0,
P (Nop,pa,(Z) > V/2try(1 + o(€)))
. ) o (_m(a, R, 1) (V2ri(1 +o(e)) + ow@)z) |
= (V2 (1 + o€)) + o) y/apn (@, B ) 2
DEMONSTRATION. (1) For the upper bound, it suffices to take f = (Ray)~ %%

to obtain the result. For the lower bound, we remark that Ny, ga,(h) = 1
implies that for all € Tga,, |h(z)| < 1, and then NJ¥ . (h) < N3 g, (h).
Therefore p;(a, R, t) > .

(2) By Holder’s inequality, for any f such that || f||(2py,ra, = 1,

P [Ny o, (Z) = Vire] = P | Y foZo > irse

xETRat

Since > f.Z, is a real centered Gaussian variable with variance

:EGTRat
UZ,R,t(f): Z GROét,)\t(x>y)fxfya
x,yGTRat
we have :
2
UaRt( ) ( UaRt(f)) trye

Pl||Z >\/tre] > — " | ]—-— " )exp| ———

e 2] 2 o e ) TE\ 20t )

S)

> 9 ,R,t(f) (1 . p2(a7 R: t)) exp | — trie

T V27 /tre trie 202 p(f) )
where pa(a, R, t) = sup {02 z ,(f), Nepy,ra,(f) = 1}. Taking the supremum
over f we obtain that Va, R,t,e > 0,

p2(a, R, t) p2(a, R, t) trie
P [Nap g (Z) > V€] > 1 o _
[ op e Z) 2 Viree] = V2mtre =P 2pa(a, R, 1)

t?"t €

Then it suffices to prove that ps(a, R, t) = to have the result.

1
pi(a,R;t)

We denote by < -,- >p,, the scalar product on [?(Tg,,). On one hand,
by Hélder inequality,

< f> GRat,)\tf >Rat§ NQP,ROét (GROét,)\tf)7 vf such that N(2p)’,Rat (f) =L
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. -1 . .
Since G, \, = M — A,

< fa GRozt,)\tf >Rat =< G]_%ih)\tGRat,)\tf: GROct,/\tf >Ro¢t
1
= /\tN22,Rat<GROtt,>\tf) + 5 22,Rat<VGROét7>\tf)

Z P1 (CL, R7 t)N22p,Rat (GRat,)\tf)'

<f,GRay, 2 f>Ra
Therefore, for all f such that Niopy ga,(f) = 1, < f, Graga f >ha, < W.
Then, taking the supremum over f, py(a, R,t) < 1/p1(a, R,t).
On the other hand, let fy realizing the infimum in the definition of

pl(aa R7 t)
pa(a, R, t) = sup {< f,Graui f >Rat}
Ny Ray (F)=1
< G]_%clyh)\tf()? Jo >Ra, B p1(a, R,t)

B NEQp)’,Rat(G;%it,)\zfo) a N(QP)/yRat(Géizt,)\th)'

Furthermore, using the Lagrange multipliers method, we know that
Niyy mon (Grann0) = pi(a, R,t). Hence py(a, R,t) > 1/pi(a, R,t), and
then

p2(aa R7 t) = 1/P1(a7 Ra t)

(3) Let M be a median of Ny, ga,(Z). We can easily see that

P (Nop ra,(Z) = /2t (1 + o(€)))
<P (| Nap, g (Z) = M| > V/2tr(1+ o(e)) — M) . (58)
Using concentration inequalities for norms of Gaussian processes (see
for instance lemma 3.1 in [LT91]), Vu > 0,
P([Nop,ra,(Z) = M| = Vu] < 2P(Y > | [o-tess) where Y ~ N(0,1).
Then for tr, > M?,

P (|Nop.ou (Z) = M| > V/2ir4(1 4 o(€)) — M)
cop <Y L V(14 o(e) - M)

p2(a, R,t)
2y/pa(a, R, 1) (VEri(1+ o(e)) — M)°
= (Va1 +o(e) — Myvam P (‘ 20, R, 1 ) (59)

Let us now prove that under our assumptions we have tr, > M?. Since
M = (median( > Z?))Y/? and that for X > 0, median(X) < 2E[X],

IETRat
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we get :

M? = (median( Z Z2))H/p
CEGTRat
<(2B[ ) Z7)'
mETRat

< C(p)( Z GRas (0, O)pE[sz})l/P’ where Y ~ N(0, 1)

xETRat

< C(p)(Roy) PG oy, (0, 0) (E[Y?])1/P
< C(p)(Ray) PG pa, 2, (0,0).

Recall that we have \; = aay 2and oy = T, a/d

p+1

For d = 1, by lemma 2.1, M2 = O(oy, /") = O(r, " *). Then as r, > T
we have M? < tr,.
For d = 2, by lemma 2.1, M2 = O(a;"log o) = O (7{1/(;;71) log %) Then

as ry > (ngt)l/q we have M? < tr,.

For d > 3, by lemma 2.1, M2 < Ca/? = Cr;Y®™Y Then as r, > ¢/,
we have M? < try.
O

2.5. End of proof of the upper bound in theorem 1.1. Combining Lemma
2.2 and Lemma 2.4 we have proved that : Ve, a, R,t > 0,

P [N,(ly) > try]

(60)

% T ofe 1/(1+e)
<C(€) exp(tA) (1 + (Bla) ) P (Nop ra,(Z) > \/2tr(1 + o(€))) |

e/ 2etr N P |:N2p7R(Z) > 2\/2trte}

First we look for an upper bound for the numerator in (60). By 1 and 3 of lemma
2.5, we have that

1 €
limtsup i log P (Nop,pa,(Z) > \/2tr(1 + O(€)>)1/(1+ )
Tt

< —liminfr; 2% p,(a, R, ¢)(1 + o(c)). (61)

t—-+o0

Now we work on the denominator in (60). Using 1 and 2 of lemma 2.5, we obtain :

P [Nopr(Z) > 21/2tr€]

1 1

> 1-— exp (—4triepr(a, R, t

~ \/167trepi(a, R, ) ( 8triep(a, R, t)) p( < )
1 1

> 1-— exp (—4eat7"t2 4/ pd/ q)

2q/d 8trie;
16mtae R/ ar;
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Therefore,

1
limtian—q/dlogP [Nop r(Z) > 24/2tre] > —4aeRY1, (62)
try

Now we combine (60),(61),(62) to have :

1
lim sup g logP(Np(lt) > try) < a—(140(e)) hm inf r 24 p1(a, R, t)+4aeRY172,
trt

Then we let € — 0 :

lim S Slog P (Ny(l;) > try) <a— limtinf ri 2%, (a, R,1).

1

Then we take the limit over R using proposition 1.4 :

lim sup —— logP (Np(ly) > try) < a—p(a).
t trt

We finish the proof taking the infimum over a > 0 and using proposition 1.5.

3. Proof of the lower bound of theorem 1.1

DEMONSTRATION. Let Vz € R¢, L, = O‘Tglt(LatxJ) be the rescaled version of ;.
Thanks to the work of Gantert, Kénig and Shi (lemma 3.1 in [GKS07]) we know
that for R > 0, under the sub-probability measure P(-, supp(L;) C [-R, R]%), L;
satisfies a large deviations principle on
F = {4 such that |||, =1, supp(v)) C [~ R, R]?} with rate function J(¢)) = L | Vy)|[;
and speed ta; 2.

So for r, = a; /4,

P(Ny(le) = tre) = P([|Lef|, = 1)
> P(||L¢]l, > 1, supp(Ly) C [—R, R]).

Then, as v — [jv|, = Sup{f f()dv(z), | fl, = 1} is a lower semi-continuous

function in 7-topology, we have,

1 . 1
lim inf —— log P(N,(I;) > tr,) > — inf {5 IVOIZ, 6], = 1, |¢]l,, > 1, supp(¥) C [~ R, R]d} .

t——+o00 t 2‘1/

Let R — +o0,

1 ) 1
i g o P00 2 1r0) 2 — i {5 19615, ol = 1141, > 1}

t——+o0 tr

1nf{—”v¢”2>H¢”2 ||wH2p }
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4. Proof of propositions 1.4 and 1.5

We denote by &, the set of the permutations on {1,...,d}, by |-| the integer
part, by B(s) the ball of radius s and by Vol(B(s)) its volume.

Proof of proposition 1.4 :
Let choose a sequence (R, t,, hy,) such that R,, = +00, t, = +00,Nop ga,, (hy) =1
and such that

R—400 t—+00

1
lim inf lim inf inf {%Nimt(m + S o2 d/qNgRat(Vh% Nop oy, (R) = 1}
y

a 1 1
Z@N;Rnatn(hn) +5a o d/qNanatn(th) -
h, is a sequence of functions defined on Tg,,, . Note that we can assume without
loose of generality that A is non-negative. We want to extend these functions to R.
In this perspective we split Z¢ into cubes C'(k) = xL, [k, k;+1] for any k € Z?. Then,
each cube C(k) is again splitted into d! tetrahedra T, (k), where for any o € &y,
T, (k) is the convex hull of k, k + €y(1), ... k + €x(1) + * -+ + €5(a). For any y € R?
we denote by o(y) the unique permutation which defined the tetrahedra T, (|y])
where lives y. Set for any x € R?,

() = (|, +af/2”2fmw> (0, ), (63)

where Vy € R? Vi € {1,...,d}, Vo € &4,

FroiW) = (ha(ly] + €oq) + o + €o() — Pn([y] + o) + o + €o(i=1))) Yoty — [Yow)))-

Following the work of Becker and Konig, it can be proved that g, is well-defined
continuous and R,,-periodic. Now we set Wy, a truncation function that verify Uy, =
J 0 outside [—R,,, R,]
R g, : R — [0,1], where g, = ¢ linear in [-R,, —R, + R] and in [R, — RS, R,
=1 lin [-R, + RS, R, — R).

9n¥ry s our candidate to realize the infimum in the definition of

190 % 7, Iz,

p(a). Therefore we have to bound from below N2(Vh,) by |V (g,P,,)||5 and N3(h,,)
by [1(ga®a)ll5-

Let us first work on the norm of the gradient. Thanks to the definition (63) of
Jn, it is easy to see that

The function

IVgulls . = ai. N3 g oy (V). (64)

By the work of Becker and Konig, we know that

1 2
90 en)l3 < (14 7 ) 9013, + - Il (65
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Then we have to bound from above || gnﬂg - Using another time the definition (63)
of g, and the triangle inequality, we have that

||gn||zR <y, Y Qqu Rnatn< n) _d/Qq

ana()

(66)

21Rnatn

We bound from above now the norm of f,, 5(,)(y) for any y € T, (k) :

d d
| Z fn,a(y),i(y)‘Q < dz |hn(ly] + ey + - + o)) — hn(ly] + o) + -+ - + eo’(i—l)>|2'
i=1 i=1

Then,
2 d
D S DI I 9l
2,Ray,, kEB(Rnatn)JGG(d)yeT (k) i=1
= Z Z D IVewhalk+esuy - + o)’
0e6(d) i=1 keB(Rnatn)
d
= ooy ZyVh (k+er+--+e)
keB(Rnat, ) c€6(d) =1
— ANE g, (V(h))
Using (64) :
- Vd
< VdNa pa,, (Vhy) = — 723 IV9nllo,m, - (67)
2,Rnatn atn

Combining (66) and (67) we have :

_d _
19nlls g, < an* Nogoae, (ha) + Vdar Vgl g - (68)
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Putting together (64),(65) and (68), we have :

2
R, 2 1 Vd
o > N, hy) + ~—
vanH2,Rn = 1+Re HV( Rn)H2 1+ Re (ai{zj 2Rnatn( n) + . vanHZ,Rn

R 2 1 d 9
> N2 hy) + — |V
> e IV ) I~ 1 (a?/q i () + o [Vl

2/d
+a“d/2 Na.Rpa, (Pn) ||V9nH2,Rn>

Re 2 1 d )
> Y (g, — N2 hy) + — || Vn
> T IV 0, )~ n(af/q o, (1) + o 190

vd Vd 2>

+ 7735 Vo rnae, (hn) + 57720 IV 9nllo s,
a o

2 d Vd

2

1Vall, (1 v R, (E i ag+d/q)>

& ! vd N h
T+ Ry \ o/t qiva 2 Ry, (i)

n

So,

> v
> V0 -

Then, using (64), the fact that a;, — +oo and that 1+ d/2¢ > d/q, we obtain :
T,

at /qNQQRnatn (vh )

n

1+ Re+2 (%—F 1ﬁ/q>

n tn

2 1 Vid
+ N2 at (hn>
) (s )

L+ Ry +2 (5 + —¥im tn

n tn

> (1= 1) IV @)l ~ N, (). (09

n

Now we work on the lo-norm of h,,. Taking the square in (68), we have that Vo > 0,

1 -
l9ll5 5, < (14 )00, N3 i, () + (14 0)de [V, -
So,

oY 0 2 _ 2
i NG R, () > 511 1901155, — 0o 2 IV gnll5 g,

5 2 — 2
> 9V, 3 — ddoi ? [Vl - (70)
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At this point of the proof, we have bounded from below N2(Vh,,) by ||V (¢.Vr, )|/
(69) and N2(h,) by ||(9.g,)|l> (70). Therefore, combining these two results

a 1 2 d =
WNQQ’RTLO‘M (hn) + 2 /qN22RnOAt" (th)
tn
5 ) ) | C
(55 o I = 6 9l ) + 5 (1= 2 ) 1900, )
C
d/qRE QQRnatn (hn)

) 0 C
> min <5+1 1_R_Z> <a||gn\I/Rn §+

3 19600 1E) - addoc? [Vl ,

— Oy "R NG o, ()
Znin 5411 ) o) oW, B, ~ abdoi? [Vl
— Cay RN o0 (hy). (71)

Now we show that we can assume that

=1
(1= CRT )l < ool (72

Indeed, for a € Bpg, let g, () = gn(z —a). By periodicity of g,, in one side we have

/ / P(r — a)dx da = / / P(x — a)dx da

Br,, Br,\BRr, R, Br, \BRr,,—rs, BRn

- [ [ @r@dede

BRn\BRn RS, BRn

< CRy " |lgnllop , +

and on the opposite side we have

/ / g°P(x — a)dx da > Vol(B(1))R? i%f / g (z — a)dx da
a€EBR,
BRr,, Br,\Br,, —r¢, Br,\Br,, R,
Therefore
. 2 e—1
a3 [ @ adeda b < CR g,
BRn\BR%

Remark that g, being periodic, for any a € Bg,, ||gnlly, = lgn.all and [[Vgu|l, =
V3nall, - So we can assume (72). Hence, combining (71) and (72) we obtain :
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a 1 2 d
—7 VS Ry, () + 500 NG o, (V)

) C ) _
>nin (5001 ) o) ol m, (1= CRP ) = addai [V,

— Ca; "Ry N3 oy ().

The problem is now to eliminate the norm of g,. Using the definition (63) of g, and
the triangle inequality, we can prove that

||gn||2p7Rn >1- CO‘;} ||vg"||2p,Rn :
Therefore, Vv > 0,

I+vy,, _
2
(1 + 7) ||gn||2p,Rn ~y COz ? ||Vgn||2p Ry, — > 1

Finally,
N2, (ha) + ol YINZ, L (Vh)
d/q 2,Rnatn n 2 2 Rnatn n
O,

b} C =% 1 C
— addo;? | Vgalls p. — Ca, V"R, N2 . an, (B

We recall that [Vgnllyp, = a; 424 Ronas, (Vhy). Moreover, remember that A is

non-negative, as ||h, ||, < 1,then [|[Vgnlly, r = s, Nop Ry, (Vhy,) < atnNzlgnatn (Vhy).
We deduce :

a 1 2 d ~
d/ N22Rnatn (h ) a tn /qNg,Rnatn (Vh'n)
a;’? 2

5 C 2 1 C 2 =
> min [ -2 1 — CRZ - XN h,
> min (5+1,1 Re) ( CR ) p(a) <1—|—'y N 2,Rno¢tn(v ))
—abday, "I N2 g o, (Vhy) — Ca, VIR ENZ o (hy).

Let n — +o0, as 2 > d/q :

. .a 1 o2
11%1anN§,Rnatn(hn) 5, VING p o (V)
t

n

PR A C 1\’ 1 C -
> hmnlnf min (m, 1-— RC) (1 — CRy, ) p(a) (m - ;Nignatn (th)) .

ERTIN a ..o ¢ 1 2 d/q 2 2add
= lim inf JT{‘ZNZ’R”O“” (hn) (1 + aRe) + = Ny Rpa, (th> 1+ a?n_d/Qq
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In one hand, if af;d/ ‘No roar, (@hn) — +00, then the result is obvious. In the

other hand, if afn_d/ Ny, Rnas, (@hn) is converging, then No g, q,. (@hn) — 0 because
2 > d/q, and we have :

J

.. a 2 1 2—d/q A2 = . 1
hmnlnf WNZR”%“ (hn) + 5%, N5 o, (Vhy) > min (m, 1) p(a)

1+~

Then we let § — +o00 and v — 0 to have the result.

Proof of proposition 1.5 :

We recall that p(a) = mf{a|yh|y§+ LIV, (I, = 1}. Set hy(-) = BY2Ph(3-).
We remark that [[Aglly, = 1, hsll, = 592 [hll, and [Vhall, = 842 | Vh,
Then we minimize over  the function :

1
1(B) = B~ |Ihl; + 55 [V

2ad_ |7,
2q—d ||Vh|‘2

_ 2q 2qg —d 420 _
plo) = =0 (2L (BL2) it {10tz omI Il =1}

Then optimizing over a > 0 the expression inf {a — p(a),a > 0} with the optimal
value

we have that

Picking the optimal value g* =

. 2q—d. -
a == mf{||h||§q/d 2\|VhH§,thl2p=1}

we have that
. . 1 _
nf {0 = ) a > 0} = —inf {3 |HI22 [0, [l = 1}

Note that the expression is invariant by the transformation hg(-) = B¥%h(j3-),
therefore we can freely add the condition ||A||, = 1. Then

) ) 1
nf fa = pla),a > 0} = —inf {3 IVRIZ. Wil = il = 1] = —xay



CHAPITRE 6

Exponential moments of self-intersection local times of
a-stable random walks in subcritical dimensions

In this chapter we present the proof of theorem 2.18 of Chapter 2. This theorem
is a work in progress. For (X;,t > 0) an aperiodic, symmetric a-stable random walk,
we are interested in the exponential moments for its self-intersections local times.
We denote by p the law of its increments and by A its infinitesimal generator.

1. Introduction

1.1. Preliminaries results on Fourier transform. We use four types of
Fourier transforms. We give now some notations and results used throughout this
article. Let us denote by Tg the discrete torus of radius R. For an application defined
from Tx to C¢, we denote by Fp its Fourier transform Fy (u) € (C?)™® where

C<kn>
Vn € Tg, Fr(u)(n) = Z Ug €XP (—2Z7TT) :

We have an inversion formula and a Parseval formula :

PROPOSITION 1.1. For an application u from Tg to CY,

1 C<k,n>
Vn € Tg,u, = T k%r: Fr(u) (k)exp (QZWT)
R

and Y |Fp(u) (k)]* = R* ) Ju(k)]®.

keTr keTr

For a sequence u € ly(Z%), we denote by F its Fourier transform F (u) €
L2(=1/2,1/2)% :
Vw € [~1/2,1/2]4 F (u) (w) = Z u(z) exp (—2im < z,w >).
2€74

There is an inversion and Parseval formula :

PROPOSITION 1.2.
u(z) = /[ o F (u) (w) exp(2im < z,w >)dw and ||F (U>H§,[71/2,1/2]d = N;(u)

Note that the following link between these two types of Fourier transforms is
obvious. For g € [y(Z?) considered as a sequence of Z<, we build its periodised
version of period R : Vo € Tg, gr(®) = >, .1 9(x + Rz). We have that

x
Va € o, i gr) (2) = F (9) () (73)
105
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For gr a R-periodic function on R?, we consider its Fourier coefficients :
1

<n,x>
vn € 2%, Fr(gr)(n) = ﬁ/ gr(z)exp (—2@7?—) dzx.
[0,R]¢
There still exists an inversion and Parseval formula :
ProprosITION 1.3.
o <n, x> 1
Vo € RY, gn(z) = Y Falgn)(n) exp (2in =) and NF (Falgr)) = 3 a3 x-

nezd

For a function g € L?(R%) we denote by F(g) its classical Fourier transform :

Sr'(g) — / g(x)efi2ﬁ<z,w>dw.
R4

Throughout this article, we are going to compare p-norms of these different type of
Fourier transforms. The main tool to compare p-norms of Fourier transforms is the
following Young inequalities :

PROPOSITION 1.4. For any p > 2 and q its conjugate. For u € (C4)Tr,
Npr(u) < R™VIN, g(Fg(u)),
and for gr a R-periodic function of RY,
lgzll, n < BY"Ny(Fr(gr)).

These inequalities are straightforward applications of the Riesz-Thorin interpo-
lation theorem (see Theorem 1.3.4 in [Gra08] for example) and Parseval formula.

1.2. Main results. Let us first introduce some notations. For §; an application
from R to R*, for any a, R,t > 0 let us note

pla,R,t) = inf . {aﬁt—aN;Rﬂt(h)— < h, Agg,h >ra,, Noprs,(h) =1},  (74)

h:TRﬁt—>
_ 2 d 2| Z|® _
pla.R) = inf {a||g||2,R+R > () (| 5 ,Hg||2p,R—1} (75)
R—periodic ZEZd
s 2 a 2 —
pla) = nt Salgl+ [ w15, lgl, =1 (76)
Rd
oty = _inf & [ Jul?15(0)(@) P gl = gl = 1 (77)
Rd

_ aq aq — d\ Y
P= aq —d d

d/ag
. 2(1-d/aq) a 2 _
e {||gr|2 ([ wrs@@ra) o, - 1} -



1. INTRODUCTION 107

REMARQUE 1.5. [t is not obvious that constants p(a), Xa.ap and p are not dege-
nerate. However, Chen and Rosen have proved in [CRO5] that a rewriting of Xa,dp
is non degenerate when p(d — o) < d. Then it is not difficult to prove that these
constants are not degenerate.

We recall the main result of this chapter which is the same theorem than theorem
2.18 of Chapter 2. We consider an a-stable random walk (X;,¢ > 0) which means
that we assume that

F(p)(w) = 1= [w|* +of|w[*),
where p is the law of the increment of the random walk. For technical reasons that
we have seen in Section 6.2 of Chapter 3 we have assumed that p was satisfied
assumption 2.16 which is the following :
C C
d 1 2
301,02 > 0 tels que V:E,y € 7 s W S /J,(y—l') S W
THEOREME 1.6. Assume that o > d/q and that
- ford < a, 1<<5t <t
-ford=a,1 < Bk log(t)
“ford>a, 1< Bt
then we have V0 > 0
lim sup % log & [exp (Hﬁd/q “N, (lt))] < inf {a, l}%mJirnfp(a, R) > 6}
—+00

t—-+oo
ProrosITION 1.7.
: : a—d/q >
liminf 5 p(a, R, 1) = p(a, R)

LEMME 1.8. Behavior of Gga, »,(0,0).
Assume that \y = af5; * and By > 1. Then for any a, R > 0,
(1) ford < a, Grg,.,(0,0) = O(B2%).
(2) for d =, Gpg,,(0,0) = O(log ;).
(3) ford > a, Ggp,,(0,0) = O(1).

We have said this theorem is a work in progress. To have the complete result,
we have just to prove that

Ya > 0, hmlnfp(a R) > p(a).

R—+o00

Indeed, if we succeed to prove that, then we have

lim sup pe log E [exp (85d/q “N, (lt)ﬂ < inf {a, p(a) > 6} .
totoo b

Moreover it is easy to see that

a1/ ()

pla) = p-

Then

@q

lim sup §1ogE [exp <Hﬁd/q an (lt)>:| < <Q) aq—d

t——+o00 P
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which is the desired result. We use Proposition 4.1 to derive the upper bound of the
large deviations :

COROLLAIRE 1.9. VA > 0,

lim %logIP’ (It > Ap ;AP 1) < Ay (78)

t——+o0

This chapter is organized as follows. In Section 2 we obtain Theorem 1.6. In
Section 3 we prove Proposition 1.7 and Section 4 is devoted to prove Lemma 1.8
and Proposition 4.1. Note that Lemma 1.8 is used in Section 2.4 and Proposition
1.7 in Section 2.5.

2. Proof of Theorem 1.6

2.1. Step 1 : comparison with the SILT of the random walk on the
torus stopped at an exponential time.

LEMME 2.1. Let T be an exponential time of parameter \s = af; “. Let lrg, -(x) =
Jy 0(XEP)ds. ThenVa,0,R, (3, >0 :

E [exp (65" Ny(1)) | < e™E [exp (08 Nyyps, (lmser) ) |

DEMONSTRATION. We deduce by convexity that

NP(L) =Y (@)= > Y I(z+kRB)

xeZd z€TRp, keZd
Z (Z lt(l' + kRﬁt ) Z lRBt pRBt(lRﬁt )
2€TRg, \keZd 2€Trgp,

Then using the fact that 7 ~ &(),) is independent of (X,, s > 0) we get :
B Jexp (687" Ny(1) ) | exp (=tA) < B [exp (087" Ny s, (Lnsi) )| P(7 > )
—E [exp (e@/q N,z (lrs, )) r> t}
<E [exp (087" Ny, s (lmser) ) |
Finally, E [exp (9/3d/q N, (zt))} < MR [exp (eﬁt [N s (Lgyor) }
O

2.2. Step 2 : the Eisenbaum isomorphism theorem.

THEOREME 2.2. (FEisenbaum, see for instance corollary 8.1.2 page 36/ in [MRO6] ).
Let T be as in lemma 2.1 and let (Zx, x € Tga,) be a centered Gaussian process with
covariance matriz Gpg, », (T,y) Uo 8, (X Thr) ds] independent of T and of the
random walk (X, s > 0). For s 7é 0, conszder the process Sy = lgp, (€)+3(Zs+5)%
Then for all measurable and bounded function F : RT#s: s R :

BIF(Suis € Taa))) = B |F (((Ze+ 9752 € Taa)) (142}

S
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2.3. Step 3 : Comparison between N, gs, (lrs, ) and No, s, (Z).

LEMME 2.3. Let 7 and (Z,,x € Tgg,) be defined as in theorem 2.2. ¥0,v,e > 0
such that 0(1 4 ¢€) < v

E [exp <Hﬁf/q_aNp,Rﬁt(lRﬁm)ﬂ

1/(14¢€)
RY/Cp) glH+ /2 E [exp <7(12+6) d/a= “N3, RBt(Z))]

<1+ C(e,0,7) (1 +
2a

) exp (775651;_ ) » (NQP’R&(Z) > mﬁt—d/ 2) (1+ \/a>

DEMONSTRATION.

1 1 b
S = b o) 4 52t 5 = L2 o (o) + (3204 97)

L
= NggRﬁt(S) > Np re,(Urp,.r) + §N25,Rﬁt(z +5).

By independence of (Z,,x € Tgg,) with the random walk (X,,s > 0) and the
exponential time 7, we have Ve > 0,

1 —
P (Np wo(Imsr) = g2 ) P (2 N3P s, (Z + 5) > 731 p)ep)

Z

IA

d(1—
P( p,RB: lRﬁzT >yptpﬁt (1- P N221§)Rﬁt(2+8) thﬁt( P)6p>
4

1 a1
NpRﬂt (lrgir) + 5, o N225,R,8t(2+3> > tpﬁt(l p)(yp—i—ep))

IA

P(N 1, () = 7B (yp +ep)>

ZO ]. d(1—

where the last equahty comes from Theorem 2.2. Moreover by Hélder’s inequality,
Ve > 0,

Z, 1
E{<1+ 0) 2pN2PR6t(Z+S)>tp/6 GoP(yp +€p)}

141/ ¢/ (1+e) 1/(149)
=P ’1 N ] P (N3 (2 4+ 5) 2 20300 P g ) " (s0)
s
Combining (79) and (80) we obtain that Va, e > 0,
P <vaR5t (ZRBtJ—) 2 ytﬁt_d/q>
%
S [/ TP <N2p7RBt(Z +5) > V218 YD (yp 4 E13)1/(21:»)) e
<E ‘1 + 2 — (81)
; P(Nop s, (2 + 5) = V216, 7)
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Then using the fact that Var(Zy) = Ggg, »,(0,0) < E[r] = &

P (NnRﬁt(lRﬁt,r) > ytp; Y q)

1/(14¢)
|\ P (Napma(Z +5) = VIGO0 g 1 cnp/on)
<C(e) (1 + ) (82)
sV P(Nop.rs, (Z + 5) > v/2tef; )

But by Markov inequality,
P (sz,Rﬁt(Z +s) > V208, (yp Ep)l/@p))

Y YV d/g—a
<exp (=B *(y" +€)/") E [exp (5 HTONE, R (Z 8))}
then

E [exp (08 Ny (s )|
oe d/g—a
v [P (o0 (08 N ) = ) d

+0o0
1 [P (N nser) = wt57) 005, expl0tys; )y
0

. 1/(1+€)
N 1 ) E [GXP (%@ /i N3y ra(Z + 3))]
sv/\ P(Nop.rs, (Z + 5) > v/2te; ¥/9)

+oo (P ep)/p B B
/ exp (—vtﬁt ‘“(yl—>> 0tB, * exp(0tyB, *)dy.
0 + €

Remark that the integral is finite if and only if § < 1%6 In this case

E [exp (Qﬂf/q_aNp,Rﬁt(lRﬁt,T))}

RPN PP
VA P(Nayrs,(Z + ) > V2tep; @7
, using triangle inequality and the fact that N gg,(s) =

<1+ C(e) (1

1/(14¢)

<1+ C(e0,7) (1

g

Choosing s = —5
R2Pf

d
s(RpB;)?r, we have :

E [eXp (%f (1N, R, (lRﬂm)>]

/2

+

R1/(2p) 5t<d+a>/2

<14 C(e,6,7) (1 + o ) exp (vtef; ®)

. o 1/(14¢€)
E Jexp (X598 1ONE, s, (7))

P (Nop s (2) = /2, 0 (1 + e))
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2.4. Step 4 : Large deviations for Ny, r(Z).

LEMME 2.4. Let 7 and (Z,,x € Tga,) be defined as in theorem 2.2, and p(a, R, 1)
be defined by (74). Under assumptions of theorem 1.6,

(1) \V/CL, R,t > 0, /\t < p(a7 f{7 t) < aRd/qﬁ;i/q—a'
(2) Ya,e, R, t > 0,

P |:N2P7Rﬁt(Z ) > Ve (QQ)}

td/ (29) ﬁf/ (29) 1 4
> 1- exp (——t,ﬁ_ Yep(a, Rt ) .
\2rtep(a, R, t) tep(a, R, t) 9t a )

(3) IC > 0 such that Ya,~, e, R,t > 0 such that v(1 + €)? < p(a, R, 1) f‘_d/q

E [exp (@ :’/Q““NQQP,RMZ))]

c yd+e? o
<|1+ sk exp (—ot(tﬂt )

2e
Y(1+e)28

DEMONSTRATION. (1) For the upper bound, it suffices to take f = (R3;)~%?
in 74 to obtain the result. For the lower bound, we remark that N, rg, (h) =

1 implies that for all x € Tgg,, |h(x)| <1, and then N225,R5t(h) < N3 gs, (h).
Therefore p(a, R,t) > .

(2) By Hélder’s inequality, for any f such that || f||(2py,rs = 1,

P[Noy () = Vi7" 2 P | S 1,2, > Viep Ve

IGTRBt

Since Y. f.Z, is a real centered Gaussian variable with variance
z€TRp,

O-CQL,R,t(f) = Z GRﬁt,)xt (ZL’, y)fwfy )
x,yETR;at

we have :
S o—d/(2
P|:||Z”2p,Rﬁt > Vitep, 8 q)}

d _
>Ua,R,t(f) td/(zq) 1_ Ug,R,t<f> t/q exp | — B, e
- V2rte le 207 po(f)

>O-a7R7t<f) ;l/(2q) 1 _ p1<a’7 R7 t) td/q eXp _ tﬁ;d/qE
o vV 2rte le QUg,R,t(f) 7
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where py(a, R, t) = sup {02 1 ,(f), Ny ra (f) = 1}. Taking the supremum
over f we obtain that Va, R,t,e > 0,

P [ng re(Z) > \/Eﬁfd/@q)}

/p1 (a, R, 1) d/ 2q) pi(a, R, t)B d/q . tﬁ_d/q
——|exp | ——F—— | -
\ 2rte te p 2p1(a, R, t)

Then it suffices to prove that pi(a, R, t) =

W to have the result.

We denote by < -, - >pg, the scalar product on [*(Tgg,). On one hand,
by Hélder inequality,

< f,Grgnf >r8,< Noprs, (Graoa, f), Vf such that Nigpy gs, (f) = 1.

Since Gl}émkt =\ — Agrg,,

< f.Gronf >R =< Grp, A, Groon S Grooa S > ra,
ﬁ b
= M5 v, (Gran f)— < Ars,Graa | Grooa f >
> p(a’ R 75)*]\721) Rﬂt(GR,Bt th)

Therefore, for all f such that Ny rs, (f) = 1, < f, Grgaf >hs, < %
Then, taking the supremum over f, pi(a, R,t) < 1/p(a, R,1).
On the other hand, let f; achieving the infimum in the definition of

pla, R, t).
P1 (&7 R, t) = sup {< [ GRﬁt,Atf >R,3t}
Nispy rs, (F)=1
< Gﬁét,&fojfo >RB pla, R, t)

- —1 -
N(22p)’,RBt (GRBt,/\t fo) N(22p)’,RBt( Rﬁt At fO)

Furthermore, using the Lagrange multipliers method, we know that
N(Qp)/7Rﬁt<G]}ét7>\tf(]) = p(a, R,t). Hence pi(a, R,t) > 1/p(a, R,t), and then
p1(a, R, t) =1/p(a, R,t).

(3) Let M be a median of N, rg, (Z). We can easily see that

2]

1 1 2 _
o (222 g ) (2 )

Let us now prove that under our assumptions we have SY7 *M? =

1/2p
o(tB; ) which is equivalent to M? = o(t3; ?). Since M = (median ( > Z§p>>

z€TRrp,
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and that for X >0, median(X) < 2F[X], we get :

1/p
M? = | median Z 72
Z‘ETRgt
1/p
< 28| ) z¥
LUETRﬁt
1/p
<C) | D Grpn(0,07E Y] , where Y ~ N(0,1)
QJGTRBt

< O(p)(Rﬁt)d/pGRﬂt)\t (O’ O) (E[YQP])I/IJ
< C(p)(Rﬁt)d/pGRﬁtJ\t(()v O)

Recall that we have \; = af5;“ .

For d < «, by lemma 1.8, M2 = O(8> "%). Then as 8* < t we have
M? = o(tB; ).

For d = «, by lemma 1.8, M? = O(Bf/p log 3;). Then as 8¢ < @ we have
M? = o(tB; ).

For d > o, by lemma 1.8, M? = O(ﬁf/p). Then as ¢ < t, we have M? =
otB; ).

Let us now work on the expectation.

1+ €)? —a
E |:exp (u d/q |N2p,RBt _ M|2):|

2 t
oo 14 ¢)? —a
—1 +/ P <eXp (% /970 Nop, g, — MP) > y) dy
1
+o0o 2 2
Y 1+4+€ —« Y l+e -«
—u [ g (T 0y ) PNy (2) - P > )y
0

Using concentration inequalities for norms of Gaussian processes (see
for instance lemma 3.1 in [LT91]), Vu > 0,
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P (N2 Ml 2 ) < 2P (Y 2\ [ ) =20 (v 2 Vil 700
where Y ~ N(0, 1). Then

1+4€ @
E{exp (u dfa- |Nop ra, — M|2)}

2
+oo —a 1 2 —a
§1+/ (1 + €287 exp (w o y)P(YZ yp(a,R,t)) dy
0
400 70& 1 2 a R.t
§1+0/ (1 + €287 exp (7( ;6) /g y) exp <_yp(a,2 : ))
0
a d/q

=1+

if v < p(a, R, t)

p(a,R,t)

I Era

O

2.5. End of proof of upper bound of theorem 1.6. By lemma 2.1 we have
that :

«

lim sup % log &/ [exp (QBd/q “N, (lt)ﬂ < a+limsup %E [exp <9ﬁt fa=e N N, rg, (Irga, T))] .

t——+o0 t——+o00

(83)
Then by lemma 2.3, for 0(1 +¢€) < v
ﬁt /q—
lim sup — log E |exp ( 68, Ny i, (Lrg,.r)
t—400 t
I By YA +€) La/g-a
<er+ gtimen o o (220N 2
— I%erlnf % log P (N2p re(Z) >V 2teB; (1 + \/E)> : (84)
—+00
Moreover, by 1 and 3 of lemma 2.4, for y(1 +¢)? < 11m+1nfﬁ d/qp(a, R, t)
t—4o0
& 1 _
lim sup 2 log B [exp (”(—“) JoNg, RﬁxZ))] <0, (85)
t——+o0 t 2 ’

and by 1 and 2 of lemma 2.4,

e

timing % 10g P (No, s (2) 2 VAP (14 V) 2 —acll 4 VOPRY. (56)

t—+o0

Finally, for 0(1+¢) < 7 and (1 + €)* < limnf p(a, R, )3/,

lim sup % log E [exp <Qﬁf‘_d/qu(lt)>} < a+ ey + ae(1 + /e)*RY4. (87)

t—-+o0
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Then we make ¢ — 0. As hm+1nfﬁ ‘p(a, R,t) > pla, R), for § < v and v <
t—+o0o
p(a, R) we have
lim supﬂ—logE [exp <9ﬁt A (lt))} <a. (88)
t——+oo t

We make v — p(a, R) and take the limit over R. Then we have for any § > 0

t—+o0 R—+o00

lim sup%logE [exp <Qﬁd/q “N, (lt)ﬂ <inf {a liminf p(a, R) > 0} (89)

3. Proof of Proposition 1.7

3.1. Rewriting of p(a, R,t). Let us rewrite p(a, R, t) defined by (74) in terms
of Fourier transform. Let h be the function achieving the infimum in the definition
of p(a, R,t) (74)

< h, ARBth > RBy

= > hi@) Y pns(y — 2)(h(y) — h(x))

z€TRp, yETRp,

== Nigs, (W) + > D h(@)prs,(y — )h(y)

Z‘ETRBt yETREt

- F;VN;R@(FR@ (h))

LYY oy 3 ua;) Fr (s (2) exp <2m<z’y£gf =

$€TR6t yETR,Bt ZE']TRB
1
= — i N3 s, (Frg, (1) Z | 2)[*Frg, (1trg,) (2)
d'V2,RB: \1 RpB: Rﬁt RB: \MRpt
(R5) + AT pa
z
t Foo (=) -1).
b : 3 I ( <u>(Rﬁt) )

We have shown that

a—d/q a2
t p(avRat)_a/Bt NZ,RBt

)P = F (1) (57))-
We call

_d
aﬁt qN22,R5t<h)
the 2-norm part and

Z P 0 (1= F 0 (7))

ZGTRBt

the gradient part.
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We set

gr(x) = B/ " h(k)p(B — k)

keTRBt

where ¢ is a Rf;-periodic function such that

1) (F)

?Rﬁt(gp)(n) = (Rﬁt)d |%‘a/2 ]Ine'JTRBt'

Thus g is a R-periodic function of R? and

Fr(gr)(n) = B/ Frs, (h)(n)Frs, (¢) (n).

Our candidate to achieve the infimum in the definition (75) of p(a, R) is the function
g defined as the normalized function gg :

—_9r
HgRHQp,R

3.2. Gradient part. The function gr is built to preserve the gradient part.
Indeed,

2€TRp Rﬁt
gﬁw Z Firs, () (2)* T, () (2P (RB) | o
:ﬁt—d/q(Rﬁt)d Z |FR,Bt (h) (Z)|2 ?Rﬁt (@)(2)2 ‘% a
=R Z |3~R(9R)(Z)|2 ‘%’a o

ZGTRQt
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3.3. 2-norm part. Note that by symmetry of p, F'(u) = F(u). Then F(u) is
real and 1 — F'(u) > 0. By Parseval equality,

||9RH§,R
=R'N3(Tr(gr))

—R' S [Falgr) (=)

2€7Z4

1= F(u)(z5)
=R* > B |Frs, () ()] : ( - )

ZGTRBt (Rﬁt)%l RLﬁt a
Rdﬁd/P Rdﬁd/P 1—F(p) (Lt)
I 232V re, (Frs, (B)) + AL D Fra (B) () a1
(BB (RGP 2= -
kB RpB:
Rdﬁd/” 1= F (1) (53)
=B VNG, () + s D [P ( e 1
2€TRg, R_/J’t

Remember that F' (u) (u) = 1= lul® + o(Ju|®). So, for € > 0, 3§ > 0 such that for
u—

|ﬁ| < 0, we have ‘% — 1‘ < €. Then, using Parseval equality,
t RB¢
Rdﬁd/p 1= F () (55)
thZ‘Rﬁt Zaﬁ_l
z€TRr RB: R_,Bt
< le T memere X mmer (1-rm ()
= (RB,)™ z RBy Z Rp: H RB,
= o
< BV INE o () + 0T RUBIT  1Frs (1) ()T s () () | o
ZETR,(g t
-« -« Z
= e, VIN3 s, (h) + 0 RYB; > Frlgr) (@) =
ZGTRgt
Moreover, by (91) and (90) it is easy to see that
RS Tl | 5| < 6 (e, R, (92)

ZETRBt

Then, since a > 0, Ve > 0, 36 > 0 such that

gl < (1+€)8; VN ps, (h) + 678, p(a, R, t)

< (1 B VING s () + 0787 (B pla, o)) (93)
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3.4. 2p-norm part. We work now on the most difficult part, that is the 2p-
norm. Using Fourier inversion formula,

gr d/2p Zh o(Bir — k)

keTRBt
< —k,n>
= p%) Z h(k Z Fra, (@) (n) exp <2i7r( 6thﬁ ik )
kE€TRg, n€Tpg, t
C<x,n>
d/ 2p) Z FR,Bt 37R5t( )( )exp (ZZWT>
nGTRm

First we cut the 2p-norm of gr in two parts, introducing m.

HQRHzp,R
d/(2p)
>
> Frga, (h ex <2z7r ik
“(RB)? neTrs s, (h) (n) exp R )
¢ 2p,R
1 < on>
d/2p Z Frg, (h (?Rﬂt(w)( )_(Rﬁ)d) exp <2m 7 >
nETRﬁt t 2p7R
(94)

We want to prove that the first term is close to the 2p-norm of h, and that the
second term is negligible. We first work on the second term in (94). Let ¢, t—+> 0 to
—400

be chosen later. We first use inversion formula of Proposition 1.3,Young inequality
of Proposition 1.4 and we again cut the sum in two parts.

B ST Frg, (h (sz-wt( )(n) = (R#;t)» xp (2m<';>>

TLETRgt

§<Rﬁt)d/(2p)N(2p)’,Rﬁt (FRﬁt (h) (+) (?Rﬁt(ﬂp)(') - (R;t)d))
1 (2p)’ Ve
S(Rﬁt)d/@p) Z FRﬁt (h) (n) <?R5t(¢) (n) o (Rﬁt)d)
| | <o
1/(2p)’
1 (2p)’
HRE)YE | ST | Frg, () (n) <?Rﬁt(80)(n) - W) (95)

/| >+

Let us focus on the first term in (95). We have assumed that there exists a function
e(u) = 0 such that F (u) (u) = 1 — Ju|” 4 e(u) Ju|”. So for t sufficiently large,
u— u—
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using Holder inequality ((2p)’ < 2) and Parseval equality,

1/(2p)’
(2p)

(RB,)YP) Z

Frg, (h) (n) (?R@(w)(m 1 R;t)d)

(YT
-1

Frg, (h) 72
_n_
/|7 | <o B

(2p)’ 1/(2p)’

B (Rﬁt)d/@p)
o (Rﬁt)d Z

29\ 1/(29)

d/(2p) 1= F () (z5)
<%N2,Rﬁt(FRﬁt (h)) > \/ 72 o

N (Rﬁt>d n_
/| <o 2
1/(29)
(RB,)% @) n \|%
=2 N. h —_—
(Rﬁt)d/z 27R6z() Z € Rﬂt
n/‘RLBt‘gdt
<(RBy) ™" Ny g, (h) (RB0,) " 29 Sup e(u).
u|<d¢

To be negligible compared to 3, 4/ (QQ)NZ rp, (h), we have to choose J; such that
(B:0) YD sup e(u) — 0. (96)

|u|§6t t——+o0

Let us focus on the second term in (95). As the random walk is aperiodic, there

exists C' > 0 such that for |x| <1, |:1:|O‘/2 < Cy/1—F (u)(z). Then, using the fact

1/(2p)’
(2p)

(RB,)Y ) Z ‘FR@ (h) (n) (gRﬁt((p)(n) B (R;t)d)
n/‘RLBt‘>5t

1/(2p)

\/1 (277)/
(Rﬁt)d/mp) - Rﬁz
S may | [P |a/2

|75
| [>o :

d/(2p) .
SC%NQ,R& (FRﬁt<h><->\/1—F<m (R—@)><Rﬁt>a/2 ST fnl

n/|n\>R,6’t6t

1/(2q)

C(RBe)™ =402 N, s (Fm (h) W L= F () (ﬁ)) (BB =e0) 0.
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Using (90), we have

CEARE IS \Fm (h) () (?Rﬁt«o)(n)— ! )

”/‘R%‘”f

d—aq a—
<C(ﬁt5t) 24 \/Bt d/qp<a7 Rat)

To be negligible compared to \/ﬁa 4/a pla, R,t), since d — ag < 0, it is enough
to choose 9; such that

Brdy — +00. (97)

We want now to prove that conditions (96) and (97) are compatible. Condition (97) is
equivalent to 8, > 6;' and condition (97) is equivalent to 8, < ;' sup |e(u)| 24,
|u|<d
Then conditions (96) and (97) are compatible if sup |e(u)| < 1 which is equivalent
|u| <3¢
to 0; — 0. We have now succeeded to control the second term in (94) by proving
that :

4/ (2p) Z Frg, (h (rfRﬁt( )(n) — (R;t)d) CXp <2i7r< ’I; >>

nETRgt

—0 ((RB:)™ @D Ny g, (h +o(ma Y aRt))

=0 (\/ﬁf‘_d/"p(a,ﬁ t)) (98)

It remains to control the first term of the sum in (94). Performing the change of
variable © — 3,

gi/2n) Cens
Frg, (h) (n)exp (217‘(‘ >
d Z Rp:
(RB) || 2= ol
t p’R
<-n>
= ’ n)exp | 2ir— )
Rﬁt (RB)! ;ﬁ o < ma )|
t D, Bt

For x € RY, let

<rTr,n>
= F 2 ———— | .
o e T B e (255222)

n€Trg,
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Note that f is Rf-periodic and that f(z) = h(x), Vo € Tgg,. We define an approxi-
mation of f by :

where @y is the unit cube based on k : [k — %,k + %]d. And f, = o |fQ x)dx

the mean of f on each unit cube Q. Let us define the integer part as follgwmg :
Vo € Q, x| = k. Then, Vo € Qy, f(|z]) = h(k). Introducing f(|-]) and f(-), we
have that :

£ lop,mge = WFCLDlaprg, = 1F = FUUDoprg = I1F = Flloprs, - (99)

The first term is exactly the 2p-norm of h. Let us examine the second term. For
T e [0, Rﬂt]d,

:(R;t)d 2 / > Fra (h) (n)exp (2m%) dy T, (z)

T > Frg (h) (n) exp (QWM>

(RB:)“ neTrg RS,
1 o< n,y> o <n, k>
= Frg, (h) (n)/ exp (2z7r—) dy exp (227r—> Io, (x)
(RB) ne%; ., JQo RpB, y e%;ﬂt RS, ‘

-~

()

e Z Frg, (h) (n) exp (227%)

:@ Z Fas, () (n) (C (R%t) - 1) exp (2¢7T<WR—ZJ>>
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Therefore, using inversion formula of Proposition 1.1, Young inequality of Proposi-
tion 1.4 and Holder inequality :

1F = F(D oy
1 o <n,s >

S%N@p)am (FRﬁt (h)(')( (Rﬂt) 1))

S%szz (FRﬁt (h) (')\/1 - (Rﬁt)) Nag,ra, \/C (R_ﬁ) _

1= F () (77)

Let us examine Ny, gg, . A simple computation shows that

Then, for x close to 0,

Cla) ~ ﬁ i —5(m)’ f[ - TN 1 o)
0 i T 0 i 6 0 ’

Combining this with the fact that 1 — F () (x) ~ |z|*, we have that

C(x)—1
1= F(p)(2)
Moreover, as the random walk is aperiodic, we know that F' (i) (z) =1 < o = 0.

Then the function z — —S@&=1
1—-F(p)(x)

= O(la"™")

is uniformly bounded for |z| < 1 and

¢ <Rf3f> ! :O((Rﬂt)d/@q)).

1P (5)

Nag rg,

Therefore, using (90)

||f_ f(L.J)HQp,RBt =0 ((Rﬁt)—d/Q) NQVRBt (FRﬁt (h) ()\/1 - F (:u) (R_/Bt))
O ( pla, R, t)) : (100)
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We turn now to the third term of (99).
2p
15 == 3 [ 1)~ Ao
kETRg

By Poincaré’s inequality, as the unit cube is a Lypschitz’s domain,

Hf - ka?}LQk < C ||vf||2p,Qk

where C depends only in d, p and |Q|. Hence,

Hf - f_HQP,Rﬁt SO Z ||vf”2p,Q;c

k€Trg,

:O ||vf||2p7R6t :

Moreover, denoting by 1; the j-th coordinate function ¢;(n) = n;, we use inver-
sion formula in Proposition 1.3, Young inequality in Proposition 1.4 and Hélder’s
inequality :

Hf - -]FHQpRBt

20T o <n,e>
RWZ S Fn () ()2 e (20

J=1 nGTRBt

2p,Rp:

(BB 21t ()
<C s Z Ny (s (1) (757

R , d/(2p
SO%N@M% (Fis ) )

d/(2p) :
<clr Ve (m (h) <~>\/ - F ) (ﬁ))

o (5 (70 (1) )

S < o
1=F(u)(z) 0
bounded around 0 since « €]0,2]. Moreover, since the random walk was assumed

aperiodic, F' (u) () = 1 < x = 0. Then, the function x — 2]

1=F(u)(x)
bounded for |z| < 1. Therefore,

o 1= ) ) -

1—a/2

As previously, 1 — F () (x) = |z|* implies that which is

is uniformly
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and using (90)

e (e G )

-0 ( o(a, R, t)) (101)

Combining (99), (100), (101) and the fact that Ny, gg, (k) = 1, we have shown
that

1oy, > 1= 0 (Vo R.1) (102)

Finally, putting together (94), (98), (102), as v — d/q > 0, we have controlled
the 2p-norm of gr by :

lonll 21— 0 (V5 pta. ) 0 (Vola D)

=1-o0 (\/ﬁf_d/qp(a, R, t)) (103)
Finally, VR > 0, Ve > 0,35 > 0 such that
87" p(a, R 1)
By N2 (1) — BT < b Argyh >

T4 <||gR|I2R+5 o (5" ol R.1)) + B Y 1Talon) (I |5

ZETR,gt

a5 —
+ 0 (87 ple 1) + el RS [T0() (2

z
R

1—|—

2€TRg,
2
> HgRHQp,R a ||g||2 + Rd Z ’?R(g> (Z) 2 «a . aéao( a—d/qp(a R t))
S 1re T e 2,R —~ 1+e€ ! T

Then we obtain that VR, e > 0,30 > 0 such that :

z

R

2
”9R||2p,R (a, R) + ad™®
1re 7\ 1+e

=4/ (a, R, t) > 0 ( o—d/4q, R, t)) .

Using (103),

_ a— d/ —a

then we let t — 400 then we let € — 0 and we have that VR > 0
lim inf Bf_d/qp(a, R, t) > p(a, R).

a—d
t /qp(a’ R,t) >

Note that the previous inequality is always true even if lim +1nf Bt “p(a, R, t) is
t—+00

infinite.
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4. Proof of Lemma 1.8
Let p, and p2% the transition probability of X, and X F#.

+o0
Grp, (0,0) =/ exp(—Aes)pfP(0,0)ds
0

+oo
<1 +/ exp(—N\$) Zps(O,zRﬁt)ds
1

z€74

By Theorem 1.1 in [BLO2], there exists C' such that
s
Vs > 0,Vz € Z% py(0,2R3,) < C [ s N ———— .
=) [2RB "
Then,

+o00
GRﬁt)\t(O?O) S 1 + O/ exp(—)\ts) S_d/O‘ + Z s —d/a + Z
1

R d+a
0<]z]< 2l J2l> 5252 5 ﬁt
pe oo exp( AtS) T exp(—\ss)

<1+4+C / S_d/o‘ds+/ ! +C'/ ds

( 1 e A (R,

B exp(—\57) exp(—X\;)

§1+0/ s~¥eds + C Ly C .

1 PG A (RB)?

Remember that \; = a5, “. Then we have,

Be*
GR5t7/\t(O7 O) <1+ C/ s_d/o‘ds +0 ( toc—d) .
1

Now, if we distinguish the three cases o < d, @ = d and o > d we have the result.

PRrRoOPOSITION 4.1.
inf {a — p(a),a > 0} = —xqp

DEMONSTRATION. We recall that p(a) = inf {a gll3 + fpa [w|*|F (g) (w) [Pdew, || gy, = 1}.
Set gs() = B¥*g(p). We remark that [|lgsll,, = 1, llgsll, = 87| lgll, and
Jaa |w1*1F (g5) (@) Pdw = B~ [ou w]*|F(g)(w)]*dw.

Then we minimize over [ the function :

3,(8) = ag gl + 57 | Lf*19(0) ()P

2 1/a
Picking the optimal value g* = (a;‘idf y \w|a|”5?(Hg2)(w)\2dw) we have that
R

(o) = at-en (09 Y (29— A\ e [ s e " il =1L
aqg—d d 2 R P i2p
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Then optimizing over a > 0 the expression inf {a — p(a),a > 0} with the optimal
value

% Oéq_d aq/d— a
= mf{||g||g< s [ |9<g><w>|2dw7||g||2,,=1}

we have that
it fa = pla).a > 0) = = int {93 [ 050 lll, =1

Note that the expression is invariant by the transformation gs(-) = %% g(3-). The-
refore we can freely add the condition ||g||, = 1. Then

nt {a = pla).a > 0) = ~int { [ W5 o, = ol = 1 = ~xap
0



CHAPITRE 7

Bilan et perspectives

Dans cette these nous nous sommes intéressés aux grandes déviations du temps
local d’auto-intersections de marches aléatoires. On a vu que cette question était liée
a des modeles physiques tels que des modeles de polymeres ou des problemes d’écou-
lements en milieux stratifiés. Les intersections de marches aléatoires intéressent les
mathématiciens depuis les années cinquante, et les grandes déviations d’intersections
de marches aléatoires ont été abondemment étudié au cours des années deux mille.

Avec cette these, nous améliorons les connaissances sur les grandes déviations
des temps locaux d’auto-intersections de marches aléatoires dans deux principales
directions. D’une part nous avons unifié les méthodes de preuves au travers du
théoreme d’isomorphisme de Dynkin-Eisenbaum, et d’autre part nous avons prouvé
de nouveaux résultats.

En effet, nous avons vu que les méthodes utilisées par les auteurs pour prouver
les principes de grandes déviations étaient nombreuses et variées. Dans cette these
nous avons montré que la méthode basée sur le théoreme d’isomorphisme de Dynkin-
Eisenbaum, d’abord introduite par Castell [Cas10] dans le cas critique, fonctionnait
aussi dans le cas sur-critique [Laul0b] et sous-critique [LaulOa].

En ce qui concerne les nouveaux résultats, nous avons d’abord prouvé un prin-
cipe de grandes déviations dans le cas critique et sur-critque des marches a-stables
(Chapitre 4). Puis, nous avons montré un principe de grandes déviations dans le cas
sous-critique de la marche simple (Chapitre 5). Ce résultat est une extension d’un
résultat de Becker et Konig [BK11] puisque les auteurs n’obtenaient pas ce principe
pour le cas sous-critique en entier, et ils avaient de surcroit une restriction au niveau
des échelles de déviations. Enfin, nous cherchons a étendre ce dernier résultat aux
marches a-stables ot nous avons pour l'instant un résultat de grandes déviations
partiel (Chapitre 6).

Il reste cependant beaucoup de travail a faire sur la question. Dans un premier
temps, il nous apparait naturel et envisageable d’améliorer nos propres résultats.
Tout d’abord il reste a terminer la démonstration du cas sous-critique a-stable, ce
a quoi nous travaillons.

Ensuite, lorsque nous travaillons sur les marches a-stables, nous considérons les
marches aléatoires vérifiant ’hypothese 2.16 (Chapitre 2), ce qui restreint nos résul-
tats. Or cette hypothese ne sert qu’a obtenir des estimées de la fonction de Green
des marches considérées, nous pensons donc qu’elle n’est pas nécessaire a I’obtention
du principe de grandes déviations. Nous pourrions donc travailler a I’'obtention d’es-
timées de la fonction de Green des marches a-stables en se passant de 'hypothese
2.16.

127
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Dans un deuxieme temps, un certain nombres de questions liées aux intersec-
tions de marches aléatoires sont ouvertes et intéressantes. D’abord, la question des
déviations modérées est ouverte a ’exception de la double intersection dans le cas
sous-critique. Avec le théoreme d’isomorphisme de Dynkin-Eisenbaum, le temps local
d’auto-intersections est plus ou moins remplacé par la norme dun processus Gaus-
sien. C’est le controle de cette derniere qui limite nos résultats aux tres grandes
déviations. Ainsi, si nous comprenons tres bien le comportement de la norme de ce
processus gaussien (essentiellement donnée par la fonction de Green de la marche
considérée), nous avons peut-étre une chance de descendre a l'échelle des grandes
déviations, voire des déviations modérées.

Il parait aussi intéressant de voir si le théoreme d’isomorphisme de Dynkin-
Eisenbaum peut s’appliquer a la question du nombre de points visités par une marche
aléatoire, d’abord sur des résultats connus, puis si la technique est concluante, d’es-
sayer de l'appliquer a des questions ouvertes.

Une autre question tres intéressante est celle des minimiseurs des formules varia-
tionelles rencontrées. On a vu que celles-ci pouvaient parfois s’exprimer comme les
meilleures constantes dans une inégalité de type Gagliardo-Nirenberg. Dans les cas
ol ces minimiseurs sont connus, une question est de savoir si une meilleure compré-
hension de ces minimiseurs peut nous apporter des informations sur les stratégies
adoptées par les marches aléatoires pour réaliser leurs grandes déviations.
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Résumé

Dans cette these on s’intéresse au temps local d’auto-intersections de marches
aléatoires. Cette quantité est définie comme la norme-p a la puissance p du temps
local de la marche. Elle regarde dans quelle mesure la trajectoire de la marche
aléatoire s’intersecte. Le temps local d’auto-intersections est lié a différents modeles
physiques comme les modeles de polymeres ou les problemes d’écoulements de flux
en milieux stratifiés mais aussi au modele mathématiques des marches aléatoires en
paysages aléatoires.

Nous nous sommes pour notre part intéressés en particulier aux grandes dévia-
tions du temps local d’auto-intersections, c’est a dire que nous regardons la proba-
bilité que la quantité d’intersections de la marche aléatoire soit plus grande que sa
moyenne. Cette question qui a été tres étudiée au cours des années 2000 fait appa-
raitre trois cas distincts, le cas sous-critique, le cas critique et le cas sur-critique. Nous
améliorons la connaissance sur cette question au travers de deux résultats complets
et d'un résultat partiel. D’abord nous prouvons un principe de grandes déviations
dans les cas critique et sur-critique des marches a-stables, puis nous améliorons les
échelles de déviations au cas sous-critique tout entier de la marche simple, enfin nous
sommes en train d’étendre ce dernier résultat aux marches a-stables. Par ailleurs
les trois preuves sont basées sur l'utilisation d’une version due a Eisenbaum d’un
théoreme d’isomorphisme de Dynkin. Cette méthode d’abord introduite par Castell
dans le cas critique est donc ici étendue aux autres cas. Nous avons donc réussi a
unifier les différentes méthodes de preuves au travers ce théoreme d’isomorphisme.

Abstract

In this thesis we are interested in the self-intersection local times of random walks.
This quantity is defined as the p-norm to the power of p of the local times of the
random walk. It measures how much the trajectory of the random walk intersects
itself. The self-intersection local times is connected with various physical models as
polymer models or problems of anomalous dispersion in layered random flows, but
it is also linked with the mathematical model of random walks in random sceneries.

More precisely, we are interested in the large deviations of the self-intersection
local times, i.e. we work on the probability for the intersections to be larger than
expected. This question that has been studied a lot during the 2000’s is divided
in three cases, the subcritical one, the critical one and the super critical one. We
improve the knowledge about this question by two complete results and a partial one.
First, we have proved a large deviation principle in the critical and super critical
cases of a-stable random walks, then we have improved the deviations’ scales to
the entire subcritical case of simple random walk, finally we are extending this last
result to the a-stable random walks. The three proofs are based on a version due
to Eisenbaum of a Dynkin isomorphism theorem. This method which has been first
introduced by Castell in the critical case, is extended here to the others cases. Thus,
we have succeeded to unify the methods of proof by this isomorphism theorem.



