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THÈSE

pour l’obtention du

Doctorat de l’université Henri Poincaré – Nancy 1
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ♠❛ t❤ès❡✱ ❡t ♣❛rt✐✲

❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❊②❦❡ ❍ü❧❧❡r♠❡✐❡r ❡t P✐❡rr❡ ▼❛rq✉✐s ♣♦✉r ❧❡✉r r❡❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❧❡✉rs

r❡♠❛rq✉❡s✳ ❏❡ s✉✐s ❛✉ss✐ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à P❛✉❧ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥ ♣♦✉r s♦♥t ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s s♦♥

rô❧❡ ❞❡ t✉t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❆❞❛♠ ❈✐❝❤♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❝❡ ❥✉r②✱ à ❏érô♠❡

▲❛♥❣ q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ à ❆❧❛✐♥ ▼✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❡✉❡s à ♣r♦♣♦s ❞✉ ❘àP❈✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ❡t ❞❡s tr❛❝❡s✱ ❡t à ❆♠❡❞❡♦ ♣♦✉r s❡s

❝♦♥s❡✐❧s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❜✐❡♥ sûr é♥♦r♠é♠❡♥t ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ❏❡❛♥ ▲✐❡❜❡r✱ q✉✐ ♠✬❛✈❛✐t ❞é❥à

❡♥❝❛❞ré ❡♥ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❡t q✉✐ ♠✬❛ ❞♦♥♥é ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏✬❛✐ ❛✐♠é ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♠✬❛ ❛♠❡♥é à ❛❜♦r❞❡r ❞❡s s✉❥❡ts ❛✉ss✐ ✈❛r✐és s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ✈✉❡ ❧❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊t ❥❡ s✉✐s ❤❡✉r❡✉① q✉✬✐❧ ♣r❡♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ❞é♠♦❧✐ss❡♥t ♥♦s ✐❞é❡s

✭❛✈❡❝ ❥✉st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ s♦✉♣✐r✮✱ ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ❥❡ ❧✉✐ ❛✐ s♦✉✈❡♥t ❢❛✐t ❝❡ ❝♦✉♣ ❧à✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ ❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❆♠é❧✐❡ ❡t

❊♠♠❛♥✉❡❧ ♣♦✉r ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧✬❛✐❞❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté❡ ♣♦✉r ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ❏✬❡♥ ♣r♦✜t❡ ♣♦✉r

♠✬❡①❝✉s❡r ❛✉♣rès ❞✬❊♠♠❛♥✉❡❧ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❡ss❛②é ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❡ ❞♦♥♥❡r s♦♥ t❛❜❧✐❡r ❛✉① ❢❛♥s ❞❡

❚❛❛❛❜❧❡✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❖r♣❛✐❧❧❡✉r ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ tr❛✲

✈❛✐❧❧❡r ❡t q✉✐ ♦♥t ♣r✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ✈❡♥✐r ❛✉① ré♣ét✐t✐♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❡✉rs

❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❏✬❛✐ ❛✉ss✐ ♣❛ssé ❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ t❤és❛r❞s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡

❡t ❞✬❛✉tr❡s ❥♦②❡✉① ❝♦❧❧è❣✉❡s✱ ❋❛❞✐✱ ▼❡❞❤✐✱ ❙té♣❤❛♥❡✱ P✐❡rr❡✱ ❨❡s♠✐♥❡✱ ❋❧♦r❡♥t✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❘♦❦✐❛✱

❱❛❧♠✐✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❏✉❧✐❡♥ ❡t ❥✬♦✉❜❧✐❡ sûr❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣❡rs♦♥♥❡s✳ ❉❡ q✉♦✐ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s

♣❛rt✐❡s ❞❡ ▲♦✉♣ ●❛r♦✉✳

■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❛s ✇❡❧❧ ♠② ❢❡❧❧♦✇ ♦✣❝❡ ♠❛t❡s ❱✐♦❧❡t❛✱ ▲❛③ ❛♥❞ ❱✐s❤ t❤❛t ❦✐♥❞❧② ❣❛✈❡ ♠② t❤❡

t✐t❧❡ ♦❢ ✏❉r✳ t♦ ❜❡✑ s♦ t❤❛t ■ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❢❡❡❧ t♦♦ ♦✈❡r✇❤❡❧♠❡❞ ❛♠♦♥❣ s✉❝❤ ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥t ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❧❡✉r ✐♥térêt

♣♦✉r ♠❡s tr❛✈❛✉①✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ♠❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ❧❡s ✜♥s ❞❡ s❡♠❛✐♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠✬❛

❛✐❞é à r❡❧❛t✐✈✐s❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ré❞✐❣❡r ✉♥❡ t❤ès❡✳

❊t ♣♦✉r ✜♥✐r✱ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐t r❡♠❡r❝✐❡r ♠❛ très ❝❤èr❡ ❙✉s✉ q✉✐ ❛ ♣❛rt❛❣é ❛✈❡❝ ♠♦✐ ❝❡s ❛♥♥é❡s

❞❡ t❤ès❡ ❡t q✉✐ ♠✬❛ ❣❡♥t✐♠❡♥t ✐♥❝✐té à ♠✬❛rrêt❡r à q✉❛tr❡ ❛♥s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❧é♠❡♥❝❡ ❞❡

❉r✳ ❙✉✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ s✬❡st r❡t❡♥✉❡ ❞❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ t✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳

✐
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✹✳✶✳✹ ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✷✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✷✳✹ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✸

■♥❞❡① ✶✸✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✶

✈



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✈✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s rés♦❧✈❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧✬✉t✐❧✲

✐s❛t❡✉r ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳

P❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s s②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s

à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✐❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐sé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣rêt❡♥t ♣❛s à ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣❡rt❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r❢ér❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥

♣❛t✐❡♥t✱ ♣♦✉rt❛♥t étr❛♥❣èr❡s à ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ tr❛✐té❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❝♦♥tr❡✲✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✲

✈❡rs ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦♠♠❛♥❞é ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛✉ss✐ ❧♦rsq✉✬✐❧

② ❛ ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ s✉❜❥❡❝t✐✈✐té ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝✉✐s✐♥❡✱ ✐❧ ❡st très

❞✐✣❝✐❧❡ ✭s✐♥♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❣♦ûts ♣❧❛ît✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s ✭❘àP❈✮ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧✬❡①♣ér✐✲

❡♥❝❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❡♥ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s à ♣r♦♣♦s ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t ❞✬❡✛♦rt ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r

❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❞✬❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡t ❡✛♦rt ❡st ❡✛❡❝t✉é ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❥✉❣é❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣✉✐s ❡❧❧❡

❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❯♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥❘àP❈ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ tr❛✐t❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r à ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❛✜♥ ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❡s ✐♥té❣r❡r ❡♥ ✉♥ t♦✉t

❝♦❤ér❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❛♠❡♥é❡s à êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡s ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡

❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ❘àP❈ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥

❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s ✭❘àP❈✮ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛♣♣❧✐q✉é

à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ s♦♥t

✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡♥ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①✱ ❧❡s ❝❛s ❝✐❜❧❡s✳

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝✉❧✐♥❛✐r❡✱ ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①✲

♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛ts✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ❝✉✐s✐♥❡r ✉♥❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉

❝❤♦❝♦❧❛t s❛♥s ÷✉❢ ♠❛✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❡ r❡❝❡tt❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡✳

❆✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝✉❧✐♥❛✐r❡s ♦♥ ♣❡✉t s✬❛✈❡♥t✉r❡r à ❡♥ ❝ré❡r ✉♥❡ ❡♥ s✬✐♥✲

s♣✐r❛♥t ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞✉ ❜❧❛♥❝ ❞✬÷✉❢ ♠♦♥té ❡♥ ♥❡✐❣❡ ♣♦✉r

❢❛✐r❡ ❧❛ ♠♦✉ss❡✱ ❡t ❧❡s ❥❛✉♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧✐❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❜❧❛♥❝s

❞✬÷✉❢s ♣❛r ❞✉ t♦❢✉ s♦②❡✉① ❡t ❧❡s ❥❛✉♥❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛t✐èr❡ ❣r❛ss❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉

❜❡✉rr❡✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ♠♦❞✐✜❡r ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡✱ ❧❛ r❡❝❡tt❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✱

❛✜♥ ❞❡ ❧❛ r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❈❡tt❡

♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉❘àP❈ t❡❧ q✉❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❆❛♠♦❞t ❡t P❧❛③❛✱ ✶✾✾✹❪✳

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❉❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❛♠❡♥é❡s à êtr❡ ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❥✉❣é❡s ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡t ♦ù ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

♣❡✉✈❡♥t r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ét❛❜❧✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛✉ss✐ ❧♦rsq✉❡

❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❥✉❣é❡s ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ré✈✐s✐♦♥ ✿

❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ré✈✐sé❡s ♣❛r ❧❡s s❡❝♦♥❞❡s✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ❝♦♥✢✐t✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ■❧ ② ❛

s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ré✈✐s✐♦♥✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✱ ♦ù ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ét❛❜✲

❧✐ss❡♥t q✉❡ ✿ ✓❚♦✉s ❧❡s ♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✱ ❡t ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts✱ ❧❡s r❛♣❛❝❡s ❡t ❧❡s

❛✉tr✉❝❤❡s s♦♥t ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✳ ✔ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡ ✿ ✓▼❛①

❡st ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✈♦❧❡r✳ ✔ ❯♥❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♥♦♥❝❡r ❛✉

❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts s♦♥t ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ré✈✐s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♥♦♥❝❡r ❛✉ ❢❛✐t

q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ② ❛✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✜♥❡ss❡

❞❛♥s ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦✐s❡❛✉①

♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✱ ❝♦♥s❡r✈❡✲t✲♦♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s r❛♣❛❝❡s ❡t ❧❡s ❛✉tr✉❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✱

♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♠✐s❡s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❄ ❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛✐t

❛❧♦rs q✉❡ ✓➚ ♣❛rt ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦✐s❡❛✉① ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s ✈♦❧❡r✱ t♦✉s ❧❡s

♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✳ ✔ ▼❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ r❡t❡♥✐r q✉❡ ✓➚ ♣❛rt ▼❛① q✉✐ ❡st ✉♥

♠❛♥❝❤♦t ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s ✈♦❧❡r✱ t♦✉s ❧❡s ♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✳ ✔

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❞❡s

♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐① q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳

✷



▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❞✬✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ✿

●❛r✉❞❛ ♣❡✉t ✈♦❧❡r✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛❧❧❡r❣✐q✉❡ à ❧✬÷✉❢✳ ■❧ ② ❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t ❡♥

❞❡ss❡rt✱ ✐❧ s✬✐♠❛❣✐♥❡ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❢❛✐t❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡

❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ❧✬÷✉❢✱ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞❡ss❡rt ♣♦✉r ❧✉✐✳ ▼❛✐s ❍♦r✉s✱ q✉✐ ❛ ♣ré♣❛ré ❝❡tt❡

♠♦✉ss❡✱ ❧❡ r❛ss✉r❡✱ ❝❡tt❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t ❛ été ♣ré♣❛ré❡ s❛♥s ÷✉❢✳ ❈♦♠♠❡ ●❛r✉❞❛

❛ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉❛♥ts ❞✬÷✉❢✱ ✐❧ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛

♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❛ été ♣ré♣❛ré❡ ❝❡tt❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✳ ▲❛ ♠♦✉ss❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡

❛✈❡❝ ❞✉ s♦❥❛ s♦②❡✉① ❜❛tt✉ q✉✐ ❛ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❜❧❛♥❝s ♠♦♥tés ❡♥ ♥❡✐❣❡ ✭✐❧

♥✬❡st ♣❛s très ❢❡r♠❡✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡ ❝✉✐r❡✮✳ ❊t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❥❛✉♥❡s✱ q✉✐ s♦♥t

❝♦♥st✐t✉és ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✐♣✐❞❡s✱ ❍♦r✉s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♠✐s ❞✉ ❜❡✉rr❡ ❢♦♥❞✉✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ●❛r✉❞❛ ❡st ✉♥❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✲

✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❍♦r✉s ♥✬❛ ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❞✬÷✉❢✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à

✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❍♦✲

r✉s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ r❛♣♣r♦❝❤❡✲

♠❡♥t ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ❘àP❈ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❝♦❣♥✐✲

t✐✈❡s ❬❘✐❡s❜❡❝❦ ❡t ❙❝❤❛♥❦✱ ✶✾✽✾❪ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❢❛ss❡

❝♦♥s❡♥s✉s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❉✐✈❡rs❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱

❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ❝❛❞r❡

✉♥✐✜é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞ét❡r✲

♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦rté❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❡

r❛♠è♥❡♥t à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✱ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛s♣❡❝t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés s♦✉✈❡♥t

❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❡st✲✐❧ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❄ ◆♦✉s ❞é❢❡♥❞♦♥s ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ✉♥ ✓ ❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✔ q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é✱ ♥♦t❛♠✲

♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❘àP❈ ❡st ❧❡ s❡✉❧ r❡❝♦✉rs ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❣✉✐❞é ♣❛r

✉♥ ❛✉tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ s✉✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❘àP❈✱

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❑♦❧♦❞♥❡r✱ ✶✾✾✸❪ ❡t q✉✐ ❞✐t q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❡✉ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳

P❧❛♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✲

✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ❘àP❈ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❘àP❈✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐✲

s✐♦♥ s✉r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ✭♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ ❡t❝✳✮ très ✉t✐❧✐sé ❡♥

❘àP❈✱ ❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬✐♥térêt ❡st ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❲❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡✳

▲❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❛✉ss✐

❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥

❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❝♦✉✈r❛♥t ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ✐♥té❣r❡r ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦✉r❝❡s ❛✉

❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s❡✉❧✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥s✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❚❛❛❛❜❧❡✳ ■❧

s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♦❦✐♥❣ ❈♦♥t❡st ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st

❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❡tt❡s

❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛t❡✉rs ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs✳ ❚❛❛❛❜❧❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❞♦♥t ✉♥

♠♦t❡✉r ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❚❛❛❛❜❧❡

❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs

♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ■❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢✉t✉r❡

❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ❚❛❛❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛

♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs

♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐♥té❣r❡r

❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥✳

✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❢♦r♠❡❧s

✶✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✔ ❝♦♠♠❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ✓ ❜❡❧✐❡❢ ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❝❛r

❧❡ ♠♦t ✓ ❝r♦②❛♥❝❡ ✔ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ tr♦♣ ❝♦♥♥♦té r❡❧✐❣✐❡✉s❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ♣❛s ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

❡♥tr❡ ✓ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✔ ❡t ✓ ❝r♦②❛♥❝❡s ✔✱ ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡st ❝❡♥sé❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ét❛♥t ✐rré❢✉t❛❜❧❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

♣❧✉tôt q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❢♦r♠é❡

❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✱ ❡t

❞✬✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✮✳

✶✳✶✳✶ ❙②♥t❛①❡

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ L ❡st str✉❝t✉ré s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ q✉✐ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡

à ♣❛rt✐r ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❡s é❧é♠❡♥t ❞❡ L s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❢♦r♠✉❧❡s✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✭❇❈✮✳

▲♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✲ s②♥t❛①❡

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✜♥✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s {p1, . . . , pn} ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ∧ ✭❡t✮✱ ¬ ✭♥♦♥✮ ✿

ψ ∈ L s✐ ψ ∈ {p1, . . . , pn}

♦✉ s✐ ψ = ¬ϕ ❛✈❡❝ ϕ ∈ L

♦✉ s✐ ψ = ϕ ∧ µ ❛✈❡❝ ϕ, µ ∈ L

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∨ ✭♦✉✮ ❡t ⇒ ✭✐♠♣❧✐q✉❡✮ ❞é✜♥✐s à

♣❛rt✐r ❞❡ ∧ ❡t ¬✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ϕ, µ ∈ L ✿ ϕ ∨ µ = ¬(¬ϕ ∧ ¬µ) ❡t ϕ⇒ µ = ¬(ϕ ∧ ¬µ)✳

✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❢♦r♠❡❧s

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳✶✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉① ✭✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❛❣❡ ✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧✐✲

✜é❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {✈♦❧❡, ♦✐s❡❛✉, ♠❛♥❝❤♦t} s❡r✈❛♥t à ❞é❝r✐r❡ ▼❛①✱

❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ψ❡① ❡t µ❡① r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✿

ψ❡① = (♦✐s❡❛✉ ⇒ ✈♦❧❡) ∧ (♠❛♥❝❤♦t ⇒ ♦✐s❡❛✉)

µ❡① = ♠❛♥❝❤♦t ∧ ¬✈♦❧❡

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ❡① s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ▼❛① ❡st ✉♥ ♦✐s❡❛✉✱ ❛❧♦rs ✐❧ ✈♦❧❡✱ ❡t s✬✐❧ ❡st ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st

✉♥ ♦✐s❡❛✉✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ µ❡① s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ▼❛① ❡st ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t q✉✐ ♥❡ ✈♦❧❡ ♣❛s✳

✶✳✶✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ❞❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s à

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉✐ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

▲❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡s ♠♦♥❞❡s✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡st

❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s ❛✉tr❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ Ω ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s L✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣❡✉✲

✈❡♥t ❡♥ êtr❡ ❢❛✐t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛✐t❡

♣❛r ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ |= ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡t ❢♦r♠✉❧❡s

❞❡ L ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ∈ Ω ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ∈ L✱ I |= ϕ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ϕ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s

I✱ ♦♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ I ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ϕ✳ ❙✐ I ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ϕ✱ ♦♥ ♥♦t❡ I 6|= ϕ✳

|= ❡st ét❡♥❞✉❡ à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✿

♣♦✉r I ∈ Ω ❡t Ψ ✉♥❡ ❇❈, I |= Ψ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ Ψ, I |= ϕ

♣♦✉r A ∈ 2Ω ❡t Ψ ✉♥❡ ❇❈, A |= Ψ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t I ∈ A, I |= Ψ

❖ù ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ U ✱ ♦♥ ♥♦t❡ 2U ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ U ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ▼♦❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐

❞♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✉♥❡ ❇❈ ✿

♣♦✉r Ψ ✉♥❡ ❇❈, ▼♦❞ (Ψ) = {I ∈ Ω | I |= Ψ}

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ∈ L✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ▼♦❞(ψ) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ▼♦❞({ψ})✳ ❖♥ ♣❡✉t

r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r Ψ ❡t ▼ ❞❡✉① ❇❈ ✿

▼♦❞(Ψ ∪▼) = ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(▼) ✭✶✳✶✮

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ ∪▼ s♦♥t ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Ψ ❡t

❞❡ ▼✳

❉❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s

✻



✶✳✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

♦✐s❡❛✉①✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s Ψ q✉✐ ❛✣r♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts s♦♥t ❞❡s ♦✐s❡❛✉① ❡t q✉❡ t♦✉s

❧❡s ♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ▼ q✉✐ ❞✐s❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts

♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✳ ▼ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Ψ✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ Ψ ❡♥tr❛î♥❡ ▼✱ ❝❡ q✉✐ ❡st

♥♦té Ψ |= ▼ ✿

Ψ |= ▼ s✐ ▼♦❞(Ψ) ⊆ ▼♦❞(▼)

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t I ∈ Ω t❡❧ q✉❡ I |= Ψ✱ I |= ▼✳ ❙✐ Ψ ✐♠♣❧✐q✉❡ ▼ ❡t ▼ ✐♠♣❧✐q✉❡ Ψ✱ ♦♥ ❞✐t

q✉❡ Ψ ❡t ▼ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Ψ ≡ ▼✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ▼♦❞(Ψ) = ▼♦❞(▼)✳

❖♥ ♥♦t❡ ❈♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❇❈ ✿

♣♦✉r Ψ ✉♥❡ ❇❈, ❈♥(Ψ) = {ϕ ∈ L |Ψ |= ϕ}

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ Ψ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉✐ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ Ψ✳ ▲♦rsq✉❡ Ψ ❡st ✈r❛✐✱ s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❈♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Ψ ❡t ▼ ✿

✭✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✮ ❈♥(❈♥(Ψ)) = ❈♥(Ψ)✳

✭❡①t❡♥s✐✈✐té✮ Ψ ⊆ ❈♥(Ψ)✳

✭❝r♦✐ss❛♥❝❡✮ s✐ Ψ ⊆ ▼ ❛❧♦rs ❈♥(Ψ) ⊆ ❈♥(▼)✳

❈❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❚❛rs❦② ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t❡❧ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ✐❝✐✱ ❈♥ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✮✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛

❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ✭t❤é♦r✐❡✮✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐✮ Ψ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s

❝❧♦s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ Ψ = ❈♥(Ψ)✳

■❧ s❡ ♣❡✉t q✉✬✉♥❡ ❇❈ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡❧❛ r❡✢èt❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❡①♣r✐♠é❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛✣r♠❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts

♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t✱ ▼❛①✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✈♦❧❡r✳ ❈❡tt❡ ❇❈ ❡st ❛❧♦rs ❞✐t❡

✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ✭❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s✮✳ ❯♥❡ ❇❈ Ψ ❡st ❞✐t❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ s✐ ▼♦❞(Ψ) = ∅✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳

❯♥❡ ❇❈ Ψ ❡st ❞✐t❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❇❈ ▼ ❧♦rsq✉❡ Ψ ∪ ▼ ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✳ ❯♥❡

❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡st ❞✐t❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ s✐ ❧❛ ❇❈ {ϕ} ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✳

❉❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t à é✈✐t❡r ❝❛r ✐♥✉t✐❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ t♦✉t ✭❡t s♦♥

❝♦♥tr❛✐r❡✮ ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❇❈ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✳

▲♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✲ sé♠❛♥t✐q✉❡

❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {p1, . . . , pn} ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

I q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s pi ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r piI ∈ B = {❱r❛✐, ❋❛✉①}✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s✳

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❢♦r♠❡❧s

❖♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛✉ n✲✉♣❧❡t (p1I , . . . , pnI) ∈ Bn✳ |= ❡st ❞é✜♥✐ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r

L✱ ♣♦✉r I ∈ L✱ p ∈ {p1, . . . , pn} ❡t ψ, µ ∈ L ✿

I |= p s✐ pI = ❱r❛✐

I |= ¬ψ s✐ I 6|= ψ

I |= ψ ∧ µ s✐ I |= ψ ❡t I |= µ

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ∨ ❡t ⇒ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ✿

I |= ψ ∨ µ ss✐ I |= ψ ♦✉ I |= µ

I |= ψ ⇒ µ ss✐ I |= ψ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ I |= µ

▼♦❞ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

▼♦❞(ψ ∧ µ) = ▼♦❞(ψ) ∩▼♦❞(µ)

▼♦❞(¬ψ) = Ω \▼♦❞(ψ)

▼♦❞(ψ ∨ µ) = ▼♦❞(ψ) ∪▼♦❞(µ) = ▼♦❞(¬(¬ψ ∧ ¬µ))

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳✷ ✭❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉① ✲ s✉✐t❡✮✳ ❙✐ ♦♥ ♥✉♠ér♦t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t p1 = ✈♦❧❡✱ p2 = ♦✐s❡❛✉ ❡t p3 = ♠❛♥❝❤♦t ✿

▼♦❞(ψ❡①) = {(❋❛✉①, ❋❛✉①, ❋❛✉①), (❱r❛✐, ❋❛✉①, ❋❛✉①), (❱r❛✐, ❱r❛✐, ❋❛✉①), (❱r❛✐, ❱r❛✐, ❱r❛✐)}

▼♦❞(µ❡①) = {(❋❛✉①, ❋❛✉①, ❱r❛✐), (❋❛✉①, ❱r❛✐, ❱r❛✐)}

▼♦❞(ψ❡① ∧ µ❡①) = ∅

ψ❡① ∧ µ❡① ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✳

✶✳✷ Pré✲♦r❞r❡s ❡t ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔

✶✳✷✳✶ Pré✲♦r❞r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✭♣ré✲♦r❞r❡✮✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ 6 ❡st ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ U s✐ ❡❧❧❡

✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭ré✢❡①✐✈✐té✮ P♦✉r t♦✉t x ∈ U ✱ x 6 x✳

✭tr❛♥s✐t✐✈✐té✮ P♦✉r t♦✉s x, y, z ∈ U ✱ s✐ x 6 y ❡t y 6 z✱ ❛❧♦rs x 6 z✳

❯♥ ♣ré✲♦r❞r❡ 6 ❡st ❞✐t t♦t❛❧ s✐ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ♣❛r 6✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ U ✱ s♦✐t x 6 y✱ s♦✐t y 6 x✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ 6 s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ✱ ♣♦✉r x, y ∈ U ♦♥ ♥♦t❡ x < y ❧♦rsq✉❡ x 6 y

❡st ✈r❛✐ ❡t y 6 x ❡st ❢❛✉①✳ ❙✐ 6 ❡st t♦t❛❧✱ ❛❧♦rs x < y ss✐ y 6 x ❡st ❢❛✉①✳

✽



✶✳✷✳ Pré✲♦r❞r❡s ❡t ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✭▼✐♥✐♠❛✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ 6 s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

A ❞❡ U ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ 6 s✉r A ♣❛r ✿

▼✐♥
6

A = {x ∈ A | ♣♦✉r t♦✉t y ∈ A, s✐ y 6 x, ❛❧♦rs x 6 y}

= {x ∈ A | ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ y ∈ A, t❡❧ q✉❡ y < x}

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✶✳ ▲♦rsq✉❡ 6 ❡st ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r U ✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ U ✱ s♦✐t x 6 y✱ s♦✐t

y 6 x✱ ❞♦♥❝ ✿ ▼✐♥
6

A = {x ∈ A | ♣♦✉r t♦✉t y ∈ A, x 6 y}✳

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✷✳✶ ❡t ✶✳✷✳✷ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥
6

(·) ❧♦rsq✉❡ 6 ❡st ✉♥ ♣ré✲

♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✐♥s♣✐ré❡s ♣❛r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ❡♥tr❡

❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❡t

❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♣ré✲♦r❞r❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ P♦✉r A,B ⊆ U ❡t ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ 6 s✉r U ✿

✭✶✮

(

▼✐♥
6

A

)

∩B ⊆ ▼✐♥
6

(A ∩B)

✭✷✮ s✐

(

▼✐♥
6

A

)

∩B 6= ∅✱ ▼✐♥
6

(A ∩B) ⊆

(

▼✐♥
6

A

)

∩B

❉♦♥❝ s♦✐t

(

▼✐♥
6

A

)

∩B = ∅✱ ��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

A

6

A ∩ B

B

s♦✐t ▼✐♥
6

(A ∩B) =

(

▼✐♥
6

A

)

∩B✳ ��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

A

A ∩B

B

6

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✶✮✱ s✐ x ∈

(

▼✐♥
6

A

)

∩ B✱ ❛❧♦rs x ∈ A ∩ B ❡t

x ∈ ▼✐♥
6

A✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ A ∩ B ⊆ A✱ s✐ y 6 x ❛❧♦rs x 6 y✳ ❉♦♥❝ x ∈ ▼✐♥
6

(A ∩ B)✱ ❡t ✭✶✮

❡st ✈ér✐✜é✳

P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✷✮✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

(

▼✐♥
6

A

)

∩ B 6= ∅ ❡t s♦✐t x0 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳

P✉✐sq✉❡ x0 ∈ ▼✐♥
6

A ❡t q✉❡ 6 ❡st t♦t❛❧✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ A✱ x0 6 y✳ ❙♦✐t x ∈ ▼✐♥
6

(A∩B)✱ ♠♦♥tr♦♥s

q✉❡ x ∈

(

▼✐♥
6

A

)

∩ B✳ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ x ∈ B✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ x ∈ ▼✐♥
6

A✳ P✉✐sq✉❡

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❢♦r♠❡❧s

x0 ∈ A ∩ B ❡t q✉❡ 6 ❡st t♦t❛❧✱ x 6 x0✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ 6✱ x 6 y ♣♦✉r y ∈ A✱ ❝❡ q✉✐

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ x ∈ ▼✐♥
6

A✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐t σ : 2U → 2U ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭✐✮ σ(A) ⊆ A ❀

✭✐✐✮ s✐ A 6= ∅✱ ❛❧♦rs σ(A) 6= ∅ ❀

✭✐✐✐✮ σ(A) ∩B ⊆ σ(A ∩B) ❀

✭✐✈✮ s✐ σ(A) ∩B 6= ∅✱ ❛❧♦rs σ(A ∩B) ⊆ σ(A) ∩B✳

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ 6 s✉r U t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ U ✱ x 6 y s✐ x ∈

σ({x, y}) ❡st ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r U ❡t ♣♦✉r t♦✉t A ⊆ U ✱ ▼✐♥
6

A = σ(A)✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸

❞❡ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪✳

6 ❡st ré✢❡①✐✈❡ ✿ {x} 6= ∅ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✐✐✮✱ σ({x, x}) 6= ∅ ❡t x ∈ σ({x, x})✱ ❞✬♦ù x 6 x✳

6 ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ✿ ❙♦✐t x, y, z ∈ U ❞✐st✐♥❝ts ❞❡✉① à ❞❡✉① t❡❧s q✉❡ x 6 y ❡t y 6 z✳ {x, y, z} 6= ∅

❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✐✐✮✱ σ({x, y, z}) 6= ∅✱ ♦r ❞✬❛♣rès ✭✐✮✱ σ({x, y, z}) ⊆ {x, y, z}✱ ❞♦♥❝ σ({x, y, z})∩

{x, y, z} 6= ∅✳

✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ σ({x, y, z}) ∩ {x, y} = ∅✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs σ({x, y, z}) = {z} ❡t σ({x, y, z}) ∩

{y, z} 6= ∅✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✐✐✐✮ ❡t ✭✐✈✮✱ σ({x, y, z} ∩ {y, z}) = σ({x, y, z}) ∩ {y, z} = {z}✱

y /∈ σ({y, z}) = σ({x, y, z} ∩ {y, z})✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ y 6 z✳

✕ ❆✐♥s✐✱ σ({x, y, z}) ∩ {x, y} 6= ∅✱ ❡t ❞✬❛♣rès ✭✐✈✮✱ σ({x, y}) = σ({x, y, z} ∩ {x, y}) =

σ({x, y, z}) ∩ {x, y}✱ ❞♦♥❝ σ({x, y}) ⊆ σ({x, y, z})✳ ❱✉ q✉❡ x 6 y✱ x ∈ σ({x, y}) ⊆

σ({x, y, z})✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ σ({x, y, z}) ∩ {x, z} 6= ∅✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✐✈✮✱

x ∈ σ({x, y, z}) ∩ {x, z} = σ({x, y, z} ∩ {x, z}) = σ({x, z}) ❡t x 6 z✳

6 ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡✳

6 ❡st t♦t❛❧ ✿ P♦✉r x, y ∈ U ✱ ❞✬❛♣rès ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ σ({x, y})∩{x, y} 6= ∅✱ ❞♦♥❝ s♦✐t x ∈ σ({x, y})

❡t x 6 y✱ s♦✐t y ∈ σ({x, y}) ❡t y 6 x✳

P♦✉r A ⊆ U ✱ σ(A) ⊆ ▼✐♥
6

A ✿ ❙✐ σ(A) = ∅✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r x ∈ σ(A) ❡t

y ∈ A✱ x ∈ σ(A) ∩ {x, y} q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✐✐✮ x ∈ σ(A) ∩ {x, y} =

σ(A ∩ {x, y}) = σ({x, y}) ❡t x 6 y✳ P♦✉r t♦✉t y ∈ A✱ x 6 y ❡t ❞♦♥❝ x ∈ ▼✐♥
6

A✳

P♦✉r A ⊆ U ✱ ▼✐♥
6

A ⊆ σ(A) ✿ ❙✐ A = ∅✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥
6

✱ ▼✐♥
6

A = ∅ ⊆ σ(A)✳ ❙✐♥♦♥

❞✬❛♣rès ✭✐✐✮✱ σ(A) 6= ∅✳ ❙♦✐❡♥t x ∈ ▼✐♥
6

A ❡t y ∈ σ(A)✱ ♣✉✐sq✉❡ 6 ❡st t♦t❛❧✱ s♦✐t x 6 y✱ s♦✐t

y 6 x✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❛✉ss✐ x 6 y ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥
6

A✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s x 6 y✳

❈♦♠♠❡ y ∈ σ(A)✱ σ(A) ∩ {x, y} 6= ∅✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✐✈✮✱ σ(A) ∩ {x, y} = σ(A ∩ {x, y}) =

σ({x, y})✱ ♦r ❝♦♠♠❡ x 6 y✱ x ∈ σ({x, y}) ❡t x ∈ σ(A)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ✭▼✐♥✐♠❛ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : U → R à ✈❛❧❡✉rs

ré❡❧❧❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ 6f s✉r U t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r x, y ∈ U ✱ x 6f y ss✐ f(x) 6 f(y)✳

✶✵
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❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ▼✐♥
f
A = ▼✐♥

6f
A ♣♦✉r t♦✉t A ⊆ U ✳

✶✳✷✳✷ ✓❉✐st❛♥❝❡ ✔

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ d ❞❡ U × U ❞❛♥s [0,+∞] q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ U ✱ d(x, y) = 0 ss✐

x = y✳

❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛✉ss✐ ❞❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ U ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ U ✱ ❡t ❞❡

✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s A ❡t B ❞❡ U ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs d(A, x) ❡t d(A,B)

t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

d(A, y) = inf
x∈A

d(x, y)

d(A,B) = inf
y∈B

d(A, y) = inf
x∈A, y∈B

d(x, y)

P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ inf ∅ = +∞✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs d(∅, x) = +∞ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U ❡t d(A,B) = +∞ ❧♦rsq✉❡

A ♦✉ B s♦♥t ✈✐❞❡s✳

▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ❡t ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s

A ❡t B ❞❡ U ❛✈❡❝ A = A1 ∪ . . . ∪Am✱ ❡t B = B1 ∪ . . . ∪Bn ✿

▼✐♥
d(A,·)

B =
⋃

16i6m, 16j6n
d(Ai,Bj)=d(A,B)

▼✐♥
d(Ai,·)

Bj

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✶✳✷✳✹ ❡t ✶✳✷✳✺✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ❡t ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s

A ❡t B ❞❡ U ❛✈❡❝ A = A1 ∪ . . . ∪Am ❛❧♦rs ✿

▼✐♥
d(A,·)

B =
⋃

16i6m
d(Ai,B)=d(A,B)

▼✐♥
d(Ai,·)

B

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s n = 2✱ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥✳

▼✐♥
d(A1∪A2,·)

B = {x ∈ B | d(A1 ∪A2, x) = d(A1 ∪A2, B)}

♦r d(A1 ∪A2, x) = min(d(A1, x), d(A2, x)) ❡t d(A1 ∪A2, B) = min(d(A1, B), d(A2, B)) ❞♦♥❝ ✿

✶✶
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❙✐ d(A1, B) < d(A2, B)✳

▼✐♥
d(A1∪A2,·)

B = {x ∈ B | d(A1 ∪A2, x) = d(A1, B)}

= {x ∈ B | d(A1, x) = d(A1, B) ♦✉ d(A2, x) = d(A1, B)}

= {x ∈ B | d(A1, x) = d(A1, B)} ∪ {x ∈ B | d(A2, x) = d(A1, B)}

♦r ♣♦✉r t♦✉t x ∈ B✱ d(A2, x) > d(A2, B) > d(A1, B)✱ ❞♦♥❝ ✿

▼✐♥
d(A1∪A2,·)

B = ▼✐♥
d(A1,·)

B

❙✐ d(A2, B) < d(A1, B)✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❛♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

▼✐♥
d(A1∪A2,·)

B = ▼✐♥
d(A2,·)

B

❙✐ d(A1, B) = d(A2, B)✳

▼✐♥
d(A1∪A2,·)

B = {x ∈ B | d(A1, x) = d(A1, B) ♦✉ d(A2, x) = d(A2, B)}

= {x ∈ B | d(A1, x) = d(A1, B)} ∪ {x ∈ B | d(A2, x) = d(A2, B)}

= ▼✐♥
d(A1,·)

B ∪ ▼✐♥
d(A2,·)

B

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ U ❡t ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s A

❡t B ❞❡ U ❛✈❡❝ B = B1 ∪ . . . ∪Bn ✿

▼✐♥
d(A,·)

B =
⋃

16j6n
d(A,Bj)=d(A,B)

▼✐♥
d(A,·)

Bj

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳

▼✐♥
d(A,·)

B = {x ∈ B | d(A, x) = d(A,B)} =
⋃

16j6n

{x ∈ Bj | d(A, x) = d(A,B)}

❖r ♣♦✉r t♦✉t j✱ s✐ d(A,Bj) 6= d(A,B)✱ ❛❧♦rs d(A,Bj) > d(A,B) ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Bj ✱ d(A, x) >

d(A,B) > d(A,B)✱ ❞♦♥❝ {x ∈ Bj | d(A, x) = d(A,B)} = ∅✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s

✐♥❞✐❝❡s j t❡❧s q✉❡ d(A,Bj) = d(A,B) ✿

▼✐♥
d(A,·)

B =
⋃

16j6n
d(A,Bj)=d(A,B)

{x ∈ Bj | d(A, x) = d(A,Bj)} =
⋃

16j6n
d(A,Bj)=d(A,B)

▼✐♥
d(A,·)

Bj

✶✷



✶✳✷✳ Pré✲♦r❞r❡s ❡t ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔

❆❞❤ér❡♥❝❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d✳

P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊆ U ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ A ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A t❡❧ q✉❡ ✿

A = {u ∈ U | d(A, u) = 0}

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✷✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ♦✉✈❡rt❡s

B(x, ε) = {y ∈ U | d(x, y) < ε}✱ ♦ù x ∈ U ❡t ε > 0✱ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊆ U ❡st ❧❡ ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t A ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

P♦✉r x ∈ U ❡t ε > 0✱ B(x, ε) ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ε✳

✶✸
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✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡s r❛✐s♦♥✲

♥❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❘àP❈ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s s❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s❛❝ré❡s à ✉♥ ét❛t ❞❡

❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❛✈❡❝✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❞♦♥t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ♣✉✐s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉

❝❛❞r❡ ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡♠❡♥t

❛❞♠✐s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥

s✉r ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ✉t✐❧❡s ❛✉ ❘àP❈ ✿ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡

❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

✷✳✶ ▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣és s♦✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣♦rt❡r

❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡

s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✷✳✶✳✶ ❘é✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s K ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s L ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ✈✐s❡ à

❛ss✐♠✐❧❡r L à K ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦❤ér❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♠❡ttr❡

❡♥ ❝❛✉s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ K✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ L✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ré✈✐s✐♦♥ ✔✳

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s K r❡♣rés❡♥t❡♥t ✐♠♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❡t q✉❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s L✱ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡s✱ s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡sK ✓❚♦✉s ❧❡s ♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t

✈♦❧❡r✱ ❡t ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts✱ ❧❡s r❛♣❛❝❡s ❡t ❧❡s ❛✉tr✉❝❤❡s s♦♥t ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✳ ✔ s♦♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s L ✓▼❛① ❡st ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✈♦❧❡r✳ ✔ ▲❛ ré✈✐s✐♦♥

❞❡ K ♣❛r L ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❞❡ K✳

❆❜❛♥❞♦♥♥❡r K ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ L ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱

s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ L ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s

✐♥tér❡ss❛♥t✱ K ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ L ❡t q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡

♣❛s ♣❡r❞r❡✳ ❖♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ K q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐

❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣♦rtés à K✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❆●▼ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❝❡tt❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ré✈✐s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ K ♣❛r L✱ ❝❤❛❝✉♥❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ K✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛✉①

❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❧❡s ✉♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❤♦✐① s♦♥t ♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉① q✉❡

❞✬❛✉tr❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ③♦♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s

♦✐s❡❛✉① ♣❡✉t êtr❡ ❥✉❣é❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ q✉✐ ❞✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s

♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✳ ■❧ s❡r❛ ❛❧♦rs ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡

❞♦♥♥é❡ ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✜♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

❛♣♣♦rté❡s à K ✿

❖♥ ♣❡✉t s♦✐t r❡♥♦♥❝❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♦✐s❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r✱ s♦✐t ♥❡

r❡♥♦♥❝❡r q✉✬❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été

♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♦✐s❡❛✉①✱ ♦✉ ♠ê♠❡ êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ▼❛① ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❛ ré❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✈♦r✐s❡r

❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠❛♥❝❤♦ts s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✱ s❛♥s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✐st✐♥❣✉❡r

▼❛① ❞❡s ❛✉tr❡s ♠❛♥❝❤♦ts ❡t ♥❡ ♠♦❞✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t✳

▲❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ P❧✉s✐❡✉rs

r❡♣rés❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❆●▼✳

✷✳✶✳✷ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦t❡♥✲

t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s✳ ■❧ ♥✬② ❛

✶✻



✷✳✶✳ ▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❞♦♥❝ ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ♣r✐♠❛✉té ❞♦♥♥é❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ♣❧✉tôt

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ tr♦✐s ❛♠❛t❡✉rs ❞❡ ❝②❝❧✐s♠❡ ❞✐s❝✉t❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♠♦♥tr❡

q✉✐ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❧❡ ♠❛t✐♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥ ♥✬❛ ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r ❡♥ ❡♥t✐❡r✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

♣❡♥s❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t a ❛ ❢❛✐t ♠✐❡✉① q✉❡ b ✭a < b✮✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❡♥s❡ q✉❡ b ❛ ❢❛✐t

♠✐❡✉① q✉❡ c ✭b < c✮✱ ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❡♥s❡ q✉❡ c ❛ ❢❛✐t ♠✐❡✉① q✉❡ a ✭c < a✮✳ ▼✐s❡s

❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ✿ ❛✛❛✐❜❧✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

x < y ❡♥ x 6 y ✭x ❛ ❢❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ y✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✶ ♦✉ ♦✉❜❧✐❡r

❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✷✳

■❧ ② ❛ ❛✉ss✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t à ❛♣♣♦rt❡r ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❛♠✐s s✬❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t tr♦♠♣é

❡t ♦♥ ❛ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s a < b < c ✭❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ s✬❡st tr♦♠♣é✮✱ b < c < a

✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✬❡st tr♦♠♣é✮ ♦✉ c < a < b ✭❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✬❡st tr♦♠♣é✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❞❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✷✳ ▲❡s ❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✸✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥

❢❛✐t s✉♣♣♦rt❡r t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢♦r❝❡r à ré♣❛rt✐r ❧❡s

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦ût ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡s

s♦✉r❝❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t a = b = c ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✶ ♣❛r s♦✉r❝❡✳

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ❡t ❬❑♦♥✐❡❝③♥② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡

❝♦❤ér❡♥t✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❛♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❛♠✐s ❞✐s❝✉t❡♥t ❛✉ P▼❯ ❞✉ ❝❧❛ss❡✲

♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r✈✐❡✇ ❞✉ ❝②❝❧✐st❡ b ♣❛ss❡ à ❧❛ té❧é✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡ ❞✐t ❤❡✉r❡✉①

❞✬❛✈♦✐r ✜♥✐ s❡❝♦♥❞ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❧❡ t❛❧♦♥♥❛✐t✳ P✉✐sq✉❡ ❝✬❡st à ❧❛ té❧é✱ ❝✬❡st

q✉❡ ❝✬❡st ✈r❛✐✱ b ❡st ❞♦♥❝ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡① ❛❡q✉♦✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡♠❡♥ts a = b = c

❡t c < a < b ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❛♠✐s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣♦rté❡s

♣❛r ❧❛ té❧é ❡st s♦✐t a < b < c✱ s♦✐t b < c < a ✭✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♥♦♥ ♥♦♠♠é ❡st

✈❛✐♥q✉❡✉r✮✳

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ♣r♦✲

♣♦s❡♥t ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ❘àP❈ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❊♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❧✉tôt

q✉❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s✱ ♦ù ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ s❡✉❧

♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦✉r❝❡s q✉✐ s♦♥t ❡①♣❧♦✐tés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✷✳✶✳✸ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ K ♣❛r

L ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s K ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡s ♥✬❡♥tr❛î♥❡♥t ♣❧✉s L✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦❝❤♦♥s ❞❡ ▲❛ ❋❡r♠❡ ❞❡s ❆♥✐♠❛✉① ❬❖r✇❡❧❧✱ ✶✾✹✺❪ s♦♥t ❞❡s ❡①♣❡rts

❡♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛♥❞❡ ✐❞é❛❧❡ ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❡s ❛♥✐♠❛✉① ❞❡

♣❛r✈❡♥✐r à ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣ê♥❛♥t❡s✳ ❯♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡ ét❛❜❧✐t

q✉❡ ✓◆✉❧ ❛♥✐♠❛❧ ♥❡ ❞♦r♠✐r❛ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐t ✔✱ ♦r ✉♥ ❜❡❛✉ ❥♦✉r ❧❡s ❝♦❝❤♦♥s ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡

s✬✐♥st❛❧❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥ ❡t ❞❡ ❞♦r♠✐r ❞❛♥s ❧❡s ❧✐ts✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s K✱

❧❡s ❛♥✐♠❛✉① ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❞é❞✉✐r❡ L ✿ ✓ ▲❡s ❝♦❝❤♦♥s ❡♥❢r❡✐❣♥❡♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡♠❡♥ts ❞❡

❧❛ ❢❡r♠❡✳ ✔ ■❧ ❢❛✉t ❝♦♥tr❛❝t❡r K ♣❛r L ✦

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦✉❜❧✐❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦❝❤♦♥s ❞♦r♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❧✐ts✱ ♦✉ ❡✛❛❝❡r ❧❡

❝♦♠♠❛♥❞❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❞❡ ❞♦r♠✐r ❞❛♥s ✉♥ ❧✐t✱ ♦✉ ♣❧✉s ✜♥ ❡♥ ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ❡♥

✓◆✉❧ ❛♥✐♠❛❧ ♥❡ ❞♦r♠✐r❛ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ❞r❛♣s✳ ✔ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉① ❝♦❝❤♦♥s

❞✬❛ss✉r❡r ❛✉① ❛✉tr❡s ❛♥✐♠❛✉① q✉✬✐❧s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡♠❡♥ts ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❞♦r♠❡♥t

s❛♥s ❞r❛♣s✳

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ s♦✉❧è✈❡♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡s ♥✬❛✐❡♥t ♣❧✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ K ♣❛r

L✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r K ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ L✳ ❈❡❧❛ éq✉✐✈❛✉t

à ❝♦♥tr❛❝t❡r K ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ L✱ s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t

❧✐é❡s ♣❛r ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡ ▲❡✈✐ ❡t ❞❡ ❍❛r♣❡r ❬●är❞❡♥❢♦rs✱ ✶✾✾✷❪✳

✷✳✶✳✹ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❈♦♠♠❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ▼❛✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡s

✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✉❡s à ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✉❡s à ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥

❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡

♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✿ s✐ r✐❡♥ ♥✬✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❛ ❝❤❛♥❣é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥

❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❤♦s❡ ❛✐t ❝❤❛♥❣é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ét❛❜❧✐ss❡♥t ✉♥❡

❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞❡s

✶✽



✷✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❝r✐tèr❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧✐és à ❞❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts à ❛♣♣♦rt❡r

à K✳

✷✳✶✳✺ ❉é❜♦❣❛❣❡ ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡s

▲❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❞❡ ❇❈ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ❇❈ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞és✐ré❡s✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇❈

❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s q✉✬✉♥❡ ❇❈ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ ♥✬❛

♣❛s ❞❡ s❡♥s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❣✐q✉❡✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts❬❑❛❧②❛♥♣✉r✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❙❝❤❧♦❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ❞é❜♦❣❛❣❡

❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡s✳ ❯♥❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ♦ù ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t

❞é❝r✐t❡s ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡s ♦♥t♦❧♦❣✐❡s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r

❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✇❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❬❇❡r♥❡rs✲▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✲

✐s♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❞✉ ✇❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❖❲▲✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s

❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s q✉✐ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡✳

❬❋❧♦✉r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❧✐és ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ❛s♣❡❝ts ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢s ❡t

❞✐str✐❜✉és ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ✇❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡♥t

s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❬❍❛❧❛s❝❤❡❦✲❲✐❡♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❍❛❛s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

❊♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡

❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡s✳

✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ ∔✱ ❡♥tr❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛s❡s

❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s Ψ ❡t ▼✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r Ψ ❛✜♥ ❞❡ ❧✉✐ ✐♥té❣r❡r ▼ t♦✉t ❡♥

r❡st❛♥t ❝♦❤ér❡♥t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼ ❡st ♥♦té Ψ ∔ ▼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✈❡❝

❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉① ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ré✈✐s❡r Ψ ♣❛r ▼✱

✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡

ré✈✐s✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❬❆❧❝❤♦✉rró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ ét❛❜❧✐ss❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞✬✉♥

♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧és ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ✭✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ❛✉t❡✉rs✮✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① s✉r

❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❢❛✐ts ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦st✉✲

❧❛ts ❆●▼ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳

❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s♦✉s

❢♦r♠❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡✱ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❉❛❧❛❧✱ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❘àP❈ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢s✳

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✷✳✷✳✶ P♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❊♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ t♦✉t❡ ❇❈ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r

s✐♠♣❧✐✜❡r ∔ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❡t ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳

▲❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✭❘1✮ ψ ∔ µ |= µ.

✭❘2✮ ❙✐ ψ ∧ µ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛❧♦rs ψ ∔ µ ≡ ψ ∧ µ.

✭❘3✮ ❙✐ µ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛❧♦rs ψ ∔ µ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

✭❘4✮ ❙✐ ψ1 ≡ ψ2 ❡t µ1 ≡ µ2 ❛❧♦rs ψ1 ∔ µ1 ≡ ψ2 ∔ µ2.

✭❘5✮ (ψ ∔ µ) ∧ ϕ |= ψ ∔ (µ ∧ ϕ).

✭❘6✮ ❙✐ (ψ ∔ µ) ∧ ϕ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛❧♦rs ψ ∔ (µ ∧ ϕ) |= (ψ ∔ µ) ∧ ϕ.

❖ù ψ✱ ψ1✱ ψ2✱ µ✱ µ1✱ µ2 ❡t ϕ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

✭❘✶✮ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ψ ∔ µ ✐♥tè❣r❡ µ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ µ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡

ψ ∔ µ✳ ✭❘✷✮ ét❛❜❧✐t q✉❡ s✐ ψ ❡t µ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡

♠♦❞✐✜❡r ψ✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬② ❛❥♦✉t❡r µ✳ ✭❘✸✮ ét❛❜❧✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞♦✐t✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱

êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t✳ ❙✐ µ ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r µ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞♦♥♥❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦❤ér❡♥t✱ ❝✬❡st

✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✭❘✶✮✳ ▼❛✐s s✐ µ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦❤ér❡♥t ✭q✉✐tt❡ à

❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ψ ❡♥ ❡♥t✐❡r✮✳ ✭❘✹✮ ét❛❜❧✐t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡ ♣♦st✉❧❛t✱ q✉✐

ét❛❜❧✐t q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ s❡♥s ✐♠♣♦rt❡ ❡t ♥♦♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s♦✉❤❛✐té✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s

❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❬❋✉❤r♠❛♥♥✱ ✶✾✾✶❪✱ ❬◆❡❜❡❧✱ ✶✾✾✷❪✱ ❬❉✐①♦♥ ❡t ❲♦❜❝❦❡✱ ✶✾✾✸❪ ♦✉ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❞❛♥s

❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❬❍❛♥ss♦♥✱ ✶✾✾✶❪ ▲❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭❘✺✮ ❡t ✭❘✻✮

s♦♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❛✉① ♣r♦♣r✐étés ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✭♣❛❣❡ ✾✮ ♦ù A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r µ✱ B ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ϕ✱ ❡t 6 ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ψ✳ ❈❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡✳

✷✳✷✳✷ ❆ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❋✐❞è❧❡

❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✲

✐♠❛❧ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡✱

❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣ré✲♦r❞r❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ✶✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♦ù Ω ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✱ ❡t ♣♦✉r

✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ∈ L✱ ▼♦❞(ψ) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ψ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❬❆ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪❪ ❯♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❡st

✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 6
✳
q✉✐ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ s✉r L ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ 6ψ s✉r Ω t❡❧ q✉❡ ✿

✶✳ ❉❛♥s ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ❧❡ ♠♦t ✓ ❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ✔ ❡st ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬❘♦❜❡rt✱ ✷✵✵✼❪✳

✷✵



✷✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

(A1) s✐ I, I ′ ∈ ▼♦❞(ψ) ❛❧♦rs ♥♦♥(I <ψ I ′)

(A2) s✐ I ∈ ▼♦❞(ψ) ❡t I ′ /∈ ▼♦❞(ψ) ❛❧♦rs I <ψ I
′

(A3) s✐ ψ ≡ ϕ ❛❧♦rs 6ψ = 6ϕ

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ✱ 6ψ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡

ψ ✿ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❧❛ssé❡ ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛r 6ψ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ψ✳ (A1) ❡t (A2) ét❛❜❧✐ss❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ 6ψ s♦♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ψ✳

(A3) ét❛❜❧✐t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ψ ♣❛r µ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r

❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ µ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ψ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ✭❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪✮✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ∔ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭❘✶ ✮

à ✭❘✻ ✮ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ 6
✳
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ✱ 6ψ ❡st ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡

t♦t❛❧ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ µ ✿

▼♦❞(ψ ∔ µ) = ▼✐♥
6ψ

(▼♦❞(µ)) ✭✷✳✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✶✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ s✬❛♣♣✉✐❡

s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

✕ L ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ∧ ✭✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭❘✷ ✮✱ ✭❘✺ ✮ ❡t ✭❘✻ ✮✮✳

✕ P♦✉r t♦✉t ♣ré✲♦r❞r❡ 6 s✉r Ω✱ 6 ❛❞♠❡t ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ s✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ A ❞❡ Ω✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ▼✐♥
6

A 6= ∅ ✭♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✭❘✹ ✮✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Ω ❡st ✜♥✐✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉t A ⊆ Ω ❧✬❡st ❛✉ss✐✳

✕ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊆ Ω✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ∈ L t❡❧❧❡ q✉❡ ▼♦❞(ψ) = A✳ ❈❡tt❡

♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ∔ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✷✳✶✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é

q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛❝❝♦r❞♦♥s ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡ ✭❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ✭❘✹ ✮✮✱ ❧❡

rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s A ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❢♦r♠(A) ✿

❢♦r♠(A) =
∨

I∈A

❢♦r♠(I)

♦ù ❢♦r♠(I) = ℓ1 ∧ . . . ∧ ℓn ❛✈❡❝ ℓi =







pi s✐ piI = ❱r❛✐

¬pi s✐ piI = ❋❛✉①

❆✐♥s✐✱ ✭✷✳✶✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡

❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ 6
✳
✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔✱

❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ 6
✳
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✷✳✶✮ ❡♥ ♣♦s❛♥t

♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ L ❡t I✱ J ∈ Ω✱ I 6ψ J ss✐ I ∈ ▼♦❞(ψ ∔ ❢♦r♠({I, J}))✳

❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ à ❞❡s

❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✷✳✷✳✸ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❉❛❧❛❧ ❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❡s ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥s ✜❞è❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥ ❝♦♠✲

♣❛r❛♥t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r

✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✳ ❬❉❛❧❛❧✱ ✶✾✽✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ à ♣❛r✲

t✐r ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠❡s✉ré ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉①

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤❛♥❣❡✳

❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ r❡❢♦r♠✉❧❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ s✬❛♣✲

♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮✳ ❖♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V = {p1, . . . , pn} à Ω = Bn ✭B = {❱r❛✐, ❋❛✉①}✱ ✈♦✐r ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✮✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡t J ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ I ❡t J ✿

d❍(I, J) = ❝❛r❞{p ∈ V | pI 6= pJ}

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✈✉❡s ❡♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s A ⊆ Ω ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ∈ Ω✱ d❍(A, I) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❞❡ A à

I✳

✕ ❙✐ I ∈ A✱ d❍(A, I) = 0✱ ❝❛r 0 6 d❍(A, I) 6 d❍(I, I) 6 0✳

✕ ❙✐ I /∈ A✱ d❍(A, I) > 1✱ ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t J ∈ A✱ d❍(J, I) > 1✳

❈❡tt❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 6d❍
✳

q✉✐ à ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ ψ ∈ L ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ 6d❍ψ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r I, J ∈ Ω ✿

I 6d❍ψ J ss✐ d❍(▼♦❞(ψ), I) 6 d❍(▼♦❞(ψ), J)

❡st ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ψ ∈ L ✿

6
d❍
ψ ❡st ré✢❡①✐✈❡ ✿ ♣♦✉r I ∈ Ω✱ d❍(▼♦❞(ψ), I) 6 d❍(▼♦❞(ψ), I)✱ ❞♦♥❝ I 6d❍ψ I✳

6
d❍
ψ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ✿ ♣♦✉r I1, I2, I3 ∈ Ω t❡❧s q✉❡ I1 6

d❍
ψ I2 ❡t I2 6

d❍
ψ I3✱ ♦♥ ❛✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡ 6d❍ψ ✱ d❍(▼♦❞(ψ), I1) 6 d❍(▼♦❞(ψ), I2) ❡t d❍(▼♦❞(ψ), I2) 6 d❍(▼♦❞(ψ), I3)✱ ❞♦♥❝

d❍(▼♦❞(ψ), I1) 6 d❍(▼♦❞(ψ), I3) ❡t I1 6
d❍
ψ I3✳

6
d❍
ψ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ s✉r Ω✳

6
d❍
ψ ❡st t♦t❛❧ ✿ ♣♦✉r I✱ J ∈ Ω✱ d❍(▼♦❞(ψ), I) ❡t d❍(▼♦❞(ψ), J) s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❞❛♥s R✱

❞♦♥❝ s♦✐t I 6d❍ψ J ✱ s♦✐tJ 6d❍ψ I✳

✷✷



✷✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

6d❍
✳

✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✸✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s

▼♦❞(ψ)✳

6d❍
✳

✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✶✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✿ ♣♦✉r I ∈ ▼♦❞(ψ)✱

d❍(▼♦❞(ψ), I) = 0✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t I, J ∈ ▼♦❞(ψ)✱ I 6d❍ψ J ❡t J 6d❍ψ I✳

6d❍
✳

✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆✷✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✿ ♣♦✉r I ∈ ▼♦❞(ψ) ❡t

J /∈ ▼♦❞(ψ)✱ d❍(▼♦❞(ψ), I) = 0 ❡t d❍(I ′, J) > 1✳ ❉♦♥❝ d❍(▼♦❞(ψ), I) < d❍(I
′, J)✱ ❝❡

q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ I 6d❍ψ J ❡t ♥♦♥ J 6d❍ψ I✱ s♦✐t I <d❍ψ J ✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❉❛❧❛❧ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥

✜❞è❧❡ 6d❍
✳

♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✷✳✶ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❉❛❧❛❧✮✳ P♦✉r ψ, µ ∈ L✱ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ψ ∔❉ µ ❡st

❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

▼♦❞(ψ ∔❉ µ) = ▼✐♥
6
d❍
ψ

▼♦❞(µ)

= {I ∈ ▼♦❞(µ) | d❍(▼♦❞(ψ), I) = d❍(▼♦❞(ψ),▼♦❞(µ))}

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ψ ∔❉ µ s♦♥t ❞♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ µ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ψ ♣♦✉r

d❍ ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦té ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✶✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r s❡s

♠♦❞è❧❡s ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛❝❝♦r❞❡ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t q✉❡ t♦✉t

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞

❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ψ ❡t ❞❡ µ✱ ♠❛✐s ❞❡ ❧❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ▼♦❞(ψ) ❡t ▼♦❞(µ)✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶ ✭❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✮✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡♥

❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✿

ψ❡① = (¬♦✐s❡❛✉ ∨ ✈♦❧❡) ∧ (¬♠❛♥❝❤♦t ∨ ♦✐s❡❛✉)

µ❡① = ♠❛♥❝❤♦t ∧ ¬✈♦❧❡

▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ µ s♦♥t à ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ✶ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ψ❡①✱ s♦✐t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ψ❡①
♦ù ▼❛① ❡st ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t✱ ✉♥ ♦✐s❡❛✉ ❡t q✉✬✐❧ ✈♦❧❡ ♣✉✐s ❡♥ r❡♠❡tt❛♥t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ✈♦❧❡✱ s♦✐t

❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ψ❡① ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ▼❛① ♥✬❡st ♥✐ ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t✱ ♥✐ ✉♥ ♦✐s❡❛✉ ♠❛✐s ✐❧ ✈♦❧❡ ❡t

♦♥ r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠❛♥❝❤♦t✳ ❆✐♥s✐ ▼♦❞(ψ❡① ∔❉ µ❡①)) = ▼♦❞(µ❡①)✳

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

▲❡s s❡✉❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ d❍ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡

6d❍
✳

❡st ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ s♦♥t ✿

✕ d❍(I, I) = 0 ♣♦✉r t♦✉t I ∈ Ω✳

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✕ d❍(A, I) > 0 ♣♦✉r t♦✉t A ⊆ Ω ❡t I ∈ Ω✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ Ω ❡st ✜♥✐✱ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉

❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s I, J ∈ Ω✱ s✐ I 6= J ❛❧♦rs d❍(I, J) > 0✳

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r Ω✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 6d
✳

❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r✲

♠✉❧❡ ψ ❡t I, J ∈ Ω ♣❛r ✿

I 6dψ J ss✐ d(▼♦❞(ψ), I) 6 d(▼♦❞(ψ), J) ✭✷✳✷✮

❡st ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭❆✶✮✱ ✭❆✷✮ ❡t ✭❆✸✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛∔d ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥

✜❞è❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡s ψ ❡t µ ✿

▼♦❞(ψ ∔d µ) = ▼✐♥
d(▼♦❞(ψ),·)

▼♦❞(µ) ✭✷✳✸✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ d❍ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r

❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ♣rés❡r✈❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

d(I, J) =
∑

p∈V, pI 6=pJ

wp ✭✷✳✹✮

q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭d❍ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù wp = 1 ♣♦✉r t♦✉t

p ∈ V✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✓ ♣♦✐❞s ✔ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ψ ♣❛r µ✱ s✐ wpi < wpj ✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ I ❞❡ µ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ I ′ ❞❡

ψ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ pi s❡r❛ ♣ré❢éré à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ J ❞❡ µ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥

♠♦❞è❧❡ J ′ ❞❡ ψ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ pj ✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ψ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ pj
♦♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r✐♦r✐té s✉r ❝❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ pi✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ψ ❡♥tr❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ pi ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ r❡s♣❡❝té❡ ❞❛♥s I✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à

✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ pj ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭à ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ pi✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷ ✭❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉① s✉✐t❡✮✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

d ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✹✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ w1 = 1 ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p1 = ✈♦❧❡✱

✕ w2 = 1 ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p2 = ♦✐s❡❛✉✱

✕ w3 = 2 ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p3 = ♠❛♥❝❤♦t✳

❉❛♥s ψ✱ ♦✐s❡❛✉ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥❝❤♦t ❡t ¬♦✐s❡❛✉ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ¬✈♦❧❡✳

w3 < w1 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣ré❢èr❡ r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ¬✈♦❧❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s

❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛♥❝❤♦t✳ ❆✐♥s✐ ψ❡① ∔ µ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠❛♥❝❤♦t ∧ ♦✐s❡❛✉ ∧ ¬✈♦❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✷✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ré❞✉✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❈ Ψ ♣❛r ✉♥❡ ❇❈ ▼ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

❚r♦✉✈❡r ❧❡s I ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣♦✉r 6Ψ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ I ∈ ▼♦❞(▼)

✷✹



✷✳✸✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❝❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥

✜❞è❧❡ 6d
✳

❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ψ ∔d ▼ éq✉✐✈❛✉t à ✿

❚r♦✉✈❡r ❧❡s x ♠✐♥✐♠✐s❛♥t d(▼♦❞(Ψ), x) s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x ∈ ▼♦❞(▼)

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐✲

♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡✳

✷✳✸ ❘é✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ♦r✐❣✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡

❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❬●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ✷✵✵✺❪✱

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✱ ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s L✳ ❖r ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s

à ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♦ù ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈ér✐✜é❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡

❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①✲

♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ♣♦st✉❧❛ts ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r♦♣r❡s ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡t ♦♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ♣♦✉r ❧❡s ré✈✐s✐♦♥s ❞❛♥s

t♦✉t❡ ❧♦❣✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✳ ▲❡s ♣♦st✉❧❛ts

❞❡ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ s✬❡①♣r✐♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❢❛✐s❛♥t

❛✐♥s✐ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ✿

✭●1✮ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) ⊆ ▼♦❞(▼).

✭●2✮ ❙✐ ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(▼) 6= ∅ ❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) = ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(▼).

✭●3✮ ❙✐ ▼♦❞(▼) 6= ∅ ❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) 6= ∅.

✭●4✮ ❙✐ ▼♦❞(Ψ1) = ▼♦❞(Ψ2) ❡t ▼♦❞(▼1) = ▼♦❞(▼2)

❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ1 ∔ ▼1) = ▼♦❞(Ψ2 ∔ ▼2).

✭●5✮ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔ (▼1 ∪▼2)).

✭●6✮ ❙✐ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2) 6= ∅

❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ ∔ (▼1 ∪▼2)) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2).

❖ù Ψ✱ Ψ1✱ Ψ2✱ ▼✱ ▼1 ❡t ▼2 s♦♥t ❞❡s ❇❈✳

❈❡s ♣♦st✉❧❛ts ét❡♥❞❡♥t ❜✐❡♥ ❝❡✉① ❞❡ ❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥ ✭✭❘i✮ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ✭●i✮ ♣♦✉r

t♦✉t i✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ♠♦♥tr❡r ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ψ ❡t µ✱ ψ |= µ ss✐

▼♦❞(ψ) ⊆ ▼♦❞(µ)✱ ❡t ▼♦❞({ψ} ∪ {µ}) = ▼♦❞(ψ ∧ µ) = ▼♦❞(ψ) ∩▼♦❞(µ)✳

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✷✳✸✳✶ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥s ✜❞è❧❡s

❊♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛✲

t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ s✉r Ω ✈ér✐✜❛♥t

❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭❆✶✮✱ ✭❆✷✮ ❡t ✭❆✸✮ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t

❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ s✉r Ω ✈ér✐✲

✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s A ⊆ Ω✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s Ψ t❡❧❧❡ q✉❡ ▼♦❞(Ψ) = A✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ à ♣❛r✲

t✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡t

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Ω ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✿

P = {▼♦❞(Ψ) | Ψ ❡st ✉♥❡ ❇❈ s✉r L}

❱✉ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❇❈ Ψ ❡t ▼✱ ▼♦❞(Ψ ∪▼) = ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(▼)✱ P ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ∩✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✭●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥s ✜❞è❧❡s✮✳ ❯♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ 6
✳
q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥❡ ❇❈ Ψ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ 6Ψ s✉r Ω t❡❧ q✉❡ ✿

✭❆1′✮ ❙✐ I, I ′ ∈ ▼♦❞(Ψ) ❛❧♦rs ♥♦♥(I <Ψ I ′)

✭❆2′✮ ❙✐ I ∈ ▼♦❞(Ψ) ❡t I ′ /∈ ▼♦❞(Ψ) ❛❧♦rs I <Ψ I ′

✭❆3′✮ ❙✐ Ψ ≡ ▼ ❛❧♦rs 6Ψ = 6▼

▲❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭❆1′✮✱ ✭❆2′✮ ❡t ✭❆3′✮ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts (A1)✱ (A2) ❡t

(A3)✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ✭♣❛❣❡ ✷✶✮ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥

✜❞è❧❡ 6
✳
❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✈ér✐✜é ✿

✭❆4′✮ P♦✉r A ∈ P, ▼✐♥
6Ψ

A ∈ P

❈❡ ♣♦st✉❧❛t ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥✲

t❡r♣rét❛t✐♦♥s A ⊆ U ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ t❡❧❧❡ q✉❡ ▼♦❞(ϕ) = A✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥❢r♦♥té à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡♥

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ♣❛❣❡ ✷✶✱ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧

❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ✿

▼♦❞(Ψ ∔ ▼) = ▼✐♥
6Ψ

(▼♦❞(▼)) ✭✷✳✺✮

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❢❛✐t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ✿

✭❆5′✮ P♦✉r A ∈ P, s✐ A 6= ∅ ❛❧♦rs ▼✐♥
6Ψ

A 6= ∅

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ✭❆4′✮✱ ❝❡ ♣♦st✉❧❛t ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ U ❡st ✜♥✐

❡t ❞♦♥❝ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ∈ P ❧✬❡st ❛✉ss✐✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❢❛✉① ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ U = R✱

✷✻



✷✳✸✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

P = 2U ✱ 6 ❧✬♦r❞r❡ ✉s✉❡❧ s✉r R ❡t A =]1, 2]✱ ▼✐♥
6

A = ∅✳ ❈❡ ♣♦st✉❧❛t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●3✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✭❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✾❜❪✮✳

✶✳ ❙✐ 6
✳
❡st ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ ❇❈ Ψ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ 6Ψ s✉r Ω ❡t

q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭❆1′✮ à ✭❆4′✮✱ ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●1✮✱ ✭●2✮✱ ✭●4✮✱ ✭●5✮ ❡t ✭●6✮✳

✷✳ ❙✐ 6
✳
s❛t✐s❢❛✐t ❡♥ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❆5′✮✱ ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ss✐ ❧❡

♣♦st✉❧❛t ✭●✸ ✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ✓ s✐ ✔ ✭✶✳✮ ❞❡ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ✐❝✐✳ P♦✉r

❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●3✮ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❆5′✮ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❝❛r t♦✉❥♦✉rs s❛t✐s❢❛✐t❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✜♥✐❡✳

P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✱ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ♣♦✉r t♦✉t

♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡

ψ ✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ 6ψ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r Ω ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ψ ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s

µ t❡❧❧❡s q✉❡ ▼♦❞(µ) = {I1, I2} ♣♦✉r I1, I2 ∈ Ω✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡♥

❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛✐s ❡st ❢❛✉ss❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡s

s❡❝t✐♦♥s ✷✳✹ ❡t ✷✳✺✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈✐❡♥s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ {I1, I2} ⊆ ▼♦❞(µ)

❡t ▼♦❞(ψ ∔ µ) ∩ {I1, I2} 6= ∅✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡st

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ψ✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ψ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ∔✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡

❢♦r♠✉❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐étés ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ 6ψ t♦t❛❧❡

s✉r Ω✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s tr✐♣❧❡ts ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✭❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✾❜❪✮✳ ❙✐ ∔ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s

♣♦st✉❧❛ts ✭●✶ ✮ à ✭●✻ ✮ ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❇❈ Ψ ❡t I1, I2, I3 ∈ Ω✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❇❈ ▼ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿







{I1, I2, I3} ⊆ ▼♦❞(▼)

▼♦❞(Ψ ∔ ▼) ∩ {I1, I2, I3} 6= ∅

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ 6
✳
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❥à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♣é❝✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❇❈ Ψ ❡t I1, I2 ∈ Ω✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❇❈ ▼ t❡❧❧❡ q✉❡ {I1, I2} ⊆ ▼♦❞(▼) ❡t

▼♦❞(Ψ ∔ ▼) ∩ {I1, I2} 6= ∅ ✭❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r I3 = I2✮✳

❖♥ ét❛❜❧✐t ❛❧♦rs q✉❡ I1 6Ψ I2 s✐ I1 ∈ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼)✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ▼

❝❤♦✐s✐❡✱ ❡♥ ❡✛❡t s✐ ▼1 ❡t ▼2 ✈ér✐✜❡♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ❛ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1)∩

▼♦❞(▼2) 6= ∅ ❝❛r {I1, I2} ⊆ ▼♦❞(▼2) ❡t ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1)∩{I1, I2} 6= ∅✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭●✺✮ ❡t ✭●✻✮✱

▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2) = ▼♦❞(Ψ ∔ (▼1 ∪▼2))✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼2) ∩▼♦❞(▼1) =

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▼♦❞(Ψ ∔ (▼1 ∪▼2))✳ ❆✐♥s✐ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1)∩▼♦❞(▼2) = ▼♦❞(Ψ ∔ ▼2)∩▼♦❞(▼1)✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡

{I1, I2} ⊆ ▼♦❞(▼1) ❡t {I1, I2} ⊆ ▼♦❞(▼2)✱ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1)∩{I1, I2} = ▼♦❞(Ψ ∔ ▼2)∩{I1, I2}✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ I1 ∈ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ss✐ I1 ∈ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼2)✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (Ψ 7→ 6Ψ) s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥

r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❢♦r♠({I1, I2, I3})

♣❛r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ▼ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

▲❡ ♣♦st✉❧❛t ✭❆4′✮ ❡st ✐♠♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s Ψ ❡t ▼✱

▼✐♥
6Ψ

(▼♦❞(▼)) = ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) ❡t Ψ ∔ ▼ ∈ L✳

▲❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●3✮ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ 6
✳
s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❆5′✮✳

✷✳✸✳✷ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

❉❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ s✉r Ω ❝♦♠♠❡ ❡♥

❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ✭♣❛❣❡ ✷✹✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡

❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ♣♦s❛♥t

♣♦✉r ✉♥❡ ❇❈ Ψ ❡t ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d s✉r Ω ✿

I 6dΨ J s✐ d(▼♦❞(Ψ), I) 6 d(▼♦❞(Ψ), J) ✭✷✳✻✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 6d
✳

: Ψ 7→6dΨ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭❆1′✮ ❡t ✭❆3′✮✱ ♠❛✐s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r d s♦♥t

❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡ 6d
✳

✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭❆2′✮✱ ✭❆4′✮ ❡t ✭❆5′✮ ✿

✭❆2′✮ ✿ ❙✐ I ∈ ▼♦❞(Ψ)✱ ❛❧♦rs d(▼♦❞(Ψ), I) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ 6d
✳

✈ér✐✜❡ ✭❆2′✮ ss✐ ♣♦✉r I ′ /∈ ▼♦❞(Ψ)✱

d(▼♦❞(Ψ), I ′) > 0✱ ♦✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ d(▼♦❞(Ψ), I ′) = 0 ss✐ I ′ ∈ ▼♦❞(Ψ)✳ ❈✬❡st✲

à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❛♥s P s♦♥t ❢❡r♠és ♣♦✉r d ✭♣♦✉r t♦✉t A ∈ P ✱ {x ∈ U | d(A, x) =

0} ⊆ A✮✳

✭❆4′✮ ✿ ❈❡ ♣♦st✉❧❛t s❡ réé❝r✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✿ ♣♦✉r ψ ∈ L ❡t

B ∈ P✱ ▼✐♥
d(▼♦❞(ψ),·)

B ∈ P✳ ❆✐♥s✐ 6d
✳

s❛t✐s❢❛✐t ✭❆4′✮ ss✐ ♣♦✉r A,B ∈ P✱ ▼✐♥
d(A,·)

B ∈ P✳

✭❆5′✮ ✿ ❉❡ ♠ê♠❡ 6d
✳

s❛t✐s❢❛✐t ✭❆5′✮ ss✐ ♣♦✉r A,B ∈ P✱ B 6= ∅ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ▼✐♥
d(A,·)

B 6= ∅✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ d ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s✱ ♦✉ s✐ d ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❧❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ P s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❞❡ (Ω, d)✳ ✭s✉✐✈❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❜♦✉❧❡s

♦✉✈❡rt❡s B(x, ε) = {y ∈ U | d(y, x) < ε}✮✳

✷✳✸✳✸ ❘é✈✐s✐♦♥ s✉r ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡

P♦✉r s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧✬❛❞✲

❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ❇❈ Ψ ❡t ▼✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✭♣❛❣❡ ✷✹✮ q✉✐

❞é✜♥✐t Ψ ∔d ▼✱ ❞❡✈✐❡♥t ✿

▼♦❞(Ψ ∔d ▼) = ▼✐♥
d(▼♦❞(Ψ),·)

Mod(▼) ✭✷✳✼✮

✷✽



✷✳✸✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

♦ù✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A✱ A = {u ∈ U | d(A, u) = 0} ❡st ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ A ✭✈♦✐r ❧❡s

♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✿

(❋❡r♠) ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) = ▼♦❞(Ψ ∔ ▼)

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts
(
●1
)
✱
(
●2
)
✱
(
●4
)
✱
(
●5
)
❡t
(
●6
)
✿

(
●1
)

▼♦❞(Ψ ∔ ▼) ⊆ ▼♦❞(▼).
(
●2
)

❙✐ ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(▼) 6= ∅ ❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) = ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(▼).
(
●3
)

❙✐ ▼♦❞(▼) 6= ∅ ❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) 6= ∅.
(
●4
)

❙✐ ▼♦❞(Ψ1) = ▼♦❞(Ψ2) ❡t ▼♦❞(▼1) = ▼♦❞(▼2)

❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ1 ∔ ▼1) = ▼♦❞(Ψ2 ∔ ▼2).
(
●5
)

▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔ ((▼1 ∔ ▼1) ∪ (▼2 ∔ ▼2))).
(
●6
)

❙✐ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2) 6= ∅

❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ ∔ ((▼1 ∔ ▼1) ∪ (▼2 ∔ ▼2))) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2).

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s (▼1 ∔ ▼1) ❡t (▼2 ∔ ▼2) ❞❛♥s ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts
(
●5
)
❡t

(
●6
)
♣❡✉t s❡♠❜❧❡r étr❛♥❣❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❛st✉❝❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ ▼1 ✭❡t ❞❡ ▼2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ✿

▼♦❞(▼1 ∔ ▼1) = ▼♦❞(▼1)

▲❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●5✮ ❡♥
(
●5
)
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝

(
●1
)
❡t
(
●2
)
✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ s✉r U = R q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t
(
●1
)
❡t
(
●2
)
❡t ❞❡s

❢♦r♠✉❧❡s Ψ✱ ▼1 ❡t ▼2 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

▼♦❞(Ψ) = U = R ▼♦❞(▼1) = Q ▼♦❞(▼2) = R \Q

▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) = R ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦st✉❧❛t
(
●2
)
❞♦♥❝ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1)∩▼♦❞(▼2) = R✳ ❖r ▼♦❞(▼1 ∪

▼2) = ▼♦❞(▼1) ∩▼♦❞(▼2) = ∅✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès
(
●1
)
▼♦❞(Ψ ∔ (▼1 ∪▼2)) = ∅✱ ❡t

R = ▼♦❞(Ψ ∔ ▼1) ∩▼♦❞(▼2) 6⊆ ▼♦❞(Ψ ∔ (▼1 ∪▼2)) = ∅

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ▼♦❞(▼1 ∔ ▼1) = ▼♦❞(▼1) = R ❡t ▼♦❞(▼2 ∔ ▼2) = ▼♦❞(▼2) = R✱ ❞♦♥❝

R = ▼♦❞((▼1 ∔ ▼1) ∪ (▼2 ∔ ▼2)) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔ ((▼1 ∔ ▼1) ∪ (▼2 ∔ ▼2))) = R

(
●5
)
❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s (▼1 ∔ ▼1) ❡t (▼2 ∔ ▼2) ❞❛♥s
(
●6
)
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s❛

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t
(
●5
)
✳

▲❡ ♣♦st✉❧❛t
(
●3
)
♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é ♣❛r ∔d✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ U = R2✱

▼♦❞(Ψ) = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, ❡t y = 1/x}

▼♦❞(▼) = {(x, y) ∈ R2 | y = 0}

P♦✉r ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r u1 = (x1, y1), u2 = (x2, y2) ∈ R✱ ♣❛r d(u1, u2) = |x2 − x1| +

|y2 − y1|✱ d(▼♦❞(Ψ),▼♦❞(▼)) = 0✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t❡ ❞♦♥❝ ▼♦❞(Ψ ∔d ▼) = ∅✳

P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t
(
●3
)
✱ ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥

❞❡ ❝❡ ♣♦st✉❧❛t ♣♦✉r ❧❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✿ ♣♦✉r u, v, w ∈ U ✱ d(u,w) 6

d(u, v) + d(v, w) ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✮✳

✷✳✸✳✹ ❘é✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔d ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ✈ér✐✜❡r

❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●3✮ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡✳

▲❛ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥❡ rés♦✉t

♣❛s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ✢♦✉

s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ r❡♣r❡♥❞ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s

❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✽❛❪✳

α✲ré✈✐s✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●3✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛ss♦✉♣❧✐r

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ d✱ s✐

∆ = d(▼♦❞(Ψ),▼♦❞(▼)) ✿

u ∈ ▼♦❞(Ψ ∔d ▼) ss✐ u ∈ ▼♦❞(▼) ❡t d(▼♦❞(Ψ), u) = ∆

❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s u ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❛✐ss❡r ✉♥❡

♠❛r❣❡ ε > 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

u ∈ ▼♦❞(Ψ ∔dε ▼) ss✐ u ∈ ▼♦❞(▼) ❡t d(▼♦❞(Ψ), u) 6 ∆+ ε

P♦✉r ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✉ ✢♦✉ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té

S ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té S ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

d ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣♦✉r u, v ∈ U ✿

S(u, v) = e−d(u,v)

✸✵



✷✳✸✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts u✱ v✱ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭S(u, v) = 1✮ ❧♦rsq✉❡ u = v✱ ❡t ❡❧❧❡ ❞é❝r♦ît

✈❡rs 0 à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts u✱ v s✬é❧♦✐❣♥❡♥t✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡

à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té S ❡♥ ♣♦s❛♥t d(u, v) = ln(S(u, v)) ♣♦✉r u, v ∈ U ✭s✐ S ♣❡✉t

♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0✱ ❛❧♦rs d ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r +∞✮✳

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡r❛ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ∈ [0,+∞] ♣❛r α ∈ [0, 1] ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

u ∈ ▼♦❞(Ψ ∔dα ▼) ss✐ u ∈ ▼♦❞(▼) ❡t S(▼♦❞(Ψ), u) > Σ× α

♦ù Σ = S(▼♦❞(Ψ),▼♦❞(▼)) = e−∆ ❡t α = e−ε ∈ [0, 1]✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ∔dα t❡❧ q✉❡ ✿

▼♦❞(Ψ ∔dα ▼) = {x ∈ ▼♦❞(▼) | S(▼♦❞(Ψ), x) > Σ× α}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉ ∔d1 ❡t ∔d ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❡t

♣♦✉r t♦✉s 1 > α > β > 0 ✿

▼♦❞(Ψ ∔d1 ▼) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔dα ▼) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔dβ ▼) ⊆ ▼♦❞(Ψ ∔d0 ▼)

♦ù ✿ ▼♦❞(Ψ ∔d1 ▼) = ▼♦❞(Ψ ∔d ▼)

▼♦❞(Ψ ∔d0 ▼) = ▼♦❞(▼)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ P♦✉r α ∈ [0, 1]✱ ∔dα ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●1✮, ✭●4✮ ❡t ✭●5✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ P♦✉r α < 1✱ ∔dα ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●3✮✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r α < 1✱ ∔dα ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ✭●2✮ ❡t ✭●6✮✳ P♦✉r ❧❡

♣♦st✉❧❛t ✭●2✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❧✬❡st ♠ê♠❡ ❞✬❛✉t❛♥t

♣❧✉s q✉❡ α ❡st ♣❡t✐t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✷✳ ❆✈❡❝ U = Z ❡t d(x, y) = |y−x|✱ s♦✐t Ψ,▼ t❡❧s q✉❡ ▼♦❞(Ψ) = {0} ❡t ▼♦❞(▼) =

{0, 1}✱ Ψ ∧▼ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs d(Ψ,▼) = 0 ❞♦♥❝ S(Ψ,▼) = 1 ❡t

▼♦❞
(

Ψ ∔de−1 ▼
)

=
{
x ∈ ▼♦❞(▼) | S(Ψ, x) > e−1

}
= {0, 1} 6= ▼♦❞(Ψ ∧▼)

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ∔de−1 ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ✭●2✮ ❛❧♦rs q✉❡ ∔d1 s✐✳

P♦✉r ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●6✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞✳ ❈❡❧❛

♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t ✈✉ q✉❡ ❝❡ ♣♦st✉❧❛t ❡①♣r✐♠❡ ❞✬❛♣rès ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧✱ ♦r✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬α✲ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✸✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ U = Z ❡t d(x, y) = |y − x|✱ s♦✐❡♥t Ψ✱ ▼✱ Φ ❞❡s ❇❈ t❡❧❧❡s q✉❡

▼♦❞(Ψ) = {0} ❡t ▼♦❞(▼) = {1, 2, 3} ❡t ▼♦❞(Φ) = {2, 3}✳ S(Ψ,▼) = e−1 ❡t

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▼♦❞
(
Ψ ∔de−1 ▼

)
=
{
x ∈ ▼♦❞(▼) | S(Ψ, x) > e−2

}
= {1, 2}✳

(
Ψ ∔de−1 ▼

)
∧ Φ ❡st ❞♦♥❝ s❛t✐s✲

✜❛❜❧❡✳ ▼❛✐s S(Ψ,▼ ∧ Φ) = e−2 ❞♦♥❝

▼♦❞
(

Ψ ∔de−1 (▼ ∧ Φ)
)

=
{
x ∈ ▼♦❞(▼ ∧ Φ) | S(Ψ, x) > e−3

}
= {2, 3}

* ▼♦❞
((

Ψ ∔de−1 ▼
)

∧ Φ
)

= {2}

❘é✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✳ ❉❛♥s ❬❩❛❞❡❤✱ ✶✾✻✺❪✱ ▲♦t✜ ❩❛❞❡❤ ❞é✜♥✐t ✉♥ s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ F ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs U ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F ❞❡ U ❞❛♥s ❧❡ s❡❣♠❡♥t [0, 1] ❞❡s

ré❡❧s✳ P♦✉r x ∈ U , F (x) r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à F ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❝❧❛ss✐q✉❡ A ❞❡ U ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡ U ✿

x ∈ U 7→ A(x) =







1 s✐ x ∈ A

0 s✐♥♦♥

❖♥ ♥♦t❡ F(U) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❡ U ✳ ▲✳ ❩❛❞❡❤ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❧❡

❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧✬✉♥✐♦♥ ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❡ U ♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♦ù x ∈ U ✿

(F ∩G)(x) = min(F (x), G(x)) (U \ F )(x) = 1− F (x)

(F ∪G)(x) = max(F (x), G(x)) = (U \ ((U \ F ) ∩ (U \G)))(x)

P♦✉r α ∈]0, 1]✱ ✉♥❡ α✲❝♦✉♣❡ ❞❡ F ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ U ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Fα = {x ∈ U | F (x) > α}

❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ F ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♠❜♦îtés (Fα)α∈]0,1] ✭s✐ β > α✱

❛❧♦rs Fβ ⊆ Fα✮✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♠❜♦îtés (Fα)α∈]0,1]

❞é✜♥✐t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ F ❞❡ U ♣❛r ✿

F (x) = sup{α ∈]0, 1] | x ∈ Fα} ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ sup ∅ = 0 ❞❛♥s ]0, 1] ✭❞✬♦ù F (x) = 0 s✐ x ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉❝✉♥ Fα✮✳

❘é✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❇❈ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲✬α✲ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r✲

♣rét❛t✐♦♥s ❡♠❜♦îtés ♣❛r❛♠étrés ♣❛r α ∈]0, 1]✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ �d t❡❧❧❡

q✉❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞✬✉♥❡ ❇❈ ❝❧❛ss✐q✉❡ Ψ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❇❈ ❝❧❛ss✐q✉❡ ▼ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❇❈ ✢♦✉❡

Ψ �d ▼ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✢♦✉❡ ▼♦❞
(
Ψ �d ▼

)
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r α ∈]0, 1]✱ ❧✬α✲❝♦✉♣❡

(
▼♦❞

(
Ψ �d ▼

))

α
= ▼♦❞

(
Ψ ∔dα ▼

)
✱ s♦✐t✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✽✮ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ U ✿

▼♦❞
(

Ψ �d ▼
)

(u) = sup
{

α ∈]0, 1] | u ∈ ▼♦❞
(

Ψ ∔dα ▼
)}

✸✷



✷✳✸✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

P❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ à ❞❡s ❇❈ ✢♦✉❡s✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st

❧❛✐ssé❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✷✳✸✳✺ ❆✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à

❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts

▲❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ❬❆❧❝❤♦✉rró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ s♦♥t ❢♦r♠✉❧és ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧❛

❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❛s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳

■❧s ❢♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∧✱ ∨ ❡t ¬ ❡t q✉❡ |= ❝♦♥✲

t✐❡♥t ❧❡s ❞é❞✉❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t

♣❛s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱

❡t ❞❡ ❧❛ ▲❉ ALC✳ ❖r✱ ❬❋❧♦✉r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛❝✲

t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡ s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s ♣❛r

❬❆❧❝❤♦✉rró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈ér✐✜é❡s✱ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s q✉✬✐❧

♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ❞❛♥s ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✳ ❊♥

❡✛❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❍❛r♣❡r✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐✲

s✐♦♥✱ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ¬✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❬❆❧❝❤♦✉rró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ q✉✐ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t

♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❍❛r♣❡r ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥

♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t

❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪✳ ❈❡s ♣♦st✉❧❛ts s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡s ❇❈ ❢♦✉r♥✐❡s à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛tt❡♥❞✉s ❞❡ ❧❛ ❇❈ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t

♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ❬❋✉❤r♠❛♥♥✱ ✶✾✾✶❪✱ ❬◆❡❜❡❧✱ ✶✾✾✷❪✱ ❬❉✐①♦♥ ❡t ❲♦❜❝❦❡✱ ✶✾✾✸❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡s

♦♣ér❛t❡✉rs s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ♣♦st✉❧❛ts s♦♥t tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s à ❞é✜♥✐r ❡t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t

❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❧✉tôt ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❈✱ ♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼ ❡st ✉♥❡ ❇❈

❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ▼ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ▼ ⊆ (Ψ ∔ ▼) ⊆

Ψ ∪ ▼✳ ❬❋✉❤r♠❛♥♥✱ ✶✾✾✶❪ ❡t ❬❋❧♦✉r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡

t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✳

❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡s

P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❈ ♦♥t été ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❬❍❛❛s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬❍❛❧❛s❝❤❡❦✲❲✐❡♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❞❡s

♦✉t✐❧s ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❈ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✺✳

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❬❉✐①♦♥ ❡t ❲♦❜❝❦❡✱ ✶✾✾✸✱ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✶✾✾✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❈ ❡①✲

♣r✐♠é❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭▲✶❖✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ ❇❈ ❞❡ ▲✶❖ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣♦✉r ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t✱ s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡

▼ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡s à Ψ ✭❛❜❛♥❞♦♥ ❞❡

❢♦r♠✉❧❡✮ s♦✐❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●1✮✱ ✭●2✮✱ ✭●3✮✱

✭●5✮ ❡t ✭●6✮ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●4✮ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✿

✭●4′✮ ❙✐







▼♦❞(ψ1
i ) = ▼♦❞(ψ2

i ) ♣♦✉r t♦✉t 1 6 i 6 n

♦ù Ψ1 = {ψ1
1, . . . , ψ

1
n} ❡t Ψ2 = {ψ2

1, . . . , ψ
2
n},

▼♦❞(▼1) = ▼♦❞(▼2)

❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ1 ∔ ▼1) = ▼♦❞(Ψ2 ∔ ▼2)

❬▼❡②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡s ♣❧✉s

✜♥❡s ♦ù ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉♣♣r✐♠é❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛✲

t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❡t ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●1✮✱ ✭●2✮✱ ✭●3✮✱ ✭●4′✮✱

✭●5✮ ❡t ✭●6✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬▼❡②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ♠❛✐s

✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳

❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐s sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t s♦♥t ♠♦✐♥s ♥♦♠✲

❜r❡✉①✳

❬❈❤♦✉ ❡t ❲✐♥s❧❡tt✱ ✶✾✾✹❪ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r✲

♣rét❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ▲✶❖ ❛✈❡❝ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬é❣❛❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢♦rt❡s

s♦♥t ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s

✐♥st❛♥❝❡s ❡st ✜①é ❡t ✜♥✐✳ ❉♦♥❝ s❡✉❧ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t ❝❡s ✐♥t❡r✲

♣rét❛t✐♦♥s s♦♥t ✜♥✐❡s✳

❬◗✐ ❡t ❉✉✱ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❈ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥s ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ à ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❈❡tt❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♥♦♠♠és ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦✉✲

❜❧✐ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡

♦♣ér❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ▲❉ ❞♦♥t ALC✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡

♣♦st✉❧❛t ✭❆4′✮ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é ♣♦✉r ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐✳

❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❞é✜♥✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞é✜♥✐s sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳
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✷✳✹✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s

✷✳✹ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs

s✐♠♣❧❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✽❜❪✱

❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✾❜❪ ❡t ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✽❛❪✳

✷✳✹✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s

❯♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s

✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛1, . . . , ❛n

❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s U1, . . . ,Un✳ ▲❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts

♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s

❞♦♠❛✐♥❡s Uk s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ✭❞✬♦ù ❧❡ t❡r♠❡

✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✮✳

❯♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❛1, . . . , ❛n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡

❞♦♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ t②♣❡ P(❛1, . . . , ❛n) ♦ù P ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t r❡♣rés❡♥✲

t❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ AP ❞❡ U ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s

❛ttr✐❜✉ts✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ I q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❛k ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

❛k
I ∈ Uk✳ ❖♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛✉① n✲✉♣❧❡ts (❛1I , . . . , ❛nI) ∈ Ω = U1× . . .×Un✳ P♦✉r

✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ P(❛1, . . . , ❛n) ∈ L ❡t I ∈ Ω ✿

I |= P(❛1, . . . , ❛n) s✐ I = (❛1
I , . . . , ❛n

I) ∈ AP

❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✜♥✐❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s p1, . . . , pn
s♦♥t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s B = {❱r❛✐, ❋❛✉①}✳ ▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❉❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✷ ✭♣❛❣❡ ✷✹✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té q✉❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s

✭t♦✉s ❧❡s Uk s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✮ s❡ ♣rêt❡♥t ❜✐❡♥ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ à ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡✳

✷✳✹✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s ❤②♣♦t❤ès❡s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

s♦✐❡♥t x1, . . . , xn✱ n ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xk ❛②❛♥t ♣♦✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❞❡ R ♦✉ ❞❡ Z✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞✉ t②♣❡ α1x1+ . . .+αnxn 6 β✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿

A×X 6 B, ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡







α11x1 + . . .+ α1nxn 6 β1
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

αp1x1 + . . .+ αpnxn 6 βp

❛✈❡❝ X = (x1, . . . , xn)✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❞✉ t②♣❡

C ×X = γ1x1 + . . .+ γnxn

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✈♦✐r✱ ♣✳❡①✳ ❬❉❛♥t③✐❣✱ ✶✾✻✸❪✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ ♣r♦✲

❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

ré❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ✐❧ ❡①✐st❡

❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① ❬❑❛r♠❛r❦❛r✱ ✶✾✽✹❪ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱

♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s

P♦✉r s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♠✐①t❡✮✱ U ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ✿ U = I1 × . . .× In ♦ù ❝❤❛q✉❡ Ik ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ♦✉ ❞❡ Z✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡

❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t s♦♥t ♥♦tés xi✳

L ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r U ✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ (
∑

k αkxk 6 β) ∈ L

❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ▼♦❞ (
∑

k αkxk 6 β) ∈ 2U ❞❡ U ✳ P ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ U

❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t M ❞❡ P ❡st ❞♦♥❝

✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❡t ✐❧ ❡st é❣❛❧ à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ U ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❧✐♥é❛✐r❡s✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❞✉ t②♣❡ 6d
✳

t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥ 6dΨ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✐ U ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①

é❧é♠❡♥ts✱ ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r U ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ s❡ ré❞✉✐t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥t w1, . . . , wn > 0 ❞❡s ré❡❧s ❡t d ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❞é✜♥✐❡ s✉r x, y ∈ U ♣❛r ✿

d(x, y) =
∑

k wk|yk − xk|✳ P♦✉r M,N ∈ P✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ d ❡♥tr❡ M ❡t N ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r U3 ✿ (x, y, z) 7→
∑

k wkzk s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ x ∈ A✱ y ∈ B ❡t

♣♦✉r t♦✉t i✱ zk > yk − xk ❡t zk > xk − yk✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✷✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

❝♦♥✈❡①❡s ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r

d : (x, y) 7→ max
k

(wk|yk − xk|)✳

✸✻



✷✳✹✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s

P♦✉r ❧❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ P s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❢❡r♠és✱ ❝❡ q✉✐

❣❛r❛♥t✐t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✭❆2′✮ ♣❛r 6d
✳

✳ ▲❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡

❢♦r♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✱ ❛✐♥s✐ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ 6Ψ
d s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ P ❢♦r♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡

P ❡t 6d
✳

✈ér✐✜❡ ✭❆4′✮✳ 6d
✳

❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ❡t ❞♦♥t ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♠✐♥♦ré❡ s♦✉s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ P ♥♦♥ ✈✐❞❡

▼✐♥
6Ψ

A 6= ∅✱ ❡t ❞♦♥❝ 6d
✳

s❛t✐s❢❛✐t ✭❆5′✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔

❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∔ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r 6d
✳

s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●1✮ à ✭●6✮✳

❊①❡♠♣❧❡

▲♦rs ❞✬✉♥❡ é♣r❡✉✈❡ ❞❡ r❡❧❛✐s 2×100♠ ♥❛❣❡ ❧✐❜r❡ ✭é♣r❡✉✈❡ ♥♦♥ r❡❝♦♥♥✉❡ ❛✉① ❏❡✉① ❖❧②♠♣✐q✉❡s

♠❛✐s ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✉♥ s♣❡❝t❛t❡✉r ❡ss❛✐❡ ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡s ♥❛❣❡✉rs ❞❡s ❞❡✉①

♠❡✐❧❧❡✉r❡s éq✉✐♣❡s✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ✶ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ♥❛❣❡✉rs a ❡t b✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ✷ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s

♥❛❣❡✉rs c ❡t d✱ ♦♥ ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t a✱ b✱ c ❡t d ❧❡s t❡♠♣s ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s ❞❡s ♥❛❣❡✉rs✳ ▲✬éq✉✐♣❡

✷ ❧✬❡♠♣♦rt❡✳ ❆✈❡❝ s❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♠♣ré❝✐s ❡t ♥♦♥ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡s✱ ❧❡ s♣❡❝t❛t❡✉r r❡❧è✈❡ q✉❡ ✿

52 6 a 6 53✱ 50 6 b 6 52✱ 49 6 c 6 50✱ 54 6 d 6 55✳ ❆✐♥s✐ ✿

ψ =







a+ b > c+ d,

52 6 a 6 53, 49 6 c 6 50,

50 6 b 6 52, 54 6 d 6 55







➚ ❧❛ r❡♠✐s❡ ❞❡s ♠é❞❛✐❧❧❡s✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ✷ r❡ç♦✐t ❜✐❡♥ ❧✬♦r ❡t ❧✬éq✉✐♣❡ ✶ ❧✬❛r❣❡♥t✳ ▲❡ ♣r✐① ❞✉ ♥❛❣❡✉r ❧❡

♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡st r❡♠✐s ❛✉ ♥❛❣❡✉r b✱ ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ✹✾ s❡❝♦♥❞❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

str✐❝t❡s ❡♥ ✐♥é❣❛❧✐tés ❧❛r❣❡s ✿

µ =

{

a+ b > c+ d, b = 49,

b 6 a, b 6 c, b 6 d

}

ψ ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ µ ✿ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 50 6 b ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✈ér✐✜é❡✱ ❡t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés 49 6 c✱

54 6 d ❡t a 6 53 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ t♦✉t❡s ✈ér✐✜é❡s à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❝❛r ♦♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs a+ b 6 102 <

103 6 c + d✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ r❡✈♦✐r a à ❧❛ ❤❛✉ss❡ ✭a = 53 + δa✮ ❡t c ❡t d à ❧❛ ❜❛✐ss❡ ✭c = 49 − δc✱

d = 54− δd✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

wk = 1✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (a, b, c, d) ∈ R4 t❡❧s q✉❡ ✿







a = 53 + δa, δa > 0,

b = 50− δb, δb > 0,

c = 49− δc, δc > 0,

d = 54− δd, δd > 0

❛✈❡❝







(a, b, c, d) ∈ ▼♦❞(µ)

δa + δb + δc + δd ♠✐♥✐♠❛❧

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

(a, b, c, d) ∈ ▼♦❞(µ) s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿







b = 49 s♦✐t δb = 1,

b 6 a s♦✐t δa > −4 ✭❞é❥à ✐♠♣❧✐q✉é ♣❛r δa > 0✮,

b 6 c s♦✐t δc 6 0 q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ δc = 0 ♣✉✐sq✉❡ δc > 0,

b 6 d s♦✐t δd 6 5,

a+ b > c+ d s♦✐t δa + δd > 1

✭✷✳✾✮

P✉✐sq✉❡ δb = 1 ❡t δc = 0✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r δa + δb + δc + δd ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r δa + δd✳ ❖r

δa + δd > 1✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① q✉❡ δa + δd = 1✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s δa✱ δb✱

δc✱ δd t❡❧s q✉❡ δa > 0✱ δb = 1✱ δc = 0✱ δd > 0 ❡t δa + δd = 1 s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✷✳✾✮✳ ❆♣rès

❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡ rés✉❧t❛t à a✱ b✱ c ❡t d✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ δd = 1− δa éq✉✐✈❛✉t à a = d✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ψ ∔ µ ≡

{

53 6 a 6 54, b = 49,

c = 49, d = a

}

❛✈❡❝ d(▼♦❞(ψ),▼♦❞(ψ ∔ µ)) = δa + δb + δc + δd = 2✳

❙✐ ❧❡ s♣❡❝t❛t❡✉r ❛ ♣❧✉s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥✈❡rs ❧❡ s❝♦r❡ ♥♦té ♣♦✉r ❧❡ ♥❛❣❡✉r c q✉✬❡♥✈❡rs ❧❡ s❝♦r❡ ♥♦té

♣♦✉r ❧❡ ♥❛❣❡✉r a ✭✐❧ s✉♣♣♦rt❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ✷✮✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts w
✳
t❡❧s q✉❡

wc > wa ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✿

ψ ∔ µ ≡

{

a = 54, c = 49,

b = 49, d = 54

}

❈❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à δa = 1 ❛✉ ❞❡ss✉s✱ ❡t à ✉♥ ❝♦ût ❞❡ 1 + wa ✭✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❝♦ût

1 + δa.wa + (1− δa).wc ♣♦✉r δa < 1✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳✶✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r

❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

❚r❛✈❛✉① ❞❡ ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❛✣♥❡s

❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✼✮✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s

Rn✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛✉ss✐ été ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❬❈♦♥❞♦tt❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡

s❡❝t✐♦♥ ❜✐❡♥ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦✐❡♥t ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥

❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦st✉❧❛ts✳

❆❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❇❈ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à

❧❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❧ôt✉r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

♣❛r ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✱ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐

♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ s♦♥t ❞♦♥❝

✸✽



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❡t ❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts✳ ❖r ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢❡r♠és✱

♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●✸✮✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❈ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s

s♦♥t ❝❧♦s ✭♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✮ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥és✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ❡t ▼♦❞(IC)

❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❜♦r♥é ✭▼♦❞(▼) ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✮✳ ▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts
(
●1
)
à
(
●6
)
✱ ❧❡ rés✉❧t❛t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡

♣r♦♣♦sé✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡

à ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r x, y ∈ Rn ♣❛r d(x, y) =
∑

iwi|yi − xi|✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤és ♣❛r ❞❡s ✉♥✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡ ♣❛✈és q✉✐

s♦♥t ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞é❧✐♠✐tés ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ t②♣❡ xi 6 βi ♦✉ xi > βi✳ ▲❡s ♠✐♥✐♠❛

❞❡ d ❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛✈és s♦♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r ❧❡s ❛①❡s✳

❊♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ✿ ❝✬❡st ❧❡

❝❛s ♣♦✉r ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡

q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❡♥tr❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r

✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✷✳✸ ✭♣❛❣❡ ✶✳✷✳✸✮ ♣❡r♠❡t ❞❡

ré❞✉✐r❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t

ré❞✉✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s

✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✷✳✹✳✶ ❡t ✷✳✹✳✷✮✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞✐r❡❝t❡

♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
∑

✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡tt❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✸ ✭♣❛❣❡ ✼✺✮✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳

❖✉tr❡ ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭❡t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✮ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t

❛✉ss✐ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡①♣r✐♠❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s

✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✭❆4′✮✮ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ❧✐♥é❛r✐s❛❜❧❡ ✔ ❡♥tr❡

s✐♠♣❧❡①❡s ❢♦r♠❡♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✷✳✸ ✭♣❛❣❡ ✶✳✷✳✸✮ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s

♠✐♥✐♠❛ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ✉♥✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❢♦r♠❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡

s✐♠♣❧❡①❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ▼♦❞(IC) ❡st ❜♦r♥é ✭r❡s♣✳ ▼♦❞(▼)

♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✮✳

✷✳✺ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✶✵❝❪✱

❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✶✵❜❪ ❡t ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✶✶❜❪✳

▲✬ét✉❞❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧✬✐♥térêt ❞❡

❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❊❧❧❡s ♦✛r❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣r❡s✲

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

s✐✈✐té ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s

❝❧❛ss✐q✉❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s

❡①t❡♥s✐♦♥s ✭♣ré❞✐❝❛t ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥❝r❡ts✮ ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡①✲

✐st❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s s♦✐t très

é❧❡✈é❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✭❊①♣❚✐♠❡✲❝♦♠♣❧❡t✮✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡s

❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱

♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❜❛s❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ st❛♥❞❛r❞ ❖❲▲ ❞✉ ✇❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❞❡s ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✳ ❊❧❧❡s ét❡♥❞❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs✱ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés

❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC q✉✐ ❡st

❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐✈❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

q✉✐ ét❡♥❞❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐✈❡s s♦♥t

♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ALC✳

ALC ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ALC✱ ♥♦✉s ♥♦✉s

❛♣♣✉②♦♥s s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✭❡t s✉r ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r✲

♠❛❧✐s♠❡s✮ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① sé♠❛♥t✐q✉❡s✱ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s

❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❧❡s ❇❈ s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ ❚❇♦① q✉✐ ❞é❝r✐t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❧❛ ❆❇♦① q✉✐ ❞é❝r✐t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ◆♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❚❇♦① ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✱ ❞♦♥t

♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✹✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ♣rés❡♥✲

té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧✬ét❡♥❞r❡ à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s

❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ✭❆❇♦① ❡t ❚❇♦①✮✳

✷✳✺✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

❙②♥t❛①❡

▲❡s é❧é♠❡♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ALC s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❧❡s rô❧❡s✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s

❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦♥✲

❝❡♣t ❡st s♦✐t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛t♦♠✐q✉❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✮✱ ♦✉ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡

❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ⊤✱ ⊥✱ ¬❈✱ ❈ ⊓ ❉✱ ❈ ⊔ ❉✱ ∃r.❈✱ ❡t ∀r.❈✱ ♦ù ❈ ❡t ❉ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts

✭❛t♦♠✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✮ ❡t r ❡st ✉♥ rô❧❡✳ ➚ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t

❈❤❛♠♣ ⊓ ∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡ ✭✷✳✶✵✮

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♠✐r❛❜❡❧❧❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

✹✵



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❈❤❛♠♣(①) ∧ (∃②, ♣r♦❞✉✐t(①, ②) ∧ ▼✐r❛❜❡❧❧❡(②))

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ rô❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ALC ❧❡s rô❧❡s s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s✱

❝✳✲à✲❞✳ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ rô❧❡s✳ ▲❡✉r ♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❜✐♥❛✐r❡s✳

▲❡ rô❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✭✷✳✶✵✮ ❡st ♣r♦❞✉✐t✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ALC

❧❡s ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❞❡s ♥♦♠s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡✉r ♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

♦r❞r❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

■❧ ② ❛ q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ALC ✭s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❧❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s✮ ✿

✭✶✮ ❈ ⊑ ❉ ✭❈ ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ ❉✮

✭✷✮ ❈ ≡ ❉ ✭❈ ❡t ❉ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts✮✱

✭✸✮ ❈(❛) ✭❛ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈✮✱ ❡t

✭✹✮ r(❛, ❜) ✭r r❡❧✐❡ ❛ à ❜✮✱

♦ù ❈ ❡t ❉ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛ ❡t ❜ s♦♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❡t r ❡st ✉♥ rô❧❡✳

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡

t②♣❡s ✭✸✮ ❡t ✭✹✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s✳

❯♥❡ ❇❈ Ψ ❡♥ ALC ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ALC✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭♦✉

❚❇♦① ♣♦✉r t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜♦① ✮ ❞❡ Ψ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❢♦r♠✉❧❡s t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡

❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭♦✉ ❆❇♦① ♣♦✉r ❛ss❡rt✐♦♥❛❧ ❜♦① ✮ ❞❡ Ψ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r❛ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶✳ ▲♦rs ❞✬✉♥ ✈♦②❛❣❡✱ ❥❡ ❢❛✐s ✉♥❡ ♣❛✉s❡ ♣rès ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣s ❞✬❛r❜r❡s ❢r✉✐t✐❡rs q✉❡

❥✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ♠✐r❛❜❡❧❧✐❡rs✳ ▼❛✐s ❞❡ r❡t♦✉r à ❧❛ ✈♦✐t✉r❡✱ ❥❡ ♠❡ r❡♥❞s ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❥❡

♥❡ s✉✐s ♣❧✉s ❡♥ ▲♦rr❛✐♥❡✳ ❖r ♠♦♥ sé❥♦✉r à ◆❛♥❝② ♠✬❛ ❛♣♣r✐s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠✐r❛❜❡❧❧❡s

s♦♥t ❞❡s ♣r✉♥❡s✱ ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s q✉✬❡♥ ▲♦rr❛✐♥❡ ✷✳ ❈❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❆❇♦① Aψ ❡t Aµ ❡t ❧❛ ❚❇♦① T ✿

Aψ = {∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)}

Aµ = {(¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)}

T =

{

▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊑ Pr✉♥❡,

∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊑ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥

}

▼❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ▲♦rr❛✐♥❡✱ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r

❧❛ ❇❈ T ∪ Aψ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♠❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ T ∪ Aψ

♣❛r T ∪ Aµ✳

✷✳ ❆♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♠❛✐s ❞é❢❡♥❞✉❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t✳

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❙é♠❛♥t✐q✉❡

❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ I = (∆I , ·
I) ♦ù ∆I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✭❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮ ❡t ♦ù ·I ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❈ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❈I ❞❡ ∆I ✱ à ✉♥ rô❧❡ r ✉♥❡

r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ rI s✉r ∆I ✭♣♦✉r x, y ∈ ∆I ✱ x ❡st ❧✐é à y ♣❛r rI ❡st ♥♦té (x, y) ∈ rI✮ ❡t✱ à ✉♥❡

✐♥st❛♥❝❡ ❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛I ❞❡ ∆I ✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥t❡r✲

♣rété❡s ♣❛r ✿

⊤I = ∆I (❈ ⊓ ❉)I = ❈I ∩ ❉I (¬❈)I = ∆I \ ❈
I

⊥I = ∅ (❈ ⊔ ❉)I = ❈I ∪ ❉I

(∃r.❈)I = {x ∈ ∆I | ✐❧ ❡①✐st❡ y t❡❧ q✉❡ (x, y) ∈ rI ❡t y ∈ ❈I}

(∀r.❈)I = {x ∈ ∆I | ♣♦✉r t♦✉t y, s✐ (x, y) ∈ rI ❛❧♦rs y ∈ ❈I}

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❈❤❛♠♣I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❡t ▼✐r❛❜❡❧❧❡I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠✐r❛❜❡❧❧❡s✱ ❡t

s✐ ♣r♦❞✉✐tI ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✓ ♣r♦❞✉✐t ✔✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❝❤❛♠♣s ♦ù s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❡s ♠✐r❛❜❡❧❧❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ✿

I |= ❈ ⊑ ❉ s✐ ❈I ⊆ ❉I I |= ❈(❛) s✐ ❛I ∈ ❈I

I |= ❈ ≡ ❉ s✐ ❈I = ❉I I |= r(❛, ❜) s✐ (❛I , ❜I) ∈ rI

■♥❢ér❡♥❝❡s

❙♦✐t Ψ ✉♥❡ ❇❈✳ P❛r♠✐ ❧❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ALC ✐❧ ② ❛ ❧❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Ψ |= f ✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ t❡st❡r s✐ Ψ |= ❈ ⊑ ❉ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ t❡st ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ✿

✐❧ t❡st❡ s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é Ψ✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❈ ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❉✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r

♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐❡s✳

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥s✐st❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❈✱ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✲

✐q✉❡s ❆ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Ψ t❡❧s q✉❡ Ψ |= ❈ ⊑ ❆ ✭❧❡s s✉❜s✉♠❛♥ts ❞❡ ❈✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s

❇ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Ψ t❡❧s q✉❡ Ψ |= ❇ ⊑ ❈ ✭❧❡s s✉❜s✉♠és ❞❡ ❈✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡

❝♦♥s✐st❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛✱ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s ❆ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Ψ

t❡❧s q✉❡ Ψ |= ❆(❛)✳ ❈❡s ❞❡✉① ✐♥❢ér❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

s②stè♠❡ ❞❡ ❘àP❈✳

▲❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❆❇♦① ❝♦♥s✐st❡ à t❡st❡r s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❚❇♦① T ✱ ✉♥❡ ❆❇♦① A ❛ ✉♥

♠♦❞è❧❡✳ ❉❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡tt❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ♣✳ ❡①✳ T |= ❈ ⊑ ❉ ss✐

A = {(❈ ⊓ ¬❉)(❛)} ❡st ♥♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ T ✱ ♦ù ❛ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✭♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t

♥✐ ❞❛♥s (❈ ⊓ ¬❉)✱ ♥✐ ❞❛♥s T ✮✳

❉✬❛✉tr❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♥♦s tr❛✈❛✉①✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ T ∪Aψ ∪Aµ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❙✐

♦✉✐✱ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ T ∪Aψ ♣❛r T ∪Aµ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❡✛❡❝t✉❡r

✹✷



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✶✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❈✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡

r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t ▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)✱ s♦✐t ♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐)✱ ❝❡ q✉✐

♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ✉♥❡ ❇❈✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s❡r✈✐✲

r♦♥s ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✭❉❇❈✮ ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❬▼❡②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❡t

❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳

❯♥❡ ❉❇❈ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❇❈ D = {Ψ1, . . . ,Ψm} ✐♥t❡r♣rété❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

▼♦❞(D) =
m⋃

i=1

Ψi

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦①

q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❉❇❈ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❇❈ s♦♥t ❞❡s ❆❇♦①✳

✷✳✺✳✷ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ALC ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s

t❛❜❧❡❛✉①

❙♦✐t Ψ ✉♥❡ ❇❈✱ T0✱ s❛ ❚❇♦①✱ ❡t A0✱ s❛ ❆❇♦①✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r s✐ A0 ❡st

s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ T0✳

Prétr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à s✉❜st✐t✉❡r T0 ♣❛r ✉♥❡ ❚❇♦①

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ T ′
0 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {⊤ ⊑ ❑}✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ❑✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈ ≡ ❉ ♣❛r ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❈ ⊑ ❉ ❡t ❉ ⊑ ❈✳ ▲❛ ❚❇♦① rés✉❧t❛♥t❡ ❡st

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {❈i ⊑ ❉i}1 6 i 6 n ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ éq✉✐✈❛✉t à {⊤ ⊑ ❑}✱ ❛✈❡❝ ❑ = (¬❈1 ⊔

❉1) ⊓ . . . ⊓ (¬❈n ⊔ ❉n)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✷✳ ▲❛ ❚❇♦① T ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r T ′ = {⊤ ⊑ ❑} q✉✐ ❧✉✐ ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♦ù ✿

❑ = (¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡) ⊓ ((¬∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡) ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ T0 ❡t A0 s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡

✭❋◆◆✮✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱

❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ¬ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✈❛♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t✱ t❛♥t q✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ✭❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✮ ✿

¬⊤ ≡ ⊥ ¬(❈ ⊓ ❉) ≡ ¬❈ ⊔ ¬❉ ¬∃r.❈ ≡ ∀r.¬❈ ¬¬❈ ≡ ❈

¬⊥ ≡ ⊤ ¬(❈ ⊔ ❉) ≡ ¬❈ ⊓ ¬❉ ¬∀r.❈ ≡ ∃r.¬❈ ❈ ⊔ ⊥ ≡ ❈

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ¬(∀r.(¬❆ ⊔ ∃s.❇)) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ∃r.(❆ ⊓ ∀s.¬❇)✱ q✉✐ ❡st

s♦✉s ❋◆◆✳

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✸✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❑ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✷ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❑′ s♦✉s ❋◆◆✱ q✉✐

❧✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿

❑′ = (¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡) ⊓ ((∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡) ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)

Pr♦❝❡ss✉s ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❚❇♦① T0 = {⊤ ⊑ ❑} ❡t ✉♥❡ ❆❇♦① A0✱ t♦✉t❡s ❞❡✉①

s♦✉s ❋◆◆✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡✲

♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✶✮✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s✐♥❣❧❡t♦♥ D0 = {A❑
0}✱ ❛✈❡❝

A❑
0 = A0 ∪ {❑(❛) | ❛ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s A0} ✭✷✳✶✶✮

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦①

❝♦✉r❛♥t❡ D ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① D′✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r

❧❡s ❆❇♦① ✿ q✉❛♥❞ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ̺✱ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ❆❇♦① A ∈ D✱ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡

♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❛❧♦rs D′ = (D \{A})∪{A1, . . . ,Ap} ♦ù ❧❡s Ai s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡

̺ s✉r A ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✮✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s t❡r♠✐♥❡ q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

❯♥❡ ❆❇♦① ❡st ❢❡r♠é❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦♥✢✐t ✭❝❧❛s❤ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❝✳✲à✲❞✳✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝✲

t✐♦♥ ✓ é✈✐❞❡♥t❡ ✔✳ P♦✉r ALC✱ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts s♦♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞✬❛ss❡rt✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {❆(❛), (¬❆)(❛)}✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❆❇♦① ❢❡r♠é❡ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❆❇♦① ♦✉✈❡rt❡ ❡st ✉♥❡ ❆❇♦① ♥♦♥

❢❡r♠é❡✳

❯♥❡ ❆❇♦① ❡st ❝♦♠♣❧èt❡ s✐ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❡❧❧❡✳

❙♦✐t D✜♥❛❧✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❝✳✲à✲❞✳✱ q✉❛♥❞ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s A ∈ D ❡st

❝♦♠♣❧èt❡✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré ✭✈♦✐r✱ ♣✳ ❡①✳✱ ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✮ q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ❡t A0 ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é T0 ss✐ D✜♥❛❧

❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❆❇♦① ♦✉✈❡rt❡✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ q✉❛tr❡ rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s

t❛❜❧❡❛✉① ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ALC ✿ −→⊓✱ −→⊔✱ −→∀ ❡t −→❑
∃✳ ❆✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r

✉♥❡ ❆❇♦① ❢❡r♠é❡✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❛✛❡❝t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥

❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ −→❑
∃ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r

❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ❛❝t✉❡❧❧❡ ✭❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮✳ ❈❡s rè❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s

ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡s ❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❞é❞✉✐t❡s ❞✬❛ss❡rt✐♦♥s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s ✸✳

▲❛ rè❣❧❡ −→⊓ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ❆❇♦① A s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ (❈1 ⊓ . . . ⊓ ❈p)(❛)✱ ❡t ❡st t❡❧❧❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❈k(❛) ✭1 6 k 6 p✮ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t

✸✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① D ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
❞✬❆❇♦① D′✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é T0✱ D

′ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ss✐ D ❧✬❡st✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐tés✮ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ s❦♦❧é♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭q✉✐
r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ♣❛r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮✳

✹✹



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

♣❛s à A✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❆❇♦① A′ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

A′ = A ∪ {❈k(❛) | 1 6 k 6 p}

▲❛ rè❣❧❡ −→⊔ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ❆❇♦① A s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ (❈1 ⊔ . . . ⊔ ❈p)(❛) ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❈k(❛) ✭1 6 k 6 p✮✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡

r❡t♦✉r♥❡ ❧❡s ❆❇♦① A1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Ap ❞é✜♥✐❡s✱ ♣♦✉r 1 6 k 6 p✱ ♣❛r

Ak = A ∪ {❈k(❛)}

▲❛ rè❣❧❡ −→∀ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❧✬❆❇♦① A s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s

r❡s♣❡❝t✐✈❡s (∀r.❈)(❛) ❡t r(❛, ❜) ✭❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ r ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❛✮ ❡t s✐ A ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧✬❛ss❡rt✐♦♥

❈(❜)✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❆❇♦① A′ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

A′ = A ∪ {❈(❜)}

▲❛ rè❣❧❡ −→❑
∃ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ❆❇♦① A s✐

✭✐✮ A ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (∃r.❈)(❛) ❀

✭✐✐✮ A ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r(❛, ❜) ❡t ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❈(❜) ✭❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❜✱ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❈ ❡t ❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❀

✭✐✐✐✮ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝ t❡❧❧❡ q✉❡ {❈ | ❈(❛) ∈ A} ⊆ {❈ | ❈(❝) ∈ A} ✭❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳

❙✐ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s✱ s♦✐t ❜ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ r❡t♦✉r♥❡

A′ = A ∪ {r(❛, ❜), ❈(b)} ∪ {❑(❜)}

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❚❇♦① T0 = {⊤ ⊑ ❑} ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡

❜ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❚❇♦①✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ❑(❜)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✷✳ ❆♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s✉r ✉♥❡ ❆❇♦① ❞❡ D✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥

❞✬❆❇♦① rés✉❧t❛♥t❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à D ♠♦❞✉❧♦ T0 ✭✈♦✐r ♥♦t❡ ✸✱ ♣❛❣❡ ✹✹✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✹✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧✬❆❇♦①

A0 = Aψ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ❚❇♦① T0 = T = {⊤ ⊑ ❑}✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r ❧❛ ❇❈

T0 ∪ Aψ✳ ▲✬❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① D ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❆❇♦① ❞❡ D✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣ré❝é❞❛♥t ✉♥ ❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ét❛♥t ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉①

❆❇♦① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❆✉ ❞é♣❛rt✱ ❧❡s s❡✉❧s ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ A❑
ψ

✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮✮✳ P✉✐s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ s❡✉❧❡

❧❛ rè❣❧❡ −→⊔ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s✲✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❛ été

❞ét❡❝té s✉r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✭♣✳ ❡①✳ {▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐), (¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(✐)}✮ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡

❆❇♦① ❢❡r♠é❡ ✭❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st s②♠❜♦❧✐sé ♣❛r �✮✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✜♥✐✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❑(❝❤❛♠♣) ❡t ❑(✐) ❣é♥èr❡ ❞❡

♥♦✉✈❡❛✉① ❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦✉✈❡rt❡ ✭❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥❡ ❣é♥èr❡♥t

❛✉❝✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡t ♦♥ ♥❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣❛s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ r❡st❡

♦✉✈❡rt❡ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✱ Aψ ❡st ❞♦♥❝ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ T0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ T0 ∪ Aψ

❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❛✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✐✱ à ❧❛ ❆❇♦①

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✿

A = A❑
ψ ∪

{

Pr✉♥❡(✐), (¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡)(✐)

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣), (∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

}

➋−→⊓

❑(❝❤❛♠♣)

❑(✐)

▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐)

(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡)(✐)

➌−→⊔

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

�

Pr✉♥❡(✐)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(❝❤❛♠♣)

➎−→⊔

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

�

➏−→∀

➍−→⊓

✳

✳

✳

∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣) ➊−→❑
∃

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬❆❇♦① Aψ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡
♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ❚❇♦① {⊤ ⊑ ❑} ✭❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶✮✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ✭✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡s
♥♦♠❜r❡s s✉r ❢♦♥❞ ♥♦✐r✮ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡✱ ✐❧ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡
♣❛s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✓−→❑

∃ ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ✔✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱
❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦♥t été ♦♠✐s❡s ❡t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♥✬❛ ♣❛s été t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❛ ❆❇♦① A0 = Aψ ∪ Aµ✳ ❯♥❡

❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❣é♥éré❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ Aµ ❛❥♦✉té❡ ✐❝✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t ❞♦♥❝

❢❡r♠é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ Aψ ∪ Aµ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ T0✳ Aψ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝

êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❧♦rs ❞❡ s❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r Aµ✳

✹✻



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

➋−→⊓

❑(❝❤❛♠♣)

❑(✐)

▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐)

(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡)(✐)

➌−→⊔

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

�

Pr✉♥❡(✐)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(❝❤❛♠♣)

➎−→⊔

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

�

➏−→∀

➍−→⊓

�

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)
➊−→❑

∃

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬❆❇♦① Aψ ∪ Aµ ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ❚❇♦① {⊤ ⊑ ❑} ✭❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
r❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❧✐s✐❜❧❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❝❤♦✐s✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s t♦✉t❡s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
✓−→❑

∃ ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ✔✳

✷✳✺✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❞❡s ❆❇♦① ✭♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❚❇♦①✮

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥ ALC

❞♦♥t ❧❡s ❚❇♦① s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ Ψ = T ∪ Aψ ❡t ▼ = T ∪ Aµ ♦ù Aψ ❡t Aµ s♦♥t ❞❡s ❆❇♦① ❡t T

❡st ✉♥❡ ❚❇♦①✳ ▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ét❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❇❈✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré✈✐sé❡s✳

P❛r❛♠ètr❡s ❡t rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❧❡s ❞❡✉① ❆❇♦① Aψ ❡t Aµ ❡t ❧❛ ❚❇♦① T = {⊤ ⊑ ❑} ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝♦ût ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ℓ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦ût(ℓ) > 0✱ ♦ù ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❡st s♦✐t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t

❛t♦♠✐q✉❡ ✭❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢✮ s♦✐t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ¬❆ ♦ù ❆ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡ ✭❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢✮✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❧✉s ❝♦ût(ℓ) ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡♥♦♥❝❡r à ❧❛ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥

ℓ(❛)✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① D✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛

ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Aψ ♣❛r Aµ ♠♦❞✉❧♦ T ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉①

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Aψ ♣❛r Aµ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞é♣❛rt❛❣é❡s ♣❛r ❝♦ût✱ ❧❡ rés✉❧t❛t

♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❆❇♦①✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

●r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Aψ ♣❛r Aµ ♠♦❞✉❧♦ T

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à Aψ ∪ Aµ✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r s❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té

♠♦❞✉❧♦ T ✳ ❙✐Aψ∪Aµ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦❤ér❡♥t✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ✭❘✸✮✱ (T ∪Aψ) ∔ (T ∪Aµ)

éq✉✐✈❛✉t à T ∪ (Aψ ∪Aµ)✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r Aψ✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ T ∪Aψ ∪Aµ ♥✬❡st

♣❛s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r Aψ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ Aµ ♠♦❞✉❧♦ T ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥

✈❛ ✓ ré♣❛r❡r ✔ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ Aψ ∪ Aµ✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r

Aµ✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✓ ré♣❛r❛t✐♦♥ ✔✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥t ❝❡s

❝♦♥✢✐ts ❞ér✐✈❡♥t ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ❈❡❧❛ ♠♦t✐✈❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸

❞❡s ❆●r❛♣❤ q✉✐ ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ❆❇♦① ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡✱ Aψ ❡t Aµ s♦♥t ❝♦♠♣❧été❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❛✈❛♥t

❞✬êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s✳

➱t❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

T ✱ Aψ ❡t Aµ s♦♥t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♠✐s❡s s♦✉s ❋◆◆✳

❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r Aψ ❡t s✉r Aµ✱ ❡♥ ♠é♠♦r✐s❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡t ❞❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧ ✭♦✉ ❆●r❛♣❤ ✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✐❝✐✳ ❯♥ ❆●r❛♣❤ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s✐♠♣❧❡

❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s✱ ◆÷✉❞s (G)✱ ❡st ✉♥❡ ❆❇♦①✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❛r❝s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s

❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ s✐ (α, β) ∈ ❆r❝s (G)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s ♦r✐❡♥tés✱ ❛❧♦rs λG(α, β) = ̺ ✐♥❞✐q✉❡

q✉❡ β ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ̺ s✉r α ❡t✱ ♣❡✉t✲êtr❡✱ s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ✭λG ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G✮✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧❡s ❆●r❛♣❤ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ =⇒⊓✱ =⇒⊔✱

=⇒∀ ❡t =⇒❑
∃✳ ❊❧❧❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❆❇♦① ALC✱ à q✉❡❧q✉❡s

❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣rès✳

▲❛ rè❣❧❡ =⇒⊓ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ G s✐

✭✐✮ G ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥÷✉❞ α ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❈1 ⊓ . . . ⊓ ❈p)(❛) ❀

✭✐✐✮ G 6= G′ ✭❝✳✲à✲❞✳✱ ◆÷✉❞s (G) 6= ◆÷✉❞s (G′) ♦✉ ❆r❝s (G) 6= ❆r❝s (G′)✮ ❛✈❡❝ G′ ❞é✜♥✐ ♣❛r

◆÷✉❞s (G′) = ◆÷✉❞s (G) ∪ {❈k(❛) | 1 6 k 6 p}

❆r❝s (G′) = ❆r❝s (G) ∪ {(α, ❈k(❛)) | 1 6 k 6 p}

λG′(α, ❈k(❛)) = =⇒⊓ ♣♦✉r 1 6 k 6 p

λG′(e) = λG(e) ♣♦✉r e ∈ ❆r❝s (G)

❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ r❡♥✈♦✐❡ G′✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ rè❣❧❡ −→⊓ s✉r ✉♥❡ ❆❇♦① ❡t ❧❛ rè❣❧❡ =⇒⊓ s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ ❡st

q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à α = (❈1 ⊓ . . . ⊓ ❈p)(❛) ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❈k(❛) ∈ ◆÷✉❞s (G)

♣♦✉r t♦✉t k✱ 1 6 k 6 p✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ◆÷✉❞s (G′) = ◆÷✉❞s (G) ♠❛✐s ❆r❝s (G′) 6= ❆r❝s (G) ✿
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✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛r❝ (α, ❈k) ✐♥❞✐q✉❡ ✐❝✐ q✉❡ α |= ❈k(❛) ❡t ❞♦♥❝✱ q✉❡ s✐ ❈k(❛) ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✱ ❛❧♦rs α

❞♦✐t ❛✉ss✐ êtr❡ s✉♣♣r✐♠é ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s −→⊔✱ −→∀✱ ❡t −→❑
∃ s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s ❡♥ =⇒⊔✱ =⇒∀✱ ❡t =⇒❑

∃✱ ❞ét❛✐❧❧é❡s

❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳

❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ s✉r ✉♥❡ ❆❇♦① A0✱ ❛✈❡❝

❝♦♠♠❡ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❆●r❛♣❤ q✉✐ s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧és à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬❆❇♦①✱ ❝❡ q✉✐

❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ✿

✭✶✮ ✉♥ ❆●r❛♣❤ ✐♥✐t✐❛❧ G0 ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ A0 ✭✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ◆÷✉❞s (G0) = A0

❡t ❆r❝s (G0) = ∅✮ ❀

✭✷✮ ❧❡s rè❣❧❡s =⇒· s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s −→· ❀

✭✸✮ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❆●r❛♣❤ ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ♦✉✈❡rts ✭q✉✐ ❡st ✈✐❞❡ ss✐ G0 ♥✬❡st ♣❛s

s❛t✐s✜❛❜❧❡✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✸✳ ▲❡s rè❣❧❡s =⇒· ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r

❆❇♦① ✭❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s −→·✮ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❆●r❛♣❤✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rè❣❧❡s =⇒·

❣é♥èr❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥÷✉❞s q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s −→·✱ ❡t ét❛❜❧✐ss❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ❧❡s ❛rêt❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡

❝❡s ♥÷✉❞s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❆❇♦① A0 ❡t ❧✬❆●r❛♣❤ G0 t❡❧ q✉❡ ◆÷✉❞s(G0) = A0

❡t ❆r❝s(G0) = ∅✱ s♦✐❡♥t {Ak}k ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s −→·

s✉r A0 ❡t {Gℓ}ℓ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆●r❛♣❤ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s =⇒· ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡

♦r❞r❡ s✉r G0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs {Ak}k = {Bℓ}ℓ ❛✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ ♦ù Bℓ ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ Gℓ✳

❙♦✐❡♥t {Gi}1 6 i 6 m ❡t {Hj}1 6 j 6 n ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❆●r❛♣❤ ♦✉✈❡rts ❡t ❝♦♠♣❧❡ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r A0 = Aψ ❡t A0 = Aµ✳ ❙✐✱ Aψ ❡t Aµ

s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs m 6= 0 ❡t n 6= 0✳ ❙✐ m = 0 ♦✉ n = 0✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

D = {Aµ}✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✺✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶ ✭♣❛❣❡ ✹✶✮ ✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❣é♥èr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

Gi✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ❆●r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ q✉✬✐❧ ♥✬②

❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ Gi ✭✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ▲❡s s❡✉❧❡s rè❣❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s s✉r ❧✬❆❇♦① Aµ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❑(❧é♦)✱ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧

❆●r❛♣❤ Hj ✿ A❑
µ✳

●é♥ér❡r ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❡①♣❧✐❝✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ Gi ❡t Hj✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞✬❛ss❡r✲

t✐♦♥✱ ré✐✜❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ✿ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t �±❆(❛) ré✐✜❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐t {❆(❛), (¬❆)(❛)}✳

❊❧❧❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ =⇒�✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❧✬❆●r❛♣❤ G s✐

✭✐✮ G ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❆(❛) ❡t (¬❆)(❛) ✭❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❆ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❛✮ ❀

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r =⇒⊔ s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ G ❡st q✉❡ G ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥
♥÷✉❞ α ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❈1 ⊔ . . . ⊔ ❈p)(❛)✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
✭❛✮ G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❈k(❛) ✭1 6 k 6 p✮✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ r❡♥✈♦✐❡

❧❡s ❆●r❛♣❤ G1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Gp ❞é✜♥✐s✱ ♣♦✉r 1 6 k 6 p✱ ♣❛r

◆÷✉❞s (Gk) = ◆÷✉❞s (G) ∪ {❈k(❛)}

❆r❝s (Gk) = ❆r❝s (G) ∪ {(α, ❈k(❛))}

λGk(α, ❈k(❛)) = =⇒⊔

λGk(e) = λG(e) ❢♦r e ∈ ❆r❝s (G)

✭❜✮ G ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛ss❡rt✐♦♥ βk = ❈k(❛) t❡❧❧❡ q✉❡ (α, βk) 6∈ ❆r❝s (G)✳ ❙♦✉s
❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ =⇒⊔ r❡♥✈♦✐❡ ❧✬❆●r❛♣❤ G′ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡t ❛r❝ (α, βk) à G✱ ❛✈❡❝
λG′(α, βk) = =⇒⊔✳

▲❛ rè❣❧❡ =⇒∀ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ G s✐
✭✐✮ G ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥÷✉❞ α1 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (∀r.❈)(❛) ❡t ✉♥ ♥÷✉❞ α2 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r(❛, ❜) ❀

✭✐✐✮ G 6= G′ ❛✈❡❝ G′ ❞é✜♥✐ ♣❛r

◆÷✉❞s (G′) = ◆÷✉❞s (G) ∪ {❈(❜)}

❆r❝s (G′) = ❆r❝s (G) ∪ {(α1, ❈(❜)), (α2, ❈(❜))}

λG′(α1, ❈(❜)) = λG′(α2, ❈(❜)) = =⇒∀

λG′(e) = λG(e) ♣♦✉r e ∈ ❆r❝s (G)

❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ rè❣❧❡ r❡♥✈♦✐❡ G′✳

▲❛ rè❣❧❡ =⇒❑
∃ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ G s✐

✭✐✮ G ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥÷✉❞ α ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (∃r.❈)(❛) ❀

✭✐✐✮ ✭❛✮ ❙♦✐t G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❢♦✐s r(❛, ❜) ❡t ❈(❜) ♣♦✉r ❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❜ ❀

✭❜✮ ❙♦✐t G ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s β1 = r(❛, ❜) ❡t β2 = ❈(❜)✱ t❡❧❧❡s q✉❡ (α, β1) 6∈
❆r❝s (G) ♦✉ (α, β2) 6∈ ❆r❝s (G) ❀

✭✐✐✐✮ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ❝ t❡❧❧❡ q✉❡ {❈ | ❈(❛) ∈ ◆÷✉❞s (G)} ⊆ {❈ | ❈(❝) ∈ ◆÷✉❞s (G)}
✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ s❡t✲❜❧♦❝❦✐♥❣✱ s❡r✈❛♥t à ❛ss✉r❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳

❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✲❛✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ s♦✐t ❜ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ r❡♥✈♦✐❡ G′ ❞é✜♥✐
♣❛r

◆÷✉❞s (G′) = ◆÷✉❞s (G) ∪ {r(❛, ❜), ❈(❜), ❑(❜)}

❆r❝s (G′) = ❆r❝s (G) ∪ {(α, r(❛, ❜)), (α, ❈(❜))}

λG′(α, r(❛, ❜)) = λG′(α, ❈(❜)) = =⇒❑
∃

λG′(e) = λG(e) ♣♦✉r e ∈ ❆r❝s (G)

❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✲❜✮✱ ❧❛ rè❣❧❡ r❡♥✈♦✐❡ G′ ❞é✜♥✐ ♣❛r

◆÷✉❞s (G′) = ◆÷✉❞s (G)

❆r❝s (G′) = ❆r❝s (G) ∪ {(α, β1), (α, β2)}

λG′(α, β1) = λG′(α, β2) = =⇒❑
∃

λG′(e) = λG(e) ♣♦✉r e ∈ ❆r❝s (G)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ =⇒⊔✱ =⇒∀✱ ❡t =⇒❑
∃✳✺✵



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

❑(❝❤❛♠♣)

❑(✐)

▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐)

(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡)(✐)

Pr✉♥❡(✐)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

=⇒❑
∃

=⇒⊔

=⇒⊔

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

❑(❝❤❛♠♣)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

=⇒⊔

G1 H1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❆●r❛♣❤ G1 ❡t H1 ❣é♥érés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ Aψ ❡t Aµ✳

✭✐✐✮ G 6= G′ ❛✈❡❝ G′ ❞é✜♥✐ ♣❛r

◆÷✉❞s (G′) = ◆÷✉❞s (G) ∪ {�±❆(❛)}

❆r❝s (G′) = ❆r❝s (G) ∪ {(❆(❛),�±❆(❛)), ((¬❆)(❛),�±❆(❛))}

λG′(❆(❛),�±❆(❛)) = λG′((¬❆)(❛),�±❆(❛)) = =⇒�

λG′(e) = λG(e) ♣♦✉r e ∈ ❆r❝s (G)

❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ rè❣❧❡ r❡♥✈♦✐❡ G′✳

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❝❤❛q✉❡

Gi ∪ Hj ✱ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t j✱ 1 6 i 6 m✱ 1 6 j 6 n✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ =⇒⊓✱

=⇒⊔✱ =⇒∀✱ =⇒❑
∃ ❡t =⇒�✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♦ù ✐❧

ét❛✐t ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s s✉r ❧❡s ❆❇♦① ❢❡r♠é❡s ✭♦✉ ❧❡s ❆●r❛♣❤ ❢❡r♠és✮✱ ✐❝✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡

rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ P❧✉s✐❡✉rs

❝♦♥✢✐ts ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❣é♥érés ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❆●r❛♣❤✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✹✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t �±❆(❛) ❡st ❣é♥éré❡✱ ❛❧♦rs ❝❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❧❛ ❝♦♥✲

séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss❡rt✐♦♥s ✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ Gi ❡t ❞❡ Hj✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❝♦♥✢✐t ❛✉r❛✐t été ❣é♥éré à

❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❆●r❛♣❤ s♦♥t ♦✉✈❡rts ❡t ❝♦♠♣❧❡ts✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✻✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❆●r❛♣❤ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

s✉r G1 ∪H1 ♦ù G1 ❡t H1 s♦♥t ❧❡s ❆●r❛♣❤ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✺✳ ❯♥ ❝♦♥✢✐t ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s

❧✬✉♥✐q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ✐❧ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣) ❡t ¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)✳

❘é♣❛r❡r ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ▲✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞✬❆✲

●r❛♣❤ {Qk}1 6 k 6 p ✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ré♣❛r❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❆●r❛♣❤ Qk ❡t à

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❑(❝❤❛♠♣)

❑(✐)

▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐)

(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡)(✐)

Pr✉♥❡(✐)
=⇒⊔

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

=⇒�

∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

=⇒❑
∃

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(❝❤❛♠♣)

�±❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)
=⇒∀

=⇒⊔

�±❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)
=⇒�

=⇒⊔

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❆●r❛♣❤ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s =⇒·✱ ② ❝♦♠♣r✐s =⇒�✱ s✉r ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡s ❆●r❛♣❤ G1 ❡t H1 ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✺✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ♣❛r Aµ ❡t T s♦♥t
❡♥❝❛❞ré❡s ♣♦✉r s②♠❜♦❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s r❡♠✐s❡s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐t Qk ✉♥ ❆●r❛♣❤ ♦❜t❡♥✉ ❡♥

❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r Gi ∪Hj ✳ ❙✐ Qk ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱

❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Gi∪Hj ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ Aψ∪Aµ ❧✬❡st ❛✉ss✐ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❙✐ Qk ❝♦♥t✐❡♥t δ > 1 ❛ss❡rt✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❡t s❛

ré♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❆●r❛♣❤ ré♣❛rés Q′
k ❝♦♥t❡♥❛♥t δ− 1 ❝♦♥✢✐ts✳ ▲❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st

❡♥s✉✐t❡ r❡♣r✐s❡ s✉r Q′
k✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡

❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré♣❛r❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❡st ré♣❛ré ✉♥

❝♦♥✢✐t ❞❡ Qk✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥✢✐t ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❞❡ Qk ❞❡ s♦rt❡ à

❡♠♣ê❝❤❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐t s♦✐❡♥t ❣é♥érés à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥

❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❞♦✐t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❆●r❛♣❤ s❛t✐s✜❛❜❧❡s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ALC✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✉✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❡①♣r✐♠é

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✿

ϕ |= β β ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é
ϕ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é

✭✷✳✶✷✮

♦ù β ❡st ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡t ϕ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛ss❡rt✐♦♥s t❡❧ q✉❡ ϕ |= β ✭ϕ ❞♦✐t êtr❡

✹✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ❝❡❧❛ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ré♣❛r❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦✉rs ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❞é♣❛ss❡ ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥ ❝♦✉rs✳

✺✷



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❢♦r♠✉❧❡s✮✳ ❙✉♣♣r✐♠❡r ϕ r❡✈✐❡♥t à ♦✉❜❧✐❡r ✉♥❡ ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s

α ∈ ϕ ✿ ❧♦rsq✉❡ ❝❛r❞(ϕ) > 2✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ϕ✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❆●r❛♣❤

Q′
k ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ Qk✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ |= r❡❧✐❛♥t ϕ ❡t β ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ❛r❝s

❞❡ Qk✳ ❉♦♥❝✱ s✉✐✈❛♥t ✭✷✳✶✷✮✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❛ss❡rt✐♦♥s ❡st ♣r♦♣❛❣é❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛r❝s (α, β)✱ ❞❡

β ✈❡rs α✳

❙♦✐t β = �±❆(❛)✱ ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ Qk q✉✬✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣r✐♠❡r✳ ❙♦✐❡♥t α+ = ❆(❛) ❡t α− = ¬❆(❛)✳ α+

♦✉ α−✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✳ Hj ét❛♥t ✉♥ ❆●r❛♣❤ ♦✉✈❡rt ❡t ❝♦♠♣❧❡t✱ s♦✐t

α+ /∈ Hj ✱ s♦✐t α− /∈ Hj ✭❝❢✳ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✹✮✳ ❚r♦✐s s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ❙✐ α+ ∈ Hj ✱ ❛❧♦rs α+ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Aµ✳

❉♦♥❝ α− ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡✳

✕ ❙✐ α− ∈ Hj ✱ ❛❧♦rs α+ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✳

✕ ❙✐ α+ 6∈ Hj ❡t α− 6∈ Hj ✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ à s✉♣♣r✐♠❡r r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

❝♦ût✳ ❙✐ ❝♦ût(❆) < ❝♦ût(¬❆)✱ α+ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡✳ ❙✐ ❝♦ût(❆) > ❝♦ût(¬❆)✱ α− ❞♦✐t êtr❡

s✉♣♣r✐♠é❡✳ ❙✐ ❝♦ût(❆) = ❝♦ût(¬❆)✱ ❞❡✉① ❆●r❛♣❤ s♦♥t ❣é♥érés ✿ ❧✬✉♥ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t α+✱

❧✬❛✉tr❡ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t α−✳

❙✐ ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ β ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛r❝ (α, β)

t❡❧ q✉❡ λG(α, β) ∈ {=⇒⊓,=⇒⊔,=⇒
❑
∃} ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r α ✭❡t à ♣r♦♣❛❣❡r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥

❞❡♣✉✐s α✮✳

❙♦✐t β ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ à s✉♣♣r✐♠❡r q✉✐ ❛ été ❞é❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ =⇒∀✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡✉①

❛ss❡rt✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ λG(α1, β) = λG′(α2, β) = =⇒∀✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ❆●r❛♣❤ s♦♥t

❣é♥érés✱ ❧✬✉♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ α1✱ ❧✬❛✉tr❡ s✉r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ α2 ✭❧♦rsq✉❡ α1 ♦✉ α2

❡st ❞❛♥s Hj ✱ ✉♥ s❡✉❧ ❆●r❛♣❤ ❡st ❣é♥éré✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✺✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✐✮ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ =⇒❑
∃ ✭rè❣❧❡ ❞✉ s❡t✲❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ♣❡✉t ✓ ❝❛❝❤❡r ✔

❞❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❧♦q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ =⇒❑
∃ s✉r ✉♥ ♥÷✉❞s (∃ r .❈)(❛) ❞✬✉♥

❆●r❛♣❤ G ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝ t❡❧❧❡ q✉❡ {❈ | ❈(❛) ∈ ◆÷✉❞s(G)} ⊆ {❈ | ❈(❝) ∈ ◆÷✉❞s(G)}✳

❈❡tt❡ rè❣❧❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ {❈(❛) | ❈(❛) ∈ ◆÷✉❞s(G)}✱ ❛❧♦rs ❧❡

♠ê♠❡ ❝♦♥✢✐t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s {❈(❝) | ❈(❝) ∈ ◆÷✉❞s(G)}✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ s✉✣s❛♥t

❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ {❈(❝) | ❈(❝) ∈ ◆÷✉❞s(G)}✳ ❙✐ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡st ❣é♥éré ♣❛r {❈(❝) | ❈(❝) ∈

◆÷✉❞s(G)} ❡t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ {❈(❝) | ❈(❝) ∈ ◆÷✉❞s(G)} ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✢✐t

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ {❈(❛) | ❈(❛) ∈ ◆÷✉❞s(G)}✱ ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s

❞❛♥s {❈(❛) | ❈(❛) ∈ ◆÷✉❞s(G)} ❛✉ss✐✱ ❡t ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡❧❧❡s s✉r {❈(❝) | ❈(❝) ∈ ◆÷✉❞s(G)}✳

➚ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞✬❆●r❛♣❤ {Rℓ}1 6 ℓ 6 q
s❛♥s ❝♦♥✢✐t✳ ❙❡✉❧s ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s♦♥t ❣❛r❞és✳ ❙♦✐t Aℓ = ◆÷✉❞s (Rℓ)✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st D = {Aℓ}ℓ ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✼✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ré♣❛r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ ❝♦♥✢✐t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❡①✲

❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✻ ✿

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛♠♣ s♦✐t ✉♥

❝❤❛♠♣ ❧♦rr❛✐♥ ❡t q✉❡ ❞❡s ♠✐r❛❜❡❧❧❡s ② s♦✐❡♥t ♣r♦❞✉✐t❡s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

❞❡s ♣r✉♥❡s ② s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s✳

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠❡ttr❡ ❛✉ss✐ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛♠♣ s♦✐t

✉♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦rr❛✐♥ ❡t q✉❡ ✐ ② s♦✐t ♣r♦❞✉✐t✳

▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦ût(❈❤♣▲♦rr❛✐♥)+❝♦ût(▼✐r❛❜❡❧❧❡)✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡

❡st ❝♦ût(❈❤♣▲♦rr❛✐♥)+❝♦ût(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❡ ❝❤♦✐①

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❝♦ût ✿ ❝♦ût(▼✐r❛❜❡❧❧❡) < ❝♦ût(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)✳

❑(❝❤❛♠♣)

❑(✐)

▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐)

(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡)(✐)

Pr✉♥❡(✐)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

=⇒❑
∃

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(❝❤❛♠♣)

�±❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

�±▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

=⇒⊔

=⇒�

=⇒�

=⇒⊔

=⇒⊔

=⇒∀

❑(❝❤❛♠♣)

❑(✐)

▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐)

(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ Pr✉♥❡)(✐)

Pr✉♥❡(✐)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

=⇒⊓

∃♣r♦❞✉✐t.▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

=⇒❑
∃

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

(∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(❝❤❛♠♣)

�±❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)

=⇒⊔

=⇒⊔

=⇒∀

=⇒⊔

=⇒�

�±▼✐r❛❜❡❧❧❡(✐)=⇒�

R1 R2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❆●r❛♣❤ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s =⇒·✱ ② ❝♦♠♣r✐s =⇒�✱ s✉r ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡s ❆●r❛♣❤ G1 ❡t H1 ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✺✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ♣❛r Aµ ❡t T s♦♥t
❡♥❝❛❞ré❡s ♣♦✉r s②♠❜♦❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s r❡♠✐s❡s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

❙✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① D✳ ❙✐ A,B ∈ D ✈ér✐✜❡♥t A |= B✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s

❞✬❆❇♦① D ❡t D \ {A} s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ s❡rt à s✐♠♣❧✐✜❡r D ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❞❡ t❡❧s A✭ ✺✮✳

❆♣rès ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ A ∈ D ❡st réé❝r✐t ♣♦✉r ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳

❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐ q✉✐ ♥❡ s♦♥t r❡❧✐é❡s à ❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥♦♠♠é❡✱ ♥✐ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♥✐

✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s r(❛, ❜) s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❛✈❡❝

❞❡ t❡❧s ✐ s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ✭❝❡❧❛ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ q✉✐ ✓ ❞é❝♦♥♥❡❝t❡ ✔

✐ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♠♠é❡s✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✽✳ ▲✬✉♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✻ ❡st ✐✳ ❊❧❧❡

❡st r❡❧✐é❡ à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝❤❛♠♣ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐) ❡st s✉♣♣r✐♠é❡

❞❛♥s ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ R2 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✱ ✐ ♥✬❡st ❞♦♥❝ r❡❧✐é❡ à ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st

✺✳ ❉❛♥s ♥♦s t❡sts✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s s❡r✈✐s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à A |= B ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧✐st❡✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ❡♥tr❛î♥é ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
D✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❝✐t❡ à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré✱ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✬❆❇♦① ✐♥✉t✐❧❡s✳

✺✹



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

s✉♣♣r✐♠é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❆❇♦① A2 ✭❡♥ ♦♠❡tt❛♥t

❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✮ ✿

A2 =

{

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣), ∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣),

❑(❝❤❛♠♣)

}

❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✓ ❞é✲s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✔ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s

séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✭❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡✮✱ s♦✐t ✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡

❡♥❝♦r❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❆❇♦①✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❡t ✉♥ s❡✉❧ rô❧❡ r t❡❧s q✉❡ r(❛, ✐) s♦✐t ❞❛♥s ❧✬❆❇♦①✳ ❙♦✐t ❈ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❜t❡♥✉

♣❛r ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❉ t❡❧s q✉❡ ❉(✐) s♦✐t ❞❛♥s ❧✬❆❇♦①✳ ❖♥ s✉❜st✐t✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s

r(❛, ✐) ❡t ❉(✐) ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (∃r.❈)(❛)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {r(❛, ✐1), ❆(✐1), s(✐1, ✐2),¬❇(✐2)}

❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r {(∃r.(❆ ⊓ ∃s.¬❇))(❛)}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡

✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❡st❛♥t❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❥ ❡t ❞❡ rô❧❡ s t❡❧s q✉❡

s(✐, ❥) s♦✐t ❞❛♥s ❧✬❆❇♦① ✭❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s(✐, ❥) s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ =⇒❑
∃ s✉r ✉♥ ♥÷✉❞ (∃r.❈)(✐)✱ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❥✱ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ✐ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝

♣❛s ❛✈♦✐r été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛♣rès ❥✮✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❛✐s❛♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ✐✱ ❝❡tt❡

♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ré♣été❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s r❡st❛♥t❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ D✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✾✳ ▲✬✐♥st❛♥❝❡ ✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs r❡❧✐é❡ à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ R1 ♣❛r

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❉ t❡❧s q✉❡ ❉(✐) ❡st ❞❛♥s R1 s♦♥t ❑✱ Pr✉♥❡ ⊔

¬▼✐r❛❜❡❧❧❡✱ Pr✉♥❡ ❡t ¬▼✐r❛❜❡❧❧❡✱ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❑ ❡t Pr✉♥❡⊔¬▼✐r❛❜❡❧❧❡ q✉✐ s♦♥t

♣ré❝✐sés ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ✓ ❞é✲s❦♦❧é♠✐s❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ✐ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ✿

r❡♠♣❧❛❝❡r

{

♣r♦❞✉✐t(❝❤❛♠♣, ✐),

Pr✉♥❡(✐),¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(✐)

}

♣❛r (∃♣r♦❞✉✐t.(Pr✉♥❡ ⊔ ¬▼✐r❛❜❡❧❧❡))(❝❤❛♠♣)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬❆❇♦① A1 ✭❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ♦♠✐s❡s✮ ✿

A1 =

{

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣), ∀♣r♦❞✉✐t.¬▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣),

∃♣r♦❞✉✐t.(Pr✉♥❡ ⊓ ¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)(❝❤❛♠♣), ❑(❝❤❛♠♣)

}

❆✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût t❡❧ q✉❡ ❝♦ût(❈❤♣▲♦rr❛✐♥) < ❝♦ût(¬▼✐r❛❜❡❧❧❡)✱ D = {A1} ❡t ❞♦♥❝ ✿

Ψ ∔ ▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à {∃♣r♦❞✉✐t.(Pr✉♥❡)(❝❤❛♠♣)} ∪▼

✷✳✺✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳ ❙✐ =⇒·
∃ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ q✉❡ ❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ ♥✬❡st

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧❡s ❆●r❛♣❤ t❡r♠✐♥❡ ❡t ✐❧ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❛ ré♣❛✲

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

r❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❛✉ss✐✱ ❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥t✐❡r t❡r♠✐♥❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ −→·
∃ q✉❡ q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ −→·

♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① t❡r♠✐♥❡ ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ s❡✉❧ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡

❆❇♦① ❡st ❞♦♥❝ ❣é♥éré ❡t ❝❤❛q✉❡ ❆❇♦① ❡st ✜♥✐❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✸✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡s rè❣❧❡s =⇒· s✉r Aψ ❡t Aµ ✭=⇒·
∃ ét❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r r❡❝♦✉rs✮ ♥❡ ❣é♥èr❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡

✜♥✐ ❞❡ ❆●r❛♣❤ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❆●r❛♣❤ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✜♥✐s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❆●r❛♣❤✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♥÷✉❞s ét❛♥t ✜♥✐s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❡st ✜♥✐ ❛✉ss✐✱ ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s

✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s =⇒· s✉r Aψ ❡t Aµ t❡r♠✐♥❡✳

▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜ts ❡♥tr❡ Gi ❡t Hj t❡r♠✐♥❡ ❛✉ss✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♥÷✉❞s �±❆(❛)

❣é♥érés ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ =⇒� ♥✬✐♥t❡r❢èr❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s =⇒·✳ ▲❡s ❆●r❛♣❤

❣é♥érés ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s =⇒·✱ ② ❝♦♠♣r✐s =⇒�✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉① ❆●r❛♣❤ ❣é♥érés

♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s =⇒·✱ s❛♥s =⇒�✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♥÷✉❞s �±❆(❛) s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❆●r❛♣❤✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ �±❆(❛) ❣é♥érés ❡st ✜♥✐ ❝❛r ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ❆(❛)✳ ❆✐♥s✐✱ ♠✐s à ♣❛rt ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♥÷✉❞s ❆(❛) ♣❛r ❆●r❛♣❤✱ ❧❛ rè❣❧❡ =⇒� ♥❡

❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧❡s ❆●r❛♣❤✳ ■❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡

❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛rrêt❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❆●r❛♣❤ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❛ été ❞é❝♦✉✈❡rt

♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✸ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡

q✉❡ ❧❡s ❆●r❛♣❤ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s =⇒· ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❆❇♦① ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s −→· ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡s ❆●r❛♣❤✳ ❖r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❆❇♦①

❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❆❇♦① ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❆✐♥s✐ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts

❡♥tr❡ Gi ❡t Hj t❡r♠✐♥❡ ❛✉ss✐✳

▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧❡s ❆●r❛♣❤ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧❡s ❆❇♦① ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✸✳

❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥ ♥÷✉❞✱ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❆●r❛♣❤ t❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝✱

✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❆●r❛♣❤ à ré♣❛r❡r✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ✜♥✐t

é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡♥t ❛✉ss✐✳ ❈❡ q✉✐

♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✻✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s s✉r ✉♥ ❆●r❛♣❤ ♥❡ s♦♥t ✉t✐❧❡s

q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ =⇒⊓ ♦✉ =⇒∀ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ G ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✐✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ❢❛✉ss❡s✱ G r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳ ▲✬❆●r❛♣❤ R ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ Qk ❡st ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Qk ❡st ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲✬ét❛♣❡

❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s ❞❡ Qk✳ ▲❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡

❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❡s ♥÷✉❞s ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♥÷✉❞s à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✐❧s ♦♥t été ❣é♥érés✮

❡st =⇒❑
∃✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✺✱ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♥❡

✺✻



✷✳✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC

❣é♥ér❡r❛✐t ❛✉❝✉♥ ❝♦♥✢✐t✳ ❉♦♥❝R ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ❆●r❛♣❤

❝♦♠♣❧❡t ❡t ❞é♣♦✉r✈✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ s❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●1✮ à

✭●3✮✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♥✐ ✭●4✮ ♥✐ ✭●5✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✭●1✮ ✿ ❙♦✐❡♥t Ψ = T ∪ Aψ ❡t ▼ = T ∪ Aµ ❞❡✉① ❇❈ ❞✬ALC ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❚❇♦① T ✱ ❡t

φ ∈ ▼ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ Ψ ∔ ▼ |= φ✳ ▲♦rsq✉❡ m = 0 ♦✉ n = 0✱

Ψ ∔ ▼ = ▼ ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Ψ ∔ ▼ |= φ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ m > 0 ❡t n > 0✳ P♦✉r

t♦✉t R ∈ D✱ R ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ Qk ✐ss✉ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ Gi ∪ Hj ✳

❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ Hj ♥✐ ❞❡ ⊤ ⊑ ❑ ♥✬❛ été s✉♣♣r✐♠é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ Γ✱ ❞♦♥❝

R |= {⊤ ⊑ ❑}∪Hj ✳ ❙♦✐t D ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r

❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ✉♥ ❆●r❛♣❤ à ❧✬❆❇♦① ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ s❡s ♥÷✉❞s✳

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✷✱ ▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭❛✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✮ à

{Hj ∪ T }i✳ ❖r Ψ ∔ ▼ = {R ∪ T | R ∈ D} |= {Hj ∪ T }i✱ ❞♦♥❝ Ψ ∔ ▼ |= φ✳

✭●2✮ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ▼♦❞(Ψ)∩▼♦❞(▼) 6= ∅✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ▼♦❞(T )∩▼♦❞(Aψ)∩▼♦❞(Aµ) 6= ∅✳

Aψ ❡t Aµ ét❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♥s✐st❛♥t ♠♦❞✉❧♦ T ✱ m > 0 ❡t n > 0✳ ▲❡s Qk s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡

Aψ∪Aµ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s =⇒·✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✻✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ r❡st❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳ P❛r ❝♦rr❡❝✲

t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ Aψ∪Aµ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❆●r❛♣❤ ❧✐❜r❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♣❛r♠✐ {Qk}1 6 k 6 p ✳ ❙♦✐t D

❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥✳ ▲❡s Qk ❧✐❜r❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♥✬♦♥t ♣❛s

❜❡s♦✐♥ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❧❡✉r ❝♦ût ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ 0 ❡t ❝♦♠♠❡ ❝♦ût(ℓ) > 0✱ ❧❡s ❆❇♦① ❞❡ D

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❆●r❛♣❤ Qk ❧✐❜r❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❆✐♥s✐ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) =
⋃

A∈D ▼♦❞(A)∩▼♦❞(T )✳

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✸✱ D ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s −→· ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡

s✉r Aψ ∪ Aµ✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✷✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❆❇♦① ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭❛✉

r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✮ à Aψ ∪ Aµ ✿ ▼♦❞(Aψ ∪ Aµ) =
⋃

A∈D ▼♦❞(A)✳ ❉♦♥❝

▼♦❞(Ψ ∔ ▼) = ▼♦❞(Aψ ∪ Aµ) ∩▼♦❞(T ) = ▼♦❞(Ψ ∪▼)✳

✭●3✮ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ▼ s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t✳ ❙✐ Ψ ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t✱ m = 0 ❡t D = Aµ✱ ❞♦♥❝ Ψ ∔ ▼ = ▼

q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Ψ ❛✉ss✐ s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs m > 0 ❡t n > 0✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✳✺✳✷✱ ♣♦✉r t♦✉t Qk✱ ❧✬❆●r❛♣❤ R ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ Qk ❡st ❝♦♥✲

s✐st❡♥t ♠♦❞✉❧♦ T ✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❆❇♦① A ∈ D✱ ♦ù D ❡st ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛

✜♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥✱ A ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ T ✳ ❉♦♥❝ D ❡st ❛✉ss✐ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ T ✱

❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ✓ ❞é✲s❦♦❧é♠✐s❛t✐♦♥ ✔ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ D ❡t ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) =
⋃

A∈D ▼♦❞(A) ∩▼♦❞(T ) 6= ∅✳

✭●4✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t ✿ ❙♦✐❡♥t Ψ1 = {r(❛, ❜), ❆(❜)}✱ Ψ2 = Ψ1 ∪ {f} ❛✈❡❝ f = ∃r.(❆ ⊔ ❇)(❛)✱

▼ = {(∀r.¬❆)(a)} ✭T = ∅✮✱ ❡t ❝♦ût t❡❧ q✉❡ ❝♦ût(¬❆) < ❝♦ût(❆)✳ Ψ1 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Ψ2 ❝❛r

Ψ1 |= f ✳ ▼❛✐s Ψ1 ∔ ▼ ✭q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ▼ ∪ {❆(❜)}✮ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Ψ2 ∔ ▼ ✭q✉✐

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ▼ ∪ {f, ❆(❜), ∃r.(¬❆ ⊓ ❇)(❛)}✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ▼ 6|= ∃r.(¬❆ ⊓ ❇)(❛)✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✭●5✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s Ψ = {∀r.❆(❛)}✱ ▼1 = {r(❛, ❜),¬❆(❜)}✱ ❡t ▼2 = {r(❛, ❝)}✳

(Ψ ∔ ▼1) ∪▼2 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à {r(❛, ❜),¬❆(❜), r(❛, ❝)} ❛❧♦rs q✉❡ Ψ ∔ (▼1 ∪▼2) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t

à {r(❛, ❜),¬❆(❜), r(❛, ❝), ❆(❝)}✳

✷✳✺✳✺ ❆✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❚❇♦① ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡

❞é❜♦❣❛❣❡ ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❬❑❛❧②❛♥♣✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❙❝❤❧♦❜❛❝❤ ❡t ❈♦r♥❡t✱ ✷✵✵✸❪✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s à ❡♥❧❡✈❡r ❞✬✉♥❡ ❚❇♦① ♣♦✉r r❡st❛✉r❡r s❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳

P♦✉r ❞é❜♦❣✉❡r T ✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ s❡s ▼■P❙ ✭▼✐♥✐♠❛❧ ■♥❝♦❤❡r❡♥❝❡ Pr❡s❡r✈✐♥❣ ❙✉❜✲❚❇♦① ✻

❬❙❝❤❧♦❜❛❝❤ ❡t ❈♦r♥❡t✱ ✷✵✵✸❪✮ ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ T ♠✐♥✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛r♠✐

❝❡✉① q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛t♦♠✐q✉❡✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s à s✉♣♣r✐♠❡r

s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❍✐tt✐♥❣ ❙❡ts ❬❘❡✐t❡r✱ ✶✾✽✼❪ s✉r ❧❡s ▼■P❙✱ ❝❡t ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r

▼■P❙✳ ❬❑❛❧②❛♥♣✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼■P❙✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ t②♣❡ ✓ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ✔ q✉✐ ✐♥t❡rr♦❣❡ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡✉r ❡①t❡r♥❡✱ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✓ ❜♦ît❡

tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ✔ q✉✐ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❆●r❛♣❤ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸

♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❆❇♦① q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡s ❞é❞✉❝t✐♦♥s

❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ét❡♥❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ▼■P❙ ❞❡ T ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ▼■P❙ ❞❡ T ♠♦❞✉❧♦

✉♥❡ ❛✉tr❡ ❚❇♦① T0✳ ▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ T ♣❛r T0 ❡st ❛❧♦rs ré❞✉✐t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❚❇♦①

T ♠♦❞✉❧♦ T0✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ✈✐s❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s

❡t ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ✭●2✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧

❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ré✈✐s✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇❈ ✭❡t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ ✭●2✮✮ ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ T ♠✐♥✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱

❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ▼■P❙✳

❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣❧✉s ✜♥ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬◗✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ s✉r ❧❛ ▲❉

ALCO ✼✳ ■❧ ✈✐s❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❇❈ ❡t ❛❝❝❡♣t❡ ❞❡s ❆❇♦① ♥♦♥ ✈✐❞❡s ✭✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r

s✐♠✐❧❛✐r❡ s✉r ALCN ✽ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬▼❡②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✮✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s

✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛✛❛✐❜❧✐❡s ✐❝✐ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳

❈❡s rè❣❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✓ ♦♥❡ ♦❢ ✔ ❞❡ ALCO ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡①❝❡♣✲

t✐♦♥s ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✉♥ ❝♦ût é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡st

❛ttr✐❜✉é à ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ❛♣✲

✻✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✉ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ✔ ❛ ✉♥ s❡♥s ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥❡ ❇❈ ❡st ❞✐t❡ ✓ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ ✔ s✐ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛t♦♠✐q✉❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❇❈✳ ▲❡
t❡r♠❡ ✓ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✔ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳

✼✳ ▲❛ ▲❉ ALCO ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ALC q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s é♥✉♠ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✓ ♦♥❡ ♦❢ ✔ ✭♥♦té O✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts {❛1, . . . ❛n} ♦ù ❛1✱✳ ✳ ✳ ❛n s♦♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♠♠é❡s✱
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st {❛1

I , . . . ❛n
I}✳

✽✳ ▲❛ ▲❉ ALCN ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ALC✳ ▲❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✓♥✉♠❜❡r r❡str✐❝t✐♦♥ ✔ ✭♥♦té N ✮
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ∀nr ❡t ∃nr ♦ù n ∈ N ❡t r ❡st ✉♥ rô❧❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
I s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t {x ∈ ∆I | ❝❛r❞({y ∈ ∆I | (x, y) ∈ rI}) > n} ❡t {x ∈ ∆I | ❝❛r❞{y ∈ ∆I | (x, y) ∈ rI}) 6 n}✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ∀nr ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ∃n+1r✳

✺✽



✷✳✻✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ALC

♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Ψ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t❡s ❛✈❡❝ ▼✱ ❧❡ ❝♦ût ❛ss♦❝✐é

❛✉ rés✉❧t❛t ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s rè❣❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡st

❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❇❈ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❡t

♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✓ ♣❛r ❝÷✉r ✔ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣✉✐sq✉❡

❝❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r r❡st❡

❣r♦ss✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❝♦♥✢✐t à ♣r♦♣♦s ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳

➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ s❡✉❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ s✉r ▲❉ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s

❬◗✐ ❡t ❉✉✱ ✷✵✵✾❪✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡

❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❈ Ψ ♣❛r ▼ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ q✉✐

♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s

✐♠❛❣❡s ❞❡s rô❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡

❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rô❧❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st

❛❧♦rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥

♦❜t❡♥✉ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●✶✮ à ✭●✻✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ré❞✉✐t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦✉❜❧✐ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡st❡♥t ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉❡

❞❡s ❚❇♦① ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ▲❉ ❉▲✲▲✐t❡ ✾✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐ s✐ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❆❇♦① ♥♦♥

✈✐❞❡✳ ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❢❛✉① ♣♦✉r ALC ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❆❇♦① ✈✐❞❡✳

❬◗✐ ❡t ❉✉✱ ✷✵✵✾❪ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣rés❡r✈❡r

❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼

❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

✷✳✻ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ALC

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❧❡✈é

q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à

❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈ér✐✜és ♣❛r

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡

❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s été ❞é✜♥✐❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷ ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❇♦① ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❚❇♦①✱

♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✸ ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡

✾✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❉▲✲▲✐t❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❆✱ ⊤✱ ⊥✱ ¬❈✱ ❈ ⊓ ❉ ♦✉ >n r✱ ♦ù ❆ ❡st ✉♥
❝♦♥❝❡♣t ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❈ ❡t ❉ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ n ∈ N ❡t r ✉♥ rô❧❡✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ >n r r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❡❧✐é❡s à ❛✉ ♠♦✐♥s n ❛✉tr❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r r✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ✈❛✉t
>n rI = {u ∈ ∆I | ❝❛r❞{v ∈ ∆I | (u, v) ∈ rI} > n}✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ALC✳ ▲❡s rô❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣ ❡t ♣− ♦ù ♣ ❡st ✉♥ rô❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ♣− ❡st q✉❛❧✐✜é ❞❡ rô❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ♣✱

s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ✈❛✉t ♣−
I
= {(v, u) ∈ ∆I ×∆I | (u, v) ∈ ♣I}✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥ ALC ❞♦♥t ❧❡s ❚❇♦① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r

✉♥ ♠♦t❡✉r ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ❡①✐st❛♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✹✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥s ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥❝r❡ts

❬❇❛❛❞❡r ❡t ❍❛♥s❝❤❦❡✱ ✶✾✾✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

✷✳✻✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s

❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✳✺✳✸ ✭♣❛❣❡ ✺✼✱ à ♣r♦♣♦s ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●4✮✮

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

❧❡s ❇❈ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Ψ1 = {r(❛, ❜), ❆(❜)} ▼ = {(∀r.¬❆)(a)}

Ψ2 = Ψ1 ∪ {f} ❛✈❡❝ f = ∃r.(❆ ⊔ ❇)(❛)

Ψ1 |= f ❞♦♥❝ Ψ1 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à Ψ2 ♣♦✉rt❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❝♦ût(¬❆) < ❝♦ût(❆)✱ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸ ❞♦♥♥❡ ✿

Ψ1 ∔ ▼ = ▼ ∪ {❆(❜)}

Ψ2 ∔ ▼ = ▼ ∪ {❆(❜), ∃r.(¬❆ ⊓ ❇)(❛)}

Ψ2 ∔ ▼ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t à Ψ2 ∔ ▼✳

▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s f ❞❡ ❧✬❆❇♦① ré✈✐sé❡ Aψ t❡❧❧❡s q✉❡ Aψ \{f} |= f ❡st ✉♥ ♣rétr❛✐t❡✲

♠❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❛♥t

❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡ q✉❡ ❝❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ♥❡ rés♦✉❞r❛✐t ♣❛s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s

❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡❧q✉❡s

♣✐st❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ à ✉♥❡

❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ét❛♥t ❞é✜♥✐ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ♣❛s ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡✳

❈❡rt❛✐♥❡s ré♣❛r❛t✐♦♥s ❛tt❡♥❞✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜t❡♥✉❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✶ ✭♣❛❣❡ ✹✶✮ ✿

Aψ = {❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣), ❡①♣❧♦✐t❡(❧é♦, ❝❤❛♠♣)}

Aµ = {(∀❡①♣❧♦✐t❡.¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❧é♦)}

T = {❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊑ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥}

✻✵



✷✳✻✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ALC

■❧ ② ❛ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ Aψ ❡t Aµ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❞✉✐s❡ ❞❡s ♠✐r❛❜❡❧❧❡s ❡♥tr❛î♥❡ ❧❡

❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦rr❛✐♥✱ ♦r ❧é♦ ♥✬❡①♣❧♦✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦rr❛✐♥✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❞❡✉①

ré✈✐s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ❘❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❞✉✐s❡ ❞❡s ♠✐r❛❜❡❧❧❡s✳

✕ ❘❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ s♦✐t ❡①♣❧♦✐té ♣❛r P❛✉❧✳

❖r ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ✭q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝♦ût✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ Aψ✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣) s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥✲

séq✉❡♥❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ (¬❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡⊔❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣) ❡t ❞❡ ❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)✱ ❛✉❝✉♥

❛r❝ ♥✬❡st ❝réé ❞❛♥s G1 ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣) ❡t ¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)✳

=⇒⊔

❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

❡①♣❧♦✐t❡(❧é♦, ❝❤❛♠♣)

(¬❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

¬❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

�±❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

G1

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)
✳

✳

✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ Aψ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ❑(❧é♦) ♥✬❡st ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❯♥ s❡✉❧
❆●r❛♣❤ Gi ♦✉✈❡rt ❡st ❣é♥éré✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣❛s ❑(❧é♦))✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝H1 = Aµ✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ G1∪H1

❣é♥èr❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣) ❡t ¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣) ✭✜❣✉r❡ ✷✳✽✮✳

❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

❡①♣❧♦✐t❡(❧é♦, ❝❤❛♠♣)

(¬❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

(∀❡①♣❧♦✐t❡.¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❧é♦)

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

�±❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

=⇒⊔

=⇒∀

=⇒�

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❡♥tr❡ G1 ❡t H1 = Aµ✳

❯♥❡ s❡✉❧❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✾✮✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ ♥÷✉❞ ❡①♣❧♦✐t❡(❧é♦, ❝❤❛♠♣)

q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣) ❛✈❡❝ Aµ✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣)

❡①♣❧♦✐t❡(❧é♦, ❝❤❛♠♣)

(¬❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡ ⊔ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣)

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

(∀❡①♣❧♦✐t❡.¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❧é♦)

¬❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

�±❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)

=⇒⊔

=⇒∀

=⇒�

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❡♥tr❡ G1 ❡t H1 = Aµ✳

▲✬❛✉tr❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ ♥÷✉❞ ❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣) q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡

❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣) ❛✈❡❝ T ✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦♣♦sé❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛r❝ ❡♥tr❡

❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣) ❡t ❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣)✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❈❤♣▲♦rr❛✐♥(❝❤❛♠♣) s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

❞❡ ❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣) ❡t ❞❡ (¬❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡⊔❈❤♣▲♦rr❛✐♥)(❝❤❛♠♣) ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲

♠❡♥t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❈❤♣▼✐r❛❜❡❧❧❡(❝❤❛♠♣) ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡

❞r♦✐t❡✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ❈i(❛) ✐ss✉ ❞❡ ❉(❛) = (❈1 ⊔ . . . ⊔ ❈k)(❛) ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❉(❛) ❡t ❞❡s ♥÷✉❞s

♣r♦✈♦q✉❛♥t ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❉(❛)✳

◗✉❡st✐♦♥ ✶✳ ▲♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ Aψ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❈i(❛) ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞❡

(❈1 ⊔ . . . ⊔ ❈k)(❛) ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ =⇒⊔ ❡t t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❣é♥éré❡s

à ♣❛rt✐r ❞❡ (❈1 ⊔ . . . ⊔ ❈k)(❛) s♦♥t ❢❡r♠é❡s✳ ❊st✲✐❧ s✉✣s❛♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛rêt❡s =⇒⊔ ❡♥tr❡ ❧❡s

❝❛✉s❡s ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐ss✉❡s ❞❡ (❈1 ⊔ . . . ⊔ ❈k)(❛) ❡t ❈i(❛) ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❄

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✻✳✶✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♥÷✉❞ N ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✱ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s r❡❧✐és à N ♣❛r ❞❡s ❛r❝s

=⇒⊓ ❡t =⇒❑
∃ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠és ❛✉ss✐✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r

t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s r❡❧✐és à N ♣❛r =⇒∀✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ♣❛r ❝♦✉♣❧❡ r(❛, ❜)✱ (∀r.❈)(❛)

à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s à été ❣é♥éré N ✳ ■❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡♥tr❛î♥❛♥t N ✱ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ Aψ = {r(❛, ❜), r(❝, ❜),¬❈(❜)} ❡t Aµ = {(∀r.❈)(❛), (∀r.❈)(❝)}✱ q✉❛tr❡ ❛r❝s =⇒∀

♣♦✐♥t❡♥t s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❈(❜)✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡

ré♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ N ✳

❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡♥t s✐ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❛r❝s =⇒⊔ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s ❤❛✉t✳

P♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ❈i0(❛) ✐ss✉ ❞❡ (❈1⊔ . . .⊔❈k)(❛) s✉r ❧❡q✉❡❧ ♣♦✐♥t❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❝s =⇒⊔✱

✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❛ss❡③ ❞❡ ♥÷✉❞s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛r❝s ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ✉♥❡

❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❈i(❛)✳ ❈♦♠♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❄

✷✳✻✳✷ ❱❡rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✱

❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r

✻✷



✷✳✻✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ALC

❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❈ Ψ = T ∪Aψ ♣❛r ✉♥❡ ❇❈ ▼ = T ∪Aµ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s

❞❡ ❝❡✉① ❞❡ Ψ s❡❧♦♥ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ✭Aψ ❡t Aµ s♦♥t ❞❡s ❆❇♦① ❡t T = {⊤ ⊑ ❑}✮✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥

❡st ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣✐st❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

❖♥ ♥♦t❡ C ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t R ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rô❧❡s ❡♠♣❧♦②és ❞❛♥s Ψ ❡t

▼✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ✐♥st❛♥❝❡s(A) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❆❇♦① A✳

❉✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s Inst

❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Ψ ❡t ▼✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Inst ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉①

✐♥st❛♥❝❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ALC s✉r ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞♦♥♥é

♣❛r C✱ R ❡t Inst ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉✬❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s

♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s t♦✉t❡s ❧❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡

✐♥✜♥✐✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❇❈ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❡♥ ALC ❛❞♠❡t ✉♥

♠♦❞è❧❡ ✜♥✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✜♥✐❡s✳

❙✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✓ ♦✉✐ ✔✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ♥❡ ❝♦♠♣❛r❡r q✉❡

❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡✳

◗✉❡st✐♦♥ ✷✳ ❙✐ Ψ ❡t ▼ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ❛❞♠❡tt❡♥t✲❡❧❧❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✜♥✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t I ❡t

J ✱ t❡❧s q✉❡ ∆I = ∆J ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ∈ Inst✱ ❛I = ❛J ❄

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r +∞

❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦✉ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳✶✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s (I, J)

t❡❧ q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s(I) = ✐♥st❛♥❝❡s(J)✱ ∆I = ∆J ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❛ ∈ ✐♥st❛♥❝❡s(I)✱ ❛I = ❛J ✿

d(I, J) =
∑

❆∈C

❝❛r❞(❆I △ ❆J) +
∑

r∈R

❝❛r❞(rI △ rJ)

❡t d(I, J) = +∞ s✐♥♦♥✱ ♦ù ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s U ❡t V ✱ U △ V ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s②♠étr✐q✉❡

❡♥tr❡ U ❡t V ✿ U △ V = (U \ V ) ∪ (V \ U)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥

▲✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛r ✭❆4′✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❇❈ ❞❡ ALC✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡

❝♦♠♣❛r❡ q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✜♥✐❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✜♥✐❡s✱ ♦r t♦✉t❡ ❇❈ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❡ ALC ❛❞♠❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♥✜♥✐s✳

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r Ψ ∔ ▼ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❇❈ ❞♦♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡

r❡t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t q✉✐ ❛ ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

◗✉❡st✐♦♥ ✸✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❇❈ Φ t❡❧❧❡ q✉❡ ▼♦❞(Φ) s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❈ ❝♦♥t❡♥❛♥t ▼✐♥
d(▼♦❞(Ψ),·)

▼♦❞(▼) ❄

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥

Ψ ❡t ▼ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r ♣♦✉r r❡t❡♥✐r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ ❄ ▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✷ ✭♣❛❣❡ ✹✺✮ ét❛❜❧✐t ✉♥❡

éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❚❇♦① T ✱ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❆❇♦① A0 ❡t ❧❡s ❆❇♦① A1, . . . ,An

♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r A0✳

◗✉❡st✐♦♥ ✹✳ P❡✉t✲♦♥ ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ A0 ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s Ai ❄

❈❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ s✉✐✈❛♥t ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡s ❆❇♦① Gi ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r Aψ ✭♦♥ r❡♣r❡♥❞

❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❆❇♦① à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❆●r❛♣❤✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ s❡r❛✐❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s Hj ✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ✭♣❛❣❡ ✶✶✮

♣❡r♠❡ttr❛✐t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ ❡t ▼

à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Gi ❡t Hj ✳

◗✉❡st✐♦♥ ✺✳ ❙✐ ▼♦❞(Ψ ∔ ▼) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉❣❣éré ♣❛r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✸✱ ♣❡✉t✲✐❧ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ▼♦❞(Gi ∔ Hj) ❄

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ré♣❛r❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❡s ❆❇♦①Qk ✐ss✉❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r Gi ∪Hj ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Gi ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ Hj ✳

◗✉❡st✐♦♥ ✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r Gi ∪Hj ♥❡ ❣é♥èr❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡

❆❇♦① Qk✱ q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ré♣❛ré❡✳ ▲❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t✲❡❧❧❡s ✈r❛✐❡s ❄

✕ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❆(❛) ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ I ❞❡ Gi ❡t t♦✉t ♠♦❞è❧❡ J ❞❡ Hj✱

❛I ∈ ❆I ❡t ❛J /∈ ❆J ✳

✕ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ¬❆(❛) ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ I ❞❡ Gi ❡t t♦✉t ♠♦❞è❧❡ J ❞❡

Hj✱ ❛I /∈ ❆I ❡t ❛J ∈ ❆J ✳

✕ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ r(❛, ❜) ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ I ❞❡ Gi ❡t t♦✉t ♠♦❞è❧❡ J ❞❡

Hj✱ (❛I , ❜I) ∈ rI ❡t (❛J , ❜J) /∈ rJ ✳

❈♦♠♠❡♥t ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ I ❞❡ Gi ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ J ❞❡ Hj✱ (❛I , ❜I) /∈ rI ❡t

(❛J , ❜J) ∈ rJ ❄

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❆(❛) ❡t ❆(❜) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❡✉❧

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ I t❡❧ q✉❡ ❛I = ❜I ✳ ❈❡❧❛ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

❡t ❞♦♥❝ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛

ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✳ ❈❡t

❡①❡♠♣❧❡ ❡st r❡♣r✐s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳✶✳

✻✹



✷✳✻✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ALC

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ré✈✐s✐♦♥s ❞❡ Ψ ♣❛r ▼ ❡t ❞❡ Ψ′ ♣❛r ▼ ♦ù ✿

Ψ = {r(❛, ❜), ❆(❜)}

Ψ′ = {r(❛, ❜), ❆(❜), (∃r.(❆ ⊔ ❇))(❛)}

▼ = {(∀r.¬❆)(❛)}

Ψ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à Ψ′✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✳ ❆✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❆❇♦①✱

❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❆❇♦① ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ✉♥✐♦♥ ❞❡ G1 = Ψ ❡t H1 = ▼ ✿

Q1 = Ψ ∪▼ ∪ {¬❆(❜),�±❆(❜)}

❉❡✉① ré♣❛r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

R1 = ▼ ∪ {❆(❜)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t r(❛, ❜)

R2 = ▼ ∪ {r(❛, ❜),¬❆(❜)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❆(❜)

❆✈❡❝ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳✶✱ Ψ ∔d ▼ ✈❛✉t ✿

✕ R1 s✐ ❝♦ût(❆) > ❝♦ût(r)✳

✕ R2 s✐ ❝♦ût(r) > ❝♦ût(❆)

✕ ▲❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s✐ ❧❡s ❝♦ûts s♦♥t é❣❛✉①✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ′ ♣❛r ▼✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ Ψ′ ❣é♥èr❡ ❞❡✉① ❆❇♦① ✿

G′
1 = Ψ′ ∪ {r(❛, ✐), ❆(✐)}

G′
2 = Ψ′ ∪ {r(❛, ✐), ❇(✐)}

♦ù i ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❆✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ▼✱ ♦♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡

Hj ✿ H1 = ▼✳ ▲❡s ❆❇♦① G′
1 ∪ H1 ❡t G′

2 ∪ H1 ❣é♥èr❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❆❇♦① ❝❤❛❝✉♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

Q′
1 ❡t Q′

2 ✿

Q′
1 = G′

1 ∪H1 ∪ {¬❆(❜),¬❆(✐),�±❆(❜),�±❆(✐)}

Q′
2 = G′

2 ∪H1 ∪ {¬❆(❜),¬❆(✐),�±❆(❜)}

◗✉❛tr❡ ré♣❛r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r Q′
1 ✿

R′
1 = H1 ∪ {❆(❜), ❆(✐)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t r(❛, ❜) ❡t r(❛, ✐)

R′
2 = H1 ∪ {❆(❜), r(❛, ✐),¬❆(✐)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t r(❛, ❜) ❡t ❆(✐)

R′
3 = H1 ∪ {r(❛, ❜),¬❆(❜), ❆(✐)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❆(❜) ❡t r(❛, ✐)

R′
4 = H1 ∪ {r(❛, ❜),¬❆(❜), r(❛, ✐),¬❆(✐)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❆(❜) ❡t ❆(✐)

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❉❡✉① ré♣❛r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r Q2 ✿

R′
5 = H1 ∪ {❆(❜),¬❆(✐), ❇(✐)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t r(❛, ❜)

R′
6 = H1 ∪ {r(❛, ❜),¬❆(❜), r(❛, ✐),¬❆(✐), ❇(✐)} ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❆(❜)

❚♦✉t ♠♦❞è❧❡ I ❞❡ R′
1 t❡❧ q✉❡ ❜I 6= ✐I ❡st à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 2 · ❝♦ût(r) ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ G1✱ ❝❡✉① ❞❡ R′
2 ❡t R′

3 s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❝♦ût(❆)+❝♦ût(r) ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ G′
1✱ ❡t

❝❡✉① ❞❡ R′
4 s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 2 · ❝♦ût(❆) ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ G′

1✳ ❖r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡

J1 ❞❡ R′
5 à ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦ût(r) ❞✉ ♠♦❞è❧❡ I1 ❞❡ G′

2✱ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ J2 ❞❡ R′
6 à ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦ût(❆) ❞✉

♠♦❞è❧❡ I2 ❞❡ G′
2 ✿

d(I1, J1) = ❝♦ût(r) ❛✈❡❝ ✿ ❆I1 = ❆J1 = {❜} ❇I1 = ❇J1 = {✐} rI1 = {(❛, ❜)} rJ1 = ∅

d(I2, J2) = ❝♦ût(❆) ❛✈❡❝ ✿ ❆I2 = {❜} ❆J2 = ∅ ❇I2 = ❇J2 = {✐} rI2 = rJ2 = ∅

❙✐ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s I t❡❧❧❡s q✉❡ ❜I = ✐I ✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛

ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ′ ♣❛r ▼ s♦♥t ✿

✕ R′
5 s✐ ❝♦ût(❆) > ❝♦ût(r)✱ ❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❛♣rès ✓ ❞é✲s❦♦❧é♠✐s❛t✐♦♥ ✔✱ à ▼∪ {❆(❜)}✱ ♦♥

r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✳

✕ R′
4 s✐ ❝♦ût(r) > ❝♦ût(❆)✱ ❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❛♣rès ✓ ❞é✲s❦♦❧é♠✐s❛t✐♦♥ ✔✱ à

▼ ∪ {r(❛, ❜),¬❆(❜), (∃r.¬❆ ⊓ ❇)(❛, ✐)} ❡t ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥

❞❡ Ψ ♣❛r ▼✳

✕ ▲❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s✐ ❝♦ût(r) = ❝♦ût(❆)✱ ❧à ❡♥❝♦r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t à

❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s I t❡❧❧❡s q✉❡ ❜I = ✐I ✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✳

R′
2✱ R

′
3 ❡t R′

5 ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ I t❡❧ q✉❡ ❜I = ✐I ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ J3 ❞❡ R′
1 à ❞✐st❛♥❝❡

❝♦ût(r) ❞✉ ♠♦❞è❧❡ I3 ❞❡ G′
1✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ J4 ❞❡ R′

4 à ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦ût(❆) ❞✉ ♠♦❞è❧❡ J3 ❞❡ G′
1 ✿

d(I3, J3) = ❝♦ût(r) ❛✈❡❝ ✿ ❆I3 = ❆J3 = {❜} ❇I3 = ❇J3 = ∅ rI3 = {(❛, ❜)} rJ3 = ∅

d(I4, J4) = ❝♦ût(❆) ❛✈❡❝ ✿ ❆I4 = {❜} ❆J4 = ∅ ❇I4 = ❇J4 = ∅ rI4 = rJ4 = {(❛, ❜)}

❉♦♥❝ s✐ ❝♦ût(❆) < ❝♦ût(r)✱ Ψ′ ∔ ▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à R′
4∨R′

6✳ ❖r R
′
4 ⊆ R′

6✱ Ψ
′ ∔ ▼ ❡st ❞♦♥❝

éq✉✐✈❛❧❡♥t à R′
4✱ s♦✐t✱ ❛♣rès ❧❛ ✓ ❞é✲s❦♦❧é♠✐s❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ ✐ ✿ ▼ ∪ {r(❛, ❜),¬❆(❜)}✳

❙✐ ❝♦ût(❆) > ❝♦ût(r)✱ Ψ′ ∔ ▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à R′
1 ∨ R′

5✳ ❆♣rès ❧❛ ✓ ❞é✲s❦♦❧é♠✐s❛t✐♦♥ ✔ ❞❡

✐✱ R′
1 ❞❡✈✐❡♥t ▼ ∪ {❆(❜)} ❡t R′

5 ❞❡✈✐❡♥t ▼ ∪ {❆(❜), (∃r.(¬❆ ⊓ ❇))(❛)} q✉✐ ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡

▼ ∪ {❆(❜)}✳ ❉♦♥❝ Ψ′ ∔ ▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ▼ ∪ {❆(❜)}✳

❙✐ ❝♦ût(❆) = ❝♦ût(r)✱ Ψ′ ∔ ▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✻✳✷✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❜ ❡t ✐✱ ❧❡s ❆❇♦① R′
2✱ R

′
3 ❡t R′

5 ❞❡✈✐✲

❡♥♥❡♥t ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ réé✈❛❧✉❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❆❇♦① ❛♣rès ❛✈♦✐r

✐❞❡♥t✐✜é ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡♥ ♣♦✉rs✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥✲

✻✻



✷✳✻✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ALC

st❛♥❝❡s ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ r(❛, ❝) ∈ Rl ❡t

(∀r.❈)(❜) ∈ Rl✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛ ❡t ❜ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ =⇒∀✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❈ = (∃r.❉) ❧❡ ♥÷✉❞ (∃r.❉)(❝) ❣é♥éré ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ =⇒❑
∃ ❡t ❞♦♥❝

❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

◗✉❡st✐♦♥ ✼✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s r❡❧❛♥❝❡ ❞♦♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

❡t ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥✳ P❡✉t✲♦♥ ❛ss✉r❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❄ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡st✲❝❡ s✉✣s❛♥t ❄

✷✳✻✳✸ ❱❡rs ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❈ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭❆❇♦① ❡t ❚❇♦① ♥♦♥ ✈✐❞❡s✮

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ①

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ① q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✓ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é❞✉✐t ♣♦✉r ① ❞♦✐t êtr❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ❧❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ALC à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭▲✶❖✮✱ ∀① ❑(①) s❡r❛ ✐♥t❡r♣rété

❝♦♠♠❡ ⊤ ⊑ ❑✳

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✷✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❆❇♦① A ❡t ✉♥❡ ❚❇♦① T = {⊤ ⊑ ❑}✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥

❞✬❆❇♦① D ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s −→· ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭❛✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès ❞❡s

✐♥st❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✮ à A ♠♦❞✉❧♦ T ✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

A ∪ T ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
∨

B∈D

B ∧ T

◗✉❡st✐♦♥ ✽✳ ❙♦✐t A❑(①) = A❑∪{❑(①)} ❡t D(①) ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡s rè❣❧❡s −→· s✉r A❑(①)✳ D(①) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à A❑(①) ♠♦❞✉❧♦ T ✭① ét❛♥t tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

✐♥st❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧❡✮✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st✲❡❧❧❡ ✈r❛✐❡ ❄

A ∪ T ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∀x
∨

B(①)∈D(①)

B(①)

●é♥ér❡r ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❡♥tr❡ Aψ∪Tψ ❡t Aµ∪Tµ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇❈ Ψ = Aψ∪Tψ

♣❛r ▼ = Aµ ∪ Tµ✳

❖♥ ♥♦t❡ A
❑ψ
ψ (①) = A

❑ψ
ψ ∪ {❑ψ(①)} ❡t A❑µ

µ (①) = A
❑µ
µ ∪ {❑µ(①)}✳

❖♥ ❣é♥èr❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❡♥tr❡ A
❑ψ
ψ (①) ❡t A❑µ

µ (①) ✿

✕ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ A
❑ψ
ψ (①) ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s =⇒⊓✱ =⇒⊔✱ =⇒

❑ψ
∃ ✱ =⇒∀✱ ❡t ♦♥ r❡t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{Gi(①)}16i6m ❞❡s ❆●r❛♣❤ s❛♥s ❝♦♥✢✐t✳ ❙✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✽ ❡st ✈r❛✐❡✱ Ψ

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∀x
∨

i

Gi(①)✳

✕ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ A
❑µ
µ (①) ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s =⇒⊓✱ =⇒⊔✱ =⇒

❑µ
∃ ✱ =⇒∀✱ ❡t ♦♥ r❡t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{Hj(①)}16j6n ❞❡s ❆●r❛♣❤ s❛♥s ❝♦♥✢✐t✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✽✱

▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∀x
∨

j

Hj(①)✳

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✕ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❆●r❛♣❤ Gi(①) ❧❡s ❑µ(❛) ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s

Gi(①)✳

✕ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❆●r❛♣❤ Hj(①) ❧❡s ❑ψ(❛) ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s

Hj(①)✳

✕ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ Gi(①)∪Hj(①) ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s =⇒⊓✱ =⇒⊔✱ =⇒
❑ψ⊓❑µ
∃ ✱ =⇒∀✱ ❡t =⇒�✳ ❈❡ q✉✐

❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ {Qk(①)}16k6p ❞✬❆●r❛♣❤ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✳

➚ ❝❡ st❛❞❡✱ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❆●r❛♣❤ Q(①) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❛❧♦rs Ψ ∪ ▼ ❡st

s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Qk(①)}16k6p ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Aψ ∪ Aµ ∪ {(❑ψ ⊓ ❑µ)(①)}

❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s =⇒· ✭s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉r❛♥t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮✱ ❞♦♥❝

❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✸✱

Aψ ∪Aµ ∪{(❑ψ ⊓ ❑µ)(①)} ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ❑ψ ⊓ ❑µ✳ ❊t ❞♦♥❝ Aψ ∪Aµ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦

❑ψ ⊓ ❑µ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ Ψ ∪▼ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été

♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✽✱ Ψ ∔ ▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∀x
∨

k

Qk(①)

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ré♣❛r❡r ❞❡s ❝♦♥✢✐ts

❘é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts

◗✉❡st✐♦♥ ✾✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❆●r❛♣❤ {Qk(①)}16k6p s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡s =⇒·

♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ∀x
∨

kRk(①) ❡st✲✐❧ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ k0 t❡❧ q✉❡ ✿

✶✳ Rk0 ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❞❡ Qk0(①) ✐❧ ❡①✐st❡ k t❡❧ q✉❡ ✿

{❈ | ❈(①) ∈ Qk(①)} ⊆ {❈ | ❈(❛) ∈ Qk0(①)}

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥t ❞❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❆●r❛♣❤ {Qk(①)}16k6p ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ s✉♣♣r❡s✲

s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❉(❛) ∈ Rk0 ♣❡✉t r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ P♦✉r ❧❛ ♣rés❡r✈❡r ✐❧ ♣❡✉t êtr❡

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ❈(①) ❞❛♥s ✉♥ ❆●r❛♣❤ Qk ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❛✈❛♥t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥

❞❡ ❉(❛)✱ ♦♥ ❛✈❛✐t {❈ | ❈(①) ∈ Qk(①)} ⊆ {❈ | ❈(❛) ∈ Qk0(①)}✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❉(①) ❞❛♥s ❝❡

Qk ❝♦♥✈✐❡♥t✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✻✳✸✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ r❡♥❞ ❧❡s ré♣❛r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs

❆●r❛♣❤ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ré♣❛r❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ✭s❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✮✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ ♣❛r ✉♥❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ✿

✷✬✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❞❡ Qk0(①)✱ {❈ | ❈(①) ∈ Qk0(①)} ⊆ {❈ | ❈(❛) ∈ Qk0(①)}✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❆●r❛♣❤ {Qk(①)}16k6p ❣é♥érés à

♣❛rt✐r ❞❡ A
❑ψ
ψ (①) ❡t A❑µ

µ (①) ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s r❡s♣❡❝t❡r ✭✷✬✮✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧♦rsq✉❡ Ψ∪▼ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡✳

✻✽



✷✳✼✳ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ✿

Ψ = {⊤ ⊑ ❆ ⊔ ❇}

▼ = {(❆ ⊓ ¬❇)(❛),¬❆ ⊓ ❇)(❜)}

P♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✬✮✱ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ {Qk(①)}16k6p ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠és✱ ❝❡ q✉✐ ❡st

❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭●✷ ✮✳

✷✳✻✳✹ ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t❡✉r ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ❡①✐st❛♥t

▲❡ ♠♦t❡✉r ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s P❡❧❧❡t ❬❙✐r✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬P❡❧❧❡t✱ ✷✵✶✶❪ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ s❛t✐s✜✲

❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡s st❛♥❞❛r❞s ❖❲▲ ❬❲✸❈ ❖❲▲ ❲♦r❦✐♥❣ ●r♦✉♣✱ ✷✵✵✾❪ q✉✐ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ▲❉ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s q✉❡ ALC✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧✬❡①♣❧♦✐t❡r ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✲

✐té ❞❡ ❇❈ ❡♥ALC✳ ❉✬❛♣rès ❬❙✐r✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ P❡❧❧❡t ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✓ tr❛ç❛❣❡ ✔ ❞❡s ❞é✲

❞✉❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❛✉ss✐ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❛r

❬❑❛❧②❛♥♣✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ q✉✐ s✬❡♥ s❡rt ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡✳

❯♥ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❡♥ ❝♦✉rs ✭❝❡❧✉✐ ❞❡ ❏✉❧✐❡♥ ❙té✈❡♥♦t✮ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡

s②stè♠❡ ❞❡ ✓ tr❛ç❛❣❡ ✔ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♥st✐t✉❡r ❧❡s ❆●r❛♣❤ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r P❡❧❧❡t ♣♦✉r ✐♠♣❧❛♥t❡r ✉♥ s②s✲

tè♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s

❞♦♥t ❜é♥é✜❝✐❡ P❡❧❧❡t✳ ❈❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s r❡♥❞❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡

❬❍♦rr♦❝❦s✱ ✶✾✾✼❪✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

❡①♣r❡ss✐✈❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❊①♣❚✐♠❡✲❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ALC✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s r✐sq✉❡♥t

❞✬✐♥t❡r❢ér❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✱ ❡t ✐❧ s❡r❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡♥ ❞és❛❝t✐✈❡r q✉❡❧q✉❡s

✉♥❡s✳

✷✳✼ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t

✐rré❢✉t❛❜❧❡s ✿ ❝❡ s♦♥t s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r✐té ✭❈■✮✳ ❈❡t ❛❣❡♥t r❡ç♦✐t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡✳ ▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡

❇❈ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❈■ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ■❧ ❧✉✐ ❢❛✉t ❞♦♥❝ r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s r❡ç✉❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❇❈ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❈■✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣rés❡♥té ❡♥

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ♣r♦♣♦s

❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝②❝❧✐st❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦✉rs❡✱ ❞♦♥t ✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t à t✐r❡r ✉♥❡ ❇❈ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝

❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✐✛✉sé❡s ♣❛r ❧❛ té❧é✈✐s✐♦♥ ✭q✉✐ ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❈■✮✳

P❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥

rés✉❧t❛t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❈■✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ♦♥t été

ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✶✳ P✉✐s ♥♦✉s

✈❡rr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✷

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✷✳✼✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ △ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ B ❞❡ ❇❈✱ ❡t ✉♥❡ ❇❈ IC✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥✲

té❣r✐té✱ ❡t q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❇❈△IC(B) q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ B

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ IC✳ B r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❢✉s✐♦♥♥❡r✱ ❝❤❛q✉❡ ❇❈ ❞❡ ❝❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳✶✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉q✉❡❧ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❡✉t ❛♣✲

♣❛rt❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ✱ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ M ❞✬é❧é✲

♠❡♥ts ❞❡ U ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ U ❞❛♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s N q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ U

❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à M✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡

à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♥ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡st ♥♦♥

♥✉❧✱ ❡t ❡♥ ré♣ét❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ♦r❞r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ {1, 1, 3}

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❝♦♥t❡♥❛♥t 1 ❞❡✉① ❢♦✐s ❡t 3 ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té

❞❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ét❛♥t 0✳

▲✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s M1 ❡t M2✱ ♥♦té❡ M1∪M2✱ ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥

❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ {1, 1, 3}∪{0, 3, 5} = {0, 1, 1, 3, 3, 5}✳

P♦✉r ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ B ❞❡ ❇❈✱ ♦♥ ♥♦t❡ ▼♦❞s(B) = {▼♦❞(Ψ) | Ψ ∈ B} ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡

❢♦r♠é ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❇❈ ❞❡ B✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ B ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❇❈ Ψ1 ❡t Ψ2 ❛✈❡❝ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s n1 ❡t n2 ❡t t❡❧❧❡s

q✉❡ ▼♦❞(Ψ1) = ▼♦❞(Ψ2)✱ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❇❈ ❞❡ B ♥✬❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❛❧♦rs ▼♦❞(Ψ1)

❛✉r❛ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ n1 + n2 ❞❛♥s ▼♦❞s(B)✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❢✉s✐♦♥♥❡r s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉✐

❡st ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❛✉r❛ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ❛♣♣♦rté❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥❡

s♦✉r❝❡✳

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦st✉❧❛ts ✐♥s♣✐rés ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

P♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✜♥✐❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✼✵



✷✳✼✳ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❆●▼ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✿

(△✲0) ▼♦❞(△IC(B)) ⊆ ▼♦❞(IC)

(△✲1) ❙✐ ▼♦❞(IC) 6= ∅ ❛❧♦rs ▼♦❞(△IC(B)) 6= ∅

(△✲2) ❙✐
⋂

Ψ∈B

▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(IC) 6= ∅ ❛❧♦rs

▼♦❞(△IC(B)) =
⋂

Ψ∈B

▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(IC)

(△✲3) ❙✐ ▼♦❞(IC1) = ▼♦❞(IC2) ❡t ▼♦❞s(B1) = ▼♦❞s(B2) ❛❧♦rs

▼♦❞(△IC1(B1)) = ▼♦❞(△IC2(B2))

(△✲4) ❙✐ ▼♦❞(Ψ1) ⊆ ▼♦❞(IC) ❡t ▼♦❞(Ψ2) ⊆ ▼♦❞(IC) ❛❧♦rs

▼♦❞(△IC({Ψ1,Ψ2})) ∩▼♦❞(Ψ1) 6= ∅ ss✐

▼♦❞(△IC({Ψ1,Ψ2})) ∩▼♦❞(Ψ2) 6= ∅

(△✲5) ▼♦❞(△IC(B1)) ∩▼♦❞(△IC(B2)) ⊆ ▼♦❞(△IC(B1 ∪ B2))

(△✲6) ❙✐ ▼♦❞(△IC(B1)) ∩▼♦❞(△IC(B2)) 6= ∅ ❛❧♦rs

▼♦❞(△IC(B1 ∪ B2)) ⊆ ▼♦❞(△IC(B1)) ∩▼♦❞(△IC(B2))

(△✲7) ▼♦❞(△IC1(B)) ∩▼♦❞(IC2) ⊆ ▼♦❞(△IC1∩IC2(B))

(△✲8) ❙✐ ▼♦❞(△IC1(B)) ∩▼♦❞(IC2) 6= ∅ ❛❧♦rs

▼♦❞(△IC1∪IC2(B)) ⊆ ▼♦❞(△IC1(B))

♦ù IC✱ IC1✱ IC2✱ Ψ1 ❡t Ψ2 s♦♥t ❞❡s ❇❈ t❡❧❧❡s q✉❡ ▼♦❞(Ψ1) 6= ∅✱ ▼♦❞(Ψ2) 6= ∅ ❡t ♦ù B✱ B1✱ ❡t

B2 s♦♥t tr♦✐s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❇❈ ❝♦❤ér❡♥t❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼✳✶✳ (△✲8) ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ (△✲7)✱ ▼♦❞(IC2) ❛ été ♦♠✐s ❞❡

❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛r ▼♦❞(△IC1∪IC2(B)) ⊆ ▼♦❞(IC2) ❡st

❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ (△✲0) ♣✉✐sq✉❡ ▼♦❞(IC1 ∪ IC2) = ▼♦❞(IC1) ∩ ▼♦❞(IC2) ⊆ ▼♦❞(IC2)✳ ❈❡tt❡

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✳

(△✲0) ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r✐té✳ ❈❡ ♣♦st✉❧❛t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✭●1✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

(△✲1) ét❛❜❧✐t q✉❡ s✐ IC ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s B ❞♦✐t ❞♦♥♥❡r ✉♥

rés✉❧t❛t ❝♦❤ér❡♥t✳ ❈❡ ♣♦st✉❧❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✭●3✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

(△✲2) ét❛❜❧✐t q✉❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s B s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥✲

té❣r✐té IC✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❢❛✐r❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❇❈ ✿
⋂

Ψ∈B ▼♦❞(Ψ) ∩ ▼♦❞(IC) = ▼♦❞
(⋃

Ψ∈B Ψ ∪ IC
)
✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣♦st✉❧❛t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✬✐❧

♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ♦♥ ♥❡ ❧❡ ❢❛✐t ♣❛s✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

♣♦st✉❧❛t ✭●2✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

(△✲3) ét❛❜❧✐t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●4✮ ❞❡ ❧❛

ré✈✐s✐♦♥✳

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

(△✲4) ❛ss✉r❡ ❧✬éq✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✿ s✐ ❞❡✉① ❇❈ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s B s♦♥t

❝♦❤ér❡♥t❡s sé♣❛ré♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r✐té✱ ❛❧♦rs s♦✐t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ r❡t✐❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❇❈✱

s♦✐t ❡❧❧❡ r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s ❞❡✉①✳

▲❡s ♣♦st✉❧❛ts (△✲5) à (△✲8) ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣♦rtés ❛✉① ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ B✳

(△✲5) ❡t (△✲6) ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ ❢✉✲

s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❇❈

❞♦♥♥❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥✲

tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r

✉♥✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❝❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✳

△IC({Ψ3,Ψ4})

△IC({Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4})

△IC({Ψ1,Ψ2})

IC

Ψ1

Ψ3

Ψ2

Ψ4

(△✲7) ❡t (△✲8) ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛

❢✉s✐♦♥ ❞❡ B s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s IC1

❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s IC2✱

❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ B s♦✉s ❧❡s ❝♦♥✲

tr❛✐♥t❡s IC1 ∪ IC2 ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦♥✲

❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ IC2 ❡t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡

B s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s IC1✳ ❈❡s ♣♦st✉✲

❧❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①

♣♦st✉❧❛ts ✭●5✮ ❡t ✭●6✮ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

IC1

IC2

Ψ1

Ψ3

Ψ2

△IC2
({Ψ1,Ψ2,Ψ3})

△IC1
({Ψ1,Ψ2,Ψ3})

▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥

❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ △✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ∔ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s Ψ ❡t ▼ ♣❛r ✿

Ψ ∔ ▼ = △▼({Ψ}) ✭✷✳✶✸✮

✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ✭●·✮✱ ✈✉s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

✷✳✼✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣rés❡♥tés ❞❛♥s

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❇❈✳ ❉❛♥s ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s

❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à t♦✉t❡ ❧♦❣✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d s✉r U ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ dΣ q✉✐✱ à t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (M, y) ♦ù

y ∈ U ❡t M ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ U ✱ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ dΣ(M, y)

✼✷



✷✳✼✳ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

t❡❧ q✉❡ ✿

dΣ(M, y) =
∑

A∈M

d(A, y)

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ △d,Σ ❡st ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ à dΣ ♣❛r s❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❈

IC ∈ 2U ✱ ❡t ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ B ❞❡ ❇❈ ✿

▼♦❞(△d,Σ
IC (B)) = ▼✐♥

dΣ(▼♦❞s(B),·)
▼♦❞(IC) ✭✷✳✶✹✮

=
{
y ∈ IC | dΣ(▼♦❞s(B), y) = dΣ(▼♦❞s(B), IC)

}

♦ù dΣ(B, IC) = inf
y∈IC

dΣ(B, y)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✳✶✳ △d,Σ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts (△✲0)✱ (△✲3)✱ (△✲5)✱ (△✲6)✱ (△✲7) ❡t (△✲8)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭△✲0✮ ▲❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t (△✲0) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢✲

✐♥✐t✐♦♥ ❞❡ △d,Σ
IC (B)✳

✭△✲3✮ ▲❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣♦st✉❧❛t ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ △d,Σ
IC (B)✱

❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❇❈✳

✭△✲5✮ ❡t ✭△✲6✮ ❈❡s ♣♦st✉❧❛ts s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts ❧♦rsq✉❡ ▼♦❞(△d,Σ
IC (B1)) ∩▼♦❞(△d,Σ

IC (B2)) = ∅✳

▲♦rsq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞❡ ▼♦❞(△d,Σ
IC (B1))∩▼♦❞(△d,Σ

IC (B2))✱

dΣ(▼♦❞s(B1),▼♦❞(IC)) + dΣ(▼♦❞s(B2),▼♦❞(IC))

= dΣ(▼♦❞s(B1), y) + dΣ(▼♦❞s(B2), y)

> inf
z∈▼♦❞(IC)

(
dΣ(▼♦❞s(B1), z) + dΣ(▼♦❞s(B2), z)

)

> dΣ(▼♦❞s(B1) ∪▼♦❞s(B2),▼♦❞(IC))

❈❡♣❡♥❞❛♥t

dΣ(▼♦❞s(B1),▼♦❞(IC)) + dΣ(▼♦❞s(B2),▼♦❞(IC))

= inf
z∈▼♦❞(IC)

dΣ(▼♦❞s(B1), z) + inf
z∈▼♦❞(IC)

dΣ(▼♦❞s(B2), z)

6 inf
z∈▼♦❞(IC)

(
dΣ(▼♦❞s(B1), z) + dΣ(▼♦❞s(B2), z)

)

6 dΣ(▼♦❞s(B1 ∪ B2),▼♦❞(IC))

❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s é❣❛❧✐tés✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡

dΣ(▼♦❞s(B1), z) + dΣ(▼♦❞s(B2), z) ♣♦✉r z ∈ IC ❡st dΣ(▼♦❞s(B1 ∪ B2),▼♦❞(IC))✱ ❡t

❝♦♠♠❡ ♣♦✉r i = 1, 2 dΣ(▼♦❞s(Bi), z) > dΣ(▼♦❞s(Bi),▼♦❞(IC)) ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❛t✲

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

t❡✐♥t❡ ❧♦rsq✉❡ dΣ(▼♦❞s(Bi), z) = dΣ(▼♦❞s(Bi),▼♦❞(IC))✳ ❉♦♥❝ z ∈ △d,Σ
IC (B1 ∪ B2) ss✐

z ∈ △d,Σ
IC (B1) ∩△d,Σ

IC (B2)✳

✭△✲7✮ ❡t ✭△✲8✮ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ▼♦❞(△d,Σ
IC1

(B)) ∩▼♦❞(IC2) = ∅✱ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts

s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts✳

▲♦rsq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞❡ ▼♦❞(△d,Σ
IC1

(B)) ∩▼♦❞(IC2)✳

dΣ(▼♦❞s(B), y) = dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC1))

= inf
z∈▼♦❞(IC1)

dΣ(▼♦❞s(B), z)

6 inf
z∈▼♦❞(IC1)∩▼♦❞(IC2)

dΣ(▼♦❞s(B), z)

6 dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC1) ∩▼♦❞(IC2))

6 dΣ(▼♦❞s(B), y)

❉♦♥❝

dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC1)) = dΣ(▼♦❞s(B), y)

= dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC1) ∩▼♦❞(IC2))

= dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC1 ∪ IC2))

❊t

▼♦❞(△d,Σ
IC1

(B1)) ∩▼♦❞(IC2) = {y ∈ ▼♦❞(IC1 ∪ IC2) | d
Σ(▼♦❞s(B), y)

= dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC1))}

= ▼♦❞(△d,Σ
IC1∪IC2

(B1))

▲✬♦♣ér❛t❡✉r △d,Σ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts (△✲1)✱ (△✲2) ❡t (△✲4)✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r

❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●2✮✱ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t (△✲2) ❡st ✈ér✐✜é s✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s ❇❈ ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❡r♠és

♣♦✉r d✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❈ Ψ✱ ▼♦❞(Ψ) = ▼♦❞(Ψ)✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts (△✲1) ❡t

(△✲4) s♦✐❡♥t ✈ér✐✜és✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞❡✉① ❇❈ s♦✐t ❛tt❡✐♥t❡✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❇❈ ❝♦❤ér❡♥t❡s Ψ ❡t ▼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ ▼♦❞(Ψ) ❡t v ∈ ▼♦❞(▼) t❡❧ q✉❡

d(▼♦❞(Ψ),▼♦❞(▼)) = d(u, v)✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ✭s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●3✮✮✱ ❝❡❧❛

♣❡✉t êtr❡ ❛ss✉ré ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡t s✉r d✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

q✉❡ d ♣r❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡

♣♦ss✐❜✐❧✐té s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✢♦✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✳✷✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t Ψ ∈ B✱ ▼♦❞(Ψ) ❡st ❢❡r♠é ♣♦✉r d✱ ❛❧♦rs △d,Σ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡

♣♦st✉❧❛t (△✲2)✳

✼✹



✷✳✼✳ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
⋂

Ψ∈B ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(IC) 6= ∅✳

❙♦✐t y ∈
⋂

Ψ∈B ▼♦❞(Ψ) ∩▼♦❞(IC)✱ y ∈ ▼♦❞(Ψ) ❡t ❞♦♥❝ d(▼♦❞(Ψ), y) = 0 ♣♦✉r t♦✉t Ψ ∈ B

❞♦♥❝ dΣ(▼♦❞s(B), y) = 0✳ P✉✐sq✉❡ y ∈ ▼♦❞(IC)✱ dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC)) = 0 ❡t y ∈ △d,Σ
IC (B)✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ dΣ(▼♦❞s(B),▼♦❞(IC)) = 0✱ ♣♦✉r y ∈ △d,Σ
IC (B) dΣ(▼♦❞s(B), y) = 0

❡t ❞♦♥❝ d(▼♦❞(Ψ), y) = 0 ♣♦✉r t♦✉tΨ ∈ B ✭d(▼♦❞(Ψ), y) > 0 ♣♦✉r t♦✉tΨ✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ ▼♦❞(Ψ) ❡st ❢❡r♠é ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ y ∈ ▼♦❞(Ψ)✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ y ∈
⋂

Ψ∈B ▼♦❞(Ψ) ❡t ♣❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ △d,Σ
IC (B) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ y ∈ IC✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✳✸✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ y 7→ dΣ(▼♦❞s(B), y) ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r ▼♦❞(IC)✱ ❛❧♦rs

△d,Σ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣♦st✉❧❛t (△✲1)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r ▼♦❞(IC)✱ ▼✐♥
dΣ(▼♦❞s(B),·)

▼♦❞(IC) 6= ∅✱

❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ △d,Σ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✱ ♣❛❣❡✼✸✮✱ ▼♦❞(△d,Σ
IC (B)) 6= ∅✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✳✹✳ ❙✐ d ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ U ✱ d(x, y) = d(y, x)✱

❡t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛tt❡✐♥t❡s✱ ❛❧♦rs △d,Σ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ss✐ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t (△✲4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ d ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ tr♦✐s ❇❈ ✿ IC✱ Ψ1 ❡t Ψ2

t❡❧❧❡s q✉❡ ▼♦❞(Ψ1) 6= ∅✱ ▼♦❞(Ψ2) 6= ∅✱ ▼♦❞(Ψ1) ⊆ ▼♦❞(IC) ❡t ▼♦❞(Ψ2) ⊆ ▼♦❞(IC)✳

❙✐ ▼♦❞(△d,Σ
IC ({Ψ1,Ψ2})) ∩▼♦❞(Ψ1) 6= ∅✱ s♦✐t u1 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳

dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}),▼♦❞(IC)) = dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}), u1)

= d(▼♦❞(Ψ1), u1) + d(▼♦❞(Ψ2), u1)

❝♦♠♠❡ u1 ∈ ▼♦❞(Ψ1)✱ d(▼♦❞(Ψ1), u1) = 0✱ ❞♦♥❝ dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}),▼♦❞(IC)) =

d(▼♦❞(Ψ2), u1)✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛t✲

t❡✐♥t❡s ❡t q✉❡ ▼♦❞(Ψ2) 6= ∅✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u2 ∈ ▼♦❞(Ψ2) t❡❧ q✉❡ d(u2, u1) = d(▼♦❞(Ψ2), u1) =

dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}),▼♦❞(IC))✳

dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}),▼♦❞(IC)) = d(u2, u1)

= d(u1, u2)

> d(▼♦❞(Ψ1), u2) = dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}), u2)

❝♦♠♠❡ u2 ∈ ▼♦❞(IC)✱ dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}), u2) > dΣ(▼♦❞s({Ψ1,Ψ2}),▼♦❞(IC))✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝

é❣❛❧✐té ❡t u2 ∈ ▼♦❞(△d,Σ
IC ({Ψ1,Ψ2})) ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ▼♦❞(△d,Σ

IC ({Ψ1,Ψ2})) ∩▼♦❞(Ψ2) 6= ∅✳

▲✬❛✉tr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s②♠étr✐q✉❡✳

✷✳✼✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥

❋✉s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✣♥❡

❉❛♥s ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✾❛❪✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱

à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛✉ss✐ ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

✕ U = I1 × . . .×In ♦ù Ii ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ Z ♦✉ ❞❡ R✳

✕ P♦✉r x, y ∈ U d(x, y) =
n∑

i=1

wi|yi − xi|✳

✕ IC ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✕ B = {Ψ1, . . . ,Ψp} ❡t ❝❤❛q✉❡ Ψj ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ △d,Σ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✱ ♣❛❣❡ ✼✸✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼♦❞(△d,Σ
IC (B)) s❡ ré❞✉✐t

à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

(y, x1, . . . , xp) 7→

p
∑

j=1

n∑

i=1

w|yi − xji |

♣♦✉r (y, x1, . . . , xp) ∈ ▼♦❞(IC)×▼♦❞(Ψ1)× . . .×▼♦❞(Ψp)✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré✲

❞✉❝t✐❜❧❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶

✭♣❛❣❡ ✸✻✮✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ✭♣❛❣❡ ✸✽✮✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r✲

♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ✉♥✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡

s✐♠♣❧❡①❡s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ d ❡♥tr❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

s✐♠♣❧❡①❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ dΣ ❡♥tr❡ ❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r

❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ ❡st ❛❧♦rs ré❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼✳✷✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs △d,Σ ❞é✜♥✐s ❣râ❝❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✷ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮✳

❋✉s✐♦♥ ❞❛♥s ALC

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❈ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ALC ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t

♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st à ❧✬ét❛t ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬ét❡♥❞ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❈ Ψ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❇❈ ▼✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st

❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧❛ ❇❈ Ψ∪▼✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ❝♦♥✢✐t ♥✬❡st ❞ét❡❝té✱ ❞✬❛♣rès

❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① Ψ ∪ ▼ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ❡t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t

✭●2✮ ♦♥ ♣❡✉t r❡♥✈♦②❡r Ψ ∔ ▼ = Ψ ∪▼✳ ❙✐ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts s♦♥t ❞ét❡❝tés✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ✓ ré♣❛rés ✔ ❡♥

r❡♠❡tt❛♥t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ Ψ✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ré♣❛r❛t✐♦♥s ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

❛♣♣♦rté❡s à Ψ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ B ❞❡ ❇❈ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❇❈ IC✱ ♦♥

❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r ❧❛ ❇❈
(⋃

Ψ∈B Ψ
)
∪ IC✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ❝♦♥✢✐t ♥✬❡st ❞ét❡❝té✱

t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❇❈ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡

❡♥ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t (△✲2)✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r △B(IC) =
(⋃

Ψ∈B Ψ
)
∪ IC✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts

✼✻



✷✳✼✳ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞ét❡❝tés s♦♥t ✓ ré♣❛rés ✔ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❡♥ r❡♠❡tt❛♥t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡

❝❡rt❛✐♥s Ψ ∈ B✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ré♣❛r❛t✐♦♥s ❡st ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉①

❞✐✛ér❡♥ts Ψ ∈ B✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝♦ût ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ré♣❛r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s

à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Ψ✳

✷✳✼✳✹ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞é✜♥✐s ❣râ❝❡ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❈❡s

♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ q✉✐ ❛❣rè❣❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✳ P♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △d,Σ✱

♣✉✐sq✉❡ dΣ(M, ·) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s d(A, ·) ♣♦✉r A ∈ M✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛✲

t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st (x1, . . . , xk) 7→
∑k

i=1 xi✳ ❉✬❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲

♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼✳✸✳ ❬❑♦♥✐❡❝③♥② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥

❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st q✉❛❧✐✜é❡ ❞✬✓ ✐♥tr❛✲s♦✉r❝❡ ✔✱ ❡❧❧❡ ❛❣rè❣❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s

❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ❇❈✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ❧✬✐❣♥♦r❡ ✐❝✐✳ ▲❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ q✉❛❧✐✜é❡ ❞✬✓ ✐♥t❡r✲s♦✉r❝❡ ✔ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡❧❧❡

❛❣rè❣❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✳

❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ ét❛❜❧✐t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ❞é✜♥✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✱ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡✲

♠❡♥ts ❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉r ❧❡ ❘àP❈✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞✬✉♥

♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❘àP❈ ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❊t ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥❡

❞✐st❛♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦✐t

ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❘é✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s ✭❘àP❈ ✮ ❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✐ss✉ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❝♦❣✲

♥✐t✐✈❡s ❬❘✐❡s❜❡❝❦ ❡t ❙❝❤❛♥❦✱ ✶✾✽✾❪✳ ■❧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s

❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛❝q✉✐s❡s ❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛✲

t✐♦♥s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❡ ❘àP❈ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①

♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✓ ❝❛s ✔ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

❆✜♥ ❞❡ s✐t✉❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❘àP❈

❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s❛♥s

q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❞❡ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ◆♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡

❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

✸✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✸✳✶✳✶ ▲❡ ❘àP❈ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉①

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❘àP❈ ❡st ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs

♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r

✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞❡

s❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♣❛r❢♦✐s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛②❛♥t ❛❜♦✉t✐ à ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬❑♦❧♦❞♥❡r✱ ✶✾✾✸❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡

♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s

❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝❛s✱ ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡

❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❘àP❈ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ❝❛s s♦✉r❝❡s ❥✉❣és ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❝✐❜❧❡✱ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ r❡♠é♠♦ré ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs

❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ✭♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❬❘✐❡s❜❡❝❦ ❡t ❙❝❤❛♥❦✱ ✶✾✽✾❪✱ ❬❆❛♠♦❞t ❡t P❧❛③❛✱ ✶✾✾✹❪✱

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rr✐❣é❡ ✭ré✈✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té

❘àP❈✮ s✐✱ ❛♣rès é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡♠❛♥❞é❡s✳ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❥✉❣é❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❧❡ ❝❛s ♦❜t❡♥✉ ♣❡✉t êtr❡ ♠é♠♦r✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛❥♦✉té à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡

❝❛s✳

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❘àP❈ ✿ ❡♥ t❛♥t q✉✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r

❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♦✉ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡

♠ét❤♦❞❡ sûr❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡st r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥tr❡

❛♥❛❧♦❣✐❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t ❛♥❛❧♦❣✐❡ r❡❝♦✉rs ❬❈♦✉❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✉ ❘àP❈

✭❘àP❈ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✮ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧èt❡s

♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r

❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝é❧éré❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦❝❤❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬✓ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✔ ❞❡

s♦❧✉t✐♦♥s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés✳ ▲❡ ❘àP❈ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡r✈✐r à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st tr♦♣ ❝♦ût❡✉s❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡

❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❘àP❈✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❧✬♦♥

♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ sûr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧

② ❛ ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ s✉❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ❡♥ ❝✉✐s✐♥❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❡①❛❝t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ s✐ ✉♥ ♣❧❛t ♣❧❛✐r❛✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡s r❡❝❡tt❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡

❞❡ ♣❧❛ts ❞é❥à ♣ré♣❛rés✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❘àP❈ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✈❛❧✐❞é❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés✳ ▲❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❡st

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡s✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡

♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡ ♣r❡♥❞ ❧❡ r❡❧❛✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉

s②stè♠❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ❡t✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ à ❧✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥✳

✸✳✶✳✷ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ❧❡ ❘àP❈

❚②♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣❧♦✐té❡s

▲❡ ❘àP❈ ❡①♣❧♦✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t

❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❊♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❬❘✐❝❤t❡r✱ ✶✾✾✽❪✱ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s q✉❛tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✽✵



✸✳✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❡①♣❧♦✐té❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✉ ❘àP❈ ✿ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❝❛s✳

❇❛s❡ ❞❡ ❝❛s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s

♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à tr❛✈❡rs s♦♥ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❤✐ér❛r❝❤✐sés ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❬❇r❛♥t✐♥❣ ❡t ❆❤❛✱ ✶✾✾✺❪✱ ✉♥ ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r tr❛✐t❛♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝✐s ♣❡✉t êtr❡ ❛❜str❛✐t ❡♥ ✉♥ ❝❛s ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ♠❛✐s ❝♦✉✈r❛♥t

❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥

❝❛s ❛❜str❛✐t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐❜❧❡ ♣✉✐s ♦♥ ❛✣♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❛s ❝♦♥❝r❡ts

❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❛❜str❛✐t r❡t❡♥✉✳ ▲❡s ❝❛s ❛❜str❛✐ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① ❝❛s ✭♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❣✉✐❞❛♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ à

✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❬❇❡r❣♠❛♥♥ ❡t ❲✐❧❦❡✱ ✶✾✾✻❪✳

▲❡s ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ♦r❣❛♥✐sés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ✉♥ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝❛s ❛♣♣♦rt❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❬❙♠②t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ▲❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲

s♦♥ ❞❡ ❝❛s ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❛❞❛♣t❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❛✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❈❉✮✳ ❊❧❧❡s ét❛❜❧✐ss❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡ ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡♣rés❡♥tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✐s✐♥❡ ét❛❜❧✐r❛ q✉❡ ❧❡

♣♦✉❧❡t ❡t ❧❡ ❜÷✉❢ s♦♥t ❞❡s ✈✐❛♥❞❡s ❡t q✉✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ✈é❣ét❛r✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s

❞❡ ✈✐❛♥❞❡✳ ❈❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① ❝❛s✱ ❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡♥t ❧❡✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥

✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

❞✐étét✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts q✉✐ ② ✜❣✉r❡♥t ❡t ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐étét✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣✉✐❞❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❞❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ r❡❝❡tt❡

✈é❣ét❛r✐❡♥♥❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♥❡ ❞❡✈r♦♥t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ ✈✐❛♥❞❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❞❛♣t❡r

❧❡s r❡❝❡tt❡s r❡♠é♠♦ré❡s s✐ ❡❧❧❡s ❡♥ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ♦♥ q✉❛❧✐✜❡ ❝❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ st❛t✐q✉❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛♣♣♦rté ❛✉ ❝❛s s♦✉r❝❡✳

❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ tr❛✐t❡♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à

❛♣♣♦rt❡r à ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡✳ ❖♥ q✉❛❧✐✜❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝❛r ❡❧❧❡s

♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❛s ❡t ❣✉✐❞❡♥t ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r ❛✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡ s♦♥t ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ q✉✐

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✳ ❈❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ♣❧✉s

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

♦✉ ♠♦✐♥s ✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès

❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ ❛✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

▲♦rsq✉❡ ❝❡t ❡✛♦rt ❡st ♠❡s✉ré ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❝♦ût ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▲♦rs

❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡r❛ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r

❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

❙✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❝❛s✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❝❛s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡♠é♠♦r❛✲

t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ r❡♠é♠♦ré ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ ▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st

s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛ ❧❡

♠✐❡✉① êtr❡ ❛❞❛♣té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐r❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛②❛♥t ❧❡

♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞♦✐t ❞♦♥❝ r❡✢ét❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s

❝❛s s♦✉r❝❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❬❙♠②t❤ ❡t ❑❡❛♥❡✱ ✶✾✾✽❪✳

▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❝❛s ❡st ❞♦♥❝ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ♣❡✉t ♥✬êtr❡ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥✬êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳

✸✳✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❘àP❈ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜✲

❧è♠❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ U♣❜ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t Us♦❧

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ② êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s✳ ❯♥ ❝❛s ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦❧ ∈ Us♦❧

à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜ ∈ U♣❜ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❧é♠❡♥t (♣❜, s♦❧) ∈ U = U♣❜ × Us♦❧✳ ❯♥ t❡❧ ❝❛s s❡r❛ ❞✐t

♣♦♥❝t✉❡❧✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝❛s tr❛✐t❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❛ss♦❝✐❡ ❞❡s

s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❈❛s ⊆ U ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (♣❜, s♦❧) ∈ ❈❛s✳

❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❈❛s ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❈❛s = P❜ × ❙♦❧ ♦ù P❜ ⊆ U♣❜ ❡st ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❙♦❧ ⊆ Us♦❧ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❯♥ t❡❧ ❝❛s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜ ∈ P❜ ❡t t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦❧ ∈ ❙♦❧✱ s♦❧ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ♣❜✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✶✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s ❈❛s =

P❜× ❙♦❧ ♥♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧ ✿ ✓ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜ ∈ P❜✱ ❙♦❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ♣❜ ✔✳ ▲❡ ❢❛✐t

q✉❡ ❈❛s ❛ss♦❝✐❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ Us♦❧ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜ ∈ P❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

s✉r ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❜✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ q✉❡ ❝❡tt❡

❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ré❝✐s❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛s✳ ❊❧❧❡s ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✲s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡

r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❈❉ ❞❡ U ✿ (♣❜, s♦❧) /∈ ❈❉ s✐❣♥✐✜❡ s♦✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜

♦✉ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦❧ s♦♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s s♦✐t q✉❡ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ✓ ♣❜ ❛ ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ s♦❧✔ ❡st ❢❛✉ss❡✳

❈♦♠♠❡ ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❝❛s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é

✽✷



✸✳✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♥♦✉s ♠♦♥✲

tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡

✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r U ✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té

❡♥tr❡ ❝❛s ❡st ❛✉ss✐ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✷✳ ▲❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✬❡st

♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ ❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té s♦✐t ❞ét❡r♠✐♥é ♣♦✉r t♦✉t ❝❛s s♦✉r❝❡✳

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❚❛❛❛❜❧❡

❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ❞❡s r❡q✉êt❡s✱ ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ❡t ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s

r❡q✉êt❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❞és✐ré❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts

à ✉t✐❧✐s❡r ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ♣r♦s❝r✐r❡✱ ❞❡s ré❣✐♠❡s à r❡s♣❡❝t❡r✱ ❡t❝✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ r❡q✉êt❡

❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥ q✉❡❧q✉❡

s♦rt❡ ❞❡s r❡❝❡tt❡s ♥♦♥ ❛❜♦✉t✐❡s ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡

r❡❝❡tt❡ ♣❡✉t ré♣♦♥❞r❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s ❡t ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦❝✉r❡

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ♣♦sé❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥❡

♣❛rt✐❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❞❡ r❡❝❡tt❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❧❡ ❜✉t ❞✉ ❘àP❈ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡s

r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✳

❋♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❘àP❈

❬❑♦❧♦❞♥❡r✱ ✶✾✾✸❪ r❡❧è✈❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥ts ❡♥ ❘àP❈ ✿ ❧❡s

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s t②♣❡ ✓ ♦❜❥❡t ✔ ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s

❧♦❣✐q✉❡s✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❧✐st❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❘àP❈ t❡①t✉❡❧ ✭t❡①t✉❛❧ ❝❛s❡✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✮

❬❲❡❜❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❡①♣❧♦✐t❡ ❞❡s ❝❛s r❡♣rés❡♥tés t❡①t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳

❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✱ ♣rés❡♥tés

❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✮✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s

n✲✉♣❧❡ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❝❛s ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡

✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡✱ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♦ù ❧❡s ❝❛s

s♦♥t ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t

✭❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✮✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ✈✐❛♥❞❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❝❧❛ssés ❝♦♠♠❡

✈✐❛♥❞❡✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡st

❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✐♠✐té❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❧❡ r❡♥❞ ♣❡✉ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❋♦r♠❛❧✐s♠❡s ♦❜❥❡t✳ ▲❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♦❜❥❡ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ str✉❝t✉r❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❯♥ ❝❛s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞♦♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❝❛s

❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳ ❉❡s

r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✲s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❧❛ss❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✳ ▲❡s ▼❖P ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❘✐❡s❜❡❝❦ ❡t ❙❝❤❛♥❦✱ ✶✾✽✾❪ ❡t ❧❡s

❋r❛♠❡s ❞♦♥t ❬❑♦❧♦❞♥❡r✱ ✶✾✾✸❪ ❢❛✐t ♠❡♥t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♦❜❥❡ts✳

❋♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❡s ❝❛s ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❞♦♥t ❧❡s

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U ✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L♣❜ ⊆ L✱

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ Ls♦❧ ⊆ L✳ ❯♥ ❝❛s ❡st ✉♥❡ ❇❈ Ψ❈❛s = Ψ♣❜ ∪ Ψs♦❧

♦ù Ψ♣❜ ❡t Ψs♦❧ s♦♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣r✐♠é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s L♣❜ ❡t Ls♦❧✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❡s ❇❈ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U ✱ Ψ♣❜ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s

P❜ ⊆ U♣❜ s❛♥s s♣é❝✐✜❡r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ Ψs♦❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❙♦❧ ⊆ Us♦❧ s❛♥s

s♣é❝✐✜❡r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡ ❝❛s r❡♣rés❡♥té ♣❛r Ψ❈❛s ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❙♦❧ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s P❜ ✿

▼♦❞(Ψ♣❜) = P❜× Us♦❧

▼♦❞(Ψs♦❧) = U♣❜ × ❙♦❧

▼♦❞(Ψ❈❛s) = ▼♦❞(Ψ♣❜ ∪Ψs♦❧)

❖r ▼♦❞(Ψ♣❜ ∪ Ψs♦❧) = ▼♦❞(Ψ♣❜) ∩ ▼♦❞(Ψs♦❧)

✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱ ♣❛❣❡ ✻✮✱ ❞♦♥❝

▼♦❞(Ψ❈❛s) = P❜× ❙♦❧ = ❈❛s

▼♦❞(Ψ❈❛s)
❙♦❧

P❜ Us♦❧

▼♦❞(Ψs♦❧)

▼♦❞(Ψ♣❜)

U♣❜

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t s♦❧✉✲

t✐♦♥s✱ L ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ϕ t❡❧❧❡s q✉❡ ▼♦❞(ϕ) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P❜× ❙♦❧ ❛✈❡❝ P❜ ⊆ U♣❜ ❡t ❙♦❧ ⊆ Us♦❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r L♣❜ ∪ Ls♦❧ ( L✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✸✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✷✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡

❞✐st✐♥❣✉❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ L♣❜ = Ls♦❧✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s rés♦❧✉s ♣❛r ✉♥ ❝❛s

s♦✉r❝❡ s♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳

▲❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✲s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❝❛s✳ P♦✉r ❞❡✉① ❝❛s r❡♣rés❡♥tés ♣❛rΨ❈❛s1 ❡tΨ❈❛s2 ✱ s✐Ψ❈❛s1 |= Ψ❈❛s2 ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ▼♦❞(Ψ❈❛s1) ⊆

▼♦❞(Ψ❈❛s2)✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Ψ❈❛s1 ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ Ψ❈❛s2 ✱ ✐❧ ❛ss♦❝✐❡ ♠♦✐♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s

✭♦✉ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✮ à ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✭❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✮✳ ▲✬✐♥térêt

✽✹



✸✳✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ r❛✐s♦♥✲

♥❡♠❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♥✬❛❝❝♦r❞❡r♦♥s ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ♥♦✉s ❛ss✐♠✐❧❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❇❈ à s❡s

♠♦❞è❧❡s✱ ✉♥ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❈❛s ⊆ U ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❈❉ ⊆ U ✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❞❡s

❝❛s ♣♦♥❝t✉❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝❛s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❡♥ ♠✐♥✉s❝✉❧❡

✉♥ t❡❧ ❝❛s ✭❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r s♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t s❛ s♦❧✉t✐♦♥✮✱ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛ss✐♠✐❧❡r♦♥s à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡

U ✿ ❝❛s = (♣❜, s♦❧) ∈ U ❛✈❡❝ ♣❜ ∈ U♣❜ ❡t s♦❧ ∈ Us♦❧✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s

❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❝❡

❝❛❞r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s

❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♦❜❥❡t✱ ❡❧❧❡s ét❛❜❧✐ss❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥❝r❡ts ❬❇❛❛❞❡r ❡t ❍❛♥s❝❤❦❡✱ ✶✾✾✶❪✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦♥t♦❧♦❣✐❡s

❞é❝r✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉

✇❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❘àP❈ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡

❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳

✸✳✶✳✹ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ❘àP❈

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ❈✐❜❧❡ = P❜❝×Us♦❧ ❛✈❡❝ P❜❝ ⊆ U♣❜✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥

❞♦✐t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❙♦✉r❝❡ = P❜s×❙♦❧s ❛✈❡❝ P❜s ⊆ U♣❜ ❡t ❙♦❧s ⊆ Us♦❧✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❙♦❧❝ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P❜❝✳ P♦✉r êtr❡

r❡t❡♥✉❡✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝✐❜❧❡ ✿ ❈❉∩ P❜❝✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥

q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❈❉✱ ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(P❜s, ❙♦❧s) ❡t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P❜❝ ❡t q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿

(❈❉, P❜s, ❙♦❧s, P❜❝) 7−→ ❙♦❧❝

t❡❧❧❡ q✉❡ ❈❉ ∩ (P❜❝ × ❙♦❧❝) s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t✳ ▲❡ ❝❛s ♦❜t❡♥✉ ❡st ♥♦té ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = P❜❝ × ❙♦❧❝✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✹✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥✲

tr❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ L♣❜ = Ls♦❧✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

s✐st❡ à ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ❝❛s ❈✐❜❧❡ ❡♥ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ t❡❧ q✉❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ⊆ ❈✐❜❧❡ ❡t q✉❡

❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ 6= ∅✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❈❉✱ ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❙♦✉r❝❡ ❡t ✉♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ❈✐❜❧❡ ❡t

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❣é♥èr❡ ✉♥ ❝❛s ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ✿

(❈❉, ❙♦✉r❝❡, ❈✐❜❧❡) 7−→ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❘àP❈ s✉✐✈❛♥t ❞❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❢♦r♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♥t

été ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❘àP❈✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✴s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s

❝❛s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❞❛♣t❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❙♦✉r❝❡ ❡♥ ❙♦✉r❝❡′ ❝♦♥s✐st❛♥t

❛✈❡❝ ❈✐❜❧❡ ✭❙♦✉r❝❡ ⊆ ❙♦✉r❝❡′ ❡t ❙♦✉r❝❡′ ∩ ❈✐❜❧❡ 6= ∅✮✱ ♣✉✐s à s♣é❝✐❛❧✐s❡r ❙♦✉r❝❡′ ♣❛r ❈✐❜❧❡

✭❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = ❙♦✉r❝❡′∩❈✐❜❧❡✮✳ ▲✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡ ❡t à ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❈✐❜❧❡✳ ▲❡s ❝♦ûts ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❢❛✐t ♣❡r❞r❡ ❞❡s ❝❛r❛❝✲

tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡

❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭❞❡ ❝♦ût ♥✉❧✮✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❬▼❡❧✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é❡s s✉r U ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (r,Ar) ♦ù r ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s

♣♦♥❝t✉❡❧s ❡t ♦ù Ar ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧✐és ♣❛r r✱ ❞♦♥t

♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉①✱ ❡t q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡

♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❜❝ ❡t ♣❜s

s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r r ❡t q✉❡ s♦❧s ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜s✱ ❛❧♦rs Ar(♣❜
s, s♦❧s, ♣❜❝) rés♦✉t

♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❜❝✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ s❡rt à rés♦✉❞r❡ ✉♥

♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡✱ ♣✉✐s ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❛❞❛♣t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❬❋✉❝❤s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ❢♦r♠❛❧✲

✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ U♣❜ = U1
♣❜ × . . . × Un♣❜ ❡t

Us♦❧ = U1
s♦❧× . . .×Ums♦❧✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ❛ss✐♠✐❧é❡ ✐❝✐ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

s♦❧ ❞❡ U♣❜ ❞❛♥s Us♦❧✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜ ∈ U♣❜✱ s♦❧(♣❜) ∈ Us♦❧ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❜✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣ à

❧✬♦r❞r❡ ✶ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ Rn ❞❛♥s Rm ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ❡t

✽✻



✸✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn ♣r♦❝❤❡ ❞❡ x

fj(y) ≃ fj(x) +
∑

i

∂fj
∂xi

(x)(yi − xi)

♦ù ∂fj
∂xi

(x) ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ x ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ j ❞❡ f s❡❧♦♥ s❛ iè♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❈❤❛q✉❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ (♣❜s, s♦❧(♣❜s)) ∈ U ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ét❛❜❧✐ss❛♥t ❞❡s ❝♦r✲

ré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ♣❜s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉t♦✉r

❞❡ s♦❧(♣❜s)✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ i ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ j ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ (♣❜s, s♦❧(♣❜s)) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣♦✉r s♦❧ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ∂fj
∂xi

(x) ❞❡ f ❛✉

♣♦✐♥t x✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧(♣❜❝) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ré♣❡r❝✉t❛♥t s✉r s♦❧(♣❜s) ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s

✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❜❝ ❡t ♣❜s✳

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ✭∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ❬▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✼❪✳ ◆♦✉s ❞é❢❡♥❞♦♥s ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s

♣❧✉s ❤❛✉t✱ s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡

❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥ ❞❡s

❝r✐tèr❡s é♥♦♥❝és ♣❛r ❬❑♦❧♦❞♥❡r✱ ✶✾✾✸❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st

♣ré❢ér❛❜❧❡ à ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✶✵✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣♦rté❡

♣❛r ❧❡ ❝❛s s♦✉r❝❡✳ ❈❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡t ré✈✐s✐♦♥ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①

♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❣✉✐❞é❡s ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r à ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r

❧❡s r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✳

❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞✬✉♥✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r

✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s

♠♦♥tr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ♠✐s❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥✳

✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s ❙♦✉r❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❝❛s ❈✐❜❧❡✳ ❖♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s

❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✹ ✿

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣ré❝✐s❡r ❈✐❜❧❡ ❡♥ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ⊆ ❈✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ 6= ∅✳

✶✵✳ ▲✬❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬❑♦❧♦❞♥❡r✱ ✶✾✾✸❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❛❞❛♣t❛✲
t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❝✐❜❧é❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣♦sé✮ s✉r ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❈❡❧❛
♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡✳ ❯♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré❢éré❡ s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♣♦sé✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ét❛✐t s♦✉✈❡♥t ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✲

✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▲✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣t❡

t❡♥✉ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❞✉ r✐sq✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ s❛t✐s✲

❢❛✐s❛♥t❡ ❛♣rès ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡✳

❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❬▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✼❪ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❝❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r

✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❙♦✉r❝❡

♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝❛s ❈✐❜❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ s♦✉r❝❡ ✿ ❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡ ♣❛r ❧❡

❝♦♥t❡①t❡ ❝✐❜❧❡ ✿ ❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡✳

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = (❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡) ∔ (❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡) ✭✸✳✶✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ ❞♦✐t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r♦♣♦sés

❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ♠✐s

❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✈✉s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr❛✐té❡s

♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ré✈✐sé❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

❡❧❧❡s s♦♥t ré✈✐sé❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❢❛✐ts q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✮✳ P♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à

s♣é❝✐✜❡r✳

✸✳✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❉❡✉① ♣r♦♣r✐étés s♦♥t r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s

❙♦✉r❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❝❛s ❈✐❜❧❡✳ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ♣❛r ❈✐❜❧❡✱

✐❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❈✐❜❧❡✱ s♦✐t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ⊆ ❈✐❜❧❡✳ ▲❡ ♣♦s✲

t✉❧❛t ✭●✶✮ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ✿ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ⊆ ❈❉∩❈✐❜❧❡ ♦ù ❈❉ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ⊆ ❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡

♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❛s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♠♦❞✉❧♦ ❈❉✳

P♦✉r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✐t ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❈❉✳ ❙✉✐✈❛♥t

❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✐ ❈✐❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ s✐ ❈❉∩ ❈✐❜❧❡ = ∅✱ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧♦rsq✉❡

❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐s❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✉t✐❧❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡

❈❉∩❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t✳ ❙✐ ❈❉∩❈✐❜❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ✭●✸✮ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡

❧✬❡st ❛✉ss✐✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ✭●✶✮✱ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❈❉✳

❙❡❧♦♥ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪✱ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●✺✮ ❡t ✭●✻✮ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♣♦st✉❧❛ts ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✷✳✶

✽✽



✸✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❡t ✶✳✷✳✷✱ ♣❛❣❡ ✾✮✳ ❙❡❧♦♥ ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❜❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❝❡ ♣ré✲♦r❞r❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞✬❡✛♦rt ♠✐♥✐♠❛❧✳

▲✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥✬❡st

♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❈❉∩❙♦✉r❝❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❈❉∩❈✐❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s

♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❙♦✉r❝❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à ❈✐❜❧❡✳ ❙♦✉r❝❡ ❡st ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t s♣é❝✐❛❧✐sé ❡♥ ❈✐❜❧❡

❡♥ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = (❈❉∩❙♦✉r❝❡)∩ (❈❉∩❈✐❜❧❡)✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦st✉❧❛t ✭●✷✮✳ ▲♦rsq✉❡

❧❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❡st ♣♦♥❝t✉❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❈❉∩❙♦✉r❝❡ = sr❝❡ ❞♦♥❝ ❈❉∩❙♦✉r❝❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝

❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡ ss✐ sr❝❡ ∈ ❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = {sr❝❡} =

❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♣✐❡✳

✸✳✷✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡

❉❛♥s ❬▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✼❪ ❡t ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥s❡r✲

✈❛t✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✮ ❈❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♣✐❡ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞é✜♥✐s ❣râ❝❡ à ❞❡s

❞✐st❛♥❝❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❡t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r U♣❜ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡

s✉r Us♦❧✱ ❞♦♥❝ s❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡✲s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥

s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡✱ ❝♦rr✐❣é❡ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦✲

❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡

❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❈❉ = U✮✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥

♣r♦❜❧è♠❡✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s ✭U = U♣❜ × Us♦❧✱ ❈✐❜❧❡ = {♣❜❝} × Us♦❧✱ ❙♦✉r❝❡ = P❜s × ❙♦❧s✮✱ s✐ ❧❛

❞✐st❛♥❝❡ d s✉r U s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ d♣❜ s✉r U♣❜ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ds♦❧ s✉r

Us♦❧✱ ✐✳❡✳ s✐ ♣♦✉r t♦✉t u1 = (x1, y1), u2 = (x2, y2) ∈ U ✱

d(u1, u2) = d♣❜(x1, x2) + ds♦❧(y1, y2)

❡t ❡♥✜♥ s✐ ❙♦❧s ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ (Us♦❧, ds♦❧) ✭{y ∈ Us♦❧ | ds♦❧(❙♦❧s, y) = 0} = ❙♦❧s✮ ❛❧♦rs ❧❛

∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❈✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ ✿

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = {♣❜❝} × ❙♦❧s

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t u❝ = (x❝, y❝) ∈ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡✳ P✉✐sq✉❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ⊆ ❈✐❜❧❡ =

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

{♣❜❝} × Us♦❧✱ x❝ = ♣❜❝✱ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ u❝ ♠✐♥✐♠✐s❡ d(❙♦✉r❝❡, ·)✳ ❖r ✿

d(❙♦✉r❝❡, u❝) = inf
us∈❙♦✉r❝❡

d(us, u❝)

= inf
(xs,ys)∈P❜s×❙♦❧s

[
d♣❜(xs, ♣❜

❝) + ds♦❧(ys, y❝)
]

=

[

inf
xs∈P❜s

d♣❜(xs, ♣❜
❝)

]

︸ ︷︷ ︸

d♣❜(P❜s,♣❜❝)

+

[

inf
ys∈❙♦❧s

ds♦❧(ys, y❝)

]

︸ ︷︷ ︸

ds♦❧(❙♦❧s,y❝)

❉♦♥❝ u❝ ∈ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ s✐ y❝ ♠✐♥✐♠✐s❡ ds♦❧(❙♦❧s, y❝)✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡

d(❙♦❧s, y❝) = 0 ❡t ❞♦♥❝ y❝ ∈ ❙♦❧s✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧✉s

s♦♣❤✐st✐q✉é✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛❞❛♣t❛✲

t✐♦♥s ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ s✉r U ❡st ❞✐t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ U✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔♣❜ s✉r U♣❜ ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r

❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔s♦❧ s✉r Us♦❧ ✈ér✐✜❛♥t ✿

s✐ P1, P2 ∈ 2U♣❜ ❡t S1, S2 ∈ 2Us♦❧ , ❛❧♦rs

(P1 × S1) ∔ (P2 × S2) = (P1 ∔♣❜ P2)× (S1 ∔s♦❧ S2)

❈❡t ❛❞❥❡❝t✐❢ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✸ ✭♣❛❣❡ ✾✾✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❯♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦ù ∔ ❡st

✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ U ✳ ✳

❊✛❡t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✐♥✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❣✉✐❞❛♥t ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✲

✉❧✐❡r✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts

❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❚❛❛❛❜❧❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ❛❞❛♣t❡r ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ t❛rt❡ ❛✉① ♣♦♠♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ t❛rt❡ ❛✉① ♣♦✐r❡s ✭♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ ❛ ❞❡s ♣♦✐r❡s ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ♣♦♠♠❡s✮✳ ▲❡s r❡❝❡tt❡s

s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱

❛✈❡❝ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ♣❛r ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✿ ♣ât❡✱ ♣♦♠♠❡✱ ♣♦✐r❡ ❡t ♣✐r✐❞✐♦♥ ✭❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢r✉✐ts ❞♦♥t ❢♦♥t

♣❛rt✐❡ ❧❡s ♣♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐r❡s✮✱ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ✭s✉❝r❡ ❡♥ ♣♦✉❞r❡✮ ❡t s✉❝r❡ ✭s♦♠♠❡ ❞✉ s✉❝r❡

❛❥♦✉té à ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ❡t ❞✉ s✉❝r❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❡st ✉♥ ré❡❧ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡♥ ❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡

✾✵



✸✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛ttr✐❜✉t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❙♦✉r❝❡ ♣♦✉r

rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❈❉ ✿

❙♦✉r❝❡ = ▼♦❞({♣ât❡ = 100, ♣♦♠♠❡ = 300, ♣♦✐r❡ = 0, s❛❝❝❤❛r♦s❡ = 30})

❈✐❜❧❡ = ▼♦❞({♣♦♠♠❡ = 0})

❈❉ = ▼♦❞

({

♣✐r✐❞✐♦♥ = ♣♦♠♠❡+ ♣♦✐r❡,

s✉❝r❡ = s❛❝❝❤❛r♦s❡+ 0.05 · ♣♦♠♠❡+ 0.1 · ♣♦✐r❡

})

❆✈❡❝ ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ❞é✜♥✐❡ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮ ✿ ♣♦✉r x, y ∈ U ♣❛r d(x, y) =
∑

iwi|yi − xi| ♦ù

❧✬✐♥❞✐❝❡ i ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t i✱ yi ❡t xi s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t i ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s x ❡t y✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❡❧s q✉❡ w♣✐r✐❞✐♦♥ >

w♣♦♠♠❡ + w♣♦✐r❡ ws✉❝r❡ > ws❛❝❝❤❛r♦s❡✱ w♣♦♠♠❡ > ws❛❝❝❤❛r♦s❡ ❡t w♣♦✐r❡ > ws❛❝❝❤❛r♦s❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✿

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = ▼♦❞({♣ât❡ = 100, ♣♦♠♠❡ = 0, ♣♦✐r❡ = 300, s❛❝❝❤❛r♦s❡ = 15})

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣✐r✐❞✐♦♥✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣♦♠♠❡s ❡st ❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t

❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣♦✐r❡s✳ ❊t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té

❞❡ s✉❝r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐r❡s✳

✸✳✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❡t r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s {❙♦✉r❝❡i}16i6n✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❙❖❯❘❈❊ =
⋃

16i6n

❙♦✉r❝❡i✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❡st ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❝♦♠♠❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❙❖❯❘❈❊ ♣❛r ❈✐❜❧❡✱

♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s

r❡♠é♠♦rés s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡i ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡i ✿

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡i = (❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡i) ∔ (❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡)

= ▼✐♥
d(❈❉∩❙♦✉r❝❡i,·)

(❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡)

▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ d(❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡i, ❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡)✳ ▲❡s ❝❛s r❡♠é♠♦rés s♦♥t ❞♦♥❝

❝❡✉① q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❝❡ ❝♦ût✱ s♦✐t ❧❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡i t❡❧ q✉❡ d(❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡i, ❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡) = d(❈❉ ∩

❙❖❯❘❈❊, ❈❉∩❈✐❜❧❡)✳ ▲❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❈✐❜❧❡✱ ✈❛✉t ❞♦♥❝ ✿

(
⋃

i

(❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡i)

)

∔ (❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡) = ▼✐♥
d(
⋃
i(❈❉∩❙♦✉r❝❡i),·)

(❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡)

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ ♣❛❣❡ ✶✶ ✿

(
⋃

i

(❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡i)

)

∔ (❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡) =
⋃

16i6n
❙♦✉r❝❡i ❡st r❡♠é♠♦ré

▼✐♥
d(❈❉∩❙♦✉r❝❡i,·)

(❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡)

=
⋃

16i6n
❙♦✉r❝❡i ❡st r❡♠é♠♦ré

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡i

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❙♦✉r❝❡i ❡st r❡♠é♠♦ré✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡i
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❙❖❯❘❈❊ ♣❛r ❈✐❜❧❡✳ ▲❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡

❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❙❖❯❘❈❊✳

✸✳✷✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r

P❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❞♦♥t ❞❡✉① tr❛✐t❡♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts à ❛♣♣♦rt❡r à ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡

❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✿ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳

❉✬❛♣rès ❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❛❪✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s t✐❡♥t à ❧❛

❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♦✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❡❧❧❡s rés✉❧t❡♥t ❞✬✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡

t❡♠♣s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❝r✐t✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ré✈✐s✐♦♥ ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❡st ♣r✐s❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐❜❧❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦rr✐❣é❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝✐❜❧❡✳ ❊①❝❡♣té ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✉ ❝❛s

s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❧✐és ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝✐❜❧❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡

t❡♠♣s✳

❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❡♥tr❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡

❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❈ Ψ ♣❛r ✉♥❡ ❇❈ ▼✱ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ r❡t❡♥✉s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♠♦✐♥s ❡rr♦♥és ❞❡ Ψ✳ P♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡

d ✿

▼♦❞(Ψ ∔ ▼) = ▼✐♥
d(▼♦❞(Ψ),·)

▼♦❞(▼)

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ r❡t❡♥✉s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ q✉✐ rés✉❧t❡♥t

❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ Ψ✳ ❙✐ ♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

✾✷



✸✳✸✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ Ψ ♣❛r ▼✱ ♥♦té❡ Ψ ⋄ ▼✱ ✈ér✐✜❡ ✿

▼♦❞(Ψ ⋄ ▼) =
⋃

I∈▼♦❞(Ψ)

▼✐♥
d(I,·)

▼♦❞(▼)

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✿ ▼♦❞(Ψ ∔

▼) ⊆ ▼♦❞(Ψ ⋄ ▼)✳

❬❑❛ts✉♥♦ ❡t ▼❡♥❞❡❧③♦♥✱ ✶✾✾✶❛❪ ❥✉st✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ à

❥♦✉r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❇❈ Ψ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞é❝r✐t✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t à ❛♣♣♦rt❡r à

✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❞❡ Ψ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t à s❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♠♣❛rés sé♣❛ré♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❆✉

❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ s✐ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❞é❝r✐t❡ ♣❛r Ψ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J ✱ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ♣❧✉tôt ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡ J ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❙♦✉r❝❡ = P❜s × ❙♦❧s✱ ♣♦✉r t♦✉t

♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜ ∈ P❜s ❡t t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦❧ ∈ ❙♦❧s s♦❧ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ♣❜✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❡

❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ✿ s✐ s♦❧1 ❡t s♦❧2 s♦♥t ❞❡s

s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜ t❡❧❧❡s q✉❡ d((♣❜, s♦❧1), ❈✐❜❧❡) < d((♣❜, s♦❧2), ❈✐❜❧❡)✱ ❧✬❡✛♦rt

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ (♣❜, s♦❧2) ét❛♥t ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ♣♦✉r (♣❜, s♦❧1)✱ ♦♥ ♥❡ r❡t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ (♣❜, s♦❧1)✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡

♣❜ ∈ P❜s✱ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s s♦❧ ∈ ❙♦❧s✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (♣❜, s♦❧2) ∈ ❙♦✉r❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s

êtr❡ ✐❣♥♦ré ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦✉♣❧❡ (♣❜, s♦❧1) ∈ ❙♦✉r❝❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧

♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐ q✉❡ s♦❧1 s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❜✳ ▲❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞❡

❙♦✉r❝❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡s sé♣❛ré♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s

❝❛s s♦✉r❝❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❙♦✉r❝❡ = {(♣❜, sr❝❡)}✱ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r

❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s à ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (♣❜, s♦❧) ∈ ❙♦✉r❝❡✱ s♦❧ ❡st

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❜✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝✐❜❧❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❣❛r❞é ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

✸✳✸ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡

❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡

♣❛r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❢❡♥❞♦♥s q✉✐ ✈❡✉t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ❘àP❈

❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ s♦♥t ❣✉✐❞é❡s ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡✛♦rt ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡

❢♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛❞❛♣t❛✲

t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐sé❡s ✿ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

t✐❡❧❧❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

✸✳✸✳✶ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✶✵❛❪✳

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❝❛s s♦♥t ♣♦♥❝t✉❡❧s ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿

❙♦✉r❝❡ = {(♣❜s, s♦❧s)}

❈✐❜❧❡ = {♣❜❝} × Us♦❧

❛✈❡❝ ♣❜s, ♣❜❝ ∈ U♣❜ ❡t s♦❧s ∈ Us♦❧✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ✐❝✐ ❛✉① rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s

❬▼❡❧✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (r,Ar) ♦ù r ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s

❡t ♦ù Ar ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

s✐ ♣❜s r ♣❜❝

❛❧♦rs s♦❧❝ = Ar(♣❜
s, s♦❧s, ♣❜❝) rés♦✉t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝✐❜❧❡

✭✸✳✷✮

❖♥ ♥♦t❡ ❘❆ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❘àP❈ ❝♦♥s✐❞éré✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✲

✐❧❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜s à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❜❝✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ❝❡s ❞❡✉①

✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s r t❡❧❧❡s q✉❡ (r,Ar) ∈ ❘❆✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧✬é❝r✐r❡

{(♣❜i−1, ri, ♣❜i)}16i6q ♦ù ♣❜0 = ♣❜s✱ ♣❜q = ♣❜❝ ❡t ♣❜i−1 ri ♣❜i ♣♦✉r t♦✉t i✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ri ❡t

q✉✐ ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❀ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✭❝❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①

r❡❧❛t✐♦♥s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞é❝✐❞❛❜❧❡✮✳ ❉❛♥s ❬▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✷❪✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ét❛❜✲

❧✐ss❛♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✉r❛♥t ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❆✯ ❡t q✉✐ ❛ été ✐♠♣❧❛♥té ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡st ♣rés❡♥té✳

➚ ♣❜s ❡t ♣❜❝ ❞♦♥♥és✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✳ P♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡

❡✉①✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût q✉✐ à (r,Ar) ∈ ❘❆ ❛ss♦❝✐❡ ❝♦ût(r) > 0✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✬✉♥

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st
∑

i ❝♦ût(ri)✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t

❞é✜♥✐r ❝♦ût(r) = − logPr ♦ù Pr ❡st ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✮

rés♦✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❜❝✳ ▲✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞✉ ❝♦ût tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣❜s à ♣❜❝✱

❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❜❝✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❙♦❧✉t✐♦♥s(♣❜❝) ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♥♥❡①❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥

✾✹



✸✳✸✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❞❛♥s ❙♦❧✉t✐♦♥s(♣❜❝)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭♦✉ ❧❛✐ssé ❛✉ ❤❛s❛r❞✮✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✱ ♣✉✐s à

✓ s✉✐✈r❡ ✔ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s Ari ✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✲

✐❧❛r✐té cs = {(♣❜i−1, ri, ♣❜i)}16i6q ❞❡ ♣❜s ∈ U♣❜ à ♣❜❝ ∈ U♣❜ ❡t s♦❧s ∈ Us♦❧✱ s♦✐t s♦❧i =

Ari(♣❜i−1, s♦❧i−1, s♦❧i) ♣♦✉r 1 6 i 6 q✳ s♦❧q = s♦❧❝ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❜❝✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ (♣❜s, s♦❧s) ∈ U à (♣❜❝, s♦❧❝) ∈ U ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ca = {(♣❜i−1, s♦❧i−1), (ri,Ari), (♣❜i, s♦❧i)}16i6q

❙♦♥ ❝♦ût ❡st ❧❡ ❝♦ût ❞❡ cs✳ ❈❡ ❝♦ût ❡st ♥✉❧ ss✐ ♣❜s = ♣❜❝ ✭✐✳❡✳ q = 0✮✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐❧❧✉stré

♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿

♣❜s

s♦❧s

♣❜1

s♦❧1

♣❜q−1

s♦❧q−1

♣❜❝

s♦❧❝

rqrq−1r2r1

Ar Arq−1
Ar2

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✶✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡

❞é❝✐♠❛❧ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡r❛ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✳ ❯♥ ❝❛s s♦✉r❝❡

❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (xs, ys) ∈ U♣❜×Us♦❧ ♦ù U♣❜ = R∗
+ ❡t Us♦❧ = R ✭R∗

+ =]0;+∞[✮ ❡t ♦ù ys ≃ log xs

à ε > 0 ✜①é ♣rès✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ x❝ ∈ R∗
+ ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡

❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✳ ■❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❈✐❜❧❡ = {x❝} × R✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✶✶ ✭♣♦✉r t ∈ R∗
+✮ ✿

log t 6 0✱44 · (t− 1) ✭✸✳✸✮

log 1/t = − log t ✭✸✳✹✮

log 10t = log t+ 1 ✭✸✳✺✮

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡r❝❤é❡ ♣r♦♣♦s❡r❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ log c s❛♥s q✉✬♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❡①♣r✐♠❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿

❈❉ = {(x, y) ∈ U | y 6 0✱44 · (x− 1)}

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✮ ❡t ✭✸✳✺✮ ❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r

✶✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ log t 6 t−1
ln 10

♦ù 0.43 6 ln 10 6 0.44✳ ❉♦♥❝✱ s❛✉❢
♣♦✉r ✉♥ ♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1− ε, 1] ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t✱ log t 6 0✱44 · (t− 1)✱ ❡t ♣♦✉r t ∈ [1− ε, 1]✱ ❧✬é❝❛rt ❡st ♣❡t✐t✳ ❉♦♥❝
♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ log✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❡ss✐✈❡✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

tr♦✐s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✿

{

s✐ ♣❜❝ = 1/♣❜s

❛❧♦rs s♦❧❝ = −s♦❧s

(

x r y ss✐ y = 1/x

Ar(x, z, y) = −z

)

{

s✐ ♣❜❝ = 10 · ♣❜s

❛❧♦rs s♦❧❝ = s♦❧s + 1

(

x r y ss✐ y = 10 · x

Ar(x, z, y) = z + 1

)

{

s✐ ♣❜❝ = 0, 1 · ♣❜s

❛❧♦rs s♦❧❝ = s♦❧s − 1

(

x r y ss✐ y = 0, 1 · x

Ar(x, z, y) = z − 1

)

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛❞✉✐t ✭✸✳✹✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s tr❛❞✉✐s❡♥t ✭✸✳✺✮✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♣❜❝ =
0, 01

♣❜s
✱ ❛❧♦rs ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❝♦♥st✐t✉é✱ ❞❛♥s ✉♥

♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡

rè❣❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s♦❧❝ = −s♦❧s − 2✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ ♣❜❝ = 10p · (♣❜s)k ✭p ∈ ZZ✱ k ∈ {−1,+1}✮✱ ❛❧♦rs s♦❧❝ = p+ k · s♦❧s✳ ❊t

s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❡st ❞❡ 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❡r❛ p+
1− k

2
✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐r❛ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣ré❝✐s✳ ❙♦♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st

q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 10p · (♣❜s)k ♦ù p ∈ ZZ✱ k ∈ {−1,+1}

❡t {(♣❜s, s♦❧s)} ❡st ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♣♦s❡r ❈❉ = U ✳ ❙♦✐t d❘❆✱ ❧❛

❞✐st❛♥❝❡ s✉r U = U♣❜ × Us♦❧ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

d❘❆(u1, u2) = min{❝♦ût(ca) | ca ✿ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ u1 à u2} ✭✸✳✻✮

♦ù ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ min ∅ = +∞✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥s

✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡✮✱ {❝♦ût(ca) | ca ✿ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ u1 à u2} ❡st ❞✐s❝r❡t✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❡st ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t ❡t s✐ d❘❆(u1, u2) < +∞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ u1 à u2 ❞❡ ❝♦ût

d❘❆(u1, u2)✳ ❙♦✐t ❙♦✉r❝❡ = {sr❝❡} ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❛✈❡❝ sr❝❡ = (♣❜s, s♦❧s)✱ ❡t ❈✐❜❧❡ =

{♣❜❝} × Us♦❧ ✉♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❙♦✐t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✭♣❛❣❡ ✽✽✮ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔d❘❆ ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ à ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

d❘❆✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ u❝ = (x❝, y❝) ❡st ❞❛♥s ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ✭u❝ ∈ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡✮ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ sr❝❡ à u❝✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ s♦❧❝ ❡st

♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ y❝ ∈

❙♦❧✉t✐♦♥s(x❝) ♦ù ❙♦❧✉t✐♦♥s(♣❜❝) ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s ❞❡ (♣❜s, s♦❧s) à ♣❜❝✳

❉♦♥❝ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = {♣❜❝}×❙♦❧✉t✐♦♥s(♣❜❝)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❝♦♥s✐❞éré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔d❘❆ ✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧❛ ❡st q✉✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s✱ ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s s♣é❝✐✲

✾✻



✸✳✸✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

✜q✉❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s ❣é♥ér❛✉① ✿ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r

❧❛ ∔d❘❆✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ❞❡ t❡❧s ❝❛s s♦✉r❝❡s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❈❉ ( U✮ ♠❛✐s ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ca ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ s♦✐❡♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t (♣❜i, s♦❧i) ❞❡

ca✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ (♣❜i, s♦❧i) ∈ ❈❉✳

❆ss♦❝✐❡r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s ❡t ∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r rè❣❧❡s ✭♦✉ ❞❡ ❧❛ ∔d❘❆✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞

❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬♦❜t❡♥✲

t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❬❍❛♥♥❡② ❡t ❑❡❛♥❡✱ ✶✾✾✻❪✮✱ ❛✉♣rès

❞✬❡①♣❡rts ✭❬❞✬❆q✉✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥

❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❬❈r❛✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❞✬❆q✉✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮✳ ◆é❛♥✲

♠♦✐♥s r❛r❡s ✭♦✉ ✐♥❡①✐st❛♥t❡s✮ s♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❥♦✉❡ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛✲

t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ❥✉❣és

tr✐✈✐❛✉① ♣❛r ✉♥ ❡①♣❡rt✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ❛✈♦✐r

❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱

♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐s ❣râ❝❡ à ❞❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ s✐♠♣❧❡s✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

s❡ ❧✐♠✐t❡ à ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♣✐❡ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

P♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ré❛❧✲

✐s❛♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

d❘❆✱ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ d0 ♥❡ ❣ér❛♥t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

♣r♦❜❧è♠❡✲s♦❧✉t✐♦♥ ✿

d(u1, u2) = min (K❘❆ · d❘❆(u1, u2),K0 · d0(u1, u2)) ♣♦✉r u1, u2 ∈ U

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts K❘❆ > 0 ❡t K0 > 0 s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❞♦s❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ K❘❆ ❡st ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t K0✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s✱

q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✭✐✳❡✳✱ q✉❛♥❞ d❘❆(❙♦❧s, ♣❜
❝) < +∞✮✱ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣ré❢éré❡ à ❧❛ ∔d0✲

❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡r

✭❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ✿ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❡ ❝❛s

s♦✉r❝❡ ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♥ ✉♥ ❝❛s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡✱ ♣✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡

❧❛ ∔d0✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝

d(u1, u2) = inf
u∈U

K❘❆ · d❘❆(u1, u) +K0 · d0(u, u2) ♣♦✉r u1, u2 ∈ U

✭s✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t❡✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

❞❡ u q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✮✳

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✷✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✶ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r✱ ❛✉

❝❛s ✭❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ♣❛r ❝❛s ✭❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮✱ ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♣❛r rè❣❧❡s✱ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✭✐✳❡✳✱ d❘❆(♣❜s, ♣❜❝) < +∞✱ ❝✳✲à✲❞✳ ♣❜❝ = 10p · (♣❜s)s ♣♦✉r

✉♥ p ∈ ZZ ❡t ✉♥ s ∈ {−1, 1}✮ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡

s✐ ♣❜❝ = 10p · (♣❜s)s (p ∈ ZZ, s ∈ {−1,+1})

❛❧♦rs s♦❧❝ = min(p+ s · s♦❧s, 0✱44 · (♣❜❝ − 1))

s✐♥♦♥ s♦❧❝ = min(s♦❧s, 0✱44 · (♣❜❝ − 1))

❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ K❘❆ ≪ K0✱ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ❝❛s {z} ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ❡t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡✲❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❊♥

❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ z = (z1, z2) ♦ù z1 = 10p · (♣❜s)s ❛✈❡❝ p ❡t s ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ z1 s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s

♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❜❝ ❛✉ s❡♥s ❞❡ d0✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

s♦❧❝ = min (p+ s · s♦❧s, 0✱44 · (♣❜❝ − 1))

♦ù (p, s) ♠✐♥✐♠✐s❡ K❘❆

(

p+
1− s

2

)

+K0 |♣❜
❝ − 10p · (♣❜s)s|

s✉r ZZ× {−1,+1}

✸✳✸✳✷ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✶✶❛❪✳

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dyj =
∑

i

∂yj
∂xi

· dxi ✭✸✳✼✮

❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ f : x ∈ Rm 7→ y ∈ Rn✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡r✈✐r à ❝❛❧❝✉❧❡r

✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ f ❡♥ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s dxi ❡t dyj ❝♦♠♠❡

❞❡s ♣❡t✐t❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❈❆ =
{
∂yj
∂xi

}

ij
✳ ❈❆

❡st ❧✬❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✿ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣❡✉t êtr❡

✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ U♣❜ = Rm✱ Us♦❧ = Rn✱ ❙♦✉r❝❡ = {us} ❡st ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡

s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✈❡❝ us = (xs, ys) ❡t ys = f(xs)✱ ❛❧♦rs ✭✸✳✼✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ =

{(x❝, y❝)} ❛✈❡❝ {x❝} = P❜❝ ❡t y❝j = ysj +
∑

i
∂yj
∂xi

· (x❝i − xsi )✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬❋✉❝❤s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡♥ s✉❜✲

st✐t✉❛♥t R ♣❛r ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✿ U♣❜ = V1 × . . . × Vm✱ Us♦❧ =

W1 × . . . × Wn✱ ♦ù ❧❡s Vi ❡t ❧❡s Wj s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❯♥ t②♣❡ T

♣❡✉t êtr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭♣✳ ❡①✳✱ T = R ♦r T = ZZ✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭♣✳ ❡①✳✱ t②♣❡s é♥✉♠érés✱ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s

✾✽



✸✳✸✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ❡t❝✳✮✱ s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ +✱ t❡❧❧❡ q✉❡

(T ,+) s♦✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✶✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ m + n ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s (Vi,+) ❡t

(Wj ,+) q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❙♦✐t + ❞é✜♥✐❡ s✉r U♣❜ ✭r❡s♣✳✱ s✉r Us♦❧✮ ♣❛r

a+ b = (a1+ b1, . . . , am+ bm) ✭r❡s♣✳✱ a+ b = (a1+ b1, . . . , an+ bn)✮✳ (U♣❜,+) ❡t (Us♦❧,+) s♦♥t ❞❡s

❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❙♦✉r❝❡ = {(xs, ys)} ❡t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐❜❧❡

s♣é❝✐✜q✉❡ P❜❝ = {x❝}✱ dx ❡t dy ❞é♥♦t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x❝ − xs ❡t y❝ − ys✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ➀ ❝❛❧❝✉❧❡r dy à ♣❛rt✐r ❞❡ dx ❡t ➁ ❝❛❧❝✉❧❡r y❝ = ys + dy✳

▲✬ét❛♣❡ ➁ ❡st s✐♠♣❧❡✳ ❙♦✐t Dxs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬ét❛♣❡ ➀ ✿ Dxs : dx 7→ dy✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉

❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ Dxs ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡
[
∂yj
∂xi

(xs)
]

ij
✳ ❉❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ Dxs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ∂yj
∂xi

(xs) q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t

à ❝❤❛q✉❡ dxi ∈ Vi ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ diyj ∈Wj à dyj ✿

∂yj
∂xi

(xs) : dxi 7→ diyj dyj =
∑

i

diyj

Dxs((dx1, . . . , dxm)) = (dy1, . . . , dyn)

y❝ = ys +Dxs(x
❝ − xs) ✭✸✳✽✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
(
∂yj
∂xi

(xs)
)

(0) = 0 ✿ s✐ ❧❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ xi ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ✭dxi = 0✮ ❛❧♦rs

✐❧ ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛s ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ dyj ✭diyj = 0✮✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡

q✉❡ Dxs(0) = 0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✸✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ✐❝✐ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✶✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡

❞é❝✐♠❛❧ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❘àP❈✳ U♣❜ = R∗
+✱ Us♦❧ = R✱ ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ∈ U

t❡❧ q✉❡ y ≃ log x✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s♦♥t log x 6 0✱44 · (x− 1)✱ ❝❡

q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ✿

❈❉ = {(x, y) ∈ U | y 6 0✱44 · (x− 1)}

P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ Dxs : dx ∈ R 7→ ̺s ·dx ∈ R✱ ❛✈❡❝ ̺s ∈ R✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

y❝ = ys + ̺s · (x❝ − xs) ✭✸✳✾✮

✭❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ̺s ❡st ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✐❧❧✉str❡

❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ✓ ♦♣t✐♠❛❧ ✔ ❞❡ ̺s ❡st ̺s = d log xs

dxs
= 1

xs·ln 10 ✭ ✶✸✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ̺s = 0

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♣✐❡ ✿ y❝ = ys✳

P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔d

❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ à d✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R × R ✭♣♦✉r (x1, y1), (x2, y2) ∈ U ✱

d((x1, y1), (x2, y2)) = |x2 − x1| + |y2 − y1|✮✳ ▲❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡

✶✷✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ (T ,+) ❡st t❡❧ q✉❡ + ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ (T ,+) ❛
✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✱ ♥♦té 0✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ a ∈ T ❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡ ♥♦té −a ✭a+ (−a) = 0✮✳ b− a ❡st ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥
♣♦✉r b+ (−a)✳ ❉❛♥s ❬❋✉❝❤s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r (T ,+) s♦♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳
✶✸✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù y❝ − (ys + ̺s · (x❝ − xs)) =x❝→xs o(x❝ − xs) ss✐ ̺s = 1

xs·ln 10
✱ ❝❡ q✉✐

❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✳

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

x

y

xs

ys

x❝x❝

y❝

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à
s✉✐✈r❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ̺s ✭❧❡ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ̺s ❡st ❝❤♦✐s✐ ✐❝✐ ✿ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡st ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❡♥ x❝✮✳ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭❈❉ = U✮✳

♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ❝♦♣✐❡✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ys ✿ s✐ (x❝, ys) ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❈❉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ys 6 0✱44 ·

(x❝ − 1)✱ ❛❧♦rs y❝ = ys✱ s✐♥♦♥ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦rr✐❣é❡✱ y❝ = 0✱44 · (x❝ − 1)✳ ❉♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ❡st ✿

y❝ = min (ys, x❝ − 1) ✭✸✳✶✵✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳

x

y

xs

ys

x❝x❝

y❝

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♣❛r ❝♦♣✐❡ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✿ t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡❧❧❡
❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ à ❞r♦✐t❡✮✱ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦rr✐❣é❡ s✉✐✈❛♥t
❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❝❢✳ ❧✬❛✉tr❡ ✢è❝❤❡✮✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ Dxs ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r xs ∈ U♣❜✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ∔ t❡❧ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

✶✵✵



✸✳✸✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t ❞✐st♣❜ ❡t ❞✐sts♦❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ s✉r U♣❜ ❡t Us♦❧✱

❡t s♦✐t d ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛

sé♣❛r❛t✐♦♥✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r us, u❝ ∈ U ✱ ❛✈❡❝ us = (xs, ys) ❡t u❝ = (x❝, y❝)✱

d(us, u❝) = ❞✐st♣❜(x
s, x❝) + ❞✐sts♦❧(y

s, y❝ −Dxs(x
❝ − xs)) ✭✸✳✶✶✮

▲❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡ = {(xs, ys)} ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ = {x❝} × Us♦❧ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝

y❝ = ys +Dxs(x
❝ − xs) q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ d ❡st ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✳ ❙✐ d(us, u❝) = 0 ❛❧♦rs

✭❛✮ ❞✐st♣❜(x
s, x❝) = 0 ❡t ✭❜✮ ❞✐sts♦❧(y

s, y❝ − Dxs(x
❝ − xs)) = 0✳ P✉✐sq✉❡ ❞✐st♣❜ ❡st ✉♥❡

✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✱ ✭❛✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ xs = x❝✳ ❉♦♥❝Dxs(x
❝−xs) = 0✱ ❡t ✭❜✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❞✐sts♦❧(ys, y❝−

0) = 0✳ P✉✐sq✉❡ ❞✐sts♦❧ ❡st ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✱ ys = y❝✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ us = u❝ ❡t d ❡st ✉♥❡

✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✳

❙♦✐t y❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ {(xs, ys)} ♣❛r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐❜❧❡ x❝✳

y❝ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❞♦♥❝ ∆ = d((xs, ys), (x❝, y❝))✱ ♦ù xs✱ ys ❡t x❝ s♦♥t ✜①és✳ ✭✸✳✶✶✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ∆ >

❞✐st♣❜(x
s, x❝)✳ ∆ = ❞✐st♣❜(x

s, x❝) ♥✬❡st ❛tt❡✐♥t q✉❡ s✐ ❞✐sts♦❧(ys, y❝ − Dxs(x
❝ − xs)) = 0✱

❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞✐sts♦❧ ❡st ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✱ à ys = y❝ − Dxs(x
❝ − xs)✱ s♦✐t y❝ =

ys + Dxs(x
❝ − xs)✳ ❉♦♥❝✱ s✐ y❝ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ d ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✸✳✶✶✮

❛❧♦rs y❝ ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st

❞✐r❡❝t❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡♥r✐❝❤✐t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✿

✕ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t

❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t✱ s✉rt♦✉t✱ ❡❧❧❡

♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳

✕ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡

ré✈✐s✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✹ ✭❙✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✸✮✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ ❞✐st♣❜ ❡t ❞✐sts♦❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

| · − · | ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ L1 s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡ U♣❜ ❡t Us♦❧✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮

❞♦♥♥❡

d(us, u❝) = |x❝ − xs|+ |y❝ − (ys + ̺s · (x❝ − xs))| ✭✸✳✶✷✮

❉♦♥❝✱ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✭✸✳✾✮ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✿

y❝ = min (ys + ̺s · (x❝ − xs), x❝ − 1)

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ̺s = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✮✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✲

♠❡♥t✱ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✸✳✶✷✮ ❡st ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ L1 ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (−→e1 ,
−→e2) ❞❡ R2 ❛✈❡❝

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

−→e1 = −→ε1 + ̺s−→ε2 ❡t −→e2 = −→ε2 ♦ù (−→ε1 ,
−→ε2) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭−→ε1 = (1, 0) ❡t −→ε2 = (0, 1)✮ ✿ ❧❛ ♣❡♥t❡

❞❡ −→e1 ❞❛♥s (−→ε1 ,
−→ε2) ✈❛✉t ̺s✳ (−→e1 ,

−→e2) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à (−→ε1 ,
−→ε2)✮ ss✐ ̺s = 0

✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à (−→e1 ,
−→e2) = (−→ε1 ,

−→ε2)✮✳ ❆✐♥s✐✱ ∔d ❛✈❡❝ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✸✳✶✷✮ ❡st

♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ✭❛✈❡❝ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ♣❛❣❡ ✾✵✮ ss✐ (−→e1 ,
−→e2)✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ d ❡st

L1✱ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧✬❛❞❥❡❝t✐❢ ✓ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✔ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ s♦✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲

t✐❡❧❧❡ s♦✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s

q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❘àP❈ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s ❡♥ π/2 ❡♥

❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ 0✳ U = U♣❜×Us♦❧ ❛✈❡❝ U♣❜ = Us♦❧ = R✱ ❙♦✉r❝❡ = {(0, 0)} ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❝✐❜❧❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st P❜❝ = π/2✱ ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ s✐♥✉s ❡♥ 0 q✉✐ ✈❛✉t 1 ❡t

s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [−1, 1] ✿

❈❉ = {(x, y) ∈ U | − 1 6 y 6 1}

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ P❜❝ ❞♦♥♥❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = {(x❝, y❝)} ❛✈❡❝ ✿

x❝ = π/2 ❡t







y❝ = 0 ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✳

y❝ = π/2 ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❈❉✮✳

y❝ = 1 ❛✈❡❝ ❧❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣♦✉r d ❞é✜♥✐❡ s✉✐✈❛♥t ✭✸✳✶✷✮✳

❉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ✓ ❡♥tr❡ ✔ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ✭❆❈✮ ❡t ❧✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❆❉❖✮✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲✬❆❉❖ ❡st ✉♥❡

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧èt❡s s✉r ❧❡s
[
∂yj
∂xi

(xs)
]

ij
✱ ❝✳✲à✲❞✳✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡

Dxs ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣ré❞é✜♥✐s

✭♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❡ ✶✸ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡ ✾✾✮✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❡❧❧❡✱ ❛✉ ❝❤♦✐① ❛r❜✐tr❛✐r❡ ∂yj
∂xi

(xs) = 0 ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ xs✱ i ❡t j✮✳

❉✬✉♥ ❝ôté✱ ❧✬❆❉❖ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❢éré❡ à ❧✬❆❈✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r♠✐

❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧✬❆❈ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛r ❞✬❡✛♦rt ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥✐ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❆❉❖ ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❆❈ ❡t ❆❉❖ ❛ ❞♦♥❝ é♠❡r❣é✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❆❈ ❝♦♠♠❡ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs ❧✬❆❉❖✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉rr❛✐t

êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐st❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❬❈♦r❞✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐st❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❬❇❛❞r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✮✳

✶✵✷



✸✳✸✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

x

y

xs

ys

x❝x❝

y❝

✭❛✮

x

y

xs

ys

x❝x❝

y❝

✭❜✮

x

y

xs

ys

x❝x❝

y❝

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❉❡✉① ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥
✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❛✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❡
❝♦rr✐❣❡r ✭❝❡❧❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❜✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❧❡
❝♦rr✐❣❡r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥té❡
❡♥ ✭❝✮✳

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

✸✳✹ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✾❛❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t à ❧✬♦r✐❣✲

✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P✐❡rr❡ ▼❛rq✉✐s ❡♥ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✼✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s✱ ♦ù ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠❛✐s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s

s♦✉r❝❡s✳

✸✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣r✐étés

❙♦✐t ❙❈❙ = {❙♦✉r❝❡1, . . . , ❙♦✉r❝❡k} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ❡t △ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡

❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r U ✳ ▲❛ △✲❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s ❙❈❙ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❝❛s ❈✐❜❧❡ ❡st

♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s s♦✉r❝❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝✐❜❧❡ ✿

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = ❈❈❈❉△ ({❙♦✉r❝❡1, . . . , ❙♦✉r❝❡k}, ❈✐❜❧❡) ♦ù

❈❈❈❉△ ({❙♦✉r❝❡1, . . . , ❙♦✉r❝❡k}, ❈✐❜❧❡) = △❈❉∩❈✐❜❧❡({❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡1, . . . , ❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡k}) ✭✸✳✶✸✮

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ✿ s✐ k =

❝❛r❞(❙❈❙) = 1✱ ❛❧♦rs ❧❛ △✲❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❙❈❙ = {❙♦✉r❝❡1} ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

❧❛ ∔✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡1 ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡✱ ♦ù ∔ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✸✮✱ ♣❛❣❡ ✼✷✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❈♦♠♠❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ♦ù ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s

❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥

❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞✉ rés✉❧t❛t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❙♦✉r❝❡n
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❝❛s ❈✐❜❧❡✳

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❞♦✐t rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈✐❜❧❡ ❞❛♥s

♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✭♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❈❉✮ ❛✉ ♣♦st✉❧❛t (△✲0)✳

(△✲1) ét❛❜❧✐t q✉❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t à ♠♦✐♥s q✉❡ ❈✐❜❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♥❡ s♦✐t

❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛s ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❈❉✳ ❈✬❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✉♥❡ ❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ✿ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥

❞♦✐t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ ❛✐t ❞✉ s❡♥s✳

❙❡❧♦♥ ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✱ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts (△✲5)✱ (△✲6)✱ (△✲7) ❡t (△✲8) ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✭●5✮ ❡t ✭●6✮ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ♣♦st✉❧❛t (△✲7) ❡t (△✲8) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✭✈♦✐r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✷✳✶ ❡t ✶✳✷✳✷✱

♣❛❣❡ ✾✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❛ été tr♦✉✈é ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st ♠♦❞✐✜é ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡✳

▲❡s ♣♦st✉❧❛ts (△✲5) ❡t (△✲6) ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡

❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥

❞✬êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡✳

✶✵✹



✸✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

▲❡ ♣♦st✉❧❛t (△✲2) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡ ♦✉ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts

❝❛s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❈✐❜❧❡ ❡t ❛✈❡❝ ❈❉✱ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ❡♥

❛ss❡♠❜❧❛♥t ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❛♥s q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣♦rt❡r ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

▲❡ ♣♦st✉❧❛t (△✲4) ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❛r❜✐✲

tr❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✈♦r✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❙✐ ❞❡✉① ❝❛s ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡2 s♦♥t sé♣❛ré♠❡♥t

❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛s ❈✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s ❞♦♥♥❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❈✐❜❧❡ s❛♥s ❡✛♦rt

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡2 ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s sé❧❡❝✲

t✐♦♥♥❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❈❡ ♣♦st✉❧❛t ❡st ♣❧✉s ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡r

q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡s✱ ♦♥ ♥✬❡♥ r❡t✐❡♥♥❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳

✸✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦ù ●❛r✉❞❛ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t

s❛♥s ÷✉❢s✳ ■❧ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❡ r❡❝❡tt❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ❝r✐tèr❡s ♠❛✐s ✐❧ tr♦✉✈❡ tr♦✐s r❡❝❡tt❡s ❞♦♥t

✐❧ ♣❡✉t s✬✐♥s♣✐r❡r✱ ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ÷✉❢s ✿ ❙♦✉r❝❡1✱

✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝❤❛♥t✐❧❧② s❛♥s ÷✉❢s ✿ ❙♦✉r❝❡2 ❡t ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝rè♠❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t s❛♥s ÷✉❢s ✿

❙♦✉r❝❡3✳ ▲❡s r❡❝❡tt❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ❛✈❡❝

✉♥ ❛ttr✐❜✉t ♣❛r ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✿ ÷✉❢✱ ❝❤♦❝♦❧❛t✱ ❝rè♠❡✱ s✉❝r❡ ❡t s♦❥❛ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t

❧❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❯♥ ❛ttr✐❜✉t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱

✈▼♦✉ss❡✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡✱ ❧❡s tr♦✐s ❛ttr✐❜✉ts ❡st▼♦✉ss❡✉①✱

❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

s✐ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ♣ré♣❛r❡ ✉♥ ♣❧❛t ♠♦✉ss❡✉①✱ ✉♥ ♣❧❛t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ❧✬÷✉❢ ❡t ✉♥ ♣❧❛t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞✉

❝❤♦❝♦❧❛t✳

▲❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❛1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❛9 ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐és

à ❝❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t U1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ U9✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ♥♦♥ ❛tt❡✐♥ts

❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐s❝r❡ts ✭♣✳❡①✳ 0, 1 · N =

{0, 1 ·m | m ∈ N}✮ ♣❧✉tôt q✉❡ R✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡❝❡tt❡ ❞❛♥s

❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ❙✐ ❧❛ ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✬❴✬✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧

♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡t ❛ttr✐❜✉t✱ ✐❧ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s♦♥

❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét❛❜❧✐ss❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡st▼♦✉ss❡✉①✱

❝♦♥t✐❡♥t×✉❢✱ ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t ❡t ✈▼♦✉ss❡ ❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥✲

❣ré❞✐❡♥ts ✿

❈❉ = R✈▼♦✉ss❡ ∩R❡st▼♦✉ss❡✉① ∩R❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ ∩R❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t

♦ù R✈▼♦✉ss❡ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❛✉ ♣❧✉s 200♠❧ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ♣❛r ÷✉❢ ❡t 225♠❧ ❞❡ ♠♦✉ss❡

♣♦✉r 170♠❧ ❞❡ s♦❥❛ ✭225/170 ≃ 1, 3✮ ✿

R✈▼♦✉ss❡ = {(❴,❴,❴, ✈▼♦✉ss❡, ÷✉❢, s♦❥❛,❴,❴,❴) |✈▼♦✉ss❡ 6 200× ÷✉❢+ 1, 3× s♦❥❛}
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❈✐❜❧❡ ❙♦✉r❝❡1 ❙♦✉r❝❡2 ❙♦✉r❝❡3

❛1 = ❡st▼♦✉ss❡✉① U1 = B ❱r❛✐ ❱r❛✐ ❱r❛✐ ❋❛✉①

❛2 = ❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ U2 = B ❋❛✉① ❱r❛✐ ❋❛✉① ❋❛✉①

❛3 = ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t U3 = B ❱r❛✐ ❱r❛✐ ❋❛✉① ❱r❛✐

❛4 = ✈▼♦✉ss❡ (♠❧) U4 = 0, 1 · N ❴ 200 225 0

❛5 = ÷✉❢ U5 = N ❴ 1 0 0

❛6 = s♦❥❛ (♠❧) U6 = 0, 1 · N ❴ 0 170 0

❛7 = ❝❤♦❝♦❧❛t (❣) U7 = 0, 1 · N ❴ 35 0 25

❛8 = ❝rè♠❡ (❣) U8 = 0, 1 · N ❴ 10 0 125

❛9 = s✉❝r❡ (❣) U9 = 0, 1 · N ❴ 65 50 ❴

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❈✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡
❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t s❛♥s ÷✉❢s ❡t ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❙♦✉r❝❡1✱ ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3 ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ à ❈✐❜❧❡✳ ❙♦✉r❝❡1 ❡st ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❙♦✉r❝❡2 ❡st ✉♥❡
r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝❤❛♥t✐❧❧② s❛♥s ÷✉❢s ❡t ❙♦✉r❝❡3 ❡st ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝rè♠❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t s❛♥s ÷✉❢s✳

R❡st▼♦✉ss❡✉①✱ R❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ ❡t R❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡ ❡st▼♦✉ss❡✉① ✭r❡s♣✳ ❝♦♥t✐❡♥t×✉❢

❡t ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t✮ s♦♥t ❱r❛✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❡st ♠♦✉ss❡✉s❡ ✭r❡s♣✳ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s

÷✉❢s ❡t ❞✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✮ ✿

R❡st▼♦✉ss❡✉① = {(❡st▼♦✉ss❡✉①,❴,❴, ✈▼♦✉ss❡,❴,❴,❴,❴,❴) |

❡st▼♦✉ss❡✉① = ❱r❛✐ ss✐ ✈▼♦✉ss❡ 6= 0}

R❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ = {(❴, ❝♦♥t✐❡♥t×✉❢,❴,❴, ÷✉❢,❴,❴,❴,❴) |❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ = ❋❛✉① ss✐ ÷✉❢ = 0}

R❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t = {(❴,❴, ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t,❴,❴,❴, ❝❤♦❝♦❧❛t,❴,❴) |

❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t = ❋❛✉① ss✐ ❝❤♦❝♦❧❛t = 0}

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d s✉r U ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ di s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Ui✱

♣♦✉r x, y ∈ U ❛✈❡❝ x = (x1, . . . , x9) ❡t y = (y1, . . . , y9) ✿

d(x, y) =

9∑

i=1

wi · di(xi, yi)

♦ù ❧❡s di s♦♥t ❧❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Ui ✿

di(xi, yi) =







0 s✐ xi = yi

1 s✐♥♦♥
♣♦✉r 1 6 i 6 3

di(xi, yi) = |yi − xi| ♣♦✉r 4 6 i 6 9

❆✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ △d,Σ ❞é✜♥✐ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✷✱ ❡t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts wi q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ♣❧✉s

❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ q✉✬à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✶✹ ✿

✶✹✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r 3 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s s♦✉r❝❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ k ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r

✶✵✻



✸✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

w4 > 3 · (w5 + w6)✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡1✱ ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3 ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡1 = ❈❈❈❉△ ({❙♦✉r❝❡1, ❙♦✉r❝❡2, ❙♦✉r❝❡3}, ❈✐❜❧❡) r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳

❈♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ ❧✐❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝❤♦❝♦❧❛t✱ ❝rè♠❡ ❡t s✉❝r❡ ❛✉① ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts✱

❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ dΣ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛ttr✐❜✉ts ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→

|x−a|+ |x−b|+ |x−c| ❛✈❡❝ a 6 b 6 c✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r x = b✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s

❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❉✱ ✈▼♦✉ss❡ ❡t s♦❥❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ss✐ ❛✉① ♠✐♥✐♠❛ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ w4 > 3 · (w5 + w6) ❞♦♥♥❡ ♣r✐♦r✐té à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ✈▼♦✉ss❡✱ ❞♦♥❝ ✈▼♦✉ss❡ = 200✱ s♦❥❛ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡

s❛t✐s❢❛✐r❡ ❈❉✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡2
❡t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉❡ ❞❡ ❈❉ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r

❞✬÷✉❢s✱ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ❧❡ s♦❥❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✭165♠❧ ❞❡ s♦❥❛✮✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❝❤♦❝♦❧❛t ❡t ❞❡ ❝rè♠❡ s♦♥t

♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡3✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡

❧❛ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝❤❛♥t✐❧❧② s❛♥s ÷✉❢s ✭❙♦✉r❝❡2✮ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦✉ss❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝rè♠❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t

s❛♥s ÷✉❢s ✭❙♦✉r❝❡3✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦❝♦❧❛t ❡t ❧❛ ❝rè♠❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ △d,Σ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥tr❡

❧❡s ❇❈ ❢✉s✐♦♥♥é❡s✱ ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪ q✉❛❧✐✜❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ✓♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ✔ ❛✈❡❝

❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ✈♦t❡ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐① ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ △d,Σ✲

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛s {❙♦✉r❝❡2, ❙♦✉r❝❡3} ❡t {❙♦✉r❝❡2, ❙♦✉r❝❡3, ❙♦✉r❝❡3} ❞♦♥✲

♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡2 ❡t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡3 r❡♣rés❡♥tés

❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦✉r❝❡s r❡t❡♥✉❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐

s♦♥t ❞é❢❡♥❞✉❡s ♣❛r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦r✲

t❛♥t❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✮ ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥

♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s✳

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡1 ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡2 ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡3

❛1 = ❡st▼♦✉ss❡✉① ❱r❛✐ ❱r❛✐ ❱r❛✐

❛2 = ❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ ❋❛✉① ❋❛✉① ❋❛✉①

❛3 = ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t ❱r❛✐ ❱r❛✐ ❱r❛✐

❛4 = ✈▼♦✉ss❡ (♠❧) 200 0 6 ❛4 6 200 0, 1

❛5 = ÷✉❢ 0 0 0

❛6 = s♦❥❛ (♠❧) 165 0 6 ❛6 6 170 0, 1

❛7 = ❝❤♦❝♦❧❛t (❣) 25 0 6 ❛7 6 25 25

❛8 = ❝rè♠❡ (❣) 10 0 6 ❛8 6 125 125

❛9 = s✉❝r❡ (❣) 50 6 ❛9 6 60 0 6 ❛9 6 50 50

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △d,Σ✳ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡1 ❡st
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡1✱ ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3✱ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡2 ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3✱ ❡t ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡3 ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡2✱
❙♦✉r❝❡3 ❡t ❙♦✉r❝❡3 ✭❝♦♠♣té ❞❡✉① ❢♦✐s✮✳

q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈▼♦✉ss❡ s♦✐t ❝♦♥s❡r✈é❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ÷✉❢ ❡t s♦❥❛✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ w4 > k · (w5 + w6)✮✳

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

✸✳✹✳✸ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈❈❇■

■♥❢ér❡♥❝❡ ❝ré❞✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s

❍②♣♦t❤ès❡s✳ ▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❝ré❞✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s ✭❈r❡❞✐❜❧❡ ❝❛s❡✲❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦✉ ❈❈❇■✮

❬❍ü❧❧❡r♠❡✐❡r✱ ✷✵✵✼❪ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❘àP❈ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡✲s♦❧✉t✐♦♥

 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✿ s✐ x  y ❡t x  y′ ❛❧♦rs y = y′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s s♦♥t

❞❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ✿ ❙♦✉r❝❡i = {(xi, yi)} ❡t ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞✬✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ s♣é❝✐✜é❡ ✿ ❈✐❜❧❡ = {x❝} × Us♦❧✳

▲❡ ❈❈❇■ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✓❉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✐♠✐✲

❧❛✐r❡s ✔ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h : [0; +∞] → [0; +∞]✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✱ q✉✐ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

❡♥tr❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✶✺✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s x1, x2 ∈ U♣❜✱ s✐

x1  y1 ❡t x2  y2 ❛❧♦rs ✿

ds♦❧(y1, y2) 6 h(d♣❜(x1, x2)) ✭✸✳✶✹✮

♦ù d♣❜ ❡st ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s②♠étr✐q✉❡ s✉r U♣❜ ❡t ds♦❧ ❡st ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s②♠étr✐q✉❡ s✉r Us♦❧✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s ❡st ❛✉ss✐ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s

❬❍ü❧❧❡r♠❡✐❡r✱ ✷✵✵✼❪ ❡t ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✭✸✳✶✹✮ s♦✐t ✈✐♦❧é❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡

❞❡ ❝❛s ❣r❛♥❞✐t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✶✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭ ❡st ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ h(0) = 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❈❈❇■✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❙❈❙ ❞❡ ❝❛s s♦✉r❝❡s ❙♦✉r❝❡i = {(xi, yi)}16i6n

❡t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐❜❧❡ x❝✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝❛s✱

❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ y❝ ❞❡ x❝ ✈ér✐✜❡ ds♦❧(yi, y❝) 6 h(d♣❜(xi, x❝))✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮ ✿

y❝ ∈ C❈❈❇■ =
n⋂

i=1

{y ∈ Us♦❧ | ds♦❧(yi, y) 6 h(d♣❜(xi, x❝))} ✭✸✳✶✺✮

❉♦♥❝✱ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = {x❝} × C❈❈❇■ rés♦✉t ❈✐❜❧❡✳

❈❡tt❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝ré❞✐❜❧❡ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥❡ ♣✉✐sq✉❡ ✭✸✳✶✹✮ ♥✬❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛

♣❧✉♣❛rt ❞❡s x, y ∈ U♣❜✳

▲❛ △d,Σ✲❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ét❡♥❞ ❧❡ ❈❈❇■

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ❖♥ ❢❛✐t ✐❝✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❈❈❇■ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✳

✶✺✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❈❈❇■ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬❍ü❧❧❡r♠❡✐❡r✱ ✷✵✵✼❪ ❣râ❝❡ à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té S♣❜ ❡t Ss♦❧ s✉r U♣❜

❡t Us♦❧✱ ♠❛✐s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té S s✉r U q✉✐ ✈ér✐✜❡
S(x, y) = 1 s✐ x = y ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d s✉r U ♣❛r S(x, y) = 1

1+d(x,y)
❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳

✶✵✽



✸✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

Us♦❧

U♣❜

y1

h(r1)

h(r2)

y2

y3

h(r3)
C❈❈❇■

r✶ r✷

x2

r3

x3

x

x1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❝ré❞✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s✳

❙♦✐t d ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r U = U♣❜ × Us♦❧ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r (x1, y1), (x2, y2) ∈ U ♣❛r

d((x1, y1), (x2, y2)) = max{h(d♣❜(x1, x2)), ds♦❧(y1, y2)}

❙♦✐t C❈❈❇■ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❈❈❇■✱ ❡t C△d,Σ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ △d,Σ✲❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ê♠❡s ❝❛s

s♦✉r❝❡s s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❈❉ = U✮ ✿

C❈❈❇■ =
n⋂

i=1

{y ∈ Us♦❧ | ds♦❧(yi, y) 6 h(d♣❜(xi, x❝))}

C△d,Σ = Φs♦❧

(

❈❈U△d,Σ(❙❈❙, ❈✐❜❧❡)
)

♦ù Φs♦❧ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❈❛s ⊆ U ✱

Φs♦❧(❈❛s) = {y ∈ Us♦❧ | ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ U♣❜ t❡❧ q✉❡ (x, y) ∈ ❈❛s}✳ ❙✐ ❧❡ ❈❈❇■ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧✲

t❛t ❝♦❤ér❡♥t ✿ C❈❈❇■ 6= ∅✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ △d,Σ✲❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ✿

C❈❈❇■ = C△d,Σ

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t y❝ ∈ C❈❈❇■✱ ds♦❧(yi, y❝) 6 h(d♣❜(xi, x❝)) ♣♦✉r t♦✉t 1 6 i 6 n✱ ❞♦♥❝

d((xi, yi), (x❝, y❝)) = h
(
d♣❜(xi, x❝)

)
6 min

y∈Us♦❧

d((xi, yi), (x❝, y))

❡t

dΣ(❙❈❙, (x❝, y❝)) =

n∑

i=1

d((xi, yi), (x❝, y❝))

6

n∑

i=1

(

min
y∈Us♦❧

d((xi, yi), (x❝, y))

)

6 min
y∈Us♦❧

(
n∑

i=1

d((xi, yi), (x❝, y))

)

= min
(x❝,y)∈U

dΣ(❙❈❙, (x❝, y))

❉♦♥❝✱ (x❝, y❝) ∈ ❈❈U
△d,Σ(❙❈❙, ❈✐❜❧❡) ❡t y❝ ∈ C△d,Σ ✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ C❈❈❇■ ⊆ C△d,Σ ✳

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ C❈❈❇■ 6= ∅✱ ✭✐✳❡✳✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡❧ y❝✮✱ ❛❧♦rs min
y∈Us♦❧

dΣ(❙❈❙, (x❝, y))

6 dΣ(❙❈❙, (x❝, y❝)) ❡t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❞❡s é❣❛❧✐tés✳ ❉♦♥❝✱ s✐ y ∈ Us♦❧ ♠✐♥✐♠✐s❡

dΣ(❙❈❙, (x❝, y))✱ ❛❧♦rs
n∑

i=1

d((xi, yi), (x❝, y)) =
n∑

i=1

d((xi, yi), (x❝, y❝))✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 6 i 6

n ♦♥ ❛ d((xi, yi), (x❝, y)) > d((xi, yi), (x❝, y❝))✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

d((xi, yi), (x❝, y)) = d((xi, yi), (x❝, y❝)) = h
(
d♣❜(xi, x❝)

)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ y ∈ C❈❈❇■✱ ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ C△d,Σ ⊆ C❈❈❇■✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✷✳ P♦✉r q✉❡ d ✈ér✐✜❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t s♦✐t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✱ ✐❧

❢❛✉t q✉❡ h(v) = 0 ss✐ v = 0✳ ▲❡ ✓ s✐ ✔ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✶✮✱

♣♦✉r ❧❡ ✓ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✔ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ε ·x ❛✈❡❝ ε > 0 à h(x) ✿ hε(x) = h(x)+ ε ·x✱

♣✉✐sq✉❡ h(x) > 0 ♣♦✉r t♦✉t x✱ hε(x) = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ε · x = 0 ❡t ❞♦♥❝ x = 0✳ ❙✐ h ❡st ✉♥ ♣r♦✜❧

❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✭✐✳❡✳ ✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✹✮✱ ♣❛❣❡ ✶✵✽✮ hε ❡♥ ❡st ✉♥ ❛✉ss✐✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥

rés✉❧t❛t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ♣♦✉r ❧❡ ❈❈❇■✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ✓ ♣❡t✐t ✔ ε✳

❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❡st ✈r❛✐❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥

❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝❡

t②♣❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s s✉r 2U ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❙♦✐tM ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ U ✱ y ∈ U ✱ d ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

s✉r U ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s W q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ W (A) > 0 à t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ∈

2U ✳ ❖♥ ♥♦t❡ dΣ,W (M,y) =
∑

A∈M

W (A).d(A, y)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ dΣ = dΣ,111 ❛✈❡❝ 111(A) = 1 ♣♦✉r

t♦✉t A ∈ 2U ✳ ❙♦✐t △d,Σ,W ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r △d,Σ,W
IC (M) = {y ∈ IC |

dΣ,W (M, y) = dΣ,W (M, IC)}✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ △d,Σ = △d,Σ,111✳

❆✈❡❝ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✳✹✳✶ r❡st❡ ✈r❛✐❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ △d,Σ ♣❛r t♦✉t △d,Σ,W ✳

✶✶✵



✸✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

✸✳✹✳✹ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ❡♥ ❘àP❈

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❘àP❈

q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

■❉■❖▼ ❬❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ ■❉■❖▼ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣✐è❝❡s

❞❛♥s ✉♥ ❛♣♣❛rt❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐è❝❡s✳

P❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss❡♠❜❧és ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♣♦rt❡s✱

❢❡♥êtr❡s✱ ❡t❝✳✮ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡s ❛❣❡♥❝❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❈❖▼P❖❙❊❘ ❬P✉r✈✐s ❡t P✉✱ ✶✾✾✻❪✳ ❈❖▼P❖❙❊❘ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❘àP❈ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♣✐è❝❡s✳ ▲❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡

❝♦♠❜✐♥é❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡

❝♦❤ér❡♥t❡✳

❉é❥à ❱✉ ❬❙♠②t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ❉é❥à ❱✉ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣❛r ❘àP❈✳ ▲❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❞❛♥s ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ✉♥ ❝❛s ❛❜str❛✐t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞✐❢✲

❢ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s✳ P♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s

tâ❝❤❡s✱ ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❛❜str❛✐t ❡st ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠é♠♦ré ❡t ❛❞❛♣té✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st

❡♥s✉✐t❡ ♣ré❝✐sé❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s s♦✉s✲tâ❝❤❡s✳ ▲❛

❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❛❜str❛✐t q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

❘àP❈ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❬❞✬❆q✉✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé

♦✉ ❉③❈❇❘ ✭❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✮ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❘àP❈ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r

♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❝❡r s♦♥t ❞é❝✐❞és ❡♥ ❝♦♥❝❡rt❛✲

t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠é❞❡❝✐♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s s♣é❝✐❛❧✐tés ✭❝❤✐r✉r❣✐❡♥✱ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣❡✉t❡✱ r❛❞✐♦t❤ér❛♣❡✉t❡✱

❡t❝✳✮✳ ❈❤❛q✉❡ ♠é❞❡❝✐♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞é❥à ❛♣♣❧✐q✉és à ❞✬❛✉tr❡s ♣❛t✐❡♥ts ✭❧❡s ❝❛s

♠é❞✐❝❛✉①✮ ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣r♦♣r❡s à s❛ s♣é❝✐❛❧✐té ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡

❡st ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t

❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡st é❧❛❜♦ré❡

à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✳ ❉❡s rè❣❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ♣❛ss❡r❡❧❧❡s✱ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡

♦❜t❡♥✉❡✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s r❡t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐✲

♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❬●❡❜❤❛r❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ✿ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

s✐♠✉❧t❛♥é❡ ♦✉ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés ♣✉✐s r❡❝♦♠♣♦sés ❞❡

❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉③❈❇❘✱ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✜①❡

❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡

❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❘àP❈ ❞✐st✐♥❝t✱ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❉é❥à ❱✉✱ ❧❡s ❝❛s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❛✉ss✐ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✱ ♠❛✐s ✐❝✐ ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❛s r❡♠é♠♦rés✳

❉❛♥s ■❉■❖▼ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❈❖▼P❖❙❊❘✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ✐❧s s♦♥t

r❡♠é♠♦rés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✓ ❝♦✉✈r✐r ✔ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ t❡❧❧❡

q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s❡r❛✐t ❞❡ ✈♦✐r

s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ str✉❝t✉r❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s ❝❛s✳

❆❧♦rs q✉❡ ❈❖▼P❖❙❊❘ ❡t ❉③❈❇❘ ré✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❉é❥à ❱✉ ❡t

■❉■❖▼ ❧❡ ❢♦♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❉é❥à ❱✉✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

❝❛s s♦✉r❝❡ ❛❜str❛✐t ❡t ❡st ✐téré❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ♦❜t❡♥✉s✳ ❉❛♥s ■❉■❖▼ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st

❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ tr❛✐t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

s♦✉r❝❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t

ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥s ✶✻✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r✐tèr❡ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❉③❈❇❘✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ s✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts

♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s

❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ♣❛ss❡r❡❧❧❡s✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❞❡

✈✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐✱ s✐♥♦♥ ❧✬❛❞❛♣t❛✲

t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦✉rs✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ q✉✐ ♣♦s❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❉■❖▼ ❡t ❈❖▼P❖❙❊❘

✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❉❛♥s ❈❖▼P❖❙❊❘✱ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts s♦♥t rés♦❧✉s ✉♥❡

❢♦✐s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s ♦♥t été ❝♦❧❧❡❝tés✳ ❉❛♥s ■❉■❖▼✱ ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❛✉ ❢✉r ❡t

à ♠❡s✉r❡ q✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❡st ❛❥♦✉té✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❢✉s✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s

é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❝❛s s♦♥t tr❛✐té❡s ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦t✐✈❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❡♥tr❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

✸✳✹✳✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♥♦té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ r❡❝❡tt❡s

❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t s❛♥s ÷✉❢s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥

△d,Σ ❞é✜♥✐ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✷ ét❛❜❧✐t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ ♦r ✐❧ s❡r❛✐t

♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❘àP❈ ❞❡ t✐r❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt✐ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s s♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s

❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t s❛♥s ÷✉❢s✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡s

r❡❝❡tt❡s ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡2 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠♦✉ss❡ ♦♥❝t✉❡✉s❡ ✭❞♦♥❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈▼♦✉ss❡✱

✶✻✳ ❈✳✲à✲❞✳ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡1 = (❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡1) ∔ (❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡) ♣✉✐s ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t
❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡i+1 = (❈❉ ∩ ❙♦✉r❝❡i) ∔ (❈❉ ∩ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡i)✳

✶✶✷



✸✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

÷✉❢ ❡t s♦❥❛✮✱ ❡t ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡3 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡♥r♦❜❛❣❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t s❛♥s ÷✉❢s

✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤♦❝♦❧❛t✱ ÷✉❢ ❡t ❝rè♠❡✮✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞❡

♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✱ sé♣❛ré♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱

❡t ❞✬❛❣ré❣❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥s✉✐t❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ U = U1× . . .×Un✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s

❙♦✉r❝❡1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❙♦✉r❝❡k ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

Uj ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

uj ∈ Uj 7→ min
i=1,...,k

(

min
x∈❙♦✉r❝❡i

dj(xj , uj)

)

= min
i=1,...,k
x∈❙♦✉r❝❡i

dj(xj , uj)

♦ù ❝❤❛q✉❡ dj ❡st ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ s✉r Uj ✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♠✐♥✐♠✐s❡r s♦♥t ❛❣ré❣é❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡✉r s♦♠♠❡✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❙♦✉r❝❡k ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ❡st

❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Σmin t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u = (u1, . . . , un) ✿

Σmin({❙♦✉r❝❡1, . . . , ❙♦✉r❝❡k}, u) =
n∑

j=1



 min
i=1,...,k
x∈❙♦✉r❝❡i

dj(xj , uj)





❖✉✱ ♣♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ M

❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ U ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t u ∈ U ✿

Σmin(M, u) =

n∑

j=1



min
A∈M
x∈A

dj(xj , uj)





❖♥ ♥♦t❡ △Σmin
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Σmin✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❇❈ IC ❡t

t♦✉t ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ B ❞❡ ❇❈ ✿

▼♦❞(△Σmin

IC (B)) = ▼✐♥
Σmin(▼♦❞s(B),·)

▼♦❞(IC)

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

△Σmin
✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✶✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ △Σmin

❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡4 ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡t❡♥✉❡s s♦♥t

❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s✳ P♦✉r ✈▼♦✉ss❡ ❡t ❝❤♦❝♦❧❛t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❉ q✉✐ ❧❡s ❧✐❡♥t r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t à ❡st▼♦✉ss❡✉① ❡t ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 0✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❈❉ r❡❧✐❛♥t

✈▼♦✉ss❡✱ ÷✉❢ ❡t s♦❥❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s♦❥❛ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐✲

♠❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 170✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙♦✉r❝❡2 s♦♥t ❜✐❡♥ r❡♣r✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠♦✉ss❡✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙♦✉r❝❡3 ♣♦✉r ❧✬❡♥r♦❜❛❣❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✳

✶✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

❙♦✉r❝❡1

U1

❙♦✉r❝❡2

❈✐❜❧❡

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡

U2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡1 ❡t
❙♦✉r❝❡2 ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ U = U1 × U2✳

▲❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡3 ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ✿

❈❈❈❉
△Σmin ({❙♦✉r❝❡2, ❙♦✉r❝❡3, ❙♦✉r❝❡3}, ❈✐❜❧❡) = ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡4

= ❈❈❈❉
△Σmin ({❙♦✉r❝❡2, ❙♦✉r❝❡3}, ❈✐❜❧❡)

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡1✱ ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3 ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❈✐❜❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡5 ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳ ■❝✐ ❛✉ss✐✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡2

s♦♥t r❡♣r✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠♦✉ss❡✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙♦✉r❝❡1 ❡t ❙♦✉r❝❡3 ♣♦✉r

❧✬❡♥r♦❜❛❣❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✳

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡4 ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡5

❛1 = ❡st▼♦✉ss❡✉① ❱r❛✐ ❱r❛✐

❛2 = ❝♦♥t✐❡♥t×✉❢ ❋❛✉① ❋❛✉①

❛3 = ❝♦♥t✐❡♥t❈❤♦❝♦❧❛t ❱r❛✐ ❱r❛✐

❛4 = ✈▼♦✉ss❡ (♠❧) 225 200 ♦✉ 225

❛5 = ÷✉❢ 0 0

❛6 = s♦❥❛ (♠❧) 170 170

❛7 = ❝❤♦❝♦❧❛t (❣) 25 25 ♦✉ 35

❛8 = ❝rè♠❡ (❣) 0 ♦✉ 125 0 ♦✉ 10 ♦✉ 125

❛9 = s✉❝r❡ (❣) ❴ ❴

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △Σmin
✳ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡4

❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛s ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3✱ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡5 ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
❝❛s ❙♦✉r❝❡2 ❡t ❙♦✉r❝❡3✳

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥

✶✶✹



✸✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Σmin à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s

U q✉✐ ♥❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✜①❡ ❡♥ U = U1 × . . .× Un✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❛s

s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❉é❥à ❱✉✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ △Σmin
♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s

(△✲2)✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞✲

ér❡r ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts

❝❛s ❙♦✉r❝❡i✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ●▼❛① ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥

à ❚❛❛❛❜❧❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❚❛❛❛❜❧❡ q✉✐

♣❛rt✐❝✐♣❡ ❛✉ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♦❦✐♥❣ ❈♦♥t❡st ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ❡♥

ré♣♦♥s❡ à ❞❡s r❡q✉êt❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❚❛❛❛❜❧❡ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ◆♦✉s

❡①♣❧✐q✉♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ❊t ♣♦✉r ✜♥✐r ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s

♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❚❛❛❛❜❧❡✳

✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡

✹✳✶✳✶ ▲❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♦❦✐♥❣ ❈♦♥t❡st

▲❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♦❦✐♥❣ ❈♦♥t❡st ✭❈❈❈✱ ❤tt♣✿✴✴❧✐r✐s✳❝♥rs✳❢r✴❝❝❝✴❝❝❝✷✵✶✶✴✮ ❡st ✉♥ ❝♦♥✲

❝♦✉rs q✉✐ ❛ ❧✐❡✉ t♦✉s ❧❡s ❛♥s ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✽✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❊❈❈❇❘ ✶✼

✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✮ ❡t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❧♦rs ❞❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ■❈❈❇❘

✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✮✳

▲❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t ♣rés❡♥t❡r ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡

❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛t❡✉rs ❞✉ ❈❈❈ ❡t ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ r❡❝❡tt❡ ❞✉ t②♣❡ ✿

✓ ❏❡ ✈❡✉① ✉♥❡ ❝rê♣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❜❛♥❛♥❡s ♠❛✐s ❥❡ ♥✬❛✐♠❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤♦❝♦❧❛t✳ ✔

❈❡s r❡q✉êt❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞és✐rés ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à é✈✐t❡r✱ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛ts ✈♦✉❧✉

✭❡♥tré❡✱ ♣❧❛t✱ ❞❡ss❡rt✱ t❛rt❡✱ s♦✉♣❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ❡t s✉r ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ✭❛s✐❛t✐q✉❡✱ ♠é❞✐t❡rr❛♥é❡♥♥❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❉❡s

ré❣✐♠❡s ❛❧✐♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ s♣é❝✐✜és ✭❛❧❧❡r❣✐❡ ❛✉① ♦❧é❛❣✐♥❡✉①✱ ✈é❣ét❛r✐❡♥✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ▲❡s

rè❣❧❡s ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ♥✬✐♠♣♦s❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s r❡q✉êt❡s s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱

✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♣❡✉t ❧✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s r❡❝❡tt❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡

❡♥ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t✐ré❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❡tt❡s ❢♦✉r♥✐❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t

❛✈♦✐r été ❛❞❛♣té❡s✳

✶✼✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❛ ❞❡♣✉✐s ❢✉s✐♦♥♥é ❛✈❡❝ ■❈❈❇❘✳

✶✶✼
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡tt❡ é♣r❡✉✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❞❡s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés✱ ♣❛r ❡①❡♠✲

♣❧❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛ ❧✐❡✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛t❡❧✐❡r ❈❈❈ ♦ù ❝❤❛q✉❡

éq✉✐♣❡ ❞♦✐t s♦✉♠❡ttr❡ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r s②stè♠❡✱ ❧❡ ❝♦♠✐té s❝✐❡♥✲

t✐✜q✉❡ ❥✉❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❧♦rs

❞✉ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ♦ù ✉♥ ❥✉r② ♥♦t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❡♥ ré♣♦♥s❡ à

✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✳ ▲❡ ❥✉r② ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❘àP❈ ❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s

❛♥♥é❡s✱ ❞✬✉♥ ❝❤❡❢ ❝✉✐s✐♥✐❡r✳

❊♥ ✷✵✵✽ ✭❚❛❛❛❜❧❡ ✶✮ ❡t ✷✵✵✾✱ ❚❛❛❛❜❧❡ ❛ r❡ç✉ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r✐①✳ ❊♥ ✷✵✶✵✱ ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ❛

r❡ç✉ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r✐① ❡t ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳✷ ❚❛❛❛❜❧❡ ✶

▲❡ s②stè♠❡ ❚❛❛❛❜❧❡ ✭❤tt♣✿✴✴t❛❛❛❜❧❡✳❢r✮ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❘àP❈ ♦ù ❧❡s

r❡❝❡tt❡s s♦♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡

♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡ ❚❛❛❛❜❧❡ ❬❇❛❞r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ✿ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❝✉❧✐♥❛✐r❡s✮ ♣♦✉r ❛ss✐st❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡✱

✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❈❈❈✱ ❡t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r

❞❡ ❘àP❈✳

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝✉❧✐♥❛✐r❡s✳ P♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s

r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡✱ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦♥t été ❛❝q✉✐s❡s ❡t r❛ss❡♠❜❧é❡s ❞❛♥s ✉♥❡

♦♥t♦❧♦❣✐❡ ❝✉❧✐♥❛✐r❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡s

❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❧❛ts ❡t ❞❡s ♦r✐❣✐♥❡s✳ ❈❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♦♥t été ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ s✐t❡s

✇❡❜ ♣✉✐s ✈❛❧✐❞é❡s ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✳

❈❡tt❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡ O ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦♠♠❡ ⇒ ❢r✉✐t✱ ❜❛♥❛♥❡ ⇒ ❢r✉✐t✱ ♣❧❛t❈rê♣❡ ⇒ ❞❡ss❡rt✳

■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❝❡tt❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡✱ ❧❡s r❡❝❡tt❡s ♥❡ s♦♥t ✐♥✲

❞❡①é❡s q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s r❡q✉êt❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱

❧❡s r❡❝❡tt❡s s♦♥t ❛ss✐♠✐❧é❡s à ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✭s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés✮✱ ❛✉

t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t ♣ré♣❛ré ❡t à s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦♥t été

❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡❝❡tt❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s

❞❡ ♣❧❛ts ❡t ❞❡ ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❛ été ❢❛✐t❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ ❘àP❈✱ ❧❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱

❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ✭❜❛♥❛♥❡✱ ❢r✉✐t✱ ❡t❝✳✮✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t

✭♣❧❛t❈rê♣❡✱ ❞❡ss❡rt✱ ❡t❝✳✮✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ♦r✐❣✐♥❡ ✭❜r❡t♦♥✱ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❛s✐❛t✐q✉❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❆✐♥s✐✱

❜❛♥❛♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❛♥❡✱ ❜r❡t♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡

❜r❡t♦♥♥❡✱ ❡t❝✳ ❯♥❡ r❡❝❡tt❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❧❛ts ❡t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡

✶✶✽

http://taaable.fr


✹✳✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡

❛ été ❛♥♥♦té❡✱ ❡t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡ ♣❛♥❝❛❦❡

❞❡ ❝rê♣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦♠♠❡s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭q✉❡❧q✉❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♦♥t été

❡♥❧❡✈és ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✮ ✿

❇❛❦❡❞❆♣♣❧❡P❛♥❝❛❦❡ = ♣❧❛t❈rê♣❡ ∧ ❢❛r✐♥❡ ∧ ❧❛✐t ∧ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ∧ ÷✉❢ ∧ ♣♦♠♠❡ ∧ r✐❡♥❉❆✉tr❡

♦ù r✐❡♥❉❆✉tr❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♥♦♥

❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❡t ❧❡s t②♣❡s ❡t ♦r✐❣✐♥❡s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♥♥♦té❡ ✶✽✳ s❛❝❝❤❛r♦s❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s✉❝r❡ ❡♥ ♣♦✉❞r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞✉ s✉❝r❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡

❛✉ss✐ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳

■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r ❞❡❘àP❈✳ ▲❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ❡st r❡♣rés❡♥té

♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉❡ ❧❡s r❡❝❡tt❡s✳ ▲❛ r❡q✉êt❡ ✓ ❏❡ ✈❡✉① ✉♥❡ ❝rê♣❡ ❛✈❡❝

❞❡s ❜❛♥❛♥❡s ♠❛✐s ❥❡ ♥✬❛✐♠❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤♦❝♦❧❛t✳ ✔ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

❈✐❜❧❡ = ♣❧❛t❈rê♣❡ ∧ ❜❛♥❛♥❡ ∧ ¬❝❤♦❝♦❧❛t

▲❡ ♠♦t❡✉r ❞❡❘àP❈ ❞❡❚❛❛❛❜❧❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡

✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ❡t q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ |=O ❈✐❜❧❡✳ P♦✉r

❝❡❧❛ ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st r❡♠é♠♦ré❡ ♣✉✐s ❛❞❛♣té❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ P❛r ❡①✲

❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡ ♣❛♥❝❛❦❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♣♦♠♠❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛♥❛♥❡s ✿

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡ = ♣❧❛t❈rê♣❡ ∧ ❢❛r✐♥❡ ∧ ❧❛✐t ∧ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ∧ ÷✉❢ ∧ ❜❛♥❛♥❡ ∧ r✐❡♥❉❆✉tr❡

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❈✐❜❧❡ t❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ r❡❝❡tt❡ ❘❡❝❡tt❡ t❡❧❧❡

q✉❡ ❘❡❝❡tt❡ |=O ❈✐❜❧❡✳ ❈❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❈✐❜❧❡✳

❯♥ ❝♦ût ❡st ❞♦♥♥é ❛✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❜❛♥❛♥❡

♣❛r ❢r✉✐t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❈✐❜❧❡′ = ♣❧❛t❈rê♣❡∧❢r✉✐t∧¬❝❤♦❝♦❧❛t✱ ❡t ❇❛❦❡❞❆♣♣❧❡P❛♥❝❛❦❡ |=O

❈✐❜❧❡′ ❡st r❡♠é♠♦ré❡✳ P♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❇❛❦❡❞❆♣♣❧❡P❛♥❝❛❦❡✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ q✉❡❧ t❡r♠❡ s♣é❝✐❛❧✐s❡

❢r✉✐t✱ ❝✬❡st ♣♦♠♠❡ ✭♣♦♠♠❡ |=O ❢r✉✐t✮✱ ♣♦♠♠❡ ❡st ❛❧♦rs s✉❜st✐t✉é❡ ♣❛r ❜❛♥❛♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

❈✐❜❧❡❈♦♠♣❧été❡✳

✹✳✶✳✸ ❚❛❛❛❜❧❡ ✷

❉❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉tés s♦♥t ❛♣♣♦rté❡s ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡ ✷ ❬❇❛❞r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ✿ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ❚❛❛❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✇✐❦✐ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❲✐❦✐❚❛❛❛❜❧❡

✭❤tt♣✿✴✴✇✐❦✐t❛❛❛❜❧❡✳❧♦r✐❛✳❢r✮ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

❲✐❦✐❚❛❛❛❜❧❡✳ ▲✬♦♥t♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ♦♥t été tr❛♥s❢éré❡s ❞❛♥s

❧❡ ✇✐❦✐ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦t❡✉r ❙❡♠❛♥t✐❝ ▼❡❞✐❛ ❲✐❦✐ ❬❱ö❧❦❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❙▼❲✱ ✷✵✶✶❪✳

✶✽✳ r✐❡♥❉❆✉tr❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ¬v ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s v s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ❇❛❦❡❞❆♣♣❧❡P❛♥❝❛❦❡ 6|= v✱
❞♦♥❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡r♠❡ ¬❢r✉✐t ♥❡ ❢❡r❛ ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ r✐❡♥❉❆✉tr❡ ✈✉ q✉❡ |=O ♣♦♠♠❡ ⇒ ❢r✉✐t✳

✶✶✾

http://wikitaaable.loria.fr


❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

❈❤❛q✉❡ r❡❝❡tt❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❛❣❡ ❞✉ ✇✐❦✐ ❬❈♦r❞✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ♣rés❡♥t❡

❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡ ♣❛♥❝❛❦❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ P❛❣❡ ❲✐❦✐❚❛❛❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡ ♣❛♥❝❛❦❡✳

▲❡s ♣❛❣❡s ❞❡ r❡❝❡tt❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❧✐❡♥s ✈❡rs ❧❡s ♣❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ❛✉①

t②♣❡s ❞❡ ♣❧❛t ❡t ❛✉① ♦r✐❣✐♥❡s✳ ❈❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ét✐q✉❡tés✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s

r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❡t ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❡t ❧✬❛♥♥♦t❡r ♣❛r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❧❛t ❡t

❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s✳ ▲❡s ♣❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ❛✉① t②♣❡s ❡t ❛✉① ♦r✐❣✐♥❡s s♦♥t ❞❡s ♣❛❣❡s

✓ ❝❛té❣♦r✐❡ ✔ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❛♥s ❙❡♠❛♥t✐❝ ▼❡❞✐❛ ❲✐❦✐✱ t♦✉❥♦✉rs s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✓ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ✔ ❡t ✓ s✉♣❡r✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ✔✳ ▲❛

✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡s ♣♦♠♠❡s✳

❙❡♠❛♥t✐❝ ▼❡❞✐❛ ❲✐❦✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❙P❆❘◗▲✳ ■❧ ❡st

❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡❝❡tt❡ ❧❡s

✐♥❣ré❞✐❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✳ ▲❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ ❘àP❈ ❛ ❛✐♥s✐ ❛❝❝ès ❛✉① ♠ê♠❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✶✾✳

▲✬✐♥térêt ❞✉ ✇✐❦✐ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✬❡♥r✐❝❤✐r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡

r❡❝❡tt❡s ❡t ❞❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❡r✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡ ✶ ♣♦✉r ✐♥✲

❞❡①❡r ❧❡s r❡❝❡tt❡s s♦♥t ❡①é❝✉tés ♣❛r ❞❡s r♦❜♦ts ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✭❜♦ts✮ q✉✐ ❛♥♥♦t❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t

❧❡s ♣❛❣❡s ❞✉ ✇✐❦✐✳

✶✾✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ ❘àP❈ ♥✬❛❝❝è❞❡ ♣❛s ❛✉ss✐ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ✇✐❦✐✳ ■❧ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥
❡①♣♦rt ❘❉❋ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉ ✇✐❦✐✳

✶✷✵



✹✳✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ P❛❣❡ ❲✐❦✐❚❛❛❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❆♣♣❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❙✉❜❝❛t❡❣♦r✐❡s
❧✐st❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❆♣♣❧❡✳ ▲✬❡♥❝❛❞ré ❡♥ ❜❛s ❧✐st❡
❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❆♣♣❧❡✳

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✉t✐❧✐sés

♣❛r ❧❡s r❡❝❡tt❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts q✉✐ s✉❣❣èr❡♥t ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬✐♥❣ré❞✐✲

❡♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s r❡❝❡tt❡s ❬❇❛❞r❛✱ ✷✵✵✾❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s r❡❝❤❡r❝❤és

s♦♥t ❞❡s tr✐♣❧❡ts ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s (❝♦♥t❡①t❡, ✐♥✐t✐❛❧, s✉❜st✐t✉t) ♦ù ❝♦♥t❡①t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts

❝♦♠♠✉♥s ✭✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ t②♣❡s✱ ♦r✐❣✐♥❡✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r❡❝❡tt❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts

♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❝❡tt❡ q✉✐ s♦♥t s✉❜st✐t✉és ♣❛r ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts s✉❜st✐t✉t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✲

✐è♠❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❘❡❝❡tt❡1 ❡t ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❘❡❝❡tt❡2 ✈ér✐✜❡ ✉♥ t❡❧ ♠♦t✐❢ s✐ ✿

❘❡❝❡tt❡1 |=O ❝♦♥t❡①t❡ ❘❡❝❡tt❡1 |=O ✐♥✐t✐❛❧ ❘❡❝❡tt❡1∧s✉❜st✐t✉t |=O ⊥

❘❡❝❡tt❡2 |=O ❝♦♥t❡①t❡ ❘❡❝❡tt❡2∧✐♥✐t✐❛❧ |=O ⊥ ❘❡❝❡tt❡2 |=O s✉❜st✐t✉t

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r s✐♠✐❧❛r✐té

❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭❬❇❛❞r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✮✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ (♣❧❛t❙❛❧❛❞❡ ∧

¬♣♦♠♠❡❉❡❚❡rr❡, ✈✐♥❛✐❣r❡, ❥✉s❈✐tr♦♥ ∧ s❡❧) s✉❣❣èr❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ✈✐♥❛✐❣r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❛❧❛❞❡

s❛♥s ♣♦♠♠❡ ❞❡ t❡rr❡ ♣❛r ❞✉ ❥✉s ❞❡ ❝✐tr♦♥ ❡t ❞✉ s❡❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♦❜t❡♥✉s s♦✐❡♥t ✭r❡❧✲

❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❢réq✉❡♥ts✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❞❡♠❛♥❞é❡ ❛✈❛♥t q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ ❘àP❈✳ ❈❡tt❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐st❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡♠❛♥❞é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❡✉t

êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❥✉❣❡r ❞❡ s❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡♥ ❥✉❣❡❛♥t ❞✉

rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té✳

✶✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

✹✳✶✳✹ ❚❛❛❛❜❧❡ ✸

❉❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉tés ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s à ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ❬❇❧❛♥s❝❤é ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ✿ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s

q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ t❡①t✉❡❧❧❡✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❧♦rsq✉❡

❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts

❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡ ♣❛♥❝❛❦❡ ♣♦✉r s✉❜st✐t✉❡r ❧❡s ♣♦♠♠❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛♥❛♥❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s

❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ▲❡s ♣♦♠♠❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❜❛♥❛♥❡s✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❜❛♥❛♥❡s

s♦♥t ♣❧✉s s✉❝ré❡s q✉❡ ❧❡s ♣♦♠♠❡s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ✭s✉❝r❡ ❡♥ ♣♦✉❞r❡✮ ❛ été ré❞✉✐t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡
♣❛♥❝❛❦❡✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡
✭■♥✐t✐❛❧ ◗✉❛♥t✐t②✮✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❛♣rès ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✭◆❡✇ ◗✉❛♥t✐t②✮✳ ▲❡s
♣♦♠♠❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❜❛♥❛♥❡s ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ✭s✉❝r❡ ❡♥
♣♦✉❞r❡✮ ❛ été ré❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❜❛♥❛♥❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✉❝ré❡s q✉❡
❧❡s ♣♦♠♠❡s✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❛✉tr❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿ ❧❡s q✉❛♥t✐tés

❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❈❈❈ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡

❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ r❡❝❡tt❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s

✉♥✐tés ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ ét❛✐❡♥t ❞é❥à ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❲✐❦✐❚❛❛❛❜❧❡✳

❊❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛ttr✐❜✉t ❞✉ ❧✐❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❡t ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡

❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♦♥t été

❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣❛❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ▲❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ✉♥✐tés ❞❡

✈♦❧✉♠❡ ❡t ♠❛ss❡ ❡♥ ❣r❛♠♠❡s ❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré ❡♥ ♣✐è❝❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

✉♥❡ ♣♦♠♠❡✮✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣✐è❝❡✱ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ♣❛❣❡s ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

✶✷✷



✹✳✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❉♦♥♥é❡s ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ♣❛❣❡s ❆♣♣❧❡ ❡t ❇❛♥❛♥❛ ❞❡ ❲✐❦✐❚❛❛❛❜❧❡✳
❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧✐❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐ts ❞❡ ❧✬❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢
❆❣r✐❝✉❧t✉r❡ ✭❯❙❉❆✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛rs✳✉s❞❛✳❣♦✈✴✮✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ t❡①t✉❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡❚❛❛❛❜❧❡✱ ❧✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❝❡tt❡s ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❛✐t q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❞✐q✉❛✐t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r

q✉❡❧s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✉t✐❧✐s❡r✱ ♠❛✐s ❝♦♥s❡r✈❛✐t ❧❡ t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✱ s❛♥s

t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ❊♥ ✷✵✶✵✱ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥

❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❉✉❢♦✉r✲▲✉ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés✳

❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❡✛❡❝t✉é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❡t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡

♣❛♥❝❛❦❡ ♣♦✉r s✉❜st✐t✉❡r ❧❡s ♣♦♠♠❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛♥❛♥❡s ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❇✐❡♥ q✉❡

❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t❡①t✉❡❧❧❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s

✓ ❛♣♣❧❡ ✔ ♣❛r ✓ ❜❛♥❛♥❛ ✔✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t❡①t✉❡❧❧❡s s♦♥t ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s✳

✶✷✸
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡ ♣❛♥❝❛❦❡✳
P♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ t❡①t❡ ❞❡ ❞é♣❛rt q✉✐ ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s s♦♥t
r❛②é❡s✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❛❥♦✉té❡s s♦♥t s♦✉❧✐❣♥é❡s✳

✹✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥✲

❣ré❞✐❡♥ts

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ✐♥✲

t❡r✈✐❡♥t ❛♣rès ❧❛ r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡t

❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭❜♦♦❧é❡♥♥❡s✮ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✐♥❣■♥✐

❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✐♥❣❋✐♥✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✿

✕ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❙♦✉r❝❡♣ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡

❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s t②♣❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞ à ✉♥ t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡✱ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥

t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡✳ ❖♥ ✐❣♥♦r❡ ✐❝✐ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❧❛ts ❡t ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ✿

❙♦✉r❝❡♣ = ❢❛r✐♥❡ ∧ ❧❛✐t ∧ s❛❝❝❤❛r♦s❡ ∧ ÷✉❢ ∧ ♣♦♠♠❡ ∧ r✐❡♥❉❆✉tr❡

♦ù r✐❡♥❉❆✉tr❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts

♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡✳

✕ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈✐❜❧❡♣ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧

s✬❛❣✐t ❛✉ss✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré✲

❞✐❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✈❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡✱ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t②♣❡

❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t q✉✬✐❧ ✈❡✉t é✈✐t❡r✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ✿

❈✐❜❧❡♣ = ❜❛♥❛♥❡ ∧ ¬❝❤♦❝♦❧❛t

✕ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ {(✐♥❣■♥✐i, ✐♥❣❋✐♥i)}i ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛

✶✷✹



✹✳✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts

q✉✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ (✐♥❣■♥✐1, ✐♥❣❋✐♥1) ❛✈❡❝ ✿

✐♥❣■♥✐1 = ♣♦♠♠❡ ✐♥❣❋✐♥1 = ❜❛♥❛♥❡

✹✳✷✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①

q✉❛♥t✐tés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ❖♥ r❡str❡✐♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés à ❝❡✉① q✉✐

s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡✱ ♦✉ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐✲

t✉t✐♦♥s✳ ❖♥ ② ✐♥❝❧✉t ❛✉ss✐ ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s t②♣❡s

❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿ ❢❛r✐♥❡✱ ♣r♦❞✉✐t❈éré❛❧✐❡r✱ ❧❛✐t✱ ♣r♦❞✉✐t▲❛✐t✐❡r✱ ÷✉❢✱ s❛❝❝❤❛r♦s❡✱

❝❤♦❝♦❧❛t✱ ❛ss❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♣♦♠♠❡✱ ♣✐r✐❞✐♦♥✱ ❜❛♥❛♥❡✱ ❢r✉✐t✱ ✐♥❣ré❞✐❡♥t✳

▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡❝❡tt❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✉♥✐tés

✭❣r❛♠♠❡✱ ♠✐❧❧✐❧✐tr❡✱ ❝✉✐❧❧❡ré❡s✱ ♣✐è❝❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬✉♥✐té ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

R+ ✭❣r❛♠♠❡s✱ ♠✐❧❧✐❧✐tr❡✮ ♦✉ ❞❛♥s N ✭❝✉✐❧❧❡ré❡s✱ ♣✐è❝❡s✮✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s

q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ♦♥ ❝♦♥✈❡rt✐t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡♥ ❣r❛♠♠❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t

s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r ✐♥❣ré❞✐❡♥t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ s❛ q✉❛♥t✐té ❡♥ ❣r❛♠♠❡s✳

▲❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts✱ ❧❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s

❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♥♦✉s ② r❡✈❡♥♦♥s

♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳

❊♥ ♣❧✉s ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❛✉ss✐ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❛

❧✐st❡ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛❣❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❯♥

❛ttr✐❜✉t ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ❣r❛♥❞❡✉rs q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❡ ❣♦ût ❡t ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ✜♥❛❧❡ s♦♥t ❧❡s t❡♥❡✉rs ❡♥ s✉❝r❡s✱ ❡♥ ❝♦r♣s ❣r❛s

❡t ❡♥ ❡❛✉✱ ♥♦✉s ❧❡✉r ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ q✉✬❛✉① ❛✉tr❡s

❣r❛♥❞❡✉rs✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ✐♥térêt ❞✐étét✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ s❡r❛✐t

❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ré❣✐♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣❛r ❧❡s

✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❣r❛♠♠❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❝❛❧♦r✐❡s✮✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝

q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❛ttr✐❜✉t ♣❛r ❣r❛♥❞❡✉r ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ✭✈♦✐r

✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✳

❉✬❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧✬❛❝✐❞✐té ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♦✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣♦ûts✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♠❛♥q✉♦♥s

❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✳

▲❡s r❡❝❡tt❡s s♦♥t ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❛n q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s U1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Un ♦ù Ui = R+ ♦✉ Ui = N✳ ❯♥❡ r❡❝❡tt❡ ❡st ❞♦♥❝

r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s U = U1 × . . . × Un✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡♣r❡♥❞r♦♥t

❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ✐♥❞✐❝❡ ❧✬✉♥✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣♦♠♠❡s ❡♥ ❣r❛♠♠❡s ❡st ♥♦té ♣♦♠♠❡❣✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à

✶✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣♦♠♠❡s ❡♥ ✉♥✐tés ✭♣✐è❝❡s✮ ❡st ♥♦té❡ ♣♦♠♠❡✉✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛

s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝✉❧✐♥❛✐r❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱ ♦ù ♣♦✉r ❝❡r✲

t❛✐♥❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ d✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∔d✱ ❡t ❞♦♥❝

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ∔d✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✹✳✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞✉ ❝❛s s♦✉r❝❡

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❙♦✉r❝❡◆ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

✕ ▲❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❞✬✉♥✐té✳

✕ ▲❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ t②♣❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳

✕ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳

▲❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r

❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❈❉✳

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡◆

▲❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❛ = v) ♦ù v

❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❛ttr✐❜✉t ❛✳ P♦✉r t♦✉t

✐♥❣ré❞✐❡♥t ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ¬p ❡st

❞❛♥s ❙♦✉r❝❡♣✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (p❣ = 0) ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❙♦✉r❝❡◆✳

▲❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❛♣♣❧❡ ♣❛♥❝❛❦❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❇❈ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙♦✉r❝❡◆ =

{

(❢❛r✐♥❡❝♦✉♣❡ = 1), (❧❛✐t❝♦✉♣❡ = 1), (÷✉❢✉ = 4), (s❛❝❝❤❛r♦s❡❝♦✉♣❡ = 1),

(♣♦♠♠❡✉ = 2), (❜❛♥❛♥❡❣ = 0)

}

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥✐tés

P♦✉r t♦✉t ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❞❡✉① ✉♥✐tés✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t

✐♥❣[✉♥✐té] q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ s❛ q✉❛♥t✐té ❞❛♥s ❧✬✉♥✐té [✉♥✐té] ❡t ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ✐♥❣❣ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡

s❛ q✉❛♥t✐té ❡♥ ❣r❛♠♠❡s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ à ❈❉ ✿

(✐♥❣❣ = α · ✐♥❣[✉♥✐té])

♦ù α ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❡♥ ❣r❛♠♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à 1 [✉♥✐té] ❞❡ ✐♥❣✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✶✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✔ ❛ ✉♥ s❡♥s ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉✬❡♥ ♣❤②s✐q✉❡

♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥✈❡rt✐ss♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ✉♥✐tés ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ 1❝♦✉♣❡ ❞❡

❢❛r✐♥❡ ♣ès❡ 250❣✳ P♦✉r ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♠❡s✉rés à ❧✬✉♥✐té ✭♣✐è❝❡✮✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ÷✉❢s✱ ❧❡s

♣♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ❜❛♥❛♥❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❛✉ss✐ ✐ss✉❡s

❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❯❙❉❆ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❧❡s q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢s

✶✷✻



✹✳✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts

❞♦♥♥és ❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❇❛❦❡❞ ❆♣♣❧❡ P❛♥❝❛❦❡ ❝♦♥t✐❡♥t

❞❡s ❣r♦ss❡s ♣♦♠♠❡s✱ q✉✐ ♣ès❡♥t 223❣ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❯❙❉❆✱ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣♦♠♠❡ ♥❡ ♣ès❡ q✉❡ 101❣

s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✿

(♣♦♠♠❡❣ = 223 · ♣♦♠♠❡✉) ❯♥❡ ✭❣r♦ss❡✮ ♣♦♠♠❡ ♣ès❡ 223 ❣r❛♠♠❡s✳

(❢❛r✐♥❡❣ = 120 · ❢❛r✐♥❡❝♦✉♣❡) ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❢❛r✐♥❡ ♣ès❡ 120 ❣r❛♠♠❡s✳

✳✳✳

❍✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts

▲❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❛ttr✐❜✉ts

❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞✬✉♥

t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✬❡❧❧❡

✉t✐❧✐s❡✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✐♥❣●❡♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s t②♣❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✐♥❣1, . . . , ✐♥❣k✱

❛❧♦rs ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ à ❈❉ ✿

(✐♥❣●❡♥❣ = ✐♥❣1❣ + . . .+ . . . ✐♥❣k❣)

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✷✳ P❛r ✓ t②♣❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ✔ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ t②♣❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬② ❛ ❞❡ t②♣❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts r❡t❡♥✉s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢r✉✐t❣ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❢r✉✐t❣ = ♣♦♠♠❡❣ + ❜❛♥❛♥❡❣

▲❡ t❡r♠❡ ♣✐r✐❞✐♦♥❣ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ❝❛r ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣♦♠♠❡ ♦♥ ❛

♣✐r✐❞✐♦♥❣ = ♣♦♠♠❡❣ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ♣♦♠♠❡s s❡r❛✐t ❝♦♠♣té❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❛♥s ❢r✉✐t❣✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés







❢r✉✐t❣ = ♣♦♠♠❡❣ + ❜❛♥❛♥❡❣

♣✐r✐❞✐♦♥❣ = ♣♦♠♠❡❣

♣❧✉tôt q✉❡







❢r✉✐t❣ = ♣✐r✐❞✐♦♥❣ + ❜❛♥❛♥❡❣

♣✐r✐❞✐♦♥❣ = ♣♦♠♠❡❣

♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧❡s ❤✐ér❛r❝❤✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❜r♦❝♦❧✐s s♦♥t ❝❧❛ssés

✶✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

s♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❧é❣✉♠❡❋❧❡✉r ❡t ❝❤♦✉ ✷✵✱ ❞♦♥❝ s✐ ♦♥ é❝r✐✈❛✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❧é❣✉♠❡❣ = ❧é❣✉♠❡❋❧❡✉r❣ + ❝❤♦✉❣

❧é❣✉♠❡❋❧❡✉r❣ = ❜r♦❝❝♦❧✐❣

❝❤♦✉❣ = ❜r♦❝❝♦❧✐❣

❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❜r♦❝♦❧✐s s❡r❛✐t ❝♦♠♣té❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ❧é❣✉♠❡s✳ ❖♥ ♣ré❢ér❡r❛ ❞♦♥❝ é❝r✐r❡

❧é❣✉♠❡❣ = ❜r♦❝❝♦❧✐❣ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✸✳ ❈❡rt❛✐♥❡s r❡❝❡tt❡s ❛❥♦✉t❡♥t ✉♥ ♣❡t✐t ♣r♦❜❧è♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés

❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✐♥❣1 ❡t ✐♥❣2 s♦♥t s♣é❝✐✜é❡s ❛❧♦rs q✉❡ ✐♥❣1 ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ✐♥❣2✳

❈❡❧❛ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❱❡❣❡t❛❜❧❡s ✐♥ ❝r♦❝❦ ♣♦t

❝♦♥t✐❡♥t 1❝♦✉♣❡ ❞❡ ❜r♦❝♦❧✐ ✭s♦✐t 91❣✮ ❡t 1 ❝❤♦✉ ✭❞❡ 1248❣✮✱ ♦r ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡✱

❧❡s ❜r♦❝♦❧✐s s♦♥t ❞❡s ❝❤♦✉①✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s é❣❛❧✐tés ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❝❤♦✉❣ = ❜r♦❝❝♦❧✐❣

❝❤♦✉❣ = 1248

❜r♦❝❝♦❧✐❣ = 91

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥t♦✉r♥é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛ttr✐❜✉t ✐♥❣1′❣ à q✉✐ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

s♣é❝✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡ ♣♦✉r ✐♥❣1 ❡t q✉✐ ❡st tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡ ✿

✐♥❣1❣ = ✐♥❣1′❣ + ✐♥❣2❣

s✐ ✐♥❣2 ❡st ❧❡ s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ✐♥❣1✳ ❊t ❧❡ t❡r♠❡ ✐♥❣1′❣ ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ss✐ ❞❛♥s

❧❡s é❣❛❧✐tés ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❣❣ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥❣ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ✐♥❣1✳

❉♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ ❱❡❣❡t❛❜❧❡s ✐♥ ❝r♦❝❦ ♣♦t✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s

♣❛r ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❝❤♦✉❣ = ❝❤♦✉′❣ + ❜r♦❝❝♦❧✐❣

❝❤♦✉′❣ = 1248

❜r♦❝❝♦❧✐❣ = 91

q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦❤ér❡♥t❡s ✭❝❤♦✉❣ = 1248 + 91 = 1339✮✳

❉♦♥♥é❡s ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛

t❡♥❡✉r ❡♥ s✉❝r❡ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 0.1❣ ♣❛r ❣r❛♠♠❡ ❞❡

✷✵✳ ❝❤♦✉ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧é❣✉♠❡❋❧❡✉r ✭❧❡s ❝❤♦✉① ♣♦♠♠és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✢❡✉rs✮✱ ❡t
❧é❣✉♠❡❋❧❡✉r♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❤♦✉✭❧❡s ❛rt✐❝❤❛✉ts s♦♥t ❞❡s ❧é❣✉♠❡s ✢❡✉r✮✳

✶✷✽



✹✳✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts

♣♦♠♠❡✱ 0.12❣ ♣❛r ❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜❛♥❛♥❡✱ 1❣ ♣❛r ❣r❛♠♠❡ ❞❡ s❛❝❝❤❛r♦s❡✱ 0.05❣ ♣❛r ❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛✐t✱

❞❡ 0❣ ♣❛r ❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❢❛r✐♥❡ ❡t ❞✬÷✉❢✳ ❈❡s q✉❛♥t✐tés s✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ q✉❛♥t✐té

❞❡ s✉❝r❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡ ✿

s✉❝r❡❣ = 0 · ❢❛r✐♥❡❣ + 0.05 · ❧❛✐t❣ + 0 · ÷✉❢❣

+ 1 · s❛❝❝❤❛r♦s❡❣ + 0.1 · ♣♦♠♠❡❣ + 0.12 · ❜❛♥❛♥❡❣

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❛ttr✐❜✉t ✈◆✉t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡

α✈◆✉t✐♥❣ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈◆✉t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s 1❣ ❞❡ ✐♥❣✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ à ❈❉ ✿

✈◆✉t = α✈◆✉t✐♥❣1 · ✐♥❣1❣ + . . .+ α✈◆✉t✐♥❣k · ✐♥❣k❣

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ s❡✉❧s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ✐♥t❡r✈✐✲

❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ✭✐♥❣1, . . . , ✐♥❣k s♦♥t ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡✮✳

✹✳✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❝✐❜❧❡

▲❛ r❡q✉êt❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❈✐❜❧❡♣ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✓ ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✔ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s t♦✉t❡s ❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s

❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ✉t✐❧✐sé ✐❝✐✳

❯♥ t❡r♠❡ ¬✐♥❣ ❞❛♥s ❈✐❜❧❡♣ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♠❡ttr❡

❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❡tt❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❣❣ = 0✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥

t❡r♠❡ ✐♥❣ ❞❛♥s ❈✐❜❧❡♣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❣❣ > 0 ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s❡ ✭♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡

❧❛♥❣❛❣❡✮ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞é❧✐♠✐t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ❢❡r♠é ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▼ê♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡

✐♥❣❣ > ε✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✓ ♣❡t✐t ✔ ε > 0 ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔

❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥❣❣ = 0 à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❧✐♠✐té

♣❛r ✐♥❣❣ > ε ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✐♥❣❣ = ε✳ ❆✈❡❝ ε = 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝rê♣❡ ❛✈❡❝ 1❣ ❞❡ ❜❛♥❛♥❡ ❡t

2× 223− 1 = 445❣ ❞❡ ♣♦♠♠❡✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬ét❛♣❡

❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ (✐♥❣■♥✐, ✐♥❣❋✐♥)✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈✲

❛♥t❡ à ❈❉ ✿

s✉❜s = ✐♥❣■♥✐❣ + ✐♥❣❋✐♥❣

♦ù s✉❜s ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛ttr✐❜✉t✳ ❊t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❈✐❜❧❡◆ ✿

✐♥❣■♥✐❣ = 0

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s✉❜s q✉✬❛✉① ❞✐❢✲

❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✐♥❣■♥✐❣ ❡t ✐♥❣❋✐♥❣✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❞❡

❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✉❜s s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

✶✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

✐♥❣■♥✐❣ ❡t ✐♥❣❋✐♥❣✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧

❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r u ∈ U q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✐♥❣■♥✐❣ = x ✭x ∈ R✮ ❡t ✐♥❣❋✐♥❣ = 0✱ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

v ∈ U q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✐♥❣■♥✐❣ = 0 ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈ér✐✜❛♥t ✐♥❣❋✐♥❣ = x✳ ▲❡ rés✉❧t❛t

❛tt❡♥❞✉ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✓ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡

✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳

✹✳✷✳✹ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮✱ ♣♦✉r x, y ∈ U ❛✈❡❝ x = (x1, . . . , xn) ❡t

y = (y1, . . . , yn) ✿

d(x, y) =

n∑

i=1

wi|yi − xi|

❈❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ U = U1 × . . .× Un✳

◗✉❡❧q✉❡s ❝r✐tèr❡s ❣✉✐❞❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts wi ✿

✕ ❖♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❡♥ ❣r❛♠♠❡s✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧

q✉❡ ❛i ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✉♥✐té✱ wi = 0✳

✕ ❙✐ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❛i1, . . . , ❛ik r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡♥ ❣r❛♠♠❡s ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s

❣é♥ér❛❧✐sés ♣❛r ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✐♥❣●❡♥ t❡❧ q✉❡ ✐♥❣●❡♥❣ = ❛i0✱ ❛❧♦rs ✿

wi0 > wi1 + . . .+ wik

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✓ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡

✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ d s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❡tt❡✱ wi ❡st é❣❛❧

❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❝❡tt❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❛i✳

✹✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡ ❛ s♦✉❧❡✈é q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t q✉❡❧q✉❡s

❝♦♠♣r♦♠✐s ♦♥t ❞û êtr❡ ❢❛✐t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✲

✈❡♥t êtr❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ❝❡❧❧❡s

q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r

❚❛❛❛❜❧❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❢♦r♠✉❧❡r

❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ▲✬❡♥t✐èr❡ s✉❜✲

st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞❡♠❛♥❞é ♣❡✉t êtr❡ ❡①❝❡ss✐✈❡✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ✉♥❡ t❛rt❡ ❛✉① ♣♦♠♠❡s ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❞❡s ♣♦✐r❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♥❡

r❡♠♣❧❛❝❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ♣♦♠♠❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦✐r❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ♣♦♠♠❡s ❡t ♠♦✐t✐é

❞❡ ♣♦✐r❡s rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦✐♥s ❢♦rt❡ s✉r

✶✸✵



✹✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❚❛❛❛❜❧❡

❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣♦✉r ❧❛✐ss❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ♣❡s❡r s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s q✉❛♥t✐tés✳ ❯♥❡

♣✐st❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ♣❧✉tôt q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥❣1 → ✐♥❣2✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ d ❡♥ ✓ ❝r♦✐s❛♥t ✔ ❧❛ ❝♦♠✲

♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ✐♥❣1 ❡t ❞❡ ✐♥❣2 ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r

s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✐♥❣1 ❡t ✐♥❣2 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛1
❡t ❛2 ✭✐♥❣1❣ = ❛1 ❡t ✐♥❣2❣ = ❛2✮✳ P♦✉r u, v ∈ U ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐ ✿

d(x, y) = w1|y2 − x1|+ w2|y1 − x2|+ w3|y3 − x3|+ . . .+ wn|yn − xn|

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n = 3 ❡t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ✐♥❣3 r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s t②♣❡s ❞✬✐♥✲

❣ré❞✐❡♥ts ✐♥❣1 ❡t ✐♥❣2✱ ❈❉ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❣3❣ = ✐♥❣1❣ + ✐♥❣2❣✱ ❡t w3 > w1 +w2✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ x = (446, 0, 446) ❡t y = (y1, y2, y3) ✈❛✉t

d(x, y) = w1|y2 − 446|+ w2|y1 − 0|+ w3|y3 − 446|

❡❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r y2 = 446✱ y1 = 0 ❡t y3 = 446✳ ❙✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❣2❣ 6 ✐♥❣1❣
à ❈❉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs y t❡❧❧❡s q✉❡ y2 6 y1 ✭x ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❝❡tt❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡✮✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ x ❡t y ∈ ▼♦❞(❈❉) ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r y = (223, 223, 446)✳

❖♥ ❛ s✉❜st✐t✉é ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ✐♥❣1 ♣❛r ✐♥❣2✱ ❝✬❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✐♥❣2 q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t

✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ✐♥❣3✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❈❉✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ d ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❧✉s

❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✱ ❡t ∔d ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✭●2✮✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s ❞❛♥s❚❛❛❛❜❧❡ ✷ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①✲

♣❧♦✐té❡s ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡ ✸ ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ s✉❜st✐t✉❡♥t ♣❛s ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ♠❛✐s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠✲

♣❧❡①❡s s✉r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡

❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✐♥tr♦❞✉✐ts✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❡♥

s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸ ✭♣❛❣❡ ✶✷✶✮✱ ♦ù ❧❡ ✈✐♥❛✐❣r❡ ❡st s✉❜st✐t✉é ♣❛r ❞✉ ❥✉s ❞❡ ❝✐tr♦♥ ❡t ❞✉ s❡❧✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s❡❧ ❞♦✐t êtr❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❥✉s ❞❡ ❝✐tr♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t

❞♦♥❝ ❛✉ss✐ r❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs

s✐♠♣❧❡s✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡st ✜①❡ ❡t ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs

rés✉❧t❛ts ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✭❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♦✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡

❛❞❛♣té❡✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝♦♥✜t✉r❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ ❝♦♥t❡♥✉❡

❞❛♥s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉rs t❡♥❡✉rs ❡♥ s✉❝r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱

❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ t❛rt❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❡st

✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ ♥✬❡♥ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡✱ ♦♥ r✐sq✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❛rt❡ ♠♦❧❧❡✳

✶✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❚❛❛❛❜❧❡

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❚❛❛❛❜❧❡✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝✉❧✐♥❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ❧❡✉rs

✈❛❧❡✉rs ♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ r❡❝❡tt❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❡tt❡s ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s s♦♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✭❝♦✉♣❡r✱ ♣r❡ss❡r✱

❣r✐❧❧❡r✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣❛r ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r✲

♠és ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣❡r♠❡ttr❛✐t

❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞és✐rés✳

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s✉❜st✐t✉t ❞✐✛ér❡♥t ❛✉① ❜❧❛♥❝s ❞✬÷✉❢s ♣♦✉r ✉♥❡

♠♦✉ss❡ ❛✉ ❝❤♦❝♦❧❛t✱ ♦ù ❞✉ s♦❥❛ s♦②❡✉① ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ r❡st❡ ❝r✉✱ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣ât❡❛✉✱ ♦ù

✉♥❡ ❧❡✈✉r❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♠✐❡✉①✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC ✭❉✮ ✷✶ ♦✉ ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s

❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

✷✶✳ ALC(D) ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬ALC ♣❛r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥❝r❡t D✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ D ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ré❡❧s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts t❡❧s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ 100❣
❞❡ s✉❝r❡✳

✶✸✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é

♣♦✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞✉ ❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛

❛✜♥ ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡

à ♠♦❞✐✜❡r ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❧❡s r❡♠❡ttr❡

❡♥ ❝❛✉s❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

✈ér✐✜❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛

r❡♥❞r❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à ❧❛ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

♣r♦❜❧è♠❡✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ♦ù ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡

❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ré✈✐s❛♥t ❧❡ ❝❛s s♦✉r❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❡st ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ♣❡✉ ❢♦r♠❛❧✐sé

❡♥ ❘àP❈ ❡t s♦✉✈❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛❞ ❤♦❝✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡

♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t

❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s

♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞é❢❡♥❞♦♥s ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✳ P♦✉r

❞é❢❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

❞é✜♥✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❞❡✈r❛✐❡♥t

♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ s②stè♠❡

❞❡ ❘àP❈✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s ✉♥❡ ❛✉tr❡

❢♦r♠❡ q✉✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✉t✐❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥✲

♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❡s tr❛❞✉✐r❡ s♦✉s

❢♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t

✉t✐❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❢♦r♠✉❧é❡s ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡

✶✸✸



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s ♦✛r❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡s ❛ss♦❝✐❡r ♣♦✉r t✐r❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r

♣r♦✜t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡ss❛✐ ❛ été ❢❛✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✭♣❛❣❡ ✾✼✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡♥t

❛ss♦❝✐❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❡t q✉❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣t❡r q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs

❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡

❢♦r♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r

❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧✱ ❝❡ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ❘àP❈✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ♠✐❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛

s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ à ✉♥ ❝❛s s♦✉r❝❡ ♥♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧✳ ❈❡tt❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❡✉

❥✉st✐✜é❡ ❡t ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛s s♦✉r❝❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s

❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❥✉❣❡r✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦♠♠❡♥t

❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢s q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s à ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳

❘é✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬❆❧❝❤♦✉rró♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ ❧❛

ré✈✐s✐♦♥ s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t s♦✉✈❡♥t à ❧❛

❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖r ❡❧❧❡ ❡st ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❘àP❈ ♦ù ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞❡s ❝❛s ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢s✳ ▲❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✲

✐sés ❡♥ ❘àP❈ s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣❧✉s str✉❝t✉rés

❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♦❜❥❡t ♦✉ ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥

❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r

❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ✉♥ ♣r♦❜✲

❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡

ré✈✐s✐♦♥ ❞✬❆❇♦① ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s

❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣✐st❡

♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❙❝❤✇✐♥❞✱ ✷✵✶✵❪ à ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ♣♦✉r

❝♦rr✐❣❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❡s ❆❇♦① ❞✬ALC✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ ❡♥tr❡

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣é s❡r❛✐t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡

❚❇♦① ❡♥ALC✳ ■❧ s❡r❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧✬ét❡♥❞r❡ à ❞✬❛✉tr❡s ▲❉ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❛✈❡❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥❝r❡ts✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ s✉r

❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✳

✶✸✹



❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssés à ✉♥❡

❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s✱ q✉✐ ré✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r

rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❝❛s ❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r

ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡

♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s t♦✉t ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❊♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r

❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ✶✾✾✾❪✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s ❡t ALC ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s ❡♥ ♦♣ér❛t❡✉rs

❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐✲

♥❛✐s♦♥ ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s

❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❘àP❈✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ q✉❡ ❧❡

❈r❡❞✐❜❧❡ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❬❍ü❧❧❡r♠❡✐❡r✱ ✷✵✵✼❪ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥

♣❛r ❢✉s✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛

❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡

❘àP❈✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s ❛

été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✱ ✐❧ r❡st❡ à t❡st❡r s✉r ❞❡s ❝❛s ❝♦♥❝r❡ts q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts

s♦✉❤❛✐tés✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❚❛❛❛❜❧❡✳ P♦✉r ✜♥✐r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❚❛❛❛❜❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡♠é♠♦r❡r

❡t ❛❞❛♣t❡r ❞❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ré✈✐s✐♦♥ à ❝❡ s②stè♠❡

♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ t❡st❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❞❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡

❚❛❛❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ▲❉ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ t❡st❡r

❝❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥❝r❡ts✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♥♦♥❝é ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ➚ ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC✳ P♦✉r

❢❛✐r❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✱

✐❧ s❡r❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡

ALC ♣❛r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥❝r❡ts✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞r❡ ❡♥❝♦r❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r

❝♦✉✈r✐r ❧❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❲❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦ù ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

✶✸✺



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t✱ à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥

s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡✈r❛✐t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❣é♥ér✐q✉❡ q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❡♥r✐❝❤✐ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡

❜✉t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡t ét❛❜❧✐r ❝♦♠✲

♠❡♥t ✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❛♥s ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

♣❛r ❧❛ ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s♦✉❧è✈❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❡s

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐st❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❬❈♦r❞✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❡t ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s ♣❛rt❛❣é❡s s✉r ❧❡ ❲❡❜ sé♠❛♥t✐q✉❡✳

✶✸✻
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U ✱ ✽✷

U♣❜✱ ✽✷
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△IC(B)✱ ✼✵
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dist(A,B)✱ ✶✶
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dΣ✱ ✼✷

≡✱ ✼
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(A1)− (A3)✱ ✷✶

(△✲0)− (△✲8)✱ ✼✶

✭❘1✮− ✭❘6✮✱ ✷✵
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−
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)
✱ ✷✾

∔✱ ✶✾
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R✱ ✻✸

❆❇♦①✱ ✹✶

❝♦♠♣❧èt❡✱ ✹✹

❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❇♦①✱ ✹✸

❢❡r♠é❡✱ ✹✹

♦✉✈❡rt❡✱ ✹✹

❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✽✵

❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✾✺

❝♦ût✱ ✽✷

❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✱ ✾✵

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✽✻✱ ✾✽

❡✛♦rt✱ ✽✷

❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✴s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✽✻

♣❛r ❝♦♣✐❡✱ ✽✾

rè❣❧❡s✱ ✾✹

r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✽✻✱ ✈♦✐r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r rè✲

❣❧❡s
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■♥❞❡①

❛❞❤ér❡♥❝❡✱ ✶✸

❆●▼✱ ✶✾

❆●r❛♣❤✱ ✈♦✐r ❣r❛♣❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧

ALC✱ ✹✵

✐♥❢ér❡♥❝❡s✱ ✹✷

sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ✹✷

s②♥t❛①❡✱ ✹✵

❛ss❡rt✐♦♥✱ ✈♦✐r ❢♦r♠✉❧❡ ❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧❧❡

❛ss❡rt✐♦♥❛❧ ❜♦①✱ ✈♦✐r ❆❇♦①

❆ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡✱ ✷✵

❛ttr✐❜✉t✱ ✸✺

❜❛s❡ ❞❡ ❝❛s✱ ✼✾

❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✺

❇❈✱ ✈♦✐r ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❇♦♦❧é❡♥s✱ ✼

❝❛s✱ ✼✾

❝❛s ❝✐❜❧❡✱ ✼✾

❝❛s s♦✉r❝❡✱ ✼✾

♣♦♥❝t✉❡❧✱ ✽✷

❈❈❇■✱ ✶✵✽

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✱ ✾✹

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s✱ ✶✵✹

❈❈❇■✱ ✶✵✽

❈❖▼P❖❙❊❘✱ ✶✶✶

❉é❥à ❱✉✱ ✶✶✶

❉③❈❇❘✱ ✶✶✶

△✲❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛s✱ ✶✵✹

■❉■❖▼✱ ✶✶✶

❝♦♥❝❡♣t✱ ✹✵

❝♦♥❝❡♣t ❛t♦♠✐q✉❡✱ ✹✵

❝♦♥✢✐t✱ ✹✹

❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✺

❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ✽✶

st❛t✐q✉❡s✱ ✽✶

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✽✶

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✽✶

❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✶✽

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r✐té✱ ✼✵

❞é❜♦❣❛❣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✶✾

❉❇❈ ✈♦✐r ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❈ ✹✸

❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❈✱ ✹✸

✓ ❞✐st❛♥❝❡ ✔✱ ✶✶

❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ ✷✷

❉▲✲▲✐t❡✱ ✺✾

❞♦♠❛✐♥❡✱ ✸✺

❉③❈❇❘✱ ✶✶✶

❡♥tr❛î♥❡✱ ✼

éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✼

❋◆◆✱ ✈♦✐r ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡

❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ✹✸

❢♦r♠✉❧❡✱ ✺

❢♦r♠✉❧❡ ❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✹✶

❢♦r♠✉❧❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✹✶

❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✶✼✱ ✻✾

♣♦st✉❧❛ts✱ ✼✶

❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✶✻

❣r❛♣❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥♥❡❧✱ ✹✽

✐♥❝♦❤ér❡♥t✱ ✼

✐♥❢ér❡♥❝❡ ❝ré❞✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s✱ ✶✵✽✱ ✈♦✐r❈❈❇■

✐♥st❛♥❝❡✱ ✹✶

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ✻

❧♦❣✐q✉❡✱ ✺

❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ✼

s②♥t❛①❡✱ ✺

❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

❡①♣r❡ss✐✈❡s✱ ✹✵

♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ✹✸

▼■P❙✱ ✺✽

♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✶✽

♠♦❞è❧❡✱ ✻

♠♦♥❞❡✱ ✻

♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✼✵

❖♥t♦❧♦❣✐❡✱ ✶✾
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♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✱ ✶✾

♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ré✈✐s✐♦♥✱ ✷✵

♣ré✲♦r❞r❡✱ ✽

t♦t❛❧✱ ✽

♣r♦✜❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✱ ✶✵✽

ré✢❡①✐✈✐té✱ ✽

ré✈✐s✐♦♥

❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✸✸

ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✶✺

ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❉❛❧❛❧✱ ✷✸

rô❧❡✱ ✹✶

rô❧❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✺✾

❘àP❈✱ ✼✾

❘àP❈ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ✽✵

❘àP❈ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✱ ✽✵

❘àP❈ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✱ ✈♦✐r ❉③❈❇❘

r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥✱ ✼✾

r❡♠é♠♦r❛t✐♦♥ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✽✷

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s✐♠♣❧❡s✱ ✽✸

∔d✱ ✷✹
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♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ❉❛✈✐❞ ❈✳ ❲✐❧s♦♥ ❡t ▲♦rr❛✐♥❡ ▼❝●✐♥t②✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✲ ■❈❈❇❘ ✷✵✵✾ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱

✈♦❧✉♠❡ ✺✻✺✵ ❞❡ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✵✺✕✶✶✾✱ ❙❡❛tt❧❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳

❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥✳

❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✵✾❜❪ ❈♦❥❛♥✱ ❏✳ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾❜✮✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■♥ ❈❤♦❧✈②✱ ▲✳ ❡t

❑♦♥✐❡❝③♥②✱ ❙✳✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ❏♦✉r♥é❡s ❞✬■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❋r❛♥❝❡✳

❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✶✵❛❪ ❈♦❥❛♥✱ ❏✳ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵❛✮✳ ❆❞❛♣t❡r ❞❡s ❝❛s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥

♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ♦✉ ❞❡s rè❣❧❡s✳ ■♥ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❈❤♦❧✈②✱ ❙✳ ❑✳✱ é❞✐t❡✉r ✿ ❏♦✉r♥é❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
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❬❈♦❥❛♥ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ✷✵✶✵❜❪ ❈♦❥❛♥✱ ❏✳ ❡t ▲✐❡❜❡r✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵❜✮✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s

❝❛s ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ALC✳ ■♥ ✶✽è♠❡ ❛t❡❧✐❡r ❘àP❈✳
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❥♦r✐t② ♠❡r❣✐♥❣ ✿ ❢r♦♠ ❜♦♦❧❡❛♥ s♣❛❝❡s t♦ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡s✳ ■♥ ❈♦❡❧❤♦✱ ❍✳✱ ❙t✉❞❡r✱ ❘✳ ❡t

❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ▼✳✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ❊❈❆■✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✶✺ ❞❡ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞
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❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❖♣♣♦rt✉♥✐st✐❝ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❈❛s❡s ✕ ❚❤❡ ■❛❦❆ ❆♣✲
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