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Résumé

Les surfaces et interfaces rugueuses sont rencontrées dans de nombreuses situations en mécanique et
physique des solides. En particulier, une surface ou interface considérée comme lisse a une échelle don-
née se révele souvent rugueuse a une autre échelle plus petite. Ce travail étudie les interfaces planes et
courbées dont la rugosité peut étre raisonnablement décrite comme des ondulations périodiques. Il a pour
objectif de modéliser ces interfaces dans des composites et de déterminer leurs effets sur les propriétés
effectives élastiques et conductrices des composites concernés. L’approche élaborée pour atteindre cet
objectif consiste d’abord a utiliser 1’analyse asymptotique pour modéliser une zone d’interface rugueuse
comme une interphase hétérogéne uniquement suivant son épaisseur et ensuite a faire appel a des sché-
mas micromécaniques pour quantifier les influences de cette interphase sur les propriétés effectives.
Ce travail considere trois types de composites dans lesquels des interfaces périodiquement ondulées
sont présentes : composites stratifiés, fibreux et a inclusions. Les résultats obtenus pour ces composites
contribuent au développement de la micromécanique et apportent des solutions a des problemes d’intérét
pratique rencontrés en physique et mécanique des matériaux hétérogenes.

Mots-clés : homogénéisation, micromécanique, interfaces rugueuses, propriétés effectives, analyse asymp-

totique, matériaux composites.

Abstract

Rough surfaces and interfaces are encountered in many situations in mechanics and physics of solids.
In particular, a surface or interface considered smooth at a given scale turns out often to be rough at
another smaller scale. This work studies the flat and curved interfaces whose roughness can be reasonably
described as periodic undulations. It aims to model these interfaces in composites and to determine their
effects on the effective elastic and conductive properties of the composites in question. The approach
elaborated to achieve this objective consists first in using asymptotic analysis to model a zone of rough
interface as an interphase being heterogeneous only along its thickness direction and then in resorting to
some micromechanical schemes to quantify the influences of the interphase on the effective properties.
This work considers three types of composites in which periodically corrugated interfaces are present :
laminated, fibrous and particulate composites. The results obtained for these composites contribute to the
development of micromechanics and provide solutions to problems of practical interest encountered in
physics and mechanics of heterogeneous materials.

Keywords : homogenization, micromechanics, rough interfaces, effective properties, asymptotic analysis,

composite materials.
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Introduction

Les surfaces et interfaces rugueuses sont omniprésentes dans la nature. D’une fagon générale, méme
si une surface ou interface est nominalement lisse a une échelle donnée, elle se révele souvent rugueuse
a une autre échelle plus petite. La prise en compte de la rugosité surfacique ou interfaciale est nécessaire
dans une multitude de situations en mécanique et en physique. Par exemple, ceci est le cas, quand on
étudie la propagation des ondes a travers une frontiere rugueuse (Zaki and Neureuther, 1971 ; Waterman,
1975 ; Belyaev et al., 1992 ; Abboud and Ammari, 1996 ; Bao and Bonnetier, 2001) ou une interface
ondulée (Talbot et al., 1990 ; Singh and Tomar, 2007, 2008), quand on traite une plaque avec des renforts
densément espacés (Cheng and Olhoff, 1981), quand on est concerné par les vibrations d’une structure
mince dont la surface présente des oscillations géométriques (Belyaev et al., 1998) ou lorsqu’on s’inté-
resse a I’écoulement d’un fluide sur une paroi rugueuse (Achdou et al., 1998).

Les problemes dans lesquels interviennent des surfaces ou interfaces rugueuse sont classiquement
analysés par I’utilisation de certaines techniques de perturbation. Cette approche n’est valable que si
I’amplitude de la rugosité est beaucoup plus petite par rapport a sa période. Par contre, quand 1’ampli-
tude de la rugosité est beaucoup plus large en comparaison avec sa période, une autre approche devient
indispensable. Dans ce dernier cas, la méthode d’homogénéisation initiée d’abord par Kohler et al. (1981)
et développée ensuite par un bon nombre de chercheurs (Kohn et Vogelius, 1984 ; Nevard et Keller, 1997 ;
Chechkin et al., 1999 ; Fyrillas et Pozrikidis, 2001 ; Amirat et al., 2004, 2007, 2008 ; Kristensson, 2005 ;
Blanchard et al., 2007 ; Madureira et Valentin, 2007 ; Melnik et al., 2009 ; Vinh et Tung, 2010, 2010a) a
fait preuve d’efficacité. Basée sur I’analyse asymptotique mathématique (voir, par exemple, Bensoussan
et al., 1978 ; Sanchez-Palencia, 1980 ; Bakhvalov et Panasenko, 1989 ; Persson et al., 1993 ; Zhikov et
al., 1994 ; Pecullan et al., 1999 ; Pinho-da-Cruz et al., 2009), cette méthode d’homogénéisation suppose
que les surfaces ou interfaces oscillent rapidement et périodiquement.

Ce travail de these étudie les interfaces planes et courbées avec des ondulations rapides et pério-
diques. Il a pour double objectif de modéliser ces interfaces dans des composites et de déterminer leurs
effets sur les propriétés effectives élastiques et conductrices des composites concernés. L’ approche éla-
borée pour atteindre cet double objectif consiste d’abord a utiliser 1’analyse asymptotique pour modéliser
une zone d’interface rugueuse comme une interphase hétérogéne uniquement suivant son épaisseur et en-

suite a faire appel a des schémas micromécaniques pour quantifier les influences de cette interphase sur
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les propriétés effectives. Ce travail considere trois types de composites, a savoir les composites stratifiés,
fibreux et a inclusions, dans lesquels des interfaces périodiquement et fortement ondulées sont présentes.

Une originalité de ce travail réside dans la combinaison de I’analyse asymptotique mathématique
avec certains schémas micromécanique pour aboutir a une approche nouvelle et compléete qui permet de
traiter un grand nombre de problemes d’homogénéisation qui restent jusqu’a présent sans solutions. Une
autre originalité de ce travail par rapport aux travaux existants est que les phases entre lesquelles se trouve
une interface ondulée ne sont pas nécessairement isotropes. Le traitement des anisotropies des phases est
grandement aidé par I’introduction d’un certain nombre d’opérateurs d’interface indépendants de tout
systeme des coordonnées. Une caractéristique de ce travail est que les résultats analytiques dérivés sont
systématiquement comparés avec les résultats numériques obtenus par la méthode des éléments finis.
La présentation du travail de these est structurée en 5 chapitres.

Dans le chapitre 1, nous étudions une interface qui est entre deux phases élastiques et qui ondule
autour d’un plan et dans une seule direction. En effectuant une analyse asymptotique, nous montrons que
la zone d’interface ondulée peut étre modélisée comme une interphase hétérogéne suivant son épaisseur
mais homogene le long de tout plan transverse. Nous démontrons également que les propriétés élastiques
de cette interphase équivalente correspondent a celles obtenues par I’homogénéisation du stratifié 2D
associé. Les effets de cette interphase sur les modules élastiques effectifs du composite multicouche
sont analytiquement déterminés par la théorie classique d’homogénéisation des composites stratifiés.
Les résultats analytiques sont finalement validés en les comparant avec des résultats numériques obtenus
par la méthode des éléments finis.

Le chapitre 2 est consacré I’étude d’une interface entre deux phases thermiques et ondulée autour
d’un plan et dans une seule direction. Pour modéliser la zone d’interface ondulée et déterminer les effets
de cette zone sur les propriétés conductrices du composite en question, nous utilisons la méme approche
que celle élaborée dans le chapitre 1. L’intérét de ce chapitre est d’obtenir les contreparties thermiques
des résultats élastiques dérivés dans le chapitre 1, qui sont également directement applicables aux autres
phénomenes de transport mathématiquement analogues, tels que la conduction électrique et la diffusion.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a une interface entre deux phases élastiques et ondulée au-
tour d’une surface cylindrique circulaire et suivant la direction circonférentielle. En utilisant un systeéme
des coordonnées cylindriques, le probleme de modéliser la zone d’interface cylindrique ondulée comme
une interphase équivalente peut étre résolu en développant une approche similaire a celle présentée dans
le chapitre 1. Par contre, le traitement du probleme de déterminer les effets de I’interphase équivalente
sur les propriétés élastiques du composite fibreux en question nécessite 1’utilisation de certains schémas
micromécanique tels que la méthode auto-cohérente généralisée. Un exemple numérique est donné pour
illustration et comparaison.

Le chapitre 4 est dédié a I’homogénéisation d’une interface entre deux phases thermiques et oscillant

autour d’une surface cylindrique circulaire et suivant la direction circonférentielle. L’ approche élaborée
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pour résoudre ce probléme est similaire a celle présentée dans le chapitre 3. Encore une fois, les résultats
obtenus sont non seulement valables pour la conduction thermique mais aussi pour les autres phénomenes
de transport mathématiquement identiques.

Dans le chapitre 5, nous sommes concernés par une interface entre deux phases élastiques et ondulée
autour d’un plan mais dans deux directions. Par une analyse asymptotique, nous démontrons que la
zone d’interface ondulée peut étre remplacée par une interphase hétérogéne suivant son épaisseur mais
homogene le long de tout plan transverse. La détermination des propriétés de cette interphase équivalente
nécessite la résolution d’un probleme d’homogénéisation 2D périodique paramétré. Pour ce probleme,
nous proposons une méthode de résolution approximative basée sur la méthode auto-cohérente. Les
effets de 'interphase équivalente sur les propriétés élastiques effectives du composite multicouche sont
ensuite déterminés par méthode des éléments finis. Les résultats ainsi obtenus sont comparés avec ceux
directement issus de la méthode des éléments finis en considérant une plaque constituée du composite en
question, encastrée sur un coté et soumise a une charge répartie.

La présentation du travail de thése se termine par une conclusion générale et des perspectives.
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Chapitre 1

Interfaces élastiques planes ondulées dans

une seule direction

1.1 Equations fondamentales du probleme local

Un domaine €2 dans un espace Euclidien tridimensionnel (3D) R est constitué de deux sous-domaines
QW et Q) | La frontiere de © est désignée par 99, et celle de Q) (p = 1 ou 2) par 9QP). L’interface
entre QY et Q) est dénotée par I' = 9QM) NIN3). Nous nous intéressons au cas ot I' est une interface
plane ondulée dans une seule direction. Plus précisément, dans le systeme des coordonnées cartésiennes

(1, 2, x3) associées a une base orthonormée {e;, ez, e3}, 'interface I est définie par

F:{X:(xl,xg,m’g)EQ’Z‘gZh(xl)} (1.1)

0)

ol h(xp) est une fonction périodique de période e dont la valeur minimale est égale a —H ©) avec

H© > (et la valeur maximale est égale a zéro (Figs. 1.1 et 1.2). Si la période € de h(x1) est tres faible
par rapport 2 H(©), ¢’est-a-dire que 0 < ¢ < H©), I'interface I est dite trés rugueuse. On note par (0

la zone d’interface rugueuse déterminée par
0O — {x = (r1,22,23) €EQ| — HO < 25 < 0}, (1.2)
et par 7(x3) le plan défini par
m(x3) = {x = (z1,9,23) € 0O | 3 = xg} , (1.3)

ol 3 est un paramétre dont la valeur est dans I’intervalle (—H(®),0). Les dimensions de 7 (x3) suivant

x1 et xo sont respectivement /1 (z3) et l2(x3). Il conviendra de définir les sous-domaines

QW = {x = (z1,2,23) € OV | a5 < ~HO |, (1.4)

0 — {x — (21,22, 23) € QP | 23 > o} : (1.5)
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X3

Q@ oQ

FIGURE 1.1: Le domaine tridimensionnel § est consistitué de deux sous-domaines Q1) et Q). L’in-
terface I entre Q1) et Q)| caractérisée par x3 = h(z1), est une interface plane ondulée

périodiquement suivant la direction x; et oscille entre les plans x3 = —Hg et x3 = 0.

et de désigner par I, I'interface entre QO et QP avec p =1 ou 2.

Par hypothése, les matériaux constituant les deux sous-domaines, Q1) and Q(), sont linéairement élas-
tiques et homogenes suivant la direction o mais peuvent étre hétéréogenes dans les directions x1 et x3.
A un instant ¢ donné, les tenseurs de déformations infinitésimales et de contraintes de Cauchy, e(x, ) et

o(x,t), sont liés par la loi de Hooke :
o(x,t) = C(x)e(x, 1) (1.6)
o le tenseur de rigidité local C(x) s’exprime par :
C(x) = X (x)CV (1, 23) + xP (x)CP (21, 25), (1.7)

ol xP)(x) est la fonction caractéristique du sous-domaine Q(?) définie par x*)(x) = 1si x € Q@
et xXP(x) = 0six ¢ QP ; CP)(x1,x3) est le tenseur de rigidité du matérriau formant Q). Les

composantes Cjj;(x) de C(x) ont les symétries mineure et majeure suivantes :
Cijkt = Cjikt = Chij- (1.8)

Le tenseur de déformations infinitésimales locales £(x, ¢) est lié au champ de déplacements local u(x, t)

par la relation

€= %[Vu + (Vu)T]. (1.9)
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Le tenseur de contraintes o(x, t) doit vérifier les équations du mouvement :
V-o(x,t) + f(x,t) = pi(x,t) (1.10)

ou f(x,t) est la force volumique et i représente la dérivée seconde de u par rapport au temps ¢.
En substituant (1.6) dans (1.10) et en tenant compte de (1.8)-(1.9), les équations du mouvement (1.10)

s’écrivent sous la forme
. hk ..
(Au )+ £ = pit ou (A ujp) + fi = piiy (L11)

avec i, j, k, h = 1,2 ou 3. Dans (1.11), A("¥)(x) est la matrice 3 x 3 dont les composantes Aglk) (x)

sont définies par

AP = Cip. (1.12)

En particulier, on a

Az(?)(hk)(xl’x?») = C(;f}k($17$3) (1.13)

2

pour le sous-domaine Q®). Du fait que I’interface I' entre les deux sous-domaines est supposée parfaite,

le vecteur de déplacements et le vecteur de contraintes sont continus a travers I' , a savoir
[ullr =0 and [A"upmy]lr =0, (1.14)

ou [[e]]r = o — (1) signifie le saut de  a travers I et my, représente une composante du vecteur
unitaire m normal a I".

Le probléme 2 résoudre consiste & homogénéiser la zone d’interface rugueuse Q(?) suivant la direction
d’ondulation x;. Apres cette homogénéisation, la zone d’interface rugueuse 0O est remplacée par une
zone étant homogene dans le plan x;-x2 mais hétégogene selon la direction z3. En conséquence, pour

une valeur donnée de x3 € (—H, 0), la loi de comportement macroscopique s’exprime par
S(x,t) = C(z3)E(x,1). (1.15)

Ici, S et E sont les tenseur de contraintes et de déformations macroscopiques et C(x3) est le tenseur de

rigidité effectif de la zone d’interface rugueuse.

1.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

1.2.1 Conjecture sur le tenseur de rigidité effectif

Afin de déterminer le tenseur de rigidité effectif C(x3) pour la zone d’interface rugueuse décrite dans le
paragraphe précédent, on remarque que pour une valeur donnée de x3 € (—H,0), la microstructure du
plan 7(x3) se présente sous la forme d’un matériau stratifié bi-phasique dont le vecteur normal du plan
des stratifiés est n = e. Cette observation nous conduit a la conjecture suivante sur le tenseur de rigidité

effectif C(x3) pour la zone d’interface rugueuse :
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Si linterface I est trés rugueuse, ¢’est-a -dire que 0 < € < H'9), le tenseur de rigidité effectif C(x3)
pour une valeur donnée de x3 € (—H,0) est égale a celui du matériau stratifié bi-phasique dont la
direction de la stratification correspond a n = ej.
Le tenseur de rigidité effectif d’un matériau stratifié peut étre obtenu de facon analytique (Postma, 1955 ;
Backus, 1962 ; Chou et al., 1972 ; Pagano, 1974 ; Dumontet, 1982 ; Norris, 1990). La méthode de ré-
solution est basée sur le fait fondamental que la partie dans le plan du tenseur de déformations et la
partie hors-plan du tenseur de contraintes sont uniformes dans les stratifiés. Ces propriétés restent vraies
méme quand un matériau stratifié est hétégogene suivant la direction de la stratification. En particulier,
si les couches d’un matériau stratifié sont individuellement homogenes, les tenseurs de déformations et
de contraintes sont uniformes dans chaque stratifié.
Si la conjecture précédente concernant I’homogénéisation est prouvée, alors le tenseur de rigidité effectif
pour la zone d’interface rugueuse correspond a celui d’un matériau stratifié qui est donné par (voir, par
exemple, Norris, 1990)

C(x3) = (L), + (CM)_ (M) (MC)_. (1.16)

Dans cette expression, les deux tenseurs du quatrieme ordre M et IL. sont définis par
M = (P,CPy) "%, L= (P, C'Py)! (1.17)

tels que M(PoCPs) = (PoCPy)M = Py et L(P;C~'P;) = (P1C~'Py)L = Py avec P et Py étant les

deux opérateurs de projection orthogonale complémentaire :
Pp=T-P,=(I-N)®@I—-N). (1.18)

Dans cette formule, le produit de Kronecker ® est défini par (A®B);ji = %(A,-kBﬂ + A;Bji) pour
deux tenseurs d’ordre 2 A et B (He and Curnier, 1995), N = n ® n, I est le tenseur d’identité d’ordre 2

et I = IQI est le tenseur d’identité d’ordre 4. Dans (1.16), (o) désigne la moyenne sur le plan 7(z3) :

1 11(1'3)
(o) = l)/o o dz. (1.19)

1(w3
Dans le cas particulier ot (%) est formé de deux matériaux individuellement homog@nes et isotropes, le

tenseur de rigidité local C(x) s’écrit alors
Cx) = BAX) +2u(x)) I + 2p(x)K, (1.20)
ot ] =3I@LK=I-Jet
Ax) = xWEAD + X )A?, pu(x) = x D)™ + x? ()l (1.21)

avec \®) et u(p) (p = 1 ou 2) étant les constantes de Lamé de Q®). 11 déduit de (1.16) I’expression

suivante du tenseur de rigidité élastique effectif C(x3) :

C(x3) = Ay, + 2kJ7 + V2IF + 2mKr + 2GK. (1.22)
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Dans cette expression, 7(x3), k(x3), m(x3), G(z3) et I(x3) sont les cing modules élastiques effectifs de

Hill (1964) déterminés par

A(es) = (/A +20)55, Gles) = (/5" mles) = ().,
I(ws) = N+ 200, (/A4 200))5 L
Ras) = (/O 20)5 O+ 20)2 + (B + )/ (A + 200)), (1.23)

Dans le cas ol les matériaux constitutifs sont individuellement homogenes, I’opérateur de moyenne sur

le plan 7(x3) défini par Eq. (1.19) se réduit a
(o) = c1 o) 430, (1.24)

oll ¢,(x3) est la fraction surfacique de la composante p dans 7(x3). Dans (1.22), Er, J7, F, Ky et K,
forment un ensemble complet des tenseurs générateurs a isotropie transverse par rapport a la direction n

normale aux couches et ils sont définis par

E, —N@N, JT:%(I—N)®(I—N), Kp = Py — Jr, (1.25)
1

F=—|I-N N+ N I-N 1.26
\/5[( )N +N® ( )], (1.26)

Kr=K-Kr—-Kg, Kg= é[(l — 3N) () (I — 3N)] (1.27)

1.2.2 Analyse asymptotique et preuve pour la conjecture

On s’intéresse maintenant 2 la zone d’interface rugueuse Q(°) définie par (1.2). On observe que (¥
résulte de la distribution périodique d’une cellule de base Y suivant la direction x; (Fig. 2). Pour déter-
miner le tenseur de rigidité élastique effectif C(z3) de Q) on utilise 1a méthode d’analyse asymptotique
présentée dans Bensoussan et al. (1978), Sanchez-Palencia (1980), Bakhvalov et Panasenko (1989), Pers-
son et al. (1993) et Zhikov et al. (1994). Selon cette méthode, apres avoir introduit une nouvelle variable
y = x1/€ associé a Y, appelée la variable microscopique ou rapide, le champ de déplacements s’ex-
prime en fonction non seulement de variable x, appelé la variable macroscopique ou lente, mais aussi de

la variable microscopique y, c’est-a-dire que
Ue(r1, 72, 73,t) = u(z1, T2, T3, Y, €, ). (1.28)
Ensuite, on effectue I’expansion asymptotique de u(z1, z2, r3, ¥y, €,t) comme suit :
u(xy,xe, x3,y,6,t) = U + E(N(l)U + N(H)U,l + N(IQ)U,Q + N(13)U,3)
+E(NAU+NOU,, + N®PU, + N®U
+NCOY , + NC2Y |, + NCBU |,
+ N(222)U’22 _|_ N(223)U723 + N(233)U733)

+0(e3). (1.29)
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(2)
unit cell Y Q

_—y

(X3)

FIGURE 1.2: L’interface rugueuse I entre Q1) et Q(2) se présente également par 23 = h(y) = h(x1/€)

avec h(y) étant une fonction périodique de période 1 en y = z1 /e.

Dans cette expression, U = U(x1, x2, 3, t) est une fonction indépendante de la variable microscopique
y, et correspond donc au champ de déplacements macroscopique ; le symbol e ; signifie la dérivée de o
par rapport 2 z; ; les matrices 3 x 3, N(®) = N(®) (y, x2,x3), dont les composantes sont en fonction de
Yy, T et x3, sont a déterminer a partir des équations du mouvement (1.11) et des conditions de continuité
(1.14) des vecteurs de déplacements et de contraintes a travers 1’interface I'.

En rappelant que I est caractérisée par la fonction x3 = h(x;) ou bien 23 = h(y), avec y = x1/e,

périodique dans Y de période 1, la normale vers I'extérieur a ' de Q(2), m, est donc donnée par

1

DT U ey

(7R, 0,—1)T
ol le symbol e , signifie la dérivée de e par rapport a y. Du fait que y = z1 /€, il est immédiat que
u,=ug+ e*1u7y, U2 =1up2, Ue3=Uugs. (1.30)

) ) )

En substituant (1.30) avec (1.29) et (1.30) dans les équations du mouvement (1.11) et dans les conditions
de continuité (1.14) et en posant chaque coefficient associé 4 e~ égal a zéro, on obtient les équations

pour déterminer NV, N(11) N(12) ot N(13) .
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AN =0, 0<y<1, y#uyium,
AOD (T + nyll))]7y =0, 0<y<1, y#uy1,y,
[A(H)Ngm + AW =0, 0<y<l1, y#y,u,
ACONDY + AW =0, 0<y<l, y#uy,u,
[ACOND] =0, [ND]] =0 pour 1, 5o, NDJ,g = N[y,
AU+ NG =0, [NUV]] = 0 pour y1, y2, NHV|,_g = Ny,
[AUINGD + A2 = 0, [NU2)]] = 0 pour y1, s, NI)|,_g = NIy,

AN 1 A = 0, [[NUD]] = 0 pour y1,y2, N[, g = NOI| ;.

(1.31)
(1.32)
(1.33)

(1.34)

(1.35)
(1.36)
(1.37)

(1.38)

Dans ces équations, 1 et 32 avec 0 < y; < y2 < 1 sont les deux solutions de 1’équation h(y) = x3 avec

T3 € (—Ho, 0).

En utilisant (1.31)-(1.38), les expressions de NS), N,(?}l), N,(?}Q) et NSS) sont choisies de telle facon que

NW(y, z,23) = 0,

-1

)

-1
Nv(yll)(y7$2,$3) = [A(ll)]—l <[A(11)]_1>Y

-1
(12) — (11)1-1 (11)1-1 (11)1-1 A (12) _ A(12)
N (y, v, 23) = [AVY] [<[A ] >Y <[A ]7'A >Y A ],
—1
(13) —_ (11)7-1 (11)7-1 (11)7—1 A (13) _ A(13)
NG90, ) = [AOV] (OO ) (A AOD) - A09)].

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

On remarque que quand x3 = h(y) est une fonction périodique en y de période 1, le calcul de la moyenne

(e) définie par (1.19) peut se réduire au calcul de la valeur moyenne sur une cellule de base Y, désignée

par (e), avec

(o)y = /01. dy.

(1.43)

En particulier, lorsque les deux composantes de Q(?) sont individuellement homogenes dans le plan

x1 — x2 mais hétégogenes selon la direction x3, le calcul moyen (o), devient

(0)y = (1 —y2+y1) oV +(yo —y1) o

(1.44)

Ensuite, en introduisant Eq. (1.30) avec (1.29) et (1.30) dans les équations du mouvement (1.11) et en

mettant chaque coefficient relatif 2 €® égal 2 zéro, on obtient
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[A(H)Ng) +A(12)N7(21) +A(13)N,(§)]’yU

+[AID(ND 4 NC) + AGNGY + ALINGY), U,

+[AUUNGE) + AUD(ND + NGP) + AINGY) U,

[A(ll)Nf§3) + A (ND +Nf§3))+A(12)Nf§3)],yU,3

AUDINOD £ NG, AUD@ 4 NUD) U

(AD(NG) 4 N@19)) 4 AGINOD] 4 AGUN( +A(13)}U,13

[A(11)<N(12) +N7(:312)) +A(l2)N(1l)]’y +A(11)N§;2) +A(12)}U,12

+ o+ + o+ o+

[A(ll)nyQQ?)) +A(12)N(13) +A(13)N(12)],y+A(23)}U723

S S

AUDNGE - AGINOD] 4 ABD LU 55 4 [ACDU o] g
APYI+NGU, + ACINGIU, + ACUNGIU 4

ACDI+NGU + ACUNGIU 5 + ABUNGDIU ] 4

+ o+ 4+ o+

[AUDNE3) | ABINIS) U 55 + [ACYU )5+ £ - pU = 0.

(1.45)

Pour vérifier les conditions de continuité (1.14), on choisit les matrices N(2), N2 N(22) N(23) N(211)

N(222) N(222) N(213) N(223) et N(212) dont les composantes sont les fonctions périodiques en y qui

sont continues a y = 1 et y = 0 et satisfont les conditions de continuité en y = y; et y = ys. Ces

conditions de continuité, obtenues en substituant (1.30) avec Egs. (1.29) et (1.30) dans Eq. ( 1.14) et en

mettant chaque coefficient associé a € égal a 0, s’expriment par

[ACON® 4 A0ING) 1 ACING)] = o,

11 11
[ACDND +NG) + ACINGY 4 ACINGY) = (A% X+ NG,

1

}_Lhy
1

[[A(H)NSQ) JrA(12)(N(1) +N,(212)) +A(13)Ng2)]] _ T[ASINSQ) +A(32)L

Y
[AUUNE) 4+ AGDND 4 NUD) 4 AN = hly[AZilN’(?}?)) A
(AN £ NCH) =0,
[AOD(NOD) 4 Nf§13)) + AN =0,
[ACD(N(2) +1\11(512)) + AINOD) =0,
[[A(H)nyﬂ?’) + AN L AN = o,
[AODNE22) 4 AUIN02)]] = o,

[[A(ll)N(y233) + A(13)N(13)]] =0.
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(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)
(1.51)
(1.52)
(1.53)
(1.54)

(1.55)



Le calcul moyen en Y de (1.45) nous mene a

A(H)U,n + A(21)U,12 + A(H)U,Ql + A(23)U,32 + A(22)U,227

+ AU 3+ (AU L) 5+ (ACVU ) 5+ (AU ) 5+ F = pU, (1.56)
ou

AUV (zy) = <A(11)(I n N,(yll))>y7 AU () — <A(11)Nf;3) + A(13)>Y’ (1.57)
A0 () = (AUINUD 4+ 40D A () = (ACH T+ NGD)) (158)
ABD (z4) — <A(31)(I n N,(yll))>y7 A (4,) = <A(21)Nf;3) + A(23)>Y’ (1.59)
AB) () = <A(31)Nf;2) +A(32)>Y’ AP (4, = <A(21)Nf;2) i A(22)>y’ (1.60)
A(33) (5133) _ <A(31)N7(y13) + A(33)>Y7 (161)
f= )y, p=1{y- (162

Les équations dans (1.56) sont donc les équations du mouvement macroscopiques pour la zone d’in-
terface rugueuse Q) En substituant (1.40)-(1.42) dans (1.57)-(1.61) et en tenant compte de (1.43), on
trouve

A0 () = <[A(11)]—1>;1 7 (1.63)

A (g5) = <A(22) _ A(21)[A(11)]—1A(12)>Y

(21)1 A (11)7—1 a—1\ " (11)1—1 A (12)
+<A [A(D)] >Y<[A ] >Y <[A LA >Y, (1.64)
A(33)(a:3) _ <A(33) _ A(Sl)[A(ll)]*lA(l3)>
Y
B1)7 A (11)]—1 A0)1=1\ "1 /1A (11)1=1 A (13)
—|—<A [A(D] >Y<[A ] >Y <[A 1A >Y, (1.65)
1 (12) _ (A @NT _ (a1y—1\ "t (11)1—1 A (12)
A0 (23) = (ALY (a) = ([AMD]71) 7 ([AOD] A0 (1.66)
_ _ —1
A0 () = (ACD)T (3) = ([ACD]71) © (JAUD]IAOD) (1.67)
A(?S)(x ) = (A(32))T(x3) _ <A(23) _ A(21)[A(11)]‘1A(13)>
Y
(21)1 A (11)7—1 an—1\ ! (11)7—1 A (13)
+<A [A(D)] >Y<[A ] >Y <[A 1A >Y. (1.68)

D’une facon analogue, en effectuant la moyenne en Y pour la loi constitutive locale (1.6) et pour (1.7),

(1.9), (1.12) et (1.29), on trouve la loi de comportement macroscopique suivante :
S(x,t) = C(z3)E(x,1), (1.69)

ot C(z3) est le tenseur de rigidité effectif dont les composantes sont données par Cip i, (73) = fll(-;?h) (73)

et le tenseur de déformations macroscopiques E(x, t) est calculé par

Eiglo,0) = 5{Uis0.0) + Ugalx, )
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Les composantes flg?k) (x3) sont celles de A (z3) obtenue par Eq. (1.68).
Finalement, on peut vérifier que le tenseur de rigidité élastique effectif C(z3) obtenu par I’utilisation de
la méthode d’analyse asymptotique et représenté par les matrices A (1) (x3) dans Egs. (1.63)-(1.68) est

identique a celui du matériau stratifié bi-phasique fourni par (1.16). Ainsi, notre conjecture a été prouvée.

1.3 Homogénéisation des matériaux multicouches avec interfaces rugueuses

Dans cette section, le domaine € décrit ci-dessus est constitué de deux couches planes paralleles, w(!) et
w® | et d’une zone d’interface rugueuse Q%) entre elles, qui est homogénéisée suivant la direction 1. On
désigne par H) et H®?) les épaisseurs de w(!) et w(® et par I, et [ les dimensions dans les directions z;
et 2o de Q. Par conséquent, le domaine occupé par Q2 est donc défini par Q =)0, 1;[x]0, Io[x] — H®) —
HM H® [. Les matériaux constituant {2 sont homogene dans le plan z-z2 mais hétégogene dans la
direction x3.
Dans la suite, afin de déterminer le tenseur de rigidité élastique effectif, désigné par C*, du matériau
composite multicouche €, la zone d’interface rugueuse Q) est remplacée par la couche équivalente
d’épaisseur () dont le tenseur de rigidité élastique effectif C(z3) est donné par Egs. (1.16). L’interface
'y entre QO et w™) et celle entre Q) et w2 sont parfaites. Finalement, en appliquant la méthode
d’homogénéisation classique au composite multicouche €2 dont les trois couches w(!), w(® et Q) sont
homogenes dans le plan des couches mais hétégogenes dans la direction normale au plan des couches,
on obtient I’expression suivante pour le tenseur de rigidité élastique effectif :

Ccr = <]Li> n <CM¢> <Mi>_1 <MLC> (1.70)

Q Q Q Q
ol
CH(xz), si —(HO+HW) <23 <-HO),

C(x) = § C(x3), si. —HO <23 <0, (1.71)
(C(z)(l’g), si 0 < T3 < H(Q),

et les tenseurs M+ et L sont définis par
M+ = (PyCPy)~!, Lt = (PiC'Pi)7?, (1.72)

tels que L+ (P{C~!P{) = (P{CP{)Lt = P et MY (P4 CPy) = (PyCPy )Mt = Py avec les

projecteurs IP’lL et ]P’2L donnés par
P =1-P;y =(I-NHBI-N). (1.73)

Ici, N+ = n' ® n' avec n = e3. L’ opérateur de moyenne (@), dans (1.70) est défini par

1 —_H(0) 0 H®?)
(o= (/ oM duy +/ o dzs +/ o dm3> : (1.74)
—(HO g Q) —HO) 0
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avec H = HO + HO 4 F),

Lorsque les deux matériaux constituant le composite initial sont linéairement élastiques et isotropes, le

matériau multicouche homogénéisé est donc élastique orthotrope dont le tenseur de rigidité élastique

effectif C* est obtenu par (1.70). Dans la suite, on considere le cas particulier ou ’interface I" est en dent

de scie. En conséquence, 1’expression de yo — y; dans (1.44) s’écrit simplement par

z3

—yo =1 .
Y1 — Y2 +Ho

Finalement, les composantes non-nulles de C* ont les expressions suivantes :

Cisss = [voant + (/A +2u))] 7", Clizs = [voBu1 + (A (A + 202))] Cz33,
Ca33 = [vob12 + (M (A +20))]Clss,  Cagag = [200022 + (1/p)] 7,
Claz = [2voass + (1/w)] ™!, Clopp = () + %UOF?&

Chin = @i+ 1) /(A +2)) (1/ (A + 211)) Czzz + (M (A + 21))* Cizas
— 0511 % Cisss + 4voart (A + )/ (A + 211)) Cizzz + 261100C 155
+vo(T'11 — m11),

Chazn = (A + 1) /(A +21)) (1/ (A + 211)) Czaz + (M (A + 21))? Cizas
— 05 Br12° Cizas + 4voart (A + )i/ (A + 211)) Cizzs + 261200C 133
+ vo(T'22 — 122),

Chiza = (2uA/ (A +20)) (1/ (N + 20)) Ciiazg + (A (A + 211))” Caag
— 05872C3333 + v0(C12 — m2) + vo(B12 + B11)Coas

+ 2voan1 (pA/ (A + 21)) Cz33.

(1.75)

(1.76)
1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

ot v; = HO/H avec i = 0,1,2; (o) = v; 1) 40002 ayy, o, ass, Bi1, 12, L1, Tia, Tao, T,

M11, 22 €t N33 sont définis par :

a1 =k lnpr +kiglngs, oo = %(m — o) (1 /pa),

g3 = iCO(Nl +uo)py Ty, B = korlngr + ko In o,

Bi2 = ksg + k31 In o1 + ksa In @, 33 = 2p1pa(pn — p2) ™ Inpan /pa),
11 =calnps, 712 = ka1 + cakao In 3, y22 = —%k‘sz’) + k51 + caksg In 3,
mi1 = he(ke1 In @1 + kg2 In 2 + kg3 In ¢3),

Ma = k74 + hr(kr1 In @1 + kra In g + k73 In @),

1
Nog = _§k84 + kss + hs(ks1 In gy + kgo In o + kg3 In p3),
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avec

1 V(11 + Ao + o) (1 + A1+ pio)
== -1+ LG =16,
473 ( Vi = p2) (1 + M = A2 — M2)> & o
_ (A1 +2p1) &1 3 A+ 2m
§3 = ©2 p3=1T——F5—

:§2+1’ Ao+ 2u]

as = 2(Xap1 — p2\1), b = Aa( M +2u1), ca = (A1 + 201 — Ao — 2u2) 7,

_ _ 1
dy= (M +2m1), a5 = (1 — p2) M + M —Xo —p2) ™, a1 = —1(15041,

- 5 1= 5
A2 —do—2m T g1

1 1 1 1
bl = —1d4a5, ag = —ZCL4(Z5, b2 = _Z)\Qd4a5’ az = _Za4a5a ag = a?la

1
by = —daag(2apn = 2 + Ao = A3) (1 — p2), b = 2asba, c6 = b,

iy = a1+ b fig — a1és + by oy — C a2k + by g — as€s + by
f—& ' fo—& fo—& =&’
aszé1 + b as3és +b 1

k31 = 251_513, k3o = 2262_&3, k33 = §a5()\1 — A2)(p1 — p2),

k:41 = Q4C4, /{:42 = b4 — k:41d4, k51 = 4ciag1()\2 + 2#2), dg = —4ag1(021 + Cl4),

kso = daci(M — X2)? (Mg + 2u2), fr = —da[daz’ — (A\g + 2u2)c, ],

(A1 — A2)[ea(BAapn — 2u2A1 — Aopi2) — asci(pn — p2))
p1+ A — Ao — 2

a7 = —2bs(p1 — p2)(M — A2) — 2aa(A1u1 + Aapin — 2Xapu1) + dkraas (et + dy),

kgs = , k74 = ascakss,

by = —2bs(Aip1 — 3Aopin + Xopa + pal1) — frkra, kss = —4esaz’,
cr = di[A5 — (Ao + 2u2) k], ksa = —caas(A — A2)* (11 — p2)?,
as = —A2(6p1 + A1) (1 — p2) (A1 — A2) + (A1 — Aope)® — frksa — kssds,
bs = —4bs(Aip1 + Moo — 2dop1) — di(Na + 2pu0)kisa + frkss,
1

cs = dj[\5 — (Ao + 2u2)kss), he = hy = hg = — 405,

1 1 1
K=1&6+8& a+& a+& |
£2&3 §183 &1&2

[ ker ker kex |' =K ' ag —bs ¢
[k kro ko P =K ' ar —br ¢ ],

[ kst kso kse |" =K '[ag —bs cs ]

1.4 Exemple numérique

Pour illustrer numériquement les résultats obtenus ci-dessus, le rapport des modules d’Young et les co-

efficients de Poisson de deux phases sont choisis comme suit :

Ei1/E; =10, 11 =0,3, 1=0,2.
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A titre d’exemple, I’interface entre ces deux couches est supposée en dent de scie.

X3

i QP 1) e
O X

FIGURE 1.3: Plaque bi-phasique avec I’interface trés rugueuse en dent de scie.
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FIGURE 1.4: Maillage de la plaque bi-phasique avec I’interface trés rugueuse en dent de scie.

Tout d’abord, afin d’étudier I’effet de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés élastiques effectives
du matériau composite, on considere le cas ou 1’épaisseur Hy de la zone d’interface rugueuse varie de 0
a 1m tandis que la période ¢ de la rugosité de I’interface, les épaisseurs H; et H» ainsi la longueur L et
la largeur Lo du composite multicouche sont fixéesa e = 0,1m, Hy = Hy = 0,bmet Ly = Ly = 10m.
Les propriétés effectives normalisées C1;/Ea, C5999/Eo et Cig34/E> calculées par (1.79), (1.80) et
(1.76) sont tracées dans la figure (1.5) en fonction de 1’épaisseur de la zone d’interface rugueuse. Puis,

les valeurs des propriétés effectives sont comparées a celles obtenues par la méthode des éléments finis
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(FEM). On constate qu’il y a une trés bonne concordance entre la solution analytique et la solution numé-
rique obtenue par FEM pour les propriétés élastiques effectives. De plus, dans la figure 5, on observe que
le module effectif C7;;; diminue tandis que (559, reste quasiment constant. De plus, C33455 augmente

quand I’épaisseur de la zone de I’interface rugueuse augmente.

7_
-.-,_—.—-g—_l.__l__J__l.__l__J__l..__l__J
6 D A
X N
........ ¢
....... '
L R TR L 0N Iy
...... *....0 .
S S S S SN SR R C,,,,(4nal. Sol.)
C;H ¢ Cl*m(FEM)
) — = Cyyyy(4nal.Sol.)
3_ *
. 4 B C,,,(FEM)
/_'/.'/—r"‘/'/._—r"—__——’ — Cygys(Anal.Sol.)
2_ *
® C,...(FEM)
1_
0% T T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 1.5: Propriétés effectives normalisées C71,/E2, C3999/FE2 et Ci3445/FE> en fonction de

I’épaisseur Hy de la zone d’interface tres rugueuse.

D’autre part, pour étudier I’effet de la période e de la rugosité sur les propriétés élastiques effectives, on
considere un deuxieme exemple ou les épaisseurs Hy, Hy et Hy, la longueur L; et la largeur Ly sont
constantes, a savoir H1 = Hy = Hg = 0,5m et L1 = Lo = 10m, et la période € de la rugosité varie de
0, 1m a 1m. Dans la figure 1.6, le rapport entre la valeur de C7,;; calculée par FEM et la valeur de C7;
obtenue par la solution analytique est présenté en fonction de 1/e avec Hy = 0,2m. D’une maniére
analogue, les rapports entre les valeurs de C3,,, et de (3355 obtenues par FEM et celles données par
les solution analytiques sont présentés dans les figure 1.7 et 1.8 en fonction de 1/€ avec Hy = 0, 1m.
On remarque que la solution analytique s’approche d’avantage de la valeur obtenue par FEM quand la
valeur de € diminue. Ceci confirme la validité des expressions analytiques (1.76)-(1.81) des composantes

du tenseur de rigidité élastique effectif.
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*

Cyyy (FEM)

C,\,,(Anal. Sol.)

FIGURE 1.6: Module effectif normalisé de C7;;; en fonction de 1/¢ avec Hy = 0.2.

1.0125+
1.0120+
1.0115+

* 1.0110+
Cyypp(FEM)

Cyy (Anal. Sol.)
10105

1.0100

1.0095

m|>—AU‘—

FIGURE 1.7: Module effectif normalisé de C5,,, en fonction de 1/€ avec Hp = 0.1.
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0.980
0.975+
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0.965

0.960
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Croon(FEM)
2 0955

Cyy33(Anal. Sol.)

0.950
0.945
0.940

0.9354

0.930

FIGURE 1.8: Module effectif normalisé de C'j344 en fonction de 1/¢ avec Hy = 0.1.
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Chapitre 2

Interfaces planes thermiques ondulées

dans une seule direction

2.1 Lois constitutives locales

On considere un domaine 2 constitué de deux sous-domaines, Q" et 27, dans un espace Cartésien tridi-
mensionnel (3D) (Fig. 2.1). Les deux matériaux (ou phases) formant Q7 et 2~ sont différents et supposés
individuellement homogenes. L'interface I' entre ces deux matériaux est périodiquement rugueuse selon

la direction Ox; et se présente par la fonction
z3 = h(y) = h(—) (2.1)

ol € la période de I'. Sans perte de généralité, les valeurs maximale et minimale de la fonction h(y) sont
respectivement dénotées par 0 et —Hy avec Hy > 0. On suppose que I’interface I" est trés rugueuse, c’est
adire que 0 < e << Hj.

Le phénomene physique étudié dans ce chapitre concerne la conduction thermique. On adopte la loi de
Fourier :

q" = —KOvr® (2.2)

ot q9, K& et T() sont respectivement le vecteur flux de chaleur, le tenseur de conductivité et la
température dans la phase i = 1 ou 2. Le tenseur K est un tenseur symétrique et défini positif du

deuxieme ordre. Le vecteur flux de chaleur q(*) doit vérifier I’équation de la chaleur :

09T

vV.q¥ + P =l o (2.3)

ol p((;i) est la chaleur spécifique volumique de la phase i en J.JX ~'.m ™3 et P représente une source de

chaleur en W.m 3. En introduisant (2.2) dans (2.3), on obtient

~K) Ty + P = p o (2.4)
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o

FIGURE 2.1: L’interface rugueuse I entre les deux sous-domaines Q7 et Q™ est périodiquement ru-

gueuse selon la direction Oz et se présente par la fonction x3 = h(x1)

Comme I'interface I entre les deux phases est supposée parfaite, la température et la composante normale
du flux de chaleur doivent étre continus a travers elle. On peut écrire ces conditions de continuité sous la

forme

[qm]r = 0, (2.5)

[T)r = 0, (2.6)

ol [-|r signifie le saut a travers 1’interface I et le vecteur unitaire m normal a I’interface I" est déterminé

1 1 r
=———— | -h,,0,—1 . 2.7
T T (hye? ( v ) e

Ici et dans la suite, (-) , symbolise la dérivée par rapport a y. En introduisant (2.7) dans (2.5) et en tenant

par

compte de (2.2), (2.5) devient

¢! [hy KTyl — [Ks;T ] = 0. (2.8)

’,

2.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Pour homogénéiser la zone d’interface rugueuse, on utilise la méthode d’analyse asymptotique pré-
sentée dans le chapitre précédent. Plus précisément, on développe la température T (x1, 2, x3,t) =

T (1,29, x3,Y, €, t) en fonction de e comme suit :

T=V+e (N<1>V + Ny, 4 Ny, 4 N(13>V3)
L (N(Q)V—k NEYY, 4 Ny, ¢ Ny, NeDY Ly Ny,

+N(213)V13 + N(222)V’22 + N(223)‘/:23 + N(233)V33> + 0(63) 2.9)
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FIGURE 2.2: Linterface I peut se reécrire par la fonction z3 = h(y;)

ot V. = V(x1,x2,x3,t) est indépendent de yy; N, NOD N2 NO3) N @) NED - NE2) NE3)
N(QH), N(212), N(213), N (222) ot N(223) sont des fonctions de Y, T2 et x3, mais indépendantes de x; et
du temps t.

Puisque y = x1 /¢, les dérivées de la température par rapport aux variables spatiales sont données par
Ti=%1+€¢ Ty, To=Ty T3=%
Ainsi on obtient

T:, = Vite (N(l)V,1 + Ny 4 NIy, 4 N<13)V,31>

€ <N(2)V,1 + NV + NV + N®Yg + NGV + NCy g,
NEIY 5 + NV o) + NEV o + N(233)V,331) + nyl)v + N,(yn)VJ
N,S}Z)V,z + N,S}?’)V,s +e (N,gf)V + N,(yzl)VJ + N,%M)V,z + Ng?’)‘/,s + nyQll)V,n

N’(?fm)vvl? + N,(z/213)V,13 + N,(ym)Vaz + N,(g;223)‘/,23 + N,(y%s)v,gs) ,
To = Vao+te ([N(I)V} + [N(ll)v’l} + [N(12)V ] + [N(B)V,g} )
72 72 72

2 '
Lo ({N@)V} I |:N(21)V1:| . [N(22)V72} 4 [N(ZS)V:S} n {N@H)V:n}

)2 2 2

)

)

n [N(m)V,u} - [N(213)V,13} . [N(222)V22] . [N(223)V23} . [N(Q?’?’)V,?)?)] 2) ’

T3 = V,3+e([N<1>V}3+[N(“)VJ}3+[N<12>V2]3+[N(13)V3} 3)

) )

R (R A R A R e

n [N(212)V712} ; + [N(zls)‘/:13:| , 4 [N(222)V22] , + [N(223)V23} , + {N(233)v33} 3) .

En introduisant ces équations dans (2.4), (2.5) et (2.6 ), alors la méthode d’analyse asymptotique de-

mande que les coefficients associés a la variable € soient égaux au zéro.
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D’abord, en égalisant es coefficients liés a e~1 au zéro, on a

[KHNS)} V+ |:K11N§yll):| Vi+ [K11N7(yl2)} Va+ [K11N,(yl3)} V=0 (2.10)

Y ) ) )

[KUN,(;)V]F + [Kll (1 + N,(yn)) V’l}r + [(K12 + K11N,(@,12)) V,Q}F

+ [<K13 + K11N7(yl3)) V,?,}F = 0. (2.11)
Pour vérifier les équations dernieres, on choisit les fonctions N (1), N (11), N(12) ot N13) gelles que

K11N7(yl)i| :07 0<y< 1ay7éy17y23
- 7y

K (1+N,(y“)>} =0, 0<y<Lly+#uy1u2,

7y
Kip+KuNy?| =0, 0<y<1,y+#uy 0,
L -y
K13+K11N7(yl?’) =0, 0<y<l,y+#uy1 Y2,
L =Y
KllN,(yl)]F = O’ N(l):|r =0a Y1, Y2, N(l)(o) = N(l)(l)a

:Kn (1 + N,(yn)ﬂr =0, [N(H)L =0 a yi,ys, NU(0) = NI(D),

K1y -1-K11N,(y12)_F =0, [N(IQ)]F =02 yi, 5, NUD(0)=N(1),

K+ KuNGP| =0, [N =02y N0 =N, @12

ol y; et y2 sont deux solutions dans I’intervalle (0, 1) de I’équation h(y) = z3. Il résulte de (2.12) que
Né,l) = 0. De plus, pour que le coefficient associé a ¢ dans I’équation de continuité & 1’interface soit

égal au zéro, il faut que

0 = {hy [Ku (NO+ NE) + KNG+ KigNGY] = [Kas+ KaNGY] Vs
+ {hy [KuNE + K (N(1)+N(12>+K aNGP| = [Kos + KNG Vo
+ {hy [KuNE + KNG + Ko (NO N(l?’)} [Ks + KN (9] v
R N, ()
+ by [Ku (V09 4 N )+K3N 11} Vis + b [K11N<222>+K12N(12)} Vs
+ hy KHN(223)+K N 4 k. NC >} Vs
+ by [KuNE 4 KigNO >]FV,33+h, [KnND + KioNg + KN >] V. @13

A partir de I’équation ci-dessus, les fonctions sont choisies telles que :

:KnN,(yZ) + K12N7(21) + 1(1:),]\77(31)}F =0 a 1,92,

:Kn (N(l) + Ng“) + K1 N( Yy K, N(H) .= hly :K13 -i-K1?J\7,(yll):F a yi,y2,
:K11N,(3,22) + K2 (N(l) + Nm)) + Ky Nm) I hly :K23 -l-Kl?JV,(ylz):F a y1,2,
:K11N,(y23) + K12N,(213) + K3 (N(l) + Ngg))_ L= hly :K33 + K13N$3): LA uLY

(2.14)
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Kll ( (11) +N )):|F =0 a Y1,Y2,

_Kll <N(12) + N )) +K12N(11)1|F =0a Y1, Y2,

(21
Y
(21
Y
K <N(13) + N )) —|—K13N(“)L =0 a y, 2,
K11N7(y223) + K;pNU3) 4 -7(131\7(12)}F =0 a y1,y2,

KN + KlQN(lZ)L =02y,

[0

Y1, Y2- (2.15)

K11N7(y233) + K13N(13)}F =0

Ensuite, en prescrivant que le coefficient devant €” soit nul dans I’équation de la chaleur, on trouve

—pV = —P+ [KHN,(;) +2KNY) + 2K13N7(31)] v
+ :Kll <2N(1) + Ngl)) + 2K12N(211) + 2K13N7(311)} , Vi
+ :KllN,(ym) + 2Ky (N M+ N(12)> + 2K13N§2)} Ve
+ [KuNE + 2N 126600 (VO + NG| v
+ :Kn + Kny (2]\/(11) + Ngll))] yV,n
+ :2K13 + K11 (2N(13) + nym?’)) + 2K13N(11)} ) Vis
+ :2K23 + K11N7(ym3) + 2K N3 4 2[(13]\7(12)} ) Vas
+ [+ KNG 42612802 Vi [Kaa + KNG + 260N Vi
(2.16)
En intégrant 1’équation précédente par rapport a y de 0 a 1, on arrive a I’équation
(Vo= —(Ply <K“ * K11N7$1)>Y Vi + <K11N,(yl2) + K (2 + N,(yll)) >y V2
b (KN 1 Ko (24 NG)) Vi (Koo + KiaNGD). Vi
+ <2K23 + KuN(lg) T K13N(l/12)> Vs + <K33 + K13N7(3/13)> Va3
+ <[K12Nf2 Y 4 K13 11) > < K12N< 2 K, N(m} y> Vs
Yy
+ <[K12N(13)+K N13) > v, o1
ou
Ny =@ —y)f+ + (1 —y2+y1)f- (2.18)

avec f; et f_ étant respectivement les valeurs d’une fonction f dans le domaine supérieur constitué du

matériau 1 et dans le domaine inférieur constitué du matériau 2.

(13)

Maintenant, apres avoir déterminé les fonctions N,(yu), Ny (12) et N, par les conditions (2.12), on les
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insere dans 1’équation (2.17), ce qui donne que

K{) = (Kn+EnN{ >>Y — (KD

Ky = <K22 + K1oN {2 )>Y = (Ka)y + (K12K1))y (K1), — (KHERY,
Ky = <K33 + K13N | )>Y = (Ka)y + (KiK' )y (Ki')y' = (KBEG)y
Ky = K = (Kot RN+ JRaN)

= <K23 + K13N(12)> = <K23 + K12N(13)>
Y Y

= <K23 + <K13K11 > <K11 > 111K12>y <K13K1_11K12>y

Ky = K= < KN + K < 2N,11)>> <K13 + K11N,§}3)>Y
Y
= <K13 + K13N( > = (Ki3K)'), (K > ;
(r)  _ (r) _ N (D) _ (12)

K& K < Ky N2 <1 SV >>Y <K12 + KNy >Y

~ (Ki2 + KNy >>Y (K (KR, . 2.19)

Comme I’interface I" est périodiquement rugueuse suivant Ox1, on peut écrire I’équation de la chaleur

macroscopique sous la forme :

= (KV5) 4Py = (pay V. (2.20)

)

Les résultats obtenus précédemment montrent que, comme dans le cas élastique, on peut remplacer la
zone d’interface rugueuse par une couche équivalente dont les composantes du tenseur de conductivité

sont déterminées par (2.19).

2.3 Homogénéisation d’un composite multicouche

Dans cette partie, on étudie un domaine £} composé de trois couches perpendiculaires a I’axe Ox3. La
couche supérieure d’épaisseur H; est constituée du matériau 1 alors que la couche inférieure d’épaisseur
H> est composée du matériau 2. La couche intermédiaire d’épaisseur Hy est formée du matériau équi-
valent de la zone d’interface rugueuse dont ses propriétés thermiques effectives sont donc déterminées
par (2.19). L’épaisseur totale du composite tri-couche est H = H; + Hy + H» .

Les composantes du tenseur de conductivité effective du composite multicouche en question peuvent étre

calculée selon les formules suivantes (Milton, 2002) :
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FIGURE 2.3: Plaque composite composée de 3 couches

Kiy = (Kipbg . 2.21)
Kgp = (K)o + (KasKa' o (K hg — (KK, (222)
Ky = (Ko + (Kiska')g (K)o — (KBEG ). (2.23)
Ky = (K)o + (KuKg')o (Ki' g (K'Kn)g - (KisKg' Kas)g . (224)
Kiy = (KiKhg (Kabg (2.25)
K33 = ( 331>Q <K331K23>Q’ (2.26)

o I’opérateur de moyenne (), est, comme dans le chapitre précédent, défini par

—Hy 0 Hy
(o) = % ( / o)) diy + / o) dzg + / o? dm3> : (2.27)
—(H0+H1) —Hy 0

Dans la suite, on étudie en détail le cas ol le composite est constitué de deux phases orthotropes dont les

tenseurs de conductivité sont :

00 0
K® — 0 figg) 0 (2.28)
0o 0 &

avec © = 1, 2. En plus, I'interface entre les deux phases est en dent de scie. Dans le cas considéré, les

termes intervenant dans la définition de 1’opérateur de moyenne (2.18) sont donnés par

xr3 + Ho' —3

1-— = —. 2.29
Hy, Y2 + 1 H, (2.29)

Y2 — Y1 =
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FIGURE 2.4: Plaque composite biphasée avec I’interface rugueuse en dent de scie

En substituant (2.28) et (2.18) dans (2.19), on obtient les composantes non-nulles du tenseur de conduc-
tivité de la couche équivalente de la zone d’interface rugueuse :

(1) (2)

,{gq) _ Fi1 k1
2 z 2 DY’
ﬁgl) + 5 (“gl) - Hgl))
(M _ T3 1) (2
Koy = Koy + o (“22 “22) ;
(M _ M, T3 1) (2
Kgg = K33 + o (/{33 1433> . (2.30)

Les composantes du tenseur de conductivité effective peuvent étre calculées par les formules (2.21) a

(2.26) avec I’opérateur de moyenne (2.27) :

) 1) ) b2 b
iy = firy +fey + fr—gi g = (2.31)
K11 — K11 K11
(1) (2)
" Koo + K
KSy = fikgy + farsy +ﬂ%, (2.32)
(+) o P fr R\
ks = "ot ot o oo (233)
K33 K33 K33 — K33 K33

avec fi = Hi/H, fo = Hy/H et f, = Hy/H.

2.4 Exemple numérique

Dans cette section, on illustre numériquement les résultats analytiques obtenus ci-dessus concernant le
tenseur de conductivité effectif d’un composite multicouche avec interfaces rugueuses. Par simplicité,

on prend deux phases isotropes. Les conductivités des deux phases ont le rapport k1 /ky = 10. Les

38



dimensions du composite sont : H; = Ho = 0,5m et L1 = Ly = 10m ol L; et Ly sont respectivement
la longeur et la largeur.

Dans un premier temps, on s’intéresse a 1’influence de la zone d’interface rugueuse sur les valeurs des
conductivités thermiques effectives lorsque I’épaisseur H de la zone d’interface rugueuse varie de 0 a
1m. Les propriétés effectives normalisées Hﬁ) /Ko et /ié? /Ko sont tracées dans la figure 2.5 en fonction
de I’épaisseur H( de la zone d’interface rugueuse. Ensuite, on les compare avec les résultats numériques
calculés par FEM. On trouve une bonne coincidence entre eux. En plus, dans la figure 2.5, on constate

que, quand la valeur de Hy augmente, la valeur de nﬁ? diminue et la valeur de Hg;) augmente. En

méme temps, la valeur de mg*) reste quasiment constante. Dans un deuxiéme temps, on étudie I’effet

6 —-—
i e,
s L ®
..... QQ‘ Y
) ..., ¢..... K1*1 (Anal.Sol.)
| . K2"2(FEM.)
Yy 3 A
; K, (Anal.Sol.)
w " PRV
) K; (Anal Sol.)
° K;(FEM)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
HO
FIGURE 2.5: Conductivité effectives normalisées Hg) /Ko en fonction de 1I’épaisseur Hy de la zone

d’interface rugueuse

de la période de rugosité sur les valeurs des conductivités thermiques effectives. La hauteur de la zone
d’interface rugueuse est maintenue constante alors que la période de rugosité varie de 0, 1m a 1m. Les
rapports entre les valeurs de <7, et de k35 obtenues par (2.31) et (2.33) et celles calculées par FEM sont

tracés dans la figure 2.6 en fonction de 1/¢ avec Hy = 0, 5m pour £}, et Hy = 0, 1m pour £%,.
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|— . (H=0.5m) — =y, (H,=0.1m) |

P
x; (FEM)

K, (Anal.Sol)

_._._.

_—e——&——®— ™
0.981 e

FIGURE 2.6: Conductivité effective normalisée de HZ(;) /Ko en fonction de 1/¢e avec 1’épaisseur Hy de

la zone d’interface rugueuse constante
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Chapitre 3

Interfaces élastiques cylindriques ondulées

suivant la direction circonférentielle

3.1 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

3.1.1 Equations de base

On considere un composite cylindrique a base circulaire, constitué de deux phases linéairement élas-
tiques, anisotropes et cylindriquement homogenes (Fig. 1). L’interface I' entre ces deux phases est sup-

posée périodiquement ondulée suivant la direction circonférentielle et décrite par
0 0
r=h(y) = h(-) avec y = —
€ €

ol 4 est I’angle du systeme des coordonées cylindriques (7, 0, z) et € est la période angulaire y = 6/¢. La
valeur minimale de h(y) est désignée par R; et la valeur maximale est notée par Ry + 0 . En particulier,
on suppose que 0 < € << 1, ce qui signifie que I’interface I est treés rugueuse. Le domaine intérieur
constitué de la phase 1 et le domaine extérieur formé de la phase 2 sont représentés respectivement par §2;
et ().. Dans un probléeme €lastique tridimensionnel, les composantes du vecteur de déplacements dans

un systeme des coordonées cylindriques (r, 6, z) sont
ui:ui(xla$23$3vt)a 2217273

avecx] =7, 19 = Oetwz = 2.

La loi de comportement des deux matériaux (ou phases) est la loi de Hooke :
o=Ce 3.1

ou o et € sont respectivement les tenseurs de contraintes et de déformations locales. En utilisant la
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FIGURE 3.1: Mode¢le d’interface rugueuse

notation de Voigt, on peut écrire (3.1) sous la forme matricielle

011

022

033

023

013

012

Cr2
Ca2
Cas
Ca
Cas
Ca6

Ci3
Cas
Cs3
Csq
C 35
Cse

Ca
Caa
C 34
Cua
Cys
Cie

C1s
Cas
Css
Ciys
Css
Cs6

Cie
Ca6
Cse
Cue
Cse
Cé6

€11

€22

€33
2e903

2613

2612

3.2)

ou les indices sont définis par 1 = r, 2 = # et 3 = 2. Le tenseur de déformations est lié¢ au vecteur de
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déplacements par :

1 1 1
€11 = Ury, €22 = (ugp +up), €33 =1y, €23 = 5 (st uze |
1 1 1 1
€13 = 5 (ur,z + uz,T) y €12 = 5 | Uor + —Urg — —Up | - 3-3)
2 2 r r
L’équation du mouvement s’écrit
V-o+f=pi. (3.4

Cette équation s’exprime explicitement dans les coordonnées cylindriques par

1 g11—0 .
o11,1 + 30122 + 0133 + 72+ f) = piig,

o12,1 + Looos + 0933 + 222 + fo = piy, (3.5

1 .
013,1 + ;0232 + 0333 + T2 + f3 = piis,

ou f1, f2 et f3 sont les composantes de la force volumique f, (o) est la dérivée par rapport au temps. En

introduisant la loi de comportement local (3.2) dans (3.5), on obtient

1
(A®uy) + A0y 4+ f = pii (3.6)
T
ou
1
(0)1=1(9);, (9)2= ;(’),9, (0)3="(9)z, (3.7
u=[u u wsl, f=[fi fo fi]", (3.8)
les indices h et k prennent les valeurs de 1 a 3 et les matrices A (PK) sont définies par Ag.lk) = Cipjk- Les
expressions explicites de A ("*) sont
Cn Cis Cis Cis Ci2 Cua Cis Cia Ci3
AN = Oy Cos Cse |» A = Cos Cos Cus |+ AY =] Css Cug Cis |
| C15 Cs6 Cis | | Cs6 C25 Cus | | Cs5 Cas Cizs |
Cie Ces Cse Ces Ca6 Cus Cs6 Cus Csg
ACY = Cia Cop Ca5 | AR = Co Coa Coy | AP = Cos Coy Caz |
| C1u Cs6 Cius | | Ca6 C Cuy | | Ca5 Cag Cy |
Ci5 Cse Css Cs6 Cos Cus Cs5 Cu5 Css
ABY = Cis Cs6 Cus | A2 = Cs6 Coa Cua | A = Cys Caa O3y
| Ci3 C36 Cis | | C36 Ca3 Caq | | U35 C3a Clg |
3.9

En supposant que I’interface rugueuse entre les deux phases est parfaite, le vecteur de déplacements et le
vecteur de contraintes sont donc continus a travers I'. La continuité du vecteur de contraintes se traduit
par

[t]p = |:<A(11)11,1 + A(12)u72 + A(l?’)u,;;) ny + (A(ZI)UJ + A(22)u72 + A(23)u,3) N9

+ (A(gl)UJ + A(32)1172 + A(33)u73) ng} . =0, (3.10)
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ot [-]r signifie le saut d’une quantité a travers de I', n; avec ¢ de 1 a 3 sont les composantes du vecteur
normal unitaire de I’interface I, a savoir
T
1 1
n= e L)
V1t (h,y/e)2 €

Finalement, 1’équation de continuité prend la forme

[t]r = 6_1 [hy <A(21)u,1 + A(Qz)u72 + A(Qg)u’g)} - — |:A(11)u71 + A(12)u,2 + A(lg)u73 r =0.
3.11)

3.1.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

D’abord, on fait I’hypothese que u.(z1, z2, z3,t) = U(x1,x2, 23,9, €, t). Ensuite, on effectue le déve-

loppement asymptotique suivant de U(z1, x2, 3, Y, €, 1) :

U = Ve (N(1>V + NV, 4 NIV, 4 N(13)V,3)
+ e (N<2>V PNV, 4 NV, + N®IY 5+ NV | NGV,

b ONEBY 5 NC2V,, | NCBV,, N<233>V,33) +0(e%). (3.12)

Ici, V = V (21, 22, z3,t) est indépendant de y , NG, N0 NO2) NO3) NG NED N(22) N@3)
NED NE2) | NE@B) | N2 o N(223) sont des matrices 3x3 dont les composantes sont des fonc-
tions de y, =1 et z3 mais indépendantes de x5 et du temps ¢. Les matrices N(*) sont 2 déterminer par
I’utilisation des équations du mouvement et des équations de continuité.
Comme

1

u;=uj, Uz=Uzt+te Uy, U3=Uug,

)

on peut calculer les dérivées

Un = Vate <[N(1)V} 1 * [N(H)V’I] 1 * [N(IQ)V’Q} 1 * |:N(13)V73:| 1>

) ) )

+ € <[N(2)V} o+ [N@l)vﬂ} o+ [N(QQ)VQ] o+ [N(23>V,3} o+ [N(211>V711} 1

N [N(m)vﬂ] + [N(Zli”)v,lg] o [N(mz)vm] o+ [N(223)V723] o+ [N(233)V,33] 1) :

U,

Vo +e (N(l)Vg + N(H)V,u + N(12)V,22 + N(IS)V,32)
€2 (N(Q)Vg + N(21)V712 + N(22)V722 + N(ZB)V,;),Q + N(QH)V7112 + N(212)V,122
NV 135 + NV 555 + NIV o35 + N(233)V,332) + N,(;)V + N,(;l)VJ

NIV, + NIV + ¢ (NOV 4 NEY, + NGV, 4 NEWW, + NEDY

+ o+ 4+ o+

NGV 12 + NGV 15+ NGV g5 + NGV g5 + N,(y233)V,33) ,
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Vv

62

+

3+e ([N(I)V]

3 3

(v,

)

] ] o e

+ [N@”VJ] . [N(”)VQ} =

)

NV [NV,

[N@”)V,IQ} . 4 [N(213)V713} ; + [N(222)V722} \ + [N(223)V723} ; + [N(233)V733} 3) .

En introduisant ces dans les équations de mouvement et de continuité et en demandant que le coefficient

de e~! soit égal au zéro, on obtient
0 — 'A<22)N<1>} V4 [Am)N(n)} V4 [A(m)N(m)] vV,
: ) Y Y v ’ Y Y ;
+ A(”)Nf;?’)} Vs, (3.13)
_ [a2na 21 22)ny(11 22 12
0 = :A( >ny>v}F + (A2 + ACINGD) V,lh +[AC) (14 NG2) V,Q}F
n (A<23) n A<22>N<y13>) V,g] : (3.14)
L ' r
ou I est le tenseur d’identité d’ordre 2.
On choisit ensuite les fonction N(l), N(ll), N(12) et N(13) vérifiant les conditions suivantes :
A(22)N’(y1):| :O) O<y< 1ay7éyl>y27
- Y
ACY 4 A(22)N,(§1)} L0 0<y<Ly#yny,
A(22) (I+N,(z}2))} y:O7 0<y< 1797&3/179%
A(23)+A(22) (13) y :Oa O<y< 17y7£y17y2a
ACING)| = [N“)}F =0 2 yi,32, NO(0) = ND(1),
ACH 4 ACIN(D] |.=0 [N“”]F =0 a y1,y2, NI(0) =N(),
_A<22> (T+NG2)] =0, [NOD| =02y, NOD(0) = NOD(),
A ACINGS) =0, [N<13>]F —0 2 g1,y NODO)=NI1),  (3.15)

ot y; € (0,1) ety € (0,1) sont deux solutions de I’équation h(y) = R = cte. On peut montrer que

N(; ) = 0.D’une facon analogue, en exigeant que le coefficient associé 4 € dans I’équation de continuité

soit nul, il vient que

0 = hy [A(%)N(?) + ACOND 4 AGIN Hrv
+ {lyy [A( INGY + APING QU 1 Al (N(l 11))] [A () 4 A IQ)N(H)L}VJ
+ {ny [A(m)N(m) +ACINGD A (NO) 4 N2 >] A (14 12)>L}V,2
+ {hy [APINGD 4 AN 13) FA® (NG NEY] —[A0 1 ACNG] Ly
£ :A(%)N(B)+A(22)N5§33)}FV733' (3.16)
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Pour satisfaire cette équation, on choisit les fonctions N(®) telles que

ACING L ACONY) 4 A(Q?’)Ng)}F =0 2 y1, 2,

[ A (22)ng(21) (23)ng(11) @1 (n(1) an\] _ L [aqan a2nan] s
APINGD - ACINGY + ACH (NG 4 NG| po (A0 + AN | 2w
[ A 2D (12) (23)ng(12) (22) (1) 22))] _ B (12) (12) N
APINGD + ACING? + A2 (N 4 NG | A (T+NGD)] 2 g,
ACINED - ACHNDD 1 A (NO L NGB = L [A03) L AN
APINGD 1+ ACONY + A (NG 4 NG | o (A0 + AUNG | 2w

7y
ARDN(12) | A(22) (N(H) + N(y212)>} =0 2a y1,y2,
L ’ F

ACHN(3) A(QQ)Ngl?’) + A(23)N(H)L =0 a y1,y2,

ACHNOD 4 A(22)N(2H)L =0 2 y1, 92,

_A(QQ) (N(12) 4 Ngm))]r =0 a y1,92,
_A(Q?’)N(lz) + A2 (N(13) + NESQS))}F =0 a y1,y0,

APINGD L ACINGI| =0 2 y1, 1. (3.17)

De plus, en mettant le coefficient de €” dans I’équation de mouvement égal a zéro, on a

APING + APIND + APING)| v

)

i 'A(22)N(§1)+A(23)N(§1)+A(21
i 'A(21)N(112)+A(23)N(;2)+A(22

)

+ Nm)ﬂ Vo

)

(NN v,
)(Nu)
i 'A(22)N§§3)+A(21)N5113)+A(23)( ()+N(13)>} Vs

)

4 A CHN(D) +A(22)N,(511)} Vo + [A( DN(12) 1 A(22) (N ( N(212)) V1o
- 7y
+ 'A(21)N(13) +A(22)Nf§13) +A(23)N(11)] Vs + [A(22) ( (12) 4 N 222) "

Y

Y

I,
I,
4 'A(23)N(12)+A(22) <N(13) +N(§23)>} Vo + [A( AN (13)+A22)N(233] '
L ’ ’ Y
W)V

o,

+ <A<21 + ACINID) v, 4 A (1 + N<12>) Voo + (A<23> + A<22>N§;3>) =

4 '(A<11)+A<12> N >)V L A(2) (HN(m))V +(A<13 L AODN

i (A(sl) + ABAN 1)) Vi+AGY (I + N(12)> V4 (A(33) + A(32)N(;3>) v 3}
’ ’ 13

(
(a

AUD 4 A02N( >) Vit fA(12) (I + Ng}z)) v,

I3 =

A1) L AN <>)V3+F oV = 0. (3.18)
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En intégrant I’équation ci-dessus suivant y € (0, 1), on obtient finalement

)

n < ACD 4 A<22>N§;1>>

[<A(“) + A(12)N(;1)>YV,1 i <A(12) (I 4 N§;2)>>Y Vit <A(13) 4 A(12)N§;3)>Y V73} ]
Ve (A5 (1)), Vi (394 AN, v

Vs (R0 (1), Ve (A AN, v

+ [<A<31> + A(32)Nf;1);

Y 3
1 1
2 (A0 (12)pg(11) 2/ AQ02) (12)
+ T<A +A0IN( >YV,1+T<A (I+N7y >>YV72
+ X <A(13) + A(12)N;3>> Vi
r ’ Y
+ (Fy={pyV (3.19)
ol
Ny =@ —y)fet+ 1 —y2+u)fi (3.20)

avec f. et f; étant les valeurs de la fonction f dans les domaines extérieur et intérieur.

Apres avoir déterminé les fonctions N(; b, NSZ}Q) et Nf;g), on les remplace dans I’équation (3.19) et

obtient
AL _ <A<11> i A<12>N<;1>>
’ Y
- <A<11> _ A<12>A(22)—1A<21>>Y n <A(12)A<22>—1>Y <A<22>—1>;1 <A(22)—1A(21)>Y 7
A2 _— < A(2) (1+N<;2>)> _ < A(12) A<22>—1> < A(22>—1>* :
’ Y Y Y
A3 _— <A<13) n A(12)N(y13)>
’ Y
— < A(13) _ A(12) A (22)71 A<23>>Y 4 < A12) A<22>—1>Y < A<22>—1>;1 < INC A<23>>Y ,
AChH < ACD A<22>N<yn>> _ < A(22>*1>‘1 < AT A<21>> ,
’ Y Y Y
A2 _— <A(22) (I+N(y12))> _ <A(22)—1>—1’
’ Y Y
A23) _ < A3 A<22>N(y13>> _ < A<22>—1>*1 < A2)7! A<23>> ,
? Y Y Y
ABL  _ < ABD 4 A<32>N(;1)>
’ Y
— < ABD _ A(B2) A (22)7! A<21>>Y 4 < A(32) A<22>—1>Y < A<22>—1>;1 < A2)7! A<21>>Y ,
AG2) _ < A(32) (I n N<;2>)> _ < A(32) A<22>—1> < A(22>—1>‘1,
’ Y Y Y
AB3) < AB3 A<32>N(;3>> _ < AB3) _ AL A<23>>
’ Y Y
£ (AGAeTY (a7 T A Tam)) (3.21)

Comme l'interface I' est périodiquement rugueuse, on peut écrire I’équation du mouvement macrosco-

pique sous la forme :

_ 1. o
(A(hk)VJg) . + ;A(”“)V,k +F =pV. (3.22)

Au vu des résultats obtenus ci-dessus, deux remarques importantes s’imposent :
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— Nos résultats montrent que le domaine d’interface rugueuse (R; < r < Ry 4+ 9) peut étre remplacé par
un domaine constitué d’un matériau anisotrope équivalent dont la matrice de rigidité est déterminée
par (3.21).

— Les expressions des propriétés effectives du matériau équivalent de la zone d’interface rugueuse coin-
cident en fait avec celles d’un composite multicouche (voir par exemple Milton, 2002) constitué du
matériau 1 de fraction volumique 1 — y2 + y; et du matériaux 2 de fraction volumique y2 — y;. Ce

résultat n’est par évident du fait que les couches en question sont circulaires au lieu d’étre planes.

(Im) @ an
C C C

—Y2-vi 1-y2ty Y2-y1—

FIGURE 3.2: Modele des matériaux stratifiés

3.2 Homogénéisation d’un composite avec I’interface cylindrique en dent

de scie par une approche rigoureuse

3.2.1 Lois de comportement locale et macroscopique

Dans la partie précédente, on a montré que la zone d’interface rugueuse cylindrique peut étre rempla-
cée par une interphase homogénéisée suivant la direction circonférentielle. De plus, les formules d’ho-
mogénéisation des matériaux stratifiés peuvent étre utilisées pour calculer les propriétés effectives de
I’interphase équivalente. Cependant, comme les fractions surfaciques 1 — y2 + y1 et y2 — y; interve-
nant dans I’opérateur de moyenne ( 3.20) varient dans la direction radiale, les propriétés équivalentes de
I’interphase sont non seulement anisotropes mais aussi dépendantes du rayon r.

Dans cette section, on considere un composite a microstructure cylindrique composé de la phase 1 dans

la partie intérieure et de la phase 2 dans la partie extérieure. Les surfaces latérale, supérieure et inférieure
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sont dénotées respectivement par I';, I's et I';. On se propose d’homogénéiser ce composite. Comme
la complexité du probleme en question est remarquable, on commence par le cas le plus simple ou les
phases 1 et 2 sont isotropes. Ainsi, les phases sont caractérisées par les constantes de Lamé Aq, p1, Ao,
et uo. De plus, I'interface I' entre les deux phases est supposée en dent de scie et illustrée sur la figure

(3.3). On suppose que I’interface I" est trés rugueuse, ¢’est-a-dire que la période € est suffisamment petite.

FIGURE 3.3: Interface en dent de scie

Comme I est en dent de scie, on a simplement

r—R

vy = L avec r e (R1,R1 +9). (3.23)

Ensuite, on étudie un assemblage des cylindres composites constitués de 3 couches : la couche I, la
couche 7 et I’interphase occupant respectivement les zones définies par0 < r < R, R1 <r < R1 + 9
et R1+0 < r < Ry.Parmi ces couches, I’interphase C(") est composée du matériau élastique équivalent
qui est cylindriquement isotrope transverse. En utilisant 1’opérateur de moyenne défini par (3.20), la
matrice de rigidité de 1’interphase équivalente est donnée par
o) oy of o o
op oy o 0o
oy o oy 0o
o o o0 20 o
o 0o o0 0 20%
0o 0 0 0 0 20 |

(3.24)

o o o o o
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ol

O = 0% = A+ 1) / (A +20))y + (1) A+ 20))5" (O A +20))3
Oy =1/ (A 2wyt el = el = 1wyt el = (u)y
o) = %) = (N (4 2m)y (1 (A + 2003

O = (2uA/ (A +20))y + (1) A+ 20))7" (A (A +20))3 (3.25)

Il est clair que le comportement élastique homogénéisé du cylindre multicouche en question est égale-

ment isotrope transverse. Il est caractérisé par

s, ] [ eem w0 0 o || B ]
I E—m* k*+m* I* 0 0 0 FE,
s [* I* n* 0 0 0 Es
_ (3.26)
V2%, 0 0 0 2G* 0 0 V2E,
V2% 0 0 0 0 26 0 V2Es
V256 | |0 0 0 0 0 2m* | | V2Es |

Les parties suivantes sont consacrées a la détermination des modules effectifs dans la matrice de rigidité

effective de la formule ( 3.26).
3.2.2 Résolution des problemes auxiliaires

Chargement axisymétrique

Dans ce paragraphe, on considere le cas ou les déplacements axisymétriques suivants sont imposés sur

les surfaces du cylindre composite :
0 _ 0 _ 0 _ T
Uy (X) = erw, u,(x) = ey, u,(x) =caz, x €I,

t9(x) =0, t(y)(x) =0, ud(x) =42, x €T, UTY,

ou e7 et €4 sont des constantes. Ces conditions aux limites s’écrivent dans la base cylindrique :

ul(x) = epr, ud(x) =0, ud(x) = 42, x € I
ud(x) =epz, 0(x) =00 =0, x e T, UT;. (3.27)

On sait que les champs de déplacements dans les couches I et I1 sont donnés par (voir par exemple Le

Quang, 2007)

) . A(i) ) )
ul)(x) = Agz)r + =2 u((;) (x)=0, ul?(x)=eq2, avec i=1I, II. (3.28)
r
Dans cette formule, Agi) et Ag) sont deux constantes a déterminer par les conditions aux limites et les

conditions de continuité [u|r = 0, [on|r = 0.
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En tenant compte de la symétrie cylindrique de la microstructure et des conditions aux limites considé-

rées, le champ de déplacements dans I’interphase prend la forme suivante
ul" (x) = g(r), u((f) (x)=0, u(x)=c¢yz (3.29)

Les composantes non-nulles des tenseurs de déformations et de contraintes correspondants sont détermi-
nées par :
r
&1 = g'(?"), E2 = Ma €3 = €A,
T
T
7= CI M)t cen, 0= RN 1 cfjen
r
o3 = C{? ;(3)9(70 ) + Cég)eA. (3.30)

Les composantes du tenseur de contraintes ci-dessus doivent vérifier I’équation d’équilibre

01— 02

o1+ — 0. (3.31)

En introduisant les expressions de o et o9 dans cette equation, on obtient une équation différentielle du

second degré :

P(r)g" +Q(r)g' + M(r)g = N(r) (3.32)
ol
NG =y A Q) + M)
P(r) = 1 (digr® + dior® + dir + dyo)
Q(r) = 1 (dasr® + door® + dorr + dao)
M(r) = dsir+ dso,

avec les coefficients d;; donnés par

dig = doo=[(A2+2pu2) (R1+0)—(M+2m)Ri],
[(m + Ao + pi) (1 + A1+ p2) 6% — (pn — p2) (p1 + A1 — Ao — p2) (2 Ry + 5)2} ,
din = =12 (p1— p2) (1 + A1 — Ao — p2) (A1 4+ 2p1 — Ao — 2 p2) Ry
= 8 (u1—p2) (k1 + A = Ao —p2) (2p + A1 —dp2 —2X2) Ry

+ A2 (o +2p2) [\ + 201 — A2 —2p2) (201 + 41 — Ao —2pu2) — (M *)\2)2} ,

dips = 4( p2) (1 + A1 — Ao — o) [(A1 +2p1) BRy+6) — (Ao +2u2) (3R +20)],
diz = *d23 = —4 (p1 — p2) (1 + Ar— Ao — p2) (A1 + 21 — A2 — 2 p9)

day = 8 (u1r—p2) (1 +A1—Xa—p2) (2R +0) [(Aa+2p2) (R1+0) — (A +2u1) R,
daa = 4 (1 —p2)(ur+A1—Xo—p2)[(AM1+2u1)(BR1+6) — (A2 +2p2) (5 Ry +49)],

dsg = 62 (Mo +2p2) A +2p1) (M +2p1) Ry — (A2 +2p2) (R +0)],

dg = —26% (Mo +2p2) (M +2p1) (01 + A1 — Ag — p2) - (3.33)
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L’équation différentielle (3.32) a une solution particuliere :

()\1 — )\2) EAT

(r) = — . 3.34
g(r) 2(M1 4 p1 — Ag — p2) 639
Afin de trouver la solution générale pour I’équation différentielle homogene
P(r)g" +Q(r)g' + M(r)g =0 (3.35)
associée a (3.32), on pose d’abord
_1 f Q(r) dr
g(r) =e 2 PO (r)
et introduit ensuite cette expression dans (3.35), ce qui donne
r2(r—r1)? (r—r2)? (r—r3)’n" + W(rinp=0 (3.36)
ot W(r) = kar* + kzr® + kor? + kir + kg avec
1
ko = e < diodao + diodzo — d20>
13
1
k1 = o <d10d31 - *d20d21 + dy1dso + d11d20>
13
1 1, 3
ko = R d11d21 d10d22 + dy2d30 — §d20d22 - de + §d12d20 +dnidsy |,
13
1 1
ks = e (d13d30 + dy3dao + di2ds1 + diador — 2d1odiz — 2d21d22> ;
13
1 1
ky = R ( di2da2 — d%g + dy2dso + §d13d21 —didiz + d13d31> : (3.37)
13

Dans (3.36), r1, 2 et r3 sont les trois solutions de 1’équation dy373 + dior? + diir + dig = 0. En
supposant que le matériau de la couche I est plus rigide que le matériau de la couche 11, a savoir
A1 > Agetpg > pg,ona

6 (X2 +2po)
A +2p — Ay —2p0

(1 + A2+ p2) (1 + A1+ o
re = R+ +
’ : \/(Ml piz) (1 + A1 = A2 — pip
(
(

)
)
p1 4 Ao+ p2) (p1 + A1+ )
)

rn = Rl—

)

)
rg = Ri+—-— = (3.38)
s ' \/ul p2) (1 + A1 — Ao — o
La solution générale de I’équation (3.36) peut s’exprimer sous la forme :
1
r—rsg 2¢
n(r)==r){ =) WA+ B R (3.39)

ou A,, B, sont les constantes a déterminer par les équations de continuité et par les conditions aux

limites, F' (r) et F5(r) sont les fonctions scalaires du rayon r définies par

1 1_ P—O+4=
r 2 [(r—ry\2 2/6v20-20-1=—4T
Fi(r) = ( ) < ) HeunG (a1, g1, a1, 81, 71,61, 21) »
r—r r—mr
14 P_O44E
772 2f 20-2d—4=—471
T rT—1"T9
Fy(r) = ( ) ( ) HeunGoag, g2, a2, 82,72, 2, 22), (3.40)
r—r r—mnr
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avec HeunG (a, q, «, 3,7,¢, z) étant la solution générale de 1’équation différentielle de Heun définie

par :

2 atf+l-c—v v, < \d (afz—q) _
Ve (T T ) v e (v =0 e

Sia # 0,# 1 et z # a, cette équation posséde les propriétés suivantes (voir Ronveaux, 1995) :

HeunG(a,q,a,ﬂ,'y,g,z) = (1fz)l_sHeunG(a,qf(gf1)'ya,575+1,a7g+17%27g,z)7
a,q=y(a@+B-7=¢), - f+y+s—at+y+s )

y V65 2

El

HeunG (a,q,, 3,7,5,2) = (1 — i)faiﬁJWHHeunG (

o =7 ((s—1a+a+B—vy—0
H@unG(a,q,O&,ﬁ,’Y,g,Z):(1_2)176(1_5) ﬁ“r’)“f’tsHeunG( a, q ’7((§ )a/ (67 6 v ) )7

7ﬂ+7+17ia+’7+177727§72
HeunG(a717g,a7ﬂ7ry7a+ﬁ—ry—g+1,§)7
1— ) HeunG (327, <5522 a0 — s+ Ly,a— 41,75 )

HeunG (a,q,a, 8,7,5, 2

a—1

HeunG (a,q, o, 3,7,S, 2

( )=
HGUTLG (a q? « ﬂ7 ’Y7 I Z) (

( )= (1 z) “HeunG<1—a—q—|—'yaa—5+7+§’%§’(1Z aa)z>7

( )=

HeunG (a,q, o, 3,7,5, 2 1-2)" aHeunG((l—a) l,qjl v, =B+v+¢v,a—F+1, 2 a>.

La solution réguliere a z = 0 est fournie par la série de Heun :

HeunG (a,q, 0, 3,7,5,2) = Hl (a,¢,0, 8,7,5,2) = »_ 12", (3.42)
lo=1,1 =L,
ya

{g+m+Da+B—c+@+s=Da+@+1) @+ 1)}l = (n+a)(n+ B,
an+2)(n+1+7)

ln—i—? =

Les coefficients dans les formules (3.39) et (3.40) sont donnés par

O = 112122 (rg — 13)*(r1 — 73)*(r2 — 1),

_ —T27‘ o 2 4W(T2) —T2T _r 2 4W(T‘1)
P p\@\/[ 2%(ro —73) +(r2—r1)2] [ 1%(r1 —73) +(r2—r1)2]’
= =r12(r1 —1r3)°W(ra), T =r2%(ra — 13)°W(r1)

@1 = r1rars + V/ri2ra?rs? — dko, @y = rirars — \/ri2ra?rs® — 4k,

—(r — )7 boed AW (r
Gmape M2 m_ f rs)
(rog —mri) 73 17273 32(rog — 13)°(r1 — r3)
2 2

wi 132 (re —73) (11 —13)" —4W(rs)  (pyrg+r3ry —2r3ra)
G = — _
! 2r1733 (rg — 1) (rg — 13) 2r3 (ro — 1)

+27’2k’0+27’3k0+ k1T37“2_ Qi (‘I’—@+4E)
rira?r33 (ro — ) 2020 — 20 — 4= — 47
w; + G

b= 2

riW(rs) 1 1 1 _ k4®©

79 (ro—r3) + (7"1—7‘3)> + r1r23(ri—r3) (T (7’2_7'1)2 )
+ (ro—r3)|ri(ko+kir3)+kors +T12(k1+k’2 r3—ks T32—3/€47“33)] 2p
* rir2 (r-rs) V20 —20 — 4= — 47’
T‘1(k’2+3 k3 r3+5ky 7“32)(7“1 Tz—r32) (k1+/€2 r3—kq 7“33)7"1
+ ro (ri—rs3) + T2
20 —-2® —4=—-47 ; ; — —
o = Y TR ek L s S € W5
2,0 2 rs (r—r1) T —1T3
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Finalement, la solution de 1’équation différentielle (3.32) est :

(r) —5 [ $ar "
u (%) = g(r) = e 27 PO Tn(r) + g*(r) (3.44)

En utlisant cette formule dans (3.29) et (3.30), on obtient les composantes non-nulles du vecteur de

déplacements et du tenseur de contraintes.

Chargement antiplan
Sur les surfaces du cylindre composite, on impose les conditions aux limites :

ud (x) = 502, ug(x) =0, wu,(x)=sozx, xely,

ud (x) = 502, ug(x) =0, t,(x)=0, xel Ul (3.45)

T

ol sq est une constante non-nulle quelconque.

Dans la base cylindrique, ces conditions aux limites prennent la forme :

0 0

U z

(x) = spzcosf, ud(x) = —spzsinf, ul(x)=sorcosf, xely,

ul(x) = spzcosd, uy(x) = —spzsinf, oJ(x)=0, xecT,UT;. (3.46)

T

Les champs de déplacements dans les 3 couches sont a trouver en partant des conditions aux limites
(3.46) et I’équation d’équilibre (3.4) dans le cas statique sans forces volumiques.
e Dans les couches I et II :

— champ de déplacements
ul) (x) = sz cos, uéj) (x) = —spzsinf  uY)(x) = s (Ajr + Bjr~' —r)cost;  (3.47)

— champ de déformations
€Elj) =-1/2.(4; + Bjr_Q) S0 siné, z—:éj) =1/2.(4; — Bjr_Q) 50 cos 0; (3.48)

— champ de contraintes

o) = 2u;ed, o) = 2. (3.49)

Ci-dessus, A; et B; sont des constantes a déterminer.
e Dans I’interphase C'(") :

— champ de déplacement :

ul" (x) = spz cos 0, ug) (x) = —spzsinf  u")(x) = —so (W(r) + r) cosf (3.50)
ol
(7“ + 1"1) - =
W(r)= - = [A;r% 2 Fy (a1, b1, c1,21) + Byr~F2Fy (ag, ba, 2, 22)]  (3.51)
(11— p2)™(r —72)
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avec A, B, étant deux constantes et o F étant la série hypergéométrique définie par [2]

2F1 (a7b7c)z)2277

n=0

(a),=a(a+1)(a+2)..(a+n—-1), (a), = 1. (3.52)

Les parameétres dans la formule (3.51) sont déterminés par :

1)
rn=—Ry+ p2d ry = Ry + 116 _ VH1p2

p1—p2’? pi—pz> T Gnp2)rire
a1:1—|—w7 bl =ay, C1:1+2w, CLQ:l—w, bzzag, 02:1—2w, (353)
o — _ O(patpo)r |
1= 22 Q) (=)

— champ de déformations :
EY) =—1/2.W(r)/rsgsin, Eér) =1/2.W'(r)sg cos 0; (3.54)

— champ de contraintes :

o) = 20D, o) = 20, 355)

Ci-dessus, C’iz) et C’ég) sont a déterminer par (3.25).

3.2.3 Détermination des modules macroscopiques £* et [*

Apres avoir trouvé les champs de déplacements, de déformations et de contraintes dans les couches I et
11 et dans I'interphase, on peut maintenant calculer les propriétés effectives du cylindre composite.

Tout d’abord, on consideére un domaine M composé du matériau homogene dont les caractéristiques sont
identiques a celles du matériau effectif du cylindre €2. On impose les conditions (3.27) sur le bord de M.

Puisque le matériau est homogene, les champs sont uniformes dans tout le domaine M :

(
£1(x) = e3(x) = e, €3(x) = €4, €4(x) = e5(x) = g¢(x) = 0,

)
o3(x) = 2l*ep + ne 4, 04(x) = 05(x) = 0¢(x) = 0. (3.56)

Ensuite, les propriétés effectives k£*, n* et [* doivent &tre tells que la présence de {2 ne perturbe pas
les champs initiaux dans la partie restante de M. Si cette condition est vérifiée, ) est appélé donc une
inclusion neutre. Les composantes non-nulles du vecteur de déplacements et du tenseur de contraintes
dans la couche intermédiaire sont définies par (3.29) et (3.30) alors que celles des couches I et 11 sont
fournies dans la partie 3.4.1.

Comme les matériaux dans les couches I et 11 sont élastiques linéaires isotropes, on a :
— champ de déplacements
ul) (x) = Ajr+ Bjr 1, ul) (x) = eq2; (3.57)

T z
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C >U0»Cg

FIGURE 3.4: Inclusion neutre

— champ de déformations
89) = Aj - Bj?”_z,

Egj) = A —l—BjT_Q, (3.58)
ef) =eu;

— champ de contraintes
0§j) =2A;k; — 2B;mjr=2 + Ljca,
o5 = 2450 +2Bj0;77% + ¢y, (3-59)
o) = 24,7 + Bigr~2 + njea.

Ci-dessus, (@)1, ()2 et (®)3 signifient respectivement (e),.., (8)gg et (®).., A; et B; sont des constantes

avecj =1Ioullet
kj=v; =X+, 1=0;=l=2X, =0, et m;=o;=p,

Les constantes dans les expressions (3.39), (3.46), (3.47) et (3.48) sont déterminées par les équations
de continuités sur les trois interfaces I';, I's et I's , et les conditions aux limites. De plus, pour que le
déplacement au centre du cylindre soit fini, il est nécessaire que B; = 0.

Les équations de continuité du déplacement et du vecteur de contraintes a travers I'y, I's et I's sont

données explicitement ci-pres :
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—surl’y:
ARy = A:B1(Ry) + B §a(Ry) + g% (Ra),

(3.60)
2A1k1 + lieyg = Arﬁl(Rl) + Brﬁg(Rl) + g*(l);
—surl'y:
A F1(Ry +0) + BrFo(Ry +6) + g*(Ry + 6) = Ag(Ry +9) + Ba(Ry +0) 71, (3.61)
Ar(’ﬁl(Rl + 5) + BTQ52(R1 + 5) + g*(l) = 2A2k2 — 2B27TL2(R1 + 5)_2 + lz&A;
— sur's =00 :
AyRy + BaRy ' = e7 Ry, (3.62)
2A5ko — 2B2m2R;2 + logq = 2k¥ep + l*€A,
avec
1 Q) 3¢
Fi(r) =e 2 PO (=) <T ?“3> Fi(r),
r—7r
1 Q) 3¢
Folr) = e 21 PO () (T T3> Fy(r),
r—nr
83"1 (7“) 83"2(7“)
(5] = & = —".
1(7“) or Z(T) or
Finalement, on obtient un syst¢eme de neuf équations linéaires :
R R 0 ][ A Fi(R) Fa(Ri) o (Ry) || A
2k1  —2miRi7% I 0 =| &1 (R1) G2(R1) 37 (1) B, |,
i 0 0 1 €A 0 0 1 €A
31 (Ri+06) F2(Ri+6) 9" (Ri+0) A, Ri 434 (Ri+06)" 0 Az
®1(R1+06) &y (Ry+96) §* (1) B, | = 2ky  —2ma(Ri+8)72 Iy By |,
| 0 0 1 €A 0 0 1 €A
R R2_1 0 Ao erRa
2ko —2m2R272 lo B> = 2k¥er + ¥ca s
i 0 0 1 €A €A
avec §*(r) = ¢g*(r)/ca. Ces équations peuvent s’écrire sous la forme
J(i)(rj)V(i) = J(Hl)(rj)V(”l) sur I'interface I';
on V() = [A; B; ¢ A]T. Ainsi, on obtient
Qun Q12 Qi3 Ay er Ry
Q21 Q22 Q23 0 = | 2k¥ep +1%cy (3.63)
0 0 1 €4 €A
avec
Q=Jun (Rz)J&) (R1+0)J o (R1 + 5)363(31)3(1)(31) (3.64)
En résolvant (3.63), il vient que
(Q21R2 - 2k*> er + <Q23 _ Qi z*) ea=0. (3.65)
Qn Q1
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Puisque e7 et € 4 soit quelconques, on déduit de (3.65) que

« QR
o = 3.66
201, (3.60)
I = Qu - 929 (3.67)
Q11

Ces deux formules nous permettent de calculer les modules effectifs £* et [*.

3.2.4 Détermination du module macroscopique G*

D’une maniere analogue, pour déterminer G*, le cylindre composite €2 est introduit dans un domaine
effectif infini M. L’insertion de €2 ne provoque aucune perturbation des champs dans la partie restante
du milieu homogene M. Les composantes non-nulles du vecteur de déplacements, des tenseurs de dé-
formations et de contraintes dans M sont exprimées par :

— champ de déplacemens

(0

» (X) = spzcosd, ug)) (x) = —spzsinf ugo) (x) = sorcosb, (3.68)

— champ de déformations :

5510) = —spsiné, 5550) = 50 cos 0; (3.69)

— champ de contraintes

gio) = —2G"spsin b, aéo) = 2G*sg cos B (3.70)

Dans les trois phases du composite cylindrique, les champs sont déterminés par (3.47)-(3.55) avec B; =
0. Les constantes dans ces formules sont ensuite déterminées par les conditions de continuité a travers
les interfaces :

—surly:
A1Ry = A, Wi (Ry) + B, Wa(Ry),

24111 = AW (Ry) + B W3 (R);

(3.71)

—surl'y:
A Wi(Ry + 6) + ByWa(Ry + 6) = As(Ry + 0) 4+ Ba(Ry +6) 1,

ATW{(Rl + (5) + BrWé(Rl + (5) = 2A2M2 — 2B2/,L2(R1 + 5)72;

(3.72)

—surl's =09 :

AsRs + BoRy ' = 2Rs,
2o 21y 2 (3.73)
2A2M2 - 232/1,2R2_2 = 2G*.

Ci-dessus,

(r+mr)

(11 — p2)%(r —r2)
(r+m)

(1 — p2)™ (r —ra)

Wi(r) =

w
=" 2k (a1, 01,1, 21)

WQ(T) = ’r_w2F1 (GQ, b2> C2, 22) .

14w
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Les équations (3.71) - (3.73) constituent un systeéme de 6 équations a 6 inconnus Ay, A, By, As, By et

G*. Ce systeme peut s’écrire sous la forme matricielle comme suit :
KX=Y (3.74)

ouX=1[4, A, B, Ay By G, Y=[0 0 0 0 2Ry, 0]7et:

—R; Wi(Ry) Wo(Ry) 0 0 0
—2u1  W'i(Ry) W'o(Ry) 0 0 0
K- 0  Wi(Ri+6) WaRi+6) —(Ri+6) —(Ri+86" 0
0 Wi(Ri+6) WolRi+6)  —2us  2ua(Ri+6)"2 0
0 0 0 Ry R;! 0
L 0 0 0 2 —neRy® -1

La résolution de (3.74) donne le module effectif G*.

3.2.5 Détermination du module macroscopique n*

On revient au cas d’un chargement axisymétrique. Sous les chargements £ et € 4 , les tenseurs de défor-
mation s’ expriment par

gij(x) = Cij(x)er + Dij(x)ea (3.75)

ot C(x) et D(x) sont les tenseurs de localisation. Aprés avoir résolu les équations (3.60), (3.61) et (3.62)

et déterminé k* et [* par (3.66) et (3.67), on peut trouver les parametres inconnus sous la forme suivante :

Ay = anier + azi€ 4,
Ay = ayper + azr€p, Bp = birer + borea,

Ag = aioeT + aea, B = biser + baea.

ol aq; et by; sont les constantes associée a la couche j. Donc, le tenseur D(x) pour les couches I et I1

et pour I’interphase s’exprime par

agz1 0 0 agze — baor ™2 0 0
DO =| 0 ay 0|, DUD= 0 ag +byr=? 0 |,
i 0 0 1 0 0 1
[ 0581+ by 65 + & 0 0
D) = 0 age S 4 0o, B2 + 20 |, (3.76)
i 0 0 1

avec §* = g% /ea = (M — A2) /(A1 + p1 — Ao — p12) /2.
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En substituant (3.56) dans (3.26), on trouve que : X3 = 2l*er + n*e 4. D’autre part, selon la définition
de la moyenne volumique, on obtient (03(x)), = 2[*e7 + n*c 4. En tenant compte de la décomposition

(3.75) et de 1a loi de comportement locale, on a la formule qui nous permet de déterminer n* :

n* = (CsspDrt(X))y - (3.77)

En substituant (3.76) dans (3.77), on obtient

n* = |Q|/033k;le:ldQ (3.78)
_ T (I1) ( )
e / CopaDi'rr / Cian Dyt rdr + / Clo Dy rr ||
R1+6
R R3— (Ry+6
= —3 (2/\1a21 + A+ 2/~L1) # (2)\2@22 + Ao + 2:“’2)
R3 32
Rits o .
9 J Cis (‘127'(‘51 + b2 G2 + 97) rdr
R
i R} e (r) Rits (3.79)
+ [ Oy (aeB1 + b2, B2+ ") dr + [ Cy3'rdr
Ry 2

ou C\5), ) et C{7) sont déterminés par (3.25) et || = 7 R2H est le volume total du cylindre composite

avec H la hauteur du cylindre.

3.3 Homogénéisation d’un composite avec I’interface cylindrique pério-

diquement ondulée par une méthode approximative

3.3.1 Loide comportement locale

On considére maintenant un domaine cylindrique €2 du rayon Ro constitué de deux matériaux isotropes.
L’interface I" entre ces deux matériaux est périodiquement rugueuse. Dans la partie 3.1, on a montré
que la zone d’interface rugueuse définie par Ry < r < R; + ¢ peut étre remplacée par une interphase
équivalente qui est cylindriquement anisotrope et hétérogéne suivant la direction radiale. Dans le cas
général ol I'interface n’est pas en dent de scie, il est en général impossible de déterminer exactement les
champs dans les couches [ et I et dans I’interphase. C’est la raison pour laquelle, on propose dans cette
section une méthode de calcul approximative qui consiste a discrétiser I’interphase en un nombre fini de
couches suivant la direction radiale, dont chacune sont prise comme étant homogene. Par conséquent, le
probleme d’homogénéisation initial est approché par le probleme d’homogénéisation des multicouches
cylindriques.

La loi de comportement de la couche k s’écrit

k k
Uz(j) = Cz(gkzlgl(cl)'
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ou J-U?) et 5@

ij ;; sont les composantes du tenseur de contraintes de Cauchy et du tenseur de dé forma-

tions infinitésimales, et CZ.(]. ,2[ sont les composantes du tenseur de rigidité. On s’intéresse a 5 classes

de symétries : les symétries isotrope, cubique, isotrope transverse, tétragonale et orthotrope. Ainsi, en

coordonnées cylindriques, la loi de comportement de la couche k peut s’écrire sous la forme matricielle :

(k)

A I (e e e L (R (R el

oy cfy Gy Cy 0 00 ey’

O I e T A | I A,
50 o o o 20 o 0 9 () '
25" o 0o 0o o 200 o 2e%)

2] Lo o o o o 20 || vl

Dans I’expression ci-dessus, on pose rr = 1, 00 = 2, 2z = 3, 0z = 4, zr = 5 et 7 = 6. La matrice de

rigidité est définie positive si et seulement si

k) ~(k) ~(k k) ~(k) ~(k k) ~(k)2 k) ~(k)2 k) ~(k)2
C§1)C§2)C§3) + 2C£2)C§3)C£3) - C(z)of?,) - C?(,s)dz) - C£1)053) >0,

2
Ciy >0, el —c®” 50 ¢ > 0,0 >0, ¢ > 0. (3.81)

On considere un composite cylindrique circulaire 2y de hauteur zg, limité par une surfaces latérale I';,
une surface supérieure I'5 et une surface inférieure I';. La partie centrale du cylindre composite est formé
du matériau 1 et la couche extérieure est constituée du matériau 2. Entre elles, I’interphase est divisée
en n couches d’épaisseur h/n dont les propriétés sont déterminées par (3.21). Les interfaces entre n + 2
couches sont notés I'; avec ¢ = 1 a n + 1. La fonction qui définit y» — y; dans I’équation (3.20) dépend

de la forme de I’interface rugueuse. En particulier, quand elle est en dent de scie, on a

. _n . (R149) sin(w/n) . . Ri(R1+9) sin(mw/n)
BT T {arcsm {\/(R1+6>2+R%—2R1<R1+5> cos(w/m] e [r\/<R1+6>2+R%—2R1<R1+6> cos(w/m} }

3.3.2 Solutions pour les problemes auxiliaires

On a trois problemes auxiliaires élémentaires a résoudre :

- déformations axisymétriques,

- cisaillement anti-plan,

- cisaillement transversal.

En fait, ces problemes ont été bien résolus dans le travail de these de LE QUANG (2005). Par conséquent,

on rappelle ci-dessous simplement les solutions correspondantes.
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FIGURE 3.5: Mode¢le de n+2 phases

Déformation axisymétrique

Les conditions aux limites axisymétriques et homogenes sont imposées sur les surfaces d’un cylindre

creux et s’écrivent dans la base cylindrique sous la forme :

ud(x) = egﬁ)r, ud(x) = 0, ud(x) = e42, x € A,

ud(x) = 6;13)7“, ud(x) = 0, ud(x) = ea42, x € Ty,

O(x) =e42, 0)(x) =00 =0, x €T, NT} (3.82)

z

S

On a les expressions des composantes non-nulles du

— champ de déplacements :
up(x) = Ar® + Br=% 4+ wegr,
up(x) =0, (3.83)
uy(X) =€az;

— champ de déformations :

g1 = aAr®™t — aBr=! 4 wey,
g9 = Ar®l 4 Br=o71 4 wey, (3.84)
€3 = E€A;

— champ de contraintes :
o1 = 24kro=t —2Bmr—(@tD) 4 [y

o9 = 2A1/1ra71 + 2Bgr*(°‘+1) + ¢eq, (3.85)

o3 = 2A7r* 1 4 Ber— (@) 4pey.
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Les parametres matériels intervenant dans (3.83)-(3.82) sont d éfinis par

Cyo Ci3 — Cag3
a=4/-—>0, w= ——2,
Cnh Co — C11
1 1
k= 3 (Cr2 +aChy), m= 3 (=Ci2 +aCh1), l =w (Ci1 + Ci2) + Ci3,
1
T=5 (Caz + aCi3), s = Co3 — aCi3,n = w (Ci3 + Ca3) + Cs3,
1 1
Y = 3 (Co2 + aCi2), m = 5 (Caz — aCh2) , ¢ = w (Cha + Ca2) + Cas. (3.86)

Cisaillement anti-plan

Les conditions aux limites associé au cisaillement anti-plan s’écrivent dans le systeme des coordonnées

cylindriques :
ud(x) = spzcos b, ud(x) = —spzsinb, ud(x) = spacosf, x € A,
ud(x) = spz cos b, ud(x) = —spzsinh, ud(x) = sobcosh, x € ATy,
ud(x) = spzcosf, uy(x) = —spzsiné, o3(x) =0, x € OT, NI} (3.87)

Les composantes non-nulles des champs de déplacements, de dé formations et de contraintes dans le
cylindre creux sont données ci-dessous.
— Champ de déplacements :
up(x) = spz cosb,
ug(x) = —spzsin b, (3.83)
uz(x) = so (Ar' + Br~" —r) cos#.
— Champ de déformations :
£y = —1 (Arifl + Briiil) S sin @,

2 (3.89)
€5 = % (Ari=t — Br=i=1) spicos,
— Champ de contraintes :
7¢ = 20ues, (3.90)
o5 = 2Cx5¢5.

Ci-dessus,
. [Caa
1=/ —=— >0. 3.91)
Css

Cisaillement transversal
Dans ce cas, les conditions aux limites prennent la forme

0

ud(x) = cqacos20, ud(x) = —cpasin 26, u2(x) = 0,x € Il

ud(x) = cpbcos 20, uY(x) = —cpbsin 20, u2(x) = 0,x € AT,

ud(x) = 0,09(x) = 02(x) =0,x € T, N T. (3.92)

z
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La solution du probléme en déplacements peut s’écrire sous la forme générale comme suit :
ur(x) = g(r)cos20, ug(x) = h(r)sin 26, u,(x) = 0. (3.93)
Dans cette expression,

g(r) = A1d1 + Aaga + Azds + Asga,

h(r) = Bi¢1 + Baga + B33 + Baga,

ol ¢;(r) est la fonction caractéristique associée a p; (j = 1 a 4), A; et B; sont des constantes a d éter-
miner par les conditions aux limites. Noter que ces constantes ne sont pas indépendantes. Concretement,
Aj et Ay dé pendent linéairement de B et By alors As et A4 sont linéairement liées a B3 et By. Sans

perte de généralité, on peut écrire ces relations sous la forme :
Ay = 01B1 + xaBa, A2 = 02B2 + x2B1, Az = 03B3 + x3B4, Ay = 04B4 + x4 Bs.
Il convient d’introduire les parametres matériels adimensionnels

p1 =11+ 12— B1B2, p2 = mn2 — P12 = 907,

5 2Cu+Ca) | -2(Cu+Ca) | ~(0u+Cu)
Cn ’ Cn ’ Cn ’

By = —2(Ce6 + C12) oy = —2(Cep + Ca2) I (Ce6 + 4C22)
Css ’ Céee ’ Chee

Suivant la valeur de p? — 4ps, on peut distinguer trois cas :
— Cas 1 caractérisé par la condition

p% —4ps > 0.

Les fonctions caractéristiques correspondantes sont données sous les formes : ¢; = r?7 avec

1 1
p1 = —2\/—2191 +24/p} — 4p2, p2 = —2\/—2191 — 24/p% — 4p2,
1 2 1 2
P =5 —2p1 — 24/p7 — 4p2, pa = 3 —2p1 + 24/ p7 — 4p2.

Les expressions des constantes ; et d; sont obtenues par

2[(C6 + Cr2) pj — Co6 — C22]
Caa + 4Cs6 — Cr1p3

X1=X2=Xx3=Xx4=0,0; =

ol 7 = 1 a 4. Si le matériau est isotrope transverse, cubique ou isotrope, alors p; = —10 et po = 9,
ce qui donne p; = —3, po = —1,p3 = 1 et py = 3. Les expressions de ¢; se réduisent a 67 = 1,
do=—(m+k)/m,d3=—1letdy = (m—k)/(m+ 2k).

— Cas 2 défini par la condition

p? —4pa = 0.
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Les racines sont données par
pr=p2=-T1<0,p3=ps=1>0
oul = \/T1/2 Alors, les fonctions caractéristiques sont précisées par :
=1, dpo=r"Tlnr, ¢5=1", pa=r"Inr

Les constantes ¢; et x; sont fournies par :

5 — 2[(Ce6 + C12) pj — Cs6 — Ca2]
! Caz +4Ce6 — C1197 ’
=0 v = 2(Ce6 + Ci2 + pjdj+1C11)
omxmn Ca +4Cs6 — Crip;

J=14

ji=1, 3.

Cas 3 défini par la condition

Pt —4dpy < 0.

Dans ce cas, les racines sont des nombres complexes conjugués :
pr=—L =i, pp=—-T+~i, ps =T =i, ps=T+ri

ovi=+/=1,T = 3\/2\/p2 — 1.7 = 5/2y/P2 + p1.

Les fonctions caracréristiques sont données par :

$1 =71 cos(yInr), po = Fsin(ylnr), ¢3 = 1! cos(yInr), ¢4 = rl sin(yInr).
Les constantes d; et x; peuvent s’obtenir par
GAsCs + bsds asds _ bscs bscs B asds QAsCs + bsds
0 = a2 + b2 y X1 = a2 + b2 ; 02 = a2 + b2 y X2 = a2 + b2 )
S S S S S S S S
5 — ases — bsds o asds — bses - bses — asds _ Gs€s + bsds
T YT Ty 0T T M T a2t

ol ag, bs, s, ds et e sont définis par

as = Cn (I? = 4%) — Cay — 4Cg6, bs = —2T,
cs = 2[I(Ch2 + Cep) + Co6 + C22], ds = —2(C12 + Cis)T,

es =2 [—F(Cm + C66) + Cg6 + CQQ} .

3.3.3 Modules élastiques effectifs

On consideére un cylindre €2 de hauteur zg limité par une surfaces latérale I';, une base supérieure I'; et

une base inférieure I';. Les deux bases ne sont pas nécessairement circulaires. Le matériau constitutif de
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Q est considéré comme étant homogene et isotrope transverse et caractérisé par

sy | T k+sms =m0 0 o o || E ]
Yo E*—m* kE*+m* [* 0 0 0 Ey
PO [* I* n* 0 0 0 Es
— (3.94)
V2%, 0 0 0 2G* 0 0 V2E,
V255 0 0 0 0 2G* 0 V2E5
V236 | | 0 0 0 0 0 2m* || V2Es |

ou k*, m* sont respectivement les modules effectifs de compressibilité plane et de cisaillement trans-
versal, n* signifie la rigidité longitudinale effective suivante I’axe e,, G* exprime le module effectif de
cisaillement anti-plan et [* présente la rigidité transversale effective.

Détermination des modules k* et [*

On impose les conditions aux limites axisymétriques sur la surface de {2 :

ug(x) = epr, ug(x) = O,US(X) =egz,x € Iy,
ud(x) = e42,00(x) = 02(x) = 0,x € T, N T}, (3.95)

ou e et €4 sont deux constantes. En supposant que la force volumique est nulle, les champs de dépla-

cements, de déformations et de contraintes dans 2 sont uniforme :

up(x) = epr, ug(x) =0, uy(x) =4z,

™

1(x) = e9(x) = e, €3(x) = €4, €4(x) = e5(x) = €6(x) =0,
01(x) = 2k*er + l*«SA,O'Q(X) =2k*er + Z*EA,

o3(x) = 2l*ep + n¥eq,04(x) = 05(x) = 06(x) = 0. (3.96)

On crée un trou cylindrique a un endroit quelconque dans €2 et on le remplit par un cylindre composite
a n + 2 phases qu’on a dé crit dans la partie précédente. Aprés ce remplacement, les propriétés du
matériau initial formant le rest de €2 sont dé terminées de telle sorte que les champs de déplacements,
de dé formations et de contraintes ne changent pas par la présence du cylindre composite. Par définition,
I’inclusion cylindrique en question est dite neutre.

Les composantes non nulles des champs de déplacements, de déformations et de contraintes dans la
couche j sont déterminées ci-dessous.

— champ de déplacements :

up’ (x) = AjrY% + Bjr=% 4+ wjeqr,

u$ (%) =0, (3.97)
u,(zj)(x) = €4%;
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FIGURE 3.6: Inclusion cylindrique neutre

— champ de déformations :

G) _ A -1 R .e—a;—1 .
g7 = jAr®T —aBirT YT fwjeq,

E(Qj) — Ajrozjfl _i_Bijajfl +wj5A7 (398)
e = eu;
— champ de contraintes :
U%j) = QAjkjrajil — 2Bjmjr*(aj+1) + leA,
(3.99)

o5 = 245007571 4 2B;0,r (@D + e,
aéj) = 24,771 4 Bigr (@) fnjey,

ci-dessus, j = 1 an + 2 et les parametres matériels sont définis par

Cll 022 - Cll
by = 5 (8 +0,Cl)  my = 5 (0l +as0R) 1y = (0ff + o) + 0.
T = % (Céé) + %'0%)) L4 = O — O, nj = w; (Cg) + Céé)) +Cg),
vy =5 (O +0,0). o= 5 (0 —as0l) . 6y =y (cff + ) + i)

(3.100)

On note que le déplacement u, = €42 et les contraintes 04(x) = o0 = 0 dans chaque phase vérifient

automatiquement les conditions aux limites sur les bases supérieure et inférieure de (2. Les interfaces
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entre les phases étant supposées parfaites, le vecteur de contrainte oe, et le vecteur de déplacement u
sont donc continus a travers chaque interface r = ;. Ces conditions de continuité peuvent s’écrire sous

la forme matricielle suivante :

Jj(rj)V; =Jj41(rj)Vin (3.101)
ol Vj = [Aj, Bj, EA]T et
r?j rj_aj w;T;j
Jj(rj) = | 2k~ —2myr; ™70y (3.102)
0 0 1

L’équation (3.101) peut étre reécrite sous la forme
Vj+1 = Nj(Tj)Vj (3.103)
avec

Nj(ry) = I (r)s(r5)

e T k) T g —my)  (S2myawy =l 2w my ), T
kjritmin kjritmp 2 kjr1tmjiq o
= e kya—ky) 7T Ryamy) g (S 2k =l 2w k)
kjritmjp kjpitmjp 2 kjr1tmi
0 0 1
Cette expression permet d’exprimer V ;1 en fonction de V7 :
J
Vi = [[Ni(r)Vy. (3.104)
i=1
En particulier, quand j = n + 2, on obtient
Vs = Qui2Vi = Npyo(rnge = R2)Qn1 Vi (3.105)
avec ‘
J
T
Q; =][Ni,Vi=[4 Bi e
i=1
En posant Q41 = Q,ona
wi(Rg) er Ry
Jn+3(rn2)Vars = | o3 (Re) | = | 2k*er +1*ca | = Jnt2(rnt2)QV1. (3.106)
€A €A

La condition que le déplacement au centre doit €tre fini conduit & B; = 0. En résolvant le systeme des
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équations (3.106) et en rappelant que €7 et € 4 sont des constantes quelconques, on obtient

_ arr —Ogr
4, = ZesrtonRcs b oAl Qu +ealy ™ Qo (3.107)
RS Qu1 + Ry Qo
QaHk _
o B 251116211 mHQ21’ (3.108)
Ry™ Q11 + Q2
2Ry (krr +myr) (Qo1Q13 — Q11Q93)
Ro211 Q1 + Qo ’
(i1 — 2 krpwrr) B2 Quy + (g + 2mygwrr) Qo
Ro**11 Q11 + Qn

Dans le cas ot il n’y a que deux phases, nos résultats se réduisent a ceux obtenus par Le Quang et He

(2007).

ro=

n (3.109)

Détermination du module G*

Pour calculer le module de cisaillement anti-plan, on utilise le méme modele micromécanique que celui
présenté ci-dessus. Les conditions aux limites du type cisaillement anti-plan sont appliquées sur les
surfaces externes de €2 :

0

ud(x) = spzcos ), ud(x) = —sozsinb, ul(x) = sorcosh, x € Oy,

ud(x) = spz cos b, u(x) = —spzsinf, o9 (x) = 0,x € I, N Q. (3.110)

r

Dans le milieu extérieur du cylindre composite, le champ de dé placement est uniforme. Grace a la
solution du probleme auxiliaire de cisaillement anti-plan, les composantes non-nulles des champs de
déplacements, de déformations et de contraintes dans chaque phase et dans le milieu effectif peuvent &tre
explicitées comme suit :

— dans le milieu extérieur du cylindre composite,

ur(x) = spz cos b, up(x) = —spzsinb, ui(x) = sorcosb, (3.111)
€3 = —8psinf, g4 = sgcosb, (3.112)
o4 = —2G"sgsinf, o5 = 2G™*s( cos b; (3.113)
— dans la phase j :
up(x) = spz cos b, up(x) = —spzsinb, u,(x) = (Ajrij + Bjr*ij — sor) cos 6, (3.114)

1 . . 1 4 4
€3 = —3 (Ajr”fl + Bjrf”*l) spsinf, g4 = 3 (Ajrzfl — Bjrﬂfl) spij cos B, (3.115)

o4 = —Géj) (Ajrifl + Bjr*ifl) spsinf, o5 = Gq(ﬂj) (Ajrijfl — Bjr*ijfl) 50t cos 0;

(3.116)
ou les parametres matériels sont précisés par
- |a?
15 = w > 0,
0
Gy =cf).cv =), (3.117)
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avecj=1lan+ 1.

On remarque que les déplacements u, (X) = soz cos 0 et ug(x) = —soz sin 0 et la contrainte o5 = 0 dans

chaque phase vérifient automatiquement les conditions aux limites sur les bases inférieure et supérieure

du domaine €2. Les conditions de continuité du vecteur de déplacements et le vecteur de contraintes a

travers les interfaces latérales se réduisent aux conditions de continuité de u, et de o5. Ces conditions

peuvent étre écrites sous la forme matricielle :

K;(rj)sj = Kj1(rj)sjt1
ol le vecteur s; = [A;, Bj}T et

r?

_ J J
K] (T]) - . ij _
Gr,ijr;
En posant

Lj(rj) = Kb (r)K; (1),

I’équation de continuité peut s’écrire sous la forme

sj+1 = Lj(r))s;

avec

—1
Lj(r;) = Kj;(r)K;(r))
ey g a-g

ij4i; —ij+i;
Tj] Jj+1 (1_9j) Tj JTv+1

. Gy ij

ou g] = GTj-&-iij"’l'

L’équation (3.120) permet d’exprimer s;1 en fonction de sq :

J
Sj+1 = H Li(ri)sl.
=1

Sij = n+ 2, en posant
n+1

H = H Li(ri)sl,
i=1

on a la relation
280 R2

K, 13(Tht2 = Ra)sp43 = =K, 12(rn42)HV.

2G™ s

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

Pour que le vecteur de déplacements ne soit pas singulier au centre du cylindre composite, la valeur de

B doit étre nulle. On a donc un systéme de deux équations a deux inconnues A; et G*. la résolution de
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ce systeme donne

A = — RQSO_A , (3.125)
RY"Hi1 + Ry " Hoy
Gy T (Ré”Hn - RQ_iIIHQI)

G — . (3.126)

Ry Hyy + Ry Hy
Encore une fois, quand il n’y a que deux phases, notre résultat correspond a celui de Le Quang et He

(2007).

Détermination du module »n*

Dans les parties précédentes de cette section, on a appliqué 1’idée de I’inclusion neutre pour calculer
k*, I* et G*. Selon cette idée, la présence du cylindre composite dans le domaine €2 ne perturbe pas
les champs initiaux. Par conséquence, les contraintes moyennes dans le cylindre composite est égales a
celles dans tout le domaine €2. Alors, quand on impose les déplacements axisymétriques sur le bord du

domaine €2, on a

(01)co = 2k er +1"ea = (01)q (3.127)
(02)cc =2k er +1"ca = (02)q, (3.128)
(03)cc = 2k er +1"ea = (03)q - (3.129)

En tenant compte de la loi de comportement locale et de la définition des propriétés effectives du domaine
Q, il vient que

(0ij) oo = (Cijrcr) oo = Cijr (er) co - (3.130)
Si I’on connait les champs dans €2, par I’opérateur de moyenne volumique,on peut déterminer les pro-
priétés effectives C;‘j 11~ Pour faciliter les calculs, on peut écrire le tenseur de déformations sous la forme :

gij(x) = Aij(x)er + Bij(x)ea, (3.131)

ol A;;(x) et B;;(x) sont les tenseurs de localisation devant satisfaire aux conditions de consistance

0 00 1 0 0
B)=]1000|, (A)=|010],
0 01 0 00
avec
a;—1 —a;—1
w; + a; <7%) o — b; (%) (o7} 0 0
. a;—1 —a;—1
B — 0 w; + a; <f) + b (f) 0|, (3132)

0 0 1

ol a; et b; sont respectivement les valeurs de A; et B; satisfaisant aux équations de (3.101) a (3.106)

dans le casou e = 0etegq = 1, r; étant le rayon de I’interface i.
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Par (3.130), on obtient

n* = <033kl(X)Bkl(X)>CC . (3133)
En y inroduisant (3.132), il vient que
. g n+2 ' aiTirei—l pgr il
n* = R—% Z / (nl + 2 o + a1 )rdr
i=1," | !

L’intégration de cette équation donne finalement

' & TiQ B2 -2 ) 4280 (ri® ™ —ria™ ™) L b (ry= ol — gyt
n = — — (rs —r: ‘
R% i—1 2 g i—1 (Oéz + 1)7.1,&7;—1 (_Oéz + 1)7"1'_051'_1

(3.134)

S’il n’y a que deux phases, ce résultat se réduit a celui de Le Quang et He (2007).

Détermination du module m* par le schéma auto-cohérent généralisé

On vient de trouver les expressions explicites des modules effectifs k*, [*, G* et n* en utilisant 1’idée de
I’inclusion neutre. Pour déterminer le module m*, on fera appel au schéma auto-cohérent généralisé.

On suppose que le domaine €2 entourant le cylindre composite est fini dans la direction e, mais infini
dans le plan Oxy. Les conditions aux limites associées au cisaillement transversal sont imposées au bord

de 2 :
(x) = corcos26, u(x) = —corsin 26, ul(x) = 0,x € Y,
ud(x) = 0,09(x) = 02(x) = 0,x € I, N Q. (3.135)
Les champs de déplacements et de contraintes dans {2 sont uniformes et les composantes non-nulles de
ces champs sont exprimées par :
€1 = cgcos20, g9 = —cycos 26, eg = —cpsin 20, (3.136)

o1 = 2m*cycos20, o9 = —2m*cycos 20, o = —2c sin 20. (3.137)
Ainsi, la moyenne volumique de 1’énergie de déformation est
wo = 2m*c.

Le schéma auto-cohérent généralisé consiste a remplacer un cylindre dans €2 par un cylindre composite

de la méme taille de telle sorte que la moyenne de I’énergie de déformation ne change pas, a savoir
W= wp (3.138)

ol w est la moyenne de I’énergie de déformation apres avoir introduit le cylindre composite. Selon
Eshelby (1957), w peut étre calculée par

1
w=wo— 7 / (t"u—t.u’) ds (3.139)
r=Ro

72



ol u (ou uO) et t (ou t°) sont respectivement le vecteur de déplacements et le vecteur de contraintes sur

la surface » = Ro du milieu effectif en présence (ou absence) du cylindre composite. Alors, la condition

(3.138) se traduit par

/ (t°u—t.u’)ds =o. (3.140)
r=Rao

Ensuite, on utilise la solution du probléme auxiliaire dans le cas ot les condition aux limites relatives au

cisaillement transversal.

— Dans le milieu effectif (r > R2), I’expression du champ de dé placements est

avec

ur(x) = ' (r)c0os20, ug(x) = b (r) sin 260, u, (x) = 0 (3.141)

g ) = A3 4 Al 4 Al A,

W (r) = Br=3 4 BYr ! 4 BYr 4+ B{9r?,

AP = B 4l M gl
m
. e) (e) —KT4+m"_

En utilisant les conditions aux limites de cisaillement transversal quand r tend vers 1’infini, il vient

que

Al = —BE) = ¢, AP = B =0 (3.143)

— Dans la phase j, comme le matériau est orthotrope, le champ de d éplacements s’écrit :

ur(x) = g9 (r)c0s20, ug(x) = b9 (r) sin 260, u, (x) = 0 (3.144)

ott g)(r) et hU)(r) sont deux fonction scalaires en 7 :

avecj=1lan+2et

gV () = AP o1 + AV 65 + A 65+ AP,
W (r) = BY ¢1 + B 62 + BY 65 + BY 61, (3.145)

A9 Z 5,89 4 1BY, AY — 5,BY) 4 xoBY),

AY) = 5;BY) + 3BY, AV = 5,BY) + xuBY. (3.146)

Les composantes correspondantes non-nulles du tenseur de déformations sont exprimées par

g(j)/ (r) cos 20, 5(2j) =

1 <29(j) (r) + h9) (r)

r

S|

(g(j)(r) +2p0) (r)) cos 20,

- h(j)’(r)> sin 26 (3.147)

73



ou la prime ci-dessus signifie la dérivée par rapport au rayon r. Donc, les composantes non-nulles du

tenseur de contraintes sont

. W, |
o) = | oW (1) + T2 (49() + 209(r)) | cos26,

‘ . c) /. -
Uga) _ C’{]Q)g(” (r) + % (g(J)(r) + 2h(3)(7“)> cos 20,

N G, , |
Ué]) _ C%)g(ﬂ (r) + C% (g(J)(r) + 2h(3)(7”)> cos 20,

A [ 900) () N
o) = —cl) (29 () + ) _ ) (7")) sin 26. (3.148)

r

Pour le matériau effectif dans la zone extérieure du cylindre composite, les composantes non-nulles du

tenseur de contraintes sont données par

@, 9B
aﬁe):2<—3Bl m* 2Bk

7 5— +com”™ | cos 20,
r r

g =
6 A "2

(e), % (€) .
(e) 2(—331 mn —i—Bz i —com*> sin 26,

o — 0, (3.149)

Dans le noyau, on doit vérifier la condition que le champ de dé lacements au centre est fini. Par consé-

quence, on a B;l) = Bél) = 0.

En substituant les expressions de u?, t0, u(® et t(¢) dans la condition auto-cohérente (3.140), on obtient
B =o.

En supposant que les interfaces entre les interphases sont parfaites, on a les continuités du vecteur de
déplacements u et du vecteur de contraintes t a travers I'Y). Les équations de continuité peuvent s’écrire

sous la forme matricielle
M (rj)w; = Mj1(rj)wjt1 (3.150)

. . . 1T
ouw; = |BY, BY BY BP| et

M, (rj)[1, k] = 9,

M, (rj)[2.k] = 6 (1)),

M;(r)[3, k) = C{ o) + Ci o) + 206l (1),

M (r;)[4, k] = —Cgf (219;(3) + 6 (r) - ""j¢§cj)/(7”j)> ) (3.151)

ou
07 = 60 )+ 308 ), 05 = 076 ) 40 oY (),

0§ = 808 )+ x0 i), 0 = 0760 5) 40 (),
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Ainsi, on en déduit que

wjr1 = M1 (r) " M (r))w; = Py(rj)w;

(3.152)

avec P(rj) = M;11(r;) "M, (r;). La formule de récurrence (3.152) nous permet d’exprimer w, 13 du

milieu effectif en fonction de w; du noyau de cylindre composite. Finalement, on obtient

B<5) - -
313) + ok S13BsM) + S4By}
By _ (1) )
5 — coltp S93B3\") + Sy B
My ys(Ro)wnss = | 03 | —sw = | 2P 1 a 1 (3.153)
- IR%l + 2com* S33 B3 + S, B4
(e *
I —GB%%m — 2com* | | SusB3M + Sy B,V |
ou n+1 T
s = M, 42(R2) H Pi(r;)), wi=|0 0 Bél) Bil)] .
i=1

On a un systeme de quatre équations a quatre inconnues m* , BP, Bél) et Bfll). La résolution de ce

systéme donne
Bg(l) = T11R2 + 2T12'm*,

(3.154)
B,W) = Ty Ry + 2Thom*,
avec
-1
S13 — S S14 — S
t = 2, 13 23 Ol14 24 (3.155)
S33 —S43 534 — Saa

Le modul effectif m* doit satisfaire a I’équation suivante :

24 (814503 — S13524) m*? — 4Ry (—2533514 — S33594 + 2513534 — S13544

+543514 + 2543524 + S23534 — 2523544) m* + 2R§ (533544 — 534543) = 0 (3.156)

On peut montrer que cette équation admet une solution positive unique qui n’est rien d’autre que la valeur

du module effectif m™*.

3.4 Exemple numérique

Dans les sections précédentes de ce chapitre, nous avons d’abord homogénéisé la zone d’interface ru-
gueuse d’un composite suivant la direction circonférentille pour obtenir une interphase équivalente qui
est hétérogeéne suivant la direction radiale. Nous avons ensuite proposé deux méthodes d’homogénéisa-
tion pour déterminer les modules effectifs du composite. Dans cette section, nous considérons un exemple
non seulement pour effectuer une comparaison entre ces deux méthodes mais aussi pour comparer les
résultats obtenus par ces deux méthodes avec ceux obtenus par la méthode des éléments finis.

Le composite en question est constitué d’une matrice en polymere PolyMethAcrylate de Méthyle (PMMA)
et renforcée par des inclusions SiC. Les propriétés élastiques de ces deux phases sont sont données ci-

dessous :
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— Matrice polymere PMMA : Fy = 3.8 GPa, vy = 0.36;

— Inclusion SIC : k1 = 223 GPa, u1 = 188 GPa.

On applique les trois méthodes susmentionnées pour calculer les propriétés effectives du cylindre com-

posite. Les valeurs numériques de ces propriétés calculées sont illustrées et tracées en fonction de la

fraction volumique f; = R% / R% dans les figures (3.8) a (3.11). Une bonne concordance entre les résul-

tats obtenus par les trois méthodes est constatée.

k*
(GPa)

FIGURE 3.7: Modélisation de I’interface rugueuse par I’ANSYS
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FIGURE 3.8: Comparaison des valeurs de k* obtenues par les trois méthodes
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1*
(GPa)

n *
(GPa)
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FIGURE 3.9: Comparaison des valeurs de [* obtenues par les trois méthodes
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FIGURE 3.10: Comparaison des valeurs de G* obtenues par les trois méthodes
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n*
(GPa)
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FIGURE 3.11: Comparaison des valeurs de n* obtenues par les trois méthodes
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Chapitre 4

Interfaces thermiques cylindriques
ondulées suivant la direction

circonférentielle

4.1 Formulation du probleme

On considere un cylindre (2 de rayon R et constitué d’un composite a deux phases. L’interface entre les
deux du composite, notée par I, est une surface cylindrique, périodiquement ondulée suivant la direction
circonférentielle et décrite par la fonction r = h(y) avec y = 6/e dans le systeéme des coordonnées
cylindriques (r, 0, z). Les valeurs minimale et maximale de h(y) sont respectivement R et Ry + J. Le
domaine intérieur de (2, noté par €);, est constitué de la phase 1 alors que le domaine extérieur de (2,
dénoté par €2, est constitué de la phase 2.

Le champ de température a pour forme
T =T(x1,72,73,t)

ou les variables spatiales x1, 2 et x3 sont associées aux coordonnées cylindriques par 1 = r, zo = 0

et x3 = z. Pour la conduction thermique, on adopte la loi de Fourier
q¥ = —KOv1® (4.1)

ot ¢, K@ et VT sont respectivement le vecteur flux de chaleur, le tenseur de conductivité et le
gradient de la température dans la phase . Le tenseur de conductivité K@ est un tenseur du second

ordre symétrique et défini positif. En coordonnées cylindriques, le gradient de la température s’écrit :

T 1 oT® oT®

v — 2=
ar i ae Tt Tar &
Le vecteur flux de chaleur q doit vérifier I’équation de la conservation de 1’énergie
. L\ OT
V.q¥ + P = pgni (4.2)

ot
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oll p est la chaleur spécifique volumique de la phase i en J.K ~'.m™3 et P une source de chaleur en

W.m~3. En coordonnées cylindriques, cette équation peut s’écrire sous la forme indicielle

i 1 G 00T
— K, Ty - ;K§j)rj +P = p| )E *3)

ot on définit (+),1 = (o) 1. (¢)2 = () g ct ()3 = (9)...
Puisque 'interface I' est parfaite, la température et la composante normale du vecteur flux de chaleur

sont continues a travers I'. Ces conditions de continuité sont formulées par

[gn]r =0, (4.4)
[T]r =0, 4.5)
ou le vecteur unitaire normal a I" est donné par
1 T
n=——————[-1 hy/le 0] .
1+ (hy/e)?

En introduisant cette expression dans (4.4), on obtient

[anr = — [K1;T;]p + € ! [hy Koy Tj] = 0. (4.6)

4.2 Homogénéisation asymptotique de la zone d’interface rugueuse

Comme dans les chapitres précédents, on suppose que T¢(x1,x9,x3,t) = T(x1,x2,x3,Y,€,t). Alors,

on peut effectuer le développement asymptotique suivant :
T = Ve (N<1>V + Ny, 4 Ny, 4 N<13>V3)
+ & (NOV 4+ NV, 4+ NIV, 4+ NEVy 4 NIV, 4 N2V,
+ NEIV g Ny 4 NEIY 4 NIV ) 4 0(e) 4.7
ot V = V(x1,x9,23,t) est un champ scalaire et indépendent de y; NI, N1 N(12) N(13) ()
NCD NG N NEID N2 N N(222) ot N(223) sont des fonctions scalaires dépendantes

de y, 1, T3 mais indépendantes de x5 et du temps.

Puisque y = z1 /¢, les dérivées de la température par rapport aux variables d’espace sont données par

Ti1=%1, To=Fp+€¢'T,, T3=Tg3
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ou plus précisement par
T, = Vite ([N(Uv} + {N(“)V,l} 4 [N(IQ)VQ] i [N(lg)V,zs} 1)

1 1 1
+ 8([1\7@)1/} + [NCDY ] +[N<22>V2}1+[N<23>v3

1 1 ’ } 1 + [N(211)V711}1

)

)
71 ) ) ) )

n [N(212)V712} n [N(zls)v:lg} - [N(222)V,22] A+ [N(223)V23} A [N(233)V33] 1) ’

To

I
-
+
)

(N(l)V,2 + Ny, 4 Ny, 4 NODy g,

62 <N(2)V2 4 N(21)‘/’12 + N(ZQ)V:22 4 N(23)‘/,32 + N(le)‘/:112 +N(212)‘/’122

)

NEDYV 3 + NEV o0 + NE g5 + N<233)V,332) + nyl)V + N,(yn)VJ

N2V, + NIV, 4 e (ny?)V + NV, 4+ NV, 4 NIV, 4 NCDY

+ o+ o+ o+

NGV + NPIVyg + NP2V + NPVos + N,(z/233)V33> ’

.t [N(H)Vz] 5 + [N(B)V,s} ,3)

)

T3

varve (0] oo

)

e (] ] e s e s vev)

)

P o [N [ (v ) )

En substituant les dérivées précédentes dans les équations (4.3)-(4.5) et en posant le coefficient associé

2 e~ ! égal a zéro, on obtient

KN v [N LVt (KNG LVt (KN JVa=0. @)

KNV L+ [(K2 + KNG v,l]r + Ko (14 NG v ) 4.9)

+ [ (Ko + KN (D) Vg]r —0.
Les fonctions NV, N1 N(12) et N(13) sont ensuite choisies de telle sorte que :

szvy] =0, 0<y<l,y+#uy.ys,
L 7y

K12+K22N,(yll):| :07 0<y<17 y?éy17y27

’y
K22 (1+N,§}2)>:| :O7 0<y< 17y7é917312>
= 7y
Kos+ KnNUP| =0, 0<y<1, y#uy,p,
= 7y

_K22N,(yl)]r = 07 _N(l) =0a Y1, Y2, N(l)(()) = N(l)(1)7

Je

Ko + Ko N =0 {N(ll)]r =0 a y1,y2, NM(0) = N2 (1),

:KQQ (1 + Nﬁ}”)}

=0 [NOD] =02 g ge, NOD(0) = NOD(),

Kis + Koo N(19) =0, [NU?’)]F =02 y1,y0, NOD(0) = NOI(1). (4.10)

ol y et yo sont les deux solutions dans I’intervalle (0, 1) de I’équation h(y) = cte. 1l résulte de (4.10)

que N, ,(yl) = 0. De plus, pour que le coefficient de ” dans I’équation de continuité soit égal & zéro, il faut
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que

0 = h [KlzN()+K22N()+K23N(1)]FV

+ y [Kiz (NW —i—N(ll) + Koo N + Kog N(11 — | K11+ KioN{D| LV
r Yol
+ { Y [KuN D 4 Koy (N(l) +N(22 ) + K3 N(12 L - [Km +K12N,(1,12)L}V,2
+ {h,y [KlgN D 4 Ky N2 +K23< )L - [Klg +K12N,<yl3>} }Vg
+ hy K12N( D 4 Ky N >] Vg + by [KnN( V1K ( NG +N212>>LV,12
+ hy K12N(13) + Koo N(213) + Ky N(H)} Vig+hy [K22 ( N(12) +N (222) )L 22
+ hy K22( NU3) +N(223)) + Ko NU )LV,23
+ hy K22N<233> + Ko N (! >] Vs, @.11)
Cette équation est satisfaite si

K12N,(11) + KNP + Kzzf\f,(g,l)}F =0 a y1,y0,

r 1 - -

Ko (N(l) + N(111)> + K> N(Ql) + Ky N(H) = — |Ki1 + KN | 2 gy, 0,
i : v hy L vl

[ (12) N L @) az] _ L7 12)] s

K N Koo N, Ky N = K KioN

| + ( + )—i— Ie =, L 12 + K2V |p & Ynb2,
- 1 - -

K12N7(113) + KN + Kog (N(l) + N7(313)> el LS Chs KNP L ALY,
i ] u L ]

K12N(11) + K22N5y211)i|1—‘ =0a Y1,Y2,

_K12N(12) + Ka2 (N(H) + N,(zflz))]r =02 y1,92,

K1aNU + Koy NG + K23N(H)}F =0 a y1,v2,

_KQQ( (12)+N§y )>:|F:0 a Y1, Y2,

K22 ( N3 4 N(22 )> +K23N(12)}F =02 y1,92,

KNG + KgN| =0 2 y1.po. (4.12)

En demandant que le coefficient associé a ¥ dans I’équation de la conservation de I’énergie soit nul, on

a

[Kle + KN + KN )} v

’ Y

1
2K12 ( NO 4 Nm)) + K22N,(yZl) + 2K23N,(311)} +o (Kn + K12N,(yn)) } Vi

Y

1
+ - (K12 + K12N,(yu)>} Va

Y

+ { 2K12N( 2 4 Koy (QN(I) + nym)) + 2K23N,(312)]
1
{ 2K12N( Rt K22N’(yz3) +2Ko3 (N(l) + N7(3,13)H + (K13 + K12N’(yl3)) } Vs
kY
K1 +2K1aNMY + ngijll)} Vi
kY

|
+ [2K12 +2K15N ") + Ko <2N(11) + N,(y212)>] V2

Y
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* [2K13 + 2K N1 4 K22N,(z;213) + 2K23N(11)} Vs
y

)

+ [Kzz + Koo <2N(12) + N,(31222))] Vioz + [K33 + Ko N + 2K23N(13)]
y

)

Va3
7y

+ [2K23 + Koo (2N<13> v Ng%)) + 2K23N<12>} Vs — P+ pcV =0. (4.13)
7y

En intégrant cette équation par rapport a 4y de 0 a 1, on arrive a

<K11 + K12N§}1>>Y Vil + <2K12 + K12N,(ylz) + K22N(11)>Y Vi

+ <2K13 + K12N,(yl3) + K23N,(yu)> Vs + <K22 + K22N,ylz)>y Vi
y

)

+ <2K23 + K22N,(yl3) + K23N7(yu)> Vs + <K33 + K23N,(yls)>y V33
y

)

)

+ % {<K11 + K12N7(yn)>y Vi+ <K12 + K12N,(yl2)>y Vo + <K13 + K12N,(ylg)>y Vs}

+ ([BeNY + KaNGY] ) Vi (KNS 4 KNG ) v
k) 3 7y Y R , 7y Y

+ ([Rnt? KNG ) Ve (Ply == oy ¥ (@14
v/ y

ou
Ny =we—y)fet+ 1 —y2+uy1)fi (4.15)

avec f. et f; étant les valeurs de la fonction f dans les domaines extérieur et intérieur. Aprés avoir

déterminé les fonctions IV 7(;1) , N ,(1,12) et N, 7(;3), on les introduit dans 1’équation (4.14) et obtient finalement
K = (Kot KoNGY) = Ky + Kk )y (K)y' = (KBKR)y |
Ké;) = <K22 + K22N7(yl2)>y = <K2_21>;1,
K§) = (K + KanNGY) = () + (KooK )y (K')y' = (KK
K = K= <K23 + %KQQN(;?*) + ;Kngg2>>Y
= (Ko + K22N§}3>>Y - <K23 + K23N,<yl2>>y = (KoK )y (K)o

1 1
K = Ky = <K13 + §K12N,(yl3) + 2K23N(11)>
Y
= <K13+K23N(yn)> = <K13+K12N§}3)>
) Y ’ Y
_ -l -
= (Kiz)y + <K23K221>y <K221>y <K221K12>y o <K23K221K12>y ’

1 1
Kf;) = Kg) = <K12 + §K12N7(ylz) + 2K22N,(yll)> = <K12 + K12N7(3,12)>Y
1%

= (Ku+ EKnNV) = (Kg)y' (K Ky (4.16)

Comme l’interface I' est périodiquement rugueuse suivant la direction circonférentielle Oz, on peut

écrire I’équation de la conservation de I’énergie sous la forme :

T 1 T r
—(KV5) = KV + (P)y = (po)y T (4.17)

)
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Les équations (4.16) et (4.17) montre que la zone d’interface rugueuse définie par Ry < r < Ry + 4§
peut étre remplacée par un matériau équivalent dont le tenseur de conductivité est calculé par (4.16). De
plus, ce dernier coincide avec le tenseur de conductivité effectif d’un composite constitué de couches

stratifiées suivant la direction Oxo (voir Milton, 2002).

4.3 Homogénéisation d’un composite avec I’interface ondulée en dent de

scie par une approche rigoureuse

Dans la formule (4.15) permettant de déterminer le tenseur de conductivité pour la zone d’interface
rugueuse, 1 — y2 + y1 et y2 — y; jouent le role des fractions volumiques des phases 1 et 2. Comme
1 — y2 4+ y1 et yo — y; varient dans la direction radiale, I’interphase remplacant la zone d’interface
rugueuse est radialement hétérogene.

Soit €2 un cylindre composite dont le noyau est composé de la phase 1 et dont la couche extérieure est
formée de la phase 2. Entre le noyau et la couche extérieure, il y a I’interphase dont les conductivités sont
calculées par (4.15). Dans la suite de ce chapitre, les deux phases 1 et 2 sont supposées cylindriquement

orthotrope. Donc, on a

K9 0 0
K(l) = 0 Kél) 0 (4.18)
o o KW

avec ¢ = 1, 2. L’interface I" entre ces deux phases est en dent de scie et illustrée par la figure ci-dessous.

Comme dans le cas élastique, on suppose que I’interface I' est treés rugueuse, c’est-a-dire que la valeur

FIGURE 4.1: Interface en dent de scie
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de € est suffisamment petite. La rugosité de I’interface étant périodique, on a

r— Ry

fo=y2—uy1= 5 Vr € (Ry, Ry +9). (4.19)

En appliquant I’opérateur de moyenne défini par (4.15), le tenseur de conductivité de I’interphase équi-

valente s’écrit :

K" o 0
K7=1 0o k" o
0 0o K

avec

K0 = T ean <1 - = Rl) KD

r 5 5 T
—1
(r) _ T — R1 1 . r— R1 1
S I <1 S
K" = %Kgm + (1 7 _5R1) KW, (4.20)

4.3.1 Solution du probleme auxiliaire

On considére un cylindre circulaire €2 de hauteur 2hg et de rayon R. On applique sur le bord de ce

cylindre les conditions aux limites suivantes :
To(x) = egx, Vx €09 4.21)
ol ey = epl[1,0, O]T = ege,. Dans la base cylindrique, cette condition s’écrit sous la forme équivalente :
To(x) = egrcosf, Vx € 6. 4.22)
Au vu de (4.22), on cherche une solution de la forme
T(x) = g(r)cosf (4.23)

pour le champ de température.

On considere d’abord le cas ou dans la loi de Fourier

qr Kr 0 0 T,r
Q | = — 0 Ky O To/r | 4.24)
- 0 0 K, T,

les coefficients de conductivité K., Kg et K, sont constantes. Avec (4.23), il vient que
/ 1 .
q=—K,g cosfe, + —Kygsin ey 4.25)
r

ou (e)’ signifie la dérivée par rapport au rayon r. En introduisant 1’expression de q dans 1’équation
divq = 0, on obtient
1 1
—Krg" = ~Krg' + 5 Kog = 0. (4.26)
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La solution de la derniére équation est
g(r) = Cir® + Cor™® 4.27)
avec o = % Il est ensuite immédiat que
T(x) = (Cir® + Cor~®) cos b,
e(x)=-VT(x)=— (Clrafl — C’gr*‘kl) a cos e, + (Clro‘*l + C’gr*afl) sin fey,
q(x) = —K, (C1r* ' = Cor™® 1) acosfe, + Ky (C17° 1 + Cor™* ') sinfey.  (4.28)

On considere ensuite le cas ou le tenseur de conductivité est cylindriquement orthotrope et dépendant du
rayon 7. Plus précis ément, le tenseur de conductivité correspond a celui détermin € par (4.20). Dans ce

cas et avec (4.23),on a

1
q= —K,,g"“)g' cos fe, + fKéT)g sin fey. (4.29)
r
En substituant cette expression dans 1’équation divq = 0, on arrive a 1’équation différentielle
K(T) K(I) o K(II) 1
JWW“< | g 5K g =0 (430)
r r

A I’aide de I’algorithme "hyper3" de Maple, présenté par L. Chan et E.S. Cheb-Terrab (2004), on trans-
forme (4.30) en 1’équation diff érentielle hypergéométrique de Gauss de la forme
z(xz—1)y" +[(a+b+1)z— ]y +aby =0.

On sait donc que la solution de (4.30) est donnée par

r) (1) -(IT

_PRVEVESY
K

g (r) [Cfr)ul(r) + 4y (r) 4.31)

ou
—2—4p
Uy (r)y=r" (5Kr(r)> oF'y (a1, b1,¢1,21) ,
244
U(r) =17 (5[(7@) oIy (ag,ba, c2, 22) ,

ar=1+Y,by =14+11,c1 =1+ 21,

a=1—1,bo=1—19,c0=1- 21,
. <K£1)K§D _ gUD Ké[[))

21 =22 = )
KD KRy - KD 6+ Ry
0
= S+ R R (1) (1) 32
;(r(gl)l - Kélll) \/Kr (5 + Rl) - Ky Ry
avec oI étant la série hypergéométrique définie par
o (@), (0),, 2"
F b = L
Ao =2 50
(a),=a(a+1)(a+2)...(a+n—-1),(a), =1 (4.33)
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Finalement, on peut calculer

T (x) = g™ (r) cos b

@
g = — KTgmaga(T)
T

q(gr) = %K(gr)g(r)(r) sin 0 (4.34)

cos fe,

LT (0~ K1)
- +

or r 5K1§7‘)

, (D) j (D) 1) g 1) (1D _ gD
s O g (KOS k) | e (K - kD)

r r 2
W [m s o m] KO ()
airbr (r asby _(r
[1 Loy (r) + 22220 >u2(7«)]
C1 C2
(I1) (1) (r) (r)
Ky — Ky Ky Ky aby (r) azbo (r)
+ sK\D KD - [ Ci (r) + 22058 (r) |
9 19 K(gr) Kém Ké” o L 1(r) cg 2 2(r)
(4.35)

4.3.2 Détermination des conductivités effectives par le schéma auto-cohérent généralisé

On considere un milieu M infini tridimensionnel constitué du matériau effectif recherché dont la loi

constitutive est

q=K’e (4.36)
ou e = —VT et K* est le tenseur de conductivité effectif qui est isotrope transverse
K 0 0
K" = 0 K O (4.37)
0 0 K.

Lorsque les condition aux limites Ty = egr cos 6 sont imposées au bord de M, le champ de température
dans M prend la forme Tée) (x) = eprcosf. Donc, le gradient de la température et le flux de chaleur

dans M s’écrivent :

e(()e) (x) = —eg cos fe, + eg sin fey
Q(()e) (x) = —Kepeq cos Oe, + Kepeq sin feg (4.38)

Ensuite, on introduit I’énergie associée a la conduction thermique

2U(e%) = /q(()e)(x) : e(()e)(x)dx = |Q|K.ped.
M

On creuse tout d’abord un trou cylindrique a un endroit quelconque dans M et on le remplit ensuite
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Ty=eyx \

FIGURE 4.2: Mode¢le autocohérent généralisé

par le cylindre composite {2 de la méme taille. Comme dans le cas élastique, le tenseur de conductivité

effectif K* est déterminé par la condition suivante

/ (q[()e>T<e) _ q<e>T0(e>> ndx = 0. (4.39)
19

En présence du cylindre composite, la température, le gradient de la température et le flux de chaleur
sont donnés par 1’équation (4.28) avec ae = /Kp/K, = 1, & savoir

T (x) = (C’fe)r + Cée)r_l) cos b,

e (x) = —VT(x) = — (Cfe) - C’ée)r_Q) cos fe, + (C’F) + 056)7_2) sin fey,

q'9(x) = —Kep (C{e) - C’ée)r_2> cosfe, + K, <C§€) + C’ée)r_Q) sin fey. (4.40)
Apres avoir substitué (4.38) et (4.40) dans la condition (4.39), on en déduit que

i =o. (4.41)

La température 7', son gradient e et le flux de chaleur q dans les phases 1 et 2 et dans I’interphase et
K (") sont fournis par les équations (4.28) et (4.34). De plus, la condition que la température au centre du

cylindre composite doit étre fini implique que



Puisque les interfaces sont parfaites, la température et la composante normale du flux de chaleur sont
continus a elles. Ces conditions de continuité sont données ci-dessous :

— Sur I'interface I'y (r = Ry) :

CVRY = O 1 (Ry) + CF %o (R),
arKDCD Rt = ce (Ry) + €64 (Ry); (4.42)

— Sur I'interface I's (r = Ry + ) :
O (Ry 4 6)°11 + O (Ry +6) 711 = CVF1(Ry + 6) + CFFa(Ry +6),
Oé[[KﬁII) [Cyl) (R1 + 5)0411—1 — Cé[[) (Rl + 5)—(111—1
= COVB1(Ry + 0) + O Ba(Ry + 0); (4.43)
— Sur l'interface 0§ (r = R») :

"Ry v 'V Ry = O\ R,

K™ (e Rg = Ry = KoY (4.44)

T

Ci-dessus,

)

F1(r) = KO KK, (r)/ K, &1(r) = K0 (r)/or (4.45)

§a(r) = KKK 8(0)/KD, - 8a(r) = K0 (r) /0
D’autre part, la condition aux limites (4.22) sur le frontiere de M implique que
Cl) = e (4.46)

On obtient finalement un systeme de 6 équations que sont (4.42 ), (4.43) et (4.44) contenant 6 inconnus

C’fl), C'Y), C’;r), C{H), CéH) et eg. Ces équations peuvent s’écrire sous la forme matricielle

Ag=0 4.47)
avec
—R{! F1(R1) F2(R1) 0 0 0
—or KPR 64(Ry) ®2(R1) 0 0 0
A — 0 S1(R1+9)  F2(Ra1+9) —(R1+0)*! —(Ri+46) ! 0
0 (R +6) Ga(Ri+6) —anK"(Ry+6)°"t apKY (R +68) 71"t 0
0 0 0 RO Ry 11 —Ry
I 0 0 0 —a KYDRg! an KD Ryt Kep

T
c=[cf" o o of? o) e .
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Pour que le systeme (4.47) ait une solution non-triviale, il faut que le déterminant de la matrice A soit

nul, a savoir

detA = Kcpdet B+ Rodet C =0 (4.48)
avec
[ ~R} F1(Ry) F2(Ry) 0 0 |
—as KPR 64 (Ry) ®2(R1) 0 0
B = 0 F1(R1+90) F2(R1+9) —(R1 + 6)*Ht —(R1 +9)" ! )
0 G1(R1+6) G2(Ri+0) —anK (R +6)17 an KM (R +68)7 0t
i 0 0 0 Ry Ry 1 |
(4.49)
—R7! F1(Ry) F2(R1) 0 0
—ar KRN 84(Ry) ®2(R1) 0 0
C= 0 F1(R1+6)  F2(Ri+0) —(Ry1 4 6)1 —(Ri+6)7""
0 G1(R1+68) G2(Ri+0) —anK (R +6)* an KM (R 4 8) ot
i 0 0 0 —arr k" Rg an KRyt
(4.50)
Il est immediat de (4.48) que
det C
K., = —R . 451
P 2 det B ( )

Il nous reste a déterminer le module K. ,. Pour la microstructure cylindrique en question, on peut montrer

que K., est la moyenne volumique des modules K 3) des phases et I’interphase du composite :

K, = <K§i)> (4.52)
avec i = I, I1 et r. Plus précisément,
R (R + 6)? e
1 (I 1+ m, 1
Ko, = R?Kg )+ (1 - R%) KU 4 7 / K rdr
Ry

un 4 O [(3R1 +8) KD + (3R 4 20) KU

: T 6R2

R (R1+0)°
2 2

(4.53)

4.3.3 Exemple numérique

Pour illustrer les résultats analytiques que 1’on vient d’obtenir, on considere un cylindre composite a

deux phases isotropes dont les conductivités thermiques sont :

KD — Ke(»H) =KD =y =1Wm 1K,

s z

KD = gD = KD =}y =10 Wm 'K,

s z

L’interface I entre ces deux phases est en dent de scie. On choisit I’épaisseur ¢ de la zone d’interface

rugueuse égale a R;/20 avec R; étant le rayon intérieur de I’inclusion. Dans cet exemple, on pose
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Ry = 1 etétudie la variation de la conductivité effective K* en fonction du rayon extérieur de la matrice.
Plus précisément, on s’intéresse a la variation de K* en fonction de la fraction volumique

_ R 1

"CRTE

La condition aux limites imposée sur le bord du cylindre composite est
T =x-e, = rcosb. (4.54)

En basant sur la formule (4.51), on peut tracer la courbe qui donne K* en fonction de f; (Fig. 4.4). Par

ailleurs, on analyse le cylindre composite par le code des éléments finis (ANSYS).

FIGURE 4.3: Analyse de I’interface rugueuse par ANSYS

Finalement, la conductivité effective K* numérique est déterminée par la formule suivante

Kinsys = —ax — qytgt (4.55)

ol gx et gy sont les projections du flux de chaleur sur la surface extérieure dans les directions OX et
oY.

En comparant les résultats analytiques avec les résultats numériques obtenues par ANSYS, on trouve
une bonne concordance entre eux. De plus, on voit que quand le rayon extérieur Ry de la matrice tend
vers Iinfini, ¢’est-a-dire que f; = 0, la conductivité thermique effective est égale a celle-ci de la matrice
K =Ky=1

D’autre part, afin d’étudier les champs du probléme, on prend f; = 0, 3. En résolvant le systeme des

équations (4.47), la température et le flux de chaleur dans le cylindre composite sont analytiquement
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FIGURE 4.4: Comparaison des résultats analytiques avec les résultats numériques obtenus par ANSY'S

déterminés par les formules (4.28) et (4.34) avec

D = 0.2541303091, C\") = —477.4192201, C{") = 428.6815854,
i = 1.35966628, CS'1) = —1.198887602,

K* =1.719332561.

Ainsi, on peut tracer les diagrammes de la température et de la composante gy du flux de chaleur analy-
tiquement déterminées. Encore une fois, on observe une excellente concordance avec les résultats numé-

riques obtenus par ANSYS.
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FIGURE 4.5: Variation de la température selon I’axe Ox
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FIGURE 4.6: Variation du flux thermique selon 1’axe Ox

4.4 Homogénéisation d’un composite avec I’interface périodiquement on-

dulée par une méthode approximative

On a montré dans la section 4.2 que la zone d’interface rugueuse peut étre remplagée par une interphase

équivalente qui est homogene suivant la direction circonférentielle mais hétérogéne dans la direction
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radiale. Ensuite, on a donné dans la section 4.3 la solution analytique exacte du probléme afin de déter-
miner analytiquement les conductivités effectives dans le cas particulier ol I’interface rugueuse est en
dent de scie. Dans le cas général, il est impossible de trouver une solution analytiquement explicite pour
le probléme d’une interphase hétérogene suivant la direction radiale. Par conséquent, on propose dans
cette section une méthode approximative pour homogénéiser un composite avec I’interface cylindrique
périodiquement ondulée qui n’est pas nécessairement en dent de scie.

Soit un cylindre composite €2 constitué¢ de deux phases liées par une interphase dont les conductivités
sont déterminées par (4.16). Les deux phases sont cylindriquement orthotropes et homogenes alors que
I’interphase est non cylindriquement anisotrope et radialement hétérogéne. Les tenseurs de conductivités

de ces matériaux sont précisés par

kY 0 o Ko 0
K= o & o |, K= o g™ o |,
0 o K 0 o KU
K" 0 o0
K7=1 o k" o [,
0 o0 KV

KO = (1= f) KD + f)RID, KD = (1= £6) KD + () KD

z

K =1/ [~ ) /B + £ /B

avec f(r) = y2 — y1 dans (4.15). En particulier, lorsque I’interface rugueuse est en dent de scie, on a

) = -
. (R1+90) sin(m/n)
_n arcsm[\/(R1+5)2+R§—2R1(R1+6)cos(W/”)]
— arcsin Ri(R1+496) sin(w/n)

rv/(R146)2+R2—2R1 (R1+6) cos(w/n)

Cette formule est exacte pour calculer f(r). Quand ¢ est suffisamment petit, la formule approximative
(4.19) peut étre utilisée a la place.

Ensuite, on divise I’interphase en n couches d’épaisseur uniforme ¢/n suffisamment petite. Chaque
couche est supposée homogene. Il est clair que la précision d’approximation augmente quand n aug-
mente.

Apres la division de I'interphase en n couches, le cylindre composite est constitué d’un noyau entouré
de n + 1 couches. Le tenseur de conductivité effective de ce cylindre composite a pour forme (4.37 ).

Pour calculer ses composantes, on utilise le concept de I’inclusion neutre présenté dans la chapitre 3.
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On considere un milieu infini homogene M dont la conductivité est K*. La température uniforme (4.22)
est imposée sur le bord infini de M. Comme M est homogene, son champ de température prend la méme

forme que (4.22). Donc, le flux de chaleur est uniforme dans M et déterminé par
qo = eoKcp (—cosbe, +sinfey) = —egKepex. (4.56)

Ensuite, dans M on creuse un trou de la méme taille que le cylindre multicouche {2 et y insére ce dernier.

/
-
To=eyrcosd / -
\ .
/
/
S /
- TA
Ve / ~N
/ AN
/ ! \
/ \
/ \
[ \
{ K',q0, T,
\ /
\ /
\ /
\ /
N e
N -

FIGURE 4.7: Illustration du concept d’Inclusion neutre

En demandant que I’introduction du cylindre composite ne perturbe pas le champ de température et le
flux de chaleur dans le domaine M, on a (4.22) et (4.56).
Les couches de () étant orthotropes, le champ de température et le champ de flux de chaleur dans la

couche ¢ sont donnés par (4.28), a savoir
TO(x) = (C{i)ro‘m + Céi)rfo‘(i)) cos 6,
(4) — 3@ () a®D-1  ~E) —a®-1Y () . .
q’(x) = -KY(Cy'r Cy'r o'’ cos Oe,
+K D (C@ra“"l + Cé“r—a‘”—l) sin feg. (4.57)
Les constantes dans ces expressions sont a déterminer par les équations de continuité de la température

et de la composante normale du flux de chaleur ainsi que les conditions aux limites (4.22) a I'infini du

milieu M.
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Pour structurer les calculs relatifs a la détermination de K*, les équations de continuité pour I’interface

1 sont réécrites sous la forme matricielle :

IO (r)v® = IO () (+D) (4.58)
avec
' c@ . o o
@ | 1 IO (r;) = ’ ' (4.59)
v . ) r’L . . i . i i . .
Céz) —Q(Z)KT(Z)T?( )—1 a(’)Kﬁ )Ti—a( )—1

Pour que la température au centre du cylindre soit finie, il est nécessaire que Cél) = 0. Donc,

On déduit de (4.58) que

vt = 3D ()7 30O () v = Ny () (4.60)

avec N() = J(i+1)(ri)71J(i) (r;). Ainsi, on obtient

vt = Qv (4.61)
avec
A Qll Q12
Qi1 = H N; =
=1 Q21 Q22

La continuité a travers I'interface I',, 5 se traduit par

R
J(n+2)(R2)V(n+2) _ J(n+3)(R2)v(n+3) _ €112 ' (4.62)

_GOKep

En substituant (4.59) et (4.61) dans (4.62), on obtient un systeéme de deux équations :

RS‘(”) REQ(H) Q11 Q12 Cfl) eolta
—al IR =1 QUD KD R =1 | Qy Qu 0 | | —eoks
La résolution de cette équation donne
eoRo

Cfl) — 9
R Q11 4+ Ro™ 1 Qo1
oI

. oD i, (1) (RQO‘(H)QM —Ry™® Q21> 463
Lo Ry Q11 4+ Ra™ 1 Q21 ' (4.65)

La conductivité effective K., est égale a la moyenne volumique des conductivités K §’) des phases du

cylindre composite :
1 n+2

K. = <K§z)> = = Z (r2 =12 ) KW @68

2 =1

avec rg = 0.
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Exemple numérique

A titre d’un exemple numérique, on choisit les données analogues a la partie 4.3.3. Comme 1’épaisseur
0 est petite, I’interphase équivalente de la zone d’interface rugueuse est divisée en 10 couches. Apres
avoir fait les calculs, on obtient la conductivité effective en fonction de la fraction volumique de la phase
1: fi = R?/R3. Dans figure 4.8, on trace les résultats obtenus par la méthode d’homogénéisation
rigoureuse et par la méthode d’homogénéisation approximative. On y présente également les résultats

délivrés par la méthode des éléments finis. On constate qu’il y a une trés bonne concordance entre les

résultats donnés par les trois méthodes.

K*
wm k")

FIGURE 4.8: Comparaison des résultats de la conductivité effective K* obtenus par les 3 méthodes.
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Chapitre 5

Interfaces élastiques planes ondulées

suivant deux directions

5.1 Formulation du probleme

On considére un matériau composite € formé de deux phases élastiques anisotropes. Le domaine supé-
rieure est constitué de la phase 1 alors que le domaine inférieur est composé de la phase 2. L’interface
I' entre ces deux phases est une surface plane rugueuse suivant les directions Oz et Ox2 et décrite par
I’équation x3 = h(x1, z2). On suppose que la rugosité est périodique et & la méme période € le long de

Ox1 et Oxa. Alors, il convient de réécrire 1’équation x3 = h(x1, x2) sous la forme

x3 = h(y1, y2) (5.1

avec (y1,y2) = (x1/€,x2/€). La valeur minimale de h(y1, y2) est désignée par H et sa valeur maximale
est égale a zéro. On divise €2 en trois zones. La zone d’interface rugueuse, symbolisée par Q") est définie
par

Q) = {x = (11, 22,23) € Q| — HY < a3 < 0}, (5-2)

Les deux autres zones homogenes, constituées de la phase 1 et de la phase 2, sont décrites par

Q) = {x = (21,22, 25) € QW | w3 < ~HO}, (5.3)

Q) = {x = (21, 22,23) € 0® | x5 > 0}. (5.4)
Dans le cas 3D, les composantes du vecteur de déplacement sont
u; = wi(xy, xe, x3,t), 1=1,2,3. (5.5)
La loi de comportement des phases supposées linéairement élastiques s’écrit

o = Ce, (5.6)
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FIGURE 5.1: Surface ondulée dans deux directions.

ou o et € sont respectivement les tenseurs de contraintes et de déformations locales. A I’aide de la notation

de Voigt, on peut la relation (5.6) sous la forme matricielle :

o11 Cn Ci2 Ciz Ciu Ci5 Cis €11
092 Cia Cyp Caz Coy (o5 Ca €92
033 Ciz Oy C33 (O34 C35 Cs6 €33
= , (5.7
023 Cuu Co C34 Cy Cys Cus 2e93
013 Cis5 Cyp C35 Cis Cs5 Cse 2e13
| 012 | | Ci6 Co6 C36 Cas Cse Ces | | 2c12 |

ole = % (Va+ Viu).

L’équation du mouvement du probléeme est donnée par
V.o(x,t) + f(x,t) = pi(x,t).
En substituant (5.7) dans cette équation, on obtient une équation qui peut s’écrie sous la forme suivante :
(A®Hu,,) +F =it (5.8)

olu = [u; wueg ug]T, F=1[fi fo fg]T avec f1, fo et f3 étant les composantes de la force volu-

mique, les indices h et k prennent les valeurs de 1 a 3, les matrices A sont définies par Al(.;.‘k) = Cinjk-
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Plus explicitement,

Cn Cis Cis Cise Ci2 Cua Cis Cuu Ci3
A = | O Co Css | AY =1 Cos Cos Cug |» A" = | Cs Cus Ci

Ci5 Cs¢ Css Cs6 Cos Cus Cs5 Cy5 Css

Cis Cess Cse Ces Cos Cus Cs6 Css Csg
AR = Cia Coy Cos , AP = Co Coo Coy , AP = Cos Cog Cag

Ciu Cs Cius Ci6 Cos Cuy Cis Cua Czy

Ci5 Cs6 Css Cs6 Oz Cius Cs5 Cs5 Css

ABD = 0y Gy Cus |2 AP = Cus Cos Cua |2 AP = Cus Cu Cu

Ciz Cs6 Css Cs36 Coz (34 C35 O34 Csg

En supposant que I'interface I' est parfaite, le vecteur de contraintes et celui de déplacements sont conti-

nus a travers I'. En particulier, la continuité du vecteur de contraintes implique que

tlr = [(A(H)u,l + Ay, + A(l?’)ll,:s) ni + (A(ﬂ)u,l + Ay, + A(23)11,3> n2

+ (A(31)u71 + A(32)u,2 + A(33)u73) ng} . =0, (5.9

ol [-|r signifie le saut d’une quantité a travers I" et n; sont les composantes du vecteur unitaire n normal

a I' donné par

-1

n= 1402, +h2,]  hays b, —1T = [1+ (B2, +12,) /€] hy Jeshys /e, —1]T

5.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Quand la valeur de € est faible, on peut appliquer la méthode d’homogénéisation asymptotique pour la
zone d’interface rugueuse. Dans ce cas, le champ de déplacment u(z1, z2,x3,t) peut s’écrire sous la

forme U(z1, 22, 3, Y1, Y2, €, t) qui admet le développement asymptotique

u€<$1,x2,$3,t) U(x17x27x37y17y2767t) (510)

— Ve (N<1>V + NV, + NV, 4+ N<13>V,3)

e (N(2)V TNV, N®V,  N®V o NGV,
+

N(212)V,12 + N(213)V713 i N(222)V,22 n N(223)V,23 i N(233)V733> +0(e%)

ot V. = V(z1,x2,x3,t) est indépendent de y, NV, NOD N2 NO3) N@) NECD NE2) N@)
N(QH), N(212)’ N(213), N(222) ot NI(223) gont des matrices 3x3 dont les composantes sont des fonctions

périodiques de y; et y2 , dépendentes de x3 mais indépendentes de 1, x2 et du temps ¢. Elles sont a
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FIGURE 5.2: L’intersection entre la zone d’interface rugueuse Q") et le plan S(z3 = const) est un

domaine périodique dans le plan Ox1x3.

déterminer par I’utilisation de I’équation du mouvement et des équations de continuité.

Les dérivées du vecteur de déplacements par rapport aux variables d’espace x; s’expriment par

-1

uul = U71 + € U’yl’
-1

upy =Up+e Uy,

Par conséquent,

u;=U;=¢ (N(I)V,l + N(ll)V,n + N(12)V,21 + N<13)V,31>

+é (N(Z)V,l +NCDV ;) + NIV o NIV 5 + NEDV 1) + NV )
+N(213)V,131 + N(222)V7221 + N(ZQB)V7231 + N(233)V,331> + NSI)V + N’(;})VJ
NIV, + NUIV 5 + e (ijfv + NGV, + NIV, + NIV 3+ N2V

NGV 15 + NIV 15+ NGV g + NEBIV o5 + Nf§?3)V,33) ; (5.12)

ug = V72 + € (N(I)VQ + N(H)VJQ + N(IQ)VQQ + N(13)V732)

+€ (N(2)V,2 + NIV 15 + NIV oy + NBIV 55 + NEDV 115 + NCV

_|_N(213)\/"132 + N(222)V7222 + N(QZS)V7232 + N(233)V,332) + N,(?}Q)V + NS;)VJ
Y2 )

+NUDV, + NUIV 5 4 € (N<2>V +NCOV | + NIV, + NIV 5+ NEDV

NIV 15 + NEIV 15+ NV oy + NEIV 5+ NIV g3 ) (5.13)
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FIGURE 5.3: L’intersection entre la zone d’interface rugueuse Q") et le plan S(x3 = const) peut

s’exprimer dans le plan Oy ys.

us=Us=Vste ([N“)V} + [NUUVJ} + [N“?)V,g] + [N<13>V,3} 3)

.3 3 3 ,
+62<[N(2)V} +[N<21>V,1} +[N(22)V72] +[N<23>V,3} +[N<2“>VH}

3 3 ? ’ i
+ {N(212)V712} ; + {N(213)V713} = {N(222)V722} Lt {N(223)V723} T {N(233)V33} 3> .

)

(5.14)

En substituant les expressions de (5.12) a (5.14) dans I’équation du mouvement (5.8) et les équations de
continuité (5.9) et en demandant que le coefficient associé & e ! soit égal i zéro, on obtient

— Equation d’équilibre :

([aoon s aongl] o [aeing s amngl] v
'Y2

Y1 (5.15)
+ { [A(HN(;lk) + A(12)N(?}2k)} + [A(Ql)N(;lk) + A(22)N7(;2k)} }V r=0
Y1 sY2
— Equation de continuité :
[(ACING + AOONG) 1y, + (AN APNG) 1] v
+ [(AUNGY + AGINGD + A9 g, (5.16)
+ (ACUNGY + ACINGD £ ACY ) | V=0

ou k = 1 a3, Iestlamatrice d’identité 3x3.
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Les deux équations (5.15) et (5.16) définissent les composantes de N et N(1F) par

[A(n) N 1 AN )} n [A@l)Ngyll) +A®ING) =0, yeS yéL
Y1

2
Y Y2

(5.17)

11 1k 12 1k 1k
[A< INGR 1 AUINCR) | Al )]’yl

+ [APINGD 1 ACINGE £ ACP] —0, yes, y¢L,

»Y2

(5.18)

[(A@UNg}f + A<12>N§;2>) hy, + (A<21>N< ) 1 A<22>N<y2>) h,y2h —0, yeCfL,
(5.19)

[(A(“)Ng}f) + AN A(”f)) hoy,

+ (A@UNE;P + ACINGR) o A(2k)> hm} =0, yer (5.20)

ol S =S,, UQ et L =SUT avec S,, la surface z3 € (—Hy, 0). Ainsi, on peut montrer que
N =N = 0. (5.21)

D’une maniére analogue, en posant le coefficient associé a ¥ dans 1’équation de continuité égal a zéro,

on arrive a
[(Am)ijf +A0ING) 4 A(13)N§;g> hy,
+ (A<21>N§§3 + ACING) 4 A<23>N§;g) h,w} v
H AMINE) L AGINCR ¢ ACOND 4 A(13>N5;§>} hoy,
+ {A@l)ijf) + APINGE ¢ ACIND 4 A(23>N§;§>} h

31 1k 32 1k 3k
ABUNCR _ AGINIE _ Al )]Fv’k

7y2

+ [{ AMDNED) L ACINGD 4 A0NCY) 4 A<1j>N(1z‘>} hy,
i { ACHNED) 1 ACINGD 4 ACINCY) 4 A(zj)N<u>} h,yQLV,ij
I [{A(H)Ngfk) +A(12)N§52/ck) +A(1k)N(1k)}h7y1

+ {A(Ql)ijfk) + ACINEHR) o A(%)N(lk)} h,yz] V=0 (5.22)
avec k =1a3, (i,5) = (1,2), (1,3) ou (2, 3). Pour satisfaire 1’équation (5.22), on choisit les fonctions

N(Q), N(Qk), N (k) et N(29) vérifiant les conditions suivantes :

[( AN 4 AN 4 A(ls)Ng)) hey,

+ (A<21>N§y21> + ACING) 4 A(23)N(xg) hm} =0, (5.23)
[{ NEH 4 AGINE L AN 4 A<13>Ng;§>} hoy,
k k k k
n { A(zl (@) | ACDNGR) 4 ACHN®D 4 A<23)N§;3>} By,
k k
— AGON ,(yl) ABGIN ( ) AB )]r =0, (5.24)
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H AN 4 ACINW) 1 AUNED) 4 A(U)N(ll)} h,

+ {A<21>N

»Y1

(2i5) L A ONLI) 4 A(22)N(2” + ACIN }h,yz] =0, (5.25)

HA(“)N%’“’“) +A(12)N’(§2kk) +A(1k)N(1k)}h7y1

N { ARONCH) | ARINGH) | A(zk)Nuk)} hmh —0. (5.26)

De plus, en mettant le coefficient associé a €” dans 1’équation de mouvement égal i zéro, on a
1)y (2 12)ng(2 13)7\g(1
{[a00NG) + A0NG AN

21 2 22 2 23 1
+[A( NG £ ACING) 1 Al )fog} yQ}V

»L3

i {{ AIINE) L AGINCR ¢ ACOND 4 A(l?’)N(l’“)}
1

)

n [A<21>N§§f> + ABINGH | ABONOD) 4 A<23>Ng;§>]

Y2

+ [AGINGD 4 AGINGD 1 AGH) xg}vv’“

+ {[AUl)Ngfﬂ + AUONM) 4 AOINEE) A(lj)N(lz‘)}
7y1

+ [A@l)Ngfj) + ACOND) 4 ACINGI) 4 A<2j>N<u>} y

i) ng (17 i2)wy (17 ij 1) (16 ji i2) Ny (14
+A( )nyf) + Al )nyg) + A 4 AU )N,(yl) + AUD L AU )nyz)}v’ij

n {[A(ll)Nglkk)_|_A(12)N7(52kk:)+A(1k)N(1k)}
7y1

1 [A(Ql)Nglkk) +A(22)N§§§k) +A(2k)N(1k)}
Y2

+ACUNGD 4 AFINGD + ALY 4 F = gV 0. (5.27)

En intégrant 1’équation (5.27) sur la surface S de la cellule de base, en appliquant le théoreme de diver-

gence et en tenant compte des équations (5.23) a (5.26), on obtient

hl 1k h2 1k hk
<A< INGR 4 AN A >>8v,hk

dl
-1 (31)ng(1k) (32)ng (1K) (3k)
+ {S ![A NGO+ APINGH + AGH] Vh(y)}v,k

+ < [A(Sl)nyllk) + A(32)Nf;2’“) + A(3k)] > Vi + (F)g = <p>$\"f (5.28)
»L3

S
ok =123, [Vh(y)| = /13, + 13, et
(o) = S‘l/(')dS = S‘l//(°)dy1dy2-
S
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D’autre part, en appliquant le lemme A.1 de Kristensson (2005) et en considérant la périodicité des

tenseurs N(lk), on en déduit la relation

31 1k 32 1k 3k _ 31 1k 32 1k 3k
<[A< INUB ¢ AGINUD | A« >]7x3> = {(ABIND + AGINGD 4 A >>S}

S A3
dl
—S_l A(31)N(1k) A(32)N(1k) A(3k’) -
[ [ACONGE - aSINGD 1 A ol
L
Ensuite, notant que les tenseurs élastiques effectifs sont définis par :
A (R R1)ng(1k h2)ny(1k hk
AUR) <A< INCR) 1 ABNE) A >>S, (5.29)
I’équation (5.28) devient
(AMIV,) + (F)g = (p)s V. (5.30)

)

Les résultats de cette section montrent que la zone d’interface rugueuse Q") peut étre remplacée par une
interphase équivalente dont les propriétés élastiques sont déterminées par (5.29). Cette interphase ainsi

définie est homogene dans le plan z; — x2 mais hétérogeéne suivant la direction d’épaisseur 3.

5.3 Interface ondulées entre deux phases élastiques isotropes

Maintenant, on considere le cas particulier important ou I' est une interface périodiquement ondulée entre
deux phases élastiques isotropes caractérisées par les constantes de Lamé A\(®) et u() avec i = 1 ou 2. De
plus, on suppose que S = S, U Q") est un cercle de rayon r;. Quand 1I’interface rugueuse se présentent

sous forme de cones circulaires (voir la figure 5.4), r; est déterminé en fonction de z3 épar

Rc (HO + 51/‘3)
Hy

Ty =

avec Hj étant I’épaisseur de la zone d’interface rugueuse, R, le rayon du fond d’un cone. Si I’interface

rugueuse correspond a une duplication périodique d’une surface sphérique, on a

r; =/ R? — 23

avec R, étant le rayon de la sphere. Afin de déterminer les propriétés élastiques de 1’interphase équiva-
lente a la zone d’interface rugueuse, il faut d’abord chercher les composantes des tenseurs N0 N(12)
et N(13) 3 Paide des équations (5.17) a (5.20). Mais, comme ces composantes ne peuvent en général
pas étre déterminées de fagcon analytique, on fait appel & des schémas micromécaniques pour effectuer
I’homogénéisation dans le plan x1 — 5.

On considere une cellule de base (5.3) dans le plan Oy;ys et on considere qu’elle est en déformations
planes. D’apres la technique d’homogénéisation des milieux périodiques (voir, par exemple, Pinho-da-

Cruz (2009)), on peut reécrire ( 5.10) sous la forme

u(y,z3,t) = V(y,z3,t) + VO (y, 23, 1) (5.31)
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FIGURE 5.4: Interface rugueuse en dent a la forme des cones.

avec
‘/i(yaw37t) = ﬂi(}’,.ﬂg,t), ‘/i(l)(yax?nt) = ngk(va?))‘/],k (532)
En comparant (5.18), (5.20) avec (5.31), on en déduit que

1k
NG = i (5.33)
Si la condition homogene en déformations u = Ey est imposée sur le frontiere €2, on a

u; = Eijy; + Xajk(y, 23) Ej. (5.34)

De plus, le champ de déplacements u de I’inclusion dans la cellule de base peut €tre approximativement
calculé par le schéma auto-cohérent généralisé (5.5), tout en demandant que les fractions volumiques de
la matrice et des inclusions soient identiques dans les deux cas. Le probléme de déterminer les fonctions

Xijk (Y, x3) peut se composer en plusieurs problémes auxiliaires suivantes.

5.3.1 Probléme 1

Le tenseur de déformations macroscopique E prend la forme

E=
01

Dans ce cas, le champ de déplacements dans I’inclusion est donné par

u =&r, ug=10 (5.35)
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FIGURE 5.5: Modele GSCM déterminant le champ de solution dans I’inclusion

avec
2p2 + Ao 7

R = (5.36)
—70 (AL 4 p1 — p2 — Xo) RZ 4 (A1 + i1 + pi2) €

£E=

5.3.2 Probléme 2

Le tenseur de déformations macroscopique E a la forme

1 0
0 -1

E:

Alors, le champ de déplacements dans I’inclusion s’exprime par

_ Ai 3
Up = (—M&r — £2r> cos 20, (5.37)
Uy = (517"3 + 527“) sin 26, (5.38)

avec

_ARITpg (2 p2 + N2) (2 + A2) (p2 — pa) (201 4 3 ) (7 RY — 1)
N ang + aﬁR? + a4R§1 + agR? + ag

B 2119 (2 Mo + )\2) (b(;R? + b4R§1 + bo)

2= CLgR? + a(;R? + CMR;’L + agR? + ag ’

&1

)

(5.39)
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5.3.3 Probleme 3

Le tenseur de déformations macroscopique E correspond a un cisaillement :

0 1
10
Le champ de déplacements dans I’inclusion est fourni par
)\i 3 .
= —" 26 5.40
U <2 e w) 5in 20, (5.40)
ug = (&3r° + &) cos 26, (5.41)

ol
Amp (2p2 4 A2) (21 + 3 1) (doRZ + do)
P T RS+ agRS + asRY + ayR2 + ag
B 6 o (2 Mo + )\2) (04]1721 + CQRZ2 + Co)
S = ang + a(;R? + a4R§ + QQR? + agp '

(5.42)

Les coefficients dans les formules ci-dessus sont définis par :

3pape® + Mpo® — 3 pape — 3 papri A

ag =t (—p1 + p2) (3 pa + Ao) ,
FpaAi A2 + 3 papi e — 17 e — 1A A2

(=M1 =3 1) pa* — 2 X0 (A1 + 3 1) po®
ag = —4m’ | + (1122 4+ 3 11 + 3 M2 — 31 do? — Ao? A1) po?
112Xy (Mo 4 31 + 3 A1) 2 + 12 X% (1 + M)
ay = =67 (s + Ao)® (o — p1) (p1? + 3 papin + Apr + Mipio)
az =47 (32 + 3 Xopa + Ao?) (u2 — p) (1 + 3 pipe + Mg + Ap2)
ao = (32 + A2) (n2® + Mopz + 3 pap + paAa) (ua® + 3 pape + A + Apiz)
by — 277 =3 prpo® 4+ 31t pe + 2 1A A + 2 1 ?Ag — 2 A po?
=3 pip2A2 — 2 o1 A2 + 3 i pia A
by =31 (2 + A2) (n2 — 1) (1 + A1)
bo = — (32 + X2) (2 + 3popn + puda + pn?)
cs =7 (3 g+ o) (2 — p1) (1 + M) o = 2 o (A1 + g1 — p2 — Aa)
co = (p2 + A2) (H2A1 + 3 popn + At +p?) jda = Bz + Ao) (—p2 + 1)
do = =3 papi1 — puida — pads — po’
En introduisant les solutions pour les problemes auxiliaires précédents dans la formule (5.34), on peut
estimer les composantes x;;x dans I'inclusion d’une cellule de base. Pour trouver les moyennes des com-
posantes du gradient du tenseur y dans la matrice, on prend la valeur moyenne du tenseur de déformations
telle que € = E et on obtient

OXijk /O OXijik B
< oy )P > _< oy 7 imctusion |\ O . 23)E; =0 65

S matrice
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avec ¢t = 1 ou 2.
Ensuite, en substituant le tenseur x dans (5.33), on détermine les composantes des tenseurs N(*¥). A

I’aide de I’équation (5.29), les composantes non nulles du tenseur de rigidité effectif sont fournis par

o = ) =7 M+ 21— A2 — 2u2) R 42 (i — p2) xun

A2 + 22 + 7RI (A — A2) (€ — 1), (5.44)
O3 = 7 (M +2pu1 — Ao —2p2) RZ 4+ X + 2 g, (5.45)
Ol = O =7 (= Xa) RE+ s, (5.46)
ClH = 7 (M= A)R2+2(m — i) iz + A+ 7R — X)(E— 1), (5.47)
Cl = O =m (o) R? + pa, (5.48)
Cl = (1 — p2) B? + (1 + j12) Xoo + oo, (5.49)

avec

%Wfl ()\14‘#1) 4

1
— 1__ (92— 2
X11 1 2n 3 2( E+ &) TRy,
3m& (M +p) py 1 2
- 2Tt i) pe 2 R
X12 1 20 130 z+2(f+§2)7 i
3 A
veo = ST MFm)p e gy g2

2 2M+3m

Exemple numérique

Comme un exemple d’application numérique, on s’intéresse a un composite constitué de deux phases
élastiques isotropes dont I’interface est rugueuse et décrite dans la section précédente. Les modules
d’Young et les coefficients de Poisson des deux phases en question ont les valeurs suivantes :

— Phase 1: E; = 13GPa,v; = 0.3;

— Phase 2: s = 1GPa,v; = 0.25.

Le probleme a résoudre est une plaque formée du composite venant d’étre décrit, encastrée sur un coté
et soumise a un chargement uniformément réparti (voir la figure 5.6) On modélise la plaque en question
de deux fagons. D’abord (ou dans le modele 1), la plaque est modélisée comme étant composée de trois
couches : les propriétés des couches supérieure et inférieure sont celles des deux phases et les celles de
la couche intermédiaire sont déterminées par les formules (5.44) a ( 5.49). Ensuite (ou dans le modele
2), la plaque est modélisée comme étant constituée de deux phases séparée par une interface ondulée.
Ces deux modeles sont finalement utilisés dans les calculs par le logiciel Comsole pour déterminer les
déplacements le long de la ligne médiane sur la surface inférieure de la plaque et perpendiculaire au coté
encastré.

Les épaisseurs H; et Hy des couches supérieure et inférieure sont H; = Hy = 0,5m et 1’épaisseur
de la zone d’interface rugueuse Hy = 0.1m, 0.5m ou 1m. La longueur de périodicité € est donnée par

€ = 0,2m. Le rayon maximal de cone est . = 0,07m. La longueur L; et la largeur Lo de la plaque
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FIGURE 5.6: Une plaque encastrée est constituée de deux phases dont I’interface est rugueuse.

FIGURE 5.7: Plaque constituée de deux phases élastiques isotropes.
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€=0,2m

€=0,2m

FIGURE 5.8: Fond d’un céne.

sont L1 = Lo = 6m. On applique une pression uniforme de 1 £N/m? sur la surface supérieure de la
plaque.

Les résultats obtenus par Comsole pour les deux modeles sont comparés et présentés dans la figure 5.6.
On y observe une bonne concordance. Ceci constitue une validation pour 1’approche consistant a rem-
placer la zone d’interface rugueuse par une interphase équivalente dont les propriétés sont déterminées

par les formules (5.44) a (5.49).

-1.5
N
@
= -2
o
=
] e T
3
g ——Model 1 avec Ho =0.1m
g‘ B | m Model 2 avec H =0.1m
----- Model 1 avec H,=05m
B S & Model 2 avec H =05m
------- Model 1 avec H,=1lm
A A Model2 avecH =1 m
B
o 1 2 3 4 5 6

FIGURE 5.9: Déplacements le long de la ligne médiane sur la surface inférieure de la plaque et perpen-

diculaire au c6té encastré.
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5.4 Homogénéisation d’une plaque tri-phasique suivante la direction d’épais-

seur

Maintenant on étudie un domaine 2 composé de trois couches perpendiculaires a 1’axe Ox3. La couche
supérieure d’épaisseur H; est constitué du matériau 1 alors que la couche inférieure d’épaisseur Hy est
composé du matériau 2. La couche intermédiaire d’épaisseur Hy est formé du matériau équivalent de
la zone d’interface rugueuse dont ses propriétés élastiques effectives sont déternimées par les formules
(5.44) a (5.49). L’ épaisseur totale de la plaque composite tri-couche est H = Hy + Hy + Hs .

Etant correspondant a composants du tenseur de contrainte, on décompose le tenseur de rigidité élastique

de chaque couche en composants ci-dessous :

Dy V2D, VICE), | Dy By VI,
BU, = | vacd), oo, 208, |. BY = | vicH, vecd, ol |
v, o), 209, | V3, vach), acll,
oDy VICH),
B, = | oy vacl, |- BY,=[BG]
| vacl), vacd), o),

Les composantes du tenseur de rigidité élastique effective de la plaque étudiée sont trouvées selon les

formules suivantes (Milton, 2002) :

By = <[B(33)]_1>;17
By = <[B<33>]_1>;1<[B<33>] 13(32>>Q=
Biy = (Bes —Bay[Bus) B,
+ (B [Ban) ™), (Ban) ™), (Ben) "B (5.50)

avec

L[ (1) °w )
<.>Q = T / o\ drs + / o\ drs + / o\ dxg
—(Ho+H1) —Hy 0

Exemple numérique

A titre exemple, on détermine les propriétés élastiques effectives de la plaque étant décrite dans I’exemple
de la section 5.3. Elles sont analytiquement obtenue par (5.50).

Premierement, on étudie I’influence de 1’interface rugueuse sur les propriétés élastiques effectives quand
la hauteur de la zone d’interface rugueuse Hy se varie de 0 a 1 m et la période de la rugosité de I’interface
est fixée a 0.2 m. Les diagrammes des propriétés effectives normalisées C7;,,/E2 et Cs333/ E2 obtenue
par (5.50) sont tracés en fonction de Hy dans la figure 5.10. Ensuite, on les compare avec les valeurs
numériques calculées par FEM (Comsol). On trouve que ces deux valeurs sont trés proches I'un de

I’autre. En premiere étude, on s’intéresse a I’effet de la période de la rugosité sur les propriétés élastiques
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SI& — cl* 11 (Anal.Sol.)
E, ® |, (FEM)
— = Cy333(4nal.Sol.)
& Cypyy(FEM)
X ginh St At St SR 2 mk S s

FIGURE 5.10: Propriétés effectives normalisées C};,,/E2 et C3q55/E2 en fonction de I’épaisseur H

de la zone d’interface trés rugueuse.

effectives quand la hauteur de la zone d’interface rugueuse est constante. La figure 5.11 illustre le rapport
entre la valeur de C};;; obtenue par (5.50) et celle calculée par FEM (Comsol) en fonction de 1/¢ avec

Hy = 0,5m.

1.12

1.084

*

1111 (FEM)
Anal. Sol.)

C

*
Cllll(

1.06

1.04

FIGURE 5.11: Module effectif normalisé de C7,,; en fonction de 1/e avec I’épaisseur Hy de la zone

d’interface tres rugueuse Hy = 0.5 m.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail de theése, nous avons étudié les interfaces périodiquement ondulées d’abord suivant
une seule direction et ensuite suivant deux directions. Les phénomenes en jeu sont la conduction ther-
mique et I’élasticité linéaire. L’ objectif principal de ce travail était de déterminer les propriétés conduc-
trices et élastiques effectives des composites dont les interfaces entre les phases oscillent rapidement et
périodiquement. Pour atteindre cet objectif, nous avons élaboré une nouvelle approche qui consiste a
appliquer I’analyse asymptotique pour modéliser une zone d’interface rugueuse comme une interphase
équivalente hétérogéne uniquement suivant son épaisseur et a faire appel a des méthodes microméca-
niques pour quantifier les effets de cette interphase sur les propriétés effectives.

En conduction thermique comme en élasticité, I’interphase équivalente obtenue pour remplacer une
zone d’interface ondulée est hétérogene dans une seule direction, a savoir qu’elle est hétérogene suivant
son épaisseur mais homogene le long de chaque plan ou surface transverse. Par 1’analyse asymptotique
mathématique, nous avons montré que la détermination des propriétés de I’interphase équivalente revient
a résoudre un probléme d’homogénéisation 2D paramétré pour une cellule de base. Quand les interfaces
ondulées suivant une seule direction (rectiligne ou circulaire) sont concernées, nous avons mis en évi-
dence le remarquable fait que la solution du probléme d’homogénéisation 2D paramétré pour une cellule
de base n’est rien d’autre que celle du probleme d’homogénéisation d’un composite multicouche. Cette
derniere peut s’écrire sous une forme trés compacte grace a 1’utilisation de certains opérateurs d’interface
appropriés.

Nous avons considéré trois types de composites dans lesquels les interfaces sont périodiquement
ondulées : composites stratifiés, fibreux et a inclusions. Dans le cas des composites stratifiés avec les
interfaces ondulées suivant une seule direction, leurs propriétés effectives peuvent étre analytiquement
et exactement calculées. Dans les autres cas, des schémas micromécaniques ont été utilisés pour estimer
les propriétés effectives. Pour tenir compte des effets d’une interphase équivalente qui est hétérogéne
suivant son épaisseur, nous avons proposé trois méthodes. La premiere méthode consiste a résoudre
analytiquement le probléme correspondant. Cette méthode n’est applicable que dans des cas tres simples
et tres limités. La deuxieéme méthode est d’effectuer une homogénéiser I’interphase suivant son épaisseur.
La troisiéme méthode est de discrétiser I’interphase en un certain nombre de couches individuellement

homogenes. Les résultats obtenus par 1’approche élaborée dans ce travail sur les propriétés effectives des
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composites en question ont été€ comparés avec ceux délivrés par la méthode des éléments finis. Dans tous

les cas examinés, nous avons constaté une trés bonne concordance.

La méthode proposée par ce travail pour homogénéiser les interfaces ondulées dans les composites
et les résultats obtenus par ce travail sur les propriétés effectives des composites concernés contribuent
au développement de la micromécanique des matériaux hétérogenes et peuvent étre utilisés pour ré-
soudre certains problémes d’intérét pratique. En méme temps, ce travail ouvre de nombreuses nouvelles
perspectives. Parmi celles-ci, nous listons en particulier les suivantes :

— Quand une interface ondulée suivant deux directions intervient, nous avons traité le cas le plus simple
ou les ondulations se font autour d’un plan et ont la méme période suivant les deux directions. La
méthode élaborée dans ce travail peut s’étendre sans grandes difficultés au cas importants ol une
interface oscille suivant deux directions avec deux différentes périodes autour d’un plan ou ondule
dans deux directions avec la méme période autour d’une surface sphérique.

— La surface autour de laquelle une interface ondule a été supposé plane ou cylindrique circulaire dans
ce travail. Notre approche peut s’étendre au cas général ou la surface autour de laquelle une interface
oscille est une surface lisse quelconque.

— Les phénomenes physiques et mécaniques étudiés dans ce travail sont la conduction thermique et
I’élasticité linéaire. Par analogie mathématique, les résultats dérivés pour la conduction thermique
s’appliquent également aux autres phénomenes de transport linéaires tels que la conduction électrique
et la diffusion. Notre approche peut se généraliser aux phénomenes couplés linéaires tels que la piézo-

électricité. La clé de cette généralisation réside dans 1’introduction de certains opérateurs appropriés.

L’approche et les résultats présentés dans ce travail portent sur les interfaces ondulées. Nous pouvons
les étendre aux surfaces.

— A I’échelle micrométrique ou nanométrique, les surfaces et les interfaces sont souvent rugueuses et
présentent une énergie non négligeable. Nous pouvons envisager de la prendre en considération en

généralisant notre approche.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés par les interfaces périodiquement ondulées. Comment
traiter le probleme d’homogénéisation des interfaces aléatoirement ondulé est un sujet largement ou-

vert.

Un autre probleme largement ouvert concerne 1’homogénéisation d’une interface ondulée entre deux
matériaux non linéaires.
En mécanique et physique des surfaces et des interfaces, de nombreux problémes restent a résoudre et de

formidables défis sont a relever.
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Résumé

Les surfaces et interfaces rugueuses sont rencontrées dans de nombreuses situations en mécanique et
physique des solides. En particulier, une surface ou interface considérée comme lisse a une échelle don-
née se révele souvent rugueuse a une autre échelle plus petite. Ce travail étudie les interfaces planes et
courbées dont la rugosité peut étre raisonnablement décrite comme des ondulations périodiques. Il a pour
objectif de modéliser ces interfaces dans des composites et de déterminer leurs effets sur les propriétés
effectives élastiques et conductrices des composites concernés. L’approche élaborée pour atteindre cet
objectif consiste d’abord a utiliser 1’analyse asymptotique pour modéliser une zone d’interface rugueuse
comme une interphase hétérogéne uniquement suivant son épaisseur et ensuite a faire appel a des sché-
mas micromécaniques pour quantifier les influences de cette interphase sur les propriétés effectives.
Ce travail considere trois types de composites dans lesquels des interfaces périodiquement ondulées
sont présentes : composites stratifiés, fibreux et a inclusions. Les résultats obtenus pour ces composites
contribuent au développement de la micromécanique et apportent des solutions a des problemes d’intérét
pratique rencontrés en physique et mécanique des matériaux hétérogenes.

Mots-clés : homogénéisation, micromécanique, interfaces rugueuses, propriétés effectives, analyse asymp-

totique, matériaux composites.

Abstract

Rough surfaces and interfaces are encountered in many situations in mechanics and physics of solids.
In particular, a surface or interface considered smooth at a given scale turns out often to be rough at
another smaller scale. This work studies the flat and curved interfaces whose roughness can be reasonably
described as periodic undulations. It aims to model these interfaces in composites and to determine their
effects on the effective elastic and conductive properties of the composites in question. The approach
elaborated to achieve this objective consists first in using asymptotic analysis to model a zone of rough
interface as an interphase being heterogeneous only along its thickness direction and then in resorting to
some micromechanical schemes to quantify the influences of the interphase on the effective properties.
This work considers three types of composites in which periodically corrugated interfaces are present :
laminated, fibrous and particulate composites. The results obtained for these composites contribute to the
development of micromechanics and provide solutions to problems of practical interest encountered in
physics and mechanics of heterogeneous materials.

Keywords : homogenization, micromechanics, rough interfaces, effective properties, asymptotic analysis,

composite materials.



