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Résumé

Les surfaces et interfaces rugueuses sont rencontrées dans de nombreuses situations en mécanique et

physique des solides. En particulier, une surface ou interface considérée comme lisse à une échelle don-

née se révèle souvent rugueuse à une autre échelle plus petite. Ce travail étudie les interfaces planes et

courbées dont la rugosité peut être raisonnablement décrite comme des ondulations périodiques. Il a pour

objectif de modéliser ces interfaces dans des composites et de déterminer leurs effets sur les propriétés

effectives élastiques et conductrices des composites concernés. L’approche élaborée pour atteindre cet

objectif consiste d’abord à utiliser l’analyse asymptotique pour modéliser une zone d’interface rugueuse

comme une interphase hétérogène uniquement suivant son épaisseur et ensuite à faire appel à des sché-

mas micromécaniques pour quantifier les influences de cette interphase sur les propriétés effectives.

Ce travail considère trois types de composites dans lesquels des interfaces périodiquement ondulées

sont présentes : composites stratifiés, fibreux et à inclusions. Les résultats obtenus pour ces composites

contribuent au développement de la micromécanique et apportent des solutions à des problèmes d’intérêt

pratique rencontrés en physique et mécanique des matériaux hétérogènes.

Mots-clés : homogénéisation, micromécanique, interfaces rugueuses, propriétés effectives, analyse asymp-

totique, matériaux composites.

Abstract

Rough surfaces and interfaces are encountered in many situations in mechanics and physics of solids.

In particular, a surface or interface considered smooth at a given scale turns out often to be rough at

another smaller scale. This work studies the flat and curved interfaces whose roughness can be reasonably

described as periodic undulations. It aims to model these interfaces in composites and to determine their

effects on the effective elastic and conductive properties of the composites in question. The approach

elaborated to achieve this objective consists first in using asymptotic analysis to model a zone of rough

interface as an interphase being heterogeneous only along its thickness direction and then in resorting to

some micromechanical schemes to quantify the influences of the interphase on the effective properties.

This work considers three types of composites in which periodically corrugated interfaces are present :

laminated, fibrous and particulate composites. The results obtained for these composites contribute to the

development of micromechanics and provide solutions to problems of practical interest encountered in

physics and mechanics of heterogeneous materials.

Keywords : homogenization, micromechanics, rough interfaces, effective properties, asymptotic analysis,

composite materials.
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Introduction

Les surfaces et interfaces rugueuses sont omniprésentes dans la nature. D’une façon générale, même

si une surface ou interface est nominalement lisse à une échelle donnée, elle se révèle souvent rugueuse

à une autre échelle plus petite. La prise en compte de la rugosité surfacique ou interfaciale est nécessaire

dans une multitude de situations en mécanique et en physique. Par exemple, ceci est le cas, quand on

étudie la propagation des ondes à travers une frontière rugueuse (Zaki and Neureuther, 1971 ; Waterman,

1975 ; Belyaev et al., 1992 ; Abboud and Ammari, 1996 ; Bao and Bonnetier, 2001) ou une interface

ondulée (Talbot et al., 1990 ; Singh and Tomar, 2007, 2008), quand on traite une plaque avec des renforts

densément espacés (Cheng and Olhoff, 1981), quand on est concerné par les vibrations d’une structure

mince dont la surface présente des oscillations géométriques (Belyaev et al., 1998) ou lorsqu’on s’inté-

resse à l’écoulement d’un fluide sur une paroi rugueuse (Achdou et al., 1998).

Les problèmes dans lesquels interviennent des surfaces ou interfaces rugueuse sont classiquement

analysés par l’utilisation de certaines techniques de perturbation. Cette approche n’est valable que si

l’amplitude de la rugosité est beaucoup plus petite par rapport à sa période. Par contre, quand l’ampli-

tude de la rugosité est beaucoup plus large en comparaison avec sa période, une autre approche devient

indispensable. Dans ce dernier cas, la méthode d’homogénéisation initiée d’abord par Kohler et al. (1981)

et développée ensuite par un bon nombre de chercheurs (Kohn et Vogelius, 1984 ; Nevard et Keller, 1997 ;

Chechkin et al., 1999 ; Fyrillas et Pozrikidis, 2001 ; Amirat et al., 2004, 2007, 2008 ; Kristensson, 2005 ;

Blanchard et al., 2007 ; Madureira et Valentin, 2007 ; Melnik et al., 2009 ; Vinh et Tung, 2010, 2010a) a

fait preuve d’efficacité. Basée sur l’analyse asymptotique mathématique (voir, par exemple, Bensoussan

et al., 1978 ; Sanchez-Palencia, 1980 ; Bakhvalov et Panasenko, 1989 ; Persson et al., 1993 ; Zhikov et

al., 1994 ; Pecullan et al., 1999 ; Pinho-da-Cruz et al., 2009), cette méthode d’homogénéisation suppose

que les surfaces ou interfaces oscillent rapidement et périodiquement.

Ce travail de thèse étudie les interfaces planes et courbées avec des ondulations rapides et pério-

diques. Il a pour double objectif de modéliser ces interfaces dans des composites et de déterminer leurs

effets sur les propriétés effectives élastiques et conductrices des composites concernés. L’approche éla-

borée pour atteindre cet double objectif consiste d’abord à utiliser l’analyse asymptotique pour modéliser

une zone d’interface rugueuse comme une interphase hétérogène uniquement suivant son épaisseur et en-

suite à faire appel à des schémas micromécaniques pour quantifier les influences de cette interphase sur
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les propriétés effectives. Ce travail considère trois types de composites, à savoir les composites stratifiés,

fibreux et à inclusions, dans lesquels des interfaces périodiquement et fortement ondulées sont présentes.

Une originalité de ce travail réside dans la combinaison de l’analyse asymptotique mathématique

avec certains schémas micromécanique pour aboutir à une approche nouvelle et complète qui permet de

traiter un grand nombre de problèmes d’homogénéisation qui restent jusqu’à présent sans solutions. Une

autre originalité de ce travail par rapport aux travaux existants est que les phases entre lesquelles se trouve

une interface ondulée ne sont pas nécessairement isotropes. Le traitement des anisotropies des phases est

grandement aidé par l’introduction d’un certain nombre d’opérateurs d’interface indépendants de tout

système des coordonnées. Une caractéristique de ce travail est que les résultats analytiques dérivés sont

systématiquement comparés avec les résultats numériques obtenus par la méthode des éléments finis.

La présentation du travail de thèse est structurée en 5 chapitres.

Dans le chapitre 1, nous étudions une interface qui est entre deux phases élastiques et qui ondule

autour d’un plan et dans une seule direction. En effectuant une analyse asymptotique, nous montrons que

la zone d’interface ondulée peut être modélisée comme une interphase hétérogène suivant son épaisseur

mais homogène le long de tout plan transverse. Nous démontrons également que les propriétés élastiques

de cette interphase équivalente correspondent à celles obtenues par l’homogénéisation du stratifié 2D

associé. Les effets de cette interphase sur les modules élastiques effectifs du composite multicouche

sont analytiquement déterminés par la théorie classique d’homogénéisation des composites stratifiés.

Les résultats analytiques sont finalement validés en les comparant avec des résultats numériques obtenus

par la méthode des éléments finis.

Le chapitre 2 est consacré l’étude d’une interface entre deux phases thermiques et ondulée autour

d’un plan et dans une seule direction. Pour modéliser la zone d’interface ondulée et déterminer les effets

de cette zone sur les propriétés conductrices du composite en question, nous utilisons la même approche

que celle élaborée dans le chapitre 1. L’intérêt de ce chapitre est d’obtenir les contreparties thermiques

des résultats élastiques dérivés dans le chapitre 1, qui sont également directement applicables aux autres

phénomènes de transport mathématiquement analogues, tels que la conduction électrique et la diffusion.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons à une interface entre deux phases élastiques et ondulée au-

tour d’une surface cylindrique circulaire et suivant la direction circonférentielle. En utilisant un système

des coordonnées cylindriques, le problème de modéliser la zone d’interface cylindrique ondulée comme

une interphase équivalente peut être résolu en développant une approche similaire à celle présentée dans

le chapitre 1. Par contre, le traitement du problème de déterminer les effets de l’interphase équivalente

sur les propriétés élastiques du composite fibreux en question nécessite l’utilisation de certains schémas

micromécanique tels que la méthode auto-cohérente généralisée. Un exemple numérique est donné pour

illustration et comparaison.

Le chapitre 4 est dédié à l’homogénéisation d’une interface entre deux phases thermiques et oscillant

autour d’une surface cylindrique circulaire et suivant la direction circonférentielle. L’approche élaborée
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pour résoudre ce problème est similaire à celle présentée dans le chapitre 3. Encore une fois, les résultats

obtenus sont non seulement valables pour la conduction thermique mais aussi pour les autres phénomènes

de transport mathématiquement identiques.

Dans le chapitre 5, nous sommes concernés par une interface entre deux phases élastiques et ondulée

autour d’un plan mais dans deux directions. Par une analyse asymptotique, nous démontrons que la

zone d’interface ondulée peut être remplacée par une interphase hétérogène suivant son épaisseur mais

homogène le long de tout plan transverse. La détermination des propriétés de cette interphase équivalente

nécessite la résolution d’un problème d’homogénéisation 2D périodique paramétré. Pour ce problème,

nous proposons une méthode de résolution approximative basée sur la méthode auto-cohérente. Les

effets de l’interphase équivalente sur les propriétés élastiques effectives du composite multicouche sont

ensuite déterminés par méthode des éléments finis. Les résultats ainsi obtenus sont comparés avec ceux

directement issus de la méthode des éléments finis en considérant une plaque constituée du composite en

question, encastrée sur un côté et soumise à une charge répartie.

La présentation du travail de thèse se termine par une conclusion générale et des perspectives.
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Chapitre 1

Interfaces élastiques planes ondulées dans

une seule direction

1.1 Equations fondamentales du problème local

Un domaine Ω dans un espace Euclidien tridimensionnel (3D) R3 est constitué de deux sous-domaines

Ω(1) et Ω(2) . La frontière de Ω est désignée par ∂Ω, et celle de Ω(p) (p = 1 ou 2) par ∂Ω(p). L’interface

entre Ω(1) et Ω(2) est dénotée par Γ = ∂Ω(1)∩∂Ω(2). Nous nous intéressons au cas où Γ est une interface

plane ondulée dans une seule direction. Plus précisément, dans le système des coordonnées cartésiennes

(x1, x2, x3) associées à une base orthonormée {e1, e2, e3}, l’interface Γ est définie par

Γ = {x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | x3 = h(x1)} (1.1)

où h(x1) est une fonction périodique de période ǫ dont la valeur minimale est égale à −H(0) avec

H(0) > 0 et la valeur maximale est égale à zéro (Figs. 1.1 et 1.2). Si la période ǫ de h(x1) est très faible

par rapport à H(0), c’est-à-dire que 0 < ǫ ≪ H(0), l’interface Γ est dite très rugueuse. On note par Ω(0)

la zone d’interface rugueuse déterminée par

Ω(0) =
{

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | − H(0) < x3 < 0
}

, (1.2)

et par π(x3) le plan défini par

π(x3) =
{

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω(0) | x3 = x0
3

}

, (1.3)

où x0
3 est un paramètre dont la valeur est dans l’intervalle (−H(0), 0). Les dimensions de π(x3) suivant

x1 et x2 sont respectivement l1(x3) et l2(x3). Il conviendra de définir les sous-domaines

Ω(1) =
{

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω(1) | x3 < −H(0)
}

, (1.4)

Ω(2) =
{

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω(2) | x3 > 0
}

, (1.5)
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FIGURE 1.1: Le domaine tridimensionnel Ω est consistitué de deux sous-domaines Ω(1) et Ω(2). L’in-

terface Γ entre Ω(1) et Ω(2), caractérisée par x3 = h(x1), est une interface plane ondulée

périodiquement suivant la direction x1 et oscille entre les plans x3 = −H0 et x3 = 0.

et de désigner par Γp l’interface entre Ω(0) et Ω(p) avec p = 1 ou 2.

Par hypothèse, les matériaux constituant les deux sous-domaines, Ω(1) and Ω(2), sont linéairement élas-

tiques et homogènes suivant la direction x2 mais peuvent être hétéréogènes dans les directions x1 et x3.

A un instant t donné, les tenseurs de déformations infinitésimales et de contraintes de Cauchy, ε(x, t) et

σ(x, t), sont liés par la loi de Hooke :

σ(x, t) = C(x)ε(x, t) (1.6)

où le tenseur de rigidité local C(x) s’exprime par :

C(x) = χ(1)(x)C(1)(x1, x3) + χ(2)(x)C(2)(x1, x3), (1.7)

où χ(p)(x) est la fonction caractéristique du sous-domaine Ω(p) définie par χ(p)(x) = 1 si x ∈ Ω(p)

et χ(p)(x) = 0 si x /∈ Ω(p) ; C(p)(x1, x3) est le tenseur de rigidité du matérriau formant Ω(p). Les

composantes Cijkl(x) de C(x) ont les symétries mineure et majeure suivantes :

Cijkl = Cjikl = Cklij . (1.8)

Le tenseur de déformations infinitésimales locales ε(x, t) est lié au champ de déplacements local u(x, t)

par la relation

ε =
1

2
[∇u + (∇u)T ]. (1.9)
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Le tenseur de contraintes σ(x, t) doit vérifier les équations du mouvement :

∇ · σ(x, t) + f(x, t) = ρü(x, t) (1.10)

où f(x, t) est la force volumique et ü représente la dérivée seconde de u par rapport au temps t.

En substituant (1.6) dans (1.10) et en tenant compte de (1.8)-(1.9), les équations du mouvement (1.10)

s’écrivent sous la forme

(A(hk)u,k),h + f = ρü ou (A
(hk)
ij uj,k),h + fi = ρüi (1.11)

avec i, j, k, h = 1, 2 ou 3. Dans (1.11), A(hk)(x) est la matrice 3 × 3 dont les composantes A
(hk)
ij (x)

sont définies par

A
(hk)
ij = Cihjk. (1.12)

En particulier, on a

A
(p)(hk)
ij (x1, x3) = C

(p)
ihjk(x1, x3) (1.13)

pour le sous-domaine Ω(p). Du fait que l’interface Γ entre les deux sous-domaines est supposée parfaite,

le vecteur de déplacements et le vecteur de contraintes sont continus à travers Γ , à savoir

[[u]]Γ = 0 and [[A(hk)u,kmh]]Γ = 0, (1.14)

où [[•]]Γ = •(2) − •(1) signifie le saut de • à travers Γ et mh représente une composante du vecteur

unitaire m normal à Γ.

Le problème à résoudre consiste à homogénéiser la zone d’interface rugueuse Ω(0) suivant la direction

d’ondulation x1. Après cette homogénéisation, la zone d’interface rugueuse Ω(0) est remplacée par une

zone étant homogène dans le plan x1-x2 mais hétégogène selon la direction x3. En conséquence, pour

une valeur donnée de x3 ∈ (−H, 0), la loi de comportement macroscopique s’exprime par

S(x, t) = C̄(x3)E(x, t). (1.15)

Ici, S et E sont les tenseur de contraintes et de déformations macroscopiques et C̄(x3) est le tenseur de

rigidité effectif de la zone d’interface rugueuse.

1.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

1.2.1 Conjecture sur le tenseur de rigidité effectif

Afin de déterminer le tenseur de rigidité effectif C̄(x3) pour la zone d’interface rugueuse décrite dans le

paragraphe précédent, on remarque que pour une valeur donnée de x3 ∈ (−H, 0), la microstructure du

plan π(x3) se présente sous la forme d’un matériau stratifié bi-phasique dont le vecteur normal du plan

des stratifiés est n ≡ e1. Cette observation nous conduit à la conjecture suivante sur le tenseur de rigidité

effectif C̄(x3) pour la zone d’interface rugueuse :
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Si l’interface Γ est très rugueuse, c’est-à -dire que 0 < ǫ ≪ H(0), le tenseur de rigidité effectif C̄(x3)

pour une valeur donnée de x3 ∈ (−H, 0) est égale à celui du matériau stratifié bi-phasique dont la

direction de la stratification correspond à n ≡ e1.

Le tenseur de rigidité effectif d’un matériau stratifié peut être obtenu de façon analytique (Postma, 1955 ;

Backus, 1962 ; Chou et al., 1972 ; Pagano, 1974 ; Dumontet, 1982 ; Norris, 1990). La méthode de ré-

solution est basée sur le fait fondamental que la partie dans le plan du tenseur de déformations et la

partie hors-plan du tenseur de contraintes sont uniformes dans les stratifiés. Ces propriétés restent vraies

même quand un matériau stratifié est hétégogène suivant la direction de la stratification. En particulier,

si les couches d’un matériau stratifié sont individuellement homogènes, les tenseurs de déformations et

de contraintes sont uniformes dans chaque stratifié.

Si la conjecture précédente concernant l’homogénéisation est prouvée, alors le tenseur de rigidité effectif

pour la zone d’interface rugueuse correspond à celui d’un matériau stratifié qui est donné par (voir, par

exemple, Norris, 1990)

C̄(x3) = 〈L〉π + 〈CM〉π 〈M〉−1
π 〈MC〉π . (1.16)

Dans cette expression, les deux tenseurs du quatrième ordre M et L sont définis par

M = (P2CP2)
−1, L = (P1C

−1
P1)

−1 (1.17)

tels que M(P2CP2) = (P2CP2)M = P2 et L(P1C
−1P1) = (P1C

−1P1)L = P1 avec P1 et P2 étant les

deux opérateurs de projection orthogonale complémentaire :

P1 = I − P2 = (I − N)⊗(I − N). (1.18)

Dans cette formule, le produit de Kronecker ⊗ est défini par (A⊗B)ijkl = 1
2(AikBjl + AilBjk) pour

deux tenseurs d’ordre 2 A et B (He and Curnier, 1995), N = n⊗ n, I est le tenseur d’identité d’ordre 2

et I = I⊗I est le tenseur d’identité d’ordre 4. Dans (1.16), 〈•〉π désigne la moyenne sur le plan π(x3) :

〈•〉π =
1

l1(x3)

∫ l1(x3)

0
• dx1. (1.19)

Dans le cas particulier où Ω(0) est formé de deux matériaux individuellement homogènes et isotropes, le

tenseur de rigidité local C(x) s’écrit alors

C(x) = (3λ(x) + 2µ(x)) J + 2µ(x)K, (1.20)

où J = 1
3I ⊗ I, K = I − J et

λ(x) = χ(1)(x)λ(1) + χ(2)(x)λ(2), µ(x) = χ(1)(x)µ(1) + χ(2)(x)µ(2) (1.21)

avec λ(p) et µ(p) (p = 1 ou 2) étant les constantes de Lamé de Ω(p). Il déduit de (1.16) l’expression

suivante du tenseur de rigidité élastique effectif C̄(x3) :

C̄(x3) = n̄EL + 2k̄JT +
√

2l̄F + 2m̄KT + 2ḠKL. (1.22)
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Dans cette expression, n̄(x3), k̄(x3), m̄(x3), Ḡ(x3) et l̄(x3) sont les cinq modules élastiques effectifs de

Hill (1964) déterminés par

n̄(x3) = 〈1/(λ + 2µ)〉−1
π , Ḡ(x3) = 〈1/µ〉−1

π , m̄(x3) = 〈µ〉π ,

l̄(x3) = 〈λ/(λ + 2µ)〉π 〈1/(λ + 2µ)〉−1
π ,

k̄(x3) = 〈1/(λ + 2µ)〉−1
π 〈λ/(λ + 2µ)〉2π + 〈µ(3λ + µ)/(λ + 2µ)〉π . (1.23)

Dans le cas où les matériaux constitutifs sont individuellement homogènes, l’opérateur de moyenne sur

le plan π(x3) défini par Eq. (1.19) se réduit à

〈•〉π = c1 •(1) +c2•(2), (1.24)

où cp(x3) est la fraction surfacique de la composante p dans π(x3). Dans (1.22), EL, JT , F, KT et KL

forment un ensemble complet des tenseurs générateurs à isotropie transverse par rapport à la direction n

normale aux couches et ils sont définis par

EL = N ⊗ N, JT =
1

2
(I − N) ⊗ (I − N), KT = P1 − JT , (1.25)

F =
1√
2
[(I − N) ⊗ N + N ⊗ (I − N)], (1.26)

KL = K − KT − KE , KE =
1

6
[(I − 3N) ⊗ (I − 3N)]. (1.27)

1.2.2 Analyse asymptotique et preuve pour la conjecture

On s’intéresse maintenant à la zone d’interface rugueuse Ω(0) définie par (1.2). On observe que Ω(0)

résulte de la distribution périodique d’une cellule de base Y suivant la direction x1 (Fig. 2). Pour déter-

miner le tenseur de rigidité élastique effectif C̄(x3) de Ω(0), on utilise la méthode d’analyse asymptotique

présentée dans Bensoussan et al. (1978), Sanchez-Palencia (1980), Bakhvalov et Panasenko (1989), Pers-

son et al. (1993) et Zhikov et al. (1994). Selon cette méthode, après avoir introduit une nouvelle variable

y = x1/ǫ associé à Y , appelée la variable microscopique ou rapide, le champ de déplacements s’ex-

prime en fonction non seulement de variable x, appelé la variable macroscopique ou lente, mais aussi de

la variable microscopique y, c’est-à-dire que

uǫ(x1, x2, x3, t) = u(x1, x2, x3, y, ǫ, t). (1.28)

Ensuite, on effectue l’expansion asymptotique de u(x1, x2, x3, y, ǫ, t) comme suit :

u(x1, x2, x3, y, ǫ, t) = U + ǫ(N(1)U + N(11)U,1 + N(12)U,2 + N(13)U,3)

+ ǫ2(N(2)U + N(21)U,1 + N(22)U,2 + N(23)U,3

+ N(211)U,11 + N(212)U,12 + N(213)U,13

+ N(222)U,22 + N(223)U,23 + N(233)U,33)

+ 0(ǫ3). (1.29)
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FIGURE 1.2: L’interface rugueuse Γ entre Ω(1) et Ω(2) se présente également par x3 = h̄(y) = h(x1/ǫ)

avec h̄(y) étant une fonction périodique de période 1 en y = x1/ǫ.

Dans cette expression, U = U(x1, x2, x3, t) est une fonction indépendante de la variable microscopique

y, et correspond donc au champ de déplacements macroscopique ; le symbol •,i signifie la dérivée de •
par rapport à xi ; les matrices 3 × 3, N(•) = N(•)(y, x2, x3), dont les composantes sont en fonction de

y, x2 et x3, sont à déterminer à partir des équations du mouvement (1.11) et des conditions de continuité

(1.14) des vecteurs de déplacements et de contraintes à travers l’interface Γ.

En rappelant que Γ est caractérisée par la fonction x3 = h(x1) ou bien x3 = h̄(y), avec y = x1/ǫ,

périodique dans Y de période 1, la normale vers l’extérieur à Γ de Ω(2), m, est donc donnée par

m =
1

(1 + ǫ−2h̄2
,y)

1/2
(ǫ−1h̄,y, 0,−1)T

où le symbol •,y signifie la dérivée de • par rapport à y. Du fait que y = x1/ǫ, il est immédiat que

uǫ,1 = u,1 + ǫ−1u,y, uǫ,2 = u,2, uǫ,3 = u,3. (1.30)

En substituant (1.30) avec (1.29) et (1.30) dans les équations du mouvement (1.11) et dans les conditions

de continuité (1.14) et en posant chaque coefficient associé à ǫ−1 égal à zéro, on obtient les équations

pour déterminer N(1), N(11), N(12) et N(13) :
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[A(11)N(1)
,y ],y = 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2, (1.31)

[A(11)(I + N(11)
,y )],y = 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2, (1.32)

[A(11)N(12)
,y + A(12)],y = 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2, (1.33)

[A(11)N(13)
,y + A(13)],y = 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2, (1.34)

[[A(11)N(1)
,y ]] = 0, [[N(1)]] = 0 pour y1, y2, N(1)|y=0 = N(1)|y=1, (1.35)

[[A(11)(I + N(11)
,y )]] = 0, [[N(11)]] = 0 pour y1, y2, N(11)|y=0 = N(11)|y=1, (1.36)

[[A(11)N(12)
,y + A(12)]] = 0, [[N(12)]] = 0 pour y1, y2, N(12)|y=0 = N(12)|y=1, (1.37)

[[A(11)N(13)
,y + A(13)]] = 0, [[N(13)]] = 0 pour y1, y2, N(13)|y=0 = N(13)|y=1. (1.38)

Dans ces équations, y1 et y2 avec 0 < y1 < y2 < 1 sont les deux solutions de l’équation h̄(y) = x3 avec

x3 ∈ (−H0, 0).

En utilisant (1.31)-(1.38), les expressions de N
(1)
,y , N(11)

,y , N(12)
,y et N(13)

,y sont choisies de telle façon que

N(1)
,y (y, x2, x3) = 0, (1.39)

N(11)
,y (y, x2, x3) = [A(11)]−1

〈

[A(11)]−1
〉−1

Y
− I, (1.40)

N(12)
,y (y, x2, x3) = [A(11)]−1

[

〈

[A(11)]−1
〉−1

Y

〈

[A(11)]−1A(12)
〉

Y
− A(12)

]

, (1.41)

N(13)
,y (y, x2, x3) = [A(11)]−1

[

〈

[A(11)]−1
〉−1

Y

〈

[A(11)]−1A(13)
〉

Y
− A(13)

]

. (1.42)

On remarque que quand x3 = h̄(y) est une fonction périodique en y de période 1, le calcul de la moyenne

〈•〉 définie par (1.19) peut se réduire au calcul de la valeur moyenne sur une cellule de base Y , désignée

par 〈•〉Y avec

〈•〉Y =

∫ 1

0
• dy. (1.43)

En particulier, lorsque les deux composantes de Ω(0) sont individuellement homogènes dans le plan

x1 − x2 mais hétégogènes selon la direction x3, le calcul moyen 〈•〉Y devient

〈•〉Y = (1 − y2 + y1) •(1) +(y2 − y1) •(2) . (1.44)

Ensuite, en introduisant Eq. (1.30) avec (1.29) et (1.30) dans les équations du mouvement (1.11) et en

mettant chaque coefficient relatif à ǫ0 égal à zéro, on obtient

21



[A(11)N(2)
,y + A(12)N

(1)
,2 + A(13)N

(1)
,3 ],yU

+ [A(11)(N(1) + N(21)
,y ) + A(12)N

(11)
,2 + A(13)N

(11)
,3 ],yU,1

+ [A(11)N(22)
,y + A(12)(N(1) + N

(12)
,2 ) + A(13)N

(12)
,3 ],yU,2

+ [A(11)N(23)
,y + A(13)(N(1) + N

(13)
,3 ) + A(12)N

(13)
,2 ],yU,3

+
{

A(11)[N(11) + N(211)
,y ],y + A(11)(I + N(11)

,y )
}

U,11

+
{

[A(11)(N(13) + N(213)
,y ) + A(13)N(11)],y + A(11)N(13)

,y + A(13)
}

U,13

+
{

[A(11)(N(12) + N(212)
,y ) + A(12)N(11)],y + A(11)N(12)

,y + A(12)
}

U,12

+
{

[A(11)N(223)
,y + A(12)N(13) + A(13)N(12)],y + A(23)

}

U,23

+
{

[A(11)N(222)
,y + A(12)N(12)],y + A(22)

}

U,22 + [A(32)U,2],3

+ [A(21)(I + N(11)
,y )U,1 + A(21)N(12)

,y U,2 + A(21)N(13)
,y U,3],2

+ [A(31)(I + N(11)
,y )U,1 + A(31)N(13)

,y U,3 + A(31)N(12)
,y U,2],3

+ [A(11)N(233)
,y + A(13)N(13)],yU,33 + [A(33)U,3],3 + f − ρÜ = 0. (1.45)

Pour vérifier les conditions de continuité (1.14), on choisit les matrices N(2), N(21), N(22), N(23), N(211),

N(222), N(222), N(213), N(223) et N(212) dont les composantes sont les fonctions périodiques en y qui

sont continues à y = 1 et y = 0 et satisfont les conditions de continuité en y = y1 et y = y2. Ces

conditions de continuité, obtenues en substituant (1.30) avec Eqs. (1.29) et (1.30) dans Eq. ( 1.14) et en

mettant chaque coefficient associé à ǫ0 égal à 0, s’expriment par

[[A(11)N(2)
,y + A(12)N

(1)
,2 + A(13)N

(1)
,3 ]] = 0, (1.46)

[[A(11)(N(1) + N(21)
,y ) + A(12)N

(11)
,2 + A(13)N

(11)
,3 ]] =

1

h̄,y
[A31(I + N(11)

,y )], (1.47)

[[A(11)N(22)
,y + A(12)(N(1) + N

(12)
,2 ) + A(13)N

(12)
,3 ]] =

1

h̄,y
[A31N(12)

,y + A(32)], (1.48)

[[A(11)N(23)
,y + A(13)(N(1) + N

(13)
,3 ) + A(12)N

(13)
,2 ]] =

1

h̄,y
[A31N(13)

,y + A(33)], (1.49)

[[A(11)[N(11) + N(211)
,y ]] = 0, (1.50)

[[A(11)(N(13) + N(213)
,y ) + A(13)N(11)]] = 0, (1.51)

[[A(11)(N(12) + N(212)
,y ) + A(12)N(11)]] = 0, (1.52)

[[A(11)N(223)
,y + A(12)N(13) + A(13)N(12)]] = 0, (1.53)

[[A(11)N(222)
,y + A(12)N(12)]] = 0, (1.54)

[[A(11)N(233)
,y + A(13)N(13)]] = 0. (1.55)
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Le calcul moyen en Y de (1.45) nous mène à

Ā(11)U,11 + Ā(21)U,12 + Ā(12)U,21 + Ā(23)U,32 + Ā(22)U,22,

+ Ā(13)U,13 + (Ā(32)U,2),3 + (Ā(31)U,1),3 + (Ā(33)U,3),3 + f̄ = ρ̄Ü, (1.56)

où

Ā(11)(x3) =
〈

A(11)(I + N(11)
,y )

〉

Y
, Ā

(13)
(x3) =

〈

A(11)N(13)
,y + A(13)

〉

Y
, (1.57)

Ā(12)(x3) =
〈

A(11)N(12)
,y + A(12)

〉

Y
, Ā

(21)
(x3) =

〈

A(21)(I + N(11)
,y )

〉

Y
, (1.58)

Ā(31)(x3) =
〈

A(31)(I + N(11)
,y )

〉

Y
, Ā

(23)
(x3) =

〈

A(21)N(13)
,y + A(23)

〉

Y
, (1.59)

Ā(32)(x3) =
〈

A(31)N(12)
,y + A(32)

〉

Y
, Ā

(22)
(x3) =

〈

A(21)N(12)
,y + A(22)

〉

Y
, (1.60)

Ā(33)(x3) =
〈

A(31)N(13)
,y + A(33)

〉

Y
, (1.61)

f̄ = 〈f〉Y , ρ̄ = 〈ρ〉Y . (1.62)

Les équations dans (1.56) sont donc les équations du mouvement macroscopiques pour la zone d’in-

terface rugueuse Ω(0). En substituant (1.40)-(1.42) dans (1.57)-(1.61) et en tenant compte de (1.43), on

trouve

Ā(11)(x3) =
〈

[A(11)]−1
〉−1

Y
, (1.63)

Ā(22)(x3) =
〈

A(22) − A(21)[A(11)]−1A(12)
〉

Y

+
〈

A(21)[A(11)]−1
〉

Y

〈

[A(11)]−1
〉−1

Y

〈

[A(11)]−1A(12)
〉

Y
, (1.64)

Ā(33)(x3) =
〈

A(33) − A(31)[A(11)]−1A(13)
〉

Y

+
〈

A(31)[A(11)]−1
〉

Y

〈

[A(11)]−1
〉−1

Y

〈

[A(11)]−1A(13)
〉

Y
, (1.65)

Ā(12)(x3) = (Ā(21))T (x3) =
〈

[A(11)]−1
〉−1

Y

〈

[A(11)]−1A(12)
〉

Y
, (1.66)

Ā(13)(x3) = (Ā(31))T (x3) =
〈

[A(11)]−1
〉−1

Y

〈

[A(11)]−1A(13)
〉

Y
, (1.67)

Ā(23)(x3) = (Ā(32))T (x3) =
〈

A(23) − A(21)[A(11)]−1A(13)
〉

Y

+
〈

A(21)[A(11)]−1
〉

Y

〈

[A(11)]−1
〉−1

Y

〈

[A(11)]−1A(13)
〉

Y
. (1.68)

D’une façon analogue, en effectuant la moyenne en Y pour la loi constitutive locale (1.6) et pour (1.7),

(1.9), (1.12 ) et (1.29), on trouve la loi de comportement macroscopique suivante :

S(x, t) = C̄(x3)E(x, t), (1.69)

où C̄(x3) est le tenseur de rigidité effectif dont les composantes sont données par C̄ihjk(x3) = Ā
(kh)
ij (x3)

et le tenseur de déformations macroscopiques E(x, t) est calculé par

Eij(x, t) =
1

2
[Ui,j(x, t) + Uj,i(x, t)].
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Les composantes Ā
(hk)
ij (x3) sont celles de Ā(x3) obtenue par Eq. (1.68).

Finalement, on peut vérifier que le tenseur de rigidité élastique effectif C̄(x3) obtenu par l’utilisation de

la méthode d’analyse asymptotique et représenté par les matrices Ā(kh)(x3) dans Eqs. (1.63)-(1.68) est

identique à celui du matériau stratifié bi-phasique fourni par (1.16). Ainsi, notre conjecture a été prouvée.

1.3 Homogénéisation des matériaux multicouches avec interfaces rugueuses

Dans cette section, le domaine Ω décrit ci-dessus est constitué de deux couches planes parallèles, ω(1) et

ω(2) , et d’une zone d’interface rugueuse Ω(0) entre elles, qui est homogénéisée suivant la direction x1. On

désigne par H(1) et H(2) les épaisseurs de ω(1) et ω(2) et par l1 et l2 les dimensions dans les directions x1

et x2 de Ω. Par conséquent, le domaine occupé par Ω est donc défini par Ω =]0, l1[×]0, l2[×] − H(0) −
H(1),H(2)[. Les matériaux constituant Ω sont homogène dans le plan x1-x2 mais hétégogène dans la

direction x3.

Dans la suite, afin de déterminer le tenseur de rigidité élastique effectif, désigné par C∗, du matériau

composite multicouche Ω, la zone d’interface rugueuse Ω(0) est remplacée par la couche équivalente

d’épaisseur H(0) dont le tenseur de rigidité élastique effectif C̄(x3) est donné par Eqs. (1.16). L’interface

Γ1 entre Ω(0) et ω(1) et celle entre Ω(0) et ω(2) sont parfaites. Finalement, en appliquant la méthode

d’homogénéisation classique au composite multicouche Ω dont les trois couches ω(1), ω(2) et Ω(0) sont

homogènes dans le plan des couches mais hétégogènes dans la direction normale au plan des couches,

on obtient l’expression suivante pour le tenseur de rigidité élastique effectif :

C
∗ =

〈

L
⊥
〉

Ω
+

〈

CM
⊥
〉

Ω

〈

M
⊥
〉−1

Ω

〈

M
⊥

C

〉

Ω
(1.70)

où

C(x) =



























C(1)(x3), si − (H(0) + H(1)) ≤ x3 ≤ −H(0),

C̄(x3), si − H(0) < x3 < 0,

C(2)(x3), si 0 ≤ x3 ≤ H(2),

(1.71)

et les tenseurs M⊥ et L⊥ sont définis par

M
⊥ = (P⊥

2 CP
⊥
2 )−1, L

⊥ = (P⊥
1 C

−1
P
⊥
1 )−1, (1.72)

tels que L⊥(P⊥
1 C−1P⊥

1 ) = (P⊥
1 C−1P⊥

1 )L⊥ = P⊥
1 et M⊥(P⊥

2 CP⊥
2 ) = (P⊥

2 CP⊥
2 )M⊥ = P⊥

2 avec les

projecteurs P⊥
1 et P⊥

2 donnés par

P
⊥
1 = I − P

⊥
2 = (I − N⊥)⊗(I − N⊥). (1.73)

Ici, N⊥ = n⊥ ⊗ n⊥ avec n⊥ = e3. L’opérateur de moyenne 〈•〉Ω dans (1.70) est défini par

〈•〉Ω =
1

H

(

∫ −H(0)

−(H(0)+H(1))
•(1) dx3 +

∫ 0

−H(0)

•̄ dx3 +

∫ H(2)

0
•(2) dx3

)

, (1.74)

24



avec H = H(0) + H(1) + H(2).

Lorsque les deux matériaux constituant le composite initial sont linéairement élastiques et isotropes, le

matériau multicouche homogénéisé est donc élastique orthotrope dont le tenseur de rigidité élastique

effectif C∗ est obtenu par (1.70). Dans la suite, on considère le cas particulier où l’interface Γ est en dent

de scie. En conséquence, l’expression de y2 − y1 dans (1.44) s’écrit simplement par

y1 − y2 = 1 +
x3

H0
. (1.75)

Finalement, les composantes non-nulles de C∗ ont les expressions suivantes :

C∗
3333 = [v0α11 + 〈1/(λ + 2µ)〉]−1, C∗

1133 = [v0β11 + 〈λ/(λ + 2µ)〉]C∗
3333, (1.76)

C∗
2233 = [v0β12 + 〈λ/(λ + 2µ)〉]C∗

3333, C∗
2323 = [2v0α22 + 〈1/µ〉]−1, (1.77)

C∗
1313 = [2v0α33 + 〈1/µ〉]−1, C∗

1212 = 〈µ〉 +
1

2
v0Γ33, (1.78)

C∗
1111 = 〈4µ(λ + µ)/(λ + 2µ)〉 〈1/(λ + 2µ)〉C∗

3333 + 〈λ/(λ + 2µ)〉2 C∗
3333

− v2
0β11

2C∗
3333 + 4v0α11 〈(λ + µ)µ/(λ + 2µ)〉C∗

3333 + 2β11v0C
∗
1133

+ v0(Γ11 − η11), (1.79)

C∗
2222 = 〈4µ(λ + µ)/(λ + 2µ)〉 〈1/(λ + 2µ)〉C∗

3333 + 〈λ/(λ + 2µ)〉2 C∗
3333

− v2
0β12

2C∗
3333 + 4v0α11 〈(λ + µ)µ/(λ + 2µ)〉C∗

3333 + 2β12v0C
∗
1133

+ v0(Γ22 − η22), (1.80)

C∗
1122 = 〈2µλ/(λ + 2µ)〉 〈1/(λ + 2µ)〉C∗

3333 + 〈λ/(λ + 2µ)〉2 C∗
3333

− v2
0β

2
12C

∗
3333 + v0(Γ12 − η12) + v0(β12 + β11)C

∗
2233

+ 2v0α11 〈µλ/(λ + 2µ)〉C∗
3333. (1.81)

où vi = H(i)/H avec i = 0, 1, 2 ; 〈•〉 = v1 •(1) +v2•(2) ; α11, α22, α33, β11, β12, Γ11, Γ12, Γ22, Γ33,

η11, η22 et η33 sont définis par :

α11 = k11 lnϕ1 + k12 lnϕ2, α22 =
1

2
(µ1 − µ2)

−1 ln(µ1/µ2),

α33 =
1

4
c0(µ1 + µ2)µ

−1
1 µ−1

2 , β11 = k21 lnϕ1 + k22 lnϕ2,

β12 = k33 + k31 lnϕ1 + k32 lnϕ2, γ33 = 2µ1µ2(µ1 − µ2)
−1 ln(µ1/µ2),

Γ11 = c4 lnϕ3, γ12 = k41 + c4k42 lnϕ3, γ22 = −1

2
k53 + k51 + c4k52 lnϕ3,

η11 = h6(k61 lnϕ1 + k62 lnϕ2 + k63 lnϕ3),

η12 = k74 + h7(k71 lnϕ1 + k72 lnϕ2 + k73 lnϕ3),

η22 = −1

2
k84 + k85 + h8(k81 lnϕ1 + k82 lnϕ2 + k83 lnϕ3),
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avec

ξ1 =
1

2

(

−1 +

√

(µ1 + λ2 + µ2) (µ1 + λ1 + µ2)
√

(µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2)

)

, ξ2 = −1 − ξ1,

ξ3 = − (λ1 + 2µ1)

λ1 + 2µ1 − λ2 − 2 µ2
, ϕ1 =

ξ1

ξ1 + 1
, ϕ2 =

ξ2

ξ2 + 1
, ϕ3 =

λ1 + 2µ1

λ2 + 2µ2
,

a4 = 2(λ2µ1 − µ2λ1), b4 = λ2(λ1 + 2µ1), c4 = (λ1 + 2µ1 − λ2 − 2µ2)
−1,

d4 = (λ1 + 2µ1), a5 = (µ1 − µ2)
−1(µ1 + λ1 − λ2 − µ2)

−1, a1 = −1

4
a5c

−1
4 ,

b1 = −1

4
d4a5, a2 = −1

4
a4a5, b2 = −1

4
λ2d4a5, a3 = −1

4
a4a5, a6 = a2

4,

b3 = −1

8
d4a

2
5(2λ2µ1 − 2µ2λ1 + λ2λ1 − λ2

2)(µ1 − µ2), b6 = 2a4b4, c6 = b2
4,

k11 = −a1ξ1 + b1

ξ2 − ξ1
, k12 =

a1ξ2 + b1

ξ2 − ξ1
, k21 = −a2ξ1 + b2

ξ2 − ξ1
, k22 =

a2ξ2 + b2

ξ2 − ξ1
,

k31 = −a3ξ1 + b3

ξ2 − ξ1
, k32 =

a3ξ2 + b3

ξ2 − ξ1
, k33 =

1

2
a5(λ1 − λ2)(µ1 − µ2),

k41 = a4c4, k42 = b4 − k41d4, k51 = 4c2
4a

−1
5 (λ2 + 2µ2), d8 = −4a−1

5 (c−1
4 + d4),

k52 = d4c
2
4(λ1 − λ2)

2(λ2 + 2µ2), f7 = −d4[4a−1
5 − (λ2 + 2µ2)c

−1
4 ],

k85 =
(λ1 − λ2)[c4(3λ2µ1 − 2µ2λ1 − λ2µ2) − a4c

2
4(µ1 − µ2)]

µ1 + λ1 − λ2 − µ2
, k74 = a4c4k33,

a7 = −2b4(µ1 − µ2)(λ1 − λ2) − 2a4(λ1µ1 + λ2µ2 − 2λ2µ1) + 4k74a
−1
5 (c−1

4 + d4),

b7 = −2b4(λ1µ1 − 3λ2µ1 + λ2µ2 + µ2λ1) − f7k74, k53 = −4c4a
−1
5 ,

c7 = d2
4[λ

2
2 − (λ2 + 2µ2)k74], k84 = −c4a5(λ1 − λ2)

2(µ1 − µ2)
2,

a8 = −λ2(6µ1 + λ1)(µ1 − µ2)(λ1 − λ2) + (λ1µ1 − λ2µ2)
2 − f7k84 − k85d8,

b8 = −4b4(λ1µ1 + λ2µ2 − 2λ2µ1) − d2
4(λ2 + 2µ2)k84 + f7k85,

c8 = d2
4[λ

2
2 − (λ2 + 2µ2)k85], h6 = h7 = h8 = −1

4
c4a5,

K =











1 1 1

ξ2 + ξ3 ξ1 + ξ3 ξ1 + ξ2

ξ2ξ3 ξ1ξ3 ξ1ξ2











,

[ k61 k62 k62 ]T = K−1[ a6 −b6 c6 ]T ,

[ k71 k72 k72 ]T = K−1[ a7 −b7 c7 ]T ,

[ k81 k82 k82 ]T = K−1[ a8 −b8 c8 ]T .

1.4 Exemple numérique

Pour illustrer numériquement les résultats obtenus ci-dessus, le rapport des modules d’Young et les co-

efficients de Poisson de deux phases sont choisis comme suit :

E1/E2 = 10, ν1 = 0, 3, ν2 = 0, 2.
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A titre d’exemple, l’interface entre ces deux couches est supposée en dent de scie.

FIGURE 1.3: Plaque bi-phasique avec l’interface très rugueuse en dent de scie.

FIGURE 1.4: Maillage de la plaque bi-phasique avec l’interface très rugueuse en dent de scie.

Tout d’abord, afin d’étudier l’effet de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés élastiques effectives

du matériau composite, on considère le cas où l’épaisseur H0 de la zone d’interface rugueuse varie de 0

à 1m tandis que la période ǫ de la rugosité de l’interface, les épaisseurs H1 et H2 ainsi la longueur L1 et

la largeur L2 du composite multicouche sont fixées à ǫ = 0, 1m, H1 = H2 = 0, 5m et L1 = L2 = 10m.

Les propriétés effectives normalisées C∗
1111/E2, C∗

2222/E2 et C∗
3333/E2 calculées par (1.79), (1.80) et

(1.76) sont tracées dans la figure (1.5) en fonction de l’épaisseur de la zone d’interface rugueuse. Puis,

les valeurs des propriétés effectives sont comparées à celles obtenues par la méthode des éléments finis
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(FEM). On constate qu’il y a une très bonne concordance entre la solution analytique et la solution numé-

rique obtenue par FEM pour les propriétés élastiques effectives. De plus, dans la figure 5, on observe que

le module effectif C∗
1111 diminue tandis que C∗

2222 reste quasiment constant. De plus, C∗
3333 augmente

quand l’épaisseur de la zone de l’interface rugueuse augmente.

FIGURE 1.5: Propriétés effectives normalisées C∗
1111/E2, C∗

2222/E2 et C∗
3333/E2 en fonction de

l’épaisseur H0 de la zone d’interface très rugueuse.

D’autre part, pour étudier l’effet de la période ǫ de la rugosité sur les propriétés élastiques effectives, on

considère un deuxième exemple où les épaisseurs H1, H2 et H0, la longueur L1 et la largeur L2 sont

constantes, à savoir H1 = H2 = H0 = 0, 5m et L1 = L2 = 10m, et la période ǫ de la rugosité varie de

0, 1m à 1m. Dans la figure 1.6, le rapport entre la valeur de C∗
1111 calculée par FEM et la valeur de C∗

1111

obtenue par la solution analytique est présenté en fonction de 1/ǫ avec H0 = 0, 2m. D’une manière

analogue, les rapports entre les valeurs de C∗
2222 et de C∗

3333 obtenues par FEM et celles données par

les solution analytiques sont présentés dans les figure 1.7 et 1.8 en fonction de 1/ǫ avec H0 = 0, 1m.

On remarque que la solution analytique s’approche d’avantage de la valeur obtenue par FEM quand la

valeur de ǫ diminue. Ceci confirme la validité des expressions analytiques (1.76)-(1.81) des composantes

du tenseur de rigidité élastique effectif.

28



FIGURE 1.6: Module effectif normalisé de C∗
1111 en fonction de 1/ǫ avec H0 = 0.2.

FIGURE 1.7: Module effectif normalisé de C∗
2222 en fonction de 1/ǫ avec H0 = 0.1.
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FIGURE 1.8: Module effectif normalisé de C∗
3333 en fonction de 1/ǫ avec H0 = 0.1.
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Chapitre 2

Interfaces planes thermiques ondulées

dans une seule direction

2.1 Lois constitutives locales

On considère un domaine Ω constitué de deux sous-domaines, Ω+ et Ω−, dans un espace Cartésien tridi-

mensionnel (3D) (Fig. 2.1). Les deux matériaux (ou phases) formant Ω+ et Ω− sont différents et supposés

individuellement homogènes. L’interface Γ entre ces deux matériaux est périodiquement rugueuse selon

la direction Ox1 et se présente par la fonction

x3 = h(y) = h(
x1

ǫ
) (2.1)

où ǫ la période de Γ. Sans perte de généralité, les valeurs maximale et minimale de la fonction h(y) sont

respectivement dénotées par 0 et −H0 avec H0 > 0. On suppose que l’interface Γ est très rugueuse, c’est

à dire que 0 < ǫ << H0.

Le phénomène physique étudié dans ce chapitre concerne la conduction thermique. On adopte la loi de

Fourier :

q(i) = −K(i)∇T (i) (2.2)

où q(i), K(i) et T (i) sont respectivement le vecteur flux de chaleur, le tenseur de conductivité et la

température dans la phase i = 1 ou 2. Le tenseur K(i) est un tenseur symétrique et défini positif du

deuxième ordre. Le vecteur flux de chaleur q(i) doit vérifier l’équation de la chaleur :

∇.q(i) + P = ρ(i)
c

∂T

∂t
(2.3)

où ρ
(i)
c est la chaleur spécifique volumique de la phase i en J.K−1.m−3 et P représente une source de

chaleur en W.m−3. En introduisant (2.2) dans (2.3), on obtient

−K
(i)
jk T,kj + P = ρ(i)

c

∂T

∂t
. (2.4)
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FIGURE 2.1: L’interface rugueuse Γ entre les deux sous-domaines Ω+ et Ω− est périodiquement ru-

gueuse selon la direction Ox1 et se présente par la fonction x3 = h(x1)

Comme l’interface Γ entre les deux phases est supposée parfaite, la température et la composante normale

du flux de chaleur doivent être continus à travers elle. On peut écrire ces conditions de continuité sous la

forme

[qm]Γ = 0, (2.5)

[T ]Γ = 0, (2.6)

où [·]Γ signifie le saut à travers l’interface Γ et le vecteur unitaire m normal à l’interface Γ est déterminé

par

m =
1

√

1 + (h,y/ǫ)2

(

1

ǫ
h,y, 0,−1

)T

. (2.7)

Ici et dans la suite, (·),y symbolise la dérivée par rapport à y. En introduisant (2.7) dans (2.5) et en tenant

compte de (2.2), (2.5) devient

ǫ−1 [h,yK1jT,j ]Γ − [K3jT,j ]Γ = 0. (2.8)

2.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Pour homogénéiser la zone d’interface rugueuse, on utilise la méthode d’analyse asymptotique pré-

sentée dans le chapitre précédent. Plus précisément, on développe la température Tǫ(x1, x2, x3, t) =

T(x1, x2, x3, y, ǫ, t) en fonction de ǫ comme suit :

T = V + ǫ
(

N (1)V + N (11)V,1 + N (12)V,2 + N (13)V,3

)

+ǫ2
(

N (2)V + N (21)V,1 + N (22)V,2 + N (23)V,3 + N (211)V,11 + N (212)V,12

+N (213)V,13 + N (222)V,22 + N (223)V,23 + N (233)V,33

)

+ 0(ǫ3) (2.9)
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FIGURE 2.2: L’interface Γ peut se reécrire par la fonction x3 = h(y1)

où V = V (x1, x2, x3, t) est indépendent de y ; N (1), N (11), N (12), N (13), N (2), N (21), N (22),N (23),

N (211), N (212), N (213), N (222) et N (223) sont des fonctions de y, x2 et x3, mais indépendantes de x1 et

du temps t.

Puisque y = x1/ǫ, les dérivées de la température par rapport aux variables spatiales sont données par

T,1 = T,1 + ǫ−1T,y, T,2 = T,2, T,3 = T,3.

Ainsi on obtient

T,1 = V,1 + ǫ
(

N (1)V,1 + N (11)V,11 + N (12)V,21 + N (13)V,31

)

+ ǫ2
(

N (2)V,1 + N (21)V,11 + N (22)V,21 + N (23)V,31 + N (211)V,111 + N (212)V,121

+ N (213)V,131 + N (222)V,221 + N (223)V,231 + N (233)V,331

)

+ N (1)
,y V + N (11)

,y V,1

+ N (12)
,y V,2 + N (13)

,y V,3 + ǫ
(

N (2)
,y V + N (21)

,y V,1 + N (22)
,y V,2 + N (23)

,y V,3 + N (211)
,y V,11

+ N (212)
,y V,12 + N (213)

,y V,13 + N (222)
,y V,22 + N (223)

,y V,23 + N (233)
,y V,33

)

,

T,2 = V,2 + ǫ

(

[

N (1)V
]

,2
+

[

N (11)V,1

]

,2
+

[

N (12)V,2

]

,2
+

[

N (13)V,3

]

,2

)

+ ǫ2
(

[

N (2)V
]

,2
+

[

N (21)V,1

]

,2
+

[

N (22)V,2

]

,2
+

[

N (23)V,3

]

,2
+

[

N (211)V,11

]

,2

+
[

N (212)V,12

]

,2
+

[

N (213)V,13

]

,2
+

[

N (222)V,22

]

,2
+

[

N (223)V,23

]

,2
+

[

N (233)V,33

]

,2

)

,

T,3 = V,3 + ǫ

(

[

N (1)V
]

,3
+

[

N (11)V,1

]

,3
+

[

N (12)V,2

]

,3
+

[

N (13)V,3

]

,3

)

+ ǫ2
(

[

N (2)V
]

,3
+

[

N (21)V,1

]

,3
+

[

N (22)V,2

]

,3
+

[

N (23)V,3

]

,3
+

[

N (211)V,11

]

,3

+
[

N (212)V,12

]

,3
+

[

N (213)V,13

]

,3
+

[

N (222)V,22

]

,3
+

[

N (223)V,23

]

,3
+

[

N (233)V,33

]

,3

)

.

En introduisant ces équations dans (2.4), (2.5) et (2.6 ), alors la méthode d’analyse asymptotique de-

mande que les coefficients associés à la variable ǫ soient égaux au zéro.
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D’abord, en égalisant es coefficients liés à ǫ−1 au zéro, on a

[

K11N
(1)
,y

]

,y
V +

[

K11N
(11)
,y

]

,y
V,1 +

[

K11N
(12)
,y

]

,y
V,2 +

[

K11N
(13)
,y

]

,y
V,3 = 0 (2.10)

[

K11N
(1)
,y V

]

Γ
+

[

K11

(

1 + N (11)
,y

)

V,1

]

Γ
+

[(

K12 + K11N
(12)
,y

)

V,2

]

Γ

+
[(

K13 + K11N
(13)
,y

)

V,3

]

Γ
= 0. (2.11)

Pour vérifier les équations dernières, on choisit les fonctions N (1), N (11), N (12) et N (13) telles que

[

K11N
(1)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K11

(

1 + N (11)
,y

)]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K12 + K11N
(12)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K13 + K11N
(13)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K11N
(1)
,y

]

Γ
= 0,

[

N (1)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (1)(0) = N (1)(1),

[

K11

(

1 + N (11)
,y

)]

Γ
= 0,

[

N (11)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (11)(0) = N (11)(1),

[

K12 + K11N
(12)
,y

]

Γ
= 0,

[

N (12)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (12)(0) = N (12)(1),

[

K13 + K11N
(13)
,y

]

Γ
= 0,

[

N (13)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (13)(0) = N (13)(1), (2.12)

où y1 et y2 sont deux solutions dans l’intervalle (0, 1) de l’équation h(y) = x3. Il résulte de (2.12) que

N
(1)
,y = 0. De plus, pour que le coefficient associé à ǫ0 dans l’équation de continuité à l’interface soit

égal au zéro, il faut que

0 =
{

h,y

[

K11

(

N (1) + N (21)
,y

)

+ K12N
(11)
,2 + K13N

(11)
,3

]

Γ
−

[

K13 + K13N
(11)
,y

]

Γ

}

V,1

+
{

h,y

[

K11N
(22)
,y + K12

(

N (1) + N
(12)
,2

)

+ K13N
(12)
,3

]

Γ
−

[

K23 + K13N
(12)
,y

]

Γ

}

V,2

+
{

h,y

[

K11N
(23)
,y + K12N

(13)
,2 + K13

(

N (1) + N
(13)
,3

)]

Γ
−

[

K33 + K13N
(13)
,y

]

Γ

}

V,3

+ h,y

[

K11

(

N (11) + N (211)
,y

)]

Γ
V,11 + h,y

[

K11

(

N (12) + N (212)
,y

)

+ K12N
(11)

]

Γ
V,12

+ h,y

[

K11

(

N (13) + N (213)
,y

)

+ K13N
(11)

]

Γ
V,13 + h,y

[

K11N
(222)
,y + K12N

(12)
]

Γ
V,22

+ h,y

[

K11N
(223)
,y + K12N

(13) + K13N
(12)

]

Γ
V,23

+ h,y

[

K11N
(233)
,y + K13N

(13)
]

Γ
V,33 + h,y

[

K11N
(2)
,y + K12N

(1)
,2 + K13N

(1)
,3

]

Γ
V. (2.13)

A partir de l’équation ci-dessus, les fonctions sont choisies telles que :

[

K11N
(2)
,y + K12N

(1)
,2 + K13N

(1)
,3

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K11

(

N (1) + N (21)
,y

)

+ K12N
(11)
,2 + K13N

(11)
,3

]

Γ
=

1

h,y

[

K13 + K13N
(11)
,y

]

Γ
à y1, y2,

[

K11N
(22)
,y + K12

(

N (1) + N
(12)
,2

)

+ K13N
(12)
,3

]

Γ
=

1

h,y

[

K23 + K13N
(12)
,y

]

Γ
à y1, y2,

[

K11N
(23)
,y + K12N

(13)
,2 + K13

(

N (1) + N
(13)
,3

)]

Γ
=

1

h,y

[

K33 + K13N
(13)
,y

]

Γ
à y1, y2,

(2.14)
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[

K11

(

N (11) + N (211)
,y

)]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K11

(

N (12) + N (212)
,y

)

+ K12N
(11)

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K11

(

N (13) + N (213)
,y

)

+ K13N
(11)

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K11N
(223)
,y + K12N

(13) + K13N
(12)

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K11N
(222)
,y + K12N

(12)
]

Γ
= 0 à y1, y2

[

K11N
(233)
,y + K13N

(13)
]

Γ
= 0 à y1, y2. (2.15)

Ensuite, en prescrivant que le coefficient devant ǫ0 soit nul dans l’équation de la chaleur, on trouve

−ρcV̇ = −P +
[

K11N
(2)
,y + 2K12N

(1)
,2 + 2K13N

(1)
,3

]

,y
V

+
[

K11

(

2N (1) + N (21)
,y

)

+ 2K12N
(11)
,2 + 2K13N

(11)
,3

]

,y
V,1

+
[

K11N
(22)
,y + 2K12

(

N (1) + N
(12)
,2

)

+ 2K13N
(12)
,3

]

,y
V,2

+
[

K11N
(23)
,y + 2K12N

(13)
,2 + 2K13

(

N (1) + N
(13)
,3

)]

,y
V,3

+
[

K11 + K11

(

2N (11) + N (211)
,y

)]

,y
V,11

+
[

2K12 + K11

(

2N (12) + N (212)
,y

)

+ 2K12N
(11)

]

,y
V,12

+
[

2K13 + K11

(

2N (13) + N (213)
,y

)

+ 2K13N
(11)

]

,y
V,13

+
[

2K23 + K11N
(223)
,y + 2K12N

(13) + 2K13N
(12)

]

,y
V,23

+
[

K22 + K11N
(222)
,y + 2K12N

(12)
]

,y
V,22 +

[

K33 + K11N
(233)
,y + 2K13N

(13)
]

,y
V,33.

(2.16)

En intégrant l’équation précédente par rapport à y de 0 à 1, on arrive à l’équation

−〈ρc〉Y V̇ = −〈P 〉Y +
〈

K11 + K11N
(11)
,y

〉

Y
V,11 +

〈

K11N
(12)
,y + K12

(

2 + N (11)
,y

)〉

Y
V,12

+
〈

K11N
(13)
,y + K13

(

2 + N (11)
,y

)〉

Y
V,13 +

〈

K22 + K12N
(12)
,y

〉

Y
V,22

+
〈

2K23 + K12N
(13)
,y + K13N

(12)
,y

〉

Y
V,23 +

〈

K33 + K13N
(13)
,y

〉

Y
V,33

+

〈

[

K12N
(11)
,2 + K13N

(11)
,3

]

,y

〉

Y

V,1 +

〈

[

K12N
(12)
,2 + K13N

(12)
,3

]

,y

〉

Y

V,2

+

〈

[

K12N
(13)
,2 + K13N

(13)
,3

]

,y

〉

Y

V,3 (2.17)

où

〈f〉Y = (y2 − y1)f+ + (1 − y2 + y1)f− (2.18)

avec f+ et f− étant respectivement les valeurs d’une fonction f dans le domaine supérieur constitué du

matériau 1 et dans le domaine inférieur constitué du matériau 2.

Maintenant, après avoir déterminé les fonctions N
(11)
,y , N

(12)
,y et N

(13)
,y par les conditions (2.12), on les
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insère dans l’équation (2.17), ce qui donne que

K
(r)
11 =

〈

K11 + K11N
(11)
,y

〉

Y
=

〈

K−1
11

〉−1

Y
,

K
(r)
22 =

〈

K22 + K12N
(12)
,y

〉

Y
= 〈K22〉Y +

〈

K12K
−1
11

〉2

Y

〈

K−1
11

〉−1

Y
−

〈

K2
12K

−1
11

〉

Y
,

K
(r)
33 =

〈

K33 + K13N
(13)
,y

〉

Y
= 〈K33〉Y +

〈

K13K
−1
11

〉2

Y

〈

K−1
11

〉−1

Y
−

〈

K2
13K

−1
11

〉

Y
,

K
(r)
23 = K

(r)
32 =

〈

K23 +
1

2
K12N

(13)
,y +

1

2
K13N

(12)
,y

〉

Y

=
〈

K23 + K13N
(12)
,y

〉

Y
=

〈

K23 + K12N
(13)
,y

〉

Y

= 〈K23〉Y +
〈

K13K
−1
11

〉

Y

〈

K−1
11

〉−1

Y

〈

K−1
11 K12

〉

Y
−

〈

K13K
−1
11 K12

〉

Y
,

K
(r)
13 = K

(r)
31 =

〈

1

2
K11N

(13)
,y + K13

(

1 +
1

2
N (11)

,y

)〉

Y

=
〈

K13 + K11N
(13)
,y

〉

Y

=
〈

K13 + K13N
(11)
,y

〉

Y
=

〈

K13K
−1
11

〉

Y

〈

K−1
11

〉−1

Y
,

K
(r)
12 = K

(r)
21 =

〈

1

2
K11N

(12)
,y + K12

(

1 +
1

2
N (11)

,y

)〉

Y

=
〈

K12 + K11N
(12)
,y

〉

Y

=
〈

K12 + K12N
(11)
,y

〉

Y
=

〈

K−1
11

〉−1

Y

〈

K−1
11 K12

〉

Y
. (2.19)

Comme l’interface Γ est périodiquement rugueuse suivant Ox1, on peut écrire l’équation de la chaleur

macroscopique sous la forme :

−
(

K
(r)
ij V,j

)

,i
+ 〈P 〉Y = 〈ρc〉Y V̇ . (2.20)

Les résultats obtenus précédemment montrent que, comme dans le cas élastique, on peut remplacer la

zone d’interface rugueuse par une couche équivalente dont les composantes du tenseur de conductivité

sont déterminées par (2.19).

2.3 Homogénéisation d’un composite multicouche

Dans cette partie, on étudie un domaine Ω composé de trois couches perpendiculaires à l’axe Ox3. La

couche supérieure d’épaisseur H1 est constituée du matériau 1 alors que la couche inférieure d’épaisseur

H2 est composée du matériau 2. La couche intermédiaire d’épaisseur H0 est formée du matériau équi-

valent de la zone d’interface rugueuse dont ses propriétés thermiques effectives sont donc déterminées

par (2.19). L’épaisseur totale du composite tri-couche est H = H1 + H0 + H2 .

Les composantes du tenseur de conductivité effective du composite multicouche en question peuvent être

calculée selon les formules suivantes (Milton, 2002) :
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FIGURE 2.3: Plaque composite composée de 3 couches

K∗
33 =

〈

K−1
33

〉−1

Ω
, (2.21)

K∗
22 = 〈K22〉Ω +

〈

K23K
−1
33

〉2

Ω

〈

K−1
33

〉−1

Ω
−

〈

K2
23K

−1
33

〉

Ω
, (2.22)

K∗
11 = 〈K11〉Ω +

〈

K13K
−1
33

〉2

Ω

〈

K−1
33

〉−1

Ω
−

〈

K2
13K

−1
33

〉

Ω
, (2.23)

K∗
12 = 〈K12〉Ω +

〈

K13K
−1
33

〉

Ω

〈

K−1
33

〉−1

Ω

〈

K−1
33 K23

〉

Ω
−

〈

K13K
−1
33 K23

〉

Ω
, (2.24)

K∗
13 =

〈

K13K
−1
33

〉

Ω

〈

K−1
33

〉−1

Ω
, (2.25)

K∗
23 =

〈

K−1
33

〉−1

Ω

〈

K−1
33 K23

〉

Ω
, (2.26)

où l’opérateur de moyenne 〈•〉Ω est, comme dans le chapitre précédent, défini par

〈•〉Ω =
1

H

(

∫ −H0

−(H0+H1)
•(1) dx3 +

∫ 0

−H0

•(r) dx3 +

∫ H2

0
•(2) dx3

)

. (2.27)

Dans la suite, on étudie en détail le cas où le composite est constitué de deux phases orthotropes dont les

tenseurs de conductivité sont :

K(i) =











κ
(i)
11 0 0

0 κ
(i)
22 0

0 0 κ
(i)
33











(2.28)

avec i = 1, 2. En plus, l’interface entre les deux phases est en dent de scie. Dans le cas considéré, les

termes intervenant dans la définition de l’opérateur de moyenne (2.18) sont donnés par

y2 − y1 =
x3 + H0

H0
; 1 − y2 + y1 =

−x3

H0
. (2.29)
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FIGURE 2.4: Plaque composite biphasée avec l’interface rugueuse en dent de scie

En substituant (2.28) et (2.18) dans (2.19), on obtient les composantes non-nulles du tenseur de conduc-

tivité de la couche équivalente de la zone d’interface rugueuse :

κ
(r)
11 =

κ
(1)
11 κ

(2)
11

κ
(2)
11 + x3

H0

(

κ
(2)
11 − κ

(1)
11

) ,

κ
(r)
22 = κ

(1)
22 +

x3

H0

(

κ
(1)
22 − κ

(2)
22

)

,

κ
(r)
33 = κ

(1)
33 +

x3

H0

(

κ
(1)
33 − κ

(2)
33

)

. (2.30)

Les composantes du tenseur de conductivité effective peuvent être calculées par les formules (2.21) à

(2.26) avec l’opérateur de moyenne (2.27) :

κ
(∗)
11 = f1κ

(1)
11 + f2κ

(2)
11 + fr

κ
(1)
11 κ

(2)
11

κ
(1)
11 − κ

(2)
11

ln
κ

(1)
11

κ
(2)
11

, (2.31)

κ
(∗)
22 = f1κ

(1)
22 + f2κ

(2)
22 + fr

κ
(1)
22 + κ

(2)
22

2
, (2.32)

κ
(∗)
33 =

(

f1

κ
(1)
33

+
f2

κ
(2)
33

+
fr

κ
(1)
33 − κ

(2)
33

ln
κ

(1)
33

κ
(2)
33

)−1

(2.33)

avec f1 = H1/H , f2 = H2/H et fr = H0/H .

2.4 Exemple numérique

Dans cette section, on illustre numériquement les résultats analytiques obtenus ci-dessus concernant le

tenseur de conductivité effectif d’un composite multicouche avec interfaces rugueuses. Par simplicité,

on prend deux phases isotropes. Les conductivités des deux phases ont le rapport κ1/κ2 = 10. Les
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dimensions du composite sont : H1 = H2 = 0, 5m et L1 = L2 = 10m où L1 et L2 sont respectivement

la longeur et la largeur.

Dans un premier temps, on s’intéresse à l’influence de la zone d’interface rugueuse sur les valeurs des

conductivités thermiques effectives lorsque l’épaisseur H0 de la zone d’interface rugueuse varie de 0 à

1m. Les propriétés effectives normalisées κ
(∗)
11 /κ2 et κ

(∗)
33 /κ2 sont tracées dans la figure 2.5 en fonction

de l’épaisseur H0 de la zone d’interface rugueuse. Ensuite, on les compare avec les résultats numériques

calculés par FEM. On trouve une bonne coïncidence entre eux. En plus, dans la figure 2.5, on constate

que, quand la valeur de H0 augmente, la valeur de κ
(∗)
11 diminue et la valeur de κ

(∗)
33 augmente. En

même temps, la valeur de κ
(∗)
2 reste quasiment constante. Dans un deuxième temps, on étudie l’effet

FIGURE 2.5: Conductivité effectives normalisées κ
(∗)
ij /κ2 en fonction de l’épaisseur H0 de la zone

d’interface rugueuse

de la période de rugosité sur les valeurs des conductivités thermiques effectives. La hauteur de la zone

d’interface rugueuse est maintenue constante alors que la période de rugosité varie de 0, 1m à 1m. Les

rapports entre les valeurs de κ∗
11 et de κ∗

33 obtenues par (2.31) et (2.33) et celles calculées par FEM sont

tracés dans la figure 2.6 en fonction de 1/ǫ avec H0 = 0, 5m pour κ∗
11 et H0 = 0, 1m pour κ∗

33.
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FIGURE 2.6: Conductivité effective normalisée de κ
(∗)
ij /κ2 en fonction de 1/ǫ avec l’épaisseur H0 de

la zone d’interface rugueuse constante
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Chapitre 3

Interfaces élastiques cylindriques ondulées

suivant la direction circonférentielle

3.1 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

3.1.1 Equations de base

On considère un composite cylindrique à base circulaire, constitué de deux phases linéairement élas-

tiques, anisotropes et cylindriquement homogènes (Fig. 1). L’interface Γ entre ces deux phases est sup-

posée périodiquement ondulée suivant la direction circonférentielle et décrite par

r = h(y) = h(
θ

ǫ
) avec y =

θ

ǫ

où θ est l’angle du système des coordonées cylindriques (r, θ, z) et ǫ est la période angulaire y = θ/ǫ. La

valeur minimale de h(y) est désignée par R1 et la valeur maximale est notée par R1 + δ . En particulier,

on suppose que 0 < ǫ << 1, ce qui signifie que l’interface Γ est très rugueuse. Le domaine intérieur

constitué de la phase 1 et le domaine extérieur formé de la phase 2 sont représentés respectivement par Ωi

et Ωe. Dans un problème élastique tridimensionnel, les composantes du vecteur de déplacements dans

un système des coordonées cylindriques (r, θ, z) sont

ui = ui(x1, x2, x3, t), i = 1, 2, 3

avec x1 = r, x2 = θ et x3 = z.

La loi de comportement des deux matériaux (ou phases) est la loi de Hooke :

σ = Cε (3.1)

où σ et ε sont respectivement les tenseurs de contraintes et de déformations locales. En utilisant la
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FIGURE 3.1: Modèle d’interface rugueuse

notation de Voigt, on peut écrire (3.1) sous la forme matricielle





























σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12





























=





























C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C 34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C 35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66

























































ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε13

2ε12





























(3.2)

où les indices sont définis par 1 = r, 2 = θ et 3 = z. Le tenseur de déformations est lié au vecteur de
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déplacements par :

ε11 = ur,r, ε22 =
1

r
(uθ,θ + ur) , ε33 = uz,z , ε23 =

1

2

(

uθ,z +
1

r
uz,θ

)

,

ε13 =
1

2
(ur,z + uz,r) , ε12 =

1

2

(

uθ,r +
1

r
ur,θ −

1

r
uθ

)

. (3.3)

L’équation du mouvement s’écrit

∇ · σ + f = ρü. (3.4)

Cette équation s’exprime explicitement dans les coordonnées cylindriques par


















σ11,1 + 1
rσ12,2 + σ13,3 + σ11−σ22

r + f1 = ρü1,

σ12,1 + 1
rσ22,2 + σ23,3 + 2σ12

r + f2 = ρü2,

σ13,1 + 1
rσ23,2 + σ33,3 + σ13

r + f3 = ρü3,

(3.5)

où f1, f2 et f3 sont les composantes de la force volumique f , ˙(•) est la dérivée par rapport au temps. En

introduisant la loi de comportement local (3.2) dans (3.5), on obtient
(

A(hk)u,k

)

,h
+

1

r
A(1k)u,k + f = ρü (3.6)

où

(•),1 = (•),r, (•),2 =
1

r
(•),θ, (•),3 = (•),z, (3.7)

u = [u1 u2 u3]
T , f = [f1 f2 f3]

T , (3.8)

les indices h et k prennent les valeurs de 1 à 3 et les matrices A(hk) sont définies par A
(hk)
ij = Cihjk. Les

expressions explicites de A(hk) sont

A(11) =











C11 C16 C15

C16 C66 C56

C15 C56 C55











, A(12) =











C16 C12 C14

C66 C26 C46

C56 C25 C45











, A(13) =











C15 C14 C13

C56 C46 C36

C55 C45 C35











,

A(21) =











C16 C66 C56

C12 C26 C25

C14 C46 C45











, A(22) =











C66 C26 C46

C26 C22 C24

C46 C24 C44











, A(23) =











C56 C46 C36

C25 C24 C23

C45 C44 C34











,

A(31) =











C15 C56 C55

C14 C46 C45

C13 C36 C35











, A(32) =











C56 C25 C45

C46 C24 C44

C36 C23 C34











, A(33) =











C55 C45 C35

C45 C44 C34

C35 C34 C33











.

(3.9)

En supposant que l’interface rugueuse entre les deux phases est parfaite, le vecteur de déplacements et le

vecteur de contraintes sont donc continus à travers Γ. La continuité du vecteur de contraintes se traduit

par

[t]Γ =
[(

A(11)u,1 + A(12)u,2 + A(13)u,3

)

n1 +
(

A(21)u,1 + A(22)u,2 + A(23)u,3

)

n2

+
(

A(31)u,1 + A(32)u,2 + A(33)u,3

)

n3

]

Γ
= 0, (3.10)
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où [·]Γ signifie le saut d’une quantité à travers de Γ, ni avec i de 1 à 3 sont les composantes du vecteur

normal unitaire de l’interface Γ, à savoir

n =
1

√

1 + (h,y/ǫ)2

[

−1,
1

ǫ
h,y, 0

]T

.

Finalement, l’équation de continuité prend la forme

[t]Γ = ǫ−1
[

h,y

(

A(21)u,1 + A(22)u,2 + A(23)u,3

)]

Γ
−

[

A(11)u,1 + A(12)u,2 + A(13)u,3

]

Γ
= 0.

(3.11)

3.1.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

D’abord, on fait l’hypothèse que uǫ(x1, x2, x3, t) = U(x1, x2, x3, y, ǫ, t). Ensuite, on effectue le déve-

loppement asymptotique suivant de U(x1, x2, x3, y, ǫ, t) :

U = V + ǫ
(

N(1)V + N(11)V,1 + N(12)V,2 + N(13)V,3

)

+ ǫ2
(

N(2)V + N(21)V,1 + N(22)V,2 + N(23)V,3 + N(211)V,11 + N(212)V,12

+ N(213)V,13 + N(222)V,22 + N(223)V,23 + N(233)V,33

)

+ 0(ǫ3). (3.12)

Ici, V = V(x1, x2, x3, t) est indépendant de y , N(1), N(11), N(12), N(13), N(2), N(21), N(22),N(23),

N(211), N(212), N(213), N(222) et N(223) sont des matrices 3x3 dont les composantes sont des fonc-

tions de y, x1 et x3 mais indépendantes de x2 et du temps t. Les matrices N(•) sont à déterminer par

l’utilisation des équations du mouvement et des équations de continuité.

Comme

u,1 = u,1, u,2 = u,2 + ǫ−1u,y, u,3 = u,3,

on peut calculer les dérivées

U,1 = V,1 + ǫ

(

[

N(1)V
]

,1
+

[

N(11)V,1

]

,1
+

[

N(12)V,2

]

,1
+

[

N(13)V,3

]

,1

)

+ ǫ2
(

[

N(2)V
]

,1
+

[

N(21)V,1

]

,1
+

[

N(22)V,2

]

,1
+

[

N(23)V,3

]

,1
+

[

N(211)V,11

]

,1

+
[

N(212)V,12

]

,1
+

[

N(213)V,13

]

,1
+

[

N(222)V,22

]

,1
+

[

N(223)V,23

]

,1
+

[

N(233)V,33

]

,1

)

,

U,2 = V,2 + ǫ
(

N(1)V,2 + N(11)V,12 + N(12)V,22 + N(13)V,32

)

+ ǫ2
(

N(2)V,2 + N(21)V,12 + N(22)V,22 + N(23)V,32 + N(211)V,112 + N(212)V,122

+ N(213)V,132 + N(222)V,222 + N(223)V,232 + N(233)V,332

)

+ N(1)
,y V + N(11)

,y V,1

+ N(12)
,y V,2 + N(13)

,y V,3 + ǫ
(

N(2)
,y V + N(21)

,y V,1 + N(22)
,y V,2 + N(23)

,y V,3 + N(211)
,y V,11

+ N(212)
,y V,12 + N(213)

,y V,13 + N(222)
,y V,22 + N(223)

,y V,23 + N(233)
,y V,33

)

,
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U,3 = V,3 + ǫ

(

[

N(1)V
]

,3
+

[

N(11)V,1

]

,3
+

[

N(12)V,2

]

,3
+

[

N(13)V,3

]

,3

)

+ ǫ2
(

[

N(2)V
]

,3
+

[

N(21)V,1

]

,3
+

[

N(22)V,2

]

,3
+

[

N(23)V,3

]

,3
+

[

N(211)V,11

]

,3

+
[

N(212)V,12

]

,3
+

[

N(213)V,13

]

,3
+

[

N(222)V,22

]

,3
+

[

N(223)V,23

]

,3
+

[

N(233)V,33

]

,3

)

.

En introduisant ces dans les équations de mouvement et de continuité et en demandant que le coefficient

de ǫ−1 soit égal au zéro, on obtient

0 =
[

A(22)N(1)
,y

]

,y
V +

[

A(22)N(11)
,y

]

,y
V,1 +

[

A(22)N(12)
,y

]

,y
V,2

+
[

A(22)N(13)
,y

]

,y
V,3, (3.13)

0 =
[

A(22)N(1)
,y V

]

Γ
+

[(

A(21) + A(22)N(11)
,y

)

V,1

]

Γ
+

[

A(22)
(

I + N(12)
,y

)

V,2

]

Γ

+
[(

A(23) + A(22)N(13)
,y

)

V,3

]

Γ
, (3.14)

où I est le tenseur d’identité d’ordre 2.

On choisit ensuite les fonction N(1), N(11), N(12) et N(13) vérifiant les conditions suivantes :
[

A(22)N(1)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

A(21) + A(22)N(11)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

A(22)
(

I + N(12)
,y

)]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

A(23) + A(22)N(13)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

A(22)N(1)
,y

]

Γ
= 0,

[

N(1)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N(1)(0) = N(1)(1),

[

A(21) + A(22)N(11)
,y

]

Γ
= 0,

[

N(11)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N(11)(0) = N(11)(1),

[

A(22)
(

I + N(12)
,y

)]

Γ
= 0,

[

N(12)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N(12)(0) = N(12)(1),

[

A(23) + A(22)N(13)
,y

]

Γ
= 0,

[

N(13)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N(13)(0) = N(13)(1), (3.15)

où y1 ∈ (0, 1) et y2 ∈ (0, 1) sont deux solutions de l’équation h(y) = R = cte. On peut montrer que

N
(1)
,y = 0. D’une façon analogue, en exigeant que le coefficient associé à ǫ0 dans l’équation de continuité

soit nul, il vient que

0 = h,y

[

A(22)N(2)
,y + A(21)N

(1)
,1 + A(23)N

(1)
,3

]

Γ
V

+
{

h,y

[

A(22)N(21)
,y + A(23)N

(11)
,3 + A(21)

(

N(1) + N
(11)
,1

)]

Γ
−

[

A(11) + A(12)N(11)
,y

]

Γ

}

V,1

+
{

h,y

[

A(21)N
(12)
,1 + A(23)N

(12)
,3 + A(22)

(

N(1) + N(22)
,y

)]

Γ
−

[

A(12)
(

I + N(12)
,y

)]

Γ

}

V,2

+
{

h,y

[

A(22)N(23)
,y + A(21)N

(13)
,1 + A(23)

(

N(1) + N
(13)
,3

)]

Γ
−

[

A(13) + A(12)N(13)
,y

]

Γ

}

V,3

+ h,y

[

A(21)N(11) + A(22)N(211)
,y

]

Γ
V,11 + h,y

[

A(21)N(12) + A(22)
(

N(11) + N(212)
,y

)]

Γ
V,12

+ h,y

[

A(21)N(13) + A(22)N(213)
,y + A(23)N(11)

]

Γ
V,13 + h,y

[

A(22)
(

N(12) + N(222)
,y

)]

Γ
V,22

+ h,y

[

A(23)N(12) + A(22)
(

N(13) + N(223)
,y

)]

Γ
V,23

+ h,y

[

A(23)N(13) + A(22)N(233)
,y

]

Γ
V,33. (3.16)
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Pour satisfaire cette équation, on choisit les fonctions N(•) telles que

[

A(22)N(2)
,y + A(21)N

(1)
,1 + A(23)N

(1)
,3

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

A(22)N(21)
,y + A(23)N

(11)
,3 + A(21)

(

N(1) + N
(11)
,1

)]

Γ
=

1

h,y

[

A(11) + A(12)N(11)
,y

]

Γ
à y1, y2,

[

A(21)N
(12)
,1 + A(23)N

(12)
,3 + A(22)

(

N(1) + N(22)
,y

)]

Γ
=

1

h,y

[

A(12)
(

I + N(12)
,y

)]

Γ
à y1, y2,

[

A(22)N(23)
,y + A(21)N

(13)
,1 + A(23)

(

N(1) + N
(13)
,3

)]

Γ
=

1

h,y

[

A(13) + A(12)N(13)
,y

]

Γ
à y1, y2,

[

A(21)N(11) + A(22)N(211)
,y

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

A(21)N(12) + A(22)
(

N(11) + N(212)
,y

)]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

A(21)N(13) + A(22)N(213)
,y + A(23)N(11)

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

A(22)
(

N(12) + N(222)
,y

)]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

A(23)N(12) + A(22)
(

N(13) + N(223)
,y

)]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

A(23)N(13) + A(22)N(233)
,y

]

Γ
= 0 à y1, y2. (3.17)

De plus, en mettant le coefficient de ǫ0 dans l’équation de mouvement égal à zéro, on a

[

A(22)N(2)
,y + A(21)N

(1)
,1 + A(23)N

(1)
,3

]

,y
V

+
[

A(22)N(21)
,y + A(23)N

(11)
,3 + A(21)

(

N(1) + N
(11)
,1

)]

,y
V,1

+
[

A(21)N
(12)
,1 + A(23)N

(12)
,3 + A(22)

(

N(1) + N(22)
,y

)]

,y
V,2

+
[

A(22)N(23)
,y + A(21)N

(13)
,1 + A(23)

(

N(1) + N
(13)
,3

)]

,y
V,3

+
[

A(21)N(11) + A(22)N(211)
,y

]

,y
V,11 +

[

A(21)N(12) + A(22)
(

N(11) + N(212)
,y

)]

,y
V,12

+
[

A(21)N(13) + A(22)N(213)
,y + A(23)N(11)

]

,y
V,13 +

[

A(22)
(

N(12) + N(222)
,y

)]

,y
V,22

+
[

A(23)N(12) + A(22)
(

N(13) + N(223)
,y

)]

,y
V,23 +

[

A(23)N(13) + A(22)N(233)
,y

]

,y
V,33

+
[(

A(11) + A(12)N(11)
,y

)

V,1 + A(12)
(

I + N(12)
,y

)

V,2 +
(

A(13) + A(12)N(13)
,y

)

V,3

]

,1

+
(

A(21) + A(22)N(11)
,y

)

V,21 + A(22)
(

I + N(12)
,y

)

V,22 +
(

A(23) + A(22)N(13)
,y

)

V,23

+
[(

A(31) + A(32)N(11)
,y

)

V,1 + A(32)
(

I + N(12)
,y

)

V,2 +
(

A(33) + A(32)N(13)
,y

)

V,3

]

,3

+
1

r

(

A(11) + A(12)N(11)
,y

)

V,1 +
1

r
A(12)

(

I + N(12)
,y

)

V,2

+
1

r

(

A(13) + A(12)N(13)
,y

)

V,3 + F − ρV̈ = 0. (3.18)
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En intégrant l’équation ci-dessus suivant y ∈ (0, 1), on obtient finalement

[〈

A(11) + A(12)N(11)
,y

〉

Y
V,1 +

〈

A(12)
(

I + N(12)
,y

)〉

Y
V,2 +

〈

A(13) + A(12)N(13)
,y

〉

Y
V,3

]

,1

+
〈

A(21) + A(22)N(11)
,y

〉

Y
V,21 +

〈

A(22)
(

I + N(12)
,y

)〉

Y
V,22 +

〈

A(23) + A(22)N(13)
,y

〉

Y
V,23

+
[〈

A(31) + A(32)N(11)
,y

〉

Y
V,1 +

〈

A(32)
(

I + N(12)
,y

)〉

Y
V,2 +

〈

A(33) + A(32)N(13)
,y

〉

Y
V,3

]

,3

+
1

r

〈

A(11) + A(12)N(11)
,y

〉

Y
V,1 +

1

r

〈

A(12)
(

I + N(12)
,y

)〉

Y
V,2

+
1

r

〈

A(13) + A(12)N(13)
,y

〉

Y
V,3

+ 〈F〉Y = 〈ρ〉Y V̈ (3.19)

où

〈f〉Y = (y2 − y1)fe + (1 − y2 + y1)fi (3.20)

avec fe et fi étant les valeurs de la fonction f dans les domaines extérieur et intérieur.

Après avoir déterminé les fonctions N
(11)
,y , N

(12)
,y et N

(13)
,y , on les remplace dans l’équation (3.19) et

obtient

Ā(11) =
〈

A(11) + A(12)N(11)
,y

〉

Y

=
〈

A(11) − A(12)A(22)−1
A(21)

〉

Y
+

〈

A(12)A(22)−1
〉

Y

〈

A(22)−1
〉−1

Y

〈

A(22)−1
A(21)

〉

Y
,

Ā(12) =
〈

A(12)
(

I + N(12)
,y

)〉

Y
=

〈

A(12)A(22)−1
〉

Y

〈

A(22)−1
〉−1

Y
,

Ā(13) =
〈

A(13) + A(12)N(13)
,y

〉

Y

=
〈

A(13) − A(12)A(22)−1
A(23)

〉

Y
+

〈

A(12)A(22)−1
〉

Y

〈

A(22)−1
〉−1

Y

〈

A(22)−1
A(23)

〉

Y
,

Ā(21) =
〈

A(21) + A(22)N(11)
,y

〉

Y
=

〈

A(22)−1
〉−1

Y

〈

A(22)−1
A(21)

〉

Y
,

Ā(22) =
〈

A(22)
(

I + N(12)
,y

)〉

Y
=

〈

A(22)−1
〉−1

Y
,

Ā(23) =
〈

A(23) + A(22)N(13)
,y

〉

Y
=

〈

A(22)−1
〉−1

Y

〈

A(22)−1
A(23)

〉

Y
,

Ā(31) =
〈

A(31) + A(32)N(11)
,y

〉

Y

=
〈

A(31) − A(32)A(22)−1
A(21)

〉

Y
+

〈

A(32)A(22)−1
〉

Y

〈

A(22)−1
〉−1

Y

〈

A(22)−1
A(21)

〉

Y
,

Ā(32) =
〈

A(32)
(

I + N(12)
,y

)〉

Y
=

〈

A(32)A(22)−1
〉

Y

〈

A(22)−1
〉−1

Y
,

Ā(33) =
〈

A(33) + A(32)N(13)
,y

〉

Y
=

〈

A(33) − A(32)A(22)−1
A(23)

〉

Y

+
〈

A(32)A(22)−1
〉

Y

〈

A(22)−1
〉−1

Y

〈

A(22)−1
A(23)

〉

Y
. (3.21)

Comme l’interface Γ est périodiquement rugueuse, on peut écrire l’équation du mouvement macrosco-

pique sous la forme :
(

Ā(hk)V,k

)

,h
+

1

r
Ā(1k)V,k + F̄ = ρ̄V̈. (3.22)

Au vu des résultats obtenus ci-dessus, deux remarques importantes s’imposent :
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– Nos résultats montrent que le domaine d’interface rugueuse (R1 < r < R1 +δ) peut être remplacé par

un domaine constitué d’un matériau anisotrope équivalent dont la matrice de rigidité est déterminée

par (3.21).

– Les expressions des propriétés effectives du matériau équivalent de la zone d’interface rugueuse coïn-

cident en fait avec celles d’un composite multicouche (voir par exemple Milton, 2002) constitué du

matériau 1 de fraction volumique 1 − y2 + y1 et du matériaux 2 de fraction volumique y2 − y1. Ce

résultat n’est par évident du fait que les couches en question sont circulaires au lieu d’être planes.

FIGURE 3.2: Modèle des matériaux stratifiés

3.2 Homogénéisation d’un composite avec l’interface cylindrique en dent

de scie par une approche rigoureuse

3.2.1 Lois de comportement locale et macroscopique

Dans la partie précédente, on a montré que la zone d’interface rugueuse cylindrique peut être rempla-

cée par une interphase homogénéisée suivant la direction circonférentielle. De plus, les formules d’ho-

mogénéisation des matériaux stratifiés peuvent être utilisées pour calculer les propriétés effectives de

l’interphase équivalente. Cependant, comme les fractions surfaciques 1 − y2 + y1 et y2 − y1 interve-

nant dans l’opérateur de moyenne ( 3.20) varient dans la direction radiale, les propriétés équivalentes de

l’interphase sont non seulement anisotropes mais aussi dépendantes du rayon r.

Dans cette section, on considère un composite à microstructure cylindrique composé de la phase 1 dans

la partie intérieure et de la phase 2 dans la partie extérieure. Les surfaces latérale, supérieure et inférieure
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sont dénotées respectivement par Γl, Γs et Γi. On se propose d’homogénéiser ce composite. Comme

la complexité du problème en question est remarquable, on commence par le cas le plus simple où les

phases 1 et 2 sont isotropes. Ainsi, les phases sont caractérisées par les constantes de Lamé λ1, µ1, λ2,

et µ2. De plus, l’interface Γ entre les deux phases est supposée en dent de scie et illustrée sur la figure

(3.3). On suppose que l’interface Γ est très rugueuse, c’est-à-dire que la période ǫ est suffisamment petite.

FIGURE 3.3: Interface en dent de scie

Comme Γ est en dent de scie, on a simplement

y2 − y1 =
r − R1

δ
avec r ∈ (R1, R1 + δ) . (3.23)

Ensuite, on étudie un assemblage des cylindres composites constitués de 3 couches : la couche I , la

couche II et l’interphase occupant respectivement les zones définies par 0 < r < R1, R1 < r < R1 + δ

et R1 +δ < r < R2. Parmi ces couches, l’interphase C(r) est composée du matériau élastique équivalent

qui est cylindriquement isotrope transverse. En utilisant l’opérateur de moyenne défini par (3.20), la

matrice de rigidité de l’interphase équivalente est donnée par

C(r) =





























C
(r)
11 C

(r)
12 C

(r)
13 0 0 0

C
(r)
12 C

(r)
22 C

(r)
23 0 0 0

C
(r)
13 C

(r)
23 C

(r)
33 0 0 0

0 0 0 2C
(r)
44 0 0

0 0 0 0 2C
(r)
55 0

0 0 0 0 0 2C
(r)
66





























(3.24)
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où

C
(r)
11 = C

(r)
33 = 〈4µ (λ + µ) / (λ + 2µ)〉Y + 〈1/ (λ + 2µ)〉−1

Y 〈λ/ (λ + 2µ)〉2Y ,

C
(r)
22 = 〈1/ (λ + 2µ)〉−1

Y , C
(r)
44 = C

(r)
66 = 〈1/µ〉−1

Y , C
(r)
55 = 〈µ〉Y ,

C
(r)
12 = C

(r)
23 = 〈λ/ (λ + 2µ)〉Y 〈1/ (λ + 2µ)〉−1

Y ,

C
(r)
13 = 〈2µλ/ (λ + 2µ)〉Y + 〈1/ (λ + 2µ)〉−1

Y 〈λ/ (λ + 2µ)〉2Y . (3.25)

Il est clair que le comportement élastique homogénéisé du cylindre multicouche en question est égale-

ment isotrope transverse. Il est caractérisé par





























Σ1

Σ2

Σ3
√

2Σ4
√

2Σ5
√

2Σ6





























=





























k∗ + m∗ k∗ − m∗ l∗ 0 0 0

k∗ − m∗ k∗ + m∗ l∗ 0 0 0

l∗ l∗ n∗ 0 0 0

0 0 0 2G∗ 0 0

0 0 0 0 2G∗ 0

0 0 0 0 0 2m∗

























































E1

E2

E3
√

2E4
√

2E5
√

2E6





























. (3.26)

Les parties suivantes sont consacrées à la détermination des modules effectifs dans la matrice de rigidité

effective de la formule ( 3.26).

3.2.2 Résolution des problèmes auxiliaires

Chargement axisymétrique

Dans ce paragraphe, on considère le cas où les déplacements axisymétriques suivants sont imposés sur

les surfaces du cylindre composite :

u0
x(x) = εT x, u0

y(x) = εT y, u0
z(x) = εAz, x ∈ Γl,

t0x(x) = 0, t0y(x) = 0, u0
z(x) = εAz, x ∈ Γs ∪ Γi,

où ǫT et ǫA sont des constantes. Ces conditions aux limites s’écrivent dans la base cylindrique :

u0
r(x) = εT r, u0

θ(x) = 0, u0
z(x) = εAz, x ∈ Γl

u0
z(x) = εAz, σ0

4(x) = σ0
5 = 0, x ∈ Γs ∪ Γi. (3.27)

On sait que les champs de déplacements dans les couches I et II sont donnés par (voir par exemple Le

Quang, 2007)

u(i)
r (x) = A

(i)
1 r +

A
(i)
2

r
, u

(i)
θ (x) = 0, u(i)

z (x) = εAz, avec i = I, II. (3.28)

Dans cette formule, A
(i)
1 et A

(i)
2 sont deux constantes à déterminer par les conditions aux limites et les

conditions de continuité [u]Γ = 0, [σn]Γ = 0.
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En tenant compte de la symétrie cylindrique de la microstructure et des conditions aux limites considé-

rées, le champ de déplacements dans l’interphase prend la forme suivante

u(r)
r (x) = g(r), u

(r)
θ (x) = 0, u(r)

z (x) = εAz. (3.29)

Les composantes non-nulles des tenseurs de déformations et de contraintes correspondants sont détermi-

nées par :

ε1 = g′(r), ε2 =
g(r)

r
, ε3 = εA,

σ1 = C
(r)
11 g

′(r)
12

g(r)

r
+ C

(r)
13 ǫA, σ2 = C

(r)
12 g

′(r)
22

g(r)

r
+ C

(r)
23 ǫA,

σ3 = C
(r)
13 g

′(r)
23

g(r)

r
+ C

(r)
33 ǫA. (3.30)

Les composantes du tenseur de contraintes ci-dessus doivent vérifier l’équation d’équilibre

σ1,r +
σ1 − σ2

r
= 0. (3.31)

En introduisant les expressions de σ1 et σ2 dans cette equation, on obtient une équation différentielle du

second degré :

P (r)g′′ + Q(r)g′ + M(r)g = N(r) (3.32)

où

N(r) = − (λ1 − λ2) ǫA

2 (λ1 + µ1 − λ2 − µ2)
[Q(r) + rM(r)] ,

P (r) = r2
(

d13r
3 + d12r

2 + d11r + d10

)

,

Q(r) = r
(

d23r
3 + d22r

2 + d21r + d20

)

,

M(r) = d31r + d30,

avec les coefficients dij donnés par

d10 = d20 = [(λ2 + 2µ2) (R1 + δ) − (λ1 + 2µ1) R1] ,
[

(µ1 + λ2 + µ2) (µ1 + λ1 + µ2) δ2 − (µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) (2 R1 + δ)2
]

,

d11 = −12 (µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) (λ1 + 2µ1 − λ2 − 2 µ2) R1
2

− 8 (µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) (2 µ1 + λ1 − 4 µ2 − 2 λ2) δR1

+ h2 (λ2 + 2µ2)
[

(λ1 + 2µ1 − λ2 − 2 µ2) (2 λ1 + 4µ1 − λ2 − 2 µ2) − (λ1 − λ2)
2
]

,

d12 = 4 (µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) [(λ1 + 2µ1) (3 R1 + δ) − (λ2 + 2µ2) (3 R1 + 2 δ)] ,

d13 =
1

2
d23 = −4 (µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) (λ1 + 2µ1 − λ2 − 2 µ2) ,

d21 = 8 (µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) (2 R1 + δ) [(λ2 + 2µ2) (R1 + δ) − (λ1 + 2µ1) R1] ,

d22 = 4 (µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) [(λ1 + 2µ1) (5 R1 + δ) − (λ2 + 2µ2) (5 R1 + 4 δ)] ,

d30 = δ2 (λ2 + 2µ2) (λ1 + 2µ1) [(λ1 + 2µ1) R1 − (λ2 + 2µ2) (R1 + δ)] ,

d31 = −2 δ2 (λ2 + 2µ2) (λ1 + 2µ1) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2) . (3.33)
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L’équation différentielle (3.32) a une solution particulière :

g∗(r) = − (λ1 − λ2) ǫAr

2 (λ1 + µ1 − λ2 − µ2)
. (3.34)

Afin de trouver la solution générale pour l’équation différentielle homogène

P (r)g′′ + Q(r)g′ + M(r)g = 0 (3.35)

associée à (3.32), on pose d’abord

g(r) = e
− 1

2

∫ Q(r)
P (r)

dr
η(r)

et introduit ensuite cette expression dans (3.35), ce qui donne

r2 (r − r1)
2 (r − r2)

2 (r − r3)
2 η′′ + W (r)η = 0 (3.36)

où W (r) = k4r
4 + k3r

3 + k2r
2 + k1r + k0 avec

k0 =
1

d2
13

(

1

2
d10d20 + d10d30 −

1

4
d2

20

)

,

k1 =
1

d2
13

(

d10d31 −
1

2
d20d21 + d11d30 + d11d20

)

,

k2 =
1

d2
13

(

1

2
d11d21 −

1

2
d10d22 + d12d30 −

1

2
d20d22 −

1

4
d2

21 +
3

2
d12d20 + d11d31

)

,

k3 =
1

d2
13

(

d13d30 + d13d20 + d12d31 + d12d21 − 2d10d13 −
1

2
d21d22

)

,

k4 =
1

d2
13

(

1

2
d12d22 −

1

4
d2

22 + d12d30 +
1

2
d13d21 − d11d13 + d13d31

)

. (3.37)

Dans (3.36), r1, r2 et r3 sont les trois solutions de l’équation d13r
3 + d12r

2 + d11r + d10 = 0. En

supposant que le matériau de la couche I est plus rigide que le matériau de la couche II , à savoir

λ1 ≥ λ2 et µ1 ≥ µ2 , on a

r1 = R1 −
δ (λ2 + 2µ2)

λ1 + 2µ1 − λ2 − 2 µ2
,

r2 = R1 +
δ

2
+

δ

2

√

(µ1 + λ2 + µ2) (µ1 + λ1 + µ2)

(µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2)
,

r3 = R1 +
δ

2
− δ

2

√

(µ1 + λ2 + µ2) (µ1 + λ1 + µ2)

(µ1 − µ2) (µ1 + λ1 − λ2 − µ2)
. (3.38)

La solution générale de l’équation (3.36) peut s’exprimer sous la forme :

η (r) = (r − r1)

(

r − r3

r − r1

) 1
2
ς

[ArF1(r) + BrF2(r)] (3.39)

où Ar, Br sont les constantes à déterminer par les équations de continuité et par les conditions aux

limites, F1(r) et F2(r) sont les fonctions scalaires du rayon r définies par

F1(r) =

(

r

r − r1

)

γ1
2

(

r − r2

r − r1

) 1
2
− Φ−Θ+4Ξ

2
√

Θ
√

2Θ−2Φ−4Ξ−4Υ

HeunG1 (a1, q1, α1, β1, γ1, ς1, z1) ,

F2(r) =

(

r

r − r1

)

γ2
2

(

r − r2

r − r1

)

1
2+ Φ−Θ+4 Ξ

2
√

Θ
√

2 Θ−2 Φ−4 Ξ−4 Υ

HeunG2a2, q2, α2, β2, γ2, ς2, z2), (3.40)
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avec HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) étant la solution générale de l’équation différentielle de Heun définie

par :

d2

dz2
Y (z) +

(

α + β + 1 − ς − γ

z − a
+

γ

z
+

ς

z − 1

)

d

dz
Y (z) +

(α β z − q)

z (z − 1) (z − a)
Y (z) = 0. (3.41)

Si a 6= 0, 6= 1 et z 6= a, cette équation possède les propriétés suivantes (voir Ronveaux, 1995) :

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) = (1 − z)1−δ
HeunG (a, q − (ς − 1) γ a, β − δ + 1, α − ς + 1, γ, 2 − ς, z) ,

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) =
(

1 −

z
a

)−α−β+γ+δ
HeunG





a, q − γ (α + β − γ − ς) ,−β + γ + ς,−α + γ + ς

, γ, ς, z



 ,

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) = (1 − z)1−δ
(

1 −

z
a

)−α−β+γ+δ
HeunG





a, q − γ ((ς − 1) a + α + β − γ − δ)

,−β + γ + 1,−α + γ + 1, γ, 2 − ς, z



 ,

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) = HeunG
(

a−1, q

a
, α, β, γ, α + β − γ − ς + 1, z

a

)

,

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) = (1 − z)−α
HeunG

(

a
a−1

, −q+γ α a

a−1
, α, α − ς + 1, γ, α − β + 1, z

z−1

)

,

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) =
(

1 −

z
a

)−α
HeunG

(

1 − a,−q + γ α, α,−β + γ + ς, γ, ς,
(1−a)z

z−a

)

,

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) =
(

1 −

z
a

)−α
HeunG

(

(1 − a)−1
, q−γ α

a−1
, α,−β + γ + ς, γ, α − β + 1, z

z−a

)

.

La solution régulière à z = 0 est fournie par la série de Heun :

HeunG (a, q, α, β, γ, ς, z) = Hl (a, q, α, β, γ, ς, z) =
∞

∑

n=0

lnzn, (3.42)

l0 = 1, l1 =
q

γa
,

ln+2 =

{

q + (n + 1) [α + β − ς + (γ + ς − 1) a] + (n + 1)2 (a + 1)
}

ln+1 − (n + α) (n + β) ln

a (n + 2) (n + 1 + γ)
.

Les coefficients dans les formules (3.39) et (3.40) sont donnés par

Θ = r1
2r2

2(r2 − r3)
2(r1 − r3)

2(r2 − r1)
2 ,

Φ = ℘
√

Θ

√

[

−r2
2(r2 − r3)

2 +
4 W (r2)

(r2 − r1)
2

] [

−r1
2(r1 − r3)

2 +
4 W (r1)

(r2 − r1)
2

]

,

Ξ = r1
2(r1 − r3)

2W (r2), Υ = r2
2(r2 − r3)

2W (r1)

̟1 = r1r2r3 +
√

r1
2r2

2r3
2 − 4k0, ̟2 = r1r2r3 −

√

r1
2r2

2r3
2 − 4k0,

a1 = a2 =
− (r1 − r3) r2

(r2 − r1) r3
, γi =

̟i

r1r2r3
, ς = ς1 = ς2 = 1 +

√

1 − 4 W (r3)

r3
2(r2 − r3)

2(r1 − r3)
2 ,

qi = −
̟i

√

r3
2(r2 − r3)

2(r1 − r3)
2 − 4 W (r3)

2r1r3
3 (r2 − r1) (r2 − r3)

− (r1 r2 + r3 r1 − 2 r3 r2) γi

2r3 (r2 − r1)

+
2 r2 k0 + 2 r3 k0 + k1 r3 r2

r1r2
2r3

3 (r2 − r1)
− ℘γi (Φ − Θ + 4 Ξ)

2
√

Θ
√

2Θ − 2Φ − 4Ξ − 4Υ

βi =
̟i + ςi

2

+











r1W (r3)
r2

(

1
(r2−r3) + 1

(r1−r3)

)

+ 1
r1r2

3(r1−r3)

(

Υ − k4Θ
(r2−r1)2

)

+
(r2−r3)[r1(k0+k1 r3)+k0 r3 +r1

2(k1+k2 r3−k3 r3
2−3 k4 r3

3)]
r1r2 (r1−r3)

+
r1(k2+3 k3 r3+5 k4 r3

2)(r1 r2−r3
2)

r2 (r1−r3) +
(k1+k2 r3−k4 r3

3)r1

r2











2℘√
2Θ − 2Φ − 4Ξ − 4Υ

,

αi =
℘
√

2Θ − 2Φ − 4Ξ − 4Υ

2
√

Θ
+

̟i + ςi
2

, z1 = z2 = − (r1 − r3) r

r3 (r − r1)
, ℘ =

|r1 − r3|
r1 − r3

. (3.43)
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Finalement, la solution de l’équation différentielle (3.32) est :

u(r)
r (x) = g(r) = e

− 1
2

∫ Q(r)
P (r)

dr
η(r) + g∗(r) (3.44)

En utlisant cette formule dans (3.29) et (3.30), on obtient les composantes non-nulles du vecteur de

déplacements et du tenseur de contraintes.

Chargement antiplan

Sur les surfaces du cylindre composite, on impose les conditions aux limites :

u0
x(x) = s0z, u0

y(x) = 0, u0
z(x) = s0x, x ∈ Γl,

u0
x(x) = s0z, u0

y(x) = 0, tz(x) = 0, x ∈ Γs ∪ Γi, (3.45)

où s0 est une constante non-nulle quelconque.

Dans la base cylindrique, ces conditions aux limites prennent la forme :

u0
r(x) = s0z cos θ, u0

θ(x) = −s0z sin θ, u0
z(x) = s0r cos θ, x ∈ Γl,

u0
r(x) = s0z cos θ, u0

θ(x) = −s0z sin θ, σ0
3(x) = 0, x ∈ Γs ∪ Γi. (3.46)

Les champs de déplacements dans les 3 couches sont à trouver en partant des conditions aux limites

(3.46) et l’équation d’équilibre (3.4) dans le cas statique sans forces volumiques.

• Dans les couches I et II :

– champ de déplacements

u(j)
r (x) = s0z cos θ, u

(j)
θ (x) = −s0z sin θ u(j)

z (x) = s0

(

Ajr + Bjr
−1 − r

)

cos θ; (3.47)

– champ de déformations

ε
(j)
4 = −1/2.

(

Aj + Bjr
−2

)

s0 sin θ, ε
(j)
5 = 1/2.

(

Aj − Bjr
−2

)

s0 cos θ; (3.48)

– champ de contraintes

σ
(j)
4 = 2µjε

(j)
4 , σ

(j)
5 = 2µjε

(j)
5 . (3.49)

Ci-dessus, Aj et Bj sont des constantes à déterminer.

• Dans l’interphase C(r) :

– champ de déplacement :

u(r)
r (x) = s0z cos θ, u

(r)
θ (x) = −s0z sin θ u(r)

z (x) = −s0 (W (r) + r) cos θ (3.50)

où

W (r) =
(r + r1)

(µ1 − µ2)
̟(r − r2)

1+̟

[

Arr
̟

2F1 (a1, b1, c1, z1) + Brr
−̟

2F1 (a2, b2, c2, z2)
]

(3.51)
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avec Ar Br étant deux constantes et 2F1 étant la série hypergéométrique définie par [2]

2F1 (a, b, c, z) =

∞
∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n!
,

(a)n = a (a + 1) (a + 2) ... (a + n − 1) , (a)0 = 1. (3.52)

Les paramètres dans la formule (3.51) sont déterminés par :

r1 = −R1 + µ2δ
µ1−µ2

, r2 = R1 + µ1δ
µ1−µ2

, ̟ =
δ
√

µ1µ2

(µ1−µ2)
√

r1r2
,

a1 = 1 + ̟, b1 = a1, c1 = 1 + 2̟, a2 = 1 − ̟, b2 = a2, c2 = 1 − 2̟,

z1 = z2 = δ (µ1+µ2)r
(µ1−µ2)r1(r−r2) ;

(3.53)

– champ de déformations :

ε
(r)
4 = −1/2.W (r)/rs0 sin θ, ε

(r)
5 = 1/2.W ′(r)s0 cos θ; (3.54)

– champ de contraintes :

σ
(j)
4 = 2C

(r)
44 ε

(r)
4 , σ

(j)
5 = 2C

(r)
55 ε

(r)
5 . (3.55)

Ci-dessus, C
(r)
44 et C

(r)
55 sont à déterminer par (3.25).

3.2.3 Détermination des modules macroscopiques k
∗ et l

∗

Après avoir trouvé les champs de déplacements, de déformations et de contraintes dans les couches I et

II et dans l’interphase, on peut maintenant calculer les propriétés effectives du cylindre composite.

Tout d’abord, on considère un domaine M composé du matériau homogène dont les caractéristiques sont

identiques à celles du matériau effectif du cylindre Ω. On impose les conditions (3.27) sur le bord de M .

Puisque le matériau est homogène, les champs sont uniformes dans tout le domaine M :

ur(x) = εT r, uθ(x) = 0, uz(x) = εAz,

ε1(x) = ε2(x) = εT , ε3(x) = εA, ε4(x) = ε5(x) = ε6(x) = 0,

σ1(x) = 2k∗εT + l∗εA, σ2(x) = 2k∗εT + l∗εA,

σ3(x) = 2l∗εT + n∗εA, σ4(x) = σ5(x) = σ6(x) = 0. (3.56)

Ensuite, les propriétés effectives k∗, n∗ et l∗ doivent être tells que la présence de Ω ne perturbe pas

les champs initiaux dans la partie restante de M . Si cette condition est vérifiée, Ω est appélé donc une

inclusion neutre. Les composantes non-nulles du vecteur de déplacements et du tenseur de contraintes

dans la couche intermédiaire sont définies par (3.29) et (3.30) alors que celles des couches I et II sont

fournies dans la partie 3.4.1.

Comme les matériaux dans les couches I et II sont élastiques linéaires isotropes, on a :

– champ de déplacements

u(j)
r (x) = Ajr + Bjr

−1, u(j)
z (x) = εAz; (3.57)
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FIGURE 3.4: Inclusion neutre

– champ de déformations

ε
(j)
1 = Aj − Bjr

−2,

ε
(j)
2 = Aj + Bjr

−2,

ε
(j)
3 = εA;

(3.58)

– champ de contraintes

σ
(j)
1 = 2Ajkj − 2Bjmjr

−2 + ljεA,

σ
(j)
2 = 2Ajψj + 2Bj̺jr

−2 + φjεA,

σ
(j)
3 = 2Ajτj + Bjςjr

−2 + njεA.

(3.59)

Ci-dessus, (•)1, (•)2 et (•)3 signifient respectivement (•)rr, (•)θθ et (•)zz , Aj et Bj sont des constantes

avec j = I ou II et

kj = ψj = λj + µj , τj = φj = lj = λj , ςj = 0, et mj = ̺j = µj .

Les constantes dans les expressions (3.39), (3.46), (3.47) et (3.48) sont déterminées par les équations

de continuités sur les trois interfaces Γ1, Γ2 et Γ3 , et les conditions aux limites. De plus, pour que le

déplacement au centre du cylindre soit fini, il est nécessaire que B1 = 0.

Les équations de continuité du déplacement et du vecteur de contraintes à travers Γ1, Γ2 et Γ3 sont

données explicitement ci-près :
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– sur Γ1 :

A1R1 = ArF1(R1) + BrF2(R1) + g∗(R1),

2A1k1 + l1εA = ArG1(R1) + BrG2(R1) + g∗(1);
(3.60)

– sur Γ2 :

ArF1(R1 + δ) + BrF2(R1 + δ) + g∗(R1 + δ) = A2(R1 + δ) + B2(R1 + δ)−1,

ArG1(R1 + δ) + BrG2(R1 + δ) + g∗(1) = 2A2k2 − 2B2m2(R1 + δ)−2 + l2εA;
(3.61)

– sur Γ3 = δΩ :

A2R2 + B2R
−1
2 = εT R2,

2A2k2 − 2B2m2R
−2
2 + l2εA = 2k∗εT + l∗εA,

(3.62)

avec

F1(r) = e
− 1

2

∫ Q(r)
P (r)

dr
(r − r1)

(

r − r3

r − r1

) 1
2
ς

F1(r),

F2(r) = e
− 1

2

∫ Q(r)
P (r)

dr
(r − r1)

(

r − r3

r − r1

) 1
2
ς

F2(r),

G1(r) =
∂F1(r)

∂r
, G2(r) =

∂F2(r)

∂r
.

Finalement, on obtient un système de neuf équations linéaires :










R1 R1
−1 0

2k1 −2m1R1
−2 l1

0 0 1





















A1

0

εA











=











F1 (R1) F2 (R1) ĝ∗ (R1)

G1 (R1) G2 (R1) ĝ∗ (1)

0 0 1





















Ar

Br

εA











,











F1 (R1 + δ) F2 (R1 + δ) ĝ∗ (R1 + δ)

G1 (R1 + δ) G2 (R1 + δ) ĝ∗ (1)

0 0 1





















Ar

Br

εA











=











R1 + δ (R1 + δ)−1 0

2k2 −2m2(R1 + δ)−2
l2

0 0 1





















A2

B2

εA











,











R2 R2
−1 0

2k2 −2m2R2
−2 l2

0 0 1





















A2

B2

εA











=











εT R2

2k∗εT + l∗εA

εA











,

avec ĝ∗(r) = g∗(r)/εA. Ces équations peuvent s’écrire sous la forme

J(i)(rj)V
(i) = J(i+1)(rj)V

(i+1) sur l’interface Γj

où V(i) = [Ai Bi εA]T . Ainsi, on obtient










Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

0 0 1





















A1

0

εA











=











εT R2

2k∗εT + l∗εA

εA











(3.63)

avec

Q = J(II)(R2)J
−1
(II)(R1 + δ)J(r)(R1 + δ)J−1

(r)(R1)J(I)(R1) (3.64)

En résolvant (3.63), il vient que
(

Q21R2

Q11
− 2k∗

)

εT +

(

Q23 −
Q13

Q11
− l∗

)

εA = 0. (3.65)
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Puisque εT et εA soit quelconques, on déduit de (3.65) que

k∗ =
Q21R2

2Q11
, (3.66)

l∗ = Q23 −
Q21Q13

Q11
, (3.67)

Ces deux formules nous permettent de calculer les modules effectifs k∗ et l∗.

3.2.4 Détermination du module macroscopique G
∗

D’une manière analogue, pour déterminer G∗, le cylindre composite Ω est introduit dans un domaine

effectif infini M . L’insertion de Ω ne provoque aucune perturbation des champs dans la partie restante

du milieu homogène M . Les composantes non-nulles du vecteur de déplacements, des tenseurs de dé-

formations et de contraintes dans M sont exprimées par :

– champ de déplacemens

u(0)
r (x) = s0z cos θ, u

(0)
θ (x) = −s0z sin θ u(0)

z (x) = s0r cos θ; (3.68)

– champ de déformations :

ε
(0)
4 = −s0 sin θ, ε

(0)
5 = s0 cos θ; (3.69)

– champ de contraintes

σ
(0)
4 = −2G∗s0 sin θ, σ

(0)
5 = 2G∗s0 cos θ (3.70)

Dans les trois phases du composite cylindrique, les champs sont déterminés par (3.47)-(3.55) avec B1 =

0. Les constantes dans ces formules sont ensuite déterminées par les conditions de continuité à travers

les interfaces :

– sur Γ1 :

A1R1 = ArW1(R1) + BrW2(R1),

2A1µ1 = ArW
′
1(R1) + BrW

′
2(R1);

(3.71)

– sur Γ2 :

ArW1(R1 + δ) + BrW2(R1 + δ) = A2(R1 + δ) + B2(R1 + δ)−1,

ArW
′
1(R1 + δ) + BrW

′
2(R1 + δ) = 2A2µ2 − 2B2µ2(R1 + δ)−2;

(3.72)

– sur Γ3 = δΩ :

A2R2 + B2R
−1
2 = 2R2,

2A2µ2 − 2B2µ2R
−2
2 = 2G∗.

(3.73)

Ci-dessus,

W1(r) =
(r + r1)

(µ1 − µ2)
̟(r − r2)

1+̟ r̟
2F1 (a1, b1, c1, z1) ,

W2(r) =
(r + r1)

(µ1 − µ2)
̟(r − r2)

1+̟ r−̟
2F1 (a2, b2, c2, z2) .
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Les équations (3.71) - (3.73) constituent un système de 6 équations à 6 inconnus A1, Ar, Br, A2, B2 et

G∗. Ce système peut s’écrire sous la forme matricielle comme suit :

KX = Y (3.74)

où X = [A1 Ar Br A2 B2 G∗]T , Y = [0 0 0 0 2R2 0]T et :

K =





























−R1 W1(R1) W2(R1) 0 0 0

−2µ1 W ′
1(R1) W ′

2(R1) 0 0 0

0 W1(R1 + δ) W2(R1 + δ) −(R1 + δ) −(R1 + δ)−1 0

0 W ′
1(R1 + δ) W ′

2(R1 + δ) −2µ2 2µ2(R1 + δ)−2 0

0 0 0 R2 R−1
2 0

0 0 0 µ2 −µ2R
−2
2 −1





























.

La résolution de (3.74) donne le module effectif G∗.

3.2.5 Détermination du module macroscopique n
∗

On revient au cas d’un chargement axisymétrique. Sous les chargements εT et εA , les tenseurs de défor-

mation s’expriment par

εij(x) = Cij(x)εT + Dij(x)εA (3.75)

où C(x) et D(x) sont les tenseurs de localisation. Après avoir résolu les équations (3.60), (3.61) et (3.62)

et déterminé k∗ et l∗ par (3.66) et (3.67), on peut trouver les paramètres inconnus sous la forme suivante :

A1 = a11εT + a21εA,

Ar = a1rεT + a2rεA, Br = b1rεT + b2rεA,

A2 = a12εT + a22εA, B2 = b12εT + b22εA.

où a1j et b1j sont les constantes associée à la couche j. Donc, le tenseur D(x) pour les couches I et II

et pour l’interphase s’exprime par

D(I) =











a21 0 0

0 a21 0

0 0 1











, D(II) =











a22 − b22r
−2 0 0

0 a22 + b22r
−2 0

0 0 1











,

D(r) =











a2rG1 + b2rG2 + ĝ∗

r 0 0

0 a2r
F1
r + b2r

F2
r + ĝ∗

r 0

0 0 1











, (3.76)

avec ĝ∗ = g∗′/εA = (λ1 − λ2)/(λ1 + µ1 − λ2 − µ2)/2.
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En substituant (3.56) dans (3.26), on trouve que : Σ3 = 2l∗εT + n∗εA. D’autre part, selon la définition

de la moyenne volumique, on obtient 〈σ3(x)〉Y = 2l∗εT + n∗εA. En tenant compte de la décomposition

(3.75) et de la loi de comportement locale, on a la formule qui nous permet de déterminer n∗ :

n∗ = 〈C33klDkl(x)〉Y . (3.77)

En substituant (3.76) dans (3.77), on obtient

n∗ =
1

|Ω|

∫

∂Ω

C33klDkldΩ, (3.78)

=
2πH

|Ω|





R1
∫

0

C
(I)
33klD

(I)
kl rdr

R2
∫

R1+δ

C
(II)
33klD

(II)
kl rdr +

R1+δ
∫

R1

C
(r)
33klD

(r)
kl rdr



 ,

=
R2

1

R2
2

(2λ1a21 + λ1 + 2µ1) +
R2

2 − (R1 + δ)2

R2
2

(2λ2a22 + λ2 + 2µ2)

+
2

R2
2











R1+δ
∫

R1

C
(r)
13

(

a2rG1 + b2rG2 + ĝ∗

r

)

rdr

+
R1+δ
∫

R1

C
(r)
23 (a2rF1 + b2rF2 + ĝ∗) dr +

R1+δ
∫

R1

C
(r)
33 rdr











(3.79)

où C
(r)
13 , C(r)

23 et C
(r)
33 sont déterminés par (3.25) et |Ω| = πR2

2H est le volume total du cylindre composite

avec H la hauteur du cylindre.

3.3 Homogénéisation d’un composite avec l’interface cylindrique pério-

diquement ondulée par une méthode approximative

3.3.1 Loi de comportement locale

On considère maintenant un domaine cylindrique Ω du rayon R2 constitué de deux matériaux isotropes.

L’interface Γ entre ces deux matériaux est périodiquement rugueuse. Dans la partie 3.1, on a montré

que la zone d’interface rugueuse définie par R1 < r < R1 + δ peut être remplacée par une interphase

équivalente qui est cylindriquement anisotrope et hétérogène suivant la direction radiale. Dans le cas

général où l’interface n’est pas en dent de scie, il est en général impossible de déterminer exactement les

champs dans les couches I et II et dans l’interphase. C’est la raison pour laquelle, on propose dans cette

section une méthode de calcul approximative qui consiste à discrétiser l’interphase en un nombre fini de

couches suivant la direction radiale, dont chacune sont prise comme étant homogène. Par conséquent, le

problème d’homogénéisation initial est approché par le problème d’homogénéisation des multicouches

cylindriques.

La loi de comportement de la couche k s’écrit

σ
(k)
ij = C

(k)
ijklε

(k)
kl .
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où σ
(k)
ij et ε

(k)
ij sont les composantes du tenseur de contraintes de Cauchy et du tenseur de dé forma-

tions infinitésimales, et C
(k)
ijkl sont les composantes du tenseur de rigidité. On s’intéresse à 5 classes

de symétries : les symétries isotrope, cubique, isotrope transverse, tétragonale et orthotrope. Ainsi, en

coordonnées cylindriques, la loi de comportement de la couche k peut s’écrire sous la forme matricielle :





























σ
(k)
1

σ
(k)
2

σ
(k)
3√

2σ
(k)
4√

2σ
(k)
5√

2σ
(k)
6





























=





























C
(k)
11 C

(k)
12 C

(k)
13 0 0 0

C
(k)
12 C

(k)
22 C

(k)
23 0 0 0

C
(k)
13 C

(k)
23 C

(k)
33 0 0 0

0 0 0 2C
(k)
44 0 0

0 0 0 0 2C
(k)
55 0

0 0 0 0 0 2C
(k)
66

























































ε
(k)
1

ε
(k)
2

ε
(k)
3√
2ε

(k)
4√

2ε
(k)
5√

2ε
(k)
6





























. (3.80)

Dans l’expression ci-dessus, on pose rr ≡ 1, θθ ≡ 2, zz ≡ 3, θz ≡ 4, zr ≡ 5 et rθ ≡ 6. La matrice de

rigidité est définie positive si et seulement si

C
(k)
11 C

(k)
22 C

(k)
33 + 2C

(k)
12 C

(k)
23 C

(k)
13 − C

(k)
22 C

(k)
13

2
− C

(k)
33 C

(k)
12

2
− C

(k)
11 C

(k)
23

2
> 0,

C11 > 0, C
(k)
11 C

(k)
22 − C

(k)
12

2
> 0, C

(k)
44 > 0, C

(k)
55 > 0, C

(k)
66 > 0. (3.81)

On considère un composite cylindrique circulaire Ω0 de hauteur z0, limité par une surfaces latérale Γl,

une surface supérieure Γs et une surface inférieure Γi. La partie centrale du cylindre composite est formé

du matériau 1 et la couche extérieure est constituée du matériau 2. Entre elles, l’interphase est divisée

en n couches d’épaisseur h/n dont les propriétés sont déterminées par (3.21). Les interfaces entre n + 2

couches sont notés Γi avec i = 1 à n + 1. La fonction qui définit y2 − y1 dans l’équation (3.20) dépend

de la forme de l’interface rugueuse. En particulier, quand elle est en dent de scie, on a

y2 − y1 = n
π

{

arcsin

[

(R1+δ) sin(π/n)√
(R1+δ)2+R2

1−2R1(R1+δ) cos(π/n)

]

− arcsin

[

R1(R1+δ) sin(π/n)

r
√

(R1+δ)2+R2
1−2R1(R1+δ) cos(π/n)

]}

3.3.2 Solutions pour les problèmes auxiliaires

On a trois problèmes auxiliaires élémentaires à résoudre :

- déformations axisymétriques,

- cisaillement anti-plan,

- cisaillement transversal.

En fait, ces problèmes ont été bien résolus dans le travail de thèse de LE QUANG (2005). Par conséquent,

on rappelle ci-dessous simplement les solutions correspondantes.
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FIGURE 3.5: Modèle de n+2 phases

Déformation axisymétrique

Les conditions aux limites axisymétriques et homogènes sont imposées sur les surfaces d’un cylindre

creux et s’écrivent dans la base cylindrique sous la forme :

u0
r(x) = ε

(a)
T r, u0

θ(x) = 0, u0
z(x) = εAz, x ∈ ∂Γa,

u0
r(x) = ε

(b)
T r, u0

θ(x) = 0, u0
z(x) = εAz, x ∈ ∂Γb,

u0
z(x) = εAz, σ0

4(x) = σ0
5 = 0, x ∈ ∂Γs ∩ Γi (3.82)

On a les expressions des composantes non-nulles du

– champ de déplacements :

ur(x) = Arα + Br−α + ωεAr,

uθ(x) = 0,

uz(x) = εAz;

(3.83)

– champ de déformations :

ε1 = αArα−1 − αBr−α−1 + ωεA,

ε2 = Arα−1 + Br−α−1 + ωεA,

ε3 = εA;

(3.84)

– champ de contraintes :

σ1 = 2Akrα−1 − 2Bmr−(α+1) + lεA,

σ2 = 2Aψrα−1 + 2B̺r−(α+1) + φεA,

σ3 = 2Aτrα−1 + Bςr−(α+1) + nεA.

(3.85)
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Les paramètres matériels intervenant dans (3.83)-(3.82) sont d éfinis par

α =

√

C22

C11
> 0, ω =

C13 − C23

C22 − C11
,

k =
1

2
(C12 + αC11) , m =

1

2
(−C12 + αC11) , l = ω (C11 + C12) + C13,

τ =
1

2
(C23 + αC13) , ς = C23 − αC13, n = ω (C13 + C23) + C33,

ψ =
1

2
(C22 + αC12) , m =

1

2
(C22 − αC12) , φ = ω (C12 + C22) + C23. (3.86)

Cisaillement anti-plan

Les conditions aux limites associé au cisaillement anti-plan s’écrivent dans le système des coordonnées

cylindriques :

u0
r(x) = s0z cos θ, u0

θ(x) = −s0z sin θ, u0
z(x) = s0a cos θ, x ∈ ∂Γa,

u0
r(x) = s0z cos θ, u0

θ(x) = −s0z sin θ, u0
z(x) = s0b cos θ, x ∈ ∂Γb,

u0
r(x) = s0z cos θ, u0

θ(x) = −s0z sin θ, σ0
3(x) = 0, x ∈ ∂Γs ∩ Γi. (3.87)

Les composantes non-nulles des champs de déplacements, de dé formations et de contraintes dans le

cylindre creux sont données ci-dessous.

– Champ de déplacements :

ur(x) = s0z cos θ,

uθ(x) = −s0z sin θ,

uz(x) = s0

(

Ari + Br−i − r
)

cos θ.

(3.88)

– Champ de déformations :

ε4 = −1
2

(

Ari−1 + Br−i−1
)

s0 sin θ,

ε5 = 1
2

(

Ari−1 − Br−i−1
)

s0i cos θ,
(3.89)

– Champ de contraintes :

σ4 = 2C44ε4,

σ5 = 2C55ε5.
(3.90)

Ci-dessus,

i =

√

C44

C55
> 0. (3.91)

Cisaillement transversal

Dans ce cas, les conditions aux limites prennent la forme

u0
r(x) = caacos2θ, u0

θ(x) = −cba sin 2θ, u0
z(x) = 0,x ∈ ∂Γa,

u0
r(x) = cbb cos 2θ, u0

θ(x) = −cbb sin 2θ, u0
z(x) = 0,x ∈ ∂Γb,

u0
z(x) = 0, σ0

4(x) = σ0
5(x) = 0,x ∈ ∂Γs ∩ Γi. (3.92)
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La solution du problème en déplacements peut s’écrire sous la forme générale comme suit :

ur(x) = g(r)cos2θ, uθ(x) = h(r) sin 2θ, uz(x) = 0. (3.93)

Dans cette expression,

g(r) = A1φ1 + A2φ2 + A3φ3 + A4φ4,

h(r) = B1φ1 + B2φ2 + B3φ3 + B4φ4,

où φj(r) est la fonction caractéristique associée à ρj (j = 1 à 4), Aj et Bj sont des constantes à d éter-

miner par les conditions aux limites. Noter que ces constantes ne sont pas indépendantes. Concrètement,

A1 et A2 dé pendent linéairement de B1 et B2 alors A3 et A4 sont linéairement liées à B3 et B4. Sans

perte de généralité, on peut écrire ces relations sous la forme :

A1 = δ1B1 + χ1B2, A2 = δ2B2 + χ2B1, A3 = δ3B3 + χ3B4, A4 = δ4B4 + χ4B3.

Il convient d’introduire les paramètres matériels adimensionnels

p1 = η1 + η2 − β1β2, p2 = η1η2 − ϕ1ϕ2 = 9α2,

β1 =
2 (C66 + C12)

C11
, ϕ1 =

−2 (C66 + C22)

C11
, η1 =

− (4C66 + C22)

C11
,

β2 =
−2 (C66 + C12)

C66
, ϕ2 =

−2 (C66 + C22)

C66
, η2 =

− (C66 + 4C22)

C66

Suivant la valeur de p2
1 − 4p2, on peut distinguer trois cas :

– Cas 1 caractérisé par la condition

p2
1 − 4p2 > 0.

Les fonctions caractéristiques correspondantes sont données sous les formes : φj = rρj avec

ρ1 = −1

2

√

−2p1 + 2
√

p2
1 − 4p2, ρ2 = −1

2

√

−2p1 − 2
√

p2
1 − 4p2,

ρ3 =
1

2

√

−2p1 − 2
√

p2
1 − 4p2, ρ4 =

1

2

√

−2p1 + 2
√

p2
1 − 4p2.

Les expressions des constantes χi et δi sont obtenues par

χ1 = χ2 = χ3 = χ4 = 0, δj =
2 [(C66 + C12) ρj − C66 − C22]

C22 + 4C66 − C11ρ2
j

où j = 1 à 4. Si le matériau est isotrope transverse, cubique ou isotrope, alors p1 = −10 et p2 = 9,

ce qui donne ρ1 = −3, ρ2 = −1,ρ3 = 1 et ρ4 = 3. Les expressions de δj se réduisent à δ1 = 1,

δ2 = −(m + k)/m, δ3 = −1 et δ4 = (m − k)/(m + 2k).

– Cas 2 défini par la condition

p2
1 − 4p2 = 0.
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Les racines sont données par

ρ1 = ρ2 = −Γ < 0, ρ3 = ρ4 = Γ > 0

où Γ =
√

−p1/2. Alors, les fonctions caractéristiques sont précisées par :

φ1 = r−Γ, φ2 = r−Γ ln r, φ3 = rΓ, φ4 = rΓ ln r

Les constantes δi et χi sont fournies par :

δj =
2 [(C66 + C12) ρj − C66 − C22]

C22 + 4C66 − C11ρ2
j

, j = 1, 4;

χ3 = χ4 = 0, χj =
2 (C66 + C12 + ρjδj+1C11)

C22 + 4C66 − C11ρ2
j

, j = 1, 3.

– Cas 3 défini par la condition

p2
1 − 4p2 < 0.

Dans ce cas, les racines sont des nombres complexes conjugués :

ρ1 = −Γ − γi, ρ2 = −Γ + γi, ρ3 = Γ − γi, ρ4 = Γ + γi

où i =
√
−1, Γ = 1

2

√

2
√

p2 − p1, γ = 1
2

√

2
√

p2 + p1.

Les fonctions caracréristiques sont données par :

φ1 = r−Γ cos(γ ln r), φ2 = r−Γ sin(γ ln r), φ3 = rΓ cos(γ ln r), φ4 = rΓ sin(γ ln r).

Les constantes δj et χj peuvent s’obtenir par

δ1 =
ascs + bsds

a2
s + b2

s

, χ1 =
asds − bscs

a2
s + b2

s

, δ2 =
bscs − asds

a2
s + b2

s

, χ2 =
ascs + bsds

a2
s + b2

s

,

δ3 =
ases − bsds

a2
s + b2

s

, χ3 =
asds − bses

a2
s + b2

s

, δ4 =
bses − asds

a2
s + b2

s

, χ4 =
ases + bsds

a2
s + b2

s

où as, bs, cs, ds et es sont définis par

as = C11

(

Γ2 − γ2
)

− C22 − 4C66, bs = −2Γγ,

cs = 2 [Γ(C12 + C66) + C66 + C22] , ds = −2(C12 + C66)Γ,

es = 2 [−Γ(C12 + C66) + C66 + C22] .

3.3.3 Modules élastiques effectifs

On considère un cylindre Ω de hauteur z0 limité par une surfaces latérale Γl, une base supérieure Γs et

une base inférieure Γi. Les deux bases ne sont pas nécessairement circulaires. Le matériau constitutif de
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Ω est considéré comme étant homogène et isotrope transverse et caractérisé par





























Σ1

Σ2

Σ3
√

2Σ4
√

2Σ5
√

2Σ6





























=





























k∗ + m∗ k∗ − m∗ l∗ 0 0 0

k∗ − m∗ k∗ + m∗ l∗ 0 0 0

l∗ l∗ n∗ 0 0 0

0 0 0 2G∗ 0 0

0 0 0 0 2G∗ 0

0 0 0 0 0 2m∗

























































E1

E2

E3
√

2E4
√

2E5
√

2E6





























(3.94)

où k∗, m∗ sont respectivement les modules effectifs de compressibilité plane et de cisaillement trans-

versal, n∗ signifie la rigidité longitudinale effective suivante l’axe ez , G∗ exprime le module effectif de

cisaillement anti-plan et l∗ présente la rigidité transversale effective.

Détermination des modules k∗ et l∗

On impose les conditions aux limites axisymétriques sur la surface de Ω :

u0
r(x) = εT r, u0

θ(x) = 0, u0
z(x) = εAz,x ∈ ∂Γl,

u0
z(x) = εAz, σ0

4(x) = σ0
5(x) = 0,x ∈ ∂Γs ∩ Γi, (3.95)

où εT et εA sont deux constantes. En supposant que la force volumique est nulle, les champs de dépla-

cements, de déformations et de contraintes dans Ω sont uniforme :

ur(x) = εT r, uθ(x) = 0, uz(x) = εAz,

ε1(x) = ε2(x) = εT , ε3(x) = εA, ε4(x) = ε5(x) = ε6(x) = 0,

σ1(x) = 2k∗εT + l∗εA, σ2(x) = 2k∗εT + l∗εA,

σ3(x) = 2l∗εT + n∗εA, σ4(x) = σ5(x) = σ6(x) = 0. (3.96)

On crée un trou cylindrique à un endroit quelconque dans Ω et on le remplit par un cylindre composite

à n + 2 phases qu’on a dé crit dans la partie précédente. Après ce remplacement, les propriétés du

matériau initial formant le rest de Ω sont dé terminées de telle sorte que les champs de déplacements,

de dé formations et de contraintes ne changent pas par la présence du cylindre composite. Par définition,

l’inclusion cylindrique en question est dite neutre.

Les composantes non nulles des champs de déplacements, de déformations et de contraintes dans la

couche j sont déterminées ci-dessous.

– champ de déplacements :

u
(j)
r (x) = Ajr

αj + Bjr
−αj + ωjεAr,

u
(j)
θ (x) = 0,

u
(j)
z (x) = εAz;

(3.97)
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FIGURE 3.6: Inclusion cylindrique neutre

– champ de déformations :

ε
(j)
1 = αjAjr

αj−1 − αjBjr
−αj−1 + ωjεA,

ε
(j)
2 = Ajr

αj−1 + Bjr
−αj−1 + ωjεA,

ε
(j)
3 = εA;

(3.98)

– champ de contraintes :

σ
(j)
1 = 2Ajkjr

αj−1 − 2Bjmjr
−(αj+1) + ljεA,

σ
(j)
2 = 2Ajψjr

αj−1 + 2Bj̺jr
−(αj+1) + φjεA,

σ
(j)
3 = 2Ajτjr

αj−1 + Bjςjr
−(αj+1) + njεA,

(3.99)

ci-dessus, j = 1 à n + 2 et les paramètres matériels sont définis par

αj =

√

√

√

√

C
(j)
22

C
(j)
11

> 0, ωj =
C

(j)
13 − C

(j)
23

C
(j)
22 − C

(j)
11

,

kj =
1

2

(

C
(j)
12 + αjC

(j)
11

)

, mj =
1

2

(

−C
(j)
12 + αjC

(j)
11

)

, lj = ωj

(

C
(j)
11 + C

(j)
12

)

+ C
(j)
13 ,

τj =
1

2

(

C
(j)
23 + αjC

(j)
13

)

, ςj = C
(j)
23 − αjC

(j)
13 , nj = ωj

(

C
(j)
13 + C

(j)
23

)

+ C
(j)
33 ,

ψj =
1

2

(

C
(j)
22 + αjC

(j)
12

)

, ̺j =
1

2

(

C
(j)
22 − αjC

(j)
12

)

, φj = ωj

(

C
(j)
12 + C

(j)
22

)

+ C
(j)
23 .

(3.100)

On note que le déplacement uz = εAz et les contraintes σ0
4(x) = σ0

5 = 0 dans chaque phase vérifient

automatiquement les conditions aux limites sur les bases supérieure et inférieure de Ω. Les interfaces
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entre les phases étant supposées parfaites, le vecteur de contrainte σer et le vecteur de déplacement u

sont donc continus à travers chaque interface r = rj . Ces conditions de continuité peuvent s’écrire sous

la forme matricielle suivante :

Jj(rj)Vj = Jj+1(rj)Vj+1 (3.101)

où Vj = [Aj , Bj , εA]T et

Jj(rj) =











r
αj

j r
−αj

j ωjrj

2kjr
αj−1
j −2mjr

−αj−1
j lj

0 0 1











(3.102)

L’équation (3.101) peut être reécrite sous la forme

Vj+1 = Nj(rj)Vj (3.103)

avec

Nj(rj) = J−1
j+1(rj)Jj(rj)

=













r
αj−αj+1
j (mj+1+kj)

kj+1+mj+1

r
−αj−αj+1
j (mj+1−mj)

kj+1+mj+1

1
2

(−2mj+1ωj−lj+lj+1+2ωj+1mj+1)r
1−αj+1
j

kj+1+mj+1

r
αj+αj+1
j (kj+1−kj)

kj+1+mj+1

r
αj+1−αj
j (kj+1+mj)

kj+1+mj+1
−1

2

(−2kj+1ωj+lj−lj+1+2ωj+1kj+1)r
αj+1+1

j

kj+1+mj+1

0 0 1













.

Cette expression permet d’exprimer Vj+1 en fonction de V1 :

Vj+1 =

j
∏

i=1

Ni(ri)V1. (3.104)

En particulier, quand j = n + 2, on obtient

Vn+3 = Qn+2V1 = Nn+2(rn+2 = R2)Qn+1V1 (3.105)

avec

Qj =

j
∏

i=1

Ni,V1 = [A1 B1 εA]T .

En posant Qn+1 = Q, on a

Jn+3(rn+2)Vn+3 =











u∗
r(R2)

σ∗
1(R2)

εA











=











εT R2

2k∗εT + l∗εA

εA











= Jn+2(rn+2)QV1. (3.106)

La condition que le déplacement au centre doit être fini conduit à B1 = 0. En résolvant le système des
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équations (3.106) et en rappelant que εT et εA sont des constantes quelconques, on obtient

A1 =
−R2εT + ωIIR2εA + εARαII

2 Q13 + εAR−αII
2 Q23

RαII
2 Q11 + R−αII

2 Q21

, (3.107)

k∗ =
R2αII

2 kIIQ11 − mIIQ21

R2αII
2 Q11 + Q21

, (3.108)

l∗ =
2R2

αII−1 (kII + mII) (Q21Q13 − Q11Q23)

R2
2 αII Q11 + Q21

,

+
(lII − 2 kIIωII) R2

2 αII Q11 + (lII + 2mIIωII) Q21

R2
2 αII Q11 + Q21

. (3.109)

Dans le cas où il n’y a que deux phases, nos résultats se réduisent à ceux obtenus par Le Quang et He

(2007).

Détermination du module G∗

Pour calculer le module de cisaillement anti-plan, on utilise le même modèle micromécanique que celui

présenté ci-dessus. Les conditions aux limites du type cisaillement anti-plan sont appliquées sur les

surfaces externes de Ω :

u0
r(x) = s0z cos θ, u0

θ(x) = −s0z sin θ, u0
z(x) = s0r cos θ, x ∈ ∂Ωl,

u0
r(x) = s0z cos θ, u0

θ(x) = −s0z sin θ, σ0
3(x) = 0,x ∈ ∂Ωs ∩ Ωi. (3.110)

Dans le milieu extérieur du cylindre composite, le champ de dé placement est uniforme. Grâce à la

solution du problème auxiliaire de cisaillement anti-plan, les composantes non-nulles des champs de

déplacements, de déformations et de contraintes dans chaque phase et dans le milieu effectif peuvent être

explicitées comme suit :

– dans le milieu extérieur du cylindre composite,

u∗
r(x) = s0z cos θ, u∗

θ(x) = −s0z sin θ, u∗
z(x) = s0r cos θ, (3.111)

ε3 = −s0 sin θ, ε4 = s0 cos θ, (3.112)

σ4 = −2G∗s0 sin θ, σ5 = 2G∗s0 cos θ; (3.113)

– dans la phase j :

ur(x) = s0z cos θ, uθ(x) = −s0z sin θ, uz(x) =
(

Ajr
ij + Bjr

−ij − s0r
)

cos θ, (3.114)

ε3 = −1

2

(

Ajr
ij−1 + Bjr

−ij−1
)

s0 sin θ, ε4 =
1

2

(

Ajr
ij−1 − Bjr

−ij−1
)

s0ij cos θ, (3.115)

σ4 = −G
(j)
θ

(

Ajr
ij−1 + Bjr

−ij−1
)

s0 sin θ, σ5 = G(j)
r

(

Ajr
ij−1 − Bjr

−ij−1
)

s0ij cos θ;

(3.116)

où les paramètres matériels sont précisés par

ij =

√

√

√

√

G
(j)
r

G
(j)
θ

> 0,

G
(j)
θ = C

(j)
44 , G(j)

r = C
(j)
55 , (3.117)
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avec j = 1 à n + 1.

On remarque que les déplacements ur(x) = s0z cos θ et uθ(x) = −s0z sin θ et la contrainte σ3 = 0 dans

chaque phase vérifient automatiquement les conditions aux limites sur les bases inférieure et supérieure

du domaine Ω. Les conditions de continuité du vecteur de déplacements et le vecteur de contraintes à

travers les interfaces latérales se réduisent aux conditions de continuité de uz et de σ5. Ces conditions

peuvent être écrites sous la forme matricielle :

Kj(rj)sj = Kj+1(rj)sj+1 (3.118)

où le vecteur sj = [Aj , Bj ]
T et

Kj(rj) =





r
ij
j r

−ij
j

Grj
ijr

ij−1
j −Grj

ijr
−ij−1
j



 . (3.119)

En posant

Lj(rj) = K−1
j+1(rj)Kj(rj),

l’équation de continuité peut s’écrire sous la forme

sj+1 = Lj(rj)sj (3.120)

avec

Lj(rj) = K−1
j+1(rj)Kj(rj) (3.121)

=





r
ij−ij+1

j (1 + gj) r
−ij−ij+1

j (1 − gj)

r
ij+ij+1

j (1 − gj) r
−ij+ij+1

j (1 + gj)



 (3.122)

où gj =
Grj

ij

Grj+1 ij+1
.

L’équation (3.120) permet d’exprimer sj+1 en fonction de s1 :

sj+1 =

j
∏

i=1

Li(ri)s1. (3.123)

Si j = n + 2, en posant

H =

n+1
∏

i=1

Li(ri)s1,

on a la relation

Kn+3(rn+2 = R2)sn+3 =





2s0R2

2G∗s0



 = Kn+2(rn+2)HV1. (3.124)

Pour que le vecteur de déplacements ne soit pas singulier au centre du cylindre composite, la valeur de

B1 doit être nulle. On a donc un système de deux équations à deux inconnues A1 et G∗. la résolution de
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ce système donne

A1 =
R2s0

RiII
2 H11 + R−iII

2 H21

, (3.125)

G∗ =
GrII

iII

(

RiII
2 H11 − R−iII

2 H21

)

RiII
2 H11 + R−iII

2 H21

. (3.126)

Encore une fois, quand il n’y a que deux phases, notre résultat correspond à celui de Le Quang et He

(2007).

Détermination du module n∗

Dans les parties précédentes de cette section, on a appliqué l’idée de l’inclusion neutre pour calculer

k∗, l∗ et G∗. Selon cette idée, la présence du cylindre composite dans le domaine Ω ne perturbe pas

les champs initiaux. Par conséquence, les contraintes moyennes dans le cylindre composite est égales à

celles dans tout le domaine Ω. Alors, quand on impose les déplacements axisymétriques sur le bord du

domaine Ω, on a

〈σ1〉CC = 2k∗εT + l∗εA = 〈σ1〉Ω , (3.127)

〈σ2〉CC = 2k∗εT + l∗εA = 〈σ2〉Ω , (3.128)

〈σ3〉CC = 2k∗εT + l∗εA = 〈σ3〉Ω . (3.129)

En tenant compte de la loi de comportement locale et de la définition des propriétés effectives du domaine

Ω, il vient que

〈σij〉CC = 〈Cijklεkl〉CC = C∗
ijkl 〈εkl〉CC . (3.130)

Si l’on connaît les champs dans Ω, par l’opérateur de moyenne volumique,on peut déterminer les pro-

priétés effectives C∗
ijkl. Pour faciliter les calculs, on peut écrire le tenseur de déformations sous la forme :

εij(x) = Aij(x)εT + Bij(x)εA, (3.131)

où Aij(x) et Bij(x) sont les tenseurs de localisation devant satisfaire aux conditions de consistance

〈B〉 =











0 0 0

0 0 0

0 0 1











, 〈A〉 =











1 0 0

0 1 0

0 0 0











,

avec :

B(i) =











ωi + ai

(

r
ri

)αi−1
αi − bi

(

r
ri

)−αi−1
αi 0 0

0 ωi + ai

(

r
ri

)αi−1
+ bi

(

r
ri

)−αi−1
0

0 0 1











, (3.132)

où ai et bi sont respectivement les valeurs de Ai et Bi satisfaisant aux équations de (3.101) à (3.106)

dans le cas où εT = 0 et εA = 1 , ri étant le rayon de l’interface i.
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Par (3.130), on obtient

n∗ = 〈C33kl(x)Bkl(x)〉CC . (3.133)

En y inroduisant (3.132), il vient que

n∗ =
2

R2
2

n+2
∑

i=1

ri
∫

ri−1

(

ni + 2
aiτir

αi−1

ri
αi−1

+
biςir

−αi−1

ri
−αi−1

)

rdr

L’intégration de cette équation donne finalement

n∗ =
2

R2
2

n+2
∑

i=1

(

ni

2

(

r2
i − r2

i−1

)

+ 2
aiτi

(

ri
αi+1 − ri−1

αi+1
)

(αi + 1)ri
αi−1

+
biςi

(

ri
−αi+1 − ri−1

−αi+1
)

(−αi + 1)ri
−αi−1

)

.

(3.134)

S’il n’y a que deux phases, ce résultat se réduit à celui de Le Quang et He (2007).

Détermination du module m∗ par le schéma auto-cohérent généralisé

On vient de trouver les expressions explicites des modules effectifs k∗, l∗, G∗ et n∗ en utilisant l’idée de

l’inclusion neutre. Pour déterminer le module m∗, on fera appel au schéma auto-cohérent généralisé.

On suppose que le domaine Ω entourant le cylindre composite est fini dans la direction ez mais infini

dans le plan Oxy. Les conditions aux limites associées au cisaillement transversal sont imposées au bord

de Ω :

u0
r(x) = c0rcos2θ, u0

θ(x) = −c0r sin 2θ, u0
z(x) = 0,x ∈ ∂Ωl,

u0
z(x) = 0, σ0

4(x) = σ0
5(x) = 0,x ∈ ∂Ωs ∩ Ωi. (3.135)

Les champs de déplacements et de contraintes dans Ω sont uniformes et les composantes non-nulles de

ces champs sont exprimées par :

ε1 = c0 cos 2θ, ε2 = −c0 cos 2θ, ε6 = −c0 sin 2θ, (3.136)

σ1 = 2m∗c0 cos 2θ, σ2 = −2m∗c0 cos 2θ, σ6 = −2c0 sin 2θ. (3.137)

Ainsi, la moyenne volumique de l’énergie de déformation est

ω0 = 2m∗c2
0.

Le schéma auto-cohérent généralisé consiste à remplacer un cylindre dans Ω par un cylindre composite

de la même taille de telle sorte que la moyenne de l’énergie de déformation ne change pas, à savoir

ω = ω0 (3.138)

où ω est la moyenne de l’énergie de déformation après avoir introduit le cylindre composite. Selon

Eshelby (1957), ω peut être calculée par

ω = ω0 −
1

2

∫

r=R2

(

t0.u − t.u0
)

dS (3.139)
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où u (ou u0) et t (ou t0) sont respectivement le vecteur de déplacements et le vecteur de contraintes sur

la surface r = R2 du milieu effectif en présence (ou absence) du cylindre composite. Alors, la condition

(3.138) se traduit par
∫

r=R2

(

t0.u − t.u0
)

dS = 0. (3.140)

Ensuite, on utilise la solution du problème auxiliaire dans le cas où les condition aux limites relatives au

cisaillement transversal.

– Dans le milieu effectif (r > R2), l’expression du champ de dé placements est

ur(x) = g(e)(r)cos2θ, uθ(x) = h(e)(r) sin 2θ, uz(x) = 0 (3.141)

avec

g(e)(r) = A
(e)
1 r−3 + A

(e)
2 r−1 + A

(e)
3 r + A

(e)
4 r3,

h(e)(r) = B
(e)
1 r−3 + B

(e)
2 r−1 + B

(e)
3 r + B

(e)
4 r3,

A
(e)
1 = B

(e)
1 , A

(e)
2 = −k∗ + m∗

m∗ B
(e)
2 ,

A
(e)
3 = −B

(e)
3 , A

(e)
4 =

−k∗ + m∗

2k∗ + m∗ B
(e)
4 . (3.142)

En utilisant les conditions aux limites de cisaillement transversal quand r tend vers l’infini, il vient

que

A
(e)
3 = −B

(e)
3 = c0, A

(e)
4 = −B

(e)
4 = 0. (3.143)

– Dans la phase j, comme le matériau est orthotrope, le champ de d éplacements s’écrit :

ur(x) = g(j)(r)cos2θ, uθ(x) = h(j)(r) sin 2θ, uz(x) = 0 (3.144)

où g(j)(r) et h(j)(r) sont deux fonction scalaires en r :

g(j)(r) = A
(j)
1 φ1 + A

(j)
2 φ2 + A

(j)
3 φ3 + A

(j)
4 φ4,

h(j)(r) = B
(j)
1 φ1 + B

(j)
2 φ2 + B

(j)
3 φ3 + B

(j)
4 φ4, (3.145)

avec j = 1 à n + 2 et

A
(j)
1 = δ1B

(j)
1 + χ1B

(j)
2 , A

(j)
2 = δ2B

(j)
2 + χ2B

(j)
1 ,

A
(j)
3 = δ3B

(j)
3 + χ3B

(j)
4 , A

(j)
4 = δ4B

(j)
4 + χ4B

(j)
3 . (3.146)

Les composantes correspondantes non-nulles du tenseur de déformations sont exprimées par

ε
(j)
1 = g(j)′(r) cos 2θ, ε

(j)
2 =

1

r

(

g(j)(r) + 2h(j)(r)
)

cos 2θ,

ε
(j)
6 = −1

2

(

2g(j)(r) + h(j)(r)

r
− h(j)′(r)

)

sin 2θ (3.147)
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où la prime ci-dessus signifie la dérivée par rapport au rayon r. Donc, les composantes non-nulles du

tenseur de contraintes sont

σ
(j)
1 =

[

C
(j)
11 g(j)′(r) +

C
(j)
12

r

(

g(j)(r) + 2h(j)(r)
)

]

cos 2θ,

σ
(j)
2 =

[

C
(j)
12 g(j)′(r) +

C
(j)
22

r

(

g(j)(r) + 2h(j)(r)
)

]

cos 2θ,

σ
(j)
3 =

[

C
(j)
13 g(j)′(r) +

C
(j)
23

r

(

g(j)(r) + 2h(j)(r)
)

]

cos 2θ,

σ
(j)
6 = −C

(j)
66

(

2g(j)(r) + h(j)(r)

r
− h(j)′(r)

)

sin 2θ. (3.148)

Pour le matériau effectif dans la zone extérieure du cylindre composite, les composantes non-nulles du

tenseur de contraintes sont données par

σ
(e)
1 = 2

(

−3B
(e)
1 m∗

r4
+

2B
(e)
2 k∗

r2
+ c0m

∗

)

cos 2θ,

σ
(e)
6 = 2

(

−3B
(e)
1 m∗

r4
+

B
(e)
2 k∗

r2
− c0m

∗

)

sin 2θ,

σ
(e)
5 = 0. (3.149)

Dans le noyau, on doit vérifier la condition que le champ de dé lacements au centre est fini. Par consé-

quence, on a B
(1)
1 = B

(1)
2 = 0.

En substituant les expressions de u0, t0, u(e) et t(e) dans la condition auto-cohérente (3.140), on obtient

B
(e)
2 = 0.

En supposant que les interfaces entre les interphases sont parfaites, on a les continuités du vecteur de

déplacements u et du vecteur de contraintes t à travers Γ(j). Les équations de continuité peuvent s’écrire

sous la forme matricielle

Mj(rj)ωj = Mj+1(rj)ωj+1 (3.150)

où ωj =
[

B
(j)
1 , B

(j)
2 , B

(j)
3 , B

(j)
4

]T
et

Mj(rj)[1, k] = ϑ
(j)
k ,

Mj(rj)[2, k] = φ
(j)
k (rj),

Mj(rj)[3, k] = C
(j)
11 rjϑ

(j)′

k + C
(j)
12 ϑ

(j)
k + 2C

(j)
12 φ

(j)
k (rj),

Mj(rj)[4, k] = −C
(j)
66

(

2ϑ
(j)
k + φ

(j)
k (rj) − rjφ

(j)′

k (rj)
)

, (3.151)

où

ϑ
(j)
1 = δ

(j)
1 φ

(j)
1 (rj) + χ

(j)
2 φ

(j)
2 (rj), ϑ

(j)
2 = δ

(j)
2 φ

(j)
2 (rj) + χ

(j)
1 φ

(j)
1 (rj),

ϑ
(j)
3 = δ

(j)
3 φ

(j)
3 (rj) + χ

(j)
4 φ

(j)
4 (rj), ϑ

(j)
4 = δ

(j)
4 φ

(j)
4 (rj) + χ

(j)
3 φ

(j)
3 (rj).
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Ainsi, on en déduit que

ωj+1 = Mj+1(rj)
−1Mj(rj)ωj = Pj(rj)ωj (3.152)

avec Pj(rj) = Mj+1(rj)
−1Mj(rj). La formule de récurrence (3.152) nous permet d’exprimer ωn+3 du

milieu effectif en fonction de ω1 du noyau de cylindre composite. Finalement, on obtient

Mn+3(R2)ωn+3 =



















B
(e)
1

R3
2

+ c0R2

B
(e)
1

R3
2
− c0R2

−6B
(e)
1 m∗

R4
2

+ 2c0m
∗

−6B
(e)
1 m∗

R4
2

− 2c0m
∗



















= sω1 =

















S13B3
(1) + S14B4

1

S23B3
(1) + S24B4

(1)

S33B3
(1) + S34B4

(1)

S43B3
(1) + S44B4

(1)

















(3.153)

où

s = Mn+2(R2)
n+1
∏

i=1

Pi(ri), ω1 =
[

0 0 B
(1)
3 B

(1)
4

]T
.

On a un système de quatre équations à quatre inconnues m∗ , B
(e)
1 , B

(1)
3 et B

(1)
4 . La résolution de ce

système donne






B3
(1) = T11R2 + 2T12m

∗,

B4
(1) = T21R2 + 2T22m

∗,
(3.154)

avec

t = 2c0





S13 − S23 S14 − S24

S33 − S43 S34 − S44





−1

. (3.155)

Le modul effectif m∗ doit satisfaire à l’équation suivante :

24 (S14S23 − S13S24) m∗2 − 4R2 (−2S33S14 − S33S24 + 2S13S34 − S13S44

+S43S14 + 2S43S24 + S23S34 − 2S23S44) m∗ + 2R2
2 (S33S44 − S34S43) = 0 (3.156)

On peut montrer que cette équation admet une solution positive unique qui n’est rien d’autre que la valeur

du module effectif m∗.

3.4 Exemple numérique

Dans les sections précédentes de ce chapitre, nous avons d’abord homogénéisé la zone d’interface ru-

gueuse d’un composite suivant la direction circonférentille pour obtenir une interphase équivalente qui

est hétérogène suivant la direction radiale. Nous avons ensuite proposé deux méthodes d’homogénéisa-

tion pour déterminer les modules effectifs du composite. Dans cette section, nous considérons un exemple

non seulement pour effectuer une comparaison entre ces deux méthodes mais aussi pour comparer les

résultats obtenus par ces deux méthodes avec ceux obtenus par la méthode des éléments finis.

Le composite en question est constitué d’une matrice en polymère PolyMethAcrylate de Méthyle (PMMA)

et renforcée par des inclusions SiC. Les propriétés élastiques de ces deux phases sont sont données ci-

dessous :
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– Matrice polymère PMMA : E2 = 3.8 GPa, ν2 = 0.36;

– Inclusion SIC : κ1 = 223 GPa, µ1 = 188 GPa.

On applique les trois méthodes susmentionnées pour calculer les propriétés effectives du cylindre com-

posite. Les valeurs numériques de ces propriétés calculées sont illustrées et tracées en fonction de la

fraction volumique f1 = R2
1/R2

2 dans les figures (3.8) à (3.11). Une bonne concordance entre les résul-

tats obtenus par les trois méthodes est constatée.

FIGURE 3.7: Modélisation de l’interface rugueuse par l’ANSYS

FIGURE 3.8: Comparaison des valeurs de k∗ obtenues par les trois méthodes
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FIGURE 3.9: Comparaison des valeurs de l∗ obtenues par les trois méthodes

FIGURE 3.10: Comparaison des valeurs de G∗ obtenues par les trois méthodes
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FIGURE 3.11: Comparaison des valeurs de n∗ obtenues par les trois méthodes
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Chapitre 4

Interfaces thermiques cylindriques

ondulées suivant la direction

circonférentielle

4.1 Formulation du problème

On considère un cylindre Ω de rayon R2 et constitué d’un composite à deux phases. L’interface entre les

deux du composite, notée par Γ, est une surface cylindrique, périodiquement ondulée suivant la direction

circonférentielle et décrite par la fonction r = h(y) avec y = θ/ǫ dans le système des coordonnées

cylindriques (r, θ, z). Les valeurs minimale et maximale de h(y) sont respectivement R1 et R1 + δ. Le

domaine intérieur de Ω, noté par Ωi, est constitué de la phase 1 alors que le domaine extérieur de Ω,

dénoté par Ωe, est constitué de la phase 2.

Le champ de température a pour forme

T = T (x1, x2, x3, t)

où les variables spatiales x1, x2 et x3 sont associées aux coordonnées cylindriques par x1 = r, x2 = θ

et x3 = z. Pour la conduction thermique, on adopte la loi de Fourier

q(i) = −K(i)∇T (i) (4.1)

où q(i), K(i) et ∇T (i) sont respectivement le vecteur flux de chaleur, le tenseur de conductivité et le

gradient de la température dans la phase i. Le tenseur de conductivité K(i) est un tenseur du second

ordre symétrique et défini positif. En coordonnées cylindriques, le gradient de la température s’écrit :

∇T (i) =
∂T (i)

∂r
er +

1

r

∂T (i)

∂θ
eθ +

∂T (i)

∂z
ez

Le vecteur flux de chaleur q doit vérifier l’équation de la conservation de l’énergie

∇.q(i) + P = ρ(i)
c

∂T

∂t
(4.2)
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où ρc est la chaleur spécifique volumique de la phase i en J.K−1.m−3 et P une source de chaleur en

W.m−3. En coordonnées cylindriques, cette équation peut s’écrire sous la forme indicielle

−K
(i)
jk T,kj −

1

r
K

(i)
1j T,j + P = ρ(i)

c

∂T

∂t
(4.3)

où on définit (•),1 = (•),r, (•),2 = 1
r (•),θ et (•),3 = (•),z .

Puisque l’interface Γ est parfaite, la température et la composante normale du vecteur flux de chaleur

sont continues à travers Γ. Ces conditions de continuité sont formulées par

[q·n]Γ = 0, (4.4)

[T ]Γ = 0, (4.5)

où le vecteur unitaire normal à Γ est donné par

n =
1

√

1 + (h,y/ǫ)2
[−1 h,y/ǫ 0]T .

En introduisant cette expression dans (4.4), on obtient

[q·n]Γ = − [K1jT,j ]Γ + ǫ−1 [h,yK2jT,j ]Γ = 0. (4.6)

4.2 Homogénéisation asymptotique de la zone d’interface rugueuse

Comme dans les chapitres précédents, on suppose que Tǫ(x1, x2, x3, t) = T(x1, x2, x3, y, ǫ, t). Alors,

on peut effectuer le développement asymptotique suivant :

T = V + ǫ
(

N (1)V + N (11)V,1 + N (12)V,2 + N (13)V,3

)

+ ǫ2
(

N (2)V + N (21)V,1 + N (22)V,2 + N (23)V,3 + N (211)V,11 + N (212)V,12

+ N (213)V,13 + N (222)V,22 + N (223)V,23 + N (233)V,33

)

+ 0(ǫ3) (4.7)

où V = V (x1, x2, x3, t) est un champ scalaire et indépendent de y ; N (1), N (11), N (12), N (13), N (2),

N (21), N (22),N (23), N (211), N (212), N (213), N (222) et N (223) sont des fonctions scalaires dépendantes

de y, x1, x3 mais indépendantes de x2 et du temps.

Puisque y = x1/ǫ, les dérivées de la température par rapport aux variables d’espace sont données par

T,1 = T,1, T,2 = T,2 + ǫ−1T,y, T,3 = T,3
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ou plus précisement par

T,1 = V,1 + ǫ

(

[

N (1)V
]

,1
+

[

N (11)V,1

]

,1
+

[

N (12)V,2

]

,1
+

[

N (13)V,3

]

,1

)

+ ǫ2
(

[

N (2)V
]

,1
+

[

N (21)V,1

]

,1
+

[

N (22)V,2

]

,1
+

[

N (23)V,3

]

,1
+

[

N (211)V,11

]

,1

+
[

N (212)V,12

]

,1
+

[

N (213)V,13

]

,1
+

[

N (222)V,22

]

,1
+

[

N (223)V,23

]

,1
+

[

N (233)V,33

]

,1

)

,

T,2 = V,2 + ǫ
(

N (1)V,2 + N (11)V,12 + N (12)V,22 + N (13)V,32

)

+ ǫ2
(

N (2)V,2 + N (21)V,12 + N (22)V,22 + N (23)V,32 + N (211)V,112 + N (212)V,122

+ N (213)V,132 + N (222)V,222 + N (223)V,232 + N (233)V,332

)

+ N (1)
,y V + N (11)

,y V,1

+ N (12)
,y V,2 + N (13)

,y V,3 + ǫ
(

N (2)
,y V + N (21)

,y V,1 + N (22)
,y V,2 + N (23)

,y V,3 + N (211)
,y V,11

+ N (212)
,y V,12 + N (213)

,y V,13 + N (222)
,y V,22 + N (223)

,y V,23 + N (233)
,y V,33

)

,

T,3 = V,3 + ǫ

(

[

N (1)V
]

,3
+

[

N (11)V,1

]

,3
+

[

N (12)V,2

]

,3
+

[

N (13)V,3

]

,3

)

+ ǫ2
(

[

N (2)V
]

,3
+

[

N (21)V,1

]

,3
+

[

N (22)V,2

]

,3
+

[

N (23)V,3

]

,3
+

[

N (211)V,11

]

,3

+
[

N (212)V,12

]

,3
+

[

N (213)V,13

]

,3
+

[

N (222)V,22

]

,3
+

[

N (223)V,23

]

,3
+

[

N (233)V,33

]

,3

)

.

En substituant les dérivées précédentes dans les équations (4.3)-(4.5) et en posant le coefficient associé

à ǫ−1 égal à zéro, on obtient

[

K22N
(1)
,y

]

,y
V +

[

K22N
(11)
,y

]

,y
V,1 +

[

K22N
(12)
,y

]

,y
V,2 +

[

K22N
(13)
,y

]

,y
V,3 = 0. (4.8)

[

K22N
(1)
,y V

]

Γ
+

[(

K12 + K22N
(11)
,y

)

V,1

]

Γ
+

[

K22

(

1 + N (12)
,y

)

V,2

]

Γ
(4.9)

+
[(

K23 + K22N
(13)
,y

)

V,3

]

Γ
= 0.

Les fonctions N (1), N (11), N (12) et N (13) sont ensuite choisies de telle sorte que :

[

K22N
(1)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K12 + K22N
(11)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K22

(

1 + N (12)
,y

)]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K23 + K22N
(13)
,y

]

,y
= 0, 0 < y < 1, y 6= y1, y2,

[

K22N
(1)
,y

]

Γ
= 0,

[

N (1)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (1)(0) = N (1)(1),

[

K12 + K22N
(11)
,y

]

Γ
= 0,

[

N (11)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (11)(0) = N (12)(1),

[

K22

(

1 + N (12)
,y

)]

Γ
= 0,

[

N (12)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (12)(0) = N (11)(1),

[

K13 + K22N
(13)
,y

]

Γ
= 0,

[

N (13)
]

Γ
= 0 à y1, y2, N (13)(0) = N (13)(1). (4.10)

où y1 et y2 sont les deux solutions dans l’intervalle (0, 1) de l’équation h(y) = cte. Il résulte de (4.10)

que N
(1)
,y = 0. De plus, pour que le coefficient de ǫ0 dans l’équation de continuité soit égal à zéro, il faut
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que

0 = h,y

[

K12N
(1)
,1 + K22N

(2)
,y + K23N

(1)
,3

]

Γ
V

+
{

h,y

[

K12

(

N (1) + N
(11)
,1

)

+ K22N
(21)
,y + K23N

(11)
,3

]

Γ
−

[

K11 + K12N
(11)
,y

]

Γ

}

V,1

+
{

h,y

[

K12N
(12)
,1 + K22

(

N (1) + N (22)
,y

)

+ K23N
(12)
,3

]

Γ
−

[

K12 + K12N
(12)
,y

]

Γ

}

V,2

+
{

h,y

[

K12N
(13)
,1 + K22N

(23)
,y + K23

(

N (1) + N
(13)
,3

)]

Γ
−

[

K13 + K12N
(13)
,y

]

Γ

}

V,3

+ h,y

[

K12N
(11) + K22N

(211)
,y

]

Γ
V,11 + h,y

[

K12N
(12) + K22

(

N (11) + N (212)
,y

)]

Γ
V,12

+ h,y

[

K12N
(13) + K22N

(213)
,y + K23N

(11)
]

Γ
V,13 + h,y

[

K22

(

N (12) + N (222)
,y

)]

Γ
V,22

+ h,y

[

K22

(

N (13) + N (223)
,y

)

+ K23N
(12)

]

Γ
V,23

+ h,y

[

K22N
(233)
,y + K23N

(13)
]

Γ
V,33. (4.11)

Cette équation est satisfaite si
[

K12N
(1)
,1 + K22N

(2)
,y + K23N

(1)
,3

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K12

(

N (1) + N
(11)
,1

)

+ K22N
(21)
,y + K23N

(11)
,3

]

Γ
=

1

h,y

[

K11 + K12N
(11)
,y

]

Γ
à y1, y2,

[

K12N
(12)
,1 + K22

(

N (1) + N (22)
,y

)

+ K23N
(12)
,3

]

Γ
=

1

h,y

[

K12 + K12N
(12)
,y

]

Γ
à y1, y2,

[

K12N
(13)
,1 + K22N

(23)
,y + K23

(

N (1) + N
(13)
,3

)]

Γ
=

1

h,y

[

K13 + K12N
(13)
,y

]

Γ
à y1, y2,

[

K12N
(11) + K22N

(211)
,y

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K12N
(12) + K22

(

N (11) + N (212)
,y

)]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K12N
(13) + K22N

(213)
,y + K23N

(11)
]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K22

(

N (12) + N (222)
,y

)]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K22

(

N (13) + N (223)
,y

)

+ K23N
(12)

]

Γ
= 0 à y1, y2,

[

K22N
(233)
,y + K23N

(13)
]

Γ
= 0 à y1, y2. (4.12)

En demandant que le coefficient associé à ǫ0 dans l’équation de la conservation de l’énergie soit nul, on

a
[

K12N
(1)
,1 + K22N

(2)
,y + K23N

(1)
,3

]

,y
V

+

{

[

2K12

(

N (1) + N
(11)
,1

)

+ K22N
(21)
,y + 2K23N

(11)
,3

]

,y
+

1

r

(

K11 + K12N
(11)
,y

)

}

V,1

+

{

[

2K12N
(12)
,1 + K22

(

2N (1) + N (22)
,y

)

+ 2K23N
(12)
,3

]

,y
+

1

r

(

K12 + K12N
(12)
,y

)

}

V,2

+

{

[

2K12N
(13)
,1 + K22N

(23)
,y + 2K23

(

N (1) + N
(13)
,3

)]

,y
+

1

r

(

K13 + K12N
(13)
,y

)

}

V,3

+
[

K11 + 2K12N
(11) + K22N

(211)
,y

]

,y
V,11

+
[

2K12 + 2K12N
(12) + K22

(

2N (11) + N (212)
,y

)]

,y
V,12
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+
[

2K13 + 2K12N
(13) + K22N

(213)
,y + 2K23N

(11)
]

,y
V,13

+
[

K22 + K22

(

2N (12) + N (222)
,y

)]

,y
V,22 +

[

K33 + K22N
(233)
,y + 2K23N

(13)
]

,y
V,33

+
[

2K23 + K22

(

2N (13) + N (223)
,y

)

+ 2K23N
(12)

]

,y
V,23 − P + ρcV̇ = 0. (4.13)

En intégrant cette équation par rapport à y de 0 à 1, on arrive à

〈

K11 + K12N
(11)
,y

〉

Y
V,11 +

〈

2K12 + K12N
(12)
,y + K22N

(11)
,y

〉

Y
V,12

+
〈

2K13 + K12N
(13)
,y + K23N

(11)
,y

〉

,y
V,13 +

〈

K22 + K22N
(12)
,y

〉

Y
V,22

+
〈

2K23 + K22N
(13)
,y + K23N

(12)
,y

〉

,y
V,23 +

〈

K33 + K23N
(13)
,y

〉

Y
V,33

+
1

r

{〈

K11 + K12N
(11)
,y

〉

Y
V,1 +

〈

K12 + K12N
(12)
,y

〉

Y
V,2 +

〈

K13 + K12N
(13)
,y

〉

Y
V,3

}

+

〈

[

K12N
(11)
,1 + K23N

(11)
,3

]

,y

〉

Y

V,1 +

〈

[

K12N
(12)
,1 + K23N

(12)
,3

]

,y

〉

Y

V,2

+

〈

[

K12N
(13)
,1 + K23N

(13)
,3

]

,y

〉

Y

V,3 − 〈P 〉Y = −〈ρc〉Y V̇ (4.14)

où

〈f〉Y = (y2 − y1)fe + (1 − y2 + y1)fi (4.15)

avec fe et fi étant les valeurs de la fonction f dans les domaines extérieur et intérieur. Après avoir

déterminé les fonctions N
(11)
,y , N (12)

,y et N (13)
,y , on les introduit dans l’équation (4.14) et obtient finalement

K
(r)
11 =

〈

K11 + K12N
(11)
,y

〉

Y
= 〈K11〉Y +

〈

K12K
−1
22

〉2

Y

〈

K−1
22

〉−1

Y
−

〈

K2
12K

−1
22

〉

Y
,

K
(r)
22 =

〈

K22 + K22N
(12)
,y

〉

Y
=

〈

K−1
22

〉−1

Y
,

K
(r)
33 =

〈

K33 + K23N
(13)
,y

〉

Y
= 〈K33〉Y +

〈

K23K
−1
22

〉2

Y

〈

K−1
22

〉−1

Y
−

〈

K2
23K

−1
22

〉

Y
,

K
(r)
23 = K

(r)
32 =

〈

K23 +
1

2
K22N

(13)
,y +

1

2
K23N

(12)
,y

〉

Y

=
〈

K23 + K22N
(13)
,y

〉

Y
=

〈

K23 + K23N
(12)
,y

〉

Y
=

〈

K23K
−1
22

〉

Y

〈

K−1
22

〉−1

Y
,

K
(r)
13 = K

(r)
31 =

〈

K13 +
1

2
K12N

(13)
,y +

1

2
K23N

(11)
,y

〉

Y

=
〈

K13 + K23N
(11)
,y

〉

Y
=

〈

K13 + K12N
(13)
,y

〉

Y

= 〈K13〉Y +
〈

K23K
−1
22

〉

Y

〈

K−1
22

〉−1

Y

〈

K−1
22 K12

〉

Y
−

〈

K23K
−1
22 K12

〉

Y
,

K
(r)
12 = K

(r)
21 =

〈

K12 +
1

2
K12N

(12)
,y +

1

2
K22N

(11)
,y

〉

Y

=
〈

K12 + K12N
(12)
,y

〉

Y

=
〈

K12 + K22N
(11)
,y

〉

Y
=

〈

K−1
22

〉−1

Y

〈

K−1
22 K12

〉

Y
. (4.16)

Comme l’interface Γ est périodiquement rugueuse suivant la direction circonférentielle Ox1, on peut

écrire l’équation de la conservation de l’énergie sous la forme :

−
(

K
(r)
ij V,j

)

,i
− 1

r
K

(r)
1j V,j + 〈P 〉Y = 〈ρc〉Y Ṫ . (4.17)
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Les équations (4.16) et (4.17) montre que la zone d’interface rugueuse définie par R1 < r < R1 + δ

peut être remplacée par un matériau équivalent dont le tenseur de conductivité est calculé par (4.16). De

plus, ce dernier coïncide avec le tenseur de conductivité effectif d’un composite constitué de couches

stratifiées suivant la direction Ox2 (voir Milton, 2002).

4.3 Homogénéisation d’un composite avec l’interface ondulée en dent de

scie par une approche rigoureuse

Dans la formule (4.15) permettant de déterminer le tenseur de conductivité pour la zone d’interface

rugueuse, 1 − y2 + y1 et y2 − y1 jouent le rôle des fractions volumiques des phases 1 et 2. Comme

1 − y2 + y1 et y2 − y1 varient dans la direction radiale, l’interphase remplaçant la zone d’interface

rugueuse est radialement hétérogène.

Soit Ω un cylindre composite dont le noyau est composé de la phase 1 et dont la couche extérieure est

formée de la phase 2. Entre le noyau et la couche extérieure, il y a l’interphase dont les conductivités sont

calculées par (4.15). Dans la suite de ce chapitre, les deux phases 1 et 2 sont supposées cylindriquement

orthotrope. Donc, on a

K(i) =











K
(i)
r 0 0

0 K
(i)
θ 0

0 0 K
(i)
z











(4.18)

avec i = 1, 2. L’interface Γ entre ces deux phases est en dent de scie et illustrée par la figure ci-dessous.

Comme dans le cas élastique, on suppose que l’interface Γ est très rugueuse, c’est-à-dire que la valeur

FIGURE 4.1: Interface en dent de scie
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de ǫ est suffisamment petite. La rugosité de l’interface étant périodique, on a

f2 = y2 − y1 =
r − R1

δ
, ∀r ∈ (R1, R1 + δ) . (4.19)

En appliquant l’opérateur de moyenne défini par (4.15), le tenseur de conductivité de l’interphase équi-

valente s’écrit :

K(r) =











K
(r)
r 0 0

0 K
(r)
θ 0

0 0 K
(r)
z











avec

K(r)
r =

r − R1

δ
K(II)

r +

(

1 − r − R1

δ

)

K(I)
r ,

K
(r)
θ =

[

r − R1

δ

1

K
(II)
θ

+

(

1 − r − R1

δ

)

1

K
(I)
θ

]−1

,

K(r)
z =

r − R1

δ
K(II)

z +

(

1 − r − R1

δ

)

K(I)
z . (4.20)

4.3.1 Solution du problème auxiliaire

On considère un cylindre circulaire Ω de hauteur 2h0 et de rayon R. On applique sur le bord de ce

cylindre les conditions aux limites suivantes :

T0(x) = e0x, ∀x ∈ δΩ (4.21)

où e0 = e0[1, 0, 0]T = e0ex. Dans la base cylindrique, cette condition s’écrit sous la forme équivalente :

T0(x) = e0r cos θ, ∀x ∈ δΩ. (4.22)

Au vu de (4.22), on cherche une solution de la forme

T (x) = g(r) cos θ (4.23)

pour le champ de température.

On considère d’abord le cas où dans la loi de Fourier










qr

qθ

qz











= −











Kr 0 0

0 Kθ 0

0 0 Kz





















T,r

T,θ/r

T,z











, (4.24)

les coefficients de conductivité Kr, Kθ et Kz sont constantes. Avec (4.23), il vient que

q = −Krg
′ cos θer +

1

r
Kθg sin θeθ (4.25)

où (•)′ signifie la dérivée par rapport au rayon r. En introduisant l’expression de q dans l’équation

divq = 0, on obtient

−Krg
′′ − 1

r
Krg

′ +
1

r2
Kθg = 0. (4.26)
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La solution de la dernière équation est

g(r) = C1r
α + C2r

−α (4.27)

avec α =
√

Kθ

Kr
. Il est ensuite immédiat que

T (x) =
(

C1r
α + C2r

−α
)

cos θ,

e(x) = −∇T (x) = −
(

C1r
α−1 − C2r

−α−1
)

α cos θer +
(

C1r
α−1 + C2r

−α−1
)

sin θeθ,

q(x) = −Kr

(

C1r
α−1 − C2r

−α−1
)

α cos θer + Kθ

(

C1r
α−1 + C2r

−α−1
)

sin θeθ. (4.28)

On considère ensuite le cas où le tenseur de conductivité est cylindriquement orthotrope et dépendant du

rayon r. Plus précis ément, le tenseur de conductivité correspond à celui détermin é par (4.20). Dans ce

cas et avec (4.23), on a

q = −K(r)
r g′ cos θer +

1

r
K

(r)
θ g sin θeθ. (4.29)

En substituant cette expression dans l’équation divq = 0, on arrive à l’équation différentielle

−K(r)
r g′′ −

(

K
(r)
r

r
− K

(I)
r − K

(II)
r

δ

)

g′ +
1

r2
K

(r)
θ g = 0. (4.30)

A l’aide de l’algorithme "hyper3" de Maple, présenté par L. Chan et E.S. Cheb-Terrab (2004), on trans-

forme (4.30) en l’équation diff érentielle hypergéométrique de Gauss de la forme

x (x − 1) y′′ + [(a + b + 1)x − c] y′ + aby = 0.

On sait donc que la solution de (4.30) est donnée par

g(r) (r) =
δ2K

(r)
r K

(I)
θ K

(II)
θ

K
(r)
θ

[

C
(r)
1 U1(r) + C

(r)
2 U2(r)

]

(4.31)

où

U1(r) = rψ
(

δK(r)
r

)−2−ψ

2F1 (a1, b1, c1, z1) ,

U2(r) = r−ψ
(

δK(r)
r

)−2+ψ

2F1 (a2, b2, c2, z2) ,

a1 = 1 + ψ, b1 = 1 + ψ, c1 = 1 + 2ψ,

a2 = 1 − ψ, b2 = 1 − ψ, c2 = 1 − 2ψ,

z1 = z2 =
r
(

K
(I)
r K

(I)
θ − K

(II)
r K

(II)
θ

)

K
(r)
r

[

K
(I)
θ R1 − K

(II)
θ (δ + R1)

] ,

ψ =
δ

√

δ+ R1

K
(I)
θ

− R1

K
(II)
θ

√

K
(I)
r (δ + R1) − K

(II)
r R1

, (4.32)

avec 2F1 étant la série hypergéométrique définie par

2F1 (a, b, c, z) =

∞
∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n!
,

(a)n = a (a + 1) (a + 2) ... (a + n − 1) , (a)0 = 1. (4.33)
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Finalement, on peut calculer

T (r)(x) = g(r)(r) cos θ

q(r)
r = −K(r)

r

∂g(r)(r)

∂r
cos θer

q
(r)
θ =

1

r
K

(r)
θ g(r)(r) sin θ (4.34)

avec

∂g(r)(r)

∂r
=

g(r) (r)

r



1 +
r
(

K
(II)
r − K

(I)
r

)

δK
(r)
r





+
δ2K

(r)
r K

(I)
θ K

(II)
θ

K
(r)
θ

(

K
(I)
r K

(I)
θ − K

(II)
r K

(II)
θ

)

[

K
(I)
θ R1 − K

(II)
θ (δ + R1)

]







1

K
(r)
r

−
r
(

K
(II)
r − K

(I)
r

)

δ
(

K
(r)
r

)2







[

a1b1

c1
C

(r)
1 U1(r) +

a2b2

c2
C

(r)
2 U2(r)

]

+ δK
(I)
θ K

(II)
θ

[

K
(II)
r − K

(I)
r

K
(r)
θ

+
K

(r)
r

K
(II)
θ

− K
(r)
r

K
(I)
θ

]

[

a1b1

c1
C

(r)
1 U1(r) +

a2b2

c2
C

(r)
2 U2(r)

]

.

(4.35)

4.3.2 Détermination des conductivités effectives par le schéma auto-cohérent généralisé

On considère un milieu M infini tridimensionnel constitué du matériau effectif recherché dont la loi

constitutive est

q = K∗e (4.36)

où e = −∇T et K∗ est le tenseur de conductivité effectif qui est isotrope transverse

K∗ =











Kep 0 0

0 Kep 0

0 0 Kez











. (4.37)

Lorsque les condition aux limites T0 = e0r cos θ sont imposées au bord de M , le champ de température

dans M prend la forme T
(e)
0 (x) = e0r cos θ. Donc, le gradient de la température et le flux de chaleur

dans M s’écrivent :

e
(e)
0 (x) = −e0 cos θer + e0 sin θeθ

q
(e)
0 (x) = −Kepe0 cos θer + Kepe0 sin θeθ (4.38)

Ensuite, on introduit l’énergie associée à la conduction thermique

2U0(e
0) =

∫

M

q
(e)
0 (x) · e(e)

0 (x)dx = |Ω|Kepe
2
0.

On creuse tout d’abord un trou cylindrique à un endroit quelconque dans M et on le remplit ensuite
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FIGURE 4.2: Modèle autocohérent généralisé

par le cylindre composite Ω de la même taille. Comme dans le cas élastique, le tenseur de conductivité

effectif K∗ est déterminé par la condition suivante

∫

δΩ

(

q
(e)
0 T (e) − q(e)T

(e)
0

)

ndx = 0. (4.39)

En présence du cylindre composite, la température, le gradient de la température et le flux de chaleur

sont donnés par l’équation (4.28) avec αe =
√

Kθ/Kr = 1, à savoir

T (e)(x) =
(

C
(e)
1 r + C

(e)
2 r−1

)

cos θ,

e(e)(x) = −∇T (x) = −
(

C
(e)
1 − C

(e)
2 r−2

)

cos θer +
(

C
(e)
1 + C

(e)
2 r−2

)

sin θeθ,

q(e)(x) = −Kep

(

C
(e)
1 − C

(e)
2 r−2

)

cos θer + Kep

(

C
(e)
1 + C

(e)
2 r−2

)

sin θeθ. (4.40)

Après avoir substitué (4.38) et (4.40) dans la condition (4.39), on en déduit que

C
(e)
2 = 0. (4.41)

La température T , son gradient e et le flux de chaleur q dans les phases 1 et 2 et dans l’interphase et

K(r) sont fournis par les équations (4.28) et (4.34). De plus, la condition que la température au centre du

cylindre composite doit être fini implique que

C
(I)
2 = 0.
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Puisque les interfaces sont parfaites, la température et la composante normale du flux de chaleur sont

continus à elles. Ces conditions de continuité sont données ci-dessous :

– Sur l’interface Γ1 (r = R1) :

C
(I)
1 RαI

1 = C
(r)
1 F1(R1) + C

(r)
2 F2(R1),

αIK
(I)
r C

(I)
1 RαI−1

1 = C
(r)
1 G1(R1) + C

(r)
2 G2(R1); (4.42)

– Sur l’interface Γ2 (r = R1 + δ) :

C
(II)
1 (R1 + δ)αII + C

(II)
2 (R1 + δ)−αII = C

(r)
1 F1(R1 + δ) + C

(r)
2 F2(R1 + δ),

αIIK
(II)
r

[

C
(II)
1 (R1 + δ)αII−1 − C

(II)
2 (R1 + δ)−αII−1

]

= C
(r)
1 G1(R1 + δ) + C

(r)
2 G2(R1 + δ); (4.43)

– Sur l’interface δΩ (r = R2) :

C
(II)
1 RαII

2 + C
(II)
2 R−αII

2 = C
(e)
1 R2

αIIK
(II)
r

(

C
(II)
1 RαII−1

2 − C
(II)
2 R−αII−1

2

)

= KepC
(e)
1 (4.44)

Ci-dessus,

F1(r) = δ2K(r)
r K

(I)
θ K

(II)
θ U1(r)/K

(r)
θ , G1(r) = K(r)

r ∂F1(r)/∂r (4.45)

F2(r) = δ2K(r)
r K

(I)
θ K

(II)
θ U2(r)/K

(r)
θ , G2(r) = K(r)

r ∂F2(r)/∂r

D’autre part, la condition aux limites (4.22) sur le frontière de M implique que

C
(e)
1 = e0. (4.46)

On obtient finalement un système de 6 équations que sont (4.42 ), (4.43) et (4.44) contenant 6 inconnus

C
(I)
1 , C

(r)
1 , C

(r)
2 , C

(II)
1 , C

(II)
2 et e0. Ces équations peuvent s’écrire sous la forme matricielle

Aς = 0 (4.47)

avec

A =























−R
αI

1 F1(R1) F2(R1) 0 0 0

−αIK
(I)
r R

αI−1
1 G1(R1) G2(R1) 0 0 0

0 F1(R1 + δ) F2(R1 + δ) −(R1 + δ)αII
−(R1 + δ)−αII 0

0 G1(R1 + δ) G2(R1 + δ) −αIIK
(II)
r (R1 + δ)αII−1

αIIK
(II)
r (R1 + δ)−αII−1 0

0 0 0 R
αII

2 R
−αII

2 −R2

0 0 0 −αIIK
(II)
r R

αII−1
2 αIIK

(II)
r R

−αII−1
2 Kep























ς =
[

C
(I)
1 C

(r)
1 C

(r)
2 C

(II)
1 C

(II)
2 e0

]T
.
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Pour que le système (4.47) ait une solution non-triviale, il faut que le déterminant de la matrice A soit

nul, à savoir

detA = Kep detB + R2 detC = 0 (4.48)

avec

B =

















−R
αI

1 F1(R1) F2(R1) 0 0

−αIK
(I)
r R

αI−1
1 G1(R1) G2(R1) 0 0

0 F1(R1 + δ) F2(R1 + δ) −(R1 + δ)αII
−(R1 + δ)−αII

0 G1(R1 + δ) G2(R1 + δ) −αIIK
(II)
r (R1 + δ)αII−1

αIIK
(II)
r (R1 + δ)−αII−1

0 0 0 R
αII

2 R
−αII

2

















,

(4.49)

C =

















−R
αI

1 F1(R1) F2(R1) 0 0

−αIK
(I)
r R

αI−1
1 G1(R1) G2(R1) 0 0

0 F1(R1 + δ) F2(R1 + δ) −(R1 + δ)αII
−(R1 + δ)−αII

0 G1(R1 + δ) G2(R1 + δ) −αIIK
(II)
r (R1 + δ)αII−1

αIIK
(II)
r (R1 + δ)−αII−1

0 0 0 −αIIK
(II)
r R

αII−1
2 αIIK

(II)
r R

−αII−1
2

















.

(4.50)

Il est immediat de (4.48) que

Kep = −R2
detC

detB
. (4.51)

Il nous reste à déterminer le module Kez . Pour la microstructure cylindrique en question, on peut montrer

que Kez est la moyenne volumique des modules K
(i)
z des phases et l’interphase du composite :

Kez =
〈

K(i)
z

〉

(4.52)

avec i = I, II et r. Plus précisément,

Kez =
R2

1

R2
2

K(I)
z +

(

1 − (R1 + δ)2

R2
2

)

K(II)
z +

1

R2
2

R1+δ
∫

R1

K(r)
z rdr

=
R2

1

R2
2

K(I)
z +

(

1 − (R1 + δ)2

R2
2

)

K(II)
z +

δ

6R2
2

[

(3R1 + δ) K(I)
z + (3R1 + 2δ) K(II)

z

]

.

(4.53)

4.3.3 Exemple numérique

Pour illustrer les résultats analytiques que l’on vient d’obtenir, on considère un cylindre composite à

deux phases isotropes dont les conductivités thermiques sont :

K(II)
r = K

(II)
θ = K(II)

z = k2 = 1 Wm−1K−1,

K(I)
r = K

(I)
θ = K(I)

z = k1 = 10 Wm−1K−1.

L’interface Γ entre ces deux phases est en dent de scie. On choisit l’épaisseur δ de la zone d’interface

rugueuse égale à R1/20 avec R1 étant le rayon intérieur de l’inclusion. Dans cet exemple, on pose
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R1 = 1 et étudie la variation de la conductivité effective K∗ en fonction du rayon extérieur de la matrice.

Plus précisément, on s’intéresse à la variation de K∗ en fonction de la fraction volumique

f1 =
R2

1

R2
2

=
1

R2
2

.

La condition aux limites imposée sur le bord du cylindre composite est

T = x·ex = rcosθ. (4.54)

En basant sur la formule (4.51), on peut tracer la courbe qui donne K∗ en fonction de f1 (Fig. 4.4). Par

ailleurs, on analyse le cylindre composite par le code des éléments finis (ANSYS).

FIGURE 4.3: Analyse de l’interface rugueuse par ANSYS

Finalement, la conductivité effective K∗ numérique est déterminée par la formule suivante

K∗
ANSY S = −qX − qY tgθ (4.55)

où qX et qY sont les projections du flux de chaleur sur la surface extérieure dans les directions OX et

OY .

En comparant les résultats analytiques avec les résultats numériques obtenues par ANSYS, on trouve

une bonne concordance entre eux. De plus, on voit que quand le rayon extérieur R2 de la matrice tend

vers l’infini, c’est-à-dire que f1 = 0 , la conductivité thermique effective est égale à celle-ci de la matrice

K∗
∞ = K2 = 1.

D’autre part, afin d’étudier les champs du problème, on prend f1 = 0, 3. En résolvant le système des

équations (4.47), la température et le flux de chaleur dans le cylindre composite sont analytiquement

91



FIGURE 4.4: Comparaison des résultats analytiques avec les résultats numériques obtenus par ANSYS

déterminés par les formules (4.28) et (4.34) avec

C
(I)
1 = 0.2541303091, C

(r)
1 = −477.4192201, C

(r)
2 = 428.6815854,

C
(II)
1 = 1.35966628, C

(II)
2 = −1.198887602,

K∗ = 1.719332561.

Ainsi, on peut tracer les diagrammes de la température et de la composante qX du flux de chaleur analy-

tiquement déterminées. Encore une fois, on observe une excellente concordance avec les résultats numé-

riques obtenus par ANSYS.
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FIGURE 4.5: Variation de la température selon l’axe Ox

FIGURE 4.6: Variation du flux thermique selon l’axe Ox

4.4 Homogénéisation d’un composite avec l’interface périodiquement on-

dulée par une méthode approximative

On a montré dans la section 4.2 que la zone d’interface rugueuse peut être remplaçée par une interphase

équivalente qui est homogène suivant la direction circonférentielle mais hétérogène dans la direction
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radiale. Ensuite, on a donné dans la section 4.3 la solution analytique exacte du problème afin de déter-

miner analytiquement les conductivités effectives dans le cas particulier où l’interface rugueuse est en

dent de scie. Dans le cas général, il est impossible de trouver une solution analytiquement explicite pour

le problème d’une interphase hétérogène suivant la direction radiale. Par conséquent, on propose dans

cette section une méthode approximative pour homogénéiser un composite avec l’interface cylindrique

périodiquement ondulée qui n’est pas nécessairement en dent de scie.

Soit un cylindre composite Ω constitué de deux phases liées par une interphase dont les conductivités

sont déterminées par (4.16). Les deux phases sont cylindriquement orthotropes et homogènes alors que

l’interphase est non cylindriquement anisotrope et radialement hétérogène. Les tenseurs de conductivités

de ces matériaux sont précisés par

K(I) =











K
(I)
r 0 0

0 K
(I)
θ 0

0 0 K
(I)
z











, K(II) =











K
(II)
r 0 0

0 K
(II)
θ 0

0 0 K
(II)
z











,

K(r) =











K
(r)
r 0 0

0 K
(r)
θ 0

0 0 K
(r)
z











,

où

K(r)
r = (1 − f(r))K(I)

r + f(r)K(II)
r , K(r)

z = (1 − f(r))K(I)
z + f(r)K(II)

z

K
(r)
θ = 1/

[

((1 − f(r)) /K
(I)
θ + f(r)/K

(II)
θ )

]

avec f(r) = y2 − y1 dans (4.15). En particulier, lorsque l’interface rugueuse est en dent de scie, on a

f(r) = y2 − y1

=
n

π















arcsin

[

(R1+δ) sin(π/n)√
(R1+δ)2+R2

1−2R1(R1+δ) cos(π/n)

]

− arcsin

[

R1(R1+δ) sin(π/n)

r
√

(R1+δ)2+R2
1−2R1(R1+δ) cos(π/n)

]















.

Cette formule est exacte pour calculer f(r). Quand δ est suffisamment petit, la formule approximative

(4.19) peut être utilisée à la place.

Ensuite, on divise l’interphase en n couches d’épaisseur uniforme δ/n suffisamment petite. Chaque

couche est supposée homogène. Il est clair que la précision d’approximation augmente quand n aug-

mente.

Après la division de l’interphase en n couches, le cylindre composite est constitué d’un noyau entouré

de n + 1 couches. Le tenseur de conductivité effective de ce cylindre composite a pour forme (4.37 ).

Pour calculer ses composantes, on utilise le concept de l’inclusion neutre présenté dans la chapitre 3.
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On considère un milieu infini homogène M dont la conductivité est K∗. La température uniforme (4.22)

est imposée sur le bord infini de M . Comme M est homogène, son champ de température prend la même

forme que (4.22). Donc, le flux de chaleur est uniforme dans M et déterminé par

q0 = e0Kep (− cos θer + sin θeθ) = −e0KepeX . (4.56)

Ensuite, dans M on creuse un trou de la même taille que le cylindre multicouche Ω et y insère ce dernier.

FIGURE 4.7: Illustration du concept d’Inclusion neutre

En demandant que l’introduction du cylindre composite ne perturbe pas le champ de température et le

flux de chaleur dans le domaine M , on a (4.22) et (4.56).

Les couches de Ω étant orthotropes, le champ de température et le champ de flux de chaleur dans la

couche i sont donnés par (4.28), à savoir

T (i)(x) =
(

C
(i)
1 rα(i)

+ C
(i)
2 r−α(i)

)

cos θ,

q(i)(x) = −K(i)
r

(

C
(i)
1 rα(i)−1 − C

(i)
2 r−α(i)−1

)

α(i) cos θer

+K
(i)
θ

(

C
(i)
1 rα(i)−1 + C

(i)
2 r−α(i)−1

)

sin θeθ. (4.57)

Les constantes dans ces expressions sont à déterminer par les équations de continuité de la température

et de la composante normale du flux de chaleur ainsi que les conditions aux limites (4.22) à l’infini du

milieu M .
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Pour structurer les calculs relatifs à la détermination de K∗, les équations de continuité pour l’interface

i sont réécrites sous la forme matricielle :

J(i)(ri)v
(i) = J(i+1)(ri)v

(i+1) (4.58)

avec

v(i) =





C
(i)
1

C
(i)
2



 , J(i)(ri) =





rα(i)

i r−α(i)

i

−α(i)K
(i)
r rα(i)−1

i α(i)K
(i)
r r−α(i)−1

i



 . (4.59)

Pour que la température au centre du cylindre soit finie, il est nécessaire que C
(I)
2 = 0. Donc,

v(1) = v(I) =
[

C
(i)
1 0

]T
.

On déduit de (4.58) que

v(i+1) = J(i+1)(ri)
−1

J(i)(ri)v
(i) = N(i)v(i) (4.60)

avec N(i) = J(i+1)(ri)
−1

J(i)(ri). Ainsi, on obtient

v(n+2) = Qn+1v
(I) (4.61)

avec

Qn+1 =

n+1
∏

i=1

Ni =





Q11 Q12

Q21 Q22



 .

La continuité à travers l’interface Γn+2 se traduit par

J(n+2)(R2)v
(n+2) = J(n+3)(R2)v

(n+3) =





e0R2

−e0Kep



 . (4.62)

En substituant (4.59) et (4.61) dans (4.62), on obtient un système de deux équations :





Rα(II)

2 R−α(II)

2

−α(II)K
(II)
r Rα(II)−1

2 α(II)K
(II)
r R−α(II)−1

2









Q11 Q12

Q21 Q22









C
(I)
1

0



 =





e0R2

−e0Kep



 .

La résolution de cette équation donne

C
(I)
1 =

e0R2

R2
αII Q11 + R2

−αII Q21
,

Kep =
α(II)Kr

(II)
(

R2
α(II)

Q11 − R2
−α(II)

Q21

)

R2
αII Q11 + R2

−αII Q21
. (4.63)

La conductivité effective Kez est égale à la moyenne volumique des conductivités K
(i)
z des phases du

cylindre composite :

Kez =
〈

K(i)
z

〉

=
1

R2
2

n+2
∑

i=1

(

r2
i − r2

i−1

)

K(i)
z (4.64)

avec r0 = 0.
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Exemple numérique

A titre d’un exemple numérique, on choisit les données analogues à la partie 4.3.3. Comme l’épaisseur

δ est petite, l’interphase équivalente de la zone d’interface rugueuse est divisée en 10 couches. Après

avoir fait les calculs, on obtient la conductivité effective en fonction de la fraction volumique de la phase

1 : f1 = R2
1/R2

2. Dans figure 4.8, on trace les résultats obtenus par la méthode d’homogénéisation

rigoureuse et par la méthode d’homogénéisation approximative. On y présente également les résultats

délivrés par la méthode des éléments finis. On constate qu’il y a une très bonne concordance entre les

résultats donnés par les trois méthodes.

FIGURE 4.8: Comparaison des résultats de la conductivité effective K∗ obtenus par les 3 méthodes.
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Chapitre 5

Interfaces élastiques planes ondulées

suivant deux directions

5.1 Formulation du problème

On considère un matériau composite Ω formé de deux phases élastiques anisotropes. Le domaine supé-

rieure est constitué de la phase 1 alors que le domaine inférieur est composé de la phase 2. L’interface

Γ entre ces deux phases est une surface plane rugueuse suivant les directions Ox1 et Ox2 et décrite par

l’équation x3 = h(x1, x2). On suppose que la rugosité est périodique et à la même période ǫ le long de

Ox1 et Ox2. Alors, il convient de réécrire l’équation x3 = h(x1, x2) sous la forme

x3 = h(y1, y2) (5.1)

avec (y1, y2) = (x1/ǫ, x2/ǫ). La valeur minimale de h(y1, y2) est désignée par H0 et sa valeur maximale

est égale à zéro. On divise Ω en trois zones. La zone d’interface rugueuse, symbolisée par Ω(r), est définie

par

Ω(r) =
{

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | − H(0) < x3 < 0
}

, (5.2)

Les deux autres zones homogènes, constituées de la phase 1 et de la phase 2, sont décrites par

Ω(−) =
{

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω(1) | x3 < −H(0)
}

, (5.3)

Ω(+) =
{

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω(2) | x3 > 0
}

. (5.4)

Dans le cas 3D, les composantes du vecteur de déplacement sont

ui = ui(x1, x2, x3, t), i = 1, 2, 3. (5.5)

La loi de comportement des phases supposées linéairement élastiques s’écrit

σ = Cε, (5.6)
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FIGURE 5.1: Surface ondulée dans deux directions.

où σ et ε sont respectivement les tenseurs de contraintes et de déformations locales. A l’aide de la notation

de Voigt, on peut la relation (5.6) sous la forme matricielle :







































σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12







































=







































C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66













































































ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε13

2ε12







































, (5.7)

où ε = 1
2

(

∇u + ∇Tu
)

.

L’équation du mouvement du problème est donnée par

∇ · σ(x, t) + f(x, t) = ρü(x, t).

En substituant (5.7) dans cette équation, on obtient une équation qui peut s’écrie sous la forme suivante :

(

A(hk)u,k

)

,h
+ F = ρü, (5.8)

où u = [u1 u2 u3]
T , F = [f1 f2 f3]

T avec f1, f2 et f3 étant les composantes de la force volu-

mique, les indices h et k prennent les valeurs de 1 à 3, les matrices A sont définies par A
(hk)
ij = Cihjk.
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Plus explicitement,

A
(11) =















C11 C16 C15

C16 C66 C56

C15 C56 C55















, A
(12) =















C16 C12 C14

C66 C26 C46

C56 C25 C45















, A
(13) =















C15 C14 C13

C56 C46 C36

C55 C45 C35















A
(21) =















C16 C66 C56

C12 C26 C25

C14 C46 C45















, A
(22) =















C66 C26 C46

C26 C22 C24

C46 C24 C44















, A
(23) =















C56 C46 C36

C25 C24 C23

C45 C44 C34















A
(31) =















C15 C56 C55

C14 C46 C45

C13 C36 C35















, A
(32) =















C56 C25 C45

C46 C24 C44

C36 C23 C34















, A
(33) =















C55 C45 C35

C45 C44 C34

C35 C34 C33















En supposant que l’interface Γ est parfaite, le vecteur de contraintes et celui de déplacements sont conti-

nus à travers Γ. En particulier, la continuité du vecteur de contraintes implique que

[t]Γ =
[(

A(11)u,1 + A(12)u,2 + A(13)u,3

)

n1 +
(

A(21)u,1 + A(22)u,2 + A(23)u,3

)

n2

+
(

A(31)u,1 + A(32)u,2 + A(33)u,3

)

n3

]

Γ
= 0, (5.9)

où [·]Γ signifie le saut d’une quantité à travers Γ et ni sont les composantes du vecteur unitaire n normal

à Γ donné par

n =
[

1 + h2
,x1

+ h2
,x2

]−1
[h,x1 , h,x2 ,−1]T =

[

1 +
(

h2
,y1

+ h2
,y2

)

/ǫ2
]−1

[h,y1/ǫ, h,y2/ǫ,−1]T .

5.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Quand la valeur de ǫ est faible, on peut appliquer la méthode d’homogénéisation asymptotique pour la

zone d’interface rugueuse. Dans ce cas, le champ de déplacment uǫ(x1, x2, x3, t) peut s’écrire sous la

forme U(x1, x2, x3, y1, y2, ǫ, t) qui admet le développement asymptotique

uǫ(x1, x2, x3, t) = U(x1, x2, x3, y1, y2, ǫ, t) (5.10)

= V + ǫ
(

N(1)V + N(11)V,1 + N(12)V,2 + N(13)V,3

)

+ ǫ2
(

N(2)V + N(21)V,1 + N(22)V,2 + N(23)V,3 + N(211)V,11

+ N(212)V,12 + N(213)V,13 + N(222)V,22 + N(223)V,23 + N(233)V,33

)

+ 0(ǫ3)

où V = V(x1, x2, x3, t) est indépendent de y, N(1), N(11), N(12), N(13), N(2), N(21), N(22),N(23),

N(211), N(212), N(213), N(222) et N(223) sont des matrices 3x3 dont les composantes sont des fonctions

périodiques de y1 et y2 , dépendentes de x3 mais indépendentes de x1, x2 et du temps t. Elles sont à
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FIGURE 5.2: L’intersection entre la zone d’interface rugueuse Ω(r) et le plan S(x3 = const) est un

domaine périodique dans le plan Ox1x2.

déterminer par l’utilisation de l’équation du mouvement et des équations de continuité.

Les dérivées du vecteur de déplacements par rapport aux variables d’espace xi s’expriment par

u,1 = U,1 + ǫ−1U,y1 ,

u,2 = U,2 + ǫ−1U,y2 ,

u,3 = U,3. (5.11)

Par conséquent,

u,1 = U,1 = ǫ
(

N(1)V,1 + N(11)V,11 + N(12)V,21 + N(13)V,31

)

+ǫ2
(

N(2)V,1 + N(21)V,11 + N(22)V,21 + N(23)V,31 + N(211)V,111 + N(212)V,121

+N(213)V,131 + N(222)V,221 + N(223)V,231 + N(233)V,331

)

+ N(1)
,y1

V + N(11)
,y1

V,1

+N(12)
,y1

V,2 + N(13)
,y1

V,3 + ǫ
(

N(2)
,y1

V + N(21)
,y1

V,1 + N(22)
,y1

V,2 + N(23)
,y1

V,3 + N(211)
,y1

V,11

+N(212)
,y1

V,12 + N(213)
,y1

V,13 + N(222)
,y1

V,22 + N(223)
,y1

V,23 + N(233)
,y1

V,33

)

, (5.12)

u,2 = V,2 + ǫ
(

N(1)V,2 + N(11)V,12 + N(12)V,22 + N(13)V,32

)

+ǫ2
(

N(2)V,2 + N(21)V,12 + N(22)V,22 + N(23)V,32 + N(211)V,112 + N(212)V,122

+N(213)V,132 + N(222)V,222 + N(223)V,232 + N(233)V,332

)

+ N(1)
,y2

V + N(11)
,y2

V,1

+N(12)
,y2

V,2 + N(13)
,y2

V,3 + ǫ
(

N(2)
,y2

V + N(21)
,y2

V,1 + N(22)
,y2

V,2 + N(23)
,y2

V,3 + N(211)
,y2

V,11

+N(212)
,y2

V,12 + N(213)
,y2

V,13 + N(222)
,y2

V,22 + N(223)
,y2

V,23 + N(233)
,y2

V,33

)

, (5.13)
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FIGURE 5.3: L’intersection entre la zone d’interface rugueuse Ω(r) et le plan S(x3 = const) peut

s’exprimer dans le plan Oy1y2.

u,3 = U,3 = V,3 + ǫ

(

[

N(1)V
]

,3
+

[

N(11)V,1

]

,3
+

[

N(12)V,2

]

,3
+

[

N(13)V,3

]

,3

)

+ǫ2
(

[

N(2)V
]

,3
+

[

N(21)V,1

]

,3
+

[

N(22)V,2

]

,3
+

[

N(23)V,3

]

,3
+

[

N(211)V,11

]

,3

+
[

N(212)V,12

]

,3
+

[

N(213)V,13

]

,3
+

[

N(222)V,22

]

,3
+

[

N(223)V,23

]

,3
+

[

N(233)V,33

]

,3

)

.

(5.14)

En substituant les expressions de (5.12) à (5.14) dans l’équation du mouvement (5.8) et les équations de

continuité (5.9) et en demandant que le coefficient associé à ǫ−1 soit égal à zéro, on obtient

– Equation d’équilibre :
{

[

A(11)N
(1)
,y1 + A(12)N

(1)
,y2

]

,y1

+
[

A(21)N
(1)
,y1 + A(22)N

(1)
,y2

]

,y2

}

V

+

{

[

A(11N
(1k)
,y1 + A(12)N

(1k)
,y2

]

,y1

+
[

A(21)N
(1k)
,y1 + A(22)N

(1k)
,y2

]

,y2

}

V,k = 0
(5.15)

– Equation de continuité :

[(

A(11)N
(1)
,y1 + A(12)N

(1)
,y2

)

h,y1 +
(

A(21)N
(1)
,y1 + A(22)N

(1)
,y2

)

h,y2

]

Γ
V

+
[(

A(11)N
(1k)
,y1 + A(12)N

(1k)
,y2 + A(1k)

)

h,y1

+
(

A(21)N
(1k)
,y1 + A(22)N

(1k)
,y2 + A(2k)

)

h,y2

]

Γ
V,k = 0

(5.16)

où k = 1 à 3, I est la matrice d’identité 3x3.
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Les deux équations (5.15) et (5.16) définissent les composantes de N(1) et N(1k) par
[

A(11)N(1)
,y1

+ A(12)N(1)
,y2

]

,y1

+
[

A(21)N(1)
,y1

+ A(22)N(1)
,y2

]

,y2

= 0, y ∈ S, y /∈ L,

(5.17)
[

A(11)N(1k)
,y1

+ A(12)N(1k)
,y2

+ A(1k)
]

,y1

+
[

A(21)N(1k)
,y1

+ A(22)N(1k)
,y2

+ A(2k)
]

,y2

= 0, y ∈ S, y /∈ L,

(5.18)
[(

A(11)N(1)
,y1

+ A(12)N(1)
,y2

)

h,y1 +
(

A(21)N(1)
,y1

+ A(22)N(1)
,y2

)

h,y2

]

Γ
= 0, y ∈ L,

(5.19)
[(

A(11)N(1k)
,y1

+ A(12)N(1k)
,y2

+ A(1k)
)

h,y1

+
(

A(21)N(1k)
,y1

+ A(22)N(1k)
,y2

+ A(2k)
)

h,y2

]

Γ
= 0, y ∈ L (5.20)

où S = Sx3 ∪ Ω(r) et L = S ∪ Γ avec Sx3 la surface x3 ∈ (−H0, 0). Ainsi, on peut montrer que

N(1)
,y1

= N(1)
,y2

= 0. (5.21)

D’une manière analogue, en posant le coefficient associé à ǫ0 dans l’équation de continuité égal à zéro,

on arrive à
[(

A(11)N(2)
,y1

+ A(12)N(2)
,y2

+ A(13)N(1)
,x3

)

h,y1

+
(

A(21)N(2)
,y1

+ A(22)N(2)
,y2

+ A(23)N(1)
,x3

)

h,y2

]

Γ
V

+
[{

A(11)N(2k)
,y1

+ A(12)N(2k)
,y2

+ A(1k)N(1) + A(13)N(1k)
,x3

}

h,y1

+
{

A(21)N(2k)
,y1

+ A(22)N(2k)
,y2

+ A(2k)N(1) + A(23)N(1k)
,x3

}

h,y2

− A(31)N(1k)
,y1

− A(32)N(1k)
,y2

− A(3k)
]

Γ
V,k

+
[{

A(11)N(2ij)
,y1

+ A(1i)N(1j) + A(12)N(2ij)
,y2

+ A(1j)N(1i)
}

h,y1

+
{

A(21)N(2ij)
,y1

+ A(2i)N(1j) + A(22)N(2ij)
,y2

+ A(2j)N(1i)
}

h,y2

]

Γ
V,ij

+
[{

A(11)N(2kk)
,y1

+ A(12)N(2kk)
,y2

+ A(1k)N(1k)
}

h,y1

+
{

A(21)N(2kk)
,y1

+ A(22)N(2kk)
,y2

+ A(2k)N(1k)
}

h,y2

]

Γ
V,kk = 0 (5.22)

avec k = 1 à 3, (i, j) = (1, 2), (1, 3) ou (2, 3). Pour satisfaire l’équation (5.22), on choisit les fonctions

N(2), N(2k), N(2kk) et N(2ij) vérifiant les conditions suivantes :
[(

A(11)N(2)
,y1

+ A(12)N(2)
,y2

+ A(13)N(1)
,x3

)

h,y1

+
(

A(21)N(2)
,y1

+ A(22)N(2)
,y2

+ A(23)N(1)
,x3

)

h,y2

]

Γ
= 0, (5.23)

[{

A(11)N(2k)
,y1

+ A(12)N(2k)
,y2

+ A(1k)N(1) + A(13)N(1k)
,x3

}

h,y1

+
{

A(21)N(2k)
,y1

+ A(22)N(2k)
,y2

+ A(2k)N(1) + A(23)N(1k)
,x3

}

h,y2

− A(31)N(1k)
,y1

− A(32)N(1k)
,y2

− A(3k)
]

Γ
= 0, (5.24)
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[{

A(11)N(2ij)
,y1

+ A(1i)N(1j) + A(12)N(2ij)
,y2

+ A(1j)N(1i)
}

h,y1

+
{

A(21)N(2ij)
,y1

+ A(2i)N(1j) + A(22)N(2ij)
,y2

+ A(2j)N(1i)
}

h,y2

]

Γ
= 0, (5.25)

[{

A(11)N(2kk)
,y1

+ A(12)N(2kk)
,y2

+ A(1k)N(1k)
}

h,y1

+
{

A(21)N(2kk)
,y1

+ A(22)N(2kk)
,y2

+ A(2k)N(1k)
}

h,y2

]

Γ
= 0. (5.26)

De plus, en mettant le coefficient associé à ǫ0 dans l’équation de mouvement égal à zéro, on a

{

[

A(11)N(2)
,y1

+ A(12)N(2)
,y2

+ A(13)N(1)
,x3

]

,y1

+
[

A(21)N(2)
,y1

+ A(22)N(2)
,y2

+ A(23)N(1)
,x3

]

,y2

}

V

+

{

[

A(11)N(2k)
,y1

+ A(12)N(2k)
,y2

+ A(1k)N(1) + A(13)N(1k)
,x3

]

,y1

+
[

A(21)N(2k)
,y1

+ A(22)N(2k)
,y2

+ A(2k)N(1) + A(23)N(1k)
,x3

]

,y2

+
[

A(31)N(1k)
,y1

+ A(32)N(1k)
,y2

+ A(3k)
]

,x3

}

V,k

+

{

[

A(11)N(2ij)
,y1

+ A(1i)N(1j) + A(12)N(2ij)
,y2

+ A(1j)N(1i)
]

,y1

+
[

A(21)N(2ij)
,y1

+ A(2i)N(1j) + A(22)N(2ij)
,y2

+ A(2j)N(1i)
]

,y2

+A(i1)N(1j)
,y1

+ A(i2)N(1j)
,y2

+ A(ij) + A(j1)N(1i)
,y1

+ A(ji) + A(j2)N(1i)
,y2

}

V,ij

+

{

[

A(11)N(2kk)
,y1

+ A(12)N(2kk)
,y2

+ A(1k)N(1k)
]

,y1

+
[

A(21)N(2kk)
,y1

+ A(22)N(2kk)
,y2

+ A(2k)N(1k)
]

,y2

+A(k1)N(1k)
,y1

+ A(k2)N(1k)
,y2

+ A(kk)
}

V,kk + F − ρV̈ = 0. (5.27)

En intégrant l’équation (5.27) sur la surface S de la cellule de base, en appliquant le théorème de diver-

gence et en tenant compte des équations (5.23) à (5.26), on obtient

〈

A(h1)N(1k)
,y1

+ A(h2)N(1k)
,y2

+ A(hk)
〉

S
V,hk

+







S−1

∫

L

[

A(31)N(1k)
,y1

+ A(32)N(1k)
,y2

+ A(3k)
]

Γ

dl

|∇h(y)|







V,k

+

〈

[

A(31)N(1k)
,y1

+ A(32)N(1k)
,y2

+ A(3k)
]

,x3

〉

S
V,k + 〈F〉S = 〈ρ〉S V̈ (5.28)

où k = 1 à 3, |∇h(y)| =
√

h2
,y1

+ h2
,y2

et

〈•〉S = S−1

∫

S

(•)dS = S−1

∫ ∫

(•)dy1dy2.
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D’autre part, en appliquant le lemme A.1 de Kristensson (2005) et en considérant la périodicité des

tenseurs N(1k), on en déduit la relation
〈

[

A(31)N(1k)
,y1

+ A(32)N(1k)
,y2

+ A(3k)
]

,x3

〉

S
=

{〈

A(31)N(1k)
,y1

+ A(32)N(1k)
,y2

+ A(3k)
〉

S

}

,x3

−S−1

∫

L

[

A(31)N(1k)
,y1

+ A(32)N(1k)
,y2

+ A(3k)
]

Γ

dl

|∇h(y)| .

Ensuite, notant que les tenseurs élastiques effectifs sont définis par :

Ā(hk) =
〈

A(h1)N(1k)
,y1

+ A(h2)N(1k)
,y2

+ A(hk)
〉

S
, (5.29)

l’équation (5.28) devient
(

Ā(hk)V,k

)

,h
+ 〈F〉S = 〈ρ〉S V̈. (5.30)

Les résultats de cette section montrent que la zone d’interface rugueuse Ω(r) peut être remplacée par une

interphase équivalente dont les propriétés élastiques sont déterminées par (5.29). Cette interphase ainsi

définie est homogène dans le plan x1 − x2 mais hétérogène suivant la direction d’épaisseur x3.

5.3 Interface ondulées entre deux phases élastiques isotropes

Maintenant, on considère le cas particulier important où Γ est une interface périodiquement ondulée entre

deux phases élastiques isotropes caractérisées par les constantes de Lamé λ(i) et µ(i) avec i = 1 ou 2. De

plus, on suppose que S = Sx3 ∪Ω(r) est un cercle de rayon ri. Quand l’interface rugueuse se présentent

sous forme de cônes circulaires (voir la figure 5.4), ri est déterminé en fonction de x3 épar

ri =
Rc (H0 + x3)

H0

avec H0 étant l’épaisseur de la zone d’interface rugueuse, Rc le rayon du fond d’un cône. Si l’interface

rugueuse correspond à une duplication périodique d’une surface sphérique, on a

ri =
√

R2
s − x2

3

avec Rs étant le rayon de la sphère. Afin de déterminer les propriétés élastiques de l’interphase équiva-

lente à la zone d’interface rugueuse, il faut d’abord chercher les composantes des tenseurs N(11), N(12)

et N(13) à l’aide des équations (5.17) à (5.20). Mais, comme ces composantes ne peuvent en général

pas être déterminées de façon analytique, on fait appel à des schémas micromécaniques pour effectuer

l’homogénéisation dans le plan x1 − x2.

On considère une cellule de base (5.3) dans le plan Oy1y2 et on considère qu’elle est en déformations

planes. D’après la technique d’homogénéisation des milieux périodiques (voir, par exemple, Pinho-da-

Cruz (2009)), on peut reécrire ( 5.10) sous la forme

u(y, x3, t) = V(y, x3, t) + V(1)(y, x3, t) (5.31)
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FIGURE 5.4: Interface rugueuse en dent à la forme des cônes.

avec

Vi(y, x3, t) = ui(y, x3, t), V
(1)
i (y, x3, t) = χijk(y, x3)Vj,k. (5.32)

En comparant (5.18), (5.20) avec (5.31), on en déduit que

N
(1k)
ij = χijk (5.33)

Si la condition homogène en déformations u = Ey est imposée sur le frontière Ω, on a

ui = Eijyj + χijk(y, x3)Ejk. (5.34)

De plus, le champ de déplacements u de l’inclusion dans la cellule de base peut être approximativement

calculé par le schéma auto-cohérent généralisé (5.5), tout en demandant que les fractions volumiques de

la matrice et des inclusions soient identiques dans les deux cas. Le problème de déterminer les fonctions

χijk(y, x3) peut se composer en plusieurs problèmes auxiliaires suivantes.

5.3.1 Problème 1

Le tenseur de déformations macroscopique E prend la forme

E =





1 0

0 1



 .

Dans ce cas, le champ de déplacements dans l’inclusion est donné par

ur = ξr, uθ = 0 (5.35)
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FIGURE 5.5: Modèle GSCM déterminant le champ de solution dans l’inclusion

avec

ξ =
2 µ2 + λ2

−π (λ1 + µ1 − µ2 − λ2) R2
i + (λ1 + µ1 + µ2)

, Ri =
ri

ǫ
. (5.36)

5.3.2 Problème 2

Le tenseur de déformations macroscopique E a la forme

E =





1 0

0 −1



 .

Alors, le champ de déplacements dans l’inclusion s’exprime par

ur =

(

− λi

2λi + 3µi
ξ1r

3 − ξ2r

)

cos 2θ, (5.37)

uθ =
(

ξ1r
3 + ξ2r

)

sin 2θ, (5.38)

avec

ξ1 =
4R2

i π
2µ2 (2µ2 + λ2) (µ2 + λ2) (µ2 − µ1) (2 λ1 + 3µ1)

(

π R2
i − 1

)

a8R8
i + a6R6

i + a4R4
i + a2R2

i + a0
,

ξ2 =
2µ2 (2µ2 + λ2)

(

b6R
6
i + b4R

4
i + b0

)

a8R8
i + a6R6

i + a4R4
i + a2R2

i + a0
. (5.39)
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5.3.3 Problème 3

Le tenseur de déformations macroscopique E correspond à un cisaillement :

E =





0 1

1 0



 .

Le champ de déplacements dans l’inclusion est fourni par

ur =

(

λi

2λi + 3µi
ξ3r

3 + ξ4r

)

sin 2θ, (5.40)

uθ =
(

ξ3r
3 + ξ4r

)

cos 2θ, (5.41)

où

ξ3 =
4πµ2 (2µ2 + λ2) (2 λ1 + 3µ1)

(

d2R
2
i + d0

)

a8R8
i + a6R6

i + a4R4
i + a2R2

i + a0
,

ξ4 =
6 µ2 (2 µ2 + λ2)

(

c4R
4
i + c2R

2
i + c0

)

a8R8
i + a6R6

i + a4R4
i + a2R2

i + a0
. (5.42)

Les coefficients dans les formules ci-dessus sont définis par :

a8 = π4 (−µ1 + µ2) (3 µ2 + λ2)





3 µ1µ2
2 + λ1µ2

2 − 3 µ1
2µ2 − 3 µ2µ1λ1

+µ2λ1λ2 + 3µ2µ1λ2 − µ1
2λ2 − µ1λ1λ2





a6 = −4 π3











(−λ1 − 3 µ1) µ2
4 − 2 λ2 (λ1 + 3µ1) µ2

3

+
(

µ1
2λ2 + 3µ1

3 + 3λ1µ1
2 − 3 µ1λ2

2 − λ2
2λ1

)

µ2
2

+µ1
2λ2 (λ2 + 3µ1 + 3λ1) µ2 + µ1

2λ2
2 (µ1 + λ1)











a4 = −6 π2(µ2 + λ2)
2 (µ2 − µ1)

(

µ1
2 + 3µ1µ2 + λ1µ1 + λ1µ2

)

a2 = 4 π
(

3 µ2
2 + 3λ2µ2 + λ2

2
)

(µ2 − µ1)
(

µ1
2 + 3µ1µ2 + λ1µ1 + λ1µ2

)

a0 = (3 µ2 + λ2)
(

µ2
2 + λ2µ2 + 3µ1µ2 + µ1λ2

) (

µ1
2 + 3µ1µ2 + λ1µ1 + λ1µ2

)

b6 = 2 π3





−3 µ1µ2
2 + 3µ1

2µ2 + 2µ1λ1λ2 + 2µ1
2λ2 − 2 λ1µ2

2

−3 µ1µ2λ2 − 2 µ2λ1λ2 + 3µ1µ2λ1





b4 = 3 π2 (µ2 + λ2) (µ2 − µ1) (µ1 + λ1)

b0 = − (3µ2 + λ2)
(

µ2λ1 + 3µ2µ1 + µ1λ1 + µ1
2
)

c4 = π2 (3µ2 + λ2) (µ2 − µ1) (µ1 + λ1) ; c2 = 2 π µ1µ2 (λ1 + µ1 − µ2 − λ2)

c0 = (µ2 + λ2)
(

µ2λ1 + 3µ2µ1 + µ1λ1 + µ1
2
)

; d2 = π (3µ2 + λ2) (−µ2 + µ1)

d0 = −3 µ2µ1 − µ1λ2 − µ2λ2 − µ2
2

En introduisant les solutions pour les problèmes auxiliaires précédents dans la formule (5.34), on peut

estimer les composantes χijk dans l’inclusion d’une cellule de base. Pour trouver les moyennes des com-

posantes du gradient du tenseur χ dans la matrice, on prend la valeur moyenne du tenseur de déformations

telle que ε = E et on obtient
〈

∂χijk

∂yl
(y, x3)Ejk

〉

S
=

〈

∂χijk

∂yl
(y, x3)Ejk

〉

inclusion

+

〈

∂χijk

∂yl
(y, x3)Ejk

〉

matrice

= 0 (5.43)
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avec i = 1 ou 2.

Ensuite, en substituant le tenseur χ dans (5.33), on détermine les composantes des tenseurs N(k). A

l’aide de l’équation (5.29), les composantes non nulles du tenseur de rigidité effectif sont fournis par

C
(r)
11 = C

(r)
22 = π (λ1 + 2µ1 − λ2 − 2 µ2) R2

i + 2 (µ1 − µ2) χ11

+λ2 + 2µ2 + πR2
i (λ1 − λ2)(ξ − 1), (5.44)

C
(r)
33 = π (λ1 + 2µ1 − λ2 − 2 µ2) R2

i + λ2 + 2µ2, (5.45)

C
(r)
13 = C

(r)
23 = π (λ1 − λ2) R2

i + λ2, (5.46)

C
(r)
12 = π (λ1 − λ2) R2

i + 2 (µ1 − µ2) χ12 + λ2 + πR2
i (λ1 − λ2)(ξ − 1), (5.47)

C
(r)
44 = C

(r)
55 = π (µ1 − µ2) R2

i + µ2, (5.48)

C
(r)
66 = π (µ1 − µ2) R2

i + (µ1 + µ2) χ66 + µ2, (5.49)

avec

χ11 = −3

4

π ξ1 (λ1 + µ1)

2 λ1 + 3µ1
R4

i −
1

2
(2 − ξ + ξ2) π R2

i ,

χ12 =
3

4

π ξ1 (λ1 + µ1)

2 λ1 + 3µ1
R4

i +
1

2
(ξ + ξ2)π R2

i ,

χ66 =
3

2

π ξ3 (λ1 + µ1)

2 λ1 + 3µ1
R4

i + (ξ4 − 1) π R2
i .

Exemple numérique

Comme un exemple d’application numérique, on s’intéresse à un composite constitué de deux phases

élastiques isotropes dont l’interface est rugueuse et décrite dans la section précédente. Les modules

d’Young et les coefficients de Poisson des deux phases en question ont les valeurs suivantes :

– Phase 1 : E1 = 13GPa, ν1 = 0.3;

– Phase 2 : E2 = 1GPa, ν1 = 0.25.

Le problème à résoudre est une plaque formée du composite venant d’être décrit, encastrée sur un côté

et soumise à un chargement uniformément réparti (voir la figure 5.6) On modélise la plaque en question

de deux façons. D’abord (ou dans le modèle 1), la plaque est modélisée comme étant composée de trois

couches : les propriétés des couches supérieure et inférieure sont celles des deux phases et les celles de

la couche intermédiaire sont déterminées par les formules (5.44) à ( 5.49). Ensuite (ou dans le modèle

2), la plaque est modélisée comme étant constituée de deux phases séparée par une interface ondulée.

Ces deux modèles sont finalement utilisés dans les calculs par le logiciel Comsole pour déterminer les

déplacements le long de la ligne médiane sur la surface inférieure de la plaque et perpendiculaire au côté

encastré.

Les épaisseurs H1 et H2 des couches supérieure et inférieure sont H1 = H2 = 0, 5m et l’épaisseur

de la zone d’interface rugueuse H0 = 0.1m, 0.5m ou 1m. La longueur de périodicité ǫ est donnée par

ǫ = 0, 2m. Le rayon maximal de cône est Rc = 0, 07m. La longueur L1 et la largeur L2 de la plaque
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FIGURE 5.6: Une plaque encastrée est constituée de deux phases dont l’interface est rugueuse.

FIGURE 5.7: Plaque constituée de deux phases élastiques isotropes.
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FIGURE 5.8: Fond d’un cône.

sont L1 = L2 = 6m. On applique une pression uniforme de 1 kN/m2 sur la surface supérieure de la

plaque.

Les résultats obtenus par Comsole pour les deux modèles sont comparés et présentés dans la figure 5.6.

On y observe une bonne concordance. Ceci constitue une validation pour l’approche consistant à rem-

placer la zone d’interface rugueuse par une interphase équivalente dont les propriétés sont déterminées

par les formules (5.44) à (5.49).

FIGURE 5.9: Déplacements le long de la ligne médiane sur la surface inférieure de la plaque et perpen-

diculaire au côté encastré.
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5.4 Homogénéisation d’une plaque tri-phasique suivante la direction d’épais-

seur

Maintenant on étudie un domaine Ω composé de trois couches perpendiculaires à l’axe Ox3. La couche

supérieure d’épaisseur H1 est constitué du matériau 1 alors que la couche inférieure d’épaisseur H2 est

composé du matériau 2. La couche intermédiaire d’épaisseur H0 est formé du matériau équivalent de

la zone d’interface rugueuse dont ses propriétés élastiques effectives sont déternimées par les formules

(5.44) à (5.49). L’épaisseur totale de la plaque composite tri-couche est H = H1 + H0 + H2 .

Etant correspondant à composants du tenseur de contrainte, on décompose le tenseur de rigidité élastique

de chaque couche en composants ci-dessous :

B
(j)
(33) =











C
(j)
3333

√
2C

(j)
3331

√
2C

(j)
3332√

2C
(j)
3331 2C

(j)
3131 2C

(j)
3132√

2C
(j)
3332 2C

(j)
3132 2C

(j)
3232











, B
(j)
(32) =











C
(j)
3322 C

(j)
3311

√
2C

(j)
3321√

2C
(j)
2231

√
2C

(j)
1131 2C

(j)
2131√

2C
(j)
2232

√
2C

(j)
1132 2C

(j)
2132











,

B
(j)
(22) =











C
(j)
2222 C

(j)
2211

√
2C

(j)
2221

C
(j)
2211 C

(j)
1111

√
2C

(j)
1121√

2C
(j)
2221

√
2C

(j)
1121 2C

(j)
2121











, B
(j)
(23) =

[

B
(j)
(32)

]T

Les composantes du tenseur de rigidité élastique effective de la plaque étudiée sont trouvées selon les

formules suivantes (Milton, 2002) :

B(33) =
〈

[

B(33)

]−1
〉−1

Ω
,

B(32) =
〈

[

B(33)

]−1
〉−1

Ω

〈

[

B(33)

]−1
B(32)

〉

Ω
,

B(22) =
〈

B(22) − B(23)

[

B(33)

]−1
B(32)

〉

Ω

+
〈

B(23)

[

B(33)

]−1
〉

Ω

〈

[

B(33)

]−1
〉−1

Ω

〈

[

B(33)

]−1
B(32)

〉

Ω
, (5.50)

avec

〈•〉Ω =
1

H

(

∫ −H0

−(H0+H1)
•(1) dx3 +

∫ 0

−H0

•(r) dx3 +

∫ H2

0
•(2) dx3

)

Exemple numérique

A titre exemple, on détermine les propriétés élastiques effectives de la plaque étant décrite dans l’exemple

de la section 5.3. Elles sont analytiquement obtenue par (5.50).

Premièrement, on étudie l’influence de l’interface rugueuse sur les propriétés élastiques effectives quand

la hauteur de la zone d’interface rugueuse H0 se varie de 0 à 1 m et la période de la rugosité de l’interface

est fixée à 0.2 m. Les diagrammes des propriétés effectives normalisées C∗
1111/E2 et C3333/E2 obtenue

par (5.50) sont tracés en fonction de H0 dans la figure 5.10. Ensuite, on les compare avec les valeurs

numériques calculées par FEM (Comsol). On trouve que ces deux valeurs sont très proches l’un de

l’autre. En première étude, on s’intéresse à l’effet de la période de la rugosité sur les propriétés élastiques
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FIGURE 5.10: Propriétés effectives normalisées C∗
1111/E2 et C∗

3333/E2 en fonction de l’épaisseur H0

de la zone d’interface très rugueuse.

effectives quand la hauteur de la zone d’interface rugueuse est constante. La figure 5.11 illustre le rapport

entre la valeur de C∗
1111 obtenue par (5.50) et celle calculée par FEM (Comsol) en fonction de 1/ǫ avec

H0 = 0, 5m.

FIGURE 5.11: Module effectif normalisé de C∗
1111 en fonction de 1/ǫ avec l’épaisseur H0 de la zone

d’interface très rugueuse H0 = 0.5 m.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail de thèse, nous avons étudié les interfaces périodiquement ondulées d’abord suivant

une seule direction et ensuite suivant deux directions. Les phénomènes en jeu sont la conduction ther-

mique et l’élasticité linéaire. L’objectif principal de ce travail était de déterminer les propriétés conduc-

trices et élastiques effectives des composites dont les interfaces entre les phases oscillent rapidement et

périodiquement. Pour atteindre cet objectif, nous avons élaboré une nouvelle approche qui consiste à

appliquer l’analyse asymptotique pour modéliser une zone d’interface rugueuse comme une interphase

équivalente hétérogène uniquement suivant son épaisseur et à faire appel à des méthodes microméca-

niques pour quantifier les effets de cette interphase sur les propriétés effectives.

En conduction thermique comme en élasticité, l’interphase équivalente obtenue pour remplacer une

zone d’interface ondulée est hétérogène dans une seule direction, à savoir qu’elle est hétérogène suivant

son épaisseur mais homogène le long de chaque plan ou surface transverse. Par l’analyse asymptotique

mathématique, nous avons montré que la détermination des propriétés de l’interphase équivalente revient

à résoudre un problème d’homogénéisation 2D paramétré pour une cellule de base. Quand les interfaces

ondulées suivant une seule direction (rectiligne ou circulaire) sont concernées, nous avons mis en évi-

dence le remarquable fait que la solution du problème d’homogénéisation 2D paramétré pour une cellule

de base n’est rien d’autre que celle du problème d’homogénéisation d’un composite multicouche. Cette

dernière peut s’écrire sous une forme très compacte grâce à l’utilisation de certains opérateurs d’interface

appropriés.

Nous avons considéré trois types de composites dans lesquels les interfaces sont périodiquement

ondulées : composites stratifiés, fibreux et à inclusions. Dans le cas des composites stratifiés avec les

interfaces ondulées suivant une seule direction, leurs propriétés effectives peuvent être analytiquement

et exactement calculées. Dans les autres cas, des schémas micromécaniques ont été utilisés pour estimer

les propriétés effectives. Pour tenir compte des effets d’une interphase équivalente qui est hétérogène

suivant son épaisseur, nous avons proposé trois méthodes. La première méthode consiste à résoudre

analytiquement le problème correspondant. Cette méthode n’est applicable que dans des cas très simples

et très limités. La deuxième méthode est d’effectuer une homogénéiser l’interphase suivant son épaisseur.

La troisième méthode est de discrétiser l’interphase en un certain nombre de couches individuellement

homogènes. Les résultats obtenus par l’approche élaborée dans ce travail sur les propriétés effectives des
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composites en question ont été comparés avec ceux délivrés par la méthode des éléments finis. Dans tous

les cas examinés, nous avons constaté une très bonne concordance.

La méthode proposée par ce travail pour homogénéiser les interfaces ondulées dans les composites

et les résultats obtenus par ce travail sur les propriétés effectives des composites concernés contribuent

au développement de la micromécanique des matériaux hétérogènes et peuvent être utilisés pour ré-

soudre certains problèmes d’intérêt pratique. En même temps, ce travail ouvre de nombreuses nouvelles

perspectives. Parmi celles-ci, nous listons en particulier les suivantes :

– Quand une interface ondulée suivant deux directions intervient, nous avons traité le cas le plus simple

où les ondulations se font autour d’un plan et ont la même période suivant les deux directions. La

méthode élaborée dans ce travail peut s’étendre sans grandes difficultés au cas importants où une

interface oscille suivant deux directions avec deux différentes périodes autour d’un plan ou ondule

dans deux directions avec la même période autour d’une surface sphérique.

– La surface autour de laquelle une interface ondule a été supposé plane ou cylindrique circulaire dans

ce travail. Notre approche peut s’étendre au cas général où la surface autour de laquelle une interface

oscille est une surface lisse quelconque.

– Les phénomènes physiques et mécaniques étudiés dans ce travail sont la conduction thermique et

l’élasticité linéaire. Par analogie mathématique, les résultats dérivés pour la conduction thermique

s’appliquent également aux autres phénomènes de transport linéaires tels que la conduction électrique

et la diffusion. Notre approche peut se généraliser aux phénomènes couplés linéaires tels que la piézo-

électricité. La clé de cette généralisation réside dans l’introduction de certains opérateurs appropriés.

– L’approche et les résultats présentés dans ce travail portent sur les interfaces ondulées. Nous pouvons

les étendre aux surfaces.

– A l’échelle micrométrique ou nanométrique, les surfaces et les interfaces sont souvent rugueuses et

présentent une énergie non négligeable. Nous pouvons envisager de la prendre en considération en

généralisant notre approche.

– Dans ce travail, nous nous sommes intéressés par les interfaces périodiquement ondulées. Comment

traiter le problème d’homogénéisation des interfaces aléatoirement ondulé est un sujet largement ou-

vert.

– Un autre problème largement ouvert concerne l’homogénéisation d’une interface ondulée entre deux

matériaux non linéaires.

En mécanique et physique des surfaces et des interfaces, de nombreux problèmes restent à résoudre et de

formidables défis sont à relever.
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Résumé

Les surfaces et interfaces rugueuses sont rencontrées dans de nombreuses situations en mécanique et

physique des solides. En particulier, une surface ou interface considérée comme lisse à une échelle don-

née se révèle souvent rugueuse à une autre échelle plus petite. Ce travail étudie les interfaces planes et

courbées dont la rugosité peut être raisonnablement décrite comme des ondulations périodiques. Il a pour

objectif de modéliser ces interfaces dans des composites et de déterminer leurs effets sur les propriétés

effectives élastiques et conductrices des composites concernés. L’approche élaborée pour atteindre cet

objectif consiste d’abord à utiliser l’analyse asymptotique pour modéliser une zone d’interface rugueuse

comme une interphase hétérogène uniquement suivant son épaisseur et ensuite à faire appel à des sché-

mas micromécaniques pour quantifier les influences de cette interphase sur les propriétés effectives.

Ce travail considère trois types de composites dans lesquels des interfaces périodiquement ondulées

sont présentes : composites stratifiés, fibreux et à inclusions. Les résultats obtenus pour ces composites

contribuent au développement de la micromécanique et apportent des solutions à des problèmes d’intérêt

pratique rencontrés en physique et mécanique des matériaux hétérogènes.

Mots-clés : homogénéisation, micromécanique, interfaces rugueuses, propriétés effectives, analyse asymp-

totique, matériaux composites.

Abstract

Rough surfaces and interfaces are encountered in many situations in mechanics and physics of solids.

In particular, a surface or interface considered smooth at a given scale turns out often to be rough at

another smaller scale. This work studies the flat and curved interfaces whose roughness can be reasonably

described as periodic undulations. It aims to model these interfaces in composites and to determine their

effects on the effective elastic and conductive properties of the composites in question. The approach

elaborated to achieve this objective consists first in using asymptotic analysis to model a zone of rough

interface as an interphase being heterogeneous only along its thickness direction and then in resorting to

some micromechanical schemes to quantify the influences of the interphase on the effective properties.

This work considers three types of composites in which periodically corrugated interfaces are present :

laminated, fibrous and particulate composites. The results obtained for these composites contribute to the

development of micromechanics and provide solutions to problems of practical interest encountered in

physics and mechanics of heterogeneous materials.

Keywords : homogenization, micromechanics, rough interfaces, effective properties, asymptotic analysis,

composite materials.


