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Notations

Dans cette these, nous avons choisi de numéroter les définitions, exemples, propo-
sitions et théoremes de la maniere suivante :

— Les définitions ne sont pas numérotées.

Les théoremes, propositions sont numérotés par chapitre. Par exemple, la pro-
position I1.4 désigne la quatrieme proposition du second chapitre. Notez que les
annexes sont "numérotées" par des lettres majuscules.

Les corollaires d'une proposition sont numérotés en fonction de la proposition
qu’ils suivent. Par exemple, le corollaire 1.3.2 est le deuxiéme corollaire de la
troisieme proposition du premier chapitre. Les corollaires d’un théoréme sont
numérotés de méme.

Les remarques sont numérotées de la méme maniere.

Les exemples sont numérotés de 1 a 22, sans référence au chapitre.

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la these :

1.

AR

Si E est un ensemble et A une partie de F, et s’il n'y a pas de confusion
possible, on note A€ le complémentaire de A dans F.

Le cardinal d’un ensemble E est noté Card(E) ou |E)|.
D est le disque unité fermé de C et S* le cercle unité de C.
Les coordonnées d'un point z de C™ sont notées (z1,. .., 2,).

La notation P" (éventuellement CP") désigne I'espace projectif complexe de
dimension n. Si z € C"™\ {0}, on note [z] sa classe d’équivalence dans P".

On identifie C™ en tant que R-espace vectoriel & R*™ via le morphisme

2z (Re(z1), -+, Re(z,), Im(z1),- -+, Im(z,))
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10.

11.

12.

13.

On pose

de sorte que
z=Re(z)+ilm(z) = (Re(z),Im(z))
(via l'identification du point précédent).

n
< z,w >= Z zjw; désigne le produit scalaire non hermitien de C".
Jj=1

. Dans R, Conv(A) (resp. pos(A)) est I'enveloppe convexe (resp. I'enveloppe

positive, c’est-a-dire I'ensemble des combinaisons linéaires positives) d’'une
partie A non vide de R™. Par convention, on pose

pos () = {0}
Pour tout nombre complexe z, on note e* '’exponentielle de z. De plus, si
z=(z1,...,2,) est un vecteur de C", alors on pose
exp(z) = (e*,...,e™)

Soit n un entier naturel non nul et v un élément de Z™. On note A* (ou A" si
on veut préciser la dimension) le sous-groupe a un parametre de (C*)" défini
par

N(E) = (#91,... t%) Ve T

Remarquons que tout sous-groupe a un parametre est de la forme A\* pour
un unique u dans Z".

De méme, on note X* (ou X si on souhaite préciser la dimension) le carac-
tere de (C*)" défini par

XU(t) = ﬁt}” vVt e (C*)"

J=1

Notons 1a encore que tout caractere de (C*)" est de la forme X“, pour un
unique v € Z".

Si v est un vecteur de R™, alors v = (1,v) € R,



Introduction générale

L’objet de cette these est d’étudier une grande famille de variétés complexes non
kéhlériennes appelées variétés LVMB.

1 Variétés différentiables et variétés complexes

Commengons par rappeler la définition de variété. Une variété topologique (ou plus
simplement variété) de dimension n est un espace topologique M muni d'un atlas
A, c’est-a-dire une collection {(¢;,U;)/j € J} de cartes (¢;,U;), ot U; est un
ouvert de M et ¢; un homéomorphisme de U; sur un ouvert de R". On demande
de plus que les ouverts U; recouvrent M.

Remarquons que pour tout i, j € J, 'application

Gij =500, di(U;NU;) — ¢;(U; N U;)

est un homéomorphisme. Souvent, on demande que les applications ¢;; (appe-
lées changements de cartes) vérifient des conditions de régularité supplémentaires.
Ainsi, on dira que la variété topologique M est une variété différentiable d’ordre
k, k=1,...,00, s’ existe un atlas pour lequel les changements de cartes sont C¥.
Les variétés différentiables d’ordre oo sont aussi appelées variétés lisses.

Bien que la définition semble technique au premier abord, les variétés sont en
fait les objets géométriques les plus simples apres les espaces affines. En effet, de
nombreux objets géométriques usuels peuvent étre munis d’une structure de variété
topologique. Par exemple, les espaces vectoriels réels, les espaces affines réels, les
espaces projectifs réels, les ouverts de R", le graphe d’'une application continue,
I’ensemble des zéros d'une application de R™ dans RP, la sphere, le tore, le ruban
de Mobius et la bouteille de Klein, etc... sont des variétés topologiques. Et si on
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consideére en plus les variétés a bord et les variétés a coins (dont la définition est une
variation simple de la définition de variété), on obtient comme nouveaux exemples
le disque, les demi-espaces, les polytopes, les tores pleins, etc... On trouve aussi
des objets plus étranges comme la droite a deux origines ou la "longue droite". Pour
éviter ces exemples, on demande souvent qu’'une variété soit séparée (la droite a
deux origines est une variété non séparée) et a base dénombrable (la "longue droite"
n’est pas a base dénombrable). Le fait de ne considérer que des variétés dont la
topologie est a base dénombrable a de nombreuses conséquences pratiques : par
exemple, une variété a base dénombrable est métrisable et peut étre munie d’une
structure riemannienne (cf [Wal).

La notion de wvariété complexe est analogue. Une variété complexe de dimension n
est un espace topologique M muni d'un atlas A = {(¢;,U;)/j € J} tel que pour
tout j € J, 'application ¢; est un homéomorphisme de U; sur un ouvert de C" et
tel que les changements de cartes sont des biholomorphismes (cf. [C1] et [C2]).

F1GURE 1 — Changements de cartes

Les espaces vectoriels, affines et projectifs complexes, les ouverts de C™ constituent
la encore des exemples de variétés complexes. De plus, comme toute application
holomorphe est de classe €, toute variété complexe est aussi une variété lisse.
Mais, de méme que les applications holomorphes ont bien plus de propriétés que
les applications €, les variétés complexes sont tres différentes des variétés lisses
a de nombreux égards.

Par exemple, il est facile de mettre une structure de variété lisse sur une sphere de
dimension paire. Cependant, S* et toutes les spheéres S? pour p > 4 n’admettent
pas de structure complexe (cf. [BS]). De plus, savoir si S% admet ou non une
structure de variété complexe est un probleme ouvert.
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Autre exemple : un tore Ty de dimension 2 peut étre défini comme le quotient de
R? par I'action de translation d’'un réseau R = Ze; @ Zey. On peut munir le tore
Tgr d’une structure de variété complexe (resp. de variété C°°) rendant la surjection

canonique holomorphe (resp. €>). Si R = Zf; @ Z [, est un autre réseau, il existe
un isomorphisme linéaire ¢ de R? envoyant e; sur f;, j = 1,2. On peut montrer
que ¢ induit un difféomorphisme entre Tk et T. Autrement dit, le tore n’a qu'une
seule structure de variété lisse rendant la surjection canonique différentiable. Le
cas complexe est différent : les variétés Tg et T sont biholomorphes si et seulement
si ¢ est une similitude directe.

Dernier exemple : un théoréme de Whitney affirme que toute variété lisse (com-
pacte ou non) de dimension n peut étre plongée via un plongement € dans R***1.
Le résultat est faux dans le cas complexe : une variété complexe compacte quel-
conque ne peut pas étre plongée de maniére holomorphe dans CV, quel que soit N.
Par contre, il est possible de plonger certaines variétés complexes compactes dans
un espace projectif complexe. De telles variétés sont appelées variétés complezxes
projectives.

2 Construction de variétés complexes

Il existe de nombreuses méthodes pour définir une structure de variété complexe
sur un espace topologique X.

La premiere consiste évidemment a décrire explicitement les cartes et les change-
ments de cartes. On utilise cette méthode pour construire les exemples simples tels
que par exemple les ouverts de C”, la sphére S? ou les espaces projectifs complexes.

La seconde consiste a construire une nouvelle variété complexe a partir de variétés
complexes connues. Par exemple, si X est homéomorphe a une variété complexe
M, alors on peut facilement munir X d’une structure de variété complexe telle
que ’homéomorphisme entre X et M est un biholomorphisme. Ainsi, le bord d’un
ensemble convexe compact d’intérieur non vide dans R? ne peut pas étre muni
d’une structure de variété complexe si la dimension d de son enveloppe affine est
5 ou de la forme 2p + 1,p > 4. En effet, un tel ensemble est homéomorphe & S9!
(cf. [Tau]) et I'on sait que les spheres de dimension 4 ou de la forme 2p, p > 4 n’ont
pas de structure complexe.

Un produit de variétés complexes est encore une variété complexe :

Proposition .1: Si X et Y sont des variétés complexes, alors le produit cartésien
X XY peut étre muni d’une structure de variété complexe telle que les inclusions
X —=XxYetY — X XY sont des plongements holomorphes.

On peut aussi construire une variété complexe en la décomposant en une union de

11
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variétés complexes compatibles entre elles :

Proposition .2: Supposons que 'espace topologique X admet un recouvrement
par des ouverts U; qui sont des variétés complexes de méme dimension n. On note
Ai = {(¢a, Va)/a € A;} les atlas respectifs des U;. Si la condition de recollement :

Aijuv.nu; = Ajivinu, Vi,

(ot Ajuinu, = {(Pavinu;» Va NUs NUj)/a € A;}) est vérifiée, alors X admet une
structure de variété complexe.

Proposition .3 ([LN]): Soit X une variété lisse plongée dans une variété complexe
7 transversalement a un feuilletage holomorphe F. Alors ce feuilletage induit sur
X une structure de variété complexe.

Une troisieme méthode est de décrire X comme ensemble de solutions d’un systeme
d’équations :

Proposition .4: Soit f : X — Y une application holomorphe entre variétés
complexes. Si ¢ est une valeur réguliere de f, alors f~1(q) est une sous-variété
complexe de X.

Cette méthode fournit une grande classe de variétés, les variétés algébriques, dont
I’étude constitue un domaine entier des mathématiques.

Définition: Une variété algébrique affine est 'ensemble des zéros dans C™ d’une
famille de polynémes a coefficients complexes et a m variables.

Par conséquent, si V' est la variété algébrique définie par les polyndémes P, ..., P,
et si 0 est une valeur réguliere de l'application (Py,...,P,) : C™ — C", alors V
peut étre munie d’une structure de variété complexe. On définit plus généralement
les variétés algébriques comme les variétés pouvant s’écrire localement comme en-
semble de zéros d'une famille finie de polynomes (cf. [Har], ou [Shl] et [Sh2]).

Les variétés algébriques forment une tres large classe de variétés complexes. En
effet, on a le théoreme suivant :

Proposition .5 (Théoreme de Chow): Toute sous-variété complexe de CP" est
algébrique.

Une derniere maniere de construire des exemples de variétés complexes est d’utiliser
les actions de groupes. On a notamment les deux théoremes suivants :

Proposition .6 ([Well], proposition 5.3): Soit X une variété complexe et G un
groupe agissant holomorphiquement sur X. On suppose que l'action est propre-
ment discontinue et sans point fixe. Alors I'espace des orbites X /G est séparé et
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peut étre muni d’'une unique structure de variété complexe telle que la projection
naturelle 7 : X — X/G est un biholomorphisme local.

On peut par exemple utiliser ce théoréme pour construire une structure complexe
sur le tore défini comme quotient de C par 'action de translation d’un réseau (cf.
plus haut).

Dans le cas d'un groupe de Lie non nécessairement discret, on a aussi le résultat
suivant (cf. [Huy]) :

Proposition .7: Soit G x X — X une action holomorphe propre et libre d'un
groupe de Lie complexe G sur une variété complexe X. Alors le quotient X/G
admet une structure de variété complexe telle que la projection naturelle 7 : X —
X/G est holomorphe.

Dans notre contexte, on dit qu’'une action d’un groupe de Lie complexe G sur une
variété complexe X est holomorphe (ou que G agit holomorphiquement sur X) si
I’application

GxX — X

(9.2) — g-x
est holomorphe et que ’action est propre si ’application

GxX — XxX
(g,l’) = (g : l‘,[L‘)
est propre. Par exemple, I'action naturelle de C* sur C™"\{0} est holomorphe, libre
et propre. Le quotient de C™\{0} par I'action de C*, i.e. 'espace projectif CP"~!,
peut étre muni d’une structure de variété complexe. Remarquons aussi que dans le

cas ol le groupe G est discret, alors une action propre est proprement discontinue
et on retrouve la la proposition .6.

3 Variétés non kahlériennes et variétés LVM

Le théoreme de Chow montre que les variétés projectives sont en fait des cas tres
particuliers de variétés complexes. Le premier exemple connu de variété compacte
complexe non algébrique provient des travaux de Hopf (cf. [Ho]). La variété de
Hopf est définie comme le quotient de CP*1\{0} par 'action du groupe discret Z
suivante :

1 k
Vk € Z, z € CP\{0}, k-z:<2> 2

L’action est libre et proprement discontinue et donc, en utilisant la proposition .6,
I’espace des orbites peut étre muni d’une structure de variété complexe. On peut

13
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montrer que ce quotient s’identifie par un difféomorphisme C* au produit S x
S2P+L La construction de Hopf permet donc de construire une structure de va-
riété complexe sur le produit d’un cercle et d’une sphere de dimension impaire
(remarquons qu’on ne peut pas utiliser la proposition .1).

La variété obtenue n’est pas algébrique. Plus précisément, elle n’est pas kdhlérienne
(cf. [Well]) :

Définition: Soit X une variété complexe compacte de dimension n et h une mé-
trique hermitienne sur X. Dans une carte locale, h s’écrit h = Z ¢i;dz; ® dz;. On
i’j
1
dit que h est une métrique kihlérienne si la forme fondamentale = > ¢; ;dz; A dz;
2%
est fermée. La variété complexe X est kdhlérienne si elle admet une telle métrique.

Proposition .8: Soit M une variété complexe kahlérienne. Les nombres de Betti
de M de dimension réelle impaire sont pairs et ceux de dimension réelle paire sont
strictement positifs.

Ainsi, si p # 0, la variété de Hopf n’est pas kéhlérienne puisque son premier
nombre de Betti est 1. Si p = 0, la variété obtenue est un tore de dimension 2 qui
est toujours une variété kahlérienne. Les variétés de Hopf ont été tres étudiées et
de nombreuses généralisations ont vus le jour.

L’une des généralisations donne naissance aux variétés de Calabi-Eckmann (cf.
[CE]). On a le théoréme suivant :

Proposition .9: Pour tous entiers naturels p et g, il existe une structure de variété
complexe sur S?P+1 x G2t

La variété est construite en exhibant un atlas. La encore, si p et ¢ ne sont pas
tous deux nuls, la variété obtenue, appelée variété de Calabi-Eckmann, n’est pas
kéahlérienne. L’argument est le méme argument topologique que pour les variétés
de Hopf. Dans [CE], Calabi et Eckmann prouvent de plus que si p ou ¢ est nul,
alors la variété obtenue est une variété de Hopf. Ils montrent aussi que la variété
est une fibration sur un produit d’espaces projectifs complexes dont la fibre est le

tore (S1)2.

Une des généralisations des variétés de Hopf et de Calabi-Eckmann provient des
travaux de Santiago Lopez de Medrano, Alberto Verjovsky, et Laurent Meersse-
man. Ces variétés, appelées variétés LVM, sont nées de ’étude de la topologie de
'intersection de deux quadriques homogenes dans R™ avec la sphere (cf. [LdM]),
puis la généralisation a la géométrie, i.e. I’étude de l'intersection d’une quadrique
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homogene réelle de C" avec la sphére unité (cf. [LAMV]) et enfin la généralisation
a un nombre quelconque de quadriques (cf. [Me]). Ces objets sont dénommés link
depuis l'article [BM].

Plus précisément, on se donne deux entiers m et n tels que n > 2m + 1 et on fixe

des vecteurs Ay, ..., A, dans C™. On suppose aussi que ces vecteurs vérifient deux
conditions :

1. (Condition de Siegel) 0 est dans I’enveloppe convexe de {Ay, ..., A,}.
2. (Hyperbolicité faible) Si 0 € Conv({A;,j € J}), alors Card(J) > 2m.

Dans [Me], on considére 1’ensemble suivant, qui est un ouvert dense de C"

S={zeC"/ 0eConv({A;/ je})}
(avec I, ={ k/ 2z #0 } ).

On peut alors définir une action de C* x C™ sur & par

VaeC*, TeC™ (a,T) 2= (ae ">z, . ae<tT>2))
et on a le théoréme suivant :

Théoréme .1: Si le systeme Ay,..., A, vérifie les conditions de Siegel et d’hy-
perbolicité faible, alors le quotient N de 8 par 'action précédente peut étre muni
d’une structure de variété complexe.

Pour démontrer ce résultat, on utilise le fait (conséquence des résultats de [CKP])
que l'espace des orbites pour l'action restreinte a R} x C™ est difféomorphe a
I’ensemble

My={z/ Y MNlz[P=0, > |z]=1}
= =1

L’ensemble M; est un link et on en déduit que N s’identifie a

N = ([ € P/ 3 Al = 0}

Remarquons que le systéeme d’équations précédent permet de munir N d’une struc-
ture de sous-variété lisse de P"~1. On utilise alors le résultat de la proposition .3
pour construire une structure complexe sur N. Décrivons brievement le feuilletage

15
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utilisé : on note § I'ensemble des orbites de 'action de C* x C™ sur C" de dimension
maximale. Ces orbites ont toutes méme dimension complexe m. D’apres la propo-

sition 1 du chapitre /1 de [CLN], les orbites de 8 définissent alors un feuilletage

de S. Or cet ensemble § est un ouvert dense de C" contenant 8. On peut donc
utiliser la proposition .3 pour munir N d’une structure complexe.

Dans [Me], Laurent Meersseman étudie les propriétés des variétés nouvellement
créées. Notamment, on montre que si n > 2m + 1, alors la variété complexe N
obtenue n’est pas kahlérienne. Dans le cas n = 2m+ 1, on obtient un tore compact
et toute structure complexe sur un tore de dimension quelconque peut étre obtenue
comme variété LVM.

Remarquons que 'action naturelle (produit composante par composante) du tore
(S1)"™ sur C" commute avec 'action définissant N. On obtient donc une action de
(S1)™ sur N et on prouve (cf. [Me]) que le quotient de cette action induite est un po-
lytope simple. Dans [Me], on montre aussi que, pour tout polytope simple, il existe
une variété LVM ayant ce polytope comme quotient. Les auteurs de [BM] étudient
plus profondément cette relation entre links et polytopes simples et montrent que
la topologie d'un link ne dépend que de la combinatoire du polytope (cf. [BM]
ou le chapitre IV pour des formules explicites permettant de calculer ’homologie
et la cohomologie entiéres d’un link). De plus, il est prouvé que deux links sont
difféomorphes par un difféomorphisme équivariant par rapport a ’action naturelle
du tore si et seulement si les polytopes obtenus comme quotient de cette action
sont combinatoirement équivalents. Enfin, I'article [BM] montre qu’un link est ho-
méomorphe a une variété moment-angle et établit ainsi un pont avec les travaux
de Buchstaber et Panov (cf. [BP]).

Enfin, dans I'article [MV], une autre action sur l'ouvert 8 est étudiée. Cette action
est algébrique et le quotient X de cette action est une variété torique projective.
Dans cet article, I’action holomorphe définissant N est décrite comme restriction
de laction algébrique (définissant X) et on montre que N est une fibration sur
X. Cela généralise la fibration des variétés de Calabi-Eckmann sur les produits
d’espaces projectifs complexes.

4 Généralisations

Dans [Bos], Frédéric Bosio généralise la construction des variétés LVM en mettant
I’accent sur le caractere combinatoire de leur construction. Les nouvelles variétés
obtenues sont appelées variétés LVMB. Dans cet article, 'auteur étudie certaines
propriétés des variétés LVMB et montre que celles-ci ont des propriétés voisines
de celles des variétés LVM. En particulier, les variétés LVMB sont soit des tores
soit des variétés non kahlériennes. De plus, dans certains cas, les variétés LVMB
sont des déformations analytiques de variétés LVM. Cependant, dans [Bos], deux
questions restent sans réponse :
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1. Existe-t-il des variétés LVMB qui ne sont homéomorphes a aucune variété

LVM?

2. Existe-t-il des variétés LVMB qui ne sont biholomorphes a aucune variété

LVM?

La seconde question a trouvé une réponse affirmative dans [CFZ]. Dans cet article,
les auteurs approfondissent ’étude de 1'action algébrique introduite dans [MV] et
montrent notamment qu'une variété LVMB est une variété LVM si et seulement
si la variété torique obtenue comme quotient de I’action algébrique est projective.
Ils déduisent aussi de leur étude 'existence d'une variété LVMB qui n’est biholo-
morphe a aucune variété LVM. Quant a la premiere question, elle n’a toujours pas
de réponse.

5 Description des résultats obtenus

Cette these se compose de six chapitres et trois annexes. Dans le premier chapitre,
nous définirons les notions d’ensemble fondamental (notion déja développée dans
[Bos|) et de sphéres rationnellement étoilées. Nous consacrerons une grande par-
tie de ce premier chapitre a étudier une propriété combinatoire fondamentale des
variétés LVMB, a savoir le PEUR (Principe d’Existence et d’Unicité du Rempla-
gant), et notamment a lier cette propriété a une propriété classique des complexes
simpliciaux (le fait d’étre une pseudo-variété).

Dans le second chapitre, nous montrons que la sphere de Briickner, I'un des
exemples les plus simples de sphere simpliciale non polytopale, admet une réa-
lisation rationnellement étoilée.

Le troisieme chapitre est sans doute le plus important de cette these du point
de vue géométrique. En effet, aprés y avoir rappelé la construction des variétés
LVMB, nous introduisons le complexe simplicial (le complexe associé¢) généralisant
le polytope associé a une variété LVM. Ensuite, nous étudions une action algébrique
voisine de I’action holomorphe définissant la variété LVMB. Comme il a été montré
dans [CFZ], le quotient de cette action est une variété torique. Dans le chapitre 11,
nous explicitons I’éventail associé a cette variété et nous montrons que le complexe
associé est une sphere rationnellement étoilée. Enfin, nous nous servons de cette
étude pour montrer que toute sphere rationnellement étoilée peut étre obtenue
comme complexe associé a une variété LVMB.

Dans 'article [BM], les auteurs montrent que les links sont homéomorphes a des
variétés moment-angle. Dans le chapitre IV, nous renforgons le lien entre les deux
approches, variétés LVMB d’'un coté et complexes moment-angle généralisés de
I’autre. Nous montrons notamment que les complexes moment-angles paramétrés
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par des spheres rationnellement étoilées peuvent étre munies d’une structure de
variété LVM (et donc d'une structure de variété complexe).

Dans le cinquieme chapitre, nous tentons de répondre a la premiere question ci-
dessus. En particulier, nous explicitons le bon systeme d’une variété LVMB ayant la
sphere de Briickner comme complexe associé. Nous comparons ensuite la topologie
de la variété LVMB obtenue avec celle des variétés LVM de méme dimension. No-
tamment, nous calculons les groupes d’homologie et de cohomologie (& coefficients
entiers ou réels) de ces variétés. Nous étudions aussi les produits en cohomologie
de certaines de ces variétés. Cependant, cette étude ne permet pas de démontrer
la conjecture :

"il existe une variété LVMB ayant une topologie distincte de la topologie de
toutes les variétés LVM".

En effet, étudier ces produits revient dans le cas présent a étudier des formes
bilinéaires symétriques entieres non dégénérées et la classification effectuée par
Serre (cf. [Se]), puis par Husemoller et Milnor (cf. [MH]), montre qu’il existe peu
de telles formes en basse dimension.

Enfin, dans le sixieme et dernier chapitre, nous donnons quelques exemples de
variétés LVMB, la plupart déja connus, mais en utilisant une construction diffé-
rente ou bien en démontrant les résultats via les nouveaux outils obtenus dans
les chapitres précédents. Nous montrons notamment que le joint de deux spheres
rationnellement étoilées est encore une sphere rationnellement étoilée.

En premiere annexe, nous présentons quelques petits résultats sur deux autres
complexes naturellement associés a un bon systeme. Nous n’avons pas inclus leur
étude dans le corps du texte pour ne pas alourdir celui-ci. Dans la seconde an-
nexe, nous effectuons les mémes calculs que nous avons effectué pour la sphere de
Briickner aux chapitres IT et V avec la sphere de Barnette, ’autre exemple simple
de sphere rationnellement étoilée non polytopale. La encore, et pour la méme rai-
son, nous ne pouvons pas distinguer la topologie de la variété LVMB associée a la
sphere de Barnette de celles des variétés LVM en calculant les produits en coho-
mologie. Enfin, la troisiéme annexe permet de présenter les programmes (codés via
le logiciel Maple) utilisés durant cette these pour effectuer les différents calculs.
Nous espérons que ces programmes puissent servir a d’autres recherches.



Chapitre 1

Complexes simpliciaux et ensembles
fondamentaux

1 Rappels et notations

Définition: Soit V' un ensemble fini. Un complexe simplicial abstrait (ou plus
simplement complexe simplicial) sur V' est un ensemble K non vide de parties de
V vérifiant la propriété suivante :

Voe K, (trCo)= (1 €K)

Soit K un complexe simplicial abstrait sur V. Les singletons de K sont appelés
sommets de K. Les éléments g de V tels que {g} n’est pas élément de K sont
appelés sommets fantomes.

Les éléments de K sont appelés simplexes ou faces. La dimension d'une face o de
K est dim(o) = Card(c) — 1. Les faces de dimension 0 sont donc les sommets.
Celles de dimension 1 sont appelées arétes et les faces maximales pour la relation
d’inclusion sont les facettes.

La dimension de K est le maximum des dimensions de ses faces. Si toutes les
facettes ont méme dimension, on dit que K est pur. Les crétes d'un complexe pur
de dimension d sont les faces de dimension d — 1. Pour finir, les faces manquantes
de K sont les parties F' de V' qui ne sont pas élément de K mais telles que toute
partie stricte de F' est une face de K.

1. Par abus de langage, le terme sommet désignera & la fois le singleton {k} et 'élément k.
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Exemple 1: Soit V = {1,2,3,4,5} et

K:{ 0, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, }
{2,3},{2,4},{2,5}, {3,5}, {4.5}, {1,2,4},{2,3,5}

Alors K est un complexe simplicial de dimension 2 dont V' est I’ensemble des
sommets. Il n’a pas de sommet fantome. Il n’est pas pur car ses facettes sont les
éléments de { {1,2,4},{2,3,5},{4,5},{1,3} }. Ses faces manquantes sont {1,5},
{3,4}, {1,2,3}, et {2,3,5}.

Remarque 1.1: Pour simplifier les notations, lorsque aucune confusion n’est pos-
sible, on notera (i1iy...14,) pour {iy,...,i,}, voire k pour le singleton {k}.

Remarque 1.2: 11 est clair qu'un complexe simplicial est entierement déterminé
(aux sommets fantomes pres) par la donnée de ses facettes.

Exemple 2: Soit P un polytope simplicial 2. On note vy, . . ., v, les sommets de P.
On définit un complexe simplicial K sur V' = {vy,...,v,} de la maniére suivante :

J=(Jj1,.---,Jq) € K & Conv(vj,,...,v;,) est une face de P différente de P

Le complexe K est appelé frontiére du polytope P. Un complexe simplicial qui
provient d’un polytope est dit polytopal.

Exemple 3: Soit V un ensemble fini. L’ensemble des parties de V' est un complexe
simplicial appelé simplexe plein sur V.

2 Ensembles fondamentaux

Dans cette section, M désigne un entier naturel et V' est un ensemble fini dont le
cardinal n est supérieur ou égal a M. Généralement (c’est ce qui sera fait dans
cette these si le contraire n’est pas précisé), on prend V = {1,... ,n}.

Définition: Un ensemble fondamental est un ensemble non vide € de parties de
V' dont tous les éléments sont de cardinal M. Ses éléments sont appelés parties
fondamentales. On dit que € est de type (M,n).

2. Un polytope est simplicial si toutes ses facettes sont des simplexes.
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De plus, une partie de V est dite acceptable relativement a &3 si elle contient une
partie fondamentale. On notera A l’ensemble des parties acceptables. Enfin, un
élément de V est dit indispensable relativement a € s’il est contenu dans chacune
des parties fondamentales. On dit que € est de type (M, n, k) s’il est de type (M, n)
et a exactement k éléments indispensables.

Exemple 4: Par exemple, € = { (125), (145), (235), (345) } est un ensemble fon-
damental de type (3,5,1) sur {1,...,5}.

Dans la suite, on s’intéressera particulierement a deux propriétés combinatoires
appelées respectivement PER (Principe d’Existence du Remplagant) et PEUR
(Principe d’Existence et d’Unicité du Remplagant) :

(PER) VPe& VkeV, 3k eP; (P{KHU{k} €&

(PEUR) VPe& VkeV, Nk eP; (P{KYHU{k} €&

On dit que k est un remplacant de k' dans P. On dira de plus qu'un ensemble
fondamental € est minimal pour le PEU R s’il vérifie le PEUR et s’il ne contient
pas de partie stricte qui a la fois est un ensemble fondamental et vérifie le PEUR.

Exemple 5: & = { (12345), (12456), (12457), (13467), (23467), (34567) } vérifie le
PEUR (pour M =5 et V = {1,2,3,4,5,6,7}) mais n’est pas minimal pour le
PEUR car il contient € = { (12345), (12456), (12457) } qui vérifie le PEUR.

Remarque 1.3: Si € est un ensemble fondamental sur V' vérifiant le PER, alors
tout élément de V' est contenu dans au moins une partie fondamentale. Autrement
dit, on a U E=V.

Eee

Remarque 1.4: On rappelle qu'une matroide est un complexe simplicial I sur un
ensemble fini V' vérifiant la propriété suivante :

VP,Q €1, (Card(Q)=Card(V)+1) =3z € Q\P; PU{z} el

Les éléments de I sont appelés ensembles indépendants et les parties de V' qui
ne sont pas éléments de I sont appelés ensembles dépendants. Les ensembles in-
dépendants maximaux de I pour la relation d’inclusion sont appelés bases de I.
Les ensembles dépendants minimaux (toujours pour la relation d’inclusion) sont
appelés circuits de I. Une famille non vide B d’éléments de V est I’ensemble des

3. ou simplement acceptable s’il n’y a pas d’ambigiiité possible.
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bases d'une matroide si et seulement si B vérifie la condition suivante ([Wel2],
Proposition 2.3) :

VP,Q € B, Ve € P\Q, 3y € Q\P; (PU{y})\{z} € B

On pourrait penser que € vérifie le PEUR si et seulement si € est ’ensemble des
bases d’une matroide. C’est en général faux. En effet, I’ensemble fondamental de
type (3,5,0)

& ={ (124), (134), (135), (235), (245) }

n’est pas ’ensemble des bases d'une matroide. Ce n’est pas non plus I’ensemble des
circuits d’une matroide (cf. [Wel2], Proposition 4.8). Pourtant, on vérifie facilement
que € est un ensemble fondamental de type (3,5,0) minimal pour le PEUR.

Nous allons maintenant expliciter la construction d’'un complexe simplicial natu-
rellement associé a un ensemble fondamental. Le but de cette construction est
dans un premier temps de relier les propriétés définies précédemment (type, PER,
PEUR, minimalité pour le PEUR) a des propriétés connues (dimension, nombre
de sommets,...) des complexes simpliciaux. Dans un second temps, nous utili-
serons la combinatoire de ce complexe pour mieux comprendre la topologie des
variétés LVMB qui sont I'objet principal de cette these.

Définition: Soit € un ensemble fondamental sur un ensemble fini V. Le complexe
associé a € est 'ensemble P des parties de V' dont le complémentaire dans V' est
acceptable. Autrement dit,

P={PCV/PecA}

Tout d’abord, il convient de vérifier que P est bien un complexe simplicial.

Proposition I.1: Soit £ un ensemble fondamental de type (M,n, k) sur un en-
semble V. Alors le complexe associé P est un complexe simplicial sur V. De plus,
P est pur de dimension (n — M — 1), possede (n — k) sommets et Card(€) fa-
cettes. Ses sommets sont les éléments non indispensables de € et ses facettes les
complémentaires des éléments de €.

Démonstration: Commencons par vérifier que P est bien un complexe simplicial
sur V. Soit P € P et Q C P. Alors P¢ est acceptable. Par conséquent, il existe
une partie fondamentale ' contenue dans P¢. Mais Q¢ contient P¢, et donc F.
Donc @ est élément de P, ce qui signifie que ’ensemble P est un complexe sim-
plicial sur V. Ensuite, les éléments maximaux de P sont les complémentaires des
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éléments minimaux de A, c’est-a-dire les complémentaires des éléments de E. Par
conséquent, ils ont tous Card(V) — M = (n — M) éléments . On en déduit que P
est pur et de dimension (n — M — 1) et admet Card(€) facettes. Enfin, soit & un
élément de V. Alors k est un sommet de P si et seulement si V\{k} contient une
partie fondamentale. Cela revient a dire qu’il existe une partie fondamentale qui
ne contient pas k. Par définition, cela signifie que k n’est pas indispensable. [

Remarque 1.5: Partant d’'un ensemble fondamental € sur V', il y a au moins trois
manieres naturelles de lui associer un complexe simplicial sur V' :

1. le complexe simplicial P défini précédemment.
2. le complexe simplicial € sur V' dont les facettes sont les éléments de €.

3. le complexe simplicial B des parties de V' qui sont non acceptables.

Le complexe P semble le plus directement relié aux propriétés géométriques des
variétés LVMB (cf. chapitre III). Une étude tres sommaire des deux derniers com-
plexes est présentée dans I'annexe A

Réciproquement, tout complexe simplicial pur peut étre vu comme complexe as-
socié a un ensemble fondamental :

Proposition 1.2: Soit P un complexe simplicial pur. Alors, pour tout entier k,
il existe M, n deux entiers, V' un ensemble fini et €& un ensemble fondamental de
type (M, n, k) sur V ayant P pour complexe associé.

Démonstration: Soit d la dimension de P, V 'ensemble de ses sommets et v le
cardinal de V4. Déterminons d’abord les triplets (M, n, k) qui conviennent. Si P
est le complexe associé d’un ensemble fondamental de type (M, n, k), alors on a

d=n—M—-1 et v=n—-%k

Ainsi,ona M =v+k—d—1et n =v+k. Soit vy,...,v; k points d'un ensemble
quelconque distinct de Vy. On pose V- = VoU{vy, ..., v} puis€E ={ P C V/V\P €
P }. Il est clair que € est un ensemble fondamental (car P est pur) de type (M, n, k)
dont le complexe associé est P. [J

Exemple 6: Si P est le compleze vide sur un ensemble V', ¢’est-a-dire que P = {1},
alors 'ensemble fondamental sur V' ayant P pour complexe associé est &€ = {V'}.
Il est de type (n,n), avec n = Card(V'). Inversement, si € est de type (n,n), alors
son complexe associé P est le complexe simplicial vide. Enfin, si £ est un ensemble
fondamental de type (M, n), il est clair que son complexe associé est le complexe
vide si et seulement si M = n. On verra au chapitre VI que cet exemple correspond
au tore.
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Définition: Soit €1, s deux ensembles fondamentaux (éventuellement de types
différents). On dit que &; et €5 sont congruents (et on note & = &) si leurs
complexes associés Py et Py sont égaux.

81582<:>':P1:ﬂ)2

On a donc une bijection entre la classe des complexes purs et ’ensemble des classes
de congruence d’ensembles fondamentaux.

3 Propriétés du complexe associé et PEUR

Commencons par reformuler le PEU R en fonction de P :

Proposition 1.3: & vérifie le PEUR si et seulement si
VQ € Pras, Y €V, K ¢ Q; (QU{KH\{k} € Prias

(on a noté P,,,, 'ensemble des facettes de P).

Démonstration: Supposons que & vérifie le PEU R. Soit () une facette de P et
k un éléments de V. Alors P = Q€ est élément de €. Par le PEUR, il existe un
unique £’ dans P (donc k' ¢ Q) tel que P’ = (P\{k'}) U {k} est aussi élément
de €. Donc P’® est une facette de P. Or P = (Q U {k'})\{k}. L’élément k' est
bien unique puisque si Q" = (QU {k"})\{k} était une facette de P avec k" # k" et
k" ¢ (@, alors par passage au complémentaire, on aurait (P\{k"”}) U {k} dans &,
ce qui contredit le PEUR.

Réciproquement, soit P une partie fondamentale et k£ un élément de V. Alors P =
Q)¢ est une facette de P. Par hypothese, il existe &’ € P tel que Q' = (Q U {k'})\{k}
est aussi une facette de P. Par passage au complémentaire, on obtient que Q¢ =
(P\{K'}) U {k} est aussi une partie fondamentale. De plus, k" est unique. [J

Corollaire I.3.1: Soit £ un ensemble fondamental de type (M, n) avec n > M.
Alors P vérifie le PEUR si et seulement si toute créte de P est contenue dans
exactement deux facettes de P.

Démonstration: Supposons que & vérifie le PEU R. Soit alors P une créte de P.
Par définition, @) est contenue dans une facette P de P. Il existe k ¢ @ tel que
P = QU{k}. D’apres la proposition 1.3, il existe donc un élément k&’ ¢ P (et donc
k # k') tel que P' = (P U{k'})\{k} est une facette de P. Or P’ = Q U {k'} donc
() est contenue dans au moins 2 facettes de P.

Supposons que () soit contenue dans une troisiéme facette P’ = Q U {k”}. On a
alors P” = (P U{k"})\{k}, ce qui contredit la proposition I.3.
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Réciproquement, soit () une facette de P et k € V.

Si k € @Q, alors P = Q\{k} est une créte et par hypothese, P est contenue dans
exactement deux facettes Q1 et (2. L’'une d’elle, disons @1, est ). Alors Qo =
PU{k'}, avec k' ¢ @ (sinon Q2 = @ = @Q1). On a donc Q2 = (Q U {k'})\{k}. De
plus, k" est bien unique puisque si Q3 = (Q U {k"})\{k} est une facette de P avec
E" ¢ @Q, alors Q3 contient P et par hypothese, Q3 = Qo (i.e K" = k).

Si k ¢ @, remarquons alors que I'élément & tel que Q' = (Q U {k'})\{k} soit une
facette de P est nécessairement k' = k. En effet, si k' = k, alors Q' = Q est bien
une facette. Et si &' # k, alors k ¢ Q U {k'} et donc Q' = Q U {k’} n’est pas dans
P (son cardinal est strictement plus grand que celui d’une facette de P). D’apres
la proposition 1.3, ’ensemble fondamental & vérifie le PEUR. [

Corollaire 1.3.2: Soit € un ensemble fondamental sur V' de type (M,n) avec
n > M. Si € vérifie le PEUR, alors P n’est pas le simplexe plein sur V.

Démonstration: Supposons que P soit le simplexe plein. Alors P n’a qu’une
facette, a savoir V. Ainsi, les crétes de P sont contenues dans une unique facette,
ce qui contredit corollaire 1.3.1. [

Définition: Soit K un complexe simplicial sur V' et o I'un de ses simplexes. On
définit trois sous-compleres* de K :

1. linkg(oc)={7€K/7UceK, TNo=10}.

2. starg(o)={Te K/ tUo e K }.

3. Sis C V (sn’étant pas nécessairement un simplexe), K, ={ 7€ K/ 17 C s }.

On pose aussi core(V) = { v € V/ star(v) # K } et core(K) = Keoev). Ce
dernier complexe est appelé noyau de K.

Proposition I.4: Soit € un ensemble fondamental sur V' vérifiant le PEUR et P
le complexe fondamental associé. Alors on a core(V) = V.

Démonstration: Soit v un élément de V. Il existe une facette de P, disons o,
qui ne contient pas v. En effet, dans le cas contraire, cela signifierait que v n’ap-
partient a aucune partie fondamentale, ce qui est absurde d’apres le PEUR (cf.
la remarque 1.3). On a alors o U {v} ¢ P (son cardinal est strictement plus grand
que celui d’une facette de P). donc o ¢ star(v). On en déduit que star(v) # P,
d’ott core(V) =V. O

Corollaire 1.4.1: Soit € un ensemble fondamental sur V' vérifiant le PEUR et P
le complexe fondamental associé. Alors core(P) = P.

4. Un sous-complexe d’un complexe simplicial K est un complexe simplicial contenu dans K.
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Démonstration: D’apres la proposition 1.4, on a core(V') = V. Par conséquent,
il est clair que

O

Définition: Soit & un ensemble fondamental de type (M,n). On construit un
graphe non orienté I' ayant pour sommet les éléments de € et tel que deux sommets
P et @ sont reliés par une aréte si et seulement s’il existe k ¢ P, k' € P tels que
Q = (P\{¥'})U{k}. Autrement dit, on relie deux éléments de € si et seulement s'ils
ont exactement un élément qui differe. On dit que I est le graphe des remplacements
de €&.

Remarquons que les propriétés combinatoires de & se lisent sur le graphe des
remplacements :

Proposition 1.5: Soit €& un ensemble fondamental de type (2m + 1,n) et I" son
graphe des remplacements. Alors :

1. Si € vérifie le PER , alors chaque sommet de I' est relié & au moins (n — M)
autres sommets.

2. Si € vérifie le PEUR , alors chaque sommet de I' est relié a exactement
(n — M) autres sommets.

Démonstration: Soit P € &. Si € vérifie le PER, alors pour tout k ¢ P, il existe
k' € P tel que Q = (P\{k'})U{k} est élément de €. Les ensembles P et () différent
d’un élément donc P et @ sont reliés dans I'. Ce qui démontre 1).

Si € vérifie le PEU R, alors il vérifie le PER et donc P est relié a au moins n — M
sommets. Inversement, si P et (Q sont reliés dans I', alors notons &’ I'unique élément
de P\Q et k celui de Q\ P. Ainsi, k est un remplagant de &’ dans P. Comme chaque
¢élément de V'\ P remplace exactement un élément de P, le sommet P est reli¢ a
au plus n — M sommets de I'. En conséquence, P est relié a exactement (n — M)
autres sommets. [

Proposition 1.6: Soit & un ensemble fondamental de type (M,n) vérifiant le
PEUR. Alors il existe un entier p € N* et des ensembles fondamentaux €; de type
p

(M,n) qui sont minimaux pour le PEUR et tels que € est 'union disjointe |_| &;.
j=1

Démonstration: On raisonne par récurrence sur le cardinal de €. Si € est minimal
pour le PEUR, alors il n’y a rien a faire. Supposons que ce n’est pas le cas : il existe
alors une partie £; strictement incluse dans € qui est minimale pour le PEUR.
On note € le complémentaire E\&;. Il est clair que € est un ensemble fondamental
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de type (M, n). Nous affirmons que € vérifie le PEUR. En effet, soit P un élément
de Eet k€ V.Sik € P, alors on pose k' = k et on a (P\{k'}) U {k} = P est
un élément de €. C’est le seul choix possible pour &’ puisque P est une partie
fondamentale de € et & vérifie le PEU R. Supposons maintenant que k n’est pas
élément de P. Puisque P est un élément de &, il existe un et un seul élément £’ € P
tel que P' = (P\{k'})U{k} est aussi élément de €. Cependant, P’ ne peut pas étre
élément de €;. En effet, si ¢’était le cas, puisque €; est minimal pour le PEUR,
il existerait un unique élément k" € P’ tel que P” = (P'\{k"}) U{k'} € &;. Mais
P = (P"\{k})U{K'} est dans € et k € P'. Par conséquent, on a k" = k et P" = P.
Il en résulte que € est un ensemble fondamental de type (M, n) qui vérifie le PEUR
et a un cardinal strictement inférieur a celui de €. En appliquant I'hypothese de
récurrence sur &, on obtient la décomposition de € que nous cherchions. [

Remarque 1.6: La décomposition de la proposition 1.6 induit une décomposition de
I’ensemble des sommets du graphe des remplacements I'. Durant la démonstration,
on a montré qu'un élément de &; n’est relié qu’a d’autres éléments de &;. Par
conséquent, chaque ensemble &€; est I'ensemble des sommets d'une composante
connexe de I'. Cela implique aussi que cette décomposition est unique (a l'ordre
pres). Nous appellerons composantes connezes de € les ensembles &;.

Corollaire I1.6.1: Soit € un ensemble fondamental de type (M, n) et " son graphe
des remplacements. On suppose que € vérifie le PEUR. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. € est minimal pour le PEUR.
2. € a une seule composante connexe.
3. T' est connexe.

Définition: Soit K un complexe simplicial. On dit que K est une pseudo-variété
si K vérifie les deux propriétés suivantes :

1. toute créte de K est contenue dans exactement deux facettes.

2. pour toutes facettes o, 7 de K, il existe une chaine de facettes
O=01,...,0, =T

de K telles que 0; N ;41 est une créte de K pour tout ¢ € {0,...,n — 1}.

Par exemple, toute sphére simpliciale est une pseudo-variété. Plus généralement,
la triangulation d’une variété (c’est-a-dire un complexe simplicial dont une (et
donc toute) réalisation est homéomorphe a une variété topologique) est aussi
une pseudo-variété. Maintenant, la proposition suivante montre que la notion de
pseudo-variété est exactement la propriété combinatoire de P qui traduit le fait
pour € d’étre minimal pour le PEUR :
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Proposition 1.7: Soit & un ensemble fondamental de type (M,n) avec n > M.
Alors P est une pseudo-variété si et seulement si € est minimal pour le PEUR.

Démonstration: D’une part, supposons que € est minimal pour le PEUR. Cela
implique que toute créte est contenue dans exactement deux facettes de P (cf. corol-
laire 1.3.1). De plus, soit o, 7 deux facettes distinctes de P. Alors P = 0% et Q = 7°¢
sont deux parties fondamentales. Puisque € est minimal pour le PEUR, T' est
connexe (cf. corollaire 1.6.1). Par conséquent, il existe une suite Py = P, Py, ..., P, =
() de parties fondamentales telles que P; et P;_; different exactement d’un élément.
On note R; la partie acceptable P,_; U P; (remarquons que R; a M + 1 éléments).
Son complémentaire RS est donc une face de P avec n— M — 1 = dim/(P) éléments,
i.e une créte. Si on pose 0; = Pf,ona R =0;_1No; et doncog=o0,...,0, =T.
Par conséquent, P est une pseudo-variété.

D’autre part, supposons que P est une pseudo-variété. Alors, en utilisant corol-
laire [.3.1, on peut affirmer que € vérifie le PEU R. De plus, € sera minimal pour
le PEUR si et seulement si I' est connexe (cf. corollaire 1.6.1). Soit o, 7 deux élé-
ments distincts de €. Alors ¢¢ et 7¢ sont des facettes de P. Puisque P est une
pseudo-variété, il existe une suite og = ¢, o1,...,0, = 7¢ de facettes de P telles
que pour tout 7, 0; et o;,_; partagent une créte de P. Cela signifie que of et oy
sont des parties fondamentales de € qui different exactement d’un élément, et par
conséquent, of et of_; sont reliées dans I'. Cela implique que I' est connexe et donc
que € est minimal pour le PEUR. [

Remarque 1.7: Le cas ou n = M correspond a P = {(}. Ce n’est pas une pseudo-
variété puisque le seul simplexe maximal, (), ne contient aucun simplexe de dimen-
sion strictement plus petite.

(13467)

(12345)
(23467)  (34567)

(12456) (12457

F1GURE 1 — Graphe d’un ensemble fondamental non minimal pour le PEUR

Corollaire 1.7.1: Soit € un ensemble fondamental. Alors € vérifie le PEUR si et
seulement si P est une union disjointe de pseudo-variétés.

Démonstration: Si € vérifiele PEU R, on le décompose en composantes connexes
€1,...,E,. Alors P se décompose en une union disjointe de complexes simpliciaux
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P1,..., P, telle que chaque chaque P; est le complexe associé a I’ensemble fonda-
mental €;. Chaque €, est minimal pour le PEUR donc, d’apres la proposition 1.7,
P; est une pseudo-variété. La réciproque est analogue. [

4 Spheres rationnellement étoilées

Commencons par rappeler les définitions utilisées dans cette these.

Définition: Un compleze géométrique C est un ensemble de simplexes (enve-
loppe convexe de points affinement indépendants) de RY vérifiant les propriétés
suivantes :

— Si 0 est élément de C, alors toute face (y compris l'ensemble vide) de o est
élément de C.
— Si o et 7 sont des éléments de C, alors o N 7 est une face de o et une face de 7.

Le support de C est 'union |C| de ses éléments. On identifiera souvent C' a son
support.

Définition: Soit K un complexe simplicial. Un complexe géométrique C' est une
réalisation de K §’il existe une bijection entre ’ensemble des sommets de K et
I’ensemble des sommets de C telle que 'image de toute face de K est I'ensemble
des sommets d’un simplexe de C.

Définition: Soit K un complexe simplicial de dimension d. On dit que K est une
d-sphére simpliciale si K admet une réalisation C' dans R? (pour un certain ¢) tel
que le support de C' soit homéomorphe & S¢.

Par exemple, tout complexe polytopal est une spheére simpliciale. Par contre, il
existe des spheres simpliciales non polytopales (cf. [GS] ou [Bar]). Ces spheres
non polytopales joueront un grand role dans la suite. On sait que toute sphere
simpliciale de dimension 2 est polytopale (cf. [G] par exemple). De plus, d’apres
un théoreme de Mani (cf. [Man]), toute sphére simpliciale de dimension d a au
plus d 4+ 4 sommets est polytopale. Dans [GS], il est prouvé qu’il existe 39 spheres
simpliciales de dimension 3 a 8 sommets (a équivalence combinatoire pres) dont
37 sont polytopales. Les deux restantes sont appelées sphere de Barnette (du nom
de son découvreur, cf. [Bar]) et spheére de Briickner (car découverte dans [Brii]).

Remarque 1.8: Le fait de savoir si une sphere simpliciale de dimension d admet
une réalisation dans R est un probléme ouvert (cf. [MW], §5).

Définition: Soit K une d-sphére simpliciale. On dit que K est rationnellement
étoilée 'l existe un réseau R de R%*! un point p de R et une réalisation |K| de
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K dans R tels que tous les sommets de | K| sont éléments de R et tout rayon
émanant de p intersecte | K| en exactement un point. On dit que la réalisation |K|
est rationnellement étoilée pour le réseau R et que p est dans le centre de |K|.

centre .~

3
-
-
,
-
’
-

FI1GURE 2 — Réalisation étoilée non convexe du pentagone. Le centre est I’ensemble
des points de la zone plus foncé a l'intérieur de la réalisation du pentagone.

Les complexes polytopaux sont des exemples simples de sphéres rationnellement
étoilées. En effet, tout d-polytope simplicial admet une réalisation dans R¢ dont
les sommets ont des coordonnées entieres®. Cette réalisation est convexe et donc
le complexe simplicial associé a sa frontiere admet une réalisation rationnellement
étoilée.
Trouver des exemples non polytopaux est difficile car il faut trouver un exemple
qui soit

1. une d-sphere simpliciale non polytopale,

2. réalisable dans R4,

3. ayant une réalisation étoilée dans R+,

4. les sommets d’une réalisation étoilée doivent étre situés sur un réseau.

Notons qu'il existe aussi des spheres simpliciales non étoilées (cf. [E], Theorem
5.5). Dans le chapitre II, nous allons construire une réalisation rationnellement
étoilée de la sphere de Briickner.

Proposition 1.8: Soit K une d-sphere rationnellement étoilée. Alors on peut trou-
ver une réalisation rationnellement étoilée | K| de K pour le réseau Z4*!, de centre
0 et telle que la base canonique de Z*! soit formée de sommets de |K]|.

Remarque 1.9: Je remercie Santiago Lopez de Medrano pour 'idée de la démons-
tration de la proposition.

5. remarquons que ceci n’est pas vrai pour les polytopes en général (cf. [Z], §6.5)
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Démonstration: Soit L un réseau, p un point de L et Ry une réalisation de K
telle que Ry est rationnellement étoilée par rapport a L et de centre p. On note
aussi (e1,...,eqy1) la base canonique de R+,

Soit t la translation de vecteur —p. Alors ¢(L) = L (car p € L) et si on pose
Ry = t(Ry), alors il est clair que R; est une réalisation de K rationnellement étoilée
par rapport a L et de centre 0. Notons maintenant vy, ..., v4.1 une base du réseau
L et ¢ I'automorphisme linéaire de R4! envoyant v; sur e;. Alors ¢(L) = Z4 est
un réseau. De plus, si on note Ry = ¢(R;y), il est clair que Ry est une réalisation
de K rationnellement étoilée par rapport a Z4*1 et de centre ¢(0) = 0.

Enfin,on note ws,...,w, les différents sommets de Rs. Pour simplifier la dé-
monstration, on suppose que wy,...,wqr1 sont les sommets d'une facette de K.
Par conséquent, (wy, ..., wyq1) est une famille libre de R4 (et donc une base).
Soit ¢ l'automorphisme linéaire envoyant e; sur w; et L = ¢(Z%). Comme
(w1, ..., wqs1) est une base, L est un réseau. Il est possible que wy,s,...,w, ne
soient pas éléments de L. Cependant, si 0 est le déterminant de ¢, alors ¢ est un
entier relatif et dwgio,...0w, sont des points du réseau L. En effet, soit M la
matrice de passage de la base (eq,...,eqy1) & la base (wq, ..., wqy1). Alors M est
inversible et M~ = N, ot N = Com(M)" € My1(Z) est la transposée de la
comatrice de M. Ainsi, pour k € {d+2,...,n}, on a

d+1 d+1 d+1

1
Wy = Z /\§GJ = Z )\;?M_le =5 Z /\g?ij
j=1 j=1 j=1

donc dwy est combinaison linéaire des wy, ..., wgy1. Les points

Wi, -, Wayts [0 Waya, - - [0]wy,

sont les sommets d’une réalisation étoilée pour le réseau Z4+', de centre 0 et tel
que e, ..., eqr1 sont des sommets de la réalisation. [J
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Chapitre 11

Une réalisation rationnellement étoilée de
la sphere de Brickner

Dans cette section, nous allons calculer les coordonnées des sommets d’une réali-
sation étoilée pour la sphere de Briickner. Nous suivons la construction de [MW].

Définition: La sphere de Briickner est le complexe simplicial M dont les 20 fa-
cettes sont ([MW] et aussi [GS]) :

(1234) (1237) (1248) (1267)
(1268) (1347) (1478) (1567)
(1568) (1578) (2345) (2358)
(2367) (2368) (2458) (3456)
(3467) (3568) (4567) (4578)

Dans [MW], deux réalisations de la sphére de Briickner sont données. La premiére
est totalement explicite (i.e. les coordonnées des sommets sont données) mais n’est
pas étoilée. La seconde réalisation est étoilée (et est donc celle qui nous intéresse)
mais seule la méthode de construction est donnée. Nous allons donc en calculer ex-
plicitement les coordonnées. La spheére de Briickner est la frontiere de la différence
symétrique entre le 4-polytope a 7 sommets P%, (notation de [GS]) et un simplexe
dont les sommets sont des sommets de PS,. Le polytope P5, est lui-méme obtenu
du 4-polytope & 7 sommets P! (notation de [GS]) par la technique du "beneath-
beyond" (cf. [G],§5.2). 1l s’agit donc de réaliser rationnellement le polytope P,
puis de rajouter un sommet pour obtenir P%,, enfin de vérifier que la réalisation
obtenue est étoilée (en particulier, déterminer un centre).

33



Chapitre II. Une réalisation rationnellement étoilée de la sphere de Briickner

34

1 Réalisation rationnelle de P/

La construction débute avec une réalisation rationnelle de P qui est 'unique
polytope simplicial "neighborly" de dimension 4 a 7 sommets (ici, "neighborly"
signifie que pour tous sommets ¢ et j de P7, le segment [z, j] est une aréte du
polytope). D’apres [GS], P7 est le complexe simplicial dont les facettes sont :

(1234) (1237) (1245) (1256)
(1267) (1347) (1457) (1567)
(2345) (2356) (2367) (3456)
(3467) (4567)

Le site du logiciel Polymake (http://www.math.tu-berlin.de/polymake/)
donne une réalisation ! de ce polytope avec pour sommets :

2 Technique du "beneath-beyond"

Reste & déterminer les coordonnées du huitiéme sommet vg de PS,. L’adjonction
d’un sommet a un polytope se fait par méthode du "beneath-beyond" :

Définition ([G],§5.2): Soit P un d-polytope de R%. Soit F' une facette de P. On
note Aff(F') le sous-espace affine engendré par F. On considére un point v qui
n’est ni dans P ni dans I’enveloppe affine de F. Alors :

1. v est au dela (beyond) de F' si v est dans le demi-espace ouvert délimité par
Aff(F) qui ne rencontre pas P.

2. v est au-dessous (beneath) de F si v est dans le demi-espace ouvert délimité
par Af f(F') contenant 'intérieur de P

1. Le site de Polymake n’ordonne pas ces sommets comme dans [GS]. On a utilisé la permu-

tation
01 2 3 4 5 6
1 46 2 7 5 3

entre les sommets du polytope de Polymake et ceux de [GS].


http://www.math.tu-berlin.de/polymake/

I11.2 Technique du "beneath-beyond"

Proposition II.1 ([G],8§5.2): Soit P un d-polytope de R? et v un point n’ap-
partenant ni a P ni a aucune des enveloppes affines des facettes de P. On pose
P* = Conv({v} U P). Alors :

1. Les facettes de P* ne contenant pas v sont exactement les facettes F' de P
telles que v est au dessous de F.

2. Les facettes de P* contenant v sont exactement les ensembles de la forme
Conv(GU{v}), ou G est une créte de P telle que parmi les deux facettes de
P contenant G2, v est au dessous de I'une et au-dela de I'autre.

beneath F beyondF
\\ P*
~
P ~
-
F o
-
///

FI1GURE 1 — Technique du beneath-beyond

Dans [GS], P, est construit a partir de PJ en rajoutant un sommet vg tel que vg
est au dela des facettes (1234), (1237) et (1267) de PY et au-dessous de toutes les
autres. Ainsi, combinatoirement, P35, est le complexe simplicial dont les facettes
sont :

(1245) (1248) (1256) (1268) (1347) (1348) (1378)
(1457) (1567) (1678) (2345) (2348) (2356) (2367)
(2378) (2678) (3456) (3467) (4567)

Pour trouver les coordonnées d’un point vg qui convient, il suffit de trouver une
solution a un systeme d’inéquations linéaires correspondant a ’appartenance du
point aux demi-espaces ouverts au-dela ou au-dessous des facettes de PY :

2. G est contenue dans exactement deux facettes de P, puisque la frontiere de P est une
sphere polytopale, et donc une pseudo-variété
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—78
—78

611 + x9 + 4x3 + 614

6%1 + 61’2 — T3+ 6%4

8373 + 9174

SZEQ + 9ZE4

22x1 — 919 + 2223 + 1624
71‘1 + 221’2 + 8!133 + 22274
21.%1 — 10%2 — 10.1'3 + 4$4
8x1 + Txy

2x1 — 319 + 223 + 224

X2

T3

5331 + x3

T+ T2

41 + x4

—286
—286
130

—26

ANNNNNANNVAANVVAVANA

o O O OO

3 _(_163 _ 197 _11 35
On trouve® par exemple vg = (=72, =55, — 15> 5)

Ensuite, suivant [MW], on renomme les sommets {1,2,3,4,5,6,7,8}
en {8,6,7,1,2,3,4,5}. Le polytope P5, est alors le complexe dont les facettes sont

(1234) (1237) (1248) (1267) (1268) (1347) (1478)
(1567) (1568) (1578) (2348) (2367) (2368) (3456)
(3458) (3467) (3568) (4567) (4578)

et les sommets sont donnés par

v = (2,-2,-10, —8)

vs = (0,0, —13,0)

v3 = (0,0,0,0)

vy = (0,-13,0,0)

vs = (—163 197 1L 35
ve = (—fé,o, 01,00) o

vr = (0,0,0, —13)

vs = (—14, —18, —18, 16)

On remarque alors que la sphere de Briickner M est la différence symétrique de
P§, et du complexe formé par les parties strictes de {2,3,4,5,8} (la différence

3. les calculs ont été effectué en utilisant Maple, notamment les bibliothéques de programma-
tion linéaire



11.3 Calcul d’un centre de la spheére

symétrique de deux complexes K et K5 est le complexe dont les facettes sont soit
des facettes de K soit des facettes de Ky mais pas des deux.) En particulier, on
peut réaliser M et P, avec les mémes sommets. En multipliant les coordonnées des

vy, ...,0s par 10, on obtient une réalisation rationnelle de M avec pour sommets :
v = (20, —20, —100, —80)
ve = (0,0, — 130 ,0)
V3 = ( ,0 )
vy = (0,— 130 0,0)
vy = (—326,—197, —11, 175)
ve = (—130,0,0 O)
vz = (0,0,0, 130)
vg = (—140, — —180, 160)

Cette réalisation est étoilée (cf. [MW] ou calcul plus bas).

On a donc montré le résultat suivant :

Proposition I1.2: La sphere de Briickner est rationnellement étoilée.

3 Calcul d’un centre de la sphere

Dans [MW], les auteurs affirment que la réalisation précédente est étoilée mais
ne donnent pas de coordonnées pour un centre de la réalisation. Nous allons ef-
fectuer le calcul ici. Trouver un centre revient a nouveau a résoudre un systeme
d’inéquations linéaires. En effet, si K est une (d — 1)-sphére simpliciale réalisée
dans R?, alors, d’aprés le théoréme de Jordan, sa réalisation |K| sépare R\|K| en
deux composantes connexes : une composante bornée, "l'intérieur" de la spheére,
et une composante non bornée, "'extérieur" de la sphere. On peut alors faire un
choix cohérent de vecteurs normaux pour les facettes en choisissant par exemple
des vecteurs normaux sortant (i.e. pointant vers I'extérieur). Si F' est une facette
de K, le demi-espace affine ouvert délimité par Aff(F') et contenant le vecteur
normal sortant est noté Fy, I'autre étant noté F_. Il est clair que | K| est une réa-
lisation étoilée si et seulement si ﬂ F_ est non vide. Dans ce cas, ﬂ F
F facettes F facettes
est exactement le centre de | K.

Pour la sphere de Briickner, le systeme d’équations obtenu est
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Une réalisation rationnellement étoilée de la sphéere de Briickner

dri1+x4 < O
rT1+x2 < 0
—2x1 + 3x9 — 223 — 224 < 260
51 +x3 < 0
—1948x1 + 28729 — 142103 — 1948z, < 253240
17521 + 3262, < O
T < 0
rz3 < 0
17523+ 112y < O
—11zy — 11w + 218z3 — 11zy < 1430
x1 — 138329 — 165bxy < 0
8ra+9x4, < 0
1487z + x5 + 167424 < O
—22x1 4+ 919 — 2223 — 1624 < 2860
—4094x1 + 164225 — 4075x3 — 2993x, < 532220
2127 — 10x9 — 1023 + 424 < 1300
277 7xy + 276624 + 276623 + 64062y < —359580
—Txy — 2229 — 8x3 — 2224 < 2860
—521x1 — 161625 — 59223 — 162224 < 210860
—1823x1 — 571429 — 2074x3 — 57142, < 742820

Utilisant des arguments de programmation linéaire, on trouve qu’une solution de
ce systéme est C' = (—143, =127, — 1L 35). Finalement, on effectue une translation
(pour que le centre soit O) UIS une homothétie (pour que la réalisation ait des
sommets a coordonnées entiéres) et on obtient que

= (815,97, —359, —575),
= (715,197, =509, —175),
(715,197, 141, —175),
(715, —453, 141, —175),
(-

= (

= (

(15

U3
V4
vs 915, —788, 86, 700),
65,197, 141, —175),

715,197,141, —825),
—703, 759,625)

est une réalisation rationnellement étoilée de la sphere de Briickner dont 1'origine
est un centre.
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Chapitre 111

Variétés LVMB

1 Construction des variétés LVMB

Dans cette premieére section, nous rappelons la construction des variétés LVMB,
suivant les notations de [Bos]. Soit m, n deux entiers naturels (éventuellement nuls)
tels que n > 2m+ 1. On se donne un ensemble fondamental de type (2m+1,n, k).
Pour clarifier les notations, on supposera ici que V' = {1,...,n}. On se donne aussi
n vecteurs lq,...,l, de C™. Une variété LVMB est construite comme le quotient
d’un ouvert de C" par une action de C* x C™ définie par les vecteurs [y, ..., L,.

Tout d’abord, on peut définir une action de C* x C™ sur C" tout entier de la
maniere suivante :

(,T) 2= (ae">z, ... ae~™1>2, ) V(a,T,2) € C* x C™ x C"

Cette action est appelée action holomorphe étudiable. On dira que (€,1)! est un
systéme étudiable si pour toute partie fondamentale P, la famille (,),ecp est un
repere affine réel de C™. Dans la suite, on ne considérera que des systémes étu-
diables.

Remarque 1I1.1: Si m = 0, 'action précédente est juste l'action classique définis-
sant l'espace projectif complexe P!,

1. On note [ le n-uplet (I1,...,1,)
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Remarque 111.2: 11 peut y avoir plusieurs ensembles € tels que (€,1) soit un en-
semble étudiable. Par exemple, sily =2, l, =i, l3=-2,l, = —1—ietls=1—1,
on peut choisir pour ensemble fondamental les ensembles suivants :

&i={Pc{l,...,n} /Card(P)=3}
€y = { (125), (135), (145) }
&y = { (124), (125), (134), (135) }

€1 ={ (124),(134), (135), (235), (245) }
L’action holomorphe sur C" n’est jamais libre (0 est un point fixe de cette action).
Nous associons alors a € un ouvert & sur lequel ’action sera libre :

Notation : Si z est un élément de C", on pose
L={ke{l. . .n}/=%+0}
Définition: On pose

S={zeC'/LecA)

Exemple 7: Dans 'exemple 4, ’ensemble 8 est
2
8 =1 (z1,22,23,24,25) | (21,23) #0, (22,24) #0, 25 A0 } =~ ((CQ\{O}> x C*

L’ensemble § est un ouvert dense ( il contient (C*)" ) de C™. De plus, 8 est stable
par I'action de (C*)" opérant sur C" par multiplication composante par compo-
sante. On peut aussi remarquer que 8 est le complémentaire d’'un arrangement de
sous-espaces de coordonnées (cf. [BP], chapitre 8). Enfin, si a € C*, T' € C™ et
2z € C" on a I ). = I.. Par conséquent, 8 est invariant par ’action holomorphe
étudiable. De plus, le fait que (&,[) soit étudiable implique que la restriction de
cette action a 8§ est libre (cf. [Bos], p.1264).

Par conséquent, nous notons N D’espace des orbites de ’action holomorphe étu-
diable restreinte a 8. Nous dirons que (€,1) est un bon systéme si N peut étre
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muni d’une structure de variété complexe telle que la projection § — N est holo-
morphe. Une telle variété est appelée variété LVMB?2. Puisqu'un quotient d’une
variété complexe par une action libre et propre (cf. [Huy], p.60) peut étre munie
d’une structure de variété complexe, on a seulement a vérifier la derniere propriété.
Ici, suivant [Huy], p.59, nous définissons une action propre d’un groupe de Lie G
sur un espace topologique X comme une action continue telle que I'application
G x X — X x X définie par (g,z) +— (g-x,z) est propre. Remarquons que dans
notre cas, le groupe G n’est pas discret. Si G est un groupe discret qui agit libre-
ment et proprement sur un espace topologique X, alors I'action est proprement
discontinue.

L’article [Bos| donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que 'action
holomorphe étudiable de C* x C™ sur § soit propre et cocompacte. Suivant cet
article, nous effectuons la définition suivante :

Définition: Soit (&,[) un systéme étudiable. On dit qu’il vérifie la condition d’im-
brication si pour tous P, dans &, les enveloppes convexes Conv(l,,p € P) et
Conv(l,,q € Q) ont des intérieurs non disjoints.

Dans [Bos], le théoréme fondamental suivant est prouvé :

Théoréme III.1 ([Bos], p.1268): Un systeme étudiable est un bon systeme si et
seulement si (€,1) vérifie le PER et la condition d’imbrication.

Exemple 8: Nous reprenons les exemples de la remarque II1.2. On peut facile-
ment constater que &y, &y, 3 et &, vérifient le PER. De plus, (€s,1), (€3,1), et
(E4,1) vérifient la condition d’imbrication et donc sont des bons systémes d’apres
le théoreme II1.1. Par contre, le systeme étudiable (€1,1) n’est pas un bon systéeme
puisque la condition d’imbrication n’est pas vérifiée. Cet exemple montre que [
étant donné, il peut exister plusieurs ensembles fondamentaux € tels que (&,1) est
un bon systeme.

Remarque 111.3: Dans [Bos], il est aussi démontré qu'un bon systéme est minimal
pour le PEUR. En particulier, I’ensemble fondamental £; de I'exemple 8 n’est
I’ensemble fondamental d’aucun bon systeme puisqu’il n’est pas minimal pour le
PEUR (car il contient strictement €, par exemple).

De plus, il existe des ensembles fondamentaux qui sont minimaux pour le PEUR
mais ne sont les ensembles fondamentaux d’aucun bon systeme. Par exemple, I’en-
semble fondamental

2. du nom des créateurs de ces variétés : Santiago Lopez de Medrano, Alberto Verjovsky,
Laurent Meersseman, et Frédéric Bosio
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P1e = { (124), (125), (134), (136), (156), (235), (236), (246), (345), (456) }

de type (1,6, 0) vérifie la PEU R mais il n’existe aucune famille [ de vecteurs de C
telle que (&,1) soit un bon systeme (cf. [Bos|, p.1274 ).

Pour démontrer ce résultat, Bosio utilise la propriété suivante (que nous appelle-
rons propriété des graphes) :

Proposition ITI.1 ([Bos|, p.1274): Soit € I’ensemble fondamental d’un bon sys-
teme de type (2m + 1,n) et P une partie de {1,...,n} a (2m — 1) éléments. On
consideére le graphe dont les sommets sont les éléments de {1,...,n}\P et dont les
arétes relient les paires {k, k'} telles que P LI {k, k’} est une partie fondamentale.
Alors ce graphe est bipartite.

La proposition suivante montre partiellement le lien entre cette propriété des
graphes et le PEUR

Proposition III.2: Soit €& un ensemble fondamental. Supposons qu’il existe une
partie Py € &, kg € {1,...,n} tel qu'il existe ki, ky € Py distincts tel que (P\{k1})U
{ko} et (Po\{ka}) U {ko} soient éléments de €. Alors € ne vérifie pas la propriété
des graphes.

En particulier, si € est un ensemble fondamental vérifiant le PE R, alors si € vérifie
la propriété des graphes, il vérifie aussi le PEUR.

Démonstration: On considere P = Py\{ki, k2}. Alors P est une partie de {1, ...,n}
a 2m — 1 éléments. Le graphe associé contient les arétes joignant ky et ko, ko et
ki ainsi que kg et ko (car P U {ki,keo} = Py, P U {ko,k1} = (Po U {ko})\{k1} et
P U{ko, ko} = (Po U {ko})\{k2} sont dans € par hypothese). Ce graphe contient
donc un cycle de longueur impaire, ce qui viole la condition des graphes. [J

Remarque 111.4: On peut remarquer que, pour tout o« € C*, on a I,, = I, donc la
définition suivante est consistante :

V={[]eP"/I.cA}
On peut alors définir une action de C™ sur V dont le quotient est encore N.

2 Variétés LVMB et variétés LVM

Dans cette courte section, nous rappelons que les variétés LVMB généralisent les
variétés LVM. Nous démontrons ensuite que le complexe associé au bon systeme
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(&€,1) d’une variété LVMB généralise d’une maniére tres naturelle le polytope asso-
cié a une variété LVM. Dans la suite, une variété LVM est une variété construite
comme dans [LAMV] ou [Me] (voir aussi I'introduction). Nous n’expliquerons pas
ici la construction entiere des variétés LVM. La seule chose dont nous aurons be-
soin est le fait qu'une variété LVM est un cas particulier de variété LVMB. En
effet, nous avons le théoréme suivant (que nous utiliserons comme définition de

variété LVM) :

Théoréme III.2 ([Bos|, p.1265): Toute variété LVM est une variété LVMB. Plus
précisément, soit O l'ensemble des points de C™ qui ne sont dans l’enveloppe
convexe d’aucune partie de [ de cardinal 2m. Alors, un bon systéme (€,1) est le
bon systeme d'une variété LVM si et seulement s’il existe une composante connexe
bornée O de O telle que & est exactement ’ensemble des parties P de {1,...,n}
de cardinal (2m + 1) telles que O est contenue dans Conv({l,,p € P}).

Exemple 9: Nous revenons a 'exemple 4. Si on pose [y =1l3 =1, 1, =1y =i et
s = 0, alors la condition d’imbrication est vérifiée et (£,1) est un bon systeme.
En conséquence, le théoreme III.1 et le théoreme I11.2 impliquent que N peut étre
muni d’une structure de variété LVM. Dans [LAMV], les variétés LVM construites
a partir d’'un bon systéme de type (3, n, k) sont classifiées a difféomorphisme pres.
Ici, le type de € est (3,5,1) et on a N ~ S3 x S3. Remarquons qu’on peut aussi
utiliser la théorie des complexes moment-angle pour obtenir ce résultat (cf. chapitre

V).

Pour conclure cette section, rappelons comment est construit le polytope associé
d’une variété LVM (obtenue d’un bon systéme (€,1)) : I'action naturelle de (S*)"
sur C" préserve 8§ et commute avec 'action holomorphe étudiable. Alors, nous
avons une action induite de (S')" sur N. Quitte a effectuer une translation sur
les I; (ce qui ne change pas N), le théoreme II1.2 nous permet de supposer que 0
appartient a 1’enveloppe convexe Conv(ly,...,1,) (cette condition est connue sous
le nom de condition de Siegel) et dans ce cas, le quotient P de laction de (S*)"
sur N peut étre identifié avec :

P:{(Tl,...,rn)E(R+)” ZT’jlj:O,Zszl}
=1 =1

Cet ensemble est clairement un polytope et il peut étre montré que c¢’est un po-
lytope simple (cf. [BM], lemma 0.12). Le polytope P est le polytope associé de la
variété LVM N.

Exemple 10: Dans 'exemple 9, on effectue une translation sur les vecteurs [;
dans le but que les vecteurs obtenus vérifient la condition de Siegel. Par exemple,
N est aussi la variété LVM associée au bon systéme (&, X) ot Ay = A3 = 3 — &,

Ao = Ay = —i + % et A5 = —% — i. Un calcul montre que le polytope associé¢ P
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est le carré

1 1 1 1
PZ{ <4—7‘3,4—T4,T377‘4,2> /7‘3,7“46[0,4]}

Proposition IIL.3: Soit (€,/) un bon systeme associé a une variété LVM (i.e.
vérifiant la condition énoncée dans le théoreme I11.2). Soit P le polytope simple
associé a cette variété. Alors le complexe P associé a € est combinatoirement équi-
valent a la frontiere du dual du polytope associé. En particulier, P est polytopal.

Démonstration: (€,1) est un bon systéme associé a une variété LVM donc il
existe une composante connexe bornée O de O telle que € est exactement l'en-
semble des parties @ de {1,--- ,n} & 2m+ 1 éléments telles que O est inclus dans
Conv(l,, q € Q). Quitte a effectuer une translation sur les vecteurs l;, dans C™, ce
qui, au niveau de I'action holomorphe étudiable se traduit par un automorphisme
de C™ x C* (cf. [Bos]) et donc ne change pas la variété étudiée, on peut supposer

que € est exactement l'ensemble des parties de {1,--- ,n} & 2m+1 éléments telles
que Conv(l,,p € P) contient l'origine 0. Dans ce cas, de maniere combinatoire, P
est exactement ’ensemble des parties I de {1,--- ,n} vérifiant

I € P& 0e Conu(lg, kel

Donc I est élément de P si et seulement si I¢ est acceptable, ce qui signifie exac-
tement que I est une face de P. Donc P et P coincident comme ensembles. Mon-
trons que les relations d’ordre sur ces ensembles sont inversées. Sur P, la relation
d’ordre est l'inclusion. Rappelons I'ordre sur I’ensemble partiellement ordonné des
faces (poset) de P donné dans [BM] : chaque j-face de P est représentée par un
(n —2m — 1 — j)-uplet. Ainsi, P (considéré comme une face) est représenté par
I’ensemble vide, les facettes de P sont représentées par un singleton, et les sommets
par un (n — 2m — 2)-uplet. Une face (représentée par I'ensemble [) est contenue
dans une face (représentée par J) si et seulement si [ O J. Donc, combinatoire-
ment, le poset de P est (P, D). Le poset de la frontiere de P* est le poset de P
muni de 'ordre inverse, a savoir (P, C), ce qui termine la démonstration. (J

Remarque 111.5: Dans [Me], on prouve que deux variétés LVM sont difféomorphes
par un difféomorphisme équivariant par rapport a I'action naturelle du tore (S*)"
si et seulement si leurs polytopes associés sont combinatoirement équivalents. De
plus, on prouve que tout polytope simple est le polytope associé d'une variété
LVM.

3 Condition (K)

Il résulte de la partie précédente que le complexe simplicial P est une généralisation
parfaite du polytope associé a une variété LVM. Ce que nous devons faire main-
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tenant est étudier les propriétés de ce complexe. Nous allons montrer le théoreme
important suivant :

Théoréme II1.3: Soit (€,[) un bon systeme de type (2m+ 1,n). Alors P est une
sphere rationnellement étoilée de dimension (n — 2m — 2).

Remarque 111.6: Le théoreme est évident dans le cas LVM. En effet, d’apres la
proposition II1.3, P est la frontiere d'un polytope simplicial, donc P est une sphere
simpliciale. Ensuite, tout polytope simplicial admet une réalisation rationnelle (&
sommets de coordonnées entiéres) convexe dans R4 (avec d = dim(P)). Quitte
a effectuer une translation et une homothétie, on peut toujours supposer que I'in-
térieur de cette réalisation contient un point de coordonnées entieres. Une telle
réalisation est donc rationnellement étoilée pour le réseau Z4*!. Son centre est
exactement ’ensemble des points entiers de l'intérieur relatif du polytope).

Remarquons aussi que si P est de dimension 1, alors le résultat est évident.

Proposition III.4: Si € est un ensemble fondamental sur V' minimal pour le
PEUR et si le complexe associé est de dimension 1, alors P est une spheére ration-
nellement étoilée.

Démonstration: Si P est de dimension 1, alors ses facettes sont des couples
d’éléments de V. Puisque € vérifie le PEU R, on sait que toute créte de P appartient
a exactement 2 facettes de P (cf. corollaire 1.3.1). On en déduit que P est une union
disjointe de frontieres de polygones. Mais comme & est minimal pour le PEUR, la
proposition 1.7 implique que P est une pseudo-variété et donc P est connexe. On en
conclut que P est la frontiere d’'un polygone. Donc P est une sphére rationnellement
étoilée. [J

Pour prouver le précédent théoréme, nous devons nous restreindre a des bons sys-
téme qui vérifient une condition additionnelle, appelée condition (K) : il existe un
automorphisme affine réel de C™ = R?™ tel que \; = ¢(1;) a toutes ses coordonnées
dans Z*™ pour tout j. Par exemple, si toute les coordonnées des [; sont rationnelles,
alors (&, 1) vérifie la condition (K'). Remarquons que la condition d’imbrication est
une condition ouverte. Par conséquent, il suffit de prouver le théoreme II1.3 pour
les bons systémes vérifiant la condition (K). En effet, puisque Q™ est dense dans
R™, un bon systeéme (&,1) qui ne vérifie pas la condition (K) peut étre remplacé
par un bon systeme qui vérifie cette condition et ayant le méme complexe associé

P.

Le principal intérét de la condition (K') réside dans le fait que I'on peut associer a
notre action holomorphe étudiable une action algébrique (appelée action algébrique
étudiable) de (C*)?>™*1 sur C" (ou une action de (C*)?™ sur P*1) :
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Soit (€,1) un bon systeme de type (2m + 1,n) vérifiant la condition (X). On pose
l; = aj +1ib;,a;,b; € Z™ pour tout j et a; = (ajl.,...,a?”‘). On peut définir une
action de (C*)?™! sur C" en posant :

al m bl m al m  pl m
(u,t,s)z= (utll...tm L L B T LS T B L

pour tous u € C*,t,s € (C*)™, 2 € C"

En utilisant la notation Xéj,'nﬂ pour le caractére de (C*)2™ ! défini par [; = (1,1;)
on peut résumer la formule décrivant I’action algébrique étudiable en :

- <X§m+1 (t) 21, .. ,Xé’;n_H (t) Zn> vVt € (C*)2m+1 e

Il est clair que 8 est invariant par cette nouvelle action. Ainsi, on peut définir X
comme l'espace des orbites de 8 par l'action algébrique étudiable. Comme pour
I’action holomorphe étudiable, on peut aussi définir une action de (C*)*™ sur V
dont le quotient est encore X. Dans [CFZ], proposition 2.3, il est montré que
I’action holomorphe étudiable de C™ sur V peut étre vue comme la restriction de
'action algébrique étudiable & un sous-groupe fermé cocompact H de (C*)*™. En
effet, soit O et O, les actions holomorphes et algébriques. On pose de plus

o (T) = (exp(T),exp (iT)) VI € C™

Remarquons que ¢ est un morphisme de groupes injectif. De plus, un calcul simple
montre que l'on a

On(T,[2]) = Oa (@ (T),[2]) VT € C™,[z] €V

Donc l'action holomorphe étudiable (de C™ sur V) est la restriction de I’action
algébrique étudiable de (C*)*™ au sous-groupe cocompact H = Im(y) (cf. [CFZ]).
Par conséquent, on peut définir une action du groupe de Lie compact K = (C*)?™/
H sur N dont le quotient est homéomorphe a X. En effet, rappelons la proposition
classique sur les "quotients de quotients" :

Proposition IIL.5: Soit X un espace topologique et G un groupe commutatif
agissant sur X. On note Z = X/G 1'espace des orbites de X pour I'action de G.
Soit H un sous-groupe de GG. On note Y 'espace des orbites de ’action de H sur X
obtenue par restriction de I'action de G sur X. Alors le groupe quotient K = G/H

agit sur Y et ’espace des orbites Z = Y/K de cette action est homéomorphe a Z.
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Démonstration: Fixons quelques notations pour commencer. On notera - les
actions de G et H sur X. La classe d’équivalence d'un élément g € GG dans le
groupe quotient G/H est notée [z]. On notera respectivement [z], et [z], les
orbites pour les actions de G' et H d’un point = de X. L’action * de G/H sur X/H
est définie par

Vigle G/HV [zl € Y/H, [g]x[z]y =lg- 2]y

Il est facile de voir qu’on a bien défini une action de groupe. On note alors
Orbg ([x],) Porbite de [z], pour cette derniere action. On définit I'application
¢ Y — Z par p([z]y) = [z]s pour tout point z de X. On peut montrer
que ¢ est bien définie, surjective et que ¢p([z]y) = ¢([Z]y) si et seulement si
Orbgk ([x]y) = Orbg ([Z]). Par conséquent, I'application ¢ induit une application
bijective @ : Z — Z définie par p(Orbk ([x],)) = [z],. Comme ¢ est continue, il en
résulte que P est aussi continue. En fait, ¢’est un homéomorphisme puisque son in-
verse ¢ : Z — Z, définie par ¢([x];) = Orbg ([z]y), est continue. En effet, notons
7y et Tk les applications définies par my (v) = [z]4 et 7k ([z]y) = Orbg ([z]y).
Ces deux applications sont continues par définition de la topologie quotient. De
plus, la composée g o my : X — Z est invariante par 'action de G sur X. Par
conséquent, 'application v induite par passage au quotient, est continue. [

De plus, on peut facilement comparer les stabilisateurs pour les actions de K, de G
et de H. Nous conservons les notations de la démonstration précédentes et notons
de plus Stabg(z), (resp. Staby(x) ) le stabilisateur de # € X pour l'action de G
(resp. de H) et Stabg([z|y) celui de [z]y € Y pour l'action de K. Enfin, on note
7 : G — G/H la surjection définie par 7(g) = [¢g]. On a alors :

Proposition III.6: Avec les notations précédentes, on a

Stabg ([x]y) C 7w (Stabe (x)) Ve e X

En particulier, si le stabilisateur de x € X pour 'action de G est fini, il en est de
méme pour le stabilisateur de [z], pour I'action de K.

Démonstration: Soit [g] un élément de Stabk ([z]). Alors [g - x|, = [z]. Donc
il existe un élément h de H tel que g - = h - x. Par conséquent, § = h™lg
est élément de Stabg (x). On en déduit que [g] = [g] = 7(g), c’est-a-dire que
lg] € 7 (Stabg (x)). O

La principale conséquence de cette remarque est la proposition suivante :

Proposition II1.7: X est Hausdorff et compact.
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Démonstration: Soit p : N — X la surjection canonique. K est un groupe de
Lie compact donc p est une application fermée (cf. [Bre], p.38). Par conséquent,
X est Hausdorff. Enfin, puisque p est continue et N est compact, on peut conclure
que X est compact. [

Une autre conséquence importante pour la suite est que 'action algébrique étu-
diable sur 8§ (ou V) est fermée. De plus, puisque tout groupe de Lie compact
complexe connexe? est un tore complexe compact (i.e. un groupe de Lie complexe
dont Pespace sous-jacent est (S1)?, cf. [Le|, Theorem 1.19), on peut affirmer que
K est un tore complexe compact (de dimension réelle 2m).

Utilisant un argument similaire a celui de [BBS], on montre que :

Proposition IIL.8: ¢t € (C*)*™ est dans le stabilisateur de [2] si et seulement si
Vi,j € I,, on a

Xoo1 (8) = Xy (2)

Démonstration : Fixons un ordre total sur Z?™ (I’ordre lexicographique convient).
A une permutation des coordonnées homogenes de P*~! pres, on peut supposer
que l; <l pour tout j € {1,...,n — 1} (remarquons qu'une telle permutation
est un automorphisme équivariant de P"~!). On note jo = min(I,) le plus petit
indice d’une coordonnée non nulle de z. Alors, pour tout ¢ qui stabilise [z], on a

I L n
(2] = t.[2) = [Xgpar (8) 23] = [0, 0, X501 (1) 2y Kby (2) 22

Alors [z] = {0, oo 0,250, ;:n_ff (t) zj}.

En particulier, on a Xéz;ljlo (t) z; = z; pour tout j. Si j € I, alors Xé’;n_l]f (t)=1.

U

Remarque 111.7: Dans [BBS], il est montré que [2] est un point fixe pour 1’action
algébrique étudiable de (C*)*™ sur V si et seulement si Vi,j € I., on a l; = .

En conséquence, on peut dire que :

Proposition ITI1.9: Tout élément de V a un stabilisateur fini pour 'action algé-
brique étudiable de (C*)*™ sur V.

3. Un groupe de Lie compact complexe connexe est nécessairement commutatif. En effet, sa
représentation adjointe est holomorphe, et donc constante.
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Démonstration: Tout d’abord, on rappelle qu’un élément de V a au moins (2m+
1) coordonnées non nulles et que parmi ces coordonnées, il y a (2m+1) coordonnées
telles que ([,)pep engendre C™ en tant qu’espace affine réel. A une permutation

prés, on peut supposer que {1,2,...,2m+ 1} est contenu dans I, et dans €. Dans
ce cas, on a Xéj,,:ff““ (t) = 1 pour tout j = 1,...,2m et tout ¢ dans le stabilisateur
de [z]. On pose L; = l; —loys1, j = 1,...,2m. En écrivant t; = r;e*™ on obtient
que r = (r1,...,roms1) €t 0@ = (01, ..., 02y,41) vérifient le systeme suivant :

M.n(r) =0, M. =0 [1]

ou M = (m, ;) est la matrice définie par m; ; = Lé‘ et

In(r) = (In(ry),...,In(rams1))

Le systeme étant acceptable, (I1,. .., la,41) engendre C™ comme espace affine réel,
ce qui signifie exactement que la matrice réelle M est inversible.

En conséquence, In (r) = 0 (i.e |t;| = 1 pour tout j) et § =0 [det(M~1)]. Alors,
rje%ref ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs. En conclusion, comme il
avait été affirmé, le stabilisateur de [z] est fini. [J

Remarque 111.8: Une preuve analogue montre que le stabilisateur de z € § est fini
lui aussi.

4 Relations avec les variétés toriques

Dans cette section, notre tache principale est de rappeler que X est une variété
torique et de calculer son éventail . Ensuite, nous utiliserons les propriétés com-
binatoires de 1’éventail ¥ pour montrer que le complexe associé a un bon systeme
est une sphere simpliciale.

4.1 Rappels

Dans cette sous-section, nous rappelons quelques définitions et propriétés fonda-
mentales des variétés toriques :

Définition: Un éventail ¥ est un ensemble non vide de cdnes (enveloppe positive
d’une famille finie de points) de R? vérifiant les propriétés suivantes :

— Si o est élément de X, alors toute face de o est élément de X.
— Si o et 7 sont des éléments de X, alors o N 7 est une face de o et une face de 7.

Le support de ¥ est 'union |X| de ses éléments. On identifiera souvent ¥ & son
support. De plus, si R est un réseau de R?, on dira que le cone o est rationnel par
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rapport a R §'il existe une famille finie S d’éléments de R telle que o = pos(S).
Si de plus, la famille S est libre dans R?, on dit que o est simplicial. Un éventail
est rationnel (resp. simplicial) si tous ses cones sont rationnels (resp. simpliciaux).
Enfin, on dira qu’un cone est strictement convezxe s’il ne contient aucune droite pas-
sant par 'origine. Remarquons qu’en particulier, un cone simplicial est strictement
convexe et que {0} est une face d'un cone o si et seulement si o est strictement
convexe. Dans la suite, on ne considérera que des éventails dont les cones sont tous
strictement convexes.

Définition: Un tore algébrique de dimension n est un groupe algébrique iso-
morphe & (C*)". Une wvariété torique est une variété algébrique X contenant un
tore algébrique T comme ouvert de Zariski dense, et telle que I'action de T sur
lui-méme s’étend a X. Dans la suite, 'expression action torique désignera cette
derniere action.

Par exemple, un tore algébrique, 'espace affine C", I’espace projectif P", les sur-
faces de Hirzebruch, I’éclatement de C™ a 'origine sont des variétés toriques. Les
variétés toriques ont été tres étudiées (cf. par exemple [F], [Od] ou [CLS]). Elles
fournissent une grande famille d’exemples de variétés algébriques sur lesquels on
peut facilement travailler. Par exemple, le probleme de la factorisation faible des
applications birationnelles a d’abord été résolu pour les variétés toriques (cf. [W1]),
puis le cas général a été établi en se ramenant au cas torique (cf. [Bon]).

Un procédé de construction permet d’associer une variété torique séparée normale
a tout éventail rationnel. En résumé (voir [CLS] pour les détails de la construction),
a chaque cone o de I’éventail correspond une variété affine U, ~ C". En utilisant
les informations combinatoires codées par 1’éventail, on recolle les U, pour obtenir

une variété torique X = U U,. A Tinverse, connaissant la variété torique séparée

g

normale X, il est simple de retrouver I’éventail > dont elle provient : Le groupe
N des sous-groupes a un parametre du tore 7' d’une variété torique de dimension
n est un groupe abélien libre de rang n et peut étre identifié a Z™. On note Ny
I’espace vectoriel réel obtenu en tensorisant N par R. Si ¢t est un élément de C* et
A" le groupe a un parametre de T correspondant a u € N, on peut étudier la limite
de A\*(t) quand ¢ tend vers 0. En fait, on a le résultat suivant : A\*(¢) converge si et
seulement si u est dans X et deux éléments u,v de N sont dans l'intérieur relatif
d’un méme cone de ¥ si et seulement \“(¢) et A\Y(¢) ont la méme limite.

Quand I’éventail est simplicial, on peut construire un complexe simplicial de la
maniere suivante : on note (1) I'ensemble des rayons de X (i.e. ’ensemble des
cones de dimension 1) et on ordonne ses éléments par 1, . .., x,. Alors le complexe
K, est le complexe simplicial sur {1,--- ,n} défini par :

VJcA{l,---,n}, JeKy & pos(zj,jeJ)eX
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Ce complexe Ky, est le complexe sous-jacent de Y. Ses propriétés traduisent les
propriétés de I’éventail ¥ et de la variété X. Rappelons simplement qu’on a le
théoréme suivant :

Proposition III.10: Soit X une variété torique séparée normale de dimension n
et X son éventail. On suppose que X est simplicial. Alors, les trois propositions
suivantes sont équivalentes :

1. X est compacte.
2. X est complet dans R”.

3. Le complexe sous-jacent de ¥ est une (n — 1)-sphere simpliciale.

Remarque 111.9: Dans le but d’alléger les terminologies, les variétés toriques seront
toutes supposées normales et séparées dans la suite.

4.2 Variétés toriques

Pour commencer, il est clair que 8 et V sont des variétés toriques. Comme expliqué
précédemment, on peut associer a une variété torique dont le groupe des sous-
groupes a un parametre est N, un éventail X dans l'espace vectoriel réel Ng =
N ® R dont les cOnes sont rationnels par rapport au réseau N. Ainsi, on peut
expliciter I’éventail associé a 8 :

Proposition II1.11: Soit (e;); la base canonique de R™. Alors, I'éventail décri-
vant & dans R" est

YX(8)={pos(e,icl)/IcP}

Démonstration: Pour déterminer I’éventail d'une variété torique, on doit calculer
les limites de ses sous-groupes a un parametre. Le plongement de (C*)"” dans §
est 'inclusion donc les sous-groupes a un parametre de (C*)" sont de la forme

A™(E) = ("™, ... t"™) avec m = (my,...,m,) € Z".
Donc, la limite de A™(t) quand ¢ tend vers 0 existe dans C" si et seulement si
m; > 0 pour tout i. Dans ce cas, la limite est ¢ = (e1,...,€,) avec € = ;0

(symbole de Kronecker).
Bien sfir, la limite doit étre dans 8, ce qui signifie que I. doit étre acceptable. Mais
I. ={j/ m; =0 } donc cette derniére condition est équivalente a I’appartenance

de {j/m;>0}aP. O

Exemple 11: Pour 'ensemble fondamental € = { (125), (145), (235), (345) } de
I’exemple 4, on a

S={z/(21,23) #0, (22,22) #0, 25 #0 }

o1



Chapitre III. Variétés LVMB

52

Par conséquent, 'éventail ¥(8) est I'éventail de R® dont les facettes sont les 2-cones
pos(eq, e3), pos(er, eq), pos(ea, e3) et pos(es, eq) (ol eq, ..., e5 est la base canonique

de R®).

Remarque I111.10: On peut aussi facilement déterminer les orbites de 8 pour I'action
de (C*)™. Pour I C {1,...,n},onpose Oy ={ 2€C" /I, =1°}. Alors, si z € 8,
son orbite est Oje.

Par conséquent, on peut décrire 8 comme la partition & = |_| Or.
I€P

De plus, dans la correspondance naturelle entre orbites de 8 et cones de X(8),
Oy correspond a o7 = pos(e;/j € I). Rappelons brievement cette correspondance
(cf. [CLS] ch.3 pour les détails de la construction) : pour tout cone o, on choisit
un élément m dans son intérieur relatif et on associe a o l'orbite de la limite du
sous-groupe a un parametre A™(¢) quand t tend vers 0. Notons que d’apres la
sous-section précédente, cette assignation est bien définie.

Remarque 111.11: De maniere analogue, on peut aussi montrer que 1’éventail de
R" ! associé & V est

YX(V)={pos(e,iel)/1€P}

avec (eq,...,e, 1) défini cette fois comme la base canonique de R"™! et
en=—(e1+ - +eq).

Dans [CFZ], il est montré que X est une variété torique compacte. Dans la pro-
chaine section, nous détaillerons cette construction dans le but d’identifier son
groupe des sous-groupes a un parametre et la structure de son éventail.

Exemple 12: Pour le bon systeme (€,1) avec € = { (125), (145), (235), (345) } et
lh=13=1,1, =1y =1et l5 =0, 'action algébrique est

(a,t,8) -z = (atzy, aszy, atzg, Szy, (uzs)
En utilisant "automorphisme de ((C*)3 défini par ¢(a,t,s) = (a,at,as), on peut

voir que le quotient X de 'action algébrique étudiable est aussi le quotient de 8
par 'action définie par

(o, t,8) - 2z = (tz1, S2z9, 23, S24, 025)

donc X est le produit P! x P'. On montrera dans le chapitre VI que la projection
N — X provient de la définition usuelle de P! comme espace des orbites d’une
action de S! sur S3.
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Pour conclure cette section, notons f : (C*)*™*! — (C*)" le morphisme de groupe
défini par

flu,t,s) = (X§m+1(u,t, s), - 7Xészrl(u,zf, s)) Yue C* t,se (CH)™

L’action algébrique étudiable sur C™ est juste la restriction a Im(f) de laction
torique naturelle du tore (C*)"™ sur C".

Proposition I11.12: Le noyau Ker(f) est fini.

Démonstration: Soit ¢ un élément de Ker(f). Alors X' (t) = 1 pour t0121t j. On

1 m
pose t = (rie®™ . rop €™y et [ = (15, IP™) etonaryry .rlzjnwl =1
pour tout j. Cela signifie que A.v = 0, ot A = (a; ;) est la matrice réelle définie par
ai; = I et v est le vecteur v = (In(r;)). Puisque Iy, . .. I, engendre affinement R*™,
on peut extraire de A une matrice inversible A d’ordre 2m+1 et on peut en déduire
que v = 0. Cela implique que |¢;| = 1 pour tout j. De plus, si 8 = (01, .., 62m11),
on obtient que A.0 est élément du réseau Z2™+1. Par conséquent, 0 est un élément
de %Z", ouod = det(;l). Finalement, on en déduit que €7 est une racine J-éme de
I'unité pour tout j. En particulier, il y a seulement un nombre fini d’éléments dans
le noyau de f. [J

Remarque 111.12: En général, f n’est pas injectif. Par exemple, si on considere
E={(124),(234)} et [y =1,y =i, l3 = pet [y = —1 — i, ou p est un entier
strictement positif, alors (€,[) est un bon systéme et pour p = 4, f n’est pas
injectif. Remarquons que, pour p = 3, f est injectif.

Définition: On définit T)y comme le tore algébrique (C*)" /Im(f)

On rappelle que (C*)" est inclus dans § comme un ouvert dense de Zariski. De
plus, (C*)" est invariant par Paction de (C*)?*™*1. Cela implique que Ty peut étre
plongé dans X comme un ouvert dense. Ensuite, I'action de (C*)" sur 8§ commute
avec 'action algébrique étudiable de (C*)*™*1 donc laction de Ty sur lui-méme
peut étre étendue a une action de Ty sur X.

4.3 Le tore algébrique Ty

On note F' : C?*™*!1 — C" I'application linéaire définie par

FUT,S)=(U+<a;,T>+<b;,5>),
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La matrice de F' a (1,l;) pour j-eme ligne donc F est de rang maximal. Donc

F est injective. La famille f; = F(e;), ol (e, ..., eanmt1) est la base canonique de
C?m+1 est une base de Im(F'). On peut remarquer que chaque f; a des coordonnées
entieres. On compléte cette base en une base (f1, ..., f,) de C" avec des vecteurs de

coordonnées entieres. Ensuite, on définie I'application linéaire G : C* — Cn—2m-!
par linéarité et

(0 je{l...2m+1}
G(fj)_{ gj sinon

(avec (Gams2; - - -, 9n) la base canonique de C*—2m~1)

Il est clair par construction que la suite suivante est exacte :

0 —> C2m+1 £ o4 Cr—2m-1 >

De plus, on a
F(sz«H) C Zn’ G(zn) C anmel

Soit ¢t € (C*)*™! et T un élément de C2™*! tel que ¢t = exp (T). On pose g (t) =
exp (G (T)). La remarque précédente a pour conséquence que g est bien définie.
De plus, on a :

Proposition III.13: g est un homomorphisme de groupes et le diagramme sui-
vant est commutatif :

((C*)2m+1 f (C*)TL 9 (C*)anmfl

T exp T erp Temp

(CQm—i—l( r Ccnr G Cn—?m—l

Finalement, on montre que :

Proposition I11.14: g est surjectif et Ker(g) = Im(f)

Démonstration: La surjectivité de g est claire (puisque G et exp sont surjectifs).
Dongc, seule I'égalité Ker(g) = Im(f) est a démontrer. De la construction de F' et
G et la commutativité du précédent diagramme, on a pour tout t = exp(T),

go [(t)=go foexp(T) =expoCGoF(T)=exp(0) =1
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Donc Im(f) C Ker(g). Réciproquement, soit ¢ un élément de Ker(g). On pose
t = exp(T), pour un certain 7' € C" et on a 1 = g(t), soit exp(G(T)) = 1. Par
conséquent, G(T) € 2inZ" 2" ie.

G<T) = (2.1.7Tq2m+27 s 72Z7TQH) )
= 20TqQmi292m+2 + - . 20TqnGn
= G(QiWQZm+2f2m+2 + ... 2271—an71>

On a donc T' — (2imqomi2 fomiz + - - . 2imqn fr) € Ker(G) = Im(F). On peut alors
écrire que

T = Mfi+ ... Xomg1fomer + 217 Gami2 fomya + - .. 2imqn fro

Pour finir, T = F(M\e; + ... Aomt1€omy1) + 2im(@emeafomia + - - qufn), ce qui
implique que

t = exp(F(Mer+ ... Aomy1€2m1))
= flexp(Mer + ... Xami1€ams1))

donc t € Im(f). O

En particulier, Ty = (C*)"/Im(f) est isomorphe & (C*)"~2™~!. On notera g 'iso-
morphisme entre Ty et (C*)"2™~! induit par g.

Définition: On note A} pour le sous-groupe a un parametre de T défini par

u _ ——1 u
T=49 © )\n—Qm—l

Puisque § est un isomorphisme, tout sous-groupe a un parametre de T est de
cette forme.

Notation : Soit ¢ : T} — 715 un homomorphisme de groupe entre deux tores
algébriques T et T,. Nous noterons ¢* pour le morphisme induit par ¢ entre les
groupes des sous-groupes a un parametres de 77 et Ty : on a ¢*(\) = ¢ o A\, pour
tout sous-groupe A de T7.

Le groupe des sous-groupes a un parameétre de (C*)" est {\“/u € Z"} que nous
identifierons avec Z" via l'isomorphisme u < A. Via cette application, les appli-
cations F' et GG sont exactement les morphismes induits par f et g respectivement :

Proposition III.15: Avec les identifications précédentes, on a F' = f* et G = g*.
Plus précisément, on a :

1. Pour tout v dans Z*™ 1, fo Ay ., est le sous-groupe a un parametre AL
de (C)™.
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G(v) de

2. Pour tout v dans Z", g o A} est le sous-groupe a un parametre A\, 5.,

(C*)n—Qm—l‘

Démonstration: Prenons un élément ¢ de C*.

L. Ona Ay, (t) = (t",...,t""+1), donc

F0 Ny () = (g7t bl (y<udiz),  \FO) (g

2. Considérons un élément 7" de C tel que t = exp(T). On pose w = G(v) =
(Wi, ..., Wp_2m—1). Si on note g; (resp. G;) pour les applications coordonnées
de g (resp. G) dans les bases canoniques, on peut facilement vérifier que
gjoexp =expo G, et que w; = G;(v) pour tout j.

Ensuite, on a A2 (t) = (#*1,...,t'n) = (eT¥1,... eT"), donc

goXy(t) = g™, ... ™)
= expoG(Tvy,...,Tuvy,)
= exp(G1(Tv),...,Gpom-1(Tv))

Par conséquent,

GoXI(t) = (eI, (Gn-amalTe)
_ (eTG1(v)’ o 76TGn72m71('U))
= (eTwr ... elwn-2m-1)

Finalement, on a bien

90/\2(75) = A;f—2m—1(t)

ce qui signifie que g(A\Y) = A O

Dans le but du calculer I’éventail de T, nous devons comprendre en profondeur
son groupe des sous-groupes a un parametre. Pour cela, nous aimerions main-
tenant identifier le groupe N des sous-groupes a un parametre de Tyx avec un
réseau de C"/Im(F). Un candidat naturel est décrit de la maniere suivante :
Soit IT la surjection canonique C* — C"/Im(F) et G : C*/Im(F) — Cr—2m~1
I'isomorphisme linéaire induit par G. Remarquons que G se restreint en un iso-
morphisme de Z-modules entre Z" 2™~ et TI(Z"). Si u appartient a Z", on pose

)\g(") pour le sous-groupe & un parameétre Ag(") (cette définition a un sens puisque

Im(F) = Ker(G)). Par conséquent, on a : N = {Ag(")/u € 7"}, qui peut étre
identifié avec 11(Z™) = 2"/ Im(F).
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Maintenant, nous pouvons définir une application "exponentielle" entre C"/Im(F)
et Ty : on définit exp : C*/Im(F) — Tx en posant exp(Il(z)) = mo (exp(z)) pour
tout élément z de C". Le fait que Ker(g) = Im(f) implique que cette application
est bien définie. De maniere alternative, on peut aussi définir cette exponentielle
comme étant I'application g~ o exp o G. Par construction, on a 7o exp = expo Il
et expo G = g o exp. De plus, pour tout v dans Z", mo \’ = Ag(”), ce revient a
dire que Il = 7*. Pour résumer, on a le diagramme commutatif suivant :

F 5
0 ——> C2mHiC n-2mel ()
\ / x\&ﬂ /
(Crypmit (Cryrimt —1

4.4 Etude de la projection 7

Dans cette derniere section, nous démontrons le théoreme II1.3. Soit ¥ ’éventail de
Nr = N®R associé a X (cet éventail existe puisque X est séparé et normal). Dans
le but d’utiliser la proposition III.10, nous devons montrer que X est simplicial.
D’apres [CLS]|, nous avons juste besoin de montrer que X est un orbifold (cf. [Th],
Chapitre 13, ou [EV] pour la définition).

Comme il a été montré précédemment, l'action holomorphe étudiable sur & est
libre et I'action algébrique sur 8 n’a que des stabilisateurs finis. Par conséquent,
tout stabilisateur pour I'action de K = (C*)*™/C™ ~ (S')?™ sur N est fini (voir
la proposition I11.6). Donc X est le quotient de la variété compacte N par Iaction
du tore compact K et tout stabilisateur pour cette action est fini.

Finalement, ’application
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est propre pour tout élément n de N puisque c’est une application continue définie
sur un compact. Par un théoréme d’Holmann (cf. [Or], §5.1), on obtient que X
est effectivement un orbifold. Utilisant la proposition I11.10 a profit, nous avons
montré que Ky, le complexe sous-jacent de ’éventail 3, est une (n—2m—2)-sphere.

Maintenant, le théoréme suivant permettra de démontrer le théoreme II1.3 :

Théoreme II1.4: Ky et P sont des complexes simpliciaux isomorphes.

Démonstration: Tout d’abord, m est par construction un morphisme torique.
Cela signifie que 7 envoie (C*)™ dans Ty et est équivariant pour les actions toriques
de (C*)" et de Ty (cf. [CLS], Definition 3.3.3). On en déduit que 7 envoie une orbite

O; de & dans une orbite de X. On désigne par O, I'unique orbite de X contenant
7(Oy). De plus, 'application 7* (identifié a IT) de R™ dans Ng respecte les cones.

De plus, on peut facilement montrer que 8 et X ont exactement le méme nombre
d’orbites pour les actions toriques. En effet, d’apreés la proposition la proposi-
tion II1.5, I'espace des orbites de X = §/Im(f) pour 'action de son tore Ty =
(C*)™/Im(f) est homéomorphe a l'espace des orbites de 8§ pour I'action de son
tore (C*)". Puisque 7 est surjectif, on obtient que I'assignation O; — O; (induite
par 7) est bijective. Par conséquent, I induit une bijection entre les cones de X(S)
et ceux de X.

Si o est un cone appartenant a %(8), on note O(c) l'orbite de 8 associée a o (cf.
[CLS], ch.3). En particulier, on a O(o;) = O;. Nous noterons les orbites de X
(i@\glaniére analogue. De plus, 'image du cone o par II sera notée . On a donc
O(o) = O(o).

Toujours d’apres [CLS], m préserve l'ordre partiel des faces : si 7 est une face de o
dans ¥(8), alors 7 est une face de &.

D’autre part, une légere modification de la démonstration du fait que (C*)"/Im(f)
(i.e. (0p)) est isomorphe & (C*)""*™~' montre que 7(O(c)) est isomorphe &
(C*)n—2m=1=dim(o) Ay niveau des cones, cela signifie que des cones de ¥(8) de méme
dimension sont envoyés sur des cones de ¥ de méme dimension. En particulier,
IT envoie rayons sur rayons. Cette derniere propriété implique que II induit une
bijection entre les sommets de P et les sommets de K, bijection que nous noterons
aussi I1.

Il est clair par ce qui précede que cette derniere application est un isomorphisme
de complexes simpliciaux. [J

Par conséquent, P est bien une sphere simpliciale. Plus précisément, ce que nous
avons est un type particulier de sphére simpliciale, a savoir une sphére qui est le
complexe sous-jacent d'un certain éventail complet :
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Définition: Soit K une d-sphéere simpliciale. On dit que K est rationnellement
étoilée s'il existe un réseau R de R un point p de R et une réalisation |K| de
K dans R%™! telle que tous les sommets de |K| sont éléments de R et tout rayon
émanant de p intersecte | K| en exactement un point. On dit que la réalisation |K|
est rationnellement étoilée pour le réseau R et que p est dans le centre de |K|.

Corollaire III.15.1: Soit(€,7) un bon systéme vérifiant la condition (K). Alors
le complexe associé P est une sphere rationnellement étoilée.

Démonstration: On a déja montré que P est une sphere simpliciale combinatoi-
rement équivalent a Ky. Si on note X(1) = {p1,...,p,} 'ensemble des différents
rayons de X et uq,...,u, les générateurs respectifs de pq, ..., p, dans N, alors le
complexe géométrique C' dont les simplexes sont Conv(u;,i € I) pour I dans P
est une réalisation de P dans R"~2"~! avec des sommets rationnels. Le point 0 est
dans le noyau de C' donc P est rationnellement étoilée. [

Exemple 13: Le théoréme précédent permet de donner une autre preuve du fait
que I'ensemble fondamental P; ¢ de la remarque III.3 n’est I’ensemble fondamental
d’aucun bon systeme. En effet, son complexe associé n’est pas une sphére (son
premier groupe d’homologie entiére est Z/27).

5 Construction inverse

Dans cette section?, nous démontrons un théoréme de réalisation : pour toute
sphere rationnellement étoilée, il existe un bon systeme dont le complexe associé
est la sphere en question. Dans [Me], p.86, le méme type de théoréme est prouvé
pour les polytopes simples et les variétés LVM. Un des principaux intéréts de ce
théoreme est de donner une piste pour répondre a la question suivante : existe-t-il
une variété LVMB ayant une topologie différente de celle de toutes les variétés
LVM ? L’idée est d’utiliser ce théoreme pour construire une variété LVMB a partir
d’une sphere rationnellement étoilée P non polytopale et de montrer que cette
variété LVMB a une topologie particuliere. Par exemple, on peut espérer que la
variété LVMB construite a partir de la sphere de Briickner ou a partir de la sphere
de Barnette (les deux 3-spheres a 8 sommets qui ne sont pas polytopales) sont de
bons candidats.

Soit. P une sphere rationnellement étoilée de dimension d avec v sommets (a un
isomorphisme de complexes simpliciaux pres, on supposera que ces sommets sont
1,2,...,v). Alors, il existe un réseau N et une réalisation |P| de P dans RH!
dont tous les sommets sont éléments de N. On peut supposer que 0 est dans le
centre de |P| et que N est le réseau Z4™'. On note 1, ..., x, les sommets de |P|

4. cette section reprend et modifie légérement la construction exposée dans [Tam]
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correspondant aux sommets 1,...,v de P et pq,...,p, les générateurs des rayons de
71 passant par z; (i.e p; est I'unique générateur du semi-groupe Z4 N[0, z;) ).
Quitte a les réindexer, on peut supposer que py, . . ., p, sont les générateurs distincts

des vecteurs de la base canonique de Z4*!.

Pour commencer, on suppose que r est pair et on pose r = 2m. On note € l'en-
semble défini par

{Pe{l,..,r+d+ 1} / P° est une facette de P }

et &g ={{0}UP / P €& }. On note aussi A la matrice dont les colonnes sont

Pis-..,pr. On désignera ses lignes par p', ..., p?*!, et finalement, on a :
Théoréme II1.5: Si (eq,...,e,) est la base canonique de R"; alors
(807 (O’ €1,--.,Cr, _plu ) _pd+1) )

est un bon systeéme de type (r + 1,d + r + 2) dont le complexe associé est P.

Démonstration: D’abord, puisque P est une d-sphere, il est clair que P est un
complexe pur dont les facettes ont (d + 1) éléments. Par conséquent, chaque par-
tie de €y a (r + 1) éléments. Donc, &y est un ensemble fondamental de type
(r+ 1,7 +d+ 2) (comme d’habitude, nous noterons A, ’ensemble des parties
acceptables pour &£j). Remarquons que, puisque chaque facette de P a ses som-
mets dans {1,...,v}, & a au plus d + 2 éléments indispensables. De plus, par
définition ®, le complexe associé de &, est P. Puisque P est une sphére, donc une
pseudo-variété, la proposition 1.7 implique que &y est minimal pour le PEUR. On
peut aussi remarquer que ceci est vrai pour € (avec A comme ensemble de parties
acceptables).

Ensuite, on doit vérifier que les vecteurs 0, e1, e, ..., e, —p', ..., —p®T! sont com-
patibles avec €, pour faire un bon systeme. On pose p; = pos(p;) pour le rayon
engendré par p;,j = 1,...,v. On note aussi 3X(P) I'éventail défini par X(P) =
{pos(pj,j € 1)/1 € P}. Alors, par définition, X(P) est un éventail simplicial dont
le complexe sous-jacent est P. Par conséquent, ¥(P) est rationnel par rapport a
N et complet (puisque P est une sphere, cf. la proposition II11.10). On note X la
variété torique compacte associée a 3(P). Suivant [Ham|, nous allons construire
X comme un quotient d’une variété quasi-affine torique par l'action d’un tore
algébrique.

Dans ce qui suit, (ej);j—1.. n est la base canonique de CV (pour tout N). Soit

5. On peut remarquer que r +d+ 1 > v.
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Y Iéventail de R™+1 dont les cones sont pos(ej,j € J), J € P. Clairement, »
est un éventail simplicial non complet dont le complexe sous-jacent est aussi P.

On note X la variété torique (quasi-affine) associée a cet éventail. Alors, I'ouvert

8§ = {z € C*1 /I e A} est exactement Uensemble X. En effet, le calcul de la
démonstration de la proposition III.11 montre que 1’éventail de § est I’éventail dans
R7+4+1 dont les rayons sont engendrés par la base canonique et dont le complexe

sous-jacent est P. Ainsi, § and X ont exactement le méme éventail, donc ces
ensembles coincident. On peut aussi remarquer que

So=C"x8={ (20,2) €C"?2 [ I, € Ao }

a le méme éventail, mais vu dans R"+4+2,

Finalement, on définit 'application f par

f . (C*>r N (C*)r+d+1 1 n
to— f) =X 0, X (1)

T

Remarquons que ¢t = (X (t),...,X¢ (t)). D’aprés [Ham], X est le quotient de
X = 8 par la restriction de I'action torique de (C*)"***! au sous-groupe I'm(f).

C’est un quotient géométrique car X est simplicial.

Considérant Iy = 0,11 = e1,...,lom = €omslomsr = =Dy lpyars = —ptt
comme élément de C™ (via l'identification de R*™ & C™, cf. la partie Notations),
on peut définir une action holomorphe de (C*) x C™ sur §, en posant

r+d+2
=0

(a,T) - (20,2) = (ae<lj’T>zj) Va e C*t € C™, (20,2) € 8

Il est clair que (€p,1) vérifie (K). De plus, I'action algébrique étudiable associée
a ce systeme a X comme quotient. En effet, un calcul montre que cette action
algébrique est définie par

(o, 1) - (20, 2) = (z, af (t) - 2) Ya € C* t € (C)*™,(20,2) € 8

(ot le deuxiéme point désigne l'action torique de (C*)""*! sur C+d+! je. la
multiplication composante par composante)

Si on note Vo = { [20,2] / (20,2) € 8y } la "projectivisation" de 8, alors l'espace
des orbites pour 'action algébrique est le quotient de V, par 'action définie par

61



Chapitre III. Variétés LVMB

62

t-[20,2] = [20, f (1) - 2] Yt € (C)*™,[20, 2] € Vo

Mais Vo = { [1,2] / z € § } est homéomorphe a 8, donc l'affirmation est prouvée.

La seule chose qu’il reste a prouver est de vérifier que (€g,[) est un bon systeme,
c’est-a~dire que 'espace des orbites N pour 'action holomorphe est une variété
complexe. On a vu que X est un quotient géométrique donc I'action de (C*)Qm
est propre (voir, par exemple, [BBCM], p.28). Par conséquent, I'action de C™ est
propre aussi, et puisque C™ n’a pas de sous-groupe compact (a I'exception de
{0}, bien siir), son action est libre. Finalement, 'action est propre et libre donc
N peut étre muni d’une structure de variété complexe compacte. Ceci termine la
démonstration dans le cas ou r est pair.

Remarque 111.13:

1. Puisque N est une variété complexe compacte, la condition d’imbrication est
remplie (cf. le théoreme II1.1). Cela donne aussi une autre démonstration du
fait que &y vérifie le PEUR.

2. La transformation de (py1,...,p,e1,...,€441) en (e1,..., e, —pt, ..., —p®h)
est appelée transformation linéaire de (py,...,pr €1,...,eqr1) (voir [E] par
exemple). Dans [Me], la construction d’'une variété LVM & partir d'un po-
lytope simple utilise un type particulier de transformation linéaire appelée
transformation de Gale (ou transformation affine) (voir [E])

3. La condition voulant que les vecteurs pq, ..., p, soient différents de ceux de la
base canonique est facultative. Elle permet néanmoins de limiter le nombre
d’éléments indispensables.

Maintenant, on suppose que r = 2m + 1 est impair. La construction est tres
similaire au cas ou r est pair. Cependant, on doit effectuer une étape additionnelle :
on définit une action de (C*)"*! sur §y par

_od+1

(to,t) - (20, 2) = (toz0, f () - 2) = (toz0, X7 (£) 21, . X7 (1) Zryas)

ou f et l'action de I'm(f) sont définis comme précédemment, et ey est le premier
vecteur de la base canonique de C™! avec coordonnées (z¢, 21, . . ., 2,41). L’espace
des orbites pour cette action est encore X. La suite est comme précédemment : on
définit un ensemble fondamental &, ={ {-1}UFE / E €&y } et on a :

Théoréme II1.6: Si e,...,e, est la base canonique de R, alors

(8*; (O, €0,€1,..-,Cp, (07 _pl)’ e (0’ _pd+1)))
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est un bon systeéme de type (r + 2,d + r + 3) dont le complexe associé est P.

Remarque 111.14: En utilisant la proposition 1.8, on peut construire un bon systeme
avec uniquement 1 ou 2 éléments indispensables. Dans [Me], la construction d’un
bon systeme a partir d’un polytope simple donne un bon systéme avec au plus un
élément indispensable.

Exemple 14: Soit P le complexe sur {1,2,3,4} dont les facettes sont (12), (14),
(23) et (34). C’est une sphere simpliciale de dimension d = 1 et & v = 4 sommets.
En fait, P représente la frontiere d’un carré donc P est une sphere rationnellement
étoilée. Une réalisation rationnelle (pour le réseau Z?) et étoilée en 0 est obtenue
en considérant les sommets

T = (-170), To = (0, —]_>, T3 = (1,0) et x4 = (0, 1)
Alors on peut prendre r = 2. On a alors
€ =11(12),(23),(34),(14) } et €y = { (012),(023),(034), (014) }

La matrice A est alors 'opposé de l'identité et donc on a p' = (—1,0) et p*> =
(0, —1). L’éventail X(P) est I’éventail dont les faces sont

{ pos(—ey, —e3), pos(—ea, €1), pos(e1, e2), pos(ea, —e1) }

Ainsi, la variété X est le produit P! x P!, De méme, on calcule que

S={z/(21,23) #0, (22,24) #0 }
Enfin, on a f(t) = (t1,t2, t1, t2) et donc 'action holomorphe est définie par

Va e C*,\T€C,2zpcC* zeC*
(,T) - (20, 2) = (2o, el 21, ae™ 2y, e’ 23, e’ 2)

et 'action algébrique par

Va € C*t € (C*)?, 2 € C*, 2z € C*

(a,t) - (20, 2) = (@zg, aty 21, ataza, aty 23, ity zy)
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Chapitre IV

Complexes moment-angle

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats connus concernant les com-
plexes moment-angle. Dans [BM], il est montré que les objets appelés links, i.e.
des intersections de quadriques homogenes complexes dans C", sont homéomorphes
aux complexes moment-angle paramétrés par des polytopes simples. Cet homéo-
morphisme est utilisé pour munir les complexes moment-angle paramétrés par des
polytopes simples d’'une structure de variété différentiable. Dans [Bos|, I'auteur
exhibe un ensemble compact de C™ dont le quotient par l'action diagonale de
St sur C" est une variété LVMB. Dans ce qui suit, on montre que cet ensemble
est un complexe moment-angle. Cela nous permet de montrer que de nombreux
complexes moment-angle peuvent étre munis d’une structure complexe. Dans ce
chapitre, si K est un complexe simplicial sur {1,...,n}, on suppose qu’il existe v
tel que {1,...,v} soit I'ensemble des sommets de K.

1 Variétés LVMB et complexes moment-angle
Dans cette section, nous suivrons les notations et définitions de [BP]. Nous utili-
serons les résultats des sections précédentes pour montrer que de nombreux com-

plexes moment-angle admettent des structures de variétés complexes.

Définition: Soit K un complexe simplicial sur {1,...,n} de dimension d — 1. Si
o C{l,...,n}, on pose

Co={tel01" /t;=1Vj ¢}

et

Bo={zeD"/|z|=1Vj¢o}

65



Chapitre I'V. Complexes moment-angle

66

Le complexe moment-angle associé a K est

ZK,n = U BO’

ceK
Si K n’a pas de sommet fantome, on note 2k pour Zg .
Remarque IV.1: La dimension de Z g, est n +d + 1, avec d = dim(K).
Dans le cas ou il y a des sommets fantomes, on a le théoreme suivant (appelé
"théoreme de stabilité par multiplication par des tores") :
Proposition IV.1 ([BP],proposition 6.11): Pour tout £ > 0 et tout complexe

simplicial K sur {1,...,n}, on a

Licosk = Zicn % ()"

Exemple 15: Si K est homéomorphe a la frontiere du n-simplexe, alors Zx 41 est
la sphere 5?1 (cf. [BP]). Si K n’a que des sommets fantomes, alors Z g, = (S')".

Dans [BP], lemma 6.13, il est montré que si K est une sphere simpliciale, alors
Z K n est une variété topologique compacte . De plus, dans [Bos], pour démontrer

le théoreme III.1 (p.1268 dans [Bos]), Bosio introduit 'ensemble M{ défini par
M ={zeD"/ J.cA}

ouJ,={ke{l,...,n}/ |z] =1} Cet ensemble s’identifie au quotient de 8 par
la restriction de I’action holomorphe étudiable a R} x C™ et par conséquent, N

est le quotient de ]\/4\{ par l’action diagonale de S' définie par :

e 2 =(e’,...,e%,) VIeR, z:(zl,...,zn)ei\/i{CC”

Proposition IV.2: On a ]\/4\{ =Zpn

Démonstration: En effet, on peut écrire :

1. La caractérisation des complexes K tels que pa x peut étre muni d’une structure de variété
différentiable est un probléme ouvert (cf. [BP])
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M = {zeD"/J, e A}
= J{zeD"/rCJ.}

TEA

= U{zeD"WVj¢o |y =1}

oeP

= 2oy, O

Lorsqu’'un bon systéme a des éléments indispensables (ce qui signifie que le com-
plexe associé a des sommets fantomes), 'action diagonale sur M peut étre "concen-
trée" sur une coordonnée indispensable. Utilisant le théoreme de stabilité, on en
conclut que la variété LVMB associée est un complexe moment-angle. Plus préci-
sément, on a le résultat suivant :

Proposition IV.3: Soit (€,1) un bon systeme de type (2m + 1,n,k) et N la
variété complexe associée a ce bon systeéme. Si k£ > 0, alors N est homéomorphe a
un complexe moment-angle.

Démonstration: Pour la clarté de la preuve, on suppose que n est un élément
indispensable. Soit P la sphere associé a € et § 'ouvert de C" dont le quotient
par 'action holomorphe étudiable est N. D’apres la proposition IV.2, le quotient

M| = §/(R% x C™) peut étre identifié & Zp,,.
Soit ¢ 'application définie par

¢ : Z’ﬂ’,n — (Cnil

Puisque n est indispensable, on a |z,| = 1 pour tout z € Zp, donc ¢ est bien
définie. De plus, ¢ est continue et un calcul simple montre que ¢ est invariante
pour l'action diagonale et ¢(Zgp,) = Zp,—1. Nous affirmons que si ¢(z) = ¢(w),
alors z et w appartiennent a la méme orbite pour l'action diagonale. En effet, si

¢(z) = p(w), on a
(2”2’;1) — (ij,thznl)

On a |z,| = |w,| = 1, donc 2= = ' et il en découle que z = e w.
n

Par conséquent, ¢ induit une application ¢ : N — Zp, ; qui est continue et
bijective. En fait, ¢’est un homéomorphisme puisque son application réciproque
¢! est I'application continue
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ou [(z,1)] représente la classe d’équivalence ('orbite) de (z,1) € Zp,, pour l'action
diagonale. [

Corollaire I'V.3.1: Soit P une spheére rationnellement étoilée. Alors Z(p ou ,‘Zp x St
peut étre muni d’une structure complexe de variété LVMB.

Démonstration: Puisque P est rationnellement étoilée, il existe un bon systéme
(€,1) de type (2m + 1,n, k) dont le complexe associé est P (cf. le théoreme I11.5).
De plus, notre construction de (&€,1) permet d’avoir k = 1 ou k = 2. Alors, comme
montré dans la proposition IV.3, N est homéomorphe a Zp,_;. On munit cet
ensemble de la structure de Varlete complexe induite par cet homeomorphlsme Si

k=1,onaZp,_ L~ Zpetsik =2, ona Zgp,_ L~ Zpx SL O

Remarque IV.2: Soit Ny le plus petit entier N tel que Zp x peut étre muni d'une
structure de variété complexe. Alors, pour tout ¢ € N, Z(p No+2q peut étre muni
d’une structure complexe et on a qu, No+2¢ = Zp.Ny X (S 1) 7, En effet, soit A la
matrice dont les colonnes sont les vecteurs du bon systeme (&,1) donné dans la dé-

monstration du corollaire IV.3.1. On pose € = { PU{Ny+1,Ny+2} / Pe &}

et on définit A1,..., \,4o comme les colonnes de la matrice
A 0 0
1= 1 1 0
11 —1 1
Alors il est facile de montrer que (g, (A1, ..., Ante)) est un bon systéme et que I'on

a Zp Nyr2 = Zp Ny X (S1).

2 Complexes moment-angle généralisés

Les complexes moment-angle généralisés ont été introduits par Porter dans [Po] et
leur topologie a été intensivement étudiée depuis (cf. [BP] et [BBCG] par exemple).

Soit n un entier naturel non nul et V un ensemble de cardinal n. On se donne un
espace topologique X et A un sous-espace de X. Pour tout ¢ C V', on pose

(X, A ={ze X" [Vk¢o meA} (=X xAl
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Ensuite, si K est un complexe simplicial sur V', le complere moment-angle géné-
ralisé associé a K ? sera ’ensemble

(X, A)y = UK(X, Ay

Exemple 16:
1. Si (X,4)=(D,S"), alors (D, SHE = 2k,

2. Si (X, A) = (C,C*), alors (C,C*)¥ est le complémentaire d'un arrangement
de sous-espaces de coordonnées (cf. [BP], Chapitre 8).

Plus précisément, on a :

Proposition IV.4: Soit € un ensemble fondamental sur V' de type (M,n), P et
S le complexe et I'ouvert de C" associés. Alors on a

(C,CH =8

Démonstration: On a

§ = {zeC'/I,e A}
= J{zeC/7CL}

TEA

= J{zeC"/Vjidoz#0}
oceP
= (C,c"? O
Exemple 17: Soit (eq, ..., e,) la base canonique de R", K un complexe simplicial
sur V = {1,...,n}. On définit un éventail X de R” de la maniere suivante : ses

cones sont exactement les enveloppes positives des parties {e;/ j € J} avec J € K.
On a alors

(R, {0})y = [Zk]

En effet, pour toute partie J de V, on a (Ry,{0})’ = pos(ej,j € J).

Proposition IV.5: Soit K; et Ky deux complexes simpliciaux sur des ensembles
disjoints V] et V5 et (X, A) une paire d’espaces topologiques. Alors on a

(X, A)ple ~ (X, Ay x (X, A)p?

2. [Pa] et [BBCG] parlent de K-puissance de (X, A)
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ou ~ est la relation "est homéomorphe a". De plus, cet homéomorphisme est une
permutation des coordonnées de C™.

Démonstration: Pour alléger la démonstration, on suppose que V; = {1,...,n;}
et Vo ={n1+1,...,n1 +ng}. Si z € C"*"™ on note z_ = (21,...,2y,) €t 24 =
(Znyals - s Znydng)- Soit 2 = (2_,2,) € XV1U2_ Alors

e (XA & FJeK x Ky Vig¢J z €A

3 Jl € Kl, J2 € KQ, (Vj ¢ Jl, Zj S A) et (Vj §é JQ, Zj € A)
z_ € (X, A et 2y € (X, A)p?

z € (X, A x (X, A)? O

T 0

Proposition IV.6: Soit W un ensemble fini contenant V' et K un complexe sim-
plicial sur V. Soit (X, A) une paire d’espaces topologiques. Alors (X, A)K, est
homéomorphe a (X, A)E x ACrdWAV) De plus, 'homéomorphisme est une per-
mutation des coordonnées de C™, avec m = Card(W).

Démonstration: Quitte a réindexer V' et W, on peut supposer que I'on a V' =
{1,...,n} et que W ={1,...,m}, avec m = Card(W) > n = Card(V). En effet,
cette réindexation correspond a une permutation des coordonnées de C™ qui est
évidemment un homéomorphisme. Ainsi, m est un sommet fantome de K. Par
conséquent, pour toute face o de K, m ¢ o. Dong, si z € (X, A),, on a z,, € A.

Donc (X, A)fj, = (X, A x A, avec W = W\{m}. En procédant par récurrence
sur le nombre d’éléments de W\V, on a le résultat désiré. [

Exemple 18:

1. Si (X,A) = (D, S"), alors on retrouve le théoréme de stabilité par produit
de tores.

2. Si € est un ensemble fondamental avec £k ¢léments indispensables, alors on
peut factoriser I'ouvert § en § ~ 8§ x (C*)*, avec § un ouvert associé a un
bon systeme € congruent a € et sans élément indispensable.

Proposition IV.7 ([BP], Theorem 8.9): (D, S1)& est un retract par déformation
de (C,C*)E.

Corollaire IV.7.1: ]\/4\{ est un retract par déformation de 8. Par conséquent, ils
ont la méme homologie.

On peut résumer la situation grace au diagramme suivant :
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N
M/

X

3 (Co)Homologie des complexes moment-angle

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur 'homologie et la coho-
mologie singulieres des complexes moment-angles. La plupart des résultats pro-
viennent de [BP] et de [Bas]. Dans la suite, R désigne 'anneau des entiers Z ou le
corps des réels R. Pour commencer, rappelons la définition suivante :

Définition: Soit K un complexe simplicial sur un ensemble fini V' et 7 une partie
de V' (pas nécessairement un simplexe). Le sous-compleze mazimal engendré par
K et 7 est le complexe simplicial

K,={oceK/oCrT}

On peut alors calculer 'homologie® de Zx en fonction de la combinatoire de K :

Proposition IV.8 ([Pa], proposition 5.4): Pour tout ¢ > 0, on a :

et

HZ(ZK) = @ E*W*l(KT)
T¢K

Remarque IV.3: La formule ci-dessus permet de calculer Ez(ZK) pour de petites
valeurs de ¢

1. i=1:H(Zg) =0

3. avec coefficients dans R
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2. i=2: Hy(Zg) =0

3.4 =3: Hs(Zg) = 0 si et seulement si pour toute paire {7, j} de sommets de
K, {i,j} est une aréte de K. Plus précisément, si on note fy le nombre de
sommets et f; le nombre d’arétes de K, on a dim(H3(2k)) = (J?O) - f1.

Ceci découle de la formule précédente par un calcul direct. On peut aussi consulter
[BP], Lemma 7.14, pour un résultat plus précis.

Plus généralement, on a :

Définition: Un complexe simplicial K sur V est dit k-complet (k-neighborly en
anglais) si toute partie de V' ayant (k + 1) éléments est une face de K.

Proposition IV.9 ([BP], Theorem 6.18): Pour tout complexe simplicial K, Z
est simplement connexe.

Proposition IV.10: K est (k—1)-complet si et seulement si H,(Zx) = 0Vp < 2k.

Démonstration: Dire que K est (kK — 1)-complet signifie que toute partie 7 de
{1,...,n} ayant au plus k éléments est une face de K. Donc, si 7 n’est pas élément
de K, alors |7]| > k. Or, d’apres la proposition IV.8, on a

= @ Hy (K

T¢K

Soit 7 une partie de V' qui n’est pas une face de K. Alors, puisque K n’a pas de
sommet fantome, K n’est pas réduit a {(}. Par conséquent, H, —ir-1(K7) # {0}
implique que p — |7] —1 > 0, donc pour p < k+ 1, on a H,(Zx) = {0}.

Ensuite, si 7 n’est pas élément de K , alors K, contient {J c 7/|J| <k}, donc les
nombres de Betti by, by, ..., bi_o pour ﬁ*(KT) sont nuls. Par conséquent, on doit
avoir p — || — 1 > k — 1 pour que ﬁp_\7|_1(Kr) soit non nul, soit |7| < k, ce qui
est impossible pour 7 ¢ K.

De plus, si K est (k— 1)-complet mais pas k-complet, il existe une face manquante
7 telle que |7] = k + 1. Alors K, est une sphere de dimension |7| —2 =k — 1

(a savoir la frontiere du simplexe construit sur les sommets de 7) et ﬁng(ZK)
contient Hy 1(K,) = R. O

Corollaire IV.10.1: K est (k— 1)-complet si et seulement si Z est 2k-connexe.

Ensuite, on peut utiliser la formule de Kiinneth (cf. [Hat] par exemple) dans le
but de calculer I'homologie de 2, dans le cas ot il y a des sommets fantomes :



IV.3 (Co)Homologie des complexes moment-angle

on suppose que 'ensemble des sommets de K est {1,...,v}. Alors, Zk i1 =
Zr x S (cf. la proposition IV.1). Puisque ’homologie de S* n’a pas de torsion,

q ~
alors Hy(Z »41) est isomorphe & la somme directe @ H;(Zx) ® Hy—i(S"). Prenant
=0
en compte 'homologie du cercle, on obtient que :

Ho(Zps1) = Ho(Zi) = R

et
H;j(Zgwi1) = ZK @ —1( ZK ), 3>0.

Pour calculer I’homologie de Z g 4k, avec k > 1, il suffit de répéter 'opération. En
particulier, on a :

Proposition IV.11: Avec les mémes notations, Hy(Z 1) ~ RF.

Un corollaire immédiat et important pour la suite est le résultat suivant :

Corollaire I'V.11.1: Si deux complexes moment-angle sont homéomorphes, alors
ils ont le méme nombre de sommets fantomes.

Dans le cas ou Zf est une variété (si K est une sphere simpliciale par exemple),
on peut aussi calculer sa cohomologie grace a la formule suivante (conséquence
directe de la dualité de Poincaré) :

Proposition IV.12: Pour tout i € {0,...,n+d— 1}, on a
= @ ﬁn«#dfifh'\fl(K’r)
T¢K

ainsi que
Hn+d(ZK> ~ R

Finalement, dans [Bas|, Theorem 1, le produit en cohomologie est décrit comme
ceci :

Proposition IV.13: Soit K un complexe simplicial sur ’ensemble fini V. Alors
on a un isomorphisme

H%(20) = @ H UK

[y|=iyCV
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De plus, si « € H(K.,),3 € H/(K,,), on a

_ 0, Ny #0
a-b = {i*A*(CM@ﬁ% Ny =0

ol 6*(K7) désigne le complexe différentiel des cochaines pour la cohomologie ré-

duite de K, et X : C*(K,,) @ C*(K,,) — C**'(K,, * K,,) est un isomorphisme et
it Ky uy — K * K, est I'inclusion.

Remarque TV.4: On a bien stir H/%(Z) < H*7(Zx). On a aussi H?(K,
HWHPH1(Z) pour tout p et tout 7.

) —



Chapitre V

Une variéte LVMDB qui n'est
homéomorphe a aucune variété LVM 7

Dans ce chapitre, nous allons tenter de montrer que la topologie de la variété
LVMB obtenue a partir de la sphere de Briickner est différente de la topologie des
variétés LVM.

On sait que toute variété LVMB admet une action naturelle d'un tore dont le
quotient est une sphere simpliciale rationnellement étoilée (cf. chapitre III). Inver-
sement, toute telle sphere peut étre obtenue comme complexe associé a une variété
LVMB. De plus, dans le cas des variétés LVM, ce quotient est un polytope simple
dont les propriétés combinatoires caractérisent la topologie de la variété LVM (cf.
[BM]). L’idée est d’utiliser le fait précédent : partir d’une sphere simpliciale ration-
nellement étoilée et non polytopale et expliciter la variété LVMB ayant cette sphere
pour complexe associé. Dans un premier temps, nous allons calculer explicitement
le bon systeme qui donne naissance a la variété associée a la sphere de Briickner.
Ensuite, nous allons comparer la topologie de la variété LVMB associée a celle de
toutes les variétés LVM de méme dimension. En particulier, nous calculerons les
groupes d’homologie et de cohomologie de ces variétés. Nous décrirons aussi les
produits de cohomologie de certaines de ces variétés. Cependant, cette étude ne
permet pas de démontrer que la variété LVMB associée a la sphere de Briickner
a une topologie différente de la topologie des variétés LVM. En effet, étudier ces
produits en cohomologie revient dans le cas présent a étudier des formes bilinéaires
symétriques entieres non dégénérées et la classification effectuée par Serre (cf. [Se]),
puis par Husemoller et Milnor (cf. [MH]), montre qu'’il existe peu de telles formes
en basse dimension. Dans notre cas, les formes bilinéaires symétriques entieres non
dégénérées obtenues sont toutes équivalentes.
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Chapitre V. Une variété LVMB qui n’est homéomorphe a aucune variété LVM ?

1 Calcul d’un bon systéme associé a la sphere de
Briickner

D’apres les calculs du chapitre II, les sommets d’une réalisation rationnellement
étoilée de la sphere de Briickner sont donnés par les vecteurs de la matrice

815 715 715 715 =915 65 715 15

97 197 197 —453 —788 197 197 =703

—-359 —-509 141 141 86 141 141 =759

—=575 —175 —175 175 700 —175 —825 625

A:

Rappelons aussi que la sphere de Briickner est le complexe simplicial dont les
facettes sont :

(1,2,3,4), (1,4,7,8), (1,5,7,8), (4,5,7,8), (1,5,6,8), (1,2,4,8), (2,4,5,8
(3,5,6,8), (1,2,6,8), (3,4,6,7), (3,4,5,6), (4,5,6,7), (2,3,5,8), (2,3,6,8
(1727677)’ (1737477)7 (1757677)7 (2737475)7 (2737677>7 (1727377)

{0,1,3,6,7,9,10,11,12},{0,1,2,4,7,9,10,11,12},{0, 3,4,5,7,9,10, 11, 12}
{0,1,2,5,8,9,10,11,12},{0,1,2,7,8,9,10, 11,12},{0, 1,2,3,8,9,10, 11, 12}
{0,1,4,6,7,9,10,11,12},{0,1,4,5,7,9,10,11,12},{0, 3,4, 5,8,9,10, 11, 12}
& =1¢ {0,2,5,6,8,9,10,11,12},{0,2,3,4,8,9,10,11,12},{0,1,6,7,8,9,10, 11,12}
{0,1,4,5,8,9,10,11,12},{0,4,5,6,8,9,10,11,12},{0,5,6,7,8,9,10,11,12}
{0,2,3,5,6,9,10,11,12},{0,2,3,4,6,9,10,11,12},{0, 1,2, 3,6,9,10, 11, 12}
{0,2,3,4,7,9,10, 11,12}, {0, 3,5,6,7,9,10, 11, 12}
et
0O1000O0O0OO0OO0 815 97 =359 =575
001 00O0O0O0O0 715 197 =509 —175
0O 0010O0O0O0O0 715 197 141 —175
A—000010000715_453141_175
000 0O0O1O0O0O0 —915 —788 86 700
0O 000O0OO0OT1TTQO0TQO0 65 197 141  —175
000 0OO0O0OO0OT1O0 715 197 141 —825
0O 000O0OO0OO0OO0OT1 15 =703 =759 625
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et alors on a :

Théoréme V.1: (Ep, A) est un bon systeme de type (9,13,5) dont le complexe
associé est la sphere de Briickner.

Soit (&€,1) un bon systeme de type (2m+1,n, k) et P le complexe simplicial associé.
On sait que P est une (n — 2m — 2)-sphére simpliciale rationnellement étoilée a
(n—k) sommets et que les complexes moment-angle associés Zp et 2, sont respec-
tivement de dimension (2n—2m—k—1) et (2n—2m—1) (cf. la remarque IV.1). Pour
le bon systeme précédent associé a la sphere de Briickner M, on a dim/(Zyg13) = 17.
Nous allons comparer Zyg17 & tous les complexes moment-angle de dimension 17
associés a des spheres simpliciales. Pour commencer, nous allons déterminer la liste
de ces spheres admissibles. Ensuite, nous comparerons les topologies des complexes
moment-angle obtenus, notamment au niveau de ’homologie.

Pour la sphere de Briickner, I’homologie de ZM’lg n’a pas de torsion et ses nombres
de Betti sont :

bo b1 by b3 by bs bs by bg by big bir bio
Bruckner 1 0 0 0 0 16 30 16 0 0 0 o0 1

2 Liste des spheres simpliciales admissibles

Soit K un complexe simplicial de dimension d & v sommets. On cherche d, v, k tels
que Z g 4k S0it homéomorphe a Zy13. Tout d’abord, 2k .44 doit étre de dimension

17, ie. v+ k +d+ 1 = 17. De plus, d’apres la proposition IV.11, on doit avoir
k =5 soit v + d = 11. Par conséquent, les couples (d, v) possibles sont :

(d,v) € {(1,10),(2,9), (3,8), (4,7), (5,6)}

Le cas (5,6) correspond au simplexe plein. Ce complexe n’est pas une sphere,
donc ce cas est a éliminer. Le cas (1,10) correspond au bord du décagone, qui
est donc un cas polytopal. Les cas (2,9) et (4,7) sont aussi polytopaux, d’apres
[G] et [Man]. Ce sont respectivement les frontieres des polyedres (polytope de
dimension 3) simpliciaux & 9 sommets et les 4-sphéres & 7 sommets. Enfin, le cas
(3,8) correspond aux 39 spheres de dimension 3 a 8 sommets, i.e. les les frontiéres
des 37 polytopes de R* & 8 sommets ainsi que les sphéres de Briickner et Barnette

(c£.[GS)).
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3 Cas du décagone

Si D désigne le décagone, alors la formule de la proposition IV.8 donne les nombres
de Betti suivants pour ’homologie de Zp (pas de torsion) :

bO bl b2 b3 b4 b5 b6 b? b8 b9 blO bll b12
D 1 0 0 35 160 350 448 350 160 35 0 0 1

Cela ne correspond donc pas a I’homologie réduite de ZM, qui n’est par conséquent
pas homéomorphe a Zp.

4 Cas des polyedres simpliciaux a 9 sommets

D’apres [G], §10.3 (voir aussi [BP], exemple 1.26), si K est un polyedre simplicial
a v sommets, alors son f-vecteur est

f = (ffl, fo, fl,fg) = (1,7), 3v — 6, 2v — 4)

Par conséquent, pour v =9, on a f = (1,9,21,14). Or, d’apres la remarque IV.3,

le troisieme nombre de Betti de Zx est <f20) —fi= W = 30, ce qui ne coincide

pas avec le troisieme nombre de Betti de ZM

5 Cas des 4-sphéres a 7 sommets

D’apreés un théoreme de Mani, une g-sphere avec au plus ¢ + 4 sommets est po-
lytopale ([Man)). Il s’agit donc d’énumérer les 5-polytopes dans R® a 7 sommets.
Utilisant [G], chapitre 6, il y a exactement deux 5-polytopes simpliciaux a 7 som-
mets (seuls les facettes sont données) :

_— { (12346), (12356), (12456), (13456), (23456) }
DT (12347), (12357), (12457), (13457), (23457)

et

(12356), (12456), (13456), (23456)
Ty, =4 (12357), (12457), (13457), (23457)
(12367), (12467), (13467), (23467)

L’homologie des complexes moment-angle associées ,’ZTj, 7 =1,2, est alors :
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by by
71T 1 0
72 1 0

0
1

S
o

by b1

biy

01 0 0
0 0 0 O

L’homologie des deux complexes est distincte de celle du complexe ZM, et par

conséquent, ces variétés ne sont pas homéomorphes.

6 Cas des 3-sphéres a 8§ sommets

6.1 Calculs d’homologie

En utilisant la formule de la proposition IV.8, on peut calculer I’homologie de Z K,
pour tous les 3-spheres simpliciales K a 8 sommets. On constate que ’homologie
n’a pas de torsion (pour I'’homologie a coefficients entiers). Les nombres de Betti

pour les complexes Z associés a la sphere de Barnette, celle de Briickner, et aux

4-polytopes a 8 sommets sont donnés dans la table suivante :

Barnette
Bruckner

Py, Py, Py

P3PS, P

Py
P88>P987P180’PIZ47P185

8 8 & 8
P187P197P207P21
8

s s 2
P237P247P25

8 8 8 8
P307P317P327P383
P34

8 8 8
P35ap367P37

S
o

— = = = e e e e e e e e e e e e

S
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COO0OO0OOR R, INNWU WA U D

S
©

O RPN WN WWER & OEWHE oLotoy O+

S
[y
o

S OO DD DO DD OO oD OO o000 oo

[
[y

[

O DO OO OO OO OO OO OO0 oo oo

=
=
N

— = = = = e R e e e e e e e e e

On constate alors que le complexe moment-angle associé a la sphere de Briickner a
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la méme homologie que les complexes moment-angle associés a trois des 3-spheres
polytopales (Ps;, Ps, et P§; selon [GS]).

6.2 Produits en cohomologie

Dans cette sous-section, nous allons comparer les produits en cohomologie de 2y

et ceux de Zp, on P € { P, P, PP }. Pour simplifier les notations de cette
sous-section, K désignera I'un de ces quatre complexes. En utilisant la formule
de la proposition IV.12 (ou la proposition IV.13), on note que les groupes de
cohomologie ont pour nombres de Betti :

bO bl b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 b9 blO bll b12
K 1 0 0 0 0 16 30 16 0 0 0 0 1

Par conséquent, les seuls produits potentiellement non nuls sont ceux de

De plus, H%(Zx) est engendré par [0] € HO(Ky) et H'2(Zx) by [0K] € H3(K).
Donc, puisque

K’YUQZKW*sz’Y vf}/,

la proposition IV.13 implique que les produits

HO(ZK)XHj(ZK) — HJ(ZK)
et
Hi(Zg) x H(Zk) — H(Zk), j€{0,5,6,7,12}

sont définis respectivement par [()] — [c] = [d] et [c] — [0] = [c], pour tout
[c] € HY(Zk).

Ensuite, H7(Z) est engendré par les générateurs de H'(K,), ot || = 5. Il y a
exactement seize 7 telles que |7| = 5 et H'(K,) n'est pas trivial (dans ce cas, on
a H'(K.)~ R).

De méme, H5(Zx) est engendré par les générateurs de H'(K,), ot || = 3. Il y a



V.6 Cas des 3-spheéres a 8 sommets

exactement seize 7 telles que |7] = 3 et ﬁl(KT) n'est pas trivial (dans ce cas, on
a H'(K;) ~ R ). Par conséquent, si [c] est un générateur de H'(K,) C H'(Zk),
|7| =5 et [¢] est un générateur de H'(K>) C H5(Zg), |7| = 3, alors le produit est

non nul si et seulement si 7 est le complémentaire de 7 dans {1,--- ,8}. Dans ce
cas, le produit est [0K]. On peut aussi remarquer que si 7 est tel que |7| = 3 et

H(K.) west pas trivial, alors |7¢| = 5 et H'(K <) n'est pas trivial. Finalement, il
existe exactement seize produits non nuls dans H?(Zx) X H'(Zx).

Il ne reste plus qu'a étudier les produits de H%(Zx) x H(Zx) — H'(Zx). Les
générateurs de H%(Zy) sont les générateurs de H' (K, ) avec |7| = 4. La encore, si
] est un générateur de H'(K,) C H%(Zx), avec |7| = 4, et [d] est un générateur
de HY(K>) ¢ H%(Zg), avec |7| = 4, alors le produit est éventuellement non nul
seulement si 7 est le complémentaire de 7 dans {1,--- ,8}.

Soit 7 un élément de I, = { T /|T| — 4, H|(K,) # {0} } On peut remarquer

qualors on a 7¢ € I;. Plus précisément, H'(K,.) est isomorphe & H'(K,).

On note J,, la matrice symbolique d’ordre n_qui n’a que des * pour éléments, *
représentant un élément quelconque de H'?(Zx) (éventuellement nul) et

o J,
w=(5 )
Alors :

— Pour K =M, on a |I4] =30 et pour 7 € I, on a Hl(K ) >~ R. Par conséquent,

la table de multiplication de H 6(Z,M) peut étre mise sous la forme d’une matrice
diagonale par blocs ayant 15 matrices de type M; comme éléments diagonaux.
~ Pour K = P%, on a |I4] = 24. De plus, il existe exactement deux éléments

70 € Iy tel que Hi(K,,) ~ R? et ﬁl(KTg) ~ R3, et pour tous les autres éléments
7€ Iy, on a H(K;) ~ R. Par conséquent, la table de multiplication de H6(Zxq)
peut étre mise sous la forme d’une matrice diagonale par blocs ayant 1 matrice

de type M3 et 12 matrices de type M; comme éléments diagonaux.
— Powr K = Pj ou K = Pg, on a |I,| = 26. Pour exactement quatre éléments

T1,To, T3, T4 € Iy, o0 a Hl(Kj) R? et Hl(K ) ~ R% j =1,2,3,4, et pour
tous les autres éléments 7 € I, on a H 1(KT) ~ R. Par conséquent, la table de

multiplication de H 6(23\,[) peut étre mise sous la forme d’une matrice diagonale
par blocs ayant 2 matrices de type M et 11 matrices de type M; comme éléments
diagonaux.

Cependant, on peut montrer que ces trois produits sont équivalents. Supposons

d’abord que R = Z. Dans ce cas, les produits H(Zx) x HS(Zx) — H'(Zx) cor-
respondent a des formes bilinéaires entieres. De plus, comme Z est de dimension
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multiple de 4, la formule du théoreme 3.14 de [Hat] montre que ce sont des formes

bilinéaires symétriques. Enfin, puisque Zx est une variété topologique, la dualité
de Poincaré implique que ces formes sont non dégénérées. La classification de telles
formes, dans le cas ou elles ne sont pas définies, est bien connue (cf. [MH] ou [Se]
par exemple)

D’apres ce qui précede, la matrice symétrique décrivant ces formes n’a que des
zéros sur la diagonale donc ces formes sont de type IT (cf. [Se|, définition 3.4). Le
corollaire 1 de [Se| implique que I'indice de ces formes est congru & 0 modulo 8 et
donc que, si ces formes sont définies, alors leur rang est lui aussi congru a 0 modulo
8. Or le rang de ces formes est 30, donc elles ne sont pas définies. Remarquons
aussi que ce méme corollaire 1 implique que le discriminant de ces formes est (—1).

Rappelons le théoreme suivant :

Théoréme V.2 ([Se], Théoreme 5): Soit (E, 5) une forme bilinéaire symétrique
entiere, non dégénérée, indéfinie, de type 11, et d’indice positif. Alors il existe des
entiers p et ¢ tels que est (E, 3) est isomorphe a la somme directe de p copies du
plan hyperbolique U et de ¢ copies de la forme V5.

De plus, si r est le rang de (F, 3) et t son indice, alors on a ¢ = é et p= =t

2

On rappelle aussi que le plan hyperbolique est le plan Z? muni de la forme repré-
sentée par la matrice

01

10

et Vg est le plan Z® muni de la forme représentée par la matrice! (les valeurs non
indiquées sont nulles)

1
1 2 1 —1
1 21
1 2 1
-1 1 1
1 21
1 21
1 2

Pour finir, nous allons montrer a l'aide du théoreme précédent que les formes

1. On peut montrer que cette forme n’est pas la somme directe de plans hyberboliques (cf.
[MH])
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définissant les produits de H%(Zx) x H(Zx) — H'?(Zf) sont équivalentes. En
effet, les matrices de type M; sont équivalentes a U et donc la forme associée a
K = M est équivalente & 15 sommes directes du plan hyperbolique. Pour K = P,
la forme est équivalente a la somme de 12 copies du plan hyperboliques et a la forme
définie par la matrice M3. Comme l'indice du plan hyperbolique est nul, I'indice
de notre forme est égale a 'indice de M3. Or cet indice doit étre divisible par 8 et
est compris entre —6 et 6 (le rang de M3), donc il est nul. Par conséquent, la forme

associée a Z ps, est aussi équivalente a la somme directe de 15 plans hyperboliques.

Pour K = P§; ou K = P, la forme associée est équivalente & la somme directe
de 11 plans hyperboliques et des 2 formes représentées par les deux matrices de
type M. Les formes associées aux matrices de type My sont de type I, de rang
4, d’indice nul et indéfinies, donc elles sont équivalentes a la somme directe de
2 plans hyperboliques. Par conséquent, la forme associée & Zx, ot K = P& ou
K = P%, est aussi équivalente & la somme directe de 15 plans hyperboliques. Si
R = R, les formes bilinéaires symétriques précédentes ont méme signature donc
sont équivalentes.

Finalement, la comparaison des produits de cohomologie ne permet pas de dis-
tinguer la topologie du complexe moment-angle associé a la sphere de Briickner
de celles des complexes associés aux polytopes P, P, et P5. Cela montre que,
méme dans les cas les plus simples, il n’est pas aisé de comparer les topologies des
complexes moment-angle.

Remarque V.1: Les mémes calculs peuvent étre effectués avec la sphere de Bar-
nette. Ils sont présentés dans 'annexe B.
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Chapitre VI

Exemples

Dans ce chapitre, nous détaillons certains exemples de variétés LVMB. La plupart
sont déja connus, mais présentés ici avec une nouvelle démonstration ou en utilisant
les outils introduits dans les précédents chapitres.

1 L’espace projectif complexe

Soit P le bord du simplexe A? de dimension d. Ainsi, P est I’ensemble des parties
propres de {1,...,d + 1} et P a (d + 1) sommets et est de dimension (d — 1). P
est polytopal et un bon systéme associé est (€,A) avec € = {{1},...,{d + 1}}
et A =(0,...,0) C (C%L Par conséquent, on a § = CH1\{0}, Zp = ST et
N=X=P~.

Les générateurs de I'éventail ¥(8) associé a 8 sont (ey,...,eq41), base canonique
de R4, ceux de I'éventail ¥(X) de X sont ey, ...,eq4, base canonique de R? et
eo=—(e1+ - +eq).

Proposition VI.1: Soit (£, A) un bon systeme de type (2m + 1,n, k) et de com-
plexe associé P. Alors k < 2m + 1 et on a égalité si et seulement si P = {0}.

De plus, si P # {0}, alors £ < 2m et on a égalité si et seulement si P est le bord
d’un simplexe.

Démonstration: On a clairement k£ < 2m + 1 puisque un élément indispensable
est dans 'intersection de toutes les parties fondamentales, qui ont (2m + 1) élé-
ments. Si k = 2m + 1, alors P a (n — 2m — 1) sommets et est de dimension
(n — 2m — 2). Donc un simplexe maximal a (n — 2m — 1) éléments. Si P #£ {0},
alors P est un simplexe plein. Or (€, A) est un bon systeme, donc P est une sphere
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simpliciale (cf. le théoreme II1.3), d’ou la contradiction.

De plus, si P est le bord du simplexe de dimension d + 1, d > 0, alors on a
n=d+2+ketm= "‘3_2 = g Et donc k£ = 2m. Inversement, si k = 2m et d
désigne la dimension de P, alors P a v = d + 2 sommets, donc chaque facette de P
est de la forme 7 = V\{j}, ot V est 'ensemble des sommets de P et j € V. Par
le PEUR, pour tout j € V, 3 est une facette de P. Donc P est bien le bord du
simplexe de sommets V. [

2 Le tore

Commencons par la remarque élémentaire suivante :

Remarque VI.1: Soit € un ensemble fondamental sur {1,..., M} de type (M, M),
M eN. Alors € ={ (1,...,M) }, a M éléments indispensables et P = {0}.

Supposons de plus que M = 2m + 1 soit impair. Puisque P n’a que des sommets
fantémes, on a 8 = (C*)*™ et Zp = (S1)?>™*! (voir la proposition IV.6). On en
déduit que N est le tore (S')*™ (cf. la proposition IV.3).

Remarque V1.2: Dans [Me], on montre de plus que toute structure complexe sur un
tore de dimension complexe quelconque peut étre obtenue comme variété LVMB.

Exemple 19: Soit V = {1,2,3} et 'ensemble fondamental & = { (123) } sur V.
On se donne de plus un nombre complexe non réel w et on pose l; = 0, I, = 1
et l3 = w. Alors (€,1) est un bon systeme et la variété LVMB associée est le tore
(S1)? munie de la structure complexe définie par le réseau Z & Zw (cf. [LAMV] ).

Ce qui précede montre de maniere tres simple le premier point du théoreme sui-
vant :

Théoréme VI.1 ([Bos|): Soit (£,1) un bon systeme sur {1,...,n} de type (2m+
1,n,k). Alors :

1. Sin=2m+ 1, alors N est un tore complexe.

2. Sin > 2m+ 1, alors N n’est pas symplectique (et donc non kdhlérien).

3 Joint d’ensembles fondamentaux et de bons
systémes

La encore, nous commencerons cette section par une remarque simple :
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Proposition VI.2: Si P; et P, sont des spheres simpliciales de dimension d; et
do respectivement, alors le joint Py x Py est une sphere simpliciale de dimension
dy +ds + 1.

Rappelons la définition du joint de deux complexes simpliciaux :

Définition: Soit K et K5 deux complexes simpliciaux sur des ensembles disjoints
Vi et Vs, Le joint de K et K5 est le complexe simplicial

Kl*KQZ{O'lL|O'2/O'1€K1, O'QEKQ}

Ainsi, étant donnés deux bons systemes (€1, A1) et (€2, As), de complexes associés
P1 et P, il est possible de construire un bon systeme (€, A), ayant pour complexe
associé Py * Py. Ce bon systeme sera appelé joint de (€1, A1) et de (€, As).

Remarque V1.3: En toute rigueur, il faudrait montrer que le joint de deux spheres
rationnellement étoilées est une sphere rationnellement étoilée. Cette propriété sera
en fait une conséquence de la discussion qui suit.

Définition: Soit V; et V5 deux ensembles finis disjoints. Soit €; et €5 deux en-
sembles fondamentaux sur Vi et V5 respectivement. Le joint de €; et € est I'en-
semble fondamental sur V; LI V5 défini par

81*822{E1|_|E2/E1€81, E2€82}

Dans la suite, on pose Vi = {—ny,...,—1} et V5 = {1,...,n2}. On se donne
€1 et &y deux ensembles fondamentaux sur V; et V5 respectivement. On note
€ = &1 x & leur joint. On note de plus &g = { EU{0} / E € €}. On suppose
que l'ensemble des éléments indispensables de €; est Iy = {—ky,..., —1} et celui
de &y est Iy = {1,...,ko}. Le type de &; est donc (M, nq,k;) et celui de E; est
(M27n27 kz)-

La proposition suivante montre que la définition précédente a du sens :

Proposition VI.3: € est un ensemble fondamental sur V' = V; UV, de type
(M + My, ny + ng, k1 + ko). Par conséquent, €y est un ensemble fondamental sur
Vo={PU{0}/ PCV }detype (My+ My+1,n1 +no+ 1,k + ko +1).

Démonstration: Un élément E de € s’écrit sous la forme E = E; U E,, avec
Ey €& et By € E. On a Card(E) = Card(Ey) + Card(E,) = M; + M,. Donc €
est un ensemble fondamental de type (M; + M, ny + ng) sur Vi U Vs, De plus, F;
contient I et F5 contient I5. Ceci est vrai pour tout élément £ = ;U E5 de € donc
les éléments de I; LI I, sont indispensables pour €. Si k est un élément de Vj\I,
alors il existe une partie fondamentale E; dans &; telle que k ¢ FE;. Soit E, une
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partie fondamentale quelconque de €5. Alors k n’est pas élément de F; L Fy € &,
donc k n’est pas indispensable. De méme, si k est élément de V5\ Iy, k n’est pas un
élément indispensable de €. Par conséquent, les éléments indispensables de & sont
les éléments de I U Iy et € est de type (M + Mo, ny + ng, ki + k2).

De méme, on montre que &y est un ensemble fondamental de type (M; + My +
I,ny+ng+ 1,k + ko + 1) sur V3 U{0} LI V5. Ses éléments indispensables sont les
éléments de I; U {0} U I. O

Onpose M =M, +My+1,n=n;+ny+1et k =~k +ky+ 1. On note A, Aj,
Aq et Aj les ensembles de parties acceptables associés respectivement a &€, €, €
et €5. On a alors

Proposition VI.4: On a

.A:{A1|_|A2/A1€A1, AQE.AQ}
et

Ag={AU{0} /A A}

Démonstration: Tout d’abord, si A = A; U Ay, avec A1 € Ay et Ay € A, il
existe By € & (resp. Fy € &) tel que By C Ay (resp. Ey C Ap). On a donc
E = FE, U FE, C A et d’apres la proposition VI.3, on a E € €. Par conséquent, A
est élément de A. Inversement, si A € A, alors il existe E € € tel que £ C A. On
pose Ay = ANViet Ay = ANV, ainsi que By = ENViet Es = ENV; On a
nécessairement F; C A; (et par conséquent, A; est acceptable pour &;). En effet,
s'il existe k € E1\ Ay, alors k n’est pas élément de V5 (car Vi et V4 sont disjoints).
A fortiori, £ ne peut pas étre élément de A,, et donc k n’est pas élément de A.
C’est absurde puisque Ey C E C A. De méme, on a Ey C A,. Enfin, puisque
les parties fondamentales de €; sont exactement les parties fondamentales de &
auxquelles on adjoint 0, on en déduit que Aq est bien de la forme annoncée. [

De méme, on note P, Py, Py et Py les complexes associés respectivement a &, &g,
€1 et €. On montre que

Proposition VI.5: On a

iPo:iP::])l*:Pg

Démonstration: La premiere égalité est claire puisque € s’obtient de € en ajou-
tant I’élément indispensable 0. Par conséquent, Py est obtenu de P en ajoutant le
sommet fantome 0 et donc Py = P. De plus, remarquons que, si le sous-ensemble
P de V=V, UV, se décompose en P = P, LI P, avec P, € V] et P, € V5, alors
VAP = (Vi\P) U (V1\P1). Ainsi, P est une face de P si et seulement si V\ P est
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acceptable pour €. Or d’apres la proposition V1.4 et la remarque précédente, V'\ P
est acceptable pour € si et seulement si V1\ Py et V5\ P, sont acceptables, respec-
tivement pour &; et €3. En conséquence, on obtient que P est une face de P si et
seulement si P, est une face de P; et P une face de P,. OJ

Enfin, on note 8, 8y, 8; et 8, les ouverts de C*~*, C*, C™ et C™ (respectivement)
associés respectivement a &, €y, €1 et E,. la proposition IV.5 implique que 'on a :

Corollaire VI.5.1: On a

8281X82 et SOZSlx(C*XSQ

ainsi que

ig:v = Z(po = Z(pl X Z(]DQ
et

1
Z’To,n = Z’Tl,m X 5" X Z’fpzmz

Démonstration: Ceci découle directement de la proposition IV.5, de la proposi-
tion IV.6, de I'exemple 16 et de la proposition IV.4. [J

Ces vérifications faites, on peut maintenant considérer deux bons systemes (€1, A;)
et (€2, Ag) de type (2mq + 1,4, k1) et (2mgy + 1, n9, ko) de complexes associés Py
et Py et construire un bon systeme dont le complexe associé est le joint P; x Ps.

Théoréme VI.2: Soit m = my +mq + 1 et A la famille de vecteurs de C™ dont
les éléments sont les colonnes de la matrice

Ay 0 0
—1—4 ... =1—9 1—2 ¢ ... 1

0 0 Ay

Alors (€p, A) est un bon systeme de type (2m + 1,n, k). Son complexe associé est
P =P Py et la variété LVMB obtenue s’identifie & Zgp, ,,, X Zp, n,

Démonstration: On pose A} = (a_p,,...,a_1) et Ao = (B1,...,Bn,), puis A =
(A ngs 5 A1, A0, ALy - o, Ay ). Tout d’abord, si P est une partie fondamentale de
& (resp. Q est une partie fondamentale de ), alors (o, p € P) (resp. (0,,¢ € Q))
engendre C™ (resp. C™2) comme espace affine réel. On en déduit que, pour tout
ensemble fondamental £ = P LU {0} UQ de & (avec P € & et Q € &), la
famille (A, k € F) engendre C™ en tant qu’espace affine réel. Donc (g, A) est un
ensemble étudiable.
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Montrons maintenant que c’est un bon systéme. D’apres le théoreme II1.1, il faut
et il suffit de montrer que (&€, A) vérifie le PER et la condition d’imbrication. Tout
d’abord, puisque (€1, A1) et (€2, Ay) sont de bons systémes, on en déduit que Py et
Py sont des spheres simpliciales. Par conséquent, la proposition VI.2 implique que
P et Py sont aussi des spheres simpliciales. On déduit alors de la proposition 1.7
que € est minimal pour le PEUR. De plus, soit P, () deux parties fondamentales
de €j. On décompose ces deux ensembles en

P=PU{0}UPR, Q=QU{0}UQ:

avec
P,Qi €&, P,Qyc&s.

Comme (€1, A;) est un bon systeme, on sait que Conv(a,,p € Py) et Conv(ay, q €
()1) sont d’intérieurs non disjoints. De méme, Conv(ay,,p € P») et Conv(ay, q €
()2) sont d’intérieurs non disjoints. Soit x; un élément de l'intersection des inté-
rieurs de Conv(ay,p € Pp) et de Conv(ag,q € Q1) et x5 un élément de I'inter-
section des intérieurs de Conv(ay,p € P) et de Conv(ay,q € Q2). On peut alors
écrire z; et x5 sous la forme

T= Y oy > t,=1, t,>0Vpe€ P,

pEP: pEP:
x1:quozq quzl, 5> 0Vq e
PEQ1 q€Q1

et

To= Y tyB, Y. t,=1, t,>0VpeE P,

pEP pEP>
To= > Seby D Sq=1, $¢>0Vq€Qy
q€Q2 q€Q2

On affirme alors que le point %(wl, 0,—1,x9) est dans I'intersection des intérieurs
des enveloppes convexes de (A, p € P) et de (A\,, ¢ € Q). En effet, pour t; = so = 1,
on a

ay 0 0 I

—1 1 0 0
D=t | [tt| | TX b [=]
peP pEPy pEP,

0 0 ,6p T2
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De méme, on a Z SqAq = (21,0, —1,25). Comme tous les nombres ¢,,p € P et
qeQ
54,q € @ sont strictement positifs et que Z t, = Z s, = 3, on en déduit que I'af-
pepP qeQ
firmation ci-dessus est vérifiée. Par conséquent, (€, A) vérifie la condition d’im-
brication et est donc un bon systeme.

Enfin, d’apres corollaire VI.5.1, on a Zg, ,, = 29, n, X St x Zp, ny- En utilisant la
proposition IV.3, on obtient que N est homéomorphe & Zgp, ,,, X Zp, p,. U

On en déduit alors le corollaire suivant :

Corollaire VI.5.2: Le joint de deux spheres rationnellement étoilées est encore
rationnellement étoilée.

Démonstration: Soit P; et Py deux spheres rationnellement étoilées. D’apres la
section 5 du chapitre I11, il existent des bons systemes (€1, A1) et (€2, Ay) ayant res-
pectivement P; et Py pour complexe associé. On construit (Eg, A) comme ci-dessus.
D’apres corollaire VI.5.1, son complexe associé est P x Py. Or le théoreme VI.2
implique que (£, A) est un bon systeme. Par conséquent, P; * Py est une sphere
rationnellement étoilée (cf corollaire I11.15.1). O

Exemple 20: Soit 0A? la frontiere du p-simplexe. L’ensemble fondamental (€, A,),

ou &, ={(1),....,(p+1)}et A, =(0,...,0) (p+1 vecteurs nuls), est un bon sys-
teme ayant JAP comme complexe associé. Son type est (1,p + 1,0). Le complexe
moment-angle associé est Z, = Zp, ,11 = ST et la variété torique est PP. Pour
tous entiers p, ¢, on pose

Epg=1{1{-0,0,j}/1<i<p+1,1<j<q+1}
et

Apg=(=1—4i,...,—1—i1—4,0,...,0)
—_——

)

p+1 q+1

D’apres le théoreme V1.2, (€,,, A,,) est un bon systéme donnant naissance a une
variété LVMB homéomorphe a Z, x Z, = S?*! x St On retrouve ainsi les
variétés de Calabi-Eckmann.

Exemple 21: On sait que la structure complexe d’un tore de dimension m peut
étre décrite par la donnée d'un réseau de C™ dont une base est de la forme
(e1,1 ..., €m, ), avec (e, ..., ey) la base canonique de C™. En utilisant le théo-
reme VI.2 et 'exemple 19, on peut donc montrer que n’importe quelle structure
complexe sur un tore de dimension quelconque peut étre vue comme structure de
variété LVMB (cf. aussi [Me] et la remarque VI.2).
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4 Bons systémes de type (3,n)

Dans [LAMV], les variétés LVM associées a des bons systémes de type (3,n) sont
classifiées a difféomorphisme pres. Soit (&€,1) un bon systéeme de type (3,n) para-
métrant une variété LVM. En particulier, quitte a effectuer une translation sur les
vecteurs l;,7 = 1,...,n, on peut supposer que 0 est dans I'enveloppe convexe de
ces vecteurs. De plus, on peut bouger certains vecteurs [; sans changer la struc-
ture C> tant que les conditions de Siegel et d’hyperbolicité faible sont vérifiées
(bien stir, comme le montre I'exemple du tore, la structure complexe est en gé-
néral modifiée). L’article [LdM] montre que [ peut étre mis sous forme standard,
c’est-a-dire que les [; sont les sommets d’un polygone régulier avec un nombre
impair p = 2] + 1 sommets, chaque sommet étant occupé par au moins un vecteur
[;. On numérote de maniere cyclique ces sommets et on note n; la multiplicité du
i sommet (i.e. le nombre de vecteurs de [ qui sont déplacés sur ce sommet). On
pose alors d; = nj +njy1 + -+ - +nj—q pour tout j € {1,...,p} (les indices sont
pris modulo ). On a alors le théoréme suivant :

Théoréme V1.3 ([LAMV],Theorem 1): On note P le complexe associé a €. Alors :
1. Sip=1, alors Zp, = 0.
2. Sip =3, alors Zp,, = 5?1 x §%n2=1 x §2ns—1

3. Si p > 3, alors Zp,, est la somme connexe des variétés S?%—1 x §2n—2d;=2
pour j € {1,...,p}.

Remarque V1.4: Si (€,1) est un bon systeme de type (3, n, k) associé a une variété
LVM, alors le complexe associé P a (n — k) sommets et est de dimension (n —4) et
onak € {0,1,2} (cf. la proposition VI.1). Le théoreme précédent permet donc de
classifier les complexes moment-angle Zx,, associés a des d-spheres ayant au plus
d + 4 sommets (d’apres [Man|, P est en fait polytopal).

Dans le cas des variétés LVMB, on a le résultat suivant, dii a Bosio :

Proposition VI.6 ([Bos], Théoreme 3.2): Soit (€,[) un bon systéeme de type
(3,n). Alors la variété associée N est une déformation analytique d’une variété
LVM.

5 Cas des polygones

Dans [Mcl], lauteur étudie les actions lisses du tore (S')" sur une variété lisse
simplement connexe de dimension (n + 2). Il y exhibe notamment une famille
(M, 42)n>4 de variétés lisses, simplement connexes, de dimension (n +2) et admet-
tant une action F : (S1)" x M, 1o — M, de (S*)™ sur M, vérifiant la propriété
suivante : il existe exactement n stabilisateurs 711, . .., T, isomorphes & S* et telles
que F(T; x M, ) est connexe. Il montre aussi (cf. Theorem 3.1 dans l'article cité
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précédemment) que pour chaque n, il n’existe qu’une seule variété lisse vérifiant
les propriétés ci-dessus.

Comme il a été remarqué dans [Me], si P est un polytope a v sommets, v > 4, alors

25 est exactement la variété M, 5. En utilisant [Mc2], Theorem 3.4, qui donne la
structure explicite des variétés M, o, on obtient :

Proposition VI.7 ([Me],[Mc2]): Soit v > 4 et P la frontiere du polygone a v
sommets. Alors la variété LVM associée a P est difféomorphe a

#](j_i_f)Sj“xS”_j

si v est pair et difféfomorphe a

(#](JJrf)Sj“xS“_j)xSl

si v est impair.

6 Un exemple complet

Dans cette section, nous reprenons I'exemple I'exemple 12 en détails. Nous expli-
citons notamment la fibration N — X et montrons qu’elle est obtenue a partir de
la, définition habituelle de P! comme espace des orbites de I’action de S! sur S*
définie par

vt € ST, (wy,wy) € 8 CC?, - (wy,wa) = (twy, tws)

Tout d’abord, rappelons que si K est constitué de deux points, alors Zy est ho-
méomorphe a la sphere de dimension 3. En effet, cette sphere peut étre représentée
dans C? comme l'ensemble des couples (z1, 22) tels que |z1]? + |22]? = 1. Alors la
sphere S3 peut étre décomposée en

¢ {(21722) c g3 / 12]? < ;}U{(zb@) cs? / 2] < ;}

Notons A le premier terme de 1'union ci-dessus et B le second. Alors AN B est le
produit cartésien du cercle %S ! par lui-méme. De plus, A est homéomorphe au

tore plein D x S! via ’homéomorphisme
A — DxSt
(Z17 ZQ) = <\/_Zl7 | |>
29
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Cet homéomorphisme vérifie (A N B) = S x S*. On peut définir de méme un
homéomorphisme de B sur S* x . Ces deux homéomorphismes coincident sur
AN B et donc on obtient un homéomorphisme de S® sur le recollement de I x S*
et de ST x D le long de S* x S'. Or, si K = {(), 1,2}, Zx est bien le recollement de
deux tores pleins le long d’un tore. Enfin, un calcul montre que ’homéomorphisme
inverse s’écrit

iK — 53
1|2 2|2
it (f B )

La construction précédente peut étre généralisée et on a le résultat suivant (cf.
[BP], chapitre 6) :

Proposition VI.8: Si K est le bord du simplexe de dimension d, alors Zx est
homéomorphe & S24+1,

Maintenant, considérons I'ensemble fondamental € = {(125), (145), (235), (345)}.
Il est de type (3,5,1) et a un élément indispensable : 5. Le complexe associé de
€ est P = {(12),(23),(34),(14)}. C’est donc un carré. Comme le carré P est le
joint des complexes K7 = {1,3,0} et Ky = {2,4,0}, la proposition IV.5 implique
que Z9p est homéomorphe au produit cartésien de Zg, et de Zg,. D’apres ce qui
précéde, Zp est donc homéomorphe a 53 x S3.

Considérons de plus les vecteurs [y = I3 = 1, I, = Iy = i et [5 = 0, comme
dans I'exemple 12. Comme P est un carré, £ est minimal pour le PEUR (voir la
proposition 1.7). La condition d’imbrication est aussi vérifiée, donc (€,1) est un
bon systéme. Alors le quotient N de § ~ (C?\{0}) x C* (voir I'exemple 7) par
I’action de C* x C définie par

V(a,T) €C*xC,z€C°, (a,T)-2z= (aelz, e 2z, e’ 23, ae™ 24, auzs)

peut étre muni d’une structure de variété LVMB. La variété N est aussi le quotient
de Zps = 5% % 5% x St par laction diagonale de S*. En utilisant la proposition IV.3,
on obtient que N est homéomorphe & Zpy = S x S*. Dans l'exemple 12, on a
montré que (&, 1) vérifie la condition (K) et que le quotient X de 8 par I'action de

(C*)* est P! x P'. Nous allons maintenant expliciter la surjection de N sur X.

Pour commencer, rappelons que X peut étre vu comme 'espace des orbites d’une
action d'un groupe de Lie K sur N. Plus précisément, soit ¢ 'application définie
par
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e  C
T

.
— (", e)

Alors K = (C*)?/Im(y). Comme expliqué dans la remarque suivant la proposi-
tion II1.7, K est isomorphe au tore (S')?. La proposition suivante explicite un
réseau de C qui décrit la structure complexe de K.

Proposition V1.9: K est isomorphe au tore C/A, ou A = 27Z @ 2inZ.

Démonstration: On considere 'application 'application f : C — K définie par

f(T) = [1,€T} , olt [s, ], désigne la classe d’équivalence de (s,t) € (C*)* dans
©

K. L’application f est un morphisme de groupes de Lie complexes. De plus, f

est surjective. En effet, si s = e°,t = e sont des nombres complexes non nuls,

alors [s, 1], = [se‘s,te_is} = [1,6T_i5} = f(T —iS). De plus, un calcul simple
o o

montre que f(T) = f(T) si et seulement si T et T different par un élément de
A. Par conséquent, f induit un isomorphisme f de C/A sur K, dont I'inverse est
défini par ?_1([3,15]@) = [T —iS]a, si s = e’ et t = el et [T], désigne la classe
d’équivalence de T' € C modulo A. [J

On note 6 : S x S' — C/A l'isomorphisme de groupes de Lie réels défini par
O(e™1, e2) = [ay +ia]a et on utilise cet isomorphisme pour munir S* x S d’une
structure de groupe de Lie complexe. Par conséquent, la composée © = f o est
un isomorphisme de groupes de Lie complexes entre S' x S' et K. On a

@ (eia17€ia2) — {17 ea1+ia2}

— {ezcu, ezag}

® ®

Ainsi, nous pouvons identifier N et S® x S3, ainsi que K et S* x S*. Via ces
identifications, nous pouvons définir une action de S' x S! sur % x S% dont le
quotient est X = P! x P!. Nous allons montrer qu’on retrouve ainsi la fibration de
Calabi-Eckmann d’un produit de spheres sur un produit d’espaces projectifs.

Proposition VI.10: Via les identifications précédentes, ’action de K sur N cor-
respond a la définition usuelle de P* x P! comme espace des orbites de S x S? par
l'action de S* x S*.

Démonstration: On note o la symétrie de C* définie par

O-<Zl7 29, 23, 24) == (Zlu R3, 22, 24)
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On a alors o (ng) = ZKl X ZKQ. De plus, si z € 8, on note [z], son orbite dans

N. On note enfin ¥ ’homéomorphisme entre N et Zop (cf. la proposition 1V.3).
Rappelons que W est défini par

\I’:N—>ig>

Rappelons aussi (cf. la proposition II1.5) que 'action de K sur N est définie par

[t, S]W 2] = [(s,1) - 2] = [521, L2, 23, t24, 25)

L’espace des orbites est X. La variété X est aussi I'espace des orbites de I'action
de St x S! sur Zp définie par

(€1, e"2) - (21, 20, 23, 24) =

W (O (e, ) - U(2))
— {

v

(e

74(1
( tat.e 2}@ : [217 29, 23, 24, 1]]\[)
([e' 12, €229, €' 23, €224, 1] )
zalzl ezag 2,2 ezalzg’ ezag Z4)

On en déduit que X est aussi 'espace des orbites de l'action de St x St osur
Zr, X Zk, définie par

(1o SR 1o D) o [1e %1 [1e %1 (16D (1)
(act) (e e )-(21,23,z2,z4)—(e 21,€" % 23, %29, € 24)

avec (21, 23, 29, z4) un élément de Zg, X Zg,. Il ne reste plus qu’a utiliser les ho-
méomorphismes ¢ entre Zp,, j = 1,2, et S3 pour obtenir X comme espace des
orbites d’une action de S! x St sur S? x S3. On peut remarquer que les parties A
et B sont invariantes pour l’action diagonale de S* sur S® et que v est équivariant
pour cette action. Par conséquent, cette derniere action est aussi décrite par la
formule (act) (cette fois, (21, 23, 22, 24) est un élément de S* x S3). On retrouve
bien la définition usuelle de P! comme espace des orbites d'une action de S* sur

S3.0



Annexe A

Etude des complexes des éléments
complétables et des non admissibles

Soit € un ensemble fondamental sur V' de type (M,n, k). On construit les trois
ensembles suivants :

A={PeV /JEcE, ECP}

B={PcV/P¢A}

et
C={PecV /JEe€E PCE}

Les éléments de A sont appelés parties acceptables (cf. chapitre I) et ceux de €
sont appelés parties complétables.

Proposition A.1: C est un complexe simplicial pur sur V' de dimension M — 1.
Ses facettes sont les parties fondamentales de €.

Démonstration: Si P est élément de C et () C P, alors il existe E € € tel que
P C E.Onadonc @ C E et donc (Q € C. L’ensemble C est bien un complexe sim-
plicial. Il est clair que les éléments maximaux de € pour 'inclusion sont les parties
fondamentales. Par conséquent, les facettes de C ont M éléments. Finalement, C
est pur de dimension M — 1. [J
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admissibles

Remarque A.1: Soit € un ensemble fondamental de type (M, n, k) et C le complexe
des parties complétables. Alors :

1. € a au moins k sommets. Plus précisément, les éléments indispensables sont
des sommets de € (ils sont contenus dans toute partie fondamentale).

2. Si € vérifie le PER, alors € a n sommets. En effet, si € vérifie le PER, alors,
d’apres la remarque 1.3, tout élément de {1,...,n} apparait dans au moins
une partie fondamentale, donc est un sommet de C.

Proposition A.2: B est un complexe simplicial sur V.

Démonstration: Si P est élément de B et ) C P, alors P ¢ A. Si Q) € A, alors il
existe F € € tel que E C (). On aurait alors £ C P, soit P € A, ce qui est absurde.
Alors @ ¢ A et donc @ € B. L’ensemble B est bien un complexe simplicial. O

Le complexe B est intimement relié au complexe associé P. En effet, ce complexe
B est le dual d’Alexander de P. Avant de démontrer ce fait, rappelons la définition
du dual d’Alexander e’'un complexe simplicial :

Définition: Soit K un complexe simplicial sur un ensemble fini V.. Le dual d’Alezan-
der de K est le complexe simplicial K sur V' défini par

K={PcV / V\P¢K}

On a alors :
Proposition A.3: B est le dual d’Alexander de P.

Démonstration: Notons P le dual d’Alexander de P. Soit P C V. On a alors :

PeP o P ¢?
o P=(P)¢A
< PeB O

Définition: Soit K un complexe simplicial sur un ensemble fini V. Le ¢-squelette
de K est I'ensemble des faces de dimension ¢ de K. On le note skel,(K). Si tout
¢lément de V' de cardinal ¢ + 1 est élément de skel,(K), on dit que skel,(K) est
complet.

Quelques propriétés de B, dual de P :

Proposition A.4: Soit & un ensemble fondamental de type (M,n,k) et B le
complexe des parties non acceptables associées. Alors :

1. Pour tout 0 < g < (M — 2), skel,(B) est complet.
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skelyr_2(B) est complet.

skelyy 1(B)={PCV /|P|=M-1, P¢ ¢ }.

M -2 <dim(B) < (n—2).

Sil< M <neté& vérifiele PEUR, alors dim(B) > M — 1.
dim(B) = n — 2 si et seulement si k& > 0.

SR A e

Démonstration: Remarquons d’abord que les assertions 1. et 2. sont équiva-
lentes. En effet, 1. implique logiquement 2. De plus, si P est contenu dans V et
a (¢+ 1) éléments (0 < ¢ < M — 2), il existe une partie @ de V a M — 1 élé-
ments qui contient P (puisque ¢ +1 < M — 1 < card(V')). Mais skelp—o(B) est
complet donc () est une face du complexe simplicial B. On en déduit alors que
P est une face de B. Mais 'assertion 1. est claire puisque les ensembles ayant au
plus (M — 1) éléments (de dimension inférieure a (M — 2) donc) sont "trop petits'
pour étre acceptables. Donc 1. et 2. sont prouvés. Ensuite, 3. est aussi évident
puisqu’une partie de V' a (2m + 1) élément est acceptable si et seulement si elle
est fondamentale.

Calculons maintenant la dimension de B. L’ensemble V' (de cardinal n) est ac-
ceptable, donc n’est pas élément de B. Les faces de B ont donc au plus n — 1
éléments et par conséquent dim(B) < n — 2. On a aussi dim(B) > M — 2 (c’est
une conséquence directe de 2.). Supposons de plus que 1 < M < n et que &€ vérifie
le PEUR. Le PEUR signifie que pour toute partie P de &, et tout élément ¢ de
V, il existe un unique élément py de P tel que (P\{po}) U {q} est aussi dans E.
Alors pour tout élément p € P\{po} (p existe si M > 1, (P\{p}) U {q} n’est pas
une partie fondamentale et donc est une face de B. Or, si ¢ n’est pas élément de P
(possible si n > M), (P\{p})U{q} a exactement M éléments, donc est élément de
skelpr—1(B). Si k > 0, considérons ¢ un élément indispensable. On sait que ¢ est un
sommet fantome de P donc V'\{q} est élément de B (car B est le dual d’Alexander
de P, cf. la proposition A.4). Donc dim(B) > (n — 2) et d’apres le point 4., on
a bien égalité. Inversement, si dim(B) = (n — 2), cela signifie que B contient un
ensemble a n — 1 élément, qui par conséquent s’écrit sous la forme V'\{q}, pour un
certain ¢ € V. On en déduit donc {q} est un sommet fantéme de P, et donc que ¢
est indispensable. Cela prouve 6. [

Les inégalités des points 4. et 5. de la proposition A.4 ne peuvent étre améliorées,
comme le prouvent les exemples suivants :

Exemple 22:

1. Si € est un ensemble fondamental de type (M, n), avec n = M, alors B est
I'ensemble des parties de {1,..., M} différentes de {1,..., M}. Par consé-
quent, B est de dimension M — 2 =n — 2.

2. Considérons 'ensemble fondamental € = { (124), (134), (135), (235), (245) }
de type (3,5) sur V = {1,...,5}. Dans ce cas, € vérifiele PEUR et B a pour
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facettes les éléments de I'ensemble { (124), (134), (135), (235), (245) } (B est
une triangulation du ruban de Mébius, cf. [BP], Example 2.30) et donc est
de dimension 2.
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Annexe B

Cas de la sphere de Barnette

Dans cette seconde annexe, comme nous l'avons fait pour la sphere de Briickner,
nous détaillons les calculs permettant d’obtenir une réalisation rationnellement
étoilée de la sphere de Barnette ainsi que les calculs des produits en cohomologie
du complexe moment-angle associé.

1 Reéalisation rationnellement étoilée de la sphére
de Barnette

Dans cette section, nous allons calculer les coordonnées des sommets d’une réali-

sation étoilée pour la sphere de Barnette. La encore, nous suivons la construction
de [MW].

Définition: La sphere de Barnette est le complexe simplicial M dont les 19 fa-
cettes sont ([MW] et aussi [GS]) :

(1234) (1237) (1248) (1267)
(1268) (1347) (1478) (1567)
(1568) (1578) (2345) (2358)
(2367) (2368) (2458) (3457)
(3567) (3568) (4578)

Selon [MW], M est le complexe obtenu comme différence symétrique de la sphere
de Briickner M et du bord du simplexe dont les sommets sont 1,2, 3,4 et 7. Il peut
donc étre réalisé avec les mémes sommets que M. Ses sommets sont donc :
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= (20, —20, —100, —80)
— (0,0, —130,0)

= (0,0,0,0)

= (0, —130,0,0)
(—326,-197, —11,175)
(—

= (0,

(-

130,0,0,0)
0,0,0, —130)
140, —180, —180, 160)

Il ne reste plus qu’a vérifier que cette réalisation est étoilée. Le systéme d’inéqua-
tions linéaires obtenu pour un centre de la sphere de Barnette est

dri+x4a < O
rT1+x2 < 0
—2x1 + 3x9 — 203 — 224 < 260
1 +x3 < 0
—1948x1 + 2871y — 142123 — 1948z, < 253240
17521 + 3264, < O
T < 0
—11x1 4+ 32623 < O
—1lzy + 19725 < 0
r1 — 138319 — 155562, < 0
8o +924 < 0
148729 + x3 + 167424, < 0
—22x1 4+ 929 — 2223 — 1624 < 2860
—4094x1 + 164225 — 4075z3 — 2993x, < 532220
2127 — 1029 — 1023 + 424 < 1300
277T7x, + 276624 + 276623 + 640624 < —359580
—Tx1 — 2209 — 8xsz — 2224 < 2860
—521xy — 161629 — 59223 — 162224, < 210860
—1823x1 — 571429 — 2074x3 — 57142, < 742820

Utilisant des arguments de programmation linéaire, on trouve qu’une solution de ce
systeme est C' = (—%, —%, —46, %) Finalement, on effectue une translation
(pour que le centre soit 0) puis une homothétie (pour que la réalisation ait des
sommets a coordonnées entieres) et on obtient que
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Barnette

1)7 1432, 565, 460, —1802),

32, —1235, —1340, 1098)

vy = (1632,365, —540, —1302),
vy = (1432, 565, —840, —502),
vy — (1432, 565, 460, —502),
vy = (1432, —735, 460, —502),
vs = (—1828, —1405, 350, 1248),
ve = (132,565, 460, —502),

(

= (

est une réalisation rationnellement étoilée de la sphere de Barnette dont 1’origine
est un centre.

2 Produits en cohomologie du complexe moment-
angle associé a la sphere de Barnette

Dans cette sous-section, nous allons comparer les produits en cohomologie de Zx

et ceux de Zp, ou P € { Py, P5, P3,, P }. Pour simplifier les notations de cette
sous-section, K désignera I'un de ces cinq complexes. En utilisant la formule de la
proposition IV.12 (ou la proposition IV.13), on note que les groupes de cohomologie
ont pour nombre de Betti :

bO bl bQ b3 b4 b5 bG b? b8 b9 blO bll b12
K 1 0 0 1 0 12 24 12 0 1 0 0 1

Par conséquent, les seuls produits potentiellement non nuls sont ceux de

De plus, H%(Zx) est engendré par [0] € HO(Ky) et H'2(Zx) by [0K] € H3(K).
Donc la proposition IV.13 implique que les produits
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H(Zy) x H(Zx) — HI(Zg)

et
Hi(Zg) x H'(Zx) — Hi(Zg), j€{0,3,5,6,7,9,12}
sont définis respectivement par [0] — [c] = [c] et [c] — [@] = [c], pour tout
[C] € HJ<ZK)

Ensuite, H"(Z) est engendré par les générateurs de H'(K,), o |7| = 5. Il y a
exactement seize 7 telles que |7| = 5 et H'(K,) n’est pas trivial (dans ce cas, on
a HY(K;)~R).

De méme, H5(Zx) est engendré par les générateurs de H'(K,), ot |r| = 3. Il y a
exactement seize 7 telles que |7| = 3 et H'(K,) n'est pas trivial (dans ce cas, on
a H'(K.) ~ R ). Par conséquent, si [c] est un générateur de H'(K,) ¢ H"(Zx),
17| = 5 et [] est un générateur de H'(K=) C H?(Z), |7| = 3, alors le produit est
non nul si et seulement si 7 est le complémentaire de 7 dans {1,---,8}. Dans ce
cas, le produit est [0K]. On peut aussi remarquer que si 7 est tel que |7| = 3 et

H(K.) west pas trivial, alors |7°| = 5 et H!(K <) n’est pas trivial. Finalement, il
existe exactement 16 produits non nuls dans H®(Zx) x H'(Zg).

Les mémes arguments s’appliquent aux produits de H3(Zg) x H*(Zg) et de
H(Z) x H3(Zg) qui sont donc non nuls. De plus, Punique produit H3(Zx) x
H3(Zg) est nul d’aprés la proposition IV.13. Ensuite, les produits HS(Zg) x
H3(Zg) et H3(Zg) x H%(Zg) sont nuls. En effet, si un de ces produits est non
nul, le produit est alors égal a un multiple du générateur de H Q(ZK). Donc en
multipliant ce produit par le générateur de H3 (iK), on obtient un élément non

nul de H 12(2;(). Or ce dernier produit contient un facteur carré et est donc nul
d’apres la proposition 1V.13.

I ne reste plus qu'a étudier les produits de HS(Zx) x H®(Zx) — H'?(Zx). Les
générateurs de H%(Zy) sont les générateurs de H' (K. ) avec |7| = 4. La encore, si
[c] est un générateur de HY(K,) C H(Zy), avec |7| = 4, et [¢] est un générateur
de H'(K>) C H%Zg), avec |7| = 4, alors le produit est éventuellement non nul
seulement si 7 est le complémentaire de 7 dans {1,--- ,8}.

Soit 7 un élément de Iy = {r/|7| = 4, H;(K,) # {0} }.On peut remarquer qu’alors
on a 7¢ € I,. Plus précisément, H'(K,.) est isomorphe a H*(K,).

On a alors :

— Pour K =Mou K = P%, on a |I,| = 24 et pour T € Iy, on a E1({(T) ~ R. Par
conséquent, la table de multiplication de H 6(2,3;[) et celle de H%(Z P382) peuvent
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étre mises sous la forme d’'une matrice diagonale par blocs ayant 12 matrices de
type M; comme éléments diagonaux.
— Pour K = P}, ou K = P}, on a |[;] = 22. Pour exactement deux éléments

71,72 € Iy, ona Hy(Ky;) ~ R? et Hy(Ky¢) ~ R?, j = 1,2, et pour tous les autres
éléments 7 € Iy, on a H 1(K;) ~ R. Par conséquent, la table de multiplication de

H 6(23\,[) peut étre mise sous la forme d'une matrice diagonale par blocs ayant 1
matrice de type M, et 10 matrices de type M; comme éléments diagonaux.
— Pour K = P}, on a |I;] = 20. Pour exactement quatre éléments 7y, 7o, 73, T4 € Iy,

on a El(KTj) ~ R? et ﬁl(KT;) ~ R%? j = 1,2,3,4, et pour tous les autres
éléments 7 € I, on a ﬁl(KT) ~ R. Par conséquent, la table de multiplication

de HY(Zq) peut étre mise sous la forme d’'une matrice diagonale par blocs ayant
2 matrices de type Ms et 9 matrices de type M; comme éléments diagonaux.

Par le méme raisonnement que dans le chapitre V, on peut montrer que ces trois

produits sont équivalents. En fait, la forme associée a Zx est équivalente a la
somme directe de 12 plans hyperboliques.

La encore, la comparaison des produits de cohomologie ne permet pas de distinguer
la topologie du complexe moment-angle associé¢ a la sphere de Barnette de celles
des complexes associés aux polytopes Py, Ps, P5,. et P
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Annexe C

Programmes Maple

Dans cette derniere annexe, nous décrivons quelques procédures utilisées pour
réaliser les calculs de cette these. Les procédures ont été codées en Maple mais
peuvent évidemment étre codées dans n’importe quel logiciel de calcul formel. Le
package LVMB créé pour 'occasion peut étre téléchargé sur

http://math.u-bourgogne.fr/IMB/tambour/maple.htm

Remarque C.1: Une partie de procédures utilisent le package TorDiv de F. Berch-
told, J. Hausen, et M. Widmann, en particulier ses procédures permettant de
calculer dans des réseaux. Il peut étre téléchargé sur cette page :

http:
//www.mathe.uni-konstanz.de/homepages/berchtof/Software/TorDiv.html

Ce package requiert 1'utilisation du package Convex de M.Franz, disponible sur la
page personnelle de 'auteur :

http://www.math.uwo.ca/~mfranz/

Remarque C.2: Dans la suite, les noms des procédures sont en italique et les va-
riables en style 'machine & écrire'.
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1 Constantes et fonctions auxiliaires

Les constantes utilisées dans le package LVMB correspondent aux 3-spheres sim-
pliciales a 8 sommets. Les spheres non polytopales sont désignées par leur noms,
bruckner et barnette. Les spheres polytopales sont désignées par Pj, ou j €
{1,...,37} et décrites comme dans [GS]. Seules leurs facettes sont données sous
forme d’un ensemble d’ensembles.

De plus, nous avons dii programmer quelques fonctions auxiliaires pour réaliser
nos calculs. Tout d’abord, EzpansionBinomiale(a,i) et ExposantBinomial(a,i) per-
mettent de calculer la i-éme expansion binomiale de 'entier a ainsi que le nombre
a~" (que nous avons appelé "exposant binomial"). Rappelons la définition de ces
deux notions :

Définition: Soit a et i deux entiers naturels. Alors a se décompose de maniere
unique sous la forme

(1)) ()

oua; > a1 > --- > a; > j > 1. Cette décomposition est la i-eme ezpansion
binomiale de a. Le i-eme exposant binomial de a est I'entier

<i> al—i—l CLi,1—|—1 a]+1
a _<i+1>+< i >+ +<j+1

— La fonction Compl(partie,V) renvoie le complémentaire de partie dans len-
semble V.

— Kronecker(i, j) est le symbole de Kronecker.

— BaseCanonique(n) renvoie la liste des vecteurs de la base canonique de R™. Les
vecteurs sont donnés par la liste de leur coordonnées pour pouvoir étre utilisés
avec le package TorDiv.

De plus,

2 Combinatoire des complexes simpliciaux

Dans cette section, les fonctions codant des opérations classiques sur les complexes
simpliciaux sont détaillées et commentées. Les complexes simpliciaux doivent étre
décrits par des ensembles finis d’ensembles finis. Dans la suite, ensens et ses va-
riantes (ensensi,ensens?2,...) désigneront des ensembles d’ensembles (représen-
tant des complexes simpliciaux ou seulement leurs facettes) et V sera un ensemble
fini (généralement, mais pas nécessairement, I’ensemble des sommets du complexe
simplicial). La fonction Simplex(ens) renvoie 'ensemble des parties de I'ensemble
ens. Elle est utilisée par la fonction Facettes2Complexe(ensens) qui renvoie le
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complexe simplicial sans sommets fantomes dont les éléments sont les parties des
éléments de ensens. Toutes les fonctions effectuant des calculs sur des complexes
simpliciaux commencent par I'appel de cette fonction. Par conséquent, on pourra
utiliser une fonction en utilisant comme parametre un complexe simplicial dé-
crit soit exhaustivement soit par ’ensemble de ces facettes. La fonction Com-
plexe2Facettes effectue I'opération inverse et renvoie les facettes d’'un complexe
donné.

De plus,

— Squelette(n,ensens) et FacesDim(n,ensens) renvoient le n-squelette et l'en-
semble des faces de dimension n du complexe décrit par ensens (respective-
ment).

— Sommets(ensens) et EnsembleSommets(ensens) donnent respectivement le 0-
squelette de ensens (i.e. un ensemble de singletons) et ’ensemble de ses som-
mets. DimensionComplere(ensens) fournit la dimension du complexe simplicial
ensens.

— ComplexComplet(ens, ensens) renvoie le sous-complexe maximal du complexe
ensens engendré par la partie ens.

Les fonctions fvecteur, gvecteur et hvecteur calculent les vecteurs correspondants
du complexe simplicial ensens donné en parametre. Grace a ce calcul, on peut
vérifier si un complexe donné vérifie certaines égalités classiques grace aux fonctions
DehnSommerville, Euler et gtheorem.

Ensuite, si ensens est un complexe sur V, alors NonFaces(ensens,V) et Alexan-
derDual(ensens,V) renvoient respectivement 1’ensemble des parties de V qui ne
sont pas des simplexes de ensens et son dual d’Alexander. La fonction IsMis-
singFace(ens, ensens) teste si I’ensemble ens est une face manquante d’ensens et
MissingFaces(ensens, V) renvoie toutes les faces manquantes de ensens (y compris
les sommets fantomes).

Enfin, les fonctions Star,Link calculent ’étoile et le lien d’un simplexe et les pro-
cédures Joint, ConeCombinatoire et SuspensionCombinatoire effectuent le joint, le
cone et la suspension de complexes simpliciaux.

3 Ensembles fondamentaux et bons systémes

Les ensembles fondamentaux sont ici représentés par des ensembles finis d’en-
sembles de méme cardinal. La fonction Sphere2Fond calcule I’ensemble fondamen-
tal sur I'ensemble V' associé au complexe décrit par ensens. Fond2Sphere effectue
le travail inverse. La dimension d d'un complexe et son nombre de sommets v étant
donnés en parametre, la fonction Type(d,v) calcule le type (M, n, k) d'un ensemble
fondamental associé a ce complexe (le nombre d’éléments indispensables est une
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variable k). TypeGeom(d,v) effectue le méme calcul mais de sorte que M soit im-
pair. La fonction Indispensables renvoie les éléments indispensables d’un ensemble
fondamental donné. Enfin, PER(ensens) et PEUR(ensens) testent si l'ensemble
fondamental ensens vérifie le PER et/ou le PEUR.

Les fonctions EnsEtudiable(ensfond,lisvect) et Imbrication(ensfond,lisvect)
testent si le systeme décrit par ’ensemble fondamental ensfond et les vecteurs
lisvect (donnés par une liste de vecteurs) est étudiable et s’il vérifie la condition
d’imbrication.

Enfin, les fonctions Cone(ens,n) et FanComplex(ensens,n) décrivent respective-
ment le cone de R™ dont les générateurs sont les vecteurs de la base canonique
indicés par les éléments de ens et I'éventail de R™ ayant les vecteurs de la base
canonique comme générateurs et le complexe décrit par ensens comme complexe
sous-jacent.

4 Calculs d’homologie et de cohomologie

Décrivons maintenant les fonctions permettant de calculer I’homologie et la coho-
mologie des complexes simpliciaux et des complémentaires des arrangements de
sous-espaces de coordonnées.

4.1 Complexes simpliciaux

La fonction BaseChaines donne la liste des générateurs des chaines simpliciales
d’un complexe donné. Les fonctions Homologie et Homologie Reduite calculent 1’ho-
mologie réduite ou non a coefficients entiers d’'un complexe. Le résultat obtenu est
la liste des nombres de Betti du complexe ainsi que la liste de ses nombres de
torsion. Cohomologie Reduite donne la cohomologie réduite du complexe, présen-
tée sous la méme forme. GenerateursCycles explicite une famille génératrice des
cycles (i.e. les éléments du noyau de I'opérateur de bord) et BaseHomologie Reduite
calcule des représentant d'une base de ’homologie, dans le cas ou il n’y a pas de
torsion.

De plus, la fonction SphereHomologie vérifie si un complexe a I’homologie dune
sphere et NullHomology si son homologie réduite est nulle.

4.2 Complexes moment-angle

Rappelons pour commencer qu'un complexe moment-angle est un retract par dé-
formation d’un certain complémentaire d’arrangements de sous-espaces de coor-
données. La fonction HomologieReduite ASEC permet de calculer 'homologie ré-
duite du complémentaire d’un arrangement de sous-espaces de coordonnées associé



C.4 Calculs d’homologie et de cohomologie

a un complexe simplicial sans sommet fantome. Si le complexe simplicial est la
triangulation d’une variété, et toujours supposé sans sommet fantome, alors la
fonction CohomologieASEC permet de calculer la cohomologie du complémentaire
de 'arrangement de sous-espace associé.

Comme expliqué dans le chapitre IV, 'homologie d’un complémentaire d’un arran-
gement de sous-espaces de coordonnées paramétré par un complexe K est donnée
par celles de sous-complexes maximaux de K. La fonction GenerateursHomologie-
ReduiteASEC permet de lister les ensembles qui contribuent a I’homologie réduite.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette these, nous avons approfondi I’étude des variétés LVMB et avons ren-
forcé les liens qu’entretiennent ces variétés complexes avec des objets importants
dans d’autres disciplines : variétés toriques, triangulations de spheres, complexes
moment-angles,. . .

Il y a plusieurs possibilités pour continuer I'investigation menée dans cette these.
La premiere consisterait bien stir a répondre a la question laissée en suspens a la
fin du chapitre V : existe-t-il des variétés LVMB ayant une topologie différente
de celles des variétés LVM 7 Si la réponse est affirmative, un exemple concret sera
obtenu a partir d’une sphere rationnellement étoilée non polytopale. Les exemples
les plus simples d’une telle sphere sont la sphere de Briickner et celle de Barnette,
mais le chapitre V et I'annexe B montrent que, méme pour ces cas simples, la
comparaison des topologies n’est pas facile. Notons ¢(n, d) (resp. s(n, d)) le nombre
de types combinatoires de polytopes de dimension d & n sommets (resp. le nombre
de (d — 1)-spheres simpliciales a n sommets). On a alors (cf. [K]) :

hmcwm):OVdZ5
n—o0 s(d,n)
et
im AhdE0) sy

d—co 5(d, d + b)

Cela signifie que, quitte a augmenter la dimension (et donc la difficulté des calculs),
nous avons théoriquement beaucoup d’exemples pour tester notre conjecture ("il
existe une variété LVMB n’ayant pas la méme topologie que les variétés LVM").
Par exemple, parmi les 1296 spheres de dimension 3 a 9 sommets, 154 sont non
polytopales (cf. [ABS]). Cependant, la description explicite de spheéres simpliciales
n’est connue que pour les petites dimensions et un tres petit nombre de sommets
(les 3-variétés a 10 sommets n’ont été classifiées par Lutz dans [Lu] qu’en 2008). De
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plus, nous ne connaissons pas d’estimation du nombre de spheres rationnellement
étoilées.

Une seconde idée de développement est d’utiliser certaines techniques combina-
toires pour étudier les propriétés des variétés LVMB. Par exemple, on sait que le
complexe moment-angle d'un complexe "shifté" (shifted en anglais) a I'homoto-
pie d’'un bouquet de spheres (cf. [GT]). On sait aussi qu'une opération A appelée
shifting, qui transforme un complexe quelconque en un complexe shifté en laissant
invariant les complexes déja shiftés, préserve de nombreux invariants des com-
plexes simpliciaux (le f-vecteur notamment) et s’est avérée étre un outil précieux
dans I’étude de ces invariants. On pourrait chercher a étudier la relation entre le
complexe moment-angle d’une sphere étoilée K et celui de son shifting A(K).

La troisieme possibilité serait de chercher une réponse a l'interrogation suivante :
la structure différentiable obtenue sur les complexes moment-angle paramétrés
par des spheres rationnellement étoilées est-elle unique ? Si on se restreint au cas
polytopal et aux structures différentiables compatibles avec ’action torique, alors
la réponse est affirmative (cf. [BM]). A la fin de la rédaction de cette these, nous
avons appris que Panov et Ustinovsky avaient réussi dans [PU] a construire des
structures différentiables et des structures complexes sur des complexes moment-
angle paramétrés par des spheres étoilées (pas nécessairement rationnelles). Leur
construction est a priori différente de la nétre. Cela amene a la question suivante :

Question : Une sphere étoilée est-elle rationnellement étoilée ?

Si la réponse était négative, la construction de Panov et Ustinovsky permettrait
de munir plus de complexes moment-angle d'une structure complexe. Nos deux
constructions donnent des pistes pour répondre aux deux questions suivantes :

Question : Décrire la classe de complexes simpliciaux K pour lesquelles le com-
plexe Zg peut étre muni d’une structure différentiable.

Question : Décrire la classe de complexes simpliciaux K pour lesquelles le com-
plexe Zx peut étre muni d’une structure complexe.

Dans les différents chapitres de la these, nous avons utilisé la combinatoire des
complexes simpliciaux pour établir des propriétés des variétés LVMB. Une qua-
trieme piste de développement des idées exprimées dans cette these serait d’opérer
la démarche inverse : utiliser les propriétés des variétés LVMB pour en dériver
des résultats combinatoires a propos des complexes simpliciaux ou sur les trian-
gulations de sphéres. Un premier (et trés modeste) pas dans ce sens réside dans
corollaire VI.5.2 qui prouve que le joint de deux spheres rationnellement étoilées
est encore rationnellement étoilé.
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Enfin, une derniere possibilité serait de chercher a caractériser topologiquement
les variétés LVMB qui proviennent d’une sphere PL, i.e. un complexe simpli-
cial admettant une subdivision combinatoirement équivalente a une subdivision
de la frontiére d'un simplexe (cf. [BP]). De telles spheres sont obtenues a partir
d’opérations simples appelées mouvements bistellaires. Au niveau des complexes
moment-angle, ces mouvements bistellaires correspondent a des chirurgies. Mieux
comprendre ces mouvements permettraient de construire de nouveaux exemples
explicites de variétés LVMB. L’effet des mouvements bistellaires sur les complexes
moment-angles a déja été partiellement étudiée dans [BP] ainsi que dans [LAMG].
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Le but de cette these est d’étendre les résultats de article [B — M| sur les relations entre variétés
moment-angle et variétés complexes. On s’intéressera ici aux variétés moment-angle issues d’une
décomposition simpliciale (et non simplement polytopale) de la sphére. On cherchera ensuite
a utiliser la relation entre ces deux types d’objets pour comprendre la topologie de certaines
variétés complexes.

[B-M] F.Bosio, L.Meersseman, Real quadrics in C", complex manifolds and polytopes, Acta
Mathematica, 197 (2006), n°1, 53 — 127.

Mots clés : Variétés complexes, complexes moment-angle, spheres simpliciales.

The aim of this thesis is to extend the results of the article [B — M| on the relations between
moment-angle complexes and complex manifolds. We will focus here on moment-angle complexes
defined by a simplicial (not only polytopal) decomposition of the sphere. We will also seek to
use the relationship between these two kinds of objects to be understand the topology of several
complex manifolds.

[B-M] F.Bosio, L.Meersseman, Real quadrics in C”, complex manifolds and polytopes, Acta
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