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Résumé

Cette these concerne la modélisation, I’étude mathématique et la simulation numérique
des problemes d’écoulements diphasique (liquide et gaz) multi-composant (principalement
eau et hydrogene) en milieu poreux. Le domaine d’application typique concerne le stockage
des déchets radioactifs de moyenne et haute activité a vie longue. Ce type d’étude est
motivé, entre autre, par une augmentation de la pression au sein du stockage due a un
dégagement d’hydrogene au niveau des colis, pouvant ainsi fracturer la roche environnante
et donc faciliter la migration des radionucléides. En supposant que le transfert de masse
entre I’hydrogene gazeux et I’hydrogene dissous est donné par la loi de Henry un premier
modele est étudié. Une preuve d’existence de solutions faibles pour ce modele a été réalisée
sans hypothese de petites données et en traitant le modele complet en considérant que la
densité de chaque composant dépend de sa propre pression. Ensuite, nous avons fait évoluer
le modele vers un modele a transfert de masse dynamique. On établit I'existence de solutions
faibles pour ce deuxieme modele avec un principe du maximum sur la saturation liquide et
sur la fraction massique d’hydrogene dissous. Parallelement, un code numérique en 1D a
été développé afin de comparer les solutions numériques obtenues entre le premier modele
et le second modele lorsque la cinétique de changement de phase devient instantanée. Des
accords probant ont été obtenus sur différents cas tests dont un issu des cas tests du GNR
MOMAS diphasique. Enfin, un schéma numérique de type volumes finis avec un décentrage
phase par phase pour la simulation des écoulements diphasiques eau-gaz sous I’hypothese
que la densité de chaque phase dépend de sa propre pression a été proposé. On établit
la convergence de ce schéma numérique. Ce schéma a été validé sur un maillage 2D non
structuré.

Mots clés

Ecoulement en milieu poreux, compressible, immiscible, partiellement miscible, multi-
composants, biphasique, volumes finis, systemes paraboliques dégénérés.
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Abstract

This work deals with the modelization and numerical simulation of two phase multi-
component flow in porous media. The study is divided into two parts.

First we study and prove the mathematical existence in a weak sense of two degenerate
parabolic systems modeling two phase (liquid and gaz) two component (water and hydro-
gen) flow in porous media. In the first model, we assume that there is a local thermodynamic
equilibrium between both phases of hydrogen by using the Henry’s law. The second model
consists of a relaxation of the previous model : the kinetic of the mass exchange between
dissolved hydrogen and hydrogen in the gaz phase is no longer instantaneous.

The second part is devoted to the numerical analysis of those models. Firstly, we propose
a numerical scheme to compare numerical solutions obtained with the first model and
numerical solutions obtained with the second model where the characteristic time to recover
the thermodynamic equilibrium goes to zero. Secondly, we present a finite volume scheme
with a phase-by-phase upstream weighting scheme without simplified assumptions on the
state law of gas densities. We also validate this scheme on a 2D test cases.

Key words

Porous medium, compressible, immiscible, partially miscible, multicomponent, finite
volume scheme, parabolic degenerate systems, nonlinear coupled systems.
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Introduction et contexte physique

A Motivations

La gestion des déchets radioactifs est I'une des difficultés liée a la filiere nucléaire.
Une solution intéressante consiste a enfouir les déchets les plus nocifs dans un sous-sol
stable et peu perméable afin de garantir le confinement des éléments radioactifs pour des
temps longs. Mais, ’eau contenu dans le sous-sol peut corroder l'acier contenu dans les
colis de déchets et les structures du stockage provoquant un dégagement d’hydrogene non
négligeable. Cette production d’hydrogene peut engendrer de fortes pressions au niveau
du stockage et provoquer des fracturations de la roche environnante et donc faciliter la
migration des radionucléides. Afin de mieux prévoir I’évolution de ces stockages a long
terme (plusieurs dizaines de millier d’années), il est donc important de bien comprendre la
problématique des écoulements diphasiques en milieu poreux et d’effectuer des simulations
numériques fiables pour prévoir correctement comment ’hydrogene migre dans le site de
stockage de déchets radioactifs. On peut également citer le piégeage du C'O, comme un
important domaine d’application pour ce type d’étude.

Les modeles utilisés pour cette problématique sont usuellement des modeles d’écoule-
ment diphasique en milieu poreux. Les modeles les plus simples sont du type liquide-gaz
(sans distinction des composants dans leur phase). Pour simuler les déplacements d’hy-
drogene dans un site de stockage, il est nécessaire d’utiliser des modeles tenant compte
du transfert d’hydrogene entre les phases. Cette derniere classe de modeles sera appelée
modeles diphasiques bicomposant dans la suite.

Dans la suite de cette section, nous allons dans un premier temps détailler les mo-
deles physiques qui seront étudiés mathématiquement et numériquement dans ce mémoire.
Ensuite, nous donnerons un plan détaillé avec les principaux résultats obtenus.

B Contexte physique

Dans cette section nous fournissons le cadre physique général pour d’écrire 1’écoulement
d’un mélange eau/hydrogene dans un milieu poreux en présence de deux phases. Nous éta-
blissons les équations aux dérivées partielles (EDPs) régissant ces écoulements. L’objectif
est de rappeler l'origine physique des coefficients qui apparaissent dans les EDPs et les
diverses lois de fermeture permettant de bien poser le probleme.



2 Contexte physique

B.1 Description des deux phases et de leurs propriétés

Le mélange fluide est supposé composé de deux phases : une phase liquide constituée
d’un composant eau liquide et d’'un composant hydrogene dissous et une phase gazeuse
constituée d’hydrogene et de vapeur d’eau. Chaque phase a € {l, g}, liquide ou gaz, est
constituée de deux composants w et h. On note w le composant eau (constituant essentiel de
la phase liquide) et h le composant d’hydrogene (constituant essentiel de la phase gazeuse).

L’écoulement est supposé diphasique (liquide et gaz). Pour chaque phase o € {[, g}, on
note p, sa densité massique et p, sa pression. On définit la porosité ® comme le rapport
entre le volume poreux ou le fluide est libre de circuler et le volume total du milieu poreux.
On suppose que la porosité ne dépend que de I'espace (milieu poreux indéformable). Enfin,
on définit la saturation de la phase o € {l,g} comme le rapport entre le volume de la
phase « et le volume poreux ou le fluide est libre de circuler. Puisque le volume poreux est
entierement occupé par le fluide, nous avons la relation suivante

s;+ s, =1 (B.1.1)

La composition de chaque phase a peut étre caractérisée par les densités des composants
eau et hydrogene au sein de cette phase. On notera p? la densité du composant 3 € {w, h}
dans la phase a € {[,g}. La densité du mélange pour chaque phase est définie comme la
somme des densités de chacun de ses constituants

pL=p} +pp et pg=py + . (B.1.2)

Nous définissons X la fraction massique du constituant 3 dans la phase « telle que

5_ Pa . 5 _
XJ="2 pe{wh}, ac{lglh > XI=1 ac{lg} (B.1.3)
Per pefw,h}

Cette fraction est appelé également concentration du constituant # dans la phase a.

En présence de deux fluides immiscibles en milieu poreux, la pression capillaire p. relie
les pressions de ces deux fluides de part et d’autre de l'interface les séparant. Elle correspond
a la différence entre la pression du fluide non mouillant (ici le gaz) au fluide mouillant (ici
le liquide). Cette différence est due a la courbure de l'interface, la pression du fluide du
coté concave de l'interface étant supérieure a celle du coté convexe. Dans un pore, le sens
de la courbure de l'interface entre les deux fluides provient de la capacité plus ou moins
grande de chaque fluide & mouiller la paroi solide. Donc dans le cas liquide/gaz, le liquide
est le fluide le plus mouillant et par conséquent la pression du gaz est supérieur a celle du
liquide.

Dans un milieu poreux isotherme et en ’absence d’hystérésis, on exprimera la pression
capillaire comme une fonction ne dépendant que de la saturation en eau liquide. Pour une
configuration liquide/gaz, on définit donc

pe(s1) = py — pr- (B.1.4)
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Vu les remarques faites ci-dessus, la fonction de pression capillaire p,(s;) vérifie
pe>0 et plc <0. (B.1.5)

Dans le cas liquide/gaz, on observe 'existence d’une saturation résiduelle en liquide s; yes
pour laquelle la phase liquide ne peut plus s’écouler. A la limite s; — s; s, la phase liquide
ne forme alors plus une phase continue dans les pores. Cette perte de continuité hydraulique
se traduit par une asymptote verticale de la pression capillaire lorsque la saturation liquide
tend vers la saturation résiduelle s;,e5. Autrement dit, nous avons

lim  pe(s;) = +o0. (B.1.6)
S1 = Slres

s > Sl res

La mouillabilité du gaz étant nettement moindre que celle du liquide, la saturation
résiduelle du gaz peut étre considérée nulle (s,,es = 0) et donc nous aurons une pression
capillaire finie lorsque la saturation du gaz est nulle. Dans la suite, on considere que p.(s; =
1) = 0. La figure B.1 représente un exemple d’évolution de la pression capillaire utilisée en
fonction de la saturation liquide

1.2e+07

Pression capillaire [Pa]

0.0e+00 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 Pression capillaire Saturation liquide

F1G. 1: Exemple d’évolution de la pression capillaire [Pa] utilisée en fonction de la satura-
tion liquide.

B.2 Loi de Darcy

La loi expérimentale de Darcy ou loi de Darcy a été établie en 1 856 par Henry Darcy
[35]. Elle est notamment utile pour calculer le débit d’eau ) ou d’un liquide s’écoulant &
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travers le sol vers la nappe par exemple ou a travers un milieu poreux. Ce débit peut se
calculer de la maniere suivante

AH
Q = KAT)

ou K est une constante appelée conductivité hydraulique ou coefficient de perméabilité

du milieu poreux, A est la surface de la section étudiée et ATH est le gradient de charge

hydraulique. La charge hydraulique s’exprime de maniere générale par

H:£+z,

rg

oup, g, p et z représentent respectivement la pression, ’accélération de pesanteur, la masse
volumique et la hauteur. Si on divise le débit () par la section A, on obtient une vitesse V,
dite vitesse de Darcy correspondant a une vitesse fictive puisqu’elle suppose que toute la
surface, y compris la matrice, participe a I’écoulement.

La loi de Darcy a été établie a l'origine pour un milieu poreux saturé, c’est-a-dire ou
tous les pores du milieu sont remplis d’eau. Cette loi peut étre généralisée a des milieux
non saturés et en 3 dimensions sous la forme

V= —kVH = —kv(ﬁ n z)
rg
ou V représente la vitesse de Darcy vectorielle et k le tenseur de perméabilité qui dépend
des caractéristiques du milieux et des caractéristiques du fluide. Nous pouvons définir une
perméabilité intrinseque absolue fonction de I'espace k(z) déterminé a ’échelle macrosco-
pique qui ne dépend que de la structure et de la connectivité des pores a travers la relation

rg
k = =K(z),
0

ou u représente la viscosité dynamique du fluide. La loi de Darcy peut donc sécrire pour
un écoulement monophasique dans un milieux poreux par

K(z)

V=- (Vp — pg).

Laloi de Darcy-Muskat généralise la loi de Darcy aux cas multiphasiques en introduisant
la notion de perméabilité relative de la fagon suivante

V, = —K(x)W(Vpa — pa8), a €{l, g}, (B.2.7)

ol k,, représente la perméabilité relative de la phase « : c’est une fonction a valeur dans
0, 1], croissante vérifiant

kro(Sa =0)=0¢et k, (s =1)=1. (B.2.8)

La figure B.2 représente un exemple de profils de perméabilités relatives.
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1.0

0.9+

0.8+

0.7

0.6

0.5+

0.4+

Perméabilités relatives

0.3+

0.2+

0.1+

0.0 7 7 7 T T T T T

1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 Liquide

o Gaz Saturation liquide

Fi1G. 2: Exemple de profils de perméabilités relatives.

B.3 Flux diffusifs
Nous proposons de définir les flux diffusifs J? de la facon suivante
JP = —p,DPV X5 (B.3.9)

ott D? est le coefficient de diffusion du composant 3 dans la phase a.
Afin de garantir la conservation de la masse pour chaque constituant, nous devons avoir
la contrainte suivante sur les flux de diffusion J?

d Ji=0, Vo (B.3.10)
B

Remarque B.1. Ici nous avons fait le choix d’utiliser la fraction massique comme moteur
dans la loi de Fick mais il est également possible de prendre la concentration. A notre
connaissance, il n’y a pas de raison de préférer une formulation par rapport a une autre.

Les flux massiques de chaque composant (3 = w, h) dans chaque phase (o = [, g)
s’écrivent donc
FP = oV, +J°. (B.3.11)

B.4 Propriétés et lois de comportement des différents consti-
tuants

Dans cette section, nous écrivons les propriétés ainsi que les lois de comportement qui
régissent les constituants des différentes phases.
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Nous supposons que la relation entre les pressions partielles de chaque espece dans la
phase gazeuse et la pression de la phase gazeuse est donnée via la loi de Dalton

pe=» v, Be{wh} (B.4.12)
8

ou les pfj représentent les pressions partielles du constituant 3 dans la phase gazeuse. Nous
supposons également que les lois d’états pour les pressions partielles de chaque espece dans
la phase gazeuse sont de type gaz parfait

ry

5
g M,@

P RT, (€ {w,h}, (B.4.13)
ol M? est la masse molaire du composant 3, T est la température du gaz et R la constante
universelle des gaz parfaits.

En supposant que le mélange eau liquide/vapeur d’eau est idéal, nous pouvons écrire
la loi de Raoult suivante

pY = prxy, (B.4.14)

ou p,’ est la pression de vapeur saturante de ’eau pure dépendant de la température. Pour
plus de détails, nous renvoyons a [57] ou [33].

B.5 Equations physiques

La conservation de la masse de chaque constituant 5 € {w, h} dans un volume élémen-
taire V peut s’écrire de la maniere suivante
S,
dM?f

0 + FP = 75 avec 75 = / ﬁgdx, (B.5.15)
v

ot MP, FP et ﬁg représentent respectivement la masse du constituant 3 dans la phase
a, le débit du constituant J dans la phase « sortant a travers la frontiere d’'un volume
arbitraire fixe V et le transfert de masse entre les constituants 3 de chaque phase o due a
des réactions chimiques et/ou des changements de phase. Comme la production de chaque
constituant J dans la phase a doit étre accompagnée par la destruction de cette espece
dans 'autre phase, nous avons

Sah=0 et Y ar=o. (B.5.16)

La masse totale du constituant 3 présent dans la phase o dans le volume V est donnée
par

MP = / sopldr, a € {l,g}, f € {w, h}. (B.5.17)
%
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Le débit du constituant § présent dans la phase a est du a la migration de ce dernier
et a pour origine son transport et sa diffusion moléculaire, donc F¥? est donné par

Fi— / (PIVo+J7) nde, a € {l,g}, B € {wh}, (B.5.18)
oV

ou n est la normale unitaire sortante de 0V, V,, est la vitesse d’écoulement de la phase «
et J? est le flux diffusif du constituant 3 dans la phase a.

Par conséquent, nous pouvons écrire 1’équation (B.5.15) sous la forme d’équations aux
dérivées partielles

O(®pls)) + div(pl Vi + J°) = Q)

(®pi’s1)

(Ppls)) +div(p!'V, + JP) = ﬁ?,
at(q)p;‘sg) + div(pj "V, + Jh) = ﬁ:,

(PpYsg) + div(pl Ve + J2) = Q.

B.6 Hypotheses physiques et relations de fermeture

Dans la suite, on suppose que le milieu poreux est indéformable (porosité constante),
I’écoulement du mélange fluide est isotherme, c¢’est-a-dire la température T est constante
en tout point et en tout temps et que 'eau pure est incompressible, c’est-a-dire p;’ est
constante.

Dans le cadre des études sur le stockage géologique des déchets radioactifs de longue
activité, il est important de prendre en compte le dégagement d’hydrogene provenant de
la corrosion des colis. La phase gazeuse est majoritairement composée d’hydrogene, c’est
pourquoi on négligera dans la suite la vapeur d’eau. Ceci revient a supposer que la pression
de vapeur d’eau saturante est nulle

pY = 0. (B.6.19)

Les conséquences directes de cette hypothese sont que py’ = 0 et py’ = 0. On en déduit
alors que

pg=0l pg=ph, Ji=J"=0etQ =0Q, =0. (B.6.20)
Ces hypotheses élimine la quatrieme équation du systeme () qui devient
0 (®p’s)) + div(p' Vi + J*) =0,
() { 0(@plisy) + div(pl V) = T,
0 ®pl'st) + div(p Vit J}) = Q).

Dans la plupart des études, ’équilibre thermodynamique local entre 1'hydrogene dis-
sous et I'hydrogene gazeux est supposé (voir [20], [46] ou encore [13]). Cette hypothese
revient a considérer que les transferts d’especes chimiques se font & vitesse infinie entre
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les deux phases. Ceci se traduit par une relation entre la densité d’hydrogene dissous et
la densité d’hydrogene gazeux pf = f (pg). Cela permet de simplifier le systeme () et de
faire disparaitre les termes de transfert de masse comme on le décrit dans la suite. Il est
également possible de ne pas supposer avoir équilibre thermodynamique local. Dans ce cas,
il est nécessaire de prescrire un transfert de masse entre ’hydrogene dissous et ’hydrogene
gazeux. Pour résumé nous proposons alors deux choix pour ce transfert de masse :

— transfert de masse statique (équilibre local),

— transfert de masse dynamique (sans équilibre local),
ce qui fait I'objet des sections qui suivent. x

B.6.1 Transfert de masse statique (loi de Henry)

A température constante et a saturation liquide donnée, la loi de Henry relie la quantité
de gaz dissous dans un liquide avec la pression partielle qu’exerce ce gaz sur le liquide. Elle
peut étre généralisée sous forme de I'inégalité suivante (voir [46])

r< MMH(T .
{pl < MMH(T)(pr + pe(st)), (B.6.21)
S1 S 17
ou H(T') représente le coefficient de Henry qui dépend de la température.
L’inégalité (B.6.21) peut alors s’exprimer sous la forme suivante
(pr = M"H(T)py et s, < 1) ou (p} < M"H(T)p et s, =1), (B.6.22)
que nous pouvons finalement écrire comme

(1= s) (M H(T) (pr + pe(s1)) — o) = 0. (B.6.23)

Dans le cas de transfert de masse statique, on impose la loi de Henry dans les équations
du systeme () pour clore le systeme en utilisant les lois données dans la section B.4 (lois
de perméabilités relatives, loi de pression capillaire, loi de gaz parfait,...) et on élimine le

, —=h N : . s
terme d’échange €2, en sommant les deux dernieres équations données par le systeme ().
Nous obtenons donc le modele diphasique classique

O(®py’s1) +div(p" Vi + J") =0,

HELMOD .
( ) { 8t(®p’;sg + Opls;) + dlv(pZVg + oIV + I+ Jg) = 0.

Ce modele sera désormais appelé “HEnry’s Law MODel” (HELMOD).

B.6.2 Transfert de masse dynamique

Le transfert de masse dynamique revient a supposer que 1’équilibre entre 1'hydrogene
gazeux et 'hydrogene dissous n’est pas instantané. Cela revient a ne pas imposer la loi de
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Henry dans le systeme de conservation de la masse de chaque composant () et donc de
spécifier un transfert de masse entre 'hydrogene gazeux et I’hydrogene dissous

—=h

—=h =h
Y = -Tp(X] = Xeq), (8 = —1Y), (B.6.24)

ou I' est I'inverse d'un temps caractéristique de retour a ’équilibre et X, est une fraction
massique équilibre. Le systeme (3) devient alors

0 (Pp)s)) + div(p Vi + JY) =0,
(DYNMOD) at((bp];sy) + diV(PZVg) = Fpl(th — Xeq),
O(pysi) + div(pr Vi + J) = =T X[ = Xeg).

Nous appellerons ce deuxieme modele, “DYNamical Mass transfert mODel” (DYNMOD).

C Plan du manuscrit

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres. Ces chapitres sont répartis dans deux
parties. La premiere partie qui regroupe les chapitres un et deux concerne ’analyse ma-
thématique de deux modeles d’écoulement diphasique bicomposant en milieu poreux. Le
premier modele utilise un transfert de masse statique comme le modele HELMOD mais dans
lequel nous avons supposé que le flux diffusit J;* négligeable. L’autre modele étudié dans le
deuxieme chapitre repose sur une relaxation du modele HELMOD dans lequel on utilise un
transfert de masse dynamique (modele DYNMOD). La deuxiéme partie regroupe les cha-
pitres trois et quatre et concerne ’analyse numérique de modeles d’écoulements diphasiques
en milieu poreux. Dans le troisieme chapitre, nous construisons deux schémas numériques
afin de discrétiser le modele HELMOD. Le premier schéma est une discrétisation directe
du modele HELMOD tandis que le deuxieme schéma utilise le modele DYNMOD ot nous
faisons tendre (formellement) le temps caractéristique de retour a 1’équilibre thermodyna-
mique. Dans le dernier chapitre, nous décrivons et étudions la convergence d’un schéma
de type volumes finis pour un modele d’écoulements diphasiques en milieu poreux sans
distinction des composants dans leur phase.

Partie I
Chapitre 1

L’existence de solution pour des problemes d’écoulements diphasiques incompressibles
et immiscibles en milieu poreux est bien connue via une formulation “pression globale”
introduite par C. Chavent et J. Jaffré (voir par exemple les ouvrages Chavent et Jaffre
[25] ou encore Gagneux et Maudane-Tort [41] et les articles [14], [2], [15], [34], [26] et [27])
selon diverses hypotheses sur les données physiques et dans [50], [52] sous I'hypothese de
non dégénérescence de la mobilité de chaque phase.

Par contre, les techniques utilisées dans le cas incompressible ne sont pas adaptées dans
le cas compressible, hypothese importante dans le cadre du stockage géologique des déchets
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radioactifs. Peu de travaux sur I’existence de solution dans le cas compressible ont été réa-
lisés. On peut cependant citer Galusinski et Saad dans la série d’articles intitulée “Systeme
non linéaire dégénéré modélisant les écoulements diphasiques compressibles immiscibles”
([42], [43] et [44]) mais sans échange de matiere entre les phases sous une formulation sa-
turation liquide et pression globale ou encore Khalil et Saad ([48], [49]) ou les densités de
chaque composant dépendent de leur propre pression. Cette approche est également utilisée
dans [4] et [5].

L’étude mathématiques des modeles de fluides miscibles a été étudiée dans [9], [10], [38],
28] et [40] et récemment dans [29], [30], [31] et [32], mais sans probleme de dégénérescence
du terme dissipatif.

Ce chapitre s’intéresse a I’analyse mathématique d’un systeme d’équations décrivant un
écoulement diphasique (liquide et gaz) bicomposant (eau et hydrogene) en milieu poreux.
L’eau est supposée incompressible et I'hydrogene compressible avec dissolution dans ’eau.
Nous supposons qu’il existe un équilibre thermodynamique local entre 'hydrogene dissous
et 'hydrogene gazeux. L’écoulement est décrit par le systeme d’équations aux dérivées
partielles traduisant la conservation de la masse de I’hydrogene et de I'eau dans lequel le
flux de diffusion J;” est négligé

{ O (Psyp) + (Psgp;‘) + div(pPV; + pZVg + J+ Jg’f) =7,
Oi(®sipp”) + div(pi"Vi) =,

Pour une présentation détaillée du modele, nous référons a la présentation de benchmark
Couplex-Gaz par J. Talandier [70].

La difficulté de ce probleme réside dans la dégénérescence du terme dissipatif lorsque
le milieu devient saturé. La compressibilité de chaque phase gazeuse ajoute également des
difficultés a ’analyse d’un tel systeme.

Sous des conditions de non-dégénérescence des termes dissipatifs et avec des hypotheses
de petites données initiales pour I’hydrogene, A. Mikeli¢ [59] a établi I'existence d’une
solution faible pour ce modele.

On s’intéresse a 'étude de l'existence de solutions faibles pour ce modele mais sans
hypothese de non-dégénérescence des termes dissipatifs et en supposant que la densité de
chaque composant dans sa phase gazeuse dépend de sa propre pression.

De nouvelles estimations d’énergies sont obtenues pour controler les vitesses de chaque
phase. Par contre, la dégénéresence de la mobilité dans la région ou la phase est absente
(B.2.8), ne permet pas de controler la pression de chaque phase. Pour cela, nous allons
utiliser une fonction pression globale comme définie dans [25] par

M (s;)Vp = M(s;))Vp + My(ss)Vpg, o
Mo(8a) = kro(8a)/ta €t M(s1) = Mi(si) + My(s),
qui peut se controler indépendamment de la présence ou non de I'une des phases. Cette

nouvelle approche ne nécessite pas la formulation du probleme diphasique en fonction de la
pression globale. La relation entre la pression globale et la pression de chaque phase nous
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permet d’obtenir 1’égalité suivante

My(s1) My(s4)
M(s;)|Vp|*dzdt + — 9
o ( l)‘ ‘ o M(Sl)

= M;(s;)Vp, - Vp, dzdt + M,(s4)Vp, - Vp, dzdt, (C.0.25)
Qr Qr

|Vpe(s))[*dzdt

qui montre que le controle des vitesses de chaque phase assure le controle de la pression
globale et d’un terme dissipatif dans tout le domaine indépendamment de la présence ou
non d’une des phases. Ces estimations sont le point clé de I’étude de ce chapitre.

Chapitre 2

Le deuxieme chapitre propose 1'étude de l'existence de solutions faibles du modele
DYNMOD dans lequel 1’équilibre thermodynamique local entre I’hydrogene dissous et
I’hydrogene gazeux n’est plus supposée. Cette hypothese est assurée dans certaines cir-
constances et en particulier pour la description précise des problemes de pollution (voir
[55], [60] et [64]). De méme, Geller et Hunt [45] ont étudié la dissolution d’un liquide or-
ganique dans I’eau en milieux poreux homogene dans des conditions ou 1’équilibre entre la
phase organique et la phase aqueuse n’est pas atteint. D'un point de vue mathématique, P.
Fabrie et al [39] ont étudié l'existence et la stabilité de solutions d’un modele diphasique
incompressible eau—huile avec une cinétique de transfert de masse non instantanée.

Le systeme DYNMOD étudié dans ce chapitre peut s’écrire de la fagon suivante

Oi(@pi(pr)st) + div(pi(p) Vi) = —m,
() § Oe(Ppy(py)sy) + div(py(pg)Vy) = m,
O (®pi(p1)iX) + div(p(p1) ViX) — div(pi(p) D' (1) VX) = =i,

=T (s0)pu(pr)(X = Xeg),

représente le transfert de masse entre 'hydrogene gazeux et I’hydrogene dissous.

De nouvelles estimations d’énergies sont obtenues pour controler les vitesses de chaque
phase et les termes capillaires. Par contre, la dégénéresence de la mobilité dans la région ou
une phase est absente (B.2.8) ne permet pas de controler la pression de chaque phase. En
utilisant les méme techniques que celles développées dans le chapitre 1 nous allons utiliser
la fonction pression globale définie dans [25] pour traiter la dégénéresence du terme de dif-
fusion. Le terme d’évolution en temps présente également un probleme de dégénérescence.
Celui-ci est traité par une méthode de semi-discrétisation en temps [3]. Nous prouvons
également un principe du maximum sur la saturation liquide ainsi que sur la concentration
d’hydrogene dissous.
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Partie 11
Chapitre 3

Le troisieme chapitre est dédié a ’écriture de deux schémas numériques pour discrétiser
le modele HELMOD et a comparer numériquement ensuite ces deux schémas. Le premier
schéma numérique consiste en une discrétisation directe des termes différentiels du modele
HELMOD tandis que le deuxieme schéma numérique est basé sur le modele DYNMOD
ou on fera tendre (formellement) le temps de retour a ’équilibre thermodynamique entre
I’hydrogene dissous et I’hydrogene gazeux vers zéro.

Plus précisément, nous présentons tout d’abord le formalisme mathématique pour les
deux modeles, formalisme qui nous sera ensuite utile pour décrire les schémas numériques.
Le premier schéma numérique consiste a discrétiser directement les termes différentiels
du modele HELMOD. Le deuxieme schéma utilise le modele DYNMOD et est basé sur
une méthode de splitting en temps. Nous utilisons alors dans un premier temps le méme
schéma que celui utilisé pour discrétiser le modele HELMOD mais sans transfert de masse.
Ceci nous donne un état intermédiaire (s}, p}, (p})*). Ensuite, nous prenons en compte les
termes de transfert de masse mais comme le temps caractéristique de retour a 1’équilibre
thermodynamique dans le modele est voué a tendre vers zéro, plutot que d’intégrer une
EDO raide, nous projetons cet état intermédiaire sur la variété dite équilibre définie par la
loi de Henry.

Des validations numériques sont ensuite présentées. Nous comparons dans un pre-
mier temps les solutions obtenus a l’aide de ces deux schémas. Nous testons également
le deuxieme schéma sur un cas test issu des cas tests MOMAS diphasique proposés par F.
Smai [67] lors du benchmark “Ecoulement diphasique”, dans le cadre du GNR MOMAS
[61].

Chapitre 4

Le quatrieme chapitre est consacré au développement et a l’analyse de convergence
d’un schéma numérique de type volume finis avec un décentrage phase par phase pour un
systeme d’équations décrivant 'injection d’un fluide incompressible, typiquement de 'eau,
dans un réservoir d’hydrocarbure compressible, typiquement du gaz. La différence avec les
précédents modeles vient du fait que I'on ne fait pas distinction des différents composants
dans leur phase. Le modele qui décrit ces écoulements s’obtient en écrivant la conservation
de la masse du gaz et la conservation de la masse du fluide incompressible (eau en général).

En supposant que la densité de la phase gazeux dépend de sa propre pression, on obtient
alors le modele suivant

{ ()0 (pg(pg)sg)(t, @) + div(py(pg) V) (t, 2) + pg(pg)syfp(t, x) =0,
O ()05 (t, ) + div(Vy)(t, x) + swfp(t,x) = fi1(t, ).
ou f; et fp sont respectivement les termes injections et productions.

Ce schéma est une méthode numérique utilisée en pratique dans l'industrie pétroliere.
L’idée est de faire un décentrage des équations phase par phase. L’étude de ce schéma
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est basée sur des estimations a priori dont ’adaptation au cas discret pose de nombreuses
difficultés. Ces nouvelles estimations d’énergies discretes sont obtenues pour controler les
vitesses de chaque phase. Par contre, la dégénéresence de la mobilité dans la région ou
la phase est absente (B.2.8), ne permet pas de controler la pression de chaque phase.
Nous allons alors utiliser la fonction de la pression globale définie dans [25] pour traiter ce
probleme de dégénérescence.

Dans le cas continue, la relation (C.0.25) entre la pression de chaque phase, la pression
globale et un terme dissipatif montre que le controle des vitesses de chaque phase assure
le controle de la pression globale et du terme capillaire. Par contre, dans le cas discret,
cette relation n’est plus valide. Elle est remplacée par quatre inégalités discretes. Celles-
ci permettent de controler les vitesses de chaque phase, la pression globale et les termes
dissipatifs dans tout le domaine indépendamment de la présence ou non d’une des phases.
Ces estimations sont importantes pour obtenir un résultat de compacité et sont ensuite
utilisés pour montrer le résultat de convergence lorsque le pas de temps et le pas d’espace
tendent vers zéro.

Nous avons également testé ce schéma sur un probleme 2D sur un maillage triangulaire
non structuré.






Premiere partie

Etude théorique de deux modeles
d’écoulement diphasique
bicomposant en milieu poreux
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Chapitre 1

Ecoulements miscibles compressibles
en milieu poreux

Comme indiqué dans l'introduction, la modélisation des écoulements diphasiques en
milieu poreux est importante en ingénierie pétroliere et pour les problemes de stockage de
déchets radioactifs. L’existence de solution pour les problemes d’écoulements diphasiques
incompressibles et immiscibles en milieu poreux est bien connue via une formulation "pres-
sion globale” introduite par C. Chavent et J. Jaffré [25]. Cependant, les techniques utilisées
dans le cas incompressible ne sont pas adaptées dans le cas compressible, hypothese im-
portante dans le cadre du stockage géologique des déchets radioactifs. Peu de travaux sur
I’existence de solution dans le cas compressible ont été réalisés. On peut cependant citer par
exemple Galusinski et Saad [44] pour une étude sans échange de matiere entre les phases
sous une formulation saturation liquide et pression globale ou encore Khalil et Saad [48] ol
les densités de chaque composant dans la phase gazeuse sont supposées dépendre de leur
propre pression.

Dans ce chapitre, nous établissons l'existence de solutions faibles pour un systeme
d’équations décrivant un écoulement diphasique liquide/gaz avec échange entre les phases
comme celui proposé par J. Talandier [70] lors de la présentation de benchmark Couplex-
Gaz, sans hypothese de non-dégénérescence et de petites données initiales pour 'hydrogene
comme Mikelic [59]. Nous supposons également que la densité de chaque composant dans
la phase gazeuse dépend de sa propre pression.

1.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles traduisant la conservation de la masse pour ’hy-
drogene et 1’eau s’écrivent

{ O, (Psypl + <I>sgp’;) + div(p!'V; + pZVg + J+ Jg) =7y, (1.1.1)
O (Psip)) 4+ div(p;" Vi) = 7. (1.1.2)

En utilisant la loi des gaz parfaits (B.4.13) et la loi de Henry (B.6.23), la densité de

17
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I’hydrogene gazeux est proportionnelle a la densité d’hydrogene dissous de la fagon suivante

1
HRT

Par ailleurs, en utilisant la définition de la fraction massique (B.1.3) et 'hypothese
d’une masse volumique d’eau liquide p;’ constante, nous avons 1’égalité suivante

p}gl = Clp? ou Cl =

PV X[ = X"(p}) Vpy.

D’autre part, en utilisant la loi de Henry (B.6.23) et la définition de la fraction massique
(B.1.3), on a également 1’égalité suivante

o VX[ = Co X" Vp,.

oll Cy est une constante égale & HM?".
En intégrant les hypotheses ci-dessus dans les équations de conservations de la masse
(1.1.2)—(1.1.1), on obtient alors les équations simplifiées suivantes

O (Pm(s))pp') + div (o] Vi + Cip}'Vy) — div (Co X[ D'Vp,) =1y, (1.1.3)
8, (Bs) + div (V) = 2 (1.1.4)

w )
l

ou m(s;) = s; + C154.

1.2 Hypotheses sur les parametres physiques et résul-
tat principal

Dans ce paragraphe nous allons définir quelques notations utiles dans la suite, donner
les hypotheses sur les parametres physiques intervenant dans le systeme (1.1.3)—(1.1.4) et
le résultat principal de ce chapitre.

Nous définissons la pression globale p comme dans [25]

M(s1)Vp = Mi(s1)Vpr + My(s4)Vpy,
ou la mobilité M, de chaque phase a et la mobilité totale M sont définies par
Mo (Sa) = kro(Sa) /e €t M(s)) = Mi(s;) + My(sg).
Comme dans [25], [44] et [48], on définit des fonctions p , p par
dp(s)) _ Mi(s) dpe(s1) of dp(s))  My(sg) dpc(sl)'

dSl M(Sl) dSl dSl M(Sl) dSl

La pression globale p peut alors s’écrire comme

p=py+D(s1) = pr+ p(s1)- (1.2.1)
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Nous définissons aussi le terme capillaire £ par

M (s1) My(s,) dpe(si) > 0.

g(Sl) - M(Sl) dSl -

Pour compléter la description du modele, nous définissons les conditions aux limites et
les conditions initiales. Soit 7" > 0 le temps final et  un domaine borné de R (d > 1).
Soit I'; la partie saturée sur le bord de Q et I';, = OQ\I';. Les conditions aux limites sur les
pressions sont données par

pe(t,x) = pi(t, ) =0 sur (0,7) x Iy,
Vi-n=V,-n=0sur (0,7) x Iy, (1.2.2)
CoX"DI'Vp, -m =0 sur (0,7) x ',

ol n est le vecteur normal sortant a I',,. Les conditions initiales sont définies sur les pressions
par

(1.2.3)

Pg(0, ) = pg(a:) dans €,
p(0,2) = p}(z) dans Q.

Notant Qr = (0,7) x Q et X7 = (0,7 x 0f, on introduit maintenant les hypotheses
sur les coefficients physiques intervenant dans le systeme (1.1.3)—(1.1.4).

(H1) La porosité ® € W1>(Q) et il existe deux constantes positives @ et ®; telles que
dy < O(x) < Py presque pour tout = € 2.

H2) Il existe deux constantes positives ko et ko, telles que pour tout € € R? et pour
( p que p p
presque tout x € €

||K||(L00(Q))d><d <k et (K(l‘)g,g) > k?0|€|2'

(H3) Les mobilités M,;, M, € C°([0,1],R") vérifient M, (s, = 0) = 0. De plus, il existe
une constante positive myq telles que pour tout s; € [0, 1]

M (s1) + My(sg) > mg > 0.

(H4) La densité p; € C'(R) est croissante et il existe deux constantes positives p,, et puy
telles que 0 < pr, < o1 < por-

(H5) Les fonctions 7, ry € L*(Q7) et sont positives pour presque tout (¢,z) € Qr.

(H6) Le tenseur de diffusion D} est une fonction non linéaire et continue de la saturation
liquide s;. De plus, il existe deux constantes positives d; et ds telles que pour tout
x € Q et pour tout v € R?

||Dlh(x, sl < dj et <Dlh(x, sl)v,v> > d2||v||2.
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(H7) La pression capillaire p. € C*([0, 1]; R™) est décroissante et vérifie

dpe
S
(H8) Le terme capillaire ¢ € C! ([0, 1]; R™) vérifie £(s;) > 0 pour 0 < s; < 1 et £(0) =
&(1) = 0. Nous supposons également que B~ (U'inverse de B(s;) = [ &(z) dz) est
une fonction héldérienne ' d’ordre 6, avec 0 < 6 < 1 sur [0, B(1)].

0<p<

Nous définissons également l'espace de Sobolev HF (€2) par
H%l(Q) ={u€ H'(Q);u =0 sur T},

qui est un espace de Hilbert avec la norme |[ul| g1 ) = [|[Vull(z2q))a-
1

Nous énongons le théoreme d’existence de solutions faibles du systeme (1.1.3)—(1.1.4)
suivant

Théoréme 1.2.1. Sous les hypothéses (H1)-(H8), en supposant que les données initiales

pg et p) données dans (1.2.3) sont définies p.p. dans Q avec 0 < s¥ < 1 et 5 < 1.

Alors il existe (pgy,pi) solution faible du systéme (1.1.3)~(1.1.4) dans le sens ot pour tout
o, ¥ € CL0,T; HL,(92)) avee o(T, ) = (T, ) = 0,

p

= [ etk oouedodt — [ om(sH)pl8)o(0. )
T Q
+ Kp!'(ps) Mi(s1)(Vpr — pi(p1) g) - Vipdadt
or (1.2.4)
+C KP?(pg)Mg(sl)(Vpg - pg(pg)g) - Vdxdt
Qr

+/ CoX}"DI'Vp, - Vpdadt :/ ropdadt,
—/ @slﬁtwdxdt—/és?w(o,x)dx
T “ (1.2.5)

TUJ
+ KM (s))(Vpr — pi(pr)g) - Viodzdt = / —pdadt.
\ QT QT pl

De plus, nous avons les estimations suivantes
Py et V/Ma(sa)pa € L*(0, T Hy (), ®0,(p] (pg)m(si) € L*(0, T (Hy,(2))),  (1.2.6)
s> 0 p.p. dans Qr, B(s;) € L*(0,T; Hy (), ®0,s, € L*(0,T; (H%Z(Q))/) (1.2.7)

Les conditions initiales sont quant a elles satisfaites dans le sens ou pour tout & €
H},(Q), les fonctions

t%/@p?(pg)m(sl)fdx ett—>/®sl§dx,
Q 0

!i.e il existe une constante ¢ positive telle que pour tout a, b € [0, B(1)],on a |B~1(a)—B~1(b)| < cla—b|°.
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sont dans C°([0,T]) et vérifient

(/Q cI)ﬂ?(Pg)m(Sl)éd:c> (0) = /QW?(pg)m(s?)édx,

( /Q @slgdx> (0) = /Q dspéda.

Le systeme d’équation (1.1.3)—(1.1.4) possede deux types de dégénérescence : la dégé-
nérescence du terme d’évolution d;(s;) quand la saturation vaut zéro et dégénérescence des
termes dissipatifs div(M,Vp,) quand la mobilité vaut zéro. Comme la mobilité de chaque
phase dégénere dans la région ou la phase est absente, ’estimation d’énergie de M,Vp, en
norme L? ne suffit pas & controler le gradient de pression de chaque phase. Notre stratégie
consiste a controler la vitesse de la phase . Cela va permettre d’obtenir des estimations sur
la pression globale dans tout le domaine indépendamment de la dégénérescence de la phase
ainsi que sur le terme capillaire B pour traiter la dégénérescence du systeme. La section
suivante nous donne certaines estimations d’énergie nécessaires pour prouver le théoreme
1.2.1.

1.3 Estimations d’énergie

Dans cette section, nous obtenons des estimations sur le gradient de la pression globale
p et sur le gradient du terme capillaire B. Pour cela, on définit

9y(py) = /Opg %dq et Hy(py) = p?(]?g)gg(pg) — Pg-

En multipliant (1.1.3) par g,(p,) et (1.1.4) par Cip; — py, apres U'intégration sur €2 et
sommation des deux équations, on en déduit 1’égalité

/Q P [&e (m(a)p?(m))gg(pg) + Oisy (61 - pg)} dz

+C1 > UQ KM, (54)(VPa — pa(pa)g) - Vpadx} (1.3.1)

’rw
+ / C: X" Di'Vp, - Vpyda = / (ngg(ng—w(Clpz—pg)) da.
Q Q P

Ensuite, formellement, nous avons

M =03 (m(s) (1) ) 90 (py) + Dosi (€1 p1 )
= 0 (m(s)et ()9 (py) ) + 8 (1(Copr = py) ) +Crsudipy = p0) = 10,
=0, (m(sl)p?(pg)gg(pg)> + O, (Sl(clpl - Pg)> + C15104(pe) — C10kpy.
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Considérons A la primitive de s;dp./ds;(s;). On peut alors écrire M comme M = 9,€
ou & est défini par

& = m(s)p1' (pg)99(pg) + 51(Cipr — pg) + CLN (s1) — Cipy
= m(s0) (P (p)95(ps) = Ps) = Crspelst) + LN (s1).

D’apres la définition de la fonction H, et de la fonction N, la fonction £ devient
simplement

E =m(s))Hy(py) —C /:l pe(2)dz.

En utilisant cette égalité, 1’égalité (1.3.1) devient alors

%Qq)[ m(s0) /Opc dz}dx+
[ / KMo (52) (Voo — po(pe)e )-vpadx] 4

Tw
/ C2Xle;1ng - Vpgda = / (7994(Pg) + pTU(Clpl —pg)) dz.
Q Q l

En utilisant les hypotheses (H1)-(H5), la positivité de H, et la sublinéarité de la fonction
94(pg), on en déduit que

M, (s)Vp, - Vpdzdt + M,(s4)Vpy - Vpgdadt + / CoX"DI'Vp, - Vp,dadt < C,
Qr Qr Q

ou C' est une constante. En terme de pression globale, on a alors I’égalité suivant

MM
M|Vp|*dzdt + L9 |V pe(s1) |Pdadt

or or (1.3.2)
= M;(s;)Vp, - Vp, dzdt + M,(s4)Vpy - Vpg dazdt < C,
Qr Qr
ce qui implique que p € L*(0,T; H (), py € L*(0,T; Hy, () et B(s;) € L*(0,T; H'(Q)).

1.4 Régularisation du systeme

Afin de prouver le théoreme 1.2.1 et pour traiter le probleme de dégénérescence dues
aux mobilités, nous régularisons le systeme (1.1.4)—(1.1.3) en ajoutant un terme dissipatif
capillaire dans chaque équation. Le systéme non-dégénéré que ’on appellera 3, s’écrit alors

(O (Pm(s))pr (p])) — div(Kpp (p]) Mi(s]) (Vo — pu(p])g)) -

Cdiv (Kﬂ?Mg(SZ) (VPZ - pg<pg)g)) - diV(C2(Xlw)n(D;l)nng)+ (1.4.1)
o (C1 = 1) div(p} (p) V(0 — 1)) = 7.

0y (®s7) — div (KM (s]) Vo)) — n div(V(p] — pj)) = —2, (1.4.2)

\ l
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avec les condition initiales (1.2.3) et les conditions aux limites suivantes

po(t,z) = p/(t,x) = 0 sur [,
(\/;7 + ClVZ + CQX;”Dthpg (Cl — 1)77V(pg — pn)) n =0 sur 6(2\1“1, (143)
(VI =nV( Pe— p})) -n =0 sur OQ\I',

ou n est le vecteur normale sortant a I',,.

Il s’agit maintenant de montrer I'existence de solutions pour le systeme ‘B,. Pour cela,
nous avons le théoreme suivant

Théoréme 1.4.1. Sous les hypothéses (H1)-(HS), en supposant que pg et p) sont dans
L*(Q) avec 0 < s) <1 et s; < 1. Alors pour tout n > 0, il existe (pd,p) solution faible de
B, dans le sens ot pour tout ¢, 1 € L*(0,T; Hy, (Q))

(@O (m(s))pr () o)y + | Kpr (e Mi(s}) (Vo] — pi(p1)g) - Vdadt+

Qr
Ci [ Kot My(s]) (Vi — pglpg)g) - Viedwdi+
or (1.4.4)
/ Co(X;")" D}V, - Vipdadt + (C — 1)77/ APV (pg = p]) - Viedzdt =

/ repdadt,
T

(@Os), ) + | KM(s)) (Vo] — pu(pr)g) - Vipddt
@r (1.4.5)

- V(p} - p}) - Vipdadt = / T—Z@Ddxdt,
Qr T Pr

ou le crochet (.,.) est le produit de dualité entre L*(0,T; (H%l(Q))/) et L*(0,T; Hf,(92)).
De plus p, et p; vérifient les estimations
Pl € L20,T; HL(9)), 9o} (p0)m(s)) € L2(0,T; (HL(9))),
s} >0 p.p. dans Qr, s} € L*(0,T; H'(Q2)), ®9,s] € L*(0,T; (H%l(Q))/),
pr(py)m(s}) € C° ([0, T1; L*() , 57 € C° ([0, T]; L*(%2))
La suite de cette section est consacrée a la preuve du théoreme 1.4.1. Cette preuve est

basée sur une méthode de semi-discrétisation en temps (voir [3]) afin de traiter le probleme
de dégénérescence du terme d’évolution et de montrer la positivité de la saturation liquide.

Pour cela, on considere un temps final T > 0, M € N* le nombre de pas temps,
6t = T/M le pas de temps et p) la pression initiale. Soit (pp7,p;"") € (L*(£2))* avec
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o (pgym(s;”") > 0 au temps t, = ndt et nous cherchons une solution (pgﬂ’”,pfﬂ’") du

systeme suivant

(et gt — s )l (")
5t
div(Kp) () My (s ) (Vp 0 = pu(p) ) g)) — (1.46)
C1 diV(Kpf(pZH’”)Mg(sZ“’”)(VPZH’U - Pg(PZ+1’n)g))+ o
B (Cr = L) div(pf () V (pat 17 — pp ) —
div(Cy(X;) DIVt = gt
SZ"H’" — 5" ) ntlm n+ln n+ln
o — — div(KM; (s} ") (VT — py(p) P g))
e (1.4.7)
. n+1,m n+1,m\\ __ Tw
\ —n div(V(py ™" —p ") = a

avec les conditions aux limites (1.4.3).

Remarque 1.4.1. Remarquons que cette technique de semi-discrétisation en temps a déja
été utilisée par Alt et Luckhaus [3] pour un systéme parabolique dégénéré, dans [44] et
[48] pour un écoulement diphasique compressible immiscible en milieux poreux et dans [24]
pour un écoulement diphasique compressible miscible en milieux poreux.

Dans la section suivante, nous étudions l'existence de solution du systeme elliptique
PBo.st an et ot fixés.

1.4.1 Etude du systeme elliptique non linéaire

L’objet de cette section est 1'étude du systeme discrétisé en temps B, 5. Par souci
de clarté, dans cette section, nous omettons les indices n et n dans le systeme B, 5. Les
pressions et la saturation liquide a I'instant n seront notées par un exposant étoile.

On ajoute maintenant deux nouvelles régularisations. La premiere consiste a remplacer
les mobilités M, par des fonctions positives non-dégénérées

M, =M, +¢€ €>0.

La deuxieme consiste a régulariser les termes de pression. Pour cela, soit Py la projec-
tion orthogonale de L?(2) sur les N premiers vecteurs propres {p;,- - ,pn} du Laplacien
avec condition aux limites de Dirichlet homogene sur I'; et de Neumann homogene sur I',,.
Les p; sont donc solutions du probleme suivant

—Ap; = \ijp; dans Q,
p; =0 sur 17, (1.4.8)
Vp, - n=0 sur I',,.

Cette derniere régularisation est nécessaire afin de pouvoir définir un opérateur continu
relativement compact et pour utiliser le théoreme de point fixe de Leray-Schauder dans la
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prochaine proposition.

La régularisation des mobilités conduit a la perte de la positivité sur la saturation
liquide. Nous prolongeons alors les fonctions M; et M, sur R par continuité en dehors de
[0, 1] et on note

0 sis, <0
Z(54) =4 Sa 8184 €[0,1]
1 sis, > 1.

Les saturations s, étant considérées comme des fonctions des inconnues p; et p,, on
prolonge la pression capillaire p. en dehors de [0, 1] par une fonction p, continue, bornée et
strictement décroissante en dehors de [0, 1]. Ceci est possible puisque la pression capillaire
est supposée bornée (|p.(0)| < +00). On note alors s; = p.~ ' (py—p1) et s, = 1= (pg—1).

Notons que ainsi définies, les fonctions prolongées peuvent s’écrire

Mo(8a) == Mo(Z(54)), &(8a) = &(Z(54))
s 0 Sis,, <0
B(s)) = / £(Z(s))ds = § [ &(s)ds si sy €10, 1]
’ B+ &) (sy— 1) sisa> 1.

Maintenant, la preuve d’existence de solutions de (1.4.6)-(1.4.7) s’effectue en trois
étapes.

La premiere étape consiste a étudier le systeme suivant pour des parametres € > 0 et
N > 0 fixés

h\* *
Q
/ Kpop'(p Mf(S?N)VPNp?N - Mz(S?’N)pz(p?N)g> - Vepdadt
/ Ko () (M5 )05 — My ()0, (0 )g) - Vepdadt (149)
U + (€1 —1)n /Q o (0N )V (Paps™N — Pupp™) - Vpdadt
= / reedadt
Q
7 se,N _ g . ) ) )
/ & 5t) Fpdadt + / K (MZE(SI’N)sz’N - Ml(sz’N)Pl(pl’N)g) - Vipdadt
? 0 (1.4.10)
rw
- 77/ V(p;’N —pf’N) - Vipdadt = / —tpdadt
Q QP

\

pour tout (¢,v) € (H%Z(Q))z.
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La deuxieme étape consiste a passer a la limite quand N tend vers I'infini. La troisieme
et derniere étape consiste a passer a la limite quand € tend vers zéro et montrer la positivité
de la saturation liquide.

Premiere étape. La premiere étape consiste a étudier le systeme ‘B;{;\i pour des parametres
fixés N > 0 et € > 0. Dans cette étape, on va appliquer le théoreme de point fixe de Leray-
Schauder pour obtenir une solution faible (p5?, pi™) de (1.4.9)-(1.4.10). Pour plus de clarté,
on omet, désormais les indices € et N dans la suite.

Proposition 1.4.1. Pour des paramétres N > 0 et € > 0 fivés, si s; et (pf')*m(s}) appar-
tiennent a L*(Q) et si sp > 0 et (pf!)*m(s;) > 0 alors il existe (p5™,p;™) dans (HE (Q))?
solution du systéme (1.4.9) — (1.4.10).

Démonstration. La démonstration est basée sur le théoreme de point fixe de Leray-Schauder
[71]. Soit T une application de L*(Q2) x L?(2) dans L*(Q) x L?*(2) définie par

T(ﬁépﬁl) = (pgvpl)a

ol (pg, pi) est I'unique solution du systeéme suivant (1.4.11)-(1.4.12)

/ Pl (By)m(Z(51)) — prm(S))

odxdt + / CoX"DI'Vp, - Vipdzdt
Q

ot
+ / Ko (5,) (M (3)VPxF, — Mi(3)pi())g) - Vedadt
(9]

(1.4.11)
w01 [ Kol ,) (V359 = M,(5,)0s(7, ) - Viodad
+(Cy — 1)77/ o1 (B,)V(PnD, — PnDy) - Vipdadt = / repdadt
0 0
Z(El) — S}k €/ _ _
szdxdt + [ K(M;(5)Vp — M (5)p(py)g) - Vpdadt
@ @ (1.4.12)

- 77/ V(Pnp, — Pnpy) - Vipdadt = / %wdxdt
Q QP
powr tout (¢,v) € Hy, (Q) x Hy, (), 51 =Pe (5, = P1) et 5, = 1 =P ' (B, = P)-
Le systeme (1.4.11) — (1.4.12) peut alors s’écrire sous la forme

By(pg: ¥) = o) et Bi(pi, 0) = filep),
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avec

By(pg, ¥ /K,ol Py) M (54)Vpy - Vgodxdt+/CQXf”Dl}‘Vpg-chdxdt,
Q

ot
- | Kol@,) (i G0V Py7 — MiG)()g) - Tipdat

fg(lb) _ /Q pl pg) (Z(Sl)) p*m(s*)apdxdt . (Cl B 1)77/§2P?@g)v(73N2_79 . PNﬁl)

+/KMQ(Eg)pg(]_)g)g-chdxdtJr/ngodxdt,
Q Q

Bi(pi, p) = / KM (3,)Vp; - Vipdadt,
Q

i) = = [ H0 = ot 4 [ V(Pp, ~ Pxp) - Vo

+ [ Kan)mme- Vodsdt + [ = o,
Q Q M

Les applications Bj(p;, ¢) et B,(p,, 1) sont bilinéaires, continues, coercives et définies
dans (Hf, (€2))* La bilinéarité de ces applications provient de la linéarité des opérateurs
intégrales et gradient. La continuité vient directement des hypotheses (H1) — (H5) et de
I'inégalité de Holder. Enfin, la coercivité est obtenue grace aux hypotheses (H1) — (H5) et
des termes en e.

Les applications fi(p) et f,(1)) sont linéaires continues définies sur Hy, (Q2). La linéarité
est une conséquence immédiate des opérateurs intégrales et gradient tandis que la continuité
est due aux hypotheses (H1) — (H5).

Le théoreme de Lax-Milgram appliqué aux formulations variationnelles (1.4.11) et
(1.4.12) nous donne deux uniques solutions p, € Hf (Q) et p € Hf () de ces formu-
lations variationnelles.

Nous avons donc prouvé l'existence d’une unique solution (pg, p1) € (Hy, (€2))* pour tout
(g 71) € (L*(2))? ce qui montre que I'application T est bien défini dans (LQ(Q))

Lemme 1.4.1. L’application T est continue et relativement compact.

Démonstration. On consideére une suite (p,,,7;,) d'un ensemble borné de (L*(Q2))* qui
converge vers (P,, ;) € (L*(€2))*. L'objectif est de montrer que (pgx, pix) = TPy Drs) st
bornée dans (Hp, (€2))* et converge vers (pg,pi) = T(P,, By)-
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Les suites pg , pir vérifient respectivement

/ o (B, )m(Z(51)) — (o) mls;)

5 odzdt + / CoX"DI'Vpy i - Vipdxdt
Q

4 / Kol (5, ) (M (510) VPN — Mi(Si)pu(P)g) - Vipdadt

(1.4.13)
+C /Q KP?(Z_)g,k) (Mgg(gg,k)v]?g,k - Mg(ggk)pg(pg,k)g) - Vpdzdt
€= 0 [ A0, )V (Papy —~ Padis) - Vipdadt = [ rypdodt
Q Q
et
Z(El,k) — 87 ¢/ _ _
Tiﬂdl’dt + K (Ml (sl,k)Vpl,k — Ml<3l,k)pl (pl)g) : dexdt
@ @ (1.4.14)

TUJ
- / V(PuBy s — PaPuy) - Vibdads = / % et
Q Q M

pour tout (p,v) € Hyp (Q) x Hf, (Q).
En prenant ¢ = p;;, dans (1.4.14), on obtient

AG — s*
%plvkdxdt + / KM, (516)p(P)g - Vipdadt
Q

TUJ
+ 77/ V(PnDy 1. — PnDiy) - Voredodt + / p—wpz,kdl’dt,
0 QP

/ KM (516) Ve - Vpprdaodt = —/
L Q

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

6/’?0/Q IVpuel?dz < C + Cllpuillzz@) + Cl Vo2
+ CIIVPNDLl 22 ) + CIVPNDy il 2@
ott C dépend de Q, n, §t, par, 1, ko €t ||5]||12(q). Or
IVPNDarllze) < enllParllze), (@=1,9),

ou ¢y est la racine carrée de la n-ieme valeur propre de 1'opérateur Laplacien (en considé-
rant 'ensemble des valeurs propres comme une suite croissante). L’inégalité de Poincaré et
de Young montrent ainsi que la suite (pyx)x est uniformément bornée dans HY, (€2).

Pour la pression de gaz, on consideére ¢ = p,;, dans (1.4.13) pour en déduire que

ekopm / Vpguldz < C+ Cllpyalliz + ClIVoorll oo
Q

+ CIIVPNDillz2@) + ClIVPNDy il 220,
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ot C dépend do . 6, pas, D1, kuw ot () ()"l 12(@)- L suite () est donc uni-
formément bornée dans H%Z(Q). Ceci prouve que 'application T est relativement compact.

De plus, pour des sous suites, nous avons les convergences

Dik——D1 faiblement dans L*(0,T; Hf, (), (1.4.15)
Pg =Dy faiblement dans L*(0,T; Hy, (), (1.4.16)
Dik—Di fortement dans L*(f2) et p.p. dans €, (1.4.17)
Dgk——Pqg fortement dans L?(Q2) et p.p. dans Q. (1.4.18)

Il reste & montrer la continuité de ’application 7. Pour cela, il suffit de montrer que
(pg, 1) est 'unique solution de (1.4.11) — (1.4.12) en passant a la limite dans (1.4.13) —
(1.4.14) quand n tend vers +oo.

On étudie le passage a la limite dans (1.4.13)

/ 1 (Pg)m(ZGik)) — (p)) mosy)
o 5t

odxdt + /Q Co X" D'V pg . - Vipdadt
+ /Q K} (Dgr) (Mf (516) VPP, — Mi(5146)01(P))g) - Vipdadt
01 [ Kl (9,00 (V3 500) V0. = My 5000005, )8) - Vidad
(€= 11 [ B0V (P = Pais) - Vipdadt = [ rypdadt.

ot 51 = po  (Pyp — D)

Le passage & la limite dans le premier terme est du a la continuité de Z, p_! et pf et
au fait que p}'(p, ,)m(Z (1)) soit dominé par Ciparle|, ce qui nous permet d’appliquer
le théoreme de convergence dominé de Lebesgue.

Pour le second terme, la suite (Co X ;f’kDfV@)  est dominée et converge presque partout
quand k tend vers l'infini. Donc par application du théoreme de convergence dominé de

Lebesgue on en déduit la convergence forte dans L?(£2) de
Co XDV — CX\"D}V.
De plus, en utilisant la convergence (1.4.16), on en déduit que
Vpgr—VDy faiblement dans (L?(Q))¢,

ce qui permet de passer a la limite pour le second terme.
Pour le troisieme terme, P, converge dans L?(2) donc

VPP x—VPND, fortement dans (L*(£2))<.
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De plus la suite (KM;(5,1) ] (Dy.) Vi) est dominée et converge presque partout quand &
tend vers I'infini donc par application du théoreme de Lebesgue, nous avons la convergence
forte dans L?(Q) de

KM, (51) 01 (Bg.) Ve — KMi(51)p7 (B,) Vb, (1.4.19)

ce qui nous permet de passer a la limite dans le troisieme terme.

Pour le quatrieme terme, la suite (KM (5;x) or (Py1) Vi) est dominée et converge presque
partout quand k tend vers 'infini donc par application du théoreme de Lebesgue, nous
avons la convergence forte dans L?(Q) de

KM (510)p1 (Py) Vip — KM;(51) 0}/ (By) Vip- (1.4.20)
De plus, a l'aide de (1.4.16), on en déduit que
Vg r—Vp, faiblement dans L*(12)), (1.4.21)

ce qui nous permet de passer a la limite dans le quatrieme terme.
La cinquieme terme

(€= 1 | 1,1V (PaTys = Pafie) - Vit
est traité comme suit : d’une part
o1 (By 1) Vo—p]' (B,) Ve fortement dans (L?(Q))%, (1.4.22)
et d’autre part, comme p, , converge dans L*(Q), on a
VPnDPyr—VPnD, fortement dans (L?(£2))<.

Ceci nous permet de passer a la limite dans le cinquieme terme.

Les convergences des autres termes sont obtenues a 'aide du théoreme de convergence
de Lebesgue. Le passage a la limite dans (1.4.14) est obtenu de la méme maniere. Par consé-
quent, (pg,p;) est une solution de (1.4.11) — (1.4.12), ce qui permet d’établir la continuité
de I'application T. O

Lemme 1.4.2. (Estimation a priori). Il existe v > 0 tel que, si (pg,pi1) = NT(pg, p1) avec
A€ (0,1), alors
H(pgupl)HLQ(Q)xLQ(Q) <.
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Démonstration. Considérons (py, p;) vérifiant (p,, pi) = AT (py, p1). Le couple (pgy, p;) vérifie
alors

VA h _ h\* *
A /Q g2 ) <p%>t () m5E) ar + /Q Co X" D}'Vp, - Vpdadt

A [ Koblpy) (M (509 Pap = Milsp(pn)e) - Vigdod

+C1/Kpl pg) (M Sg VPQ (Sg)pg(pg) )-V(pdxdt

+(C—1) )\n/ 01 (pg)V(Pnpg — Pnpi) - Vipdadt = )\/ repdadt,
) )

(1.4.23)
et

A/¢4@LE¢M@+/KMﬁ@Wm—M@mmmeMMt
Q Q

- )\77/ V(Pnpg — Pnpr) - Vpdadt = A T—:}U@Ddxdt,
Q

Qr
(1.4.24)
pour tout (¢, 1)) € Hp, (Q) x Hp (Q).
En prenant ¢ = g,(py) == (f)" phl( dz € Hy () dans (1.4.23) et ¢ = Cip; —py € Hy, (D)

dans (1.4.24) et par sommation des deuX égalités, on en déduit 1’égalité suivante
M i (On(Z 0 ) = 57 m()gy(ps) + (Z(s1) = i) Copr = py) )
A | K () VPypn = Milsip () - Vi
+C1/K ME (54)Vpy — My(s4)pe(Pg)8 ) - Vpydx
C
—i—/ i ; )XthVpg Vpydz + Cy / K (M (s))Vpr — My(s)pi(p1)g) - Vprdx
1 \Pyg
/K (1) Vpr — My(s1) pi(pr)g) - Vpgda

+ C1)\77/ V(Pnpy — Pnpi) - V(pg — pi)dz
Q

Tw
= )\/ r99q(pg)dx + )\/ —w(Clpl — pg)dx
Q Q Py



32 Régularisation du systeme

Apres simplification, on obtient
Cl / KMe(Sl)Vpg . Vpgdl‘ + Cl / KMle(Sl)vpl . Vpldl‘
Q Q
C
+/ 2 Xl“’D Vp, - Vp,do + C1>\7}/ V(Pnpy — Pnpi) - V(pg — pi)dz
Q P (pg) Q
o *
- [ 5 (<m<Z< D)t (pa) = 5 (7)) gu(py) + (Z(s1) = 57)(Cop = py) ) da
Y / K (M (1) VPxp — Mi(s)oi(p)g) - Vpyda
+ [ KO )V - Mls0()g) - Voo
Q

+Cl/KMg(Sg)Pg(Pg)g'VpgdﬂerCl/KM!(Sl)pz(Pl)g'Vpldx
Q Q

TUJ
+ )\/ r994(pg)dx + )\/ —(Cipy — py)da.
Q QP

Comme la fonction p, — g¢4(p,) est sublinéaire, on déduit a l'aide I'inégalité de Poin-
caré et de Cauchy-Schwarz 'inégalité suivante

e/ Vpil? d:c+e/ Vp, dxwm/ V(Pap, — Pap)l? do
Q Q Q

< C (14 1) m(si) ) + 17 2@)

(1.4.25)

ou C ne dépend pas de \. O

Grace aux deux lemmes 1.4.1 et 1.4.2, on peut alors appliquer le théoreme du point fixe
de Leray-Schauder [71] prouvant la proposition 1.4.1. O]

Deuxieme étape. Cette étape concerne le passage a la limite quand N tend vers
Vinfini. Pour tout N > 0, nous avons établi 'existence d'une solution (p)', p}") € (Hp,(€))?,
vérifiant

/m (st )t (py) = (o) m(s;)

ot

+ / Kol (p)) (MY (s))VpY = Mi(s))pi(p})g) - Vipddt

dzdt + / Co X" D}'Vp) - Vdadt

Q
(1.4.26)
+61/Kpl (pg) (M (53 )Vpy — My(s) )pe(py )g) - Vipdzdt

+ (G — 1)?7//% (py )V (p) —piv)-VsodxdtI/'f’gsodx,dt
Q

Q
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et

N _ o¥*
/%@/}dxdt+/K (MY (1) VD = Mi(s)pi(py)g) - Vepdardt
Q Q (1.4.27)

— / VY —pY) - Vipdedt = | Zydadt,
Q Q Pl

pour tout (¢, 1) € Hp, (Q) x Hp (Q).
L’estimation (1.4.25) est uniforme et indépendante de N et de A\. On peut alors re-
prendre les estimations (1.4.25) avec A = 1 obtenant ’estimation suivante

‘ / Vpl? de + e / Vp,[? dz + Cin / IV (Pypy — Pup)|? de
Q Q Q
< O (L4 1y msll sz + 1155 2@

ou C' dépend de € mais ne dépend pas de V.
Pour des sous suites, nous avons alors les convergences suivantes
p%—mlN faiblement dans H%Z(Q), fortement dans L*(Q) et p.p. dans €,
péx k—>pév faiblement dans H{, (), fortement dans L*(€2) et p.p. dans €.
En passant a la limite quand N tend vers l'infini dans (1.4.26)- (1.4.27) (passage a la

limite identique a celle pour k& — 400 dans (1.4.13)-(1.4.14)), on obtient pour tout € > 0
Pexistence d’une solution (p§,pj) € (Hp,(€2))? vérifiant

/ m(Z(s)))pt(p5) — (o)) m(s)
0 5t

+ /Q Ko (p5) (M; (s5)Vp; — My(s)pi(pf)g) - Viedadt

dzdt + / C2 X" D'V, - Vipdxdt
Q

(1.4.28)
+C /Q Ko (pf) (Mg (s5) Vs — My(s5)pe(p)g) - Vipdadt
+(C1 —1)n /Q (P V (P, — pf) - Vpdadt = /Q rgedrdt,
et
mwdxdt+ K (M (s)VpS — My(s)p(p5)g) - Vepdadt
50 1 (1)Vp 1(sy)p(pp)g) - Vdo
@ @ (1.4.29)

— n/ V(p, —p) - Vibdzdt = / T—‘;’)wdxdt,
Q Q

l

pour tout (p,v) € Hyp (Q) x Hy, (Q).

Troisieme étape. Cette étape concerne le passage a la limite quand € tend vers zéro.
Ici on va utiliser la pression globale p afin d’obtenir des estimations indépendantes de e.
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On montre ensuite la positivité de la saturation liquide apres passage a la limite sur € — 0.

Nous énoncons les deux lemmes suivants nécessaires au passage a la limite ¢ — 0.

Lemme 1.4.3. (Estimations uniformes indépendantes de €). Les suites (s)¢, (p© = p§ +
D(s5))e et (p,)e définies par (1.4.28)-(1.4.29) vérifient

(p)e est uniformément bornée dans Hy (2) (1.4.30)
(B(s7))e est uniformément bornée dans H*(Q) (1.4.31)
(Vpe(s)))e est uniformément bornée dans L*(Q) (1.4.32)
(P& )e est uniformément bornée dans Hy () (1.4.33)
(VeVDs). est uniformément bornée dans L*(Q) (1.4.34)

Démonstration. On prend ¢ = g4(py) := [1° P r,(€2) dans (1.4.28) et ¢ = Cip; —

pg € HE () dans (1.4.29) et apres sommamon on obtlent 'égalité

ot
w01 [ K (M35 V0 = My (550 (0})) - Ve

| 55 (n(Z 000t 05) = o5 45) + (205 = s)Ca = 1)) o

w01 [ KM (60) 901 = Mis)n(s0)e) - Trida
Cs
-I—/ P (p )X;”Dl Vp; - Vpgdx+C177/ V(p, — ) - V(p, — pj)dx
l
Z/ngg(pz)dx+/ —(Cipf — p)da.
0 Q Py

Maintenant, en utilisant la relation (1.2.1) qui relie le gradient de la pression de chaque
phase avec celui de la pression globale, les hypotheses (H1) — (H8) et les inégalités de
cauchy-Schwarz et de Young, on en déduit I'estimation suivante

/ KM (s;)Vp; - Vpy do + / KM (s5)Vp, - Vi, da
Q Q

C
+C177/ Vpe(sf) - Vpe(s)) dx+/ & X} Dthpg Vp,dx
Q

QP (pg)
< € (14 1oy + 165 220y
< C (14 532 + 1) 32 + 1) 32

< C (14195 By + PG B + 155D B2y )

ou C' = C(pu, 0t, Mo, @, koo, pf 8], P55, 9) est indépendant de e.
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En utilisant 1’égalité (1.3.2) qui relie la pression globale et la pression de chaque phase,
on obtient

[ariwpar [ DS g, opar
Co
Pi (p )

e/Kfo-fo d:z:—i—e/KVp;-Vp; dx < O,
Q Q

+Cin /Q Vpe(s) - Vpe(si)dz + / ——X"D'Vp, - Vpidr (1.4.35)

ou (] est une constante indépendante de e.
L’estimation (1.4.30) est une conséquence directe de 'estimation (1.4.35) et de I'hypo-
these (H3). Pour 'estimation (1.4.31), a 'aide de lestimation (H3), nous avons

/Ml(sl)M( g)
0

Vp.(s;)|"de < C,
M(Sl) | (l)‘

ou C' est une constante indépendante de €. On en déduit donc I'inégalité

JACEREEY M(ﬁﬁf‘f)( D ips P < 1 [ MM IR0 < .

ou C est une constante indépendante de € ce qui permet d’établir (1.4.31). L’estimation
(1.4.32) et (1.4.34) est alors une conséquence de (1.4.35).

De plus, a l'aide de (1.4.30), (1.4.32) et (1.2.1), nous avons lestimation (1.4.33), ce qui
permet d’avoir I'inégalité suivante

VDL Nz < VD lr2@) + 1 VPe(sp) 2

Le lemme précédent va nous permettre de prouver les convergences suivantes

Lemme 1.4.4. Pour des sous suites (S5)e, (0%)e, (P5,)e, mous avons les convergences sui-
vantes

p-—p faiblement dans H%l(Q) (1.4.36)
B(sj)—B(s;) faiblement dans H*(Q) (1.4.37)
pPe—p presque partout dans §2 (1.4.38)
B(sj)—B(s1) presque partout dans ) (1.4.39)
Z(s))—Z(s1) presque partout dans € (1.4.40)
Z(s))—Z(s1) fortement dans L*(Q) (1.4.41)
Do —"Pa Jfaiblement dans Hy, () (1.4.42)

(1.4.43)

Po—Pa presque partout dans 2



36 Régularisation du systeme

Démonstration. Les convergences faibles (1.4.36) et (1.4.37) sont des conséquences des
estimations (1.4.30) et (1.4.31) du lemme 1.4.3. Les convergences (1.4.38) et (1.4.39) sont
quant & elles des conséquences de I'injection compacte de Hy, (Q) dans L*(Q).

Comme B(s;) := B(Z(s;)) et B! est continu

Z(sj)—Z(s;) p-p- dans €,

et le théoreme de Lebesgue assure la convergence forte (1.4.41).

La convergence faible (1.4.42) est une conséquence de I'estimation (1.4.33). La conver-
gence presque partout (1.4.43) provient de (1.4.38), (1.4.40) et du fait que p(s;) = p(Z(s1))
pour s; € [0,1] ce qui prouve le lemme. O

Pour montrer I'existence d’une solution du probleme ‘B, 5., il suffit de passer a la limite
quand € tend vers zéro dans les formulations (1.4.28)-(1.4.29),

/ m(Z(s5))py (p5) — (o)) *m(s})
o ot

4 / Kol (5) (M (s) Vo — Mi(s9)pi(p0)g) - Vepdadt

dadt + / Co X" D}V, - Vipdadt
Q

(1.4.44)
T /Q K (ng) (Mg (s5) VDG — My(s5)p(py)g) - Vipdadt
+ (G- 1>77/ pl(5)V (0, — pf) - Vdadt = / rypdadt,
@ Q
Z SE _ S*
/ %‘”dxdt* / K (M (s7)Vpj — Mi(sf)pu(pf)g) - Vbdadt
) ) (1.4.45)

— / Vi, —pf) - Virdedt = [ ZZydadt,
Q QP

pour tout (¢,v) € Hyp (Q) x Hp, (Q).
En effet, les deux premiers termes des équations ci-dessus convergent d’apres la conver-

gence forte de p}'(pS)m(Z(sg,)) vers pj'(pg)m(Z(s;)) et de Z(sf) vers Z(s;) dans L*(12).
Le troisieme et quatrieme termes de I’égalité (1.4.44) peuvent s’écrire

| KMy ), Vods = [ KA )90 Viods
Q Q
s [ K VB(s5) - Viode + Ve [ Kol (5)(VE Vi) - Ve de (1446)
Q Q

La preuve de la convergence des deux premiers termes du membre de droite de I'équa-
tion précédente s’effectue en deux étapes. Premierement, le théoreme de Lebesgue et les
convergences (1.4.40)-(1.4.43) montrent que

plh(p;)Ma(s;)Vgo — plh(pg)Ma(sa)Vgo fortement dans (Lz(QT))d,
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o (p5) Ve — p(pg) Vi fortement dans (L*(Qr))%.

Deuxiemement, la convergence faible sur la pression (1.4.36) avec la convergence forte
obtenue ci-dessus montre la convergence pour le premier terme du membre de droite dans
(1.4.46). La convergence donnée par (1.4.37) avec la convergence forte obtenue ci-dessus
montre la convergence du deuxieme terme du membre droite de (1.4.46).

Le troisieme terme converge vers zéro d’apres l’estimation uniforme (1.4.34). Ceci ter-
mine le passage a la limite pour le deuxiéme et troisieme terme de (1.4.44). On utilise
ensuite la méme technique pour le deuxieme terme de 1'égalité (1.4.45).

Les convergences sur les termes capillaires de (1.4.44)—(1.4.45) (cinquieme terme de
(1.4.45) et troisieme terme de (1.4.44)) se déduisent de l'estimation uniforme (1.4.32). Les
autres termes convergent en utilisant (1.4.40), (1.4.43) et le théoréme de convergence de
Lebesgue.

Nous avons donc montré qu'il existe (pg, pr) € Hp, () x H} (€2) solution de

/m (s0)ot gtg) P m<81)gpdxdt+/QCQXqulhvpg'V‘pdxdt

+ /QKPl (pg)Ml<Sl) (Vpr — pi(p)g) - Vdadt

(1.4.47)
+ [ Kol )My (50) (V0 ~ 1y (p)g) - Vi
+(6 — 1)77/ o1 (pg)V (py — mi) - Vpdadt = /Qrggodxdt,
Q
et Z( ) .
S1) — S
/ e vdadi / KM(s1) (Vo = pip1)g) - Vepdadt
) ' (1.4.48)

_ / V(p, — p1) - Vodadt = / % dadt,
Q Q Py

pour tout (p,v) € (H%Z(Q))z.

Lemme 1.4.5. Supposons que s; > 0, (p})*m(s}) et s; soient dans L*(Q). Alors, pour
tout ot > 0, les solutions (py,p;) de (1.4. 47) —(1.4. 48) vérifient

s; > 0 p.p. dans Q2.

Démonstration. En prenant ¢ = (s;)” dans (1.4.48), on obtient

/QZ—E;(sl)dxdt—n/Qp;(sl)V(sl)~V(sl)dxdt: /;l (s1) " dadt

puisque M;(s;)(s;)~ = 0 et puisque par définition Z(s;)(s;)~ = 0.
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En prolongeant p, en dehors de [0, 1] par une fonction p, vérifiant p(s;) # 0 en dehors
de [0, 1], on en déduit que

77/ |V (s;)" |*dz <0,
Q

prouvant que la saturation liquide est positive car s, s’annule sur I'. O

1.4.2 Passage d’un systeme elliptique a un systeme parabolique

Dans la section 1.4.1, nous avons montré I'existence d’une solution (p;b“’”,pfﬂ’") €
(Hp,(Q))? de (1.4.47)-(1.4.48). Par conséquent, les suites (pZ“’”,pf“’”) (provenant du
systeme (1.4.6)-(1.4.7)) sont bien définies. De plus, pour py(pp")m(s;"") > 0, 5;"" > 0 et
pR(pmym (s ") € L3(Q), s7" € L*(), on construit (p; ", pi 1) € (HE (€2))? de tel sorte
que 5?“’" > (.

Pour souci de clarté, nous omettons désormais l'indice 7, celui-ci étant fixe dans cette
section. En effet, cette section concerne le passage a la limite quand 0t tend vers zéro
pour montrer I'existence d'une solution du probleme ‘B,. Pour cela, nous allons montrer
des estimations uniformes indépendantes de t sur les pressions. Ces estimations uniformes

vont alors nous permettre de passer a la limite quand dt tend vers zéro dans le probleme
(1.4.6)-(1.4.7).

Le lemme suivant nous donne des estimations uniformes indépendantes de dt.

Lemme 1.4.6. (Estimations uniformes indépendantes de 0t) Les solutions de (1.4.6) —
(1.4.7) vérifient

1

5 [ @ () =m0 ) de = 5 [ @ (™) = Pulep) do

5t
+ Crko / My(sP )Vt Vpitida + Crkg / My (st )Vt - Vpptide
Q Q

g
e / Vet Vet da £ Cuy / IV — gt e
(9] Q

< Co (I By + 17 32y )
(1.4.49)
ot les C; dépendent de 2,1, par, P1 et koo mais ne dépendent pas de 6t. Les fonctions H,
et P. sont quant a elles définies par

1

Hy(py) == p?(pg)gg(py) =Py, Pelst) = /oSl pel2)dz et gy(py) = /Opg mdz.

Démonstration. Afin d’alléger les notations, nous omettons 'indice n + 1 dans la suite et
on indicera par * les quantités physiques prises a l'instant ¢,,.
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Dans un premier temps, nous allons montrer que pour tout s; > 0 et s > 0 vérifiant
s1+ 8g = s/ + s, = 1, nous avons

(p1(pg)m(s:) — p(pi)m(s})) g4(pg) + (st — s7) (Cipy — py)
> Hy(pg)m(si) — Hy(pg)m(sy) — CiPe(s1) + CiPe(s]).

En effet en notant J le membre gauche de I'inégalité (1.4.50), nous avons

(1.4.50)

J = (/)lh@g)m(sl) - p?(p;)m(ST)) 9y(pg) + (51— 87) (Cipr — py).

Par ailleurs, comme g, est concave (g (p) < 0), nous avons

95(Pg) < 96(P3) + 9,(0}) (pg — 1L,

et en utilisant la définition de H, et la concavité de g4, on obtient alors I'inégalité

~

3= 0 (pg)m(s1)g4(pg) — pi' (05)m(s7)g4(pg) + (s1 — 57)(Capr — pg)
= [(p)' (pg)m(50)94(Pg) — m(50)Dg) + m(s1)pg — p1' ()57 )94 (Py)]
+ (s1 = 57)(Coipr — py)

> Hy(pg)m(si) +m(s)pg — pi' (0g)m(si)(94(py) + ) (py —15)) (1.4.51)
+ (s1 = 57)(Cipr — py)
> Hy(pg)m(s1) — Hy(pg)m(sy) + m(si)pg — m(s])pg — m(s;)(pg — py)
+ (st = 57)(Cap — pg)
> Hy(pg)m(si) — Hg(pg)m(s) — Ci(si — s7)pe(s),
et comme la fonction P, est concave
(st = 87)pe(s1) < Pels1) = Pels)), (1.4.52)

les deux inégalités (1.4.51) et (1.4.52) montrent l'inégalité (1.4.50).
Pour montrer l'estimation (1.4.49), on multiplie (1.4.6) par g,4(p,) et (1.4.7) par (C1p; —
pg) Puis apres sommation de ces quantités, on obtient

/ < (m(s0)ol (o) — ol 0y m(5i))as () + (51— 57)(Com — py) )

+C / KM,;(s)Vp, - Vpdz + C / KM,(s,)Vp, - Vp,dz

e, (1.4.53)
+/ —=—X}"D}Vp, - Vpgd:c+Cm/ \V(py — pi)|dx
o1 (pg)

Tw
= Z / KMa<Sa)pa<pa)g ' Vpg + / ngg<pg)dx _'_/ p_w<clpl - pg>dx-
o 78 Q

QP
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A Taide de la méme technique que celle utilisée dans le lemme 1.4.3 et en utilisant
l'inégalité (1.4.50), on obtient

%/glq)(m(sl)Hg(pg)—m(sf)Hg(p;)) dx—%cl/f(?%(sl)—n(s;)) "

Cy / KM;(s)Vp, - Vpdx + C / KM,(s,)Vp, - Vp,dz
Q

c, (1.4.54)
+/ XthVpg Vpgda + Cm/ IV (pg pl)‘de
o1 (pg)
< Gy (I iz + IraliZogey )
prouvant le lemme 1.4.6. U

Maintenant, notre objectif est d’obtenir des estimations uniformes sur ces solutions
discretisées en temps. Pour cela, nous allons introduire quelques notations. Pour une suite
(W) n=o.n, on définit les fonctions constantes par morceaux comme

M-1
w?(0) = w°, w(t) = wn+1X}n5t7(n+1)5t} (t), WVte€lo,T], (1.4.55)

n=0

ol Xinot,(n+1)s1 (t) = 1 pour t €|ndt, (n + 1)dt] et zéro sinon.
On définit également w° par

M-1

- t t

U}(St(t) = E ((1 +n— E)w + <£ — n)w +1)X[n5t,(n+1)5t} (t), YVt € [O,T] (1456)
n=0

Nous pouvons alors calculer la dérivée de w%

0i” (1) = = > (W™ = w")xguan ey (t) V€ [0, TI\{UpLgndt }

1
ot~

On note par ug, la fonction définie par (1.4.55) correspondante a ) = p'(p)m(s}') et
on considere ugt la fonction définie par (1.4.56) correspondante a uy,. De la méme facon on

note par 7y, 7, les fonctions correspondantes a r"“ et r"“ respectivement.

Proposition 1.4.2. Si les conditions initiales pg, pY sont dans H%I(Q), nous avons alors
les estimations uniformes indépendantes de 0t suivantes

(sgt) est uniformément bornée dans L*(0,T; H. (Q)) (1.4.57)
(p°") est uniformément bornée dans L*(0,T; HE (Q)),a =1,g (1.4.58)
(ugt) est uniformément bornée dans L*(0,T; H*(2)), (1.4.59)
(q)@tﬁgt) est uniformément bornée dans L*(0, T ( Fl(Q))/) (1.4.60)
(90,50 est uniformément bornée dans L*(0,T (H%Z(Q))/) (1.4.61)
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que nous avons les égalités et inégalités suivantes

«

M-1
M, (2| VP 2dadt = ot Z / M, (s" ™) VptPde, a =19,
Qr n=0 v

M-—1
/ [Vpe(s)") Pdwdt = 6t ) / |Vpe(spH)|2d,
T n=0 Q

M-1

[ It Pdede = 6t 3 rg g,
T n=0
M-—1

[t o)Pdode = 5t 3 12 o

T n=0

En multipliant (1.4.49) par 6t et en sommant de n = 0 a n = M — 1, on obtient
I'estimation suivante

/Qq)Hg(pgt(T))m(s?t)(T)dx + ko/ [Mz(s?t)\fotF + Mg(sgt)\VpgtF] dxdt

T

+ c/ vl - Vplde + Cm/ |Vpe(s)|2dadt
Q . (1.4.62)

= /Q H, (P (0))s1"(0)da + Pe(s'(T) — Pe(si'(0))

+C (IrgBaom + IrullEzn)

ou C' est une constante indépendante de dt.

A T'aide de la sublinéarité de H,, de la positivité du premier terme du membre de gauche
de I'inégalité (1.4.62) et de I'appartenance de p°(0) & L%*(Q2), on en déduit I'estimation
suivante

ko ) ( Ma(Sit)IVpitIdedt) +?7/ Vpe(s))[Pdadt < C.

a=l,g QT

On en déduit ensuite a l'aide de la relation entre la pression globale et les pressions de
chaque phases (1.3.2) que

M(sp")|Vp® [Pdadt + 7 / | Vpe(s))[Pdadt < Cs, (1.4.63)
QT T

ou (', Cy, C3 sont des constantes indépendantes de dt.

L’hypothese (HT) sur la pression capillaire p. avec 'estimation (1.4.63) montre alors
I'estimation (1.4.57).

D’apres la relation entre la pression globale et les pressions de chaque phase (1.2.1),
'estimation (1.4.58) est une conséquence de (1.4.63).
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L’estimation uniforme (1.4.59) est une conséquence des deux estimations (1.4.57) et
(1.4.58) et du fait que les densités p} soient des fonctions bornées et de classe C' et de
I’équation suivante

M-1

vuit = > (b)) m(s )R+ pl 0 YV m(si ) ) Xus ey (8):

n=0

Des équations (1.4.6), on a pour tout ¢ € L*(0,T; Hy, (2))

{ @O, ) / Kp}'(p s (Vo' — pu(p)))g) - Vepdzdt

e / Kol (80, (1) (V! — py (pf)g) - Vipdadt
@ (1.4.64)

— / C: X" DVp) - Vipdzdt
Q

—(C1 — 1)n/52p?(pgat)V(pgt — ") - Vdzdt + /Q rgtcpdxdt.

Les estimations (1.4.57) — (1.4.58) avec (1.4.63) assurent que ($8,uS") est uniformément
borné dans L?(0, T (H%l(Q))/)
Finalement pour (1.4.61), on a pour tout ¢» € L*(0,T; Hy, ()

(®03, ) = — / KM(s%) (Vo — pu(pi)e) - Vibdadt
ot
+ n/ V(p ) - Vpdadt | —apda.
Q P
L’estimation (1.4.61) est établie a ’aide des estimations (1.4.57), (1.4.58) et (1.4.63). O

L’étape suivante concerne le passage a la limite quand 6t tend vers zéro dans le but
de passer d’un probleme elliptique a un probleme parabolique ce qui fait I'objet de la
proposition suivante.

Proposition 1.4.3. (Convergence lorsque dt — 0). Nous avons les convergences suivantes
lorsque 0t tend vers zéro

lug” = g | r2@ry — 0, (1.4.65)
Ist* = 82"l r2@r) — O, (1.4.66)
sgt — S faiblement dans L*(0,T; Hp, (2)), (1.4.67)
P — pa faiblement dans L*(0,T; Hp (2)), (1.4.68)
u‘” — Uy fortement dans L*(Qr), (1.4.69)
s?t — 5 fortement dans L*(Qr). (1.4.70)
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De plus,
8% — s, presque partout dans Qr, (1.4.71)
>0 presque partout dans Qr, (1.4.72)
pgf — Da presque partout dans Qr, (1.4.73)
et
ugy = pi(pg)m(s)) presque partout dans Qr, (1.4.74)

Finalement, nous avons

q)atﬁgt — ®9,(pl'(py)s1) faiblement dans L*(0,T; (Hy, () ), (1.4.75)
0,8 — DO, faiblement dans L*(0,T; (H{, () ), (1.4.76)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que

(n+1)5
t n n

5t " N
~— 3 Z g™ = ug”%Q(Q)
n=0

On multiplie ensuite (1.4.6) par uZ“ —uy et on somme de n = 0 jusqu'a M —1 obtenant
I’estimation suivante

M- M—1
¢O n n n n n
5t 2 I =l < O D1V ey + IV ey + 195 Mooy 7
n=0 n=0 o

+ ||VPZ+1||%2(Q) + ||7°;l+1||%2(9))-

Ceci implique
Z lug ™t = ugl1Z200) < C(L+ Vgl Zaop + 1VsallZ20p) + 1V lI72(00)-

Ensuite, en utilisant (1.4.57), (1.4.58) et (1.4.59), on en déduit que

~6t|| 9

||u§t — g ||2(@r) — 0 quand 6t — 0.

De méme, on a

s . M- (n+1)h

t =0t

87" — 5 ||L2(QT E /
n=0

M-
ot
) Z ||3n+1 5 ||L2

2

dt

L2(Q)

t n n
(10— ) = o)
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et en multipliant I’équation (1.4.7) par s/ — s puis en sommant de n =0 & M — 1, on

obtient

o M-1 M-1

0 n n n n

5t Z 157 ) ||%2(Q) <C Z (Hvsz ||%2(Q) + Vs, —HH%Q(Q)
n=0 n=0

Tn+1 2

w

+ IVP gy + ).

w

L)

Ceci implique

M—-1
> 57 = st < O (L+ IV iaan + Vo)
n=0

Et d’apres l'estimation (1.4.57) et (1.4.58), on en déduit que
5" = 8"llz2(@z) — 0.

A Taide de (1.4.57) et (1.4.58), les suites (s))s; et (pdf)s sont uniformément bornées

dans L?(0,T; HE,(€2)), donc pour des sous suites, on obtient les convergences (1.4.67) et

(1.4.68).

Les suites () et (59) sont uniformément bornées dans L*(0,T; H'(2)) d’apres (1.4.57)
et (1.4.59) respectivement. Grace aux estimations (1.4.60) et (1.4.61), on en déduit les
convergences fortes suivantes

ﬂgt —su, fortement dans L*(Qr), (1.4.78)
§gt — s, fortement dans L*(Qr). (1.4.79)

Ce résultat de compacité peut se trouver dans [25], [66] ou la porosité est constante
et sous 'hypothese (H1) (i. e. la porosité appartient & W1°(Q)) avec des petites mo-
difications. Les convergences (1.4.78) et (1.4.79) avec (1.4.65), (1.4.66) assurent alors les
convergences

pr(pg)m(s;) — u, fortement dans L*(Qr) et p.p. dans Qr, (1.4.80)
s; — s, fortement dans L*(Qr) et p.p. dans Qr, (1.4.81)

prouvant les convergences (1.4.69) et (1.4.70).
. . S5t
En ce qui concerne la convergence presque partout dans (2 de la pression pi’ et la
saturation s¥. On a
5t

Ug

m(s")’

et d’apres les convergences fortes (1.4.69) et (1.4.70), on en déduit que

pr(pl) =

St
Ry ot Ug Ug %
Py = — = p".
3 g) m(s) m(s;)
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Or p}'(pS}) est strictement croissant donc

py — ()" (p") p.p dans Qr,
et on a d’apres la convergence (1.4.68), I'unicité de solution
Py — (p1) " (p*) = py p-p dans Qr.

Finalement, on obtient

= m(sy)
Les convergences faibles (1.4.75) — (1.4.76) sont des conséquences de (1.4.60), (1.4.61)
et l'identification de la limite est due a (1.4.74). O

Pour obtenir les solutions du systéme non dégénéré B3, on passe a la limite quand 6t
tend vers zéro dans le systeme suivant

[ Oyil! — div(C X" D}'Vp{) — div [Kp? (D) Mi(st") (Vo' = oi(0])) }
— Codiv [ Ko (0 )My (5) (Vg = py(P)) | + (€1 = Dyndiv | o (o)W (0! = 1) | = i),
r t

6
w
w
l

Oy (s)') — div <KM1(S§”) (Vo' — Pl(P?t))> — ndiv(V(p) — p}')) = s

\

Remarquons que ce systeme n’est autre que le systeme (1.4.1) — (1.4.2) écrit de n =0
jusqu’a M — 1 en utilisant les définitions (1.4.55) et (1.4.56).

Considérons maintenant la formulation faible associée a ce systeme dans lequel on va
passer a la limite 6t — 0

{ DO, ) + / Co X" D}Vl - Vpddt

/ Ko, (0) ) Mi(s7") (V)" — p(p)')g) - Viedzdt
(1.4.82)
Cy /ﬂ Kp)' (93 ) My(7') (V) — pg(p))g) - Vipddt
+(C— 1) / PV () — 1)) - Vedrdt = / rotpdadt
Q Q
{ O3, ) + / KM (s)") (Vp]' = pu(p")) - Vpdzdt
(1.4.83)

ot
_q / V(' — ) - Vepdadt = / ez
Q Q P

Pour les termes temporels de (1.4.82) et de (1.4.83), le passage a la limite provient de
(1.4.75) et (1.4.76) respectivement. Pour le troisieme et le quatrieme terme de (1.4.82),
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M, (sa)p}(py) Vi converge presque partout dans Qr et est majoré donc on peu appliquer
le théoreme de Lebesgue pour obtenir la convergence forte dans L?(f2) et a I'aide de la
convergence faible de (1.4.68), on établit la convergence du troisitme et du quatrieme
termes de (1.4.82). Le principe reste le méme pour le deuxieme terme de (1.4.83). Les
autres termes de (1.4.82) — (1.4.83) convergent en utilisant la proposition précédente et on
appliquant le théoreme de convergence dominé de Lebesgue.

La formulation faible (1.4.4) — (1.4.5) du théoréme 1.4.1 est donc établie. De plus, nous
avons obtenu a l’aide de la proposition 1.4.3 les estimations

si(t,x) > 0 p.p. dans Qr, s, € L*(0,T; Hf. (Q)), ®0,(s;) € L*(0,T; (H%I(Q))/),
Pa € L2(0,T; Hy, (), ®0;(pf (pg)m(s1)) € L*(0,T; (Hy, (2))),

prouvant le théoreme 1.4.1.

1.5 Existence de solutions de systeme dégénéré

Nous avons montré dans la section 1.4.2 existence d'une solution (pj, p/) du probleme
B, donné dans la section 1.4. Ici, I'objectif est de passer a la limite quand 7 tend vers zéro
pour montrer le résultat principal de ce chapitre : I'existence d’une solution du systeme
(1.1.2)-(1.1.1) ainsi que les estimations données dans le théoreme 1.2.1.

Le point important est 'obtention d’estimations uniformes indépendantes de 7 afin de
pouvoir passer a la limite n — 0 ce qui fait 'objet du lemme suivant.

Lemme 1.5.1. Les suites (s1), et (p" = p] + p(s])), définies dans le théoréme 1.4.1
vérifient

s; >0 presque partout dans Qr (1.5.1)
(»")y est uniformément bornée dans L*(0,T; H%Z(Q)) (1.5.2)
! est uniformément bornée dans L*(0,T; HE (Q 1.5.3
g/n Iy
(v1 Vpe(s))), est uniformément bornée dans L*(Qr) (1.5.4)
(Vv M, (sd) Vph), est uniformément bornée dans L*(Qr), a=1,g (1.5.5)
(B(s]))y est uniformément bornée dans L*(0,T; H*(2)), (1.5.6)
(@&(pﬁ(p?)m(s?)))n est uniformément bornée dans L*(0,T; (Hlll(Q))/), (1.5.7)
(@0 (s))) est uniformément bornée dans L*(0,T; (H%I(Q))/) (1.5.8)

Démonstration. La positivité de la saturation donnée dans (1.5.1) est obtenue par passage
Py 1
0

a la limite. Pour les trois estimations suivantes, on multiplie (1.4.4) par g4(pg) =
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et (1.4.5) par Cip] — pj. Apres sommation de ces deux quantités, on obtient

d !
/2 < m(s])Hy(py) — Ci / pc(Z)dZ> dz + G / KM (s)) (VD] — p(p))g) - Vp/da
Q L Q

C
01 [ KM(s)) (V) = o)) - Voo + | — 2 X DIV - Vipda
Q o ' (pg)

TUJ
e / V(s Pde = / (ra9a )+ 22 €l = 33)) d
9] Q 1

2

(1.5.9)
En utilisant les hypotheses (H1) — (H8), I'inégalité de Cauchy et la sublinéarité de la
fonction g4, on en déduit I'inégalité

at Jq s

d W) ( m(s])Hy(p]) — C1 [Sl pc(z)dz> dzx

+C / KM (s])Vp] - Vpldz + C, / KM,y (s7)Vpg - Vpldr
Q Q

Cy h 2
+/ X" D;Vpl-Vplde +C n/ V(s dx
o G T PV Va4 | V) 1510

1
(||P7||L2(Q) + ||pZ||L2(Q))

m

<

2 N _
< P (12" 22y + 18(s)) || 22y + 1P(s7) | 22(2))

m

< C(IVP"l 2@ + 1B(s)) 122y + 1P(s)]I r2()) -

Ensuite, apres intégration de 'inégalité précédente sur (0,7), a l'aide de la relation
(1.3.2) entre la pression globale et la pression de chaque phase, les hypotheses (H1) — (H8),
I'inégalité de Cauchy, I'inégalité de Young et la positivité des fonctions H, pour a = [, g,
on en déduit

Mi(s)) My(sy)

M (s])|Vp"|*dzdt + / M)
I

C
|Vpe(s])|?dxdt + / ——2= X DIV - Vpldz
Qr o Al (pg)

1
+ Cm/ Vpe(s]) - Vpe(s]) dxdt + 3 E M, (s))Vpl - Vp! dzdt < C,
T o VAT

T

(1.5.11)
ou (' est une constante indépendante de 7.
En utilisant 'hypothese (H3), I'estimation (1.5.2) est alors une conséquence de l'inéga-
lité précédente.
Les estimations (1.5.3), (1.5.4) et (1.5.5) sont des conséquences de I’estimation (1.5.11).
Pour l'estimation (1.5.6), nous avons

/ M, (s) My(sy)

'NE
M) |Vpe(s))|*dzdt < C
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ou C' est une constante indépendante de 7. Ceci implique

M2 77M2 n
/ IVB(s7)[2dedt = / )M () & o e

M)
1
<3 MEDM TR Pdrds
<C,

ou C' est une constante indépendante de 7 prouvant ainsi l’estimation (1.5.6).

Pour tout ¢, ¢ € L*(0,T; Hy,(2)), nous avons donc

(D0, (m(s]) o} (p1)), ) + / CoX["D}'Vp, - Vdzdt

T

+ [ Kol (pg) Mi(s]) (V] — pi(p])g) - Vipdadt
or (1.5.12)

+C1 | Ko (o) My(s)) (V! — pg(p)g) - Vipdadt
QT

+ (C; —1)n / pr DV (P! —p}) - Vdazdt = / repdadt,
T QT
et

(PO,s", ) + KM, (s])Vp] - Vipdzdt
or (1.5.13)

-7 V(pl —p/) - Vdadt = / T—vadxdt,
Qr Qr pl

ot le crochet (., .) est le produit de dualité entre L*(0,T; (HE (2))') et L*(0,T; HE (Q)).

En utilisant (1.5.12), on obtient

[@auetpmish). ) | <|ei - vn [ o Tash) - Viedsat]
| [ Kol (o) (M) V" + VB(s])) - Vipdade
Qr
+‘ Kp?(Pg)Mz(Sf)pz(ﬁ)g-dexdt‘ (1.5.14)
Qr

+C

g Ko, (p1) My (s])ps(P)g - dexdt’

+Cy

X DI'Vp, - Vidadt| + | rgcpd:pdt’.
Qr Qr
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D’autre part, de (1.5.13), on en déduit que
(@0 (st | < |1 | Vpels]) - Vudadt]
Qr
+| [ KQu(s)Tp" + VB(s])) - bt (1.5.15)
Qr

+)/ 0 dwdt],
r Pw

En utilisant les estimations (1.5.2), (1.5.3) et (1.5.6), on déduit que
| <<I>0t(pf‘(p;7)m(37)), 80> | < CHSOHL%O,T;H%I(Q))a

et
| {(@0;(s)), ) | < C”wHLQ(O,T;Hlll(Q))a

ce qui prouve le lemme 1.5.1. U

L’objectif des lemmes qui suivent est de montrer la convergence presque partout des
pressions et de la saturation de chaque phase.

Lemme 1.5.2. (Résultat de compacité dans le cas dégénéré) Pour tout M, l’ensemble

Ex = {(p]'(pg)m(s1), s1) € L*(Qr) x L*(Qr) tel que
I1B(s)llz2ommr)y < M, [V Mi(s) Vil n2@r) + 1\ My (89) Vgl 12(Qr) < M,
||(I>8t(p?(p9)m(sl))||L2(O,T;(Hlll(§2))') < M, ||(I)at(sl)||L2(O,T;(Hlll(§2))') <M} (1.5.16)

est relativement compact dans L*(Qr) x L*(Qr) et v(Ey) est relativement compact dans
L3(X7) x L*(27) (v étant la trace sur Sp).

Démonstration. La preuve est inspirée du lemme de compacité donné dans [44]-[48] et
introduite pour un modele compressible dégénéré. On généralise ce résultat pour notre
modele compressible dégénéré. Notant

u = pi(pg)m(si) et v =s,
on définit 'application H: RT x RT — R x [0, B(1)] par
H(u,v) = (pg, B(s1)) (1.5.17)

ou u et v sont des solutions du systeme
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L’application H est bien définie comme difféomorphisme. En effet, nous pouvons calculer

g—;g — (o) (pg)m(B~1(B(s)) > 0,
= (- )l (B (B(s) <0,
ov B

oy

ov N

o= (57 (Bls1) > 0

Ainsi, le déterminant du Jacobien de I'application H ™' est strictement positif. D’autre
part, H ! est une fonction Holdérienne dans le sens ol u et v sont des fonctions Holdériennes
d’ordre 0 avec 0 < 6 < 1. Pour cela, soient (qi,01) et (g2, 02) définis dans Rt x [0, B(1)].
Nous avons alors

u(qr, 01) — u(g, 02)| = 9] (q1) B~ (1) — p}' (q2) B~ (02)]
< (1) — p (@) + pu| B~ (01) — B~ (02)].

Comme B~! est une fonction Holdérienne d’ordre 6 avec 0 < 6 < 1 et que I’application
pl est bornée et de classe C!, on déduit selon les deux cas suivants :
Premier cas |q; — ¢2| > 1,

lu(gr, 1) — u(go, 02)| = |0} (@) — P} (@2)| + pur| B~ (o1) — B ()]
< pu + pu|B~Ho1) — B~ (02)]
< pular — @) + puCalor — o2’

Pour l'autre cas ou |¢; — ¢o| < 1, nous avons

lu(qr, 01) — u(ge, 02)| = o] (@) — p}'(@2)| + pu| B~ (1) — B~ (o)
< Clg1 — 2| + pmCsloy — oo’
< C(lg1 — ¢o|” + puCglor — 2|’

De la méme facon, nous avons
[v(g1, 01) — v(ga, 09)| < Cilq — |’ + Ci|oy — 0o’

Pour 0 <7< 1let1l<r < oo, notons

W = {w e L(Q); / wle) =WV 44y < 4oo)
oo |z -yl
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muni de la norme

1
jw(z) = w(y)|" "
T, — T’T d d 3
||U}||LL () (HwHL (9)) +/§; 0 |ZL‘ _ y|d+” ray

ou d est la dimension de I’espace. Soient g et o dans W7 (2) x W™ (), alors les fonctions
holdériennes u et v appartiennent & W%7/9(Q). En effet

lu(q,o)| < cilq|” + eolol’,

donc u appartient & L/?(Q). De plus,

// |U(Q(w),0($))—U(Q(y)m(y))l’”/adxdy §c§/9/ |Q($)—Q(?/)|rdxdy
QJQ QJQ

|x_y|d+’rr |IL‘—’y|d+TT

r/@/ lo(z) —o(y)]”
+c — 7 dady,
2 Jada lx -yt

ce qui implique
Ju(g, U)HWGT’TN(Q) <c (”qH?/VTvT(Q) + ”UH?/VTW(Q)) .
En utilisant P'injection continue de H'(€) dans W™2(2) avec 7 < 1, on obtient
oy Bl ooy <e (123l + B0

< ¢ (Ipyllfsqe + 1B(s)llgey ) -

On integre ensuite I'inégalité ci-dessus sur (0,7") pour obtenir 'inégalité

[u(py, B(Sl))||L2/@(O,T;W97’2/9(Q)) <c (Hng%?(O,T;Hl(Q)) + HB(SZ)H%Q(,T;Hl(Q))) :

Comme la porosité ® appartient & W1h°(Q), en utilisant les estimations (1.5.3) et
(1.5.6), on en déduit que

||<I>u(pg, B(Sl))||L2/6(07T;W07,2/9(Q)) <C.

Comme Q est borné et régulier, pour 7 < 07, nous avons Wo2/(Q) ¢ WT/72/9(Q) C
(H%I(Q))/ avec injection compact de W9%/¢(Q)) dans WT/’Q/(’(Q). Finalement, on en déduit
que Ej; est relativement compact dans L?/?(0, T'; WT/’Q/G(Q)) C L*(0,T; L*(Q)).

D’autre part, le trace v est une application continue de WT/’Z/G(Q) dans WT/_G/M/G(&Q)

des que 7 > #/2 (prendre par exemple 7 = ‘1—9), on en déduit que y(Ey,) est relativement
compact dans L?(X7) x L*(X7) prouvant ainsi le lemme de compacité 1.5.2. O

Des deux lemmes précédents, nous en déduisons les convergences suivantes.
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Lemme 1.5.3. Pour des sous-suites, les suites (s),, (p" := p] +D(s])), et (pl), vérifient
les convergences suivantes

pT—p faiblement dans L*(0,T; HE (2)), (1.5.18)
B(s]) — B(s:) faiblement dans L*(0,T; H'(12)), (1.5.19)
Po— Dy faiblement dans L*(0, T} H%l(Q)), (1.5.20)
pl—p presque partout dans Qr, (1.5.21)
s — s presque partout dans Qr et X, (1.5.22)
s — s fortement dans L*(Qr) et L*(X7),  (1.5.23)
5 >0 presque partout dans Qr, (1.5.24)
Pl — Do presque partout dans Qr, (1.5.25)
SOl ()m(s])) — BO(pl (p,)m(s1))  faiblement dans 2(0,T; (H}(©))),  (15.26)
POs] — DI, faiblement dans L*(0, T} (H%Z(Q))l) (1.5.27)

Démonstration. Les convergences faibles (1.5.18) et (1.5.20) résultent des estimations uni-
formes (1.5.2), (1.5.4), (1.5.6) et du lemme 1.5.1.
Le lemme 1.5.2 assure les convergences fortes suivantes

o (p)m(s) —1 fortement dans L?*(Qr) et presque partout dans Qr,
o (pym(s/) —1 fortement dans L*(X7) et presque partout dans Y.

Nous avons également les convergences fortes suivantes

s — s fortement dans L?*(Qr) et presque partout dans Qr,

s — s fortement dans L*(X7) et presque partout dans Y.

Ceci prouve les convergences (1.5.22) et (1.5.23). Et d’apres (1.5.1), on en déduit 1’es-
timation (1.5.24).

Comme 'application H définie dans (1.5.17) est continue, on en déduit que
Py — Dy presque partout dans (7 et presque partout dans X,

prouvant la convergence (1.5.25) pour v = g. Et comme la pression capillaire est continue
et bornée, on en déduit la convergence (1.5.25) pour a = [.

La convergence (1.5.21) résulte de la relation (1.2.1) entre la pression globale et les
pressions de chaque phase et de la convergence presque partout sur la saturation liquide
donnée par (1.5.22).

Enfin, les convergences faibles (1.5.26) et (1.5.27) sont des conséquences des estimations
(1.5.7) et (1.5.8). O
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Pour prouver le théoreme 1.2.1, il reste le passage a la limite quand n tend vers zéro dans
les formulations (1.4.4)(1.4.5) pour toute fonction ¢ et ¢ appartenant a C'([0, T; Hp, ()N
L*(0,T; H'(Q)) et vérifiant p(T) = (T) = 0,

—/ q)p?(pg)m(sf)ﬁtgodxdt+/ CoX["DI'Vp, - Vpdadt

+ [ Ko () Mi(s]) (Vo] — pu(p)g) - Viedadt
Qr
+C | Ko (p)My(s) (VD! — py(py)g) - Vedadt (1.5.28)
Qr

+C= 0 [ T - s Tedads

:/ 'r’ggodxdt+/ Opp (po)ym(s)) (0, z)dzdt

T T

et

— / s Oppdadt + KM (s]) (Vp] — pi(p)g) - Vipdadt
v or . (1.5.29)
- 'r]/ V(pg —p/) - Vpdadt = / —pdadt + / s (0, x)dadt
T Q

T Ml T

Les premiers termes des équations (1.5.28) et (1.5.29) convergent en utilisant la conver-

gence forte de p}'(pl)m(s]') vers p(pg)m(s;) dans L*(Qr) et la convergence forte de s; vers

s; dans L*(Qr).
Le troisieme et quatrieme terme de (1.5.28) peuvent s’écrire sous la forme suivante

KM.(s3)pa(p2) Ve - Vdadt = | KMa(s2)pa(ph) V" - Viedzdt
or or (1.5.30)
+ Kpo(p1)VB(s) - Vpdadt.
Qr

On montre alors la convergence des deux termes de droite dans (1.5.30) en deux étapes.
Premierement, en utilisant le théoreme de convergence de Lebesgue ainsi que les conver-
gences (1.5.22) et (1.5.25), on obtient

Pa(P2)Ma(s2)V — pa(pa)Ma(sa) Ve fortement dans (L*(Qr)),
et

Pa(P1)V — po(pa) Ve fortement dans (L*(Qr))".

Deuxiemement, en utilisant la convergence faible de la pression globale donnée dans
(1.5.18) avec les convergences fortes ci-dessus, on obtient la convergence du premier terme
du membre de droite de (1.5.30). Ensuite, a I'aide de la convergence faible donnée dans
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(1.5.19) avec la convergence forte ci-dessus, on obtient la convergence du deuxiéme terme
du membre a droite de (1.5.30). Ceci prouve le passage a la limite sur le deuxiéme et
troisieme terme de (1.5.28). Nous procédons de la méme maniere pour le deuxieme terme
de I’équation (1.5.29).

Le terme capillaire de (1.5.28) peut s’écrire

n / pr PV (P! — p])Vedadt = / , (1) (v Vpe(s])) Vipdzdt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’estimation uniforme (1.5.4) assure la convergence
de ce terme vers zéro. Nous procédons de la méme maniere pour le terme capillaire de
'équation (1.5.29).

Pour le quatriéme terme de (1.5.28), on utilise le théoreme de convergence de Lebesgue
et les convergences (1.5.22)—(1.5.25) pour montrer la convergence forte suivante

CoX"DI'(s] )V — Co X" D}'(5;)Vep fortement dans (L*(Qr))?.

La convergence faible (1.5.20) combinée avec la convergence forte ci-dessus prouve la
convergence du quatrieme terme de (1.5.28).

Les autres termes convergent en utilisant le théoreme de convergence de Lebesgue et
les convergences du lemme précédent.

Les formulations faibles (1.2.4)-(1.2.5) sont alors établies et le théoreme 1.2.1 est ainsi
prouvé.



Chapitre 2

Etude mathématique du modele
DYNMOD

L’hypothese de non équilibre local entre I’hydrogene dissous et 'hydrogene gazeux dans
le modele DYNMOD a fait ’'objet de nombreuses études comme dans, par exemple, [64], [55]
ou [63]). Ceux-ci ont proposé un modele pour des probléemes de transport de contaminants
volatiles avec un processus de dispersion décrit a ’aide d'un terme prenant en compte
le taux de transfert de masse entre les deux phases. De méme, Geller et Hunt [45] ont
étudié la dissolution d’un liquide organique dans l’eau en milieux poreux homogene sous
des conditions ou I’équilibre entre la phase organique et la phase aqueuse n’est pas atteint.
On peut également citer P. Fabrie et al [39] qui ont étudié d’un point de vue mathématique
I’existence et la stabilité de solutions d’un modele diphasique incompressible eau—huile avec
une cinétique de transfert de masse non instantanée.

Dans ce chapitre, nous prouvons l'existence de solutions faibles du systeme DYNMOD
avec transfert de masse d’hydrogene dynamique sans hypothese de non dégénérescence des
lois de fermeture et en supposant que la densité de I'hydrogene sous sa forme gazeuse
dépend de sa propre pression et non pas d’une pression globale. Des estimations d’énergies
sont obtenues pour controler les vitesses de chaque phase ainsi que les termes capillaires.

Ce chapitre a fait 'objet d’un article accepté dans Acta Applicandae Mathematicae :
Two-component two-compressible flow in a porous medium [24].

2.1 Hypotheses sur les parametres physiques et résul-
tat principal

Nous rappelons le systeme DYNMOD étudié dans ce chapitre

O (Ppu(p)si) + div(p(p) Vi) = =i, (2.1.1)
(M) § Ou(Ppg(pg)sg) + div(pe(pg) V) = 1, (2.1.2)
O(@pu(p)siX) + div(p(p) ViX) = div(pi(p) D} (s) VX) = =i, (2.1.3)

95
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m=T(s)p(p)(X — Xeq)a

représente le transfert de masse entre 'hydrogene gazeux et 'hydrogene dissous. Dans ce
systeéme, la concentration d’hydrogene dissous est notée X au lieu de X}

Nous rappelons la définition de la pression globale comme dans [25]
M(s1)Vp = Mi(s1)Vpr + My(s4)Vpy,
ou les mobilités M, de chaque phase « et la mobilité totale M sont définies par
Ma(sa) = kro(5a)/ e, M(s1) = Mi(s;) + Mg(sg).
Comme dans [25], [44] et [48], on définit les fonctions p, p par

dp(si) _ Mi(s) dpe(s)) — dp(s) _ My(sy) dpe(si)
dSl M(Sl) dSl ’ dSl M(Sl) dSl

La pression globale p peut alors s’écrire a l'aide de p et p

p=pg+D(s1) = pi + p(s)- (2.1.4)
On note £ le terme capillaire défini par

M;(s1)M,y(sg) dpe(si)
l ]\2(81) dSll Z 0

(s1) = —

Nous introduisons maintenant les conditions aux limites, les conditions initiales et cer-
taines hypotheses sur les données du probleme.

Soit T' > 0 fixé et soit 2 un domaine borné de R? (d > 1). On définit Q7 = (0,7) x Q et
Ly = (0,T) x 09, 02 représentant le bord de €. On note I'; la partie de 92 correspondante
a des conditions aux limites de type Dirichlet et '), la partie de OS2 correspondante a des
conditions aux limites de type Neumann. Les conditions aux limites imposées sont du type

=0sur (0,7) x Iy,
pg(t, ) = pi(t, :c) =0sur (0,7) xI';,
pVi-n=p,V,-n=0sur (0,7) x Iy,
(pViX — pD!'VX)-n=0sur (0,7) x T,
ou n est le vecteur normale sortant I',,.
Les conditions initiales s’écrivent quant a elles
Pa(t =0)=p2 pour a =1,g et X(t =0) = X° dans Q, (2.1.5)

pour des fonctions p? et X°.
Nous effectuons également les hypotheses suivantes sur les parametres physiques du
milieu ainsi que sur les lois de fermetures.
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(H1) La porosité ® € Wh=(Q) et il existe deux constantes positives @y et ®; telles que
Oy < P(x) <Py p.p. €

H2) Le tenseur Ke (W L Q dXd. De hlS, il existe deux constantes pOSiti\/GS k’o et k:oo
p
telles que

||K||(L°°(Q))d><d < koo et (K(2)€,€) > kol€]? pour tout £ € R, p.p. z € Q.

(H3) Les Mobilités M;, M, € C°([0,1],RT), M, (s,=0)=0. De plus, il existe une constante
positive myq telle que pour tout s; € [0, 1],

Ml(Sl) + MQ(SQ) > mg > 0.

(H4) Les densités p, pour (a=l, g) sont C'(R), croissante et il existe deux constantes
positives p,, et pys telles que

0< Pm < pa(pa) < PM-

(H5) Le tenseur de diffusion D' est une fonction non linéaire continue de la saturation s;.
De plus, il existe deux constantes positives d; et dy telles que pour tout x € Q et
pour tout v € R?

||Dlh(x, s))|| < dj et <Dlh(x, sl)v,v> > d2||v||2.

(H6) La pression capillaire p, € C1([0,1]; RT), décroissante, et

d

Pe
O<&§Idsl

(H7) Le terme capillaire ¢ € C* ([0, 1];RT), vérifie £(s;) > 0 pour 0 < s; < 1 et £(0) =
¢(1) = 0. Nous supposons également que B~ (Vinverse de B(s;) = [;" £(2) dz) est
une fonction Holdérienne ' d’ordre 6, avec 0 < 6 < 1, sur [0, B(1)].

(H8) La concentration d’équilibre X, est une constante positive.
(H9) La fonction ' dépend seulement de s; et Vo € Q, I'(z,.) € C°([0,1]) et T'(x,1) = 0.

Le résultat d’existence principale de ce chapitre est donnée ci-dessous. Pour cela nous
définissons I'espace de Sobolev suivant

HL(Q) ={ue H'(Q); u=0sur I},

qui est un espace de Hilbert muni de la norme [lu| gz @) = [Vull 2@
1

!i.e il existe une constante ¢ positive telle que pour tout s;,s, € [0,B(1)], on a [B~1(s;) — B~1(s,)| <
clsi — sg4°.
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Théoréme 2.1.1. Sous les hypothéses (H1)-(H9), en supposant que les données initiales
Py, p} et X0 données dans (2.1.5) sont définies p.p. dans Q avec 0 < s) <1 et0 < X°(z) <
Xeq alors il existe (pg, pi, X) solution faible du systétme DYNMOD dans le sens ot pour
tout @, ¢ et x € CH([0,T]; Hy,(Q)) avec o(T,.) = (T,.) = x(T,.) = 0 nous avons les
formulations variationnelles

— / Dp,(pr)s10;pdxdt + KM, (s)pi(p) (Vo — pi(p1) g) - Vedadt
T Qr

- / Dp1(p (1)) (2)0(0, )l = — / F(s)pu(p) (X — Xeg)pdadr,  (2.1.6)

T

- / Dpy(pg)sgOyibdadt + 0 KM, (9)pg(pg) (Vg — pg(pg)g) - Vipddt

—/S)q)pg(pg(x))sg(az)w(o,x)dx:/ C(s)pi(p)(X — Xeg)bdadt,  (2.1.7)

T

et

— / Dp;(p) s X Opxdadt + XKM(s)pi(p)(Vpr — pi(pr)g) - Vxdadt
T Qr

T /Q ) DX - Vxcdadt ~ / D1 () (2))50(2) X°(2)x (0, )z =

—/ F(Sl)pl(pl><X — Xeq>Xd.§L’dt (218)

T

De plus, nous avons les estimations suivantes

vV Ma(5a)Vpa € L*(Qr), ®0y(pa(pa)se) € L*(0,T; (HE (Q)), a=1,g, (2.1.9)
0<s <1, 0<X < Xoq pop. dans Qr, et B(s;) € L*(0,T; Hy, (2)), (2.1.10)

X € L*(0,T; HE (), ®9(pu(p)siX) € L*(0,T; (HE (), (2.1.11)

Les conditions initiales sont quant a elles satisfaites dans le sens ou pour tout & €
H} (Q), les fonctions

— | ®p,(pa)saéd =1, — | ® Xé&de,
t /Q Pa(Pa)sa&dr pour o gett /Q pi(pr)siXEdx
sont dans C°([0,T]) et vérifient
([ ontpsicac) © = [ oniistean fora=tg  @1r)
Q Q
( [ #ntmsx gdx) 0= [ nspxcir (2.1.13)
Q Q
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Comme dans le chapitre 1 le systeme d’équation (2.1.1)—(2.1.3) possede deux types
de dégénérescence : la dégénérescence du terme d’évolution O;(pa(pa)sa) et Ou(pi(pr)siX)
quand la saturation et la concentration d’hydrogene dissous vaut zéro et dégénérescence des
termes dissipatifs div(M,Vp,) quand la mobilité vaut zéro. Comme la mobilité de chaque
phase dégénere dans la région ou la phase est absente, ’estimation d’énergie de M,Vp, en
norme L? ne suffit pas & controler le gradient de pression de chaque phase. Notre stratégie
consiste a controler la vitesse de la phase «. Cela va permettre d’obtenir des estimations sur
la pression globale dans tout le domaine indépendamment de la dégénérescence de la phase
ainsi que sur le terme capillaire B pour traiter la dégénérescence du systeme. La section
suivante nous donne certaines estimations d’énergie nécessaires pour prouver le théoreme
2.1.1.

2.2 Estimations d’énergie

Dans cette section, nous obtenons des estimations sur le gradient de la pression globale
p et sur le gradient du terme capillaire B. Pour cela on définit g, et H, par

Pa
ga(pa) = / ! dz et Ha(pa) = pa(poz)goz(pa) — Do POUT ¥ = [ g.
0 pa(z)
Les fonctions H,, vérifient H. (pa) = 0, (Pa)da(Pa), Ha(0) = 0, Ha(pa) > 0 pour tout
Pa- De plus ‘H,, est sublinéaire par rapport a p,.
En multipliant (2.1.1) par ¢;(p;) et (2.1.2) par g,(p,), apres intégration sur €2 et sommation
de ces deux équations, on en déduit 1’égalité

> sitalen) = [ mi(e)a

d

Rl
dt o

dr+) [/Q KM(50)(VPa = pa(Pa)8) - Vpadx} -

_ /ng(sz)ﬂl(pl)(X — Xeq)(.gl(pl) - gg(pg))dx_

En utilisant les hypotheses (H1)-(H9), la positivité de H, et la sublinéarité de la fonc-
tion g (pa), on en déduit, apres intégration sur (0,7), 'inégalité

M| VpPdzdt + [ My|Vpy*dzdt < C (1 + ||pillr2@r) + Poll22(0r)) -
Qr Qr

ou C' > 0 est une constante. En utilisant la relation entre la pression globale et les pressions
de chaque phases (2.1.4), on obtient

Dl 200 + 1Pgll 2200y < PNz + 1Pl 22@r) + 1PN 22(01)
< OVpll2qp) + 1Pl 22 @) + 1Pl 2201
< C (14 Vol 2 -
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En terme de pression globale et par définition de la pression capillaire, on a I’égalité suivante
MM,
MI|VpI* + = Vel = MVl + M| Vi, |, (2.2.1)

ce qui implique que p € L*(0,T; Hy, (Q)) et B(s;) € L*(0,T; H'(Q2)).
En ce qui concerne I'estimation sur la concentration, d’une part, on remarque que

%@(Pl(pz)szXQ) =0 (p(p)si X)X — %at(,Oz(Pl)Sz)XQ-

D’autre part, on multipliant ’équation (2.1.3) par X et ’équation (2.1.1) par —%Xz, apres
intégration sur () et sommation de ces deux équations, on déduit 1’égalité

1d
—— [ p(p)siX?de + / p(p)DIVX - VX dx =
2dt Jq 0
1
/F(Sl)prlX VX dz — / F(sl)prl : V(§X2) dx
Q Q

- [ o) (X = X)Xdo+ 5 [ Tsp(e(X — X)X

ce qui est équivalent a

1
/|pl(pl)le2|d:E+/,Ol(pl)DthX-Vde: —/F(sl)pl(pl)(X—Xeq)X(l—§X)d:p.
Q Q Q

1d
2dt

En intégrant sur (0,7") et en utilisant les hypotheses (H4) et (H8), on en déduit que
X € L*(0,T; HE ().

2.3 Régularisation du systeme

Avant de prouver le théoreme 2.1.1 et pour traiter le probleme de dégénérescence du
aux mobilités, nous régularisons le systeme (901) en ajoutant un terme dissipatif capillaire
dans chaque équation. Le systeme non-dégénéré que 'on appellera 9, s’écrit alors

( ©0(pi(p))s]) — div(Kpu(p]) Mi(s])Vp]) + div(Kp} (p]) Mi(s)g)
+ndiv(p(p) V(P — p/)) = =T (s)p P/ ) (X" — Xeq),
D0, (pg (p1)sy) — div(Kpg(p) My (s7)Vpl) + div(Kp? (p]) My(s])g)
(9, +ndiv(pg (p)V (P — 1)) = T(st)pu(p)) (X" = Xog),
0, (pi(p) sy X") — div(pu(p]) DIV X™) — div(X "KM, (s]) pu(p] ) V)
+ div(X"K M, (s]) pi' (p])g) + ndiv(X"pi(p)V (p — p])) (2.3.3)
\ = —T'(s) (P! ) (X" = Xeq),

(2.3.1)

(2.3.2)
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avec les condition initiales (2.1.5) et les conditions aux limites suivantes,

Xt x) = pp(t,z) = p/(t,z) =0on (0,T) x Iy

pi(p]) (VI + 0V (p! —p])) -n=0sur (0,T) x I,

pe(P)) (Vi — ﬁv(pg p/)) m =0 sur (O T)x T,
p(p]) (VIX" = DIVX" + X"V (p) = p}))) -0 =0 sur (0,T) x I,

(2.3.4)

ou n est le vecteur normale sortant a I',,

I s’agit maintenant de montrer I'existence de solutions pour le systeme 9, Pour cela,
nous avons le théoreme suivant

Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses (H1)-(H9) en supposant que pg, pY et X° sont dans
L*(Q) avec 0 < sP(z) <1 et 0 < X%z) < Xeq p-p- dans Q.. Alors pour tout n > 0, il existe
(pl,p/, X") solution faible de M, dans le sens ol pour tout p, | et x € L?(0,T; Hlll(Q))

(@O (pu(p))s))s o) + | KMi(s))pi(p]) (VD! — pi(p))g) - Vdadt
QT

—?7 / gV () — ) - Vipdadt = — / DD (P (X7 — Xog)pdadt,
: : (2.3.5)
(@0, (p, (1) s1), ) + /Q KM, ()0, (1) (V! — py(p)g) - Vibdladr

“ / PPV (0! — p7) - Vapedadt = / D (s (P (X7 — X,

: (2.3.6)
et

(@0 (p(p)X™), x) + [ X"KM(s])pi(p]) (Vo] — pi(p])g) - Vxdadt
Qr

+/ p(p]) DIV X" - Vxdadt = —/ L'(s))p(p] ) (X" — Xeg)xdzdt  (2.3.7)

T

+n | X"ou(p))V(py —p]) - Vxdudt,
Qr

ou le crochet (.,.) est le produit de dualité entre L*(0,T; (H%Z(Q))/) et L*(0,T; Hp,(92)).
De plus (pl, p/, X") vérifie les estimations
JL € L0, T; HA(9)), 87 € I2(0,T; H(Q)), X" € I(0,T; H\ ()
OO, (pa(pll)s?) € L*(0,T; (HE,()), @0, (pu(p])s)X") € L*(0,T; (Hy, (€)),
pa(P2)sh € C°(0,T;5 L*(Q)), p(p)s] X" € C°(0,T; L*(Q)),
0<s/<1p.p. dans Qr et 0 < X" < Xoq p.p. dans Qr,
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La suite de cette section est consacrée a la preuve du théoreme 2.3.1. Cette preuve est
basée sur une méthode de discrétisation en temps afin de traiter le probleme de dégénéres-
cence du terme d’évolution et de montrer le principe du maximum sur la saturation liquide
et la concentration d’hydrogene dissous.

Pour cela, on considéere un temps final T > 0, M € N* le nombre de pas temps,
= T/M le pas de temps et p?, X° les conditions initiales.
Soit (p"", pl", X™") € (L*(Q))* avec pa(pl™)st™ > 0 et py(p)™)s" X" > 0 au temps

t, = ndt, nous cherchons une solution (p/"**, PPt X du systéme suivant
(I)pl<p;7,n+l> n,n+1 pl<p;7,n)8?
ot (2.3.8)
— div(Kp(p" ) Mi(sP" ) (VPP = o] ) o

(V= ) = g (0 - Xog)

@pg(pg’nﬂ)sg’nﬂ — py(pg")sg"
ot

: n n n n 2.3-9

M, 5) 4~ AV (g™ ) My (sg™ ) (VP = pg(p)")g)) (2.3.9)

+ndiv(py (P )V (p™ = i) = T(sp™ ) pu(p ™ (X = Xog)

I i s OB A

— div(p(p)" ) DV X

5t
— div(X KM (s ) pu (o™ (VPP = o0 g)) (2.3.10)
+div (X o (p )V (p = p ) =

= T ] (X - Xoy),

\

avec les conditions aux bords (2.3.4).
Dans la section suivante, on étudions l'existence d’une solution du systeme elliptique
M, 5 pour 1 et ot fixés.

2.3.1 Etude du systeme elliptique non linéaire

L’objet de cette section est I'’étude du systeme discrétisé en temps M, 5. Par souci
de clarté, dans cette section, nous omettons les indices 1 et n dans le systeme 9, 5;. Les
pressions, la saturation liquide et la concentration d’hydrogene dissous a I'instant n seront
notées par un exposant étoile.

On ajoute maintenant deux nouvelles régularisations. La premiere consiste a remplacer
les mobilités M, par des fonctions positives non-dégénérées

MS=M,+e€ >0,

afin d’assurer l'ellipticité du systeme.
La deuxieme consiste a régulariser les termes de pression. Pour cela, soit Py la projec-
tion orthogonale de L?(2) sur les N premiers vecteurs propres {p;,- - ,pn} du Laplacien
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avec condition aux limites de Dirichlet homogene sur I'; et de Neumann homogene sur
O\I';. Les p; sont donc solutions du probleme suivant

—Ap; = \ijp; dans Q,
pi=0 sur Iy, (2.3.11)
Vp;i-n=0 sur Q\I';.

Cette derniere régularisation est nécessaire afin de pouvoir définir un opérateur continu
relativement compact et pour utiliser le théoreme de point fixe de Leray-Schauder dans la
prochaine proposition.

La régularisation des mobilités conduit a la perte du principe du maximum sur la satu-
ration liquide et la concentration d’hydrogene dissous. Nous prolongeons alors les fonctions
M,;, M,, I' sur R par continuité en dehors de [0, 1] et on note

0sis, <0 0si X <0
Z(8q) =4 Sa sl sq €10,1] et Y(X) = X si X €0, Xeq
1sis, > 1. Keq 81 X > Xeq.

Les saturations s, étant considérées comme des fonctions des inconnues p; et p,, on
prolonge la pression capillaire p. en dehors de [0, 1] par une fonction p. continue, bornée et
strictement décroissante en dehors de [0, 1]. Ceci est possible puisque la pression capillaire
est supposée bornée i.e [p.(0)| < co. On note alors s; = p. ' (py,—p1) et s, = 1—pa (py—11).-

Notons que ainsi définies, les fonctions prolongées peuvent s’écrire

Mo(sa) == Ma(Z(5a)), &(8a) = E&(Z(5a))
o 0 sis, <0
B(s;)) = /0 £(Z(s))ds = § [ &(s)ds si s, € [0,1]
B(1)+&(1)(sp—1)  sisy > 1.

Maintenant, la preuve d’existence de solutions de (2.3.8)—(2.3.10) s’effectue en trois
étapes.
La premiere étape consiste a étudier le systeme suivant pour des parametres € > 0 et
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N > 0 fixés

(

ot

+ [ Ko™ (MEEVTY M) - Ve = (2312

pl(pE7N)Z($lE7N) _10757 e, N e,N e,N
<I> pdr —n N (0 )V(Pnpg™ — Pupy ) - Vpda

- / D(se™ )i () (Y (XN — Xog)pd,

pg(5™N) Z(s5N) — p} . . ;
/(I) A n g g@/}dx+77/pg(pg’N)V(PNpg’N—PNpl’N)-V@/}dx

5
N / Kp,(p, M;(SZ)Vp;’N - pg(p;’N)Mg@g)g) - Vepdz (2.3.13)
Mo

n,0t

- / PV )oY (Y (XN) — Xog)ihda,

/q)pz(p?N)Z(S?N)Y(XE’N) prsiX”
Q

ot

— [ YK o) (T = o) - P

odx + / p(poM YDV XN . Vyde =
0

(2.3.14)
T / Y (XM (e )V (o — i) - Vda

- / D)o ) (Y (XN) — Xog)xda

\

pour toutes (g, v, x) € (H}, (2))°.
La deuxieme étape consiste a passer a la limite quand N tend vers I'infini. La troisieme

et derniere étape consiste a passer a la limite quand e tend vers zéro et montrer le principe
du maximum sur la saturation liquide et la concentration d’hydrogene dissous.

Premiere étape. La premiere étape consiste a étudier le systeme 9)’(;]5\; pour des para-
metres fixés N > 0 et € > 0. Dans cette étape, on va appliquer le théoreme de point fixe
de Leray-Schauder pour obtenir une solution faible (pj™,ps™, X<V) de (2.3.12)-(2.3.14).
Pour plus de clarté, on omet désormais les indices € et N dans la suite.

Proposition 2.3.1. Pour des paramétres N > 0 et € > 0 fixés, si p,s;, et p;s; X* sont dans
L*(Q), pisty, > 0 et pysyX* > 0, alors il existe (py™, p5N, XoN) dans (HE (Q))?, solution
du systéme (2.3.12)-(2.3.14).

Démonstration. La preuve est basée sur le théoreme du point fixe de Leray-Schauder [71].
Soit 7 une application de (L*(©))? dans (L*(Q2))? définie par

T(]_?hpgay) = (plapg7X)7
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ou (pr, pg, X) est 'unique solution du systeme (2.3.15) — (2.3.17)

/ (I)pl<]_71>Z(§l) —p[s]
; 5t

edx + / KM; (5)pi(p;) Vi - Voda
Q

- / KM (5:)p} (p)g - Viedx — ?7/ pi(P)V(Pnp, — Pnpy) - Vpdr = (2.3.15)
Q Q

- / T (5B (Y () — Xeg)pdz,

R SR | KM (5,004, Vi, - Vs
Q t

- /Q KM, (51)02(P,)g - Vipdz 41 /Q po(B,)V(PxB, — PnBy) - Vipdo = (2.3.16)

/Q D(s)au(P) (Y () — Xeg)dl,

[ o) —pis X
o 5t

ydz + / p(P) DIV X - Vyda =
Q

- /QY(Y)KMI(S_I)/H(E)VPI : de:c+/Y(Y)KMl(s_l)p?(ng)g-dex (2.3.17)

Q

- / D(s)au(E) (Y () — Xeg)xdz + 7 / Y (X) @)V (py — p1) - V.

pour tout ¢, ¢ et x dans (Hp (Q))*, 5, =0 ' (B, — D) et 5, =1 -0 ' (B, — )
Le systeme (2.3.15) — (2.3.17) peut s’écrire sous la forme

Bi(pi, 0) = filg), By(pg, ¥) = fo(¢) et Bx(X,x) = fx(X),

avec

Bi(pi, /KM6 7,)Vp, - Vi dz,

ot

+ n/{zpz(ﬁl)V(PNﬁg — Pnpy) - Vo do — /S)F(Ez)pz(ﬁz)(Y(y) = Xeg)ip da,

fz(w):—/ﬂém P)2(s ) pls?so d9€+/QKMl(§l)P12(@)9'V<P dz

By(pg, ¥ /KM6 (34) Vpg Vv dz,

fg(w):—/gcp Pa Py >Z(5t> Poss,, d:c+/KM (5)p2(B,)g - V¢ da

—n / po(B,)V (PxB, — Ppy) - Vb di + / PE)AE)Y (X) - Xe)t da,
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By (X, y) = / (F)DIZ(5)VX - Ve,
(9]

el = - [ @A Z I r - [y (DKM (00 (1) V- Vs

n / y (VKM (52 (71)g - Ve — / T (51 (P1) (Y () — Xeg)xde

+ 77/QY<7)pl<]_7l>v<pg —p) - Vx dz.

Les application By(p;, ), By(pg,¥) et Bx (X, x) sont bilinéaires, continues, coercives et
définies dans (Hf,(€2))?. La bilinéarité de ces applications provient de la linéarité des opéra-
teurs intégrales et gradient. La continuité vient directement des hypotheses (H2), (H3) et (Hb)
et de I'inégalité de Holder. Enfin, la coercivité est obtenue grace aux hypotheses (H2), (H3)
et (Hb) et des termes en .

Les applications fi(), fo(¢) et fx(x) sont linéaires continues définies sur Hy (). La
linéarité est une conséquence immédiate des opérateurs intégrales et gradient tandis que la
continuité est due aux hypotheses (H2), (H3) et (Hb).

Le théoreme de Lax-Milgram appliqué aux formulations variationnelles (2.3.15) et
(2.3.16) nous donne deux uniques solutions p; € Hy, (Q) et py € Hy, (Q) de ces formulations
variationnelles. Une nouvelle application du théoreme de Lax-Milgram a la formulation va-
riationnelle (2.3.17) nous donne alors une unique solution X € Hy, (Q) ce cette formulation
variationnelle.

Nous avons donc prouvé 'existence d'une unique solution (p;, py, X) € (Hlll(Q))3 pour
tout (7, oy, X) € (L3(£2))?, ce qui montre que I'application 7 est bien définie dans (L*(92)).

Lemme 2.3.1. L’application T est continue et relativement compact.

Démonstration. On considére une suite (P, ,p,, , Xx) d’un ensemble borné de (L*(2))?
qui converge vers (P, p,, X) € (L*(€2))3. L'objectif est de montrer que (py,,pg,, Xx) =
T (D), . Py, » X 1) est bornée dans (HE () et converge vers (py, pg, X) = T (1}, Dy, X).

Les suites py, , pg,., X vérifient respectivement

/ @pz(ﬁzk)Z(Ezk) —pisy
0 St

- / KM, (51,)pi (B, )& - Vida — / p(B,, )V (PNB,, — PBy,) - Vede  (2.3.18)
Q Q

pdx + /Q KM (51,)pi(py, )V, - Vda

_ / P (1)1 (B,) (Y (K3) — Xeg)pd,
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Pg @gk )Z (34,
o

- /Q KM, (5,)p2(D,,)g - Vipdz 41 /Q pg(B, )V (PxD,, — Pnpy,) - Vpdz  (2.3.19)

—p*S* o B
9%@+LK%@W%%mwwvwx

- / P (51013, ) (Y (K3) — Xog)le,

et

_ Z — Y 7 % *X*
/ o) Z(5,) 5(t K = PSIAT et / (B, ) DIV Xy, - Vydz
O Q

= —/ Y(Yk)KMl(glk)pl(ﬁlk)vPl'dex+/Y(Yk)KMl(glk)PlQ(plk)g‘defE
Q Q

- /QF(Ezk)pz(ﬁzk)(Y(Yk) — Xeg)xdz + nLY(Xk)pz(ﬁzk)V(pgk — ) - Vxdz.

(2.3.20)
pour tout (¢, ¥, x) € (Hf, (Q))*.
En prenant ¢ = p;, dans (2.3.18), on obtient
/KM;(glk)pl(ﬁlk)vplk 'vPlkdx = / KMl<§lk>pl2<]_91k>g : Vplkdx
0 0
_ _ _ p (P, ) Z(5) — pist
+ 77/ oD, )V (PnD,, — PnDy,) - Vi, do — / A 5; Ly da
0 Q

- /s)r(glk)Pl (1) (Y (X3) = Xeq)py, d,

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

6/’foPm/ [V [Pdz < C <1 + ol 20y + 1V 2y + ) ||V73Nﬁak||L2(Q)> (2.3.21)
Q

a=l,g

ott C dépend de Q, 1. 8t, par, @1, ke et ||pfsi |20 O,

IVPNDa, l220) < COnlIPoy 2200, (@ =1,9),

ou Cly est la racine carrée de la nieme valeur propre de 'opérateur Laplacien (en considé-
rant 1’ensemble des valeurs propres comme une suite croissante). L’inégalité de Poincaré
et de Young ainsi que l'estimation (2.3.21) montrent que la suite (p;, )x est uniformément

bornée dans HF, (€2). De maniere analogue,on montre que la suite (pg,) est uniformément
bornée dans Hy, ().
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Pour la concentration, on prend y = X} dans (2.3.20) obtenant

TIRVAGR 4 7 — pFg* X*
/Pl(ﬁzk)DthXk'VXkdx:—/@pl(plk) () ;t ) pis]
Q Q

X dx
_ /Q Y (X)KM (5P, )Vpy, - VXpda
+ [ YROKM ()5 (7, )g - VXida (2322
- [ TG (R) - XY (Vi)
+ 77/QY<?k)pl<]_7lk)v(pgk —py,.) - VXpde,
ce qui donne grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz ’estimation
puis [ [VXifFde < 1+ [V ey + [V o). (2323

ot C' dépend de €, 6, prr, D1, koo et |[pfs; X*||12(q). La suite Xj est donc uniformé-
ment borné dans H%I(Q). Ceci prouve que 'application 7 est relativement compact dans
(L*())°.

De plus, pour des sous suite, nous avons les convergences

Doy, —Pa faiblement dans L*(0,T; H, (), a=1, g (2.3.24)
X—X faiblement dans L*(0,T; H, (), (2.3.25)
Doy, —Da fortement dans L*(Q2) et p.p. dans €, (2.3.26)
Xp—X fortement dans L*(2) et p.p. dans Q. (2.3.27)

Il reste a montrer la continuité de I'application 7. Pour cela, il suffit de montrer que
(p1, pg, X) est 'unique valeur d’adhérence de la suite (pj,, pg,, Xk), ce qui revient a mon-
trer que (p;, pgy, X) est I'unique solution de (2.3.15) — (2.3.17) en passant a la limite dans
(2.3.18)-(2.3.20) quand k tend vers +o0.

On étudie le passage a la limite dans (2.3.18)

PPy, ) 2 (51.) — pis (5P
/Q(I) l( lk) (5?) ! lgpdl‘+/KMl (Slk)pl(plk)vplk Ve do
Q

- / KM (3,)0 (5, )g - Vo d — 1 / o5 )V (PaB, — PuFy) - Vi da
Q (9]
=—Lr@wmmxw7@—xm¢m,

ou 5y, = p. (g, — Dy,.)-
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Le passage a la limite dans le premier terme est due & la continuité de Z, p;!, p; et au
fait que pi(p, )Z (31, )¢ soit dominé par par|pl, ce qui nous permet d’appliquer le théoreme
de convergence dominé de Lebesgue.

Pour le second terme, la suite (KM (5;,)pi(p;,)Ve) est dominé et converge presque
partout quand k tend vers I'infini. Donc par application du théoreme de convergence dominé
de Lebesgue on en déduit la convergence forte dans L*(€2) de

KMle(glk)pl (ﬁlk)ch — KMf(El)pl(ﬁl)Vgo. (2.3.28)
De plus, en utilisant la convergence (2.3.26), on en déduit que
Vo, —Vp faiblement dans L*(€2). (2.3.29)

Les convergences (2.3.28) et (2.3.29) permettent alors d’établir le passage a la limite
dans le second terme. Le troisieme terme se traite de maniere analogue.
En ce qui concerne le quatrieme terme,

TI/QPl(I_?zk)V(PNZ_?gk — Pnpy,) - Vo dr,
nous avons
Pa(Pay,)V—pa(Pa) Ve fortement dans (L?(Q))? (a =1, g). (2.3.30)
De plus comme P, converges dans L*(€2), on en déduit
VPNDa,—VPND, fortement dans ((L*(2))? (a =1, g). (2.3.31)

Alors, les convergences (2.3.30) et (2.3.31) permettent de passer a la limite dans le
quatrieme terme. Les convergences dans les autres termes sont des applications directes du
théoreme de convergence dominé de Lebesgue.

Les passages a la limite dans (2.3.19) et (2.3.20) sont obtenus de la méme maniere. Ainsi
(p1, pg, X) est une solution de (2.3.15) — (2.3.17) établissant la continuité de 'application
T et par suite la preuve du lemme. O

Lemme 2.3.2. (Estimation a priori). Il existe r > 0 tel que, si (p;,pg, X) = AT (p1, pg, X)
avec A € (0,1), alors

| (P1; pg, X) |l z2ys <7

Démonstration. Considérons (p;, py, X ) vérifiant (p;, pg, X) = AT (p1, py, X). Le triplet (pi, pg, X)
vérifie alors

Z S) — *S*
/KMze(Sl)/)l(pl)sz-Vgodx:—)\/q)pl(pl) (5;) Pi Loody
@ Q

+ A/ KMi(s1)p; (p1)g - Vipda + M)/ pi(p1)V (Pnpg — Prpi) - Viedr  (2.3.32)
Q Q

i\ /Q D(s)ou(pn) (Y (X) — Xeg)ipdz,
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Z(s.) — o's"
[ K3ty Vota = - [ @220,
. Q

+ A /Q KMg(sl)pz(pg)g -Vidx — A /Q pg(pg)V(Pnpg — Pypi) - Vibdz  (2.3.33)

£ / D (s0)pu(pr) (Y (X) — Xog)ibdl,

et

Z(s)Y(X) — prsi X
Dh . - (I)pl(pl) 1“1
/sz(pz) VX - Vydz A/Q 5 pdx

- /Q Y (XK M, (s0)u(p) V1 - Ve + A /Q Y (X)K M ()0 (n)g - ¥ xde

i\ / T (s0)pu(pr) (Y (X) — Xeg)xdae + M / Y (X) 0V (p, — p1) - Vepda,

(2.3.34)

pour tout (i, . x) € (B}, (D).
En prenant ¢ = g(p) = [} piz)dz € Hp (Q) dans (2.3.32) et ¢ = gg(py) =
S pql(z) dz € Hy, (Q) dans (2.3.33), par sommation des deux égalités, on en déduit 1'égalité

suivante
/QKMf(sl)Vpl - Vp, dx + /QKM;(SQ)VPQ - Vp, dz
20 [ po) (Pupy = Pap) - Vi, = ) do
= [ 5 o200 = B0 + 0 Z(55) = p355)0(0)

(2.3.35)
+ )\/ KM (s)pi(p)g - Vi do + )\/ KM, (s4)p1(pg)g - Vpg do
0 Q

A [ sn Y () = Xedalp) ds
Q

A [ D) (V) = Xeaha(py)

Or la fonction p, —— ga(pa) est sublinéaire, a l'aide des inégalités de Poincaré et de
Cauchy-Schwarz ainsi que de I’égalité (2.3.35), on en déduit donc I'inégalité

‘ / Ve + ¢ / Vp, 2 + A / IV (Pypy — Papr)Pde
Q Q Q

< C (1 llpf sl + 255, )

(2.3.36)

ou C' dépend de € mais pas de .
De la méme maniere, en prenant y = X dans (2.3.34), on obtient I'estimation

pmdl/ VX |*dz < C(1+IVpll 20+ Vpgll 20+ IV X [ 22 (0) + 107 57 X ¥ £2(0)), (2-3.37)
Q
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ou C' dépend de € mais pas de . O

Grace aux deux lemmes 2.3.1 et 2.3.2, on peut appliquer le théoreme du point fixe de
Leray-Schauder [71] prouvant la proposition 2.3.1. O

Deuxieme étape. Cette étape concerne le passage a la limite quand N tend vers l'infini.
Comme dans cette étape € est fixé, nous ne notons pas la dépendance en €. Pour tout N > 0,
nous avons établi 'existence de solution (p;",p), XV) € (H{, (Q))? de (2.3.12) — (2.3.14)

vérifiant

N ZSN — pFs*
/Q<I>pl(pl ) (5;) b l<pdrc+/QKMf(SiV)pz(pr)foV-V<p dx

—~ /QKMI(va)p?(pr)g-Vw daf—n/ p(p )V (Pap) — PapY) -V dz (2.3.38)
Q

= [ T (XY = Xy do

py (D) Z(s) — pis; E
/Q(I) — 5; Y de _'_/QKMg(SZ)pg(péV)VPéV -V dx

- / KM,(sM) 20N )g - Vb da 41 / pap )V (Papl — Papl) - Vi da (2:3.39)
(9] Q

- / D)o ) (Y (XY) = Xog)t) o,

et

Q Q

_ / Y (XYY KM (M) (o) V! - Ve + / Y (XM KM (M) R (pN)g - Vida
Q Q

- / P (s ) () (V () = Xeo)xdlz + 7 / Y (X)) — p) - Vy d,
(2.3.40)

pour tout (¢, ¥, x) € (Hp, ().
Les estimations (2.3.36) et (2.3.37) sont uniformes et indépendantes de N et de A. On

peut alors reprendre ces estimations avec A = 1 obtenant

e/ |fov\2dx—|—e/ \Vpév\Qd:c—l—n/ IV (Pypy — Papy)?da < C, (2.3.41)
0 0 0

Pmdy / IVXN|?dz < C, (2.3.42)
Q

ou C' dépend de € mais pas de V.
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Alors pour des sous suites, quand N — oo, a € > 0 fixé, nous avons les convergences
suivantes

pY — p,  faiblement dans HY (), fortement dans L*(Q) et p.p. dans Q, a =1,g
XN — X¢ faiblement dans H'(Q2), fortement dans L*(2) et p.p. dans Q.

En passant a la limite quand N tend vers l'infini dans (2.3.38)—(2.3.40) (passage a la
limite identique a celle pour k — +o00 pour (2.3.18)—(2.3.20)), on obtient pour tout € > 0
Pexistence d'une solution (pf,p§, X) € (Hf,(Q))? vérifiant

N Z(5€) — prs*
/q)Pl(Pl) (5715) Py l@dx—l—/Qsz(p?)(Mf(Sle)vPle_pl<pl€)Ml<5l€>g) -Vedz
Q

(2.3.43)
_q / BV — 5f) - Vipdar = — / P (55 () (Y (X) — Xog)pdl,

'3 Z € _ * Lk
[P I 5 [ 36, 00 (M58, a0y (s5)g) - T
o Q

T / P (05)V (0, — ) - Vipdar = / P (s () (Y (X9) — Xeq)thdz,

(2.3.44)
et
= [ YOORM()M00 T - Tade + [ VXKM)2G)s - Vrdo
Q Q

- / D(s5)1(5) (Y (X9) — Xeg)xdz + 7 / Y (X)), — pf) - Vda,
(2.3.45)
pour tout (¢,,x) € (H%Z(Q))B’

Troisieme étape. Cette étape concerne le passage a la limite quand € tend vers zéro.
Ici on va utiliser la pression globale p afin d’ obtenir des estimations indépendantes de e.
On montre ensuite le principe du maximum sur la saturation liquide et la concentration
d’hydrogene dissous apres passage a la limite sur € — 0.

Nous énoncons les deux lemmes suivants nécessaires au passage a la limite ¢ — 0.

Lemme 2.3.3. (Estimations uniformes indépendantes de €). Les suites (sf), (p° = p§ +
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D(s)))e et (X)e définies dans (2.3.43)—(2.3.45) vérifient

(p°)e est uniformément bornée dans Hy () (2.3.46)
(B(s]))e est uniformément bornée dans H*(Q) (2.3.47)
(Vpe(s]))e est uniformément bornée dans L*(§2) (2.3.48)
(VD5,)e est uniformément bornée dans L*(Q), a =1, g (2.3.49)
(X, est uniformément bornée dans H%l(Q) (2.3.50)
Démonstration. On considere ¢ = g(pf) = (ff pléz)dz € Hf () dans (2.3.43) et ¢ =

9q(py) = OPE pgl(z) dz € Hp, () dans (2.3.44) et aprés sommation on obtient 'égalité

|5 (D) Z) = isidad) + (a35) 2(55) = sy o)
+ /Q KM (s;)Vp; - Vp; dz + /QKM;(SZ)Vp; . Vp; dx
- [ Kantshnteile: ot o~ [ K, T ds (2.3.51)
[ Irlst) - Vpnlsh) do = = [ TE0M0D () = Xeda(3)
+ [ T (X) ~ Xa)ay o)) do.

Maintenant, en utilisant la relation (2.1.4) qui relie le gradient de la pression de chaque
phase avec celui de la pression globale, les hypotheses (H1) — (H9) et les inégalités de
Cauchy-Schwarz et de Young, on en déduit ’estimation suivante

/ KM (1) V! - Vpida + / KME(s5)Vps - Vptde + 1 / Vpe(s) - Vpu(s§)da
Q Q Q

<C (1 + prH%%Q) + sz”%Q(Q))

< (1410 By + 1P ey + 150 e

< C (14 199 gy + 1By + 15(55) 320 )

o C' = C(pu, 0t, Mo, D, koo, pf 8], P55, &) est indépendant de e.
En utilisant 1’égalité (2.2.1) qui relie la pression globale et la pression de chaque phase,
on obtient

€ €2 Ml(SZE)Mg<8;) €\ |2 € €
M(s7)|VpPda+t | —————"|Vpc(s))|"dz +n | Vp.(s]) - Vpe(s))dx
0 o M) 0 (2.3.52)

+e/fo~Vp§d:c—|—e/Vp;~Vp;dx§Cl,
Q Q
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ou C est une constante indépendante de e. L’hypothese (H3) assure alors estimation
(2.3.46).
Pour I'estimation (2.3.47), nous avons

€N 12 o l( )M2< ) 86 2 T
1B Par = [ S o () o

M (s§
< sup |M(s |/ i l |Vpc(sl)| dz < Oy,

seR

ou (5 est une constante indépendante de e.

L’estimation (2.3.48) est une conséquence de (2.3.52). L’estimation (2.3.49) est une
conséquence directe de (2.1.4) et des estimations (2.3.46) et (2.3.48).

La derniere estimation (2.3.50) est obtenue en prenant y = X dans (2.3.45), puis a
I’aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

/Q/)l(Ple)DthXE VXA < O(| X2 + HVP?”%%Q) + HVPZ,”%%Q))-

Enfin, on utilise I'inégalité de Poincaré et I'estimation (2.3.49) pour obtenir (2.3.50). O

Lemme 2.3.4. Pour des sous suites, les suites (S5, )e, (D), (PS,)e, V€Tifient les convergences
sutvantes

pi—p faiblement dans HY, (), (2.3.53)
B(s;)—B(s1) faiblement dans H*(Q), (2.3.54)
P —p presque partout dans €2, (2.3.55)
B(sj)—B(s1) presque partout dans €, (2.3.56)
Z(s;)—2Z(s1) presque partout dans €2, (2.3.57)
Z(s;)—Z(s1) fortement dans L*(€2), (2.3.58)
e, ——"Da faiblement dans Hy, (Q), (2.3.59)
Do, ——"Pa presque partout dans 2, (2.3.60)
X—X faiblement dans H{. (Q), (2.3.61)
X —X presque partout dans Q. (2.3.62)

Démonstration. Les convergences faibles (2.3.53) et (2.3.54) sont des conséquences des
estimations (2.3.46) et (2.3.47) du lemme 2.3.3. Les convergences (2.3.55) et (2.3.56) sont
quant & elles des conséquences de l'injection compacte de Hp, () dans L*(9).

Comme B(s;) := B(Z(s;)) et B~! sont continus, nous avons

Z(sj)—Z(s;) p-p- dans €,

et le théoreme de Lebesgue assure la convergence forte (2.3.58).
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La convergence faible (2.3.59) est une conséquence de I'estimation (2.3.49). La conver-
gence presque partout (2.3.60) est une conséquence de I'injection compacte de H%l (Q) dans
L2(92).

De méme, la convergence faible (2.3.61) est une conséquence de l'estimation (2.3.50) et

la convergence presque partout (2.3.62) provient de l'injection compacte de H%l(Q) dans
L3(92). O

Pour montrer I'existence d'une solution du probleme 9, s, il suffit de passer a la limite
quand € tend vers zéro dans les formulations (2.3.43)-(2.3.45) pour (o, v, x) € (Hp,(€2))?,

) Z(s5) — pis; €( o€ YV pS
/Q(I)Pl( 0 (5115) Pi lgpder/QKMl (s)p(p))Vp; - Vo dz

- /Q KM(s7)pi (p})g - Vi dz —n /Q PPV (py —pp) - Ve da

== [ TG0 (X) = X do. (23,69

ot
- AKMg(Sf)pﬁ(p;)g -V dr + n/ﬂpg(pZ)V(p; —p) Vi de

N7 (s€) — p*s*
/q)pg(pg) ) dx*/KME(SZ)pg(pZ)VpZ'Vw dz
Q Q

— [ TE0AGHY(X) - X do. (236

et

/ o PDZ(5)Y (X°) — pysi X
o 5t

p dz + / pu(pf) DIV X© - Vxda
Q

—— [ YOOORMEAGH T - Txde + [ YOXKM)p2 1) - Tado

- / D(5) 1 (5) (Y (X9) — Xeg)xde + 1 / Y (X)) V (0, — ) - Vx o (2.3.65)

Les premiers termes des égalités (2.3.63)—(2.3.65) convergent d’apres la convergence
forte de pa(pS)Z(sS) vers pa(pa)Z(sa) et de pi(p))Z(s;)Y (X€) vers pi(pi)Z(s;)Y (X)dans
L2(92).

Les deuxiemes termes des égalités (2.3.63)—(2.3.64) convergent d’apres le théoreme de
Lebesgue et des convergences (2.3.57)—(2.3.60)

ME(55)pa(P5) Vo — My(54)pa(pa) Ve fortement dans L*(12),

et
VpS, — Vp, faiblement dans L*(12).
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Les convergences des autres termes sont des conséquences des convergences obtenues
dans le lemme 2.3.4 et du théoreme de convergence dominé.

Résumons, si on note u® := u"" les inconnues pour noter la dépendance en dt (ici 7 est
fixe), nous avons montré qu'il existe (pf’, pdf, X°') € (H{, (Q2))? solution de

7 ot *
/<I>pl(pl 2Lz ) i sodx+/KMz o))V - Ve dr
Q

/KMz )pi(p)")g - Vi da — n/ o)V (P = p)') - Ve da

== [ TG (X - Xl dr, (2:366)

ot
/q)pg(pg)Z( ) hithy dx+/KM (s3)Ps () Vg - Vb du
Q
/ KM, (s 2 (e - Vo da + 1 /Q oV — p) -V da

= [ TG0 (X) = X da. (2367

et
ot 7 ot Y X(St * Y
/(I)pl<pl ) (Sl) ( ) plsl © d.T—i-/pl(p?t)DthX&VXdl'
Q ot Q
=~ [ YOOORM )l Txdo+ [ YOOI 0)g - Vs

- /QF(S?t)pz(p?t)(Y(X&) — Xeq)xdz + ULY(Xét)pz(p?t)V(pgt —p)')-Vx dz (23.68)

Proposition 2.3.2. (Principe du maximum) Supposons que s&, > 0, X* > 0, pis et
p;s;X* sont dans L*(Q). Alors, la saturation liquide s° et la concentration X° vérifient

0< sgf <let0<X%< Xeq p-p. dans €.

Démonstration. Pour les saturations, il suffit de démontrer que s > 0 p.p. dans Q. Pour
cela, on considere ¢ = —(s{")” et ¢ = —(s%')" respectivement dans (2.3.66) et (2.3.67).
Notons pour une fonction u, v = u* —u™, u™ = max(() u) et u= = —min(0,u). D’apres la
définition de 'application Z et le fait que M (s°)(s)~ =0, on a

[ @ sty = [ )V sE) - Vs
Q Q

= [ TG (X - X)) e <0



Régularisation du systeme 7

et
PySy — St T Sty — Sty —
d 5 sy, dx —n [ pg(py )p(s)V (s, ) - V(sy) dx
Q Q
= [ T ()~ X)) e =0
0

Comme il est possible de choisir 'extension p; de p. en dehors de [0, 1] d’'une maniere
qui assure que p,(s;) est différent de zéro en dehors de [0, 1], on obtient

. / V(%) 2de < 0.
Q

Ceci prouve le principe de maximum sur les saturations car s, s’annule sur I';.
En ce qui concerne le principe du maximum sur la concentration, considérons y =
—(X°)~ dans (2.3.68). Comme Y (X°)(X°)~ = 0, on obtient

* *X*
/ o/t ‘i;t X~dz + / p(p)DPVX ™ - VX~ dz < —/ T(s1)p1(p1) Xeg X~ dz < 0,
Q Q @

prouvant X~ = 0 presque partout dans {2 car X~ s’annule sur I';.
Il reste & montrer que X% < X,,. On considere ¢ = x = (X% — X o)t et on multiplie
(2.3.66) par X, et on le soustrait de (2.3.68) obtenant

/ P51 - ca) (X — Xoo)tda + / V(X = Xeg) " V(X = Xeg) T dz < 0.
Q Q

ce qui prouve que (X — X.,)* = 0 presque partout dans Q car (X — X.q)" s’annule sur
Iy. ]

2.3.2 Etude du systéme régularisé (o)

. , . . 1
Dans la section (2.3.1), nous avons montré l'existence d'une solution p; L p;””“,

Xt dans (Hp () de 9y, 5. Par conséquent, les suites (p?’"“,pg’”“,X"’”“) sont
bien définies. De plus, pour p,(p2™)s?"™ > 0, pi(p")s]" X" > 0 et p,(p™)st™ € L*(Q),
pi(pP™)sp X € L2(Q), (o = l,g), nous construisons donc (p"*t, prntl Xl €
(Hp,(Q))? de tel sorte que s € [0,1] et X"+ € [0, Xog].

Par souci de clarté, nous omettons désormais l'indice 7, celui-ci étant fixe dans cette
section. En effet, cette section concerne le passage a la limite quand dt¢ tend vers zéro pour
montrer l'existence d'une solution du probleme 9,. Pour cela, nous allons montrer des
estimations uniformes indépendantes de dt. Celles-ci vont alors nous permettre de passer
a la limite 6t — 0 dans (2.3.8)-(2.3.10).

Le lemme suivant nous donne des estimations uniformes indépendantes de dt.
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Lemme 2.3.5. (Estimations uniformes indépendantes de 6t). Les solutions de (2.3.8) —
(2.3.10) vérifient

1 Ve n T n n n
5 [ @ 0uGrs =) do o+ 5 [ @ 000575 = Hy0)sp) de
1
_5_ (I)(f( n+1) f(sl) dl‘+77/|v n+l n+1)|2dZL‘
(2.3.69)
+l{?0/Ml n+1 n+1 Vpanrld:U
+k:o/M (sphyVpptt - Vpptide < C,
et

1
= / (o (py s X = o) 87 (X)) da + i / VX" VX A
Q Q (2.3.70)

< C(lyMi(s7 )V ez + 0V = 2 L2 @),

ou C' ne dépend pas de 0t. Les fonctions H et P. sont quant a elles définies par

Ha(pa) = pa(pa)ga(pa) — Pas Pc(sl) = /08l pc(z)dz et goc(poz) = /Opa pal(z) dza=1,g.

Démonstration. Par souci de clarté, nous omettons l'indice n + 1 et on notera par * les
quantités physiques a l'instant ¢,,.

Dans un premier temps, nous allons montrer que pour tout s; > 0 et s; > 0 vérifiant
s1+ sy = 8 + s, = 1, nous avons

(pu(p)st — pu(p7)s7) gi(pi) + (/)g<pg>sg - pg(p;)sz) gg(pg)

N o » (2.3.71)
> Hi(p)si — Hi(py)s) + Hy(pg)sg — Hy(py)s, — Pelst) + Pe(s])-

En effet, notant par J le membre gauche de I'inégalité (2.3.71), nous avons
I = (p(p)st — pu(pr)sy) gi(pr) + (pg<pg)sg - pg@;)S;) 99(Pg)-
Comme la fonction g, est concave (g, (p) < 0), nous avons

9a(Pa) < ga(Ph) + 92 (05) (o — D).
De la définition de H,, on déduit
3= pu(p)sigi(p) — pi(p)si9i(pn) + pg(Pg)Se94(Pg) — Pg(Dy)5394(Pg)

= [(p(p)sigi(pe) — sipr) + sipe — pu(pr) s gi(p1)]
+ [(pg(Pg)5994(Pg) — SgPg) + 4Py — pg(pZ)Szgg(pQ)]a
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et comme la fonction g, est concave, nous avons

> Hi(p)si — Hi(py)s] + Hy(pg)sg — Hy(py)s, + sip1 — sipi+ SgPg — S,p0g
> Hi(pr)si — Hi(pp)si + Hg(pg)sg — He(0y)sy — si(pg — 1) + 57 (pg — 1) (2.3.72)
> Hi(pr)si — Hi(pr)si + Hg(pg)sg — He(0y)sy; — (81— 87)pe(s1)-

Or la fonction P, est concave
(s1 = s7)pe(s1) < Pelsi) — Pels)), (2.3.73)

donc les deux inégalités (2.3.72)et (2.3.73) prouvent (2.3.71).
Pour montrer l'estimation (2.3.69), on multiplie (2.3.8) par g,(p/*") et (2.3.9) par
g (p;b“) et on somme ces deux quantités, obtenant

1

5 /. @ ((ou(p™)sit = o) s a(op ™) + (pg (D ™)sitt — (1) st ge(Ph™)) da

U KM, (s" ) vpitt VpZ’lex] +n/ |Vpe(spth))?da
_Z |:/ KM n+1 pa( n-‘rl)g vpn+1dx:|

—Annwm"wwwlx>@WW 6y(p11)) da.

Enfin, de I'inégalité (2.3.71), on déduit (2.3.69).
Pour I'estimation (2.3.70), en multiplie (2.3.9) par X™*! ce qui nous donne

n+1\ n+1 Xn+1 _ n\ .n Xn 2
/q)P(Pl )si T ( ) pu(pr)s; (X™) d$+/p( n+1)DthXn+1 v X" dy
Q Q

ot
—/X“%MwFWmFﬂWﬁ“ p(pt)g) - VX da
Q

_ / F(Sanrl)pl( n+1)(Xn+1 Xeq)Xn+1d£U
Q
+ ?7/ X" OV (gt = o) - VAT,
Q
et a 'aide des inégalités de Young et Cauchy-Schwarz, on en déduit que

1
5 | R GRS da [ VXU VX
Q Q

< C(ly/ Milsp™)-Vp ez + 0l V(g™ = 9 lZa@)

ce qui prouve le lemme 2.3.5. O
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Maintenant, notre objectif est d’obtenir des estimations uniformes sur ces solutions
reconstruites constantes par morceaux. Pour cela, nous introduisons les mémes notations
que dans le chapitre 1, a savoir pour une suite (u"),—o s, on définit les fonctions constantes
par morceaux comime

<

-1
u‘St(O) = uo and u‘%(t) = Un+1X}n5t,(n+1)5t} (t), Vit E]O, T], (2374)

n—=

o

Ol Xnot,(n+1)5¢) (t) = 1 pour t €]not, (n + 1)dt] et zéro ailleurs. Nous définissons également

M—-1
_ A t n

Nous pouvons alors calculer la dérivée de @’

~ ]' n n
B’ (t) = = D @ = ") st s (t) VE € [0, TN\ {UNgnot}
n=0

Soient les fonctions p%, s

note 7% la fonction définie par (2.3.74) correspondante & r” = pa(pa)s et on note par v
la fonction définie par (2.3.74) correspondante & v™ = p;(p!)sX™. On note 7' et % les
fonctions définies par (2.3.75) correspondantes a 77 et v™ respectivement.

et X° définies comme dans (2.3.74). Pour a = [, g, on
st

Proposition 2.3.3. Si les conditions initiales p)), pj et X° sont dans Hy, (Q), nous avons
alors les estimations uniformes indépendantes de 6t suivantes

%) est uniformément bornée dans L*(0,T; Hll (Q)), (
P2 est uniformément bornée dans L*(0,T; Hll (Q)), (
X est uniformément bornée dans L*(0,T; H, (Q)), (
), (2.3.79
) (
) (
) (
(

est uniformément bornée dans L*(0,T; H*(Q)
()
est uniformément bornée dans L*(0,T; H*(Q)
()
L

Y

Y

(
(
(
est uniformément bornée dans L2(0 T:H*
(
est uniformément bornée dans L*(0,T; H' (1)),
0,

O, est uniformément bornée dans L*(0,T; (H, (Q)) ),
(®0,°) est uniformément bornée dans L*(0,T; (H%I(Q))/) (2.3.84

Démonstration. Remarquons tout d’abord que nous avons les deux inégalités suivantes

M, (5| Vp’ \dedt_étZ/M (sm )| Vp e, =1, g,
Qr

/ |Vpe(sdt |dxdt—5tZ/|Vpc ) 2.,
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En multipliant (2.3.69) par 0t et en sommant de n = 0 a M — 1, on obtient I'estimation
suivante

[ @ (G @)D - 0)s70) da
+ [ @ 0L D)D) = Hy 45 0)5510)) do

~ [ @A) = PO o [Vl Pt

-+ k’o Ml(sft)|Vp?t|2dl‘dt + k’o / Mg(sgt)|Vpgt|2 dzdt < Cl.
Qr Qr

A Taide de la sublinéarité de H,, pour a = [, g et comme p(0) € L*(f2), on en déduit
'estimation suivant

o 3 ([ st Pasa) +u [ 9pstPasa < .
Qr

a=l,g T

Par suite, en utilisant la relation entre la pression globale et les pressions de chaque
phases (2.2.1), on obtient

M (82| Vs, |*dadt + 7}/ |Vpe(s")2dadt < Cs, (2.3.85)
Qr T

ou (', Cy et (5 sont des constantes indépendantes de 0t.

L’hypothese (H6) sur la pression capillaire p. avec le second terme de l’estimation
(2.3.85) prouve l'estimation (2.3.76). En utilisant la relation (2.1.4) entre la pression de
chaque phase, la pression globale et la pression capillaire, I'estimation (2.3.77) devient
une conséquence de (2.3.85). L’estimation (2.3.78) est une conséquence de (2.3.70) et de
(2.3.76)-(2.3.77). Pour obtenir l'estimation uniforme (2.3.79), nous calculons le gradient de

5t

Ta

M—-1
dpa n n () 7 n
V=% (—dp (ppth)setHwprtt + pa(pa“)Vsa“) Xinst,(n+1)6t) (£)-

n=0 a

Ainsi, comme la densité p, est une fonction borné et de classe C! et que la saturation vérifie
0 < st <1, (2.3.79) est une conséquence des deux estimations (2.3.76) et (2.3.77).
Pour l'estimation (2.3.80), remarquons que

~ l / ny\ .n n n n
Vrgzt - ((1 +n— a)[pa(pa)savpa + pa(pa)vsa])
—~ (2.3.86)
t /
+ (= = )ea(Ea™) e VP + pa P2V e )Xot (ns 10 (1)
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Maintenant, comme les densités p, sont des fonctions bornées de classe C! et comme
0 < 5" < 1, on obtient

M-1
VA2 < O (VPR + Vsl + VPR P + IVSE P )X st tnsnyon (1),
n=0

ce qui implique I'inégalité
IV 122 r) < CUIVD (0)1Z2) + 1Vsa (0720 + 1VPA 1200 + 11V55 1 72(00))-

ou C est une constante indépendante de dt, ce qui prouve (2.3.80).

Ensuite, pour l'estimation (2.3.81), on utilise les estimations (2.3.77), (2.3.78), la bor-
nétude et la régularité des densités p,, le principe du maximum sur X" (0 < X" < X)
et I'égalité

Volt = (XN T XY X st a1yt (1)

Pour l'estimation (2.3.82), remarquons que

M—-1
t
Vot =D (L4 n— )XV + VX))
n=0
t n n n n
+ (g — n)[X"HVr I X)Xt (na 1y (1)

Comme la densité p; est une fonction bornée et de classe C* et comme 0 < X" < KXeq,
on en déduit

M-1
IV < CY  (IVIP + (VX2 + [V 2 4 VXY Xgnar o (1),
n=0

ce qui implique I'inégalité
V3"l Z2(g,) < CUNVT (02 + IVX (O Z2) + IV 12200 + VX [ Z2(0n))-

ou C est une constante indépendante de §t. Par conséquent (2.3.82) est prouvée.
De I'équation (2.3.8), on a pour tout ¢ € L*(0,T; Hy, (Q2)),

(@O o) =— [ KM(s{)ou(p") (VD) — pi(p]")g) - Vipdadt
Qr

—/ T(s{ () ) (X% = Xog)p dadt — n/gpz(p?t)v(pfff —p{") - Vpdzdt.

T

Les estimations (2.3.76)-(2.3.77) avec (2.3.85) assurent que (®9,79!)s; est uniformément
bornée dans L*(0,T; (H%l(Q))/) De la méme maniere, on montre (2.3.83) pour o = ¢ et
(2.3.84). O
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L’étape suivante concerne le passage a la limite quand 6t tend vers zéro afin de passer
d’'un probleme elliptique a un probleme parabolique ce qui fait 'objet de la proposition
suivante.

Proposition 2.3.4. (Convergence quand §t tend vers zéro). Nous avons les convergences
suivantes lorsque ot tend vers zéro

Ir3F = 72 2@y — 0, (2.3.87)
||v(5t . f)(stHLQ(QT) SN 0’ (2388)
sgt — Sy faiblement dans L*(0,T; H%l(Q)), (2.3.89)
P2t — pg faiblement dans L*(0,T; H{, (2)), (2.3.90)
X% X faiblement dans L*(0,T; Hp (), (2.3.91)
ot — 1y, fortement dans L*(Qr), (2.3.92)
T—" fortement dans L*(Qr). (2.3.93)
De plus,
sgf — Sq presque partout dans Qr, (2.3.94)
0<s,<1 presque partout dans Qr, (2.3.95)
pit — Do presque partout dans Qr, (2.3.96)
X% X presque partout dans Qr, (2.3.97)
0<c< X presque partout dans Qr, (2.3.98)
et

Ta = Pa(Pa)Sa presque partout dans Qr, (2.3.99)
v=pi(p)si X presque partout dans Qr, (2.3.100)

Finalement, nous avons
00,7 — D04 (pa(pPa)sa) faiblement dans L*(0,T; (Hlll(Q))/), (2.3.101)
DO, ° — B0, (pi(py)si1X) faiblement dans L*(0,T; (H%I(Q))/), (2.3.102)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que

5 5 M-1 " .(n41)dt +
~0t |2 n+1 n\ |2
I = an = X [ I+ n = )0 = eyt
n=0 v not

§5p M1
E) Z lra ™t = TZH%Q(Q)'
n=0
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On multiplie (2.3.8) par 7]'""* — 7! et on somme de n = 0 jusqu'a M — 1 obtenant
’estimation suivant

M-

Z I =l <€ 3 V77 220y + 1777 20y

n=0
Vst ey + VP | -

Ceci implique

Zur"“—n ooy < C (1 192y + 195822 0 + 1V 2

Ensuite, en utilisant (2.3.76), (2.3.77) et (2.3.79), on en déduit que
" = 77| z2zy — O

De maniere analogue, on multiplie (2.3. 9) avec 771 — 17 ce qui nous donne (2.3.87).

Pour (2.3.88), on multiplie (2.3. 10) " — o™ et de (2.3.77), (2.3.78) et (2.3.81)
on en déduit (2.3.88). De (2.3.76), (2.3 ) (2.3.78), les suites (s)'), (p2) et (X°') sont
uniformément bornées dans LQ(O T; H ! ,(22)), donc, pour des sous suites, nous obtenons les
convergences (2.3.89), (2.3.90) et (2.3 91)

Les suites (7°!) et ( %) sont uniformément bornées dans L2(0,T; H*(Q2)). Et grace aux
estimations (2.3.83) et (2.3.84), nous obtenons les convergences fortes suivantes

7' — 1, fortement dans L*(Qr), (2.3.103)
" — v fortement dans L*(Qr). (2.3.104)

Ce résultat de compacité peut se trouver dans [25] quand la porosité est constante et
sous I'hypothese (H1) (la porosité appartient a W1°(£2)) avec quelques modifications.

Les convergences (2.3.103) et (2.3.104) avec (2.3.87) et (2.3.88) assurent les convergences
fortes suivantes

o (p0)s? — r; fortement dans L*(Qr) et p.p. dans Qr, (2.3.105)
pg(pgt)sgt — r, fortement dans L?(Qr) et p.p. dans Qr, (2.3.106)
o (PP s X% — v fortement dans L*(Qr) et p.p. dans Qr, (2.3.107)

prouvant (2.3.92) et (2.3.93).
En ce qui concerne la convergence presque partout dans ) pour la pression p%, la
saturation s’ et la concentration X°, on définit application G : R* x RT —— R x [0, 1],
G, Q) = (pl ,82%), ol € et ¢ sont les solutlons du systeme

{5 (", 0 = pu(pf") sy

2.3.108
Coft, 57%) = py 0t + p(s0))(1 — s17) (2:3.108)
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Notons que G est bien définie comme difféomorphisme puisque

G G
apét asét , /
o | == A (A + pels?)) st = ), (b8 (s (1= 1)

o Ost
s (1= 1) (i 4+ pels) )ils") < 0.

D’apres les convergences presque partout (2.3.105)-(2.3.106) et le fait que 'application
G définie dans (2.3.108) soit continue, on en déduit que

P?t — p; presque partout dans Qr,

s?t — 5; presque partout dans Q.

L’identification de la limite est due a (2.3.76) et (2.3.77). La continuité de la pression
capillaire assure que

pgt — pg presque partout dans Qr,
et I’équation sur les saturations s; + s, = 1 montre que
st

s, — Sg presque partout dans Qr,

prouvant (2.3.94) — (2.3.96).
Le principe du maximum (2.3.95) et l'identification (2.3.99) sont conservés par le pro-
cessus de passage a la limite. De (2.3.96), nous avons

pi(pl") — pu(py) presque partout dans Qr,
et d’apres le théoreme de Lebesgue, on en déduit
(P8 — pi(py) fortement dans L*(Qr),
et avec (2.3.91), nous obtenons
o1 (P X% — py(p) X fortement dans L'(Qr).

Remarquons que
Xét o pl<p?t)X6t
- 5t
p(py’)
donc nous avons la convergence suivante
X% — X fortement dans L'(Qr),

ce qui montre (2.3.97).
Finalement, les convergences faibles (2.3.101)-(2.3.102) sont des conséquence de (2.3.83)
et (2.3.84) et I'identification de la limite est due a (2.3.99) et (2.3.100). O
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Pour obtenir les solutions du systéme non dégénéré 9, on passe a la limite quand 0t
tend vers zéro sur les solutions du systeme (2.3.8)—(2.3.10) apres sommation de n = 0 a
M—1,

(DO, o) + / KMi(s?) o) (V' — pu(py")g) - Vipdadt

)
— 77/ (P )V () —p") - Vdadt = —/Q T(s))pu(p]") (X% — Xeq)pdadt,
: : (2.3.100)
(907, 0) + / KM, (520, (0 (V9" — 0, (o)) - Viodadt

o / pa PV (0 — pit) - Vipdadt = / D (5000 (00) (X — Xog)pdadlt,
Qr

Qr
(2.3.110)
et

(000 + [ XTRMGOGITH — p)e) - Taded

T

+ / () DIV X . Vydadt — 1 / X o)V (plt — pft) - Vxdadt =

T

= [ X" - X dade,
' (2.3.111)
oL @, 1, x € L*(0,T; HE (2)).

Les convergences obtenues dans la proposition 2.3.4 nous permettent de passer a la
limite sur chaque terme de (2.3.109), (2.3.111). Nous avons donc établi la formulation faible
(2.3.5) — (2.3.7) du théoreme 2.3.1. De plus, nous avons obtenu a ’aide de la proposition
2.3.4 les propriétés suivantes

0 < s4(t,r) < 1ae. in Qp, s, € L*(0,T; H%l(Q)),
Po € L*(0,T: HE (), ®0;(pa(pa)se) € L*(0, T (HE()), a=1.g
0< X < Xeg, X € L20,T; H(Q)), ®0:(pi(p)siX) € L*(0,T; (HE (Q))).

La propriété de compacité sur pa(p Hs% implique que pq(pa)se € C°(0,T; L3(£2)). De
2

la méme maniére, la compacité sur p;(p?*)s? X° implique que p;(p;)s; X € CO([O T); L*(Q))
prouvant le théoreme 2.3.1.

2.4 Existence de solutions du systeme dégénéré

Nous avons montré dans la section 2.3.2 l'existence d'une solution (p/, pg, X") du pro-
bleme 9, donné dans la section 2.3. Ici, I'objectif est de passer a la limite quand 7 tend
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vers zéro pour montrer le résultat principal de ce chapitre : 'existence d’une solution du
systeme (2.1.1)-(2.1.3) avec les estimations du théoreme 2.1.1.

Le point important est 'obtention d’estimations uniformes indépendantes de 7 afin de
pouvoir passer a la limite n — 0 ce qui fait 'objet de la section qui suit.

2.4.1 Estimations uniformes par rapport a n

Nous énongons les deux lemmes suivants afin de passer a la limite quand 7 tend vers
zéro et prouver l'existence d’une solution du systeme dégénéré 9.

Lemme 2.4.1. Les suites , (p" = p! +D(s))), et X" définies par le théoreme 2.3.1
n I 1 ))n

vérifient
0<s1 <1 presque partout dans Qr, (2.4.1)
0 < X7< X presque partout dans Qr, (2.4.2)
(") est uniformément bornée dans L*(0,T; H, (Q)), (2.4.3)
(v Vpe(s)))n est uniformément bornée dans L*(Qr), (2.4.4)
(VMo (sd) Vph), est uniformément bornée dans L*(Qr), (2.4.5)
(X, est uniformément bornée dans L*(0,T; H%Z(Q)) (2.4.6)
(B(s]))xy est uniformément bornée dans L*(0,T; H(S2)), (2.4.7)
(PO (pa(PL)SI))n est uniformément bornée dans L*(0,T (HFI(Q)) ), (2.4.8)
(PO (p1(p]) s/ X))y est uniformément bornée dans L*(0,T (Hrl(Q))/). (2.4.9)

Démonstration. Le principe de maximum (2.4.1)-(2.4.2) est conservée par passage a la

limite. Pour l'estimation (2.4.3), on multiplie (2.3.1) par ¢;(p]) = 0p? pl(zl)dz et (2.3.2)
Py 1

par g,(p]) = J, oy et on somme ces deux équations. D’apres les hypotheses (H1)-

(H9), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.2.1), on en déduit les estimations suivantes (nous
rappelons que la fonction H,, est définie par Ho (pa) = pa(Pa)da(Pa) — Pa)

;ﬂwmmiﬁﬁ@wpx
+> [/Q KMo (s2)(Vpa, = pa(P2)8) - Vpg] dz + n/ﬂ IVpe(s)) [2da

d

— | P
dt

= — /Q C(s)p(p]) (X" = Xeq) g1 (p])daz + / L(s))pi(p)) (X7 = Xeq)gy(p})d

Q
PM
S (i e ey

m

2pMm
< (192 + 1A ey + 1P 120

m

< C(I9pllzy + 15D ) + 1B 12 )
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De nouveau, on utilise (2.2.1) et les hypotheses (H1)-(H9), I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, I'inégalité de Young, le fait que la fonction H, est non négative pour obtenir
apres intégration sur (0,7") de l'inégalité ci-dessus, 'estimation suivante

Mi(s7) My(sg)

n\ |2
M) |Vpe(s)])|*dzdt

M (s])|Vp"|*dxdt + /
Qr

T

' (2.4.10)
+ 77/ Vpe(s])|*dxdt + 5 Z [/ M, (s1)|Vp!Pdadt| < C).
Qr Qr

a=l,g

Les estimations précédentes (2.4.10) et 'hypothese (H3) assurent l'estimation (2.4.3).
Les estimations (2.4.4) — (2.4.5) sont des conséquences directes de Iestimation (2.4.10).
Pour l'estimation (2.4.6), on multiplie (2.3.3) par X7 et (2.3.1) par —3(X")?. En sommant,
nous en déduisons 1’égalité suivante

1d
2dt

—— [ DDA ~ X)X = 5 [ TG~ X (X7, (2:411)

[intsxriae+ [ appioxt v
Q Q

Ainsi, apres intégration en temps de cette équation, en utilisant ’hypothese (H8) et le
fait que X" soit borné, on obtient l'estimation (2.4.6).
L’estimation (2.4.7) est une conséquence de I'hypothese (H3) et de I'estimation suivante

MZ(s])M?2(s")
7|2 _ L\°1/""g\"g ny|2
/T \VB(s])|*dxdt —/ () |Vpe(s))|*dxdt

My(s]) My(sy)
< sup |M(s / — L 9 Vp(s])[Pdadt
86[071]| (s)] M@ [Vpe(s))]
<C,

ou C est une constante indépendante de 7.
Pour tout ¢, 1, x € L*(0,T; Hf,(2)), nous avons

(DO (i (p))s)), o) + | KM(s))pi(p)) (V! — pi(p))g) - Vipdadt
QT
- ?7/ (P )V (D) —p]) - Vdzdt = —/ L(s))pi(p) ) (X" — Xeg)pdadt,
: : (2.4.12)

<<I>3t(ﬂg(p2)82), @Z)> + 0 KMQ(SZ)pg(pZ)(VpZ - Pg(pg)g) - Vipddt

“ /Q Py PV (0 — p7) - Vapedadt = / D (s (P (X7 — X,
: ! (2.4.13)
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et

(@O, (s XM, X) + [ XTKM (s pi(p]) (VD] — pi(p])g) - Vxdadt
Qr

- / () DIV X" - Vxdadt — 7 X"oi(p])V (Pl — p]) - Vxdadt =
T Qr

- / D (s (p1) (X7 — Xog)xdlrdlt,

(2.4.14)
otl le crochet (-, -) représente le produit de dualité entre L*(0, T'; (Hy, (Q))) et L*(0,T; Hp ().
D’apres (2.1.4), on obtient

(@0pa(ph)sh). 0) | <

/ Pa(P2)Vpe(sg) - dexdt‘

+| [ KMa(s2)pa(0l)e - dedt'

or (2.4.15)

[ Kpa) (Ma(s) 007 + VB(D)) - dedt'
Qr

+ r(s?)m(p?)(X"—Xeqmdxdt',

et
(0 (pu(pf)s] X ' / p(p)) DIV X" - dexdt’

+ X"KM,(s])pi(p]) VD] - dexdt‘
Qr

- XTKM,(s])pi (p])g - de:cdt‘ (2.4.16)
Qr

F| [ TEDmOnee - Xz

T

+n

X"pi(p))Vpe(s]) - dexdt' :
Qr

Des estimations (2.4.2)-(2.4.7), on en déduit les inégalités
[ (@ (pa(Ph)sa), o) | < CHSOHL%O,T;H%l(Q))a pour a =1, g

et
[ (@ (e (p))s] X™), x) | < C||X||L2(O,T;Hlll(ﬂ))-

Ceci établit (2.4.8)—(2.4.9) et prouve le lemme. O
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Lemme 2.4.2. (Résultat de compacité pour le cas dégénéré [44],[48]). Pour tout M, l’en-
semble

By = {(p1(pr)si, pg(pg)sg) € L*(Qr) x L*(Qr), tel que

1B(so)ll 2oy < M, [V Mi(s) Vil 2or) + 1\ My(s9)Vigll2@r) < M,
ch&f(pl(pl)sl)”LQ(O,T;(H%I(Q))’) <M, ”q)at(/)g@g)sg)HL2(0,T;(H;Z(Q))’) <M} (24.17)
est relativement compact dans L*(Qr) x L*(Qr) et £&(Ey) est relativement compact dans
L2(37) x L3(Xr) (€ désignant l'opérateur de trace sur ).

Démonstration. La preuve est inspirée du lemme de compacité 4.3 (voir [44], p. 37) et [48]
utilisé pour un modele diphasique compressible dégénéré. En notant

u = pi(pr)si et v = py(py)(1 — s1),
on définit Papplication H: RT x RT —— R x [0, B(1)] par
H(u,v) = (p, B(s1)) (2.4.18)
ou u et v sont des solutions du systeme
u(p, B(s1)) = pi[p — PB~ (B(s1)))] B~ (B(s1))
v(p, B(s1)) = pg[p — BB (B(s1)))] (1 = B~ (B(s1)))-

L’application H est bien définie comme difféomorphisme. En effet, nous pouvons calculer

g_; —0i(p — BB (B(51)))B " (B(sy) > 0.
g—;; —pi(p = BB (B(s1)))) (~7 (B (B(s0))) (B~ (B(s1))) ) B~ (B(s1))
+ ou(p — BB (B(s1))) B~ (B(s1)) > 0,
S—Z —p,(p— BB (B(1))) (1 = B\ (B(s1))) > 0,
g_; (0 — BB (B(s))) (5 (B (B(s))) (B~ (B(s1))) ) (1 = B (B(s1)))

— py(p — BB (B(s:))))B~" (B(s1)) < 0.
Si I'une des saturations est nulle, 'autre est égale a un, ce qui prouve que le déterminant
du Jacobien de I'application H ™' est strictement négatif.
De plus, H ! est fonction Holdérienne, dans le sens ot u et v sont des fonctions Hol-
dériennes d’ordre 6 avec 0 < 6 < 1. Pour cela, soient (qi,01) et (g2, 02) définis dans
R* x [0,B(1)]. Nous avons

|u(gr, 01) = u(ga, 02)| = |pu(qs = BB~ (01)))B™(01) — pilga — BB~ (02))) B~ (02))|
< I|pi(q =B~ (1)) — pi(ge — BB~ (02)))]
+ pu|B~H(o1) = B ()]
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Rappelons que B~! est une fonction Holdérienne d’ordre 6 avec 0 < 6 < 1 et que
I'application p; est borné et de classe C'. Nous allons distinguer plusieurs cas.
Premier cas |¢; — ¢o| > 1,

u(qr, 01) — u(qa, 02)| = |pi(qr — BB~ (01))) — pu(g2 — B(B~ ' (02)))]
+ pu|BH(o1) — B (03)]
< pum + pulBH(01) — B~ (02)]
< pulgr — @’ + puCalor — os”.

Dans l'autre cas, |¢1 — ¢2| < 1, nous avons

u(qr, 01) — u(ga, 02)| = |p(qr — BB~ (01))) — pi(gz — BB~ (02)))]
+ pu|B~H(o1) — B (02)]

< C(lgr — 2| + [P(B~(01)) = BB (0))|]) + prsCislor — 02|
< Clg1 = @’ + Cp(B " (01)) — BB~ (02))| + puCalor — o2’

Comme P est de classe C'([0, 1];R), on en déduit que

lu(gr, o1) — u(ga, 02)| < Clgr — go|° + Cloy — o’
De maniere analogue, on obtient

[v(q1, 01) — v(g2, 09)| < Chlgr — qo|® + Ci|oy — s’

Pour 0 <7< 1let1l<r < +o0, notons

w(z) — w(y)|

P—rE dzdy < +oo}

W= {we (@) [

QJQ

muni de la norme

1

jw(z) —w(y)|" v

[wl[wrr@) = <||w||”r +/ dzdy | |
) PO oo e -yt

ou d est la dimension de I'espace. Soient ¢, o dans W7™"(Q) x W™ (Q), alors les fonctions
holdériennes u et v appartiennent & Wo/(Q)). En effet

lu(g,o)| < cilg|® + colol’,

donc u appartient & L/?(Q2). De plus,

[ [ ot ole) = wale) oI g, o [ [ 1) O g,

|x_y‘d+7'r |x_y‘d+7'r

r/G/ lo(z) —o(y)]"
+c 9 dady
> Jota Jz—yltt
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ce qui implique,
lula, o)llworrroy < € (lallyrr) + lolivmr@) -

En utilisant I'injection compacte de H*(§2) dans W™?(Q) avec 7 < 1, nous avons

lu(p, Blsi)llwor-so0) <  (IPIfmaqay + 1B fmaey ) < e (1Pl + 1B(s0) ey )

puis en intégrant cette inégalité sur (0,7"), nous obtenons

[u(p, B(sl))||L2/9(0,T;W97’2/9(Q)) <c (HpH%?(O,T;Hl(Q)) + HB(SZ)H%?(,T;HI(Q))> :
Par ailleurs, la porosité ® appartient dans W1(Q) donc
[ Pu(p, B(Sl))||L2/9(07T;W97’2/9(Q)) <C.

Comme € est borné et régulier, pour 7 < 67, nous avons W92/9(Q) WT/’2/9(Q) C
(H{, (€))" avec injection compact de W¥™/9(€2) dans WT/72/9(Q).

Finalement, on obtient que E)s est relativement compact dans L*%(0, T; W2 Q) c
L2(0,T; L*(Q)).

D’autre part, la trace £ est une application continue de WT/’2/9(Q) dans WT/*9/2’2/9(T1)
des que 7 > 0/2 (prendre par exemple 7 = %), on en déduit que {(F)y) est relativement
compact dans L*(X7) x L*(X7) prouvant ainsi le lemme de compacité 2.4.2. O

Des deux lemmes précédents, on en déduit les convergences énoncées dans le lemme qui
suit.

Lemme 2.4.3. Pour des sous suites, les suites (s?),, (p"), et (pl), vérifient les conver-
gences suivantes

p’—sp faiblement dans L*(0, T} H%l(Q)), (2.4.19)
B(s])—B(s1) faiblement dans L*(0,T; H*(Q)), (2.4.20)
X"—X faiblement dans L*(0,T; H. (), (2.4.21)
p!—p presque partout dans Qr, (2.4.22)
s]—s) presque partout dans Qr et Y, (2.4.23)
s — s fortement dans L*(Qr) et L*(X), (2.4.24)
0 <s4(t,z) <1 presque partout dans (t,z) € Qr, (2.4.25)
0<X < X presque partout dans (t,z) € Qr, (2.4.26)
Pl —Da presque partout dans Qr, (2.4.27)
XT—X presque partout dans Qr, (2.4.28)
DIy (pa(p1)s])— Py (pa(Pa)Sa) faiblement dans L*(0, T} (H%I(Q))l), (2.4.29)
D0, (pi(p])s] X) — PO (pi(p1)s1X) faiblement dans L*(0, T} (H%l(Q))/) (2.4.30)
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Démonstration. Les convergences faibles (2.4.19)-(2.4.21) résultent des estimations uni-
formes (2.4.3), (2.4.6) et (2.4.7) du lemme 2.4.1.
Le lemme 2.4.2 assure les convergences fortes suivantes

pa(p")s?! — 1, dans L*(Qr) and p.p. dans Qr ,
pa(P1)s" — 1, dans L*(X7) et p.p. dans Y.

Comme 'application H définie dans (2.4.18) est continue, on en déduit que

p" — p p.p. dans Qr et p.p. dans X,
B(s]) — B* p.p. dans Qr et p.p. dans 7.

Donc l'estimation (2.4.22) est établie et comme B~ est continue
s) — sy =B Y(B*) p.p. dans Qr et p.p. dans .
Et par conséquent, on obtient les convergences presque partout suivantes
Pl — po  D.p- dans Qr et p.p. dans Y.

L’estimation (2.4.25) est une conséquence de (2.4.1).
De (2.4.27), on a

pi(p]) — pu(p1) presque partout dans Qr
et d’apres le théoreme de Lebesgue, on en déduit que

pi(p]) — pi(p) fortement dans L*(Qr)
et de (2.4.21), on obtient

o (p) X" — pi(p) X fortement dans L'(Qr).

donc nous avons

Remarquons également que X" = ,E(l m

X" — X fortement dans L'(0,T; L'(2)),

prouvant la convergence (2.4.28). L’identification de la limite est due a (2.4.21) et le principe
du maximum (2.4.26) est alors prouvé.

Enfin, les convergences faibles (2.4.29) et (2.4.30) sont des conséquence de l'estimation
(2.4.8) et (2.4.9) et 'identification de la limite est due aux convergences précédentes. [
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2.4.2 Preuve du résultat principal

Afin de finir la preuve du théoreme 2.1.1, il reste a passer a la limite quand 7 tend vers
zéro dans les formulations (2.3.5)—(2.3.7) pour tout ¢, ¢ et x appartenant a C'([0, T'; Hp, (€2))N
Lz(ov Ta HI(Q)) avec (P(T, ) = ¢(Ta ) = X(T7 ) =0

- / pi(p))s]ovpdadt + [ KM(s])p(p])Vp] - Vo dadt
T Qr

- KMz(S?)p?(p?)g~V<pdxdt—n/ pi(p) )V (py — /') - Vpdadt (2.4.31)
Qr T

—— [ TEDaDO0 - Xepdadt + [ @n)shel0. p)dads,

T T

- / Dpy(p)sp0ppdadt + KM, (s])pg(p}) V] - Vipdrdt

T Qr

— | KM,(s])p3(p})g - Vepdadt — 1 / PPV (0] —p)) - Vipdadt  (2.4.32)
QT T
= / I'(s))p(p)) (X" = Xeg)¥odzdt + / Dy (py)s90(0, z)dadt,

et

= [ enDsX0pdadt + [ p)DIVXT Vadads
QT T
=— X"KM,(s])pi(p])Vp] - Vxdzdt + XTKM,(s])pi(p])g - Vxdxdt
Or or (2.4.33)
- / T(s)) (o)) (X" = Xeg)xdwdt +n [ X"pu(p])V(p] — p}]) - Vxdwdt
T Qr

+ / Do (p))s) X% (0, x)dadt.
T

Les premiers termes convergent d’apres la convergence de p,(pll)s? vers po(pa)Sa dans
L*(Qr) et la convergence forte de po(p?)s? X" vers pu(pa)seX dans L*(Qr).
Les deuxiemes termes de (2.4.31) et (2.4.32) peuvent s’écrire

KM, (s2)pa(pl) VDL - Vodrdt = [ KMy(s2)pa(pl)Vp" - Vo dadt
er Qr (2.4.34)
+ Kpo(ph)VB(s?) - Vi dadt.
Qr

Les deux termes du membre droite de 1'équation (2.4.34) convergent en deux étapes.
Premierement, la théoréme de convergence dominé de Lebesgue et les convergences (2.4.23),
(2.4.27) prouvent que

Pa(Pl) Ma(s)V — pa(Pa)Ma(sa)Vep fortement dans (L*(Qr))”,
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et
pa(Pl) Ve — pa(pa) Vep fortement dans (L*(Qr))".

Deuxiemement, la convergence faible sur la pression globale (2.4.19) combinée avec la
convergence forte précédente montre la convergence pour le premier terme du membre
de droite de (2.4.34) et la convergence faible (2.4.20) combiné avec la convergence forte
précédente montre la convergence pour le second terme du membre de droite (2.4.34) ce
qui prouve le passage a la limite sur les seconds termes de (2.4.31) et (2.4.32).

Pour le deuxieme terme de (2.4.33), on déduit du théoreme de Lebesgue et des conver-
gences (2.4.23), (2.4.27), que

,ol(p?)Dlh(s?)VX — pl(pl)Dlh(sl)VX fortement dans (LZ(QT))d.

La convergence faible sur la concentration (2.4.21) combinée avec la convergence forte
précédente prouve la convergence du deuxieme terme de (2.4.33).
Le quatrieme terme de (2.4.31) et (2.4.32) peut s’écrit comme

n / PPV (pg — p)Vodadt = /i | pa(pl)(V1Vpe(s])) Ve dadt.
T QT

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’estimation uniforme (2.4.4) assurent la convergence
de ce terme vers zéro.

Les autres termes convergent en utilisant le théoreme de convergence dominé de Le-
besgue et les convergences (2.4.23), (2.4.27) et (2.4.28).

Les formulations faibles (2.1.6)-(2.1.8) sont alors établies et le théoréme principale 2.1.1
est alors prouvé.
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Simulation numérique d’écoulement
diphasique bicomposant en milieu
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Chapitre 3

Schémas numériques pour les
modeles HELMOD et DYNMOD

Nous avons proposé et décrit dans la section B deux modeles physiques (appelés mo-
dele HELMOD et modele DYNMOD) pour traiter les problemes d’écoulement diphasiques
liquide/gaz en milieu poreux. L’objectif de ce chapitre est de proposer deux schémas nu-
mériques pour le modele HELMOD et de comparer numériquement ces deux schémas. Le
premier schéma numérique sera basé sur une discrétisation directe des termes différentiels
du modele HELMOD tandis que le deuxieme schéma numérique sera basé sur le modele
DYNMOD ou on fera tendre (formellement) le temps de retour a I’équilibre thermodyna-
mique entre ’hydrogene dissous et ’hydrogene gazeux.

Les schémas numériques décrits dans la suite restent des schémas simplifiés pour traiter
les problemes d’écoulement diphasiques en milieu poreux. En particulier, ils ne prennent pas
en compte les effets convectifs et sont donc limités a des problemes a diffusion dominante.
Néanmoins, ils permettent de voir si ces deux schémas récuperent les mémes solutions
numériques.

Puisque le temps caractéristique de retour a 1’équilibre thermodynamique est voué a
tendre vers zéro dans le modele DYNMOD, nous supposons que que X, est une fonction
d’inconnues de telle sorte que

XP = Xeq & (1= s)(M"H(T)(pi + po(s1) — p}) = 0 ( loi de Hemry (B.6.23))

Dans la suite, nous présentons tout d’abord le formalisme mathématique pour les deux
modeles, formalisme qui nous sera ensuite utile pour décrire le schéma numérique. Pour
le modele HELMOD, nous choisissons une discrétisation en temps de type Euler impli-
cite et une discrétisation de type différences finis pour les termes différentiels d’espace.
Nous choisissons alors le méme schéma numérique pour les termes différentiels du modele
DYNMOD. Comme le temps caractéristique de retour a 1’équilibre thermodynamique dans
le modele DYNMOD est voué a tendre vers zéro, plutot que d’intégrer une EDO raide, nous
optons pour une méthode de splitting en temps consistant a intégrer d’abord le systeme
sans transfert de masse puis a projeter la solution ainsi obtenue sur la variété dite équilibre
définie par la loi de Henry.
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Des résultats numériques dont un issu des cas tests MOMAS diphasiques sont ensuite
présentés dans une seconde partie avec comparaison des solutions obtenus a ’aide des deux
schémas numériques.

3.1 Formalisme

Le but de cette section est d’écrire les modeles HELMOD et DYNMOD sous forme
matricielle en fonction des inconnues choisies.

3.1.1 Modele mathématique pour HELMOD

Le modele HELMOD est un systeme d’équations aux dérivées partielles non linéaires
qui peut s’écrire, en choisissant la saturation liquide et la pression liquide comme inconnues,
sous la forme matricielle suivante

M(s1, 1), [ . } ~ div <A(sl,pl) [ g; D _ ( 8 ) (3.1.1)

ol la matrice M € R?**? est définie par

M, = ®p;’, M, =0,
My, = ®(1 — a)M"H(T)(pr + pe) +m(s;) M"H(T)p,, Myo = dm(s;)M"H(T),

et la matrice A € R?*2 est définie par

Ay =—X"M"H(T)D}p,, Arp = KMy} = X{"M"H(T)D},
Agr = KMgﬁ(pz +pe)p. + M"H(T)X"D'p,, Asp=KM"(p+p.) | MiH(T) + T
+ M"H(T)X}"Dy}.

avec a = 1/(H(T)RT), m = s; + a(1 — s;).

3.1.2 Modele mathématique pour DYNMOD

Comme dans 3.1.1, le modele DYNMOD est un systeme d’équations aux dérivées par-
tielles non linéaires qui peut s’écrire, en choisissant la saturation liquide, la pression de
liquide et la densité d’hydrogene dissous comme inconnues, sous la forme matricielle sui-
vante

51 Vs 0
M(sp,p, )0 | o | —div | A(si,on o) | Vi = | To(X]— Xeq) (3.1.2)
o Vor —Ip( X — Xeq)
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ol la matrice M € R3*3 est définie par

M, = ®p), M, =0, M, 3 =0,
Mh ) Mh

My, = q)ﬁ <—(Pc +pl) + (1 - Sl)pc> , Moy = q)ﬁ (1 - 31) , My =0,

My, = pf, Ms, =0, M3z = ®s;.

et la matrice A € R3*3 est définie par
A1 =0, Arp = KMpy, Az =—X"D}
Mh , h
Ay = KM, — (p. , Aoy = KM,— (p. , Ao =0,
2,1 IRT (Pe + 1) P 2,2 IRT (pe + 1) 2,3
A3’1 = 0’ A372 = KMlp?7 A373 = Xlelh

3.2 Schémas numériques
De maniere générale, les deux systemes s’écrivent sous la forme
MU)o,U — div(A(U)VU) = F(U), (3.2.1)

ol U a deux composantes dans le cas du modele HELMOD et trois composantes dans le
cas du modele DYNMOD. Ainsi, la structure informatique reste la méme pour les deux
modeles, seul change les coefficients des matrices M et A. Un autre intérét est aussi de
pouvoir passer d’un jeu de variable a un autre tres facilement.

Soient T' > 0 un temps final et Q un domaine borné de R¢ de frontiere 9Q = '’ UTV,
notre probleme revient a décrire un schéma numeérique pour le probleme suivant

M(U)O,U — div(A(U)VU) = F(U) sur |0,T] x ©,

U(0,r) =U" sur €, 299
U=U" sur |0, T[xI'P, (32.2)
F, n=a, sur 0, T[xT'Y.

ouk € K = {1, 2} pour le modele HELMOD et k € K = {1, 2, 3} pour le modele DYNMOD

avec
Fio = > Ak(U) VU (3.2.3)

meK

3.2.1 Discrétisation en espace et en temps

Nous décrivons dans cette section le discrétisation en espace et en temps du probleme
(3.2.2) a laide d’un schéma aux différence finis. Ce schéma servira pour la discrétisation
1D des termes différentiels des deux modeles.
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Considérons un pas d’espace Ax > 0 et un pas de temps At > 0. Le maillage en espace
et en temps est alors donné par

(t", ;) = (nAt,iAz) pour n > 0,7 € Z.

On note U* la valeur de la solution discréte approchée au point (", z;). On approche
le terme de diffusion div(A(U)VU)(= 0,(A(U)0,U)) en dimension un par
An

1
i+

—div(A(U)VU) ~ — ,

oun A ,, A" |, (0, U)" , et (0,U)" , sont approchées par
'l+§ =3 Z+§ i—3

AL+ AP ArtAr,

Ai+§ 9 ' Ai—% 2 ’
no_yn ur —yr
n i+1 7 n ~ 7 i—1
(O:U)y ~ =t QU)o ~

En notant U le vecteur inconnu discret (2xnombre d’éléments du maillage pour le
modele HELMOD et 3xnombre d’éléments du maillage pour le modele DYNMOD, le
systeme (3.2.2) sans terme source, s’écrit apres discrétisation en espace

MU)OU — AUU = 0. (3.2.4)
Nous choisissons ensuite un schéma d’Euler implicite pour la discrétisation temporelle

un+1 —Unr

MU N

— AU HU™ = 0. (3.2.5)

Pour résoudre le systéme non linéaire (3.2.5) d’inconnue U™+, nous utilisons une mé-
thode de point fixe avec une résolution globale du systeme linéaire. L’algorithme revient
donc a chercher I/{gjfll solution du systeme linéaire

n+1 n
uk+1 N uk

Mg

— AUUA =0 (3.2.6)

En ce qui concerne le critere d’arrét, nous décidons d’avoir convergence lorsque, pour
deux itérés successifs dans le point fixe, nous avons

Ut — U 2 )

12 | L2 ’

pour € > 0 suffisamment petit et ou €2 représente le domaine de 1’étude.
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3.2.2 Etape de projection pour le modele DYNMOD

Cette section décrit ’étape de projection (étape suivante a l'intégration des termes
différentielles) du modele DYNMOD.

L’intégration de (3.1.2) sans termes de transfert de masse via la méthode décrite dans
la section (3.2.1) donne & partir d'un état U = ((s;)7, (m)%, (p")?) un état intermédiaire
Ur = ((s1)5, (p)5, (p1)7). Formellement, nous faisons tendre I' vers +oo, ce qui revient

a chercher U™ solution de {X" = X.,}. Remarquons que si I' est fini, nous avons les
conservations de la masse
{ A(py’s1) =0

O (pysg + pist) = pl =0

quantités que l'on veut garder au niveau discret. Puisque p;” est constante, la premiere
équation nous donne immédiatement que (s;)7*! = s7. La deuxieéme impose

(Pgsa)i ™t + (i's)i ™ = (pgsg)i + (p's); = ()7, (3.2.7)

o (plsy)r et (p}'si); sont calculés & partir de (s;);, (pi); et (p}'); gréce aux relations de
fermeture.
Maintenant de la loi Henry qui relie s;, p; et pl

(1= s0) (MPH(T) (1 + pels0)) — pl) =0, (3.2.8)
on en déduit donc la relation
(s9)i(pi's1)y = (s); RTH(T)(phsg)7,

ce qui nous donne en utilisant (3.2.7), I'égalité

(i)
(pgse)itt = (5,)7 + (s))RTH(T)

Ensuite, a partir de (p’;sg)?Jrl on en déduit toutes les autres quantités a l'instant n 4 1

a 'aide des relations de fermeture et de (3.2.7).

3.3 Reésultats numériques

On présente dans cette section les résultats numériques obtenus a ’aide des deux sché-
mas numériques par comparaison des solutions numériques obtenues dans un premier cas
test et par résolution d’un cas test proposé par F. Smai [68] lors du benchmark “Ecoulement
diphasique” dans le cadre du GNR MOMAS [61].

La géométrie, commune pour tous les tests numériques, consiste en un domaine 2 =
[0,1] scindé en deux sous domaines Q; = [0, 3] et Q = [3,1]. La frontiere du domaine
est composée de deux parties : I'; et I's.
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Enfin, nous choisissons les lois de Van Genuchten-Mualem pour les perméabilités rela-
tives et la pression capillaire dans tous les cas tests qui suivent

( De = PT(Sl_el/m _ 1)1/n’

1/my\m 2
b = o (1= (1= 5™)")

2m 3.3.1

krg:\/l_sle (1_8116/7”) 7 ( )
oﬁslezﬁetmzl——,
L 1 — 55, — sg, n

ou P, m, n, s;, et s, sont des parametres du milieu. On considere de plus que le milieu
poreux est isotrope, de sorte que le tenseur de perméabilité absolue est de la forme K = kI,
avec k scalaire et que le milieu poreux est homogene sur chaque sous domaine € et €)5.

3.3.1 Comparaison des solutions numériques obtenues a l’aide
des deux schémas numériques

L’objectif de cette section est de comparer les solutions numériques obtenues des deux
schémas numériques proposés dans la section 3.2.

On considere pour cela un milieu poreux homogene dont les parametres physiques sont
donnés dans le tableau 3.1.

‘ Caractéristiques du milieux poreux | Caractéristiques des fluides ‘
‘ Parametre ‘ Valeur H Parametre ‘ Valeur ‘
k [m?] 10716 Dl [m? - s71] 1.57 x 1074

P [-] 0.3 w [Pa-s| 1073

pr [Pa] 2 x 10° Ly [Pa-s] 9 x 107°

n [-] 1.54 H [mol-Pa™'-m™3] | 7.65 x 107°
s, |-] 0.01 M" [kg - mol~1] 2 x 1073
Sgr [ 0 pp’ kg -m~? 10°

TAB. 3.1: Valeurs des différents parametres physiques utilisés.

Les conditions aux limites sont définies par des conditions du type Dirichlet sur la
frontiere du domaine

p = 10° Pa et p, = 150 x 10° Pa sur I'y,
p = 10° Pa et Py = 250 X 10° Pa sur Ts.
Les conditions initiales sur la pression liquide et la pression de gaz sont données par

p = 10° Pa et p, = 150 x 10° Pa dans €,
pr = 10° Pa et p, = 250 x 10° Pa dans (.
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Pour le modele DYNMOD, la concentration d’hydrogene dissous initiale (comme sur
les bords I'; et T'y) est calculée a I’aide des pressions a I'instant initial et sur les bords I'y
et I'; et la loi de Henry.

Résultats

La simulation a été effectuée sur une durée allant de t =0 an a t = Ty, = 1 an. Le pas
de temps a quant a lui été fixé & 1072 an. Nous avons fixé le pas d’espace & 1072 m. La figure
3.1 représente respectivement la pression de liquide (a gauche) et la densité d’hydrogene
dissous (a droite) obtenues a l'aide des deux modeles HELMOD et DYNMOD.

Evolution de la pression liquide pour les deux modéles Evolution de la densité d’hydrogéne dissous pour les deux modéles
0.5

T T T T T
Pression liquide: modele HELMOD —+— Densité hydrogéne dissous: modéle HELMOD ——
Pression liquide: modéle DYNMOD ---¢--- Densité hydrogéne dissous: modéle DYNMOD ---X---

K H

. P
A x

0.4

035 wa/) M<
: 0s »M

7‘/ & 025
105 ><)'</}K
& 02

0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1

Pression liquide (bar)

N
Densité d’hydrogéne dissous

F1a. 3.1: Représentations de la pression liquide (a) et de la densité d’hydrogene dissous
(b) obtenues pour les deux modeles HELMOD et DYNMOD

Au vu de la figure 3.1, la pression liquide et la densité d’hydrogene dissous obtenues
a I’aide du schéma numérique basé sur le modele DYNMOD lorsque le temps de retour a
I’équilibre thermodynamique tend vers zéro est analogue a la solution numérique obtenue
a ’aide du schéma numérique basé sur le modele HELMOD.

3.3.2 Ecoulement diphasique avec conditions initiales hors équi-
libre

On présente dans cette section un cas test proposé par F. Smai [67] lors du benchmark
“Ecoulement diphasique”, dans le cadre du GNR MOMAS [61]. Celui-ci a pour objectif
de simuler un écoulement diphasique en milieu poreux avec des conditions initiales hors
équilibre.
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On considere un milieu poreux homogene “isolé”; c’est a dire avec des conditions de
flux nul sur toute la frontiere du domaine. Ensuite en partant des conditions initiales hors
équilibre, on laisse évoluer le systeme. Du fait de I’équilibre mécanique local du milieu
poreux, les pressions du liquide et du gaz doivent étre continues. Pour un systeme partant
de conditions initiales hors équilibre (ne respectant pas la continuité des pressions), le sys-
teme doit évoluer vers un équilibre des pressions et on on s’intéresse ici au retour vers cet
équilibre mécanique.

Nous imposons initialement une pression liquide constante dans tout le domaine tandis
que la pression de gaz est supposée discontinue entre les deux sous-domaines €2y et €25. Le
tableau 3.2 décrit les données physiques utilisées pour ce cas test.

‘ Caractéristiques du milieux poreux | Caractéristiques des fluides ‘
‘ Parametre ‘ Valeur H Parametre ‘ Valeur ‘
k [m?] 10718 D} [m? - s71] 3x 1077
D [ 0.15 w; [Pa - s] 1073
pr [Pa] 2 x 10° Ly [Pa-s] 9x107°
n [ 1.49 H [mol-Pa™'-m™3] | 7.65 x 107°
s, |-] 0.4 M" [kg - mol ] 2x 1073
Sg. ] 0 pi’ [kg -m] 10°

TAB. 3.2: Données physiques du cas test MOMAS conditions initiales hors équilibre.

Les conditions aux limites sont de type flux nul sur la frontiere OS2
Fy - n=0surI et s,
et les conditions initiales sont données par

p = 10° Pa et pg = 1.5 % 10° Pa dans €,
p = 10° Pa et p, = 2.5 x 10° Pa dans .

Résultats

La simulation a été effectuée sur une durée allant de ¢t = 0's a Tina = 10% ss. Le pas
d’espace a été pris constant égal & 2 x 1073 m. Le pas de temps varie de 0.17 s & 833 s en
fin de simulation. Les figures 3.2, 3.3 et 3.4 représentent a différents instants la pression
liquide, la densité d’hydrogene dissous et la saturation liquide.

De 0's & 10° s, la pression pression liquide croit trés rapidement jusqu’a 1.7 x 10° Pa et
la densité d’hydrogene dissous tend vers un état stationnaire.

De 10° s & 10° s, on observe que la densité d’hydrogene dissous reste constante et que
la pression liquide évolue vers un état stationnaire.

Par conséquent, on observe une évolution d’un systéme initialement en déséquilibre (ne
respectant pas la continuité de la pression de gaz) vers un état stationnaire.
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F1G. 3.2: Profils de la saturation liquide pour le cas test MOMAS condition initiale hors
équilibre
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F1G. 3.3: Profils de la pression liquide pour le cas test MOMAS condition initiale hors
équilibre
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Fic. 3.4: Profils de la densité d’hydrogene dissous pour le cas test MOMAS condition
initiale hors équilibre

Comparaisons des résultats

Cette étude est proposée dans le cadre du benchmark "Ecoulement diphasique” dans
le cadre du GNR MOMAS [61]. Cette étude a été réalisée par 7 autres équipes utilisant
différents codes

1. MPCube au CEA par F. Caro (CEA1)

2. Code IRSN en développement par F. Smai (IRSN1)
3. Migastra a 'IRSN par M. Dymitrowska (IRSN2)

4. Aster a EDF par S. Granet (EDF)
>

. M++ (Meshes, Multigrid) par T. Miiller et E. Marchand de 'université d’Erlangen-
Nuremberg (Erlangen)

6. DUNE avec le module de discrétisation dune-pdelab par R. Neumann de 'université
d’Heidelberg (Heidelberg)

7. Code en MATLAB par 1. Mozolevski (UFSC)

Les schémas numériques utilisés sont de type volumes finis et éléments finis, pour plus
d’informations voir les différentes présentations dans [61]. Cependant, nous ne possédons
pas d’information sur les pas de temps utilisés pour réaliser cette étude.

Les figures 3.5, 3.6 et 3.7 représentent respectivement la pression de liquide, la pression
de gaz et la saturation de gaz a differents instants obtenus a 1’aide du modele DYNMOD
et celles obtenues par les sept autres équipes utilisant le modele HELMOD.
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Pression liquide [Pa], t=1000s
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Fi1G. 3.5: Comparaison de la pression liquide a différents
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Fi1G. 3.6: Comparaison de

la pression de gaz en différents instants
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Saturation de gaz [-], t=100s

Saturation de gaz [-], t=1000s
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FiG. 3.7: Comparaison de la

saturation de

gaz en différents instants
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On note que les résultats obtenus a ’aide du modele DYNMOD sont tres semblables a
ceux obtenus avec le modele HELMOD.

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux schémas numériques pour le modele HELMOD.
Le premier est basé sur une discrétisation directe des termes différentiels du modele HELMOD.
Le second repose sur le modele DYNMOD et une méthode de splitting en temps. Ce
deuxieme schéma consiste a obtenir un état intermédiaire U* apres intégration numérique
des termes différentiels puis a projeter cet état sur une variété dite équilibre définie par la
loi de Henry.

Deux cas tests ont été réalisés. Le premier a permis de comparer les solutions numériques
obtenues a I’aide de ces deux schémas. Le deuxieme a permis de valider le schéma numérique
issu du modele DYNMOD sur un cas test issu du GNR MOMAS.

L’intérét du deuxieme schéma numérique provient du caractere mieux posé mathéma-
tiquement du modele continu (en particulier le principe du maximum sur la saturation
liquide). L’autre intérét est de s’accorder des degrés de liberté supplémentaires. Il est en
effet possible d’adapter le schéma numérique pour traiter des problemes physiques qui ont
un transfert de masse entre les phases non instantané. Il est aussi possible d’envisager des
lois d’équilibre entre 'hydrogene gazeux et I'hydrogene dissous moins simple (par exemple
non linéaire). L’étape de projection reviendra alors a trouver le zéro d’une fonction non
linéaire scalaire dans chaque maille (donc effectué le nombre d’éléments du maillage) alors
que dans le cas du schéma issu du probleme HELMOD, il faudra le faire a chaque calcul
de p} fois le nombre d’éléments du maillage ce qui peut étre intéressant en terme de temps
de calcul. Il est également envisageable d’optimiser la méthode de résolution du systeme
non linéaire localement (dans chaque maille) et non de maniere globale ce qui peut aussi
avoir un cotut en temps CPU.



Chapitre 4

Study of an implicit upwind finite
volume scheme for water-gas flow in
porous media

Abstract. An industrial scheme, to simulate the water-gas flow in porous media,
consists in a finite volume method together with a phase-by-phase upstream scheme. The
implicit finite volume scheme satisfies industrial constraints of robustness. We show that
the proposed scheme satisfy the maximum principle for the saturation, a discrete energy
estimate on the pressures and a function of the saturation that denote capillary terms.
These stabilities results allow us to derive the convergence of a subsequence to a weak
solution of the continuous equations as the size of the discretization tends to zero. The
proof is given for the complete system when the density of the gas depends on the own
pressure.

4.1 Introduction

A rigorous mathematical study of a petroleum engineering schemes takes an important
place in oil recovery engineering for production of hydrocarbons from petroleum reservoirs.
This important problem renews the mathematical interest in the equations describing the
multi-phase flows through porous media. The derivation of the mathematical equations
describing this phenomenon may be found in [25], [17]. The differential equations describing
the flow of two incompressible, immiscible fluids in porous media have been studied in the
past decades. Existence of weak solutions to these equations has been shown under various
assumptions on physical data [15, 25, 41, 28, 26, 27, 40, 52, 50].

The numerical discretization of the two-phase incompressible immiscible flows has been
the object of several studies, the description of the numerical treatment by finite difference
scheme may be found in the books [16], [62].

The finite volume methods have been proved to be well adapted to discretize conser-
vative equations and have been used in industry because they are cheap, simple to code
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and robust. The porous media problems are one of the privileged field of applications. This
success induced us to study and prove the mathematical convergence of a classical finite
volume method for a model of two-phase flow in porous media.

For the two-phase incompressible immiscible flows, the convergence of a cell-centered
finite volume scheme to a weak solution is studied in [58], and for a cell-centered finite
volume scheme, using a “phase by phase” upstream choice for computations of the fluxes
have been treated in [37] and in [21]. The authors give an iterative method to calculate
explicitly the phase by phase upwind scheme in the case where the flow is driven by
gravitational forces and the capillary pressure is neglected. An introduction of the cell-
centered finite volume can be found in [36].

For the convergence analysis of an approximation to miscible fluid flows in porous media
by combining mixed finite element and finite volume methods, we refer to [7], [8].

Pioneers works have been done recently by C. Galusinski and M. Saad in a serie of
articles about “Degenerate parabolic system for compressible, immiscible, two-phase flows
in porous media” ([42], [43], [44]) when the densities depend on the global pressure , and
by Z. Khalil and M. Saad in ([48], [49]) for the general case where the density of each phase
depends on its own pressure. For the convergence analysis of a finite volume scheme for
a degenerate compressible and immiscible flow in porous media with the feature of global
pressure, we refer to [19] and [47].

In this paper, we consider a two-phase flow model where the fluids are immiscible. The
medium is saturated by a compressible (gas phase) and incompressible (water phase) phase
flows. The model is treated without simplified assumptions on the gas density, we consider
that the gas density depends on its corresponding pressure. It is well known that equations
arising from multiphase flow in porous media are degenerated. The first type of degeneracy
derives from the behavior of relative permeability of each phase which vanishes when his
saturation goes to zero. The second type of degeneracy is due to the time derivative term
when the gas saturation vanishes.

This paper deals with construction and convergence analysis of a finite volume scheme
for compressible and immiscible flow in porous media without simplified assumptions on
the state law of gas density.

The goal of this paper is to show that the approximate solution obtained with the
proposed upwind finite volume scheme (4.3.10)—(4.3.11) converges as the mesh size tends
to zero, to a solution of system (4.2.2)—(4.2.3) in an appropriate sense defined in section 4.2.
In section 4.3, we introduce some notations for the finite volume method and we present
our numerical scheme and the main theorem of convergence.

In section 4.4, we derive three preliminary fundamental lemmas. In fact, we will see that
we can’t control the discrete gradient of pressure since the mobility of each phase vanishes
in the region where the phase is missing. So we are going to use the feature of global
pressure. We show that the control of velocities ensures the control of the global pressure
and a dissipative term on saturation in the whole domain regardless of the presence or the
disappearance of the phases.

Section 4.5 is devoted to a maximum principle on saturation and a well posedness of the
scheme which inspired from H.W. Alt, S. Luckhaus [3]. Section 4.7 is devoted to a space-
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time L' compactness of sequences of approximate solutions.
Finally, the passage to the limit on the scheme and convergence analysis are performed in
section 4.8. Some numerical results are stated in the last section 4.9.

4.2 Mathematical formulation of the continuous pro-
blem

Let us state the physical model describing the immiscible displacement of two compres-
sible fluids in porous media. The mass conservation of each phase is

3(@)0k(pa(Pa)sa) (t, ©) +div(pa(pa) Va) (t, )+ pa(Pa)safp(t, ) = pa(pa)saf; (t,7), (4.2.1)

where ¢, p, and s, are respectively the porosity of the medium, the density of the o phase
and the saturation of the o phase. Here the functions f; and f, are respectively the injection
and production terms. Note that in equation (4.2.1) the injection term is multiplied by a
known saturation s! corresponding to the known injected fluid, whereas the production
term is multiplied by the unknown saturation s, corresponding to the produced fluid.

We are concerned with the study of (4.2.1). Considering one injected fluid (i.e s} = 0, s}, =
1), and one incompressible fluid (i.e py,(py) = pw € RT),

P(2)0(pg(pg)sy)(t, ) + div(pg(pg) V) (L, ) + pg(py)sefp(t, x) =0, (4.2.2)
O(x) 08y (t, x) + div(Vy) (t, ) + s fp(t,x) = f;(t, x). (4.2.3)

The velocity of each fluid V, is given by the Darcy law :

Valt.o) = K@= 0y 0) - pupe). amgw @20

where K(z) is the permeability tensor of the porous medium at point x to the fluid un-
der consideration, k, the relative permeability of the a phase, p, the constant a-phase’s
viscosity, p, the a-phase’s pressure and g is the gravity term. By definition of saturations,
one has

Sg(t, ) + su(t, ) = 1. (4.2.5)

The curvature of the contact surface between the two fluids links the jump of pressure of
the two phases to the saturation by the capillary pressure law in order to close the system

(4.2.2)-(4.2.5)
Pe(su(t, x)) = pe(t, x) — pu(t, @). (4.2.6)

With the arbitrary choice of (4.2.6) (the jump of pressure is a function of s,), the ap-
plication s, +— p.(S,) is non-increasing, (gf:(sw) < 0, for all s,, € [0,1]), and usually
Pe($w = 1) = 0, in the case of two phases, when the wetting fluid is at its maximum

saturation.
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4.2.1 Assumptions and main result

The model is treated without simplified assumptions on the gas density, we consider
that the gas density depends on its corresponding pressure. The main point is to handle a
priori estimates on the approximate solution. The studied system represents two kinds of
degeneracy : the degeneracy for evolution terms 0;(p,s,) and the degeneracy for dissipative
terms div(p,M,Vp,). We will see in the section 4.5 that we can’t control the discrete
gradient of pressure since the mobility of each phase vanishes in the region where the
phase is missing. So, we are going to use the feature of global pressure to obtain uniform
estimates on the discrete gradient of the global pressure and the discrete gradient of the
capillary term B (defined on (4.2.9)) to treat the degeneracy of this system.

Let us summarize some useful notations in the sequel. We recall the conception of the
global pressure as describe in [25]

M(sq)Vp = My(59)Vpg + Mus(50)Vpu,
with the a-phase’s mobility M, and the total mobility are defined by
Mo(sa) = kro(8a)/ e, M(sg) = My(sg) + Mu(50)-
This global pressure p can be written as
P =Py + B(Sw) = puw + P(Sw), (4.2.7)

or the artificial pressures are denoted by p and p defined by :

) o My(2) _ wM(2)
= — = 4.2
p<sw) 0 M(Z) pc<Z>dZ and p<8w> 0 M(Z) pc(Z)dZ ( 8)
We also define the capillary terms by
M M, d
g(sw) — _ 9(89) w(Sw) Pe (Sw) Z O,

M (sy) dsy

and let us finally define the function B from [0, 1] to R by :

soo= [

S“’M( )M (2) dpe
dsw (2)dz

(2
/ My ()2 (2)dz = / M, ( dSw (2)dz. (4.2.9)

We complete the description of the model (4.2.2)—(4.2.3) by introducing boundary condi-
tions and initial conditions. Let T > 0 be the final time fixed, and let be €2 a bounded
open subset of R! (I > 1). We set Qr = (0,T) x Q, X7 = (0,T) x 99Q. To the system
(4.2.3)-(4.2.6) we add the following mixed boundary conditions. We consider the boundary
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o1 =T, Ul,,, where I',, denotes the water injection boundary and I, the impervious
one.

t,r) = pu(t,x) =0o0n (0,7) x 'y,
pa(ts2) = pult,z) = 0 on (0.7) 210,
PgVg N = py,Vy -n=0on (0,7) x Ly,
where n is the outward normal to I',,.
The initial conditions are defined on pressures
pa(t =0) = p? for a = g,w in Q (4.2.11)

We are going to construct a finite volume scheme on orthogonal admissible mesh, we treat
here the case where

K =kZ,

where £ is a constant positive. For clarity, we take & = 1 which equivalent to change the
scale in time.
Next we introduce some physically relevant assumptions on the coefficients of the system.

(H1) There is two positive constants ¢y and ¢; such that ¢y < ¢(z) < ¢; almost everyw-
here z € ().

(H2) The functions M, and M,, belongs to C°([0,1],R"), M, (s, = 0) = 0. In addition,
there is a positive constant mgy > 0 such that for all s,, € [0, 1],

My(s) + My (s.) = mo.

(H3) (fp, f7) € (L*(Q1))?%, fp(t,z), f;(t,z) > 0 almost everywhere (¢,7) € Q7.

(H4) The density p, is C*(R), increasing and there exist two positive constants p, > 0
and pp > 0 such that 0 < p, < pg(pg) < pur-

(H5) The capillary pressure fonction p, € C°([0, 1]; R"), increasing, differentiable on |0, 1]
and there exists p. > 0 such that 0 < p, < |i%:|.

(H6) The function £ € C* ([0, 1]; R™) satisfies £(s,) > 0 for 0 < s, < 1 and (s, = 1) =
£(sw = 0) = 0. We assume that B~ (the inverse of B(s,) = [ £(z)dz) is an
Holder! function of order 6, with 0 < 6 < 1, on [0, B(1)].

The assumptions (H1)—(H6) are classical for porous media. Note that, due to the bounded-

ness of the capillary pressure function, the functions p and p defined in (4.2.8) are bounded

on [0, 1].

Let us define the following Sobolev space

Hi () ={ue H(Q);u=0 sur I',}

this is an Hilbert space with the norm [[ullg1 (o) = [[Vull 12y

!This means that there exists a positive constant ¢ such that for all a,b € [0, B(1)], one has |[B~1(a) —
B71(b)| < cla —b)’.
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Definition 4.2.1. (Weak solutions) . Under assumptions (H1)-(H6) and definitions (4.2.7)-
(4.2.11) with the fact that p), p, belongs to L*(€2) and s, satisfies 0 < s, < 1 almost
everywhere in €2, then the pair (p,, p,) is a weak solution of problem (4.2.2)-(4.2.3) satis-

fying :

Pa € L*(0,T; L3(Q)), VMu(54)Vpa € (L*(0,T; L*(Q)))"
00 (py(pg)sy) € L2<07T7 (H%w< ), POrsy € L2<07T7 (H%M(Q))/),
0<s4(t,2) <laein Qr, a=g,w, B(s,) € L*(0,T; Hy (Q))

such that for all ¢, £ € C'(0,T; HY, (Q)) witho(T) = &(T) =0,

[ $pa(py)syup drdt / ()9 (10(2)) ()00, ) diz
QT

+ o My(34)pg(pg)Vpy - Vo dadt — 0 Mg(sg)p?,(pg)g -V dzdt

+/ Pg(Pg)Sqfpp dzdl =0,
Qr

— qbsw@tf dxdt — / o()sy,()E(0, x) dz

+ My (84)Vpy - VEdxdt — My(Sw)pwg - VE dxdt
Qr Qr

+ / Swfp€ drdt = fr€dzdt.

Qr

4.3 The finite volume scheme

4.3.1 Finite volume definitions and notations

Following [36], let us define a finite volume discretization of Q x (0,7).

(4.2.12)
(4.2.13)
(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

Definition 4.3.1. (Admissible mesh of §2). An admissible mesh 7 of € is given by a set of
open bounded polygonal convex subsets of €2 called control volumes and a family of points

(the “centers” of control volumes) satisfying the following properties :

1. The closure of the union of all control volumes is Q. We denote by |K| the measure

of K, and define
h = size(T) = max{diam(K), K € T}.

2. For any (K, L) € T* with K # L, then KN L = (). One denotes by £ C T? the set
of (K, L) such that the d — 1-Lebesgue measure of K N L is positive. For (K, L) € &,
one denotes o, = K N L and |og|z| the d — 1-Lebesgue measure of ok ;. And one

denotes g/ the unit normal vector to ok |z, outward to K
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3. For any K € 7, one defines N(K) = {L € T,(K,L) € £} and one assumes that
0K = K\K = (K N 89) U (ULeN(K)UK|L)-
4. The family of points (zx) ke is such that zx € K (for all K € 7) and, if L € N(K),

it is assumed that the straight line (zg,xr) is orthogonal to ok|L- We set dg|;, =
lok|z]

d(zg,xr) and TKIL = .. , that is sometimes called the “transmissivity” through

ok (see Figure 4.1).

F1G. 4.1: Control volumes, centers and diamonds

We denote by Hy,(2) C L*(Q2) the space of functions which are piecewise constant on
each control volume K € 7. For all u;, € H,(2) and for all K € 7, we denote by uy the
constant value of uy, in K. For (uy,vs) € (Hyp(€))?, we define the following inner product :

(Un, vn) g —ZZ Z }OK‘L} ur, — ug)(vr — vr),

KeT LeN(K)
and the norm in Hy(2) by

ol g, 0 = (Cns un) g, )2

Finally, we define L;(Q) C L?*(€2) the space of functions which are piecewise constant on
each control volume K € 7 with the associated norm

(un, vn) Ln(Q) — Z | K| ukvr, ||Uh||Lh « = Z | K| |UK|
KeT KeT
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for (un,vn) € (Lp(2))% Further, a diamond Tk 1 is constructed upon the interface oz,
having x K, xy, for vertices (see Figure 4.1) and the [-dimensional mesure ‘TK‘ L‘ of Tk 1,
equals to 7 }0K|L’ dg|r-

The dlscrete gradient Vjuy, of a constant per control volume function uy, is defined as
the constant per diamond Tz, Rl-valued function with values

dK\

(Y= uKT]K|L ifx e TK|L7
vhuh( ) - { luo' UK f Text
SNl LT € Ly,

And the semi-norm ||uy|| g, coincides with the L*(2) norm of Vjuy, in fact

B A

KeT LeN(k) Y TrIL KeT LeN(K)
UK\L 2
SID DD DI A
KeT LeEN(K)

We assimilate a discrete field (f K|) on € to the piecewise constant vector-function

F, = Z ﬁK|LﬂTK‘L-

oK‘LEE

The discrete divergence of the field I3 5 1s defined as the discrete function wy, = divhﬁh with
the entires ]
d’iUKFh = ﬁ Z |0-K\L|FK|L"'7K|L- (431)
LEN(K)
A key point of the analysis of the two-point finite volume schemes on admissible meshes is
the following kind of discrete duality property :

For all discrete function wy, on 2 which is null on 052, for all discrete field F, on Q,

Z |K| widivg Fy, = — Z ’TK\L} Vkipwy - ﬁK\L
KeT ox|LEER
(4.3.2)
This formula stems from the definitions of the discrete operators Vy,, div, and the sum-
mation by parts procedure. And from this formula, we deduce the following importante
estimate :

For all discrete function wy, on £ which is null on 0f2, for all discrete field F L oon 2,

’ Z |K | widivg F| < C max |V i Lwn| x ||Fh||L1
KeT

(4.3.3)
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where ]\ﬁh|]L1(Q/) = > \TK‘L\\ﬁK‘L| and Q" C  is the support of wy,.

0'}(7[,65;0}(7[,(_‘!9/75@

The problem under consideration is time-dependent, hence we also need to discretize
the time interval (0,7).

Definition 4.3.2. (Time discretization). A time discretization of (0,7") is given by an
integer value N and by a strictly increasing sequence of real values (t")nejo,n+1) with t© =0
and tN*t! = T. The times steps are then defined by §t" = t"** — " for n € [0, N].

We may then define a discretization of the whole domain © x (0,7") in the following
way :

Definition 4.3.3. (Discretization of € x (0,7")). A finite volume discretization D of € x
(0,7T) is defined by

D= (Ta 87 (xK)KETa Na (tn)nE[O,N})a

where 7,&, (rk)ker is an admissible mesh of Q in the sense of Definition 4.3.1 and
N, (t")neo,n) is a time discretization of (0,7") in the sense of Definition 4.3.2. One then
sets

size(D) = max(size(T), (0t")nejo,n))-

By saying that 7 is admissible, we mean that there exists a family (zx)xe7 such that
the straight line Tx 7, is orthogonal to the interface okz. Let us now give the regularity
property of discretization mesh we need to prove the principale Theorem 4.3.1.

Definition 4.3.4. (Regularity of the mesh). Let & > 0. A discretization D of Qr is &-
regular if

VK eT, Y |oxildg < ¢K]| (4.3.4)

LEN(K)

Definition 4.3.5. (Discrete functions and notations). Let D be a discretization of §2 x
(0,7") in the sense of Definition 4.3.3. We denote any function from 7 x [0, N 4+ 1] to R
by using the subscript D, (s, and p, p for instance) and we denote its value at the point
(zx,t") using the subscript K and the superscript n (s, g for instance, we then denote s, p
(861 ) KeTmelo,N+1))- To any discrete function up corresponds an approximate function de-
fined almost everywhere on 2 x (0,7 by :

up(t,z) = uytt, for ae. (t,z) € (t",t"™) x K,VK € T,¥n € [0, N].

For any continuous function f : R — R, f(up) denotes the discrete function (K,n) —
flug). if L € N(K), and up is a discrete function, we denote by 0y, (u) = up™ —uft.
For example, 07i, (f(u)) = f(uf ™) — f(ui"™).

Let us recall the following two lemmas :
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Lemma 4.3.1. (Discrete Poincaré inequality) [36]. Let € be an open bounded polygonal
subset of RY, | = 2 or 3. Let T be a finite volume discretization of Q in the sense of
Definition 4.3.1, and let u be a function which is constant on each cell K € T, that s,
u(z) =ug if v € K, then

ol gy < diam(€2) g,

where |||, ) is the discrete H} norm.

Remark 4.3.1. (Dirichlet condition on part of the boundary). The lemma 4.5.1 gives a dis-
crete Poincaré inequality for Dirichlet boundary conditions on the boundary 0S). In the case
of Dirichlet condition on part of the boundary only, it is still possible to prove a discrete
Poincaré inequality provided that the polygonal bounded open set ) is connected.

Lemma 4.3.2. (Discrete integration by parts formula). Let Q) be an open bounded polygo-
nal subset of R, T be a finite volume discretization of Q0 in the sense of Definition 4.3.1. Let
Frip, K €T and L € N(K) be a value in R depends on K and L such that F, = —Fp /i
and let ¢ be a function which is constant on each cell K € T, that is, p(x) = ¢k if x € K,

then
Z Z Frjppr = __Z Z Fryr(pr — k) (4.3.5)

KeT LeN(K) KeT LeN(K)

Consequently, if Fx;r, = ax/r(br — bi), with ag/, = ar/k, then

Z Z aK/L (b —bx)prx = —= Z Z CLK/L (br — bx)(pL — ¢K) (4.3.6)

KeT LeN(K KET LeEN(K

4.3.2 The coupled finite volume scheme

The finite volume scheme is obtained by writing the balance equations of the fluxes on
each control volume. Let D be a discretization of €2 x (0,7) in the sense of Definition 4.3.3.
Let us integrate equations (4.2.1) over each control volume K. By using the Green formula,
if ® is a vector field, the integral of div(®) on a control volume K is equal to the sum of
the normal fluxes of ® on the edges (4.3.1). Here we apply this formula to approximate
Mo (504)Vpa - Nk, (o = g,w.) by means of the values s, g, Sq,r. and pa, i, P, that are
available in the neighborhood of the interface o |r,. To do this, let us use some function G,
of (@a,ba, co) € R? . The numerical convection flux functions G, € C(R3,R), are required
to satisfy the properties :

(

(a) Gul+, by, co) is non-decreasing for all by, ¢, € R,
and G(aq, -, ¢o) is non-increasing for all a,, ¢, € R;
(b) Gy(ay, a4, cq) = —My(ay) ¢y and Gy (ay, Gy, ) = —My(ay,) ¢ for all ay,, ¢, € R;
(¢) Ga(an, ba, o) = —Go(ba, @, —cq) and there exists C' > 0 such that
1Ga(ta,ba,ca)] < C (|aal + [bal)|cal for all aq, ba, co € R

(4.3.7)
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Note that the assumptions (a), (b) and (c) are standard and they respectively ensure
the maximum principle on saturation, the consistency of the numerical flux, and the conser-
vation of the numerical flux on each interface. Practical examples of numerical convective
flux functions can be found in [36].

In our context, we consider an upwind scheme, the numerical flux G, satisfying (4.3.7)

defined by
Gol@ay by o) = —My(by) ca™ — (—May(an)) co” (4.3.8)

where ¢! = max(c,,0) and ¢, = max(—c,,0). Note that the function s, — M,(s,) is
non-decreasing, which lead to the monotony property of the function G,.

The resulting equation is discretized with a implicit Euler scheme in time; the normal
gradients are discretized with a centered finite difference scheme.
Denote by pap = (pZJ}(l) KeTnejo,n] and sqp = (SZ?) KeT nejo,n] the discrete unknowns
corresponding to p, and s,. The finite volume scheme is the following set of equations :

1
p&K = E/Kpg(:p)dx, s&K |K|/ x)dz, for all K € T, (4.3.9)
p<anIr(1>nJIr(1_p<p,> , n n 5" n
(Ko ——"—"— ook K D s Golsyil syt 0 (py))
LEN(K)
+ Py K] g (i) fiid = 0, (4.3.10)
sn—l—l n
n+1l _n+l, n+l
K| ¢k el _wE Z Tr|LGu( w+K7 w+L75KTL<pw>)
LEN(K)

+E ISR = K (s
Pe(89k) = Pl — Pyt (4.3.12)
where F)'1! the approximation of /a pa(py ) My (i) g nii AL (2) by an upwind scheme :
F;;r(l = Z F:}L(}L = Z oKLl ((/);L,JFKI\L>2]M£1("52?;(1)(gKIL)Jr
LeN(K) LEN(K)

— (P My (s rn) ™) (4:3.13)

and similarly F%! the approximation of / pw (Pl My (s ) g e AT () by an upwind
oK
scheme :

Fg}l: Z FZ—;(l\L Z |UK|L|(Pwa(SZ§)(gK\L)+
LeEN(K) LeEN(K)

— oM (57 (8rn) 7). (43.14)



124 The finite volume scheme

Notice that :
* IR = 5tIK| S Jy Jo(x) dadt for n € {0, ..., N — 1},
* i = W' I fK fl ) dzdt for n € {0 — 1},

tn+1

g+l

And, the mean value of the gas density on interfaces is not classical since it is given as

n+1
1 Pg.L n+1 n+1
1 ATT ATl fn+1 o dC lfp 7ép
T = Py, TPg,k “Pg,K (4315)
Py KL L otherwise
b p K
9,

This choice is crucial to obtain estimates on discrete pressures.

Note that the numerical fluxes to approach the gravity terms F, are nondecreasing with
respect to s, x and nonincreasing with respect to s, 1.

The upwind fluxes (4.3.8) can be rewritten in the equivalent form

Galspids snlils Ot (pa)) = —=Ma(shh L) 0%t (Pa) (4.3.16)

o,K|L

where Ma(sg?‘ ;) denote the upwind discretization of M, (s,) on the interface ok, and

n+1 - n+1
it sax if (K, L) € &4, 4
= 3.17
SaK|L { s"+1 otherwise, ( )
with the set £ is subset of £ such that
£ = {(K, L) € £, 8244 (pa) = pii — piit < 0} (4.3.18)

We extend the mobility functions s, +— M,(s,) outside [0, 1] by continuous constant func-
tions. We show below (see Prop. 4.6.1) that there exists at least one solution to this scheme.
From this discrete solution, we build an approximation solution p, p defined almost eve-
rywhere on Q7 by (see Definition 4.3.5) :

Pap(t, ) = pil, Vo € KVt € (1", ¢") (4.3.19)
The main result of this paper is the following theorem.

Theorem 4.3.1. Assume hypothesis (H1)-(H6) hold. Let {D,,}men be a sequence of dis-
cretizations of Qr in the sense of definition 4.3.3 such that lim,, . size(D,,) = 0. Let
(P2, %) € L?(Q,R) x L®(Q,R). Then there exists an approzimate solutions (Pa.p,, )meN
corresponding to the system (4.3.10)-(4.3.11), which converges (up to a subsequence) to a
weak solution p, of (4.2.2)—(4.2.3) in the sense of the Definition 4.2.1.
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4.4 Preliminary fundamental lemmas

The mobility of each phase vanishes in the region where the phase is missing. Therefore,
if we control the quantities M,Vp, in the L?-norm, this does not permit the control of the
gradient of pressure of each phase. In the continuous case, we have the following relationship
between the global pressure, capillary pressure and the pressure of each phase

M|Vp|2dxdt+/ %|Vpc|2dxdt =
or r (4.4.1)
M| VpPdzdt + [ M,|Vp,|*dzdt.
Qr Qr

This relationship, means that, the control of the velocities ensures the control of the global
pressure and the capillary terms B in the whole domain regardless of the presence or
the disappearance of the phases. This estimates (of the global pressure and the capillary
terms B) has a major role in the analysis, to treat the degeneracy of the dissipative terms
div(pa MaVpa)-

In the discrete case, these relationship, are not obtained in a straightforward way. This
equality is replaced by three discrete inequalities which we state in the following three
lemmas.

We derive in the next lemma the preliminary step to proof the estimates of the global
pressure and the capillary terms given in Proposition 4.5.1 and Corollary 4.5.1. These
lemmas are first used to prove a compactness lemma and then used for the convergence
result.

Lemma 4.4.1. (Total mobility and global pressure). Under the assumptions (H1) — (H6)
and the notations (4.2.7). Let D be a finite volume discretization of Q x (0,T) in the sense
of Definition 4.3.3. Then the following inequalities hold :

MM+ ML > mg, V(K L) € E, Vn € [0,N] (4.4.2)

9,K]| w,K|L —

and

2 2 2
mo (031 0) < Moty (Grtion)) + MoK (5 wg)) s VU L) € €, vn € 0, N]
(4.4.3)

Démonstration. In order to prove (4.4.2), we take the same decomposition of the inter-
face as that proposed by R. Eymard and al. in [37], namely the different possible cases
(K,L) € & n&ER (K, L) ¢ EPUEMT, (K, L) € £ and (K, L) ¢ £21, and the
last case (K,L) ¢ " and (K,L) € )" ; where the sets £ and £]*! are defined in
(4.3.18). We fellow the same steps as in [37]. For the sake of clarity, we reproduce the proof
of the lemma.

If (K,L) €& ngttor (K,L) ¢ & UER, then the liquid saturation and the
gas saturation are in the same control volume, so (4.4.2) is an immediate consequence of
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hypothesis H2.

If (K,L) € &% and (K, L) ¢ £, then the liquid saturation and the gas saturation
are not in the same control volume and 67} (p.(s,)) = 8% (pw) — 0% (p,), which yields

K|L K|L K|L
n+1 n+1
Syx = Syp - Therefore

+1 +1 +1 +1
M;K\L + M’ZZ;,K|L > Mg<SZ,K) + Mw(”“zj,}() > My

The case (K,L) ¢ £ and (K, L) € £ is similar.
Remark that, if the upwind choice is different for the two equations, then

Ml = max M, 4.4.4
o,K|L 5L gl e? ( )
w, K w,L

Let us now turn to the proof of (4.4.3).
Let us first study the case (K, L) € £/*! and (K, L) ¢ £;*'. By definition of j there exists

some a € [s7¢, si'] such that 5’;(TL1 (p(sw)) = A]@g(f)) 5?<TL1 (pe(8w)), so by using > fu(a) =

a=g,w

> ]\A/[/}’((aa)) =1 and f,(a) <1 we get
a=g,w

(0532 ) + 351 D0 = (Ful @R () + L@ (o) + 03 Ps))
< Ful@) O3 ) + 1) (533 0) + 0 (e(5)))

now, using the equality (4.4.4), we have M,(a) < M;}L(lw and M, (a) < M;”}(I|L, so that we
may write
MnJrl n+1

2 M
Sr i (pu) + Op (Bs0) ) < BB (G5t () + =2 (05 (D) + 05 (pel50)))?,
M(a) M(a)

which gives a fortiori (4.4.3). The case (K, L) ¢ £/ and (K, L) € £, is similar.
Let us now deal with the other cases. If (K, L) € £ and (K, L) € 2, then ML}, =

g.K|L
Mg(s;}l) and MZUL,J;M = Mw(sgﬁ) We then remark that, since the function f, = % is

nonincreasing and p, is nonincreasing, the following inequality holds :

My (SIS (pel5)) — (M (s[50) + M (170 83 (P(s.)) =

n+1

(My(sid) + My (s7%)) / Y Fo(s) = fo(a))pi(a)da <0,

n+
w,K

one then gets
(57 () + 03 (oe50) (Mo (53 OR T () — (Mo () + Ma(s0y )01 (0(5)) ) 2 0

i () (Mo (s (e(50)) — (My () + M) 03 (0(50) ) 2 0,
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this leads by adding the two inequalities to
DM, ()R (P) T (pels)) + My (1) (1 (e(5.)))? =
(M (535d) + M (5550) (20303 ()03 (Plsw)) + 1t (e )03 (p(s0)) ) =
(M (38) + M (s530) (207 a2 (050)) + (T2 0(5)))).

The previous inequality gives

Mo (S G0k (b)) + My (23 (p) + O3 (pel5)))?
> (M (s24) + M) (03 (pu) + 532 (B(s)))?,

which gives the estimate (4.4.3) in that case. The case (K, L) ¢ £'*! and (K, L) ¢ £ is
similar. O

Lemma 4.4.2. (Capillary term B). Under the assumptions (H1)—(H6) and the notations
(4.2.7). Let D be a finite volume discretization of Qx (0,T) in the sense of Definition 4.3.3.
Then there ezists a constant C' > 0 such that for all (K,L) € € and n € [0, N] :

2 2
(71 (Blsw)))* < Mg;;w((sy;g(pw)) + M (5;Tg(pg)> _ (4.4.5)

In the incompressible case (see [37]) this kind of estimate is obtained by using the mass
conservation equation, whereas our approach use only the definition of the function B and
consequently this lemma can be used for compressible and incompressible degenerate flows.

Démonstration. In order to prove (4.4.5), we consider the exclusive cases (K, L) € 5;“ N
Entt (K, L) ¢ EprtuEnt, (K, L) € £ and (K, L) ¢ E37' and the last case (K, L) ¢
Ertand (K, L) € 211

oFirst case : If (K,L) € , et (K, L) ¢ &£,. We may notice that if the upwind choice is
different for the two equations, we have

n+l _
Ma,KIL_ max M,.
[5g,5,5¢,L]

By definition of B in (4.2.9), there exists some a € [Sy ', Sw.z] such that 61 (B(s,)) =

K|L
Mg(a)Mw(a) snt1
— 35 e 130 @ O (Pe(Sw)), we then get

(2 (B(su)))? < ML ML (87 (pe(s0,)))?

< Oy M (O3 o)) + (O3 (pu))?)

< oML B2 0,) P+ MG ().
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eSecond case : The case (K,L) ¢ £, and (K, L) € &, is similar.
eThird case : The case (K, L) € & and (K, L) € &,. We have

My O () + My i, (0% (Pw))?
= M, (s ) (051 (Pa))* + M (s, 50) (051 (P)?
= (M, () + Mau(s550) ) (07 ()2 (44.6)
+ My (s 750 ) (057, (P(50)))* + Mu(83, 1) (05, (B(sw)))?
— 2M, (s 30051 ()0, (B(sw)) — 2Mou (83,1 0) 05l (0) 0 (P(50))-

We will distinguish the case s),"¢ < si, and the case stz > si'}

w,L w,L *
1. If we assume that s"2 < s we deduce that

(a) 511?|LL1 (p(sw)) < 0 since p(s,,) is nonincreasing,
(b) 511?|LL1 (p(sw)) > 0 since p(s,,) is nondecreasing,
(©) 23 (p) = () + A (Psw)) < 0.
One then gets from (4.4.6) that :
My (5530 ) 051 (9g)* + M (s3,50) (0511 (pw)?
> (My(spd) -+ Ma (5250 ) (0512 (0)?
+ My(sy5 ) 05 (B(50))?) + Mu(s3,5) (051 (B(s0)))?
DML (S ()T ((5.))
The previous inequality gives :
(M, () + M (5250 ) (0512 (0))?
+ My(s530 ) 05t (B(50))) + Mu(s3t) (057 (P(5w)))
< My (530 ) (0 (Pa))” + M (3,150) (1 (Pw))* + 2Mu (3, 5 )03l (P) O (P(sw))
< My(sy ) (0%, (g))* + M (53,5 (011 (Pw))
+ Mo (53, 15) (0512 () + M (53,50 (0517 (B(s0)))?
which implies the inequality :
My (s 50 ) (05l ()* + My (5530 ) (05| (Psw)?
< My (sy 0 ) (017 (0g))? + M (s3,7%) (0511 (Pw))
Or, by definition of B (4.2.9), there exists some a € [sy K, Sw 1] such that 5;?|LL1(B(sw)) =
Z\/[g(a)é?;‘rL1 (p(sw)), we get then :
(%2 (Blsw)))* < My(sq,10) (5], (B(50)))°
< My (s 10 ) (0511 (9g))? + M (53,750) (051, (pw)) .

(4.4.7)
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which is (4.4.5) in that case.

n+1 < Sn+1

2. If we assume that s we get that :

(a) 5?<TL1( p(Sw)) > O since p(s,,) is nonincreasing

(b) 5}?&1( p(sw)) < 0 since p(s,) is nondecreasing

() 0z (p) = O (pg) + O 1 (Blsw)) <0
One then gets from (4.4.6) that :

My(sy R Gt (0))? + M) (53 (pa)?
> (M, (i) + Ma(s55) ) (03 ()

M (S ST (5(5))?) + Mo (S (53 (p50)))?
— 20, (S (D) (3(50)).

The previous inequality gives :

(M, (i) + Mu(s3 >y@g@»

+M«"“>%ﬂ<@>>> M (550 (031 (P5)))?
M, (230 O3 (9))? + M5O (p))? + 2My (23St (D)3 (P (5)
My (1) (3 (9) + Mo (s (03 (pu)?
M, (St () + My (i) (035 (54)))?

which implies the inequality :
My (51,50) (05l (P)* + M (57,7) (05| (P (50))?
< M, (s 10 ) (051 (Pg)* + M (5150 (051 ()
Or, by definition of B (4.2.9) there exists some a € [sy, k, Sw 1] such that 5}?&1 (B(sw)) =
—~M,(a )5;?&1( (54)), we get then :
(L B(5))? < Mu(5010) (O3 (B(50)))?
< My (s ¢ ) (0512 (Pg)* + M (51,50 (03] (Pu),

(4.4.8)

which is (4.4.5) in that case.

eFourth case : The case (K, L) ¢ £ and (K, L) ¢ &, is similar of the third case. O

Lemma 4.4.3. (Dissipative terms). Under the assumptions (H1)—(H6) and the notations
(4.2.7). Let D be a finite volume discretization of Qx (0,T) in the sense of Definition 4.3.3.
Then there ezists a constant C' > 0 such that for all (K,L) € € and n € [0, N]

2
MG () < M (051 )+ 0 (33 ) (4.4.9)
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and
2 2
MO < ME (ki) + M50, (05 ))) (44.10)
Démonstration. In order to prove (4.4.9) and (4.4.10), we consider the exclusive cases
(K,L)ye &t néEpt, (K, L) ¢ M UEM!, (K, L) € £} and (K, L) ¢ £ and the last
case (K, L) ¢ "' and (K, L) € £
eFirst case : If (K,L) € £, and (K, L) ¢ &,. We have

n+l1

w K|l = Max M,

[S’LU,K78’LU,L}

and by definition of p there exists some a € [sy, Kk, sw,z] such that 837 (p(sw)) = W%%é?ﬁ (pe(sw)),

we get then :

My (Ol (B(s)))* < Ml My i (91 (pe(sw)))?

< ML ML (G w)? + (Gt (pu))?)
< Co( M O3 (u))? + MK (5761 (9,))?)
which gives (4.4.9). For the discrete estimate (4.4.10) and by definition of p there exists

some b € [sy , Sw,r] such that 5}‘(TL1(ﬁ(sw)) = —%&%5%’; (pe(sw)), we get then :

M (Om (B(s0))) < MUK ML (07 (pel(50)))?
< CoMp i M (O3 o)) + (B3 (p))?)
< Oy (M;‘f}?w@?ﬁ (pw))? + M85 (pg))2>

which gives (4.4.10).

eSecond case : The case (K, L
eThird case : The case (K, L)
write :

) ¢ E, and (K, L) € &, is similar.

€ & and (K, L) € &,. From the notations (4.2.7), we can
Ot (P(sw)) = 0%/ (p) — 051 (pu) and O3, (B(sw)) = 0l (P) — 0|1 (Py).

Multiply the first equality by MZ*;‘ L= Mw(sfjfé) and the second equality by , /M;‘}'(l‘ L=

Mg(sZ}(l), thus we obtain :

M5 CR (P()* = M Ok1E (0 + My, (051 () (4.11)
= 2M 3 Ot ()3 (Pw)
and
My G B(su) = My, G () + M3, (O () (1412
= 2My L0 ()07 (p)

We consider the following two cases.
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1. If we assume that 5’5}% < stLl, we get that :

(a) 5’;;'11 (p(sw)) < 0 since p(s,,) is nonincreasing,
(b) 5’;;'11 (p(sw)) > 0 since p(s,,) is nondecreasing,
(©) TAP) = S pu) + A B(5)) < 0.
One then gets from (4.4.11) that :

My 5 Ok (P(sw)))* < Myt (0 () + My (05 (pw)?

and One gets from (4.4.12) that :

Mg i Oz (P(sw))® < My, Ok (9)” + My 1 (0501 (pe)”

which is (4.4.9) and (4.4.10) in that case.

2. If we assume that SZ+L1 < sfj}j}%, we get that :
(a) 5%21 (p(sw)) > 0 since p(s,,) is nonincreasing
(b) 5}?&1 (p(sw)) < 0 since p(s,,) is nondecreasing

() Oxiz(p) = 0 ip (pg) + O3l (B(50)) < O
One then gets from (4.4.11) and (4.4.12) that :

My 5 O (B(sw)))* < Myt (0% () + My (O (pw)?
My O (B(sw)))* < My (02 (9)* + My (9512 (pg))°

which is (4.4.9) and (4.4.10) in that case.

eFourth case : The case (K, L) ¢ £, and (K, L) ¢ &, is similar of the third case O

4.5 A priori estimates and existence of the approxi-
mate solution

We derive new energy estimates on the discrete velocities Ma(sZ}l' L)é’;ﬁ (Pa). Never-

theless, these estimates are degenerate in the sense that they do not permit the control of

5%21 (pa), especially when a phase is missing. So, the global pressure has a major role in the

analysis, we will show that the control of the discrete velocities Ma(sgﬁ‘ L)5’;|FL1 (po) ensures

the control of the discrete gradient of the global pressure and the discrete gradient of the
capillary term (B) in the whole domain regardless of the presence or the disappearance of
the phases.

The following section gives us some necessary energy estimates to prove the theorem
4.3.1.
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4.5.1 The maximum principle

Let us show in the following Lemma that the phase by phase upstream choice yields the
L stability of the scheme which is a basis to the analysis that we are going to perform.

Lemma 4.5.1. (Mazimum principe). Under assumptions (H1)-(H6). Let (s x)ker €
[0,1] and let D = (T,c‘f, (k) ker, N, (t")ne[o,N}) be a discretization of 2 x (0,T) in the

sense of Definition 4.3.3 and assume that (pap) is a solution of the finite volume (4.3.9)-
(4.3.12). Then, the saturation (s}, x)keT nefo,.,n}y Temains in [0, 1].

Démonstration. Let us show by induction in n that for all K € T, s, ;» > 0 where a = g, w.
For a = g, the claim is true for n = 0 and for all K € 7. We argue by induction that for

all K € 7, the claim is true up to order n. We consider the control volume K such that
Spic = min {sp7! Lop and we seek that sitd > 0. 1
n+

For the above mentioned purpose, multiply the equation in (4.3.10) by —(s} %)™, we obtain

_ K| ¢ Pg(pZ}(l)SZ}l _pg<pZ,K)SZ,K( n+1)_
K 5t Sg.K
- Z TK|LpZ:‘[_(1‘LGg(SZ:’—K175;—"1_,1;5?(—{[1,(]99))(82}(1)_
LEN(K)
n+1 n — n n n n —
— FUED (s — K| py (i) st fad (s75) ™ =0, (4.5.1)

The numerical flux G, is nonincreasing with respect to sgf (see (a) in (4.3.7)), and consis-
tence (see (c) in (4.3.7)), we get

Gy(syics Sy’ 05 (o)) (sgi )™ < Galsyics syics 05l (Pg)) (5~

= =0z (Pg) My(sy i) (s5) ™ = 0. (4.5.2)
Using the identity s)%' = (si30)t — (si4!)~, and the mobility M, extended by zero on
] — 00, 0], then Mg(sg}l)(sg}l)* =0 and
= Fyi (i)™ = 1K o st Frd (550
= > () My(syi e (sy i)™ + KL pg oy i) S5 ((533) ) 2 0. (45.3)
LEN(K)

Then, we deduce from (4.5.1) that

e (Dot (s i) ™12+ g (0 1) Sy i (s ) ™ <0
ot -

and from the nonnegativity of sy -, we obtain (sg}l)* = 0. This implies that sg}l > 0 and

K| ¢x

0< 52}1 < st foralln € [0, N —1] and L € 7.
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To prove that 3"+1 >0 foralln € [0, N — 1] and K € 7. We argue by induction that for
all K € T, the clalm is true up to order n. We consider the control volume K such that

swix = min{sp7'}, ., and we seek that s, > 0.
For the above mentioned purpose, multiply the equation in (4.3.11) by — (s"J}%) we obtain
Sn-f—é _ S
w s 1 n+1l _n+1, sn+l n+1\—
— |K]| ¢KT K Z Tr|LGu( w+Kv w+L ) 5KJ\FL<pw>><SwJ,rK>
LEN(K)
= B (i)™ = KSR (5050 = — KL 6™, (45.4)

The numerical flux G, is nonincreasing with respect to s”+L1 (see (a) in (4.3.7)), and

consistence (see (c) in (4.3.7)), we get
G, 1 1 () (ST0)™ < Gl s 82 () (54
= =0 (Pw) Mu(sy,x) (s'x) ™ = 0.
Using the identity s"J}% = (375}%)* - (SZ:}%)*, and the mobility M, extended by zero on
| — 00, 0], then M, (s "H)(sfj]ﬁ)* =0 and

n+1 n _ n n n _
— U (st T — K| it P*;éw}i)
= Y puMu(siE) () T (ShE) T K] fr ((shh) ) > 0. (4.5.5)
LEN(K)

Then, we deduce from (4.5.4) that

)2+ s elsiid) ™ _
ot =0,

| K| dre
and from the nonnegativity of sy -, we obtain (s"J}%) = 0. This implies that sﬁf}% > 0 and

0<siie <splforallne[0,N—1land LeT.

4.5.2 Estimations on the pressures

Proposition 4.5.1. Under the assumptions (H1) — (H6) and the notations (4.2.7). Let D
be a finite volume discretization of 2x (0,T) in the sense of Definition 4.3.3 and let p,p be
a solution of (4 3.9)-(4.3.12). Then, there exists a constant C' > 0, which only depends on

My, Q,T,p°, s, sl fp, fr and not on D, such that the following discrete L*(0,T; H*(Q))
estimates hold :

N-1

Z ot Z Z T 1L Ma aK\L>|pZ+Ll —PZ*;%P <C, (4.5.6)

n=0  Ke&7 LeN(K)
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and

N—

Doty >l - <C (4.5.7)

n=0 KeT LeN(K)

H

Démonstration. We define the function Hy(py) := pg(pg)9q(Pg) — Pgr Pe(sw) = [y pe(2)dz
and gy4(py) f y t )dz In the following proof, we denote by C; various real values which
only depend on M,, Q, T, p°, %, s’ fp, fr and not on D. To prove the estimate (4.5.6),
we multiply (4.3.10) and (4.3.11) respectively by g,(pg k), Pwx and adding them, then
summing the resulting equation over K and n. We thus get :

Ei+ FEy+ Es+ Ey =0, (4.5.8)
where
N—
= Z Z K| ch( (Pa (D RS = gDy )57k 1) Ga(Dhid) + (St — st )pl‘ﬁi)
n=0 K¢
N-1
By =30t > S man (i Galsiid 5ot 03 (00)) 0(wid)

n=0 KeT LEN(K)

+ Gt st O () P,

=

-1

n+1 n n+1 n
Bs = 25 Z (Fg(K\L) Y <p97+K1) qu;mi wﬁ%)

n=0 KeT
N-—1
. n—+1 n+1 n+1 n+1 n+1l pn+1 n+1y\, n+1
E, = E | K| (pg (Py Vst frk 9Py i) + (S fox — IK)pr>
n=0 KeT

To handle the first term of the equality (4.5.8). Let us forget the exponent n + 1 and let
note with the exponent * the physical quantities at time ¢,,. First of all, let us prove that :
for all s, > 0 and s, > 0 such that s, + s, = 5; +sy =1,

(pg<pg)59 - pg@;)S;)gg(pg) + (Sw - Sz*u)pw > Hy(pg)sy — Hg@;)sz — Pe(sw) + Pe(sy,).
(4.5.9)

Let us denote by J the left hand side of (4.5.9),
T = (py(pg)sy — Pg(PE)SZ)gg(pg) + (80 = 83,) o
Since the function g, is concave, we have

99(Pg) < 9¢(py) + 95(05) (Pg — 1y)-
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From the definition of H, and the concavity property of g,, one gets

j - Pg(pg)sggg(pg) - pg(p;)‘s;gg(pg) + SwPw — S:upw

> sgHq(pg) — S;Hg@;) + SgPg — Sng + SwPw — SpPw
> s4Hy(pg) — SzHg@;) — Sw (pg - pw) + 57, (pg - pw)
> 5gMy(pg) — syHe(Py)  — (5w — 85, pe(S0)- (4.5.10)
Since the function P, is concave, then
(Sw — S5)De(Sw) < Pel(Sw) — Pelsy)- (4.5.11)

The above inequalities (4.5.10) and (4.5.11) verify that the assertion (4.5.9) is satisfied. So,
this yields to

Z OK (|K| S;\,[KHO?;\,[K) —|K]| SZ,KH(p;K))

KeT

=Y ok K[ Pelsi i) + D o [K|Pe(sp i) < Er (4.5.12)

KeT KeT

Using the fact that the numerical fluxes G, and G, are conservative in the sense of (c) in
(4.3.7), we obtain by discrete integration by parts (see Lemma 4.3.2)

N-1

1 U n n n T T

By=3> 0ty 7 maw(phinGalsd st 0t 0) (0 ) = awh)
n=0 KeT LEN(K)

Gl S O ) Bt — ),

and due to the correct choice of the density of the phase g on each interface,

pn+1 _ pn+1
n+1 9,K g,L
p = - —, (4.5.13)
SR g (i) — 9Pt
we obtain
1 N-1
DI DD DI (A AT I o S
n=0 KeT LeN(K)
G S O () (0 — Pt ).
We have

GQ(SZ}(I, SZIIQ 5?9; (pg))(pZ,JrKl - pgf) + Gw(SZ;J,FI%v SZ;J,FLIQ 5;?\21 (pw»(pgj; - pZ;J,rLl)

= Mi(sy 1) (051 (g))* + My(s, 1) (O ().
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Then, we obtain the following equality

Z‘”Z > TKIL(MZ (S D (Tt (0g))? + My(smoh ) (G5 (p )2). (4.5.14)

n=0 KcT LeN(K)

To handle the other terms of the equality (4.5.8), firstly let us remark that the numerical
flux satisfies F”}}L = —F;ZlK and F;”;(I‘L = —FLLJEIK, so we integrate by parts and we
obtain

1 n n n+1 7 T
Z&Z S lownl (D 00 = 0, (051) + FUSel it = ).

= KeT LeN(K)

According to the choice of the density of the phase « on each interface (4.5.13), we obtain

zatz > loxlon i My (st gk — My(sy i) er ) (Po.x — Pos)

= KeT LeN(K)
N-1

1 . .
+§Zé Z Z ||| pw [ M. <w+[%>gK\L My(s erLl)gK\L](pr Pw,L);

n=0 KeT LEN(K)

which implies by using the definition of 5;?&1 (Pa)

N-1

1 n n n
- (525 Z Z |oscie] Py My (55108 — Mol 1 )8k ) (0] (Po))
n=0 KeT LeN(K)
N-1

1
F520Y D fowiel pulMusy D8R — M5 e ) (G5 )))-

n=0 KcT LEN(K)

Recall the truncations of 5;?&1( o)

(012 (pa)) " = maa {03} (pa). 0}, (5511 (pa))™ = ma {031} (o), 0},
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with 6357 (pa) = (5?(TL1(pa)) (5?(TL1( o))" . So Ej3 can be written as
|

Y Z ot Z Z ‘UKIL‘ Py K|L Z—’I—(l)gK\L(éy(TLl(pg))—i_

= KeT LeN(K

1 —_
+5Z<5 ST okl o My (s g L (05 ()

n=0 KeT LEN(K)

1N 1
) ot Z Z ‘O-K‘L}pgK\L Z?)gmL(‘S?(TLl(pg))jL

n=0 KeT LeN(K)

].N 1

P \w\p My (s g (G (py))

n=0 KGTLEN

1N 1

—5 2.0t > lowie] puMu(sh gk kit (u)

n=0 KeT LeN(K)

1N 1
5200t D Jowie] puMu(st ik Ok (b))

n=0 KeT LeN(K)

1N 1
52,0t D Jowiel puMu(shier G (pu))

n=0 KE’TLEN(K

1N

520ty D \w\pw (58 L (Ot ()

=0 KeT LeN(K

3

Then

Z S Jowin] o My (s g (G (pg)

N)I»—t
HMZ

0 Ke7 LeN(K)
N—1
+125 £y, D loxil (i) O ()
9 K|L pgK|L gL 8Ok Py
n=0 KeT LeN(K)
N—
+325 £ D okl po M )gs (03 (pu))”
9 K|L pw w Sw,K gK|L K|L Pw
n=0  Ke&7T LeN(K)
—1
1 . .
3 ot Z Z |osciz| puMu(s,'s) )85 (01 (Pw)) "
n=0 KeT LeN(K)

Nl

From the following equality ‘o—K| L‘ = (dr|Llok ME ‘;KLL and apply the Cauchy-Schwarz
K|L|2
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inequality to obtain

E3 <202(5t Z Z dK|L|0'K|L‘

=0 KeT LeN(K)
+iZétZ > 1] s () + MG (O3 )
n=0 KeT LeN(K)
M) () + M) () )?)
<2070

DL DD ’“K'L’(Mz S0 (3 () )% + Milsid) (03t () )2

n=0 KGTLEN KlL
ML) (G ) + M) (@) ).

From the definition of the truncations of 5%2( «), We obtain

Ey < 2CT|Q| + - Zétz > ‘UKL‘(Mz (5o ) (07 (pg))?

=0 KeT LeN(K) kL
My (sl )G pa))?). (45.15)
The last term will be absorbed by the terms on pressures from the estimate (4.5.14).

In order to estimate E,, using the fact that the densities are bounded and the map g, is
sublinear (a.e.|g(py)| < C|p,l), we have

N-1
Bal < CrY oty KB+ (i + o)),
n=0 KeT

then

|E4| <0 Z 5t Z |K| n+1 n+1)(2|pn+1| + |pn+1| + |pn+1 )

= KeT
Hence, by the Holder inequality, we get that :

N-1

1
Eal < Collfe+ fillpaan (D 0t 05 7oy )

n=0

and, from the discrete Poincaré inequality lemma 4.3.1, we get

N-1

B < Co( Yot o3 ) + C (4.5.16)

n=0
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The equality (4.5.8) with the inequalities (4.5.12), (4.5.14), (4.5.15), (4.5.16) give (4.5.6).
Then we deduce (4.5.7) from (4.4.3). O

We now state the following corollary, which is essential for the compactness and limit
study.

Corollary 4.5.1. From the previous Proposition, we deduce the following estimation :

25 Z Z 7L (0 K\L B(sw)))? < C, (4.5.17)

n=0 KT LEN(K)
N—
g EY > M0k (B(sw)? < C, (4.5.18)
n=0 KeT LeN(K)
and
N-1
D T ML ((sw)))? < C. (4.5.19)

n=0 KcT LEN(K)

Démonstration. The prove of the estimates (4.5.17), (4.5.18) and (4.5.19) are a direct
consequence of the inequality (4.4.5), (4.4.9), (4.4.10) and the Proposition 4.5.1. O

4.6 Existence of the finite volume scheme

The existence of a solution for the finite volume scheme is given in the following pro-
position.

Lemma 4.6.1. Let A be a finite dimensional Hilbert space with scalar product [-,-] and
norm ||-||, and let P be a continuous mapping from A into itself such that

[P(£).€] > 0 for [|§]| =7 > 0.
Then there exists £ € A with ||£]| < r such that
P =0.

Proposition 4.6.1. Let D be an admissible discretization of Qr. Then the problem (4.3.10)-
(4.3.11) admits at least one solution (P} x, Py k) (K.n)eD-

Démonstration. At the beginning of the proof, we set the following notations;
M = Card(T),

Pom = {Dj i Yker € RM,
pum = {pl % ker € RM.
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We define the map 7;, : RM x RM — RM x RM,

T (Pg M Pwm) = ({ gk} ket {Tw, ik Y keT) Where,

T K (p;H}}l) ;H}}l — pg(Py k)5 n+1 gl gntl. gontl
g,K_‘ ‘(bK ot Z pgK|L gK7 Sg.L 3 pgK\L)
LeEN(K
n+1) n n n
+F(-HM%%?U?g? (4.6.1)
n+1 n
SwK w n n n n+1
‘K‘(bK + Z w+1$7 w+L1’dpw+I$|L>+FzEJ,IJg)

LEN(K)
K| s — 1K (462
Note that 7}, is well defined as a continuous function. Also we define the following homeo-
morphism F : RM x RM — RM x RM such that,

F (DgMm> Pwm) = (Vg s D)

where v, v = {gg(p;‘}(l)}KET.
Now let us consider the following continuous mapping P} defined as

Pr(vgrts Pwrt) = Tn 0 FHvg ps Pwtt) = Tn(Dgrts Put)-

Our goal now is to show that,

[Pr (09,05 Pw.m); (Vg 05 Pwa)] > 0, for (| (g, a0 P pt) [[gome = 7> 0, (4.6.3)

and for a sufficiently large r.
We observe that

1
Pr(vg.at, Pwsa), (Vg1 Purn)] 2 5 D ok (IK| il Hprid) — |K | s HDy )
KeT

- SR + 5Pt + C [ o — €

for some constants C' > 0. This implies that

1
[Pr(vg. s Pwm)s (Vg rts Pum)] = — = Z br | K| sy g H(pl x)
ier (4.6.4)

= 57 Pelsti) + C o o = €

for some constants C,C" > 0. Finally using the fact that g, is a Lipschitz function, then
there exists a constant C' > 0 such that

1€ (P10 )} et {9u (Pl ) e lgare SCUPGH ] o) + 1P (|12
< 2P | oy + 1987 | oy + 182 M 20
< QC(HPZHHHh(Q) +Ch).
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Using this to deduce from (4.6.4) that (4.6.3) holds for r large enough. Hence, we obtain
the existence of at least one solution to the scheme (4.3.10)-(4.3.11). O

4.7 Compactness properties

In this section we derive estimates on differences of space and time translates of the
function ¢ppy(pyp)sep which imply that the sequence ¢pp,(p, )y, is relatively compact
in Ll(QT)

We replace the study of discrete functions Up = ¢ppy(pyp)syp (constant per cylinder
Q% = (t", ") x K) by the study of functions Up = ¢dpp,(P,p)5,p piecewise continuous
in ¢ for all x, constant in z for all volume K, defined as

_ 1
Up(t,z) =) > —( (t = ndt) U™ + ((n+1)dt — t)Up ) Mo (t, ).
ot K
n=0 KeT
For a given discrete field fh = ZUK‘L F K| L]lTK‘ ., its discrete divergence is defined as a

discrete function with entries on each control volume K;

L ,
diveFy, = = Z ‘O'K\L‘ FKiL KL

K] LEN(K)

Observe that we can write the discrete scheme (4.3.10)-(4.3.11) in the following from :

n+1\ n+1 _ n n
gb pg(pg,h )ngh p(pg,h)sg,h —d ﬁ.n+1 +fn+1
n+1 n
S — S
w,h w,h . 41 n+1
(bh 5t = lehwal + w,h
where,
n+1
fnJrl o o pg,K|LG ( n+1 n+1.5n+1( ))
gh T drxir 9\Sg.Kk 59,1 1 Ok L \Pyg

OK|L
- <<pZ,+K1|L)2Mg<SZ,+K1><gK\L)+ - (/)Z}I\L)zMg(SZf)(gmLf) N |L Ty,

_'n 1 n n n
Fuili= 30 (= g Galshlis s ils il ()
OK|L

- (Pw]\/fw(<SZJ,+1%)(gI<|L)+ - Pwa(SZTLl)(gK\LV) Ny,

Fon' =~ K| pg(0y 10 )5y 1 [P

=~ K| il ok + KK

w
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We also extend Up by the constant in time value U,' ™' on [§t(N + 1), +00) ; as to ﬁa,h
and f, n, they are extended by zero values for ¢ > §t(N + 1). The above definitions permit
us to rewrite the equations (4.3.10)-(4.3.11) under the form

On(Dnpy(Pyn)sgn) = AivaFyn + fon
O (DnSwn) = dth}:w,h + fun
n+1

where }ia,h, and f, are respectively the discrete functions of values fg#, and fI7° on
each interval |¢", ¢"1].

(4.7.1)

One may deduce from (4.5.7) and (4.5.17) the following property.

Lemma 4.7.1. (Space translate of Up). Under the assumptions (H1) — (H6) . Let D be
a finite volume discretization of 0 x (0,T") in the sense of Definition 4.3.3 and let p,p be
a solution of (4.3.9)-(4.3.12). Then, the following inequality hold :

/ |Up(t,x +y) — Up(t,z)| dedt < w(]yl), (4.7.2)
Q' x(0,T)

for ally € R® with O = {zx € Q, [z,z +y] C Q} and w(|y|) — 0 when |y| — 0.

Démonstration. First to simplify the notation, we write

Z instead of Z

OK|L {(K,L)ET?, K#L, |ox L |)#0}
Let y e R} z € O/, and L € N(K). We set

5 )1, if the line segment [z, + y] intersects oz, K and L,
K 0, otherwise.

We observe that (see for more details [36])

| o) ds < ol o (473

From the definition of Up, one gets

/(OT) N \Up(t,z +y) — Up(t,z)| dedt
1) x

a /(O,T) xQ
<
(0,T)x

+/’ 190 (Paim) (1, 2) (50t + ) — 5902, )| dadlt
0,T7)x Q'

< By + Ey

(pg(pgyD)Sg,D> (t,z+y) — (Pg(pg,D)Sg,D> (t, x)’ dzdt

S90(t, @ +Y) (g (Dgp(t, 7 +y)) — py(py(t, 7)) ‘ dzdt
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where E; and FE, defined as follows

E, = pM/ |sgp(t,x+y) — syp(t, x)| dedt, (4.7.4)
0,T)xQ’

By = / 1pg(Pgp(t 2 +y)) = pg(pg,p(t, )| dwdt. (4.7.5)
(0,T)xQ

To handle with the space translation on saturation, we use the fact that B~! is an holder
function, then

B <ouC [ IBlssoltio+)) ~ Blsyo(t.o))l dudt
0,T)x Q'

and by application of the Cauchy-Schwarz inequality, we deduce
0
B < c( / B(syn(t,z +y)) — B(syp(t, )] d:pdt) .
(0,T)xQ’

Now, denote that

B <C<Z o3 [Blsg.) = Blsyc)| /Q ﬁm(x)dx)e

OK,L
0
<c(\y|26t2 o] [Blsy) = Blsyuo)|)
OK,L
1
Let us write |0k, 1| = (dk.r|ok, L|)% lL 2 , applying again the Cauchy-Schwarz inequality
di L

and using the fact that the discrete gradient of the function B is bounded (4.5.17) to obtain
E, <Clyl’. (4.7.6)

To treat the space translate of E», we use the fact that the map p), is bounded and the
relationship between the gas pressure and the global pressure, namely : p, = p — p defined
n (4.2.7), then we have

By <maxli| [ Ipyoltio+y) — po(t. )] dod
R (0,1)x Y’
< max | | , 1ot +y) = pp(t, @)] dudt (4.7.7)

+ max|g) / Fsyplt, o+ 9)) — sgp(t, )| dadt,
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furthermore one can easily show that p is a C*([0, 1];R), it follows, there exists a positive
constant C' > 0 such that

B, <C pp(t, z +y) — pp(t, z)|dxdt
0,T)xQ

+C |sgp(t,x +y) — sqp)(t, x)|dzdt,
(0,T)x

the last term in the previous inequality is proportional to E;, and consequently it remains
to show that the space translate on the global pressure is small with y. In fact

N-—1
/(;) Tyxct |pD<t7 T+ y) - pD(t, l’)|d$dt < Z ot Z |pz+1 _ p?(+1| /g; ﬁoK‘LCU)dJ?
) X e ,

OK,L
N-—1
<[yl >0t > ok It - .
n=0 OK,L

Finally, using the fact that the discrete gradient of global pressure in bounded (4.5.7), we
deduce that

s 1000 ) = U] < Ol + ), (@78
T x

for some constant C' > 0.
In addition, we have

+o0o T
/ / \Up(t,z + dz) — Up(t, z)|dxdt §2/ / |Up(t,z + dx) — Up(t, z)|dzdt
0 Q' 0 Jo
425t / U9 ()| da
2

where U? = py(p))s) and Qs = {z € Q, dist(z,Q) < |6]}. By (4.7.8), the assumption
ot — 0 as size(D) — 0 and the boundedness of (uj) in LY(€25), then the space translates
of Up on Q' are estimated uniformly for all sequence size(D,,),, tend to zero. 0

We state without proof the following lemma on time translate of Up. The proof can be
found in [36] and recently in [12, 11].

Lemma 4.7.2. (Time translate of Up). Under the assumptions (H1) — (H6) . Let D be a
finite volume discretization of Q x (0,T) in the sense of Definition 4.3.3 and let pop be a
solution of (4.3.9)-(4.3.12). Then, there exists a positive constant C > 0 depending on 2,
T such that the following inequality hold :

/ ‘U'D(t + T, SL’) - UD<t7 x)‘Q dx dt S (I)(T>7 (479)
Qx(0,7—7)

for all 7 € (0,T). Here @ : RT — R™ is a modulus of continuity, i.e. lim,_ow(T) = 0.
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4.8 Study of the limit

Proposition 4.8.1. Let Q) be a polygonal connected suset of R', with d = 2 or 3 and let
T > 0 be given. Let (Dy,)m be a sequence of finite volume discretizations of  x (0,T)
in the sense of Definition 4.3.3 such that lim,, . . size(D,,) = 0. Then there exists a
subsequences, still denoted (Sp,,)men, (Pa.D,, )men verify the following convergence

HUDm - UDm”LI(Q/) — 0, (481)
Up,, — U strongly in LP(Qr) and a.e. in Qr for allp > 1, (4.8.2)
Sg Dy — Sg strongly in LP(Qr) for all p > 1, (4.8.3)
Vo, B(swp,,)—VB(s,)  weakly in (L*(Qr))?, (4.8.4)
VD, P, — VP weakly in (L*(Qr))°, (4.8.5)
Pp,, —D weakly in L*(Qr). (4.8.6)
Furthermore,
Sa Dy — Sa G.€. 1 Qr, and 0 < s, <1 a.e. in Qr, (4.8.7)
U = ¢p(py)sy a.e. in Qr (4.8.8)

Finally, we have,

fi(Pgp) f2(8g.D0) — f1(Dg) f2(sy) a.e. in Qp,Vf1, f2 € CJ(R) such that f>(0) = 0.
(4.8.9)

Démonstration. For the first convergence (4.8.1) it is useful to introduce the following
inequality, for all a,b € R,

1
1
| 16a (1= )18 = (1ol + o)
0

Applying this inequality to a = U™ — UP, b= UP — U, from the definition of Up, we
deduce

T T4-o0t™
/ \Up,, (t,x) — Up,, (t, z)|dzdt < 2 / \Up,, (t+6t, 2) — Up,, (t, z)| dzdt.
o Jo 0

Ql

Since 0t" tends to zero as size(D,,) — 0, estimate (4.7.9) in Lemma 4.7.2 implies that the
right-hand side of the above inequality converges to zero as size(D,,) tends to zero, and
this established (4.8.1).

By the Riesz-Frechet-Kolmogorov compactness criterion, the relative compactness of (Up,, )men
in L'(Qr) is a consequence of the Lemmas 4.7.1 and 4.7.2. Now, the convergence (4.8.2)

in L'(Qr) and a.e in Q7 becomes a consequence of (4.8.1). Due to the fact that Up,, is
bounded, we establish the convergence in L!'(Qr).

In order to prove the third convergence (4.8.3), we reproduce the two previous lemmas
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4.7.1 and 4.7.2 for Up,, = s4p,, and as an application of the Riesz-Frechet-Kolmogorov
compactness criterion we establish (4.8.3).

It follows from Lemma 4.4.1 that, the sequence (Vp, pp,, Jmen is bounded in (L*(Qr))3,
and as a consequence of the discrete Poincaré inequality, the sequence (pp,, )men is bounded
in L?>(Qr). Therefore there exist two functions p € L*(Qr) and ¢ € (L*(Qr))? such that
(4.8.5) holds and

Vo, pp,, — ¥ weakly in (L*(Qr))>.

It remains to identify Vp by 1 in the sense of distributions. For that, it is enough to show
as m — +00 :

:// meppm~<pdxdt+// pp,, divpdzdt — 0, Vo € D(Qr).

Let D,, be small enough such that ¢ vanishes in T}, for all K € 7. In view of x|, = —11
we obtain for all ¢t € (", ")

/ppmdlvgo(t x)dr = Z / pp,, dive(t, z) dx

KeT

=3 % k[ el e

KeT LEN(K) ITK|L

-3 3 Gk / P(t2) T
KeT LeN(K IK|L

Now, from the definition of the discrete gradient,

/VDmpo<P (t, ) Z > Vo, pp,,¢(t, ) dx

KeT LEN(K) TK\L

=3 ek / o(t, 7)1y e

KeT LEN K) Tir

Then,
rp— o(t, x) - nxdl
|UK|L‘ oKL

1

|TK|L| Tk|L

o(t,x) - kL da:)

Due to the smoothness of ¢, one gets

1
’ / p(t, ) - pdl — —— p(t,x) kL dx) < Ch,
|UK|L| TK|L }TK|L’ TxiL
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and the Cauchy-Scharwz inequality with Lemma 4.4.1

By, |<Chz(5tz > \amLHpK pil

= KeT LeN(K

<Ch25tz > loxieldrr

n=0 KeT LeN(K)
< Ch|Q|T.

Now, for the identification of the limit (4.8.8). Due to the monotonicity of the function p,,
we have

/ (Po(Po0r )00 — 04(0)890,)(Pypy, — v)dadt > 0, Vo € L2(Qr),
T

Note that, from the relation between pp,, and p,p,, and by the help of (4.8.3) and (4.8.5)
with the relation (4.2.7), we obtain

Py, — Pgweakly in L*(Qr) (4.8.10)
this with the convergence results (4.8.2) and (4.8.3) leads to,

/ (U = pg(v)sy)(py — v)dzdt >0, Vv € L*(Qr).

T

Finally, choose v = p, — dw with § €]0,1], w € L*(Qr), then

/ (U — pg(pg - 5w)sg)wd1‘dt >0, Vve LZ(QT)’

letting d go to zero, we establish (4.8.8).

To conclude the almost everywhere convergence (4.8.9), consider s,p,, — s, = 0 almost
everywhere then fi(pyp,.)f2(Sg.0.,) — 0 = fi(py) f2(s,) almost everywhere, since f(0) =0
and f; is bounded. Next, when s, p,, — s, # 0, in light of (4.8.2), we have fi(p,p,.) —

f1(py) almost everywhere, and f1(pyp,,)f2(S¢.p,.) — f1(pg)f2(s4) by the continuity of the
functions f; and fs. O

Theorem 4.8.1. Under assumptions (H1)—(HG6), let (D,,)m be a sequence of finite volume
discretizations of Q0 x (0,T) in the sense of Definition 4.3.3 such that lim,, . o size(D,,) =
0. Let us again denote by (D,,)m some subsequence of (Dy)m such that the sequence of
corresponding approzimate solutions (Dg p.,, Pw,D, Jmen 18 such that p, p,, tends to p, weakly
in L*(Q x (0,T)), as m tends to infinity, where the functions p, satisfy :

Pa € L2(0,T; L*(Q)), v/ (My(54))Vpa € (L*(0,T; L*(Q)))’ (4.8.11)
001y (2y)s,) € L2<0,T7 (L)), 60 € POT(HLQ)),  (4812)
0 < sq(t,z) <1 aeinQr, B(s,) € L*(0,T; H'(Q)), a = g,w. (4.8.13)

Then (pg, pw) is a weak solution of (4.3.10)-(4.3.11) in the sense of Definition 4.2.1.
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Démonstration. Let T be a fixed positive constant and ¢ € D([0,T) x ). Set ¢ :=
o(t" xk) for all K € T and n € [0, N].
For the discrete gas equation, we multiply the equation (4.3.10) by dte}
K € T and n € {0, ..., N}. This yields

"+ and sum over

ST+ S+ 55+ 5" =0
where

S = Z D UK bk (g0 i) s — pa(pp i)t ) O3

n=0 KeT

N-1
n+1 n+1 n+1 n+1

Z Z TK\LIOgK\L (gK> gL75K\L(pg))SOK )

=0 KeT LeN(K)

-1
Sgpr=> "0ty N IO'K|L\( Posiin)’ M (Sg})(gm)*—(pZE\L)QMg(SZf)(gmL)*)w%“,

n=0 Ke&7 LeN(K)

m o __ n+1 n+1 n+1l n+1
Si E E | K py( pgK PK¥PK -

n=0 KT LEN(K)

Sy =

3

2

2

Making summation by parts in time and keeping in mind that ¢(7,zx) = gp%ﬂ = 0 for
all K € T, we get

N—-1
YD K| oxpy(mpid)sptd (ei — o)

n=0 KeT
= > || 6xpy(PY 1))
KeT,
N-1 g+l
== > / /K Orpg(Py i) s Orp(t, ) dadt
n=0 KT /1"
B Z / G pg(Dg,rc) 89,59 (0, 2 )d
KeT,
= — 5171 - STQ
Let us introduce
N-1 1
S = Z Z / /I((prg(pZJ[r(l) nJrlat(,O(t x)dxdt
n=0 KcT V"
- Z/ DK Pyl pgK ng(O x)dx
KeT

. m,* m,*
= =S/] — 513
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Then

sm - st = /K D1y (12 1) ¢ (900, 250) — 0(0, 7)) da

KeT

By the regularity of ¢, there exists a positive constant C' such that |p(0, zx)—(0,z)| < Ch.
This implies

ST — 515 | < ChQ].
And, we get

lim |7, — S5 = 0. (4.8.14)

m—-+00

Due to the fact that the saturation function is bounded and the assumptions (H1),(H4) on
the porosity and the density, we have

N-—1 gn+1
ST — St | = ) SN brpephid)siil /tn /K (@go(t,:cK) — Ot x))dxdt’

n=0 KeT

ngnz:%];/w /

Using again the regularity of ¢, we obtain

Opp(t, xx) — Oppl(t, :c))dxdt

lim |7y — 87| = 0. (4.8.15)

m—-+00

Combining (4.8.14) with (4.8.15), we obtain

lim |7 — 5™ = 0. (4.8.16)

m——+00

Remark that, S7"" can be written us,

S = [ 6 paDamn) 500 Ot )t — / b0 (7 5. )5 (0, ).
Qr Q

Since ¢p,, pg(Pg.p,,)Sg.0, a0d G, 0g(1D) p, )8y p, converge almost everywhere respectively
to ¢py(py)s, and gbpg(pg)sg, and as a consequence of Lebesgue dominated convergence
theorem, we get

lim S7"= lim S7"" = ¢pg(pg)3g8tg0(t,x)dxdt—/¢pg(p2)52<p(0,x)dx.
Q

m——+00 m—-+00 Qr

Now, let us prove the convergence of the flux,

lim S3" = —/ Pg(g) My(s4)Vp, - Vipdadt (4.8.17)

m——+00
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Gathering by edges, the term SJ* can be rewritten as :

N—
]' n n n n n
5 Z Z Z 7-Kleg K|L ( gJ;(lv gzlﬁ 5KJ|r[1,<pg)) (@(t +17 xL) - So(t +17xK))

n=0 KeT LeN(K
1

N—
1
=220t D A MR () () = o™ )

=0 KeT LEN(K)

N-1

1
A= oty ) mpgm LS (D) (o™ 1) — (1", 2))

n:O KeT LeN(K

m 1 n n n n
Ay =~ Z > mpgm S(SI (5(50)) (0" ) — (™, )
n=0 KeT LEN(K
(4.8.19)
Let us show that
ml_l)I_I’_loo AT = / Pg(pg)My(s4)Vp - Vipdadt. (4.8.20)
For each couple of neighbours K,L we denote s’ 1 the minimum of 524}(1 and 5"+1 and we

introduce

—_

N-—
A =S Z DD A L M(sihi )R (p) (p(" T ) — (" x))

n=0 KeT LEN(K)

\)

Remark that

N—
m,* 1 n PL — Pk @(tn-i_la SL’L) - @(tn+17 .TK)
AT = B Z Z Z |TK|LU/J KL My(s ngrnlm)

d d
n=0 KeT LeN(K) K|L K|L

1 n n
D) 5 Z Z |TK|L|P9K|L o(s g,erlin)VK|Lp'Dm N Ve(t +1>$K|L)'nK|La

n=0 KeT LEN(K)

where 2, = 0xx + (1 — 0)xr, 0 < 0 < 1, is some point on the segment |z, z.[. Recall
that the value of Vg is directed by ng|r, so

VriLPon - it Vet" ™ 2rn) - i = Viipo,, - Vet xxr)
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Define 5,,p,, and s, p,_ by
ga,Dm|(t",t"+1]><TK‘L = maX{Sa,K,Sa,L}, ﬁa,pm|(tn,tn+1}meL = mln{sa,Kasa,L}

Now, A7"" can be written under the following continues form

T
A = / / pg(pg,Dm)Mg(ﬁg,Dm)vapo - (Vo)p,, dadt.
0o Jo

By the monotonicity of B and thanks to the estimate (4.5.17), we have

| [ 186 =B, ]dxdt<25tz S Tl (Blsiit) — Blsiih)?

=0 KeT LeN K)
o
< oS 3 ) -
n=0  KeT LeN(K)
< Csize(T)*.
Since B! is continuous, we deduce up to a subsequence
Sa,Dm ga,Dm’ — 0 a.e. on Qr. (4.8.21)

Moreover, we have SaDy < SaDpm < Sa.Dp and s, p,, — 5o a.e. on Qr. Consequently, and
due to the continuity of the mobility function M, we have My(s, p ) — My(sy) a.e on Qr
and in LP(Qr) for p < +o0.

Let the functions fi, f2 in (4.8.9) play respectively the role of p, , M, and by Lebesgue
theorem we get,

pg(pg,Dm)Mg@g,Dm)(vSO)’Dm — pg(pg) My(54) Vi strongly in (LQ(QT))3-

And as consequence of (4.8.5), we obtain that

lim A" / Pg(Dg)My(s4)Vp - Vipdadt.
Qr

m——+o0
It remains to show that

lim |AT" — AT =0 (4.8.22)

m——+o0

Remark that

My(S33 8 T (0) = My (st 03 (0)| < € Jst = s

i)

Consequently

AP — AT < / C |5t — s Vo, - (Vo) ddt.
Qr



152 Study of the limit

Applying the cauchy-Schwarz inequality, and thanks to the uniform bound on Vp, pp,,
and the convergence (4.8.21), we establish (4.8.22).

To prove the pass to limit of A}, we need to prove firstly that
16572 (T(sw)) =/ My(sy 305 1 (0(s0)) 72y — 0 as size(T) — 0.

where T'(s,) = [} Mg(z)i—i(z)dz.

In fact. Remark that there exist a € [Sy i, Sw.z] such as :

B0 (5)) = /My (I DS Bs))| = [/ M@0 (5(s.)) — /My )O3 ((s))
= |y/My(a) ¢M Z?L\\é?ﬁ(( W)
< |y My(s30) = My (SN0 (5
<cw;;fg<< >>|
<C}Sn+1 n+1

wK

< C|B(spth) — B(site)

0

Thus we get,
16572 (T(sg)) = M(SZJIF(I,L)(S?(TLl(p(Sw))||%2(QT)

/ / 37 (0 50)) = /My ()71 ) Pl

2

oty Y \TKLII5?<TL1 L(sg)) = £/ My(sy ¢ 1)05[1, (B(s0)) "

=0 KeT LeN(K

-1
Z Z |TKL|1 0|TKL| ’B n+1 ZJ%)}ZG

n=0 KcT LeN(K)

3

2

1-6 0

Z >, 2 [Tl ZétZ 2 [Mieal |Bs22) Bl )|

KeT LeN(K) n=0 Ke7T LeN(K
0

N—
(X0 Y el 86 - Bzl

n=0  Ke7T LeN(K)

< C(size(T ZcStZ Z ‘UKL| ‘B i) ZﬁL}%)}

n=0 KeT LEN K)

(4.8.23)

, B !is an Holder function.
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which shows that Hé;?‘rLl( (84)) — Mg(ss}lw)é?(ﬁ( (w72, — 0 assize(7) — 0. And

from (4.5.19), we deduce that there exists a constant C' > 0 where the following inequalities
hold :

N—

Doty > Tl (T(s.))? < C. (4.8.24)

n=0 KeT LEN(K)

>_A

That prove
Vo, T(8wp,) — VI(s,) weakly in (L*(Qr))>. (4.8.25)
As consequence

\/ My(340,,)V D, 5(Swp,,) — VI(s,) weakly in (L*(Qr))>. (4.8.26)

Integrations by parts

1 ﬁ(sw L) _ﬁ(sw K) Sp(tn+17x[/) - gp(tn+17xK)
A= Y [Tl el e
L K|L
2 =0 KeT LeN(K) ” ’ dx|r dg|L
-1
1 = n
9 ot Z Z }TK‘L‘pg K\L g,+l(1|L)VK|Lp(Sw,Dm) : 77K|LVSO(t +1,$K|L) *NK|L>
n=0 KeT LEN(K)

(4.8.27)

where x|, = 0xgx + (1 — )z, 0 < § < 1, is some point on the segment |z, x1[. Recall
that the value of Vg, is directed by ngr, so

Viip(5wp,) - 77K|Lv90(tn+17xK|L) “Ni)L = VKILD(SwD,) - VSO(tn+1737K|L)

since each term corresponding to the diamond T, appears twice,

/ / s (Do) My (500, )V (500 - (V)

Let the functions fi, fo in (4.8.9) play respectively the role of p, , /M, and by Lebesgue
theorem we get,

Pg(Pg,D,0.) \/ My(840,.)(V)D,, — pe(py) \/ My (s4)Vp strongly in (LQ(QT))g

And as consequence of (4.8.26),

lim A = — / /pg Dg) sg)VF(sw) Vdzdt (4.8.28)

m——+00

/ /pg Pg) My (54)VP(5y) - Vipdadt (4.8.29)
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Now, we treat the convergence of the gravity term

lim Sy =— / /pg Pg)My(s4)g - Vipdzdt. (4.8.30)

m— 400

Perform integration by parts (4.3.5)

St = Z t Z Z et )

n=0 KeT LeN(K

N—
Yy Z Rk (o 22) = (0", 220)

n=0 KeT LeN(K)

We introduce

Y Z ot Z Z ‘UK\L‘ gK\L M, ngrnlm)gK\L (‘P(tnﬂa ry) — 90(75"“,37}())

= KeT LeN(K)
n+l . __ . n+1 n+1 ., * . .
where s, 7., = min{s, s} }. Remark that, Sy"" can be written under the following

continues form,

S = / (Po(Po0) 2 My (5,5, )8 - (Vo) dadt

Let the functions fi, fo in (4.8.9) play respectively the role of p, , M, and by Lebesgue
dominated convergence theorem, we get

T
lim S3" _/ /pg(pg)Mg(Sg)g - Vpddt.
m—-+00 0 Q

It remains to show that

lim |S§" — S5 =0

m——+00

Remark that

Sy — 85" = Z5tz > (F_:HL ’UK\L}(pZE\LVMg(SZ,ﬁm)gK\L)

n=0 KeT LeN(K)
(™ zp) — (", 2k)) (4.8.31)

relying on the assumption (H2), that the mobility functions are lipschitz and B~! is a
Holder function function, we deduce that

Fyts = lowin] (0 i) Moy hin) gK\L’ ’ Sute) = My(sptnn)) [orin] (P ) (@) "
- (M (S;Hil) - Mg((’fﬁfm ) ‘UK\L‘ (/)Z}_(l\L)Q(gKM)_
<C }UK\L’ }SwL - SZJ}%

< C|og] |Bsmid) — Bsihh)|”

)
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this yields to
Sy — 85| < CZét > Y oww]de |B(si
n=0 KT LeN(K)
Using estimate (4.5.17) and Cauchy-Schwarz inequality, then
|55 — S5 — 0 when m — +oc.
For the convergence of SJ. S}* can be written equivalently

= [

n=0 KeT

tn+l

We introduce

tn+1

g = /
tm

n= OKGT

We can write equivalently

S = / po(Dam ) S0 fr(t, 2) ot ),
T

/pg pZJ[r(l n+1fp(t l’) (tn—i—l’

n 0
B(sui)| (Vo)p,.

x g )dzdt.

[ )il fett,a)ott opdadtr

Let the functions fi, fo in (4.8.9) play respectively the role of p, , s, and by Lebesgue

dominated convergence theorem, we get

m—-+00

It remains to show that

lim |S* — S| =0.

m——+00

Due to regularity of ¢, we obtain
1S = Si"*| < Chll fplli@n
this ensures

lim |S)* =S =0.

m——+00

lim SZL’*:/ pg(Pg)sqfp(t, x)p(t, x)dzdt.
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1.0

F1G. 4.2: Mesh with 896 triangles

4.9 Numerical results

In this section we show some numerical experiments with the proposed numerical
scheme. A Newton algorithm is implemented to approach the solution of nonlinear sys-
tem (4.3.10)-(4.3.11) coupled with a bigradient method to solve linear system arising from
the Newton algorithm process.

We will provide two tests made on a nonuniform admissible grid.

Datas used for the numerical tests are the following :

kuw(Sw) = 55, ky(sq) = 33

K = 0.1510~°m2, ¢ = 0.206,

pw = 1072 Pa.s(water viscosity), u, = 9. 107 Pa.s(gas viscosity),

Pg(Dg) = pref (14 Crep(Dg — Dreg)), With prey = 400 Kgm™, ¢,.; = 107Pa™" | p,; = 1.01310° Pa,
L, =1m, L, = 1m (the length and the width of the domain)

P.(sw) = Praz(1 — sy), with P, = 10°Pa.

Initial conditions. Initially the saturation of gas is considered to be equal to 0.9 in
the whole domain and the gas pressure is considered to be 1.013 10° Pa.
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Boundary conditions. The wetting fluid (water) is injected in the left boundary in the
region (0.8 < y < 1) with a constant pressure equal to 4.026 105 Pa. The right boundary
where (0 < y < 0.2) keeps fluids flow freely at atmospheric pressure where as the rest
of the boundary is assumed to be impervious (zero fluxes are imposed). The influence of
boundary conditions can be seen in all figures.

Meshes. The domain is recovered by 896 admissible triangles see figure 4.2.

Figures 4.4 - 4.6 show the diffusive effects of the capillary terms, notably the dissipation
of chocs due to the hyperbolic operator Fig. 4.6. In fact, during the stage of the displacement
saturation shock propagate through rock for flows where capillarity terms are neglected,
see figure 4.6. This shock, where capillarity effects are signifiant, it is diffused. However, a
part of the the shock wave maintains its sharp front.

We plot in Figures 4.7, 4.8, 4.9 the evolution of the water saturation at several points
on the domain, we remark notably that the water breakthrough time is shorter when
capillarity terms are included.

F1G. 4.3: Water field including capillary effect at time T = 2.4s (left) and at time 7' = 8s with 0.1 < s < 1.
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7 xaxis

F1G. 4.4: Water field including capillary effect at time 7' = 16s (left) and at time 7' = 32s with 0.1 < s < 1.

Preudocalor Preudocalor
Va7 Var: P
gwamus g39&75«)6

— 32415405 — 32450405
25000105 25020405
0.8 0.8
17500105 17600105
1050405 10170105
Max: 39810405 Mox: 30870+05
Min: 10185405 Min: 10170405

0.6

F1G. 4.5: Gas pressure field including capillary effect at time 7' = 16 (left) and at time 7' = 32 with
1.013 x 105 < P < 4 x 10° Pa
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F1G. 4.6: Water field without capillary terms at time 7' = 16 (left) and at time 7' = 32 with 0.1 < s <1

0.9

0.8

0.7

06

0.5

0.4

Saturation at point (0.75,0.25)

03

0.2

S with Pc

S without P

Gas pressure at point (0.75,0.25)

19r

1.8f

17F

16

15F

14r

1.3F

12
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x 10

Pg with Pr\

Pg without P/

. . . . .
20 25 30 35 40
Time

F1G. 4.7: Evolution of the water saturation (left) and gas pressure (right) with respect to time at point

(0.75,0.25). Comparison between flow including capillary effect or not.
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F1G. 4.8: Evolution of the water saturation (left) and gas pressure (right) with respect to time at point
(0.25,0.25). Comparison between flow including capillary effect or not.
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F1G. 4.9: Evolution of the water saturation (left) and gas pressure (right) with respect to time at point
(0.5,0.5). Comparison between flow including capillary effect or not.



Conclusion

Le travail proposé ici concerne la modélisation, 1'étude mathématique et la simula-
tion numérique de problemes d’écoulements diphasiques (liquide et gaz) multi-composant
(principalement eau et hydrogene) en milieu poreux. Le domaine d’application typique
concerne le stockage des déchets radioactifs de moyenne et haute activité a vie longue.
Ce type d’étude est motivé, entre autre, par une augmentation de la pression au sein du
stockage due a un dégagement d’hydrogene au niveau des colis, pouvant ainsi fracturer la
roche environnante et donc faciliter la migration des radionucléides.

Dans un premier temps des travaux ont été réalisés sur ’analyse mathématique de
systeme d’EDPs modélisant les écoulements diphasiques bicomposant en milieu poreux
(résultat d’existence de solutions faibles pour des systémes d’équations aux dérivées par-
tielles non linéaires dégénérées et fortement couplées). Dans cette partie, nous considérons
deux modeles : le premier est basé sur un transfert de masse statique ot on impose la loi
de Henry dans le systeme, le second est basé sur un transfert de masse dynamique ou on
prescrit une cinétique de changement de phase entre I'hydrogene dissous et I’hydrogene
gazeux. Ce dernier modele est noté modele DYNMOD.

Les difficultés liées a I'analyse de ce type de probleme réside dans la compressibilité
de chaque phase (i.e. la densité de chaque phase dépend de sa propre pression) et des
problemes de dégénérescence des termes d’évolution sur la saturation liquide et sur la
concentration d’hydrogene dissous et des termes dissipatifs sur la saturation liquide. Notre
approche consiste a controler la vitesse de chaque phase afin de surmonter la difficulté liée
a la disparition des phases. Ces estimations sont essentielles pour montrer I'existence de
solutions pour les deux modeles. Un principe du maximum sur la saturation liquide et la
concentration d’hydrogene dissous a également été prouvé pour le modele DYNMOD.

Nous avons ensuite construit deux schémas numériques pour les modeles HELMOD et
DYNMOD. Le premier est basé sur une discrétisation directe des termes différentiels du
modele HELMOD. Le second repose sur le modele DYNMOD et est basé sur une méthode
de splitting en temps ot on résout dans un premier temps le systeme DYNMOD sans terme
source puis on projette la solution obtenue sur la variété équilibre définie par { X} = X4}

Deux cas tests ont été réalisés. Le premier a permis de comparer les solutions numériques
obtenues a ’aide de ces deux modeles. Le deuxieme a permis de valider le schéma numérique
issu du modele DYNMOD sur un cas test issu du GNR MOMAS. Nous avons comparé les
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résultats numériques obtenus a l'aide de ce modele avec les résultats obtenus par différentes
équipes utilisant le modele HELMOD. Les résultats obtenus avec notre modele sont tres
semblables a ceux obtenus par les différents groupes utilisant le modele HELMOD.

Enfin, nous avons construit un schéma de type volumes finis avec un décentrage phase
par phase pour un écoulement diphasique de type eau—gaz. La phase gazeuse est supposée
compressible et celle de I’eau est supposée incompressible. Ce schéma vérifie le principe du
maximum sur la saturation.

La compressibilité de chaque phase, la dégénérescence des termes d’évolutions et des
termes dissipatifs en saturation imposent plus de difficulté dans le cas discret que dans le
cas continu. Pour surmonter la difficulté liée a la disparition des phases, nous avons montré
plusieurs estimations qui permettent de controler les pressions et des fonctions dépendant de
la saturation indépendamment de la disparition des phases. Cela nous permet de controler
la vitesse discrete de chaque phase. Ces estimations suffisent pour montrer la convergence
du schéma. On termine ce chapitre, par quelques tests numériques en 2D sur un maillage
non structuré.
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