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Introduction

1 Théorie des formes normales au voisinage d’un point
d’équilibre

1.1 Aspects élémentaires, motivations

On s’intéresse a la dynamique de champs de vecteurs admettant un point d’équilibre que
I’on place a l'origine. Soit
du m
E:LquV(u), teR, wu(t) e R™, (1.1)
ou L est linéaire et
V() =0, D,V(0)=0. (1.2)

Il est usuel de chercher de toutes premiéres informations par ’étude du systeme linéarisé :

on voit le systeme complet comme une perturbation du linéarisé, et dans certains cas la

dynamique linéaire persiste. Bien sur, cette premiere approche ne permet pas de travailler

sur les éventuels comportements non linéaires du systéme (les orbites homoclines par

exemple, voir partie 2 de cette introduction).

Une deuxieme idée est alors d’écrire le développement de Taylor de V' jusqu’a un degré n
du

i Lu+ T, (u) + Ru(u), Rp(u) = O(|u|™™), (1.3)

avec l'intention de faire une étude du systeme en deux étapes :

Etape 1 on étudie le systeme tronqué

d
di: = Lu+ T, (u) ;

Etape 2 on étend le comportement du systéeme tronqué au systeme complet par une
méthode de perturbations.

Se pose alors le probleme de la résolution d’un systéeme différentiel polynomial : a la
différence des systemes linéaires, on ne sait pas en général résoudre de tels systemes.

Poincaré dans ses travaux autour de la mécanique céleste [59] a proposé de chercher alors
un changement de coordonnées polynomial qui ”simplifie le plus possible” la partie polyno-
miale du systeme ; son but initial était méme de fabriquer un changement de coordonnées
polynomial qui annule le polynéme de Taylor, par élimination successive des monomes



par degré croissant. Annuler le polynéme de Taylor n’est en général pas possible : des
monodmes persistent, qu’on appelle les mondmes résonants. On obtient alors a l'ordre n
quelconque un nouveau systeme de la forme

dy

= = Ly + Na(y) + Ra(y), Ra(y) = O(y™*). (1.4)

On appellera forme normale du systeme (1.1) le systeme (1.4) pour R,, = 0.
La théorie des formes normales est I’étude de ces changements de coordonnées qui per-
mettent de simplifier le plus possible la partie polynomiale d’'un champ de vecteurs.

1.2 Normalisation jusqu’a un degré n

Plusieurs théories des formes normales existent, selon 1’espace dans lequel on choisit les
monomes résonants. En effet, lors du processus d’élimination sucessive des monomes,
on trouve comme condition sur les mondémes résonants l’appartenance & un espace
supplémentaire (dans un espace de polynoémes) a un espace dont l'expression dépend de
la partie linéaire L du systéeme. On a donc une marge de liberté sur le choix de ’espace
supplémentaire, dont le choix peut étre fait au cas par cas selon la partie linéaire L.

1.2.a Forme normale de Elphick-Tirapegui-Brachet-Coullet-Iooss

Elphick, Tirapegui, Brachet, Coullet et Iooss [18] ont proposé un choix systématique de
cet espace supplémentaire, basé sur la construction d’un produit scalaire dans l’espace
des polynomes : le choix du supplémentaire se porte alors naturellement sur I’orthogonal,
et ce choix est intrinseque. Une des propriétés intéressantes de cette forme normale est
que les symétries du systéme initial sont transmises au systéme mis sous forme normale.
Elle a ainsi notamment été utilisée depuis pour les travaux sur les systemes réversibles
([33, 38, 47] ainsi que des exemples dans [32] et [29]).

1.2.b Systémes Hamiltoniens et formes normales de Birkhoff

Dans le cadre des systemes Hamiltoniens, une théorie des formes normales a part a été
développée, pour plusieurs raisons. La premiere raison est que la construction d’un chan-
gement de coordonnées canonique (i.e. conservant la structure Hamiltonienne) se fait en
général par une méthode différente de la construction d’'un changement de coordonnées
quelconque : la méthode des fonctions génératrices. Et ainsi le probleme du choix de I'es-
pace supplémentaire ne se pose pas de la méme maniere. La deuxieme raison est le type de
problemes étudiés dans le cadre Hamiltonien : le probleme de ’existence de tores invariant
a mené a de nombreux travaux tres poussés dans la lignée des résultats de Birkhoff [10] et
de Gustavson [25] (voir par exemple Arnold et al. [6]).

Ces théoremes ne traitent que le cas ol la partie quadratique du Hamiltonien est elliptique,
ce qui correspond & un champ de vecteurs dont la partie linéaire a un spectre composé ex-
clusivement de valeurs propres imaginaires pures. Et la forme normale de Birkhoff consiste
a choisir des monémes résonants dans ’ensemble des monémes ne dépendant que des va-
riables actions, de maniére a avoir pour le systeme polynomial des tores invariants. Ce
qui est possible sous certaines hypotheses, et conduit ici aussi & une normalisation qui
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conserve les symétries existantes (voir Churchill et al. [11]). Avec ce choix de normalisa-
tion, la méthode de perturbation pour I’étape 2 décrite dans la partie 1.1 pourra ensuite
étre basée sur 'utilisation d’un théoreme KAM.

1.3 Des cas de formes normales convergentes

Il est naturel ensuite de se poser la question de la convergence de la forme normale quand
le degré n auquel on normalise tend vers linfini, dans le cas d’'un champ de vecteurs
analytique. Si la forme normale converge on a une simplification compléte du systeme,
dont on connait alors toute la dynamique, & la seule condition de comprendre celle de
la forme normale. Il existe quelques résultats dans ce sens, obtenus plutot comme des
généralisations des résultats de linéarisation locale de Liapounoff [48]. C’est le cas des
théoremes de Siegel et Moser [52, 53]. Souvent, la convergence n’a lieu que sur un sous-
espace : par exemple le résultat de Moser [52] peut étre vu comme une normalisation du
type des formes normales de Birkhoff (généralisé & un cas non elliptique), convergente sur
un sous-espace de dimension 4.

La question de la convergence est aussi a rapprocher des méthodes utilisées dans le cadre
Hamiltonien pour démontrer les théorémes KAM (Kolmogorov [41], Arnold [5], Moser
[51]). Ces méthodes consistent a prouver, en un certain sens, la convergence de la forme
normale sur un tore.

2 Orbites homoclines

2.1 Motivations physiques

La question de l'existence d’orbites homoclines pour des systemes dynamiques est liée a
la question, en physique, de 'existence d’ondes solitaires. Les ondes solitaires, et notam-
ment les solitons (qui sont des ondes solitaires ayant des propriétés particulieres), sont des
objets tres étudiés dans de nombreux domaines de la physique (voir par exemple Dauxois
et Peyrard [16] pour un point de vue global sur les aspects physiques du sujet). Leurs
propriétés physiques et mathématiques telles que la stabilité et 'apparition de compor-
tements chaotiques en font des objets suscitant la curiosité, et sont actuellement une clé
pour étudier la dynamique d’un systeme a I’écart des méthodes linéaires. En particulier, on
retrouve parmi les propriétés des solitons beaucoup d’aspects de la dualité onde-particule
des systemes quantiques.

Dans le cadre hydrodynamique par exemple, la recherche d’ondes solitaires peut-étre for-
mulée en utilisant une approche de type dynamique spatiale comme la recherche d’orbites
homoclines d’un systeme dynamique de dimension infinie. Dans un certain nombre de cas,
cette étude peut se réduire a I’étude de systemes dynamiques de dimension finie. Détaillons
cette approche, qui a été introduite par Kirchgéssner [40] (voir aussi [29]).

On g’intéresse au flot en dimension 3 d’un fluide parfait de densité constante soumis a la
gravité et a des forces de tension de surface, régi par les équations d’Euler. On procede en
deux étapes :

Etape 1 on cherche des solutions particulieres sous la forme d’ondes progressives a 2
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dimensions se déplacant a une vitesse ¢, c’est-a-dire de la forme

U(CU, y7t) = 'U(.’IZ — ct, y)

On peut alors écrire le systeme comme une équation d’évolution en dimension infinie
(dépendant d’un parametre c)

dw
— = Aw + N(w
o +N(w)
en posant
w:R — espace de fonctions

£ = (y—=v(&y).

Etape 2 quand le spectre de la partie linéaire se présente bien, on peut ensuite se ramener
en dimension finie par un théoreme de variété centrale.

Plus largement, quand on n’obtient pas ’existence d’ondes solitaires, on s’intéresse aussi a
I’existence d’ondes solitaires généralisées, ce qui correspond dans le systéme en dimension
finie & des orbites homoclines a des orbites périodiques (voir Figure 1) .

F1GURE 1 — Orbite périodique et orbite homocline & une orbite périodique ou onde solitaire
généralisée.

2.2 Construction d’orbites homoclines par perturbation

La question de l'existence d’orbites homoclines de petites amplitudes est naturellement
reliée a la théorie des formes normales car c¢’est un cas de phénomeéne non linéaire (voir
ci-dessus partie 1.1).

Etudier lexistence d’une orbite homocline & un point d’équilibre (resp. & une orbite
périodique) revient & étudier I'intersection de la variété stable & ce point d’équilibre (resp.
a cette orbite périodique) avec sa variété instable . Pour démontrer que les variétés stable
et instable s’intersectent, des méthodes différentes existent, utilisant la structure parti-
culiere des problemes abordés. Observons déja que par des considérations de dimension,
pour un méme nombre de valeurs propres hyperboliques, il est plus probable de réussir
a construire une orbite homocline a une orbite périodique qu’une orbite homocline & un
point fixe. Par exemple, dans le cas considéré au chapitre 2 on a deux valeurs propres
hyperboliques (une stable et une instable) pour un point fixe ainsi que pour des orbites
périodiques; les variétés stable et instable sont alors deux courbes pour le point fixe, et
deux variétés de dimension 2 pour les orbites périodiques.
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On s’intéresse ici aux méthodes de construction par perturbation : on considere le cas
d’une famille de champs de vecteurs voisins d’un champ de vecteurs admettant une orbite
homocline. Cette situation apparait notamment dans le cas ou on a pu montrer qu’une
forme normale du champ de vecteurs admet une orbite homocline, on cherche alors a
montrer que le systéme complet en admet aussi (c’est ’étape 2 décrite dans la partie 1.1).

2.2.a Méthode de Melnikov

Cette méthode a été proposée par Melnikov [49] puis développée par Arnold [4]. L’idée est
de calculer d’abord une paramétrisation analytique des variétés stable et instable pour le
champ de vecteurs non perturbé. On se place ensuite sur une normale a ’orbite homocline
et on évalue la distance entre les variétés stable et instable le long de cette normale (voir
Figure 2). Apparait alors naturellement une fonction dite de Melnikov ; si cette fonction
s’annule, on en déduit par fonctions implicites 'existence d’orbites homoclines pour une
sous-famille de la famille de champs de vecteurs étudiée.

/, d /,

perturbation
—>

0 0

FIGURE 2 — Perturbation d’une orbite homocline a 0. d est la distance mesurée dans la
méthode de Melnikov.

2.2.b Cadre réversible

Dans le cas des champs de vecteurs réversibles étudiés par exemple par Iooss et Péroueme
[38] et par Lombardi [47], on s’intéresse a la perturbation d’une orbite réversible homocline
a un point fixe. Les variétés stable et instable sont alors symétriques I'une de 'autre, et on
sait donc que si la variété stable intersecte 1’espace vectoriel des points invariants par la
symétrie de réversibilité, alors la variété instable 'intersecte aussi au méme endroit et on
obtient ainsi une orbite homocline réversible. L’étude des orbites homoclines réversibles
consiste donc a rechercher l'intersection de la variété stable avec ’espace de symétrie (voir
Figure 3), ce qui simplifie grandement 1’étude.

2.2.c Cadre Hamiltonien, méthode de Conley

Les méthodes précédentes permettent difficilement de tenir compte de la possibilité d’or-
bites homoclines & plusieurs boucles. La méthode suggérée par Conley [12, 13] puis
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plan de symétrie

perturbation
— >

FIGURE 3 — Perturbation d’une orbite homocline & 0 réversible.

développée par Mielke et al. [50] appréhende mieux ce cas de figure. Elle consiste a intro-
duire deux sections transverses a 1’orbite homocline existante au voisinage du point fixe, et
d’étudier les itérations de I'application de premier retour (voir Figure 4). La construction
de l'application de premier retour passe alors par 'utilisation d’'une normalisation locale
au voisinage du point fixe dont ’existence n’est démontrée que pour les champs de vecteurs
Hamiltoniens (la normalisation démontrée par Moser [52] déja évoquée ci-dessus).

Application de premier
retour a la Section 1

perturbation
—

Section 1 Section 2 Section 1 Section 2 Section 1 Section 2

FiGURE 4 — Méthode de Conley.

3 Phénomenes exponentiellement petits

On va ¢g’intéresser plus particulierement dans cette theése a des situations ou des
phénomenes exponentiellement petits apparaissent. Pour une famille de champs de vec-
teurs paramétrée par A, au voisinage d’une singularité en A = 0, il s’agira d’un phénomene

te
exponentiellement petit en A, i.e. de taille (’)(ef%) avec a > 0.
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3.1 Problemes a échelles multiples et distance exponentiellement petite
entre les deux branches d’une orbite homocline perturbée

Dans certains problémes ou des échelles multiples en le parametre e coexistent (par exemple
une orbite homocline de taille 1 couplée avec une rotation a vitesse O(%), ou encore un
forgage périodique de fréquence C’)(%)), la fonction de Melnikov ou/et la distance entre
la variété stable et le plan de symétrie sont des quantités exponentiellement petites en le
parametre €, données par des intégrales oscillantes. Dans un tel cas, I’existence ou la non
existence de 'intersection entre les variétés stable et instable qui correspond a ’annulation
ou non de la fonction de Melnikov est difficile a établir.

3.1.a Cadre Hamiltonien

Sanders [61] a le premier souligné 'apparition de ce genre de problémes dans le cadre
Hamiltonien : quand on applique la méthode de Melnikov a un systeme apres l'avoir mis
sous forme normale de Birkhoff, on obtient une fonction de Melnikov qui dépend de la taille
e de la perturbation (entre la forme normale et le systéme complet), mais qui dépend aussi
de la vitesse a laquelle varie la variable angle (la fréquence) le long de 'orbite homocline
de la forme normale. Cette fonction de Melnikov prend alors la forme d’une intégrale
oscillante, de taille exponentiellement petite en ¢ si la fréquence est en (’)(%)

Lazutkin [43] a eu l'idée de chercher des estimations plus précises des intégrales oscillantes
dans le cadre analytique en prolongeant le probleme dans le plan complexe et en utilisant
des résultats du type du théoreme des résidus. De nombreux résultats de majorations
de la fonction de Melnikov ont été obtenus ensuite sur des problemes modeles & un ou
deux degrés de liberté avec forgage périodique rapide [56, 19, 30, 20], puis sur des cas
plus généraux de forcage quasipériodique, faisant intervenir des problémes fins de petits
diviseurs [63, 62].

3.1.b Meéthode formelle ”asymptotics beyond all orders” et méthode rigou-
reuse dans le cadre réversible

Un probleme similaire apparait dans un modele physique de croissance de cristaux étudié
par Dashen et al. [15] : 'existence d’une orbite hétérocline est soumise au calcul d’une
intégrale oscillante. Ce probleme a été étudié tout d’abord de maniére rigoureuse par
Hammersley et Mazzarino [28], Amick et McLeod [1], mais avec des arguments spécifiques
a ce modele. De méme, ’étude de l'existence d’ondes solitaires hydrodynamiques pour
I’équation de KdV mene au calcul d’une intégrale oscillante ; ce probleme a été résolu par
Amick et McLeod [2], mais en utilisant fortement la spécificité de I’équation.

Kruskal et Segur [42] ont proposé une approche formelle (non rigoureuse) pour le modele
de croissance des cristaux basée sur des développements asymptotiques; cette approche
est souvent appelée ”asymptotics beyond all orders”, et s’adapte a de nombreux autres
problemes faisant intervenir des termes exponentiellement petits. Elle a par exemple été
utilisée par Hakim [26] pour le modele de digitation visqueuse de Saffman-Taylor ainsi que
pour le probleme des orbites homoclines pour un systeme Hamiltonien avec forcage rapide
[27]. Cette méthode a aussi inspiré des travaux en hydrodynamique [21, 65].

S’inspirant des ces approches formelles, une série de travaux rigoureux, initiée par Hunter
et Scheurle [31], a ensuite porté sur I'existence d’ondes solitaires généralisées (i.e. d’orbites
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homoclines a des petites orbites périodiques voisines du point d’équilibre) ; I'estimation
des intégrales oscillantes permet dans ce cas de connaitre la taille minimale & partir de
laquelle les orbites périodiques admettent une orbite homocline. Des raffinements successifs
permettant de montrer I'existence d’orbites homoclines a des orbites périodiques de plus en
plus petites ont ensuite été calculés : Amick et Toland [3] pour KdV ; Sun et Shen [64] puis
Lombardi [46] pour 1’équation d’Euler. Lombardi [47] a ensuite généralisé et formalisé ces
travaux en terme général de bifurcations de systemes réversibles. Ses résultats ont permis
ensuite entre autres de mener des travaux similaires dans le cas d’une chaine d’oscillateurs
couplés [7, 34].

3.2 Forme normale avec reste exponentiellement petit

Pour traiter des problemes tels que ceux décrits ci-dessus en 3.1, il était alors naturel de
chercher a améliorer les résultats de formes normales jusqu'a un degré n, pour lesquels
le reste (et donc la perturbation & rajouter a I’étape 2 décrite dans la partie 1.1) est de
taille O(|x|™). En s’autorisant & choisir le degré n auquel on applique le théoreme de forme
normale, Iooss et Lombardi [37] ont obtenu, sous certaines hypotheses dont ’analyticité du
champ de vecteur, que par un choix optimal 1, du degré on obtient un reste R, de taille
exponentiellement petite ([35] explique comment ces résultats s’appliquent dans le cadre de
la partie 3.1). Les mémes auteurs [36] ont ensuite transposé leur méthode de démonstration
qui s’adapte a la construction de quasi-variétés invariantes a un exponentiellement petit
pres.

La question de la taille du reste dans la forme normale peut aussi apparaitre naturellement
en reformulant la question de la convergence posée dans la partie 1.3 : dans les cas ou on
n’arrive pas a montrer que la série des formes normales converge (et donc que cette série
est une fonction analytique), on peut affaiblir le résultat en cherchant si la série vérifie
des estimations Gevrey. C’est en effet en démontrant que la série des formes normales
successives vérifie des estimations Gevrey que le résultat de reste exponentiellement petit
est démontré dans [37].

4 Travail réalisé dans cette thése

L’objet de cette these est de creuser certains aspects des problemes liés aux phénomenes
exponentiellement petits.

Chapitre 1

Dans le premier chapitre, on démontre un théoréme de forme normale avec reste exponen-
tiellement petit, dans la lignée de celui démontré par Iooss et Lombardi [37].

On s’intéresse dans ce premier chapitre & un champ de vecteurs analytique non autonome
périodique en temps. Elphick et al. [17] ont démontré un résultat de forme normale non
autonome au degré n pour les champs de vecteurs non autonomes périodiques.

Il était donc naturel de chercher a savoir si, comme dans le cadre autonome traité par
Tooss et Lombardi [37], on pouvait obtenir une estimation Gevrey de la série des formes
normales, ainsi qu’une majoration exponentiellement petite du reste pour un choix op-
timal du degré n. On obtient bien un tel résultat. La principale difficulté étant que le
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raisonnement amenant a la démonstration des estimations Gevrey passe d’un probléeme en
dimension finie (pour le cas autonome) a un probléme en dimension infinie dénombrable :
on travaille ici dans I'espace des fonctions périodiques. De plus, le produit scalaire utilisé
par Elphick et al. [17] pour le choix de I’espace supplémentaire auquel appartiennent les
monomes résonants (voir partie 1.2) est sensiblement modifié pour bien arriver au résultat
escompté.

Chapitre 2

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a ’existence d’orbites homoclines au voisinage
d’un point d’équilibre d’une famille de champs de vecteurs Hamiltoniens passant par une
résonance 0%iw.

La méme question a été étudiée par Lombardi [47] pour des champs de vecteurs réversibles
et non Hamiltoniens. Dans les deux cas, on montre tout d’abord qu’il existe au voisinage de
I’équilibre une famille d’orbites périodiques (théoréme de Lyapunov-Moser pour le cadre
Hamiltonien, théoreme de Lyapunov-Devaney pour le cadre réversible). Dans son cas, une
normalisation par le théoreme de forme normale de Elphick et al. [18] fait apparaitre
une forme normale admettant des orbites homoclines a chacune des orbites périodiques.
Il utilise ensuite la méthode de perturbation décrite dans la partie 2.2.b pour étudier la
persistence de ces orbites homoclines pour le systeme complet. Or, la bifurcation 0%iw
est un cas de figure tel que décrit dans la partie 3.1, et la distance entre l'espace de
symétrie et la variété stable a 1’équilibre ou a une orbite périodique s’exprime comme une
intégrale oscillante, exponentiellement petite, au voisinage de la résonance 0%iw. Il obtient
alors l'existence d’orbites homoclines aux orbites périodiques de taille supérieure a une
fonction exponentiellement petite x1 en le parametre de bifurcation ; il montre méme de
plus qu’il existe une deuxieme fonction exponentiellement petite ko < k1 telle que les
orbites périodiques de taille inférieure a ko n’admettent pas d’orbites homoclines a une
boucle.

Dans le cas Hamiltonien étudié dans ce deuxieme chapitre, on obtient I’existence d’orbites
homoclines a toutes les orbites périodiques aussi proches de I'équilibre que 'on veut.
Cependant, la question de 'existence d’une orbite homocline a I’équilibre reste ouverte.

On démontre tout d’abord un théoreme de forme normale canonique (i.e. préservant la
structure Hamiltonienne). On s’inspire pour cela de la méthode basée sur la construction
d’un produit scalaire de Elphick et al. [18], en I'adaptant au cadre Hamiltonien. L’esprit
de ce théoreme est donc différent de celui formes normales de Birkhoff. Le systeme Ha-
miltonien sous forme normale admet des orbites homoclines a ’équilibre et aux orbites
périodiques voisines. On utilise ensuite la méthode de perturbation de Conley décrite dans
la partie 2.2.c. Pour cela, on utilise le résultat de normalisation locale de Moser [52], qu’on
affine avec des estimations en fonction du parametre de bifurcation. Ensuite, en construi-
sant une courbe invariante pour l'application de Poincaré avec un théoreme KAM, on
obtient un confinement des itérations de ’application de premier retour. On conclut alors
par un argument de conservation de l'aire par le flot Hamiltonien.

Les travaux sur les orbites homoclines au voisinage d’une résonance 0%iw sont motivés
par I'apparition d’une telle résonance en hydrodynamique, pour des équations a la fois
réversibles et Hamiltoniennes. Avec ce point de vue, le résultat obtenu dans ce chapitre
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est une maniere de contourner, par des méthodes particulieres aux systemes Hamiltoniens,
le probleme lié a la distance exponentiellement petite entre les branches des orbites ho-
moclines rencontré dans le cadre réversible. Malheureusement, pour obtenir ce résultat on
fait une hypothese supplémentaire sur la partie quadratique du Hamiltonien qui n’est pas
vérifiée dans les équations hydrodynamiques, et est essentielle pour I'obtention du résultat.
On s’attend a obtenir un comportement chaotique au voisinage de l'origine dans le cas
ou cette hypothese n’est pas vérifiée, mais cette question reste ouverte, tout comme la
question de la dynamique obtenue dans le cas ol le champ de vecteur est seulement C* et
pas analytique.
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Chapitre 1

Normalisations avec restes
exponentiellement petits pour des
champs de vecteurs analytiques
non autonomes périodiques

1 Introduction

Let us consider an analytic differential system, near an equilibrium point that we take
at the origin. To study the behaviour of solutions in this neighborhood, one can try to
simplify the system by using a change of variables. ” Simplify” can have several meanings :
in fact what is expected is to obtain a system that we understand better than the initial
system. Here we consider two different points of view. Precisely, let us consider an initial
nonautonomous system of the form

du

—=Lu+V(ut), teR ult)eR", (1.1)

where L is linear, and V is analytic, quadratic in v and T-periodic, namely
V(0,.)=0, D,V(0,.)=0, (1.2)

V(,t+T)=V(,t) forall t € R. (1.3)
This means that we consider a nonautonomous system, but with an autonomous linear
part. We will develop in this chapter the two following ideas to simplify a such system.

Simplification 1 : Uncoupling subsets of coordinates; link with invariant ma-
nifolds. If we assume that our initial system can be split into

d
TZO = Louo + Vo(uo, u1,1),
(1.4)
du1
E = L1u1+‘/1(u07u17t)7
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where u = (ug, u1), then one could want to find a change of variables of the form
Uy = v1 + qj)(u07t)7

for which the system (1.4) is transformed into a new system

d

% = Loug + V°(ug, v1, 1), (1.5)
dvy 1

ﬁ = Livi +nV (UQ,Ul,t). (1.6)

This idea of simplification is very close to the one used in KAM theory, for Hamiltonian
systems (see Kolmogorov (1954), Arnold (1978)). Here, when such a change of variables
exists, the main consequence is that v;(¢) = 0 is a solution for equation (1.6), and hence
one can consider the reduced system defined by equation (1.5). In particular, the set
{v1 = 0} is an invariant manifold for our differential system. In the case of an autonomous
system, this invariant manifold {v; = 0} reads in the initial coordinates {u; = ®(up)}.
Here, working with periodic in time functions, this manifold will be a periodic manifold
{u1 = ®(up,t)}. The search of invariant manifolds and reduced systems is a key tool
(Kelley (1967), for instance, develops this subject), widely used in the study of physical
systems. For example, Haragus and Iooss (2010) provide lots of applications of the center
manifold theorem.

Simplification 2 : Normal forms. The normal form theories usually concern autono-
mous vector fields. In the case of nonautonomous analytic systems the same philosophy
apply, if we consider the expansion of V' in power series with time-dependant coefficients ;
the aim is then to find a change of variables of the form

u=y+d(y,t),

such that our system (1.4) is transformed into a new system

% = Ly + N(y,t),

in which AV is ”as simple as possible”. The original purpose of Poincaré in normal form
theory was to obtain N’ = 0, but in general, when trying to eliminate monomials in the
expansion of V', one can see that some resonant monomials remain whatever you do. So N/
will be an analytic function whose expansion in power series is only made of the resonant
monomials, which happen to be those satisfying a "normal form criteria”. There exist
several normal form theories, leading to different normal form criterias. Here we work
with the characterization introduced by Elphick et al. (1987), i.e. we get power series
made of monomials commuting with the e*” for all ¢ in R. Precisely, we want N to satisfy

e N (e y, t) = M(y,0), forall y € R™ and all ¢ € R. (1.7)

Applying a normal form theorem, one expect that a system with less numerous monomials
will be easier to study than the initial system which happens to be often the case (see for
instance Iooss and Adelmeyer (1992), Iooss and Peroueme (1993) and Lombardi (2000)).
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In fact, for both simplifications 1 and 2, it is very rarely possible to find exactly
such changes of variables, but it is possible up to finite order. Precisely, for a
fixed integer p, after changes of variables ®, of degree p, it was proved (see Haragus and
Iooss (2010) for simplification 1, Iooss and Adelmeyer (1992) for simplification 2 in the
autonomous case) that one can obtain transformed systems of the form

d
e Louo + VO(ug, v1, 1),
dt
dU1 1
il Lyvy + 1V, (o, v1,t) + Rp(uo, t),
for simplification 1, and
dy
o = Ly Ny, ) + By(y, 1),

for simplification 2 ; where Vp1 and N, are polynomials of degree p, and R, is analytic of
order larger than p. It is an interesting result since a usual way to study the dynamics of
a vector field is to study the system truncated at a fixed order in the expansion in power
series, and then to consider the complete vector field as a perturbation of this trunca-
ted system (see Guckenheimer and Holmes (1983),Iooss and Peroueme (1993), Lombardi
(2000), Chossat and Iooss (1994)).

But to apply perturbation theory, those results are particularly interesting if the remaining
part R, happens to be small. So the next key idea is to optimize the degree p of the
truncation, to minimize the size of the remaining part R,. For autonomous systems, Iooss
and Lombardi (2010, for transformation 1 and 2005, for transformation 2) followed an idea
developped before for Hamiltonian systems (developped by Nekoroshev (1977, 1979) ; see
also Poschel (1993)) to prove that when some light hypothesis hold, the remaining part

Ry,,. can be found exponentially small.

In this chapter, we generalize those theorems with exponentially small re-
mainders to nonautonomous systems with a periodic time dependancy and
an autonomous linear part. We prove here in our theorem 2.7 (for simplification 1)
and our theorem 2.14 (for simplification 2) that, whith light hypothesis of non-resonance
on the non-linear part, we have the same kind of results that for autonomous systems;
in particular, notice that we obtain time-independant exponentially small bounds for the
remainder.

This situation arises quite often in applications, when a system is periodically
forced. Our theorem 2.7 and its corollary 2.10 might be used for instance in the case
considered by Touzé and Amabili (2006) in which they build reduced-order models for
nonlinear vibrations of structures. In their section 3.2, they consider a two-dof system
with damping terms (§; and &) and with a periodic forcing (F}), of the form

d’X ax
ng + 2516017; + wiX) = Vi(X1, X2) + Fy cos(Qt), (1.8)
d’X dX
7’22 + 252“’27152 +wlXy = Va(X1, Xo) (1.9)

where V1, V5 are quadratic in (X7, X32). In their analysis, they consider that &; is small and
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then that the first oscillator X7 plays the role of a central manifold : namely they use the
central manifold theorem to state that the mode Xs does not awake as t goes to infinity,
thus they make the approximation Xy = 0 to solve the first equation (1.8) and then solve
the second equation (1.9) with the value X;(¢) computed. They observe that this process
gives good qualitative results for small values of Fj. In fact, the center manifold theorem
does not apply here because this system is not autonomous when F} is nonzero. Here we
show in our corollary 2.10 that if this forcing term F} is small, then the invariant manifold
nearly remains time-independant. Precisely, if one take F; = €2, then the corollary 2.10
ensures that the equation leading to the invariant manifold reads

X2 = (I)A(Xl) + 6<I>B(X1,€,t)
where ®4 does not depend on ¢.

In section 2 we gather the main results of the chapter. We need for that purpose to
introduce, in subsection 2.1, a few notations. We then state in subsection 2.2 our first
main theorem (theorem 2.7), which deals with the ”Simplification 17 described above, and
we state in subsection 2.3 the second main theorem (theorem 2.14) which is a normal form
theorem (”Simplification 2” above). Then the rest of the chapter is devoted to the proofs
of these two theorems : we detail the proof of theorem 2.7 in section 3 (the strategy of
proof is introduced in the first subsection (3.1)), and in section 4, we give the main ideas
of proof of theorem 2.14 (here also the strategy is given in the first subsection 4.1).

2 Notations and main results

We gather in this section the main theorems proved in this chapter. In the whole chapter,
we consider a differential system of the form (1.1), assuming that (1.2) holds. We also
assume that the map V is analytic in u, and that its time-dependancy is T-periodic with
regularity H’. For that purpose we need to define precisely a space AR™, HZ(R/ T7,R™))
of such functions. So, in the following subsection, we begin by defining this set of functions
and other usefull sets.

2.1 A few notations

We first recall what we denote by H'(R/TZ,R™).

Définition 2.1 H'(R/TZ,R™) stands for the Sobolev space of functions f from R/TZ to
R™ whose Fourier coefficients &) € R™ satisfy
400 2
3 (1t k) ‘f(k)‘ < to0.
k=—0c0 R

We can then define the space we wanted for V.

Définition 2.2 For any neighborhood Q of the origin in R™ let A(Q, H (R/TZ,R™)) be

the space of maps V' for which there exists a family of g-linear symmetric maps (V4(t))q>0
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on (R™)?, with a radius of convergence p and a positive constant ¢ such that
+o0o
V(u,t) =Y Vy(t)[u'?),
q=0

ere |u stands for the q-uple of vectors |u,u,--- ,ul) an
h (@) ds for th le of d
c m
Va()lu, -+ s ug]l , < EIM!IW!--W%I for all uy, -+ ug € R™.

We also need, to state our main theorems, the following spaces.

Définition 2.3 Let P,(R™°, HY(R/TZ,R™)) be the space of polynomials P of degree less
than p, namely which read

P(z1, -+, Tmy,t) = Z P (t)z§" - zma?
lal<p

where o = (o, -+, umg) belongs to N™, P, to H'(R/TZ,R™), and
ol = fea] + -+ -+ |am,|.

And let Hp(R™0, HY(R/TZ,R™)) be the space of homogeneous polynomials P of degree n,
namely of the form

Py, @mg,t) = Y Pa(t)aft -z

laf=n

where the Py are in H' (R/TZ,R™).

2.2 Uncoupling subsets of coordinates

In this first subsection, we state a theorem where a change of variables uncouple a subset of
variables from another one (it is the ”Simplification 1” of the introduction). We suppose
here that the linear operator L is the direct sum of two linear operators. Precisely, we
assume

Hypotheése 2.4 Assume that
(a) there exist a neighborhood Q0 of the origin in R™ and an integer £ > 1 such that V
belongs to A(Q, H/(R/TZ,R™)) ;
(b) L is the direct sum of the linear operators Lo on Ey (dimension mgy) and Ly on
Ey (dimension m1), with Eg @& E1 = R™ and Ly diagonizable. Hence, spliting u in
u=1ug+u and V =Vy+ Vi on Ey @ Ey, the system (1.1) reads

d
% — Louo—l—%(UO,Ul,t),
(2.1)
du1
- = Lyuy + Vi(uo,u1,t),
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(c) there exist two positive constants v and T such that, denoting the eigenvalues of Ly
by )\50), . ,)\7(2()) and by )\gl), e ,)\,(72 the eigenvalues of L1, then for all a in N™°,
all ki Z and all 7, 1 < 7 < my,

2w
OV 12" _\D) > i
\<a,>\ >+1kT A= Tl kD7 (2.2)

holds.
(d) let v be the mazimal size of the Jordan blocks of L1, then
Tv < /L. (2.3)
Remarque 2.5 We need to take £ > 1 to insure that H' is an algebra.

Remarque 2.6 The hypothesis (2.2) is called a "non-resonance” hypothesis : without
taking k into account, this hypothesis means that the eigenvalues of L1 cannot happen to
be a sum of eigenvalues of Lgy, and that moreover we have an estimate of how different
they are. Taking k into account, it expresses that, even after periodic translations of time,
non-resonance remains.

We can now state

Théoréme 2.7 Consider the system (2.1), and suppose that hypothesis 2.4 holds. Then
there exists 09 > 0 such that, for all ¢ in |0, 50| there exist an integer ps with

_ —b
bs = 590(6 ))

and a function ®s in Ppy(Eo, HY(R/TZ, 1)) (where P, was defined in section 2.1) with
B5(0,.) =0, Dy ®s(0,.) = 0
such that the change of variables
uy = v1 + Ps(uo, t) (2.4)

transforms the system (2.1) into

d
% - LOUO + Vo(u07 U1, t)v
(2.5)
d
% = Liv+ Vl (U(), U1, t) + R(UO, t);
in which VO,V and R are analytic, and satisfy
‘Vl(uo,vl, )‘HZ < My |vr| (Juo| + |v1])  for |uol, |vi| < o, (2.6)
and .
sup |R(uo, ')|H£ < Me™ s, (2.7)

|uop|<é
where M, My, w depend only on T, mg, m,c,p, L, 0,0y and T, and where
_ 1
b=

Moreover, VO reads VO(ug, v1,t) = Vo(uo + v1 + ®5(uo, t),t).
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Remarque 2.8 Observe that with the system in the new form (2.5) vi = 0 is "very close”
to solve the second equation, since (2.6) guarantees that for vi = 0 we have V*(ug,0,.) =
0, and since (2.7) ensures that R(ug,.) remains exponentially small. Then this theorem
expresses that the manifold {u; = ®s(up,t)} is “exponentially close” to be an invariant
manifold for our system (1.1).

Remarque 2.9 This theorem is the generalization to periodic time-dependant vector fields
of the Theorem 1 of Iooss and Lombardi (2010). Notice that, unlike the latter, here M and
w also depend on the dimension m, and not only on the dimension mgy of Ey, so that we
cannot consider systems of infinite dimension.

Moreover, we have the following proposition, which gives more precision about what hap-
pens if the time-dependancy appear as a small perturbation of an autonomous system.

Corollaire 2.10 Consider the system (2.1) and suppose that hypothesis 2.4 holds. Assume
that V' also depends analytically on a parameter € in the following way :

Vi(u,t) = A(u) + eB(u,e,t) + £2C(e, 1) (2.8)

with B(0,.,.) =0.
Setting U := (u, ), if A, B and C belong to AR™, HY(R/TZ,R™)) then the theorem 2.7
apply and moreover

P (ug,e,t) = Pa(ug) +ePp c(uo, e, t)

where ® 4 is the change of variables computed applying theorem 2.7 to our system (2.1) at
e=0.

Remarque 2.11 Remark that (2.8) prevents us to take a periodic forcing of the form
A(u) + eF(t). We need hypothesis (2.8), to apply theorem 2.7 because we want hypothesis
DyV (U =0,.) =0 to hold (see (1.2)).

But we can take a periodic forcing A(u)+e2F(t), and then obtain that the periodic invariant
manifold {u; = ®4(uo) +ePp,c(uo,e,t)} is e-close to the autonomous invariant manifold

{u1 = CI)A(UO)}.

Remarque 2.12 The proof of this corollary directly follows from the proof of theorem 2.7,
the details are left to the reader.

2.3 Normal form

In this second subsection, we state a normal form theorem (it is the ”Simplification 2"’ in
the introduction). We only assume that the following ”non-resonance” hypothesis holds :
Hypotheése 2.13 Assume that

(a) there exist a neighborhood Q0 of the origin in R™ and an integer £ > 1 such that V
belongs to A(Q, H (R/TZ,R™)) ;

(b) L is diagonizable ;
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(c) there exist two positive constants v and T such that, denoting the eigenvalues of L
by A1, -+, A in C™, then for alla in N™°  allk inZ and all j, 1 < j<m

2T g
Ha > 1 T ]’ (]a\—l—\k\)T ( )

(d) T <.
We then have the following normal form theorem.

Théoréme 2.14 Consider the system (1.1), and suppose that hypothesis 2.13 holds. Then
for all 6 > 0 there exist an integer ps with

and a function ®5 in Py, (R™, HTL(R/TZ,R™)) (where P, is defined in section 2.1) with
®5(0,.) =0, D,Ps(0,.)=0,
such that the change of variables
u=y+ sy, t) (2.10)

transforms the system (1.1) into the normal form

d
di; = Ly +N(y,t) + R(y, ) (2.11)

where N belongs to Pp,(R™, HY(R/TZ,R™)) and satisfy
N(0,.) =0, DyN(0,.)=0,

and the normal form criteria

e Ny, t) = N(y,0),  for ally € R™ and all t € R; (2.12)
and where the remainder R is analytic and satisfies
sup |R(y, .)|H,Z < M’éQefﬁ', (2.13)
ly|<é

with M’ and w depending only on T,m,c, p,L,¢, 09 and T, and

_ 1
b= l+T14+1"

Remarque 2.15 This theorem is a typical normal form theorem : its aim is to simplify
the initial system with the aid of a change of variables. Indeed, the polynomial change
of variables (2.10) transforms the system (1.1) into a new system (2.11) in which the
polynomial part N is simpler : the normal form criteria (2.12) means that in N, all the
monomials which does not commute with all the %" have been eliminated by the change
of variable.

Moreover, while for some given p the remainder is polynomially small, this theorem opti-
mizes the degree p = popt () of the polynomial part N, so that the system is nearly reduced
to a polynomial system, since (2.13) ensures that the remainder R is exponentially small.

Remarque 2.16 This theorem is the generalization to periodic time-dependant vector
fields of the Theorem 1.4 of looss and Lombardi (2005).
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3 Proof of theorem 2.7

This section is entirely devoted to the proof of theorem 2.7.

3.1 Strategy of proof

First, fix 6 > 0 and p in N, and see later what conditions on § and p need to be satisfied.
One can check that, for any function ®, the change of variables (2.4)

ur = v1 + (uo, t)
transforms the system (2.1) into the new system (2.5) with

VOo(ug +v1,t) = Voluo +v1 + ®(uo,t),t), (3.1)
Viug 4 v1,t) + R(ug,t) = Vi(ug+v1+ ®(ug,t),t)
— Dy ®(uo,t).Vo(uo + v1 + ®(uo, t),1)
— (D ®(uo,t).Loug — L1P(uo, t))
—8tCI>(Uo,t).

Thus, for a fixed ®, equation (3.1) provides the value of V. Then, we look for a function
® such that V! and R, whose sum is computed in (3.2), satisfy

A

‘Vl(uo + vy, )!
| R(uo, .|

g S Molvi] (Juol + o), when fuo| < d, (3.3)

o < Meffiib, when |ug| < 6. (3.4)

Necessarily, if (3.3) holds, then for v; = 0 equation (3.2) becomes

R(UO,t) = Vl(uo + @(uo,t),t) — Duoq)(u(), t).Vo(uO + @(UO,t),t)
—(Duoq)(’LLO, t).LoUo - L1<I>(u0, t)) - 8t<I>(u0, t). (35)

Define
(AL(I))(U,Q, t) = Duoq)(ug, t).Lou() - qu)(’uO, t).
Then (3.5) reads

(.AL + 6,5)(I>(uo, t) + R(UO, t) = V1<’U,0 + ‘I’(UO, t), t)
_Duoq)(u(]at)"/ﬂ(UO + @(Uo,t),t).

Let us denote by II, the projection of A(FEy, H'(R/TZ, Ey)) on
Pp(Eo, H (R/TZ, E)).

Here is the strategy of proof, in three steps, that we will follow in the next
subsections :

Step A : In section 3.3, for any fixed p, we prove the existence of some @ in
Pp(Eo, HT1(R/TZ, Ey)) such that

(AL 4+ 0)®(uo, t) = TL,(Vi(uo + ®(uo,t),t) (3.6)
—DuO(I)(uQ, t).Vo(U() + (I)(U(), t), t))
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Step B : In section 3.5, using the ® computed in Step A, we set

R(up,t) = (Id —1IL,) (Vi (uo + @ (uo, ), t) (3.7)
=Dy ® (o, t).Vo(uo + ®(uo, t),t)).

Thus, R(ug,t) = O(Jug/’t!). We then compute upper bounds of R of the form
1
[R(uo, )|, < My [uol*,
with Gevrey estimates for M,,. And then, for a given §, we chose an integer p = pop¢

minimizing M,6"*1. We will see that if § is sufficiently small, for our choice pyp(9),
the estimate (3.4) holds.

Step C : From (3.2), we get the value of V! :
V(ug,v1,t) = —R(uo,t)+ Vi(ug +v1 + ®(uo, t),t)
—Dyyy®(ug, t).Vo(up + v1 + ®(ug, t),1)
—(AL + 0r)®(uo, t).
And it remains to show, in section 3.6, that there exists My such that (3.3) holds.

But first, to facilitate the estimates in Step B, we introduce apropriate norms on
Py(Fo, H(R/TZ, Ey)).

3.2 Norms on P,(Ey, H (R/TZ,R™))

In fact, we define norms on the spaces of homogeneous polynomials of degree n
H"(Eo, H (R/TZ,R™)) (defined in section 2.1). Let (e1,--,€m,) be a basis of Ey and
(émg+15°** ,em) a basis of Ey. Then, if f belongs to H"(Ey, 7 (R/TZ,R™)), it reads

f(uo,t) = 2 Fai(®)zsh - a0 e; = Z FalB)af -2l

‘a|:n |Oé|:’I’L

i=1,,m

where
U = x1€1 + -+ Tmglmgs

and fo; € H(R/TZ,R)), fo € B (R/TZ,R™).
Définition 3.1 If f belongs to H"(Eo, ' (R/TZ,R™)) and reads
FX )= falt)X®,

|a)=n
where a a am
X = (X1, Xmg), X=X7" X%
then define
2 2
. 5 k
IR = D Mal gy X2 = D2 —lfalzy =D Ak | Y fXe
|o|=n |o]=n k=—o0 |o]=n
2n 2.n
where a! := aq!- - ayy,!, and
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— HQn is the norm on H™(R™0,R™1), introduced by looss and Lombardi (2005), defined

by
2

2 _ o o 2
‘P(X)|2’n - Z POéXa T Z E |P04|Rm1 ’

|a|=n |a|=n
2,n

- fa({k) € R™ stands for the k' Fourier coefficient of fu ;
— HH] is the canonical norm on H (R/TZ,R™)

+o00

£l = > kY |4

2
k=—o00 R™

In particular, to simplify notations, we denote
171, = 011 e

3.3 Step A : construction of ¢

In this subsection we fix an integer p, and our aim is to construct ® in Py (Ey, ' (R/TZ, E1))
such that (3.6) is satisfied. Denote

(X, t) = zp: ®, (X, 1)

n=2

where ®,, belongs to H"(Fo, H Y (R/TZ, Fy)). We project (3.6) on the H"(Ey, H'(R/TZ, F)),
for n < p. Denoting by m, the projection on H"(Ey, H' (R/TZ, E)), we obtain :

(AL + 0)®p(uo, t) = m(Vi(uo + ®(uo,t),t) (3.8)
*DUO(I)(’UJQ,t).Vb(UO + (I)(Ug,t),t)).

Expanding the right hand side of (3.8) in power series, one can observe that, since
V(Oa ) =0= DUOV(Ov '),

(because of (1.2)), this right hand side of (3.8) only depends on ®5,---,®,_1 and ug, t.
So, if (Ar + %) is invertible, then (3.8) enables us to construct the ®, for 2 < n < p
by induction. The rest of this subsection is devoted to the proof of the invertibility of
Ap := (AL + 0;). Precisely, we prove the following

Lemme 3.2 If hypothesis 2.4 holds, then the linear operator

Ar|,. « H"(Eo, HT (R/TZ,Ey)) — H"(Eo, H(R/TZ, Ey))
b — (AL+8t)(p

1is tnvertible.
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Moreover, for all j, 0 < j < {+1 and all F in H"(Ey, H(R/TZ, E1)) we have

1 .
HALyHn(F)H <o E, (3.9)
n,

where v is defined in hypothesis 2.4 and

A = max{ AEO)(, AV <i <mg,1 < j <ma),
v T2 J
C; = max(l,?)(l—&—ﬁ(élAz—i—l))z

Proof. To prove this lemma, we use Fourier coefficients, so that instead of one opera-
tor in H"(Ey, H' (R/TZ, Ey)), we deal with an infinity of linear operators in H"(Ey, Ey).
Then, for these linear operators we can use the results of invertibility stated by Iooss and
Lombardi (2010).

Indeed, any function ® in H"(Ey, H(R/TZ, E1)) reads

(X, t) =Y ¢a(t)X®

laf=n

with ¢, in H*Y(R/TZ, E1). Since £ + 1 > 1, we have the Fourier expansions

+o0
¢a(t) _ Z ¢&k‘)elk2%t

k=—o00

= 271' 11,27
Dhpa(t) = 3 kol T,

k=—oc0

“+o0
Z ALgb((Xk)eik%”t.

k=—00

AL@%{ (t)

Thus, we obtain, introducing the notation ®®*)(X)

—+00 “+oo

oy = (S @S 3 (3 e
la|l=n k=—oc0 k=—00 |al=n
+o00
_ Z (p(k)(X)eik%’Tt;
k=—o00
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and

Ar®(X,t) = (AL +0)( Z Pa(t)X?)

|al=n
= 27T 11, 2m
= 2 ( > (AL+ikT>¢(()¢k)elth> X«
|a|=n \k=—oc0
+oo

= Z Z (AL +1k—)¢(k ikt

k=—oc0 \ |a|=n

+oo

= ) (AL+ik2%) 3 gl xe | kT
k=—00 la|=n
= 271' i1, 27

= ) (AL—I—ikT)@(k)(X)e‘th.
k=—o00

We then proceed in several steps.

Step 1 : We first show that the operator AL‘HW, is injective.
We fix F in H"(Eo, H (R/TZ, E1)). Denote

= F,(H)X® = . FR kT | o
> Falt) S > RS

|a|=n la]=n \k=—oc0

—+00 —+o00
— Z Z Fo(ék)Xa eikQTﬂ't = Z F(k) (X)eik%t.
k=—oc0 \ |a|=n k=—o0

In this first step, we prove that if there exists ® in H™(Eo, H1(R/TZ, E;)) such that
Ap® = F| then necessarily ® is unique. Indeed, for any ® in H"(E), H”l(]R/TZ, Ey)), we
have

AL® =F — ||AL<1> - F|? o =0

2
‘ As+ k80 (x) - FOx)| =0,
k=—o00 2,n

= VkeZ, (AL+ ik%)cb(k)(X) — F®(x) = 0.

We will then use Lemma 21 b) in Iooss and Lombardi (2010), which will enable us to state
that all the linear operators (Ar + ik%’r), for k in Z, are invertible in H"(Ep, F1). Indeed,
for any polynomial P,

(A + ikz%)P(X) — DxP(X)LoX — LiP(X) + ikQ%P(X)

—  DxP(X)LoX — (L1 — ik:Q%)P(X)
= ApmP(X),
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where
L 0
(k) ._ 0
L\ . ( 0 Ll—ik%}rId ) (3.10)

Moreover, (2.2) in hypothesis 2.4 ensures that, for all k, L% gsatisfies the hypothesis of
Lemma 21 in Iooss and Lombardi (2010). Hence, for all k, A &) is invertible, and thus

AP =F < VYkeZ Awmd®(X)-F®(X)=0,

= Vkez, oW(X)=A/ FP(X)
Then, necessarily, if ® exists, then
(X, 1) = f (AL+ik2i)—1F<k>(X)eik2%t. (3.11)
=2 T

Step 2 : Now, we prove that AL‘Hn is also surjective.
Our aim is now to prove that the ® defined by (3.11) is well-defined and belongs to
H™(Eo, HTH(R/TZ, Ev)).

Step 2.1 : & is well-defined.
To show that ® is well-defined, we prove that ® is in H"(Ey, H(R/TZ, E,)), proving that

+oo o 2
> ’(ALJrikT)_lF(’“)(X) < 4o0.

k=—o00

2.n

We use, here again, inequality (2.2) and Lemma 21 in Iooss and Lombardi (2010), with
L®*) defined in (3.10), to check :

2
40| =gl FO0| < 2k ) [ )
2.1 2.n Y 2.n
Then, since by hypothesis 2.4 7v < £ holds, we obtain
= 2 2 © 2 2
> AL +ik7)_1F(k)(X) < Y k)T FR(X)
k=—0c0 2.n oo | 2n
2 27y 1T 2
< S Y )| FR(X)
Y k= —o00 2n
p2p2mv IR 9
< (1+ k2) ‘F(k) (X)
721/ k:zoo 2,n
2,21V
2 vn 2
1912, < S IFI
Thus & is well-defined and
I/’I’LTV
191, o < 2= 1P, (3.12)
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Step 2.2 : ® belongs to H"(Ey, H\(R/TZ, E1)).
We show, by induction, that if j < £+ 1, then

® € H"(Eo, ' (R/TZ, Er)) and |[® ., < Cpn/ ™™ ||F| . (3.13)

First, observe that (3.12) ensures that (3.13) holds for j = 0. Then, we assume that (3.13)
holds for one j < . We know that, for all k in Z,

(AL + ik%ﬂ)@(’“) (X) = F¥(X),

Hence,
ikQ%CP(’“) (X) = F®(X) - AL oW (X).
So )
(1+K2) ’q)(k) 2 ’@(m 2 I ‘F(m Ryl
2.n 2,n 471'2 2.n '
and

(1+k2)‘<b(k)‘2 g‘@“‘)f +2T;<(F<k>
2.n 2.n

2
+ ‘AL‘l)(k)
2.n

;) . (3.14)

The proof of lemma 21 in Iooss and Lombardi (2010) ensures that the eigenvalues of Ay,
on

H"(Ey, E1)) are the
|<a, )\(O)> - A§1)|, for |a| =n,1 < j < mjy.
Then

‘AL<I>(’“) (X)

< max[<ad® > A0 e®(x)
2n  lal=n,1<j<my J

<(n+1) max (A1) [o®(x)
127m)

= (n+1)A ‘@(k) (X)

2.n

2.n

(3.15)

2,n

with the A defined in the stating of the lemma. Then, combining (3.14) and (3.15), we
obtain that, for all £ in Z,
2 T2

+ o |[F®
2.n 27T2

2

2
a+|e® <a+ %AQ(n £17)[a®

2
2n 2,n
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Hence, since we assume that (3.13) holds for j,

—+00

. 2
”(I)Hi’Hj-&-l: Z (1 + k2)]+1 ‘(I)(k) )
k=—o00 n
< +§ (1 + k2)j 1_|_1 M ’ ‘(I)(k) 2+ LQ ‘F(k) 2
) 2 g 2 277 2,n
1 TA(TL + ].) 2 2 T2 2
<

L (TAn+1)\*\ sjaarn , L 2
((”z <7T> G g | IE e
< G R,

which means that

2] < Cjan IR

n,Hj'H

3.4 A few properties of norms

We will need, in what follows, a few properties of multiplicativity for the new norms
introduced in section 3.2. They will be usefull to compute upper bounds for the remainder,
whose expression is given with symmetric g-linear applications. We gather these properties
and their proofs in this section.

Lemme 3.3 If ® belongs to H"(Ey, H'(R/TZ,R™)), then
|©(uo, )l e < N2 fuol™ -
Proof. If ® is in H"(Ey, H (R/TZ,R™)), it reads

CI)(th) = Z ¢a(t)Xa7

laf=n

with ¢, in HK(R/TZ,]R’“). Then, with ug = z1e1+ - - - + Tmyem, (notations of section 3.2),

[@(u0, )y = [ D Sal)ul| < D [dal,y o1 [2mo|*™

laf=n laj=n

HE

<[> 1balye X2 Juol”,

X:(‘xll’ ,|1'm0|) o

= (3 [¢al,, X

laj=n |laj=n

0,n

where |.\0 , is the norm defined on H"(R™,R™) by

[P (u)|
= sup ———.
uER™ ‘u|m
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Lemma 2.10 of Tooss and Lombardi (2005) ensures that, for all P in H™(R™, R™), we have

[P(X)],,, < [P(X)]

0O,n — 2n

So,

[@(u0, ) e < | D 1dale X°| luol™ = [[@I] uol™ -

|a|=n
2,n

We then admit the following
Lemme 3.4 There exists a constant C such that for all functions f, g in H' (R/TZ,R™),

And we use it to prove the following

Lemme 3.5 Let R, (t) [X1, -, Xy| be a symmetric g-linear application
from (R™)? to Ey or E1. Then, we have

(A1) = (42) = (43) = (B) = (4)),

where

. 1\?
(A1) for all 1, -+ ,zq in R™, |Ry () [z1,- - ,a:q]|HL, <c <,O> |z1] - - |zq];

(Ag) denoting
Rq(t) [Xl, cee ,Xq] = Z a(il,"' ,iq)(t)X17i1 s Xq,iqa

then, for all x1,--- , x4 in R™

vm*
D oG in | i 7o, §C< p 1] - - fag ;

1<i;j<m

(A3) for all f1,---, f, in H(R/TZ,R™),

Ry (1) [fr o foll o <

C q
(L) Uiyl

(B) if k1 + -+ + kg = n, then for all ®y,,--- , Oy, in HFi(Ey, H(R/TZ,R™))
cym\?
20 (@ )| < e (C) o,
q
(A for all oy oy in B 1Ry () o1, il ¢ (07 ) ol
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Remarque 3.6 (A1) and (A)) are nearly the same property : the only difference between
them is that in (A}) the constant in the upper bound is bigger than in (A1). This is due
to the fact that in each implication we lose precision in the upper bounds.

Remarque 3.7 For the following, the most usefull results in this lemma are (A1) = (A3)
and (A1) = (B).

Proof of (A;) = (As2).

Assume that (A;) holds. Let (e1,--- ,en) be the basis of R™ introduced in section 3.2.
Take r1 =€y, -+ , x4 = €;,, then

1 q
By (8) [eirs - eig]| 0 = o an ()], <c (p) lea - |es,| = %.

Hence, by Cauchy-Schwarz inequality,

C
Z }a(ila"' 1iq) }H{ xl,il T xf]ﬂ'q S 7(1 Z |x1:i1 T x%iq

1<y, ig<m P 1<i i ig<m
m m
C
= (el e S e
=1 ig=1
c m m
< VI T 2] e [V | D g,
i1=1 b=

Proof of (A2) = (A3).
Assume that (Az) holds. Let f1,-- -, f; be functions of HY(R/TZ,R™). Then, using lemma
3.4,

Be@) [ e = | 2 GO (0 Fuiy (0)

1<y, ig<m ”

S Z Cq ‘a(i17"'7i61)‘H£ ’f17i1|Hf ‘fqﬂ'q(t)}Hl
1<iy, ig<m
q
m
< (V) il il

C q
= C(\[/)M) |f1’Hz""fq|Hz-

Proof of (A3) = (B).
We follow the same strategy of proof as that of lemma A8 of Iooss and Lombardi (2005).
Assume that (Aj) is satisfied. Take ki, - - , k4 such that

ki +--+kg=n,
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and take ®, in H* (Ey, H'(R/TZ,R™)), for 1 < i < q. Denote

(I)ki(Xat) = Z Qba,ki(t)Xa'

|a|=k;
Then,
D) 4occqq@
Rq(t) [(I)kla T, (I)kq] = Z X Fetond Rq(t) |:¢a(1),]ﬂa tee 7¢a(Q),kq:|
a{Y eN™o

- Y X Y R [%(1),/“7'“ ,%(q)’kq].

|B|:n ‘a(i)|:ki
aM4.pal@=p

Hence, using Cauchy-Schwarz inequality again,

2
2 B
| Ry (t) [®4,, - - 7q)kq]||n => ] > Ry(t) [%(1)7;“,'“ ,%(q),kq}
Bl=n"" | ja®|=k;
a4 qpal@=p
) H*
B! Cym\*?
< SO T [honl] o
n! p H Ht
1Bl=n oM ptald=p

o eNmO o) |=k;

A
S|=
Qw
7N
)
3)
N~
&

1 1
Z o g

|8]=n oMt talD=p
2
H£> <a(q)! ‘%(q)’kq

adeN™o oD |=k;
And lemma A6 of Tooss and Lombardi (2005) ensures that

X Z (a(l)!

a4 4al@d=p
a®deNmo o) |=k;

2
HZ

Do) ky

a)! a@l Bkl k!
aW4. . qald=p B ! 1
a®eN™o |o()|=k;
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Then

1 2
3 () 10 o o
1
S Z kl' - kql Z <a(1)‘ ‘¢a(1),k1

|Bl=n IPCONSRN ()N

|a(i)|:ki
(I
« .
= 2 (/ﬁ! ¢

2 a1
) (e
HZ q-

2 @) 2
He) . <Oé . ‘Qsa(q)’kq He>

)

Oé(l),kl Q(Q)’qu
a(®) eNmo
|Oz(i>|:k’i
€3]] 2 (@ 2
«Q : « !
— Z (lﬁ' ¢a(1),k1 Hf> Z (k" ‘¢a(q),kq H£>
o) |=ky la|=ky \
2 2

— w2 o |

Finally, we have

C q
IRa0) [, ), < e (S0 ) hl s

Proof of (B) = (A)).
For given x1,--- ,z4 in R™, take

klz...:kq:nzo’ (I)kl(X,t):l‘l,"‘>(I)kq(X7t):x(1'

Then, (B) ensures that

Cv/m\*?
Ry O ool = ROl < e (S50l e,
Cym\? Cym\?
= (S0 ol bl = (S5 ) ol

Lemme 3.8 If &y, is in HF(Ey, H'(R/TZ,R™)) and N, in
HP(Ey, H(R/TZ, Fy)), then

IDx®R(X, ) Np(X 0, < Chy/mo || @kl NIl -

k—1+p

Proof. Denote

p(X, 1) = Y da()X, Np(X,1) = Y Na(t)X7,

|| =k 181=p
where the ¢, are in H'(R/TZ,R™) and N3 in H'(R/TZ, Ey). Moreover, we denote
Np(t) := (Npa(t), -+ s Np.mo (1))-
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Then, we have

mo

Dx®p(X, 1) Np(X,t) = ( > %(t)anO‘_UjNﬁ,j(t)Xﬁ)
J=1 *a|=k
|Bl=p

= > Xv(i > O‘jqﬁa(t)Nﬁ,j(t))v

[y[=k—1+p J=1|a|=k,|8|=p
a+p—o;=y

where o} stands for (0,---,0, 1 ,0,---,0) in N0, Thus, using Cauchy-Schwarz inequa-
lity, we get

IDX (XN (X2

= > (_1+p Z > ajdalt)Ng (1)

Iy|=k—1+p I=1 |a|=k,|8|=p
a+B—oj=vy B
2
< Z Z Z 25(C [@al 0 [N
(k—1+p)! —1+p i H
Iy|=k—1+p J=1 |a|=k,|8l=p
atpB—oj=y
o?
< C2 J
ce Y (s w8

|=k—1+p 3=1al=k,|B|=p

a+p—oj=y

X(Z Z Oé!ﬁ”‘baﬁﬂ ‘Nﬁ,j@e)‘

J=1|a|=k,|8|=p
a+6—aj:'7

Since lemma A7 of Iooss and Lombardi (2005) ensures that

2

> X ojé' k:'p'(k2 + (mo— iy EZLERN

|

- ~!
J=1 |a|=k,|8|=p
a+pB—oj=y
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we get

IDX (XN (X D)2

< G+ mo—DE) DY > > Z'?’ |balzs N5l

I=k=1+p J=1 |a|=k,|B|=p
a+pB—oj=y

a! <2 4!
= CE+mo-1k) Y| ldals, Z;p! Np,il7
]:

lo|=F,|8|=p

! !
(:'z(k2 + (mo — 1)k) Z % |¢a‘?{z Z g, |N,3|zz

la|=k 181=p

2
= C2(k* + (mo — k) [0k NG
< C%k%*myg ||<I>k||z ||Np||; .
Then, we finally have

I1Dx @k (X, 1).Np(X, 1) < Chy/mo [| @5l [Nl -

k—1+p

3.5 Step B : Choice of p = p,,;, upper bound for the remainder

As described in part 3.1, for a fixed integer p, with the ® constructed in section 3.3, we
set
R(uo,t) = (Id —TIp)(Vi(uo + ®(uo,t),t) (3.16)
_DUOCD(uO? t)‘/O(uO =+ @(Uo, t)v t))a

and we compute an upper bound for |R(uo, )| e To simplify notations, let us denote

Oy (ug, t) := g, D(ug,t):=» Pp(ug,t). (3.17)

n=1

Then, (3.16) reads

an Z Z ‘/17Q(t) [(I)lﬁ (u()v t)a o >(I)kq (u0> t)]

9=2 1<k;<p
Ky otk >pt1

Z Z DuOCI) ug, t Vbq( )[(I)kl(u07 )7 7(I)kq(u07t)]

2<5,9<p 1<k;<p
ki+-tkq>p—j+2

+ Z viq U,(), )()]

q>p+1

NS D s Vo ()0, ) ).

Jj=2q¢>p+1
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So, to evaluate |R(uo, ')’H"" the first step is to compute upper bounds for the |®,, (uo, )]H[
constructed in Step A. And in fact, using lemma 3.3, it will be sufficient to compute upper
bounds for the HCIDan Denote them by

n ‘= Hq)anv 1<n<p.

3.5.a Upper bounds for the ¢,

To compute upper bounds for the y,, we have to get back to the construction of the ®,
they were constructed by induction with the equation (3.8). This equation reads, explicitly

(AL + 0@ Z > Vigl®hy,ee, O]
1<k;
k’l-‘r -‘rk‘q n
n—1n—j+1
_Z Z Z DX(I)j"/(Lq[q)kl?“' ?q)kq]'
Jj=2 q¢=2 1<k;

k1+-- -‘rkq n—j+1

With this last equation, using inequality (3.9) of lemma 3.2, (A1) = (B) of lemma 3.5
(since V is in A(Q, H (R/TZ,R™) and thus satisfies (A1)), and using lemma 3.8, we obtain

= Cym\?
Yn < Cﬁn“_ﬂ/ ( Z Z c <\/>> Phi " Phy

q=2 k1+...+kq:n P
1<k;

n n—j+1

+y > > Civmog;c (T)q% --‘sokq)

J=2 q=2 ky+-tkg=n—j+1
1<k;

Thus,

Cv/m\?
on < max(1, CanHT” (Z Z <\/>> Py P,

=2 ky+-+kq=n
1<k;

T Z Z Jvmo <C\;ﬁ>q%%1 . "Squ>. (3.18)

Jj=2 q=2 1<k,
k

—

+-- +kq—n 7j+1
Lemme 3.9 For all n with 1 <n <p,
©n S /FLOI(n—l(,',L!>Z—|—1—|—7—y7

where

9C/mov/m 8Cuc(Cr/mo)3/m
p Y

p? )

K := max(
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Proof. The same strategy of proof as that of lemma 14 in Iooss and Lombardi (2010)
works : indeed, with our norm we also have

P1 = +/Mo;
and our inequality (3.18) is the same as inequality (19) in the proof of lemma 14, if one
equates their p with, in our notations, ﬁ, and equates a := CCy and 7 := {+ 7v. Then,
all the following computations of Iooss and Lombardi (2010) work similarly.
Od

3.5.b Choice of p,,;, upper bounds for ¢

Since now, we fix ¢ > 0 and choose a value pou(9) for p, and in this subsection we find an
upper bound for @ (defined in (3.17)) with this value of p.

Lemme 3.10 Fiz 6 > 0. Denote
o 1 . 1
b= i Popt = [m}
Let us choose p = popt. Then, we have, for |ug| <9,

|D(up, ‘)|H5 < 2 |ug| v/mo < 20y/my.

Proof. Take p = pop and |ug| < 6. Then, using lemmas 3.3 and 3.9 :

p p p
(w0, M e = D Paluo, )| <D |Paluo, ) e <D 1I@nll, Juol”
n=1 Ht n=1 n=1
p p
< uol Y ond™ ! < Jugl mo Y K" (nl)?
n=1 n=1
p p
< uo| vmo Y (K8)"H(p" )" = Juol /mo Y (Kep®)* !
n=1 n=1
<

p n—1
1
‘UO‘\/m()E <2) SQ‘U()’\/mo.
n=1

3.5.c  Upper bound for the remainder

Lemme 3.11 There exists g such that, if 6 < dg, then, with the choice p = popt of lemma
3.10, the remainder R satisfies

sup ]R(uo,.)|Hg < Me s,
|up|<é

with

M::c<2+cm(2¢m+m)>, w = 22

72

. 1 P
0o 1= min <2K(2e)b’ 4CW¢W0> : (3.19)
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Proof. Fix ug such that

We have

R(’LL(], Z Z Vl,q q)kl (’LL(], ) ) q)kq (Uo, t)]

=2 1<k;<p
k1+-~~+l~c >p+1

+ Z ‘/lq UOa )( )}
q=>p+1
— Z Z Dy ®; (g, t).Vo o (1) [®r, (w0, 1), -+, P, (uo, t)]

2<5,q<p 1<k;<p
ki4+kg>p—j+2

—Z Y Dug®;(ug, t).Vo,q(t)[2(uo, 1) V).

Jj=2q¢>p+1

One can check, with the same computations as those of Iooss and Lombardi (2010) in their
proof of their lemma 16, that combining our lemma 3.3 with (A;) = (A3) of lemma 3.5
and lemma 3.9, we get

p
c — In2
Z Z VL(I(')[(I)kl(uO?')v"' a(I)k’q(UOa')] < Ee (26K)b;

4=2 1+ +kg>p+1
1<k;<p

Hé

and that, if § < 5 then, by lemmas 3.3, 3.5 (with (4;) = (B)) and 3.9, we obtain

(2 )b7

_ _In2
choe 30K T |

Z ZDUO(I)j(UO’ ')'%7(](')[(1)161 <u07 ')’ T 7(I)kq (u()? )] <

2<5,9<p1<k;<p

Ht

P _ _In2
> Duy®;(uo, t).Vog()[@(uo, 1) V]| < 2Cey/my/mge 220507

Jj=2 qzp+1

HZ
and that, if § < m, then, using (A;) = (As) of lemma 3.5, we get
__In2
Z Vi.q()[@ (uo, t)(Q)} < ce (6K
q=p+1

Ht
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3.6 Step C : Upper bound for V!
To complete the proof of the theorem 2.7, it remains to show that (3.3) holds for the
choices we have done for p and ®. As said in part 3.1, we set
Viug,v1,t) = —R(ug,t)+ Vi(ug +v1 + ®(ug,1),t)
—Dyyy®(up, t).Vo(uo + v1 + ®(ug, t),1t)
—(ArL + 01)®(up, t).

Combining it with (3.6) and (3.7), we get
Vi(ug,v1,t) = Vi(ug +v1 + ®(ug, t),t) — Vi(ug + ®(ug,t),t)
—DuOCI)(uo,t) (VO(UO + v+ (I)(’LL(),t),t) — V()(U() + (I)(U(),t),t))
= ((Id — PQ)_ DuO(I)(U(), t).PQ) (V(Uo + v+ (I)(U(), t), t)— V(U() + (I)(UQ, t), t))

where P, stands for the projection of R™ on Ejy. We begin by showing an upper bound
for D,,,®.

Lemme 3.12 If 0 < 0 < 6o, and p = popt, then, for all F in HY(R/TZ, Ey), and all
lug| < 0, we have

| Dug®(ug, ). F()] e <27 moC ||, .

Proof. Let F be a function of H (R/TZ, Ey). Then, with the aid of lemmas 3.3 and 3.8,
we get

[Dug®(uo, )-F() e <D [Dug®y(uo,)-F()|

< Y IIDx®(X, ). FCO_ Juol ™
7j=2
p 1
< Cv/mog 125X ) NE )l Tuol™
j=2

Cv mOjSDjéj_1 ‘F|H£
2

p
Jj=

where, by lemma 3.9, we have

p p
Zj@j(sjfl < Z] ﬁmo(j!)ZJrlJrTqufl(sjfl
=2 =2

A
3)
()
=
DN
<.
L
=
=
+
3
S
=
(%)
\C‘A

2 {+1+T1v P
) Z(pf—i_l—i_ﬂ/K(;)j_l.

Jj=2

IA
Sie



Then, since p = pop: and § < dp, we have

1
1<p and ptUTVKS < 3
Hence,
p .
Zj(pjéjfl < /7m02€+7'1/;
=2
and finally,

| Dug®(ug, ). F ()] 0 < 277moC | F] .

Then, to compute an estimate for V!, it remains to find an upper bound for
’V(UQ + v+ (I)(UO, .), ) — V('LLO + <I>(u0, .), )‘H‘} .
We show the following

Lemme 3.13 There exists My such that for all |ug|,|vi| < do,
V(o + 01 + ®(uo, ), ) = V(o + ®(uo, ), )| e < M fon] (Juo] + [on] )

Proof. Since V belongs to A(Q, H (R/TZ,R™)), and since (4;) = (A3z) holds in lemma
3.5, then for all f, g in H/(R/TZ,R™)

VaOlf + 9, F+ 9 = VaOUf - fll

< WVeOlf +9.f +9. g =VeOUS f+9,- F 44l
o VOl f f gl = VaOLf - L fll

= WVaOlg, f+ g f+dll o + VaOlf 9, f + 9, F+9ll
+o A VO fr9, F 4 9ll e + VaOLU foe o gl

Cym\*? q—1
o (S lalye (11 +1al) "

Hence, with f(t) = ug + ®(ug,t) = ®(up,t) and g(t) = vy, we get, using lemma 3.10,

IN

|V (uop + v1 + ®(uo,.),.) — V(up + ®(uo,.), )‘He

+00
Cym\1? q—1
< S ae () ol (fo + 0un. e+ o)

< oo (S (ol v + ) o (S @0y + 1))

q=2 p

So, setting

i = e (Y Sy (O )

k=0 P
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in which the sum converges because of the value of §y chosen in (3.19), we get that for
[v1] < doy/mo,
[V (uo +v1 + P(uo, ), ) = V(uo + (uo, ), )|y < Mifvi (|U0\ + |Ul\>
holds. )
Thus finally, combining lemmas 3.12 and 3.13, and setting
Mo := (1 + || Pol| + 27 mo| Po|[) M1,

we obtain that the inequality (3.3) holds.

4 Proof of theorem 2.14

This part is entirely devoted to the proof of theorem 2.14. This proof begins by showing
technical lemmas, and then we follow the same strategy of proof as that of Iooss and
Lombardi (2005). Moreover, we use the same norms as those defined in part 3.2.

4.1 Notations, strategy of construction for ® and N

First, here also, we fix § and p and look for ® and N in P,(R™, H*(R/TZ,R™)) of the
form

O(X,t):= zpjcbn(X,t), N(X,t) = zp:/\/n(X,t),
n=2 n=2
with ®,, N, in H"(R™, H*(R/TZ,R™)) (space of homogeneous polynomials of degree p).
Then, one can check that the change of variables
u=y+ ®(y,t)

transforms our system (1.1) into (2.11) if and only if

(0¢+Br)®(X,t) + (Id+ Dx®(X,t))(N(X,t)+R(X,t)) = V(X+P(X, 1)) (4.1)
holds, where we have set :

BL®(X,t) := Dx®(X,t).LX — LO(X, ).

Since we look for ® and N in P,(R™, H'(R/TZ,R™)), and R of order more than p in w,
then equation (4.1) is equivalent to the following system

(O + BL)®(X, 1)+ N (X, ) =TL,(V(X + ®(X,1))-Dx®(X, ) N(X,1)),  (4.2)
(Id+Dx®(X, ) R(X, t)=(Id—IL,) (V (X +®(X, 1))~ Dx ®(X, t) N (X, 1)) (4.3)

where II,, stands for the projection on P,(R™, H (R/TZ,R™)). We begin by solving (4.2).
Then, (4.3) will be the definition of R if one shows that (Id + Dx®(X,t)) is inver-
tible (and it is; see section 4.3) . Here again, we project equation (4.2) on the spaces
H™(R™, H (R/TZ,R™)). Denoting by 7, this projection, we obtain

O+ BL)Dn(X, )+ N (X, 1) = m0n (V (X +0(X, 8)) — Dx ®(X, t). N (X, 1)). (4.4)
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Expanding the right hand side of (4.4) in power series, one can observe that, since
V(0,.)=0= D,V (0,.),

(because of (1.2)), this right hand side of (4.4) only depends on ®3,---,®,_1,
No, -+ N,—1 and X, t. Hence, (4.4) should enables us to construct the ®, and N, by
induction. We only miss the lemma proved in the following subsection to be completly
convinced.

4.2 Affine equation on H"(R", H (R/TZ,R™))

Lemme 4.1 Let F, be a polynomial in H™(R™, H(R/TZ,R™)). There exist ®, in
HMR™, HTYR/TZ,R™)) and N, in H*(R™, H (R/TZ,R™)) such that

(8t + BL)(I)n TLNn = Fna
with Ny, in Ker (—0y + Br+), and satisfying the estimates

AT

1@all < Con |,

with
1 T2 2
- 2
A = max |\l
1<j<m

Proof. Here again, the key idea is that, using Fourier theory, the affine equation
(O + BL)®y + Ny = Fy, (4.5)

in H™(R™, HY(R/TZ,R™)) is transformed into an infinity of affine equations in the spaces
H™(R™,R™), so that we can use results of Iooss and Lombardi (2005) for each of these
equations.

Step 1 : Spliting our problem in an infinity of subproblems.
Denote
u(X,t) = D da()X®, Nu(X,t):= D Na(t)X?,
la|=n la|=n
Fo(X,t) = Y falt)X

|la=n

We want all that functions to belong to H"(R™, H (R/TZ,R™)), with ¢ > 1, then neces-
sarily we can expand it in Fourier series

400
ou(X,t) = 3 dax =Y < 3 d,gc)eik%ft) x°

|a|=n la|=n *k=—o00
+00 +oo

- 3 (e )erit s 3 eloen
k=—00 " |al=n k=—00
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and, with the same notations

+oo
Na(Xot) = 30 NID()EHF,

k=—o00

Fu(X,t) = Y FWP(X)e*F,

Then, (4.5) holds if and only if
for all k € Z, (ik;Q% +B)d® (X) + N® = FB(X) (4.6)

hold.

Now we first solve, in ”Step 2”, the subproblem given by (4.6) when we fix
one k, and then we show in Steps 3 to 6 that we can sum on k the Fourier
series obtained.

Step 2 : Subproblems in H"(R™,R™), construction of a solution

Fix any k in Z. Define
Bi|y. : H'(R™R™) — H"(R™,R™)

B(X) s (ikQ%+BL)<I>(X). (4.7)

For a given £ (X) in H™(R™,R™), our aim is to find NP (X) and o) (X) such that
Bi oM (X) + N{F) = FF(X). (4.8)

Here unfortunately, B’Z‘Hn is not necessarily invertible. Hence, our strategy is to chose
NP (X) such that £ (X) — NP (X) belongs to Im B¥ qn» and then to take @%k)(X)
such that Bf@%k)(X) = F (X) — NP (X). So it is sufficient to chose a supplementary
space of Im B'Z!Hn in H"(R™,R™) : indeed, then (4.8) would simply be the spliting of
F,(Lk) (X)) on our decomposition of H™ (R, R™) in supplementary spaces. Making a choice of
supplementary space determines in fact the normal form characterization. Here, to obtain
the criteria (2.12) and the estimates given in the theorem, we make the following choice.

As done in Tooss and Lombardi (2005), we introduce a scalar product in H" (R, R™), and
then write

H™(R™,R™) = Im B¥ é(lm Bi|,.)"=Im Bj| 3 Ker (B,
) - L|yn L|yn - L|yn Llyn) »

nm Tpm k| & k L k x k *
H™"(R™,R™) = Ker Bf|, & (Ker B} |,,,)" = Ker B} |, & Im (Bf|,,,.)’

Thus, the map BIZ‘HW reads

Bf|,,. : Ker Bf| élm(B’f\ )* — Im B éKer(B’f\ )*
L|yn - L|yn L|yn L|yn Liyn/ >
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and we can define an invertible map BIE‘H”’ whose inverse is called the pseudo-inverse of
k
Bi |y

B} |, : Im (B}|,,)" — Im B}

H'n ) H’VL N

We denote by 7F the orthogonal projection on Ker (BE|H,L)*, and chose
NP(X) = mh(FP (X)), (4.9)
oP(X) = (B[,) 7" (- h)(ED)). (4.10)

So, let us chose an apropriate scalar product. We chose the same scalar product as that
introduced in 2.1 of Iooss and Lombardi (2005). Namely, for any pair of polynomials P
and P’, define

(P,P")y = P(dx)P'(X)|x=0. (4.11)

Moreover, the norm associated with this scalar product is |]2 . introduced in section 3.2.
Step 3 : Subproblems in H"(R™,R™), upper bounds

To sum the AP (X) and oM (X) defined in (4.9), (4.10) , we need to compute upper

bounds. Since 7F is an orthogonal projection, we have :

< |FP )

)

2.n

IN

(BL[5) ™"

|t

=)
2n 2.n

Moreover, lemma 2.5 of Iooss and Lombardi (2005) ensures that, since by hypothesis 2.13
L is diagonizable, then By |yn is so (our By, is their Ay), with eigenvalues :

{<a7)‘>_>\j71 <J Sm,aENm,kL’ :n} (412)
Hence, the operator Blz‘yn defined in (4.7) is diagonizable, with eigenvalues
., 2T . m
{<a,)\>+1k? — X, 1 <j<m,aeN"|a| =n}.

Then, using (2.9) of hypothesis 2.13, we get

1 T
o] < LG
H ) 1<j<m | < a, A > HEF — A vy
M aeN™ |a|=n
So we finally have the upper bounds :
Woeol < [ERe| (4.13)
2n 2n
(@5{0 oo < WERT) po (4.14)
2n Y 2n
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Step 4 : N,, and ®, are well-defined, N, € H"(R™, H (R/TZ,R™))

We now set

“+o00
— Z NT(Lk’)( 1k2'”t Zﬂ_ F(k 1k‘2%t’ (415)
k=—oc0 k=—00
= 7r ~ —1 11,27
B (X,1):=Y B (X)HF! —Z B ( (1d — k) (FR) (X))) ek Tt (4.16)
k=—00 =

and we want to prove that they satisfy all the properties required in lemma 4.1. We begin
by showing that they are well-defined, verifying that N, is in H™(R™, H'(R/TZ,R™)) and
®,, in H*(R™, H'(R/TZ,R™)), with the norms defined in section 3.2.

Using the upper bounds (4.13) and (4.14) computed in step 3, and the inequality 7 < ¢
assumed by hypothesis 2.13, we get :

+oco 9
VWX D2 = 7 (1 k) V)

k=—o00 2,n

—+00

$ s ay|mopof

k=—00 2,n

IN

= | Fu(X. D) < +oo;

|@(X. )2 0 = Ejb“

k=—00 k=—o00 v
n

> (1R n%mf

k——o0 2n

27 1o©

IN

27 100

LY R ER(X)|

v k=—o00

2

IN

2.n

n27’
12X o < Ly 1B < 4o (4.17)

Step 5 : ®, belongs to H"(R™, H"Y(R/TZ,R™))
Let us prove by induction that if 0 < j < £+ 1 then

| D (X, t)”n,Hj < Cnd T || Fu (X, Al (4.18)
where )

1 T2 e
— 2
Cj = max{l,;} (1 + o S5 (1 +4A )>

Inequality (4.17) ensures that (4.18) holds for j = 0. Asume that (4.18) holds for one j,
0<y<t
For all k in Z, since ®,, is defined by (4.16), we have

Biol) = (1d — my) FY;
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and hence
1k:— () (Id—7r) Fk) BL@()

Thus
+ o]

2.n

(1+ k2 ‘@55)

2 T\ 2
= = _ k) _ (k)
g (2W> ‘(Id TYER B ol

where the eigenvalues of By |yn» are given in (4.12). Then we get :

om  1<j<m
a€N™ |a|=n

Bre®| < max {l(aX) - nl|el

2n

< (n+1) max |\ ‘@ﬁ{“) =(n+1)A ‘@gf)
lsjsm 2,n 2,n
So
2 T\?
(1+k2)‘c1>5f> < <> (Fg"“) —|—(n+1)A‘ ) +‘<I> ol
2n 27 2n 2.n
T2
< 2 <> (F,@ + (n+1)%A2 \@jﬂ\ )+ ‘@g’@
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Finally, we have proved that
9l s < Cen™*T |,
holds. This shows in particular that ®,, is in H™(R™, H*Y(R/TZ,R™)).
Step 6 : N, is in Ker (-0, + Br+)
Since ¥ is the projection on Ker B ‘H" )*, then for all k in Z,
NW (X)) = 7k (F}P(X)) € Ker (Bf,,.)"; (4.19)
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where

2
(BY)" = —ik = + (Br)"
And the choice of scalar product (4.11) guarantees that
(BL)" = Br+

holds (see proof by Iooss and Adelmeyer (1992)). Then, for all k in Z, (4.19) ensures that
BN (X) = ik%ﬂj\/ﬁ) (X).

Finally, since A, is in H™(R™, HY(R/TZ,R™)) with £ > 1, we can sum on k, and we obtain

BN, (X, t) = N, (X, 1).

4.3 End of the proof (sketch)

Now, combining parts 4.1 and 4.2, we get that we constructed ® in P,(R™, H"(R/TZ, R™))
and NV in P,(R™, H(R/TZ,R™)), with N also in Ker (—0; + Br+), such that if one writes

D(X,t) = i@n(x, t), N(X,t):= iNn(X, t),
n=2

n=2

then the ®,, and N, satisfy
(0 + BL)®n (X, t) + Nou(X,t) = mp(V(X + ®(X, 1)) — Dx®(X, t).N(X,1));
and the estimates

NG (X0 < (VX + (X, ) — Dy ®(X, ) N (X D))
[@a(X. Dl < Con™ [[ma (VX + (X, 1)) — Dx®(X, )N (X, )] -

First, one can check that the fact that A belongs to Ker (—9; + Br+) guarantees that the
normal form criteria (2.12) holds.

Then it remains to show that the remainder R is well-defined by (4.3) and that the estimate
(2.13) holds. We follow the same strategy as in part 2.3 of Tooss and Lombardi (2005) :
our lemmas 3.5 and 3.8 replace their lemma 2.11, we then compute estimates for the
Up = HN”Hn and @, = ||<I>n||n, and we finally obtain a similar proof of well-definition and
upper bound for R with slightly different constants. Namely, one can check that this way
we get the following lemma instead of their last lemma 2.21.

Lemme 4.2 For all§ > 0, for p = pept(9), with ® and N constructed above, the remainder
R is well-defined by (4.3) and satisfies
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Chapitre 2

Orbites homoclines a plusieurs
boucles pres d’un point d’équilibre
A résonance 0%iw pour des systémes
Hamiltoniens

1 Introduction

1.1 Résonance 0%iw pour les champs de vecteurs Hamiltoniens

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des familles a un parametre de champs de vecteurs
Hamiltoniens analytiques réels a 2 degrés de liberté. Soit H. une famille de Hamiltoniens
analytiques, et Q une forme symplectique sur R?*; on étudie alors la famille de champs de

vecteurs
Vi, = QVH,.

On suppose que ces champs de vecteurs admettent un point d’équilibre placé a I'origine.
On étudie la dynamique du champs de vecteurs au voisinage de ce point d’équilibre.

On dit que le point d’équilibre 0 est non dégénéré si la partie linéaire en 0 du champ
de vecteur est inversible, ou encore de maniere équivalente si la partie quadratique du
Hamiltonien est non dégénérée. Pour les champs de vecteurs Hamiltoniens de R?,
on distingue trois types de points d’équilibre non dégénérés, selon le nombre de
valeurs propres imaginaires pures de la partie linéaire. On rappelle que comme le champ
de vecteurs est réel, les valeurs propres complexes de la partie linéaire sont nécessairement
conjuguées deux a deux, et que comme on est dans un cadre Hamiltonien, les valeurs
propres sont nécessairement des paires d’opposés. Il y a donc trois cas de figure possibles :
— si la partie linéaire a 4 valeurs propres imaginaires pures (deux paires de valeurs propres
conjuguées), on dit que le point d’équilibre est Elliptique ;
— ¢’il y a 2 valeurs propres imaginaires pures (conjuguées entre elles) et 2 valeurs propres
réelles opposées, on dit qu’on a un point d’équilibre de type Centre-Selle ;
— ¢’ll n’y a pas de valeurs propres imaginaires pures, le spectre du linéarisé est constitué
de deux paires de réels opposés, et on parle de point d’équilibre Hyperbolique.
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On va s’intéresser dans ce chapitre a une famille de Hamiltoniens H. pour laquelle le point
d’équilibre 0 passe pour € = 0 du type Elliptique (quand ¢ < 0, pour fixer les idées) au
type Centre-Selle (pour € > 0). En ¢ = 0, H, traverse donc ’ensemble des singularités
dégénérées pour lesquelles le spectre de la partie linéaire est constitué d’une paire de
valeurs propres imaginaires pures conjuguées et de 0 comme valeur propre double (voir
Figure 2.1). La situation générique dans cet ensemble est celle ou la valeur propre double 0
n’est pas semi-simple, i.e. le cas ou le noyau du linéarisé en 0 est de dimension exactement
un (et pas deux). Dans ce cas, on dit que la famille de champs de vecteurs V. a
une singularité 0%w en 0.

+i(wo + O(e))

L +i(wo + O(e))

| —i(wo + 0(8))

e<0 e>0

FIGURE 2.1 — Valeurs propres de D, V. (0) selon les valeurs de ¢ pour la résonance 0%iw.

Dans ce chapitre, on n’étudie la dynamique que pour la ”demi-bifurcation” ¢ > 0, i.e. on

étudie la dynamique au voisinage (en espace) d’un point fixe Centre-Selle au voisinage (en

le parametre ¢) d'une singularité 0%iw. Notre cadre de travail se situe alors & la confluence
entre deux séries de travaux antérieurs :

— des travaux concernant la dynamique des champs de vecteurs Hamiltoniens au voisinage
d’un point d’équilibre de type Centre-Selle (famille sans singularité), voir la partie 1.4
de cette introduction;

— les travaux sur la dynamique d’une famille de champs de vecteurs réversibles (c’est-a-
dire des champs V pour lesquels il existe une symétrie S telle que VoS = —SoV)
admettant un point fixe avec une singularité 0%iw, voir ci-dessous la partie 1.3.

1.2 Résonance 0%iw et hydrodynamique.

La résonance 0%iw apparait en mécanique des fluides, dans la théorie des vagues : on
s’intéresse au flot en dimension 3 d’un fluide parfait de densité constante soumis a la
gravité et a des forces de tension de surface, régi par les équations d’Euler. On cherche
ensuite des solutions particulieres sous la forme d’ondes progressives a 2 dimensions de
vitesse c.

Iooss et Kirchgéssner [33] (repris notamment dans [47] et [29]) ont montré que les équations
obtenues alors peuvent étre écrites sous la forme d’un systeme d’équations d’évolution
ayant une structure réversible et Hamiltonienne, et faisant intervenir deux parametres,
dépendant de ¢ et des propriétés physiques du fluide : le nombre de Bond b et le nombre
de Froude F'. L’étude du spectre central de I’équilibre 0 de ces équations d’évolution en
fonction des valeurs des parametres b et F' fait apparaitre plusieurs bifurcations (voir
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Figure 2.2), dont la résonance 0%iw quand b < % et F traverse ’axe F = 1.

F24

FIGURE 2.2 — Pour les ondes progressives de dimension 2 : valeurs propres du spectre
central selon les valeurs du nombre de Froude F' et du nombre de Bond b. Les points et
les croix représentent respectivement des valeurs propres simples et doubles.

Il est donc naturel de s’intéresser & la dynamique au voisinage d’une résonance 0%iw dans un
cadre réversible et /ou Hamiltonien. Et en particulier, on se pose la question de l’existence
d’ondes solitaires : pour le systeme dynamique, cela revient a se demander s’il existe
une orbite homocline a 0. Dans la suite, on se posera la question de I’existence d’orbites
homoclines a 0, et a défaut, on élargira nos recherches aux orbites homoclines a de petites
solutions périodiques (voir Figure 2.3).

F1GURE 2.3 — Orbite périodique et orbite homocline & une orbite périodique.

1.3 Résonance 0%w dans le cadre réversible

Des résultats ont été établis surtout pour la résonance réversible 0%tiw : clest la
résonance 0%iw réversible avec une hypothese supplémentaire sur laction de la symétrie
de réversibilité sur les vecteurs propres du linéarisé du champ de vecteurs. Le cas des
équations de la mécanique des fluides ci-dessus est un cas de résonances 0% tiw.

Cette résonance a été étudiée par Iooss et Kirchgéssner [33], puis en détails par Lom-
bardi [47] ainsi que par Iooss et Lombardi [35]. Les résultats obtenus concernent toujours
la ”demi-bifurcation” pour laquelle le point d’équilibre est de type Centre-Selle (¢ > 0
sur la Figure 2.1). Pour ¢ suffisamment proche de 0, le point d’équilibre Centre-Selle 0
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est entouré d’une famille d’orbites périodiques, et Lombardi [47] a démontré qu’il existe
des orbites homoclines a certaines des orbites périodiques proches de l'origine, mais pas
d’orbite homocline & 0. Plus précisément, il existe deux fonctions positives k;(g) > ka(e)
exponentiellement petites, ¢.e. de la forme

telles que

— les orbites périodiques de taille supérieure a x1(e) admettent une orbite homocline a
une boucle;

— les orbites périodiques de taille inférieure & ky(e) et l'origine n’admettent pas d’orbite
homocline a une seule boucle.

voisinage tubulaire
de l'orbite existante
T

Orbite homoclinea 0 Orbite homoclinea 0 Orbite homoclinea 0
existante a une boucle a deux boucles
pour un systéme perturbé pour un systeme perturbé

Pour ces résultats, la clé de ’approche est de mettre le systeme sous forme normale
jusqu’a un ordre fini n. Au voisinage de la résonance, la forme normale tronquée au degré n
admet une famille d’orbites périodiques, une orbite homocline a 0 et des orbites homoclines
a chacune des orbites périodiques. Il ne reste plus ensuite qu’a rajouter le reste et étudier
le systéme complet comme une perturbation de la forme normale tronquée. On s’inspire
de cette approche dans ce chapitre.

1.4 Orbites homoclines a un point centre-selle dans le cadre Hamiltonien

Dans le cadre Hamiltonien, des travaux ont été faits au voisinage d’'un point d’équilibre
Centre-Selle et sans se placer au voisinage dune singularité 0%iw. Le théoréme de
Lyapunov-Moser assure que dans ce cadre, comme dans le cadre réversible, le point
d’équilibre est entouré d’une famille d’orbites périodiques. Et ici aussi seule 'existence
d’orbites homoclines a des orbites périodiques est démontrée dans la majorité des résultats.
Beaucoup de résultats dans ce cadre concernent les conséquences de 1’existence d’une
orbite homocline & 0. Dans [22] et [23] par exemple, Grotta-Ragazzo étudie la stabi-
lité et le comportement au voisinage d’une orbite homocline a 0. Dans [9], les auteurs
partent de l’existence d’une orbite homocline a 0 pour un Hamiltonien, et en déduisent
des résultats pour une famille de Hamiltoniens voisins : ils n’en déduisent pas I'existence
d’orbites homoclines a 0, mais montrent ’existence d’orbites homoclines a toutes les or-
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bites périodiques voisines de 0 ; et obtiennent aussi des conséquences sur le comportement
chaotique des systemes Hamiltoniens pres de 'orbite homoclines a 0.

Malheureusement, l’existence d’orbites homoclines a 0 reste assez rare. Des résultats
d’existence d’orbites homoclines aux orbites périodiques voisines de 0 ont été
démontrés sans présumer 'existence d'une orbite homocline a 0, souvent sous des hy-
potheses permettant de ramener le Hamiltonien étudié & une perturbation d’un cas plus
simple pour lequel une orbite homocline & 0 explicite est connue (ce qui revient implici-
tement a faire le méme raisonnement que dans [9]). C’est le cas par exemple de [50], ou
les auteurs étudient un systeme Hamiltonien réversible polynomial de degré 3 en fonc-
tion des coefficients du polynome, et montrent ’existence d’orbites homoclines aux orbites
périodiques aussi proches de 0 que l'on veut (mais pas a 0) ainsi qu'un comportement
chaotique au voisinage des orbites homoclines. De maniere tres différente et dans un cadre
plus général que le notre (en dimension plus grande notamment), Bernard [8] montre que
sous ses hypotheses il peut se ramener au cas d’un systeme découplé, et montre I'existence
d’orbites homoclines & de petites orbites périodiques, mais a une distance de sécurité de 0
dont il calcule une estimation.

Les travaux utilisant ’existence d’une orbite homocline a 0 (par hypothese ou en se ra-
menant & une perturbation d’un systéme qui en admet une) utilisent pour la plupart une
méthode de perturbation introduite par Conley [13], méthode dont on s’inspire
dans ce chapitre. Il s’agit d’'une méthode semi-globale, dont une caractéristique notable
est de permettre la construction d’orbites homoclines ”a plusieurs boucles”, alors que
dans les travaux sur les systémes réversibles, I'approche ne tient compte que des orbites
homoclines a une boucle.

Application globale
perturbation
o
X
Y9 DY Yo Applicationlocale Y ¥

P

Pour une orbite périodique fixée P, on démontre l'existence d’'une orbite homocline a P
en prouvant l'intersection entre les variétés stable et instable a I'orbite périodique. L’idée
de Conley est d’introduire une premiere section de Poincaré »; proche de 0 transverse
a l'orbite homocline a 0, et d’étudier 'application de premier retour a la section. Le but
est alors de montrer que les variétés stable et instable a 'orbite périodique atteignent
cette section, puis qu’elles s’y intersectent soit lors de leur premiere intersection avec
>1, soit apres plusieurs tours par I’application de premier retour. Pour cela, on construit
I’application de premier retour a 3; comme la composition d’une application locale entre
231 et une section o voisine de 0 transverse a I’orbite homocline, et une application globale
entre Yo et Xp. Grace a une transformation canonique locale, on obtient localement un
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flot dont le comportement est celui du linéarisé, qui permet de définir I’application locale.
L’application globale se construit par perturbation de I’orbite homocline a 0 existante.
Pour conclure par cette stratégie, Bernard, Grotta Ragazzo et Salomao [9] ont eu I'idée de
rajouter une argument de confinement des itérations : ils ont montré dans leur cas par un
théoreme KAM l’existence d’un tore invariant qui confine les itérations de ’application de
premier retour dans un domaine borné. La conclusion vient naturellement ensuite par la
conservation de I’aire pour le flot Hamiltonien.

Ce raisonnement est détaillé, dans notre cadre, dans la partie 3.4.

1.5 Orbites homoclines a plusieurs boucles dans le cadre Hamiltonien.

Dans ce chapitre on s’intéresse a la dynamique d’une famille de systemes Hamiltoniens au
voisinage d’un point d’équilibre Centre-Selle, prés d’une singularité de type 0%iw. Sous cer-
taines hypotheses, on va démontrer qu’ici aussi il existe une famille d’orbites périodiques
entourant le point d’équilibre, puis que les orbites périodiques aussi proches de 1’équilibre
que l'on veut (& 'exclusion du point fixe lui-méme) admettent chacune une orbite homo-
cline, éventuellement a plusieurs boucles.

Ce résultat améliore celui trouvé dans le cadre réversible, puisqu’on ne trouve pas de taille
critique pour les orbites périodiques admettant des orbites homoclines. Dans le cadre des
résultats pour les systemes Hamiltoniens, il est a noter qu’on prouve 'existence d’orbites
homoclines pour ce cas de résonance 0%iw sans faire d’hypothese préalable d’existence
d’orbite homocline a 0.

Malheureusement, dans la démonstration on utilise une hypothese (I’hypothese (H6) dans
la partie 2 de ce chapitre) qui assure que la partie quadratique du Hamiltonien soit définie
positive pour I’équilibre Elliptique au voisinage de la résonance 0%iw. Or cette hypothese
n’est pas vérifiée dans le cadre hydrodynamique (décrit ci-dessus dans la partie 1.2 de
cette introduction) qui avait motivé les travaux sur la résonance 0%iw.

La démonstration s’inspire d’une part de la méthode basée sur les formes normales utilisée
dans les précédents travaux sur la résonance 0°Tiw, et d’autre part de la méthode décrite
ci-dessus initiée par Conley dans [13] utilisée dans les précédents travaux sur les équilibres
centre-selle Hamiltoniens. En effet, on commence par démontrer un théoreme de forme
normale (Théoreme 2.3 ci-dessous) qui préserve la structure Hamiltonienne. Lorsqu’on
tronque le reste de la forme normale dans le nouveau systéme Hamiltonien, on obtient un
systeme pour lequel il existe une orbite homocline & 0 explicite. On peut ensuite utiliser
une méthode du type de celle de Conley ([13], description ci-dessus) en voyant le systéme
Hamiltonien comme une perturbation de la forme normale.

L’équilibre centre-selle au voisinage de la résonance 0%iw admet une paire de valeurs propres
hyperboliques dont la partie réelle tend vers 0, et une paire de valeurs propres imaginaires
pures de taille 1 (voir Figure 2.1). Il y a donc coexistence de deux échelles, qui corres-
pondent pour la forme normale & des orbites homoclines de taille € couplées avec une
rotation a une fréquence d’ordre 1. C’est la compétition entre ces deux échelles qui fait
apparaitre les phénomenes exponentiellement petits étudiés dans le cas réversible par Lom-
bardi [47].

Le fait que 'orbite homocline varie complique ’approche perturbative : ¢’est pourquoi on
fait ensuite une changement d’échelle, en espace et en temps, qui permet de fixer la taille
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de l'orbite homocline du systeme tronqué a ’ordre 1 quand ¢ tend vers 0. Le probleme
est alors déplacé : on doit maintenant tenir compte du couplage de ’orbite homocline
avec une rotation rapide (en pratique : des termes en %) Ce qui impose des estimations
tres précises sur la taille des voisinages de validité des objets construits, et notamment de
rentrer dans les détails du changement de coordonnées local utilisé par Conley, démontré
par Moser [52], pour vérifier le role joué par les parametres (voir Annexe C).

La coexistence de ces deux échelles est donc a la fois ce qui fait marcher le raisonnement :
la théorie des formes normales étant une théorie locale, elle n’est applicable que parce que
les orbites homoclines sont de petite taille ; mais c’est aussi ce qui pose ensuite toutes les
difficultés techniques pour adapter les raisonnements utilisés dans les travaux précédents
sur les équilibres centre-selle Hamiltoniens.

Plan du chapitre.

Dans la partie 2 ci-dessous, on donne un énoncé précis des résultats démontrés dans ce
chapitre : le résultat d’existence d’orbites homoclines (Théoreme 2.2), ainsi que le théoréme
de forme normale (Théoreme 2.3) utilisé dans la démonstration. Dans la partie 3 se trouve
la démonstration du Théoreme 2.2, dont les parties plus techniques sont énoncées sous
forme de propositions démontrées dans les parties suivantes 4, 5, 6 et 7. La démonstration
du Théoréme 2.3 se trouve en Annexe A, les raffinements du résultat de Moser [52] en
Annexe C, avec en Annexe B des résultats techniques concernant la relation d’ordre <
utilisée dans I’Annexe C.
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2 Enoncé des principaux résultats

On se place dans R*, muni d’une forme symplectique €. On s’intéresse a une famille & un
parametre de Hamiltoniens H) définie pour A dans un intervalle I de R, et telle que pour
tout A, Hy est analytique.

On introduit 'espace normé de fonctions analytiques (A(B]Rm (0, p), R™), |||l A) :

Définition 2.1 On définit ’ensemble A(Bgrm (0, p),R™) des fonctions analytiques f de
Brm (0, p) dans R™ telles que f est prolongeable analytiquement de Bem (0, p) dans C™, et
ce prolongement est borné dans C™.

On définit alors la norme HHA sur A(Bgrm (0, p), R™) par

IfL, = sup  [If(2)llsn -

z€Bcm (pr)

On demande ici qu’il existe pg tel que H soit une application H : I — A(Bg4(0, po),R) C*
pour la norme HHA C’est-a-dire

H € CY(I, A(Bgr4(0, po), R)). (HO)

On s’intéresse au champ de vecteurs Hamiltonien associé Vg, := QVH,. On suppose que
pour tout A, ce champ de vecteurs admet le point fixe 0, i.e.

V,(0) =0 pour tout A € . (H1)

On suppose qu’en A = 0, le point fixe passe par une résonance 0%iw. C’est-a-dire qu’il
existe une base (ug, u1,us,u_) de R* dans laquelle

01 0 0
00 0 0

DV =10 ¢ iy 0 (H2)
00 0 —iw

On fait de plus une hypothese sur Dy(D,V,(0)), qui caractérise le comportement du
spectre de D, Vg, (0) au voisinage de A = 0. Notons (ug,uj,u’,u’) la base duale de
(ug, u1,us,u_). On suppose alors que

C10 :—= <u>{, l)g%’)\‘/vﬂA (0).U0> 7& 0. (H3)

Cette hypothese nous assure que le spectre de D, Vg, (0) est bien tel que dessiné sur la
Figure 2.4 : on n’est pas dans le cas dégénéré ou la valeur propre double 0 reste a 0 pour
A #£ 0. On a ainsi pour c1pA < 0 un point fixe Elliptique et pour c1gA > 0 un point fixe de
type Centre-Selle.

On fait par ailleurs une hypothése sur la partie quadratique D2 Vi, (0).[z,z] du
champ de vecteurs en A = 0. On suppose que

a0 = —é (4, D2, Vg (0)-[ug, o)) # 0. (H4)
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L +iw(N)

— )\01()\) /\61 ()\)
L, —iw(A)

cioA < 0

cioA >0

FIGURE 2.4 — Valeurs propres de D, Vi, (0) selon les valeurs de A

Cette hypothese permet de s’assurer que en un certain sens la partie quadratique du champ
de vecteurs est non dégénérée : cog apparaitra dans la forme normale, ol il sera le coefficient
de 'unique terme quadratique non éliminé. Grace a ce terme on pourra montrer I’existence
d’orbites homoclines pour la forme normale, le champ de vecteurs linéarisé n’admettant
pas d’orbite homocline.

Ensuite, comme on s’intéresse a ’existence d’orbites homoclines, on ne va étudier que la
”demi-bifurcation” correspondant a

610)\ Z 0, (H5)

car alors on travaille au voisinage d’un point fixe de type Centre-Selle.
Enfin, on suppose que
wo > 0, (H6)

ce qui revient a considérer que pour A < 0 petit, la partie quadratique du Hamiltonien est
une forme quadratique définie.

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses (H1),...,(H6), il existe \g > 0, Cyp > 0 et {p € N
tels que pour tout X < g,

(1) Uorigine est entouré par une famille d’orbites périodiques Py, paramétrées par leur
aire symplectique a € [0, ag).

(ii) pour a €]0, CoA®0[, Uorbite périodique P{ admet une orbite homocline.

La démonstration de ce théoreme est en partie basée sur I’étude de la dynamique des
formes normales associées a ces champs de vecteurs. Pour cela nous établissons dans ce

chapitre le théoréeme général de forme normale suivant, dont la démonstration est dans
I’Annexe A.

Théoréme 2.3 (Théoréme de forme normale) On considére R*™ muni de la forme
symplectique €, donnée par

Un(2,9) = (o) o Iy = ( _‘}m 16" > (2.1)

Soit Uy un ouvert d’un espace de Banach A, tel que 0 € Uy et soit Hy une C-famille
a 1 paramétre N € Uy de Hamiltoniens C* (resp. analytiques et dans A(Bga(0,p),R))
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tels que DyHx(0) = 0. On note Hap(z) = D2, Hx(0).[x, 2] la partie quadratique de
Hy et Lo la partie linéaire a l'origine du champ de vecteurs Hamiltonien associé, i.e.

L()(L‘ = vamHQ,O ((E) .

Alors, pour tous n et k tels que k — 1 > n > 3 (resp. pour tout n > 3), il existe
une C'-famille a 1 paramétre On ) de transformations canoniques analytiques dans un
A (Brs(0, '), R), proches de lidentité, définie dans un voisinage de 0 dans A, telle que
prés de Uorigine dans R®™ on ait

HAT) = Hr(dnp(F)) = Hoo(F) + N (@) + R (@)

ot Nnj)\ est un polynome réel de degré < n, et ﬁn)\ est de régularité C* (resp. analytique
dans un A (Bga(0,p'),R)) par rapport a T, et

Noa@) = ONZP +12P),  Naua(e™F) = Nya(Z) pour tout t € R,
Rox(@) = O(7"+).

De plus, les coefficients de /Tfn,)\ sont des fonctions C' de \.
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3 Structure de la démonstration du Théoréme 2.2

3.1 Normalisation et changement d’échelle, étude des formes normales
de degré 3 et n

On commence par opérer une normalisation du Hamiltonien, suivie d’'un changement
d’échelle. Puis on tronque le systéme normalisé obtenu, et on trace le portrait de phase
du systeme tronqué, pour se faire une premiere idée.

3.1.a Normalisation et changement d’échelle

On commence par appliquer & notre cas un théoreme général de forme normale (le théoréme
2.3). Il permet, par un changement de coordonnées ((7) dans la Proposition 3.1 ci-dessous)
préservant la structure symplectique, de simplifier la partie polynomiale du Hamiltonien
jusqu’a un degré fixé arbitraire. La nouvelle forme obtenue pour le Hamiltonien nous
incite ensuite a faire un changement d’échelle ((4i7) dans la proposition 3.1 ci-dessous), qui
permet de ramener les orbites homoclines du systéme tronqué a des orbites dont la taille
est d’ordre 1 en le parametre : cela permettra dans la suite de faciliter une approche par
perturbations au voisinage de ’orbite homocline du systéme tronqué.

Proposition 3.1 Sous les hypothéses (HO), --,(H6), pour tout n > 3, il existe e1 > 0,
p1 >0 et

(i) une C* famille a 1 parametre de transformations canoniques analytiques sur B(0, p1),
X =A@ =T+ O0(T),  duxr € ABgi(0,p1),RY);

(i) un changement de paramétre Ct, X = () d’inverse e* = cio\ + o()\) défini pour
€ €] —e1,¢e1],

(iii) un changement d’échelle en temps et en espace T = o-(z), t = % t;

tels que au voisinage de Uorigine, pour tout € €] — g9, 0[U]0, go[, on ait un nouveau Hamil-

tonien H_(x) := 8021(5)2 Hy (1) (¢ 0(c4) (0c(2))) de la forme

1 wl(e _
H.(z) =3 (Qf - gf) +2v2(q)* + 252_2)12 +e’N, (g, L,) + "R, (z);

ol
2=(0,:00y0):  L=a+p;
et
~ w et cy sont des fonctions Ct en e €] — g, 0| telles que w(e) = wo + O(c*) et ca(e) =
20 + O(e*) avec cog # 0 ;
~ la forme normale N, . est un polynome réel de degré inférieur a m par rapport a
(4,:9,:p,) tel que

£

N, o4, 15) = O (Ja,|Ls| + €2(1a, 2 + |L,1)?)
et les coefficients de ce polynéme sont C1 en e €] — g9, €0 ;
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~ le reste R,, :] — c0,€0] — A(Bra(0,p1);R) : ¢ = R,, . est une famille a 1 parameétre C!

Zin.e

de Hamiltoniens analytiques tels que R, _(z) = O(|z|"*1).

La démonstration de cette proposition est donnée dans la partie 4. Dans la suite, on
travaille alors sur le systéeme Hamiltonien associé a H..
3.1.b Portrait de phase pour la forme normale de degré 3

Etudions tout d’abord le systeme associé au Hamiltonien tronqué au degré 3,

1 w(e)
Hy o) =5 (- F) +2v2 ¢+ 55 I

ou [y = gg + £§~ Le systeme différentiel associé s’écrit

4, () P

pt) = ¢ -6v2¢
Qéw = % b,
Blz(t) = _L;(; dy

Pour ce systeme, on observe que les variables (gl,gl) d’une part et (ng ]32) d’autre part
sont découplées. Pour le systéme vérifié par (g2, Bz)’ les solutions s’écrivent explicitement

4\ _ Ruo 4,(0) 7 ol Ry = [ 6 —sind .
D, 22t \ Dy (0) sinf cosf
Donc en particulier I, est constant, et on a les orbites périodiques Fj pour I, =a et

(g1721) - (070)‘
On peut ensuite tracer le portrait de phase pour les variables (gl, Ql) en étudiant les
niveaux d’énergie constante, qui s’écrivent alors

Lo o 3
5(71—g1>+2\f2g1:a

o le:l:\/g%—él\/igi’—i—a.

Si on trace ces niveaux pour les différentes valeurs de «, on obtient le portrait de phase
dessiné dans la Figure 2.5 avec en particulier une orbite homocline & F§ quand « = 0,
dont ’expression explicite est

1
(ql(t)> _ | tHcosh(®) avee ¢ — 1 .
p,(t) — sinh(t) ’ 2,2

(1 4 cosh(t))?
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FIGURE 2.5 — Portrait de phase pour forme normale tronquée de degré 3.

3.1.c Portrait de phase pour la forme normale de degré n
Etudions ensuite le systeme associé au Hamiltonien tronqué au degré n,

1 w(e)
H,.(z) = 5 (zgf — gf) +2V2(q))* + 5 5 Lo + €N,y (g, L),

dont le systeme différentiel associé est

((¢\(t) = p, +e*NN, (q¢,+p,, ¢ +D3)
pi(t) = q,—6v2¢*— 20N, (q,+p,, 4> + D)
40 = S 2N, (a0, + D),
() = _Q;S)% — 20N (g, 4,565+ P3) 4y
On obtient a nouveau un systeme partiellement découplé : le long des trajectoires, on a
dl
d;f =0.

Et le sous-systeme vérifié par les variables (gl, ]31) n’est relié a (QQ, Bg) que par la
dépendance en I,. On peut alors résoudre ce systéme, qui est Hamiltonien (& 1 degré
de liberté) avec le parametre spectateur I,. On trace le portrait de phase & I, = I, fixé,
grace aux niveaux d’énergie constante :

1
2 (=) + 2V} + 2N, 0, 1) = 0

= Bl - i\/g% B 4\/§Q§) - €2Mn7a(g17l2) + a. (31)

Par I'étude des fonctions ¢, — gf — 4\/§g:1)’ — 52ﬂn’€(gl,l2) + a, on peut montrer que le
portrait de phase dans ce cas est une déformation du précédent : la déformation étant
différente selon la valeur de I,. On ne le fait pas ici, car cela ne sert pas expressément
dans la démonstration, a part a donner I'intuition de ce qu’il se passe.
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3.1.d Heuristique de la stratégie qu’on va suivre

On wvoit donc que a tout ordre n, lorsqu’on tronque la forme normale, on a une orbite
homocline a0 et a chacune des orbites périodiques de la famille entourant 0. On voit de plus
que lorsqu’on dévie un peu de ces orbites homoclines vers ”intérieur”, on tombe sur des
trajectoires périodiques en (gl,gl). Notre idée est alors de montrer que lorsqu’on considére
le systeme complet, la seule chose qui puisse arriver pour une connection homocline d une
orbite périodique P® est de dévier un peu vers lintérieur, de ”suivre” une orbite périodique
en (gl,gl), éventuellement de faire plusieurs tours puis de rejoindre P*. Ce sera ainsi une
orbite homocline a P* qui fera plusieurs boucles.

Pour capter cette idée de ”faire plusieurs tours”, il est alors naturel d’introduire une
section de Poincaré appropriée coupant les connections homoclines et de s’intéresser aux
itérations successives de lapplication de premier retour a cette section. C’est l'objet de la
suite de la démonstration.

3.1.e Dernier changement de coordonnées, troncature, nouvelle notation

A partir de maintenant il va étre plus agréable de travailler dans les nouvelles coor-
données (q1,p1,q2,p2), qu'on obtient par le changement de coordonnées linéaire cano-
nique suivant, qui a 'avantage de mettre la partie linéaire en 0 du systeme Hamiltonien
sous forme de Jordan :
G)-m )G =G) G)-C)
p V2 \-1 1) \m p1 p P2
Dans ces nouvelles coordonnées, le Hamiltonien s’écrit
_ 5 w(e) 2 4n—8
qip1 + (g1 +p1)° + 5 Iy +e"Np(q1 + p1, I2,€) + ™" Ry(w, €),

ou on a

~ Iy =¢q5+p3 ;

— w fonctions C! en ¢ €] — o, go[ telle que w(e) = wy + O(e?);

— la forme normale N,, est un polynéme réel de degré inférieur a n par rapport a
(q1,P1, g2, p2) tel que

No(qi+p1, Iz, €) = O (|qi+p1|| 12| + €2 (|qr+p1 > + | L5])?)

et les coefficients de ce polynéme sont C! en € €] — g, €0/ ;
— le reste Ry, ;] — €0, 0] — A(Bga(0, p1);R) : € = R,, est une famille & 1 parametre C' de
Hamiltoniens analytiques tels que R, (z,¢) = O(|z|"*1).
On tronque ensuite ce Hamiltonien pour se ramener a 1’étude d’un flot borné. Soit
Ty, une application C>° de R dans R telle que

1 pour r € [~1p3, 13

7;)0(7“) =
0 pour |r| > p3.
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On choisit pg tel que orbite homocline obtenue ci-dessus pour le systéme tronqué soit
strictement incluse dans B(0, po). Puis on s’intéresse au Hamiltonien suivant :

H(2,2) 1= Too(a) Too ) T 63 + )~ aapr a4 + 5

+52Nn((I1+P1, I25 €)+54n_87?'n(x5 8)) )

I

qui dans la boule B(0, o) est bien le Hamiltonien obtenu ci-dessus

H(z,e) = —qip1 + (1 +p1)® + b;(;)]g + 2Ny (g1 + p1, Iz, €) + B8R, (2, €).

L’utilité de cette troncature est

— de travailler sur un flot borné, qui ne sort pas de la boule B(0, pp) : utile pour obtenir
des majorations uniformes,

— al’aide de ces majorations on trouvera en fait que pour € assez petit les solutions restent
dans la boule 5(0, % po) = ce seront donc aussi des solutions du systeme Hamiltonien non
tronqué qu’on étudie.

Dans la suite, on écrira toujours le Hamiltonien sans la fonction de troncature car on

travaillera en pratique dans B(0, %po).

On introduit de plus la nouvelle paramétrisation du Hamiltonien, ¢ = (¢, v, u1)
de telle maniere qu’on ait
w(e)

H(z,e) = —qip1 + (@1 + ;) + Tez‘[Q + UNu(q1 + p1, o, €) + ™Ry (z,2).  (3.2)

Cette paramétrisation a avantage de faire apparaitre

— pour ¢ = (g,0,0) la forme normale de degré 3 étudiée ci-dessus dans la partie 3.1.b;
— pour € = (g,£2,0) la forme normale de degré n étudiée ci-dessus dans la partie 3.1.c;
— pour € = (g,e2, 4 8= (No+2)) ]e systéme complet.

L’éloignement entre le systeme complet et les formes tronquées des parties 3.1.b et 3.1.c
sera alors mesuré par la régularité des objets qu’on étudiera par rapport aux parametre

(v, ). On choisira Ny, ainsi que n (qui sera fixé, donc), plus loin dans la démonstration.

3.2 Construction de ’application de premier retour a la section

On introduit la section

El = {(QLPL‘]%}DQ) € R4/Q1 = 51}7

ol 47 est fixé "petit” : on aura plusieurs conditions de petitesse de d; dans la suite, mais

aucune n’est liée a la taille de €.

Pour la construction du premier retour W, a la section X1, on va s’y prendre en deux

étapes :

— Application globale. On utilise 'existence de 1'orbite homocline & 0 pour la forme
normale de degré 3 et, par déformation, on essaye de montrer qu’on a un retour a la
section pour a et v petits. Il faut pour cela s’assurer que le € du terme en % ne vient pas

décompenser la petite taille de v. On va voir que ce raisonnement n’est malheureusement

possible que lorsqu’on travaille au voisinage d’un morceau de 1’orbite homocline qui est
parcouru en un temps fini : on va donc faire ce raisonnement, dans la partie 3.2.b, pour

un trajet allant d’une deuxiéme section >y a la section ¥; (voir Figure 2.7).
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— Application locale. On va choisir s et ¥y proches de l'origine, car c’est pres de 0
que le temps de parcours de l'orbite homocline par le flot est infini. On complétera le
retour a la section i en construisant une application locale de Y1 & Xs. Pour cela,
on fabrique dans la partie 3.2.a un changement de coordonnées local F. au voisinage de
0 qui linéarise le flot pour tout g, et permet donc de montrer que les solutions issues de
Y1 vont bien taper dans ¥y (voir Figure 2.8).

On commence par construire le changement de coordonnées local F. dans la partie 3.2.a,

puis on définira 9 en fonction du domaine de définition de F;. On construira I’application

globale dans la partie 3.2.b, puis I’application de premier retour complete dans la partie

3.2.c.

3.2.a Construction d’un changement de coordonnées local F,

Le changement de coordonnées canonique local F. construit dans la Proposition 3.2 ci-
dessous transforme au voisinage de 0 le systeme Hamiltonien en un systeme intégrable,
dont on va montrer que le comportement est celui d’un systeme linéaire. Dans les nouvelles
coordonnées, les orbites périodiques et leurs variétés stable et instable auront de plus une
expression simple indépendante de €, ce qui permettra dans les coordonnées originales de
donner une expression explicite de ces objets a 1’aide de F.. On montre dans la Proposition
3.2 ci-dessous une estimation de la variation de F; en fonction de g, ce qui nous donnera des
indications sur les positions des orbites périodiques et de leurs variétés stable et instable
en fonction de la valeur de €.

Proposition 3.2 Il eziste ¢¢, pf, < %po et une famille de changements de coordonnées
Canoniques
]:é(gla mn, 527 772) = (@1,;7 ,¢1,§7 P2.e5 1/)272) (517 m, 523 772)a
définie pour |g| < g telle que le Hamiltonien dans les nouvelles coordonnées (&1,m1,&2,12)
s’écrive
w(e)
H (F((&1,m, &2,72)), ) = Ke(éim, & 4n3) = —5101+T§(§§+n§)+0(\(€1n1,€§+n§)|2),
(3.3)
et vérifiant de plus
— pour tout g, Fr, F-1 € A(Bga(0, py),R*) ;

— pour tout £, Fe(&1,m1,€2,m2) = (&1,m1, &2, m2) + O((E1,m1, E2.m2) ) 5
= Fle,0,0) = Fo est une fonction indépendante de €, et est de la forme

Fo(€1,m1,82,m2) = (1,0(&1,m), ¥1,0(61,m1), &2, m2) 5

— il existe My tel que
|Fe = Foll < Move | F7 = F M, < Mow.
Tous les O correspondant a des majorations indépendantes de €.

Cette proposition est énoncée plus en détail et démontrée dans I’Annexe C (Proposition
C.1). L’expression du Hamiltonien dans les nouvelles coordonnées, K. (&1m1,£3 + n3), per-
met alors de dessiner entierement le portrait de phase. En effet, on vérifie qu’on a alors le
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long des trajectoires des solutions du systeme Hamiltonien associé

d(&m)

e 0,

(&5 +13)
dt

=0.

Les solutions sont donc dans les niveaux {(&1,m1, &2, 1m2)/&1m = C1, 5% + 17% = (C3}. De plus

on a df
= O Em. & + ) - &,

Or, comme le O dans (3.3) est indépendant de ¢,

Kelem G +) - (-em+ 5@ +B)| < Millem. G +DP. ()

Donc, quitte & réduire le diametre pf, de la boule (de maniere indépendante de ),

d
% <0 si& >0,

d
% >0 si& <0

Ainsi, la dynamique dans les coordonnées locales (£1,7m1,&2,72) est telle que représentée
dans le portrait de phase de la Figure 2.6.

NGE I

Po
7 B E——
. ——

Y

FIGURE 2.6 — Portrait de phase dans les coordonnées locales (£1,11,&2,72).

3.2.b Définition d’une deuxiéme section Y5 et application globale de ¥ dans
1

On définit 3o par son image dans les coordonnées (&1,m1,&2,12),

Yo 1= ‘FQ ({(6177717527772) € BR4(07p6)/771 = 51}) :
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On montre alors par une méthode de perturbation au voisinage de ’orbite homocline a 0
pour la forme normale de degré 3 'existence d’'une application de Poincaré Wy suivant le
flot de g a 3. En notant ¢(¢,z,¢) le flot associé au Hamiltonien H(-,¢), on démontre
précisément la proposition suivante, qui contient de plus 'estimation (3.5) sur Us qui sera
utile plus loin :

Proposition 3.3 Pour &1 assez petit, il existe T~ (61) < T (61) et & (1) tels que pour
tout (§1,m1,&2,72) dans

£ {(fl,m,az,m)/m < 6o(0),\[B+ B < 51} ,

i eaiste un unique Tp((€r,m1, E,1m2).€) € [T=(51), T+(81)] vérifiant
¢(TL((€177717527772)7§)7]:§((§177717€25n?))vé) S El m8(0761)

De plus, en notant

Uo((q1,p1,q2,p2),6) = S(To(F ((q1,p1,92:92)):€). (1, D1, 42, P2), €)

= (W40, > Yau,)((q1,P1, 42, P2), €),

il existe M tel que

|94, ((q1, P1, G2, P2), €)*+ P2, ((q1, D1, G2, P2), €) 2 — (@5 +p3)| < pve™OMTT(61,61). (3.5)

(O ensembles de départ et darrivée de Uy

vag+i 1
FA ()
]:gl(EQ)
&1
v,

m

FI1GURE 2.7 — Application de retour globale ¥s.

La démonstration complete de cette proposition se trouve dans la partie 5.4.
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3.2.c Existence du premier retour a >,

Connaissant la dynamique au voisinage de 0 grace au portrait de phase en coordonnées
(&1,m1,&2,m2) de la Figure 2.6, on voit que 'existence d’une application de Poincaré de ¥;
dans Y9 ne dépend que du signe de 7, en coordonnées (£1,m1,&2,12). Ce qui correspond
en coordonnées (qi1,p1,q2,p2) & étre ”du bon c6té” de la variété centre-stable a 0, qui en
coordonnées (£1,11,&2,72) est Uhyperplan {n; = 0} (voir Figure 2.8).

D zoneou Y est défini

V& 1 Fl(zy) Va3 + 3

X

FH (%)

q1

m
FIGURE 2.8 — Position du domaine de définition du premier retour par rapport a We(0).

On démontre alors précisément la proposition

Proposition 3.4 On peut définir un premier retour

Ui NF <{(51,7717§2,772)/0 <m < &(61),1/& +m5 < 51}) x| — €0, e0[*— 1.

Un énoncé plus détaillé de cette proposition est donné par la Proposition 5.3 qui est
énoncée et démontrée dans la partie 5.4.

3.3 Construction d’une courbe invariante pour application de premier
retour par un théoreme KAM

A partir d’ici, on n’a plus besoin de distinguer v de e, on travaille donc avec

e=(e,v,p) = (5,6% ).

Dans cette partie, on va fixer une orbite périodique P au voisinage de 0, et travailler
entierement dans le niveau d’énergie de P. Le but étant de construire une connection
homocline & P, on étudie la variété instable Wi(P) avec pour objectif de montrer qu’elle
intersecte la variété stable W#(P). Comme annoncé dans la stratégie décrite en 3.1.d, on
va montrer que W(P) intersecte une premiere fois X1, puis revient & 31 par I'application
V. Dans cette partie, on va montrer que la restriction de ¥ au niveau d’énergie de P peut
étre vue comme un difféomorphisme d’'un anneau de R%. On va ensuite construire une
courbe invariante par ce difféomorphisme grace & un théoréme KAM. Dans la partie 3.4,
on montrera alors que les itérations successives de ¥ appliquées & W(P) restent toutes
bornées a l'intérieur de cette courbe invariante, ce qui nous permettra d’en déduire que
W(P) intersecte nécessairement W?*(P).
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3.3.a Introduction de V¢, écriture comme difféomorphisme d’un anneau de
RQ

Grace au changement de coordonnées canonique F. de la Proposition 3.2, on a ’existence
et la paramétrisation précise des orbites périodiques au voisinage de 0. En effet, dans les
coordonnées (£1,11,&2,7m2) on a la famille d’orbites périodiques

{(0,0,&,m2) /& + 3 = a},

paramétrées par leur aire symplectique a. On définit alors

Pe = F. ({(0,0,&2,m2)/65 + 3 = a}) . (3.6)

En particulier, comme F; est canonique, P est aussi d’aire symplectique a.
On s’intéresse alors au niveau d’énergie

{H =H(P")} ={(q1,p1,92,p2)/H((q1,p1,q2,p2),€) = H(P,£)}

et a son intersection avec 1. Dans la Proposition 3.5 énoncée ci-dessous, on montre tout
d’abord que cette intersection est localement difféomorphe & un disque de R? dans un
voisinage de (01,0,0,0) sur 37 (c’est le (i) de la proposition). Comme ¥ n’est défini que
si on est ”du bon c¢6té” (cf Figure 2.8) de la variété centre-stable W(0), on étudie de plus &
quoi correspond ”étre du bon c6té”, une fois identifié le niveau d’énergie & un disque de R? :
on montre que cela correspond a étre a 'extérieur de la courbe définie par I'intersection de
We(0) avec le niveau d’énergie (c’est (3.7) du (i7) dans la proposition). Enfin, on montre
qu’en restreignant suffisamment ’ensemble de départ de ¥, I’ensemble d’arrivée se trouve
dans la zone ou le niveau d’énergie est difféomorphe a un disque (c’est le (iii) dans la
Proposition 3.5) : ainsi on pourra bien considérer ¥* comme un difféomorphisme d’un
disque de R? ((iv) dans la proposition).

RS 21

~ e

{H = H(P")}

q1

p1

FIGURE 2.9 — Intersection du niveaux d’énergie {H = H(P®)} avec la section ;.

Proposition 3.5 (i) Pour §; assez petit, il existe une application Py’ telle que

W (0) NN B(0,61) = {(q1,p1,q2,p2) /01 = 01, p1 = P (q2,p2) } -
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P11 on est dans 21

|
2 (g2.0,720)

— AT ;

Prlgetio) g

FIGURE 2.10 — Dans X;, positions relatives du niveau {H = H(P®)} et de la variété
centre-stable W (0).

De plus, p§°, vérifie dans B(0, 61)

Fo (01,01, 42, p2) € {m > 0} & p1 > pf. (g, p2)-

(ii) Il existe co tel que pour 81 assez petit et a < codic?, il existe une application p{{ telle
que

1
{H=H(P")} N1 N B(0,61) N {(q1,p1,92,p2) /12 < 50‘)05%52}
1
= {(QI7p1>QQ7p2)/QI = 01,p=pi (g2, p2, @), Ir < 2wo5f62}

(voir Figure 2.9). De plus,

(q2,p2) a Uextérieur de

et = ({0 p2) /ol (2o 2. 0) = pfes(gop)} 1)

pi (a2 p2,a) > pf. (g2, p2) &

(voir Figure 2.10).
(iii) Pour c assez petit, I’ensemble
510 {(q1,p1, 62, 02)/0 < p1 — P§% (g2, p2) < Py(61), 43 + p3 < cdie’}

est inclus dans l’ensemble de définition de W et son image par W est incluse dans
l’ensemble

211 B(0,61) N {(q1,p1,q2,p2)/I> < wodie?}.

(iv) Pour a < wod?e?, la restriction ¥* de ¥ au niveau d’énergie {H = H(P®)} peut étre
vue comme un difféomorphisme

e {(q2,p2)/@5+p3 < c02€%, (qo, p2) & Uextérieur de Cet — {(q2,p2), G+ps < wodie?}

(voir Figure 2.11).
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FIGURE 2.11 — Domaines de départ et d’arrivée de V.

3.3.b Existence d’une courbe invariante par vérification des hypothéses d’un
théoreme KAM

On démontre maintenant I’existence de courbes invariantes pour les difféomorphismes W¢.
Cela est possible pour un bon choix des parameétres laissés libres ci-dessus. On choisit
dans cette partie 'ordre n auquel on applique le théoréme de forme normale, ainsi que la
puissance Ny de £ dans le Hamiltonien exprimé dans les 3 parametres € = (e, v, u) (voir
(3.2) ci-dessus), et on va aussi choisir une valeur de p en fonction de €. C’est donc ici que
I’écriture sous forme normale joue pleinement son réle. On montre précisément :

Proposition 3.6 I existe £y et il existe gg, c1 et co tels que pour
e < &0, a < 3ot
n>2(ly +2), Ny > 44y + 5, p < gttott

a
(e,62,e4b0t)

{(g2,p2)/I2 € [c167€, c207£°]}.

Uapplication V¢ := ¥ admet une courbe invariante T¢ dans 'anneau de R?

Démonstration : le reste de cette partie est consacré a la démonstration de cette pro-
position. Pour cela on utilise le théoreme KAM suivant, démontré dans 'article de Moser
[51].

Théoréme 3.7 (Théoreme KAM) Soit

O :R/27Z X [a,b] — R/27Z xR
(¢.p) = (q+alp)+ Fla,p),p+Glg,p))

On suppose que
— ® est une application exacte,
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— 1l existe mg > 0 tel que pour tout p,

1 do
— <

—— ?p(p) < my. (3.8)

Alors il existe £y € N et do(mg) > 0 tels que si on a
| Fleo + 1Gleo < So(mo),

= ety + [Flety + |Gleee < mo,

alors ® admet une courbe invariante

{(g,p) = (d + f(d),po+9(d)).d € R/27Z}, (3.9)

ou f, g sont C'.

On peut s’apercevoir que, dans la démonstration de ce théoréme dans [51], 'hypothese
(3.8) peut étre remplacée par ’hypotheése suivante, qu’on va utiliser ici :

g < S (p) <~ (3.10)
p
L’idée est d’appliquer ce théoreme avec

Ve 2 (a,0) = (9+a2(p), ),
U2t (@0) = (g+al(p) + F2(q,p),p + G2, p))-

Les ¥? sont définis sur des disques, sur lesquels on ne peut donc pas passer en coordonnées
polaires, et si on se contente d’enlever Porigine, les hypotheses du théoréme ne sont pas
vérifiées, car dans la composante angulaire apparaissent des divisions par la norme de
U@, r). Il faut donc choisir un anneau approprié, pas trop petit pour que les divisions
dans la composante angulaire ne soient pas trop grandes, et pas trop grand non plus pour
que les majorations obtenues par accroissements finis restent petites. Méme avec un bon
choix, le théoreme ne s’applique pas encore directement tel quel, il nous faut d’abord faire
un changement de coordonnées dans les U¢. On démontrera dans la partie 7 qu’avec un
changement de coordonnées approprié, 'application dans les nouvelles coordonnées notée
‘ifg satisfait les hypotheses du théoreme, précisément (voir Figure 2.12) :

Proposition 3.8 Il existe cg,c1,co et mg > 0 tels que pour € assez petit, pour tout a €
[0, cod2<?] et pour tout k < E(Xe=L) — 1 on ait dans Uanneau

{(g2,p2)/ 12 € [c165%, c267€%]},

(i) \il‘(ls’ez’”) application exacte ;

ool 1
i) —mg < —% < ——

(iit) |og]en <y ;

) | a a®> p
(iv) }FQ‘C’C—F‘GQ‘Ck <mg - (56k+54k>'
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C) Zone ou \I/g est définie

b2

FIGURE 2.12 — Courbe invariante et taille des couronnes de travail dans la démonstration.

Démonstration : se trouve dans la partie 7.

Rappelons que dans le reste obtenu dans H apres application du théoreme de forme nor-
male au degré n, on avait un terme en €78 qu'on avait réécrit "% = pve™No. On
rappelle aussi qu’on a déja choisi la valeur v = £ depuis le début de la partie 3.3. On
choisit maintenant les valeurs de n et Ny :

— le degré n auquel on applique le théoreme de forme normale n := 2{y + 3,

— on choisit Ny := 44y + 1.

Comme on a déja pris v = €2, on a pu = e*ot1 Avec Ny = 44y + 1, et pour a < &30, 1a
Proposition 3.8 implique bien que les hypotheéses du théoreme KAM sont vérifiées dans
Panneau Iy € [c167€2, co02¢?] pour toutes les applications 2. Donc il existe une courbe
I'? du type (3.9) incluse dans 'anneau Iy € [015%52,025%52}, invariante par ’application
Ue =y O

(e,e2,gt0tt)”

3.4 Démonstration du Théoréme 2.2

Nous avons maintenant tous les éléments pour passer a la démonstration proprement dite
du Théoreme 2.2. Soit a, € fixés. On s’intéresse a la variété instable W¢(P®) a l'orbite
périodique P?®.

On commence par s’assurer que W¢(P%) atteint une premiere fois X1, dans le voisinage de
(01,0,0,0) pour lequel I'intersection de ¥; avec le niveau d’énergie {H = H(P®)} s’écrit
comme un graphe, et a 'intérieur de la courbe invariante I'?. On va méme prendre une
distance de sécurité avec la courbe invariante, en montrant que pour a, € assez petits
W(P%) atteint une premiere fois I’ensemble

SN B(0,61) N {(&,m, E2,m2) /& + 15 < *015 g3 (3.11)
Or dans les coordonnées (£1,1m1,&2,12), la variété instable & P® est le tube

{(51’7717627772) € R4/€1 = 0’5% + 77% = CL},
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qui intersecte I'hyperplan {(&1,m1,&2,m2)/m = 01} = F 1(32) en le cercle

{(07 617 g?a 772)/53 + 77% = a}‘

Pour a < §2, on peut alors utiliser le retour partiel ¥o construit dans la Proposition 3.3,
qui relie X9 & X1 : on obtient ainsi Pexistence de I'intersection de W*(P%) avec X1NB(0, 61)
(voir Figure 2.13). En utilisant de plus lestimation (3.5) donnée dans cette Proposition
3.3, on obtient alors que pour a < 015%52, pour ¢ assez petit, l'intersection de W*(P®) avec
Y1 a bien lieu dans l’ensemble (3.11).

O ensembles de départ et darrivée de Uy

FoH(®)

F (%)

&

A4

FIGURE 2.13 — W¥(P?%) intersecte ¥; une premiere fois.

On a alors 'alternative suivante pour la courbe C{ représentant en coordonnées (g2, p2)

I'intersection de W*(P?) avec ¥ :

— ou bien C{ intersecte la courbe de la variété stable, C
I’existence d’une connection homocline & P%,

— ou bien C{ n’intersecte pas Cg.

Considérons alors le cas ot on n’a pas intersection. Comme ces deux courbes sont de méme

aire symplectique a, C' ne peut étre entierement a l'intérieur de Cg. Nécessairement, C;

est donc a lextérieur de C¢ (voir Figure 2.14).

Or, a l'extérieur de C? et dans ’ensemble (3.11), on sait que 'application ¥¢ est définie,

on peut donc s’intéresser a W¢(C?). Pour a, ¢ assez petits, U'intérieur de la courbe I'¢

construite dans la Proposition 3.6 ci-dessus est envoyé par l'application ¥¢ a l'intérieur

de T'?. Donc WZ(C{) est elle aussi une courbe d’aire symplectique a et située a l'intérieur

de la courbe I'?. On a a nouveau l'alternative :

— ou bien W¢(C{) intersecte la courbe de la variété stable, C§, auquel cas on a démontré
I’existence d’une connection homocline a 1 boucle a P¢,

— ou bien U¢(C?) est a 'extérieur de C, et donc dans le domaine de définition de WZ.

a

¢, auquel cas on a démontré
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FIGURE 2.14 — Alternatives possibles pour les positions relatives de C§ et C{.

On itere alors ce processus. Comme C' est définie comme étant la premiére intersection
de Wi(P?) avec %1, pour tout N, (V)N(C) et C* sont disjointes. Comme ¥¢ est un
difféomorphisme (on peut donc I'inverser), on obtient pour tous Ni, N, (¥)N1(C%) et
(T2)N2(C2) sont disjointes. Quand on itére Ny fois ce processus, I'ensemble des (W2)V (C#)
pour N < Ny recouvre alors une surface d’aire égale a Ny-a. Or cette surface est a 'intérieur
de la courbe I'¢, qui est d’aire finie fixe. Donc nécessairement le processus s’arréte pour
un N2, i.e. nécessairement il existe un N = N? € N pour lequel (¥2)V(C%) intersecte
C¢ (voir Figure 2.15). C’est-a-dire qu’on a une connection homocline & N¢ boucles
pour 'orbite périodique P?.

Fa

N (Ca)

.
.08

v (co)
(s

FIGURE 2.15 — Itérations successives de ¥* sur C{.

“)ve (cE)

a

Remarque 3.9 (sur P’utilité de ’hypothése (H6).) L’hypothése (H6) apparait expli-
citement plus loin dans la démonstration du Lemme 6.1, qui sert a démontrer le résultat
(3.7) de la Proposition 3.5 ci-dessus, qui lui-méme entraine le fait que l'application U<
soit définie a Uextérieur de la courbe CZ. Et c’est ensuite le fait de savoir que le premier
retour est bien défini a 'extérieur de C¢ qui permet dans la démonstration du théoréme
(voir Partie 3.4) d’itérer Uapplication de premier retour quand l'intersection n'a pas lieu.

Dans la description heuristique de la stratégie, donnée ci-dessus dans la Partie 3.1.d,
Uhypothése (H6) est ce qui permet d’affirmer que lorsqu’on dévie de l’orbite homocline,
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c’est bien vers Uintérieur de l'orbite (notion d’”intérieur” dans les coordonnées (qi,p1)).

Remarque 3.10 (sur le choix des sections ¥; et ¥2) On a choisi en coordonnées
(q1,p1,G2,02), X1 plan et 3o variété (de dimension 2) non plane. Le choiz de %1 plan
est crucial pour la régularité de l'application de premier retour a 1. Tandis que Yo est
plan en coordonnées (£1,m1,82,1m2), ce qui rend immédiate la définition de 'application de
Y1 a X9, qui se fait en coordonnées (§1,m1,&2,m2). On peut résumer ces choix par l'idée
que lorsqu’on définit une application suivant le flot entre 2 variétés, c’est la régularité de
la variété d’arrivée qui est importante.
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4 Forme normale et changement d’échelle : démonstration
de la Proposition 3.1

Cette partie est consacrée a la démonstration de la proposition 3.1. On procede en trois
étapes qui correspondent aux trois points (i), (i7) et (i7i) de la proposition.

Etape 1 : application du théoréme de forme normale 2.3, conséquences. Sous
les hypotheses (H1),--- , (H6), il existe des coordonnées de R* telles que x, Hy et { dans
ces coordonnées s’écrivent

1 1
X = (4, Py, 45 Py), HA(X) := 51)? + §wo(q§ +p2) + O(\x|* + [x[%),
et Q(x,y) = (Jx,y), ou
0 1 0 0
10 0 0
=1 0 0o o0 1
0 0 -1 0

La matrice J n’est pas sous la forme habituelle Jy (cf énoncé du théoréme 2.3), mais on
peut obtenir cette forme par un changement de coordonnées linéaire isométrique

X=7X ' T'=T""' T=

o O O =
o= O O
S O = O
— o O O

Et donc le Théoreme 2.3 est toujours vrai dans ce cas. Alors, en appliquant a la famille
de Hamiltoniens H)(x) on obtient l'existence d’une famille de transformations canoniques
X = ¢\ () telle que

1 ~

. B 1 ~ _
H,(7) = Hx(¢n(T)) = 5? + §W0(Zf§ +03) + Ny A (@) + R, A (T),

ou le reste ﬁn A(Z) est une Cl-famille & 1 parametre de Hamiltoniens analytiques tels que
Roa(T) = O (|2["*) et ot A, \ est un polynome réel de degré < n tel que N, \(Z) =

O\NZ* + |Z?) et

Noa(@1, D1+ 1G1, Rugt (G2, P2)) = Ny A (1, D1, @2, P2) pour tout ¢ € R, (4.1)
avec
R = coswpt —sinwpt
@l =\ sinwet  coswot )

En appliquant (4.1) avec ¢t = Z—ZZ, { € 7 et en faisant tendre ¢ vers 'infini, on obtient que
nécessairement & n.x ne dépend pas de py, i.e.

~ ~0

‘/\—/‘n,k(alﬂﬁlﬂ a2aﬁ2) = Mn,)\(ala 627]’\52)'

Puis en identifiant R? et C par I'application
(q2,p2) ¥ (22 = @2 + ip2, Z2 = @2 — ip2),
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et en définissant MVZ’)\(&, 29,%9) 1= &Z,/\@h G2, D2), 'égalité (4.1) devient
—0 —0

M, (a1, 0ty eTiw0lz,) = M, \(q1, 22, %2) pour tout t € R.

Alors pour t = —% et t = —% + m, on obtient

—~0

- _ ~o0 ,__ —~0
Mn’A(q17Z27Z2) = Mn,)\(qla |Z2’7 ‘ZQD = Mn7)\(q17 _‘Z2|7 _|ZQD.

. . . 0 ~ — 7 ~ N ~ o ~
Ce qui signifie que M, \(q1,22,%2) = ﬂny/\(ql,|22]2) ot (q1,12) — H, \(q1,I2) est un
polynome réel. Donc

~ ~0

Noa@, 1, @, P2) = Ny (@1, G2, P2) = H,, A (@1, B + P3)-

On a donc démontré Uexistence d’une C'-famille ¢ 1 paramétre de transformations cano-
niques analytiques x = ¢ \(T) telles que, au voisinage de l'origine, le Hamiltonien dans

les nouvelles coordonnées H (%) = H) (¢ (T)) soit de la forme

1 o e~ o~
~wo(P3 + @) + H, 5 (31,95 + 33) + R\ (),

1,
5ph1 + 5

@) =

ou le reste ﬁn)\(ﬁf) est une Cl-famille a 1 paramétre de fonctions analytiques telles que
ﬁn)\(ﬁf) = O (|z|™) et En)\ est un polynome réel en (q1,p3 + G5) de degré < n en
(q1, P2, G2) et dont les coefficients sont des fonctions C' de X. De plus, on a

(@53 + 8) = O(N@ + 5+ @) + (@] + il + |2))?).

Etape : changement de paramétre A. En écrivant le début du développement de
Taylor de H,, , on obtient pour H,(7)

Hy(@) = 357 + 38(N(@ + 55) — 36(VE + &S + &G (S +5)
+Q, A (@195 + &) + Ry 1 (7).

Qn»\(iﬁaﬁg +3%) = (’)((!Zﬁ\ +|q2| + |]'52\)4>,

et oll ¢, Cy,Cy et @ sont des fonctions C' de A avec @(0) = wq, ¢;(A) = c10A + o(N),
C5(0) = 0. De plus, grace aux hypothéeses (H2), (H3) et (H4), wo, cio et ¢z sont
non nuls.

Enfin, comme on ne s’intéresse ici qu’a la ”demi-bifurcation” correspondant & cjpA > 0 (cf
hypotheses (H3) et (H5)), on peut inverser 1'égalité

g2 =2,(\) = croA + o(N)
par le théoréme des fonctions implicites, i.e. il existe une fonction C* 0 telle que A = 5(52)

Etape 3 : changement d’échelle. On fait maintenant un changement d’échelle a la fois
en espace et en temps, suggéré par ’observation de la forme normale de degré 3. En fait
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pour tout n la forme normale du Hamiltonien (i.e. apres application du théoréme de forme
normale et en tronquant le reste) admet une orbite homocline a 0 qui dépend de &. De
plus pour n = 3 cette orbite homocline hz a une écriture explicite de la forme

’};5(?) = (gZ q?(g’v)’g:; plll(g%v)vovo)‘

Pour étudier la dynamique du systéeme complet au voisinage de cette orbite homocline, il
est plus pratique de changer d’échelle le systéme de maniére a ce que dans les nouvelles
variables I'orbite homocline de la forme normale de degré 3 du systeme ne dépende pas de
g. On fait alors le changement d’échelle en espace T = 0.(x), et en temps suivant

~ 1 AQ ~ 1 ~§ =~

h=57me S 2= 3750 ° d2 =t (4.2)
~ 1 ~3 ~ 1 ~5 ’
P1= 57506 ¢ Po P2 = 5750 €7 Por

Ce changement d’échelle est une application conforme qui est bien définie pour € petit car
C2(2) = co0+O(£?) o par 'hypothese (H4) on a cag # 0. On remarque que application sur
les coordonnées (g1, p1, G2, p2) seule n’est pas un changement de variable canonique, mais
que avec de plus le changement d’échelle en temps, le systeme différentiel dans les nouvelles
coordonnées est quand méme bien pour € # 0 un systéeme Hamiltonien, de Hamiltonien
8¢ca(€) ~ ~
Eé N) H g( £ 9 2
5 2V/262(€)
Pour travailler avec des fonctions régulieres en le parametre, comme on a une racine dans
le changement d’échelle on fait aussi un dernier changement de parameétre

~5
2

1 =3 1
4> 2\/5’52(5)5 Py 2@’52(5)5

~5
2

1
9 2v2m®©

Py):

2 =2

Pour e €] — €9,0[ U 0, 0] avec 9 = v/€p, on obtient alors le nouveau Hamiltonien pour
T =(q,:Py: 4y P,) :
2

8(2) ~

ﬁs (E) = gle H€2 (05 (&))
1 1 w(e) _
= 5@? - ig? + 2\/5@? + ?(g22 +BQ2) + EQMn,a(glagg +B§) + e 8En,a(£)7

ot N,, . est un polynome de degré inférieur a n en (gl, s Qg) dont les coefficients sont C*
en g, et vérifie

Ny 3 +92) =zt [(2)e gy (63 + 22) + Qo (g, (a2 + 1) )|
= O (laylla2 + B2l + €(la, > + la2 + p2)?) .
Enfin, comme Emg est analytique & coefficients C! en € et comme
VE €] — &, 20[, Ro (@) = O (7",
alors la formule explicite

— 1 53 1 4 1 6 1 5 1 ~5
Ry (z) = o12.4n—8 anEQ(zﬁa(aZ)g 9 75 ¢ Pr ovas )¢ Y2 2vaem )¢ p,)

permet bien de s’assurer que R, _(z) est C! en e. O
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5 Existence de D’application de premier retour a X; :
démonstration des Propositions 3.3 et 3.4

Cette partie est consacrée a la démonstration des deux propositions 3.3 et 3.4 qui assurent
I’existence de 'application de premier retour a la section ;. On démontre tout d’abord
deux lemmes préliminaires dans les parties 5.1 et 5.2. La démonstration de la proposition
3.3 se trouve dans la partie 5.3, puis la démonstration de la proposition 3.4 dans la partie
5.4.

5.1 Ecriture de ¥; sous forme de graphe dans les coordonnées locales

(51, 1, &2, 772)

Le lemme suivant précise la position de l'image de la section 3; par 'application JF_ L
en particulier on montre que si d; est assez petit F_ L(31) s’écrit comme un graphe dans
les coordonnées locales (£1,71,&2,7m2). Ce résultat sera utile pour montrer l'existence du

retour a la section ;.

Lemme 5.1 Poure,v,u < gqg et 61 suffisamment petit, il existe 4512@ application analytique
définie sur Bgs(0,261) := {(n1, &2, m2)/|Im| < 261, /€5 +n3 < 2581} telle que

FH(E1) NB(0,26) = {(51,771752,772)/51 =& (1, &a,m2), Im| < 201,1/€3 + 13 < 251} :

et telle que pour tout (n1,&2,m2) € Bra(0,201) on ait

1 3
&e(m, &,m) € 1501, 501[- (5.1)
\/£§+7]§‘ /q%+pgx

|

}_é /

—>
01
751 ;1

’ pl /

FIGURE 2.16 — £; vu comme un graphe en coordonnées (&1, 11, &2, 72).
Démonstration

On procede en deux étapes, dont voici le résumé :

Etape 1 : on démontre tout d’abord que pour §; assez petit, pour tout (n1,&2,12) €
Br3(0,241) fixé on a lexistence par théoreme des valeurs intermédiaires d’un
§E§(n1, &2,m2) dans l'intervalle donné par (5.1);
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Etape 2 : puis on montre I'unicité et la régularité, pour d; assez petit, en montrant qu’une
dérivée est strictement positive pour §; assez petit : cette dérivée positive permet de
montrer a la fois I'unicité par croissance stricte de 'application et la régularité car
dérivée non nulle dans ’équation implicite.

Entrons maintenant dans les détails.

Etape 1. Soit (11,&2,72) € Bgs(0,26;) fixé. On a

(glzé’ 7717£2’772) € fgl(El) <~ Fé(élz,g?nlaéZunQ) € 217
— ¢17§(§123§77717527772) = 617 (52)
= o+ (pe(Eem S,m) — &) —6 =0, (5.3)

ou on rappelle qu’on note

Fe(&1,m,62,m2) == (P16, V1, P2.6,V2.) (&1, M1, &2, M2).

On va montrer que pour 0; assez petit, la quantité dans ’assertion (5.3) est positive pour
flzé = %51 et négative pour flzé = %51. Pour cela, on utilise le résultat (vi) de la Proposition
C.1, et on obtient

|<P1,§((§177717§27772)) - 51‘ < MO’(§177717527772)|2 pour tout (5177717527772) € B(Oap6)

On a alors, dans B(0,261), en prenant les valeurs de @1 (£1,m1,&2,m2) — 01 pour & = %51
et pour & = %51 :

1 1
801@(551,7717527772) — 01 = (pre(301,m,&,m) — 501) — 361 < —551 + Mod3,

3 1
@1,;(551,771,527772) — 01 = (pre(301,m,&.m) — 301) + 361 > +§51 — Md3.

Si on choisit 261 < ﬁ, alors pour tout (n1,&2,m2) € Brs(0,261),

1 3
901@(5517771,52,772) —01 <0< @1,;(551,771752,772) — 0.
Par valeurs intermédiaires, il existe donc un flxé (m, &2, m2) 6]%51, %51[ tel que

901,;(512@(771» &2, 772)a m, &2, 7]2) — 01 =0.

Ce qui conclut I’étape 1.

Etape 2. On réutilise I’équation implicite (5.2) trouvée ci-dessus. On va montrer que pour
01 assez petit, pour tout & E}%él, %51[ et tout (n1,&2,m2) € Brs(0,261) on a

0
a¢ £ ) ] 9 > 0
96, ©1.(&1,m1, &2, 1m2)

Pour cela, on utilise la majoration (ii) de la Proposition C.1 : il existe une série entiere
M convergente sur B(0,4p;) telle que

P10, &2,m0) — & < (Gtm+Etne)* M(&+m+Ea+np).
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En dérivant cette expression par rapport a &1, on obtient

68&(901,6(51,7717527772)—51) < 2(&4+m+L+n)M(E+n+Ea+n)
+(&1+m+atne) M (G1+m +Ea+n).

En prenant 20, < pj, on obtient alors que pour tout (£1,711,&2,12) € B(0,201),

0
‘87&(901,5(517771752,772) — &)| < 1661 M(861) + 6467 M’ (851).

0 0

ar e 5 3 G2y = 14— e 5 5625 - 5

8&901_(51 m, &2, 1m2) 96 (1.1, m1,82,m2) — &1)
> 1 — (166, M(861) + 6452 M'(851)).

Prenons déja 201 < pj. Comme on sait que M (4p{,) converge, on obtient

0
G o€ 2.m) = 1= (166.M(195) + 320104 (46))).

Et donc %g@l,g(&,m,{g,ng) > % > 0 des que

1
32 M (4pp) + 64po M’ (4p;)

261 < min(py, ).

Ainsi, sur B(0,261), pour (n1,&2,m2) fixé, & — ¢1.:(§1,m1,&2,m2) est strictement crois-
sante, d’ou 'unicité du flzé tel que (5.2) soit vérifié. De plus, au voisinage de chaque point
(512,5(7717 &2,m2), M, &2, M2), 'équation (5.2) vérifie alors les hypotheses du théoreme des fonc-
tions implicites analytiques en (11, {2, 72). Par 'unicité on obtient donc I'analyticité de 512,5-
Ce qui clot I'étape 2, et la démonstration du lemme 5.1. O

5.2 Reégularité du flot a la rotation pres
w(e)

Le lemme suivant donne la régularité du flot a la rotation en % (qui elle présente une
irrégularité en ¢ = 0) factorisée pres. Ce résultat est la clé de la régularité de ’applica-
tion de premier retour, et est la conséquence directe de l’écriture du Hamiltonien sous
forme normale jusqu’a 'ordre m. Il nous est tout d’abord utile de maniere plus faible
(pour la régularité C1) dans la démonstration de l'existence du retour global ¥y dans la
démonstration de la Proposition 3.3 ci-dessous.

Lemme 5.2 Soit

1 0 0 0
I O 0 1 0 0
Ry = = . ,
O Ry 0 0 cosf —sind
0 O sinf cos@
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et soit ¢(t, (q1,p1,q2,02),&, v, ) le flot associé au Hamiltonien

w(e 1
H((q1,p1,492,p2),€, v, 1) = —qip1+ 2(52)((1% +p5) + §(Q1 +p1)°
+UNL(q1 + p1, @5 + 3, €) + vpe™ Ry ((q1,p1, g2, p2), €).-

Alors ¢ s’écrit

O(t, (a1, p1, 62, p2). €, v, 1) = R (¢, (a1, 11, 42, P2), €, v, 1),
2e

ot qz est une application C* par rapport a toutes ses variables pour tout k tel que 4k +1 <

Ny, c’est-a-dire si
No—1
k§k0:=E< 04 )

Démonstration
On va montrer que ¢ est en fait le flot d’un systeme non autonome C*. On aura besoin
du fait que la forme symplectique €2 commute avec les Ry pour tout @ : il suffit de vérifier

que
0 1 cosf) —sinf\ (cosf —sinf 0 1
—1 0/ \sinf® cosf® ) \sinf cosf -1 0/

On calcule la dérivée de gg par rapport a t, dans le but de montrer que gg vérifie un systéme
différentiel hamiltonien avec un hamiltonien dépendant du temps. On a

ab Mg oo do
dt dt 2O

Ou, en notant X := (q1,p1, g2, p2)

d¢
R—%ta R_thVXH(qﬁ,a, v, 1),
— QRiw(E)thH(RMtQS, 5, 7/7 M),
22 22
= OVx(Ho Rue ) (€0, p);
2e
et
AR _wq, 0O 0
2¢2 X — _W(E)Q O R X
dt 22 oy
w(e)
€
On trouve donc que
dﬁg w(e) 9 a7
o = Vx(Ho Rug, = 55 (@2 + 1)) (@60 1).
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C’est-a-dire que ¢ est solution du systéme hamiltonien non autonome associé au Hamilto-
nien

1
H(t,(q1,p1,92,p2),6, v, pp) = —q1p1+§(q1+p1)3+uNn(q1+p1,q§+p§,€)

+VM5NORR<(QI7PI7 R—&?t(Q%Pﬂa 8)7
2e

ou la rotation R.() . n’intervient que dans le reste R,, car q1, p1 et (qg + pg) sont invariants
2e2

par Rw(gt.
262

Comme le systeéme est non autonome, pour parler de flot associé, on rajoute 1’équation

% = 0, et on obtient un flot ¢ avec une composante temporelle et dépendant de la

condition initiale en temps %g

QE(T7 t07 X07 g, v, M) = ((ﬁXv (lgt)(Ta th X07 g, v, /'L)

On a alors par unicité du flot

(rb(tu (Q17p17 %7?2)7 g,V :U’) - ¢X(t7 07 (qlupla QQ7p2)757 v, M)v

ou gg x a la régularité de V xH par rapport a ses coefficients. Or dans ’expression de H
tout est analytique en (t, (q1,p1,q2,p2), €, v, u) sauf Rw<a)t(qg,p2) (ene=0). Et on a
2e2

D(Q2,p2)(3£2)t(Q2,p2)) = R&;)t(%,m),
2e 2e

0 w(e)

. Rw € 3 . 7QRW e 5 5

5 %t(% p2)) =55 ﬁt(% p2)

0 2e%0W'(¢) + 4ew(e)

—(Ruw(e 5 - QRw £ y .
85( ﬁt(ﬁh p2)) 1o ﬁt(@ p2)

En itérant, on trouve alors

1
=09 <4k> :
ck e—0 IS5

Et donc Vx (V,ueNORn((ql,pl, Rmt((h,pg), 6)) est C¥ au voisinage de € = 0 des que Ny >
2¢2
4k + 1. O

VxRn(q1,p1, Rﬁ;t(%,pz)a £)
2¢e

5.3 Démonstration de la proposition 3.3 : existence de ’application glo-
bale de > a >

Cette partie est entierement consacrée a la démonstration de la Proposition 3.3, dont on
rappelle I’énoncé :

Pour &1 assez petit, il existe T~ (61) < TH(81) et &(01) tels que pour tout (&1,m1,&2,m2)

dans
Yo N {(51,ﬁ1,§277}2)/|§1| < &o(01),1/& +15 < 51} )

il existe un unique Tr((&1,m1,&2,m2),€) € [T~ (01), TT(61)] vérifiant
A(TL((&1,m1,82,m2),€), Fe((€1,m1,82,m2)),€) € X1 N B(0,01).
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De plus, en notant

Uo((q1,p1,q2,p2),8) = S(To(F ' ((q1,p1,42,p2)).€), (q1,P1, 42, P2), €)
- (\1127‘117“ 7\IIQaPQ)((Q17p17QQ7p2)7§)7

alors il existe M tel que
| W20, (91,71, 42, 02),€)*+ V2, (41,11, G2, p2), €)* — (3 4+p3)| < pre™ MeT T (61,61). (5.4)
Démonstration.

On va travailler en coordonnées locales (£1,71,&2,7m2) et plus précisément montrer 1’exis-
tence de Tp((&1,m1,&2,m2),€) € [T~ (61), T (81)] vérifiant

¢(TL((£1a m, 627 n2)3§)7 ]:é((gla n, 627 772))a§)

e 20 7 ({6 m & m)/inl < 5o /G 18 < 30} )

Cela sera suffisant pour conclure pour d0; assez petit car d’apres le (vi) de la Proposition
C.1, on a pour tout (§177717£2?772) € B(O’p6)7

‘fg(glan1>§27772) - (6117717527772” < MO‘(§17U1,§2J72>’2-
On sait que Fo(&=0,m1 =61,&=0,12=0), Fo(301,0,0,0) et Fo(241,0,0,0) sont 3 points

de l'orbite homocline & 0 du systeme tronqué vu qu’ils sont sur la variété stable a 0, et
donc qu'il existe T (81) et TF(d1) tels que

¢(T_(51))FO(O)51)0)0)787050) — fO(Zélvovoyo)a
1
¢(T+(51)7F0(07517070)787070) = f0(151707070)-

Voici le plan de la démonstration, en 5 étapes :

Etape 1 : on travaille d’abord sur le flot du systéme tronqué. On montre qu’avec ces
choix de T~ et T, il existe un &y(d1) tel que pour tout

X = (&1,m,&,m2) € ¥2N {(51,7717527772)”51\ < &(01),4\/& +m5 < 51}

on ait

o(T(61), Fo(X),e,0,0)

e 7o ({60 m oo € (200, D61 Il < 31, /847 < 101} ) (59)
¢(T+(51)7]:0(X)36a0a0)
€ Fo <{(§1,771,§27772)/51 € %51, g5l]a Im| < 251, V& 15 < 51}) (5.6)
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Etape 2 : on montre ensuite qu’il existe M(d;1) tel que pour tout 7' dans l'intervalle
[T~(61),T"(81)], tous &, v, u < gy et tout

X = (&,m,&,m2) € ¥2N {(El,n1,€2,ﬁ2)/|§1| < &(01),\/& + 5 < 51}
on ait
| Fot o (T, Fo(X),e) — Fo ' o 8(T, Fo(X),e,0,0)| < M(61)(v + p).

Etapes 3 et 4 : on en déduit existence (étape 3) et I'unicité (étape 4) par théoréme des
valeurs intermédiaires grace aux propriétés de F_ 1(£1) démontrées dans le Lemme
5.1.

Etape 5 : on démontre enfin la majoration (5.4).

On suit maintenant ce plan en rentrant dans les détails.

Etape 1. Montrons qu’en notant .7-"0_1 = (¢1.0,¥1,0) P20, ¥a0) O a pour tous ¢, (&2, 72),

@10(¢( f(o 617527772) OO)) = 901_,0((;5(757‘7_‘0(07517070)787070));
Y1 o(0(t; Fo(0,61,82,m2),€,0,0)) = 11,(9(t, Fo(0,61,0,0),¢,0,0)).

En effet, on sait que (¢7,%10)(q1,p1,q2,p2) ainsi que (v10,%10)(E1,7,82,72) ne
dépendent en fait respectivement que de (qi,p1) et (£1,71), et que le flot du systeme

tronqué découple (q1,p1) de (g2, p2), donc

Lo(@(t, Fo(&1,01,&2,m2),€,0,0))

1_,0(<Z5p1(t Fo(&1,61,82,m2),€,0,0), ¢g, (¢, Fo(&1, 61, &2,m2), €, 0,0))

1,0(@p1 (t; (91,0, ¥1,0) (€1, 01, §2,m2), €,0,0), 0g, (¢, (01,0,91,0) (€1, 01, &2, 7m2), €, 0,0))
(
(

IO ¢p1( (@107¢1 0)(5176170 0) &, 0 O) ¢Q1( (301,0a¢1,0)(€la61,0,0)757070))(5'7)

)

¥
¥
¥
©1.0(o(t, Fo(&1,01,0,0),€,0,0));

)

et de méme pour wi o- On en déduit alors que pour tout (£2,72) on a

_ 7
¢(T (61)7f0(07517527772)787070) € -FO <{(§177717§27772)/§1 = 1517771 :0}> )
1
¢(T+(51)a fO(Ov 51) 527 772)7 g,0, 0) € Fo <{(§17 m, g?a 772)/§I = 1617 m= 0}) .
L’égalité (5.7), en utilisant le fait que le flot du systéme tronqué pour les variables (q1,p1)
est indépendant d’s, permet aussi de montrer que g0i0(¢(t,.7:0(§1,61,§2,772),E,O,O)) est

alors C! par rapport & toutes ses variables. Et de méme avec )] - On en déduit alors que
pour & assez petit on a

_ _ 1
’@170¢(Ti(61)7f()(07617527772)787070) - QOLOQb(Ti(él)aJT:O(Oa517527772)757070)’ S §617
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1
|¢i0¢(Ti(51)7‘Fﬂ(oa517525772)5870)0) - inQS(Ti(él)va(Ov 51752)772)755030” S géla

et donc il existe £(d1) tel que pour tout & < &y(d1) et tout (£2,72) on ait

1 Imi] < 151}),

¢(T+(51)7f0(07517627772)757()’0) € ]:0 ({(51)7717527772)/51 S [ 517 361} ‘771‘ < 61})

d)(Ti(él)uFO(Ou517527772)78)070) S fO ({(5177717527772)/51 S {gélu g51

On sait aussi que

(9.0, Va0)(aq1,P1,42,P2) = (92,P2),  (#2,0,%20)(§1, M, 62, m2) = (§2,M2),

et que la quantité q% + pg est conservée par le flot du systeéme tronqué, donc on obtient de
plus que

O(T~(51), Fo(é1,61,82,0:m2,0),€,0,0) €  Fo ({(&1,m,&2,m2)/65 + 15 = &b + M5 }) »
(T (61), Fo(é1,61,62.0:m20),6,0,0) € Fo ({(&1,m,&2.m2) /65 +m5 = &b +m25}) -

Finalement, on obtient pour le systéme tronqué que pour tout & < £y(01) et tout (&2,72)

tel que /&2 +n3 < 101, on a
¢(T7(51)7F0(§17517€27772)757070)
7 1
€ Fo ({(517?717527772)/51 € [151,251]7 Im| < §51, m < 61})
(T*(61), Fo(&r, 01, &2,m2),€,0,0)

¢ 7o ({(€m.gam)/6r € 0. 30 Il < gor G+ <) ).

Etape 2. On va montrer la majoration annoncée ci-dessus, et en méme temps on montrera
que la quantité ]-Zl o ¢(T, Fo(X),€) est bien définie, i.e. que ¢(T', F-(X),e) est bien dans
B(0, py). On a

| Fot o (T, Fo(X),e) — Fy ' 0 6(T, Fo(X),€,0,0)]
< }(}Zl _‘FO_I) O¢(T7~F§(X)7§)‘
+[Fy o ¢(T, Fe(X),8) — Fy ' o (T, Fo(X),¢,0,0)]
= A1 + As.

Pour majorer Ay, on commence par majorer
6T, Fo(X), ) — 6(T, Fo(X),2,0,0)].
Pour cela on utilise la régularité du flot 5 démontrée dans le lemme 5.2 :
|$(T, Fe(X), €) — ¢(T, Fo(X),¢,0,0)|
= ’Rggta(T, Fo(X),e) — R%ﬁ(T, Fo(X),e,0, 0)‘
— |91, Ful(X),0) = BT, Fo(X),2,0,0)]
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D’apres le Lemme 5.2, 5 est C! par rapport & toutes ses variables dés que Ny > 3. Or on
a montré dans la Proposition C.1 (iv) que pour tout (&1,71,&2,1m2) € B(0, pp),

| Fe(&r,m, &2,m2) — Fo(r,m, &2,m0) | < vMo.

Donc on trouve qu’il existe Mi(d;) tel que pour tout T' dans Uintervalle [T~ (81), T (61)],
tous g, v, u < gg et tout

X = (&,m1,82,m2) € X2 N {(517771752,772)/\51\ < &0(01),4/&5 +m5 < 51}

on ait

(T, Fe(X), ) — ¢(T, Fo(X),e,0,0)| < My(61)(Mov + v + p). (5.8)

Pour majorer Ay, il ne reste alors qu’a montrer que ¢(7', F-(X), €) est bien a valeurs dans
B(0, p). On n’aura plus alors qu’a utiliser la régularité (analytique, donc C') de Fj !
Et c’est immédiat pour v, i assez petits en utilisant la majoration (5.8) et les ensembles
d’arrivée (5.5) et (5.6) trouvés a l’étape 1. On obtient donc

Ag < M7(61)(v + p).

Pour majorer Aj, comme on vient de montrer que ¢(T', Fz(X),¢€) est bien a valeurs dans
B(0, phy), il suffit d"utiliser la majoration de F=! — F; ! obtenue dans le (iv) de la Propo-
sition C.1, on obtient -

A < M.

Ce qui conclut I'étape 2.

Etape 3. Avec les résultats des étapes 1 et 2, on obtient que pour v, u assez petits,
(T (61), Fe(é1,61,€2,m2), €)
€ Fe ({(51,771,52,772)/51 € [%51,251]7 Im| < %51, V& +m < 51}> (5.9)
AT (1), Fel&r, 01, €2,7m2), €)
e 7. ({(enm Cam)/61 € [ 200 | < 31, /& + 1 < a1} ) (510

Comme le graphe £} de Fe 1(31) est continu, il sépare I’ensemble

1 /
{(51)”17527’02)/51 € [05251]) |n1| S 5617 52 +77 < 61}

en 2 composantes connexes. Et comme dans cet ensemble on a 512,5(7717527772) e]%él, %51[
(cf Lemme 5.1, assertion (5.1)), les résultats (5.9) et (5.10) signifient que le flot est en T
dans I'une des composantes connexes et en T~ dans 'autre. Or le flot entre T~ et T est
continu et reste dans I’ensemble

1
{(&1,m, &2,m) /61 € 10,201], |m| < 551, &+ < 51}

car le flot suit les niveaux &1m1 = C?€ et £3+n3 = C*. Donc nécessairement le flot intersecte
Fo 1(21) & un temps T, compris entre 7~ et T+, Ceci acheve de prouver I'existence.
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Etape 4. Pour démontrer l'unicité du T, on repasse en coordonnées (qi,p1,q2,p2). On

montre pour cela que pour tout ¢t € [T~ (81), T7(81)], les ¢(t, F=(&1,01,E2,m2),€) sont dans

un ensemble ol % < 0. Pour cela, on utilise le résultat ci-dessus, qui implique que pour

tout t € [T~ (61), T (61)],

¢(t7]:s(§1,51,§2ﬂ72)78)6fs({(&ﬂh,{%772)/516[1651,251] Im| < 517\/§2 +n3 < 51})-

On va commencer par montrer qu’alors pour §; et £ assez petits, on a

1 1
Je ({(51,771,52,772)/51 € [Eél’%l]’ Im| < 551, &+ < 51})

1 /
g {(QLPlaQZaPQ)/% € [372517351]7 ’p1| S 517 Q§ +p% S 51} (511)

En effet, d’apres le résultat (vi) de la Proposition C.1, on a
‘f§(51,771>f2»772) - (51#71752,7]2)‘ < M0|(£177]13£27n2)|2'

Or pour tout (£1,m1,&2,m2) € {&1 € [§501,281), [m| < 361,/ +n3 < 561}, on a
Mol(&x,m, €2, m) P < Mié7.
Alors pour 4; < ﬁ on trouve bien I'inclusion (5.11). Montrons maintenant que pour d;

assez petit, on a dql < 0 dans ’ensemble

{(q1,p1,402.p2) /01 € [33517351]a Ip1| < 201,\/dd +p3 <61}

En effet, on a sur cet ensemble

dqi 3

rr 5((11 + 1) + v, (Na(q1 + p1, 45 + p3,€) + ™R ((q1,p1, g2, p2), €))
1 3

—37251 + 5951 —|— Ml/.

= —q+

Donc, pour v et §; assez petits, on a bien

dq
— <0
it =

pour tout t € [T~ (1), T"(61)]. Ce qui permet de s’assurer I'unicité du Ty, trouvé ci-dessus
tel que

¢q1 (TL((&,7717527?72)@)7-7;((51, 7717527772))a§) = 61-

Etape 5. Pour démontrer Pexistence de la majoration (5.4), on utilise le fait que le flot
vérifie, le long des trajectoires,

‘d(qg + p3)

dt = |MV5NO (anpQ - QQan)Rn((thl,q2,p2),€)|

< Muveo  pour (q1,p1,q2,p2) € B(0, po).

Comme T7(F;'((q1,p1,q2,p2)) < TF(61) sur le domaine de définition, on obtient
immédiatement la majoration (5.4) annoncée.
O
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5.4 Démonstration de la proposition 3.4 : existence et régularité de ’ap-
plication complete de retour a >

On commence par donner ci-dessous un énoncé plus détaillé de la proposition 3.4, dans
laquelle on ajoute notamment ’estimation (5.12) qui sera utile plus loin pour restreindre
U au départ et a arrivée.

Proposition 5.3 On peut définir un premier retour

U:¥iNF (*{(51,771,52,772)/0 <m < &(61),VE +n3 < 51}) x] — €0, 03— =1

(pl,(127p2’ )HRW(E ( (plaQ2aP27§)a(517171,QQ7P2),§):

T(p1,92,p2, E)qb

ou T est C* pour le ko défini dans le Lemme 5.2.

De plus, en notant ¥ = (¥, --- ,¥,,), pour € et &1 assez petits, il existe M tel que sur
I’ensemble de définition de ¥ on ait la majoration
| (1,42, 2),€)* + Wp, (p1, q2, p2), €)% — (@5 + p3)| < vM&3. (5.12)

Démonstration de ’existence.
On a démontré dans la Proposition 3.3 qu’on a une application de Poincaré Wy définie

5,07 ({(fl,m,sz,m)/\&r < (o) \J 3+ B < 61}) NSH

Or en coordonnées locales (&1,m1,&2,m2) dans la boule B(0, pf), le flot suit les lignes de
niveau

{(5177717&27772)/51771 = Ct67€% + 77% = Cte}‘

Donc tout point de {(1, nl,fg,ng)/o < m < 01} est sur une trajectoire qui tra-
verse {(&1,m,&,m)/m = 61} = F1(2), en particulier tout point de F-1(X1) N
{(&1,m1,&2,m2)/0 < m1 < 61}, Mais pour pouvoir composer ensuite avec I'application Uy,
il faut s’assurer qu’on est sur une trajectoire qui arrive sur 9 dans la zone de définition

de \PQ
{(€1,m, &2,m2) /16| < €0(61),1/ &3 +m3 < b1}

Comme §§ + n% est constant le long des trajectoires, on prend un point de départ avec
£2+n3 < 61. Pour avoir |&| < &(d1) au moment de l'intersection avec {(£1,71,&2,7m2)/m =
01}, il suffit d’étre sur une trajectoire pour laquelle la constante §1?71 est dans l'intervalle
[—61£0(61), 61&0(01)]. Or on sait (cf Lemme 5.1) que si 1] et \/q5 + p3 < 28 alors sur
F (%)) on a

3
& =7 (m, &, m2) < 551

Donc, si on choisit un point de départ vérifiant

0<m <61 et|m|<d1,4/a3+p3 <d1etm < 50(51)

on est bien alors sur une trajectoire qui traverse F- 1(32) & un endroit ot I'application de
Poincaré vers Y1 est bien définie.
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Démonstration de la régularité C*o.

On a démontré ci-dessus 'existence de T'(p1, g2, p2,€), il ne reste donc qu’a montrer sa
régularité. Or localement, T' est caractérisé par ’équation implicite d’intersection du flot
avec X1 :

¢q1 (Ta ((517]917 QQ7p2)7§) = (51-

Et comme ¢4, = aql, vu que la rotation R n’a d’action que sur les variables (g2, p2), cette
équation est équivalente a

g, (T (61,1, 2, p2), €) = 01. (5.13)

Et cette équation est C* en ses variables d’apres le lemme 5.2. Pour montrer que la
fonction T'(p1, g2, p2,€) est CKo on va montrer que 1’équation (5.13) vérifie les hypotheses
du théoreme des fonctions implicites au voisinage de tout point

(T(plm 4205 P20 QO))pl()a 420, P20 §o),

et donc qu’on peut fabriquer une application C*, T*(p1,q2,p2,€). Par l'unicité du
T(p1, g2, p2,€) construit, on en déduira alors que T = T* est C*o.
Il ne reste donc qu’a vérifier que sur le domaine de définition de ’application T, on a

99
or 7"
Soit donc ((q1,p1,492,p2),€) dans 'ensemble

El mfg <{(51,7717€27"72)/0 <m < 56((51% 5% + 77% < 51}) X] - 50750[37

on a alors
) N
87(T7 (Q17plaQZ7p2);§) = ale(¢(T7 (Q17plaQZ7p2);§)7§)-
Or
3
Op H((q1,P1,42,02),6) = —q1+ (¢ +p1)2 + 10y, Nn(q1 + p1, q% +p%7€)

2
—i—luVé'NOalen((prla QQ7p2)7 5))>

ol Oy, N, et Op, Ry, sont uniformément bornés sur B(0, pg) et ou en T' = T'(p1, g2, p2,€), on
a

$q1(T(p17QQ7p2>§>v(5171717(127]72)7@ == 51
gpl(T(p17QQ7p27§)7(517p17q27p2)7§> S 61;

ol la deuxieme majoration vient du domaine d’arrivée de W9 dans la Proposition 3.3. On
a donc en (T (p1g, 420, P20+ €0), P10> 420+ P20+ €0);

0
(ijT(T(pm? 4205 P20 §o)7p107 420, P20, §0)

IN

3
—01 + 5(51 + 51)2 + Mv
*51(1 — 6(51) + Muv.

A
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Donc pour §; < % et v suffisamment petit, on trouve

i
ﬁ(T(Plo,Q2o,P20,§o)’P1ovQ207P207§0) < 0.

Les hypotheses du théoreme des fonctions implicites sont donc bien vérifiées. Ce qui permet
de conclure & la régularité C* de T.

Démonstration de ’estimation (5.12).

On utilise pour démontrer cette estimation 3 résultats :

— en coordonnées locales, la quantité &5 + 13 est constante le long des trajectoires,

— la variation de la quantité g3 + p3 par Papplication Wy est majorée par (5.4),

— on peut calculer des majorations de la différence entre €2 + 12 et ¢2 + p3 lors des 2
changements de coordonnées F et F. L.

Il ne reste donc que le dernier point & détailler maintenant, détaillons-le pour le changement

de coordonnées F.. On rappelle qu'on note F; := (1, V1¢, P2, ¥2.e), €t que d’apres les

(viii) et (iz) de la Proposition C.1 on a alors pour tout (&1,m1,&2,m2) € B(0, py),

2. (&1,m1, €2, m2) — o] < Mov|(&1,m1, &2, m2) 7,
‘1/)2@(5177717527772) - 772’ S MOV‘(€177717£2)772)|2'

On trouve alors

lp2.c(&1,m, &2, m2) + Yo (E1,m1, E2.m2) — (65 +m3)|
< [(p2.e(&1.m, &2, m2) + €2)(p2.e(E1.m1, E2,m2) — &2))|
+ | (2. (€1, 115 E2,m2) — ) (W2, (€1, 11, E2,m2) — 12)
< Mov|(€r,m, €2, m2) P (2Mov| (€1, 11, €2, m2) [P + [€2] + ma)-

)

Or ce changement de coordonnées a lieu lorsqu’on est sur Yo, dans le voisinage

{(51,771,52»772)/\§1| < &(61),1/6 + 3 < 51}

défini dans la Proposition 3.3, on a donc

(&1, 11,62, m2)|, |€2l, [n2] < d1.

On obtient donc

}902@(517 m, 527 772)2 + wQ,Q(élu m, 527 772)2 - (f% + 77%)| S VME)(S% (514)

En faisant le méme raisonnement sur ¥; avec le changement de coordonnées F. 1, on a
bien alors tous les éléments pour vérifier la majoration (5.12). O
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6 Ecriture des restrictions de P’application de premier re-
tour comme des difféomorphismes d’un anneau de R? :
démonstration de la Proposition 3.5

Cette partie est consacrée a la démonstration de la Proposition 3.5, qui permet d’affirmer
qu’on peut restreindre I’application de premier retour ¥, aux niveaux d’énergie des orbites
périodiques P® et obtenir ainsi une famille d’applications U¢ qu’on va ensuite pouvoir voir
comme des difféomorphismes d’un anneau de R2.

Au lieu d’avoir les trois parametres € = (g, v, 1), on ne va maintenant en utiliser plus que

deux, on introduit la notation

e = (e,% ).

Remarquons déja que le résultat (iv) de la Proposition 3.5 est une conséquence directe des
points (¢),(ii) et (zii), en posant
e {(q2,p2)/ 65 + p3 < c63e2, (o, p2) & Vextérieur de C?} — {(q2,p2)/q5 + p3 < wdie?}
H
(QZaP2) — \I,Q(pl (q2)p27a)7q25p2)~
On démontre tout d’abord le résultat (i) dans la partie 6.1, puis dans la partie 6.2 on
démontre deux lemmes concernant la géométrie des variétés aux orbites périodiques sur

la variété centre-stable, qui sont utiles pour démontrer le (i7) de la Proposition 3.5 dans
la partie 6.3. Enfin, on démontre la résultat (iii) dans la partie 6.4.

6.1 Démonstration du (i) de la proposition 3.5 : dans ¥, écriture de la
variété centre-stable W*(0) comme un graphe

Dans cette partie, on démontre le (i) de la Proposition 3.5, i.e. pour rappel, on montre
que

Pour e,v,p < go et 61 assez petit, il existe une application pi’, analytique définie sur
I’ensemble

{(qz,pz)/ @ +pi< 51},

telle que

WE(0) 1811 50.8) = { (1,010 02m2) /a1 = 011 = i)\ 9 < 1)
De plus, dans X1 N B(0,d1), on a

p1 > P55 (g2, p2) <= FZ (01,91, 42, p2) € {(£1,m1,&2,7m2) /1 > 0} (6.1)
(voir Figure 2.18)

Démonstration
Voici le plan de la démonstration, en 2 étapes :

Etape 1 : on montre d’abord que pour (g2,p2) fixé assez petit, on a par valeurs in-
termédiaires I'existence d’un p; tel que (d1,p1, g2, p2) soit sur W(0) ;
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FIGURE 2.17 — Variété centre-stable a 0, W¢(0).

Etape 2 : puis, griace a une dérivée strictement positive, on montre 1’unicité de ce p; par
croissance, et la régularité par fonctions implicites.

Le raisonnement fait intervenir F;, c’est pourquoi on a besoin de I'’hypothese ¢, v, u < ¢q.
Passons au détail de ces étapes.

Etape 1. En prenant §; < po, on a pour tout (d1,p1,q2,p2) € B(0,61),

(6l7plaq25p2) € WQCS(O) — (517p17q27p2) € ‘7:2({(51)77175277’2)/771 = 0}))
<~ ¢i§(617p17q2ap2) = 07
< p1+ (¥1.(01,p1,42,p2) —p1) =0, (6.2)

ol on a noté
‘Fg_l(Q17p17qQ7p2) = (@1_@wiga‘Pg_,éawig)(QLPbQ%Pﬂ-

Or d’apres le (vii) de la Proposition C.1, ¢ (01, p1, g2, p2) — p1 est d’ordre 2 et il existe
une constante M telle que

Y1 (g1, 1,42, p2) — p1| < Mol(q1, p1, 2, p2)]*  pour tout (g1, p1,q2.p2) € B(0, ),

ol My ne dépend pas de . On a alors dans B(0, 1), en prenant les valeurs de Yy pour
p1 = 01 et pour p; = —I1 :

¢1_,§(617 615 QQ,pZ) = 51 + (1/11_@(517 517 q2:p2) - 61) Z 61 - M06%7
(01, =61,q2,p2) = =61+ (W1 (01, =01, q2,p2) + 61) < =61 + Mo6i.

Si on choisit §; < MLO, alors pour tout (g2, p2) € B(0,01),
U1 (01, =01, 2, p2) <0 < ¥y (61,61, 02, p2).
Par valeurs intermédiaires, il existe donc un p{*. (g2, p2) € [—d1, 1] tel que
V101,07 (92, p2), g2, p2) = 0.
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Ce qui conclut I’étape 1.
Etape 2. On utilise toujours I’équation implicite (6.2). Or d’apres le (ii7) de la Proposition
C.1,

(V12(q1, 1,2, p2) — 1) < (Q1+P1+qa+p2) *M(q1+p1+q2+p2),

avec M série entiere indépendante de g, convergente sur B(0, 4p;). On a alors

o, _
87)1(%’5((11’])1’ q2,p2) — p1) < 2(q1+p1+g2t+p2) M(q1+p1+g2+p2)

+ (qi+m +Q2+p2)2M/(Q1 +p1+ga+p2).

Or B(0,61) € B(0,pp), et M convergente sur B(0,p;) implique M’ convergente sur
B(0, py)- Donc pour tout (g1, p1,q2,p2) € B(0, 1),

‘31)1 (Y1(q1,p1,q2,p2) — p1)| < 861 M(461) + 1667 M/ (46y).

Donc, pour
1

5
'S 8M(dgh) + 1655 M (4}

on a

o _
87)1%@((117]31,(127]92) >0 pour tout (qi,p1,q2,p2) € B(0,d1). (6.3)

Avec ce choix de 1, on a donc, pour (g2,p2) fixé, I'application p1 — 1 _(01,p1, g2, p2)
strictement croissante. Ce qui signifie qu’on a unicité du pfg(qQ,pg) trouvé a I'étape 1.
De plus, grace a (6.3), on sait de plus qu’on peut appliquer le théoréme des fonctions
implicites analytique sur I'’équation (6.2) au voisinage de tout (41, pi*. (g2, p2), g2, p2). Par
I'unicité, on en déduit que pi’, est analytique. -

De plus, on obtient (6.1) par la croissance de py — ¥y (01, p1,q1,p1)- O
6.2 Deux lemmes pour la démonstration du (i) de la proposition 3.5 :
géométrie des W?*(P®) sur le graphe de W(0)

On démontre d’abord un lemme qui nous assure que pour a suffisamment petit, I’énergie
de l'orbite périodique P%croit avec a.

Lemme 6.1 1] existe ag,e1 > 0 et une série entiére My tels que pour tous €,v, u < €1 et
tous a,a’ < ag on ait

(i) |H(PSe) — “Ea| < La2 M (a),
(ii) sia < d alors H(P%e) = K (0,a) < H(PY ) = K(0,a).

Démonstration
On rappelle qu’on a

Pga = {FQ(Oa 07 é?,aa 772,a)7 gg,a + 77%,@ = CL}, (64)
et donc pour tout (§2,4,72,4) tel que §§7a + ngﬂ =a,

H(Pgav§) = H(Fg(ov 0762,(17172,(1)7§)~
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Or, grace a la forme de Fy démontrée dans la Proposition C.1,

.7'2(0, 0,£2,q, 772,a) = (801,@ Y1, P2, ¢2,§)(0; 0,824, 772,a)

(1,0(0,0) + v (0,0, 82,4, 72,0), 11,0(0,0) + 247 (0,0, 82,4, 72,0),
2.0+ v5(0,0,€2.4,M2,0), 2,0 + V5 £(0,0,€2,4,M2,a))

= (0,0,&2.a,M2.a) + V(1 6> V1 o> Pher ¥5.:)(0,0, 82,05 M2,0)-

En écrivant

w(e)

% 5.2 (QQ +p2)+H3(qlap17q27p27 )7

H(QlaplaQQava ) = —q1p1 + —

ott Hz d’ordre 3 en ¢; et C! en ¢ = (&, v, 1), on obtient alors

w() ()

H(ngé) = _V2S0I17§ 117§(0707€2,a7772,a) + 55 (52 a+ Za) + V{Q a(p2 5(0 0, 62 ar 112, a)

+2(2) (v112,a3£(0,0, £2,0, ?72,a) + %05 1 £(0,0, 2,0, 712,0))

+H3( g(oa 0, 52,(17 772,(1)7 §)-

Et parmi les termes de cette égalité, grace au (i) de la Proposition C.1, on sait que
@1 oW1 e P ¢ Y5 . sont uniformément majorés au sens de < par une série entiere conver-
gente d’ordre 2, et que JF est majorée aussi uniformément en g. Et Hs de méme car C! en
e. Donc on en déduit qu’il existe une série entiere M; d’ordre 3 convergente indépendante
de € telle que

w(e)

H(F:(0,0,82,m2),€) — 27(52 m) < ;I;Ms(fzmz)- (6.5)

Et en écrivant cette inégalité pour & = 72 = z, on trouve alors I'inégalité au sens des
séries entieres & une seule variable

H(F:(0,0,z,2),e) — 2 2(2) < 6%/\/[3(:6,:15).

Avec M3(z,z) = 23 M4 (x) vu que My est d’ordre 3, et

H(F(&,m,&,m2),€) = Ko (é1m, & + n3), (6.6)

ou K est le hamiltonien en coordonnées locales obtenu dans la Proposition C.1, d’ou

w(e) v
K.(0,22%) — 22—€2x2 =< 5—21:3/\/13(3:)

La série entiere de gauche a donc ses coefficient impairs tous nuls, et comme < est une
majoration coefficient & coefficient, on peut ne garder dans x3./\/l§,(x) que les termes de
degré pair. On obtient alors I'existence d’une majoration uniforme de la forme

K.(0,22?) —22(? < Sa'Mu(a).
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On peut alors écrire cette majoration au sens des séries entiéres en a = 222 :

w(e v
K.(0,a) — 222)61 < 6—2a2/\/l1(a), (6.7)

ce qui, par les définitions (6.6) de K et (6.4) de PZ, est le résultat (i) du lemme.
En dérivant (6.7) par rapport a a puis en appliquant le Lemme B.4 démontré en Annexe

B, on obtient successivement

0 w v~
%KQ(O,a) — 2(;2) =< 6—2&/\/{1(@),
K(0.0) ~ K(0.0) + S5 —a) < % (0t ) Mu(a+ ) (o ).

Soit alors ag tel que Mj(2ag) converge. On obtient alors pour 0 < a,a’ < ay,

K.(0,0) - Ko (0,a) + Y@ —a) > —2512%/\41(2@0)(@’ —a)

2¢e2

= K.(0,d") — K (0,a) > (u;i? - 2;a0./\/11(2a0)) (a' —a). (6.8)

Donc, comme w(0) > 0, pour € assez petit et

wo
V< ———— 6.9
4dag M (ap) (6.9)
on trouve bien alors le (i7),
H(PY,e) — H(P%,¢) = K.(0,d') — K(0,a) > 0.

O

Remarque 6.2 C’est dans ce lemme qu’intervient U’hypothése (H6) : les étapes (6.8) et
(6.9) nécessitent de savoir que wy > 0, ce qui revient & supposer, dans les notations de
départ, que pour cioph < 0, la partie quadratique du hamiltonien Hy est elliptique définie.

Pour étudier la forme des W#(P%) sur 1 NW(0), on commence par identifier 3 NW(0)
4 un ouvert de R? grace & 1'écriture sous forme de graphe démontrée dans le (i) de la
proposition 3.5. Puis on utilise la forme des W#(P%) en coordonnées locales (£1,m1,&2,12),
qui est connue : en identifiant F-1(31) N W(0) & un ouvert de R? grace au lemme 5.1,
les W*(P?) en coordonnées (£2,72) sont alors les cercles d’aire a (voir Figure 2.18).

On introduit dans le lemme qui suit le difféomorphisme g. qui est la restriction de F; a
Y1 NWe(0) vue comme une application de R? dans R? grace aux écritures sous forme de
graphes. Les W#(P®) en coordonnées (qa, p2) sont alors les images des cercles d’aire a par
ge. Le lemme qui suit décrit les propriétés dont on aura besoin dans la suite vérifiées par
les images des cercles par g..

Lemme 6.3 Soit C, := {(&2,1m2)/€5 + 13 = a} le cercle d’aire a de R?. Et soit

e : BRQ(O,%&[) — R2
(E2,m2) = (P20, P2,2) (720, €2,1m2), 0, &, 12),

ot on rappelle que (@1, V1e, P2, 1) = Fe. Alors, pour 01 assez petit et pour v assez
petit par rapport a 61 :
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FIGURE 2.18 — Les W*(P?%) sur W(0).

(a) g=(Cq) est une courbe de Jordan,

(b) sia<d alors g-(Cq) est a Uintérieur de g-(Cor).

Démonstration de (a). Pour démontrer (a), comme C, est une courbe de Jordan il est
suffisant de montrer que g. est un homéomorphisme de Bg2(0, 361) dans g-(Bg2(0, 351)).

La description de g. donnée avant I’énoncé du lemme fait paraitre ce fait évident, mais
démontrons-le. Pour cela, on montre que ’application g_ suivante est 'inverse de g, :

9:  (q2,p2) = (Pag o) (01, P1%(q2, P2)s G2, D2),

ot ((‘Ol_é’wl_é’ (pié’wié) = }Zl'

La premiere chose & vérifier est que g2 est bien définie sur g (Bg2(0, %51)). Or g est définie

si \/q5 + ps < &1 (d’apres le (i) de la Proposition 3.5) et (61, p7% (g2, P2), 42, p2) € B(0, pp)-
D’apres le (i) de la Proposition 3.5, |p{% (g2, p2)| < 61, donc pour que g; soit défini, il suffit

d’avoir \/q3 + p3 < &1 et &1 < pj. Or d’apres le (vii) de la Proposition C.1,
(P20, Vo) ((€1,m1,€2,m2)) — (€2,m2)| < wMo  pour tout (&1,m1,&2,m2) € B(0, ppy).-

Donc en supposant que v vérifie vMg < 61, on obtient que g (Bgz(0, %(51)) C B(0,01), et
donc g; o g. est définie des que 261 < pp.

Ensuite, vérifions que g; o g est l'identité. On a

g§(52a 772) - (302@’ 1/)2@) (glz,g(oa 527 772)5 07 527 n2)
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Or golé(flzé(o,{g,ng), 0,&2,m2) = 61 par définition de §E§. Et comme

Fe(€65:(0,62,1m2),0,€2,m2) € W(0)

vu que 771 = 0, on a alors

1(€7:(0,62,72),0,&2,m2) = P55 (02,0, Y2, (€7:(0,€2,72), 0, €2, m2)) -

Donc

Prer V) (01, P (9(E2,m2)), 9e(§2,m2))
SOQ_@? 1/’2_75)((901,@ 1/}1@7 P2, 1/12@) (51235(07 §27 772)7 07 627 772))

P2er wig) (fg1(£E§(07 &2, 772)7 0, g?a 772))
527772)'

gz 0 ge(&a,m2) =

(
(
(
(

Donc g. est bien un homéomorphisme, donc (a) est vérifié.

Démonstration de (b). Pour démontrer (b), on montre d’abord que g. conserve laire.
Cela vient du fait que F;, qui est symplectique, conserve aire.

En effet, soit C une courbe incluse dans Bgz(0, £61). Notons A(C) l'aire symplectique de
C dans R? muni de la restriction de 2 & R?. Comme la courbe de R*

{(517771752”72)/61 = 51235(07 q27p2)a m =0, (q2ap2> S C}

est incluse dans {(&1,m1,&2,1m2)/m = 0}, son aire est aussi A(C). De méme pour la courbe
de R*

{(q1,p1,92,p2) /01 = 61,01 = pi*-(q2, p2), (g2, p2) € C},

qui est incluse dans {(q1,p1,¢2,p2)/@1 = d1}. On a donc, en utilisant de plus F, symplec-
tique

A(C) = -/4({(517771,§27772)/§1 = £E§(07 Q2ap2)>771 =0, (q2ap2) S C})

= AF({(&.m. &,m) /& = 67.(0,q2,p2),m = 0, (q2,p2) € C)})
= A({(q1,p1,q2,p2) /01 = 01,01 = pT°.(a2,p2), (02, p2) € C}) = A(g=(C)).

Donc g. conserve bien aire.

Soit alors a < a’. D’aprés (a), g=(Cqr) sépare g-(Bg2(0,361)) en 2 composantes connexes.
Or, comme dans B(0,161), on a g-(C 1 5,) dans I'une des composantes connexes et g.(Ca)
dans lautre. Et comme g.(Cs,) d’aire supérieure a celle de ¢-(C,/) par conservation de
laire, g-(C 1 5,) ne peut étre dans la composante connexe a l'intérieur de g.(Cy). Donc
nécessairement, g-(Cq) est & l'intérieur de g-(Cor) et g-(C 1 5,) & lextérieur. O

6.3 Démonstration du (ii) de la Proposition 3.5 : dans la section ¥,
écriture du niveau d’énergie de P* sous forme de graphe; positions
relatives de ce graphe et de celui de W(0)

Cette partie est consacrée a la démonstration du (i7) de la proposition 3.5. On est toujours
dans la section ¥; au voisinage de (p1, g2, p2) = 0. On cherche, pour a fixé, & montrer que
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le niveau d’énergie H = H(P%) peut s’écrire comme un graphe p; = p (g2, p2,a) (voir
Figure 2.19). On aura besoin de plus par la suite de connaitre les positions relatives de
ce niveau d’énergie et de W(0), car le premier retour ne sera défini que du "bon c6té”
de W(0). On montre dans le lemme qui suit que dans un voisinage adapté, le niveau
d’énergie est au-dessus de W (0) exactement pour les (g2, p2) qui sont & Uextérieur de la
courbe g-(Cq) (qui est aussi l'intersection de W#(P®) avec ¥, ou encore I'intersection du
niveau d’énergie avec W(0)).

NCES )

pe O\

{1 = H(P)}

q1

p1

FIGURE 2.19 — Intersection du niveaux d’énergie {H = H(P®)} avec la section ¥.

On démontre tout d’abord le lemme suivant, trés proche du (i7) de la proposition 3.5, avec
des conditions plus faibles sur a, et de plus un résultat de régularité sur pfg qui sera utile
pour la vérification des hypotheses du théoréme KAM. Puis on démontrera que ce lemme
implique le (i¢) de la proposition 3.5.

Lemme 6.4 Soit ©
~ w(e “
hé(qg +p§7a) = Té_g(qg +p§) - H(P§7§)’

Pour 61 assez petit et a < min(ay, %5%), pour v assez petit, il existe p{{é telle que

{(q1,p1,42,p2)/H((q1,p1, 42, p2), €) = H(PY,e)} N 54
N{(q1,p1,q2,p2)/|p1| < 61,1/ a3 + P} < p, |he| < 67}

= {(Q17P1,Q2,P2)/(I1 = 61,1 = p.(q2, P2, @), (g2, p2) € Bge(0, pp), |he| < 5%}
De plus )
pfé(q%p% a) = p~1H(q27p21 hg(Q% +p%7 a)a§)a

avec ;111 analytique en ses variables (qa, p2, h,€). Et pour tout (g, p2) € g=(Bg2(0,61)), on
a
pfg(q%pg, a) > pi(q2, p2) <= (q2,p2) est a Uextérieur de g:(Cy). (6.10)

Démonstration
On procede en 3 étapes, dont voici tout d’abord un résumé.
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Etape 1 : on montre d’abord par valeurs intermédiaires I’existence d’un \pfé (g2, p2,a)| <
do tel que
H(617p5§(QQap27 a’): q27p27§) = H(P;’,g);

Etape 2 : grace a une dérivée strictement positive, on montre a la fois 'unicité grace
a une fonction strictement croissante et la régularité par théoréme des fonctions
implicites car la dérivée est non nulle;

Etape 3 : on utilise les lemmes de la partie 6.2 afin de montrer (6.10).
Détaillons maintenant ces 3 étapes.

Etape 1.On a

H(dlaplvq%p%é) = H(Pgaaé)
w(e)

—&1p1 + TEQ(QS +p3) + Hs(81,p1, g2, p2,€) = H(P2, ),
W(E) 2 2\ a _ _
2£2 (QQ +p2) H(P§7§) = 51101 H3(61ap15 q2ap23§)7 (611)

(!

he(q3 + p3,a) = d1p1 — H3(01,p1, 02, P2, €);

ou on a noté Hs := H — Hy ou H est la partie quadratique en (q1,p1,¢2,p2) de H. On
s’intéresse alors a 1’équation implicite

h = 61p1 — H3(01,p1, q2, P2, €), (6.12)

ol pour linstant h est quelconque. On fait des estimations sur les valeurs de

d1p1 — H3(01,p1,92,p2,€),
pour p; = 61 puis p1 = —d1, afin de savoir dans quel intervalle on peut prendre h en étant
stir que I'équation (6.12) ait une solution p1 (g2, p2, he(g5 + p3,a), ). On fait d’abord
ces estimations pour ¥ = 0; comme il n’y a plus d’irrégularité en % dans Hj, on pourra
facilement étendre ces estimations a v petit par régularité. En p; = 261, on trouve
2 2 1 3 2 27

251 - H3(51> 2517Q2ap27€7 O,IU) = 251 - 5(51 + 251) = 51 (2 - ?61)

Et en p1 = —26; :
2 2 1 3 2 1
_251 - H3(51> _2517 q2,pP2,¢, 07 M) = _251 - 5(61 - 251) = _51 (2 - 551)

Donc pour §; < %, on a

3 3
26% - H3(5172517(127P2a5707,u«) 2 55%7 _26% - H3(61) _2517q27p275707u) S _55%

Comme Hj est C' par rapport & toutes ses variables sur B(0, py) et pour g,v, 1 < gg, il
existe une constante M telle que

|H3(6la 2517q2ap25577/a ,U,) - H3(5152613q25p276a05/~6)’ < Muv.
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52
Et donc, pour v < 537, on trouve que

267 — H3(61,261, g2, p2,€, v, ) > 67, —207 — Hz3(81, —261, g2, p2, €, 0, ) < —07.

Donc, par valeurs intermédiaires, I’équation (6.12) a une solution pi(qgo,p2,h,g) €
[—81,81] dés que || < 67. Ce qui conclut I'existence.

Etape 2. Dans I'équation implicite (6.12) ci-dessus, étudions 8%)1(51])1—}]3 (61,P1,92,D2,€))-
On va montrer que cette dérivée est strictement positive pour d; assez petit et v assez
petit par rapport a d1. Pour cela, on commence par montrer que c’est vrai en v = 0.

0

0 1
87)1(51])1 — H3(1,p1,92,p2,6,v =0,p)) = aTDl(fslpl - 5(51 +p1)%)

3
= 0 — 5(51 +p1)2

Or on a montré I'existence d’une solution |p1| < d1, on étudie alors 'unicité et la régularité
sur cet intervalle. On a sur cet intervalle

0 3
8791(51]71 — H3(61,p1,q2,p2,€,v =0, 11)) > 01 — 5(51 +01)? = 81(1 — 661).

Donc pour §; < -

i3> On a

0 1
7(51]91 - H3(517p17 q2,pP2,¢, 07 /.L)) < 751'
Op1 2

Comme %—Igf est C! par rapport a v sur le compact B(0, pj) X [—€0, €0]3, pour v assez petit
par rapport a d; on a

0 1
—(d1p1 — H3(6 <) 0.
8p1( 1P1 3(01,p1,q2,p2,6,v, 1)) < 101 >

Comme cette dérivée est positive, pour tout (g2, p2, &, v, 1) fixé Papplication

D1 — 51]01 - H3(617p17 q2,p2,€,V, ,LL)

est strictement croissante sur [—d&1,61]. On a donc unicité du p1 (g2, pa, b, g) construit
a létape 1. De plus, comme la dérivée est non nulle dans 1’équation implicite (6.12),
on peut appliquer le théoreme des fonctions implicites analytique au voisinage de tout
(p1 = P11 (g2, p2, h, €), g2, P2, h, €), et par unicité on a donc p1 (g2, pa, b, €) analytique.

Etape 3. Pour montrer (6.10), on utilise le Lemme 6.3, qui décrit la répartition des g.(Cy)
sur We(0) N ;. Cela va nous étre utile car g-(C,) est en fait I'intersection du niveau
d’énergie {H = H(P?®)} avec W(0) : ce lemme décrit donc les positions relatives des
niveaux d’énergie au moment de leur intersection avec W (0). Cela va nous permettre de
positionner les niveaux d’énergie a la fois entre eux et par rapport a la variété We(0) (cf
Figure 2.20).

On commence par se placer dans un voisinage de 0 en (g2, p2) tel que les g-(C,) soient effec-
tivement des courbes concentriques : on peut donc se placer dans g.(Bgz(0,d1)). Vérifions
déja que l'affirmation ci-dessus,

9¢(Ca) = {H = H(P")} N W(0),
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est vraie. Pour cela, on se place sur W(0), et de plus dans un voisinage de 0 tel que
WEs(0) N3y s’écrive effectivement sous forme de graphe pS§® >, donc, d’apres le (i) de la
Proposition 3.5, on peut se placer dans B(0,dp). On a alors

(61, 1% (92, p2), 42, p2) € {(q1,P1,92,p2)/H((q1,P1,q2,p2),€) = H(PZ,€)},
= H(61,p7(q2,p2), 42, p2,6) = H(PZ, ¢),

= H(F-(67.(0,97 " (42, 12)), 0, 92 ' (42, 12)), €)= H (F~
= K(67.(0,92 (g2, 12)), 0.9 (g2, p2)) = K(0,a),
= K0, (9 (q2,p2))2, + (92 (a2, 02))5,) = K<(0,a).

({(&1m, &2,m2) /65 +m5 = a}), e),

Grace au Lemme 6.1, on en déduit que si a < ag et ggl(qQ,pg) € Bgr2(0, \/ap), alors on a
I’équivalence

(61,1 (q2,p2), 42, p2) € {(q1,p1,92,p2)/H((q1,P1, G2, p2),€) = H(P{,€)}

<~ 9. '(q2,p2) € Ca,
= (q2,p2) € 9:(Ca)- (6.13)

On se place ensuite dans un voisinage de 0 en (gz2,p2) tel que les g-(C,) soient effective-
ment des courbes concentriques. D’apres le Lemme 6.3, c’est le cas dans g.(Bg2(0,01)).
Pour démontrer (6.10), prenons alors (g2¢, p2g) & lextérieur de g.(C,). Par le Lemme 6.3,
nécessairement il existe a’ > a tel que (g29,p29) € ¢=(C,). D’apres (6.13), on a alors
(61, P (920, P20), 4205 P29) dans le niveau d’énergie {H = H(Péa/,g)}.

p1 on est dans 21

{H=H(P")}

2 (g20,120)

FIGURE 2.20 — Dans X;, positions relatives du niveau {H = H(P®)} et de la variété
centre-stable W¢(0).

En utilisant I'application croissante de I’étape 2 et le fait que H(P¢,¢) < H (P;/,g) d’aprés
le lemme 6.1, on va en déduire que p{{é(qgo,pgo, a) > pi*.(q20, P20)-
En effet, pﬂ est défini (cf (6.11)) par

w(e)
?(QS +Pg) - H(P§a7§) = 51pf§(Q2,P2a CL) - H3(517Pf§(Q2ap27 a’)? q27p27§)-
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Or
H((slvp%,gg(qm)vaO)a q207p20) — H(Pg ag)a

ce qui, comme H(P% ¢g) < H(Paa/,g), s’écrit aussi

wlE /
1 (02, p2,0) — H (00, 10,22, ), 2.0 2) = ) (g5 4 ) — H(PE ),
w(e)

22

Et on a démontré a I'étape 2 que pour tout (ga,p2) € Bgz(0, pj), Papplication

(g25 + p2g) — H(PY ).

p1+— 01p1 — H3(d1,p1,¢2,p2,€)

est strictement croissante sur [—d7,01]. Donc nécessairement, on a

p{{g(qz(hp207 CL) > ptlzfg(CDOvaO)'

Et de méme, si on prend (ga¢, p2g) & 'intérieur de g.(C,), avec cette fois a’ < a, on obtient

p{{g(qz(hp207 CL) < pfg(QZOvPQO)'

Ce qui complete la démonstration de (6.10). O

Le Lemme 6.4 étant démontré, on montre maintenant qu’on peut en déduire la
démonstration du (i7) de la Proposition 3.5.
Démonstration du (ii) de la Proposition 3.5
Il ne reste donc qu’a montrer qu’il existe ¢y tel que pour a < 005%52 et I < %w05f52 on
ait .
|he (g3 + 3, )| < 67

Or on a ©

o2, 2 W &), 2 2

|he(q3 + p3,a)| = |T82(QQ +p3) — H(PZ, )l
On va montrer qu’avec un bon choix des parametres on a

w(e) 2 2 1o
92 (@2 +p3)| < 551
et

1
H(P2,2)| < 5%

Pour € assez petit, comme w est continue, la condition I < %wO(S%eQ est suffisante. On
utilise ensuite le Lemme 6.1 pour écrire

H(Eee) < (PR e) Dol 1)

a’ M (a) + |O;(;)a ,

IN

ot M analytique en a. Ainsi, il existe bien un cg tel que si a < coe?6%, alors
1
|H(P%, )| < 55%.

e &/l =

Ce qui conclut la démonstration du (i) grace au Lemme 6.4. O
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6.4 Démonstration du (iii) de la Proposition 3.5 : existence d’une res-
triction de ¥ dans le domaine ou le niveau d’énergie de P* s’écrit
comme un graphe

Cette partie est consacrée a la démonstration du (7i7) de la Proposition 3.5. Pour mémoire,
il s’agit de démontrer que

Pour ¢ assez petit, l’ensemble
{(q1,p1,42,p2)/0 < p1 — P (g2, p2) < P4(61), 05 + p3 < cie?}
est inclus dans ’ensemble de définition de W et son image par W est incluse dans l’ensemble

21N B(0,61) N {(q1,p1,q2,p2)/I2 < wodie®}.

Démonstration de I’inclusion dans ’ensemble de définition de W.
Par le résultat (6.1) du (i) de la proposition 3.5, on a tout de suite

p1(q2,p2) <p1=m >0.
Ensuite, construisons p(,(d1) tel que
Ip1 = pi% (g2, p2)| < po(01) = [m| < & (01).
Pour (q1,p1,42,p2) = (1,p1, g2, p2) on a

Im| < & (61)
< [U1.£(q1, P15 G2, p2)| < &o(01),
= [U1,£(01, P15 G2, p2) — 1.£(81, DT (2, 2), 42, p2)| < &(01),

car par définition de pf%, ¥1.(01,p7(q2,p2), g2, p2) = 0. Or, d’apreés le Lemme B.4
démontré en Annexe B, on a dans ’ensemble des séries formelles & trois variables

(p1>Q27p2)a

V1,6(01,p1,92,p2) — 1,01, PT (92, P2)5 G2, P2)
= O 1l (01, [P (g2, p2)| + Ip1ls lg2l, [p2])Ip1 — PT% (g2, p2)|-

Et donc (cf Lemme B.3),

[91,£(01, P15 G2, P2) — Y1.£(61, P (2, P2), 42, P2)|
< Molpr — pi(q2, p2)|-

Donc si on choisit pj(d1) := ﬁofé(él), on a bien

Ip1 — P (g2, p2)| < Pp(61) = |m| < & (o).

Enfin, pour montrer que pour ¢ et §; assez petits on a
g; + 13 < cdfv = \/€ +n3 <o,
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on utilise la méme méthode que pour la majoration (5.14) de la démonstration de la
Proposition 5.3, mais avec .7-;1 au lieu de F.. Ainsi, si g5 + p3 < ¢d1v, on a

E+1m = ¢y.(q1,01,02,p2)° + s (q1,p1,02,02)°
< Gt

@;’g(QIaplv QZaP2)2 + T/}ig(qlvplaq27p2)2 - (q% +p%) )
< edtv + v MSS.

On a donc bien w{% —|—77% < 67 des que /cv + VM651 < 1.

Démonstration de 1’inclusion de I’image dans I’ensemble ou le niveau d’énergie
s’écrit comme un graphe.

Dans la construction de I'application intermédiaire Wy (cf Proposition 3.3), on a déja le
domaine d’arrivée pour l’ensemble de définition complet inclus dans B(0,d1). Il ne reste
donc qu’a montrer qu’on a aussi a 'arrivée

1
IQ < 50)05%52.

Pour cela on utilise la majoration (5.12) démontrée dans la Proposition 5.3. On trouve
que si I < c63e?, alors

w(e
\2(52)(‘I’q2((Q1,p1,Q27P2),€)2 + Wy, (g1, P1, G2, 12), €)%
w(e
< ‘25_:2) ((Q% +p%) + ‘\IIQQ((qlvpl)q27p2)a§)2 + \IIPQ((QlapLQZapQ))é)2 - (Q§ +p%)‘) )
w(e) :
< \?\(05%52 +M&}),

< M(c+61)63.

On obtient donc bien la majoration attendue pour c et §; assez petits. O
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7 Construction d’une courbe invariante pour les restric-
tions de I'application de premier retour par un théoreme
KAM : démonstration de la Proposition 3.8

Cette partie est consacrée a la démonstration de la Proposition 3.8. On travaille pour
a < cpdie?, dans une couronne de la forme

{(a2,p2)/ 12 = G5 + p} € [c167e?, c207€7]},

ou ¢y, ¢ sont inférieurs au ¢ du domaine de définition de ¥¢ (voir la Proposition 3.5(iv)).
Les cg, c1, co sont fixés a la fin de la partie 7.1. -

Voici le plan de la démonstration de la proposition 3.8 :

— dans la partie 7.1, on travaille sur I’application \P?e,ez,[))' On montre d’abord dans le
Lemme 7.1 qu’on peut I’écrire en coordonnées polaires sous la forme

( 57(8752,0)7 l:[/?7(5782,0))(97 T) = (0 + @(7’, a, 6)7 7’).

Puis, dans l'optique de montrer le (iii) de la Proposition 3.8, on calcule dans le Lemme
k

7.2 une majoration de W(T’ a,a)‘ . Enfin, a ’aide des deux Lemmes suivants 7.3 et
r

7.4, on démontre dans le Lemme 7.5 I'existence d’'un encadrement proche de celui du
(73) de la Proposition 3.8. C’est dans ce dernier lemme que sont fixés ¢, ¢ et cs.
— dans la partie 7.2, dans loptique de la démonstration du (iv) de la Proposition 3.8,

on démontre dans le Lemme 7.7 une majoration Ckde ¥¢ ,  — W% , - Le Lemme
(6,6%,1) (,62,0)

7.6 assure la transition en coordonnées polaires pour la norme C* dans I’anneau
I, € [615%62762(5%62].

— dans la partie 7.3, on introduit deux changements de coordonnées successifs, puis on
montre que 'application ¥¢ dans ces nouvelles coordonnées vérifie (ii),(iii) et (iv) de
la Proposition 3.8. -

— dans la partie 7.4, on démontre tout d’abord que o est toujours une application
symplectique dans le Lemme 7.8, puis le Lemme 7.9 implique directement le (i) de la
Proposition 3.8.

7.1 Estimations pour ’application de premier retour pour la forme nor-

male du systeme, \11?8762’0)

Dans cette partie on étudie plus précisément le cas de ’application de premier retour ¥¢
dans le cas ot ¢/ = (g,€2, 4 = 0), qui est le cas du systéme sous forme normale en tronquant
le reste. On verra ensuite 'application de premier retour pour le systéme complet comme
une perturbation de cette application.

a
(875270)

(\I/g,(a,52,0)7 \Ijg,(aez,()))(e? T) = (0 + @(7‘, a, 5); T)a

Lemme 7.1 L’application W s’écrit en coordonnées polaires
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avec

w(e)
@(T,G,E) = 2(62T(p{1(rg£270) (r,(),a),r, O> (6>5270))

T(ff. 2,0)(0,)..0,(c.62,0)) i
+e /0 82Nn((¢qr|‘¢p1)(37 (51,171(5752’0) (r,0,a),r,0),¢),r ¢)ds,

ot p{{(87€270) (rcosf,rsinf,a) et T(p1,rcosf,rsind, (e,£2,0)) ne dépendent pas de 0.

Démonstration
On utilise la forme particuliere de la forme normale du systeme : pour u = 0, on étudie le
systeme hamiltonien

dq1 3
o —p1+ 5((11 +p1)? + 20 Nn(q1 + p1, G5 + 3. €),
dp1 3
e 5(611 +p1)? = 201 Nn(q1 + p1, G5 + 3. €),
dqo w(e
- = (72)192 + 20 Nu(q1 + p1, 45 + 13,€), P2
dt 2¢
dgz w(e)
ar _?QQ - 6282Nn(6h +p1,q§ +p§75)QQ-
On a alors J J
2, .2
dt<Q2 +p3) 2=
et donc a Is = Isg fixé, on peut résoudre le sous-systéeme constitué des 2 premieres

équations et obtenir ¢g, et ¢p, (¢, (q1,p1,I20),€). En injectant ces solutions dans le sous-
systeme constitué des 2 derniéres équations, on a alors un systéme en (go,p2) linéaire a
coefficients non constants. Ses solutions s’écrivent

q2 420
t) =R
(p2> (t) = Rot, 10,0 (p20) ,
w(e)

t
0(t, Isg,€) == 5 t +/ 200N, (g, + bpy ) (5, (q1, 11, Ing), €), Iz, €)ds.
0

ou

Et on a donc

a wle
\1197(575270) (07T) = 0+ 2(62)T(p{{5’€270) (q27p27a))q27p2) (8)6270)) (71)

) T(pil. o2 0)(a2:p2,0),02,p2,(.,€%,0)) .
+e / aQNn((¢<11+¢p1)(5a (51ap1(5,52,0) (q27p2,a),’r‘),€),7",8)d8.
0

Vérifions maintenant que p{{(&&o) (rcosf,rsinf,a) et T(pi,rcosh,rsind, (s,e2,0)) ne
dépendent pas de 6. Pour cela, on revient aux définitions respectives de p{{(€7€2’0) et de
T, et on vérifie que quand p = 0, 8 n’intervient pas dans les définitions. En effet, p{{(e’5270)

est 'unique p{{ tel que
H(((Slvp{{a q2, Q2)7 (57 52) O)) = H(P(C{L.:75270)5 (55 825 0))

1 wle a
- 51]){[ - 5(51 +p{1)2 - Ean((Sl +p{{7T27€) = 2(82)72 - H(P(E,EQ,O)v (57527 0))
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Et dans cette derniére forme, on voit qu’il n'y a pas de dépendance en 6. Donc
p{l(g c20y(rcost,rsinf, a) indépendante de 0.
De méme, T est défini par I’équation implicite de premier retour

g‘h (T, (01, p1, g2, p2), (6,52, 0)) = 01,

et on a vu au début de la démonstration de ce lemme que dans 5(11 (t, (01,1, G2, p2), (5,€2,0))
la dépendance en (go,p2) n’intervient qu’avec la quantité conservée I = r2. Donc
I’équation qui définit T ne dépend pas non plus de 6.

Donc V'expression (7.1), écrite en (g2, p2) = (r,0) (i.e.pour § = 0), permet bien d’écrire
que

\Pg,(a,52,0) (9’ 7') =0+ @(7“, a, 5)7

w(e
O(r,a,e) = 2(82)T(p{{8782’0)(r,0,a),7“,0,(575270))

T(pll—é’gz’o)(T,O,a),T,O,(E,EQ,O)) "
+ /0 82Nn((¢q1+¢p1)(37 (517])1(5’5270) (Tu 07 a)7 r, 0)7 8)7 r, E)dS.

a

Lemme 7.2 Pour 0 < a < ¢y et % € [c10%¢, cad3¢], on a pour tout k < E(NOT_l)),

<

ke
‘ (7‘, a,é) ~ E

e

Démonstration
D’apres le lemme 7.1, on a

wle
Ora.e) = “ETGl Ly 0,010, (2,0)
) T(p§575270)(r,O,a),r,O,(€,£2,0)) "

+€ /0 2N ((Dgitdp, ) (s, (51,p1(8752,0)(7’,0,a),7“, 0),¢),7,¢€)ds.

Ce qui peut aussi s’écrire

wle
@(T’,G,E) = 2((€,Q)T(p5575270)(r707a)7r707<€?€270))

L2 (T(p{{mz,o) (r,0,a),7,0, (2,¢%,0)), plL 2 0, 0, ), 7 5) ,
avec F et T applications C*o par rapport & leurs coefficients, et
pfg’(Q27p2a a) = p~1H(qQ7p2a ﬁ;’(q% + p%? a)7§/)7

avec p1 7 analytique en ses variables (g2, p2, h,e"). Donc la seule irrégularité est celle en
e = 0 dans

hotr%,0) = X e e,
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En fait © est de la forme

1~ -
O(r,a,e) = E—QG(hgr(rQ,a),r,e),
avec © C*0 en ses variables (h,r,¢). Et on a
Oha(r?a)  _w(v)  0%ha(r’a) _w(e) O*ho(r2,a)
= =2 =2 Vk>3, ———= =0
or v 2 2e2”’ -7 Ork

Donc pour 72 € [e1022, c26%€2], on a pour tout k > 0,

akﬁél (T‘2, CL)

M
ork =k

_ek’

Or on peut montrer par récurrence sur k > 0 que
"0 (ha (r?,a), 7€)
ork

est une somme finie de termes de la forme

9o ) Ohe (r2a)\ Fha(r2,a)\ "
agign M ahre) | === | —5— ]

oi+j <kni+2ng+---+kn, < k. Et comme © est C* et qu’on travaille sur un borné,

on trouve donc
ok
ork

IN

(r,a,¢) S M (f)m » <i‘f>nk

n1+2na+-+kng <k

< M < M
— Z ehi+2ng+-+kng — 57
n1+2no+--+kn, <k

Et donc on a bien, avec O(r,a,&) = 1@(h (r?,a),r¢),

oke
ork =

(Taé‘) 7@

a

Pour vérifier les hypotheses du théoreme KAM, on a besoin ensuite d’un encadrement
précis de 9,0. Et pour cela, vue I'expression trouvée pour © dans le lemme 7.1, il nous
faut aussi un encadrement de T'. Dans ce but, on démontre d’abord le lemme suivant qui
donne une propriété de T pour € = (£,0,0), qui va nous étre utile ensuite pour le cas

(,€%,0) par perturbation.

Lemme 7.3 Pour le systéme tronqué, i.e. associé au hamiltonien

1
H((q1,p1,92,p2), (£,0,0)) = —qip1 + §(Q1 +p1)° + 2(2>(q2 +p3),

le temps de retour a la section vérifie

T°(p1) propy 01

T((Q17plaq27p2)7(57070)) - +OO7

ot p1(91) est l'unique py tel que (81,p1(61),0,0) est sur l'orbite homocline a 0.
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Démonstration

Remarquons d’abord que pi(d1) est bien défini, grace a P'écriture de ¥; sous forme de
graphe en coordonnée locales (£1,11,&2,12), et au fait que la variété stable a 0 en coor-
données (&1, 11, &2, m2) est Pensemble

{(€,m1,82,m2)/m =0 =& = 2}

Dans les coordonnées (g,,p,) (coordonnées utilisées dans la partie 3.1), le Hamiltonien se
réécrit
L o w(e)

1 2, .2
5(121 )—|—2q1+2—2( 43 + p3)-
Et & g3 + p3 constant, les lignes de niveau du Hamiltonien sont les
L 9 L 3
5Py~ @)+ 34 =

P lei,/gi—gi’—a,

ol on obtient des orbites périodiques pour 0 < a < 2% et 'orbite homocline pour o = 0.
On va calculer le temps de parcours 7(«) de ces orbites, puis montrer que

) a—0

T(a) = 4o0.

Pour cela, on calcule le temps de parcours de la demi-orbite P, = ,/ — q1 + a. Soit
(g,(t),p, (1), g2(), p2(t)) la solution ayant cette trajectoire. On a alors

p,(t)
V0, (02 - 4, +a

27() p,(t)
a) = =L dt.
! Ju P — 0,07 —a

En faisant le changement de variables z := ¢, (t) dans cette derniére intégrale, comme

=1

dg
d;tl = 3p1H((ﬂ1(t)’1’31(t)»(I2(7f)aP2( )) g, 0, 0) 1( )
on obtient
1 22(c) 1 i
57'(&) —/Zl(a) \/ﬁ z

ot z1(a) < z9() sont les 2 racines positives de 22 — 23 — a = 0. Notons zp(«) la troisieme

racine, négative, de 22 — 23 — a = 0. En faisant dans 'intégrale ci-dessus le changement

de variables
z— z1

sinx = ,
22 — A1

on trouve

/ZZ@ 1 / 2d
s(e) V22 —z3+a V21 (a) = z0(@) + (z2(@) — z1(a)) sin® x|



Or, quand a — 0, on a

22(a) — 21 (Ot) oc:))() 1let 2 (a) — ZO(OZ) Oé:))O 0.

Comme pour tout x > 0 on a z > sinx, on a donc

/ 2dx
\/Zl — zo(ar) + ( 9(a) — z1()) sin®

Y
%
,_.

|
N
O
[ME] \_/
[\
+ &.
A
|
I
[
Q
=
8
[N}

dx
T Vao —z1<a>/o R
_ 2 a7 [ale) = =), ] zi(e) = 20(@)
B z9(a) — 21 () ! |2 * 4 + zo(@) — 2 (04)| In| zg(a)—zl(a)|

Or, quand o — 0, on a

zo(a) — z1(«@) 2301 ot 21 () — 20(c) az0

On a bien alors

7_( ) a%O +o0.
Au passage, on a aussi montré que T'(p1,q1,p1,¢,v = 0,4 = 0) ne dépend ni de (g2, p2) ni
de €.

On voudra ensuite utiliser ce dernier résultat pour avoir une estimation de

or

ap (pl (Ta 07 a)) r, 07 (87 627 0));

et pour cela on aura besoin de savoir dans quel intervalle pi’(r,0,a) se déplace avec 7.
Pour cela, on montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 7.4 Soit ¢;,cy deuzx constantes postives. Alors il existe ¢y, cy,ch tels que pour v
assez petit,

p{{aﬁzm (r,0,a) € [c101,¢501] pour tous a € [0, cydie?], 7% € [¢)67e?, cho?e?).
De plus, on a aussi sur cet intervalle

op
oh

1
> —61 > 0.
_21

et il existe ¢, cly tels que )
hé’(T27a) €lc //51’ 252]
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Démonstration
On rappelle qu’on a montré lors de la construction de pi’ que

p{fg(QQap27a) _p (q27p2ah ( g2 +p2a ) )a

avec p1 analytique en ses variables (q2,p2, h,e). Et pour € = (e,v = 0,u = 0), p{{ est

défini par
- 1 ~
s1pr T — 5(51 +p")? =h
op 1! 3 B
g; <51 — 50 +P1H)2) = h.

En sachant que par construction, |p| < 6; sur son ensemble de définition, on obtient
alors que sur son ensemble de définition, p1! vérifie

op ! 1
> — .
o ——(r,0,h,(£,0,0)) > 5 >0

Soit alors un sous-intervalle strict [¢["d1, ¢ d1] de [¢;01, co01]. Il existe donc ¢, ¢} tels que
pour h € [¢]6%,y63], on ait

o1 (r,0,h,a,v = 0) € [¢]61,c501].
Comme p1 7 est continue par rapport & v et €, on obtient que pour ¢ assez petit
Vh € [cf 51,02(51] ﬁlH(T, 0,h,a, (5,52,0)) € [¢101, ¢901];
ainsi que, comme p; 7 est CT,

op ! 1
> _— >0,
OB (10,1, (2,0,0)) > 5 > 0

T2 w(e) o
he (1%, a) = ?T‘ — H( g,gl).
Soit maintenant un sous-intervalle strict [cg )51 , cg )52
¢y, c tels que

2] de [¢]'62, ¢y §?], on peut alors choisir

wile 4 4
[015 6 025 ] = 2((€2)7'2 S [Qg )6%725 )5%]

Et il ne reste plus alors qu’a choisir a tel que

2. < i) — . — 0

£

Or d’apres le Lemme 6.1, car ici on a pris v = 2, on a

ghe

2
< w(a)a + %MoaQ.
€

’H( ) 2e2
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On peut donc choisir ¢ tel que pour € assez petit on ait

(4) moom (4 ))52.

a < ¢g0?e? = ‘H(Pf,,g’) <min(c;’ — ¢, ¢y — ¢

Avec ces choix de ¢, ¢; et ¢y on trouve bien alors que
pffsﬁz,o)(r,o,a) € [¢101,¢901] pour tous a € [0, cydie?], 72 € [¢]61e?, cho%e?].
O

Lemme 7 5 Il existe ¢y, c1,c2 avec c1,c2 < ¢ et m, M > 0 tels que pour tout a € [0, 005%62]
et tout 12 € [c107€2, c20%€?] et pour € suffisamment petit on ait

De plus, il existe alors c;,cy tels que sur cet ensemble on ait
pllq(a,a270) (’I”, 0, a) S [Q1517§251]- (7.2)

Démonstration
La premiere inégalité de ’encadrement se déduit en fait du lemme 7.2 pour k£ = 1.
Pour la 2e inégalité, on commence comme dans la démonstration du lemme 7.2 par écrire

w(e)
O(ra,e) = 5 FT(P2)(r;0,0),7,0, (¢,,0))

) T(pﬁe,z-:?,o) (r,0,a),r,0,(£,2,0)) -
+e /0 82Nn((¢q1+¢p1)(3a ((517])1(575270) (7‘) 07 CL), Ty 0)7 6)7 Ty E)dsa

w(e)
TégT(p{_{g,5270) (T, 07 a)7 T, 07 (55 827 0))
Y F (T(p{{e,ez,o) (r,0,a),7,0, (£,2%,0)), il .2 (1, 0,a), 7, 5) ,

ou F et T applications C¥o par rapport & leurs coefficients, et
H ~ H 7
pY (g2, p2,0) = p1" (g2, p2, her (63 + 3, ), €)

avec 1! analytique en ses variables (ga, pa, h,€'). On rééerit alors cette égalité

w(e ~ [~
O(r,a,e) = 2(62)T(p{g€,5270)(r,07a),r,0, (5,52,0)) + 2 F (hg(frj,a),r, 5) .

En dérivant par rapport a r on obtient

W('I",a,f)

_w(E) dT  y 2 op ! 2 O 2 op ! 2

T 9g2 Tpl(pl(s,sz,o)(r’ova)’r’o’ (6,5 70)) 6h (7‘ 0,a, (575 ,0)) r (T a) 87(7n 0,a, (5»5 70))
w(e) OT OF 9 w(e OF 9
522 By (pl(s c2,0)(r,0,a),7,0, (¢, £2,0))+¢? I (h (r*,a),re)( 'r)+a— (h (r ,a),r,e) ,
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oll on va montrer que avec un bon choix de parametres on a

( ) or ap~1H 2 ah m
62 op1 ( (552 0)(7” 0 a) r,0, (5 6 O)) oh ('r,O,a, (575 70)) or (T CL) < 6737 (73)
et
oT op M
2(82) ap (pl(a €2,0) (Ta 0, a)7 T 07 (57 527 0)) 81“ (Tv 07 a, (57 527 0))

+ 2(52) gz:( Plee2,0) (75 0,a), 7,0, (¢, g? O))
€)

+&2 (%Z— (h (72, a),r,e) (2( )+ o (iLg(rQ a),r, 5))

~o(1). -

Ce qui sera suffisant pour conclure pour ¢ suffisamment petit.

Pour montrer (7.3), on utilise les résultats des Lemmes 7.3 et 7.4. On a

§
T((Q17p1a QQ7p2)7 (57 07 0)) = To(pl) Pl*ﬂl)( v 400,

et T est C! par rapport & p;. Nécessairement, pour p; > pi (51) aussi proche de p1(d1)
qu’on le veut, on trouvera toujours un petit intervalle tel que £ < 0 sur cet intervalle.
On peut donc trouver un intervalle de la forme [c;01, cy01] tel que sur cet intervalle,

0
8l< —2m < 0.
Op1

Comme T est C! par rapport a toutes ses variables on a pour €, u assez petits

oT

afpl(ph%,pz’é) < —m < 0 pour tout py € [¢;01, cyd1].

On pourra donc appliquer cette inégalité pour montrer (7.3) si on s’assure que
p{{mg’o)(r,o,a) € [c101, co01].
Or d’apres le lemme 7.4, on peut trouver cg, c1 et ca tels que
P{fg,gao) (1,0,a) € [¢;01,c501] pour tous a € [0, codte?], 72 € [c165e2, c20%€2].

On obtient alors que pour a € [0, cgd?e?] et r2 € [c163€2, cad7€?], on a

or

aim(p{fg@{o) (Ta 07 a)a T, 07 (57 527 0)) S —m < 0.

Or, d’apres le ”de plus” du Lemme 7.4, on a

op !

o (r,0,a, (g,€2,0)) > — > 0.




Et on sait aussi que pour 72 € [c10%€2, c20%€?],

Ohy | w(e) w(e)
= =2—="r > — .
B (r°,a) 52 "2 Ve 5 >0
On en déduit alors que pour a € [0, cpd3e?] et 72 € [c107€2, c20%€?], on a
w(e) oT op ! Ohs mw(e)?,/c1
2e2 8]91 (p{i(re,EQ,O)(ra 07 a),r,O, (575230)) Oh (T,O,a, (535270)) af (T27a) < - ﬁ?) :

Ce qui permet de conclure la preuve de la majoration (7.3).

I1 ne reste plus qu’a montrer (7.4). Or les applications

oT o aT OF OF
Op1’ Or 2 Or’ Oh’ Or’
sont continues par rapport a leurs variables. Et par le Lemme 7.4, on sait que pour le
choix ci-dessus de cg, c1 et co on a p{l et he bornées pour
a < cpd?e? et 12 € [c10%€?, cpd%e?).
Donc tout est borné dans la somme de termes considérée dans (7.4), sauf la fraction ‘;(;2)
Cette somme est donc bien un O (6%), i.e. (7.4) est vérifié, ce qui permet de conclure la

démonstration.
O

7.2 Majoration C* de ¥, , —V{ .

Le théoreme KAM de [51] est énoncé en coordonnées polaires, et parmi ses hypothéses on
a des majorations des dérivées multiples de ¥“. Le lemme suivant donne une majoration
des dérivées de I’écriture en polaires (V§(0,r), ¥e(0,r)) de ¥, en fonction des dérivées de

U = (g, (g2, p2), ¥y, (g2, p2))-
Cela est possible grace au fait qu’on travaille sur 'anneau
{(a2.p2)/03 + p3 € [e16e”, c201€]},
et donc a distance connue de 0.

Lemme 7.6 Si (p1,q2,p2,€') est dans lensemble de définition de ¥ et c10%e% < q3 +p3 <
2022, alors
\IJ(qQ,pg)(pla q92,P2, §/) = \Ijr(pla q2,P2, §/)R\119(p1,q2,p2,§’)’

ot W, est C* par rapport & toutes ses variables. Et sur le tore R/2nZ on a

()

w ~
qj@(plv q21p27§/) = TT(pla QQ7p27§/) + ¢9(T(p17QQap27§,)a (517p17Q2>p2)7§,)>

avec T et 59 Cko par rapport a toutes leurs variables pour € > 0. Et il existe M tel que
pour toute variable générique x de @,

o M (I~ - .~
Bido| < (;) 0460 + |8g¢p2|> .
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Démonstration
Grace a la majoration (5.12) de la Proposition 5.3, on sait qu’il existe M tel que si
(p1,q2,p2,€") est dans l'ensemble de définition de W et si (g2,p2) est dans Panneau

{(q2,p2)/ 43 + p3 € [c161€?, 2677]} alors
U(p1,q2,p2.€) € {(q1,p1,02,02) /% + 5 € [(c167 — M3})e?, (ca8t + MOT)e?]}.  (7.5)

Ce qui signifie qu’en choisissant € assez petit par rapport a ¢, ¥ est a image a distance
de sécurité de 0, ce qui va permettre I’écriture en coordonnées polaires. Plus précisément
on pose

U, (p1, g2, p2,€') = \/‘l’qz(ph q2,02,€)% 4+ Up, (p1, G2, P2, €')*.

Comme ¥ est C¥0 et ¥ ne s’annule pas pour c16%¢? < g3 + p3 < 2022, sur cet anneau W,
est donc aussi C*o.
Ensuite, comme

¢(T(p17 Q2ap2>§/)a (51,]91, q2ap2)7§,)7

N —
Vipr a2 2. ) = ngzs)T(quz,pz,é’)

on écrit dans le tore

w, = )T(pl,qmpz,é')+¢~59(T(p1,q2,p2,§’),(51ap1»Q27p2)’§')7

ol qz~59 est défini par
¢112 1¢p2 _ eiggg

or
On déduit de cette formule que si x est une variable de ¢~5, alors
+i 0y
r¢9 — (_ ) ( (¢Q2 ¢P2> _ ~¢ ) ) (76)
¢Q2 + 1¢p2 ¢r

Or, d’apres (7.5), on a sur I'ensemble de définition de ¥ pour 3 + p3 € [c10%€2, c20%€?],

|¢CI2 + 1¢p2|2 |¢7"2 32 + ;b-/zz)g Z (Cl - M61)5%627

et donc

0:0| < (193] + 10231 )

V(cl — M516

En dérivant 1’égalité (7.6), on obtient ensuite les majorations annoncées pour les dérivées
succesives de ¢g.

Od
owe ., )
. a _ a . . ’ +1e . . (,62,1
Pour majorer (a 2 ) \Il((E 2 O)‘C on aurait aimé utiliser une majoration de —an
on a la

et un théoreme des accroissements finis. Seulement, dans I’expression de \I/(
régularité en p sauf dans

e?u)’

5 w(e "
Pee2 ) (r*,a) = er — H(P(57£27M), (e,€2, 1)).



En effet, par définition P2 := F.(C?) et la régularité de F = F(. .,y par rapport a p est
inconnue. On va utiliser alors a la place le fait que, comme on va le montrer plus loin,

|h(€,€2,u)(r23 CL) - h(e,EQ,O)(T2a a)| = ‘H(P(ag£2,0)a (57527 0)) - H(P(a (5a52a M))| < Mad?®.

£,e2,1)?

C’est pourquoi on va devoir faire une hypothese sur la taille de a par rapport a e.

Lemme 7.7 Pour a,c,u assez petits, pour 0 < k < kg,
1
W26, (=, €% 1) = (.0, (5%, 0)) o < (a2 4+ 5 ) 01,
a 2 a 2 CL2 H
‘\IIG(T707(87€ 7#))_\IIG(T707(€75 70))‘ck§ Ekﬁ—i_skﬁ M.

Démonstration
0

On va utiliser o avec le théoreme des accroissements finis 1a ol ce sera possible. Et aux
endroits ou on ne pourra pas, on utilisera a la place %, avec le théoreme des accroissements
finis et une majoration de |h(§752#) (r?,a) — hg6,€2,0) (r2,a)l.

Majorons donc tout d’abord | .2 (1%, a)— he.e2.0) (72, a)|. On utilise pour cela le Lemme
6.1 (vrai pour a < ag et &, p assez petits) :

’h(6’527”)(7’2, a) — h(E,EZ,O)(Tzv a)| = H(P(as,eQ,O)v (5’€2a 0)) — H(P&e?#)? (€7527N))

= [P e (002200 = G0 (P (22 10) = )| < Mo

2
252 €,e2,1)” 252

On a

Te(r,0, (e, p)) = ¥, (p]H(r cosf,rsind, l~1(€7€2m (r2,a), (g,€%, 1)), 7 cos B, 7sin b, (¢, €2, u))

avec U, et ' C*0 par rapport & toutes leurs variables. On note alors

(.0, (e, 527 1) = \ilg(r, 0, h(a,EQ,u) (7”2, a), (g, 527 )

ott U¢ est C*o par rapport a toutes ses variables pour r? € [c167€2, cadie?] et a < cpd?e?
(ce qui implique aussi h. 2 ,) bornée, hy. 2 ,\(r?,a) € [¢]67,467], cf lemme 7.4). On peut

alors montrer par récurrence sur £ que

O, 0, hic 2, (1, a), (6,62, 1)
orlo6s

est une somme finie de termes de la forme

8i+j+k\i/ff ~ 9 9 8%(5’527“)(7“2,(1) " 8%(5752’@(7“2,@) "
W(Tﬁ,h(s,e?,u)(?‘ ,a), (g,6%, 1)) o ot
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oui—+j<fletns+2ns+---+¥Iny <L Et on cherche a majorer

R (r,0, hie 2, (12, a), (€,€2, 1)) - O RWA(r, 0, h. 2, (1%, 0), (€,€2,0))

ortoes ortoes
okwa(r, 0, 5(5,52#) (r?,a), (e,€%, 1)) B oMtkEwa(r, 0, 71(8’5270) (r?,a), (e,€2, 1))
- ortoes ortoes
N kWL (r,0, b 2 0)(r?, a), (e,€2, 1)) B kWL (r,0, b 2 0)(r?, a), (¢,€2,0)
ortogi ortogi
o [ ORUe(r,0,h, (c,e2, 1) \| 5 9 - 9
< v r\HY, 7‘ ) ) B 7 —h
S ol o et Rt

hele2.cl63)

& (0TEV(r,0,hy,0)(12, ), (g,6%, 1))
t, . s o BIET e
7’26[015%527025%62] H r
helcf 6} ,c5 07
Et on a
(+k\Jra 2
w |2 <a LGNACY, w))) “u
1“26[015 625 82] ah 87’ 89
he(c] 62 . 6%]
pour £+ j + 1 < ko car U® est C*o par rapport & ses variables. Et
0 af-i-k\ijg (Ta 03 B(V,IJ,O) (TZa a)a (6a 52, :U'))
ou ortons
aZJrJJFk\I/a ~ 9 9 8}~L(s,52,u) (7“2, a) ! 8371(6,52,#)(1"2, a) \"
Z OriOhi 89k r,0, h(u,l/,()) (T ) CL),(E-:, €, M)) or o ort
niy+-- izng<€

Sy () () e

T l y4
ni+-+ny<~l < <
On trouve donc bien finalement
W20, (2.2 ) = WE (1,0, (2%, 0)) | < (a2 4+ ) .
On a ensuite
qjg(”“? 9’ (€’ 52’ /J'))

= Uy <p~1H(rcosﬁ,rsin9,ﬁ(sjszyu)(ﬂ,a),(5,52,/1,)),7“0089,rsin9, (5,52,/1,))
W(g)T(~H( 0. rsind. b (r2 2 2 1))

252 D1 rcosv,rsmdu, (8,62“LL) r 70')7(675 7“))7q27p27(€75 7“)

+$9(T(p~1

H(T COSG, TSiDG, B(5,527u) (727 CL), (Sa 827 ,u'))a q92,P2, (65 52, /‘L))’ (6lap17 q27p2)a (67 527 :U’))
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ot on a T et p Cko par rapport a toutes leurs variables et les dérivées de (}59 sont
contrdlées par celles de ¢, et ¢p, (cf lemme 7.6) qui sont C* par rapport & toutes leurs
variables. En faisant le méme raisonnement que pour W(r, 6, (¢,€2, 1)), on trouve cette
fois

}\Ilg(r, 0, (5,52, w) — g(r, 0, (s, 62,0))‘cg

1 1
M- (@ ) M (@ )
£ € N €

2
/ a K
M- <€£+2 + 62£+2> :

IN

IN

a

7.3 Changement de coordonnées, démonstration de (ii),(iii) et (iv) de la
Proposition 3.8

Changement de coordonnées
Soit
_ 1
CHE (7.7)

Y
=]
oll [a%] désigne la partie entiere de 5% On fait le changement de coordonnées :

1 g2
(07 T) = (6—Q7 \/gp> y g€ R/27TZ,[)2 € g[cl(sfu 615%]'

On vérifie qu’on a

[\

e

1-2<=—<1.

g
Appelons \ilg I'application W¢ dans les nouvelles coordonnées. \i/g est alors bien définie

pour p? € [c10%, (1 — &2)cad?], i.e. pour € assez petit, \ifg est définie sur un segment
p° € [a167, i),

indépendant de ¢.

On a
Vo py(@0) = ((Fio)a(a:0), (B o). 0)
1
- (q +E0(Vep,a,e) + E(VE 2 ) — \1135752,0))9(5(;, Vep) |
1 a a 1 —
Y + 75(\:[](6,527#) - \11(676270))9(31, \/gp) ,
qu’on note

\I]((la,zEz,u) (Q7 p) = (q + ag(qa IO) + F(aa752,u) (q7 p)? T+ G((l57527u) (Q7 P)) .
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Démonstration du (ii) de la Proposition 3.8

On a
0a?

_ 00, ~
3/) —8\/55(\/gp,a,6).

Rappelons que di a été défini tel que pour ¢ assez petit on ait

p° € [c162,d10%] = 12 € [c10%€?, c20%e?).

Ainsi, 'encadrement du lemme 7.5 s’applique ici, et on obtient que pour p? € [015%, dléf],

M oa?
e N R LN
g3 dp g3

Or, avec la définition (7.7) de &, on a

€

232 désque£2§

1<
g

On trouve donc
0a?
—2V2M < = < —m.
dp

On obtient donc le résultat (ii) en choisissant
1
mo > max(2v2M, —).
m

Démonstration du (iii) de la Proposition 3.8
On utilise d’abord le lemme 7.2 pour majorer |ag|qx. Il s’applique bien car si p? €
[c162,d162], alors 12 € [c167€2, c262€2]. On a alors pour tout k < ko,

5\/5‘16%@(\/5‘,0, a,e)

r

8ka§
‘ PR (q,p)‘ =

N | =

ke M k
< 8VE 55 <V2ZM poure<

Démonstration du (iv) de la Proposition 3.8

On utilise ensuite le Lemme 7.7 pour majorer ’F(‘;EQM) ’ck et ‘G‘(ZE’EQ,”) o On a pour tous
1,7 tels que i + j < k,
o i | s
azﬂp(ggm( | _ . NCATAIC TN —wggﬁo))e( 1 Ve
agop P B 007 ori b Ver)

B citit2 T Z2(igt1)

2
a % .

=J 2
<5\/§M-<a + L >

IN
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et

‘92'”5’?5,52,#)( | — - NG az-+j(\1ﬂg&€2,u)—\Iug&gg,o))r(l VE)
dgiop P zi d0iori g Vep)
_\/gj 2 M
< oM (o).

2
a 1
< M- (s%? + 56k4> :

On obtient bien alors que pour tout 0 < k < kg — 1,

a a p
’F( (‘57527}'6) Ck S M ’ <€3k + EGk) :

57527/'1') C

+ \Ga
k

7.4 Les applications U sont exactes

Pour appliquer le théoreme KAM, on a besoin aussi de savoir que les ‘i'g sont des ap-
plications exactes. Pour cela, on commence par montrer que ces applications conservent
les aires; une fois qu’on le sait, le résultat du lemme 7.9 suivant suffit pour conclure que
I’application est exacte.

Lemme 7.8 L’application \i/g conserve laire.

Démonstration
U? est symplectique car c’est une application de premier retour associée au flot d'un

systeme Hamiltonien. Pour vérifier que ¥¢ est aussi symplectique, il suffit de s’assurer que
le changement de coordonnées

@ (p,q) — (Vep, éq)

est une transformation canonique. On connait la définition de la forme symplectique 2 en
coordonnées (gz2, p2) dans R?. Soit alors

P:(p,q) = (pcosq, psing).
Pour montrer que ¢ est canonique, il suffit de montrer que pour tout (g2,p2) on a
'D(PogoP ) (g, p2)D(PopoP ') g,p2) =, (7.8)

D(Po@o P ) (q2,p2) = DP((P~Y(q2,p2))) Do(P~ g2, p2)) DP (g2, p2).

Et on a 5 5
0 Vi +p
t 2 2
DP(q2,p2)QDP(q2,p2) = < )
e AV £ B
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On a donc (7.8) si et seulement si

tDSO(P_l(%,pz))(_ﬁfmﬁ@%w(lrl(%,m)) :<_\/qé)+7p%\/qg0+7p§>

= (0 ) G000 )L )

—2
@< 0 {qugﬂ?%):( 0 \/q§+p§>‘

=2
=Va+p 0 Vit 0

Donc ¢ est bien un changement de coordonnées canonique, et donc ¥¢ conserve 'aire. O

o= O

<

Lemme 7.9 Soit A >0 fixé.
Pour e assez petit par rapport a A, toute courbe de Jordan C incluse dans ’anneau

{(a,p)/p” € [¢,61, d161]}
et de la forme

C={(q;p),p=f(q)} avec pour tout ¢ € R/2xZ,|f'(q)| < A,

intersecte son image \ifg(C) (voir Figure 2.21).

FI1GURE 2.21 — Image d’une courbe C par \ifg

Démonstration d’une majoration préliminaire pour ’application ¥¢
On commence par montrer que dans 'anneau {(gq, p)/p* € [¢|6%,d107]}, la différence entre
r et WI(-,7) est tres petite. Cela permettra de situer I'image de C dans un tube tres fin

autour de C, ce qui sera un premier pas. Pour le montrer, on revient a la définition de W
et on utilise 2 résultats :

(i) dans les variables (g2,p2), on sait que dans B(0,pp) on a le long du flot de

H(.,(e,€% 1)), .
‘d((bd‘:ﬁz) < MpueNot?
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(i) on va montrer que sur lanneau {(0,7)/r? € [c10%€?%, c262¢2]}, le temps de premier
retour 1" est borné.

Avec ces 2 résultats, on obtiendra que
| (W2)qs (2. P2, @)% + (2)p, (42, P2, @)° — (a3 + p3)| < Mpue™ ™2 (Sup|T|) < M'pe™0+L.
Et donc, en coordonnées polaires

)T(Ta 97 a)2 - T2| < M,M‘SN(H—Z'
)r(r,0,a) — r‘ ’(\I!g)r(r, 0,a) + r‘ < M'psN0+2.

Et donc, comme r > /c1d1¢,
‘(\Ilg)r(ra 07 CL) - T" < M”,M€N0+1.

Enfin, dans les coordonnées (g, p), on obtient

< M”#(L:NO‘*‘l

(‘Ifg)p(éq, Vép) —Vep

& Ve(®d),(q,p) —Vep

< [(¥2)o(g,p) — p‘ < M"pe™o, (7.9)

11 _No+1
SM;L&O—",

et ce pour tout (g, p) dans {(q, p)/p* € [c167,d167]} par définition de d;.

Pour obtenir cette estimation, il ne reste donc plus qu’a montrer que 1" est borné sur ’an-
neau {(0,7)/r? € [c163e2, cd3c?]}. Et ce résultat vient de la régularité de T'(p1, q1,p2, €),
continu sur son ensemble de définition, et du fait qu'on a choisi ¢ et ¢y dans le lemme
7.5 de maniére a avoir p; borné (intuitivement, cela signifie que 7' reste borné car on
s’est placés avec ¢y, co & distance de séeurité de la variété stable). Donc T'(p1,q1,p2,€)
reste borné dans 'anneau {(0,r)/r? € [c102€2, c267¢2]}. Ce qui clot la démonstration de la
majoration (7.9).

Démonstration du Lemme 7.9
Soit donc C une courbe telle que donnée dans ’énoncé. D’apres (7.9), WE(C) est alors dans
le tube de largeur 2M" ue™No autour de C (voir Figure 2.22)

{(a:p),p € [f(q) = M"p™°, f(q) + M"pe™]}.

L’aire de ce tube est majorée par 2M” ue™N°-(longueur de la courbe C). Or la longueur de

C est
27
; V(@) + f(q)2dg < 2m(A + /dy).

On utilise maintenant le fait que \i/g conserve l'aire (cf Lemme 7.8). Par I’absurde : sup-
posons que \i'g(C) NC = (). Comme C est une courbe de Jordan, \i/g(C) lest aussi, et donc
ces 2 courbes ont un intérieur et un extérieur. Comme \ilg(C) et C ont la méme aire, I'une

ne peut étre strictement a l'intérieur de I'autre. La seule possibilité est alors que \ilg(C)
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impossible

FIGURE 2.22 — Image d’une courbe C par \i/g

ainsi que son intérieur soit entierement a l'extérieur de C. Ainsi lintérieur de W¢(C) est
inclus dans le tube

{(a:p)sp € [f(a), f(g) + M" 7]}
Or laire de \ilg(C), qui est la méme que celle de C, est supérieure a mwcy. Pour p,e assez
petits par rapport a ¢y, d; et A, aire du tube est inférieure a celle de \i!g(C), et on a donc
une absurdité. D’ou finalement \i/g(C) NC # 0. O
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A  Annexe. Démonstration du Théoreme 2.3

Cette annexe est consacrée a la démonstration du théoreme 2.3. On procede en plusieurs
étapes.

Etape 0 : changement de coordonnées.

Soit U un ouvert d'un espace de Banach A, avec 0 € Uy. soit Hy une C'-famille & 1
parameétre A € Uy de Hamiltoniens C* (resp. analytiques et dans A (Bga(0, p), R)) vérifiant
D;HA(0) = 0. Pour n < k —1 (resp. pour n € N) on écrit le développement de Taylor de
degré n de Hy,

7‘[)\(1:) = Z’H&A(CE) +Rg’>\(:11),
(=2

ot Hy .y est un polynéme homogene de degré £, Ry est un O(|z|"™1) et a la régularité de
‘H par rapport a z, et Hy x, Ry ) sont de régularité C! par rapport & A\. On note de plus

Hy A (2) == Ho(x) — Hap(z).

On cherche un changement de coordonnées canonique & = ¢, A(z) tel que le développement
de Taylor pour le nouveau Hamiltonien soit le plus simple possible, i.e. avec le moins de
monomes possible. On cherche une telle transformation canonique en utilisant une fonction
génératrice de la forme

S\(9,P) = (¢,P) + S3.(¢:P) + >_ Sex(a, D), (A1)
=3

oz = (q,p) et T = (¢,p) et Si 191, sont respectivement des polynomes homogenes de
degré 2 et £ tels que 5’21,0 = 0. Alors (A.1) génere une transformations canonique analytique
x = ¢ \(T) proche de I'identité telle que

D= qu)\(q,@, &V: V‘ﬁS)\(q,@ (A2)

Et apres ce changement de coordonnées, le nouveau Hamiltonien devient

HAG D) = Halbnn(@ D) = Y Hea(@ D) + Rea(d D),
=2

olt Ry A(q,P) est un O ((Ig] + [p)") et a la régularité de . De plus, on a I'égalité

H)\(vﬁs)\(q’@’@ = H)x(q’ quA(q,]A)')). (A?’)

Etape 1: régularité en A de la famille ¢, ) si existence de la famille de fonctions
génératrice.

Pour n fixé, ¢, \ est une famille de fonctions analytiques. Montrons que si Sy est une
famille de polynémes & coefficients C!, alors pour p assez petit, cette famille est C' en
A sur le Banach des fonctions analytiques bornées sur B(0, p) pour la norme ||f]| 4=

Sup{f(x),x € B(0, p)}.
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Pour cela, on construit la famille ¢, \ := (¢n.2, ¥n,) en utilisant (A.2). On obtient le
systeme :

Una(@:P) = V¢Sa(ena(¢:p). p) (A4
q = VSx(enn(q,0), ), (A.5)

ol (A.5) va nous permettre de construire ¢, » par théoreme des fonctions implicites et

ensuite il suffira d’utiliser (A.4) pour avoir la valeur de 1), x. Montrons donc qu’avec

I’équation (A.5) on peut bien obtenir la régularité annoncée. Pour cela on procede en 2

temps :

— on applique d’abord le théoréme des fonctions implicites sur ’équation (A.5) prise en
A = 0 (qu’on ne fait pas varier), au voisinage du point (¢, q,p) = (0,0, 0). On utilise suc-
cessivement le théoréeme des fonctions implicites holomorphe en voyant cette équation
dans C?>™ puis le théoreme des fonctions implicites analytique dans R?™. Ainsi, la fonc-
tion construite sera d’une part holomorphe sur un voisinage de 0 et donc bornée sur une
boule de CC?™, et d’autre part réelle quand elle est & valeurs réelles. Les hypotheses du
théoreme des fonctions implicites sont bien satisfaites car

I 0
D, (V;.;So(%@)w@:(o,o) - (0 I> ,

qui est inversible. On obtient alors qu’il existe p; et ¢no € A (Bgzn (0, p1), R?™) vérifiant
©n0(0,0) =0 et

¢ = V550(¢n0(¢:p),p) pour tout (¢,p) € B(0, p1).

— on applique ensuite le théoreme des fonctions implicites a I’équation (A.5) vue comme
équation dans le Banach des fonctions analytiques de R?™ dans R?>™ bornées sur B(0, p1),
au voisinage du point (¢, A) = (¢n.0,0). C’est possible, éventuellement & condition de
réduire p; en p} car on trouve :

Dga (vﬁsk(w’@)\(w,ﬁ):(tpn,o,m : h(aa@ = (Davﬁs)\) (Son,O(aaﬁ)am ’ h(aaﬁ)

Cette application linéaire est bien inversible dans A(Bgam (0, o)), R?™) pour p) assez
petit, car comme ¢, 0(0,0) =0,

I 0 ~
D(P (vﬁs)\(gp7m)|(@,ﬁ):(g@nyo,0) = (0 ]’) + O((‘]’@)v

qui est une matrice inversible, avec pour inverse une matrice de fonctions analytiques,
pour (q,p) assez petits, et donc pour p’l assez petit.
On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites, et obtenir ainsi ¢,, x famille
C! dans le Banach des fonctions analytiques bornées de B(0, p}).
Etape 2.1 : équation a lordre 2
Tout d’abord, en notant B N B
Hy \(x) = Haa(x) — Hoo(),
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le choix (A.1) qu’on a fait pour la forme de la fonction génératrice fait qu'on a Ha g = 7:2270.
Ensuite, en identifiant dans (A.3) les monémes de degré 2 en z = (¢,p), on obtient la
condition

HY\(2) + (Vo (2), ViSh(2) ) + D2, Han(2).[V581,(2), ViSh 5 (2)]
= H\(2) + (VMo (2), VoS3 (2) ) + Do () [V4Sh (), VST (=)

Ainsi, 7?[5 \s S%, 5 et 7—[% , sont solutions de I’équation fonctionnelle

Hy(2) — D2S3(2)-Loz = Ga(Hs, S5, H3)(2) (A.6)

ou
Loz = IV, Hapo(x) = (VpHg,o(a:), —Vq”)'-[zo(:c))

et
Go(H3, S5, HE)(2) = Hy(=) — (V HY(2), V5SH(2) ) + (ViHb(2), V,S3(2)
— D2, (a0 + HY)(2).[V5S3(2), V5Sh(2)] + DE(Hao + FY)(2).19458(2), V4 Sh(2)].

Etape 2.2 : équation a l'ordre ¢ pour 3 < /¢ <n.
En identifiant les mondémes de degré 3 en z = (¢,p) dans (A.3), on obtient

Haa(a+ ViSa(2),5) + (VoHon (0 + V5S3(2).5), V5Sa(2)) =
Haa (0.5 + VeSia(2) + (VoTlaa (0. 5+ VaSA(2)). VaSaa(2))
qu’on peut écrire B
F3(Hz xSz, A) =0, (A.7)
oll fg(ﬁg, S3,0) = ﬁg(z) — D,S3(2).Loz — H3 . De méme, pour 3 < ¢ < n on obtient

Fo(Hen, Sexs A) =0, (A.8)

avec

Fo(He, Se,0) = He(z) — D.S(2).Loz — Heo + Re(2),
et ol Fy ne dépend que de 7?[%’/\,55’»7-[%’/\ et des ﬁjA,SjA,Hj,\ pour 3 < j <[ etou Ry

ne dépend que des ﬁj,o, Sj0,Hjopour 3<j</l—1,(R3=0).
Donc (A.6), (A8),, 3 < ¢ < n, forment une hiérarchie d’équations d’inconnues

’H% A S%/\,’H&A et Sg pour 3 < £ < n. Le but des étapes suivantes est de montrer qu’on
peut les résoudre par récurrence avec le théoreme des fonctions implicites.

Etape 3 : étude de 'opérateur homologique.
Pour toutes ces équations, la partie linéaire de ’équation non perturbée est

ﬁ:EgXEg—)EgZ(ﬁ,S)%ﬁ—AS

ol Ey est I'espace des polynémes homogenes réels de degré ¢ et A est opérateur homolo-
gique suivant :

(AS)(z) = D,S(2).Loz.
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On wva alors chercher 2 sous-espaces Fy et Gy de Ey tels que £ : Fy x Gy — E, soit
inwversible. Fy sera alors 'espace dans lequel se trouveront les monomes de degré n de la
forme normale. Notre but est donc de choisir Fy le plus "petit” possible et en particulier
on aimerait avoir Fy = {0} a chaque fois que c’est possible.

Premier cas : si A est inversible de Ey dans Ey. Alors L est inversible de {0} x Ey — Ej.
Dans ce cas, on peut alors choisir Iy, = {0} et Gy = Ej, ce qui signifie qu'on choisit
Hin = 0 et qu'on résout ensuite (A.8), par le théoreme des fonctions implicites pour
obtenir la fonction Sy x C! en \. Donc quand A est inversible de E, dans Ej, toutes les
termes de degré £ du Hamiltonien sont éliminés par ce procédé de normalisation.
Deuxieme cas : si A n’est pas inversible. Pour que L : Fy x Gy — Ej soit inversible, on
doit alors choisir pour Fy un espace supplémentaire de I'image ImA de A et pour Gy un
supplémentaire de I'espace Ker A, i.e.

Eg:Fg@ImEéA, E, =Gy Ker Ee'A'

Dans ce cas, on n’a donc pas 'unicité ni de H, » ni de S ) par ce procédé de construction :
ils dépendent 1'un et ’autre du choix de Fy et de GGy. Une maniere naturelle de choisir ces
sous-espaces est de munir Fy d’un produit scalaire et de choisir

Fr=(m, A, Gp=(Ker , A)".

Dans la suite de cette étape 2, on construit un produit scalaire tel que Fy := (ImA)* =
Ker A* soit I'espace

Fy={S e Ey/ S(e't0z) = S(z) pour tout t € R, z € R™}.
Pour tout couple de polynémes S, S’ : R?™ — R dans E; on définit le produit scalaire par
<S, S/>z = 5(8,)5"(2)| =0

Muni de ce produit, F, est un espace de Hilbert de dimension finie. Ce produit satisfait

de plus : pour tous entiers aq, -+, €t 81, , Bom, ON a
ag Qs B1 Bom \ _
<zl e Zg e R L 2y >£—O¢1!"-042m! Oar,B1 " Ocvam,Bam

ol 0q,; 5; = 1 si aj = B; et 0 sinon. De plus, pour tout opérateur linéaire inversible T sur
R?™ en considérant le changement de coordonnées = Ty on a

(SoT, 8"y, = (8,8 oT"),.

Et donc pour tout ¢ € R on a (S o eflo, S’>€ = (9,50 etlo >€, ce qui donne en différentiant
par rapport a t :

(AS,8") = (D,S(2).Loz,5") = (S,D.S(z).Liz) = (S, A*S") .
Cela signifie que 'adjoint A* : Ey — E; de 'opérateur homologique A est
(A*S)(z) = D,S(z).Lyz
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et donc que
Ker , A" ={5¢€ E;/ S(eFoz) = S(z) for all t € R, z € R™}. (A.9)
Choisissons donc comme annoncé
Fy = Ker , A" = (ImEéA)L, Gy = (Ker EZA)L.
Soit 7, la projection orthogonale Ker Ez‘A*‘ Alors L : (ﬁ,S) — H — AS est bien un
isomorphisme de Fy x Gy dans Ey : en effet, pour tout G € Ej

H =mG
~AS = (Id - ).

Et ce systéme admet bien une solution unique car A est un isomorphisme de G, =
(Ker EZ.A)L dans (Id — m¢)Ey = Im; A.

L(?TL,S):Q@’H—AS:Q@{

Etape 4.1 : étude de ’équation d’ordre 3
On peut réécrire ’équation fonctionnelle (A.6) sous la forme

L(H},S3) = Ga(H3, S5, H3) (A.10)

ou Gy est une fonction analytique de Fo X G9 X Fo dans Fs et

2
G2(0,0,0) =0, | Ballg, s 530y < ¢ (IBsllgs + 1Gallgy )

ol Fp := Ker , A" et Gy := (Ker ,, A)*L. Alors le théoreme des fonctions implicites permet
d’affirmer que pour 7:2%, 521, 7—[% assez petits, (A.10) admet une unique solution de la forme
(M3, 93) = v2(H3)
avec 9 : Fy — Fy x G analytique et vérifiant ¢2(0) = 0. Finalement, comme ’H% 5 est
C! en \ et s’annule en A = 0, on obtient que pour |A|A < 09 avec 0o > 0 assez petit,
(ﬁ% 12 933) = 2(Hi ) sont C! par rapport & A et que ﬁ%/\ est dans F = Ker , A",

donné par (A.9).
Etape 4.2 : étude de I’équation d’ordre n > 3.
Commenccons par 1’équation de degré 3 donnée par (A.8)3. On note F3 := Ker s A* et
Gs = (Ker ESA)L. Comme ﬁ%w SQIA et Hsz y sont C* en A, la fonction
F3: F3 x Gg x DA(O,52) — Fj3
est aussi C! sur Dp(0,0) = {\ € A, |Al, <6} et on a

F3(H3, 83,0) = L(H3, S3) — Hao.

Ensuite, le théoreme des fonctions implicites appliqué au point (ﬁ&o,S&o,O) ou

(7:2370,5’3,0) = L Y(H3,), nous assure que pour |A|A < 03 avec d3 > 0 assez petit, Hs x
et Sz, des fonctions C! en X et que Hs x est dans F3 = Ker A* donné par (A.9).

Ensuite, en procédant par récurrence en résolvant a chaque étape I’équation (A.8), par le
théoreme des fonctions implicites, on obtient que pour 3 < ¢ < n, et pour |A| ) < dy avec

dp > 0 assez petit, ﬁe’)\, Se,» sont des fonctions C! de X et que 7:2&)\ appartient a ’espace
Fy = Ker , A" donné par (A.9). O
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B Annexe. Lemmes techniques en lien avec la relation
d’ordre <

On définit tout d’abord une relation d’ordre, notée <, sur les ensembles de séries formelles
scalaires a d variables, de la maniére suivante.

Définition B.1 Soit f et g deux séries formelles sur C, a d variables, que l’on note
g q
flzy, - xq) = Z anw?l"wzd, gz, ,xq) = Z bn$?l"'$3d.
neNd neNd

On notera
flx1, -, 2q) < g(w1, -+, 2q)

st et seulement si
VneNt b, eRT et lan| < by.

On définit de plus un maximum et une valeur absolue liés a cette relation d’ordre :

Définition B.2 Si f et g sont deuz séries formelles de C* dans C
f(l') = Z anxna g(w) = Z bnxnv
neNd neNd
alors on définit

fl(z) = ) lanla™,

neNd

max{f,0}(@) = 3 max{lan], [ba]}a".

neNd

Dans le lemme suivant on rassemble les premieres propriétés découlant de ces définitions.

Lemme B.3 Soit f et g deux séries formelles de C% dans C.

(i) Si f < g alors |f] < g.
(i1) Si f < g alors
Vi<d, Opf <09

(111) Soit d' < d ety = (y1, - ,ya). On s’intéresse a f et g pris en
T = (.Tl,"' ,.’Ed) = (ylvyla"' Yty s Ydr, st 7yd’)7

qu’on note f(y) et g(y). On a alors

f(z) <g(z) = f(y) < 3(y).
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(iv) Dansle cas oud = 1. Si f série convergente d’ordre ng, alors il existe deux constantes
positives ¢ et 7y telles que

™0
f@) < ety
et plus précisément, si f € A(Bc(0,p),C) (voir Définition 2.1) on a les valeurs de ¢
ety
IFIL, o
A
fla) < AT
p
(v) Si0 < f(x) < g(x), alors
1 1

1= /@) " 1-g(@)
(vi) Si f <g et ge A(Bca(0,p),C), alors f € A(Bca(0,p),C) et

1AL, < Nl
Démonstration

(1), (i7) et (i17) se déduisent directement de la définition.
On note

flzy, - zq) = Z anxqf’l--'xgd, g(xy, - 1) = Z bnx?l...wgd.

neNd neNd
Démontrons (iv). Comme f est d’ordre ng, on peut ’écrire
[e.e]
flx) = E anz™.
n=ngo

Comme f est analytique bornée par || f|] s la boule B¢ (0, p), par les formules de Cauchy
on a les majorations

I1£1]
Vn > no, lap| < nA.
p
Orona
Hf”A x™o — x™o i x™
1 - A pno o
pro 1 px pro ~ o
> I/l
- Z nA .
n=no p
Ce qui achéve la démonstration du (iv).
Le (v) est immédiat avec I'écriture
o0
-t n=0

137



Pour démontrer (vi), on utilise le fait que nécessairement si f < g, alors les coefficient de

g sont réels positifs (cf Définition B.1). On en déduit que pour tout = € Bca (0, p),

()] SZ_:OI%HCL’I <D balzl" < gl , -

Ce qui permet de conclure la démonstration de (vi).

a

Le lemme suivant donne une expression d’un théoreme des accroissements finis dans 1’en-

semble des séries formelles, pour la relation d’ordre <.

Lemme B.4 Soient F' une série formelle scalaire a plusieurs variables (xy,---

coefficients positifs. Et soit les séries formelles vectorielles

q)(l'la"' axd) = (¢1a"' ?¢d)(xla"' axd)v \I’(l'l,"' 7'1"d) = (@bl,"‘ 3¢d)($17"'

Alors on a la relation d’ordre
F(®+ V) — F(®) < |[DF|(|®| + [¥]).|¥],

ol on a noté

d
IDE|(|@] + [¥))-[¥] =D Wi, F (|| + [Wa, -+, |@a] + [ Wal)-

=1

Démonstration
Soit une série formelle scalaire réelle

F(x1,~--,xd):§ anxyt-xhd, an > 0.
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On a alors

Fo(®+U)—Fod

d
= ) F(@140y, e Bt Ty By, Byg) = F(y4W, o, By g+ Wy, By, D)

=1
d
= DD an(@1HT)M e (Dig + i) <(‘1’i+‘1’i)"i—@?i>®?ﬁ11 S
i=1 neNd
n;>1
d n;—1
= E:}:adéﬁﬂﬁﬁl~(®p4+WFﬂm1<Wi§:@ﬂ¢erWr+%>®ﬁ?-n®?
=1 TLENd k=0
n;>1
d ni—l
< D an(| BT ([ [T ) (‘I'i’ > |®i‘k(|¢i’+|%|)m_l_k>
=1 ’I’LENd k=0
n;>1
(Lo [+ Ciga )M - - - (| @[+ W g])™
d
= 3 (1%l Y nian(( @+ @)™ ([ @al+[Ta])
i=1 neNd
d
= Z|‘I’i|aﬂciF(|®l|+‘\I’1|a"'v|q)d|+‘\lld|)
=1

= [DF[(|®|+[¥]) - |w].

O
Le lemme suivant montre que la propriété
F,—Fy<vM

passe a l'inverse.
Lemme B.5 Soit la famille de séries formelles vectorielles a plusieurs variables

F(Y) = (Foa(yn, - ya)s- - Foalyn, - 9a) = (91,--- ya) + O([Y )
telle que
— 1l existe N € N, et une série entiere convergente M telle que pour tout j =1,--- ,d on

ait

FVJ‘ — FOJ' =< V(y1 + -+ yd)N/\/l(y1 + -+ yd>;

— Fy série convergente ;
— F, admet un inverse, noté

v

1 _ _
F (Y) = (FV,17 e 7F1/,d> (Y)
Alors il existe une série entiére convergente M telle que pour tout j =1,--- ,d on ait
V?j

F = Fyy = vy + - +ya) "My + - + ya)-
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Démonstration
Commenccons par montrer que si les hypotheses du lemme sont vérifiées avec N = 1 alors
elles le sont aussi avec N = 2; on utilise pour cela le fait que

F,Y)=Y+0O(Y*) =Y + FXY),

ot F} est d’ordre 2. Si les hypotheéses du lemme sont vérifiées pour N = 1, on a donc pour
j = 17 e 7da

Fi(Y) = Fo;(Y) < vip+ - +ya)Myi+---+ya)
& F (V)= F (V) < vyt +ya) MO) + v(yi+- - +ya) (M(y1+- - +yq) — M(0))

(termes de degré 1 de (FVIJ - Fol’j)) < vyt +ya)M(0)
(termes de degré >2de (F); — Fy;)) < v(yi+- - +ya) (M(yi+- - -+ya) — M(0)).

l/,j B

Or les FV1 j sont d’ordre 2 donc

(termes de degré 1 de (Fl,lj - F&j)) = 0
(termes de degré > 2 de (F,/l] — F&j)) F!

V?j

— Fo{j.
On obtient donc
Fy i — Fo i = v(yit - +ya) (M(yr+- - +yq) — M(0)).

Et on peut réécrire

M(z) — M(0) := zM(z);
on trouve alors
F (V) = Fo(Y) = F)(Y) = Fo ;(Y) < v(yi+ - 4ya) Mi(yi+ - -+ya)-
On peut faire le méme raisonnement si dans les hypotheéses du lemme on a N = 0.

Dans la suite de la démonstration, on peut donc supposer que N > 2.

On a
Fy (V)= B, \(Y) = Fy o Fyo B, (Y) = Fy o Fyo F, (V).

v

On utilise alors le Lemme B.4, on obtient que pour tout j =1,--- ,d,
Fo,(Y) = F (V) < [DF|(|1F, 0 F [+|[Foo FY(Y)) - [Fyo By — Fyo B H(Y).

Comme Fj est d’ordre 1 et convergente, il existe Mg, M séries convergentes telles que
pour tous i,j =1,--- ,d,

Fo (V) < Mo(y1+- - -+ya), avec Mo(0) =0, [0y, F;|(Y) < Mi(y1+- - +ya)-
On a alors

d
Fo (V) = F () < My (Y |Fo B+ Fogo FH(Y)
j=1

- max |F,joF, ' — Fy;0F, ' (Y)].
jzlv"'vd
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Posons

d
fr ) =) Fn (),
j=1

En écrivant F, = Fy + (F, — Fp) et en utilisant le M de ’énoncé du lemme, on obtient

Fo (V)= F, (V) = My 2Mo(£, (V) + v(f, Y)Y Mf (V) -v(f, (V)N M, (V).

En posant My série convergente & une seule variable égale a

Ma(y) == M1(2Mo(y) + y~ M(y)) - M(y);

pour v < 1 on a alors
Fo (V) = F (V) < w(f, (V)Y Ma(f (V). (B.1)
Pour majorer |F ' — F;!| il nous suffit maintenant de majorer f, . Or, de (B.1) on déduit

[ () < [EGl(Y) + [ — Foyl(Y).

< Mo(Y) + (f; (Y)Y Ma(f, (Y))

Et donc
£ (V) < Mo(Y) + (f, (V)N Ma(f, (V).
Soit alors
Vo(w):=f, (v, - ,w).

On va chercher une majoration des V,, uniforme en v, puis on en déduira une majoration
des f, . Comme My et M séries convergentes et M(0) = 0, d’apres le (iv) du Lemme
B.3, il existe des constantes c et v telles que

w 1
M < , M < .
o(w) levw 2(w) le’yw
On obtient donc
Vo(w) < (Vo(w) Vet e ? (B.2)
v v l—yw 1—rw '
Si on arrive a construire une série Z convergente telle que
Z(w) = cw-+--- avecec >d
w
et Zw) = Zw)N
(W) (w) Cl—yw+cl—7w
alors comme V,,(w) = dw + - - - puis par récurrence sur les coefficients de V,, et Z grace a

Iéquation (B.2) et grace au fait qu’'on a supposé N > 2, on aura alors

Vo (w) < Z(w).
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On cherche Z(w) de la forme cjw + -+, ce qui revient & chercher Z(w) = wZ;(w) avec
Z1(0) = ¢1. Alors on cherche Z; vérifiant I’équation

c cw

Zy = WwNZV
vl v 11—fwal+1—’yw

S0 = Zi(1—ywZ)(1 —qw) — (1 —yw)ew™ 12N — (1 — yw2y)
<0 = F(Z,w). (B.3)
Or, avec Z1(0) = d, on a
F(d,0) =0, 0z, F(c,0) =1.

Donc par théoreme des fonctions implicites analytique, on construit Z; indépendant de v
tel que
Vy(w) < le(w).

On trouve alors finalement
(Fo; = £,;)(Y)
< v(f, (V)N Ma(f, (Y))
< v(fy (it Aya, -yt ya) Y Ma(f (it Hyas - v 4ya))
< Wyt 4ya) Y Ma(f, (it - +va))
< vyt Ay (Zil+ - Hya) N Ma((r+ - +ya) Z g+ - +ya)) -

=Mi(yr+-+ya)

a

C Annexe. Construction d’un changement de coordonnées
local canonique : démonstration de la Proposition 3.2

Cette annexe est consacrée & la démontration de la proposition suivante, qui implique la
Proposition 3.2. L’énoncé ci-dessous fait intervenir la relation d’ordre < dont la définition
se trouve dans I’Annexe B.

Proposition C.1 I existe ¢g, py < %po et une famille de changements de coordonnées
canoniques

]:§ = (901,;77%,@ P2, ¢2,§) )

définie pour |g| < e telle que le Hamiltonien dans les nouvelles coordonnées (&1,m1,&2,12)

s’écrive

H (F=((&1,m, €0m2)) €) = Ke(€m, &-+m2) = —&m#‘jg?<£§+n§>+0<\<5m1,5§+n§>|2>,
(C.1)

et vérifiant

— pour tout g, Fr, F-1 € A(Bga(0, pj),R?),

- pour € := (&,0,0), Fle0,0) est indépendante de ¢ et est de la forme

Fe00)(&,m, §2,m2) = Fol&r,m, &2,m2) = (01,061, m), ¥10(&1,m), &2,m2).  (C.2)
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De plus on a les estimations suivantes : il existe une série entiére a une seule variable M,
convergente sur B(0,4p()

(i) (Fe— Fo)(&1,m, E2,m2) < v(€r+m—+Ea+m2) M (& +m+Ea+n2),
(i5) Fe(€1,m, &, m2) — (E1,m, &, m2) < (E1+m+Ea+m2)2M(E1+m1+E2+12),
(iii) FZ'(qu, p1,q2: p2) — (q1, 015 G2, 02) < (Qu+p1+qe+p2)* M(qi4+p1+q2+p2)

et il existe une constante réelle My telle que pour tout (£1,m1,8&2,m2) € B(0,p) et tout
(q1,p1, G2, p2) € B(0, ppy), on ait

(i) [Fe(€1,m, &2, m2) — Fo(€r,m, §2,m2)] < v Mo,

() |F a1, p1, a2, p2) — Fy (a1, p1, g2, p2)| < v Mo,

(vi) |Fe(&r,mu,E2,m2) — (E1,m1, E2,m2)| < Mo|(Exm1, E2,m2) 2,
(vii) |FZ (g1, p1, a2, p2) — (@1, p1, 42, p2)| < Mol (g, p1, g2, p2)|?,
(viii) [@2.£(&1,m, €2, m2) — Ea < v Mol (&1, m, &2, m2) %,

(iz) |2.e(&1,m1, E2,m2) — 12| < vMol(€1,m1,E2,m2) 2

C.1 Diagonalisation / passage en complexes

On commence par faire un premier changement de coordonnées linéaire canonique qui
diagonalise la partie linéaire a 1'origine (et pour ¢ = 0) du systéme. L’inconvénient est
qu’on se retrouve alors dans C* au lieu de R*. Dans les parties suivantes on va fabriquer
alors un changement de coordonnées dans C?, et il nous faudra ensuite vérifier qu’on
peut bien finalement revenir dans R*; pour cela il est utile de détailler explicitement le
changement de coordonnées choisi. On choisit de travailler avec les nouvelles variables

(¢}, P, a5, 1), ot

q q an
P I O\ |m | . 1 /1 i

= = , ouP=—|. .
a5 <O P) | q 2 NCARER!
DY P2 2

On vérifie qu’on a bien alors ‘PJP = J, i.e. que ce changement de coordonnées est
canonique. Et si on note Ly la partie linéaire en = 0 et ¢ = 0 du systeme Hamiltonien,
on a

10 0 0 -1.0 0 0
prpiop|? L 0 0 s _ [0 10 0
00 o0 292 o 0 0 —i%g o
0 0 %2 0 0o 0 o0 g9

Comme le changement de coordonnées est canonique, le nouveau systéeme est toujours
Hamiltonien, et le nouveau Hamiltonien est

H((q1,p1, b, p5),€) = —dip| —idhph + (g1 + p))® + vNu(g) + P, 2ighph)
+uve™OR! (dh, Pl db, P €).

On va alors fabriquer un changement de coordonnées dans C?, F7, et on posera a la fin

F. =P \FP.
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Dans la suite de la construction du changement de coordonnées, on va travailler avec un
Hamiltonien de forme un peu plus générale

H($,§) = H((x17y1,$27y2)a(€ayau))

G
H(z,e) = —aimy —i 25(2 ) + h(x1,y1) + vR((21, 91, 22, y2), €, v, 1), (C.3)
avec
a1, ER,  ag continue en e, as(0) # 0. (C.4)

Le systeme différentiel associé s’écrit alors

g1 = a1z + 0y bz, y1) + v0y, R((21, y1, T2, 42), €)
g = —ay = O h(zr,y1) = v0n R((21, 91,22, 42), €) (C.5)
Ty = i@@@ + 10y, R((x1,y1, %2, y2),€) .
o = —i%28 —v9, R((w1,y1, 22, 92), €).
On le notera aussi
1 = air + fro(w, ) vfie((mn, y1, 22, 92),€)
Y1 = —oayr +g10(x1, 1) + v (21,41, 72, 42),€) (C.6)
x‘2 e iaiigs)+yf2’§(($1’y1,x2,y2),§) '
o = =% gy (21,01, 72, 1), ).

On utilisera la régularité C° des applications

|—cocof — (ABe:(0,0).0) 1)

= fl,g(')é)

e = g2(-8),

)

qu’on obtient directement grace a la régularité C° de g — R(-, ).

On va utiliser pendant toute la construction la relation d’équivalence < définie sur l’en-
semble des séries formelles, dont la définition et quelques propriétés sont données dans la
partie B.

C.2 Premiere famille de changements de coordonnées, F., pas encore
canoniques

On commence dans cette partie par construire une premiere famille de changements de
coordonnées F. (dans C*), dont on ne saura pas montrer s'ils sont canoniques ou non. Ils
nous serviront ensuite de base pour construire un changement de coordonnées canonique.
Pour le construire, on utilise la méthode de Moser [52] : on a alors besoin d’étudier les
propriétés particulieres obtenues pour Fi. ), et ensuite de vérifier qu’on obtient une
estimation du type |F; — F(;00)| < vMp. On donne tout d’abord une définition, qui est
un outil utile pour la suite.
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Définition C.2 Soit ¢(x1,y1,22,y2) une série formelle de C* & valeurs dans C, de la
forme

n m n
d(x1,y1,T2,Y2) = § Cmn®] Yy Ty Y

m,neN2

On définit alors la série formelle ”extraite”, de C? dans C, constituée de la somme de tous
les monomes de ¢ pour lesquels les puissances des x; sont égales a celles des y;,

(6] (w1, w2) E Cp W wy?.
neN?

On énonce un premier lemme, a ¢ fixé.

Lemme C.3 On considére un Hamiltonien de la forme (C.3), avec les hypothéses (C.4).

(1) Pour tout ¢ il existe un changement de coordonnées sous forme de série formelle
(21,51, 2, y2) = Fe(&1,m,62,12) = (P15 V1, Pres Go.e) (€1, 71, €2,m2)),
et des séries formelles de 2 variables, a;. et Bié pour i = 1,2 avec
Fy(z,e) = + O(jz])
et

Efl,g(wlaWQ) = a1+ O((wr,w2)), dze(wi,w2) = iaiza);LO((wlaWZ))7

be(wi,ws) = —o1+O((wi,w2),  baclwr,ws) = —i%2 + O((wr,w2)),

tels que le systéme associé au Hamiltonien s’écrive dans les nouvelles coordonnées

3

a1.¢(&1m1, €2m2)&1
o = big(&m, §ame)m
& = avelbm, bom)é (€1
72 ba.c(&11m1, Eam2) 12

(i) Pour tout €, on a existence et unicité de F, a;. et b dés qu’on a la donnée des 4

séries formelles ) )
951,5 ¢1,§ @2,; ¢2,§
[51}’[771]’[52}’[772] s

quelconques de la forme 1+ O(w1,w2).

(i11) Si F. est une série formelle vérifiant (i), alors Fél vérifie aussi (i) si et seulement si
il existe des séries formelles ®;,V; telles que

/( wi,w2) =14+ 0((w1,w2)), ¥i(wi,w2) =14 O((wr,w2)),
= (&n) = FL (1(&amr, Eomp) €1, W (Eamr, Eama)my, 2 (am, Eamz) o, Wa(&amy, Eam2)m2) -
(iv) Nécessairement, on trouve a; . = —by. et ase. = —ba..

(v) De plus, siles 4 séries (C.8) sont des séries convergentes, alors F, a;. et b;. sont
elles aussi convergentes, i.e. sont analytiques sur un disque.

145



”Démonstration” : dans ce lemme, le (v) est en fait I’énoncé du résultat obtenu si
on applique a notre cas le théoreme démontré par Moser dans [52]. Et (i) — (iv) sont
les différentes étapes de la démonstration de son théoréme (toujours énoncées dans notre
cas) : (i) et (ii) sont ce qu’il démontre dans sa partie 2, (iv) est le lemme énoncé dans sa
partie 3, et (ii7) est son étape I de démonstration de ce lemme. Le (v) est ce qu’il démontre
dans sa partie 4. On énonce ici explicitement ces résultats partiels car ils vont nous étre
utiles.

La démonstration s’appuie sur le fait que le changement de coordonnées F; met le systeme
initial (C.6) sous la forme voulue (C.7) si et seulement si le systéme suivant est vérifié

@1t f10(P1es Y1)+ fre(Fr)
—1Y1,:+91,0(P1e, V1) +V01 Fg

(a1,e(&am, Eam2) D1 + aoc (S, Eom2) D2) &1 P1e
(a1,e(&mi, Eam2) D1 + aoc(§1m, Eom2) D2) 1 2

aiga) Poe + Vf1e( g = (a1.(&1m, Eom2) D1 + agc (&, Eam2) D2) Gae
@02,5 +vg1e(FL) = (a1.(&am, &ame) D1 + Goc (11, £2m2) Do) oz,
(C.9)
oll on a noté
D1 = 51851 - 771(97]1, DQ = 52652 - 77267,2. (Cl())

Lemme C.4 En notant I = (16,16, P2.¢,%2¢), Gie les fonctions dont I'existence est
montrée dans le lemme C.3 pour le choix

I REE R R

(1) Fle0,0) €t ay,(c0,0) sont indépendants de €. On les note alors ayp et

on a

Fie0,0) = Fo = (¥1,0,¥1,0, 92,0, ¥2,0),

et on a

Fo(&1,m1,&2,m2) = (p1,0(61,m), ¥Y1,0(&1,m1), &2, m2)
012(6)

a1,(c,0,0) (w1, w2) = a10(w1), ag,(e,0,0) (w1, w2) =1 >

(13) 1l existe une série entiére convergente M de C dans C telle que
Ve <eo,  (Fe— Fo)(&n,ms €2,m2) < v(EtmtEatne)  M(E+m+Eatip).
Démonstration de (i)

Fe = Fi ) vérifie le systeme (C.9) qui devient, pour v = =0 :

a1p1e+f10(01e, V1) = &, &am2) D1+ az (E1m, Eamp

(a1( ) ( )D2) ¢
—on1 e+ 9100016, 01e) = (a1.(&im, o) D1 + aze(§m, Eam2) Da2) b1 2 012
1220 = (are(&m, Eam2) D1 + aze(§1m, Eamp) Da) @ (C.12)

a2(€ VYo = (a1(&m, &ame) D1+ age(&1m1, &amp) D2) o
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Montrons qu’on peut bien construire des solutions pour ce systéme vérifiant (C.11),
indépendantes de ¢ et telles que

F§(§1,771752»772) = (901@(517771)7¢1,§(£17n1)7£27n2) 5

.Q2l€
melon,w) = aen),  anglonwn) =122

Pour cela, on remplace dans (C.12) par des fonctions de cette forme. On va montrer qu’on
a bien existence, et que les conditions imposées ne font pas intervenir . (C.12) devient
alors, en utilisant aussi la forme de D et Dg, définis par (C.10) :

a1p1e(&,m)+Ffro(ere(€m) Yie(&,m)) = are(&am)Dipre(§1,m)
=116 (&1, M) +91,0(@1e(§1,m)s Y1e(§1,m)) = a1,e(§1m1)Divpr (&1, M)

iaig€)§2 _ iaigs)£2 (013)
~i2080n = 20 ().

Il ne reste donc plus qu’a montrer qu’on peut construire ¢1.,%1,¢, a1, solutions des 2
premieres équations du systeme. Pour cela on utilise la (iv) du lemme : on va montrer
qu'il existe a1 (§111) et by c(&1m1) solutions, et grace au (iv) on en déduira que —by . = a1,
est bien solution. Or le sous systéme constitué des 2 premieres équation de (C.12) est dans
ce cas

{ o191 (&1, m)+fr0(P1e, V1e) = (a1,(§m)€10g, + bre(§m)my, ) o1.(E1,m) (C.14)
—1tp1e(€1,m)+91,0(P1es Y1) = (a1,£(E1m1)€10¢, + b1 (1) Oy ) 1.e(€1,m1). ’

On montre que ce systeme a des solutions exactement de la méme maniere que Moser a
montré 'existence de solutions pour un systeme de dimension plus grande : on développe
Pl,e,V1,e, 01, €t by en séries formelles

+oo +00
P1e(€,m) =& + Z o1 (€m),  Yre(6,m) =&+ Z 1 (&1,m),

N=2 N=2
+oo +oo
alé(wl) =1 + Z ajlv(wl), blé(wl) = -1 + Z b{v(wl).
N=1 N=1

ou les 9011\7 , ¢{V , ajlv et b{v sont des polynémes homogenes de degré N. En écrivant le systeme
réduit (C.14) au degré N > 2, on trouve alors un systeme de la forme

arpy —arDiey —&Gay = Fa(et o el M < N), (C.15)
—ar) — ar D1y — by T =Gn (el el M < N). (C.16)

Pour résoudre I’équation (C.15), on étudie l'opérateur (Id — D;) sur les polynémes, son
action sur les monomes est

(Id = D& m™ = (1= (ma —na))&" np (C.17)

Cet opérateur a donc pour noyau ’espace vectoriel engendré par les mondémes de la forme
&1(&1m1)™, et est bijectif sur l'espace vectoriel engendré par les autres monomes. On peut
alors construire les ¢, 9 al et bV par récurrence sur N :
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— pour N =1, on initialise par les termes de degré respectivement 1 ou 0, déja choisis

— pour & ajlv ~1(&m1) on choisit la somme des monémes de la forme &, (€117;)™ du polynéme
—Fn(eM, M oM=L M < N), et idem pour bV 1,

— pour ¥ (&1,1m1) on choisit I'inverse par (Id — D) de

Fn (M M a1 M < N) — €1aY 1 (6m)

dans l'espace engendré par les monomes différents de &1 (£111)™, bien défini ici car on
a éliminé les monomes de la forme &1(&17m1)™ dans Fy. Et de méme avec {Y, sans
monomes de la forme 7y (§171)™.

Cette construction convient bien, car :

m
de la forme &;(&1m1)™ est &1, ce qui correspond au choix qu’on a fait ci-dessus,

— le systeme (C.14) dont (¥1 (0,0, %1,,00)) est solution ne dépend pas de e, et
on avait unicité des solutions (¢1c, 916, 92,%2.) par le (i4) du lemme C.3, donc
(()01,(5,0,0)7 ¢1,(a,0,0)) ne dépend pas de ¢.

Ceci conclut la démonstration de (7). O

— on a bien alors [%} =1= [%’5} car cela revient pour ¢ . a dire que le seul monome

Démonstration de (ii) On pose

1 1
Fgl = (30,1@7 d)ll,gv 90/2757 ¢§,§) = ;(Fg - FO)a a;,g = ;(ai,g - ai,O)'

Voici le plan de la démonstration

Etape 1 On écrit d’abord le systéme vérifié par les (P 0r V1 es P22 W), en se servant du
systeme (C.9) vérifié par les (¢1.¢, V1., P2,,%2,). On en déduit un systeme (C.19)
d’inégalités au sens < (< est définie dans la partie B).

Etape 2 On introduit deux familles de séries formelles M, et A., et on montre que M,
majore les ] _, 9] ., ¢y et ¥y (au sens <).

Etape 3 Dans le systeme d’inégalités (C.19), on minore les membres de gauche en fonction

de M, et A..
Etape 4 On majore les membres de droite de (C.19) en fonction de M, et A..

Etape 5 On en déduit que N, := M, + wA, vérifie une inégalité fonctionnelle
indépendante de €.

Etape 6 On construit alors une série majorante Z (indépendante de €) de N, et qui
majore donc aussi les 90/175, wiév ‘Pé’g et wé,g

On utilise dans cette démonstration les notions de valeur absolue et de max associées a la
relation d’ordre < (voir Définition B.2).

Etape 1. En écrivant le systeme (C.9) avec

Fg = Fo+ Z/Fé = (80170 + Vgpll,gv '717Z)2,0 + Vwé,g)a
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on obtient

(a1 (p10tve] )+ fro(protvel o1 otvid )+vfie(Fo + vEY)
= ((am—i-l/a’l’g)Dl+(a270+ua’27§)D2> (<p17o+y<p’17§)
—a1 (Y10t )+g10(protrel o Yoty ) +vgre(Fo + v EL)
= <<a1,0+Va/17§)D1+(CL2,O+Va/2,§)D2> (Yr0+ve) )
92 (0 0+vigh, )41 fo.c(Fy + VD) = ((ar,0+va} ) Di+(azo+vas ) Ds ) (204 v0h )

. 052(8)

-1 (1/}2704—1/%@)+Vgg7§(F0+yF§’):((a170+ya’1’§)D1+(a270+1/a’2’§)D2)(¢270+y¢§’§).

En soustrayant a ce systeme le systeme pris pour v = 0, vérifié par Fy, puis en divisant
par v, on obtient
( 1) +o (f1,0(901,0+7/<ﬁ'1,§7¢170+V¢'1,§) - f1,0(301,0,¢1,0)>+f1,§(Fo + vF)
= (a1,0D1+az0D2) ¢} .+ (aﬁ,ngJra/z,gDz) (pro+veh o)
—an] (91,0(<P1,0+1/80'17§, Yro+v o) — g10(%1,0,%10) ) +91.e(Fo + V)
= (a1,0D1+ag0D2) ¢ .+ (a/17§D1+<1'2,§D2) (Y10+091 )
19280+ foe(Fo + vFY) = (a10D1+ag0Ds) gh .+ <a'1,§D1+a'2,§D2> (p2,0+v¢h )
1228yt 4 gy (Fy + vFL) = (a1,0D1+az,0Ds) v+ (a’1,§D1+a’2’§D2> (Ya,0+115 ).

On remplace ag, 20, %2,0 par leur expression explicite trouvée au (i), et on utilise le fait
que

Dop1,0 =0 = Datp1g = D12 = D112,

on obtient

<Oé1—041D1—iai.g€) D2> e ST
= (a1,0—a1)D1p] .+ (a’17§D1+a’2,§D2) (pro—&+vel )
—fre(Fo+vE)+1 <f1,0(<P1,0,¢1,0)*f1,0(%01,0+’/90'1,§a ¢1,0+W/)3,§))
(idem avec 1)
(ia%@—alD1—iaigg) Dz) Py c—&2ah

= (aLofOél)Dl(p/Zé*F <CLI1’§D1+CL/2’§D2> I/(pééffgé(FojLVFé)
(idem avec ).

(C.18)
On peut voir ce systéme comme des égalités sur les coefficients des séries entieéres
en (&1,m1,&2,m2) puis comme des égalités sur les valeurs absolues des coefficients. Par
définition des ¢; ., ;. et des a;., dans les membres de gauche des équations, il n’y a pas
de monémes communs entre

(e
<a1(I—D1)—1 2&‘(2)D2> 30,175 et flall,g'

En effet, dans le premier terme il n’y a pas de mondémes de la forme &1 (&171)™ (Eam2)™2 (cf
l’action de l'opérateur sur les monémes comme dans (C.17)), donc avec chaque équation

149



du systéeme (C.18), on obtient en fait deux inégalités au sens < (|- | dans le systéme suivant
est défini dans la définition B.2),

‘(041([ Dy)— O”(6)1)2) @1 | =|(a1,0—a1) D1 o+ (a/l,gD1+a/2,§D2)(SOLO_flJ'_VSD/l,g)
~f1e(FotvFo)++ <f1,0(<P1,0,¢1,0)—f1,0(<P1,0+V<P’1,§7¢1,o+m/)'1,§))
(a1,0—a1) D1} .+ (a/1,§D1+a/2,§D2) (pr0—&1tve) )

~f1.e(FotvFy)++ <f1,0(901,0»¢1,0)*f1,o(901,0+1/<,0/1,§71/11,0+V1/1/1,§)>
idem avec les 3 autres équations du systeme (C.18)

)

<

‘flall,g

)

(C.19)

Etape 2. On va alors introduire 2 familles de séries formelles M, et A., puis montrer
que M, est un majorant des ¢} _, 9 ., 5 et 15 . pour la relation <. On introduit

M, (&1, 7717527772)I=mjx {ij(Dlwﬁ,g D21//1,§)+‘ [‘P/Lg] ‘ 7ij<D1¢/1,gv D2¢/1,§) + ‘ [%g”

max(Dih o, Davs )+ [¢h.] | max(Dissh ., Davh ) + | [05,]]}

Ag(wr,w2) F=max {a/1,§> aé,g} :

— Montrons qu’on a alors

hel et [y | < M. (C.20)

[Prel [91e]

On va seulement montrer que

|2 c| (61,1, &2,m2) < Me(&1,m1, 2, m2),

la méthode est la méme ensuite pour ‘1/1172

7|<,02,§‘ et |¢2,§‘. Notons

@) (&1,m, E2,m2) == Z Cmamy &I ET R

m,neN2

On a alors

max(Di¢y ., Dot )+|[#5 ]| = D lemmy | max {ma—na, [ma—nal} € ni €52}

m,ne€N2
+ Z |C(n,n) (61771)”1 (52772)112’
neN?
maX(Dlgpl Doty . +’ |—Z|C (m,n) Max {|m1—n1|, |ma—nal, 1} £ 0" €572 n31C.21)

m,neN2

Et on a
|C(m,n)| max{|m1—n1|, |m2_n2|7 1} > |C(m,n)|7

donc

{cp'lé‘ < M..
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Ainsi, on a bien démontré (C.20).

Etape 3. Montrons qu’on a la minoration suivante pour le membre de gauche dans (C.19)

[ loa| as(e) .a2(€)
mm{4 . -(ij(Dlwaé,DQQOIQé)_"‘[QOIL;]|>‘< a1(I—Dy)—i o gp’lé )
(C.22)

En effet, en notant

Phm&m) = D cmmEmniE ng?,

m,ne€N2

le membre de droite de (C.22) vérifie

(artr= 20122 ) oh. | (1o o

'a € m n m n
= Y e o0 Omr—)) 12 (s )| e
m,neN?2
‘Cm,n| Q2(€& mi1_niems N
5 O (a1 2 oy ) € o
m,neEN2

car ai, ag réels. Or, on a déja explicité le membre de gauche de (C.22) dans 1'égalité
(C.21). On voit alors que pour démontrer (C.22), il ne reste plus qu’a montrer que pour
tous m,n € N? on a

min @ , a2 (E)
4 7 2e2

} |¢(mny| max {|m1—na|, [ma—nal, 1}

< ’6(7”2’”)| (a1(1—(m1—n1>)’+‘ai(j)(m2_n2>|> :

On distingue selon les valeurs de (m,n).
— Simy =ny +1 et mg = ny, alors on a ¢, ) = 0. Cela vient du fait que go’l’é n’a pas de
mondmes de la forme &1 (&1m1)™ (§21m2)™2, car, par la définition de Fy,

Ple _ 1 ([801,5] B [801,0}) _1_1—o0.
&1 v\ & &1
— Simy # np + 1 ou ma # na, majorons chacun des termes du max dans le membre de
gauche. On a |1 — (m1 — n1)| ou |mg — na| est > 1. Donc

(%) (5)
c2

az(e)
52

}o1.

|ma — ng| > min{|aq|,

| [|[1 = (m1 —n1)| +

On a par ailleurs

(%) (5)

Oé2(5) 52)‘ ‘mg—ng .

g2

|mao—na| > min(|ay |,
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Et comme my # ni; 4+ 1 ou ma # no,
Im1 —ni1| < [1—(m1—n1)| + 1 < 2]1—(m1—n1)| + |ma—n2|,

d’ou
OQ(;) ‘ [ma—np|.
£

. a1| as(e
mln{|21|,26(2)} [mi—na| < leal[1 = (my —n1)| + ’

On a donc bien pour tous m,n € N2,

. {\041! as(e)

min
4 7 2e2

} |¢(mny| max {|m1—na|, [ma—nal, 1}

< |C(m2’”)| (]a1(1—(m1—n1))’+‘a2(2€) (m2_n2>‘> )

Et donc on a démontré (C.22).
On a ensuite le méme type d’inégalités pour Q,Z)ﬁé ) 90,2,57 T/’éé , on obtient donc

[ ]aa| as(e) _az(€)
mln{4, 522 M§<m3X a1(I-Dy)—i = go'lé
La(e
(o012 ) o,

()

<a1(1—D1)—i(2> R

)
9

<a1(I—D1)—ia2€(2€)> Ve

)

).

Etape 4 : A partir de maintenant on travaille en voyant toutes les séries entieres
en (&1,m1,&2,m2) comme des séries & une seule variable w, en prenant leurs valeurs en
(w,w,w,w). Les inégalités < sont conservées par ce changement de variables.

Comme on sait que ¢1,0,%1,0, ¥2,0,%2,0 €t a1,0—aq sont des séries convergentes (par Lemme
C.3) sans terme de degré 0, on sait (cf Lemme B.3) qu’il existe ¢ et v tels que

©i0(w, w,w,w), Y;o(w,w,w,w) < 1 —w’yw’ a10(w?) — a1 < c1 fiw (C.23)
De méme pour fi g, 91,0, qui sont sans termes de degré 0 ou 1
w2
f10,91,0(w,w) < 1 o (C.24)

On a aussi une telle majoration, uniforme en ¢, pour les fi., g1, f2.c et g2, car on a une

régularité C° en £ des ces fonctions dans (.A(B@ (0,p1),C) , et donc une majoration

L

en norme ||-|| . uniforme en €. De plus, les fi., g1,¢, fo. €t g2 sont aussi sans monémes de
degré 0 ou 1. On obtient donc aussi
w2
f17§7917§7 f2,§7927§(w7w7w7w) = Cl —_ ,yw' (0‘25)

En voyant les inégalités du systeme (C.19) comme des inégalités < dans I’ensemble des
séries formelles & une seule variable w (cf Lemme B.3). Cherchons & majorer les différents
termes des membres de droite de (C.19) en fonction de M, (w,w,w,w) et de A.(w?, w?).
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‘(al,o - al)Dl(vD/l,g‘(wvwvwvw) < Cl iu w (‘Dlgpll,gh_‘ [90/1@] D (wvwawaw)

Mé(wa wv wv (.U);
w

2
w
‘(a'lyng—i—a’ZéDg)(@1,0—§1+V<p'17§)‘ =< Ag(wQ,w2) <2uMg(w,w,w,w) + c1 — fyu)) :

(|Q0/1,§|+ ’ +|¢/2,§|)7 R
1o+ ool v (@) |+ +lYs D)

g(w,w,w,w)>2
(W, w,w, w))

| fre(Fe(w, w,w,w))]

( cl—yw
1—7(01

< ¢

?

% (fr0(e1,0,%10) — fro(ere, Y1)

1
<~ D frol (fevol+nol+v (It el+ YD) - vl el +Ivr D)
2c 'yw+2VM (W, w,w,w)

1—’y< c g(w,w,w,w))

Etape 5 : En partant du systeme (C.19), dans lequel on majore les membres de droites
par ces dernieres inégalités, et on minore les membres de gauche grace a l'utilisation de

I’étape 3, on obtient :
min {%’ 04225(25)} ) <m3x(D1<p’LE, D2g0'2,§)+’ [g&’l E} )
(4o W+4VM)

1—- 7(40

<c 2M, (w, w,w,w).

=< C%MQ—I—A (QVM +e W)—i—c 2M,

_ 4 4uM, ‘o 7(2c +21/M>

- +4Z/M7>

oy (ders
wlay | = e M +Ag (21/M£—|—clfj{w)—|—c +c

1—yw & — 2ME
1=l +40M,) 1 (2c1_“; S+ )

idem avec les 3 autres équations du systeme (C.18).

Alors, en prenant le max & gauche sur les 4 équations du systéme (C.18), pour lesquelles
on a la méme majoration a droite, on obtient

2 2 (401 +4VM> 2(:1 —+2v M,
M, < clj’wMg—&—Aé (2VM§—|—clfW)+c “+c 2M,
1—v (40 —+4v M, ) 1— (20 —+2v M, )
(40 +4VM)
wA; < c1 M.+A, (QVM +e W)Jrc +c — —2M,.
1—v ( c §> 1—v (20 —+2v M, )

Soit alors
No(w) = M (w,w,w,w) + wAg(w? w?).
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On s’est maintenant ramenés a chercher un majorant de N; uniforme en €. Ou N, vérifie
I'inégalité

w? N.(w)? w
NQ(W) =< 2CmN§(W) =+ 21/ 6(5} ) + 2CmN§(OJ)
2
( EUJ + VNé) cw _|_ VN
+2c4? il + 8cN. 1—w =
1—4~ (1f°j{w—|—uN§> 1—2~ (ﬁ‘;w + UN§>
N2 < o 4 1/N§> ( <« 4 (1+ V)Né)
< N 4= 4l il e . (C.26)
v T w cw
g 1_7/ (1770.) + VNé)

Or, par la définition de N, comme les @1 ¢,91., 92, €t 2. n'ont pas de monomes de
degré 0 ou 1 et les a; . n'ont pas de monomes de degré 0, nécessairement, N, s’écrit

Né = w2Né(w),

ot N/ est aussi une série formelle. Et I'inégalité (C.26) se réécrit alors

5o+ vwN) (155 + (1+ vwny)

1—+/ (1?:@ + szNé)

cw

Né < Né—i— 21/ng +c <

1—w

On a alors pour v < 1,

/

cCw

1fc'yw + wNé) <lfc'yw + 2(,«]N§/>

Nl +2wNP +¢ (

Né =< d ) (C27)
- = (555 )
qui est une inégalité fonctionnelle en Né indépendante de €.
]:Jtape 6 : Sion arrive a construire Z série entiere convergente telle que
/ (176 —l—wZ) (170 + 2wZ)
Z(w) = —" Z(w) + w22+~ i , (C.28)
I —yw 1—/ (71—00;“; + w2Z>

et telle que Z(0) > N.(0), on pourra alors en déduire que

Nl(w) < Z(w)

par récurrence sur les coefficients de N; et Z grace a l'inégalité (C.27). On aura alors une
majoration telle qu’on cherchait, par une série convergente indépendante de €.
Or, on peut bien construire une telle série entiere Z, en résolvant 1’équation (C.28) par le
théoreme des fonctions implicites analytique au voisinage de w = 0. En effet, pour w = 0,
I’équation (C.28) devient

Z —cd =0.

Et on a
07(Z —cd)=1+#0, pour tout Z.
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Et, quitte & choisir ¢ et ¢ plus grands dans I'inégalité (C.27), on aura bien c¢¢ > N/(0),
car N.(0) est uniformément bornée en £ pour ¢ < gy par continuité en ¢ de toutes les
fonctions analytiques intervenant dans sa définition. On a donc finalement montré qu’il
existe une série entiere convergente Z telle que

Né(w) < Z(w).
D’ou
M, (w,w,w,w) < w?Z(w),
et donc

M (&1,m,&,m2) = Me(&tm+eatns, -+, Ertm+Eatnz) < (Ertm+Eotne)? Z (E1tm+Eatne).

Enfin, grace a (C.20), on en déduit que

00 el [0 e, lh | et [0 c[(€,m, €2,m2) < (Er+m+Ea+n2) Z(&+m+Ea+m2).

Et de méme on obtient

|a; (1,1, E2,m2) < (E1+mAEa+ne) Z(E1+m+Ea+p).

a

C.3 Construction de la famille de changements de coordonnées cano-
niques F;

Dans cette partie, on construit d’abord, a ¢ fixé, le changement de coordonnées canonique
FZ. On montre ensuite des propriétés particulieres de F, (*6 0,0) puis on majore la différence

Fg - F(z,o,o)'

Pour construire F}, on construit, de maniere non unique, un premier changement de
coordonnées canonique sous forme de série formelle, qu’on appelle ﬁé. On définira F}
en rajoutant un critére, qui permet d’avoir Punicité, et qui permettra ainsi de trouver
F¢ réelle. On s’est inspiré pour cela de l'article de Riissmann [60], qui dans un cas plus
général que le noétre montre qu’en connaissant un premier changement de coordonnées non
canonique sous forme de série convergente, alors le changement de coordonnées canonique
sous forme de série formelle vérifiant un critere bien choisi est lui aussi convergent. On a
modifié ici 1égerement le critére : on ’a choisi de maniére a ce que la preuve de convergence
marche encore, mais que de plus le changement de coordonnées final F. soit bien réel.
De plus, on rajoute ici la démonstration de I'existence d’un changement de coordonnées
canonique vérifiant ce critere.

Lemme C.5 Pour tout g,

(1) 1l existe un changement de coordonnées série formelle canonique

ﬁg(éla m, 527 772) = (gla m, 527 772) + O(‘(élv m, 527 772)’2)a
et un Hamiltonien série formelle a 2 variables K. tels que

a2(€)§2772 +--- (C.29)

H(FL((&1,m1,&2,m2)),€) = Ke(€m1, &am2) = —a1€amy — i =
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i) Si Fg est solution de (i), alors 156, est aussi solution de (1) si et seulement si il existe
& ) &
une série formelle S(wy,ws) telle que si on note

B, (wr, ws) = eOw; S(wrw2) U (wr, ws) = o~ 0w; S(w1,w2)

on ait
E(¢,m) = FL (®1(E1m, Eam)ér, Wi (€1, Eama)mn, ®a(E1mn, Eama)Ea, Wa(E1m1, E12)12) -

i1t) Il existe un unique changement de coordonnées série formelle canonique FY =
e
(gpié, ¢i§,<p§£,w§é) solution de (1) et tel que

o ([ [ ) (][] )=

m 2

Remarque C.6 Le lien avec le lemme C.3 se fait en posant
alé(wl,wg) = 8M1K§(w1,WQ>, agé(wl,wg) = anKQ(wl,wg).

Démonstration (i)
On construit F; par la méthode des séries génératrices. C’est-a-dire qu’on va fabriquer une

série formelle W, et F sera ensuite déterminée par 1’équation implicite

Fo(O W)y, 00, We(, ), 1) = (1, 03 We(, ), 2, Dy We, 1))
On va chercher W; sous la forme
We(z,m) = We(@r,m, 22,12) = 210 + 2212 + O(| (2, 7)),
car ainsi on aura
Fo(&.m, &.m2) = (&1, 2,72) + O(| (€1, 2,m2) 7).
Alors (C.29) est vérifiée si et seulement si W, et K. sont des séries formelles telles que
H((21, 05, We(@,n), 22, 00, We (2, 1)), €) = Ke (9 We(@,0), 11, Op We (2, 1),m2), - (C.31)

avec

w(e)

K§(€17771>§27772) = K§(§17717§2772) = _alflnl —1i 52 + O(|(€177717§27772)‘3)'

On développe ces séries formelles en notant

Wé(xvn) = Z WQN(:E’”)’
N>2

H(z,y,e) = Y HN(zy),
N>2

K.(&n) = Y KN(E&n);

N2>2
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ou les WEN ,Hg ,Kév sont des polyndémes homogeénes de degré N. On trouve alors que
(C.31) est vérifiée si et seulement pour tout N > 2,

(65) (6)
2

041D1W§N(33a77) +1 D2W§N(SU,T]) _Kév(xvn) :‘FN(WQJ\/[aKéV[’M < N)7
ou Fy ne dépend que des We, K. pour M < N et
D1 = a:lazl — 7]1(97]1, D1 = 1'23332 — 7726772'

Comme «q et as sont réels, aq et iai—gf) sont non commensurables, et on déduit de 1’ob-

servation de son action sur les monémes que l'opérateur (o D1 + iaigs) D5) est bijectif sur
I'ensemble des séries formelles sans monomes de la forme (z171)™(z2m2)™. On peut donc
construire les W2V et K2 simultanément par récurrence sur N, en choisissant & chaque
étape : - -

— pour Kév(xlnl,xgnz) on prend la somme des monomes de la forme (x171)" (z2m2)" de

FnWM KM M < N),
— puis pour WQN on prend ensuite

WX (z,m) = (a1D1 + iOQ(g)

€ 2 DQ)_I (.FN(WQJM,KQ/[,M < N) — Kg({l}l?’]l,IEQ’l’]Q)) .

”Démonstration” de (i7)

Ce résultat est en fait démontré par Rissmann dans [60], dans sa partie 3. Il le démontre
en partant directement du résultat de Moser [52] qui est énoncé ci-dessus en (ii) du lemme
C.3 : sachant déja l'existence de séries formelles ®; et W;, il cherche dans sa partie 3 a
quelles conditions le changement de coordonnées

(&1,m1, &2, m2) = (P1(&amr, E2m2)€1, Wi (&amr, Sam2)ne, P2 (§1m1, Sam2) e, Wa(&1m1, §2m2)n2)

est canonique. Ce qui est bien la question qu’on se pose pour montrer (ii). Il arrive ainsi
au résultat énoncé ci-dessus. O

Démonstration de (iii)

On a construit au (7) ci-dessus un changement de variable canonique ﬁé ; il n’y avait pas
unicité de la construction, ici on en choisit un fixé. En utilisant (i7), on voit que F sera
solution de (7i7) si et seulement si -

— il existe une série formelle S(w1,ws) telle que

B = Fe <ec9w15(€1771,§2?72)§1,e*3w15(€17717§2n2)7717eaw25(€17717§2772)§2,e*3w25(§17717§27]2)772> 7
(C.32)

— et en notant F} = (o] ., Y7 ., 5., #1.), le critere (C.30) est vérifié :

[ eren =[S o) v ([ o0 - [ vrn) o
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En regroupant ces 2 conditions sur F, cherchons les conditions que (C.30) impose sur S.
En notant F} := (@1 W1c, Pocyhae), si FZ vérifie (C.32), on a

|:()01 :|(W1) (,UQ)_ eaw1S(W1,W2) |:§0178:| (WL U.)Q), |:w1 a:| (Wl WQ) Bwls w1,w2 [
m

&1

](ww&)

1

|:902 ](wl,wg)_ e0wsS (w1,w2) |:80£2,a] (w1, ws), [167276] (Wi, wo)= oS (w1 w2) [
2

&2 2 26](w17w2)

12

On obtient alors (C.30) si et seulement si

w1 eawls |:¢1’€:| — e_awls % + iwo 68“’25 |:@2’6:| — e_anS % = 0.
&1 m &2 2
Comme ﬁg(&,m,ézam) = (&1,m, &2, m2) + O(|(€1,m, 2, m2)7), on &
I:(Pl,s:|:1+”.7 wl,é :1_|_...7 [(‘0275:|:1+...7 w2,§
&1 m &2 2
On écrit alors

R
&1 &1

=1 +8¢'JIS+ <eaw15 - (1 +aw15)> * <|:(p£1’5:| - 1) eawls.
1

=14,

En injectant dans (C.30) on trouve

—Q(wlﬁwl—i-iwg@wz)S ~
o =00 3] ) = -] ) o]
Ficop | (9485 — (140,,8))+ (| 22| ~1) e — (o708~ (1-0,,9)) - (| 22| -1) e8] .

(C.33)
Or on déterminera I de manicre unique si et seulement si on détermine S de maniere
unique a S(0,0) pres. Soit alors

N
S(wr,ws) E ST (wi,w2),
N>1

oit les SV sont des polynomes homogenes de degré N. L’équation (C.33) s’écrit alors sous
la forme

—2(wW1 0y, Hwad,,)ST = 0,
—2(w1 0,y +iweyy)SN = Fn(SM,1 <M < N) pour N > 2.

Etudions opérateur (w8, +iwsd,, ). Si on éerit

2 : ni no

In|>1
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alors
(W10, +iw20,, ) S (w1, we) = Z cn(ny + ing)wi wy?.
In|>1

Comme (n1+ing) # 0 pour tout n # (0, 0), on voit ainsi que opérateur (w10, Hw20,, ) est
bijectif sur I’ensemble des séries formelles sans coefficient de degré 0. Ainsi on détermine
les SV de maniere unique par récurrence sur N en initialisant par S*(wy,ws) = 0. ]

On va maintenant énoncer un lemme qui explicite la forme de F(*E 0,0)°

Lemme C.7 F(*a,o,o) est indépendant de €. On le note alors

F(Z,O,O) = F(;( = (@T,Oa wfo, 305,07 w;,O) .

De plus, o7 et Y7 ne dépendent que des variables §&1,m et on a

303,0(517771752’772) = &2, ¢§,0(§1,77135277I2) =n2.

Démonstration
On démontre ce lemme en 2 étapes :

Etape 1 : en procédant comme dans la démonstration du (i) du lemme C.5 on démontre
qu’il existe un F(s,o,o) Fy indépendant de ¢ et s’écrivant

Fo(&1,m1,E0,10) = (851,0(517771)#21,0(51#71%52#72) -

Etape 2 : en construisant F* a partir de ce ﬁ(a,0,0) de la méme maniere que dans la

(£,0,0)
démonstration du (i7i) du lemme C.5, on montre que le S(. o o) de transition s’écrit
en fait S(w;) indépendamment de ¢, et on en déduit le résultat.

Etape 1 On construit ﬁ(s,0,0) par la méthode des séries génératrices, i.e. en fabriquant
une série formelle Wi, oy puis en déterminant F. o) par I’équation implicite
F(s,o,o) (8,71 W(s,o,o) (z,m), M, Ona W(s,o,o) (z,n),m2) = (71,00, W(s,o,o) (z,1m), 22, O, W(S,O,O)(‘Ta n)).

On va montrer qu'on peut construire W o) indépendant de ¢ et de la forme
Wie0,0)(@,n) = z1m + zomz + W (21, m).
On aura alors F(.,0) = ($1,(c,0,0) ¥1,(=,0,0)» $2,(.0,0) ¥2,(=,0,0)) défini par

P1,2,00) (@1 + O W (1, m), m1, 22, m2) =

U1,2,0,0) (@1 4 O, W' (@1,m), 1, 2, 12) = 11+ Oy W (1, m1),
@2,(5,0,0)(961 + O W' (z1,m),m1, ©2,1m2) = T2,

¥2,(,0,0) (z1 + O, W' (z1,m1), 01, T2,12) =

X1,

2.

De ce systeme d’équations dans lequel € n’intervient pas on déduit que F, (,0,0) e dépend
pas de €, et on a comme solution

(D1,(2,0,0)5 ¥1,(,0,0)» $2,(2,0,0) 752,(&0,0))(337 n) = (@1,0(9517 n), Yro(x1,m), z2, 772)
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ol P1 0,10 sont les séries formelles déterminées implicitement par le systeme

{ ¢1.0(x1 + O W (21,m),m) = 21,
¢1,o($1 + amW/(J?lﬂ]l),m) =m + aﬂ&lwl(‘rl?nl)'

Montrons alors qu’on peut construire W’ et K’ tels que

.9l e
W(z,n) = zim + zome + W (z1,m), Keoo(w,wr) = —ajw —i Z(Q ) + K'(w1),

soient solution de

H((IE, 83;W(IE, 7]))7 (67 07 0)) = K(E,O,O) (87]1W(‘T7 77)7717 aﬁzw(xa 77)772)

En utilisant la forme particuliere du Hamiltonien H pour v = 0 (cf la forme de H (C.3)),
W et K., sont bien solutions si et seulement si

as(e [ 2\€
?5(2 ) + h(21,05, W) = —a1m Oy, W — 125(2)7726772W + K (mdy, W)

& —agDiW'(x1,m) = K'((x1 4 0y, W (z1,m))m) — h(@1,m + 0, W (21,m)),

—alxlﬁmw —1

ol
Dy = 210z, — mOy,.

Cette derniere équation est indépendante de € et en notant
W (w,m) =Y W (@,m),  K'w) ) E™Nw),

N>3 N>2

ot les W'V, K'N sont des polynomes homogenes de degré N, elle s’écrit au degré N sous
la forme
*a1D1W/N(£C1,T]1) — K/N(l‘lnl) = fN(W/M,K/M, M < N)

Comme a7 # 0, on déduit de I'observation de son action sur les monémes que 'opérateur
a1 Dy est bijectif sur 'ensemble des séries formelles sans mondmes de la forme (z17;)". On
peut donc construire les W'V et K’V simultanément par récurrence sur N, en choisissant
a chaque étape :

— pour K’V (x1m1) on prend la somme des monomes de la forme (z17;)™ de

Fy(W™M K™ M < N),
— puis pour W'V on prend ensuite
W'N(2,m) = (a1 Dy) " (Fn(W™M K™ M < N) — K" (z1m1)) .

Comme de plus les équations sont indépendantes de € & chaque étape, on a bien W', K’
indépendants de £. Ce qui conclut la premiere étape.

Etape 2 Ona
Floo) = ﬁ(s,o,o) (ec?w15<5,0,0) (Eumsam2) e o= Se.0.0) Ermtanz)y,

0035 (<,0,0) (61171,52772)52’ e~ 0w25(c,0,0) (51771,52772)772) 7
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ol 15(5,070) = 150 indépendant de € et S, gy est I'unique série formelle telle que

wy [ 1500 [801,(5,0,0)} — 0=015(00) U1,2,0,0)
&1 m

+iws e925(,0,0) [802(50’0)} — e 925,00 M - 0.
&2 72

En se servant de la forme de F| (,0,0) trouvée a I'étape 1, ce critere devient

w1 (eawls(s,O,O) |:¢)1’0:| (w1> — e_5w15(5,0,0> |:q’/)1’0(w1):|> =0
&1 "

& —2w100,5(c,00) = W1 [(eawls<5'o’°) —(1+5w15(e,0,0)))+([w] _1> oicon)

_(efawr?(a,o,()) _(1_00115(570,0)))— ([%,(;1,0,0)] _1> eawls(e,(),o):| .

Et cette équation ol € n’intervient pas permet pour les mémes raisons que dans la
démonstration du (ii7) du lemme C.5 de construire par récurrence sur les coefficients
de S une série formelle Sp(w1) indépendante de ¢ et telle que

fo <e(9w1 50(51771)51’ e~ 0wy 50(51?71)7717 &, 772)
vérifie le critere (C.30). Par unicité, on a donc

F(T(flv”l?i?aﬁ?) = Fb <68w150(£1n1)§17eiawlsO(élnl)TIlagQ)nQ)

- ((@1,0,@51,0)(98”80(51”1)51,6_8“150(517”)7]1),852,0(52,772),&2,0(52#72))
= (el0&,m), vi (&, m), &2,m2) -

C.4 Majoration de F} — Iy

Maintenant qu’on a contruit F} et F{, il reste a vérifier qu'on peut bien calculer des
estimations sur F* — Fj. Pour cela on va notamment utiliser 'estimation sur F. — Fy
calculée dans le Lemme C.4. On reliera cette estimation celle sur F* grace au résultat (i)
du Lemme C.3 : on obtient en effet qu’il existe des séries formelles ®;, ¥; telles que

Qi(wr,w2) =1+ O((w1,w2)), Wi(wr,wr) =1+ O((w1,w2)),
Fr(&,m) = Fo (®1(&1m1, §2m2)€1, W1 (§1m1, §2m2)m1, Pa(§1m1, §2m2)62, Wa (8171, §2m2)12) -

Le lemme suivant est un résultat sur I'inversion des applications de la forme de ¥;, ®;, qui
sera utile ensuite pour calculer les estimations du Lemme C.9.
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Lemme C.8 Soit une série formelle vectorielle ® de la forme
@ : (&1, &2m2) = (@1 (&, Eam2)6n, Wa (S, Eomz) s 2 (§um, Eam2) €2, Pa (&1, §am2)2)
o ©1, V1, Py, Uy sont des séries formelles a deux variables vérifiant
®1(0,0) =1="(0,0) = $2(0,0) = W5(0,0).
Alors il existe des séries formelles a deux variables @, ¥, @5, W, telles que

@1 (&, m, Lo, m2) > (R1(&m, Eame)€x, Wi (€, Loma)mn, R5(Eam, Eomz) &2, Ua(&am, Eama)2).

Démonstration
Soit donc

D (E1,m1, 82, m2) = (P1(&am1, Eame)€n, Wi(€amr, Sam2)n1, P2(§1n1, §2m2) &, Yo (§1m1, S2m2)12)

comme dans I’énoncé du lemme, et notons son inverse

(I)_l : (517771762)7]2) (‘i)l(glﬂh,&ﬂh),‘1’1(517771,5%U2),(i)2(§1»771752>772)7‘1’2(51,771752,772)) .

On écrit le raisonnement pour la forme de @1, ce sera le méme ensuite pour ¥p, ®y et Us.
Le but est de montrer que dans la série formelle ®; il n’y a que des mondmes de la forme

(E1m)"™ (§2m2)™2 &1
Ce sera le cas si et seulement si
(€10g, — MOy )®1 = @1, et (£20¢, — 1720y,) @1 = 0.
——r S———
=D :=Do

En écrivant des conditions de ce type pour ¥y, 5 et Uy, on trouve les conditions suivantes
-1
sur P

10 00 000 0
0 o 10 0],., 4 oo o).,
D=1y o o o|® 5 ¢ D2 =1g01 of®
0 0 00 000 —1

Or on peut écrire aussi
D1®7! =D& (&1,-m,0,0) et Dy®7' =D& (0,0,6, —m).

On trouve donc que @1, V1, ®5, Uy seront bien de la forme annoncée dans le lemme si et
seulement si

1 0 0O &1 1 0 00
. 0 =10 0] fm|_[0 -1 0 0|4
Do (51»7717527772) 0 0 00 §2 1o 0 0 0 ® ’
0 0 0 0/ \n 0 0 00
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et

000 O & 000 O
- 000 0](m 000 04
1 - 1
Do (5177717527772) 00 1 0 &'2 - 0 0 1 0 A
000 —1) \up 000 -1

Or on sait par hypothese que ce critere est vérifié par ®. Montrons pour la premiere de
ces deux égalités que si elle est vérifiée pour ®, alors elle 'est pour ®~!. En effet, on sait

que pour tout (517 n, 525 772) on a

1 0 0 0\ /& 1 0 00

0 -1 0 0 0 -1 0 0
D‘I’(El,m,f%m) 0 0 00 g; - 0 0 0 0 ®

0 0 0 0/ \n 0 0 00

En utilisant cette égalité en (&1, 71, &2,m2) = ®7H(EL, 17, &, mh) et le fait que

D@ (&1,m,&,m) = (DB(® (&, m, &2,m2)))

on obtient
1 0 00 1 0 00
_ 0 -1 0 0 _ 0 -1 0 0 _
D®o® (&1 11,8 m) [ o o o o BT €M =1y o o o 2R (€L &)
0 0 00 0 0 00
1 0 00 1 0 00 &
0 -1 0 0 1 1 0 -1 0 0 m
0 0 0 0 ® =D (5177717§2a772) 0 0 00 52
0 0 00 0 0 00 72
Ce qui clot la démonstration du lemme. O

Lemme C.9 Pour tout € €]—eo,¢c0l, la série formelle F} est en fait une série convergente.
Et de plus il existe une série convergente M telle qu’on ait

Ff = Fy < v(&+m+&+m)* M(E+m—+Ea+mn). (C.34)

Démonstration

La démonstration de la convergence des F est similaire a la preuve donnée par Riissmann
[60], méme si notre critere (C.30) n’est pas le méme que le sien. Ici on ne va donc démontrer
que la majoration (C.34).

Le point de départ pour démontrer cette estimation est la majoration similaire démontrée
pour F; dans le lemme C.4 (ii) ; et on peut relier F} a F, grace au (i7) du lemme C.3 : il
existe

B, (E1,m1,82,m2) = (Pre(Eamn, Eoma)&n, Vi (Eamr, Eama) iy, Pac(E4m1, Eam)Ea, W o (Eamr, E2m2)n2)

avec ®; ., V; . séries formelles vérifiant
Dig(wr,wa) =1+, Uie(wr,w2) =14---,
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telles que
F.=Fo®..

On va dans la suite de cette démonstration décomposer ®. en un produit d’applications,
en utilisant le fait que F; est canonique. On va écrire une décomposition de la forme

=P =he

F, = F o ((éi,m)H@i,;fi@i,;ﬁi)) o (& mi) = (®i Vs &)

= Flo ((51'7 i) (e%:¢;, e@“ism)>0<(§i, 77z‘)'—>(e§""§§i, e_éi’éﬁi)>0((§i, i) (@i e Vi iy mi))

=(P1,eW1,e,P2,6,02,¢) =fe

ol Se, Sig, i, Vie, Pig, Vi sont des séries de 2 variables (wy, wa) qui sont prises ci-dessus
en (wi,w2) = (§171,§2m2).

Remarque C.10 Cette décomposition de F et F] est la méme que celle faite dans la
démonstration de Rissman [60] : sa preuve de la convergence de la série formelle FY se
fait en montrant que chacune des applications de la décomposition ci-dessus est une série
convergente. Dans la démonstration ci-dessous on rappellera comment sont construites ces
applications (cela sera nécessaire pour estimer leur dépendance en €) mais on admettra
que ces applications sont, pour € fixé, des séries convergentes.

Voici le plan de la démonstration :

Etape 1. introduction de I’application h. et estimation de la différence he — ho ;

Etape 2. introduction de i’é et écriture sous la forme
.’f,g: (&, mi) > (SelEmtam) e, o= Sic(Cim Lanz)y) ).

Etape 3. décomposition des S;. en

et estimation de f; — fo;
Etape 4. introduction de (@1, 91, Poe,Un.) et estimation de S — So.
Les étapes 1, 2 et 3 utilisent comme argument principal le fait que F} est symplectique,

tandis que I'étape 4 est basé sur le fait que I vérifie le critere (C.30). Rentrons maintenant
dans les détails.

Etape 1. Soit
he : (&,m1,&,m2) = (P1e Vo) (Eam, Eam)én, My (Poe W) (&, Eam)Eas 12).
Comme le changement de coordonnées F; est canonique, il vérifie
'DF!QDF}; = Q.

Et donc
'DF.QDF, =" D®.DF;QDF;D®. =" D®.QD®..
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On a donc une égalité matricielle, qui implique pour 2 des ses coefficients les 2 égalités
suivantes, ot on a noté F; := (@1, V1.6, 92,6, P2e) :

Oy 91,60, 11,6 =0y, 1,606, 91,60y, 92,06, V26— 0y, V2,06, P26 = —0un (P1eP1cw1)
87]2901@8527!}1,;787]2wl,éaﬁz301,§+a7]2@2,;8521[}2,;*8772w2,§8§2302,§ = *an ((I)2,§‘1J2,§W2)7
(C.35)
ou les séries formelles ®; ., U; . & 2 variables (w1, w2) sont prises en (w1,w2) = ({171, &272)-
On a ces équations pour tout g, donc en particulier pour ¢ = (¢,0,0). En utilisant les
résulat des lemmes C.3(v) et C.4(i7) on sait que Fy converge et qu’il existe une série
convergente M telle que

(Fe — Fo)(&,m, &,m2) = v(&+m+E+m) > M(E1+m+Ea+n2).

On en déduit qu’il existe une série convergente M telle que

O, (Fz — Fo)(&1,m1, &2, m2) < v(Er+m+Ea+n2) M1 (&+m+Ea+n2).

Et de méme pour O, (F; — Fy) et les 0y, (Fz — Fy). En soustrayant les équations (C.35)
pour € quelconque et pour € = (g,0,0), on trouve alors qu’il existe My telle que

8%(@1@\11,-@%) — 8wi(<1>i70\11i,0wi) < I/./\/lz(wl—i-wg).
Et donc en notant wMp,(w) primitive de My (w), on obtient
(@i Wi — PioWio)wi < ((PicWie — Pi0Wi0)wi) [wi=0F¥(wi+w2) M’ (wi+ws)
& 0 Vi — D0V < v(wiFw) M (witws),

et en particulier
he — ho < v(&+m+E&a+m2) My (§1+m+Ee+n2),

avec My, série entiere convergente. Ce qui conclut la premiere étape.

Etape 2. On pose ensuite B
P, =P .0h .

Comme ®,. et h. sont des applications de la forme

(& mi) = (fi&im, Eam2)&is gi(E1m1, E2m2) i)

avec
fi(w17w2):1+"', gi(wl,w2):1+...;

par inversion et composition de séries formelles de cette forme (cf Lemme C.8), on en
déduit que P, est aussi une application de cette forme. Donc il existe ®; ., ¥; . de la forme

¢)17§(w1,(,()2):1—|— 5 \I/Z7§((,U17Q)2):1—|— ,

telles que
D, :(&,m) — (‘I)i7§(517717§2772)§ia ‘I’i,g(fml,fzm)m) .
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— Montrons que pour ¢ = 1,2 on a

P e(wr,w2) Wi g (wr,w2) = 1. (C.36)

Comme ;I;Qo he = ®., on a pour i = 1,2

(‘I%',g (@1,.V1 c(Exmr, Eoma)éamr, P Vo (E1m1, Eam2)Eom2) @i e Wi c(E1m1, E2m2) i

\I’i (‘1>1 W1 (&, Eamp)Ern, Po o (€11, Eama)Eanp) Th’)
= (Pic(&am, Eom2)&ir Wi (E1m1, Eam) i)
q)l V1 e(wi, wo)wr, Po W o (wr, wo)wa) i W (Wi, w2) = Py c(wr,ws)
e (P1eV1c(wr,wo)wr, Po Vo o (wr, wo)wa) = U o (wr, ws).
Ce qui implique pour ¢ = 1,2
D e (D1 U1e01, Bo  Woewn) Ui (B1oWcwn, PoeWocwn) By U; ey = By Uy .
Or
(Wi, wa) = (P W1 cwr, PocWoews)

est une application inversible car
@1,;‘1’1@(001,(4}2) =1+, (I)Qé\IJQ,g(wl,WQ) =14 ,

et par le Lemme C.8. On en déduit que

51,§(w1,w2)‘1f1,§(w1,w2)w1 = w

52,;(6«11,&12)@2,;(001,602)002 = Wwa.

Ce qui acheve la démonstration de (C.36).
En posant S;. := In(®;.), on a alors

Si.e(w1,w2)

(I)i,§<w17 w?) =€ = ) \Pi,g(wla (.UQ) == e_Sié(whWQ)-

Etape 3. En utilisant a nouveau le fait que F est canonique, et que F; o hgl =F]o &’5,
on obtient B _
'D(F.oh;")QD(F.oh_') ="' D®.QD®.. (C.37)

Cette égalité matricielle implique, en notant

FQ — (@17§7 1;17§7 @2,@, 1;2’§) = Fg 0o hg—l

I’égalité scalaire

852951@8{1&1’§_8€2$1’§8§1¢1’5+8& P2,£0¢, 7;2@_‘9&2 &2@8& B2, =M112(0uy S1,6—00, S2.¢ ).
(C.38)

Or on sait que F; et h. sont des séries entieres convergentes de la forme

I, = F0+VF§/, h§:h0+yh,§,
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olt les familles F/, h. sont uniformément majorées au sens <. Donc par le Lemme B.5, F,
est aussi une série entiere convergente de la forme

F, e= ﬁo + Vﬁ’é
avec ﬁé uniformément bornée en £ pour <. L’équation (C.38) est donc de la forme
Ro (w1, wz) + VR (w1, w2) = 0wy S1.e(w1, w2) =iy, S2.e (w1, w2),

ou Ry est une série convergente et R. est une famille uniformément majorée au sens <.
Posons alors

. w2 .
Slé(wl,wg) = / (R() -+ VRQ)(wl, t)dt, Sgé(wl, wg) = O,
0

et

fe o (€,ms &2,m2) = <egl’§(£1m’&m)5be_gl’g(&m’&m)ﬁhegz’é(glm’&m)ﬁz,G_SZ’Q(&"“EW)W) :

On obtient bien alors que les Sié et fo sont de la forme

Sie=Sio+ v, fe=fo+vfl

avec les S'; . et f. majorés uniformément par rapport & £ au sens de < par une série
convergente.

De plus, les S; . — S; . satisfont alors
Ous (S1e = S1g) = Oy (S2c — S2.c) = 0. (C.39)
Soit o1 w2
Selwnwn)i= [ (S = Siotwndt+ [ (Sac— S0t
0 0

on vérifie que grace a (C.39), on obtient

By Se = S1. — Sig, Dy Se = So.c — Sog.

Etape 4. D’apres les étapes précédentes, on a

- FQO he_pl o fgl(fla 771752)772) = (@1@7&1@) ¢2,§5 &2@)(517”15527772)' (040)

Ot on sait, avec les résultats obtenus sur F; dans le Lemme C.4 et les résultats obtenus
sur fo a I’étape 3, sur he, a I’étape 1, puis par composition et I'inversion démontrée dans
le Lemme B.5, que

FE* (e6W1 Ségla e_awl Sénla eawz SE&?a e_aw2 S5772)

(Sbl,g, 1;1@7 ¢2,§’ QLQ,é) = (Sbl,Ov "Ll,()v @2,07 7&2,0) + V(gbll,ga QL/Lgv @2,@ &é,g)a (041)

avec (@] ., V] o, @5 ., Y5 ) majorés uniformément en € pour < par une série convergente.
= "= "= =
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On proceéde en deux sous-étapes.

Etape 4.1. Conséquence du critére (C.30) : équation vérifiée par S, := %(S —So)-
L’égalité (C.40) se réécrit

< 7 < 7 —Ouwq Se Owq Se — 0wy Se O Se
F2 = (Pre¥ie Poe o) (e 1926y, % Fepy om0 Begy o0 *772>-

Ecrivons alors le fait que F} vérifie le critere (C.30) :

o ( [¢17€(e—8wi S§§i7 eawi Senz)] _ [flLl,E(e_awi S§§i7 eawi SET’Z)] )

&1 Uil
) Po.c(e7 %2, ePiden;) I e R D)
+iwo — = 0.
&2 2
w1 (e—awlss |:901,€] (wl,W2) _ e&ulSE lwl,f‘?] (wl,w2)>
1 m
—8, e | Ple 9.,5. | V1e _
lwy | e w2 | T2 (W, wg) — e%w2”e (wi,w2) | =0
&1 m

On a déja rencontré (presque) cette équation dans la démonstration du (ii¢) du Lemme
C.5, le but était alors de prouver I'existence d’un tel S. On avait alors montré que cette
équation était équivalente a I’équation (C.33); avec les mémes calculs, on obtient ici

—2(w1 0y, +iw20yy ) Se 2
= o [(e (104 ([ e | ) P ()= ([ | 1) e

iy [ (e 0ur%— (10,80 + (| 222 1) e 0use— (P~ (140,52)) ([1@%] —1) oese

A partir de cette derniere équation écrite pour € a laquelle on soustrait cette méme équation
pris pour € = (£,0,0), puis en divisant le tout par v, on écrit une équation vérifiée par

SLi=1(S.— Sp) :

—2(w18wl—|—iw20w2)5§
_ _ L;?l -
e [ (] ) et
_ % (eawlsg_eawlso) +3w15§ wl; 00urSe _ ([wnll,o _1> % QS eawlso)

i { (e Bwsde 8w290)+3w258;r[¢5ﬂ e*f’wzngr([‘ﬁgo} _1> ;(efawzsg_ejawzso)
b 10,5 | i, o

(C.42)
Etape 4.2. Construction d’une série majorante pour les S’é a l’aide de (C.42).
Soit
Vi,é(whw?) = |awiS§|(w17w2)v Vvé(w) = Vl,é(wa("}) + VQ,é(wvw)'
On va montrer que la famille des V; admet une série majorante convergente(indépendante

de ¢) pour la relation d’ordre <. Commenccons par utiliser (C.42) pour obtenir des
inéquations en < vérifiées par les V; ..
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Montrons tout d’abord qu’on a
ini,g =< ‘wlawl S§ + iWQ8WQS§‘ (wl,wg). (C.43)

En effet, si on note
P ni ng
Se = E (nyn,Wp Wa™s

ni,n2€N
alors
WiVi,g(wlaUQ) = Z ni|an17n2|w?lw32>
ni,n2€N
w10, Se + 1w20,,,5:| = Z |1 + inal|an, n, lwitwy?.
nl,TZQEN

Et pour tous n1,n2, on a bien n; < |nj + ing|. Donc (C.43) est bien vérifiée, i.e. on a une

minoration du membre de gauche de (C.42) en fonction des V.

Montrons maintenant qu’on peut majorer le membre de droite de (C.42) par un terme de
la forme

2
D wi (G (wi,wa) + GF(wn,wa, Vi, Va) (C.44)
=1

avec G}, Gf séries entieres en leurs variables, convergentes et indépendantes de €, et avec
G! polynéme homogene de degré 1 et G% d’ordre 2. Pour cela, on majore successivement
(au sens <) les différents termes dans le membre de droite par des quantités de la forme
(C.44). On ne fait ces calculs que pour la quantité entre crochets en facteur de wy, ils sont
les mémes pour celle entre crochets en facteur de wo.

On a

f 1 f
(oo gto) - Lot o) 9,8

[

= 2 (Sinh(D,, S.) — sinh(d,, 52)) + 20,5

v
2 k 2p—k
00 Z(awlsg) (00;150) P
= —20,,5.> =°
Rt (2p+1)!

> (2p + 1)(|Ou, So| + vV )%
< W) 2p+1)!

p=1

. (|0 So| + Vi )%
< W0 S0l + Vi) S 1(2;!”)1!,8) ;

p=0

ou la derniére inégalité est vraie pour v < 1. Et ce dernier majorant est bien de la forme
G? car Sy est une série convergente (cf Remarque C.10) indépendante de ¢.

On a / / /
@1@ —0Ouy S, ¢1:§ @1,5 — 0Oy S,
Tle| g Onbe = | Zhe| 4 | ZLE | (g e 1))
[fl] [51] [51]( )

169



ol @ . est, on I’a vu ci-dessus en (C.41), majoré uniformément en & par une série conver-
=
gente M(wi,ws), et @] . est sans monomes de degré 1. D’ou
"=

</
Ple o 0wy Se
&1

< (w1tw2) M(0,0)+ (w1 +wa) (M (w1, wa) =M(0, 0)+M (w1, wa) (exp—1) o (|Ouy Sol+Vi ¢)

(w1, w2) < (WiFws) M(wr, wa) (1 + (el Selre) — 1))

Or pour tout g, on a |0y, 5¢](0,0) = 0 car par définition

0,;5:(0,0) = S; .(0,0) — S; .(0,0) = S; (0, 0),

avec S; . défini par
eiel1e2) — @ (wr,wp) = 14+

Donc le terme
(w1 +wa) (M (w1, w2)=M(0,0)+M(w1, w2)(exp—1) o (|9, Sol+V1e)

est de la forme du G? de (C.44), et on avait déja (w1 -+w2)M(0,0) de la forme de G?. On
obtient de la méme maniére une majoration de la forme (C.44) pour le terme

7
¢1,§ 00wy Se
m

On a ensuite

Prol 4 1 ‘e_awlsg o0 S0
L & v
(G101
< ?’0 —1’ | =0, Se— (5, So)| €l%1 %l H10ur S0l par Lemme B.4
L 61 | v a
< % —1’ Vie A0 Sol+Vie  pour p < 1,
L &

et ce dernier majorant est bien de la forme de G2. On trouve un majorant de ce type avec

les mémes calculs pour 3
([%,0] _1> L (e0usSe_drSoy.
m v

Finalement avec la minoration du membre de gauche et la majoration du membre de droite
de (C.42), on obtient pour i = 1,2,

2
wiVie(wi,wn) <Y wp(Ghlwn,wa) + Gi(wi,wi, Vig, Vo). (C.45)
k=1

avec G,l€ polynémes homogenes de degré 1 et Gi série entiere convergente d’ordre 2,
indépendantes de €.
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Soit alors
Ve(w) = Vig(wr,wa) + Vae(wr,wa).

Grace a (C.45), on obtient

WVe(w) < w (G1(w, w)+G3(w, w)+GF (w,w, Ve(w), Ve(w))+G3(w, w, Ve(w), Ve()))
(w+Ve(w))?
1= y(wt+Ve(w))

= Vi(w)<aw+c par le (iv) du Lemme B.3. (C.46)

L’objectif est maintenant de construire une série entiere convergente Z(w) telle que

(@+Zw)?
[y @+Z))’

Z(w)<cw+c

(C.46) permettra alors de montrer par récurrence sur les coefficients des séries V; et Z que
Vz(w) < Z(w), a condition toutefois qu’on puisse initialiser cette récurrence. Commenccons
donc par étudier les valeurs des premiers coefficients des séries formelles V,, en calculant
les équations impliquées par (C.42) pour les degrés 0, 1 et 2 en (wy,w2) :

— (C.42) au degré 0 en (wi,wz) donne 0 =0;

— (C.42) au degré 1 en (w;,ws) donne

2(w18w1 -+ iWQawz)(S;)l =0,

car on a vu ci-dessus que le second membre de (C.42) est de la forme (C.44). Donc le
terme de degré 1 de S., (S7)1, est nul;
— (C.42) au degré 2 en (w;,ws) donne

2 o4 M
| , Sol c /17[)1 €
2 60.;1 a4*)2 SE - ' & - ) |
(10 +100202) ()2 ;wqﬁlllmk>

or on sait déja que le membre de droite est uniformément borné au sens < quand &
varie. Donc cette derniere égalité implique qu’il existe « indépendant de ¢ tel que

w(Vo)i(w) < aw?.

On cherche alors Z tel que
— Z(w) =wZi(w), avec Z1(0) > C';
(w+ Z(w))?
1—y(w+Z(w))
Ce qui se réécrit comme une équation en 7y :

~ Z(w) =cw+c

Z1-(1—yw(l+ Z1)) —c(1 —yw(l + Z1)) —ecw(1 4+ Z1)* =0
<~ F(Zl,w) =0

Orenw=0et Z;y =, o0n a

F(a,0) =0, 07, F(a,0) =1 #0.
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On a donc par le théoreme des fonctions implicites analytique 'existence d’une telle série
convergente Z; indépendante de g, qui vérifie

Ve(w) < wZip(w).

On trouve donc finalement
Sé(wl,WQ) < S;(0,0) + w1V17§(w1,w2) + WQ‘/Q,é(W1,UJ2),

o on choisit S2(0,0) = 0 car seules les dérivées de S, interviennent dans la décomposition
de F, et donc

SL(wr,wa) < (witwa) Ve(witws) < (widws2) Z1 (wi+ws),

ol Z; série convergente indépendante de .

On peut maintenant conclure, car on a
Fg =F,o hgl ) fgl o ((527771) > (efawisifi,ea“’isim)» .
Grace au Lemme B.5, on sait que c’est une composée de séries formelles de la forme
R. = Ro + VR’E

avec Ry, R, convergentes et uniformément bornées pour < par une série convergente M,
donc F} est aussi de cette forme. De plus, par définition

Fg(&lanb{%”h) = (517771?527772) e F(Sk(€177717£27772) = (51)7717527772) Tt

on peut donc choisir le majorant uniforme de F; — Fg sans monomes de degré 0 et 1.
C’est-a-dire qu’il existe M série convergente telle que

(F = F)(é1,m, &2,m2) < v(&i+m+Eotm) > M(E+m+Ea+ns).

C.5 Retour dans R*, démonstration de la Proposition C.1

Lemme C.11 (i) Soit F, := P~ FP, avec F? défini dans le Lemme C.5. On a

FQ(E7W7€;7%> = fg(fh”l;&ﬂh);

i.e. les coefficients du développement en série entiere de F. sont réels.

(ii) 1l existe K. dépendant de deux variables telle que

H (Fo(&,m,&,m2).€) = Ke(&m1, &5 +13)-
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Démonstration de (i)

Dans la démonstration on utilise la notation suivante : si

on note

Soit

Ji:

f(x) = Z anxn7
neNd
Flx) =) aua"
neNd
ct - Ci
(E1,m,82,m2) = (&1,71,&2,72)

et soit Jy := PJiP~L. Alors on trouve que

Et on a

Jo (&, €)= (&), m,1 .1 &).

[

On cherche donc maintenant & démontrer (C.47). Pour cela, on utilise I'unicité dans la
construction des F trouvée au (iii) du Lemme C.5 : il nous suffit de montrer que

satisfait aussi les hypotheses du (i7i) du Lemme C.5 pour conclure que (C.47) est vérifiée.

Fe(&,71,&2,72) = Fe(&1,m1, &2,1m2)

Ji (FQ(J1(§177717§2; 772))) = Fe(&1,m, &2, m2)
JZPIEF PL =P EEP
PLP'F; PLP ' =F;

JoF} Jo = FY.

Foi= JoFF Jy

Il y a pour cela trois étapes :

Etape 1 montrer que FQ

Etape 2 montrer que H(F.(&1,m1,&,m2), ) peut s’écrire en fonction des variables &7,

Eamp et €.
Etape 3 montrer que Fé

Etape 1. On a vérifié dans
symplectique. Donc

(R

est une application symplectique ;

vérifie I'hypothese (C.30).

la partie C.1 que le changement de coordonnées linéaire P est

F’é est symplectique

7771}177 est symplectique

J1F:J1 est symplectique

'DFe(&1,m, E0,m2) QD FL (1,11, E2,m2) = Q
EDFQDF(§1,m,62,m2) = Q2.
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Or, comme F; est canonique, on sait que

V(flﬂ?l,fzﬂh)a (tDFQQDFQ) (517”15527772) = Q.

Et comme () est réelle on a donc bien

V(& &), DFQDF.(&1,m,&,m2) = Q= .

Donc F’Q est bien symplectique.

Etape 2. Rappelons que les lemmes C.3, C.4, C.5, C.7 et C.9 ont été démontrés avec le
Hamiltonien H général introduit en (C.3) et que le Hamiltonien

H((q}, P}, ¢35 Ph).€) == H(P~' (¢}, P}, db, b)) €)

rentre dans ce cadre général.
On sait de plus que H est une série entiere en (qi,p1, g2, p2) a coefficients réels et que,
d’apres le Lemme C.5,

H(FZ(&1,m,82,m2),8) = Ke(§1m, &amz)-
Alors

H(F(&,m,&,m).€) = H(P ' LF! (&, m, &,m). &) =H (L P F (&G, 1,1 m2,1 &), €)

(JIP F (515771717727152) ) H( 1F*(€ 17}2)152) )
7( FF(&1,71,1 51 &2),8) = K (6171, &272) = K (&1, —Eamp).

Etape 3. Fixons g, et notons

(E1,m1, &2,m2) = (@1, 91, Ba, ¥2) (&1, 11, 2, 1m2);
5(5177717527772) (@Tu¢{790;71/];)(5177)17527772)-

On a alors

@1(51,"71 §2, 12
(§1,m,82,m2
(
(

) QPT (?a W: i%7 15) = E(gla m, _17727 _i£2)
) Vi,

§1,m,8,m2) = 12
)
)

m, _i772> _162)

(o
1,11, —ing, —i2)

¢ (€
Vo(&1,m,&0,m2) = 1 @b(Er,m, —ing, —il2).

On sait que F vérifie (C.30), i.e.

o ([ ) i [ 3] ) -

4'01} en fonction de {?1} . Si on note

Exprimons tout d’abord [
1 1

Pri= Y g

m,neN2
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alors

[‘PT]— S amalGm)™ (&m)™,

61 mo=ns
mi=ni+1
et
E(‘Sh m, —ino, _152) = Z Oém,n(—i)m2+n2§1nl n?l ng@g;z
m,neN?
Donc

> @i ) € = | £ -

mo=n2
mi1=ni1+1

[?} (§1,m1,82,m2) =
1

On trouve ensuite par les mémes raisonnements

2! (&1m,&me) = [W{] (&1, —&ama);
L | m

% (&, &em) = — [@} (&1m, —&am2);
L 62 ] 2

(&1m1, &am2)

] [?ﬂ (&1m1, —&ama)-

On obtient alors, en utilisant le fait que F;* vérifie (C.30),

<D<HH)

L &1 ] m |
) (Wla —w2)

wl, —L(.)Q =0.

= Wi (Z{ - zﬁi) (w1, —w2) + (
R
Démonstration de (i7).

&) [m]
On utilise le fait que d’apres le Lemme C.5, il existe K x tel que F vérifie

H(F(§&1,m,82,m2),€) = KZ (§1m1, §am2).

On en déduit

H(Fo(&1,m,&,m2),8) = HPT'FIP(&1,m, &2, m2), €)

= H(F7(&1,m, \}5(52 +in2), \}5(772 +1i62)),€) = KZ (&1, %(53 +13)) = K (&1, &5 +m3)-
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On a maintenant tous les éléments pour démontrer la C.1.

Démonstration de la Proposition C.1

Montrons que F. définie dans le Lemme C.11 vérifie les résultats annoncés dans la Pro-
position C.1. Soit py < po tel que 4p( soit un rayon de convergence de la série entiere M
du Lemme C.9 et tel que pf, soit un rayon de convergence de Fj (ce qui est bien possible

car Fj} est convergente d’apres le Lemme C.9). Et soit Mg := ”MHA(B 0.400))"

— (C.1) est bien vérifiée grace au (ii) du Lemme C.11;
— (C.2) est une conséquence du Lemme C.7;
— (7) decoule directement du Lemme C.9;
— (4i) et (4i4) viennent du Lemme C. 9 et du fait que le monome de degré 1 de
Fj(&1,m1,&2,m2) est (€1,1m1,&,m2) et le monome de degré 1 de (F§)~*(q1,p1,q2,p2) est

Q1,P1,42,P2) ;
iv) se déduit de (7) par le (vi) du Lemme B.3;

(
- (i
— (v) se déduit de (i) par le Lemme B.5 suivi du (vi) du Lemme B.3;
— (vi) et (vii) se déduisent de (i) et (i¢) puis du Lemme B.3-(vi) ;

— (viii) et (iz) s’obtiennent grace a (vi) et au Lemme C.7.

176



Bibliographie

1]

[14]

Amick C.J., McLeod J.B. (1990). A singular perturbation problem in needle crystals.
Arch. Rationnal Mech. Anal. 109, No 2, p. 139-171.

Amick C.J., McLeod J.B. (1992). A singular perturbation problem in water waves.
Stab. Appl. Anal. of Cont. Media, p. 127-148.

Amick C.J., Toland J.F. (1992). Solitary waves with surface tension. I. Trajectories
homoclinic to periodic orbits in four dimensions. Arch. Rationnal Mech. Anal. 118,
No 1, 37-69.

Arnold V.I. (1964). Instability of dynamical systems with several degrees of freedom.
Doklady Akad Nauk SSSR 156, P. 581-585.

Arnold, V. (1978). Mathematical Methods of Classical Mechanics. Springer-Verlag,
New-York.

Arnold, V., Kozlov, V.V., Neishtadt, A.I. (1988). Mathematical aspects of classical
and celestial mechanics. Dynamical Systems III. Springer-Verlag : New York, Heidel-
berg, Berlin.

Aubry S. (1997). Breathers in nonlinear lattices : existence, linear stability and quan-
tization. Physica D 103, p. 201-250.

Bernard P. (2003). Homoclinic orbit to a center manifold. Calc. Var. 17, 121-157.

Bernard P., Grotta Ragazzo C.,Salomao P.A.S.(2003). Homoclinic orbits near saddle-
center fixed points of Hamiltonian systems with two degrees of freedom. Astérisque,
286 (2003), 151-165. Geometric Methods in Dynamics (I) - Volume in honor of Jacob
Palis.

Birkhoff, G.D. (1927). Dynamical systems. A.M.S. Coll. Publications, vol. 9, reprinted
1966.

Churchill R. ;Kummer M. ; Rod D. (1983). On averaging, reduction, and symmetry
in Hamiltonian systems. J. Diff. Eq., 49, 359-414.

Conley C. (1968). Twist mappings, linking, analyticity, and periodic solutions which
pass close to an unstable periodic solution. Topological dynamics (Sympos, Colorado
State Univ.,Ft. Collins, Colo., 1967), pp. 129-153. Benjamin, New York.

Conley C. (1969). On the ultimate behavior of orbits with respect to an unstable
critical point. I Oscillating, asymptotic and capture orbits. Journ. Diff Eqns 5, pp
136-158.

Chossat, P., and Iooss, G. (1994). The Couette-Taylor problem. Appl. Math. Sci. 102.

177



[15]

[19]
[20]

[21]

[22]
23]

[24]

Dashen R.F., Kessler H., Levine H., Savit R. (1986). The geometrical model of den-
tritic growth : the small velocity limit. Phys. 21D, p. 371-380.

Dauxois T. , Peyrard M. (2006). Physics of solitons. Cambridge University press.

Elphick C. , Tooss G. , Tirapegui E. (1987). Normal form reduction for time-
periodically driven differential equations. Phys. Lett. A, 120, No. 9, 459-463.

Elphick, C., Tirapegui, E., Brachet, M.E., Coullet, P., and G.looss. (1987). A simple
global characterization for normal forms of singular vector fields. Physica D 29, 95-
127.

Fontich E. (1993). Exponentially small upper bounds for the splitting of separatrices
for high frequency periodic perturbations. Nonlinear Anal. 20, No 6, p. 733-744.

Gelfreich V.G. (1997). Reference system for splitting of separatrix. Non-linearity 10,
p- 175-193.

-wave solutions Grimshaw R. (1992). The use of Borel-summation in the establish-
ment of nonexistence of certain travelling-wave solutions of the Kuramoto-Sivashinsky
equation. Wave Motion 15, No 4, p. 393-395.

Grotta Ragazzo C. (1997). Irregular dynamics and homoclinic orbits to Hamiltonian
Saddle-Centers. Comm. Pure App. Math. L, pp 105-147.

Grotta Ragazzo C. (1997). On the stability of double homoclinic loops. Comm. Math.
Phys. 184, pp 251-272.

Guckenheimer, J., Holmes, P. (1983). Nonlinear oscillations, dynamical systems and
bifurcations of vector fields. Applied Mathematical Science, vol.42, Springer, Berlin,
Heidelberg, New York.

Gustavson F.G. (1966). On constructing formal integrals of an hamiltonian system
near an equilibrium point. Astronomical Journal, 71, 670-686.

Hakim V. (1991). Computation of transcendental effects in growth problems : linear
solvability conditions and nonlinear methods - the example of the geometric model.
Asymptotics beyond all orders (La Jolla, CA, 1991), 15-28, NATO Adv. Sci. Inst.
Ser. B Phys., 284, Plenum, New York.

Hakim V., Mallick K. (1993). Exponentially small splitting of separatrices, matching
in the complex plane and Borel summation. Nonlinearity 6, No 1, p. 57-70.

Hammersley J.M., Mazzarino G. (1989). A differential equation connected with the
gendritic growth of crystals. IMA J. Appl. Math. 42, p. 43-75.

Haragus, M., Tooss, G. (2010). Local bifurcations, center manifolds, and normal forms
in infinite dimensional dynamical systems. Springer Verlag, to appear.

Holmes P., Marsden J., Scheurle J. (1988). Exponentially small splitting of separa-
trices with applications to KAM theory and degenerate bifurcations. Contemporary
Mathematics, Vol. 81, p. 213-244.

Hunter J.K., Scheurle J. (1988). Existence of perturbed solitary wave solutions to a
model equation for water waves. Phys. D 32, No 2, p.2253-268.

Iooss, G., Adelmeyer, M. (1992). Topics in Bifurcation Theory and Applications.
Advanced Series in Nonlinear Dynamics, vol. 3, World Scientific, Singapore.

178



[33]
[34]

[35]

[36]
[37]

[38]

[51]
[52]

TIooss G., Kirchgéssner K. (1992). Water waves for small surface tension : An approach
via normal form. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh 122A, p. 267-299.

Iooss G., Kirchgéssner K. (2000). Travelling waves in a chain of coupled nonlinear
oscillators. Comm. Math. Phys. 211, No 2, 439-464.

Iooss G., Lombardi E. (2004). Normal forms with exponentially small remainder :
application to homoclinic connections for the reversible 0>*iw resonance. C. R. Math.
Acad. Sci. Paris 339, no. 12, 831-838.

Iooss, G., Lombardi, E. (2010). Approximate invariant manifolds up to exponentially
small terms. J. Differential Equations 248, 1410-1431.

Tooss, G., Lombardi, E. (2005). Polynomial normal forms with exponentially small
remainder for analytic vector fields. J. Differential Equations 212, 1-61.

lIooss, G., and Pérouéme, M.C. (1993). Perturbed homoclinic solutions in 1 :1 reso-
nance vector fields. J. Differential Equations 102(1).

Kelley, A. (1967). The stable, center-stable, center, center-unstable, unstable mani-
folds. J. Differential Equations 3, 546-570.

Kirchgéssner K. (1982). Wave solutions of reversible systems and applications. J. Diff.
Equa 45, p. 113-127.

Kolmogorov, A.N. (1954). On conservation of conditionally periodic motions under
small perturbation of the hamiltonian. Dokl. Akad. Nauk, SSSR, 98 :527-530.

Kruskal M.D., Segur H. (1991). Asymptotics beyond all orders in a model of crystal
growth. Studies in Applied Mathematics 85, p. 129-181.

Lazutkin V.F. (1984). Splitting of separatrices for the Chirikov standard map. VINITI
No 6372/84.

Lerman L.M. (1991). Hamiltonian systems with loops of a separatrix of a Saddle-
Center. Selecta Math. Sov. 10, pp 297-306.

Llibre J., Martinez R. Simo C. (1985). Transversality of the invariant manifolds asso-
ciated to the Lyapunov family of periodic orbits near Lo in the restricted three body
problem. Jour. Diff. Eq. 58, pp 104-156.

Lombardi E. (1997). Orbits homoclinic to exponentially small periodic orbits for a
class of reversible systems. Application to water waves. Arch. Rationnal Mech. Anal.
137, p. 227-304.

Lombardi, E. (2000). Oscillatory Integrals and Phenomena Beyond all Algebraic Or-
ders. Lecture Notes in Mathematics vol.1741. Springer.

Liapounoff A. (1949). Probleme général de la stabilité du mouvement. Ann. Math.
Studies, No. 17, Princeton Univ. Press.

Melnikov V.K. (1963). On the stability of the center for time periodic perturbations.
Trans. Moscow Math. soc. 12, p. 1-57.

Mielke A., Holmes P., O’Reilly O. (1992). Cascades of homoclinic orbits to, and chaos
near, a Hamiltonian saddle center. J. Dyn. Diff. Eqns. 4, pp. 95-126.

Moser, J. , On invariant curves of area-preserving mappings of an annulus.

Moser, J. , On the Generalization of a theorem of A.Liapounoff

179



[53]

[54]

[63]
[64]

[65]

Moser J. , Siegel C.L. (1971). Lectures on celestial mechanics. Springer-Verlag : New
York, Heidelberg, Berlin.

Nekoroshev, N.N. (1977). An exponential estimate of the time of stability of nearly
integrable Hamiltonian systems, I. Usp. Mat. Nauk 32 (1997) 5-66 Russ. Math. Surv.
32 (1977) 1-65.

Nekoroshev, N.N. (1979). An exponential estimate of the time of stability of nearly
integrable Hamiltonian systems, II. Tr. Semin. Petrovsk. 5 (1979) 5-50 in : O.A.
Oleineik (Ed.), Topics in Modern Mathematics, Petrovskii Semin., no.5. Consultant
Bureau, New York, 1985.

Neishtadt A.I. (1984). The separation of motions in systems with rapidly rotating
phase. J. Appl. Math. Mech. 48 No 2, p. 133-139 (1985) ; traduction du russe Prikl.
Mat. Mekh. 48 (1984), No 2, p. 197-204.

Poschel, J. (1993). Nekoroshev Estimates for Quasi-convex Hamiltonian Systems.
Math. Z. 213 187-216.

Touzé, C., and Amabili, M. (2006). Nonlinear normal modes for damped geometrically
nonlinear systems : Application to reduced-order modelling of harmonically forced
structures. Journal of Sound an Vibration 298, 958-981.

Poincaré, H. (1893). Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste (vol. 2). Paris :
Gauthier-Villars.

Riissmann, H. (1964). Uber das Verhalten analytischer Hamiltonscher Differential-
gleichungen in der Nahe einer Gleichgewichtslosung. Math.Annalen 154, 285-300.

Sanders J. (1982). Melnikov’s method and averaging. Cel. Mech. 28, p. 171-181.

Sauzin D. (1999). A new method for measuring the splitting of invariant manifolds.
International Conference on Differential Equations, Vol. 1, 2 (Berlin, 1999), 961-966.
World Sci. Publ., River Edge, NJ, 2000.

Simo C. (1994). Averaging under fast quasiperiodic forcing. Hamiltonian Mechanics
(Torun, 1993), p. 13-34, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. B Phys., 331, Plenum, New York.

Sun S.M., Shen M.C. (1993). Exponentially small estimate for the amplitude of ca-
pillary ripples of generalized solitary waves. J. Math. Anal. Appl. 172, p. 533-566.

Yang T.S., Akylas T.R. (1996). Weakly nonlocal gravity-capillary solitary waves.
Phys. Fluids. 8(6), p-1506-14.

180



Table des figures

2.1
2.2

2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10

2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20

2.21
2.22

Orbite périodique et orbite homocline & une orbite périodique ou onde so-
litaire généralisée. . . . . . . . . .. Lo
Perturbation d’une orbite homocline a 0. d est la distance mesurée dans la
méthode de Melnikov. . . . . . . . . . ...
Perturbation d’une orbite homocline a 0 réversible. . . . . . . .. ... ...
Méthode de Conley. . . . . . . . . .. .

Valeurs propres de D,V (0) selon les valeurs de ¢ pour la résonance 0%iw. .
Pour les ondes progressives de dimension 2 : valeurs propres du spectre

central selon les valeurs du nombre de Froude F' et du nombre de Bond

b. Les points et les croix représentent respectivement des valeurs propres

simples et doubles. . . . . . .. ...
Orbite périodique et orbite homocline a une orbite périodique. . . . . . . .
Valeurs propres de D, V1, (0) selon les valeursde A . . .. . ... ... ..
Portrait de phase pour forme normale tronquée de degré 3. . . . . . .. ..
Portrait de phase dans les coordonnées locales (§1,m1,82,m2)- - - - o o . . .
Application de retour globale Wo. . . . . . . . . ... L
Position du domaine de définition du premier retour par rapport a We(0).

Intersection du niveaux d’énergie { H = H(P®)} avec la section ¥1. . . . . .
Dans X1, positions relatives du niveau { H = H(P®)} et de la variété centre-

stable WE(0). . . . . o oL
Domaines de départ et d’arrivée de W2. . . . .. .. ... ...
Courbe invariante et taille des couronnes de travail dans la démonstration. .
Wi(P%) intersecte ¥1 une premiere fois. . . . . . ... ... ...
Alternatives possibles pour les positions relatives de C et C*. . . . . . . ..
Itérations successives de W sur C&. . . . . . . . ... ...
Y1 vu comme un graphe en coordonnées (£1,11,82,72)- « « « « « o o oo ...
Variété centre-stable & 0, We(0). . . . . . .. ... ...
Les WH(P®) sur We(0). . . o v v v v it e
Intersection du niveaux d’énergie {H = H(P®)} avec la section X;. . . . . .
Dans ¥, positions relatives du niveau { H = H(P%)} et de la variété centre-

stable WE(0). . . . . . L L
Image d'une courbe C par W&, . . . . . . ... ...

Image d’une courbe C par \i/g ...........................

181



182



Table des notations

Chapitre 1

H{R/TZ,R™) oo 22
Pp(R™, H{(R/TZ,R™))......... 23
AL 27
|2 e e e 29
f 29
BL oo 46

A(Brm (0,p),R™) ..o 62
PO oo i i e e 69
EUsh oot 69
PO e 70
Ko oo 70
1 PP 73
Y 74
W 74
Gl e 79
R, Ry oo 87
U et 98
e PP 136

183

AQ, H(R/TZ,R™)) ..o 22
Hp(R™, HY(R/TZ,R™)) . ........ 23
'l g e 28
P 29
[ P PRI 29
ol e 62
Io oo 68
D U 69
Foy Mo e, 70
3 e 71
PO 74
G 74
| 76
3 85
KO oo 87
Pl e 105
[ 145



184



Résumé / Abstract

Résumé

Dans cette these on s’intéresse a deux problemes faisant intervenir des formes normales
de champs de vecteurs et des phénomenes exponentiellement petits.

Dans le premier chapitre on démontre tout d’abord deux théoremes de normalisation
avec restes exponentiellement petits pour des champs de vecteurs analytiques au voisinage
d’un point d’équilibre, dans le cas non autonome périodique. Le premier théoreme de
normalisation permet de construire une quasi-variété invariante a un exponentiellement
petit pres, tandis que le deuxieme met le champ de vecteur sous la forme normale de
Elphick-Tirapegui-Brachet-Coullet-Iooss & un exponentiellement petit prés.

Dans le deuxiéme chapitre on travaille prés d’un point d’équilibre d’une famille de systémes
hamiltoniens au voisinage d’une résonance 0%iw. On démontre I’existence d’une famille
d’orbites périodiques entourant 1’équilibre puis l'existence d’orbites homoclines a plu-
sieurs boucles a chacune de ces orbites périodiques, aussi proche de cet équilibre que 1’on
veut a I’exception de I’équilibre lui-méme. La démonstration est basée sur la preuve d’un
théoreme de forme normale hamiltonien inspiré des formes normales de Elphick-Tirapegui-
Brachet-Coullet-lIooss ainsi que sur une normalisation locale hamiltonienne s’appuyant sur
un résultat de Moser. On obtient ensuite le résultat grace a des arguments géométriques
liés & la petite dimension et & un théoreme KAM qui permet de confiner les boucles.
Pour le méme probleme dans le cadre d’'un champ de vecteurs réversible non hamilto-
nien, I'apparition d’exponentiellement petits lors de la perturbation de I'orbite homocline
de la forme normale empéche la démonstration de I’existence d’orbites homoclines a des
orbites périodiques de taille exponentiellement petite. Le méme phénomene apparait ici
mais ’obstacle est contourné grace a des arguments géométriques spécifiques aux systeme
hamiltoniens.

Mots clés : Formes normales, phénomenes exponentiellement petits, variétés invariantes,
Gevrey, resonance 0%iw, systémes hamiltoniens, orbites homoclines & plusieurs boucles,
ondes solitaires généralisées, KAM, théoreme de Liapunoff.



Abstract

In this thesis we consider two problems dealing with normal forms of vector fields and
exponentially small phenomena.

In the first chapter, we prove two results of normalization with exponentially small remain-
ders for analytic vectorfiels in the neighborhood of a fixed point, in a periodic nonautono-
mous case. The first normalization theorem allows to construct a quasi-invariant manifold
with an exponentially small remainder while the second one is a normal form result of the
Elphick-Tirapegui-Brachet-Coullet-looss type with an exponentially small remainder.

In the second chapter, we study the dynamic near the equilibrium point of a family of
hamiltonian systems in the neighborhood of a 0%iw resonance. We first show the existence of
a family of periodic orbits surrounding the equilibrium and then the existence of homoclinic
orbits with several loops for every periodic orbit close to the origin, except the origin itself.
The proof is based on a hamiltonian normal form theorem proved in this chapter, inspired
by the Elphick-Tirapegui-Brachet-Coullet-Iooss normal form and on a local hamiltonian
normalization relying on a result of Moser. We obtain the result of existence of homoclinic
orbits by geometrical arguments based on the low dimension and with the aid of a KAM
theorem which allows to confine the loops. The same problem was studied before for
reversible non hamiltonian vectorfields, and the splitting of the homoclinic orbits lead
to exponentially small terms which prevent the existence of homoclinic connections to
exponentially small periodic orbits. The same phenomenon occurs here but we get round
this difficulty thanks to geometric arguments specific to hamiltonian systems.

Key words : Normal forms, exponentially small phenomena, invariant manifolds, Gevrey,
0%iw, hamiltonian systems, homoclinic orbits with several loops, generalized solitary waves,
KAM, Liapunoff theorem.
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