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Résumé

Soit p un entier premier. Cette thèse est une contribution à l’étude des représentations modulo
p de groupes réductifs p-adiques qui fut initiée par Barthel et Livné dès le milieu des années 90. Les
résultats démontrés depuis concernent essentiellement les représentations modulo p du groupe des points
rationnels du groupe linéaire général GLn défini sur un corps local non archimédien F complet pour
une valuation discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini, avec un attachement
particulier au cas n = 2 qui est déjà extrêmement riche en enseignements. L’originalité de nos travaux
réside notamment dans le fait qu’ils portent sur des groupes différents deGLn(F ) : nous nous intéressons
en effet dans cette thèse à la description des classes d’isomorphisme des représentations modulo p de
groupes réductifs connexes définis, quasi-déployés et de rang 1 sur F . Une place particulière est accordée
au groupe spécial linéaire SL2(F ) et au groupe unitaire quasi-déployé non ramifié en trois variables
U(2, 1)(E/F ) puisque ce sont deux cas dans lesquels nous obtenons des résultats plus poussés.

Nous commençons par traiter le cas du groupe SL2(F ), pour lequel nous obtenons une classifi-
cation complète des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles (avec ajout d’une
hypothèse d’admissibilité lorsque F est de caractéristique 2) à coefficients dans une clôture algébrique
fixée Fp du corps résiduel de F . Elle fait apparaître deux types de représentations : les représentations
supersingulières et les représentations non supersingulières. Nous montrons que les représentations
non supersingulières de SL2(F ) correspondent exactement aux représentations non supercuspidales de
SL2(F ), ce qui en fournit une description exhaustive sans hypothèse supplémentaire sur F . Nous ex-
plicitons ensuite les représentations supersingulières de SL2(Qp), ce qui nous permet de définir dans ce
cas une correspondance de Langlands semi-simple modulo p, à savoir une bijection « naturelle » entre
les classes d’isomorphisme des Fp-représentations lisses irréductibles de SL2(Qp) et certaines classes
d’isomorphisme de représentations galoisiennes projectives de dimension 2 sur Fp. Une propriété im-
portante de nos résultats est qu’ils sont compatibles (via le foncteur de restriction) aux résultats obtenus
précédemment par Barthel-Livné et par Breuil pour les représentations modulo p de GL2(F ).

Nous adaptons ensuite les méthodes utilisées dans l’étude des représentations modulo p de SL2(F )
au cas des représentations lisses irréductibles admissibles du groupe unitaire quasi-déployé à trois va-
riables G := U(2, 1)(E/F ) avec E/F extension quadratique séparable non ramifiée. Nous démontrons
que les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles admissibles de G se répartissent de
nouveau entre représentations supersingulières et représentations non supersingulières. Nous prouvons
en outre que, sous réserve d’une propriété d’injectivité, la notion de supersingularité est équivalente à
la notion de supercuspidalité qui apparaît dans la théorie complexe.

Les résultats prouvés jusqu’ici et les méthodes permettant de les démontrer laissent à penser que
leur cadre naturel d’obtention est celui des représentations modulo p d’un groupe réductif connexe
(quasi-déployé) G défini et de rang 1 sur F . Ce manuscrit contient une généralisation partielle des
énoncés sus-mentionnés, à savoir la description explicite des représentations lisses irréductibles non su-
percuspidales de G à coefficients dans Fp, ainsi que la détermination presque complète de leurs classes
d’isomorphisme. Plus précisément, nous démontrons que ces représentations se partitionnent en trois
familles : les caractères de G, les représentations de la série principale et les représentations de la série
spéciale. Nous prouvons ensuite qu’il n’existe pas d’entrelacements entre deux représentations distinctes
appartenant à l’une des deux premières familles, et nous donnons une condition nécessaire à l’existence
d’un entrelacement entre deux représentations de la série spéciale.

La dernière partie de cette thèse revient sur la théorie des représentations modulo p de SL2(F )
puisque nous y déterminons un système de représentants des classes d’isomorphisme des modules simples
à droite sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori de SL2(F ). Cette algèbre apparaît naturellement lorsque
l’on s’intéresse aux représentations lisses de SL2(F ) : en effet, l’espace des vecteurs invariants sous
l’action du pro-p-Iwahori standard de SL2(F ) d’une telle représentation est canoniquement muni d’une
structure de module à droite sur cette algèbre, et la compréhension de ce module permet d’obtenir
des informations sur la représentation dont il provient. Nos résultats forment le premier pas dans l’éla-
boration d’une équivalence de catégories mimant celle construite par Ollivier pour les représentations
modulo p de GL2(Qp) et permettent d’être optimistes quant à son existence : en effet, ils assurent
en particulier l’existence d’une bijection entre les classes d’isomorphisme des modules à droite simples
sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori de SL2(Qp) et les classes d’isomorphisme des Fp-représentations
lisses irréductibles de SL2(Qp).

Mots-clefs : groupes réductifs p-adiques de rang 1, correspondance de Langlands modulo p, arbres
de Bruhat-Tits, algèbres de Hecke-Iwahori.





Mod p representations of p-adic reductive groups of rank 1

Abstract

Let p be a prime number. This thesis is a contribution to the study of mod p representations
of p-adic reductive groups, launched by Barthel and Livné in the middle of the 90’s. Most of the
results that have been proved so far are about mod p representations of the group of rational points
of the general linear group GLn defined over a non-archimedean local field F complete with respect to
a discrete valuation and with finite residue class field of characteristic p, with a special focus on the
already very interesting case n = 2. Our work is original as it deals with other groups : we indeed look
for a classification of isomorphism classes of modulo p representations of connected reductive groups
that are defined, quasi-split and of rank 1 over F . The main place is devoted to the special linear group
SL2(F ) and to the unramified quasi-split unitary group in three variables U(2, 1)(E/F ) as they lead
to more detailed statements.

We first study the case of SL2(F ), where we obtain a complete classification (up to isomorphism)
of the irreducible smooth representations (with an extra-assumption of admissibility when F is of
charateristic 2) with coefficients in a fixed algebraic closure Fp of the residue class field of F . It splits
into two kinds of representations : the supersingular representations and the non-supersingular ones. We
prove that supersingularity is equivalent to supercuspidality, what leads to an explicit description of the
non-supersingular representations for any F . When F = Qp, we manage to compute the supersingular
representations. It allows us to define a modulo p semi-simple Langlands correspondence for SL2(Qp),
i.e. a "natural" bijection between isomorphism classes of irreducible smooth representations of SL2(Qp)
over Fp and some isomorphism classes of projective 2-dimensional Galois representations over Fp. An
important property of our results is that they are compatible (through the restriction functors) with
Barthel-Livné and Breuil’s statements on modulo p representations of GL2(F ).

We then adapt the methods that have been used in the study of the SL2(F ) case to try to
understand the irreducible admissible smooth representations over Fp of the quasi-split unitary group
in three variables G := U(2, 1)(E/F ), where E is an unramified separable quadratic field extension of
F . We prove that we can list these representations in four families (up to isomorphism) and that, up
to an injectivity property which is assumed to be true, an irreducible admissible smooth representation
is supersingular if, and only if, it is supercuspidal (with the meaning given in the complex theory).

What we did since then suggests that a natural framework to get the kind of results we explained
above is the setting of mod p representations of a connected reductive group G defined, quasi-split
and of rank 1 over F . This thesis contains a partial generalization of the statements we proved for
SL2(F ) and U(2, 1)(E/F ), namely the exhaustive description of non-supercuspidal irreducible smooth
representations of G over Fp, and the almost complete computation of their isomorphism classes. More
precisely, we prove that these representations split into three families : characters, representations of the
principal series and representations of the special series. We also prove that there’s no intertwinning
between two distinct representations that belong to the same family among characters or representations
of the principal series, and we give a necessary condition to the existence of an intertwinning between
two distinct representations of the special series.

We finally come back to the mod p representation theory for SL2(F ) in the last part of this thesis
as we compute the isomorphism classes of finite-dimensional simple right modules on the Hecke-Iwahori
pro-p-algebra. This algebra naturally appears when one is interested in the smooth Fp-representations of
SL2(F ), as the subspace of invariants vectors under the action of the standard pro-p-Iwahori subgroup
IS(1) of SL2(F ) in such a representation is canonically endowed with a structure of right module
over this algebra, and the understanding of this module leads to interesting informations about the
representation it comes from. The results we get are the first step in the search for an equivalence of
categories similar to the one built by Ollivier for mod p representations of GL2(Qp), and they prove
in particular that the IS(1)-invariants functor provides a bijection between (isomorphism classes of)
finite-dimensional simple right modules over the Hecke-Iwahori pro-p-algebra and (isomorphism classes
of) irreductible smooth representations of SL2(Qp) over Fp.

Keywords : p-adic reductive groups of rank 1, mod p Langlands correspondence, Bruhat-Tits trees,
Hecke-Iwahori algebras.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Quelques motivations historiques

En Juin 1993, Andrew Wiles met la communauté mathématique internationale en émoi
lorsqu’il annonce avoir démontré le cas semi-stable de la conjecture de Shimura-Taniyama-
Weil 1, qui permet en particulier de prouver le grand théorème de Fermat : « Il n’existe pas
de solution non triviale à l’équation xn + yn = zn lorsque n est un entier strictement supé-
rieur à 2.» L’idée qui sous-tend sa démonstration consiste à étudier une courbe elliptique E
via les représentations galoisiennes qui lui sont associées : pour chaque entier premier `, on
dispose d’une représentation du groupe de Galois absolu GQ := Gal(Q/Q) à coefficients dans
l’ensemble des points de `-torsion de E .

Pour comprendre la représentation modulo ` de GQ ainsi obtenue, on peut tout d’abord
essayer de comprendre les représentations qu’elle définit par restriction aux groupes de dé-
composition de GQ en chaque place non archimédienne. On obtient ainsi, pour chaque entier
premier p, une représentation modulo ` du groupe de Galois absolu Gal(Qp/Fp) d’un corps
local Fp non archimédien ayant pour caractéristique résiduelle p. Autrement dit, nous aime-
rions pouvoir décrire les représentations modulo ` et, par un argument issu de la théorie des
déformations, `-adiques du groupe de Galois absolu d’un corps local non archimédien de carac-
téristique résiduelle p. Notons que disposer de ce type de résultats permet de résoudre d’autres
questions tout aussi importantes en arithmétique, telles les conjectures de Serre concernant les
représentations galoisiennes de dimension 2 sur des corps finis de caractéristique positive.

Rappelons maintenant qu’à la fin des années 1960, Robert Langlands a proposé un ensemble
de conjectures, connues sous le nom de Conjectures de Langlands locales, qui généralisent la
théorie du corps de classes local en établissant une correspondance entre les représentations
complexes du groupe de Weil d’un corps local et les représentations lisses irréductibles de
certains groupes algébriques définis sur ledit corps local. Elles ont par la suite inspiré des
conjectures analogues pour des représentations à coefficients dans des extensions de corps de
nombres `-adiques (« conjectures de Langlands `-adiques ») ou dans des corps finis de carac-
téristique ` (« conjectures de Langlands modulo ` »).

Jusqu’à présent, les groupes qui ont suscité le plus d’intérêt sont les groupes linéaires gé-
néraux GLn, n ≥ 2, définis sur un corps local non archimédien F complet pour une valuation
discrète, de caractéristique résiduelle p > 0 et de corps résiduel fini. Dans ce cas, les conjectures
de Langlands `-adiques ont été démontrées par Laumon-Rapoport-Stuhler [LRS] lorsque F est
de caractéristique positive p 6= `, puis par Harris-Taylor [HT] et Henniart [He] lorsque F est

1. Que l’on peut énoncer de manière condensée sous la forme suivante : Toute courbe elliptique sur Q est
modulaire.
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16 Présentation des résultats obtenus

de caractéristique nulle. Vignéras [V0] a ensuite prouvé l’existence de correspondances de Lan-
glands modulo ` compatibles (via « réduction modulo ` ») aux correspondances de Langlands
`-adiques sus-citées (toujours sous l’hypothèse ` 6= p).

Les choses se gâtent lorsque l’on considère le cas où ` = p, car apparaissent alors de vé-
ritables obstructions à l’application des méthodes classiques (comme l’absence d’une mesure
de Haar, ou encore le comportement très particulier des pro-p-groupes lorsque l’on travaille en
caractéristique p). A l’heure actuelle, le seul cas à peu près compris est celui de GL2(Qp) : les
travaux de Barthel-Livné [BL94, BL95] et de Breuil [Br] ont mené à la définition d’une corres-
pondance de Langlands semi-simple modulo p, tandis que l’œuvre de Berger-Breuil [BB] et de
Colmez [Co] a permis d’établir une correspondance de Langlands p-adique. Si l’on s’intéresse
à GL2(F ) avec F une extension non triviale de Qp ou, pire, à GLn(F ) avec n ≥ 3, on dispose
de bien peu de résultats, même dans le cas modulo p qui semble a priori plus accessible que
le cas p-adique. La faute en est à une famille très mystérieuse de représentations détectées par
Barthel-Livné [BL94] pour GL2, puis généralisées par Herzig [Her2] pour GLn et Abe [Abe]
pour les groupes réductifs connexes définis et déployés sur F , appelées représentations super-
singulières et sur lesquelles on ne sait essentiellement rien dire, en dehors du cas de GL2(Qp)
où elles sont complètement décrites grâce aux travaux de Breuil [Br]. Depuis les travaux de
Paškūnas [Pas], Breuil-Paškūnas [BP] et Hu [Hu], on sait seulement que la situation pour GL2

semble être profondément différente lorsque F = Qp et lorsque F 6= Qp.

Cette thèse est une contribution à l’étude des représentations modulo p des groupes ré-
ductifs connexes p-adiques quasi-déployés de rang 1 sur leur corps de définition. Son point de
départ réside dans l’envie de comprendre les représentations irréductibles modulo p de SL2(F ),
pour lesquelles n’étaient a priori pas attendues de grosses différences comparativement au cas
des représentations modulo p de GL2(F ). Ce fut donc une petite surprise de voir apparaître
de nouveaux phénomènes (notamment de réductibilité) y compris dans le cas où F = Qp.
Ces nouveautés proviennent majoritairement de la perte d’un élément phare de la théorie des

représentations modulo p et p-adiques de GL2(Qp), à savoir l’élément antidiagonal
(

0 1
p 0

)
.

1.2 Présentation des résultats obtenus

Les résultats présentés dans cette thèse s’articulent autour de deux axes :
– un axe en profondeur, qui consiste à comprendre le mieux possible la théorie modulo
p et p-adique pour SL2(F ), et à la relier aux théories déjà existantes pour GL2(F ) en
utilisant notamment l’opérateur de restriction des représentations de GL2(F ) à SL2(F ) ;

– un axe en hauteur, dont la philosophie consiste à aller chercher les structures générales
qui sous-tendent les arguments développés dans les preuves de nos résultats sur SL2(F )
afin de les généraliser à de plus grandes familles de groupes algébriques. Le cas du groupe
unitaire quasi-déployé U(2, 1)(E/F ) avec E/F extension quadratique séparable non ra-
mifiée est intéressant car c’est le premier cas de groupe quasi-déployé mais non déployé
qui est traité dans cette théorie, et c’est son étude qui nous a permis de comprendre
qu’une grande partie de nos arguments ne reposent que sur des propriétés communes aux
groupes réductifs connexes (quasi-déployés) de rang 1 sur leur corps de définition.

Dans la suite de cette section, on fixe un entier premier p et l’on désigne par F un corps
local non archimédien complet pour une valuation discrète, de caractéristique résiduelle p et
de corps résiduel fini. On note OF l’anneau des entiers de F , pF son idéal maximal et kF son
corps résiduel, dont on note q = pf le cardinal et dont on fixe une clôture algébrique Fp. On
choisit une fois pour toutes une uniformisante $F de F et un plongement ι : kF ↪→ Fp. Pour
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tout scalaire λ ∈ F×p , on désigne par µλ : F× → F×p le caractère lisse non ramifié 2 qui envoie
$F sur λ.

Sauf mention contraire explicite, toutes les représentations considérées seront lisses 3 et à coef-
ficients dans Fp.

1.2.1 Les fondations : le groupe déployé SL2(F )

L’origine de cette thèse réside dans la volonté de comprendre les représentations lisses irré-
ductibles de SL2(F ) à coefficients dans Fp et les différences éventuelles qui apparaissent avec
la théorie des Fp-représentations lisses irréductibles de GL2(F ), ce qui explique pourquoi les
résultats à ce sujet tiennent une place prépondérante dans ce manuscrit. Nous avons travaillé
dans deux directions complémentaires : nous avons tout d’abord tenté d’obtenir une classifi-
cation « à la Barthel-Livné » des représentations lisses irréductibles de SL2(F ) sur Fp et de
préciser les énoncés obtenus dans le cas F = Qp à la manière de ce qui a été effectué par Breuil
pour les représentations lisses irréductibles de GL2(Qp). Ceci est l’objet du Chapitre 3, dont
les résultats principaux sont énoncés dans le premier paragraphe de cette sous-section. Nous
nous sommes alors intéressée à l’existence éventuelle d’une équivalence de catégories à partir
du « foncteur des invariants sous le pro-p-Iwahori de SL2(F ) », dans l’espoir d’obtenir des ré-
sultats analogues à ceux qui ont été démontrés par Ollivier pour les représentations modulo p
de GL2(F ). Pour cela, il nous a fallu commencer par comprendre les modules (à droite) simples
sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori de SL2(F ), ce qui est la raison d’être du Chapitre 6 dont
les résultats principaux sont rappelés dans le second paragraphe de cette sous-section.

Avant d’aller plus loin, nous introduisons quelques notations. Nous posons GS := SL2(F ), dont
K0 := SL2(OF ) est un sous-groupe ouvert compact maximal, et dont le groupe BS des matrices
triangulaires supérieures est un sous-groupe de Borel de radical unipotent noté U . On désigne
par TS le tore déployé des matrices diagonales de GS , de sorte que l’on a BS = TSU = UTS .
On note IS le sous-groupe d’Iwahori standard de GS et IS(1) son pro-p-radical, appelé pro-p-
sous-groupe d’Iwahori standard de GS . L’application de réduction modulo $F définit alors un
isomorphisme du groupe quotient IS/IS(1) sur le groupe TS(kF ) ' k×F des matrices diagonales
du groupe fini SL2(kF ).
De même, on pose G := GL2(F ), dont K est (à conjugaison près) l’unique sous-groupe ouvert
compact maximal, et dont le groupe B des matrices triangulaires supérieures est un sous-groupe
de Borel de radical unipotent U . On désigne par T le tore déployé des matrices diagonales de
G, de sorte que l’on a aussi B = TU = UT . On note I le sous-groupe d’Iwahori standard de
G et I(1) son pro-p-radical, aussi appelé pro-p-sous-groupe d’Iwahori de G. L’application de
réduction modulo $F définit alors un isomorphisme du groupe quotient I/I(1) sur le groupe
T (kF ) ' k×F × k

×
F des matrices diagonales du groupe fini GL2(kF ).

On introduit enfin les éléments suivants de G et de GS :

α =

(
1 0
0 $F

)
, w =

(
0 1
1 0

)
, t :=

(
0 1
$F 0

)
,

α0 =

(
$−1
F 0
0 $F

)
, w0 =

(
0 −1
1 0

)
.

2. i.e. dont la restriction à O×F est triviale.
3. Ce qui signifie que le stabilisateur de chaque vecteur est un sous-groupe ouvert.



18 Présentation des résultats obtenus

Classification des représentations modulo p de SL2(F )

Pour obtenir une classification des représentations lisses irréductibles de SL2(F ), nous avons
travaillé en deux étapes : nous avons tout d’abord décortiqué les représentations obtenues
comme sous-quotients d’induites paraboliques de SL2(F ), puis nous avons essayé de décrire les
représentations manquantes en utilisant les propriétés de la restriction de GL2(F ) à SL2(F )
et la description des représentations lisses irréductibles de GL2(F ) donnée dans [BL94, BL95]
ainsi que le complément substantiel apporté par [Br] lorsque F = Qp.
Commençons par la première étape, qui consiste à comprendre les sous-quotients irréductibles
des représentations de la forme IndGSBS (χ) avec χ un Fp-caractère lisse de BS . Pour ce faire,
nous avons repris la méthode classique qui consiste à étudier la restriction au sous-groupe de
Borel BS de la représentation IndGSBS (χ). Nous avons ainsi directement obtenu la classification
recherchée, avec un petit supplément concernant la structure de Fp[BS ]-module de IndGSBS (χ).

Théorème 1.2.1. Soit χ : BS → F×p un caractère lisse.

1. Le Fp[BS ]-module IndGSBS (χ) est de longueur 2 et possède le caractère χ comme unique
sous-quotient de dimension finie sur Fp. Il est indécomposable si et seulement si χ n’est
pas le caractère trivial. Dans le cas contraire, il est totalement décomposé.

2. Le Fp[GS ]-module IndGSBS (χ) est irréductible si et seulement si χ n’est pas le caractère
trivial 1.

3. Le Fp[GS ]-module IndGSBS (1) est indécomposable de longueur 2, avec le caractère trivial

comme sous-objet et la représentation de Steinberg StS :=
IndGSBS (1)

1
comme quotient.

4. Il n’existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques à partir de
Fp-caractères lisses distincts de BS.

Les représentations IndGSBS (χ) avec χ 6= 1 sont alors appelées représentations de la série princi-
pale tandis que la représentation de Steinberg est appelée représentation de la série spéciale. En
rappelant qu’une représentation lisse irréductible de GS est dite supercuspidale lorsqu’elle n’est
isomorphe à aucun sous-quotient d’une représentation de la forme IndGSBS (χ) avec χ : BS → F×p
caractère lisse, on peut résumer les trois derniers points du Théorème 1.2.1 par la formule sui-
vante : les Fp-représentations lisses irréductibles non supercuspidales de GS se partitionnent en
trois familles : le caractère trivial, les représentations de la série principale et la représentation
de la série spéciale. En outre, il n’existe pas d’entrelacement entre deux objets distincts d’une
même famille.

On détermine ensuite les espaces de vecteurs IS(1)-invariants de ces représentations et
l’on démontre que la restriction de G à GS établit une relation forte entre représentations
lisses non supercuspidales de GS et représentations lisses non supercuspidales de G puisqu’elle
permet de déduire du Théorème 1.2.1 qu’une représentation lisse non supercuspidale de G est
entièrement déterminée (à torsion par un Fp-caractère lisse de G près) par sa restriction à GS .
Plus précisément, on prouve le résultat suivant.

Théorème 1.2.2. Soit V une représentation lisse irréductible non supercuspidale de GS.
1. L’espace des vecteurs IS(1)-invariants de V est de dimension 2 si V est une représentation

de la série principale, et de dimension 1 sinon.
2. A torsion par un Fp-caractère lisse de G près, il existe une et une seule représentation

lisse irréductible non supercuspidale de G dont la restriction à GS est isomorphe à V .

Signalons que l’on démontre dans le même temps que le Fp[GS ]-module réductible IndGSBS (1)

est engendré par l’espace de ses vecteurs IS(1)-invariants, qui est de dimension 2 sur Fp, et que
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l’on calcule les composantes (IS , χ)-isotypiques 4 de chacun des sous-quotients de nos induites
paraboliques (Théorème 3.4.13). On obtient notamment ainsi une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une représentation lisse de la forme IndGSBS (χ) admette des vecteurs IS-invariants
non nuls.

Pour attraper les autres représentations lisses irréductibles de SL2(F ), nous avons suivi
les idées développées par Barthel-Livné [BL94] et commencé par étudier les algèbres de Hecke
sphériques relatives aux sous-groupes ouverts compacts maximaux de GS . Il faut cependant
faire un peu attention car, à la différence des sous-groupes ouverts compacts maximaux de G
qui sont tous conjugués sous l’action de G, les sous-groupes ouverts compacts maximaux de
GS se répartissent en deux orbites sous l’action par conjugaison de GS : celle de K0 et celle
de K1 := αK0α

−1. Néanmoins, nous démontrons par la suite que le choix de l’un ou l’autre de
ces sous-groupes compacts maximaux n’a pas de répercussion sur les résultats obtenus, ce qui
explique pourquoi l’on peut se limiter à l’étude des objets attachés à K0.
On rappelle que si σ est une représentation lisse irréductible d’un sous-groupe ouvert K de GS
et que si (g, v) ∈ GS × σ, on désigne par [g, v] l’élément de indGSK (σ) ayant pour support Kg−1

et pour valeur v en g−1. On sait par ailleurs décrire explicitement les classes d’isomorphisme
des représentations lisses irréductibles de K0 et de K1, qui sont dans chaque cas paramétrées
par les f -uplets ~r ∈ {0, . . . , p − 1}f . En particulier, un système de représentants des classes
d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de K0 sur Fp est donné par la famille
{σ~r, ~r ∈ {0, . . . , p− 1}f} où σ~r désigne la représentation lisse irréductible de K0 obtenue par
inflation de la représentation Sym~r(F2

p) du groupe fini SL2(kF ), dont la définition est rappelée
dans la Section 3.5.1.

On dispose alors de l’énoncé suivant, qui affirme que les algèbres de Hecke sphériques atta-
chées aux sous-groupes compacts maximaux de GS sont des algèbres de polynômes à coefficients
dans Fp en un opérateur de Hecke explicite (et sont donc en particulier commutatives).

Théorème 1.2.3. Soient K un sous-groupe ouvert compact maximal de GS et σ une Fp-
représentation lisse irréductible de K.

1. L’algèbre de Hecke sphérique H(GS ,K, σ) := EndFp[GS ](indGSK (σ)) est une algèbre de
polynômes à coefficients dans Fp en un opérateur de Hecke τσ explicitement déterminé.

2. Supposons que K = K0 et que σ = σ~r. Par abus de notation, on note encore σ~r la
représentation lisse irréducible de K sur Fp obtenue par inflation de la représentation
Sym~r(F2

p) du groupe fini GL2(kF ). Notons T~r ∈ EndFp[G](indGK(σ~r)) l’opérateur de Hecke

isolé par Barthel-Livné dans [BL94, Proposition 8]. Le Fp[GS ]-module indGSK0
(σr) est alors

muni d’une action de T 2
~r qui vérifie :

∀ g ∈ GS , ∀ v ∈ σr, T 2
~r ([g, v]) = τσ([g, v]) .

En notant τi,~r l’opérateur de Hecke introduit dans le Théorème 1.2.3 pour K = Ki et σ qui
correspond au paramètre ~r, on peut définir des représentations conoyaux πi(~r, λ) indexées par
les paires (~r, λ) ∈ {0, . . . , p− 1}f × Fp en posant :

∀ (~r, λ) ∈ {0, . . . , p− 1}f × Fp, πi(~r, λ) := Coker(τi,~r − λ) .

On rappelle 5 que si g ∈ G et si π est une représentation lisse de GS , on désigne par πg la repré-
sentation g-conjuguée de π. On démontre alors le résultat suivant, qui permet de comprendre
la plupart de ces représentations conoyaux.

4. On rappelle que la composante (IS , χ)-isotypique d’une représentation π est l’ensemble des vecteurs de π
sur lesquels IS agit à travers le caractère χ.

5. Et l’on renvoie à la Section 2.1.3 du Chapitre 2 pour plus de détails.
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Théorème 1.2.4. Soit (~r, λ) ∈ {0, . . . p− 1}f × Fp une paire de paramètres.
1. La conjugaison par α induit un isomorphisme de Fp[GS ]-modules :

π1(~r, λ) ' (π0(~r, λ))α .

2. Si λ est non nul et si (~r, λ) 6= (~0, 1), le Fp[GS ]-module π0(~r, λ) est isomorphe à
IndGSBS (µλ−1ι

−−−−→
p−1−r). En particulier, π0(~r, λ) est une représentation irréductible de GS

lorsque (~r, λ) 6∈ {(~0, 1), (
−−−→
p− 1, 1)}.

3. Le Fp[GS ]-module π0(~0, 1) est une extension non scindée du caractère trivial 1 par la
représentation de Steinberg StS.

Cet énoncé nous permet de prouver que toute représentation lisse irréductible supersingulière
relativement à Ki, i.e. quotient d’une représentation conoyau de la forme πi(~r, 0), est nécessai-
rement supercuspidale (Corollaire 3.1.5). Pour démontrer l’implication réciproque, nous devons
nous limiter à travailler avec les représentations lisses de GS satisfaisant à l’hypothèse suivante.
Hypothèse A : La représentation considérée admet une paramétrisation possible par rapport
à K0.
Nous montrons que cette hypothèse est raisonnable et peu contraignante, puisqu’elle est satis-
faite par toute représentation lisse irréductible de GS lorsque F n’est pas de caractéristique 2,
et par toute représentation lisse irréductible admissible de GS quelle que soit la valeur de la
caractéristique de F . L’intérêt de cette hypothèse est qu’elle nous permet de démontrer l’équi-
valence entre les notions de supersingularité relativement à Ki et de supercuspidalité, ce qui
prouve notamment que la notion de supersingularité est indépendante du choix du sous-groupe
ouvert compact maximal Ki.

Théorème 1.2.5. Soit i ∈ {0, 1} et soit π une représentation lisse irréductible de GS satisfai-
sant à l’Hypothèse A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) π est supercuspidale ;
ii) π est supersingulière relativement à Ki.

On peut donc parler de représentation supersingulière sans préciser de choix de sous-groupe
ouvert compact maximal, ce qui permet finalement d’obtenir l’énoncé de classification suivant
des représentations lisses irréductibles (admissibles) de GS .

Théorème 1.2.6. 1. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles ad-
missibles de SL2(F ) à coefficients dans Fp se partitionnent en quatre familles :
(a) le caractère trivial 1 ;
(b) la représentation de Steinberg StS ;

(c) les représentations de la forme IndGSBS (χ) avec χ : BS → F×p caractère lisse non
trivial ;

(d) les représentations supersingulières.
2. Cette classification est compatible (après restriction de G à GS) avec la classification

établie par Barthel-Livné pour les représentations lisses irréductibles à caractère central
de G sur Fp.

3. On peut supprimer l’hypothèse d’admissibilité lorsque F n’est pas de caractéristique 2.

En particulier, cet énoncé fournit la classification des Fp-représentations lisses irréductibles
de SL2(Qp). Dans ce cas très particulier, on sait décrire complètement nos représentations
supersingulières grâce aux résultats de Breuil concernant les représentations supersingulières
de GL2(Qp) et aux propriétés de la restriction de G à GS .
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Théorème 1.2.7. 1. A isomorphisme près, il existe p représentations supersingulières de
SL2(Qp) notées π0, . . . , πp−1.

2. Le Fp[SL2(Qp)]-module porté par une représentation supersingulière de GL2(Qp) est to-
talement décomposé de longueur 2. Plus précisément, on a (avec les notations de [Br]) :

∀ r ∈ {0, . . . , p− 1}, π(r, 0,1)|SL2(Qp) ' πr ⊕ πp−1−r .

3. Pour tout r ∈ {0, . . . , p−1}, l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de πr est de dimension
1 sur Fp et l’on a παr ' πp−1−r.

Une conséquence importante de ce théorème est qu’il nous permet de définir un analogue pour
SL2(Qp) de la correspondance de Langlands locale modulo p définie par Breuil pour GL2(Qp)
[Br, Section 4.2] qui lui est compatible par restriction à SL2(Qp).

Définition 1.2.8. On appelle correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour
SL2(Qp) la bijection entre les classes d’isomorphisme des représentations projectives de dimen-
sion 2 de GQp sur Fp et certains paquets de classes d’isomorphisme de représentations lisses
semi-simples de SL2(Qp) sur Fp définie par les flèches suivantes :

– pour tout entier r ∈ {0, . . . , p−1
2 }, on pose

proj ◦ Ind(ωr+1
2 )←→ {πr ; πp−1−r} ;

– pour toute paire de paramètres (r, λ) ∈ {0, . . . , r − 1} × F×p , on pose

proj ◦
(
εr+1µλ 0

0 µλ−1

)
↔ π0(r, λ)ss ⊕ π0([p− 3− r], λ−1)ss .

Il est intéressant de remarquer que notre correspondance fait apparaître des paquets de re-
présentations supersingulières qui sont le plus souvent de taille 2 là où la correspondance qui
existe pour GL2(Qp) fait apparaître des singletons.

Classification des modules simples de dimension finie sur la pro-p-algèbre de Hecke-
Iwahori

Une propriété fondamentale de la théorie des représentations lisses modulo p est la sui-
vante : toute Fp-représentation lisse non nulle d’un pro-p-groupe admet des vecteurs invariants
non nuls. Ceci assure en particulier que toute représentation lisse non nulle de GS admet des
vecteurs invariants non nuls sous l’action du pro-p-Iwahori standard IS(1) de GS . Par ailleurs,
si π est une représentation lisse non nulle de GS , la réciprocité de Frobenius compacte per-
met de munir l’espace πIS(1) d’une structure naturelle de module à droite sur la pro-p-algèbre
de Hecke-Iwahori H1

S := EndFp[GS ](indGSIS(1)(1)). Un autre angle d’approche dans l’étude des
Fp-représentations lisses de GS consiste donc à étudier la structure des H1

S-modules à droite
puis à repérer ceux d’entre eux qui correspondent à des espaces de vecteurs IS(1)-invariants de
représentations lisses de GS .
L’utilisation de ce point de vue s’est révélée être très fructueuse dans le cadre de la théorie
des Fp-représentations lisses de G puisqu’il a permis à Ollivier [O3] de démontrer que l’appli-
cation envoyant une représentation lisse de GL2(Qp) sur le sous-espace de ses vecteurs I(1)-
invariants provient d’un foncteur (dit « des I(1)-invariants ») qui établit une équivalence de
catégories entre la catégorie des Fp-représentations lisses de GL2(Qp) engendrées par leurs vec-
teurs I(1)-invariants et la catégorie des modules à droite sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori
EndFp[GL2(Qp)](ind

GL2(Qp)
I(1) (1)) associée à GL2(Qp).



22 Présentation des résultats obtenus

Pour comprendre la structure des H1
S-modules à droite simples et de dimension finie sur Fp, il

faut d’abord comprendre la structure de la Fp-algèbre H1
S . Nous montrons (Corollaire 6.3.47)

que H1
S se décompose en une somme directe de Fp-algèbres définies ci-après :

H1
S ' HS ⊕H?S ⊕

⊕
1<r< q−1

2

H̃S(r) . (1.1)

L’étude des H1
S-modules simples à droite se réduit donc à l’étude des modules simples à droite

sur HS , H?S et H̃S(r). On commence par étudier la structure des modules à droite sur l’algèbre
de Hecke-Iwahori standard HS := EndFp[GS ](indGSIS (1)). Ces modules possèdent un intérêt
propre puisque l’espace des vecteurs IS-invariants d’une représentation lisse arbitraire de GS
est naturellement muni d’une structure de HS-module à droite. Le souci est que ce module
peut être nul même lorsque la représentation ne l’est pas, ce qui explique pourquoi nous ne
pouvons nous contenter de l’étude de ces modules.
Pour pouvoir déterminer les modules simples sur une algèbre, il est nécessaire de comprendre
suffisamment la structure de l’algèbre en question. Dans cette optique, ainsi que dans celle
d’une recherche future des liens existants entre les représentations modulo p de SLn(F ) et de
GLn(F ) avec n ≥ 2, nous avons tout d’abord étudié les relations qui existent entre les groupes
de Weyl 6 attachés à GLn et à SLn. On rappelle qu’ils sont définis comme le quotient du
normalisateur du tore diagonal dans GLn(F ) (resp. dans SLn(F )) par le groupe des éléments
du tore diagonal à coefficients entiers. Si l’on note W := NG(T )/T (OF ) le groupe de Weyl de
GLn(F ) etWS := NG(TS)/TS(OF ) celui de SLn(F ), on peut vérifier queW fournit un système
de représentants des doubles classes de GLn(F ) modulo son sous-groupe d’Iwahori standard
tandis que WS fournit un système de représentants des doubles classes de SLn(F ) modulo son
sous-groupe d’Iwahori standard. Ceci nous permet de définir un morphisme de groupes injectif
de WS dans W dont l’image est décrite par le prochain énoncé, dans lequel on désigne par si
la matrice de permutation associée à la transposition (i, i+ 1) lorsque i ∈ {1, . . . , n}, et par s0

l’élément t−1s1t.

Lemme 1.2.9. Soit n ≥ 2.
Notons Waff le groupe de Weyl affine de W , défini comme le sous-groupe de W engendré par
l’ensemble {s0, s1, . . . , sn}, et I, IS les sous-groupes d’Iwahori standard respectifs de GLn(F )
et de SLn(F ).

L’application qui envoie la double classe ISgIS sur la double classe IgI (avec g ∈ SLn(F ))
induit un morphisme de groupes injectif de WS dans W dont l’image est égale au groupe de
Weyl affine Waff .

Rappelons maintenant que l’on définit la Fp-algèbre de Hecke-Iwahori de GLn(F ) comme
l’algèbre H(G, I) engendrée par la famille (Tw)w∈W satisfaisant aux relations suivantes 7 :

– relations de tresse : si w1, w2 ∈W vérifient `(w1w2) = `(w1) + `(w2), alors

Tw1w2 = Tw1Tw2 ;

– relations quadratiques : pour tout élément s ∈ {s0, . . . , sn}, T 2
s = −Ts.

On peut alors montrer [V2, Example 1] que la famille (Tw)w∈W est une base du Fp-module
H(G, I). De la même manière, on définit respectivement l’algèbre de Hecke-Iwahori affine Haff
de GLn(F ) et l’algèbre de Hecke-Iwahori H(GS , IS) de SLn(F ) en remplaçant W par Waff

6. Nous attirons l’attention du lecteur sur le point de vocabulaire suivant : ce que nous appelons groupe de
Weyl correspond à ce qui est appelé groupe d’Iwahori-Weyl par d’autres auteurs, tels Pappas et Rapoport [PR].
Ce n’est donc pas du groupe de Weyl fini isomorphe au groupe symétrique Sn dont il est ici question.

7. On note ` l’application longueur usuelle sur le groupe de Weyl. Pour plus de détails concernant sa défini-
tion, nous invitons le lecteur à consulter la Section 6.2.1 du Chapitre 6.
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et par WS dans la définition de H(G, I). Les mêmes arguments que ceux de [V2] permettent
cette fois de prouver que les familles (Tw)w∈Waff

et (Tw)w∈WS
sont des bases respectives des

Fp-modules Haff et H(GS , IS). Le Lemme 1.2.9 permet alors de relier les algèbres Haff et
H(GS , IS) comme suit.

Corollaire 1.2.10. L’isomorphisme du Lemme 1.2.9 induit un isomorphisme de Fp-algèbres
de l’algèbre de Hecke-Iwahori de SLn(F ) sur l’algèbre de Hecke-Iwahori affine de GLn(F ).

Remarquons ici que les calculs développés dans [V1, Appendix A.3] permettent de montrer que
l’algèbre de Hecke-Iwahori standard HS est isomorphe à l’algèbre de Hecke-Iwahori H(GS , IS),
ce qui justifie l’intérêt des résultats présentés ci-dessus dans le cadre de notre étude.

Nous supposons désormais, et jusqu’à la fin de cette sous-section, que n = 2 et
nous reprenons en particulier les notations introduites dans la première partie de cette sous-
section. Nous commençons par donner une description explicite très simple de l’algèbre de
Hecke-Iwahori de GS = SL2(F ) ainsi que de son centre.

Théorème 1.2.11. 1. L’algèbre de Hecke-Iwahori H(GS , IS) est la Fp-algèbre engendrée
par les opérateurs T0 := Ts0 et T1 := Ts1.

2. Le centre de H(GS , IS) est égal à la sous-Fp-algèbre engendrée par l’opérateur (T0−T1)2.

Nous possèdons ainsi tous les outils nécessaires au calcul desH(GS , IS)-modules à droite simples
de dimension finie sur Fp, ce qui mène à la classification suivante.

Théorème 1.2.12. Tout H(GS , IS)-module (à droite) simple de dimension finie sur Fp est
isomorphe à un et un seul des HS-modules suivants :

1. un caractère MS
1 (ε0, ε1) pour une unique paire (ε0, ε1) ∈ {0, 1} × {0, 1} ;

2. un module standard MS
2 (λ) pour un unique scalaire λ ∈ F×p vérifiant λ 6= 1.

On rappelle que le caractère MS
1 (ε0, ε1) envoie l’opérateur Ti sur le scalaire εi, que l’on pose

MS
1 (ε) := MS

1 (ε, ε) pour ε ∈ {0, 1}, et que le module standard MS
2 (λ) est défini comme le

H(GS , IS)-module Fpx⊕Fpy de dimension 2 sur Fp où les actions des opérateurs T0 et T1 dans
la base {x, y} sont respectivement données par les matrices suivantes :(

0 0
1 −1

)
,

(
−1 λ
0 0

)
.

Notons maintenant que l’on sait décrire les polynômes en les générateurs T , S de la Fp-algèbre
H(G, I) exhibés dans [V1, Section 1.1] qui définissent, sous l’isomorphisme H(GS , IS) ' Haff ,
les opérateurs T0 et T1 : ils sont respectivements égaux à T−1ST = TST−1 et à S. On peut
donc déterminer facilement la structure de H(GS , IS)-module des H(G, I)-modules simples de
dimension finie sur Fp dont la classification est donnée dans [V1, Theorem 1.2] 8 et obtenir ainsi
l’énoncé suivant.

Théorème 1.2.13. 1. Pour toute paire de paramètres (τ, ε) ∈ F×p × {0, 1}, le H(GS , IS)-
module porté par le caractère M1(τ, ε) de H(G, I) est isomorphe au caractère MS

1 (ε).

2. Pour toute paire de paramètres (a, z) ∈ Fp×F
×
p , le H(GS , IS)-module porté par le H(G, I)-

module standard M2(a, z) est isomorphe au module standard MS
2 (a2z−1).

3. Pour tout paramètre z ∈ F×p , le H(GS , IS)-module porté par le H(G, I)-module standard
M2(0, z) est somme directe des deux caractères MS

1 (−1, 0) et MS
1 (0,−1).

8. Dont on reprend les notations dans le prochain énoncé.
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Les résultats énoncés ci-avant nous permettent alors de déduire directement des travaux de
Vignéras [V1, Section 6.5] la structure de HS-module portée par les espaces de vecteurs IS-
invariants des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de GS ayant des vecteurs
IS-invariants non nuls et, lorsque F = Qp, d’avoir le même résultat pour les représentations
supersingulières admettant des vecteurs IS-invariants non nuls.

Théorème 1.2.14. 1. Le HS-module 1IS est isomorphe au caractère MS
1 (0).

2. Le HS-module (StS)IS est isomorphe au caractère MS
1 (−1).

3. Pour tout scalaire non nul λ ∈ F×p , le HS-module
(

IndGSBS (µλ)
)IS

est isomorphe au module

standard MS
2 (λ−1).

4. Supposons que F = Qp.
i) Le HS-module πIS0 est isomorphe au caractère MS

1 (−1, 0).
ii) Le HS-module πISp−1 est isomorphe au caractère MS

1 (0,−1).

Par analogie avec la terminologie introduite pour les représentations modulo p de GS , nous
dirons qu’un HS-module simple est supersingulier s’il n’est pas isomorphe à un quotient d’un

HS-module de la forme
(

IndGSBS (χ)
)IS

avec χ : BS → F×p caractère lisse. Les résultats que nous
avons démontrés jusqu’alors permettent d’obtenir l’énoncé suivant, qui est de bon augure dans
notre quête d’une équivalence de catégories.

Théorème 1.2.15. L’application qui envoie une représentation lisse non nulle de SL2(F ) sur
l’espace de ses vecteurs IS-invariants établit une bijection entre :
i) l’ensemble des classes d’isomorphisme des Fp-représentations lisses irréductibles de
SL2(Qp) engendrées par leurs vecteurs IS-invariants et l’ensemble des classes d’isomor-
phisme des modules simples sur l’algèbre de Hecke-Iwahori standard qui sont de dimension
finie sur Fp ;

ii) l’ensemble des classes d’isomorphisme des Fp-représentations lisses irréductibles non su-
percuspidales de SL2(F ) engendrées par leurs vecteurs IS-invariants et l’ensemble des
classes d’isomorphisme des modules simples non supersinguliers sur l’algèbre de Hecke-
Iwahori standard qui sont de dimension finie sur Fp.

On dispose en outre d’un résultat complémentaire qui affirme essentiellement que l’étude
des modules portés par les espaces de vecteurs invariants sous le sous-groupe d’Iwahori standard
ne voit pas les foncteurs de restriction (de G à GS d’une part, et de H à HS d’autre part).

Corollaire 1.2.16. 1. Soit π une Fp-représentation lisse irréductible de GL2(Qp). Le HS-
module obtenu par restriction du H-module πI est isomorphe au HS-module (π|SL2(Qp))

IS .

2. Soit π une Fp-représentation lisse irréductible non supersingulière de GL2(F ). Le HS-
module obtenu par restriction du H-module πI est isomorphe au HS-module (π|SL2(F ))

IS .

Nous passons maintenant à l’étude de la seconde algèbre de Hecke-Iwahori. Pour pouvoir la
définir, nous devons supposer que q est différent de 2 et nous fixons un entier r ∈ {0, . . . [ q−1

2 ]}

distinct de
q − 1

2
lorsque p est impair. L’algèbre H̃S(r) des endormorphismes du Fp[GS ]-module

indGS
IS

(ωr ⊕ ωq−1−r) est alors égale à
(

Ar Br
Bq−1−r Aq−1−r

)
avec Ar := EndFp[GS ](indGSIS (ωr)),

Aq−1−r := EndFp [GS ](indGSIS (ωq−1−r)), Br := HomFp[GS ](indGSIS (ωr), indGSIS (ωq−1−r)) et

Bq−1−r := HomFp[GS ](indGSIS (ωq−1−r), indGSIS (ωr)).
Les Fp-algèbres Ar et Aq−1−r sont toutes deux isomorphes à la Fp-algèbre commutative
Fp[X,Y ]/(XY, Y X), dont les Fp-caractères sont donnés par les deux familles suivantes, chacune
étant paramétrée par λ ∈ Fp :
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– les caractères µ1(λ) qui envoient X sur λ et Y sur 0 ;
– les caractères µ2(λ) qui envoient X sur 0 et Y sur λ.

Le caractère µ1(0) = µ2(0) sera plus simplement noté µ(0). Pour k valant r ou q − 1 −
r, on désignera par µkj (λ) le caractère de Ak défini par le caractère µj(λ) de A. On notera
aussi µk(0) le caractère de Ak défini par le caractère µ(0) de A. Signalons par ailleurs que
l’action par conjugaison de t sur les Fp-caractères de TS(kF ) induit un isomorphisme de Fp-
algèbres entre Ar et Aq−1−r. Cet isomorphisme correspond à l’automorphisme de la Fp-algèbre
Fp[X,Y ]/(XY, Y X) envoyant X sur Y et Y sur X.

Comme H̃S(r) n’est pas une algèbre de matrices à coefficients dans un anneau, on ne peut pas
utiliser d’argument de type Morita pour obtenir directement la structure des H̃S(r)-modules
simples de dimension finie sur Fp. Il nous faut donc étudier plus en détail l’algèbre H̃S(r), puis
décrire à la main ses modules simples. Si l’on considère, pour tout scalaire λ ∈ Fp, les H̃S(r)-
modules à droite M12(λ) = µr1(λ) ⊕ µq−1−r

2 (λ) et M21(λ) = µr2(λ) ⊕ µq−1−r
1 (λ), qui sont tous

deux de dimension 2 sur Fp, et que l’on note M1(0) = µr(0)⊕{0} et M2(0) = {0}⊕µq−1−r(0)

les deux caractères de H̃S(r), on obtient alors le résultat suivant.

Théorème 1.2.17. La liste suivante fournit un système de représentants des H̃S(r)-modules
à droite simples :

– les caractères Mi(0) avec i ∈ {1, 2} ;
– les H̃S(r)-modules simples standard Mij(λ) avec λ ∈ F×p et (i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}.

En particulier, tout H̃S(r)-module à droite simple est de dimension 1 ou 2 sur Fp.

On s’intéresse enfin aux modules à droite simples sur la troisième algèbre de Hecke-Iwahori,
qui n’intervient que lorsque p est impair et ne possède pas d’analogue dans la théorie des
modules sur l’algèbre du pro-p-Iwahori de GL2(F ), ce qui explique pourquoi nous l’avons
nommée algèbre de Hecke-Iwahori exceptionnelle. La structure de H?S ressemble très fortement
à celle de l’algèbre de Hecke-Iwahori HS , à la différence majeure près que les éléments T ?0 et T ?1
qui jouent pour H?S le rôle tenu par T0 et T1 pour HS sont tous deux de carré nul, limitant ainsi
encore un peu plus le nombre de H?S-modules simples possibles. Afin de pouvoir exprimer notre
énoncé de classification des H?S-modules simples, nous introduisons les notations suivantes : on
désigne par M?

1 (0) l’unique Fp-caractère de H?S , qui envoie T ?0 et T ?1 sur 0. Pour tout scalaire
λ ∈ F×p , on note M?

2 (λ) le H?S-module Fpx⊕ Fpy de dimension 2 sur Fp pour lequel les actions
de T ?0 et de T ?1 dans la base {x, y} sont respectivement données par les matrices(

0 0
1 0

)
et
(

0 λ
0 0

)
.

Théorème 1.2.18. Le caractère M?
1 (0) et les H?S-modules standard M?

2 (λ) avec λ ∈ F×p
forment un système de représentants des classes d’isomorphisme des H?S-modules à droite
simples de dimension finie sur Fp.

Comme nous l’avons déjà expliqué, les énoncés des Théorèmes 1.2.12, 1.2.17 et 1.2.18 suffisent
à obtenir la description exhaustive des H1

S-modules à droite simples de dimension finie sur Fp.
On introduit pour cela la terminologie suivante, qui va nous permettre d’énoncer clairement
la structure de H1

S-module à droite des représentations lisses irréductibles de SL2(F ) exhibées
dans le Chapitre 3. Un H1

S-module à droite simple est dit :
– posé sur la composante k = 0 s’il est donné par un HS-module (à droite) simple dans la

factorisation (1.1) ;

– posé sur la composante k =
q − 1

2
s’il est donné par un H?S-module (à droite) simple dans

la factorisation (1.1) ;
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– posé sur la composante k = r s’il est donné par un H̃S(r)-module (à droite) simple dans
la factorisation (1.1).

On dispose alors du résultat suivant, qui explicite la structure deH1
S-module des représentations

lisses de SL2(F ) rencontrées jusqu’alors, et de son corollaire qui nous permet d’être optimiste
quant à l’existence d’une équivalence de catégories analogue à celle construite par Ollivier [O3]
dans le cadre des représentations modulo p de GL2(Qp).

Théorème 1.2.19. 1. Le H1
S-module 1IS(1) est isomorphe au caractère MS

1 (0) posé sur la
composante k = 0.

2. Le H1
S-module StIS(1)

S est isomorphe au caractère MS
1 (−1) posé sur la composante k = 0.

3. Pour tout scalaire λ ∈ F×p , le H1
S-module

(
IndGSBS (µλ)

)IS(1)
est isomorphe au HS-module

MS
2 (λ−1) posé sur la composante k = 0. Il est simple lorsque λ 6= 1, et indécomposable

de longueur 2 lorsque λ = 1.

4. Supposons que p soit impair. Pour tout scalaire λ ∈ F×p , le H1
S-module(

IndGSBS (µλω
q−1
2 )
)IS(1)

est isomorphe au H?S-module M?
2 (λ−1).

5. Supposons que q 6= 2 et fixons un scalaire λ ∈ F×p .

i) Le H1
S-module

(
IndGSBS (µλω

r)
)IS(1)

est isomorphe au HS(r)-module M12(λ−1) posé
sur la composante k = r.

ii) Le H1
S-module

(
IndGSBS (µλω

q−1−r)
)IS(1)

est isomorphe au HS(r)-module M21(λ−1)

posé sur la composante k = r.

6. On suppose désormais que F = Qp. On dispose alors des résultats supplémentaires sui-
vants, où r ∈ {0, . . . , [p−1

2 ]} est un paramètre supposé distinct de p−1
2 lorsque p est impair.

(a) Le H1
S-module πIS(1)

0 est isomorphe au caractère supersingulier MS
1 (−1, 0) posé sur

la composante k = 0.

(b) Le H1
S-module πIS(1)

p−1 est isomorphe au caractère supersingulier MS
1 (0,−1) posé sur

la composante k = 0.

(c) Le H1
S-module πIS(1)

p−1
2

est isomorphe au caractère supersingulier M?
1 (0) posé sur la

composante k =
p− 1

2
.

(d) Le H1
S-module πIS(1)

r est isomorphe au caractère supersingulier M1(0) posé sur la
composante k = r.

(e) Le H1
S-module πIS(1)

p−1−r est isomorphe au caractère supersingulier M2(0) posé sur la
composante k = r.

Corollaire 1.2.20. L’application qui envoie une représentation lisse irréductible de SL2(F )
sur l’espace de ses vecteurs IS(1)-invariants établit une bijection entre :

i) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non super-
cuspidales de SL2(F ) et l’ensemble des classes d’isomorphisme des H1

S-modules à droite
simples non supersinguliers de dimension finie sur Fp ;

ii) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SL2(Qp)
et l’ensemble des classes d’isomorphisme des H1

S-modules à droite simples de dimension
finie sur Fp.
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1.2.2 Au premier étage : le groupe unitaire quasi-déployé non ramifié U(2, 1)

Dans [BL94], Barthel et Livné évoquent la possibilité d’étendre leurs travaux sur les repré-
sentations lisses irréductibles modulo p de GL2(F ) à d’autres groupes. Le groupe SL2(F ) fait
l’objet du Chapitre 3, dont nous avons rappelé les principaux résultats dans la sous-section pré-
cédente, et de nombreux auteurs se sont penchés sur le cas des groupes formés par les F -points
de groupes réductifs connexes définis et déployés sur F . Le Chapitre 4 de cette thèse fournit un
premier exemple d’étude des représentations modulo p d’un groupe réductif connexe défini et
quasi-déployé sur F mais non déployé sur F : nous y traitons en effet le cas du groupe unitaire
quasi-déployé en trois variables G := U(2, 1)(E/F ), où E/F désigne une extension quadratique
séparable non ramifiée. Tout comme SL2, le groupe U(2, 1) est de rang 1 sur F , ce qui laisse
espérer le même type de résultats. Nous allons voir que c’est effectivement le cas, modulo une
conjecture portant sur certaines familles de morphismes de Fp[G]-modules que nous pensons
être toujours vérifiée mais pour laquelle nous n’avons pas encore de démonstration complète.

Avant d’énoncer nos résultats, nous introduisons quelques notations supplémentaires : on
note OE l’anneau des entiers de E, kE son corps résiduel, et l’on fixe une uniformisante $E de
E au-dessus de $F . Remarquons que nous pourrions prendre $E = $F puisque nous avons
supposé l’extension E/F non ramifiée, mais nous préférons ne pas imposer un tel choix car
certains de nos résultats (tels ceux sur les représentations non supercuspidales de G) sont
encore valables lorsque l’extension E/F n’est plus supposée non ramifiée. On note x l’image
d’un élément x ∈ E par l’unique F -automorphisme non trivial de E et N : E → F l’application
norme attachée à l’extension E/F . On pose E(1) := kerN et l’on désigne par B le sous-groupe
de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de G.

Tout comme dans le cas déployé, nous commençons par l’étude des représentations lisses
irréductibles non supercuspidales de G sur Fp et obtenons ainsi le résultat suivant, qui donne
une description exhaustive des classes d’isomorphisme de ces représentations.

Théorème 1.2.21. Soit χ : B→ F×p un caractère lisse.

1. Le Fp[B]-module IndG
B (χ) est de longueur 2. Il est indécomposable si et seulement si χ ne

se factorise pas à travers l’application déterminant.
2. Le Fp[G]-module IndG

B (χ) est irréductible si et seulement si χ ne se factorise pas à travers
l’application déterminant. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2 avec
le caractère χ comme sous-objet et la représentation de la série spéciale StG ⊗ χ comme

quotient, où StG :=
IndG

B (1)

1
est la représentation de Steinberg.

3. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de
G sur Fp se partitionnent en trois familles : les caractères, les représentations de la série
principale et les représentations de la série spéciale. De plus, il n’existe pas d’entrelace-
ment entre deux représentations distinctes issues d’une même famille, et toute représen-
tation lisse irréductible non supercuspidale de G sur Fp est admissible.

Pour comprendre les autres représentations lisses irréductibles de G, nous suivons les idées
introduites dans [BL94] en nous penchant sur la structure des algèbres de Hecke sphériques
H(G,K, V ) := EndFp[G](indG

K(V )) avec K sous-groupe ouvert compact maximal de G et V
représentation lisse irréductible de K sur Fp. Une telle algèbre est naturellement isomorphe 9

à la Fp-algèbre de convolution H(G,K, V ) des fonctions f : G → EndFp(V ) lisses à support
compact telles que :

∀ k1, k2 ∈ K, ∀ g ∈ G, f(k1gk2) = k1f(g)k2 .

9. Nous renvoyons le lecteur souhaitant plus de détails à ce sujet vers la Section 2.3 du Chapitre 2 de cette
thèse.
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Si l’on désigne alors par U le radical unipotent de B et par T le tore des matrices diagonales
de G, on sait que l’espace des vecteurs (K ∩ U)-invariants de V définit un Fp-caractère lisse
de T ∩ K = T(O×E), où T(O×E) est le sous-groupe des éléments de T à coefficients dans OE .
L’algèbre de Hecke sphérique H(T,T(O×E), V U∩K) est donc quant à elle isomorphe à la Fp-
algèbre de convolution H(T,T(O×E), V U∩K) des fonctions ψ : T→ Fp lisses à support compact
telles que :

∀ t ∈ T, ∀ τ ∈ T(O×E), ψ(τt) = τψ(t) .

On démontre alors le théorème suivant, qui est un cas particulier de [Her2, Theorem 1.2] lorsque
l’on suppose F de caractéristique nulle et K = G ∩GL3(OE).

Théorème 1.2.22. Soit K un sous-groupe ouvert compact maximal de G et soit V une repré-

sentation lisse irréductible de K sur Fp. Posons t0 :=

 $E
−1 0 0

0 1 0
0 0 $E

.

L’application SVG : H(G,K, V )→ H(T,T(O×E), V U∩K) définie par :

∀ f ∈ H(G,K, V ), SVG (f) :=

t 7→ ∑
u∈U/U∩K

f(tu)|V U∩K


est un homomorphisme injectif de Fp-algèbres dont l’image est égale à l’ensemble des éléments
de H(T,T(O×E), V U∩K) de support contenu dans T(O×E)tN0 .
En particulier, l’algèbre de Hecke sphérique H(G,K, V ) est une algèbre de polynômes à coeffi-
cients dans Fp en un opérateur de Hecke TV explicitement déterminé.

Ce résultat nous permet donc de considérer, pour tout scalaire λ ∈ Fp, la représentation conoyau

πK(V, λ) :=
indG

K(V )

(TV − λ)(indG
K(V ))

. Connaître en détail ces représentations nous permettrait de

décrire toutes les représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp grâce à l’énoncé
suivant.

Théorème 1.2.23. Pour toute représentation lisse irréductible admissible π de G sur Fp, il
existe une paire (V, λ) avec V représentation lisse irréductible de K sur Fp et λ ∈ Fp telle que
π soit un quotient du Fp[G]-module πK(V, λ).

Nous pouvons alors introduire les deux notions suivantes : une représentation lisse irréduc-
tible est dite supersingulière (relativement à K) lorsqu’elle est isomorphe à un quotient d’une
représentation conoyau de la forme πK(V, 0). Plus généralement, on dira que (V, λ) est une
paramétrisation possible (relativement à K) de la représentation lisse irréductible π lorsque π
est un quotient du Fp[G]-module πK(V, λ).

Tout le reste du chapitre vise à caractériser le mieux possible les représentations supersin-
gulières de G, et se place dans le cas où l’extension E/F est non ramifiée avec le même choix
d’uniformisante pour E et F . Une première idée serait de décrire complètement les représenta-
tions lisses irréductibles non supersingulières de G, ce qui revient à comprendre la structure des
représentations conoyaux de la forme πK(V, λ) avec λ 6= 0. Nous commençons par démontrer
le résultat suivant, qui donne des conditions assez restrictives sur les paramétrisations pos-
sibles des représentations obtenues par induction parabolique et sur la structure possible d’une
grande famille de représentations conoyaux.

Proposition 1.2.24. 1. Soit η : B→ F×p un caractère lisse. Si (V, λ) est une paramétrisa-
tion possible de IndG

B (η) relativement à K, alors λ = η(t0).
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2. Soient V une Fp-représentation lisse irréductible de K qui ne s’étend pas en un Fp-
caractère lisse de G 10 et λ ∈ Fp un scalaire non nul. Notons η : T → F×p le caractère
lisse dont la restriction à T(O×E) est donnée par le caractère porté par (V K∩U)φ et qui
envoie t0 sur λ, ainsi que le Fp-caractère lisse de B obtenu par inflation.
L’isomorphisme de Fp[T(O×E)]-modules V K∩U → ηφ défini par l’identité induit alors un
homomorphisme surjectif de Fp[G]-modules πK(V, λ) � IndG

B (η).

Nous calculons ensuite toutes les paramétrisations possibles des Fp-caractères de G et des
représentations de la série spéciale de G. Rappelons que l’on désigne par V0 l’unique Fp-
représentation lisse irréductible de K contenue dans la représentation de Steinberg StG.

Théorème 1.2.25. 1. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module η ◦ det
admet une et une seule paramétrisation possible, à savoir la paire (η ◦ det, 1).

2. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , la représentation StG ⊗ (η ◦ det) de la série
spéciale admet une unique paramétrisation possible, à savoir la paire (V0 ⊗ (η ◦ det), 1).

Pour compléter notre étude, il nous faudrait pouvoir déterminer toutes les paramétrisations
possibles des représentations de la forme IndG

B (η) avec η : B→ F×p caractère lisse. Pour l’instant,
les résultats que nous avons prouvés à ce sujet peuvent être formulés de la manière suivante.

Proposition 1.2.26. Soit η : B→ F×p un caractère lisse.

1. Si η ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G, alors le Fp[G]-module IndG
B (η) admet

exactement une paramétrisation possible.

2. Si η s’étend en un Fp-caractère lisse de G, alors le Fp[G]-module IndG
B (η) admet au

plus une paramétrisation possible, à savoir la paire (V0 ⊗ η, 1), où V0 est l’unique Fp-
représentation lisse irréductible de K contenue dans la représentation de Steinberg StG de
G.

Signalons tout de suite que le Théorème 1.2.23 ne permet pas de conclure à l’unicité de la
paramétrisation dans le second cas de la Proposition 1.2.26 car nous avons démontré auparavant
que si η est un Fp-caractère lisse de G, la représentation IndG

B (η) n’est pas irréductible.

En comparant les résultats obtenus jusqu’ici pour G avec ceux qui existent pour GL2(F )
[BL94, Theorem 25], pour SL2(F ) et, plus généralement, pour GLn(F ) [Her2, Theorem 3.1],
il est naturel de se demander si le morphisme surjectif introduit dans la Proposition 1.2.24
n’est pas carrément un isomorphisme, puisqu’il l’est lorsque l’on travaille avec les groupes sus-
mentionnés. En outre, disposer d’un tel isomorphisme permet d’obtenir une classification des
Fp-représentations lisses irréductibles admissibles de G, et nous n’avons à l’heure actuelle aucun
argument qui pourrait mettre cette propriété d’injectivité en défaut.

Une autre question qui surgit naturellement lors de la comparaison avec les théories existant
pour d’autres groupes porte sur la structure des représentations conoyaux πK(η ◦ det, λ) avec
λ ∈ Fp scalaire non nul et η : E(1) → F×p caractère lisse. Nous savons démontrer 11 par un
argument utilisant la structure de l’arbre de Bruhat-Tits que la représentation π(1, 1) est
une extension non scindée du caractère 1 par StG. Ceci implique en particulier que toute
représentation conoyau de la forme πK(η ◦ det, 1) est une extension non scindée du caractère
η ◦ det par la représentation de la série spéciale StG ⊗ (η ◦ det). Par ailleurs, si l’on s’intéresse
à πK(η ◦ det, λ) avec λ 6= 1, nous savons en construire un quotient de la forme IndG

B (χ), qui
doit alors être irréductible à cause du Théorème 1.2.25 (qui impose que le caractère χ ne peut

10. Ce qui signifie que V est soit de dimension strictement supérieure à 1, soit un Fp-caractère lisse de K qui
ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G.
11. Mais n’avons pas eu le temps d’inclure cette preuve dans ce manuscrit.
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pas être étendu en un Fp-caractère lisse de G). De nouveau par analogie avec les théories de
référence, nous pensons que la surjection ainsi définie est en fait un isomorphisme de Fp[G]-
modules, et que la démonstration de cette affirmation doit être identique à celle qui devrait
donner l’injectivité du morphisme de la Proposition 1.2.24.

Toutes ces considérations nous mènent à introduire l’hypothèse suivante, qui va nous permettre
d’énoncer ensuite une conjecture regroupant deux assertions de nature différente : la première
est une supposition que nous faisons et que nous n’avons pas encore complètement démontrée
(pour des raisons essentiellement techniques et temporelles) ; la seconde est un fait que nous
savons démontrer, mais dont la preuve n’est pas encore rédigée.

Hypothèse A : La paire (V, λ) avec V une Fp-représentation lisse irréductible de K et
λ ∈ F×p vérifie l’une des deux assertions suivantes :

– V ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G ;
– V s’étend en un Fp-caractère lisse η de G et λ 6= η(t0).

Conjecture B :

1. Pour toute paire (V, λ) satisfaisant à l’Hypothèse A, la représentation conoyau πK(V, λ)

est isomorphe au Fp[G]-module IndG
B (η), où η : B → F×p est le caractère lisse dont la

restriction à T(O×E) vaut (V K∩U)φ et qui envoie t0 sur λ.

2. Notons V0 l’unique Fp-représentation lisse irréductible de K contenue dans la représen-
tation de Steinberg StG. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module
πK(V0 ⊗ (η ◦ det), 1) est une extension non scindée du caractère η ◦ det par la repré-
sentation de la série spéciale StG ⊗ (η ◦ det).

Sous cette conjecture, nous pouvons tout d’abord compléter l’énoncé de la Proposition 1.2.26,
ce qui mène à l’unicité du quotient lisse irréductible de n’importe quelle représentation conoyau.

Proposition 1.2.27. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour tout caractère lisse
η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module IndG

B (η ◦ det) admet une et une seule paramétrisation possible,
à savoir la paire (V0 ⊗ (η ◦ det), 1) où V0 désigne l’unique Fp-représentation lisse irréductible
de K contenue dans StG.

Corollaire 1.2.28. Supposons que la Conjecture B soit vraie. Pour toute paire (V, λ) avec V
une Fp-représentation lisse irréductible de K et λ ∈ F×p , le Fp[G]-module porté par la représen-
tation conoyau πK(V, λ) admet (à isomorphisme près) un unique quotient irréductible. De plus,
ce quotient n’est pas supercuspidal.

Nous déduisons de ces énoncés que la notion de supersingularité relativement à K introduite
précédemment est bien définie, puis qu’elle est équivalente à la notion de supercuspidalité.

Lemme 1.2.29. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. La notion de supersingularité
par rapport à K est alors bien définie : si π est une représentation lisse irréductible de G sur
Fp qui admet une paramétrisation possible de la forme (V, 0) avec V une Fp-représentation
lisse irréductible de K, alors toute paramétrisation possible de π est de la forme (W, 0) avec W
représentation lisse irréductible de K sur Fp.

Théorème 1.2.30. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour toute représentation lisse
irréductible admissible π de G sur Fp, on a équivalence entre les assertions suivantes :

i) π est supersingulière relativement à K ;

ii) π est supercuspidale.
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Ce dernier résultat prouve en particulier que la notion de supersingularité ne dépend pas, pour
les représentations lisses irréductibles admissibles deG, du choix deK puisqu’elle est équivalente
à la notion de supercuspidalité qui n’a absolument rien à voir avec les sous-groupes compacts
maximaux de G. Nous pouvons alors conclure ce chapitre par l’énoncé de classification suivant
des représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp, qui est démontré sous réserve
de disposer de la Conjecture B.

Théorème 1.2.31. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée.
A isomorphisme près, toute représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp appartient
à l’une et et une seule des quatre familles suivantes :

i) les caractères de G, de la forme η ◦ det avec η : E(1) → F×p caractère lisse ;

ii) les représentations de la série principale, de la forme IndG
B (η) avec η : B→ F×p caractère

lisse qui ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G.

iii) les représentations de la série spéciale, de la forme StG ⊗ (η ◦ det) avec η : E(1) → F×p

caractère lisse et StG :=
IndG

B (1)

1
représentation de Steinberg ;

iv) les représentations supersingulières.

1.2.3 Au second étage : les groupes réductifs quasi-déployés de rang 1

Une grande partie des arguments qui nous ont permis d’obtenir une classification (partielle) des
Fp-représentations lisses irréductibles admissibles de U(2, 1)(E/F ) sont directement adaptés
des méthodes que nous avons utilisées pour étudier les représentations modulo p de SL2(F ). Il
est donc naturel de se demander si lesdites méthodes ne peuvent être formalisées de manière
à obtenir des énoncés de classification pour les représentations lisses irréductibles modulo p de
groupes plus généraux. A l’heure actuelle, nous possédons une réponse positive partielle, qui
fait l’objet du Chapitre 5 de cette thèse : les arguments utilisés dans l’étude des représentations
modulo p de SL2(F ) nous permettent de donner une description complète des représentations
lisses irréductibles non supersuspidales à coefficients dans un corps C algébriquement clos de
caractéristique p du groupe des F -points d’un groupe réductif connexe défini, quasi-déployé et
de rang 1 sur F .

Dans cette sous-section, G désigne le groupe des F -points d’un groupe réductif connexe G que
l’on suppose défini, quasi-déployé et de rang 1 sur F . On fixe un sommet spécial v0 de l’arbre de
Bruhat-Tits X du groupe adjoint de G : le stabilisateur de ce sommet sous l’action de G sur X
est un sous-groupe parahorique spécial K qui est canoniquement égal au groupe des OF -points
d’un schéma en groupes lisse affine connexe GK défini sur OF et de fibre générique égale à
G. On fixe ensuite un tore déployé maximal S de G tel que v0 appartienne à l’appartement
défini par S dans X et l’on note T le centralisateur de S dans G. Comme G est supposé quasi-
déployé sur F , on sait que T est un tore de G et est donc en particulier abélien. On choisit
un sous-groupe de Borel B de G qui contient T , on note U le radical unipotent de B et l’on
désigne respectivement par B, T et U les groupes formés des F -points de B, T et U . On fixe
enfin une arête de l’appartement de S qui contient le sommet v0 et l’on note I son stabilisateur
sous l’action de G : c’est un sous-groupe d’Iwahori dont le pro-p-radical est noté I(1) et appelé
pro-p-sous-groupe d’Iwahori.

Le premier résultat important que nous obtenons dans ce contexte consiste en une description
exhaustive des sous-quotients irréductibles des représentations de la forme IndGB(η), où η désigne
un C-caractère lisse de B obtenu par inflation d’un C-caractère lisse de T . Son énoncé possède la
même structure que ceux des Théorèmes 1.2.1 et 1.2.21, ce qui n’a rien de surprenant puisqu’il
en fournit une généralisation directe.
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Théorème 1.2.32. Soit η un C-caractère lisse de B obtenu par inflation d’un C-caractère
lisse de T .

1. Le C[B]-module IndGB(η) est un objet de longueur 2 dont l’unique sous-quotient de di-
mension finie est donné par le caractère η.

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) le C[B]-module IndGB(η) est décomposable ;

(b) le C[G]-module IndGB(η) est réductible ;

(c) le caractère η se prolonge en un C-caractère lisse de G.

3. Si η se prolonge en un C-caractère lisse de G, le C[G]-module IndGB(η) est indécomposable
de longueur 2. Ses sous-quotients irréductibles sont donnés (à isomorphisme près) par le
caractère η (qui est un sous-objet) et la représentation StG ⊗ η (qui est un quotient), où

StG :=
IndGB(1)

1
désigne la représentation de Steinberg.

Nous pouvons donc classer les sous-quotients irréductibles des représentations qui nous
intéressent en trois familles :

– les C-caractères lisses de G ;
– les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme IndGB(η)

avec η un C-caractère lisse de B obtenu par inflation d’un C-caractère lisse de T et qui
ne s’étend pas en un C-caractère lisse de G ;

– les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations de la forme StG ⊗ χ
avec χ : G→ C× caractère lisse.

Le prochain énoncé affirme que cette liste fournit en fait une partition des classes d’isomor-
phisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de G sur C.

Théorème 1.2.33. Il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations lisses irréductibles non
supercuspidales provenant de deux familles distinctes.

Nous nous intéressons ensuite à l’existence éventuelle d’isomorphismes entre deux repré-
sentations distinctes qui proviendraient d’une même famille. Le cas des représentations de la
série principale se traite rapidement grâce aux résultats que nous avons démontrés auparavant
à propos de leur structure de C[B]-module.

Lemme 1.2.34. Il n’existe pas d’entrelacement entre représentations de la série principale
induites par des caractères distincts.

Pour étudier les entrelacements pouvant exister entre représentations de la série spéciale, nous
avons besoin d’informations supplémentaires qui portent notamment sur la structure de leurs
espaces de vecteurs I(1)-invariants. Nous démontrons tout d’abord le résultat suivant, qui décrit
l’espace des vecteurs I(1)-invariants des représentations de G sur C obtenues par induction
parabolique.

Théorème 1.2.35. Soit η : B → C× un caractère lisse obtenu par inflation d’un C-caractère
lisse de T . Notons η+ le C-caractère lisse de I obtenu par inflation du caractère de T (OF )
défini par restriction de η. De même, notons η− le C-caractère lisse de I obtenu par inflation
du caractère de T (OF ) défini par restriction du caractère conjugué ηw0, où w0 désigne l’unique
élément non trivial du groupe de Weyl fini de G relatif à T .

1. L’espace des vecteurs I(1)-invariants de IndGB(η) est un espace vectoriel de dimension 2
sur C.
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2. Le C[G]-module IndGB(η) admet au plus deux composantes I-isotypiques non nulles, à
savoir celles associées à η+ et à η−. Plus précisément, il admet exactement une seule
composante I-isotypique si et seulement si η+ = η−, et en admet deux sinon.
En particulier, IndGB(η) admet des vecteurs I-invariants non nuls si et seulement si la
restriction à T (OF ) du caractère η est triviale (auquel cas le caractère η est dit non
ramifié).

3. Le C[G]-module IndGB(η) est engendré par l’espace de ses vecteurs I(1)-invariants.

On démontre alors le théorème suivant, qui décrit l’espace des vecteurs I(1)-invariants
des représentations de la série spéciale et donne une condition nécessaire à l’existence d’un
isomorphisme entre deux telles représentations.

Théorème 1.2.36. 1. On dispose de la suite exacte courte suivante d’espaces vectoriels :

1 −→ C −→
(
IndGB(1)

)I(1) −→ St
I(1)
G −→ 1 .

En particulier, l’espace des vecteurs I(1)-invariants d’une représentation de la série spé-
ciale est un espace vectoriel de dimension 1 sur C

2. Soit η : G → C× un caractère lisse. Si StG et StG ⊗ η définissent des C[G]-modules
isomorphes, alors le caractère η doit être non ramifié (i.e. de restriction triviale au sous-
groupe T (OF )).

Terminons cette section par la remarque suivante : si l’on fait partie, comme c’est notre cas,
des personnes qui croient en une généralisation possible des résultats de classification obtenus
dans les Chapitres 3 et 4 au cadre des groupes réductifs connexes définis, quasi-déployés et de
rang 1 sur F , il semble raisonnable de penser que pour les représentations de la série spéciale
sont deux à deux non isomorphes.

1.3 Plan du manuscrit

Le Chapitre 2 est un récapitulatif des résultats de théorie des représentations que nous utilisons
dans cette thèse. On y met notamment l’accent sur les représentations obtenues par induction
lisse ou compacte et sur leurs liens avec la théorie des modules sur les algèbres de Hecke.
Le Chapitre 3, qui constitue une partie conséquente de cette thèse, traite de la théorie des
représentations modulo p de SL2(F ). Nous y démontrons les résultats de classification énoncés
dans la section précédente et nous y définissons une correspondance de Langlands semi-simple
modulo p pour SL2(Qp).
Nous grimpons ensuite un premier étage pour atteindre le Chapitre 4, qui regroupe nos résultats
relatifs à la théorie des représentations modulo p du groupe unitaire p-adique quasi-déployé non
ramifié à trois variables U(2, 1)(E/F ). Monter d’un étage supplémentaire nous permet d’arriver
au Chapitre 5, qui contient nos résultats concernant la classification des représentations lisses
non supercuspidales à coefficients dans un corps algébriquement clos de caractéristique p d’un
groupe réductif connexe défini, quasi-déployé et de rang 1 sur un corps local non archimédien
complet pour une valuation discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini.
Nous revenons alors au groupe SL2(F ) avec le Chapitre 6 en prenant cette fois le point de vue
des modules sur les algèbres de Hecke-Iwahori. Nous établissons une classification des modules
simples sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori de SL2(F ) sans hypothèse supplémentaire sur le
corps F , et identifions ceux d’entre eux qui apparaissent comme espaces de vecteurs invariants
sous l’action du pro-p-Iwahori standard de SL2(F ) des représentations lisses (irréductibles)
modulo p de SL2(F ).
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Le dernier chapitre regroupe quant à lui divers appendices. Ils peuvent être classés en deux
familles : ceux qui présentent d’autres preuves de certains résultats démontrés par ailleurs dans
cette thèse (ce qui est par exemple le cas de la Section 7.1) et ceux qui donnent des preuves
de résultats techniques que l’on a repoussées ici pour ne pas perturber le bon déroulement des
chapitres (ce qui concerne en fait essentiellement le Chapitre 4).

1.4 Perspectives de recherche

Les résultats démontrés dans ce manuscrit suggèrent qu’il peut être intéressant de travailler
en particulier selon les trois axes suivants :

– approfondir les résultats obtenus à propos des représentations modulo p de SL2(F ) et de
U(2, 1)(E/F ), et déterminer leur comportement vis-à-vis d’une éventuelle correspondance
de Langlands semi-simple modulo p ;

– étendre les résultats que nous avons obtenus pour SL2(F ) et U(2, 1)(E/F ) au cadre des
groupes réductifs connexes (quasi-déployés) définis et de rang 1 sur un corps p-adique F ;

– déterminer les représentations p-adiques de SL2(F ) et de U(2, 1)(E/F ) qui correspondent
(par un procédé de «réduction modulo p») aux représentations modulo p que nous avons
obtenues, et comprendre les objets galoisiens auxquels elles pourraient être reliées dans
l’optique d’une correspondance de Langlands semi-simple p-adique.

1.4.1 A propos de la théorie modulo p pour SL2(F ) et pour U(2, 1)(E/F )

Nous aimerions tout d’abord terminer l’étude du cas SL2(Qp) en regardant si l’on dispose
d’un analogue de l’équivalence de catégories obtenue par Ollivier pour les représentations lisses
modulo p de GL2(Qp) engendrées par leurs espaces de vecteurs invariants sous le pro-p-Iwahori
standard [O3, Théorème 1.1], et en étudiant sa compatibilité aux foncteurs de restriction.

Pour essayer de comprendre les représentations supersingulières de SL2(F ), on peut com-
mencer par déterminer les informations pouvant être déduites des résultats de Breuil-Paškūnas
et Hu sur les représentations supersingulières de GL2(F ). Nous nous intéressons en particulier
à la notion de diagramme canonique définie par Hu [Hu, Section 3] et à la possibilité d’obtenir
des renseignements sur un tel diagramme à partir d’un analogue pour les représentations de
SL2(F ). En effet, on dispose d’une application naturelle de restriction qui permet de définir un
diagramme (resp. un système de coefficients) pour SL2(F ) à partir d’un diagramme (resp. un
système de coefficients) pour GL2(F ). Au début de notre thèse, nous nous étions interrogée sur
l’existence d’un procédé réciproque, qui correspondrait idéalement à un procédé d’induction au
niveau des représentations et permettrait de construire de manière fonctorielle un diagramme
(resp. un système de coefficients) pour GL2(F ) à partir d’un objet de même nature pour
SL2(F ). Nous pensons qu’il pourrait être intéressant d’aller jusqu’au bout de cette idée si l’on
veut vraiment comprendre les analogies et les différences qui existent entre les comportements
des représentations supersingulières de GL2(F ) et de SL2(F ).

Un objectif à plus long terme consiste à donner une description complète des représentations
supersingulières de SL2(F ) dans d’autres cas que F = Qp (qui est quant à lui traité dans
la Section 3.6 du Chapitre 3 de cette thèse). Nous avons déjà prouvé que les représentations
conoyaux πi(r, 0) ne sont jamais irréductibles 12, mais nous ne savons en général quasiment rien
sur leurs constituants de Jordan-Hölder. Obtenir ce type de résultats permettrait certainement
de progresser dans la compréhension des représentations supersingulières de GL2(F ) grâce aux
résultats que nous avons démontrés dans la Section 3.6 sus-citée.

12. Nous renvoyons le lecteur au Corollaire 3.5.26 du Chapitre 3 pour une preuve de cet énoncé.
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Concernant les représentations modulo p de U(2, 1)(E/F ), nous pourrions résumer notre
but par la formule suivante : tenter d’obtenir des résultats aussi poussés que ceux que nous
avons démontrés pour les représentations modulo p de SL2(F ) tout en essayant d’abstraire
les arguments utilisés en vue d’une généralisation éventuelle (cf. Section 1.4.2). Ceci passe
tout d’abord par la preuve de la Conjecture B sur laquelle reposent nos résultats de classifica-
tion. Comme nous l’avons déjà expliqué, nous n’avons pas rencontré pour l’instant de difficulté
conceptuelle dans sa démonstration, ce qui nous laisse espérer une résolution à (très) court
terme de ce problème.
Une question naturelle qui apparaît alors est la recherche d’une description explicite des re-
présentations supersingulières de U(2, 1)(E/F ), au moins lorsque F = Qp. Son évidence fait
qu’elle est déjà l’objet des recherches de plusieurs collègues, ce qui explique pourquoi nous nous
intéressons plutôt à une autre approche qui n’a, à notre connaissance, pas encore été abordée :
nous aimerions comprendre quels sont les paramètres qui apparaîtraient dans une éventuelle
correspondance de Langlands semi-simple modulo p pour U(2, 1)(E/F ). Une manière conjectu-
rale d’y parvenir consiste à comprendre les morphismes de groupes allant du groupe de Galois
absolu de F vers le L-groupe de U(2, 1) : en cas de succès, cela pourrait fournir des pistes à
suivre pour trouver la forme des représentations supersingulières de U(2, 1)(E/F ).

1.4.2 Le passage aux groupes réductifs p-adiques de F -rang 1

Les Chapitres 4 et 5 donnent un avant-goût de ce à quoi nous aimerions aboutir : une gé-
néralisation des résultats de classification démontrés pour SL2(F ) au cas des groupes réductifs
connexes p-adiques (quasi-déployés) de rang 1 sur leur corps de définition. En effet, il semblerait
que les deux pieds sur lesquels repose l’obtention d’une classification de cette forme soient la
structure des algèbres de Hecke sphériques, qui sont des algèbres de polynômes en un seul opé-
rateur, et la compréhension de l’action de cet opérateur sur l’arbre de Bruhat-Tits du groupe
considéré 13. A partir de là, des arguments immobiliers nous permettraient de décrire complè-
tement les représentations conoyaux attachées à des valeurs propres non supersingulières, et
fournirait en particulier l’équivalence des notions de supersingularité (au sens de [Her2] ou de
[BL94], qui donnent exactement la même définition dans ce cas) et de supercuspidalité (au
sens défini dans la Section 2.2.1 du Chapitre 2 de cette thèse). L’intérêt de ces résultats est
qu’ils fourniraient un nouvel angle d’approche pour la compréhension des représentations su-
percuspidales et compenseraient d’une certaine manière la perte de la théorie des types, qui
posait déjà quelques problèmes en caractéristique positive ` 6= p [D99], lorsque l’on étudie les
représentations modulo p.
Notons enfin que la question qui sous-tend les calculs des Chapitres 3 et 4 relatifs à la descrip-
tion des représentations conoyaux est la suivante, inspirée par [BL94, Theorem 25] : peut-on
décrire la structure du module universel indGK(σ)⊗H(G,K,σ)H(G,K, σ)[T−1], où l’on désigne par
σ une représentation lisse irréductible de dimension finie sur Fp d’un sous-groupe parahorique
spécial K de G, par H(G,K, σ) l’algèbre de Hecke associée au triplet (G,K, σ), et par T une
indéterminée 14 ? Cette question recouvre en fait les deux interrogations suivantes :

– si l’on suppose que σ est « suffisamment générique », dispose-t-on d’un isomorphisme
entre le module universel qui lui est associé et une induite parabolique universelle ?

– dans les cas où σ n’est pas « suffisamment générique », peut-on tout de même décrire le
module universel qui lui est associé ?

Signalons ici que la première question a été traitée par Herzig lorsque G est supposé déployé 15

et que K en est un sous-groupe compact maximal hyperspécial [Her2, Theorem 3.1] à l’aide
d’arguments de localisation. Nous pensons qu’il doit en fait être possible de démontrer ces

13. Plus précisément de son groupe adjoint.
14. Dont la spécialisation en un scalaire non nul λ ∈ F×p permet de récupérer nos représentations conoyaux.
15. Mais sans aucune hypothèse sur le F -rang de G.
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résultats par des arguments purement immobiliers en exploitant plus profondément la structure
de l’arbre de Bruhat-Tits de G (i.e. de son groupe adjoint) et de son bord à l’infini.

1.4.3 De la théorie des représentations p-adiques de SL2(F ) aux représen-
tations galoisiennes

Une fois la structure des représentations modulo p de SL2(F ) comprise, se pose la question
d’un éventuel relèvement à des représentations p-adiques de SL2(F ). Autrement dit, on se
demande s’il existe des représentations de SL2(F ) ayant de bonnes propriétés (de type conti-
nuité, unitarité ou admissibilité) qui fournissent, après application d’un procédé de « réduction
modulo p » analogue à celui qui existe pour les représentations p-adiques de GL2(F ), une
représentation lisse irréductible arbitrairement fixée de SL2(F ) et, le cas échéant, si l’opéra-
tion ainsi définie ne proviendrait pas d’un foncteur qui se comporterait comme un foncteur de
Colmez pour SL2.

Dans le même ordre d’idées, nous nous interrogeons quant à l’existence d’une théorie des
(ϕ,Γ)-modules créée à partir de SL2 qui serait compatible, par un procédé de restriction
reflétant la restriction naturelle de GL2 à SL2, avec celle qui fut développée par Fontaine
puis Colmez à partir de GL2. L’idée qui motive cette interrogation réside dans la recherche
d’une correspondance de Langlands p-adique pour SL2(F ), au moins lorsque F = Qp, qui
serait compatible à la correspondance de Langlands p-adique pour GL2(F ) issue des travaux
de Berger-Breuil et Colmez. En cas de réponse positive, il serait intéressant de se pencher sur
les conjectures modulaires « à la Breuil-Mézard » que l’on pourrait y associer et sur leurs liens
éventuels avec les conjectures qui existent déjà pour GL2 [BM02, BM11].



Chapitre 2

Préliminaires généraux

Ce chapitre a pour but d’introduire les notations et résultats généraux que nous utiliserons
dans cette thèse. Il est essentiellement constitué de deux parties : la première traite des objets
et outils de la théorie classique des représentations qui nous seront nécessaires. Elle s’étend
sur deux sections : l’une est plutôt axée sur les fondements de la théorie, tandis que l’autre ne
traite que de ce qui se rattache aux foncteurs d’induction. La seconde partie présente quant
à elle les notions de la théorie des algèbres de Hecke et de leurs modules à droite dont nous
aurons besoin.

Dans un souci de complétude, nous rappelons toutes les définitions et donnons pour chaque
résultat énoncé, y compris pour les plus élémentaires, une démonstration ou une référence. Le
lecteur familier de la théorie des représentations pourra donc allègrement survoler ce chapitre.

Dans la suite de ce chapitre, C désigne un corps 1 quelconque. On considère un groupe
topologique G que l’on suppose localement profini et dont on note 1 l’élément neutre. On
rappelle qu’un groupe topologique est :

– un pro-p-groupe s’il peut s’écrire comme limite projective de groupes finis (munis de la
topologie discrète) dont le cardinal est une puissance de p ;

– un groupe profini s’il peut s’écrire comme limite projective de groupes finis (munis de la
topologie discrète) ;

– un groupe localement profini s’il est séparé et si son élément neutre possède une base de
voisinages formée de sous-groupes ouverts compacts.

Notons ici que tout sous-groupe fermé d’un groupe localement profini est lui-même localement
profini pour la topologie induite. On désigne par H un sous-groupe de G que l’on munira de
la topologie induite et, si nécessaire, de propriétés topologiques supplémentaires. On note ZG
le centre de G, dont on rappelle qu’il est défini par ZG := {g ∈ G | ∀ x ∈ G, gx = xg} .

2.1 Rappels de théorie des représentations

2.1.1 Vocabulaire

Une représentation de G sur C est un homomorphisme de groupes π : G→ AutC(V ), où V
désigne un espace vectoriel sur C. On note π ou (π, V ) une telle représentation. Lorsque V est
de dimension finie sur C, on appelle dimension de la représentation π sur C l’entier dimC V .

Deux représentations π1 : G → AutC(V1) et π2 : G → AutC(V2) sont dites isomorphes s’il
existe un isomorphisme de C-espaces vectoriels ψ : V1 → V2 compatible avec l’action de G, i.e.

1. Dans cette thèse, les corps seront toujours (par définition) commutatifs.

37
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tel que
∀ g ∈ G, ψ ◦ π1(g) = π2(g) ◦ ψ . (2.1)

On dispose plus généralement de la notion de morphisme de représentations. Un morphisme
de représentations ψ : π1 → π2 est une application C-linéaire ψ : V1 → V2 qui satisfait à la
condition (2.1). L’ensemble de ces morphismes forme un C-espace vectoriel noté HomG(π1, π2).
Lorsque π1 = π2, on notera EndG(π1) := HomG(π1, π1).

D’après la définition rappelée au début de cette section, une représentation de G sur C
peut aussi être considérée comme la donnée d’une action linéaire du groupe G sur un C-espace
vectoriel V , ou encore d’une structure de C[G]-module sur V . Lorsqu’il n’y a pas de risque de
confusion concernant la représentation considérée, on note g · v le vecteur résultant de l’action
de g ∈ G sur v ∈ V . Le stabilisateur d’un vecteur v ∈ V pour cette action est alors défini par

StabG(v) := {g ∈ G | g · v = v} .

Si H est un sous-groupe de G, on note V H ou πH l’espace des vecteurs invariants sous l’action
de H (ou : vecteurs H-invariants) de la représentation (π, V ). C’est le sous-espace vectoriel
constitué des vecteurs v ∈ V fixes sous l’action de tout élément de H :

V H := {v ∈ V | ∀ h ∈ H, h · v = v} = {v ∈ V | H ⊂ StabG(v)} .

Une représentation π : G→ AutC(V ) est dite irréductible si le C[G]-module qu’elle définit
sur V est simple, ce qui revient à dire que V n’est pas nul et que les seuls sous-espaces vectoriels
de V stables sous l’action de G sont {0} et V .

Elle est dite lisse si pour tout élément v ∈ V , StabG(v) est un sous-groupe ouvert de G.
Dans ce cas, V est réunion de ses espaces de vecteurs invariants sous l’action des sous-groupes
ouverts de G :

V =
⋃
Ω

V Ω

où Ω parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts de G.
La représentation (π, V ) est dite admissible si elle est lisse et si, pour tout sous-groupe

ouvert Ω de G, l’espace V Ω est de dimension finie sur C.
Si η est un C-caractère de ZG, on dit que π admet η pour caractère central si l’action de

ZG sur V est donnée par le caractère η :

∀ z ∈ ZG, ∀ v ∈ V, z · v = η(z)v .

Enfin, si π est une représentation de G sur C et si χ est un caractère de G, on définit la
représentation tordue de π par χ comme la représentation π ⊗ χ de G sur C définie par :

∀ g ∈ G, (π ⊗ χ)(g) := χ(g)π(g) .

Rappelons ici que la torsion par un caractère lisse préserve la lissité et la longueur en tant que
C[G]-module.

Remarque 2.1.1. Sauf mention contraire explicite, toutes les représentations considérées dans
la suite seront supposées lisses.

Remarque 2.1.2. Toute représentation lisse de G de dimension 1 sur C définit, par le choix
d’une base du C-espace vectoriel C qui permet d’identifier AutC(C) à C×, un C-caractère de
G, i.e. un homomorphisme de groupes G→ C× continu 2. De plus, deux telles représentations

2. Pour la topologie discrète sur C×, ce qui revient à demander que le noyau de cet homomorphisme soit un
sous-groupe ouvert de G.



2.1.3 - Représentations conjuguées 39

sont isomorphes si, et seulement si, elles définissent le même C-caractère de G.
On dispose donc d’une bijection canonique entre l’ensemble des classes d’isomorphisme des
représentations lisses de G de dimension 1 sur C et celui des C-caractères de G. Dans la suite,
on identifiera parfois sans précision supplémentaire une représentation lisse de dimension 1 sur
C avec le C-caractère qu’elle définit.

On termine cette première sous-section par un rappel du résultat suivant, connu sous le nom de
Lemme de Schur, qui permet notamment de prouver que toute représentation lisse irréductible
à coefficients dans un corps algébriquement clos d’un groupe abélien doit être de dimension 1.

Lemme 2.1.3 (Lemme de Schur). On suppose que C est un corps algébriquement clos. Si (π, V )
est une représentation lisse irréductible admissible de G sur C, les seuls endomorphismes de V
qui commutent à l’action de G sont les homothéties. Autrement dit, on a EndG(V ) = C.

2.1.2 Structure des caractères d’un groupe

Commençons par rappeler que si Γ est un groupe arbitraire, on appelle groupe dérivé de Γ
le sous-groupe D(Γ) engendré par l’ensemble des éléments de la forme xyx−1y−1 avec x, y ∈ Γ.
Le quotient Γ/D(Γ) est appelé l’abélianisé de Γ : c’est le plus grand quotient abélien de Γ. On
dispose alors du résultat suivant, dont l’utilité est inversement proportionnelle à la simplicité
de sa démonstration.

Proposition 2.1.4. Soient Γ un groupe et X un groupe abélien. Tout homomorphisme de
groupes Γ→ X se factorise à travers l’abélianisé de Γ.

Démonstration. Notons e l’élément neutre de X. Il nous suffit de montrer que si φ : Γ → X
est un homomorphisme de groupes, son noyau contient nécessairement le groupe dérivé D(Γ)
de Γ. Comme φ est un homomorphisme de groupes, il suffit de vérifier cette propriété sur un
système générateur de D(Γ), ce qui est immédiat : pour tous éléments x et y de Γ, on a en
effet

φ(xyx−1y−1) = φ(x)φ(y)φ(x)−1φ(y)−1 = (φ(x)φ(x)−1)(φ(y)φ(y)−1) = e ,

la seconde égalité reposant sur la commutativité de X.

Corollaire 2.1.5. Tout C-caractère d’un groupe Γ se factorise à travers l’abélianisé de Γ.

Remarque 2.1.6. Si l’on demande que le C-caractère considéré soit lisse, on obtient alors
une factorisation à travers l’abélianisé topologique de Γ, i.e. à travers le quotient de Γ par
l’adhérence de son groupe dérivé.

2.1.3 Représentations conjuguées

Soient H un sous-groupe de G et g un élément de G. Si π est une représentation de H
sur C, on définit la représentation g-conjuguée πg de π comme la représentation du groupe
Hg := gHg−1 sur C donnée par la formule suivante :

∀ x ∈ gHg−1, πg(x) := π(g−1xg) .

Les représentations π et πg sont donc définies sur le même espace vectoriel. Par ailleurs, la
définition assure immédiatement que cette construction préserve la lissité, l’admissibilité, l’ir-
réductibilité et l’existence d’un caractère central. Il est tout aussi immédiat de vérifier les
propriétés suivantes.
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Proposition 2.1.7. Soient H un sous-groupe de G et π une représentation lisse de H sur C.
1. Pour tous éléments g, h ∈ G, on a (πg)h = πgh.
2. Une représentation σ est une sous-représentation (respectivement : un quotient ; un sous-

quotient) de π si et seulement si la représentation σg est une sous-représentation (resp. :
un quotient ; un sous-quotient) de πg.

3. Si g est un élément du centre de G, alors πg = π.

Remarque 2.1.8. Lorsque H est un sous-groupe normal de G, on peut aussi voir la construc-
tion précédente comme une action à droite du groupe G sur l’ensemble des C-représentations
de H qui se factorise à travers le quotient G/Z(G) et préserve les propriétés d’irréductibilité,
de lissité et d’admissibilité.

2.1.4 Existence de vecteurs invariants en caractéristique positive

Supposons un instant que C soit un corps de caractéristique p > 0, ce qui sera le cas
dans les chapitres suivants puisque nous y considèrerons des représentations à coefficients dans
une clôture algébrique fixée Fp du corps premier à p éléments. On dispose alors d’un résultat
d’existence systématique de vecteurs invariants non triviaux sous l’action lisse des pro-p-groupes
qui s’énonce comme suit.

Lemme 2.1.9. Soit p un nombre premier.
Soient P un pro-p-groupe et π : P → AutC(V ) une représentation lisse non nulle de P sur un
corps C de caractéristique p. Il existe alors un vecteur non nul de V qui est fixe sous l’action
de P . Autrement dit, l’espace V P n’est pas réduit au vecteur nul.

Démonstration. Ce résultat est bien connu lorsque P est un groupe fini dont le cardinal est
une puissance de p [Ser2, Proposition 26]. On se ramène à ce cas en procédant comme suit :
fixons un vecteur non nul v de π et notons ρ le sous-C[P ]-module de π engendré par v. Par
lissité de l’action de P sur v, le sous-groupe StabP (v) est ouvert dans le pro-p-groupe P , donc
il y est d’indice fini et la représentation ρ est par suite de dimension finie sur C. On choisit

alors une base (v1, · · · , vd) de ρ sur C et l’on pose S :=

d⋂
i=1

StabP (vi) : c’est de nouveau un

sous-groupe d’indice fini dans P , et il agit trivialement sur la représentation ρ, ce qui permet
de factoriser l’action de P sur ρ à travers le p-groupe fini P/S et de terminer la démonstration
car l’on a alors

0 6= ρP/S = ρP ⊂ πP .

2.2 Les foncteurs d’induction

Si π est une représentation lisse de G sur C, on peut se limiter à ne considérer que l’action
de H sur π. On définit ainsi une représentation lisse de H sur C que l’on note π|H , et un
foncteur de restriction à H allant de la catégorie des représentations lisses de G sur C vers
celle des représentations lisses de H sur C.
Réciproquement, il existe deux constructions fonctorielles standard qui nécessitent chacune une
hypothèse topologique sur le sous-groupe H et définissent des foncteurs allant de la catégorie
des représentations lisses de H sur C vers celle des représentations lisses de G sur C : l’induc-
tion lisse et l’induction compacte.
L’un des principaux intérêts de ces foncteurs est qu’ils fournissent des adjoints du foncteur de
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restriction, comme en témoignent les réciprocités de Frobenius qui leur sont attachées (Propo-
sitions 2.2.1 et 2.2.3).

2.2.1 Induction lisse

Supposons que H soit un sous-groupe fermé de G et que (σ, V ) soit une représentation
lisse de H sur C. On note IndGH(σ) la représentation lisse de G sur C dont l’espace vectoriel
sous-jacent est l’ensemble des fonctions f : G→ V uniformément localement constantes telles
que

∀ g ∈ G, ∀ h ∈ H, f(hg) = σ(h)f(g) ,

sur lesquelles G agit par translations à droite :

∀ (g, x) ∈ G×G, (g · f)(x) := f(xg) .

Cette construction définit un foncteur IndGH , dit d’induction lisse, allant de la catégorie des
représentations lisses de H sur C vers celle des représentations lisses de G sur C. L’énoncé
suivant, connu sous le nom de réciprocité de Frobenius lisse, affirme que le foncteur d’induction
lisse est un adjoint à droite du foncteur de restriction.

Proposition 2.2.1 (Réciprocité de Frobenius lisse). Soient π une représentation lisse de G
sur C et σ une représentation lisse de H sur C. L’application [f 7→ f(·)(1)] établit alors un
isomorphisme de C-espaces vectoriels :

HomG(π, IndGH(σ)) = HomH(π|H , σ) .

Démonstration. Nous renvoyons à [Vig96, Section I.5.7.i)] pour une preuve détaillée, qui
consiste à vérifier que les deux applications suivantes définissent bien l’isomorphisme annoncé :

– si Φ est un élément de HomG(π, IndGH(σ)), on lui associe la fonction φ : π|H → σ définie
par φ(v) := Φ(v)(1).

– Réciproquement, un élément φ ∈ HomH(π|H , σ) s’envoie sur la fonction Φ : π → IndGH(σ)
définie par Φ(v) := [g 7→ φ(gv)].

Un cadre de travail qui nous intéressera particulièrement est le suivant : G est le groupe des
points rationnels d’un groupe réductif p-adique connexe défini et quasi-déployé sur un corps
local non archimédien F complet pour une valuation discrète, de caractéristique résiduelle p > 0
et de corps résiduel fini, H = LU est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent U
et admettant L comme sous-groupe de Levi, et σ est une représentation lisse irréductible de H
sur C obtenue par inflation d’une représentation lisse irréductible admissible de L sur C. Dans
ce cas, la représentation IndGH(σ) est appelée l’induite parabolique (à partir de H) de σ à G.
Ces représentations permettent d’introduire la terminologie suivante : une représentation lisse
irréductible de G sur C est dite :

– supercuspidale si elle n’est isomorphe à aucun sous-quotient d’une représentation para-
boliquement induite à partir d’un sous-groupe parabolique propre de G ;

– de la série principale de G si elle est de la forme IndGB(η) avec B sous-groupe de Borel
de G et η : B → C× caractère lisse de B.

2.2.2 Induction compacte

On suppose maintenant que H est un sous-groupe ouvert de G et que (σ, V ) est une
représentation lisse de H sur C. On note indGH(σ) la représentation lisse de G sur C dont
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l’espace vectoriel sous-jacent est l’ensemble des fonctions f : G→ V uniformément localement
constantes à support compact modulo H (à gauche) et telles que

∀ g ∈ G, ∀ h ∈ H, f(hg) = σ(h)f(g) ,

sur lesquelles G agit par translations à droite :

∀ (g, x) ∈ G×G, (g · f)(x) := f(xg) .

Cette construction définit un foncteur indGH , dit d’induction compacte, allant de la catégorie
des représentations lisses de H sur C vers celle des représentations lisses de G sur C.
Remarquons que si H est un sous-groupe ouvert de G, il est aussi fermé et l’on peut alors
définir les deux induites IndGH(σ) et indGH(σ). Il est clair que, dans ce cas, indGH(σ) est une sous-
représentation de IndGH(σ), et l’on dispose de plus de la propriété suivante [Vig96, I.5.2.a)].

Proposition 2.2.2. Soit H un sous-groupe ouvert de G tel que le quotient H\G soit compact 3.
On a alors, pour toute représentation lisse σ de H sur C,

indGH(σ) = IndGH(σ) .

Les éléments de indGH(σ) à support dans une seule classe à droite modulo H sont appelés
des fonctions standard. Pour toute paire (g, v) ∈ G × σ, on notera [g, v] la fonction standard
définie par l’expression suivante :

∀ x ∈ G, [g, v](x) :=

{
σ(xg)(v) si x ∈ Hg−1 ,
0 si x 6∈ Hg−1 .

(2.2)

Autrement dit, la fonction standard [g, v] est l’unique élément de indGH(σ) dont le support
est égal à Hg−1 et qui vaut v en g−1. Il est alors facile de voir que si H est un sous-groupe
ouvert compact de G, on peut écrire tout élément de indGH(σ) comme une combinaison linéaire
finie de fonctions standard. On dispose en outre des deux propriétés suivantes, qui découlent
immédiatement de la définition (2.2) :

i) ∀ (g, g1) ∈ G×G, ∀ v ∈ σ, g([g1, v]) = [gg1, v] ;
ii) ∀ g ∈ G, ∀ h ∈ H, ∀ v ∈ σ, [gh, v] = [g, σ(h)(v)].

Il existe aussi une réciprocité de Frobenius pour le foncteur d’induction compacte, qui est cette
fois un adjoint à gauche du foncteur de restriction.

Proposition 2.2.3 (Réciprocité de Frobenius compacte). Soient π une C-représentation lisse
de G et σ une C-représentation lisse de H. L’application [f 7→ f([1, ·])] établit un isomorphisme
de C-espaces vectoriels :

HomG(indGH(σ), π) = HomH(σ, π|H) .

Démonstration. Nous renvoyons à [BL94, Section 2.1] pour le détail de la preuve, qui consiste
à vérifier que les deux applications suivantes définissent bien l’isomorphisme annoncé :

– si φ ∈ HomH(σ, π|H), on lui associe la fonction Φ : indGH(σ)→ π définie par

Φ(f) :=
∑

x∈H\G

π(x−1)φ(f(x)) .

– Réciproquement, on associe à Φ ∈ HomG(indGH(σ), π) l’application φ : σ → π|H définie
par φ(v) := Φ([1, v]).

Remarque 2.2.4. La représentation indGH(σ) est isomorphe à la représentation lisse de G
portée par le C[G]-module C[G] ⊗C[H] V . Sous cet isomorphisme, la réciprocité de Frobenius
compacte énoncée ci-dessus reflète alors la propriété universelle du produit tensoriel.

3. Ce qui équivaut à demander que ce quotient soit fini puisque H\G est muni de la topologie discète.
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2.2.3 Induction et conjugaison

Les représentations de G obtenues par l’un ou l’autre des procédés d’induction décrits dans
la section précédente ont un comportement assez plaisant vis-à-vis de la conjugaison, comme
en atteste la proposition suivante.

Proposition 2.2.5. Soient H un sous-groupe ouvert de G, (σ, V ) une représentation lisse de
H sur C et g un élément de G. La conjugaison par g définit des isomorphismes de C[G]-modules
de la forme suivante :(

IndGH(σ)
)g ' IndGHg(σg) ;

(
indGH(σ)

)g ' indGHg(σg) .

Démonstration. On effectue la démonstration dans le cas de l’induction compacte, le cas de
l’induction lisse se traitant par le même argument. Pour tout élément f de

(
indGH(σ)

)g, on
définit la fonction Φ(f) par la formule suivante :

∀ x ∈ G, Φ(f)(x) := f(g−1xg) .

Cette fonction est définie sur G et elle est bien lisse puisqu’elle est fixe sous l’action du sous-
groupe ouvert g(StabG(f))g−1. Elle est à support compact modulo gHg−1 = Hg et, tout comme
f , à valeurs dans l’espace V qui est aussi l’espace vectoriel sous-jacent de la représentation σg.
Elle satisfait en outre la propriété suivante (x ∈ G et h ∈ Hg) :

Φ(f)(hx) = f(g−1hxg) = f(g−1hgg−1xg) = σ(g−1hg)Φ(f)(x) = σg(h)Φ(f)(x) ,

la troisième égalité venant de l’appartenance de g−1hg à H.
Tout ce qui précède permet donc d’affirmer que l’opérateur

Φ :
(
indGH(σ)

)g → indGHg(σg)

est bien défini. Il est clairement C-linéaire et saG-équivariance est prouvée par le calcul suivant :

∀ x, y ∈ G, (x · Φ(f))(y) = Φ(f)(yx)
= f(g−1yxg)
= f(g−1ygg−1xg)
= (x · f)(g−1yg)
= Φ(x · f)(y) .

L’injectivité et la surjectivité de Φ sont immédiates puisque l’on a f(x) = Φ(f)(gxg−1) pour
tous éléments x ∈ G et f ∈

(
indGH(σ)

)g.
Remarque 2.2.6. La démonstration et l’énoncé de la Proposition 2.2.5 sont encore valables
dans la situation suivante : G est un sous-groupe fermé d’un groupe topologique G̃, H est un
sous-groupe ouvert de G (ou seulement fermé si l’on ne s’intéresse qu’à l’induction lisse) et
g est un élément de G̃ tel que gGg−1 = G. Nous utiliserons ce cadre de travail lorsque nous
considérerons G = SL2 comme un sous-groupe de G̃ = GL2 (voir Section 3.5).

Nous terminons par un résultat qui permet, sous certaines hypothèses, de décomposer la res-
triction à un sous-groupe K de G d’une représentation obtenue par induction compacte en une
somme directe de représentations de K obtenues par induction compacte à partir de divers
sous-groupes : c’est la décomposition de Mackey, dont une preuve est donnée dans [Vig96,
Section I.5.4.v)].
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Proposition 2.2.7 (Décomposition de Mackey). Soient H et K deux sous-groupes fermés de
G tels que les doubles classes HgK (g ∈ G) soient à la fois ouvertes et fermées, ce qui est par
exemple le cas lorsque l’un des deux groupes H ou K est ouvert. Pour toute représentation lisse
σ de H sur C, la restriction à K induit un isomorphisme de Fp[K]-modules :

indGH(σ)|K '
⊕
x

indKK∩Hx(σx) , (2.3)

où x parcourt un système de représentants dans G de H\G/K.

Il existe aussi une décomposition de Mackey pour les induites lisses, dont nous ne donnons
pas d’énoncé général car nous n’en aurons pas l’utilité. Nous mentionnons cependant le cas
particulier suivant, qui est notamment vérifié lorsque G admet une décomposition de type
Iwasawa.

Lemme 2.2.8. Supposons que G = BK avec B et K deux sous-groupes fermés de G.
1. Si σ est une C-représentation lisse de B, la restriction à K induit un isomorphisme de

C[K]-modules
IndGB(σ)|K ' IndKB∩K(σ) .

2. Si V est une C-représentation lisse de K, la restriction à B induit un isomorphisme de
C[B]-modules

indGK(V )|B ' indBK∩B(V ) .

Nous renvoyons le lecteur intéressé par plus de détails à [Vig96, Section I.5.5].

2.3 Algèbres de Hecke et espaces de vecteurs invariants

On suppose dans cette section que H désigne un sous-groupe ouvert de G.

2.3.1 Rappels sur les algèbres de Hecke

Définition 2.3.1. Soit (σ, V ) une représentation lisse de H sur C. L’algèbre de Hecke asso-
ciée au triplet (G,H, σ) est la C-algèbre HC(G,H, σ) des endomorphismes du C[G]-module
indGH(σ) :

HC(G,H, σ) := EndC[G](indGH(σ)) .

Dans le cas particulier où σ = 1 est la représentation triviale de H, on écrira HC(G,H) au lieu
de HC(G,H,1) pour alléger les notations.

L’énoncé suivant fournit une autre description de l’algèbre HC(G,H, σ) que l’on utilisera
volontiers lorsque l’on devra faire des calculs explicites.

Proposition 2.3.2. La C-algèbre HC(G,H, σ) est naturellement isomorphe à l’algèbre de
convolution HC(G,H, σ) des fonctions f : G→ EndC(V ) telles que :
i) pour tout v ∈ V , l’application [g 7→ f(g)(v)] est lisse et à support compact modulo H (à

gauche) ;
ii) ∀ h1, h2 ∈ H, ∀ g ∈ G, f(h1gh2) = σ(h1)f(g)σ(h2) .

La structure d’algèbre de HC(G,H, σ) est donnée par le produit de convolution défini par la
formule suivante :

∀ f1, f2 ∈ HC(G,H, σ), ∀g ∈ G, (f1 ? f2)(g) =
∑

x∈G/H

f1(x)f2(x−1g) .
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Démonstration. Ce résultat est démontré dans [BL94, Proposition 5]. Sa preuve repose es-
sentiellement sur une réécriture convenable de la réciprocité de Frobenius compacte, et
consiste à vérifier que l’application envoyant une fonction f ∈ HC(G,H, σ) sur l’opérateur
Tf ∈ HC(G,H, σ) défini par :

∀ φ ∈ indGH(σ), Tf (φ) : g 7→
∑

Hx∈H\G

f(gx−1)(φ(x)) =
∑

xH∈G/H

f(x)(φ(x−1g)) ,

est effectivement un isomorphisme de C-algèbres.

Remarque 2.3.3. Lorsque σ est de dimension finie, l’espaceHC(G,H, σ) est celui des fonctions
f : G→ EndC(V ) lisses à support compact modulo H qui satisfont à la condition ii) ci-dessus.

On note Tf ∈ HC(G,H, σ) l’opérateur de Hecke associé à f ∈ HC(G,H, σ) par l’isomorphisme
de la Proposition 2.3.2. Lorsque le support de f est égal à une seule double classe Hg0H, on
dispose d’une formule explicite assez simple permettant de calculer Tf sur les fonctions standard
[BL94, Equation (9)] que nous rappelons ici. Si {kig−1

0 }i∈I est un système de représentants des
classes à gauche modulo H de Hg−1

0 H, i.e. si l’on a Hg−1
0 H =

⊔
i∈I

kig
−1
0 H, alors :

∀ g ∈ G, ∀ v ∈ V, Tf ([g, v]) =
∑
i∈I

[gkig
−1
0 , f(g0)σ(k−1

i )v] . (2.4)

2.3.2 Compatibilité à la conjugaison des induites

On commence par une remarque générale simple mais très importante pour la suite.

Proposition 2.3.4. Si π est une représentation lisse de G sur C et si α est un élément de
G, tout endomorphisme de C[G]-modules T : π → π est naturellement un endomorphisme de
C[G]-modules T : πα → πα.
Autrement dit : l’application identité induit un isomorphisme de C-algèbres

EndC[G](π) ' EndC[G](π
α) .

Démonstration. Soit T : π → π un endomorphisme de C[G]-modules. On peut encore définir
T (f) pour tout élément f ∈ πα puisque π et πα ont les mêmes espaces vectoriels sous-jacents.
Si l’on note g · f l’action de g sur f dans π, et g • f l’action de g sur f dans πα, on a alors :

∀ g ∈ G, T (g • f) = T ((α−1gα) · f)
= (α−1gα) · T (f) par G-équivariance de T
= g • T (f) ,

de sorte que T est encore un endomorphisme de C[G]-modules pour πα. L’interprétation en
termes d’espaces d’endomorphismes est une conséquence directe de ce qui précède et de l’iden-
tité (πα)α

−1
= π.

Remarque 2.3.5. Cet énoncé et cette démonstration restent valables si l’on considère une
représentation π d’un sous-groupe normal H de G.

Un cas particulier de la Proposition 2.3.4 concerne les représentations π obtenues par in-
duction compacte : les algèbres d’endomorphismes qui apparaissent alors sont des algèbres de
Hecke. Les Propositions 2.2.5 et 2.3.4 permettent donc d’obtenir l’énoncé suivant.

Corollaire 2.3.6. Soient H un sous-groupe ouvert de G, σ une représentation lisse de H sur
C et α un élément de G. L’application identité induit un isomorphisme de C-algèbres :

HC(G,H, σ) ' HC(G,Hα, σα) .
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2.3.3 Structure de module sur les espaces de vecteurs invariants

Si (π, V ) est une représentation lisse de G sur C et si H est un sous-groupe ouvert compact
de G, l’espace πH des vecteurs invariants sous l’action de H est naturellement muni d’une
structure de HC(G,H)-module à droite : en effet, la réciprocité de Frobenius compacte assure
que l’on a

πH = HomH(1, π) = HomG(indGH(1), π) ,

et la composition à droite munit HomG(indGH(1), π) d’une structure naturelle de
EndG(indGH(1)) = HC(G,H)-module à droite.
L’expression donnant directement la structure de HC(G,H)-module à droite de πH s’obtient
comme suit. Soient v ∈ πH , T ∈ HC(G,H) et v|T ∈ πH le vecteur résultant de l’action de
T sur v. Etant donné que le C[G]-module universel C[H\G] est engendré par 1H , il existe un
unique morphisme de C[G]-modules Φv : C[H\G] → V envoyant 1H sur v. L’action de T sur
v est alors donnée par la formule suivante :

v|T := Φv ◦ T (1H) . (2.5)

La connaissance de ces modules permet d’obtenir un critère d’irréductibilité puissant pour
les représentations modulo p, pour peu que l’on dispose de bons pro-p-groupes. Il justifie l’étude
des modules simples à droite sur certaines algèbres de Hecke, dont celle qui est effectuée dans
le Chapitre 6 de cette thèse.

Proposition 2.3.7. On suppose que C est de caractéristique p et que P est un pro-p-sous-
groupe ouvert de G.
Soit π une représentation lisse de G sur C engendrée comme C[G]-module par l’espace πP de
ses vecteurs P -invariants. Si πP est un HC(G,P )-module (à droite) simple, alors π est une
représentation irréductible de G.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la simplicité du HC(G,P )-module simple πP

assure sa non-nullité, et donc aussi celle de π. Supposons maintenant que σ soit une sous-
représentation non nulle de π. D’après le Lemme 2.1.9, l’espace σP des vecteurs P -invariants
est non nul. Il définit alors un sous-HC(G,P )-module non nul de πP , qui doit être égal à πP par
hypothèse de simplicité. Comme nous avons supposé que πP engendre la représentation π, on
obtient que σP engendre le C[G]-module π, ce qui montre que σ = π et prouve l’irréductibilité
de π.



Chapitre 3

Représentations modulo p de SL2(F )

3.1 Introduction

Soient p un nombre premier et F un corps local non archimédien complet pour une valua-
tion discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini kF . Au milieu des années
90, Barthel et Livné [BL94, BL95] ont donné une classification des représentations modulo p
de GL2(F ) faisant apparaître une famille mystérieuse de représentations qu’ils ont appelées
représentations supersingulières et qui sont en général incomprises. Le seul cas bien compris
est celui où F = Qp, dans lequel les travaux de Breuil fournissent une description explicite
des représentations supersingulières de GL2(Qp) [Br, Théorème 1.1] qui permet de définir une
« correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p » [Br, Définition 4.2.4]. De plus,
les travaux d’Ollivier [O3] montrent que dans ce cas, le foncteur qui associe à une représen-
tation modulo p de GL2(Qp) son espace de vecteurs invariants sous l’action du pro-p-Iwahori
standard I(1) établit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations lisses
admissibles à caractère central fixé de GL2(Qp) sur Fp engendrées par leurs I(1)-invariants
et la catégorie des modules à droite sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori de GL2(Qp). Ils
prouvent aussi que cette équivalence de catégories est mise en défaut lorsque kF est de cardinal
strictement supérieur à p ou lorsque F est le corps des séries de Laurent à coefficients dans Fp
avec p impair [O3, Théorème 1.3].

L’objectif de ce chapitre est de donner un premier panorama de la théorie des représentations
modulo p de SL2(F ). Une motivation possible réside dans le fait que le groupe SL2(F ) est de
structure suffisamment proche de celle du groupe GL2(F ) pour espérer obtenir des résultats de
classification semblables à ceux obtenus par Barthel-Livné et Breuil, voire une équivalence de
catégories analogue à celle d’Ollivier 1. Nous verrons qu’il est cependant déjà suffisamment dif-
férent pour que l’on voie apparaître quelques divergences significatives au niveau de la structure
des représentations supersingulières, divergences qui pourraient peut-être aider à comprendre
pourquoi le cas de GL2(Qp) est si particulier vis-à-vis de la théorie relative à GL2(F ) lorsque
F 6= Qp, voire plus généralement vis-à-vis de la théorie des représentations modulo p de GLn(F )
pour n ≥ 2.

Présentation des principaux résultats

Le premier résultat important de ce chapitre concerne les représentations non supercuspi-
dales de GS := SL2(F ) sur Fp. On rappelle qu’une représentation lisse irréductible est dite

1. Ce dernier point est plutôt traité dans le Chapitre 6.
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supercuspidale si elle n’est pas isomorphe à un sous-quotient d’une représentation de la forme
IndGSBS (η), où l’on note BS le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de
GS et où η : BS → F×p désigne un caractère lisse. L’étude de la structure de Fp[BS ]-module
portée par la représentation IndGSBS (η) permet en particulier d’obtenir la description de toutes
les représentations lisses irréductibles non supercuspidales de GS (Théorème 3.4.1).

Théorème 3.1.1. Soit η : BS → F×p un caractère lisse.

1. Le Fp[BS ]-module IndGSBS (η) est de longueur 2. Il est indécomposable si et seulement si η
n’est pas le caractère trivial. Dans le cas contraire, il est totalement décomposé.

2. Le Fp[GS ]-module IndGSBS (η) est irréductible si et seulement si η n’est pas le caractère
trivial. Dans le cas contraire, c’est un Fp[GS ]-module indécomposable de longueur 2 ad-
mettant le caractère trivial 1 comme sous-objet et la représentation de Steinberg StS
comme quotient.

3. Il n’existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques provenant de
caractères distincts.

Une preuve rapide du troisième point de ce théorème utilise la connaissance que nous avons
de la dimension sur Fp des espaces de vecteurs invariants sous l’action du pro-p-sous-groupe
d’Iwahori IS(1) des représentations non supercuspidales, dont on rappelle les valeurs possibles
ci-dessous (Propositions 3.4.11, 3.4.15 et Corollaire 3.4.16). On démontre aussi une relation forte
entre les représentations non supercuspidales de G := GL2(F ) et de GS (Théorème 3.4.20), qui
utilise la seconde assertion du Théorème 3.1.1 pour assurer que l’on a bien un isomorphisme
mais ne nécessite aucune connaissance sur les espaces de vecteurs invariants sus-mentionnés.
Mentionnons que nous disposons du même type de résultats pour les représentations lisses non
irréductibles définies par induction parabolique à partir d’un Fp-caractère lisse de BS .

Théorème 3.1.2. Soit V une représentation lisse irréductible non supercuspidale de SL2(F )
sur Fp.

1. L’espace des vecteurs IS(1)-invariants de V est de dimension 2 sur Fp si V est une induite
parabolique d’un Fp-caractère lisse de BS, et de dimension 1 sinon.

2. A torsion par un Fp-caractère lisse de G près, il existe une unique Fp-représentation lisse
irréductible non supercuspidale de GL2(F ) dont la restriction à GS est isomorphe à V .

Pour attraper les autres représentations possibles de GS , nous suivons les idées développées
par Barthel-Livné [BL94], ce qui nécessite en premier lieu d’étudier les algèbres de Hecke
sphériques attachées à GS . Il ne faut pas oublier de tenir compte du fait que, contrairement
à ce qui a lieu pour G, l’action par conjugaison de GS sur l’ensemble de ses sous-groupes
compacts maximaux n’est pas transitive. Elle possède deux orbites : l’une est représentée par
le sous-groupe compact maximal K0 := SL2(OF ) formé des points OF -rationnels de SL2, et

l’autre est représentée par le sous-groupe compact maximalK1 := αK0α
−1 où α =

(
1 0
0 $F

)
est un élément de G n’appartenant pas à GS . Cependant, comme cela est expliqué à partir de
la Section 3.5.5, le choix de l’un ou de l’autre de ces compacts ne modifie pas les résultats
obtenus, ce qui explique que l’on puisse se limiter à l’étude des objets associés à K0.
On dispose alors de l’énoncé suivant, obtenu par concaténation du Corollaire 3.5.8 et des
Propositions 3.5.13 et 3.5.22, qui affirme que les algèbres de Hecke sphériques attachées à GS
sont de nouveau des algèbres de polynômes sur Fp à une indéterminée (donc sont en particulier
des algèbres commutatives) et que leur action est compatible avec celle des algèbres de Hecke
sphériques attachées àG, sous réserve de donner un sens à cette assertion, comme nous le faisons
dans la Section 3.5.3. Rappelons que si K est un sous-groupe compact maximal de GS , on sait
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déterminer facilement un système « naturel » de représentants des classes d’isomorphisme de
ses représentations lisses irréductibles sur Fp, ce système dépendant du choix du plongement
ι : kF ↪→ Fp. Nous renvoyons à la Section 3.5.1 pour plus de détails à leur sujet, et notamment
pour la définition des représentations σ~r qui apparaissent dans le prochain énoncé.

Théorème 3.1.3. Soient K un sous-groupe compact maximal de SL2(F ) et σ une représenta-
tion lisse irréductible de K.

1. L’algèbre de Hecke HFp(SL2(F ),K, σ) est une algèbre de polynômes en un opérateur de
Hecke τ ∈ HFp(SL2(F ),K, σ) explicitement déterminé.

2. Supposons que K = K0 et que σ = σ~r, avec ~r ∈ {0, . . . , p− 1}f , est la Fp-représentation
lisse irréductible de K0 obtenue par inflation de la représentation Sym~r(F2

p) du groupe
fini SL2(kF ). Notons 2 T~r ∈ HFp(GL2(F ), GL2(OF )Z, σ~r) l’opérateur de Hecke isolé par
Barthel-Livné dans [BL94, Proposition 8]. L’action de l’opérateur τ introduit ci-dessus
est alors donnée par le carré de l’opérateur T :

∀ g ∈ GS , ∀ v ∈ σ~r, τ([g, v]) = T 2
~r ([g, v]) .

Associé à la paramétrisation des Fp-représentations lisses irréductibles de K0 et K1 donnée
dans la Section 3.5.1, cet énoncé nous permet de définir des représentations conoyaux π0(~r, λ)
et π1(~r, λ) indexées par les paires de paramètres (~r, λ) ∈ {0, . . . , p− 1}f × Fp en posant :

∀ i ∈ {0, 1}, πi(~r, λ) := Coker(τ i~r − λ) ,

où τ i~r est l’opérateur de Hecke τ qui apparaît dans le Théorème 3.1.3 lorsque l’on prend K = Ki

et σ = σα
i

~r . La conjugaison par α fournit alors de bons isomorphismes entre représentations
conoyaux attachées à des sous-groupes compacts distincts (Proposition 3.5.23), ce qui justifie
qu’une fois encore, on ne se préoccupe que du comportement des objets attachés à K0. Ces
représentations conoyaux permettent par ailleurs de donner une nouvelle description des re-
présentations non supercuspidales de GS (Théorème 3.5.18) compatible avec celle qui existe
déjà pour les représentations non supercuspidales de G [BL94, Theorems 30 & 33] après ap-
plication du foncteur de restriction à GS (Corollaire 3.5.19). Signalons que l’on note encore ι
le morphisme de groupes O×F → F×p obtenu par composition de ι avec la projection O×F � k×F
définie par la réduction modulo $F , et que si λ ∈ F×p est un scalaire non nul, on désigne par
µλ : F× → F×p le caractère non ramifié envoyant $F sur λ.

Théorème 3.1.4. Soit (~r, λ) ∈ {0, . . . p− 1}f × Fp une paire de paramètres.
1. La conjugaison par α induit un isomorphisme de Fp[GS ]-modules :

π1(~r, λ) ' (π0(~r, λ))α .

2. Si λ est non nul et si (~r, λ) 6= (~0, 1), les Fp[GS ]-modules π0(~r, λ) et IndGSBS (µλ−1ι
−−−−→
p−1−r)

sont isomorphes. En particulier, π0(~r, λ) est une représentation irréductible de GS lorsque
(~r, λ) 6∈ {(~0, 1), (

−−−→
p− 1, 1)}.

3. La représentation π0(~0, 1) est une extension non triviale du caractère trivial 1 par la
représentation de Steinberg StS.

Cet énoncé permet alors de prouver que toute représentation lisse irréductible qui est super-
singulière relativement à Ki, i.e. qui est quotient d’une représentation de la forme πi(~r, 0), est
nécessairement supercuspidale.

2. Par abus de notation, on note aussi σ~r la Fp-représentation lisse irréductible de GL2(OF ) obtenue par
inflation de la représentation Sym~r(F2

p) du groupe fini GL2(kF ).
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Corollaire 3.1.5. Soit i ∈ {0, 1}.
1. Toute représentation lisse irréductible non supercuspidale de GS sur Fp est quotient d’une

unique représentation de GS de la forme πi(~r, λ), et ce quotient est de multiplicité 1. De
plus, la paire (~r, λ) satisfait alors λ 6= 0 et ne dépend pas du choix de i.

2. Toute représentation supersingulière par rapport à Ki est supercuspidale.

Pour aller plus loin dans l’étude des représentations lisses de GS et de leurs relations avec
les représentations lisses de G, nous avons besoin de faire l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1. La représentation considérée admet une paramétrisation possible par rapport
à K0.

C’est une hypothèse raisonnable et peu contraignante : si l’on suppose que F n’est pas de
caractéristique 2, elle est vérifiée par toutes les représentations lisses irréductibles de GS sur Fp
(Théorème 3.5.36). Elle est aussi vérifiée, sans condition sur F , par toute représentation lisse
irréductible admissible de GS sur Fp (Théorème 3.5.35). Son intérêt réside uniquement dans le
fait qu’elle nous permet de montrer le résultat suivant.

Théorème 3.1.6. Soit i ∈ {0, 1} et soit π une représentation lisse irréductible de GS satisfai-
sant l’Hypothèse 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) π est supercuspidale ;
ii) π est supersingulière relativement à Ki.

On peut donc parler de représentation supersingulière sans préciser de choix de sous-groupe
compact maximal, et obtenir la classification suivante (Théorème 3.5.42) qui partitionne l’en-
semble des représentations lisses irréductibles deGS sur Fp en quatre familles qui correspondent,
via le foncteur de restriction à GS , aux familles apparaissant dans la classification établie par
Barthel-Livné pour GL2(F ) [BL94, Theorem 33 & Corollary 36].

Théorème 3.1.7. 1. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles ad-
missibles de SL2(F ) sur Fp se partitionnent en quatre familles :
(a) le caractère trivial 1 ;
(b) la représentation de Steinberg StS ;
(c) les représentations paraboliquement induites IndGSBS (η) avec η un Fp-caractère lisse

non trivial de BS ;
(d) les représentations supersingulières.

2. Cette classification est compatible avec la classification de Barthel-Livné pour les repré-
sentations lisses irréductibles à caractère central de GL2(F ) sur Fp.

3. On peut supprimer l’hypothèse d’admissibilité lorsque F n’est pas de caractéristique 2.

Intéressons-nous maintenant au cas F = Qp, dans lequel l’Hypothèse 1 est vérifiée par n’im-
porte quelle représentation lisse irréductible de GS sur Fp. On peut obtenir une description plus
explicite des représentations supersingulières de SL2(Qp), de leurs liens avec les représentations
supersingulières de GL2(Qp) (qui sont l’objet de [Br], dont on reprend les notations dans le
prochain énoncé) et démontrer en particulier le résultat suivant (Théorème 3.6.13).

Théorème 3.1.8. 1. A isomorphisme près, il existe p représentations supersingulières de
SL2(Qp) notées π0, . . . , πp−1.

2. La restriction à GS d’une représentation supersingulière de GL2(Qp) est un Fp[GS ]-
module de longueur 2 totalement décomposé. Plus précisément, on a :

∀ r ∈ {0, . . . , p− 1}, π(r, 0,1)|GS ' πr ⊕ πp−1−r .
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3. Pour tout paramètre r ∈ {0, . . . , p − 1}, l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de πr est
de dimension 1 sur Fp et l’on a παr ' πp−1−r.

Par conséquent, si l’on souhaite obtenir un analogue pour SL2(Qp) de la correspondance
de Langlands locale modulo p définie par Breuil pour GL2(Qp) qui lui soit compatible par
restriction à SL2(Qp), il nous faut nécessairement poser la définition suivante.

Définition 3.1.9. On appelle correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour
SL2(Qp) la bijection entre les classes d’isomorphisme des représentations projectives de dimen-
sion 2 de GQp sur Fp et certains paquets de classes d’isomorphisme de représentations lisses
semi-simples de SL2(Qp) sur Fp définie par les flèches suivantes :

– pour tout entier r ∈ {0, . . . , p−1
2 }, on pose 3

proj ◦ Ind(ωr+1
2 )←→ {πr ; πp−1−r} ;

– pour toute paire de paramètres (r, λ) ∈ {0, . . . , r − 1} × F×p , on pose

proj ◦
(
εr+1µλ 0

0 µλ−1

)
↔ π0(r, λ)ss ⊕ π0([p− 3− r], λ−1)ss .

Plan du chapitre

Après une section de préliminaires techniques, nous consacrons la Section 3.3 à l’étude
des Fp-caractères de SL2(F ) et de son sous-groupe de Borel BS des matrices triangulaires
supérieures. La Section 3.4 est quant à elle dévolue à l’étude des représentations non super-
cuspidales de SL2(F ). Elle repose sur la compréhension de la structure de Fp[BS ]-module des
représentations paraboliquement induites, décrite dans le premier point du Théorème 3.1.1, et
contient toutes les preuves des résultats formant les Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2. Signalons que la
Section 7.1 contiendra une autre démonstration de certains résultats contenus dans la Section
3.4, reposant sur des méthodes plus proches de celles utilisées par Barthel-Livné [BL94] mais
moins susceptibles de généralisation à d’autres groupes.

L’objectif de la Section 3.5, qui est au cœur de ce chapitre, est d’utiliser ce qui précède
pour fournir une classification des représentations lisses irréductibles de SL2(F ) sur Fp et ap-
profondir les liens existants entre ces représentations et les représentations lisses irréductibles à
caractère central de GL2(F ) sur Fp, afin de prouver notamment le Théorème 3.1.7. Cette sec-
tion est organisée de la manière suivante : nous décrivons tout d’abord les Fp-représentations
lisses irréductibles des sous-groupes compacts maximaux de SL2(F ) et la structure des al-
gèbres de Hecke sphériques qui leur sont associées. On explique ensuite comment certaines
sous-algèbres des algèbres de Hecke sphériques attachées à GL2(F ) peuvent être considérées
comme sous-algèbres des algèbres de Hecke sphériques correspondantes attachées à SL2(F ),
ce qui permet de donner un sens à la seconde affirmation du Théorème 3.1.3 et de terminer
la preuve dudit théorème. On démontre ensuite le Théorème 3.1.4, qui fournit notamment une
autre description des représentations non supercuspidales de SL2(F ) et mène à la définition
des notions de paramétrisation admissible et de représentation supersingulière par rapport à
un sous-groupe compact maximal donné. Comme affirmé dans le Corollaire 3.1.5, les représen-
tations supersingulières sont alors nécessairement supercuspidales.

Remarquons qu’aucun des résultats vus jusqu’ici ne nécessite de se placer sous l’Hypothèse 1.
Nous expliquons dans la Section 3.5.6 en quoi elle nous est nécessaire pour achever la preuve

3. Très précisément, l’ensemble qui apparaît dans le membre de droite lorsque r =
p− 1

2
est réduit à l’élément

{π p−1
2
}. C’est le seul cas où l’on obtient un singleton, les autres paquets étant tous de taille 2.
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du Théorème 3.1.7, et nous l’utilisons ensuite pour démontrer le Théorème 3.1.6, dont l’énoncé
fournit les éléments manquants jusqu’alors pour terminer la démonstration du Théorème 3.1.7.

La dernière section de ce chapitre traite des spécificités du cas F = Qp, dans lequel l’Hypo-
thèse 1 est vérifiée par toutes les représentations lisses irréductibles. On commence par y donner
une description explicite des représentations supersingulières de SL2(Qp), puis l’on détermine
la structure de Fp[SL2(Qp)]-module des représentations supersingulières de GL2(Qp) décrites
par Breuil [Br]. On décrit ensuite leurs classes d’isomorphisme, ce qui permet de terminer la
preuve du Théorème 3.1.8. On établit enfin ce qui pourrait être qualifié de correspondance de
Langlands semi-simple modulo p pour SL2(Qp), à savoir une bijection qui établit un paral-
lèle entre les classes d’isomorphisme des représentations projectives de dimension 2 de GQp
sur Fp et des ensembles de classes d’isomorphisme de Fp-représentations lisses semi-simples de
SL2(Qp), de manière compatible 4 à la correspondance de Langlands locale modulo p établie
par Breuil pour GL2(Qp). On montre qu’il y a au plus une expression possible pour une telle
correspondance, qui est celle donnée par la Définition 3.1.9.

3.2 Préliminaires

3.2.1 Notations générales

On fixe un entier premier p et un corps local non archimédien F complet pour une valuation
discrète, de caractéristique résiduelle égale à p et de corps résiduel fini. On note OF l’anneau
des entiers de F , pF son idéal maximal et q = pf le cardinal du corps résiduel kF = OF /pF .
On fixe une fois pour toutes une uniformisante $F ∈ pF , une clôture algébrique Fp de kF et un
plongement ι : kF ↪→ Fp. On note vF : F � Z ∪ {∞} la valuation $F -adique de F normalisée
par vF ($F ) = 1 et red : OF � kF l’application de réduction modulo $F .

On désigne par kNF l’ensemble des suites d’éléments de kF , que l’on identifie à OF via
l’application A : kNF → OF définie par la formule suivante : pour tout entier n ∈ N et toute
famille λ = (λi)

n
i=0 d’éléments de kF , on pose

A(λ) :=

n∑
i=0

$i
F [λi] ∈ OF ,

où [.] : kF ↪→ O×F désigne l’application de Teichmüller.

Pour tout scalaire λ ∈ F×p , on note µλ : F× → F×p le caractère lisse non ramifié (i.e. trivial
sur O×F ) valant λ en $F . Pour tout entier r ∈ {0, . . . , q−1}, on note ιr : F× → F×p le caractère
trivial sur $F dont l’action sur O×F est définie par la composition suivante :

O×F
red−→ k×F −→ k×F

ι−→ F×p ,

la flèche du milieu étant donnée par l’élévation à la puissance r. Plus généralement, si
~r = (r0, . . . , rf−1) est un f -uplet d’entiers appartenant à {0, . . . , p − 1}, on pose ι~r := ιr

avec r =

f−1∑
i=0

piri entier appartenant à l’ensemble {0, . . . , q − 1}.

4. Via la projection des représentations galoisiennes d’une part et le foncteur de restriction de GL2(Qp) à
SL2(Qp) d’autre part
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On désigne par G le groupe GL2(F ), par K le groupe GL2(OF ) qui est, à conjugaison près,
l’unique sous-groupe compact maximal de G, par I le sous-groupe d’Iwahori standard de K
et par I(1) son pro-p-Iwahori. On rappelle que I est l’ensemble des éléments de K dont la ré-
duction modulo $F est une matrice triangulaire supérieure du groupe fini GL2(kF ) tandis que
I(1) est le sous-groupe des éléments de I dont l’image par l’application de réduction modulo
$F est unipotente.
On note Z = F×I2 le centre de G (où I2 est l’élément neutre de G), B le sous-groupe
de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de G, T le tore maximal déployé des

matrices diagonales de G et U =

{
u(x) :=

(
1 x
0 1

)
, x ∈ F

}
le radical unipotent de B.

Rappelons que l’on dispose en particulier de la factorisation B = TU = UT . On note

U =

{
u(x) :=

(
1 0
x 1

)
, x ∈ F

}
le radical unipotent du sous-groupe de Borel opposé B

formé des matrices triangulaires inférieures de G.
On introduit les éléments suivants de G, qui jouent un rôle important dans l’étude des repré-
sentations modulo p de G (voir par exemple [BL94], [Br] ou [O3]) :

α :=

(
1 0
0 $F

)
, ω :=

(
0 1
1 0

)
,

et ωλ :=

(
0 1
1 −A(λ)

)
avec λ ∈ kNF arbitraire.

Nous nous intéressons dans ce chapitre au groupe spécial linéaire GS := SL2(F ). Ses sous-
groupes compacts maximaux sont partitionnés en deux classes de conjugaison représentées par
les sous-groupes K0 := SL2(OF ) et K1 := αK0α

−1. Le centre de GS est réduit à l’ensemble
{I2,−I2} (qui est trivial lorsque F est de caractéristique 2) et contenu dans K0 ∩K1. On note
BS = B ∩ GS le sous-groupe de Borel de GS consitué des matrices triangulaires supérieures
et TS = T ∩ GS le tore maximal déployé des matrices diagonales, ce qui permet d’écrire que
BS = TSU = UTS . Le sous-groupe d’Iwahori standard de K0 est noté IS et est égal à I ∩GS ;
son pro-p-Iwahori IS(1) est quant à lui égal à I(1) ∩GS . On note ΓS le noyau de l’application
K0 � SL2(kF ) induite par la réduction modulo $F : c’est exactement le premier sous-groupe
de congruence de GS , dont on rappelle qu’il est défini par

ΓS := {g ∈ GS | g ≡ I2[$F ]} =

(
1 + pF pF
pF 1 + pF

)
∩GS .

On introduit enfin les éléments suivants de GS :

α0 :=

(
$−1
F 0
0 $F

)
, w0 :=

(
0 −1
1 0

)
, β0 :=

(
0 −$−1

F

$F 0

)
.

On vérifie facilement que l’on a β0 = α0w0 ainsi que les relations suivantes :

∀ n ∈ Z, w0α
n
0w
−1
0 = α−n0 = w−1

0 αn0w0 ; (3.1)
∀ x ∈ F, w0u(x) = u(−x)w0 . (3.2)

La relation (3.2) montre en particulier que l’on a Uw0 = w0U .

3.2.2 Actions de groupes sur l’arbre de Bruhat-Tits de SL2(F )

Nous renvoyons à [Ser1] pour plus de détails concernant la construction et les propriétés
de l’arbre de Bruhat-Tits X de SL2(F ). Une description élémentaire de X est la suivante : ses
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sommets représentent les classes d’homothétie des OF -réseaux du F -espace vectoriel F ⊕ F ,
et deux sommets sont reliés par une arête si et seulement s’il existe deux réseaux L0, L1 les
représentant qui vérifient $FL0 ⊂ L1 ⊂ L0, les inclusions étant strictes. On note v0 le sommet
correspondant à la classe d’homothétie du réseau standard OF ⊕OF de F ⊕ F , ce qui justifie
son appellation de sommet standard.
L’arbre X est naturellement muni d’une distance, définie comme le nombre minimal d’arêtes
nécessaire pour construire un chemin dans l’arbre entre deux sommets. En particulier, deux
sommets sont reliés par une arête si et seulement si la distance qui les sépare est égale à 1. Pour
tout entier n ≥ 0, on appellera cercle de rayon n (respectivement : boule de rayon n) l’ensemble
des sommets de X situés à distance n (resp. : inférieure ou égale à n) du sommet standard v0.

Cet arbre est également muni d’une action de G (donc en particulier de GS) définie à partir de
l’action matricielle d’un élément de G sur un OF -réseau de F ⊕F . Elle s’effectue par isométries
pour la distance définie ci-dessus : pour tous sommets x, y de X et tout élément g de G, la
distance entre gx et gy est égale à la distance entre x et y. De plus, l’action de G sur l’ensemble
des sommets de X est transitive, tandis que l’action de GS partitionne cet ensemble en deux
orbites : celle du sommet standard v0, que l’on note Ap, et celle du sommet voisin v1 := αv0,
que l’on note Aimp. Pour tout indice i ∈ {0, 1}, le stabilisateur de vi sous l’action de GS est
égal au sous-groupe compact maximal Ki, tandis que le stabilisateur de v0 sous l’action de G
est égal au sous-groupe KZ de G.
L’action de G sur X permet par ailleurs de donner une description explicite des sommets situés
à distance n de v0 [Br, page 5]. Une partition en est en effet donnée par

{g0
n,λv0, λ ∈ knF }

⊔
{g1
n−1,µv0, µ ∈ kn−1

F } , (3.3)

où les éléments g0
m,λ et g1

m,λ sont définis comme suit :

g0
m,λ :=

(
$m
F A(λ)

0 1

)
et g1

m,λ :=

(
1 0

$FA(λ) $m+1
F

)
avec g0

0,0 = I2 et g1
0,0 = α.

Rappelons alors que, par définition de l’action de G sur X , le centre Z de G fixe chaque
sommet de l’arbre. Ceci nous permet d’obtenir la description suivante des cercles de X en
termes d’action de GS (et non plus de G) sur X .
Proposition 3.2.1. Soit n ∈ N.

1. Une partition du cercle S2n de rayon 2n est donnée par

S2n =

{(
1 A(λ)
0 1

)
α−n0 v0, λ ∈ k2n

F

}⊔{(
1 0

$FA(µ) 1

)
αn0v0, µ ∈ k2n−1

F

}
.

2. Une partition du cercle S2n+1 de rayon 2n+ 1 est donnée par

S2n+1 =

{(
1 A(λ)
0 1

)
α
−(n+1)
0 v1, λ ∈ k2n+1

F

}⊔{(
1 0

$FA(µ) 1

)
αn0v1, µ ∈ k2n

F

}
.

Démonstration. Il suffit de considérer les identités matricielles suivantes (λ ∈ k2n
F , µ ∈ k2n+1

F ) :

g0
2n,λ =

(
1 A(λ)
0 1

)(
$n
F 0

0 $−nF

)(
$n
F 0

0 $n
F

)
;

g0
2n+1,µ =

(
1 A(µ)
0 1

)(
$n+1
F 0

0 $
−(n+1)
F

)(
1 0
0 $F

)(
$n
F 0

0 $n
F

)
;

g1
2n,λ =

(
1 0

$FA(λ) 1

)(
$−nF 0

0 $n
F

)(
1 0
0 $F

)(
$n
F 0

0 $n
F

)
;

g1
2n+1,µ =

(
1 0

$FA(µ) 1

)(
$
−(n+1)
F 0

0 $n+1
F

)(
$n+1
F 0

0 $n+1
F

)
;
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et de les intégrer dans la description (3.3) du cercle Sn pour conclure en distinguant selon la
parité de n.

Les considérations précédentes permettent donc d’identifier :
– le quotient G/KZ à l’ensemble des sommets de X grâce à l’application [gKZ 7→ gv0] ;
– le quotient GS/K0 à l’ensemble des sommets de X situés à distance paire de v0, qui n’est

autre que l’orbite Ap, grâce à l’application [gK0 7→ gv0] ;
– le quotient GS/K1 à l’ensemble des sommets de X situés à distance impaire de v0, qui

n’est autre que l’orbite Aimp, grâce à l’application [gK1 7→ gv1].

Ceci permet notamment de définir le support dans l’arbre d’un élément f de indGKZ(σ) (resp.
indGSK0

(σ) ; indGSK1
(σα)) lorsque σ est une représentation lisse irréductible de KZ (resp. de K0)

sur Fp : on dit qu’un sommet v appartient au support de f s’il peut être écrit sous la forme gv0

(resp. gsv0 ; gsv1) avec g ∈ G (resp. gs ∈ GS) appartenant au support de f . En particulier, le
support de f dans X est une partie finie de l’arbre X (resp. de l’orbite Ap ; de l’orbite Aimp).

3.2.3 Décompositions en doubles classes de GS

On commence par rappeler les décompositions d’Iwasawa de GS par rapport à chacun de
ses sous-groupes compacts maximaux.

Lemme 3.2.2. Pour tout i ∈ {0, 1}, on a GS = BSKi = KiBS.

Démonstration. On pourrait citer [BT1, Section 4.4] comme référence pour ce résultat, mais
nous pouvons aussi le démontrer directement de la façon suivante. On part de la décomposition
d’Iwasawa pour GL2(F ), prouvée de manière élémentaire dans [BH, (7.2.1)] : G = BK. Si M
est un élément de GS , il peut donc être écrit sous la forme M = bk avec b ∈ B et k ∈ K.

On a alors det(k) det(b) = 1, de sorte que si l’on pose k1 :=

(
det(k)−1 0

0 1

)
k et b1 :=

b

(
det(b)−1 0

0 1

)
, on a M = b1k1 avec b1 ∈ BS et k1 ∈ K ∩ GS = K0, ce qui prouve la

décomposition d’Iwasawa associée à K0. On en déduit la décomposition d’Iwasawa associée à
K1 en remarquant que l’on a

GS = αGSα
−1 = (αBSα

−1)(αK0α
−1) = BSK1 ,

ce qui termine la démonstration.

Nous rappelons maintenant quelques décompositions de GS en doubles classes disjointes qui
nous seront utiles par la suite. On donne tout d’abord l’énoncé de la décomposition de Bruhat
[IGA, Théorème 11.4.(ii)], ainsi qu’un raffinement provenant de la factorisation BS = TSU
[Spr, Section 3.7].

Lemme 3.2.3 (Décomposition de Bruhat). Le groupe GS admet les décompositions en doubles
classes disjointes suivantes :

GS = BS tBSw0BS = BS tBSw0U .

De plus, l’écriture d’un élément de GS dans la seconde décomposition est unique.

Remarque 3.2.4. Signalons ici que, dans la seconde décomposition 5, BS est un sous-groupe
fermé de GS tandis que BSw0U est une partie ouverte dense de GS . Il est en outre facile de

5. A laquelle on fera référence dans la suite sous l’appellation décomposition de Bruhat raffinée.
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voir que l’application envoyant BS sur le point à l’infini et BSw0u(x) sur x ∈ F établit un
isomorphisme entre le quotient BS\GS et la droite projective P1(F ). Par ailleurs, le fait que
β0 = α0w0 avec α0 ∈ BS permet de réécrire les décompositions du Lemme 3.2.3 sous la forme

GS = BS tBSβ0BS = BS tBSβ0U. (3.4)

Cette expression aura son intérêt lorsque nous étudierons les espaces de vecteurs IS(1)-
invariants des représentations obtenues par induction parabolique.

Remarque 3.2.5. On dispose de même d’une décomposition de Bruhat pour le groupe fini
SL2(kF ) :

SL2(kF ) = BS(kF ) tBS(kF )w0BS(kF ) = BS(kF ) tBS(kF )w0U(kF )

avec unicité de la factorisation dans la seconde décomposition.

Nous énonçons maintenant la décomposition de Cartan pour chacun des deux sous-groupes
compacts maximaux K0 et K1 de GS , dont nous donnons une preuve par calcul direct pour
éviter à nouveau de renvoyer le lecteur vers [BT1, Section 4.4].

Lemme 3.2.6. Le groupe GS admet la décomposition en doubles classes disjointes suivante :

GS =
⊔
n∈N

K0α
−n
0 K0 =

⊔
n∈N

K1α
−n
0 K1 .

Démonstration. On démontre la décomposion de Cartan associée à K0, dont on peut déduire
celle associée à K1 en conjugant par l’élément α, qui commute avec α0.
D’après la décomposition d’Iwasawa rappelée dans le Lemme 3.2.2, il nous suffit de traiter le

cas des éléments de BS pour conclure. Soit donc b =

(
a x
0 a−1

)
un élément de BS . On pose

n := vF (a) ∈ Z et l’on distingue deux cas, selon le signe de vF (a)− vF (x).
– Ou bien vF (a) ≤ vF (x), auquel cas on a

b =

(
$n
F 0

0 $−nF

)(
a$−nF x$−nF

0 $n
Fa
−1

)
.

Par définition de n, les éléments a$−nF et a−1$n
F appartiennent à O×F tandis que notre hy-

pothèse assure que x$−nF est contenu dans OF . Nous avons ainsi prouvé que b appartient
à K0α

−n
0 K0 = K0α

n
0K0 avec n ou −n entier positif.

– Ou bien vF (a) > vF (x), auquel cas on a cette fois

b =

(
a$−nF x$n

F

0 $n
Fa
−1

)(
$n
F 0

0 $−nF

)
,

ce qui prouve de nouveau que b appartient à K0α
−n
0 K0 = K0α

n
0K0 avec n ou −n entier

positif.
Ceci suffit donc à démontrer que GS est bien égal à la réunion des doubles classes apparaissant
dans l’énoncé. Enfin, cette réunion est effectivement formée de classes deux à deux disjointes
puisque l’on sait que pour tout entier n ∈ N, la double classe K0α

−n
0 K0 est contenue dans

KZα−2nK et que les doubles classes KZα−nK sont deux à deux disjointes par décomposition
de Cartan pour G par rapport à K [BL94, Section 3].

Remarque 3.2.7. L’identité (3.1) permet de donner une autre décomposition de GS à partir
de ses décompositions de Cartan :

GS =
⊔
n∈N

K0α
n
0K0 =

⊔
n∈N

K1α
n
0K1 .

La première égalité vient de l’appartenance de w0 à K0 tandis que la deuxième s’en déduit
directement puisque α0 et α commutent.
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Nous terminons cette section par un énoncé décrivant les doubles classes de GS modulo BS à
droite et IS (ou IS(1)) à gauche.

Lemme 3.2.8. Le groupe GS admet les décompositions en doubles classes disjointes suivantes :

GS = BSIS tBSβ0IS = BSIS(1) tBSβ0IS(1) ,

où l’on rappelle que l’on a posé β0 =

(
0 −$−1

F

$F 0

)
.

Démonstration. Commençons par remarquer que la seconde décomposition découle directement
de la première une fois que l’on a remarqué que IS = TS(OF )IS(1), où l’ensemble TS(OF ) des
éléments de TS à coefficients dans O×F est à la fois contenu dans BS et normalisé par w0.
Pour obtenir la première décomposition, on rappelle tout d’abord que, grâce au Lemme 3.2.2, on
dispose de la décomposition d’Iwasawa GS = BSK0. Si l’on applique la première décomposition
de Bruhat du groupe fini SL2(kF ) et que l’on relève 6 l’écriture ainsi obtenue à K0, on obtient :

GS = BSIS tBSISw0IS .

Par ailleurs, la décomposition de Bruhat raffinée pour GS assure que l’on a

BSISw0IS = (BSISw0IS ∩BS) t (BSISw0IS ∩BSw0U) .

Comme la réduction modulo $F de w0 ∈ K0 n’est pas une matrice triangulaire supérieure,
l’élément w0 n’appartient pas à BSIS et la double classe BSISw0IS est alors d’intersection vide
avec BS . La double classe BSISw0IS = BSISw0IS ∩BSw0U est par suite incluse dans BSw0U .

Nous allons maintenant prouver que tout élément de ISw0IS appartient à BSw0U(OF ), où
U(OF ) désigne le sous-groupe de U formé des éléments à coefficients dans OF . Ceci terminera
la preuve car nous aurons alors montré que la double classe BSISw0IS est contenue dans
BSw0IS , et que l’on a donc la décomposition annoncée car, étant donné que α0 est un élément
de BS , on a BSw0 = BSβ0.
Soit donc x un élément de ISw0IS . Par ce qui précède, x appartient en particulier à la double
classeBSw0U donc il peut être écrit sous la forme bw0u avec b ∈ BS et u ∈ U . Un calcul explicite

va alors montrer que u doit être à coefficients entiers : en effet, notons b =

(
ν ξ
0 ν−1

)
et

u =

(
1 ζ
0 1

)
avec ξ, ζ ∈ F et ν ∈ F×. On a alors

x = bw0u =

(
ξ ξζ − ν
ν−1 ν−1ζ

)
, (3.5)

ce qui assure tout d’abord que ν−1, ν−1ζ et ξ sont des éléments de OF puisque x appartient à
K0. Par ailleurs, si l’on décompose x ∈ ISw0IS sous la forme iw0j avec i, j des éléments de IS

dont les réductions modulo $F sont respectivements égales à
(
i11 i12

0 i22

)
et à

(
j11 j12

0 j22

)
,

on obtient par un calcul immédiat que la réduction modulo $F de x doit être de la forme(
∗ ∗

i22j11 ∗

)
. En comparant cette expression avec la réduction modulo $F de l’égalité (3.5),

on voit que l’image modulo $F de l’élément ν−1 doit être égale à i22j11 6= 0, donc que ν−1

doit appartenir à O×F , ce qui prouve finalement que ζ = ν(ν−1ζ) appartient à OF et termine
la démonstration.

6. En prenant les images réciproques par l’application de réduction modulo $F .
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3.3 Fp-caractères de SL2(F ) et de son sous-groupe de Borel stan-
dard

3.3.1 Caractères de GS

Rappelons tout d’abord [P, Théorème IV.3.1] que pour tout corps R, le sous-groupe dérivé
de SL2(R) est :

– égal à SL2(R) si R contient au moins 4 éléments ;
– isomorphe au groupe alterné A3 si R = F2 (auquel cas SL2(F2) est isomorphe à S3) ;
– de cardinal 8 si R = F3 (auquel cas SL2(F3) est de cardinal 24).

Sachant que tout groupe fini de cardinal égal à un nombre premier est cyclique, on en déduit
que l’abélianisé de SL2(R) est :

– trivial si R contient au moins 4 éléments ;
– isomorphe à (F2,+) si R = F2 ;
– isomorphe à (F3,+) si R = F3.

On obtient donc directement le résultat suivant.

Proposition 3.3.1. Le seul Fp-caractère de SL2(F ) est le caractère trivial.

Démonstration. Par hypothèse, F est un corps local non archimédien donc il est infini. Il est par
suite redevable du premier cas des assertions énoncées ci-dessus, ce qui assure que l’abélianisé
de SL2(F ) est trivial et permet de conclure grâce à la Proposition 2.1.4.

3.3.2 Caractères du sous-groupe de Borel BS

On rappelle que BS =

{(
a b
0 a−1

)
, a ∈ F×, b ∈ F

}
, et l’on commence par démontrer

que son abélianisé est naturellement isomorphe au tore diagonal de GS .

Lemme 3.3.2. 1. Le groupe dérivé de BS est égal à son radical unipotent U .

2. L’abélianisé de BS est égal au tore diagonal TS.

Démonstration. Un calcul immédiat montre que si b et β sont deux éléments de BS , leur
commutateur bβb−1β−1 est un élément de U , ce qui prouve déjà que le groupe dérivé de BS
est contenu dans U .
Réciproquement, considérons un élément u(x) ∈ U avec x ∈ F . Fixons un élément a de
F×\{±1}, ce qui est possible car F est un corps infini, et posons ξ := xa(a2 − 1)−1. On a
alors :(

a ξ
0 a−1

)(
a−1 0
0 a

)(
a−1 −ξ
0 a

)(
a 0
0 a−1

)
=

(
1 aξ
0 1

)(
1 −a−1ξ
0 1

)
=

(
1 ξa−1(a2 − 1)
0 1

)
=

(
1 x
0 1

)
= u(x) ,

ce qui prouve que u(x) est contenu dans le groupe dérivé de BS et termine la preuve du premier
point de l’énoncé. Le second en découle directement à partir de la factorisation BS = TSU .
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Proposition 3.3.3. L’ensemble des Fp-caractères lisses de BS est en bijection avec l’ensemble
des Fp-caractères lisses de F×. Plus précisément, tout Fp-caractère lisse de BS est de la forme(

a b
0 a−1

)
7→ χ(a)

avec χ : F× → F×p un caractère lisse uniquement déterminé.

Démonstration. Si χ : BS → F×p est un caractère lisse, on sait d’après la Proposition 2.1.4 qu’il
se factorise à travers l’abélianisé de BS . Nous venons de prouver que cet abélianisé est égal au

tore diagonal TS , lui-même naturellement isomorphe à F× par l’application [x 7→
(
x 0
0 x−1

)
].

Autrement dit, il existe un caractère lisse η : F× → F×p tel que :

∀ a ∈ F×, ∀ b ∈ F, χ
((

a b
0 a−1

))
= η(a) ,

ce qui prouve le résultat annoncé.

On note encore η : BS → F×p le caractère de BS obtenu par inflation du caractère η : F× → F×p .
Rappelons que l’argument qui prouve la Proposition 3.3.3 permet aussi de démontrer que tout
Fp-caractère lisse deB s’obtient par inflation à partir de deux caractères lisses η1, η2 : F× → F×p .
On note η1 ⊗ η2 le Fp-caractère de B ainsi obtenu et l’on remarque que l’on a en particulier :

∀ η1, η2 : F× → F×p , (η1 ⊗ η2)|BS = η1η
−1
2 . (3.6)

3.4 Induction parabolique et représentations de la série princi-
pale

L’objectif de cette section est d’étudier la structure des représentations de GS obtenues
par induction parabolique à partir d’un Fp-caractère lisse de BS . Plus précisément, nous allons
démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.4.1. Soit η : BS → F×p un caractère lisse.

1. Le Fp[BS ]-module IndGSBS (η) est de longueur 2. Il est indécomposable si et seulement si η
n’est pas le caractère trivial. Dans le cas contraire, il est totalement décomposé.

2. Le Fp[GS ]-module IndGSBS (η) est irréductible si et seulement si η n’est pas le caractère
trivial. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2, et admet le caractère

trivial 1 comme sous-objet et la représentation de Steinberg StS :=
IndGSBS (1)

1
comme

quotient.

3. Il n’existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques distinctes.

Pour ce faire, on commencera par étudier la structure de Fp[BS ]-module portée par IndGSBS (η)
(Section 3.4.1). Ceci nous fournira suffisamment d’informations pour déterminer sa structure de
Fp[GS ]-module (Section 3.4.2). Nous calculerons ensuite la dimension des espaces de vecteurs
invariants sous l’action du pro-p-Iwahori IS(1) des différents sous-quotients irréductibles qui
apparaissent (Section 3.4.3), ce qui nous permettra de prouver facilement le dernier point du
Théorème 3.4.1 (Section 3.4.4).
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Remarque 3.4.2. Une étude plus fine des espaces de vecteurs IS(1)-invariants est réalisée dans
la Section 6.3.10 de cette thèse, avec pour motivation à cet endroit la recherche d’un éventuel
analogue de l’équivalence de catégories construite par Ollivier pour les représentations modulo
p de GL2(Qp) [O3, Théorème 1.3].

On fixe désormais un caractère lisse η : BS → F×p et l’on considère la représentation
IndGSBS (η) obtenue par induction parabolique de ce caractère.

3.4.1 Structure de Fp[BS]-module

Les arguments développés dans cette section sont inspirés des méthodes utilisées lors de
l’étude des représentations complexes (voir par exemple [BH, Section 9]). L’application d’éva-
luation en I2 définit un morphisme surjectif de Fp[BS ]-modules

φ : IndGSBS (η) � η (3.7)

dont le noyau V s’identifie, par décomposition de Bruhat raffinée, au sous-espace des fonctions
de IndGSBS (η) à support dans BSw0U . Remarquons que la lissité des éléments de IndGSBS (η)
permet d’obtenir la caractérisation suivante des éléments de V , dont une démonstration est
donnée dans [BH, Section 9.3, Lemme page 64].

Lemme 3.4.3. Un élément f ∈ IndGSBS (η) appartient à V si et seulement s’il existe un sous-
groupe ouvert compact U0 de U tel que le support de f soit contenu dans BSw0U0.

Nous allons l’utiliser pour démontrer le théorème suivant, qui constitue le résultat fonda-
mental de cette sous-section.

Proposition 3.4.4. V est une représentation lisse irréductible de BS.

Démonstration. L’idée de la preuve consiste à donner un modèle de V pour lequel l’irréductibi-
lité s’obtiendra assez facilement à partir d’arguments topologiques. Notons C∞c (U) l’ensemble
des fonctions lisses U → Fp à support compact. Cet espace est muni d’une action lisse de BS
définie par (

a b
0 a−1

)
· φ := [u(y) 7→ φ

(
u

(
a−1y + b

a

))
] , (3.8)

et l’application [f 7→ [u 7→ f(w0u)]] induit alors un isomorphisme de Fp[BS ]-modules

Ψ : V ' C∞c (U)⊗ η−1 . (3.9)

En effet, le Lemme 3.4.3 assure que l’application Ψ admet pour application inverse la fonction
envoyant un élément φ ∈ C∞c (U) sur la fonction f ∈ V définie par f(bw0u) = η(b)φ(u) pour
tous u ∈ U et b ∈ BS , et que ces deux opérateurs préservent bien les propriétés de lissité et de
support caractérisant les espaces de fonctions dans lesquels ils prennent leurs valeurs. Enfin, ils
sont compatibles avec l’action de BS puisque l’on a, pour tout élément a ∈ F× et toute paire
(x, z) ∈ F × F ,

w0u(z)

(
a x
0 a−1

)
=

(
a−1 0
0 a

)
w0u

(
a−1z + x

a

)
,

ce qui implique que pour tout élément b ∈ BS et toute fonction f ∈ V , on a :

∀ y ∈ F, Ψ(b · f)(u(y)) = η(b−1)(b ·Ψ(f))(u(y)) .
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Puisque la torsion par un caractère ne modifie pas la longueur, il nous suffit de prouver
l’irréductibilité du Fp[BS ]-module C∞c (U) pour conclure. Commençons par rappeler que U est
égal à la réunion de ses sous-groupes ouverts compacts, et que toute fonction f ∈ C∞c (U) est,
par hypothèse de lissité, à support dans un sous-groupe ouvert compact de U . Par ailleurs,
si U0 est un sous-groupe ouvert compact de U et si C∞c (U0) désigne l’espace des fonctions
de C∞c (U) à support dans U0, il est facile de voir que l’espace des vecteurs U0-invariants de
C∞c (U0) est de dimension 1 sur Fp et engendré par la fonction indicatrice 1U0 . En effet, si f est
un élément U0-invariant de C∞c (U0), l’application de la formule (3.8) pour a = 1 montre que f
doit vérifier la condition suivante :

∀ x ∈ F, f(u(x)) = (u(x) · f)(I2) = f(I2) ,

ce qui prouve que f est constante et donc colinéaire à 1U0 .
Comme U0 est un pro-p-groupe, on peut appliquer le Lemme 2.1.9 qui assure donc que toute
sous-représentation non nulle de C∞c (U0) contient 1U0 . Pour conclure, il nous suffit de prouver
que quel que soit le sous-groupe ouvert compact U0 choisi, sa fonction indicatrice engendre
le Fp[BS ]-module C∞c (U). Pour ce faire, on remarque que la famille de sous-groupes ouverts
Un := αn0U0α

−n
0 (n ∈ N) est un système fondamental de voisinages de I2 dans U , et que l’action

de U sur la fonction 1Un permet de construire toutes les fonctions indicatrices translatées 1Unu
avec u ∈ U . En écrivant par ailleurs que U0 = α−n0 Unα

n
0 avec α0 ∈ TS , on voit que l’action de

BS = TSU sur 1U0 permet de construire tout élément de l’espace C∞c (U), ce qui termine la
démonstration.

Corollaire 3.4.5. IndGSBS (η) est un Fp[BS ]-module de longueur 2.

Démonstration. C’est une reformulation de la proposition précédente à partir de la définition
de V comme noyau de la surjection (3.7).

Remarque 3.4.6. La Proposition 3.4.4 implique en particulier que les seuls sous-quotients
irréductibles du Fp[BS ]-module IndGSBS (η) sont le Fp-caractère η et le noyau V de la surjection
(3.7), et qu’ils sont tous deux de multiplicité 1.

Nous souhaitons maintenant étudier l’indécomposabilité du Fp[BS ]-module IndGSBS (η). Au-
trement dit, nous voulons déterminer les conditions sous lesquelles la suite exacte courte sui-
vante de Fp[BS ]-modules admet un scindage :

1 −→ V −→ IndGSBS (η) −→ η −→ 1 . (3.10)

Ceci équivaut à étudier les cas où η peut être obtenu comme sous-Fp[BS ]-module de IndGSBS (η).
Supposons donc qu’il existe une fonction lisse non nulle f : GS → Fp telle que b · f = η(b)f

pour tout élément b ∈ BS . Par définition de l’action de GS sur IndGSBS (η), cette condition est
équivalente à la suivante :

∀ b ∈ BS , ∀ g ∈ GS , f(gb) = η(b)f(g) = f(bg) , (3.11)

qui assure en particulier que la droite engendrée par f est stable sous l’action de BS et que
l’élément f est fixe sous l’action de U . On rappelle maintenant qu’il existe, par lissité de f , un

entier N ∈ N tel que f soit fixe sous l’action du sous-groupe UN :=

(
1 0

$N
F OF 1

)
. Un calcul

direct montre alors que l’on a, pour tout x ∈ F× et tout k ∈ Z,(
1 0
x 1

)
= αk0

(
1 0

x$2k
F 1

)
α−k0 .
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Comme α0 est contenu dans BS , on déduit de la relation (3.11) que f est fixe sous l’action
du groupe U des matrices unipotentes inférieures. Il suffit maintenant de remarquer que l’on a
l’égalité matricielle suivante :

w0 =

(
1 −1
0 1

)(
1 0
1 1

)(
1 −1
0 1

)
pour conclure que l’action de w0 fixe l’élément f , et donc 7 que la droite engendrée par f
est stable sous l’action de GS . Elle définit par suite un Fp[GS ]-module de dimension 1, qui est
nécessairement égal au caractère trivial d’après la Proposition 3.3.1. Ceci implique en particulier
que le caractère η, qui est par définition égal à la restriction à BS du Fp[GS ]-module engendré
par f , doit lui aussi être trivial.
Réciproquement, la fonction constante égale à 1 engendre un sous-Fp[BS ]-module de IndGSBS (1)
qui est canoniquement isomorphe au caractère trivial. La Proposition 3.4.4 assure de plus que ce
sous-module est d’intersection nulle avec le noyau V de la surjection (3.7), ce qui prouve grâce
au Corollaire 3.4.5 que IndGSBS (1) est somme directe de ses deux sous-quotients irréductibles.
Nous avons donc démontré le résultat suivant, qui n’est autre que la seconde partie de la
première assertion du Théorème 3.4.1.

Proposition 3.4.7. Le Fp[BS ]-module IndGSBS (η) est décomposable si et seulement si η = 1 est
le caractère trivial. Dans ce cas, il est totalement décomposé.

3.4.2 Structure de Fp[GS]-module

Nous allons utiliser les résultats de la sous-section précédente pour déterminer la struc-
ture de Fp[GS ]-module des représentations de GS obtenues par induction parabolique. Nous
obtiendrons ainsi en particulier un critère simple d’irréductibilité pour ces représentations.

Proposition 3.4.8. Soit η : BS → F×p un caractère lisse.

1. IndGSBS (η) est une représentation irréductible de GS si et seulement si η n’est pas le carac-
tère trivial.

2. IndGSBS (1) est un Fp[GS ]-module indécomposable de longueur 2. Il admet le caractère trivial

comme sous-objet et la représentation de Steinberg StS :=
IndGSBS (1)

1
comme quotient.

Démonstration. Supposons tout d’abord que IndGSBS (η) soit un Fp[GS ]-module réductible. Le
Corollaire 3.4.5 et la Remarque 3.4.6 assurent alors que c’est un objet de longueur 2 qui admet
un sous-quotient de dimension 1, celui-ci étant nécessairement le caractère trivial d’après la
Proposition 3.3.1. Ceci implique que le caractère trivial est un sous-quotient du Fp[BS ]-module
IndGSBS (η), dont le seul sous-quotient de dimension 1 est η. On en déduit donc que l’on doit
avoir η = 1.
Réciproquement, la fonction constante égale à 1 engendre un sous-Fp[GS ]-module de IndGSBS (1)

isomorphe au caractère trivial. Le Corollaire 3.4.5 assure donc que le Fp[GS ]-module IndGSBS (1)

est de longueur 2 avec pour quotient la représentation StS :=
IndGSBS (1)

1
. C’est toutefois un

module indécomposable : si ce n’était pas le cas, la Remarque 3.4.6 impliquerait alors que le
sous-espace des fonctions de IndGSBS (1) à support dans BSw0U , qui n’est autre que le sous-
Fp[BS ]-module V introduit dans la Section 3.4.1, est stable sous l’action de GS . Ceci est faux
puisque pour tout sous-groupe ouvert compact U0 de U , l’image de la fonction indicatrice de

7. Par décomposition de Bruhat.



3.4.3 - Espaces de vecteurs invariants sous IS(1) 63

l’ouvert BSw0U0 sous l’action de w0 est égale à la fonction indicatrice du fermé BSU0, où
U0 := w0U0w0 est un sous-groupe ouvert compact de U , et n’est donc pas à support dans
BSw0U .

Une conséquence immédiate de ce résultat concerne le comportement des représentations
non supercuspidales vis-à-vis de la conjugaison par α. Elle nous sera très utile lorsque nous
devrons nous préoccuper de l’influence de nos choix de compacts maximaux sur nos résultats
(voir Section 3.5.5 pour plus de détails).

Proposition 3.4.9. Si V est une Fp-représentation lisse irréductible non supercuspidale de GS
sur Fp, alors V α et V sont des représentations isomorphes de GS sur Fp.

Démonstration. On rappelle qu’une représentation lisse irréductible non supercuspidale est une
représentation qui apparaît comme sous-quotient d’une représentation induite parabolique de
la forme IndGSBS (η) avec η : BS → F×p caractère lisse. La Proposition 3.4.8 assure donc que si V
est une représentation lisse irréductible non supercuspidale de GS sur Fp, elle se trouve dans
l’un des trois cas suivants :

– V est une représentation de la forme IndGSBS (η) avec η : BS → F×p non trivial ;
– V est le caractère trivial ;
– V est la représentation de Steinberg StS .

Si V est le caractère trivial, il n’y a rien à démontrer. Supposons maintenant que V = IndGSBS (η)

avec η : BS → F×p un caractère lisse. D’après la Proposition 2.2.5, on a(
IndGSBS (η)

)α
' IndGSBαS

(ηα) .

Puisque α fixe point par point le tore TS , on a immédiatement ηα = η et Bα
S = BS , ce qui

fournit l’isomorphisme annoncé dans ce cas.
Enfin, si V est la représentation de Steinberg, on sait grâce à la Proposition 3.4.8 que V
est l’unique quotient du Fp[GS ]-module IndGSBS (1). Cela implique que V α est quotient de la

représentation
(

IndGSBS (1)
)α
' IndGSBS (1), donc que V α est isomorphe à la représentation de

Steinberg StS , ce qui termine la démonstration.

Remarque 3.4.10. Comme nous l’avons démontré dans la preuve ci-dessus, l’énoncé de la
Proposition 3.4.9 est encore valable lorsque V = IndGSBS (1), qui n’est pas un Fp[GS ]-module
irréductible 8.

3.4.3 Espaces de vecteurs invariants sous IS(1)

Le Lemme 3.2.8 fournit la décomposition en doubles classes ouvertes disjointes

GS = BSIS(1) tBSβ0IS(1)

qui assure en particulier que tout élément IS(1)-invariant de IndGSBS (η) est entièrement déter-
miné par ses valeurs en I2 et en β0. Ceci implique donc directement le résultat suivant.

Proposition 3.4.11. L’espace des vecteurs IS(1)-invariants de IndGSBS (η) est de dimension 2

sur Fp. Il est engendré par la famille de fonctions IS(1)-invariantes {`1,η, `2,η} satisfaisant aux
égalités suivantes : {

`1,η(I2) = 1 ; `2,η(I2) = 0 ;
`1,η(β0) = 0 ; `2,η(β0) = 1 .

8. Mais est trivialement un quotient d’une représentation lisse de GS obtenue par induction parabolique...
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Remarque 3.4.12. Si l’on reprend les notations de la Section 3.4.1, on voit par exemple que
V est le Fp[BS ]-module engendré par la fonction `2,η tandis que le quotient η est engendré par
l’image de `1,η sous l’application d’évaluation en I2.

Etudions maintenant l’action du sous-groupe d’Iwahori IS sur ces deux fonctions. Si i est
un élément de IS = TS(kF )IS(1), on peut l’écrire sous la forme i = ti1 avec t ∈ TS(O×F ) et
i1 ∈ IS(1). On a alors :

∀ f ∈
(

IndGSBS (η)
)IS(1)

, ∀ x ∈ GS , (i · f)(x) = (t · f)(x) = f(xt) . (3.12)

La décomposition GS = BSIS(1)tBSβ0IS(1) permet alors de distinguer deux possibilités pour
l’élément x ∈ GS .

– Ou bien x = bξ avec b ∈ BS et ξ ∈ IS(1), auquel cas l’on a xt = bt(t−1ξt). Comme
t ∈ TS(O×F ) normalise IS(1) et comme f est supposée invariante sous l’action de IS(1),
on obtient ainsi que

(t · f)(x) = η(bt)f(1) = η(t)f(b) = η(t)f(x) . (3.13)

– Ou bien x = bβ0ξ avec b ∈ BS et ξ ∈ IS(1), auquel cas on peut cette fois écrire que
xt = b(β0tβ

−1
0 )β0(t−1ξt) avec t−1ξt ∈ IS(1) et β0tβ

−1
0 ∈ TS(O×F ). On en déduit donc que

l’on a

(t · f)(x) = η(bβ0tβ
−1
0 )f(β0) = η(β0tβ

−1
0 )f(bβ0) = η(β0tβ

−1
0 )f(x) . (3.14)

Par conséquent, si l’on note η+ et η− les Fp-caractères lisses de IS respectivement obtenus par
inflation de la restriction à TS(O×F ) des caractères η et ηw0 := η(w0.w

−1
0 ), on obtient le résultat

suivant.

Lemme 3.4.13. Le sous-groupe d’Iwahori IS agit respectivement sur les fonctions `1,η et `2,η
par les caractères η+ et η−. Autrement dit, on a :

∀ i ∈ IS ,
{
i · `1,η = η+(i)`1,η ;
i · `2,η = η−(i)`2,η .

Ceci montre en particulier que IndGSBS (η) admet au plus deux composantes IS-isotypiques non
nulles, à savoir celles associées à η+ et à η−. Remarquons en outre que l’égalité w2

0 = I2 implique
grâce à un calcul direct que η+ = 1 si et seulement si η est un caractère non ramifié 9 de F×,
ce qui prouve en particulier le résultat suivant.

Corollaire 3.4.14. Soit η : BS → F×p un caractère lisse.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) IndGSBS (η) admet des vecteurs IS-invariants non nuls ;

ii) η+ = 1 ;

iii) η− = 1 ;

iv) η est non ramifié.

2. Pour tout caractère lisse non ramifié η : BS → F×p , on a

(
IndGSBS (η)

)IS
=
(

IndGSBS (η)
)IS(1)

.

9. i.e. de restriction triviale à O×F .



3.4.3 - Espaces de vecteurs invariants sous IS(1) 65

Passons maintenant à l’étude de l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de la représentation de
Steinberg.

Proposition 3.4.15. L’espace des vecteurs IS(1)-invariants du Fp[GS ]-module StS est de di-
mension 1 sur Fp. Plus précisément, on dispose de la suite exacte courte suivante de Fp-espaces
vectoriels :

1 −→ 1 −→ (IndGSBS (1))IS(1) −→ (StS)IS(1) −→ 1 . (3.15)

Démonstration. On commence par appliquer le foncteur des IS(1)-invariants, qui est exact à
gauche, à la suite exacte courte de Fp[GS ]-modules

1 −→ 1 −→ IndGSBS (1) −→ StS −→ 1

définissant la représentation de Steinberg. On obtient ainsi la suite exacte suivante de Fp-espaces
vectoriels :

1 −→ Fp1GS −→ Fp`1,1 ⊕ Fp`2,1 −→ (StS)IS(1) . (3.16)

Prouver la proposition revient donc à démontrer la surjectivité de la flèche de droite dans la suite
exacte (3.16). Pour cela, considérons un élément f ∈ (StS)IS(1) et un relèvement f̃ ∈ IndGSBS (1)

de f . Nous voulons prouver que f̃ est invariant sous l’action de IS(1). Tout d’abord, l’hypothèse
de IS(1)-invariance sur f se traduit de la manière suivante pour f̃ :

∀ i ∈ IS(1), ∃ λ(i) ∈ Fp | i · f̃ − f̃ = λ(i)1GS . (3.17)

Pour conclure, nous allons prouver que la fonction λ : IS(1)→ Fp est identiquement nulle. Pour
ce faire, on commence par rappeler que l’on dispose, par définition des éléments de IndGSBS (1),
des identités suivantes :

∀ b ∈ BS , ∀ x, i ∈ IS(1),

{
(i · f̃ − f̃)(bx) = f̃(xi)− f̃(x) ;

(i · f̃ − f̃)(bw0x) = f̃(w0xi)− f̃(w0x) .
(3.18)

On remarque ensuite que λ est un homomorphisme de groupes puisqu’il vérifie :

∀ u, v ∈ IS(1), λ(uv)1GS = u · (v · f̃)− u · f̃ + u · f̃ − f̃
= u · (f̃ + λ(v)1GS )− u · f̃ + λ(u)1GS
= (λ(u) + λ(v))1GS ,

la dernière égalité provenant de l’invariance de la fonction 1GS sous l’action de IS(1). Nous
obtenons donc que λ(uv) = λ(u) + λ(v) pour tous éléments u, v ∈ IS(1).
Sachant d’une part que IS(1) est engendré par U(OF ), U(pF ) et TS(1 + pF ), et d’autre part
que la relation (3.17) implique que λ(u) = (u · f̃ − f̃)(I2) pour tout élément u ∈ IS(1), on
peut conclure comme suit : l’appartenance de f̃ à IndGSBS (1) assure que pour tout élément u de
U(OF ) ou de TS(1 + pF ), on a λ(u) = 0. Par ailleurs, si u = w−1

0 vw0 ∈ U(pF ) avec v ∈ U(pF ),
la seconde relation de (3.18) assure que l’on a λ(u) = λ(w−1

0 vw0) = f̃(vw0)− f̃(w0) = 0 car v
est contenu dans BS .
L’homomorphisme λ étant nul sur un système générateur de IS(1), il est identiquement nul et
f̃ est bien un élément IS(1)-invariant de IndGSBS (1).

Corollaire 3.4.16. Pour tout caractère lisse η : BS → F×p , la représentation de GS portée par
IndGSBS (η) est engendrée par l’espace de ses vecteurs IS(1)-invariants.

Démonstration. Si η n’est pas le caractère trivial, la Proposition 3.4.8 assure que la représen-
tation IndGSBS (η) est irréductible et il n’y a rien à démontrer grâce au Lemme 2.1.9. Supposons
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à présent que η = 1 et considérons un élément F̃ de IndGSBS (1). Comme StS est une représen-
tation irréductible de GS , elle est engendrée par ses vecteurs IS(1)-invariants, et l’image de F̃
dans le quotient StS est donc de la forme

∑
j∈J

gj · fj avec J un ensemble fini d’indices et, pour

tout j ∈ J , gj ∈ GS et fj ∈ (StS)IS(1). La suite exacte courte (3.15) permet de relever chaque

fj en un élément Fj ∈
(

IndGSBS (1)
)IS(1)

et assure que la différence F̃ −
∑
j∈J

gj · Fj est alors

contenue dans 1, ce qui signifie qu’elle est égale à une fonction constante ` qui est évidemment
IS(1)-invariante. Nous obtenons finalement une écriture de F̃ sous la forme `+

∑
j∈J

gj ·Fj avec `

et les fonctions Fj qui sont des éléments IS(1)-invariants de IndGSBS (1), ce qui prouve le résultat
annoncé.

Remarque 3.4.17. Une seconde démonstration possible consiste à adapter ligne à ligne les
arguments développés pour GL2 par Barthel-Livné [BL95, Section 3] : elle est effectuée dans
la Section 7.1.

3.4.4 Absence d’isomorphismes non triviaux

Commençons par remarquer que puisque le caractère trivial est le seul Fp[GS ]-module de
dimension finie qui apparaît parmi les sous-quotients possibles des représentations de la forme
IndGSBS (η), il ne peut pas être isomorphe à une représentation paraboliquement induite ou à la
représentation de Steinberg, qui sont quant à elles de dimension infinie sur Fp.
Rappelons ensuite que si deux représentations de GS sont isomorphes, leurs espaces de vecteurs
IS(1)-invariants doivent être isomorphes comme Fp-espaces vectoriels. Les Propositions 3.4.11
et 3.4.15 excluent donc toute possibilité d’isomorphisme entre la représentation de Steinberg
et une représentation de la forme IndGSBS (η).
Il nous reste à étudier l’existence éventuelle d’un isomorphisme entre deux représentations
obtenues par induction parabolique. Si η et χ sont deux Fp-caractères lisses de BS , on sait par
réciprocité de Frobenius lisse (Proposition 2.2.1) que

HomGS (IndGSBS (η), IndGSBS (χ)) = HomBS (IndGSBS (η)|BS , χ) .

Une condition nécessaire pour qu’il existe un isomorphisme de Fp[GS ]-modules entre IndGSBS (η)

et IndGSBS (χ) est donc que χ soit un quotient du Fp[BS ]-module IndGSBS (η), ce qui n’est pos-
sible que si χ = η d’après la Remarque 3.4.6. Cette même remarque assure que χ est un
quotient de multiplicité 1 de IndGSBS (χ), ce qui montre que la dimension sur Fp de l’espace
EndGS (IndGSBS (χ)) = HomBS (IndGSBS (χ), χ) doit être égale à 1.

Si l’on récapitule, on voit que l’on a finalement démontré le résultat suivant.

Proposition 3.4.18. Il n’existe pas d’isomorphisme non trivial entre représentations non su-
percuspidales. Autrement dit : si π1 et π2 sont deux représentations non supercuspidales de GS
sur Fp, alors π1 et π2 sont isomorphes si et seulement s’il existe un caractère lisse η : BS → F×p
tel que π1 = π2 = IndGSBS (η). Dans ce cas, l’espace d’entrelacements EndGS (IndGSBS (η)) est de
dimension 1 sur Fp.
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3.4.5 Lien avec les représentations non supercuspidales de GL2(F )

Commençons par rappeler le résultat suivant [BL94, Theorem 30], qui décrit (à torsion par
un Fp-caractère lisse de G près) la structure de Fp[G]-module des représentations de GL2(F )
obtenues par induction parabolique des Fp-caractères lisses du sous-groupe de Borel B.

Théorème 3.4.19. Soit η : F× → F×p un caractère lisse.

1. Si η n’est pas le caractère trivial, alors la représentation de G portée par IndGB(η⊗ 1) est
irréductible.

2. La représentation IndGB(1) est de longueur 2 ; elle contient comme unique sous-objet la
représentation triviale, et son quotient est égal à la représentation de Steinberg St.

Nous démontrons maintenant le résultat suivant, qui établit un lien très fort entre repré-
sentations non supercuspidales de SL2(F ) et de GL2(F ).

Théorème 3.4.20. Pour tout Fp-caractère lisse η de F×, l’application de restriction à GS
induit un isomorphisme de Fp[GS ]-modules :

IndGB(η ⊗ 1)|GS ' IndGSBS (η) ,

ainsi qu’un isomorphisme de Fp[GS ]-modules entre St|GS et StS.

Démonstration. Sachant queG = BGS , l’isomorphisme entre les représentations IndGB(η⊗1)|GS
et IndGSBS (η) s’obtient directement par application de la décomposition de Mackey pour les
induites lisses.
On dispose alors en particulier d’un isomorphisme de Fp[GS ]-modules IndGB(1)|GS ' IndGSBS (1)

qui induit un morphisme injectif de Fp[GS ]-modules

IndGB(1)/1 ↪→ IndGSBS (1)/1 .

Le membre de droite (resp. de gauche) de cette application est par définition égal à StS (resp.
à St|GS ), ce qui permet de conclure par irréductibilité de StS que l’on a bien St|GS ' StS et
termine la démonstration.

Pour prouver ce théorème, on commence par remarquer que les induites paraboliques attachées
àG sont naturellement munies d’une structure de sous-Fp[GS ]-module des induites paraboliques
attachées à GS qui leur correspondent. Plus précisément, on dispose de l’énoncé suivant, qui
est une conséquence directe de la décomposition de Mackey pour les induites lisses (Proposition
2.2.8) puisque l’on a G = BGS .

Proposition 3.4.21. Pour tout caractère lisse η : F× → F×p , l’application de restriction à GS
définit un plongement de Fp[GS ]-modules

IndGB(η ⊗ 1)|GS ↪→ IndGSBS (η) .

Remarque 3.4.22. Le Théorème 3.4.20 permet de déduire le fait suivant à partir des résultats
de la Section 3.4.3 et de Barthel-Livné ([BL94, Lemma 28 & Corollary 36(1)] et [BL95, Lemma
27]) : si W est une représentation lisse de G sur Fp qui est sous-quotient d’une représentation
de la forme IndGB(η) avec η : B → F×p caractère lisse, et si V désigne sa restriction à GS , alors
W I(1) = V IS(1).
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3.5 Classification des représentations lisses irréductibles de
SL2(F )

3.5.1 Représentations lisses irréductibles des sous-groupes compacts maxi-
maux de GS

On rappelle que q = pf désigne le cardinal du corps résiduel kF et que l’on a fixé une fois
pour toutes une uniformisante $F de F ainsi qu’un plongement ι : kF ↪→ Fp. Pour tout entier
r ∈ {0, . . . , p − 1}, on note Symr(F2

p) la représentation du groupe fini SL2(kF ) ayant pour

espace sous-jacent
r⊕
i=0

Fpxr−iyi sur lequel un élément
(
a b
c d

)
de SL2(kF ) agit par :

Symr

((
a b
c d

))
(xr−iyi) := (ax+ cy)r−i(bx+ dy)i .

Pour tout f -uplet d’entiers ~r :=(r0, . . . , rf−1) de {0, . . . , p − 1}f , on définit Sym~r(F2
p) comme

la représentation de SL2(kF ) ayant pour espace vectoriel sous-jacent

V~r := Symr0(F2
p)⊗Fp Sym

r1(F2
p)⊗Fp . . .⊗Fp Sym

rf−1(F2
p)

sur lequel un élément
(
a b
c d

)
de SL2(kF ) agit par

Sym~r

((
a b
c d

))
(v0 ⊗ . . . vf−1) :=

f−1⊗
j=0

Symrj

((
ap

j
bp
j

cp
j

dp
j

))
(vj) .

On sait [J, Section 1] qu’à isomorphisme près, toute représentation lisse irréductible de SL2(kF )

sur Fp est de la forme Sym~r(F2
p) pour un unique paramètre ~r ∈ {0, . . . , p − 1}f . Ceci permet

de démontrer la propriété suivante, qui décrit toutes les représentations lisses irréductibles σ~r
de K0 sur Fp.

Lemme 3.5.1. Soit π une représentation lisse irréductible de K0 sur Fp. Il existe un unique
f -uplet ~r ∈ {0, . . . , p−1}f tel que π soit isomorphe à la représentation de K0 triviale sur ΓS et
obtenue par inflation de la représentation Sym~r(F2

p). On note σ~r cette représentation (et l’on
omet la flèche sur ~r lorsque f = 1).

Démonstration. Soit π une représentation lisse irréductible de K0 sur Fp. Puisqu’elle est non
nulle, le Lemme 2.1.9 assure qu’elle contient un vecteur non nul invariant sous l’action du pro-
p-groupe ΓS . L’hypothèse d’irréductibilité implique alors que l’action du sous-groupe distingué
ΓS sur π est triviale, ce qui signifie que l’action de K0 sur π se factorise à travers le quotient
K0/ΓS ' SL2(kF ) et termine la démonstration grâce au résultat sus-mentionné.

Corollaire 3.5.2. Pour toute représentation lisse irréductible π de K1 sur Fp, il existe un
unique paramètre ~r ∈ {0, . . . , p− 1}f tel que π soit isomorphe à la représentation σα~r .

Démonstration. Si π est une représentation lisse irréductible de K1 sur Fp, alors πα−1 est
une représentation lisse irréductible de α−1K1α = K0 sur Fp. D’après le Lemme 3.5.1, la
représentation πα−1 est donc isomorphe à une unique représentation de la forme σ~r, ce qui assure
que la représentation π = (πα

−1
)α est isomorphe à la représentation σα~r et que le paramètre ~r

est unique.
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Définition 3.5.3. On appelle poids de Serre de K0 toute représentation de K0 de la forme
σ~r avec ~r ∈ {0, . . . , p − 1}f . De la même manière, on appelle poids de Serre de K1 toute
représentation de K1 de la forme σα~r avec ~r ∈ {0, . . . , p− 1}f .

Remarque 3.5.4. Parce que cela nous sera utile par la suite, rappelons ici que Barthel et Livné
ont prouvé [BL94, Proposition 4] que toute représentation lisse irréductible de KZ sur Fp ayant
un caractère central trivial sur $F est, à isomorphisme près, de la forme σ~r,m := σ~r ⊗ detm

avec (~r,m) ∈ {0, . . . , p− 1}f × {0, . . . , p− 2} unique.

Pour finir, nous introduisons une notation supplémentaire déjà présente dans les les travaux
de Barthel-Livné [BL94, BL95] et de Breuil [Br] : pour tout ~r = (r0, . . . , rf−1), on note U~r

l’opérateur de σ~r défini par U~r :=

f−1⊗
i=0

Uri , où Uri ∈ EndFp(σri) est défini par Uri(y
ri) = yri et :

∀ j ∈ {0, . . . , ri − 1}, Uri(xri−jyj) = 0 .

3.5.2 Algèbres de Hecke sphériques associées à K0

Définition de l’opérateur τ~r

Fixons un poids de Serre σ~r de K0 et intéressons-nous à la structure de la Fp-algèbre
HFp(GS ,K0, σ~r). Par ce que nous avons rappelé lors du chapitre de préliminaires généraux
(Section 2.3), ceci revient à étudier la structure de l’algèbre de convolution HFp(GS ,K0, σ~r).
La décomposition de Cartan de GS associée à K0 (Lemme 3.2.6) permet de reprendre ligne
à ligne la preuve de [BL94, Lemma 7], qui ne repose que sur l’action des éléments de U , et
d’obtenir ainsi l’énoncé suivant.

Lemme 3.5.5. La Fp-algèbre de convolution HFp(GS ,K0, σ~r) admet pour base la famille
{φn, n ≥ 0} définie comme suit :

i) φn admet pour support la double classe K0α
−n
0 K0 ;

ii) si n est strictement positif, φn(α−n0 ) = U~r ;

iii) φ0(I2) = Id.

Pour tout entier n ≥ 0, notons τn ∈ HFp(GS ,K0, σ~r) l’opérateur de Hecke correspondant à la
fonction φn ∈ HFp(GS ,K0, σ~r) par réciprocité de Frobenius compacte (Proposition 2.3.2) : la
famille {τn, n ≥ 0} est alors une base sur Fp de HFp(GS ,K0, σ~r). Elle satisfait de plus aux
relations suivantes.

Proposition 3.5.6. Pour tout n ∈ N, on a

τn+1 =

{
(τ1)n+1 si ~r 6= ~0 ;
(τ1 + 1)n+1 − (τ1 + 1)n si ~r = ~0.

Remarque 3.5.7. Dire que ~r = 0 équivaut à dire que σ~r est la représentation triviale de K0.

Démonstration. Il suffit de remarquer que l’on dispose de l’égalité suivante dans G :

αn0 =

(
1 0
0 $2n

F

)(
$−nF 0

0 $−nF

)
=

(
$−nF 0

0 $−nF

)
α2n,
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avec
(
$−nF 0

0 $−nF

)
élément du centre Z de G, de sorte que la double classe K0α

−n
0 K0 est

contenue dans la double classe KZα−2nK. Comme φn(α−n0 ) est par construction égal à la
valeur en α−2n de la n-ième fonction définissant la base de l’algèbre de convolution associée
au triplet (G,KZ, σ~r) [BL94, Lemma 7], on peut conclure en reprenant les calculs de Barthel-
Livné [BL94, Proposition 8] qui relient entre eux les opérateurs T2n ∈ HFp(G,KZ, σ~r). On
obtient ainsi que

τn =

{
τn1 si ~r 6= ~0 ;

(τ1 + 1)n−1τ1 si ~r = ~0 ;

ce qui prouve le résultat annoncé.

Corollaire 3.5.8. Posons

τ~r =

{
τ1 si ~r 6= ~0 ;

τ1 + 1 si ~r = ~0 .
(3.19)

Alors l’algèbre HFp(K0, σ~r) est égale à l’algèbre de polynômes Fp[τ~r].

Remarque 3.5.9. Il suffirait de prendre τ~r = τ1 pour pouvoir conclure quant à la structure
polynomiale de HFp(K0, σ~r). Le choix que nous effectuons ici dans la définition de τ~r s’explique
par un souci de compatibilité avec la théorie développée pour GL2(F ), et sera notamment
justifié par la Proposition 3.5.13 ci-après.

Action de τ~r sur les fonctions standard

Nous avons rappelé dans la Section 3.2.2 que le quotient GS/K0 est en bijection avec l’en-
semble des sommets de l’arbre de Bruhat-Tits X situés à distance paire de v0. Cette remarque
nous permet d’obtenir une description assez simple des doubles classes modulo K0 de GS en
termes de classes à gauche modulo K0.

Proposition 3.5.10. Pour tout entier n ≥ 0, la double classe K0α
n
0K0 possède la décomposi-

tion suivante en classes à gauche disjointes :

K0α
n
0K0 =

 ⊔
λ∈k2nF

(
A(λ) −1

1 0

)
αn0K0

 t
 ⊔
µ∈k2n−1

F

(
1 0

$FA(µ) 1

)
αn0K0

 .

Démonstration. Comme GS agit par isométries sur l’arbre X , l’action de K0 = StabGS (v0) sur
les sommets de X ne modifie pas la distance au sommet v0. Par conséquent, tout élément de
K0α

n
0K0 envoie v0 sur un sommet situé à distance 2n, ce qui assure grâce à la Proposition 3.2.1

que K0α
n
0K0 est contenu dans la réunion de classes disjointes ⊔

λ∈k2nF

(
1 A(λ)
0 1

)
α−n0 K0

 t
 ⊔
µ∈k2n−1

F

(
1 0

$FA(µ) 1

)
αn0K0

 .

Cette réunion correspond au membre de droite de l’égalité figurant dans l’énoncé puisque l’on
dispose de l’identité suivante, valable pour tout élément λ ∈ k(N)

F :(
1 A(λ)
0 1

)
α−n0 =

(
1 A(λ)
0 1

)(
0 −1
1 0

)
αn0

(
0 1
−1 0

)

=

(
A(λ) −1

1 0

)
αn0

(
0 1
−1 0

)
.

.
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Comme la fonction A(.) est par définition à valeurs entières, l’inclusion réciproque est évidente
et l’égalité voulue est donc prouvée.

Ce dernier résultat permet de donner une expression plus explicite de la formule (2.4) rappelée
dans le Chapitre 2 lorsque Tf = τ1 est l’opérateur qui apparaît dans la Proposition 3.5.6.

Corollaire 3.5.11. Pour tout élément g ∈ GS et tout vecteur v ∈ σ~r, on a l’identité suivante :

τ1([g, v]) =
∑
λ∈k2F

[
g

(
A(λ) −1

1 0

)
α0, U~rσ~r

((
0 1
−1 A(λ)

))
v

]
+

∑
µ∈kF

[
g

(
1 0

$FA(µ) 1

)
α0, U~rv

]
.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule (2.4) en choisissant pour système de représen-
tants des classes à gauche modulo K0 de K0α

−1
0 K0 = K0α0K0 celui de la Proposition 3.5.10,

puis de remarquer que l’on a, pour tout élément µ ∈ kNF ,

σ~r

((
1 0

−$FA(µ) 1

))
= Sym~r(I2) = Id .

3.5.3 Compatibilité avec les objets analogues pour GL2(F )

Comme nous l’avons déjà mentionné, les travaux de Barthel-Livné [BL94, BL95] montrent
l’existence, pour tout poids de Serre σ~r,m de KZ, d’un opérateur T~r,m ∈ HFp(G,KZ, σ~r,m) tel
que la Fp-algèbre de Hecke est égale à l’algèbre des polynômes en T~r,m :

HFp(G,KZ, σ~r,m) = Fp[T~r,m] . (3.20)

Comme σ~r,m et σ~r,n ont la même restriction à GS quelles que soient les valeurs de m et n, on
peut imposer sans perte d’information que m = 0, ce qui signifie que l’on considère le poids σ~r.
La valeur de l’opérateur T~r := T~r,0 sur les fonctions standard de indGKZ(σ~r) est alors donnée
par la formule suivante [Br, équation (4)] :

∀ g ∈ G, ∀ v ∈ σ~r, T~r([g, v]) = [gα, U~rv] +
∑
λ∈kF

[gg0
1,λ, σ~r(ω)U~rσ~r(ωλ)v] , (3.21)

ce qui montre notamment que si le support dans l’arbre X de f ∈ indGKZ(σ~r) est inclus dans
Ap (resp. : dans l’orbite Aimp), alors le support de T~r(f) est contenu dans Aimp (resp. : Ap).

Remarquons maintenant que l’on dispose d’un morphisme injectif de Fp[GS ]-modules

indGSK0
(σ~r) → indGKZ(σ~r) ,

[g, v] 7→ [g, v]

dont l’image est égale à l’ensemble des éléments de indGKZ(σ~r) à support dans KZGS , i.e. de
support dans l’arbre contenu dans Ap. De même, l’application définie par

indGSK1
(σα~r ) → indGKZ(σ~r)

[g, v] 7→ [gα, v]

est un morphisme injectif de Fp[GS ]-modules ayant pour image l’ensemble des éléments de
indGKZ(σ~r) à support dans KZαGS , i.e. de support dans l’arbre contenu dans Aimp. Comme
l’action de T~r sur X envoie Ap dans Aimp et vice-versa, on obtient déjà l’énoncé suivant.
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Proposition 3.5.12. Pour toute Fp-représentation lisse irréductible σ~r de K0, l’application

Φ : indGSK0
(σ~r)⊕ indGSK1

(σα~r ) → indGKZ(σ~r)

([g1, v1], [g2, v1]) 7→ [g1, v1] + [g2α, v2]

est un isomorphisme de Fp[GS ]-modules. De plus, l’action de l’opérateur T~r ∈ HFp(G,KZ, σ~r)

sur indGKZ(σ~r) « échange » les deux facteurs directs qui apparaissent dans le membre de gauche.

En particulier, nous obtenons ainsi que l’action de l’opérateur T 2
~r définit un endomorphisme

GS-équivariant du facteur indGSK0
(σ~r), et correspond donc à un élément de l’algèbre de Hecke

H(GS ,KS , σ~r). Le Théorème 3.5.8 rend alors légitime l’interrogation suivante : quel est le
polynôme en τ~r qui permet de décrire l’action de T 2

~r sur indGSK0
(σ~r) ? La réponse est très simple

et tout à fait conforme à l’intuition, comme en atteste le résultat suivant.

Proposition 3.5.13. Soit σ~r un poids de Serre pour K0. Pour tout élément g ∈ GS et tout
vecteur v ∈ σ~r, on a

T 2
~r ([g, v]) = τ~r([g, v]) .

Démonstration. Par GS-équivariance et Fp-linéarité des deux opérateurs T~r et τ~r, il suffit de
vérifier que notre énoncé est vrai pour g = I2. Le Corollaire 3.5.11 assure d’une part que l’on a

τ1([I2, v]) =
∑
λ∈k2F

[(
A(λ) −1

1 0

)
α0, U~rσ~r

((
0 1
−1 A(λ)

))
v

]
+

∑
µ∈kF

[(
1 0

$FA(µ) 1

)
α0, U~rv

]
=

∑
λ∈k2F

[(
$−1
F A(λ) −$F

$−1
F 0

)
, U~rσ~r

((
0 1
−1 A(λ)

))
v

]
+

∑
µ∈kF

[(
$−1
F 0

A(µ) $F

)
, U~rv

]

=
∑
λ∈k2F

[(
$2
F A(λ)

0 1

)(
0 −1
1 0

)(
$−1
F 0

0 $−1
F

)
, U~rσ~r

((
0 1
−1 A(λ)

))
v

]
+

∑
µ∈kF

[(
1 0

$FA(µ) $2
F

)(
$−1
F 0

0 $−1
F

)
, U~rv

]
.

Remarquons maintenant que, puisque σ~r agit via la réduction modulo $F des éléments de K0

et puisque le support de l’opérateur U~r est égal à la droite engendrée par y~r, on peut écrire que

U~rσ~r

((
0 1
−1 A(λ)

))
v = U~rσ~r

((
1 0
0 −1

))
σ~r(ωλ0)v = (−1)~rU~rσ~r(ωλ0)(v) ,

en prenant garde au fait que σ~r est à présent considérée comme une représentation de KZ. On
obtient ainsi l’expression suivante de τ1([I2, v]) :

τ1([I2, v]) =
∑
λ∈k2F

[(
$2
F A(λ)

0 1

)(
0 −1
1 0

)(
$−1
F 0

0 $−1
F

)
, (−1)~rU~rσ~r(ωλ0)(v)

]
+

∑
µ∈kF

[(
1 0

$FA(µ) $2
F

)(
$−1
F 0

0 $−1
F

)
, U~rv

]
.
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D’autre part, les calculs effectués par Breuil [Br, Equations (4) à (8)] pour l’opérateur T~r
permettent d’écrire que :

T 2
~r ([I2, v]) =

∑
λ∈k2F

[(
$2
F A(λ)

0 1

)
, σ~r(w)U~rσ~r(ωλ1)σ(w)U~rσ~r(ωλ0)(v)

]
+

∑
µ∈kF

[(
1 0

$FA(µ) $2
F

)
, U~rσ~r(ωµw)U~rv

]
+ [I2,

∑
µ∈kF

U~rσ~r(w)U~rσ~r(ωµ)(v)] + [I2, σ~r(w)U~rσ~r(w)U~rv]

=
∑
λ∈k2F

[(
$2
F A(λ)

0 1

)
, σ~r(ω0)σ~r

((
1 0
0 −1

))
U~rσ~r

((
1 0

−A(λ1) 1

))
U~rσ~r(ωλ0)(v)

]
+

∑
µ∈kF

[(
1 0

$FA(µ) $2
F

)
, U~rσ~r

((
1 0

−A(µ) 1

))
U~rv

]
+ [I2,

∑
µ∈kF

U~rσ~r(w)U~rσ~r(ωµ)(v)] + [I2, σ~r(w)U~rσ~r(w)U~rv]

=
∑
λ∈k2F

[(
$2
F A(λ)

0 1

)(
0 −1
1 0

)(
$−1
F 0

0 $−1
F

)
, (−1)~rU~rU~rσ~r(ωλ0)(v)

]
+

∑
µ∈kF

[(
1 0

$FA(µ) $2
F

)
, U~rU~rv

]
+ [I2,

∑
µ∈kF

U~rσ~r(w)U~rσ~r(ωµ)(v)] + [I2, σ~r(w)U~rσ~r(w)U~rv] .

En remarquant que l’on dispose de l’égalité U~rU~r = U~r et que l’on a, puisque le support et
l’image de U~r sont tous deux égaux à la droite engendrée par y~r,

∀ a, d ∈ O×F , ∀ c ∈ OF , σ~r
((

a 0
c d

))
U~rv = d~rU~rv ,

on obtient finalement l’expression suivante de T 2
~r ([I2, v]) :

T 2
~r ([I2, v]) =

∑
λ∈k2F

[(
$2
F A(λ)

0 1

)(
0 −1
1 0

)(
$−1
F 0

0 $−1
F

)
, (−1)~rU~rσ~r(ωλ0)(v)

]
+

∑
µ∈kF

[(
1 0

$FA(µ) $2
F

)
, U~rv

]
+ [I2,

∑
µ∈kF

U~rσ~r(w)U~rσ~r(ωµ)(v)] + [I2, σ~r(w)U~rσ~r(w)U~rv] .

Pour conclure, il nous suffit de rappeler [BL94, page 271] que U~rσ~r(w)U~r est nul si ~r 6= ~0 tandis
que U~0σ~0(w)U~0 est l’application identité. La nullité de Card(kF ) = pf dans Fp assure alors que

[I2,
∑
µ∈kF

U~rσ~r(w)U~rσ~r(ωµ)(v)] + [I2, σ~r(w)U~rσ~r(w)U~rv] =

{
0 si ~r 6= ~0 ;

[I2, v] si ~r = ~0 .

Nous avons ainsi démontré que l’on a

T 2
~r ([I2, v]) =

{
τ1([I2, v]) si ~r 6= ~0

(τ1 + 1)([I2, v]) si ~r = ~0

= τ~r([I2, v]) par (3.19) ,

ce qui prouve le résultat annoncé.
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Remarque 3.5.14. Un autre point de vue possible sur ce résultat est le suivant : grâce à la
Proposition 3.5.12, l’application de restriction à indGSK0

(σ~r) définit un morphisme de Fp-algèbres
allant de Fp[T 2

~r ] vers Fp[τ~r] = HFp(GS ,K0, σ~r). L’énoncé de la Proposition 3.5.13 affirme alors
que ce morphisme est un isomorphisme de Fp-algèbres, que la Proposition 3.5.12 permet de
réécrire sous la forme suivante :

HFp(GS ,K0, σ~r) ' {Φ ∈ HFp(G,KZ, σ~r) | Φ(indGSK0
(σ~r)) ⊂ indGSK0

(σ~r)} .

3.5.4 Autre description des représentations non supercuspidales

L’objectif de cette sous-section est de relier les représentations non supercuspidales que nous
avons étudiées dans la Section 3.4 aux induites compactes des poids de Serre σ~r et σα~r . Pour
cela, nous allons une fois encore nous appuyer sur certains résultats obtenus par Barthel-Livné
dans leur étude des représentations modulo p de GL2(F ), que nous rappelons maintenant.

Rappels concernant GL2(F )

Pour toute paire de paramètres (~r, λ) ∈ {0, . . . , p−1}f×Fp, on note π(~r, λ) la représentation
de G portée par le conoyau de l’opérateur T~r − λ :

π(~r, λ) :=
indGKZ(σ~r)

T~r − λ
.

Ces représentations conoyaux permettent d’énoncer le théorème suivant, qui reprend une partie
des résultats énoncés dans [BL94, Theorem 30 & Theorem 33].

Théorème 3.5.15. 1. Toute Fp-représentation lisse irréductible à caractère central de G
peut s’écrire comme quotient d’une représentation de la forme π(~r, λ) ⊗ (χ ◦ det) où
χ : F× → F×p est un caractère lisse modérément ramifié.

2. Si λ 6= 0 et (~r, λ) 6= (~0,±1), la représentation π(~r, λ) est isomorphe à la représentation
IndGB(µλ−1 ⊗ µλι~r), et est irréductible si et seulement si (~r, λ) 6= (

−−−→
p− 1,±1).

3. La représentation π(~0,±1) est une extension non triviale du caractère µ±1 ◦ det par la
représentation (µ±1 ◦ det)⊗ St.

Nous introduisons alors le vocabulaire suivant : si π est une représentation lisse irréductible à
caractère central de G sur Fp, on dit que

– (~r, λ, χ) est une paramétrisation possible de π lorsqu’il existe un morphisme surjectif de
Fp[G]-modules π(~r, λ)⊗ (χ ◦ det) � π ;

– π est supersingulière lorsqu’elle admet une paramétrisation de la forme (~r, 0, χ).

On dispose alors du résultat suivant [BL94, Theorem 34].

Théorème 3.5.16. Soient π une représentation lisse irréductible à caractère central de G sur
Fp et (~r, λ, χ) une paramétrisation possible de π. On est toujours dans l’un des quatre cas
suivants :

1. π est un caractère η ◦ det, et l’on a alors (~r, λ, χ) = (~0, ±1, ηµ±1) ;
2. π est de la forme IndGB(χ1 ⊗ χ2), et la paire (~r, λ) doit alors vérifier χ2|O×F = ι~rχ1|O×F

et λ2 = (χ1χ
−1
2 )($F ). En outre, on a forcément λ 6= 0, χ = χ1µλ et, dans le cas où

~r ∈ {~0, −−−→p− 1}, on a de plus λ 6= ±1.
3. π est une représentation de la série spéciale (η ◦ det) ⊗ St, et l’on a alors (~r, λ, χ) =

(
−−−→
p− 1, ±1, ηµ±1)

4. π est supersingulière, et on a alors forcément λ = 0.
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Conséquences pour SL2(F )

Nous commençons par introduire les analogues des représentations conoyaux attachées au
sous-groupe compact maximal K0 de SL2(F ). Pour toute paire (~r, λ) ∈ {0, . . . , p − 1}f × Fp
de paramètres, on pose

π0(~r, λ) :=
indGSK0

(σ~r)

(τ~r − λ)
.

Ce sont des représentations lisses de GS sur Fp qui vérifient la propriété suivante.

Proposition 3.5.17. Pour toute paire de paramètres (~r, λ) avec λ 6= 0, le Fp[GS ]-module
π(~r, λ)|GS est isomorphe à π0(~r, λ2).

Démonstration. D’après la Proposition 3.5.12, l’application identité induit une injection de
Fp[GS ]-modules

indGSK0
(σ~r) ↪→ indGKZ(σ~r) .

En la composant à gauche avec l’application de réduction modulo T~r − λ, on obtient une
application Fp-linéaire et GS-équivariante non nulle 10

indGSK0
(σ~r)→ π(~r, λ) . (3.22)

La Proposition 3.5.13 permet alors de déduire de la factorisation T 2
~r − λ

2 = (T~r − λ)(T~r + λ)
que le morphisme (3.22) se factorise en un morphisme non nul de Fp[GS ]-modules

π0(~r, λ2)→ π(~r, λ) . (3.23)

Nous montrons d’abord que l’application (3.23) est injective lorsque λ est non nul. Soient
f ∈ π0(~r, λ2) et f ∈ indGSK0

(σ~r) un relèvement de f . Dire que f appartient au noyau du
morphisme (3.23) signifie qu’il existe une fonction g ∈ indGKZ(σ~r) et une fonction h ∈ indGSK0

(σ~r)
telles que

f − (T~r − λ)(g) = (T 2
~r − λ

2)(h) . (3.24)

Décomposons alors g à l’aide de la Proposition 3.5.12 : g = g0+g1 avec gi élément de indGSKi (σα
i

~r ).
Ceci permet d’écrire l’identité (3.24) sous la forme

f − (T~r − λ)(g0 + g1) = (T 2
~r − λ

2)(h)

ou encore
f − T~r(g1) + λg0 − (T 2

~r − λ
2)(h) = T~r(g0)− λg1 . (3.25)

Pour que cette égalité soit possible, il est nécessaire que ses deux membres soient nuls : en effet,
le terme de gauche est à support dans l’orbite Ap de l’action de GS sur l’arbre de Bruhat-Tits
X tandis que le membre de droite est à support dans l’orbite Aimp. On en déduit donc que
T~r(g0) = λg1, ce qui se réécrit g1 = λ−1T~r(g0) puisque λ est non nul, puis que

f = T~r(g1)− λg0 + (T 2
~r − λ

2)(h) = λ−1(T 2
~r − λ

2)(g0 + λh)

avec g0 + λh ∈ indGSK0
(σ~r). La Proposition 3.5.13 assure alors que f est un élément de l’image

de τ~r, ce qui signifie que f = 0 et montre que le morphisme (3.23) est injectif.

Nous démontrons maintenant sa surjectivité. D’après la Proposition 3.5.12, tout élément
du Fp[GS ]-module indGKZ(σ~r) s’écrit de manière unique sous la forme x+ y avec x ∈ indGSK0

(σ~r)

et y ∈ indGSK1
(σα~r ), et l’action de T~r échange les deux espaces. La Proposition 3.5.13 assure

10. Par exemple car l’élément [I2, x
~r] est clairement d’image non nulle dans π(~r, λ).
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donc que prouver la surjectivité du morphisme (3.23) revient à montrer que pour toute paire
(x, y) ∈ indGSK0

(σ~r)× indGSK1
(σα~r ), il existe des éléments z0, x0, x1 ∈ indGSK0

(σ~r) et z1 ∈ indGSK1
(σα~r )

tels que
(x+ y) + (T~r − λ)(z0 + z1) = x0 + (T 2

~r − λ
2)(x1) .

Par l’étude du support de chaque terme dans l’arbre X , on voit que ceci équivaut à demander
que le système suivant soit vérifié :{

x+ T~r(z1)− λz0 = x0 + (T 2
~r − λ

2)(x1) ;
y + T~r(z0)− λz1 = 0 .

(3.26)

Comme λ est supposé non nul, on peut poser z1 := λ−1y et x0 = x + T~r(λ
−1y). Ce sont

respectivement des éléments de indGSK1
(σα~r ) et indGSK0

(σ~r) qui vérifient{
x+ T~r(z1) = x+ T~r(λ

−1y) = x0 ;
y + T~r(0)− λz1 = y − y = 0 .

Le quadruplet (z0, x0, x1, z1) = (0, λ−1y, x+ T~r(λ
−1y), 0) est donc solution du système (3.26),

ce qui prouve la surjectivité du morphisme (3.23) et termine la démonstration.

Ce résultat permet d’obtenir une autre description des représentations non supercuspidales
de GS dont l’étude a fait l’objet de la Section 3.4.

Théorème 3.5.18. Soit (~r, λ) une paire de paramètres telle que λ 6= 0.
1. Si (~r, λ) 6= (~0, 1), il existe un isomorphisme de Fp[GS ]-modules

π0(~r, λ) ' IndGSBS (µλ−1ι
−−−−→
p−1−r) .

2. La représentation π0(~0, 1) est une extension non triviale du caractère trivial 1 par la
représentation de Steinberg StS.

Démonstration. Soit (~r, λ) ∈ {0, . . . , p− 1}f ×F×p une paire de paramètres avec (~r, λ) 6= (~0, 1).
On a alors (~r,

√
λ−1) 6= (~0,±1) donc le second point du Théorème 3.5.15 assure l’existence d’un

isomorphisme de Fp[G]-modules de la forme

π(~r,
√
λ−1) ' IndGB(µ√λ ⊗ µ√λ−1ι

~r) . (3.27)

Remarquons alors que

IndGB(µ√λ ⊗ µ√λ−1ι
~r) = IndGB(µλι

−−−−→
p−1−r ⊗ 1)⊗ (µ√

λ−1ι
~r ◦ det) ,

de sorte qu’en restreignant l’action deG àGS , on déduit de (3.27) l’existence d’un isomorphisme
de Fp[GS ]-modules

π(~r,
√
λ−1)|GS ' IndGB(µλι

−−−−→
p−1−r ⊗ 1)|GS (3.28)

qui se réécrit, grâce au premier point du Théorème 3.4.20, sous la forme

π(~r,
√
λ−1)|GS ' IndGSBS (µλι

−−−−→
p−1−r) , (3.29)

et montre donc que π0(~r, λ−1) est isomorphe à IndGSBS (µλι
−−−−→
p−1−r) grâce à la Proposition 3.5.17.

Signalons au passage que le choix de la racine
√
λ−1 n’a aucune influence sur le résultat.

Pour démontrer le second point, on rappelle que le Théorème 3.5.15 fournit la suite exacte
courte non scindée de Fp[G]-modules

1 −→ StG −→ π(~0, 1) −→ 1 −→ 1 . (3.30)
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Rappelons alors que la Proposition 3.5.12 assure que la restriction à π0(~0, 1) de la surjection
π(~0, 1) � 1 est encore surjective. Par ailleurs, on sait grâce au Théorème 3.4.20 que la restric-
tion à GS de la représentation StG fournit la représentation de Steinberg StS . On déduit donc
de la suite exacte (3.30) l’existence d’une suite exacte courte de Fp[GS ]-modules de la forme

1 −→ (StS ∩ π0(~0, 1)) −→ π0(~0, 1) −→ 1 −→ 1 .

Comme la représentation π0(~0, 1) est de dimension infinie sur Fp, elle n’est pas isomorphe au
caractère trivial et il faut donc que l’intersection StS∩π0(~0, 1) soit non nulle. Par irréductibilité
du Fp[GS ]-module StS , on obtient ainsi que StS∩π0(~0, 1) = StS , ce qui prouve que l’on dispose
en fait de la suite exacte courte suivante de Fp[GS ]-modules :

1 −→ StS −→ π0(~0, 1) −→ 1 −→ 1 . (3.31)

Cette extension de Fp[GS ]-modules n’est pas scindée car chaque terme de la suite exacte (3.30)
est le Fp[G]-module engendré par le terme qui lui correspond dans la suite exacte (3.31). Par
conséquent, tout scindage de (3.31) fournirait un scindage de (3.30), ce qui contredirait la
troisième assertion du Théorème 3.5.15.

Corollaire 3.5.19. Soit (~r, λ) une paire de paramètres avec λ 6= 0.

1. La représentation π0(~r, λ) admet un unique quotient irréductible. Ce quotient est une re-
présentation non supercuspidale de GS, et n’est isomorphe à aucune autre représentation
s’obtenant comme quotient de π(~s, µ) avec µ 6= 0 et (~r, λ) 6= (~s, µ).

2. L’isomorphisme (3.28) induit des isomorphismes de Fp[GS ]-modules :

π(~r,±λ)|GS ' π0(~r, λ2) .

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe des descriptions données par le
Théorème 3.5.18 ainsi que du Théorème 3.4.8 (pour l’unicité du quotient irréductible) et de la
Proposition 3.4.18 (pour l’absence d’isomorphismes). Le second point découle quant à lui des
descriptions du Théorème 3.5.18 et de l’isomorphisme (3.28).

Par analogie avec ce qui existe pour les représentations modulo p de GL2(F ), nous introduisons
la terminologie suivante : si V est une représentation lisse irréductible de GS sur Fp, on dit que

– la paire (~r, λ) est une paramétrisation possible par rapport à K0 de V si V est quotient
du Fp[GS ]-module π0(~r, λ) ;

– la représentation V est supersingulière par rapport à K0 si elle admet une paramétrisation
possible par rapport à K0 de la forme (~r, 0).

Proposition 3.5.20. La notion de supersingularité par rapport à K0 est bien définie : si V
admet une paramétrisation possible de la forme (~r, 0), alors toute paramétrisation possible de
V sera de cette forme.

Démonstration. Supposons par l’absurde que V admette une paramétrisation possible de la
forme (~ρ, λ) avec λ 6= 0. Le Corollaire 3.5.19 et le Théorème 3.4.20 assurent alors l’existence
d’une représentation W lisse irréductible à caractère central trivial sur $F et non supercus-
pidale de G sur Fp dont la restriction W |GS à GS est isomorphe à V . Le Théorème 3.5.16
affirme alors de plus que toute paramétrisation possible du Fp[G]-module W est de la forme
(~s, µ) avec µ non nul, tandis que la Remarque 3.4.22 assure que la restriction à GS établit un
isomorphisme d’espaces vectoriels entre W I(1) et V IS(1).
Rappelons maintenant que l’on a supposé V supersingulière par rapport à K0, ce qui signifie
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qu’il existe un morphisme de Fp[GS ]-modules φ : indGSK0
(σ~r) � V tel que φ ◦ τ~r = 0. Par ré-

ciprocité de Frobenius compacte, φ correspond à un morphisme de Fp[K0]-modules non nul 11

f : σ~r ↪→ V . Comme l’élément x~r ∈ σ~r est un générateur du Fp[KZ]-module σ~r qui est invariant
sous l’action de I(1) (et de IS(1)), son image par f doit nécessairement être un élément non
nul de V IS(1), que l’on peut identifier à un élément non nul w de W I(1) ' V IS(1).
Notons f̃ : σ~r ↪→ W le morphisme KZ-équivariant envoyant x~r sur w et ψ : indGKZ(σ~r) � W
le morphisme de Fp[G]-modules qui correspond à f̃ par réciprocité de Frobenius compacte. La
formule permettant de construire ψ à partir de f̃ et φ à partir de f , rappelée dans la preuve de
la Proposition 2.2.3, montre alors 12 que l’on a ψ(v) = φ(v) pour tout élément v ∈ indG0

K0
(σ~r),

vu comme un élément de indGKZ(σ~r) grâce à la Proposition 3.5.12. Ceci implique, grâce à la
Proposition 3.5.13, que l’on a :

∀ v ∈ σ~r, (ψ ◦ T 2
~r )([I2, v]) = (φ ◦ τ~r)([I2, v]) = 0 ,

et prouve donc, par G-équivariance de ψ et de T~r, que la fonction ψ ◦ T 2
~r est identiquement

nulle. Autrement dit, l’image de T~r est contenue dans le noyau de l’application ψ ◦ T~r, ce qui
assure que ψ ◦ T~r se factorise en un morphisme G-équivariant π(~r, 0) → W . Puisque la paire
(~r, 0) ne peut pas être une paramétrisation possible du Fp[G]-module W , il faut que l’on ait
ψ ◦T~r = 0, soit donc que ψ se factorise à travers π(~r, 0). Par suite, ψ doit être nulle puisque sa
non-nullité montrerait que (~r, 0) est une paramétrisation possible de W . Cependant, ceci est
absurde car la nullité de ψ impliquerait celle de φ, donc celle de V puisque φ est surjective.

Corollaire 3.5.21. Toute représentation supersingulière par rapport à K0 est supercuspidale.

Démonstration. La description explicite des représentations non supercuspidales de GS effec-
tuée dans le Théorème 3.4.8 permet de déduire du Théorème 3.5.18 que toute représentation
non supercuspidale admet une paramétrisation possible de la forme (~r, λ) avec λ 6= 0. La Pro-
position 3.5.20 implique alors qu’une telle représentation ne saurait être supersingulière, ce qui
prouve l’énoncé voulu par contraposition.

3.5.5 De l’inutilité relative de K1

Arrêtons-nous ici un instant pour rappeler que, contrairement à GL2(F ) qui admet une
unique classe de conjugaison de sous-groupes compacts maximaux, SL2(F ) admet deux classes
de sous-groupes compacts maximaux représentées par K0 et K1. Comme il n’existe a priori
aucune raison de privilégier K0 par rapport à K1, il semble raisonnable de vérifier si les objets
associés à K1 (algèbres de Hecke sphériques, représentations conoyaux) ne font pas apparaître
de nouvelles représentations de SL2(F ), ou s’ils ne fournissent pas de nouvelles paramétrisa-
tions des représentations déjà obtenues à partir des conoyaux associés à K0.
Nous allons montrer que toute l’information fournie par K1 est contenue dans (et est en fait
équivalente à) celle fournie par K0. La base de cette correspondance réside dans les arguments
développés à propos de la compatibilité entre l’induction compacte et la conjugaison des repré-
sentations dans le chapitre de préliminaires, et dans le fait que K0 et K1 sont conjugués dans
GL2(F ), dont SL2(F ) est un sous-groupe normal fermé.

11. donc injectif par irréductibilité du Fp[K0]-module σ~r.
12. C’est immédiat sur les fonctions de la forme [I2, v] avec v ∈ σ~r, et l’on conclut par GS-équivariance des

fonctions ψ et φ.
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Algèbres de Hecke sphériques associées à K1

Soit σα~r une Fp-représentation lisse irréductible deK1. D’après le Corollaire 2.3.6, on dispose
d’un isomorphisme de Fp-algèbres

HFp(GS ,K1, σ
α
~r ) ' HFp(GS ,K0, σ~r) . (3.32)

Si l’on note τ1
~r l’image de l’opérateur de Hecke τ~r par cet isomorphisme, on déduit directement

du Corollaire 3.5.8 et de l’isomorphisme (3.32) le résultat suivant.

Proposition 3.5.22. L’algèbre HFp(GS ,K1, σ
α
~r ) est égale à l’algèbre de polynômes Fp[τ1

~r ].

Comparaison des représentations conoyaux

A l’image de ce qui a été fait pour K0, la Proposition 3.5.22 mène à introduire les repré-
sentations conoyaux suivantes : pour toute paire de paramètres (~r, λ) ∈ {0, . . . , p − 1}f × Fp,
on pose

π1(~r, λ) :=
indGSK1

(σα~r )(
τ1
~r − λ

) .

On dit alors qu’une Fp-représentation lisse irréductible V de GS admet (~r, λ) comme paramé-
trisation possible par rapport à K1 s’il existe un morphisme surjectif de Fp[GS ]-modules de la
forme π1(~r, λ) � V . La représentation V est dite supersingulière par rapport à K1 lorsqu’elle
admet une paramétrisation possible de la forme (~r, 0).

Proposition 3.5.23. Pour toute paire de paramètres (~r, λ), la conjugaison par α induit un
isomorphisme de Fp[GS ]-modules entre π1(~r, λ) et (π0(~r, λ))α.

Démonstration. La Proposition 2.2.5 et la Remarque 2.2.6 assurent que la conjugaison par α
induit un isomorphisme de Fp[GS ]-modules :

indGSK1
(σα~r ) '

(
indGSK0

(σ~r)
)α

.

En outre, la définition de l’opérateur τ1
~r assure que cet isomorphisme est équivariant sous

l’action des algèbres de Hecke sphériques associées au poids de Serre de paramètre ~r, à savoir
HFp(GS ,K1, σ

α
~r ) sur le membre de gauche et HFp(GS ,K0, σ~r) sur le membre de droite, ce qui

suffit à démontrer le résultat voulu.

Corollaire 3.5.24. Soit (~r, λ) ∈ {0, . . . p− 1}f × F×p .

1. Le Fp[GS ]-module π1(~r, λ) admet un unique quotient irréductible, et les quotients associés
à deux telles paramétrisations distinctes ne sont pas isomorphes.

2. Si (~r, λ) est une paramétrisation possible par rapport à K1 de V , alors V n’est pas super-
cuspidale.

3. La notion de supersingularité par rapport à K1 est bien définie, et toute représentation
supersingulière par rapport à K1 est supercuspidale.

Démonstration. Les deux premiers énoncés proviennent directement du Corollaire 3.5.19 une
fois que l’on a remarqué que V est un quotient de π1(~r, λ) si et seulement si V α−1 est un quotient
de π0(~r, λ) et que l’on a rappelé que la Proposition 3.4.9 assure que toute représentation non
supercuspidale est isomorphe à sa représentation α-conjuguée. Le troisième énoncé provient
quant à lui de la combinaison des Propositions 3.5.20 et 3.5.23 et du Corollaire 3.5.21.
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Décomposition des conoyaux associés à G et à GS.

Fixons un paramètre ~r ∈ {0, . . . , p − 1}f . La décomposition du Fp[GS ]-module indGKZ(σ~r)
fournie par la Proposition 3.5.12 induit par passage au quotient un isomorphisme de Fp[GS ]-
modules

π(~r, 0) '
indGSK0

(σ~r)

T~r(indGSK1
(σα~r ))

⊕
indGSK1

(σα~r )

T~r(indGSK0
(σ~r))

. (3.33)

Par ailleurs, les résultats de compatibilité entre induction compacte et conjugaison établis dans
la Proposition 2.2.5 permettent de réécrire l’isomorphisme de la Proposition 3.5.12 sous la
forme :

indGKZ(σ~r)|GS ' indGSK0
(σ~r)⊕

(
indGSK0

(σ~r)
)α

.

Cette remarque va nous permettre d’analyser partiellement la structure des représentations
de GS données par π(~r, 0), π0(~r, 0) et π1(~r, 0). Pour ce faire, nous aurons besoin du résultat
suivant.

Proposition 3.5.25. Pour tout paramètre ~r, on dispose d’un isomorphisme de Fp[GS ]-modules(
indGSK0

(σ~r)
)α2

' indGSK0
(σ~r) .

Démonstration. On commence par rappeler que l’on a α2 = $Fα0 et que l’action par conju-
gaison du centre de G est triviale, ce qui montre déjà que l’on a(

indGSK0
(σ~r)

)α2

=
(

indGSK0
(σ~r)

)α0

= indGS
α0K0α

−1
0

(σα0
~r ) .

Considérons alors l’application Ψ : indGSK0
(σ~r)→ indGS

α0K0α
−1
0

(σα0
~r ) définie par :

∀ f ∈ indGSK0
(σ~r), ∀ g ∈ GS , Ψ(f)(g) := f(α−1

0 g) .

Ceci a un sens car α0 est un élément de GS et car on a, pour toute paire (k0, g) ∈ K0 ×GS ,

Ψ(f)(α0k0α
−1
0 g) = f(k0α

−1
0 g) = σ~r(k0)f(α−1

0 g) = σα0
~r (α0k0α

−1
0 )Ψ(f)(g) .

L’application Ψ est clairement Fp-linéaire, et sa GS-équivariance provient du calcul suivant :
pour tous g, x ∈ GS , on a

(g ·Ψ(f))(x) = Ψ(f)(xg) = f(α−1
0 xg) = (g · f)(α−1

0 x) = Ψ(g · f)(x) .

Comme la bijectivité de Ψ est immédiate, on en conclut que Ψ est un isomorphisme de Fp[GS ]-
modules, ce qui termine la démonstration.

Corollaire 3.5.26. Posons π~r :=
indGSK0

(σ~r)

T~r(indGSK1
(σα~r ))

.

1. L’isomorphisme (3.33) peut être réécrit sous la forme

π(~r, 0)|GS ' π~r ⊕ π
α
~r .

2. Les Fp[GS ]-modules (π(~r, 0))α et π(~r, 0) sont isomorphes.
3. L’opérateur T~r induit les suites exactes courtes non scindées suivantes de Fp[GS ]-modules :{

0 −→ πα~r −→ π0(~r, 0) −→ π~r −→ 0 ;
0 −→ π~r −→ π1(~r, 0) −→ πα~r −→ 0 .

Dans chacune de ces suites, la première flèche est définie par l’opérateur T~r tandis que la
seconde est donnée par la projection définie par l’isomorphisme du premier point.
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Démonstration. Les deux premières assertions découlent directement de la Proposition 3.5.25,
qui implique notamment que l’on a πα2

~r ' π~r, et de la G-équivariance de l’opérateur T~r. Nous
allons montrer l’existence de la première suite exacte fournie par la troisième assertion, la se-
conde suite exacte s’en déduisant par α-conjugaison.
On commence par remarquer que l’on dispose, par définition de π0(~r, 0) et de π~r, d’un mor-
phisme surjectif de Fp[GS ]-modules induit par l’application identité de indGSK0

(σ~r) :

π0(~r, 0) � π~r .

Son noyau est égal au quotient
T~r(indGSK1

(σα~r ))

T 2
~r (indGSK0

(σ~r))
, qui est naturellement isomorphe à l’image de

πα~r par l’opérateur G-équivariant T~r. L’injectivité de T~r, assurée par [BL94, Lemma 20], permet
donc d’en déduire que l’on a bien la suite exacte courte annoncée. Il nous reste à vérifier qu’elle
n’est pas scindée, ce qui se prouve par l’absurde : notons j la surjection définie par la flèche de
droite de notre suite exacte et supposons qu’il existe un homomorphisme de Fp[GS ]-modules
F : π~r → π0(~r, 0) tel que F ◦ j soit l’application identité. La Proposition 3.5.13 assure que l’on
devrait alors avoir :

∀ f ∈ indGSK0
(σ~r), F (f mod T~r) = (F ◦ j)(f mod T 2

~r ) = f mod T 2
~r .

Appliquons cette égalité à l’élément T~r([I2, x
~r]) : on obtient ainsi que

T~r([I2, x
~r]) mod T 2

~r = F (T~r([I2, x
~r]) mod T~r) = 0 ,

ce qui signifie que T~r[I2, x
~r] doit appartenir à T 2

~r (indGSK0
(σ~r)). Ceci est absurde pour des raisons

de support : en effet, la formule (3.21) assure que le support dans X de l’élément T~r([I2, x
~r])

est inclus dans le cercle de rayon 1, tandis que la Proposition 3.5.13 implique que tout élément
de T 2

~r (indGSK0
(σ~r)) = τ~r(indGSK0

(σ~r)) est à support dans l’orbite Ap, formée de la réunion des
cercles de rayon pair de X .

3.5.6 Introduction de l’Hypothèse 1

Position du problème

Pour aller plus loin dans l’analogie avec les résultats obtenus par Barthel-Livné sur les
Fp-représentations lisses irréductibles à caractère central de G, nous souhaiterions obtenir un
analogue du résultat suivant [BL94, Proposition 32 & Theorem 33], qui affirme que toute telle
représentation de G est quotient d’une représentation conoyau π(~r, λ) bien choisie.

Théorème 3.5.27. Soit V une Fp-représentation lisse irréductible à caractère central de G. Il
existe une paire de paramètres (~r, λ) ∈ {0, . . . p − 1}f × Fp et un caractère lisse χ : F× → F×p
tels que V soit isomorphe à un quotient de la représentation π(~r, λ)⊗ (χ ◦ det).

L’étude détaillée de la preuve de ce théorème montre qu’elle repose sur une bonne connais-
sance de l’action de IZ sur l’espace des vecteurs I(1)-invariants de indGKZ(σ~r) et sur l’énoncé
de finitude suivant, donné par [BL95, Proposition 16] dans le cas où σ~r = 1 et par [BL94,
Proposition 18] dans les autres cas.

Proposition 3.5.28. Soient η un Fp-caractère lisse de IZ et σ~r un poids de Serre de KZ. Sup-
posons que W soit un sous-HFp(G, IZ, η)-module non nul de la composante (IZ, η)-isotypique
de indGKZ(σ~r). Alors W est de codimension finie dans ladite composante isotypique.
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Pour pouvoir adapter de manière directe les arguments de Barthel-Livné, il nous faudrait
pouvoir prouver des résultats correspondants à ces deux énoncés pour les représentations lisses
irréductibles de GS sur Fp. Nous allons maintenant expliquer pourquoi il n’est malheureusement
pas possible d’espérer pouvoir le faire en toute généralité en exhibant un contre-exemple à

l’assertion de finitude demandée par la Proposition 3.5.28 lorsque ~r =

−−−→
p− 1

2
.

Remarque 3.5.29. Clarifions tout de suite un point : ceci ne signifie pas qu’il est impossible
d’obtenir un énoncé comparable à celui du Théorème 3.5.27 pour les représentations lisses
irréductibles de SL2(F ) sur Fp ! C’est simplement que la méthode suivie par Barthel-Livné
pour démontrer ce résultat n’est pas celle qu’il convient d’utiliser si l’on souhaite le démontrer
pour SL2(F ). Comme nous le verrons ci-après (Théorèmes 3.5.35 et 3.5.36), nous savons en
fait démontrer l’existence d’une paramétrisation possible par rapport à un sous-groupe compact
fixé pour la quasi-totalité des représentations lisses irréductibles considérées 13.

Structure des algèbres de Hecke-Iwahori attachées à SL2(F )

Si χ : IS → F×p est un caractère lisse, il est nécessairement trivial sur le pro-p-Iwahori IS(1)

et provient donc par inflation d’un Fp-caractère du groupe fini IS/IS(1) ' k×F . Autrement dit,
il existe un paramètre ~r ∈ {0, . . . , p− 1}f tel que :

∀ x ∈ k×F , χ
((

[x] 0
0 [x]−1

))
= x~r = ω~r(x) .

En particulier, on a χ2 = 1 si et seulement si ω~r = ω
−−−−→
p−1−r, ce qui équivaut à demander que ~r

prenne l’une des trois valeurs suivantes : ~0,
−−−→
p− 1

2
ou
−−−→
p− 1.

Par ailleurs, les doubles classes de GS modulo IS sont paramétrées par le groupe de Weyl 14

WS de SL2(F ). Un système de représentants des éléments de WS dans GS est fourni par la
famille {αn0 , w0α

n
0 ; n ∈ Z}. Si l’on note φn la fonction de support égal à ISα−n0 IS qui vaut 1

en α−n0 , et ψn la fonction de support égal à ISw0α
−n
0 IS qui vaut 1 en w0α

−n
0 , on dispose alors

du résultat suivant.

Proposition 3.5.30. L’algèbre de convolution H(GS , IS , χ) admet pour base
– la famille {φn, n ∈ Z} si χ2 6= 1 ;
– la famille {φn, ψn; n ∈ Z} si χ2 = 1.

Démonstration. Un élément de H(GS , IS , χ) est à support dans un nombre fini de doubles
classes modulo IS , donc peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie d’éléments à support
dans une seule double classe. Supposons maintenant que f soit un élément de H(GS , IS , χ) à
support dans une unique double classe modulo IS , et déterminons les valeurs qu’il peut prendre
en fonction de l’allure de la double classe qui forme son support.

– Si f est à support dans ISα−n0 IS , il est entièrement déterminé par sa valeur en α−n0 , qui
doit vérifier la condition suivante : pour tous éléments i1, i2 ∈ IS tels que i1α−n0 = α−n0 i2,

χ(i1)f(α−n0 ) = χ(i2)f(α−n0 ) . (3.34)

13. Nous verrons qu’en réalité, seul le cas où le corps F est de caractéristique 2 nécessite de faire une véritable
hypothèse.
14. Nous ne parlons bien entendu pas du groupe de Weyl fini W0 ' Z/2Z de SL2(F ), mais du groupe de

WeylWS 'W0oZ qui peut être défini comme le quotient NGS (TS)/TS(OF ) du normalisateur du tore diagonal
TS dans SL2(F ) par le sous-groupe TS(OF ) des éléments de TS à coefficients entiers, et qui est parfois appelé
groupe d’Iwahori-Weyl [PR]. On retrouvera cette terminologie dans le Chapitre 6.
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Cependant, un calcul direct montre que deux tels éléments i1,i2 vérifient i1i−1
2 ∈ IS(1),

ce qui assure que χ prend la même valeur en i1 et en i2, et montre que la condition (3.34)
est vérifiée par toute valeur de f(α−n0 ).

– Si f est à support dans ISw0α
−n
0 IS , il est entièrement déterminé par sa valeur en w0α

−n
0 ,

qui doit satisfaire à la condition suivante : pour tous éléments i1, i2 ∈ IS tels que
w−1

0 i1w0α
−n
0 = α−n0 i2,

χ(i1)f(w0α
−n
0 ) = χ(i2)f(w0α

−n
0 ) .

L’égalité w−1
0 i1w0α

−n
0 = α−n0 i2 implique que χ doit prendre la même valeur en w−1

0 i1w0

et en i2, donc que l’on doit en particulier avoir :

∀ x ∈ k×F , χ
((

[x] 0
0 [x]−1

))
= χ

((
[x]−1 0

0 [x]

))
,

ce qui revient à demander que χ2 = 1 et termine la démonstration.

Pour tout n ∈ Z, on note Tn ∈ H(GS , IS , χ) l’opérateur de Hecke correspondant à la fonction φn
et Sn celui qui correspond à la fonction ψn lorsqu’elle existe. De même, on dispose d’opérateurs
de Hecke-Iwahori Tn,n+1 (et Tn+1,n lorsqu’ils existent) pour GL2(F ), dont on rappelle ici la
définition ([BL94, Lemma 9] et [BL95, Notation page 8]) : pour tout entier n ∈ Z, l’opérateur
de Hecke Tn,n+1 (resp. Tn+1,n lorsqu’il existe) correspond à la fonction de H(G, IZ, χ̃) dont le
support est égal à IZα−nI (resp. IZβα−nI) et qui vaut 1 en α−n (resp. βα−n).
Remarquons à présent que si χ̃ est un Fp-caractère lisse de IZ, la décomposition de G sous la
forme G = IZGS t IZαGS permet d’obtenir par décomposition de Mackey une écriture du
Fp[GS ]-module indGIZ(χ̃) sous la forme

indGIZ(χ̃)|GS = indGSIS (χ)⊕ indGSIαS
(χα) ,

où χ désigne la restriction à IS de χ̃, et où χα désigne le caractère de IαS = αISα
−1 obtenu

par α-conjugaison du caractère χ. Un calcul direct à partir des formules de convolution montre
alors que l’action des opérateurs T2n,2n+1 et T2n,2n−1 associés au caractère χ̃ laisse stable le
facteur indGSIS (χ), et que les endormorphismes de indGSIS (χ) ainsi définis admettent l’expression
très simple suivante dans H(GS , IS , χ).

Proposition 3.5.31. Supposons que χ̃ soit un Fp-caractère lisse de IZ prolongeant χ.Pour
tout f ∈ indGSIS (χ) ⊂ indGIZ(χ̃), on a

∀ n ∈ Z, T2n,2n+1(f) = Tn(f) .

Lorsque cela a un sens, i.e. lorsque χ̃ se factorise par le déterminant (ce qui revient à dire que
χ = 1), on a aussi :

∀ n ∈ Z, T2n+2,2n+1(f) = Sn(f) .

Etude des composantes (IS , χ)-isotypiques de indGSK0
(σ~r)

Proposition 3.5.32. On part de la décomposition suivante de GS en doubles classes disjointes :

GS =
⊔
n∈Z

K0α
−n
0 IS(1) .

Démonstration. On dispose de la décomposition suivante de G en doubles classes disjointes
modulo KZ à droite et I(1) à gauche fournie par [BL94, Proposition 14] :

G =
⊔
n∈Z

KZα−nI(1) ,
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qui assure déjà que les doubles classes apparaissant dans notre énoncé sont disjointes puisque
K0α

−n
0 IS(1) est contenue dans KZα−2nI(1).

Soit maintenant g un élément de GS . Par ce qui précède, on sait qu’il existe des éléments k ∈ K,
z ∈ Z et i ∈ I(1) ainsi qu’un entier n ∈ Z tels que g = kzα−ni. Le calcul du déterminant de g
montre alors que l’on doit avoir det(k) det(z)$−nF det(i) = 1. Si l’on écrit det(z) sous la forme
u$2x

F avec u ∈ O×F , on obtient que l’on doit avoir n = 2x, puis que det(k)udet(i) = 1. Comme
le groupe des matrices diagonales est abélien, on peut conclure en écrivant g = k1α

−x
0 i1, où

k1 ∈ K0 et i1 ∈ IS(1) sont définis par les formules suivantes :

k1 := k

(
det(i)u 0

0 1

)
; i1 :=

(
det(i)−1 0

0 1

)
i .

Fixons un entier n ∈ Z et considérons un élément IS(1)-invariant f ∈ indGSK0
(σ~r) de support

égal à K0α
−n
0 IS(1). Il est entièrement déterminé par sa valeur en α−n0 , qui doit par définition

vérifier la condition suivante : pour tout élément k ∈ K0 tel que αn0kα
−n
0 appartient à IS(1),

on a
σ~r(k)fn(α−n0 ) = fn(α−n0 ) . (3.35)

Nous allons alors distinguer selon le signe de n, et supposer tout d’abord que n ≥ 1. En ap-
pliquant l’égalité (3.35) à k = u(x) avec x ∈ O×F , on obtient que f(α−n0 ) est un élément de σ~r
invariant sous l’action de U(kF ), donc colinéaire à y~r par [BL94, Lemma 2].
De même, si l’on suppose n ≤ 0 puis que l’on applique l’égalité (3.35) à k = u(x) avec x ∈ O×F ,
on obtient que f(α−n0 ) doit être invariant sous l’action de U(kF ), donc colinéaire à x~r par
[BL94, Lemma 2].
Autrement dit, si l’on note fn l’élément IS(1)-invariant de indGSK0

(σ~r) de support égal à
K0α

−n
0 IS(1) et dont la valeur en α−n0 est x~r lorsque n ≤ 0 (resp. y~r lorsque n ≥ 1), on

obtient l’énoncé suivant, où la seconde assertion s’obtient par calcul direct.

Proposition 3.5.33. 1. Les éléments IS(1)-invariants de indGSK0
(σ~r) forment un espace vec-

toriel sur Fp dont une base est donnée par la famille {fn, n ∈ Z}.
2. L’action de IS sur la fonction fn est donnée par le caractère ω~r si n ≤ 0, et par le

caractère ω−~r si n ≥ 1 .

Corollaire 3.5.34. Soit χ : IS → F×p un caractère lisse tel que la composante (IS , χ)-isotypique
de indGSK0

(σ~r) soit non nulle. On a alors χ = ω~r ou χ = ω−~r.

Démonstration. On rappelle qu’un élément appartient à la composante (IS , χ)-isotypique de
indGSK0

(σ~r) lorsque IS agit sur cet élément à travers le caractère χ. Si f est un élément non nul
de ladite composante isotypique, il est contenu dans l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de
indGSK0

(σ~r) et peut donc être écrit comme une combinaison linéaire finie de la forme
∑
j∈I

λjfj .

On dispose alors de la chaîne d’égalités suivante pour tout élément i ∈ IS :∑
j∈J

λjχ(i)fj = χ(i)f = i · f =
∑
j∈J

λj(i · fj) =
∑
j∈J

λjεj(i)fj ,

où εj vaut ω~r lorsque j ≤ 0 et ω−~r lorsque j ≥ 1, ce qui implique que l’on doit avoir∑
j∈J

λj(χ(i)− εj(i))fj = 0 .
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Comme les supports des fonctions fn sont deux à deux disjoints, on en déduit que l’on a
forcément :

∀ i ∈ IS , ∀ j ∈ J, λj(χ(i)− εj(i)) = 0 .

On conclut alors en rappelant que la non-nullité de f assure l’existence d’un indice j tel que
λj 6= 0, donc tel que χ = εj .

Construction du contre-exemple annoncé

Plaçons-nous à présent dans le cas où ~r =

−−−→
p− 1

2
, ce qui implique tout d’abord que ω~r = ω−~r

et donc, grâce à la Proposition 3.5.33, que la composante (IS , ω
~r)-isotypique de indGSK0

(σ~r) est
égale à

⊕
n∈Z

Fpfn. Par ailleurs, la non-trivialité du caractère ω~r implique que si χ est un Fp-

caractère de IZ qui prolonge de manière lisse le caractère ω~r, il ne peut pas se factoriser à
travers le déterminant. La Proposition 3.5.31 et le second point de [BL94, Lemma 9] assurent
alors que chaque élément de l’algèbre de Hecke H(GS , IS , ω~r) va agir de la même manière qu’un
certain polynôme en des opérateurs T2n,2n+1. On en déduit, d’après la description de l’action de
ces opérateurs fournie par [BL94, Lemma 12 & Proposition 16], que le H(GS , IS , ω~r)-module
engendré par la fonction f1 est égal à

⊕
n≥1

Fpfn et est donc de codimension infinie dans la

composante (IS , ω
~r)-isotypique de indGSK0

(σ~r).

Nous avons ainsi mis en défaut la possibilité d’une adaptation inconditionnelle de l’énoncé de
la Proposition 3.5.28 dans le cas de GS . Ceci explique pourquoi nous sommes amenée, pour
poursuivre notre étude détaillée des représentations lisses irréductibles de GS sur Fp, à nous
limiter aux représentations lisses irréductibles de GS sur Fp satisfaisant à l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1 : La représentation considérée admet une paramétrisation possible par rapport
à K0.

Comme nous le verrons dans la suite, cette hypothèse n’est guère contraignante : nous allons
en effet prouver qu’elle est vérifiée

– par toute Fp-représentation lisse irréductible admissible de GS ;
– par toute Fp-représentation lisse irréductible de GS lorsque le corps F n’est pas de
caractéristique 2.

En particulier, les résultats que nous prouverons à partir de cette hypothèse seront valables
pour n’importe quelle Fp-représentation lisse irréductible de SL2(F ) lorsque F est une extension
finie arbitraire de Qp.

Cas des représentations lisses irréductibles admissibles

Théorème 3.5.35. Toute représentation lisse irréductible admissible de GS sur Fp est quotient
d’une représentation conoyau π0(~r, λ) pour une paire de paramètres (~r, λ) ∈ {0, . . . , p−1}f×Fp.

Démonstration. Soit V une représentation lisse irréductible admissible de GS sur Fp. En rap-
pelant que l’on a noté ΓS le pro-p-radical de K0, on sait grâce au Lemme 2.1.9 et à l’hy-
pothèse d’admissibilité que V ΓS est une représentation de SL2(kF ) de dimension finie sur
Fp, et qu’elle contient donc un poids de Serre σ~r pour K0. La réciprocité de Frobenius com-
pacte assure alors que HomFp[GS ](indGSKS (σ~r), V ) est un espace vectoriel non nul de dimen-
sion finie sur Fp, ce qui implique qu’il contient un vecteur propre sous l’action de l’algèbre
commutative H(GS ,K0, σ~r) = Fp[τ~r]. Autrement dit, il existe un homomorphisme non nul
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Φ : indGSK0
(σ~r) → V et un scalaire λ ∈ Fp tels que Φ ◦ τ~r = λΦ. Ceci montre notamment que

Φ se factorise à travers le quotient
indGSK0

(σ~r)

(τ~r − λ)(indGSK0
(σ~r))

= π0(~r, λ) en un homomorphisme non

nul Φ̄ : π0(~r, λ)→ V , ce qui termine la démonstration car l’homomorphisme Φ̄ étant non nul,
il doit être surjectif par irréductibilité de V .

Cas où F n’est pas de caractéristique 2

Nous allons maintenant montrer que lorsque F n’est pas de caractéristique 2, toute représen-
tation lisse irréductible de GS vérifie l’Hypothèse 1. A la différence de ce que nous avons réalisé
dans le cas admissible, nous ne procédons pas par adaptation de l’argument de Barthel-Livné
mais nous utilisons directement le résultat énoncé dans le Théorème 3.5.27. La démonstration
que nous proposons ci-dessous repose de manière fondamentale sur la finitude du quotient
G/GSZ, qui est mise en défaut lorsque F n’est pas de caractéristique 2.

Théorème 3.5.36. Soit σ une Fp-représentation lisse irréductible de GS.

1. Il existe une représentation Π de G sur Fp qui est lisse, irréductible, à caractère central
prolongeant celui de σ, et dont la restriction à GS contient σ.

2. Il existe une représentation Π de G sur Fp qui est lisse, irréductible, à caractère central,
et dont la restriction à GS admet σ comme quotient.

3. L’Hypothèse 1 est vérifiée par σ. De plus, si σ n’est pas supersingulière par rapport à K0,
elle admet une unique paramétrisation possible par rapport à K0.

Démonstration. La démonstration que nous donnons de la première assertion utilise un argu-
ment de filtration pour lequel il est crucial que le quotient G/GSZ soit fini. On commence
par étendre σ en une représentation lisse irréductible à caractère central de GSZ sur Fp que
l’on note encore σ, et l’on considère la représentation induite IndGGSZ(σ). Puisque F n’est pas
de caractéristique 2, le sous-groupe normal GSZ est d’indice fini dans G, de sorte que la re-
présentation IndGGSZ(σ) est de longueur finie. Elle peut donc être filtrée par une suite finie de
Fp[G]-modules

{0} = Πm ⊂ Πm−1 ⊂ . . . ⊂ Π1 ⊂ Π0 = IndGGSZ(σ)

telle que pour tout entier i ∈ {0, . . . ,m− 1}, le quotient πi := Πi/Πi+1 soit une représentation
(lisse) irréductible de G.
Notons alors r le plus grand entier i ∈ {0, . . . ,m − 1} tel que l’intersection Πi ∩ σ soit non
nulle. Par irréductibilité du Fp[GS ]-module σ, on doit alors avoir σ ⊂ Πr ; la maximalité de r
assure quant à elle que l’on a Πr+1 ∩ σ = {0}, ce qui implique que σ peut être vu comme un
sous-Fp[GS ]-module du quotient πr et prouve notre premier point.

La seconde assertion se démontre par un argument analogue car, étant donné que le quotient
G/GSZ est fini, on sait que l’induite lisse IndGGSZ(σ) est égale à l’induite compacte indGGSZ(σ)

(Proposition 2.2.2), dont σ est quotient (comme Fp[GS ]-module) par réciprocité compacte de
Frobenius.

On en déduit la validité de l’Hypothèse 1 pour σ de la manière suivante : considérons une
Fp-représentation Π de G lisse, irréductible, à caractère central, et dont la restriction à GS
admet σ comme quotient. D’après le premier point du Théorème 3.5.15, on sait qu’il existe un
caractère lisse χ : F× → F×p et une paire de paramètres (~r, λ) pour lesquels on dispose d’un
morphisme surjectif de Fp[G]-modules

π(~r, λ)⊗ (χ ◦ det) � Π . (3.36)
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Cela signifie qu’il existe un morphisme surjectif de Fp[G]-modules ψ : indGKZ(σ~r)⊗(χ◦det) � Π
vérifiant ψ ◦ T~r = λψ, ce qui implique que l’on a aussi ψ ◦ T 2

~r = λ2ψ. La Proposition 3.5.12
assure alors que ce morphisme induit un morphisme non nul de Fp[GS ]-modules

ψS : indGSK0
(σ~r)⊕ indGSK1

(σα~r ) � σ

qui induit lui-même deux morphismes de Fp[GS ]-modules

ψS,0 : indGSK0
(σ~r)→ σ et ψS,1 : indGSK1

(σα~r )→ σ . (3.37)

L’un de ces deux morphismes doit être non nul, et donc surjectif par irréductibilité de σ. Si
ψS,0 est non nul, on a terminé : en effet, la Proposition 3.5.13 implique que l’on a de plus
ψS,0 ◦ τ~r = λ2ψS,0, ce qui entraîne que ψS,0 se factorise à travers le quotient π0(~r, λ2) et donc
que (~r, λ2) est une paramétrisation possible de V . Si le morphisme ψS,0 est identiquement nul,
la Proposition 3.5.23 permet de déduire du morphisme ψS,1 l’existence d’un morphisme non
nul de Fp[GS ]-modules

π0(~r, λ2) � σα
−1
.

Deux cas sont alors à distinguer :
– ou bien λ est non nul, auquel cas la Proposition 3.4.9 et le Corollaire 3.5.19 impliquent

que les représentations σα−1 et σ sont isomorphes, ce qui montre que la paire (~r, λ2) est
de nouveau une paramétrisation possible de σ ;

– ou bien λ est nul, auquel cas la preuve de la Proposition 3.5.25 assure que la composi-
tion à droite du morphisme ψS par la conjugaison des représentations par α définit un
morphisme surjectif de Fp[GS ]-modules

ψαS : indGSK1
(σα~r )⊕ indGSK0

(σ~r) � σ .

L’application ψαS,0 : indGSK0
(σ~r) → σ obtenue par projection de ψαS est dans ce cas égale

à la composée à droite du morphisme non nul ψS,1 par la conjugaison par α. Elle est
par suite non nulle, donc surjective, et prouve alors que (~r, 0) est une paramétrisation
possible de V .

L’unicité de la paramétrisation possible dans le cas non-supersingulier est une conséquence
directe du Corollaire 3.5.19.

Remarque 3.5.37. Lorsque F est de caractéristique nulle 15, il est même possible de démontrer
[LL, Lemma 2.4] que la restriction à GS de toute représentation lisse irréductible admissible
de G sur Fp se décompose en une somme directe finie de représentations lisses irréductibles
admissibles de GS sur Fp.

Remarquons aussi que la preuve du Théorème 3.5.36 fournit aussi, sans hypothèse sur
la caractéristique du corps F , une démonstration du résultat suivant.

Corollaire 3.5.38. Soit σ une représentation lisse irréductible de GS sur Fp. Supposons que
σ soit contenue dans la restriction à GS d’une représentation lisse irréductible Π de G sur Fp
à caractère central prolongeant celui de σ.
Alors σ est supersingulière par rapport à K0 si et seulement si Π est supersingulière.

Démonstration. La fin de la démonstration du Théorème 3.5.36 prouve que si (~r, λ) est une
paramétrisation de Π, alors (~r, λ2) est une paramétrisation possible par rapport à K0 de σ.
Ceci montre déjà que si Π est une représentation supersingulière de G sur Fp, alors σ est
supersingulière par rapport à K0. L’implication réciproque se déduit tout aussi facilement
de cette assertion une fois que l’on a rappelé que, d’après la Proposition 3.5.20, les seules
paramétrisations possibles par rapport à K0 d’une représentation supersingulière sont de la
forme (~r, 0).

15. Et, plus généralement, lorsque le quotient G/GSZ est fini.
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3.5.7 Equivalence entre supersingularité et supercuspidalité

Nous commençons par vérifier qu’une fois de plus, les rôles tenus par K0 et K1 dans nos
constructions sont parfaitement symétriques.

Proposition 3.5.39. Soit σ une représentation lisse irréductible de GS sur Fp.
1. Si σ est admissible ou si F est de caractéristique différente de 2, alors σ admet une

paramétrisation possible par rapport à K1. De plus, si σ n’est pas supersingulière par
rapport à K1, cette paramétrisation possible est unique.

2. Supposons que Π soit une représentation de G sur Fp qui est lisse, irréductible, à carac-
tère central prolongeant celui de σ, et dont la restriction à GS contient σ. Alors σ est
supersingulière par rapport à K1 si et seulement si Π est supersingulière.

Démonstration. Il suffit de reprendre ligne à ligne les démonstrations des Théorèmes 3.5.35,
3.5.36, et du Corollaire 3.5.38 en échangeant les rôles des compacts K0 et K1. Ceci est possible
grâce à la définition de l’opérateur τ1

~r , qui assure sa compatibilité avec l’action de l’opérateur
G-équivariant T 2

~r , à la Proposition 3.5.12, qui implique que le Fp[G]-module indGKZ(σ~r) est
isomorphe à sa représentation α-conjuguée quel que soit le poids de Serre σ~r choisi, et au
Corollaire 3.5.24.

Nous allons maintenant prouver que le choix du sous-groupe compact maximal n’a pas
d’influence sur les informations obtenues pour une représentation donnée.

Théorème 3.5.40. Soit V une représentation lisse irréductible de GS sur Fp. Soit (~r, λ) une
paire de paramètres. On suppose que F est de caractéristique différente de 2 ou que V est
admissible.

1. Si λ 6= 0, la paire (~r, λ) est une paramétrisation possible de V par rapport à K0 si et
seulement si c’en est une par rapport à K1.

2. La notion de supersingularité ne dépend pas du choix du compact maximal.

Démonstration. Supposons que (~r, λ) soit une paramétrisation possible de V par rapport à K0

avec λ 6= 0. Cela signifie qu’il existe un morphisme surjectif de Fp[GS ]-modules π0(~r, λ) � V
qui induit, grâce à la Proposition 3.5.23, un morphisme surjectif de Fp[GS ]-modules de la forme
π1(~r, λ) � V α. Comme λ est supposé non nul, le second point du Corollaire 3.5.24 implique
que V α n’est pas supercuspidale, et qu’elle est donc isomorphe à V d’après la Proposition 3.4.9 ;
on obtient ainsi finalement un morphisme surjectif π1(~r, λ) � V qui montre que (~r, λ) est aussi
une paramétrisation possible de V par rapport à K1.
Démontrons maintenant que si V est supersingulière par rapport à K1, alors elle l’est forcément
par rapport à K0. Pour cela, supposons par l’absurde que V admette une paramétrisation
possible par rapport à K0 de la forme (~r, λ) avec λ 6= 0. Le point précédent implique alors que
(~r, λ) est aussi une paramétrisation possible de V par rapport àK1, ce qui contredit l’hypothèse
de supersingularité par rapport à K1 à cause du dernier point du Corollaire 3.5.24, et prouve
notre assertion car nos hypothèses assurent que V vérifie l’Hypothèse 1.
Pour chaque assertion, l’implication réciproque s’obtient en échangeant les rôles de K0 et de
K1 dans l’argument développé ci-dessus, ce qui est possible grâce aux Proposition 3.5.20 et
3.5.39 ainsi qu’aux Corollaires 3.5.21 et 3.5.24, et termine donc la démonstration.

Nous pouvons désormais parler de représentation supersingulière et de paramétrisation
possible sans préciser de choix de compact maximal, ce qui fournit l’énoncé suivant.

Corollaire 3.5.41. Soit V une représentation lisse irréductible de GS sur Fp, que l’on suppose
de plus admissible si F est de caractéristique 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. V est supersingulière ;
2. V est supercuspidale.

Démonstration. Les Corollaires 3.5.21 et 3.5.24 affirment déjà que la supersingularité implique
la supercuspidalité. Réciproquement, si V est une représentation supercuspidale et si (~r, λ) en
est une paramétrisation possible par rapport à K0, le Corollaire 3.5.19 implique que l’on doit
avoir λ = 0 par supercuspidalité de V , donc que V est supersingulière par rapport à K0, ce qui
termine la démonstration grâce au dernier point du Théorème 3.5.40.

3.5.8 Enoncés de classification

Théorème 3.5.42. 1. Les classes d’isomorphisme des Fp-représentations lisses irréduc-
tibles admissibles de SL2(F ) se partitionnent en quatre familles :
(a) le caractère trivial 1 ;
(b) la représentation de Steinberg StS ;
(c) les représentations paraboliquement induites IndGSBS (η) avec η un Fp-caractère lisse

non trivial de BS ;
(d) les représentations supersingulières.

2. Cette classification est compatible avec la classification de Barthel-Livné pour les Fp-
représentations lisses irréductibles à caractère central de GL2(F ) : si W est une repré-
sentation lisse irréductible à caractère central de G sur Fp qui contient une représentation
lisse irréductible V de GS sur Fp, alors V appartient à une famille de la classification
ci-dessus si et seulement si W appartient à la même famille dans la classification des
représentations lisses irréductibles à caractère central de G sur Fp donnée par les travaux
de Barthel-Livné.

3. Si F n’est pas de caractéristique 2, on peut supprimer l’hypothèse d’admissibilité.

Démonstration. Soit V une représentation lisse irréductible admissible de GS sur Fp. D’après
le Théorème 3.5.35, elle vérifie l’Hypothèse 1 et peut donc s’écrire comme quotient d’une re-
présentation conoyau π0(~r, λ) avec (~r, λ) ∈ {0, . . . , p− 1}f ×Fp. Si λ est non nul, on sait grâce
au Corollaire 3.5.19 que V appartient à l’une des trois premières familles. Si λ = 0, alors V
appartient à la quatrième famille par définition de la notion de supersingularité.
Les familles apparaissant dans l’énoncé sont deux à deux disjointes : le Corollaire 3.5.41 prouve
que la quatrième famille est disjointe des trois premières, tandis que la disjonction entre deux
quelconques des trois premières familles est conséquence de la Proposition 3.4.18.
L’assertion de compatibilité de notre classification avec celle de Barthel-Livné provient direc-
tement du Théorème 3.4.20 et du Corollaire 3.5.38.
Les mêmes arguments sont valables pour toute Fp-représentation lisse irréductible de SL2(F )
lorsque F n’est pas de caractéristique 2 car dans ce cas, l’Hypothèse 1 est vérifiée grâce au
Théorème 3.5.36.

3.6 Le cas F = Qp

Nous supposons désormais que F = Qp, ce qui assure en particulier que l’Hypothèse 1 est
vérifiée par toute représentation lisse irréductible de GS sur Fp. On peut de plus choisir pour
uniformisante $F = p et c’est ce que ferons dans la suite. Le corps résiduel kF est le corps à
p éléments Fp, donc nous avons en particulier f = 1 : nous écrironrs donc r au lieu de ~r pour
alléger les notations.
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Cette dernière section s’organise comme suit : nous donnons tout d’abord une description
explicite des représentations supersingulières de SL2(Qp) que l’on obtient à partir des résultats
de Breuil pour GL2(Qp) [Br]. Nous établissons ensuite un analogue pour SL2(Qp) de la "cor-
respondance de Langlands locale semi-simple" définie par Breuil dans le cas des représentations
modulo p de GL2(Qp) [Br, Définition 4.2.4].

3.6.1 Description explicite des représentations supersingulières

L’étude précise des représentations supersingulières de GL2(Qp) est essentiellement due à
Breuil, qui a démontré le théorème suivant [Br, Corollaires 4.1.1, 4.1.3, 4.1.4 et 4.1.5]. On note
f ∈ π(r, 0, 1) l’image modulo T~r d’un élément f de indGKZ(σr), et ε désigne ici le caractère
cyclotomique modulo p vu comme caractère de Q×p via l’isomorphisme de réciprocité faisant
correspondre les uniformisantes aux Frobenius géométriques.

Théorème 3.6.1. 1. Pour tout paramètre r ∈ {0, . . . , p − 1}, la représentation π(r, 0) est
irréductible.

2. Il existe un unique isomorphisme de Fp[G]-modules

π(r, 0) ' π(p− 1− r, 0)⊗ (εr ◦ det)

envoyant [I2, xr] sur [α, yr].

3. Les seules représentations de G de la forme π(s, 0)⊗χ avec χ un Fp-caractère lisse de G
qui sont isomorphes à π(r, 0) sont les suivantes :

π(r, 0) ; π(r, 0)⊗ (µ−1 ◦det) ; π(p−1− r, 0)⊗ (εr ◦det) ; π(p−1− r, 0)⊗ (µ−1ε
r ◦det) .

Fixons à présent un paramètre r ∈ {0, . . . , p−1}. La compréhension de la représentation π(r, 0)
repose de manière fondamentale sur la structure de l’espace de ses vecteurs I(1)-invariants. On
a notamment le résultat suivant [Br, Théorème 3.2.4 et Remarque 3.2.5].

Théorème 3.6.2. Pour tout paramètre 0 ≤ r ≤ p− 1, l’espace des vecteurs I(1)-invariants de
π(r, 0) est égal à

π(r, 0)I(1) = Fp[I2, xr]⊕ Fp[α, yr] . (3.38)

En reprenant en détail la preuve de cet énoncé, on remarque qu’elle reste valable si l’on
souhaite calculer l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de π(r, 0). En effet, elle démontre que
l’espace des vecteurs de π(r, 0) invariants sous l’action du sous-groupe engendré par les matrices
unipotentes inférieures et supérieures de G, qui est encore un sous-groupe de GS , est contenu
dans le membre de droite de (3.38) ; on conclut alors en vérifiant que les vecteurs [I2, xr] et
[α, yr] sont bien fixes sous l’action de I(1). Ils sont donc en particulier fixes sous l’action de
IS(1), ce qui fournit le résultat suivant.

Théorème 3.6.3. Pour tout paramètre r ∈ {0, . . . , p−1}, l’espace des vecteurs IS(1)-invariants
de π(r, 0) est égal à

π(r, 0)IS(1) = Fp[I2, xr]⊕ Fp[α, yr] = π(r, 0)I(1) .

Cet énoncé fait näıvement apparaître deux sous-Fp[GS ]-modules de π(r, 0)|GS : la représen-
tation πr,∞ engendrée par le vecteur vr,∞ := [I2, xr] et la représentation πr,0 engendrée par le
vecteur vr,0 := [α, yr]. Le Corollaire 3.5.38 assurent qu’elles sont supersingulières pour GS , et
la proposition suivante montre qu’elles définissent bien a priori des objets différents.
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Proposition 3.6.4. Les représentations πr,∞ et πr,0 sont d’intersection nulle :

πr,0 ∩ πr,∞ = {0} .

Démonstration. Rappelons que nous avons introduit dans le Corollaire 3.5.26 le Fp[GS ]-module

πr =
indGSK0

(σr)

Tr(indGSK1
(σαr ))

qui contient, par définition, le vecteur vr,∞ = [I2, xr]. Par suite, il doit

contenir la représentation de GS que ce vecteur engendre, à savoir πr,∞. De même, l’isomor-
phisme de la Proposition 3.5.12 assure que le Fp[GS ]-module παr contient la représentation πr,0.
On conclut alors grâce au corollaire sus-mentionné qui assure en particulier que l’intersection
πr ∩ παr est réduite à {0}.

Nous pouvons donc considérer la représentation en somme directe πr,∞ ⊕ πr,0. Elle est
naturellement munie d’une structure de sous-Fp[GS ]-module de π(r, 0)|GS , dont elle permet de
décrire complètement la structure.

Proposition 3.6.5. L’inclusion de πr,∞ et πr,0 dans π(r, 0) induit un isomorphisme de Fp[GS ]-
modules

π(r, 0)|GS = πr,∞ ⊕ πr,0 .

Démonstration. La seule chose qui reste à vérifier est la surjectivité de l’application définie par
l’inclusion du Fp[GS ]-module πr,∞ ⊕ πr,0 dans π(r, 0), et elle découle d’un calcul direct : on
commence par rappeler que puisque π(r, 0) est une représentation irréductible de G, on a en
particulier 16

π(r, 0) = 〈G · vr,∞〉 . (3.39)

Par suite, tout élément de π(r, 0) est une combinaison linéaire finie à coefficients dans Fp de
fonctions standard de la forme g · [I2, xr] avec g ∈ G.
Remarquons maintenant que tout élément g de G peut se décomposer sous la forme gsαjk
avec gs ∈ GS , j ∈ {0, 1} et k ∈ KZ. En effet, il suffit d’écrire le déterminant de g ∈ G sous
la forme upn avec u ∈ Z×p et n ∈ N, puis de choisir j de même parité que n et de poser

k =

(
pm 0
0 pmu

)
avec m :=

n− j
2

et gs := g(αjk)−1 ∈ GS . La définition de σ~r assurant que(
pm 0
0 pmu

)
·xr = xr pour tout entier m ∈ Z et tout élément u ∈ Z×p , on en conclut que l’on

a, avec les notations précédentes,

g · [I2, xr] = gs · [αj , xr] ,

ce qui montre que g · [I2, xr] appartient à πr,∞ (resp. πr,0) lorsque j = 0 (resp. j = 1) et termine
la démonstration.

Corollaire 3.6.6. Pour tout paramètre r ∈ {0, . . . , p− 1}, les Fp[GS ]-modules (πr,∞)α et πr,0
sont isomorphes.

Démonstration. La comparaison de la Proposition 3.6.5 et du second point du Corollaire 3.5.26
montre que

πr,∞ ⊕ πr,0 = πr ⊕ παr . (3.40)

Nous avons déjà vu que la représentation πr,∞ est contenue dans πr tandis que la représentation
πr,0 est contenue dans παr . Pour que l’égalité (3.40) soit possible, il faut donc que l’on ait
πr,∞ = πr et πr,0 = παr , ce qui termine la démonstration.

16. On note 〈G · v〉 la Fp-représentation de G engendrée par le vecteur v.
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Intéressons-nous à présent aux propriétés de réductibilité des représentations πr,∞ et πr,0,
ainsi qu’à l’existence éventuelle d’isomorphismes non triviaux entre ces représentations. Nous
allons pour cela étudier les espaces de vecteurs IS(1)-invariants de ces représentations, qui font
l’objet de la proposition suivante.

Proposition 3.6.7. Soit r ∈ {0, . . . , p− 1}.
L’espace des IS(1)-invariants de πr,∞ (resp. πr,0) est un Fp-espace vectoriel de dimension 1
engendré par vr,∞ (resp. vr,0).

Démonstration. On traite le cas des IS(1)-invariants de πr,∞, celui de πr,0 s’obtenant de la
même manière. On commence par remarquer que le Théorème 3.6.3 assure que la droite Fpvr,∞
est contenue dans πIS(1)

r,∞ . Réciproquement, si l’on suppose que f est un élément non nul de
π
IS(1)
r,∞ , il doit a fortiori appartenir à π(r, 0)IS(1). Par application du Théorème 3.6.3, il peut

donc être écrit sous la forme
f = avr,∞ + bvr,0 (3.41)

avec a, b ∈ Fp non simultanément nuls. Par ailleurs, f appartient par hypothèse au Fp[GS ]-
module πr,∞ = 〈GS · vr,∞〉 donc il peut aussi être écrit comme une somme finie de la forme

f =
∑
i∈I

λisivr,∞ (3.42)

avec λi ∈ Fp et si ∈ GS pour tout i ∈ I. La comparaison des identités (3.41) et (3.42) montre
alors que l’on doit alors avoir

bvr,0 = −avr,∞ +
∑
i∈I

λisivr,∞ ∈ πr,0 ∩ πr,∞

ce qui n’est possible que si b = 0 d’après la Proposition 3.6.4 et nécessite donc que f = avr,∞
soit colinéaire à vr,∞.

Ce premier résultat suffit déjà à prouver l’irréductibilité des représentations πr,0 et πr,∞.

Corollaire 3.6.8. Pour tout paramètre r ∈ {0, . . . p− 1}, les représentations πr,0 et πr,∞ sont
des représentations lisses irréductibles de GS.

Démonstration. Supposons que π soit un sous-Fp[GS ]-module non nul de πr,0. Le Lemme 2.1.9
assure alors que l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de π est non nul. Comme πIS(1) est
aussi un sous-espace vectoriel de l’espace πIS(1)

r,0 et que celui-ci est, d’après la Proposition 3.6.7,

égal à la droite engendrée par vr,0, on doit forcément avoir πIS(1) = π
IS(1)
r,0 . Ceci montre que

π = πr,0 puisque vr,0 engendre le Fp[GS ]-module πr,0. Le même argument permet de montrer
l’irréductibilité de πr,∞, ce qui termine la démonstration.

Corollaire 3.6.9. Pour tout paramètre r ∈ {0, . . . , p−1}, la restriction à GS de π(r, 0) est un
Fp[GS ]-module de longueur 2 totalement décomposé. Ses sous-quotients irréductibles sont πr,0
et πr,∞.

Démonstration. C’est une réécriture de la Proposition 3.6.5 à la lumière du Corollaire 3.6.8.

Remarquons maintenant que le second point du Théorème 3.6.1 assure l’existence d’un
isomorphisme de Fp[GS ]-modules de la forme

πp−1−r,∞ ' πr,0 , (3.43)
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ce qui permet notamment de se limiter à l’étude des isomorphismes entre πr,∞ et πs,∞.
Par ailleurs, la définition de ces représentations assure qu’un tel isomorphisme est entièrement
déterminé par sa valeur en vr,∞, celle-ci devant appartenir à π

IS(1)
s,∞ par hypothèse de GS-

équivariance. On déduit donc de la Proposition 3.6.7 le fait suivant.

Corollaire 3.6.10. Pour toutes valeurs r et s prises dans l’ensemble {0, . . . , p − 1}, l’espace
HomGS (πr,∞, πs,∞) est de dimension 0 ou 1 sur Fp.

Pour déterminer les cas où cet espace est non nul, nous allons étudier un peu plus en détail
l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de πr,∞. Une première possibilité consiste à déterminer
sa structure de HFp(GS , IS(1))-module : ceci sera effectué dans le Chapitre 6, avec à cet endroit
d’autres motivations qui nécessitent de connaître précisément cette structure.
Une seconde possibilité consiste à se limiter à l’étude de la représentation de IS portée par cet
espace de vecteurs invariants. C’est assez facile car l’application de réduction modulo p permet
d’identifier le quotient IS/IS(1) au tore fini TS(Fp) ' F×p des matrices diagonales de SL2(Fp),
de sorte que la représentation en question n’est rien d’autre qu’un Fp-caractère de F×p .

Proposition 3.6.11. Soient r, s ∈ {0, . . . , p− 1}.

1. Le Fp[IS ]-module porté par πIS(1)
r,∞ est isomorphe au caractère ιr.

2. Si πr,∞ et πs,∞ sont des représentations isomorphes de GS, alors on a s = r ou bien
{r, s} = {0, p− 1}.

Démonstration. Pour montrer le premier point, il suffit de calculer l’action d’un élément de
T (Fp) = IS/IS(1) sur le vecteur vr,∞. On obtient :

∀ λ ∈ F×p ,

(
λ 0
0 λ−1

)
[I2, x

r] = [I2, σr(

(
λ 0
0 λ−1

)
)(xr)] = λr[I2, x

r] ,

ce qui prouve le résultat voulu.
Pour la seconde assertion, on remarque que si πr,∞ et πs,∞ sont deux représentations isomorphes
de GS , alors les représentations de IS portées par leurs espaces de vecteurs invariants doivent
elles aussi être isomorphes. On en déduit donc que l’on doit avoir ιr = ιs, ce qui implique que
p− 1 doit diviser r− s. Au vu des valeurs prises par r et s, cela ne laisse que trois possibilités :

– ou bien r − s = −(p− 1), ce qui équivaut à dire que (r, s) = (0, p− 1) ;
– ou bien r − s = 0, ce qui équivaut à dire que r = s ;
– ou bien r − s = p− 1, ce qui équivaut à dire que (r, s) = (p− 1, 0).

Pour compléter cet énoncé, il ne nous reste qu’à vérifier si les représentations π0,∞ et
πp−1,∞ ' π0,0 sont ou non isomorphes. C’est l’objet de la proposition suivante, qui fait inter-
venir les espaces de vecteurs K0-invariants des représentations considérées.

Proposition 3.6.12. Les représentations π0,∞ et πp−1,∞ ne sont pas isomorphes car on a :
πK0

0,∞ = π
IS(1)
0,∞ 6= {0} ;

πK0
p−1,∞ = πK0

0,0 = {0} .

Démonstration. Une condition nécessaire pour que deux représentations de GS soient iso-
morphes est que leurs espaces de vecteurs K0-invariants soient de même dimension. Ceci im-
plique notamment, grâce à l’isomorphisme existant entre πp−1,∞ et π0,0, qu’il suffit de vérifier
que v0,0 n’est pas invariant sous l’action de K0 tandis que v0,∞ l’est afin de conclure.
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Le fait que v0,∞ soit invariant sous l’action de K0 est évident puisque σ0 est égal au caractère
trivial :

∀ k ∈ K0, k · [I2, 1] = [I2, σ0(k)(1)] = [I2, 1] .

Par ailleurs, un calcul direct de
(

1 1
−1 0

)
[α, 1] − [α, 1] suivi d’une comparaison avec la

formule (3.21) montre que cette différence n’appartient pas à l’image de l’opérateur T0. Ceci

signifie que v0,0 n’est pas fixe sous l’action de l’élément
(

1 1
−1 0

)
∈ K0 et termine donc la

démonstration.

3.6.2 Correspondance de Langlands locale semi-simple

Pour tout entier r ∈ {0, . . . , p− 1}, on pose πr := πr,∞, ce qui est cohérent avec les notations
du Corollaire 3.5.26. L’énoncé suivant récapitule alors les résultats principaux que nous avons
démontrés dans la sous-section précédente.

Théorème 3.6.13. 1. A isomorphisme près, il existe p représentations supersingulières de
SL2(Qp), notées π0, . . . , πp−1.

2. La restriction à GS de toute représentation supersingulière de GL2(Qp) est un Fp[GS ]-
module de longueur 2 totalement décomposé. Plus précisément, on a :

∀ r ∈ {0, . . . , p− 1}, π(r, 0)|GS = πr ⊕ πp−1−r .

3. Pour tout r ∈ {0, . . . , p−1}, l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de πr est de dimension
1 sur Fp et l’on a (πr)

α ' πp−1−r.

Il va nous permettre de déduire des travaux de Breuil ce que l’on pourrait qualifier de
correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour SL2(Qp). On reprend pour
cela les notations de [Br, Section 4.2] : on désigne par GQp := Gal(Qp/Qp) le groupe de Galois
absolu de Qp, par ω2 le caractère fondamental de Serre de niveau 2 et par ind(ωr+1

2 ) l’unique
représentation irréductible de GQp de dimension 2 sur Fp dont le déterminant est εr+1 et dont
la restriction au sous-groupe d’inertie de GQp est égale à ωr+1

2 ⊕ ωp(r+1)
2 .

Breuil a démontré [Br, Corollaire 4.2.3] l’existence d’une unique bijection entre les classes
d’isomorphisme des représentations supersingulières de GL2(Qp) et les classes d’isomorphisme
des représentations irréductibles de GQp de dimension 2 sur Fp qui envoie, pour tout entier
r ∈ {0, . . . , p − 1} et tout caractère χ : F× → F×p , la représentation π(r, 0) ⊗ (χ ◦ det) sur
ind(ωr+1

2 )⊗χ. Elle lui permet de définir une « correspondance de Langlands locale semi-simple
modulo p » [Br, Définition 4.2.4] entre les classes d’isomorphisme des représentations semi-
simples de GQp de dimension 2 sur Fp et certaines classes d’isomorphisme de représentations
lisses semi-simples de GL2(Qp) sur Fp que nous rappelons maintenant.

Définition 3.6.14. Pour tout entier r ∈ {0, . . . , p− 1}, on note [p− 3− r] l’unique entier de
{0, . . . p−2} congru à p−3−r modulo p−1. On note πss la semi-simplifiée d’une représentation
lisse π et l’on rappelle que tout caractère lisse de Q×p peut être considéré comme un caractère
fini de GQp par l’injection Q×p ↪→ GabQp de la théorie du corps de classes local normalisée de
manière à envoyer les uniformisantes sur les Frobenius géométriques.
On appelle correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour GL2(Qp) la corres-
pondance suivante entre l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations semi-simples
de GQp de dimension 2 sur Fp et un ensemble de classes d’isomorphisme de représentations
lisses semi-simples de GL2(Qp) sur Fp :
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– pour tout caractère lisse χ : Q×p → F×p , tout entier r ∈ {0, . . . , p − 1} et tout scalaire
λ ∈ F×p ,(

εr+1µλ 0
0 µλ−1

)
⊗ χ↔ (π(r, λ)ss ⊗ (χ ◦ det))⊕ (π([p− 3− r], λ−1)ss ⊗ (χ ◦ det)) ;

– pour tout entier r ∈ {0, . . . , p− 1} et tout caractère lisse χ : Q×p → F×p ,

ind(ωr+1
2 )⊗ χ↔ π(r, 0)⊗ (χ ◦ det) .

Regardons ce qu’il advient si l’on essaye d’établir une relation analogue entre représenta-
tions galoisiennes et représentations supersingulières de SL2(Qp) qui serait compatible avec
la correspondance de Breuil. Le second point du Théorème 3.6.13 implique que l’on doit faire
correspondre à chaque représentation galoisienne ind(ωr+1

2 ) un ensemble de représentations
supersingulières de SL2(Qp) :

ind(ωr+1
2 )←→ {πr;πp−1−r} .

Cet ensemble est de taille 2 si r 6= p−1
2 , et de taille 1 (avec multiplicité 2) si r = p−1

2 . En outre,
les ensembles correspondant à r et à p−1−r sont les mêmes, ce qui se traduit du côté galoisien
par le fait que les représentations projectives induites par ind(ωr+1

2 ) et ind(ωp−1−(r+1)
2 ) sont

isomorphes.
Une seconde différence notable avec le cas de GL2(Qp) est que l’on perd la possibilité de
distinguer une représentation galoisienne de sa tordue par un caractère non trivial. En effet,
si l’on restreint à SL2(Qp) la correspondance obtenue par Breuil, on voit que quel que soit le
caractère χ : F× → F×p et quel que soit l’entier r ∈ {0, . . . , p−1}, les représentations galoisiennes
ind(ωr+1

2 ) et ind(ωr+1
2 )⊗χ correspondent au même ensemble {πr;πp−1−r} de représentations

supersingulières de SL2(Qp).
Pour atteindre notre objectif, il nous faut donc considérer la correspondance suivante au niveau
des représentations supersingulières 17 :

proj ◦ ind(ωr+1
2 )←→ {πr;πp−1−r} (3.44)

avec r ∈ {0, . . . , p−1
2 }. Elle met en bijection l’ensemble des paquets de représentations super-

singulières de GS sur Fp avec celui des classes d’isomorphismes de représentations galoisiennes
projectives de dimension 2 sur Fp.

Intéressons-nous maintenant au devenir des Fp-représentations de GQp scindées de dimen-
sion 2 dans une telle correspondance. On commence par rappeler que si (r, λ) est une paire de
paramètres telle que λ 6= 0, le second point du Corollaire 3.5.19, assure l’existence d’isomor-
phismes de représentations de GS de la forme suivante :

π(r, λ)|GS ' π0(r, λ2) ' π(r,−λ)|GS .

Le pendant de ces isomorphismes lorsque l’on regarde du côté galoisien s’exprime par les égalités
suivantes :(

εr+1µλ 0
0 µλ−1

)
=

(
εr+1µλ2µλ−1 0

0 µλ−1

)
=

(
εr+1µ−λµ−1 0

0 µ−λ−1µ−1

)
.

Si l’on souhaite que notre correspondance reste compatible à celle qui existe pour GL2(Qp)
après restriction à SL2(Qp), il nous faut définir la correspondance suivante pour les paires
(r, λ) avec λ 6= 0 et r ∈ {0, . . . , p− 1} :

proj ◦
(
εr+1µλ 0

0 µλ−1

)
↔ π0(r, λ)ss ⊕ π0([p− 3− r], λ−1)ss . (3.45)

17. On note proj la projection canonique de GL2(...) vers PGL2(...).
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On établit ainsi une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
galoisiennes projectives semi-simples de dimension 2 sur Fp et une famille de classes d’iso-
morphisme de représentations modulo p lisses semi-simples de SL2(Qp) obtenues à partir de
représentations non supersingulières.

Remarque 3.6.15. En décomposant F×p comme somme des Q`/Z` avec ` 6= p entier premier
et en travaillant sur chaque composante `-primaire, on peut reprendre ligne à ligne l’argu-
ment développé par Serre dans le cas complexe [Ser77, Section 6, cas local du Théorème 4]
pour montrer que H2(GQp ,F

×
p ) = {0}, où l’action de GQp sur F×p est bien entendu l’action

triviale. Par suite, toute Fp-représentation projective de dimension finie de GQp se relève en
une représentation linéaire de GQp de même dimension sur Fp, ce qui permettrait d’écrire notre
correspondance de Langlands locale modulo p en considérant des classes d’isomorphismes de
représentations linéaires galoisiennes à torsion par un caractère lisse près.



Chapitre 4

Représentations modulo p de
U(2, 1)(E/F )

4.1 Introduction

Soient p un nombre premier et F un corps local non archimédien complet pour une valuation
discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini kF . Dans l’article [BL94] où
ils décrivent les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles admissibles de
GL2(F ) à coefficients dans une clôture algébrique Fp de kF , Barthel et Livné évoquent la
possibilité d’étendre leurs travaux pour d’autres groupes. Nous avons traité le cas de SL2(F )
dans le chapitre précédent, et de nombreux articles (tels [Br], [Her2], [O1] ou encore [V5])
se sont penchés sur le cas des groupes formés par les F -points de groupes réductifs connexes
définis et déployés sur F .

Dans ce chapitre, nous adaptons les idées développées dans le cas déployé pour traiter aussi
complètement que possible un premier exemple de groupe quasi-déployé sur F mais non déployé
sur F , à savoir celui du groupe unitaire quasi-déployé non ramifié à 3 variables que l’on notera
U(2, 1). Tout comme SL2, il est de rang 1 sur F , et nous verrons qu’il satisfait le même type
de résultats que ceux démontrés dans le chapitre précédent.

Remarque 4.1.1. Les résultats contenus dans ce chapitre ainsi que dans le Chapitre 3 semblent
se généraliser naturellement au cas des représentations modulo p du groupe des F -points d’un
groupe réductif connexe défini, quasi-déployé et de rang 1 sur F . Une partie de cette générali-
sation est présentée dans le Chapitre 5, le reste étant en cours de rédaction. Nous pensons par
ailleurs qu’il est en fait possible de supprimer l’hypothèse de quasi-déploiement et d’obtenir
ainsi des résultats analogues pour les représentations modulo p de groupes réductifs connexes
de rang 1 sur F .

Remarque 4.1.2. Dans la suite, nous supposons par commodité que E/F est non ramifiée
et que p est impair car nous ne possédons pas de bonne référence pour certains des résultats
que nous utilisons dans la Section 4.5. Cependant, la majorité des résultats et des preuves
présentés ici sont valables sans ces hypothèses, ce qui explique que nous gardions les notations
les plus générales possibles 1, produisant par suite l’apparition d’uniformisantes conjuguées dans
certains de nos calculs.

1. Une autre justification de ce choix réside dans l’optique d’une généralisation prochaine de tous les énoncés
obtenus dans ce chapitre.
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Présentation des principaux résultats

On fixe une extension quadratique séparable E/F , une uniformisante $E de E placée au-
dessus d’une uniformisante fixée $F de F , et l’on note G le groupe unitaire U(2, 1)(E/F )
associé à la forme quadratique de signature (2, 1) sur l’espace vectoriel E3. On désigne par x
l’image d’un élément x ∈ E par l’unique F -automorphisme non trivial de E et par N : E → F
l’application norme attachée à l’extension E/F . On pose E(1) := kerN et l’on note B le sous-
groupe de Borel de G formé des matrices triangulaires supérieures.

Le premier résultat important de ce chapitre concerne les représentations non supercuspi-
dales de G sur Fp. On rappelle qu’une représentation lisse irréductible de G sur Fp est dite
supercuspidale lorsqu’elle n’est isomorphe à aucun sous-quotient d’une représentation de la
forme IndG

B (χ) avec χ : B→ F×p caractère lisse.

Théorème 4.1.3. Soit χ : B→ F×p un caractère lisse.

1. Le Fp[B]-module IndG
B (χ) est de longueur 2. Il est indécomposable si et seulement si χ ne

se factorise pas à travers l’application déterminant. Dans le cas contraire, il est totalement
décomposé.

2. Le Fp[G]-module IndG
B (χ) est irréductible si et seulement si χ ne se factorise pas à travers

l’application déterminant. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2 avec
le caractère χ comme sous-objet et la représentation de la série spéciale StG ⊗ χ comme

quotient, où StG :=
IndG

B (1)

1
est la représentation de Steinberg.

3. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales
de G sur Fp se partitionnent en trois familles : les caractères, les représentations de la
série principale et les représentations de la série spéciale. De plus, il n’existe pas d’en-
trelacement entre deux représentations distinctes provenant d’une même famille, et toute
représentation non supercuspidale de G sur Fp est admissible.

Cet énoncé repose de manière fondamentale sur l’étude de la structure de Fp[B]-module des
représentations de la forme IndG

B (χ) avec χ : B→ F×p caractère lisse, ainsi que sur une certaine
connaissance de leurs espaces de vecteurs invariants sous l’action du pro-p-Iwahori standard
I(1) de G et des caractères définis par l’action du sous-groupe d’Iwahori standard I sur ces
espaces (Théorème 4.4.13).

Pour pouvoir décrire les autres Fp-représentations lisses irréductibles admissibles de G, on
suppose que l’extension E/F est non ramifiée, ce qui permet de choisir la même uniformisante
pour E et F , et l’on suit les idées introduites dans [BL94] en nous penchant sur la structure des
algèbres de Hecke sphériques H(G,K, V ) := EndFp[G](indG

K(V )) avec K sous-groupe compact
maximal de G et V représentation lisse irréductible de K sur Fp. On rappelle 2 que cette algèbre
est isomorphe à la Fp-algèbre de convolution H(G,K, V ) des fonctions f : G→ EndFp(V ) lisses
à support compact telles que :

∀ k1, k2 ∈ K, ∀ g ∈ G, f(k1gk2) = k1f(g)k2 .

Par ailleurs, si l’on désigne par U le sous-groupe des éléments unipotents de B et par T le tore
des matrices diagonales de G, on sait que l’espace des vecteurs (K∩U)-invariants de V définit
un Fp-caractère lisse de T ∩ K = T(O×E), où T(O×E) est le sous-groupe des éléments de T à
coefficients dans l’anneau des entiers OE de E. On sait donc de même que l’algèbre de Hecke

2. Nous renvoyons le lecteur souhaitant plus de détails à la Section 2.3 du Chapitre 2.
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sphériqueH(T,T(O×E), V K∩U) est isomorphe à la Fp-algèbre de convolution H(T,T(O×E);V K∩U)
des fonctions ψ : T→ Fp lisses à support compact telles que :

∀ τ ∈ T(O×E), ∀ t ∈ T, ψ(τt) = τψ(t) .

On démontre alors le théorème suivant, qui est un cas particulier de [Her1, Theorem 1.2] lorsque
l’on suppose que F est de caractéristique nulle et que K = G ∩GL3(OE).

Théorème 4.1.4. Soit K un sous-groupe compact maximal de G et soit V une représentation

lisse irréductible de K sur Fp. Posons t0 :=

 $E
−1 0 0

0 1 0
0 0 $E

 où $E est une uniformisante

fixée de E.
L’application SVG : H(G,K, V )→ H(T,T(O×E), V U∩K) définie par :

∀ f ∈ H(G,K, V ), SVG (f) :=

t 7→ ∑
u∈U/U∩K

f(tu)|V K∩U

 ,

est un homomorphisme injectif de Fp-algèbres dont l’image est égale à l’ensemble des éléments
de H(T,T(O×E), V U∩K) dont le support est contenu dans T(O×E)tN0 .
En particulier, l’algèbre de Hecke sphérique H(G,K, V ) est une algèbre de polynômes à coeffi-
cients dans Fp en un opérateur de Hecke TV explicitement déterminé.

Ce résultat nous permet donc de définir, pour tout scalaire λ ∈ Fp, la représentation conoyau

πK(V, λ) :=
indG

K(V )

(TV − λ)(indG
K(V ))

. Connaître en détail la structure de ces représentations nous

permettrait de décrire toutes les représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp
grâce à l’énoncé suivant.

Théorème 4.1.5. Pour toute représentation lisse irréductible admissible π de G sur Fp, il
existe une paire (V, λ) avec V représentation lisse irréductible de K sur Fp et λ ∈ Fp telle que
π soit un quotient du Fp[G]-module πK(V, λ).

Nous pouvons ainsi introduire les deux notions suivantes : une représentation lisse irréduc-
tible est dite supersingulière (relativement à K) lorsqu’elle est isomorphe à un quotient d’une
représentation conoyau de la forme πK(V, 0). Plus généralement, on dira que (V, λ) est une
paramétrisation possible (relativement à K) de la représentation lisse irréductible π lorsque π
est un quotient du Fp[G]-module πK(V, λ).

Tout le reste du chapitre vise à caractériser autant que possible les représentations super-
singulières de G, et se place sous l’hypothèse où E/F est non ramifiée avec le même choix
d’uniformisante pour E et F . Une première idée consisterait à décrire complètement les re-
présentations lisses irréductibles non supersingulières de G, ce qui revient à comprendre la
structure des représentations conoyaux de la forme πK(V, λ) avec λ 6= 0. Nous commençons
par démontrer le résultat suivant, qui donne des conditions assez restrictives sur les paramé-
trisations possibles des représentations obtenues par induction parabolique et sur la structure
possible d’une grande famille de représentations conoyaux. On désigne par φ la matrice anti-

diagonale

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

, et par ηφ := η(φ.φ) le caractère φ-conjugué de η. On rappelle que

l’on a φ2 = I3.

Proposition 4.1.6. 1. Soit η : B→ F×p un caractère lisse. Si (V, λ) est une paramétrisation
possible de IndG

B (η) relativement à K, alors λ = η(t0).
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2. Soient V une représentation lisse irréductible de K sur Fp qui ne s’étend pas en un
Fp-caractère lisse de G 3 et λ ∈ F×p un scalaire non nul. Notons η : T→ F×p le caractère
lisse dont la restriction à T(O×E) est donnée par le caractère porté par (V K∩U)φ et qui
envoie t0 sur λ. On note encore η le Fp-caractère lisse de B obtenu par inflation.
L’application T(O×E)-équivariante V K∩U → ηφ définie par l’identité induit alors un mor-
phisme surjectif de Fp[G]-modules de la forme

πK(V, λ) � IndG
B (η) .

Nous démontrons ensuite que l’on peut déjà calculer toutes les paramétrisations possibles des
Fp-caractères de G et des représentations de la série spéciale de G. Rappelons que l’on désigne
par V0 l’unique Fp-représentation lisse irréductible de K contenue dans la représentation de
Steinberg StG.

Théorème 4.1.7. 1. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module η◦det admet
une et une seule paramétrisation possible, à savoir la paire (η ◦ det, 1).

2. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , la représentation StG ⊗ (η ◦ det) de la série
spéciale admet une unique paramétrisation possible, à savoir la paire (V0 ⊗ (η ◦ det), 1).

Pour compléter notre étude, il nous faudrait pouvoir déterminer toutes les paramétrisations
possibles des représentations de la forme IndG

B (η) avec η : B→ F×p caractère lisse. Pour l’instant,
les résultats que nous avons prouvés à ce sujet peuvent être formulés comme suit.

Proposition 4.1.8. Soit η : B→ F×p un caractère lisse.

1. Si η ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G, alors le Fp[G]-module IndG
B (η) admet

exactement une paramétrisation possible.

2. Si η s’étend en un Fp-caractère lisse de G, alors le Fp[G]-module IndG
B (η) admet au

plus une paramétrisation possible, à savoir la paire (V0 ⊗ η, η(t0)) où V0 est l’unique
représentation lisse irréductible de K sur Fp contenue dans la représentation de Steinberg
StG de G.

Signalons tout de suite que le Théorème 4.1.5 ne permet pas de conclure à l’unicité de la
paramétrisation dans le second cas de la Proposition 4.1.8 car nous avons démontré auparavant
que si η est un Fp-caractère lisse de G, la représentation IndG

B (η) n’est pas irréductible.

En comparant les résultats obtenus jusqu’ici pour G avec ceux qui existent pour GL2(F )
[BL94, Theorem 25], pour SL2(F ) et, plus généralement, pour GLn(F ) [Her2, Theorem 3.1],
il est naturel de se demander si le morphisme surjectif introduit dans la Proposition 4.1.6
n’est pas carrément un isomorphisme, puisqu’il l’est lorsque l’on travaille avec les groupes
sus-mentionnés. En outre, disposer d’un tel isomorphisme permet d’obtenir une classification
des Fp-représentations lisses irréductibles admissibles de G, et nous n’avons à l’heure actuelle
trouvé aucun argument qui mettrait cette propriété d’injectivité en défaut.

Une autre question qui surgit naturellement lors de la comparaison avec les théories existant
pour d’autres groupes porte sur la structure des représentations conoyaux πK(η ◦ det, λ) avec
λ ∈ F×p et η : E(1) → F×p caractère lisse. Nous savons démontrer 4 par un argument utilisant la
structure de l’arbre de Bruhat-Tits que la représentation π(1, 1) est une extension non scindée
du caractère 1 par StG. Ceci implique en particulier que toute représentation conoyau de la
forme πK(η ◦ det, 1) est une extension non scindée du caractère η ◦ det par la représentation

3. Ce qui signifie que V est soit de dimension strictement supérieure à 1, soit un Fp-caractère lisse de K qui
ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G.

4. Mais n’avons pas eu le temps d’inclure cette preuve dans le manuscrit.
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de la série spéciale StG ⊗ (η ◦ det). Par ailleurs, si l’on s’intéresse à πK(η ◦ det, λ) avec λ 6= 1,
nous savons en construire un quotient de la forme IndG

B (χ), qui doit alors être irréductible à
cause du Théorème 4.1.7 (qui implique que le caractère χ ne peut pas être étendu en un Fp-
caractère lisse de G). De nouveau par analogie avec les théories de référence, nous pensons que
la surjection ainsi définie est en fait un isomorphisme de Fp[G]-modules, et que la démonstration
de cette affirmation doit être identique à celle qui devrait donner l’injectivité du morphisme de
la Proposition 4.5.26.

Toutes ces considérations nous mènent à introduire l’hypothèse suivante, qui va nous permettre
d’énoncer ensuite une conjecture regroupant deux assertions de nature différente : la première
est une supposition que nous faisons et que nous n’avons pas encore complètement démontrée
(pour des raisons essentiellement techniques et temporelles) ; la seconde est un fait que nous
savons démontrer, mais dont la preuve n’a pas pu être incluse dans ce manuscrit.

Hypothèse A : La paire (V, λ), avec V représentation lisse irréductible de K sur Fp et
λ ∈ Fp scalaire non nul, vérifie l’une des deux assertions suivantes :

– V ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G ;
– V s’étend en un Fp-caractère lisse η de G et λ 6= 1.

Conjecture B :

1. Pour toute paire (V, λ) satisfaisant à l’Hypothèse A, la représentation conoyau πK(V, λ)

est isomorphe au Fp[G]-module IndG
B (η), où η : B → F×p est le caractère lisse dont la

restriction à T(O×E) vaut (V K∩U)φ et qui envoie t0 sur λ.
2. Notons V0 l’unique représentation lisse irréductible de K sur Fp contenue dans la repré-

sentation de Steinberg StG. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module
πK(V0 ⊗ (η ◦ det), 1) est une extension non scindée du caractère η ◦ det par la représen-
tation de la série spéciale StG ⊗ (η ◦ det).

Sous cette conjecture, nous pouvons tout d’abord compléter l’énoncé de la Proposition 4.1.8, ce
qui mène à l’unicité du quotient lisse irréductible de n’importe quelle représentation conoyau.

Proposition 4.1.9. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour tout caractère lisse
η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module IndG

B (η ◦ det) admet une et une seule paramétrisation possible,
à savoir la paire (V0 ⊗ (η ◦ det), 1) où V0 désigne l’unique Fp-représentation lisse irréductible
de K contenue dans StG.

Corollaire 4.1.10. Supposons que la Conjecture B soit vraie. Pour toute paire (V, λ) avec V
représentation lisse irréductible de K sur Fp et λ ∈ F×p , le Fp[G]-module porté par la représen-
tation conoyau πK(V, λ) admet (à isomorphisme près) un unique quotient irréductible. De plus,
ce quotient irréductible n’est pas supercuspidal.

Nous déduisons tout d’abord de ces énoncés que la notion de supersingularité relativement à
K introduite précédemment est bien définie, puis qu’elle est équivalente à la notion de super-
cuspidalité.

Lemme 4.1.11. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée.
La notion de supersingularité par rapport à K est alors bien définie : si π est une représentation
lisse irréductible de G sur Fp admettant une paramétrisation possible de la forme (V, 0) avec V
représentation lisse irréductible de K sur Fp, alors toute paramétrisation possible de π est de la
forme (W, 0) avec W représentation lisse irréductible de K sur Fp.

Théorème 4.1.12. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour toute représentation lisse
irréductible admissible π de G sur Fp, on a équivalence entre les assertions suivantes :
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i) π est supersingulière relativement à K ;

ii) π est supercuspidale.

Ce dernier résultat prouve en particulier que la notion de supersingularité ne dépend pas, pour
les représentations lisses irréductibles admissibles deG, du choix deK puisqu’elle est équivalente
à la notion de supercuspidalité qui n’a absolument rien à voir avec les sous-groupes compacts
maximaux de G. Nous pouvons alors conclure ce chapitre par l’énoncé de classification suivant
des représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp, qui est démontré sous réserve
de disposer de la Conjecture B.

Théorème 4.1.13. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée.
A isomorphisme près, toute représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp appartient
à l’une et et une seule des quatre familles suivantes :

i) les caractères de G, de la forme η ◦ det avec η : E(1) → F×p caractère lisse ;

ii) les représentations de la série principale, de la forme IndG
B (η) avec η : B→ F×p caractère

lisse qui ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G.

iii) les représentations de la série spéciale, de la forme StG ⊗ (η ◦ det) avec η : E(1) → F×p

caractère lisse et StG :=
IndG

B (1)

1
représentation de Steinberg ;

iv) les représentations supersingulières.

Plan du chapitre

Après une section qui regroupe divers résultats préliminaires plus ou moins techniques,
nous consacrons la Section 4.3 à la description explicite des Fp-caractères lisses de G et de
B ainsi qu’à quelques résultats qui en découlent. La Section 4.4 contient une étude complète
des représentations lisses de G obtenues par induction lisse des Fp-caractères lisses de B, ce
qui permet notamment d’obtenir une démonstration du Théorème 4.1.3. La dernière section
de ce chapitre, qui est la plus longue, commence par une démonstration du Théorème 4.1.4.
On démontre ensuite le Théorème 4.1.5 en adaptant les arguments développés dans le cas
déployé, puis l’on s’intéresse aux représentations conoyaux πK(V, λ) et à leurs relations éven-
tuelles avec les représentations non supercuspidales de G. Pour ce faire, nous introduisons un
isomorphisme remarquable ∆ : HomFp[K](V, IndG

B (η))→ HomFp[T(O×E )](V
K∩U, ηφ) lorsque V est

une Fp-représentation lisse irréductible de K et η un Fp-caractère lisse de B. Cet isomorphisme
fait l’objet de la Section 4.5.3 et tient une place importante dans la compréhension des paramé-
trisations possibles des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de G puisqu’il
est à la base des démonstrations fournissant la Proposition 4.1.6 et le Théorème 4.1.7. Nous
terminons alors ce chapitre en introduisant la Conjecture B et en l’utilisant pour aboutir à
l’énoncé de classification donné dans le Théorème 4.1.13.

4.2 Préliminaires

4.2.1 Notations générales

On fixe un entier premier p et l’on considère un corps local non archimédien F que l’on
suppose complet pour une valuation discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel
fini. On note OF l’anneau des éléments entiers de F , pF son idéal maximal et kF = OF /pF
son corps résiduel. On désigne par E une extension quadratique séparable non ramifiée de F
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et, si x est un élément de E, on note x son image par l’unique F -automorphisme non trivial 5

de E, Tr(x) := x + x sa trace et N(x) := xx sa norme. On note OE l’anneau des entiers de
E, pE son idéal maximal et kE son corps résiduel. On fixe une uniformisante $F ∈ pF , une
uniformisante $E ∈ pE au-dessus de 6 $F , et une clôture algébrique Fp de kF qui contient
kE . Remarquons que comme la conjugaison préserve la valuation pE-adique 7, le noyau E(1) de
l’application norme est contenu dans O×E . Il vérifie de plus E(1) ∩F = {±1}, cette intersection
étant réduite à un élément lorsque F est de caractéristique 2.

On note G := GL3(E) le groupe des matrices inversibles de taille 3×3 à coefficients dans E,
K := GL3(OE) qui est à conjugaison près l’unique sous-groupe compact maximal de G, et B
le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de G. On a alors B = TU = UT ,
où U désigne le radical unipotent de B et T le tore déployé maximal des matrices diagonales.
On considère la forme hermitienne Φ sur E3 de signature (2, 1) dont la matrice dans la base
canonique est

φ :=

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 .

On note G le groupe unitaire qui lui est associé, défini comme étant le groupe des automor-
phismes de E3 auto-adjoints par rapport à Φ. Autrement dit, le groupe G peut être identifié
au sous-groupe suivant de G :

G = {M ∈ G | tMφM = φ} = U(2, 1)(E/F ) .

Remarquons que l’on a en particulier detM ∈ E(1) pour tout élément M ∈ G. De plus, un

calcul direct montre que les éléments de G sont exactement les matrices

 a b c
d e f
g h i

 de G

qui satisfont aux conditions suivantes :

Tr(ag) = N(d) ; (4.1)
Tr(bh) = N(e)− 1 ; (4.2)
Tr(ci) = N(f) ; (4.3)

ah− de+ gb = 0 ; (4.4)
bi− ef + hc = 0 ; (4.5)
ai− df + gc = 1 . (4.6)

On note B = B ∩ G le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de G, qui
admet donc la description suivante :

B =


 a−1 b c

0 e bae
0 0 a

 ; e ∈ E(1); a, b, c ∈ E avec Tr(a−1c) = N(b)

 .

Son radical unipotent est noté U = U ∩G, et T = T ∩G désigne le tore maximal des matrices
diagonales. On a encore B = TU = UT, mais le tore T n’est pas un tore déployé de G : le tore

5. Que l’on appellera parfois l’application de conjugaison.
6. Ce qui signifie que l’on a $e

E = $F , où e = e(E/F ) désigne l’indice de ramification de E/F . Comme
l’extension E/F est supposée non ramifiée, on peut choisir la même uniformisante pour E et F , ce que nous
ferons à partir de la Section 4.5.3. Cependant, comme nous l’avons expliqué dans la Remarque 4.1.2, plusieurs
résultats énoncés ci-après sont encore valables lorsque l’extension E/F est ramifiée, ce qui explique pourquoi
nous gardons des notations générales autant que possible.

7. Cette propriété se vérifie par un calcul direct en distinguant selon que l’extension quadratique E/F est
non ramifiée ou totalement ramifiée.
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déployé maximal contenu dans T est isomorphe à F×, tandis que T est isomorphe à E××E(1).
On note U le radical unipotent du Borel opposé B : un calcul direct montre alors que φUφ = U
et que la propriété suivante est vérifiée :

∀t ∈ T, φtφ = t
−1

. (4.7)

L’action par conjugaison de G sur l’ensemble de ses sous-groupes compacts maximaux possède
deux orbites, dont des représentants sont donnés 8 par K0 := K ∩ G et K1 := (PKP−1) ∩ G

avec P :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 $E

. Signalons ici que l’on connaît la structure des groupes finis obtenus

par «réduction modulo $E» de K0 et de K1 [T, Section 3.11] : ils sont respectivement égaux
au groupe unitaire fini U(2, 1)(kE/kF ) et au produit U(1, 1)(kE/kF ) × k(1)

E , où k
(1)
E désigne

l’ensemble des éléments de kE dont la norme 9 est égale à 1.
On note I le sous-groupe d’Iwahori standard de G : il est constitué des éléments de K0 dont
la réduction modulo $E est une matrice triangulaire supérieure inversible, et est aussi égal
à l’intersection K0 ∩ K1. Il contient le pro-p-Iwahori standard I(1), formé des éléments de I
dont la réduction modulo $E est unipotente. On introduit enfin l’élément suivant de T, qui
appartient au tore déployé maximal de G contenu dans T puisque l’extension E/F est supposée
non ramifiée :

t0 :=

 $E
−1 0 0

0 1 0
0 0 $E

 .

4.2.2 Autour des éléments de B

La décomposition de Bruhat raffinée, rappelée dans la sous-section suivante, motive la
recherche d’une description de l’action par translations à droite de B sur la double classe BφU
lorsque l’on souhaite étudier les représentations de G obtenues par induction parabolique à
partir de B. Cette sous-section regroupe quelques résultats un peu techniques à ce sujet dont
nous ferons usage par la suite, notamment dans la Section 4.4.
On commence par introduire les notations suivantes : pour tous scalaires x, y ∈ E et z ∈ E×,
on pose

u(x, y) :=

 1 x y
0 1 x
0 0 1

 , u(x, y) :=

 1 0 0
x 1 0
y x 1

 et t(z, y) :=

 z−1 0 0
0 y 0
0 0 z

 .

Les éléments de U (respectivement : de U) sont alors exactement les u(x, y) (resp. u(x, y)) avec
x, y ∈ E tels que Tr(y) = N(x) tandis que les éléments de T sont tous de la forme t(a, e) avec
a ∈ E× et e ∈ E(1). Un premier calcul direct montre que quelles que soient les valeurs des
paramètres a, e, x et y, on a

t(a, e)u(x, y) = u(a−1ex,N(a−1)y)t(a, e) . (4.8)

Grâce à l’identité (4.7), on déduit de cette expression la relation suivante.

Lemme 4.2.1. Soient t(a, e) ∈ T et u(x, y) ∈ U. Pour tout b ∈ B, on a

bφu(x, y)t(a, e) = bt(a−1, e)φu(aex,N(a)y) .

8. La Section 7.2 contient une preuve de cette affirmation reposant sur des arguments dus à Hijikata [Hij].
9. Relative à l’extension quadratique kE/kF , ce qui a un sens puisque l’extension E/F est supposée non

ramifiée.
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Un second calcul, tout aussi direct que celui menant à l’égalité (4.8), montre que l’on dispose
de l’identité suivante.

Lemme 4.2.2. Soient u(x, y) et u(b, c) deux éléments de U. Alors :

u(x, y)u(b, c) = u(x+ b, y + c+ xb) . (4.9)

En particulier, l’inverse de u(x, y) est égal à u(−x, y).

On termine en rappelant une identité qui relie explicitement les éléments non triviaux de U à
ceux de BφU et qui s’obtient par un calcul direct.

Lemme 4.2.3. Pour tout élément u(x, y) ∈ U avec (x, y) 6= (0, 0), on a l’égalité suivante :

u(x, y) =

 y−1 y−1x 1
0 yy−1 x
0 0 y

φu(y−1x, y−1) ∈ BφU .

Remarque 4.2.4. Puisque l’on impose que l’égalité Tr(y) = N(x) soit vérifiée, on voit immé-
diatement que la condition (x, y) 6= (0, 0), qui signifie simplement que l’élément u(x, y) n’est
pas égal à I3, est équivalente à la condition y 6= 0.

4.2.3 Décompositions en doubles classes de G

Notons W0 le groupe de Weyl fini associé à G. On rappelle qu’il peut être défini comme le
quotient par T du normalisateur NG(T) de T dans G, auquel cas le calcul explicite 10 de NG(T)
montre que W0 est un groupe de cardinal 2 et que φ peut être choisi comme relèvement dans
NG(T) d’un générateur de W0. La décomposition de Bruhat pour G [IGA, Théorème 11.4.(ii)]
et sa version raffinée (qui provient de la factorisation B = TU et du fait que φ normalise T)
s’écrivent donc de la manière suivante.

Théorème 4.2.5 (Décomposition de Bruhat). Le groupe G admet les décompositions en
doubles classes disjointes suivantes :

G = B t BφB (4.10)
= B t BφU . (4.11)

On sait de plus que la factorisation des éléments de G donnée par la décomposition (4.11) est
unique, et que BφU est une partie ouverte dense de G tandis que B est un sous-groupe fermé
non ouvert de G.

Remarque 4.2.6. Comme E/F est supposée non ramifiée, on dispose aussi d’une décom-
position de Bruhat pour le groupe fini G(kE) formé des matrices M de GL3(kE) vérifiant
tMφM = φ :

G(kE) = B(kE) t B(kE)φB(kE) = B(kE) t B(kE)φU(kE) ,

où B(kE) et U(kE) désignent respectivement le sous-groupe des matrices triangulaires supé-
rieures de G(kE) et le radical unipotent de B(kE). Là encore, on a unicité de l’écriture dans la
seconde décomposition.

Nous démontrons maintenant quelques résultats techniques qui vont nous servir à démontrer
les décompositions d’Iwasawa (Corollaire 4.2.8) et de Cartan (Théorème 4.2.12) pour G à partir
de la décomposition de Bruhat raffinée rappelée ci-avant, nous évitant ainsi d’avoir à renvoyer
le lecteur vers [BT1, Section 4.4].

10. Que l’on donne dans la Section 7.3.
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Lemme 4.2.7. Soit K ∈ {K0,K1}.
1. L’élément φ admet la factorisation suivante :

φ =

 $E 0 0
0 1 0

0 0 $−1
E

 0 0 $E
−1

0 −1 0
$E 0 0

 .

En particulier, φ appartient à TK et à KT.
2. Pour tous éléments x, y ∈ E tels que N(x) = Tr(y), on dispose de la décomposition

matricielle suivante : 0 0 1
0 −1 −x
1 x y

 =

 y−1 −xy−1 1
0 yy−1 −x
0 0 y

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1

 . (4.12)

En particulier, φu appartient à BK pour tout élément u ∈ U.

Démonstration. Un calcul direct permet de vérifier que φ admet bien la factorisation annoncée,
ce qui montre qu’il appartient à TK1 et achève la preuve du premier point puisque φ appartient
clairement à K0 et est égale à son inverse. La décomposition du second point se vérifie de même
par un calcul direct.
Soit maintenant u(x, y) ∈ U avec x, y ∈ E tels que N(x) = Tr(y). On peut supposer y
non nul car dans le cas contraire, on a nécessairement x = 0 et la matrice u(0, 0) = I3 est
trivialement contenue dans BK. Remarquons ensuite que l’égalité N(x) = Tr(y) implique que

l’on a 2vE(x) ≥ vE(y), ce qui se réécrit vE(x) ≥ vE(y)

2
. Nous allons conclure en distinguant

selon le signe de vE(y).
Si vE(y) ≥ 0, alors on a aussi vE(x) ≥ 0 et la matrice u(x, y) appartient en fait à I = K0 ∩K1,
ce qui implique directement que φu(x, y) appartient bien à BK. Supposons maintenant que
vE(y) < 0, ce qui signifie que y−1 appartient à pE . C’est alors aussi le cas de xy−1, puisque

l’inégalité vE(x) ≥ vE(y)

2
est équivalente à vE(xy−1) = vE(x) − vE(y) ≥ −vE(y)

2
> 0, et

de xy−1, puisque la conjugaison préserve la valuation $E-adique. Un calcul immédiat montre
alors que l’on a

φu(x, y) =

 0 0 1
0 −1 −x
1 x y

 ,

ce qui permet de déduire de la factorisation (4.12) que φu(x, y) est bien un élément de BK et
termine la démonstration.

Corollaire 4.2.8 (Décomposition d’Iwasawa). Soit K ∈ {K0,K1}. Le groupe G admet une
décomposition d’Iwasawa relativement à K :

G = BK = KB .

Démonstration. Par décomposition de Bruhat raffinée, on sait que G est la réunion de B et de
BφU, et le Lemme 4.2.7 assure que φU est contenu dans BK, ce qui prouve que G = BK et
termine la démonstration, l’autre décomposition s’obtenant par passage à l’inverse.

Lemme 4.2.9. Soit K ∈ {K0,K1}. Tout élément de U peut être écrit sous la forme k1t
−n
0 k2

avec k1, k2 ∈ K et n ≥ 0. Autrement dit, on a U ⊂ Kt−N0 K.

Démonstration. Soit u(x, y) ∈ U avec x, y ∈ E tels que N(x) = Tr(y). Comme nous l’avons
vu dans la preuve du Lemme 4.2.7, on est forcément dans l’un des deux cas suivants :
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– ou bien vE(y) ≥ 0, auquel cas u(x, y) est un élément de U ∩ K et il suffit de prendre
k1 = u(x, y), n = 0 et k2 = I3 pour conclure ;

– ou bien vE(y) < 0, auquel cas on utilise la factorisation (4.12) pour écrire que

u(x, y) = φ

 y−1 −xy−1 1
0 yy−1 −x
0 0 y

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1


= φ

 1 −xy−1 y−1

0 1 −xy−1

0 0 1

 y−1 0 0
0 yy−1 0
0 0 y

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1

 .

Comme nous l’avons expliqué dans la preuve du Lemme 4.2.7, la condition N(x) = Tr(y)

assure que les matrices

 1 −xy−1 y−1

0 1 −xy−1

0 0 1

 et

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1

 appartiennent

toutes deux à K. D’autre part, on sait que si K = K0, alors φ appartient à K et il suffit
de poser −n = vE(y) < 0 pour avoir le résultat annoncé. Lorsque K = K1, il suffit de
remarquer que l’on a

φ

 1 −xy−1 y−1

0 1 −xy−1

0 0 1

 =

 0 0 1
0 −1 xy−1

1 −xy−1 y−1


=

 0 0 $−1
E

0 −1 xy−1$−1
E

$E −xy−1 (y$E)−1

 $E
−1 0 0

0 1 0
0 0 $E


pour conclure en posant −n := vE(y) + 1 ≤ 0.

Nous avons ainsi prouvé dans les deux cas l’existence d’un entier naturel n ∈ N et de deux
éléments k1, k2 ∈ K tels que u(x, y) = k1t

−n
0 k2, ce qui est le résultat annoncé.

Lemme 4.2.10. Soit K ∈ {K0,K1}. Tout élément de B = TU peut être écrit sous la forme
k1tk2 avec t ∈ T et k1, k2 ∈ K. Autrement dit, on a B ⊂ KTK.

Démonstration. Soit b ∈ B. Comme B = TU, il existe des scalaires a ∈ E, e ∈ E(1) et x, y ∈ E
vérifiant N(x) = Tr(y) tels que b = t(a, e)u(x, y). Si y appartient à OE , alors u(x, y) appartient
à U ∩K et il n’y a rien à démontrer, ce qui nous permet de supposer que vE(y) < 0. On peut
alors écrire grâce à la formule (4.12) que l’on a

u(x, y) = φ

 y−1 −xy−1 1
0 yy−1 −x
0 0 y

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1



avec

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1

 qui appartient à I(1), donc à K. Pour conclure, nous allons distinguer

selon le signe de vE(a).
– Si vE(a) ≥ 0, alors on a

t(a, e)u(x, y) = φt(a−1, e)φu(x, y)

= φt(a−1, e)

 y−1 −xy−1 1
0 yy−1 −x
0 0 y

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1
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ce qui s’écrit aussi

t(a, e)u(x, y) = φ

 ay−1 −axy−1 a
0 eyy−1 −ex
0 0 a−1y

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1


= φ

 1 −axey−1 N(a)y−1

0 1 −axey−1

0 0 1

 ay−1 0 0
0 eyy−1 0
0 0 a−1y

 1 0 0

xy−1 1 0
y−1 xy−1 1

 .

Comme a est par hypothèse contenu dans OE , la matrice

 1 −axey−1 N(a)y−1

0 1 −axey−1

0 0 1


appartient à K, ce qui prouve le résultat annoncé lorsque K = K0 puisque φ est aussi
un élément de K0. Lorsque K = K1, on utilise l’astuce de la preuve du Lemme 4.2.9

en écrivant φ ∈ K1T sous la forme φ =

 0 0 $−1
E

0 −1 0
$E 0 0

 $E
−1 0 0

0 1 0
0 0 $E

 et en

remarquant que l’appartenance de y−1 et de xy−1 à pE assure que l’élément $E
−1 0 0

0 1 0
0 0 $E

 1 −axey−1 N(a)y−1

0 1 −axey−1

0 0 1

 $E 0 0
0 1 0

0 0 $−1
E


=

 $E
−1 −axe(y$E)−1 N(a)(y$E)−1

0 1 −axey−1

0 0 $E

 $E 0 0
0 1 0

0 0 $−1
E


=

 1 −aexy−1$E
−1 N(a)N($−1

E )y−1

0 1 −aexy−1$−1
E

0 0 1


est contenu dans K1. On en déduit donc que t(a, e)u(x, y) appartient à la double classe
K1t(a

−1y$E , eyy
−1)K1, ce qui prouve le résultat voulu.

– Si vE(a) < 0, on se ramène au cas précédent en travaillant avec b−1 ∈ B. En effet, si
b = t(a, e)u(x, y), on sait grâce au Lemme 4.2.2 et à la formule (4.8) que l’on a

b−1 = u(−x, y)t(a−1, e) = t(a−1, e)u(−a−1ex,N(a−1)y)

avec a−1 ∈ pE . Par suite, si vE(N(a−1)y) ≥ 0, alors u(−a−1ex,N(a−1)y) appartient à K
et b−1 appartient àKTK, ce qui implique qu’il en va de même pour b ; si vE(N(a−1)y) < 0,
on peut alors reprendre pour b1 := b−1 l’argument développé ci-avant pour b dans le cas
où vE(y) < 0 et vE(a) ≥ 0 en considérant cette fois a1 := a−1 et y1 := N(a−1)y. On
obtient donc finalement que b−1 est un élément de KTK, ce qui implique que b appartient
lui aussi à KTK et termine la démonstration.

Remarque 4.2.11. La première partie de la preuve du Lemme 4.2.10 (cas où vE(a) ≥ 0)
montre en particulier le résultat suivant : si n ∈ N et si u(x, y) ∈ U n’appartient pas à

K, alors l’élément tn0u(x, y) appartient à Ktm0 K avec m =

{
−n+ vE(y) si K = K0 ;
−n+ vE(y) + 1 si K = K1 .

Remarquons en particulier que l’on a toujours m < −n.

Théorème 4.2.12 (Décomposition de Cartan). Soit K ∈ {K0,K1}. Le groupe G admet les
décompositions en doubles classes disjointes suivantes :

G =
⊔
n∈N

Ktn0K =
⊔
n∈N

Kt−n0 K .



4.2.3 - Décompositions en doubles classes de G 109

Démonstration. Le fait que G soit réunion des doubles classes {Ktn0K, n ∈ Z} provient directe-
ment de la décomposition d’Iwasawa G = BK et du Lemme 4.2.10 puisqu’un calcul immédiat
montre que l’on a T = T(O×E)tZ0 = tZ0T(O×E), où T(O×E) := T∩K est le sous-groupe des éléments
de T à coefficients dans OE . Remarquons par ailleurs que l’élément ξ := $E$

−1
E appartient 11

à O×E et fournit l’identité suivante :

∀ n ∈ N, t0
n

=

 ξn 0 0
0 1 0

0 0 ξ
−n

 tn0 .

Combinée avec la relation (4.7), cette égalité prouve que l’on a Ktn0K = Kt−n0 K pour tout
entier n ∈ N et montre donc que G est la réunion des doubles classes {Ktn0K, n ∈ N}. Il nous
reste à vérifier que ces classes sont deux à deux disjointes : soient donc m,n ∈ N tels que tm0
appartienne à Ktn0K. Puisque T ∩K = T(O×E) ne contient aucune puissance non triviale de t0,
la nullité de m ou de n entraîne la nullité de l’autre exposant, ce qui permet de supposer que
m et n sont tous deux strictement positifs.
Ecrivons alors tm0 sous la forme k1t

n
0k2 avec k1 = (k1

ij)1≤i,j≤3 et k2 = (k2
ij)1≤i,j≤3 deux éléments

de K. Le calcul explicite du coefficient situé en position (1, 1) implique que l’on doit avoir

k1
11k

2
11$E

−n + k1
12k

2
21 + k1

13k
2
31$

n
E = $E

−m (4.13)

ce qui donne, après multiplication par $E
m,

k1
11k

2
11$E

m−n + k1
12k

2
21$E

m + ξnk1
13k

2
31$E

m+n = 1 . (4.14)

Comme k1 et k2 appartiennent tous deux à K, les coefficients k1
11k

2
11, k1

12k
2
21 et ξnk1

13k
2
31 sont

tous trois contenus dans OE . Pour que l’égalité (4.14) soit possible, il faut donc avoirm−n ≤ 0,
i.e. m ≤ n. Par symétrie des rôles de m et n, on en conclut que l’on doit avoir m = n, ce qui
termine la démonstration.

Remarque 4.2.13. La méthode développée à la fin de la preuve du Théorème 4.2.12 nous
permet aussi de montrer que pour tous entiers naturels non nuls m et n, on a :

(t±m0 ∈ Ktn0KU) =⇒ (m ≤ n) .

Une preuve de cette assertion est donnée dans la Section 7.4 par souci de complétude.

Corollaire 4.2.14. Pour tout n ∈ N, on a tn0U ∩Ktn0K = tn0 (U ∩K).

Démonstration. Ce résultat, qui peut être vu comme un cas particulier de [BT1, 4.4.4.ii)],
est une conséquence directe des calculs effectués précédemment. L’inclusion de tn0 (U∩K) dans
tn0U∩Ktn0K étant immédiate, concentrons-nous sur la preuve de l’inclusion réciproque en fixant
un élément u(x, y) ∈ U tel que tn0u(x, y) soit contenu dans Ktn0K et en supposant par l’absurde
que u(x, y) n’appartienne pas à U ∩ K. La Remarque 4.2.11 impliquerait alors que tn0u(x, y)
est un élément de Ktm0 K avec m < −n, ce qui prouverait la non-vacuité de l’intersection
Kt−n0 K∩Ktm0 K = Ktn0K∩Ktm0 K et contredirait le fait que les doubles classes {Kt−r0 K, r ∈ N}
sont deux à deux disjointes. On en conclut que u(x, y) doit appartenir à U∩K, ce qui termine
la démonstration.

Nous terminons cette sous-section en prouvant un énoncé de décomposition de G en doubles
classes disjointes modulo B à droite et I ou I(1) à gauche.

11. On peut en fait toujours choisir l’uniformisante de manière à ce que ξ soit égal à ±1.
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Lemme 4.2.15. Le groupe G admet les décompositions en doubles classes disjointes suivantes :

G = BI t BφI = BI(1) t BφI(1) .

Démonstration. Commençons par signaler que la seconde décomposition découle immédiate-
ment de la première une fois que l’on a remarqué que I = T(O×E)I(1), où T(O×E) désigne le
sous-groupe des éléments de T à coefficients dans OE , et que φ normalise T. Pour démontrer la
première décomposition, on rappelle tout d’abord que G admet une décomposition d’Iwasawa
par rapport à K0 (Corollaire 4.2.8) : G = BK0. Par ailleurs, la décomposition de Bruhat du
groupe fini G(kE) rappelée dans la Remarque 4.2.6 fournit, après relèvement par l’application
de réduction modulo $E , la décomposition suivante de K0 en classes disjointes :

K0 = I t IφI .

On dispose donc déjà de la décomposition suivante de G :

G = BI t BIφI . (4.15)

Rappelons maintenant que la décomposition de Bruhat de G permet d’écrire la double classe
BIφI sous la forme (BIφI ∩ B) t (BIφI ∩ BφU). Comme φ n’appartient pas à I, l’intersection
BIφI∩B est vide : en effet, si elle ne l’était pas, cela signifierait qu’il existe des éléments i, j ∈ I
et b, β ∈ B tels que bβ−1 = iφj. Cette écriture assurerait alors que bβ−1 est un élément de
B ∩K0, donc de I, ce qui impliquerait que φ = i−1(bβ−1)j−1 est un élément de I.
Nous obtenons ainsi que BIφI = BIφI ∩ BφU, ce qui prouve que BIφI est contenu dans BφU.
Nous allons maintenant montrer que la double classe IφI est incluse dans BφU(OE), où U(OE)
désigne le sous-groupe des éléments de U à coefficients dans OE . Ceci suffit pour conclure car
l’on aura ainsi prouvé que l’on dispose de la chaîne d’inclusions

BIφI ⊂ BφU(OE) ⊂ BφI ,

donc finalement que BIφI = BφI puisque l’inclusion de BφI dans BIφI est évidente.
Soit donc x un élément de IφI. Nous avons précédemment montré que BIφI est inclus dans
BφU, ce qui permet de décomposer x sous la forme bφu avec b ∈ B et u ∈ U. Nous allons
vérifier par un calcul explicite que u est à coefficients dans OE . Si l’on note

b :=

 a−1 x y
0 e xae
0 0 a

 et u :=

 1 g h
0 1 g
0 0 1

 ,

le calcul de x = bφu montre alors que l’on a

x =

 y −x+ gy a−1 − gx+ hy
xae e(xag − 1) e(hxa− g)
a ag ah

 . (4.16)

Rappelons maintenant que x appartient par hypothèse à la double classe IφI, ce qui assure d’une
part que x est à coefficients dans OE , donc que ag et ah sont contenus dans OE . D’autre part, si

l’on écrit x sous la forme iφj avec i, j ∈ I et si l’on note

 i11 i12 i13

0 i22 i23

0 0 i33

,

 j11 j12 j13

0 j22 j23

0 0 j33


les réductions respectives de i, j modulo $E , on obtient par un calcul direct que la réduction

modulo $E de x doit être de la forme

 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

i33j11 ∗ ∗

. La comparaison de cette écriture avec

l’expression (4.16) montre que la réduction modulo $E de a doit être égale à i33j11 6= 0, ce qui
implique que a est un élément de O×E , et donc que g = a−1(ag) et h = a−1(ah) appartiennent
à OE .
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4.2.4 Actions de groupe sur l’arbre de Bruhat-Tits

Nous clôturons cette première section par un bref rappel concernant l’immeuble de Bruhat-
Tits de G. C’est un arbre X qui est naturellement muni d’une distance δ définie comme le
nombre minimal d’arêtes nécessaire pour construire un chemin dans l’arbre entre deux sommets
donnés, ainsi que d’une action deG par isométries relativement à δ. Si l’on noteA l’appartement
défini par le tore déployé maximal contenu dans T et si l’on suppose 12 que l’on n’est pas dans
le cas très particulier où l’extension E/F est ramifiée avec F de caractéristique égale à 2,
on peut alors donner la description explicite suivante de X [T, 2.10 et 3.11] 13. On rappelle
qu’une application f : E3 → R := R∪{∞} est une norme additive lorsqu’elle satisfait les deux
conditions suivantes :
i) ∀ x, y ∈ E3, f(x+ y) ≥ inf(f(x), f(y)) ;
ii) ∀ λ ∈ E, ∀ x ∈ E, f(λx) = f(x) + vE(λ).
On note B l’ensemble des normes additives f : E3 → R qui sont maximales pour la propriété
supplémentaire suivante 14 :

∀ x, y ∈ E3, vE(Φ(x, y)) ≥ f(x) + f(y),

et on le munit de l’action de G définie par g · f := [x 7→ f(g−1x)]. On peut alors identifier X
à B grâce à l’unique application G-équivariante définie comme suit sur A ' R : à tout réel
v ∈ R est associée la norme additive fv donnée par fv(x, y, z) := inf(vE(x)−v, vE(y), vE(z)+v)
pour tout triplet (x, y, z) ∈ E3. On dispose alors de la caractérisation suivante des sommets
(hyper)spéciaux de X : le sommet associé à la norme additive fv est

– spécial s’il existe une base (e1, e2, e3) de E3 et un demi-entier λ ∈ 1

2
Z tels que l’on ait

∀ (x1, x2, x3) ∈ E3, fv

(
3∑
i=1

xiei

)
= inf(vE(x1)− λ, vE(x2), vE(x3) + λ) ; (4.17)

– hyperspécial si l’extension E/F est non ramifiée et s’il existe une base de E3 dans laquelle
fv satisfait la condition (4.17) avec λ = 0.

On désigne par v0 le sommet de X qui correspond à la norme additive f0 sous cet isomorphisme :
c’est un sommet spécial 15 dont le stabilisateur sous l’action de G est égal au sous-groupe
compact maximal K0. On note v1 le sommet voisin de v0 dont le stabilisateur sous l’action de
G est égal au sous-groupe compact maximal K1 : c’est aussi un sommet spécial 16 de X , et le
stabilisateur de l’arête ayant pour extrémités v0 et v1 est alors égal au sous-groupe d’Iwahori
standard I. Sachant que l’on a δ(v0, t0v0) = 2, on déduit des décompositions de Cartan pour
G obtenues dans la section précédente que l’on peut identifier 17 :

– le quotient G/K0 à l’ensemble des sommets de X situés à distance paire de v0 ;
– le quotient G/K1 à l’ensemble des sommets de X situés à distance impaire de v0.

Ceci nous permet d’introduire la notion de support dans l’arbre d’un élément f ∈ indG
K(V ) avec

V représentation lisse irréductible de K = Ki ∈ {K0,K1} sur Fp : on dit qu’un sommet v de X
appartient au support de f s’il peut être écrit sous la forme gvi avec g ∈ G qui appartient au
support de f . Remarquons que, par définition des éléments de indG

K(V ), le support de f dans
X est toujours une partie finie de l’orbite Gvi de vi.

12. Ce qui est le cas ici puisque l’on a supposé que E/F est non ramifiée.
13. Une telle description existe aussi dans le cas très particulier sus-mentionné, mais avec une présentation

légèrement différente. Nous renvoyons le lecteur à [T, 2.10] pour plus de détails.
14. Ce qui impose bien entendu que l’on suppose qu’elles vérifient ladite propriété.
15. Et même hyperspécial lorsque E/F est non ramifiée.
16. Mais non hyperspécial.
17. Nous renvoyons le lecteur à [Chou, Preuve du Corollaire 1.5.3] pour une rédaction détaillée du fait que

les sommets situés à distance 2n de vi sont exactement ceux de la forme gvi avec g ∈ Kitn0Ki.
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4.3 Fp-caractères de U(2, 1)(E/F ) et de son sous-groupe de Borel
standard

Nous commençons par un énoncé qui décrit la structure des Fp-caractères de G.

Proposition 4.3.1. Tout Fp-caractère lisse de G est de la forme χ ◦ det, avec χ : E(1) → F×p
un caractère lisse uniquement défini.

Démonstration. Dieudonné a prouvé [Di, Sections II.4 et II.5] que le groupe dérivé de G est
égal au sous-groupe des éléments de G de déterminant égal à 1. On obtient donc l’énoncé
voulu grâce à la Proposition 2.1.4 et au fait que le déterminant d’un élément de G est toujours
contenu dans E(1).

Nous voulons maintenant déterminer la structure des Fp-caractères de B. Il nous faut pour
cela calculer le groupe dérivé de B.

Proposition 4.3.2. Le groupe dérivé de B est égal à U.

Démonstration. Ce résultat bien connu repose sur un calcul direct dont l’expression est facilitée
grâce aux énoncés de la Section 4.2.2. On remarque tout d’abord que l’égalité (4.8) assure que
le groupe dérivé de B = TU = UT est contenu dans U. Pour montrer l’inclusion réciproque,
fixons un élément u(x, y) ∈ U et posons

X :=
$E

1−$E
x ,

Y :=
N($E)

1−N($E)

(
y +

$E

1−$E
N(x)

)
.

On dispose alors du calcul suivant :

Y + Y =
N($E)

1−N($E)

(
y + y +

(
$E

1−$E
+

$E

1−$E

)
N(x)

)

=
N($E)N(x)

1−N($E)

(
1 +

$E(1−$E) +$E(1−$E)

N(1−$E)

)

=
N($E)N(x)

1−N($E)

(
(1−$E)(1−$E) +$E +$E − 2N($E)

N(1−$E)

)

=
N($E)N(x)

1−N($E)

(
1−N($E)

N(1−$E)

)

=
N($E)N(x)

N(1−$E)

= XX ,

où la seconde égalité provient de l’appartenance de u(x, y) à U qui assure que Tr(y) = N(x).
Nous avons donc prouvé que Tr(Y ) = N(X), ce qui implique que l’élément u(X,Y ) appartient
à U. Un calcul immédiat à partir de la relation (4.8) et du Lemme 4.2.2 montre alors que le
commutateur de t($E , 1) ∈ T et de u(X,Y ) est égal à
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t($E , 1)u(X,Y )t($−1
E , 1)u(−X,Y ) = u($E

−1X, N($−1
E )Y )u(−X,Y )

= u(($−1
E − 1)X, N($−1

E )Y + Y −$E
−1XX)

= u

(
$E

1−$E
X, Y (N($−1

E )− 1) +N(X)(1−$E
−1)

)
= u(x, y) ,

ce qui prouve que u(x, y) appartient au groupe dérivé de B et termine la démonstration.

La factorisation B = TU, où T est isomorphe 18 au produit E× × E(1), permet alors d’obtenir
le résultat de structure suivant pour les Fp-caractères lisses de B.

Corollaire 4.3.3. L’ensemble des Fp-caractères lisses de B est en bijection avec l’ensemble des
paires (χ2, χ3) où χ2 est un Fp-caractère lisse de E(1) et χ3 est un Fp-caractère lisse de E×.
Plus précisément, tout Fp-caractère lisse χ de B est de la forme

χ

 a−1 b c

0 e bae
0 0 a

 = χ2(e)χ3(a)

avec χ2 et χ3 comme décrits ci-dessus.

Nous terminons cette section par une caractérisation des Fp-caractères lisses de B qui
peuvent être prolongés en des Fp-caractères lisses de G.

Lemme 4.3.4. Soit χ un Fp-caractère lisse de B. Notons (χ2, χ3) la paire de caractères lisses
qui lui correspond par le Corollaire 4.3.3.
Le caractère χ s’étend en un Fp-caractère lisse de G si et seulement si :

∀ x ∈ E×, χ3(x) = χ2

(x
x

)
.

Démonstration. Grâce à la Proposition 4.3.1, le caractère χ se prolonge en un Fp-caractère lisse
de G si et seulement s’il existe un caractère lisse η : E(1) → F×p tel que l’on ait :

∀ M ∈ B, χ(M) = (η ◦ det)(M) . (4.18)

L’application de la relation (4.18) à l’élément M =

 a−1 0 0
0 1 0
0 0 a

 avec a ∈ E× quelconque

assure d’une part que l’on a χ3(a) = η
(a
a

)
. L’application de cette même relation à l’élément

M =

 1 0 0
0 e 0
0 0 1

 avec e ∈ E(1) quelconque montre d’autre part que l’on a χ2(e) = η(e), ce

qui prouve que la condition de l’énoncé est nécessaire. Elle est clairement suffisante : en effet,
si l’on suppose qu’elle est vérifiée, on a alors

χ

 a−1 b c

0 e bae
0 0 a

 = χ2(e)χ3(a) = χ2(eaa−1) = (χ2 ◦ det)

 a−1 b c

0 e bae
0 0 a

 ,

ce qui montre que χ est la restriction à B du Fp-caractère lisse χ2 ◦ det de G et termine la
démonstration.
18. Via l’application [(a, e) 7→ t(a, e)].
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4.4 Induction parabolique et représentations de la série princi-
pale

L’objectif de cette section est de déterminer la structure des représentations de G obtenues
par induction parabolique des Fp-caractères lisses de B. Nous allons plus précisément démontrer
le théorème suivant.

Théorème 4.4.1. Soit χ : B→ F×p un caractère lisse.

1. Le Fp[B]-module IndG
B (χ) est de longueur 2. Il est indécomposable si et seulement si χ

ne se factorise pas par l’application déterminant. Dans le cas contraire, il est totalement
décomposé.

2. Le Fp[G]-module IndG
B (χ) est irréductible si et seulement si χ ne se factorise pas par

l’application déterminant. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2 avec
le caractère χ comme sous-objet et la représentation de la série spéciale StG ⊗ χ comme

quotient, où StG :=
IndG

B (1)

1
est la représentation de Steinberg de G.

3. Les classes d’isomorphisme des Fp-représentations non supercuspidales de G se parti-
tionnent en trois familles : les caractères, les représentations de la série principale et les
représentations de la série spéciale. De plus, il n’existe pas d’entrelacement entre deux
représentations distinctes appartenant à une même famille, et toute représentation non
supercuspidale de G sur Fp est admissible.

La clé de voûte de cet énoncé réside dans la structure de Fp[B]-module des induites pa-
raboliques, que nous étudions dans la Section 4.4.1 et qui fournit directement la structure de
Fp[G]-module recherchée comme nous le verrons dans la Section 4.4.2. Nous démontrons la
dernière assertion du Théorème 4.4.1 dans la Section 4.4.3. Remarquons qu’une partie de cet
énoncé peut aussi être obtenu à partir du calcul des dimensions des espaces de vecteurs inva-
riants sous l’action du pro-p-Iwahori I(1) des différents sous-quotients apparus dans les sections
précédentes, comme nous l’expliquerons dans la Section 4.4.4.

Remarque 4.4.2. Le contenu de cette section ne nécessite aucune hypothèse concernant la
ramification de E/F ou la parité de p.

4.4.1 Structure de Fp[B]-module

On fixe désormais un caractère lisse χ : B → F×p et l’on s’intéresse à la représentation de B
portée par IndG

B (χ). L’application d’évaluation en I3 définit un morphisme surjectif de Fp[B]-
modules

IndG
B (χ) � χ

dont le noyau V est égal, par décomposition de Bruhat raffinée, au sous-espace des éléments de
IndG

B (χ) dont le support est contenu dans BφU. On dispose de la caractérisation suivante des
éléments de V.

Lemme 4.4.3. Un élément f ∈ IndG
B (χ) appartient à V si et seulement s’il existe un sous-

groupe ouvert compact U0 de U tel que le support de f soit inclus dans BφU0.

Démonstration. Il est évident que cette condition est suffisante. Pour prouver sa nécessité,
fixons un élément f de V. Par définition, on a f(I3) = 0, de sorte que, par lissité de f , il existe
un sous-groupe ouvert compact U0 de U tel que f soit identiquement nulle sur BU0. Rappelons
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maintenant que l’application envoyant un élément u sur la double classe Bφu induit un homéo-
morphisme Φ de U sur B\BφU. La compacité du quotient B\G et le Lemme 4.2.3 assurent alors
que l’image du support de f par l’homéomorphisme Φ−1 est un sous-groupe ouvert compact
U0 de U, ce qui termine la démonstration car le support de f est par construction contenu dans
la double classe BφU0.

L’intérêt de l’espace V réside dans le prochain énoncé, qui constitue le point-clé de cette section.

Théorème 4.4.4. Le Fp[B]-module V est irréductible.

Démonstration. L’idée de la démonstration consiste à donner un autre modèle de la représenta-
tion V pour lequel on peut prouver l’irréductibilité à partir d’arguments topologiques. Notons
C∞c (U) l’ensemble des fonctions lisses définies sur U qui sont à valeurs dans Fp et à support
compact. On le munit de l’action lisse à gauche de B définie par la formule suivante :

∀ b ∈ B, ∀ f ∈ C∞c (U), b · f := [x 7→ χ(b
−1

)f(t−1xtu)] , (4.19)

où b = tu est la factorisation de b dans B = TU. On considère ensuite l’application J envoyant
un élément f de V sur la fonction J (f) définie par :

∀ x ∈ U, J (f)(x) := f(φx) .

L’unicité de l’écriture dans la décomposition de Bruhat raffinée assure que l’application natu-
relle U → B\BφU envoyant u sur la classe à droite B\Bφu est un homéomorphisme d’espaces
topologiques (où le membre de gauche est muni de la topologie induite par G tandis que celui
de droite est muni de la topologie quotient). Combiné au Lemme 4.4.3, ceci assure que l’ap-
plication J est à valeurs dans C∞c (U), et il est alors facile de voir que c’est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. Il nous reste à vérifier que cet isomorphisme est B-équivariant, ce qui
découle directement du calcul suivant (b = tu ∈ B, f ∈ V, x ∈ U) :

(b · J (f))(x) = (b · [y 7→ f(φy)])(x)

= χ(b
−1

)f(φt−1xtu) par la formule (4.19)
= f(t

−1
φt−1xtu)

= f(φtt−1xtu) par la relation (4.7)
= f(φxb)
= J ([y 7→ f(yb)])(x)
= J (b · f)(x) .

Nous avons donc réduit notre problème à la preuve de l’irréductibilité du Fp[B]-module défini
sur C∞c (U) par la relation (4.19). Pour le résoudre, on commence par rappeler que U est égal
à la réunion de ses sous-groupes ouverts compacts et que, par lissité, tout élément de C∞c (U)
est à support dans un tel sous-groupe ouvert compact. En outre, si U0 est un sous-groupe
ouvert compact de U, il est facile de voir que le Fp-espace vectoriel des vecteurs U0-invariants
de C∞c (U0) est de dimension 1 engendré par la fonction indicatrice 1U0 de U0 : en effet, si
f ∈ C∞c (U0) est invariante sous l’action de U0, elle vérifie alors, pour tout élément u0 ∈ U0,
f(u0) = (u0 · f)(I3) = f(I3), ce qui prouve que f est une fonction constante sur U0.

Nous allons démontrer que quel que soit le choix du sous-groupe ouvert compact U0 de U,
la fonction indicatrice 1U0 engendre le Fp[B]-module C∞c (U). On pourra alors conclure de la
manière suivante : supposons que W soit une Fp-représentation lisse non nulle de B contenue
dans C∞c (U) et choisissons un élément non nul f ∈W ainsi qu’un sous-groupe ouvert compact
U0 de U contenant le support de f . Le Fp[U0]-module engendré par f est non nul donc il
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contient, grâce au Lemme 2.1.9, un vecteur non nul et invariant sous l’action du pro-p-groupe
U0. Ce qui précède assure alors que ce Fp[U0]-module contient la fonction 1U0 , qui engendre le
Fp[B]-module C∞c (U). On en conclut donc que le Fp[B]-module engendré par f , qui est inclus
dans W , contient C∞c (U), ce qui prouve finalement que W est égal à C∞c (U).
Soit U0 un sous-groupe ouvert compact de U. La relation (4.8) montre en particulier que pour
tous éléments x, y ∈ E et tout entier n ∈ Z, on a

t−n0 u(x, y)tn0 = u($n
Ex,$

2n
E y) ,

ce qui assure notamment que la famille {t−n0 U0t
n
0}n∈N est un système fondamental de voisinages

de I3 dans U. Par ailleurs, un calcul immédiat reposant sur la Proposition 4.2.1 montre que
t−1
0 · 1U0 = χ3($−1

E )1t−1
0 U0t0

et que, si l’on pose Un := t−n0 U0t
n
0 , alors on a :

∀ u ∈ U, ∀ n ∈ N, u · 1Un = 1Unu−1 .

On a ainsi prouvé que l’action de B = TU sur 1U0 permet d’engendrer tout élément de l’espace
C∞c (U), ce qui termine la démonstration.

Corollaire 4.4.5. Pour tout caractère lisse χ : B → F×p , le Fp[B]-module IndG
B (χ) est de

longueur 2.

Démonstration. C’est une simple reformulation du Théorème 4.4.4 à partir de la définition de
V comme noyau de la surjection IndG

B (χ) � χ donnée par l’application d’évaluation en I3.

Remarque 4.4.6. Les résultats montrés ci-avant assurent que les seuls sous-quotients du Fp[B]-
module IndG

B (χ) sont χ et V. En particulier, il n’existe qu’un seul sous-quotient de dimension
finie sur Fp, à savoir le caractère χ.

Une fois le Corollaire 4.4.5 prouvé, il est légitime de s’interroger sur l’éventuelle décompo-
sabilité du Fp[B]-module porté par IndG

B (χ), ce qui revient à étudier l’existence éventuelle d’un
scindage de la suite exacte courte suivante de Fp[B]-modules :

1 −→ V −→ IndG
B (χ) −→ χ −→ 1 . (4.20)

Nous allons démontrer le critère suivant d’indécomposabilité.

Théorème 4.4.7. Le Fp[B]-module IndG
B (χ) est décomposé si et seulement si χ s’étend en un

Fp-caractère lisse de G. Dans ce cas, c’est un module totalement décomposé.

Démonstration. Supposons que χ soit la restriction à B d’un Fp-caractère lisse de G, que la
Proposition 4.3.1 permet d’écrire sous la forme η ◦ det avec η un Fp-caractère lisse de E×. On
a alors IndG

B (η ◦ det) ' (η ◦ det) ⊗ IndG
B (1), ce qui permet de se limiter à traiter le cas où χ

est le caractère trivial de B. Sous cette hypothèse, le Fp[B]-module engendré par la fonction
constante égale à 1 est un sous-objet de IndG

B (1) isomorphe au caractère trivial 1. Comme V
est irréductible et de dimension infinie sur Fp, on a forcément V ∩ 1 = {0}, ce qui permet de
conclure grâce au Corollaire 4.4.5 que IndG

B (1) = V ⊕ 1 est totalement décomposé.

Réciproquement, supposons que IndG
B (χ) soit un Fp[B]-module décomposé. Le Corollaire 4.4.5

assure alors que le caractère χ est un sous-objet de IndG
B (χ), donc qu’il existe une fonction non

nulle f ∈ IndG
B (χ) vérifiant

∀ b ∈ B, ∀ x ∈ G, f(xb) = χ(b)f(x) = f(bx) . (4.21)

Nous allons prouver que la droite Fpf est stable sous l’action de G, ce qui assurera que χ
peut s’étendre en un Fp-caractère lisse de G et terminera la démonstration. Rappelons tout
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d’abord que la décomposition de Bruhat montre que le groupe G est engendré par B et par φ.
La relation (4.21) assure que la droite Fpf est stable sous l’action de B, de sorte qu’il ne nous
reste qu’à prouver sa stabilité sous l’action de φ. Nous procédons pour ce faire en trois étapes.

1ère étape : Etude du support de f :
La fonction f est non nulle, donc son support est d’intersection non vide avec l’ouvert
dense BφU de G. La relation (4.21) assurant que l’on a f(bφu) = χ(b)f(φ) pour tous
éléments b ∈ B et u ∈ U, on obtient ainsi que le support de f contient BφU. Comme le
support de f est une partie fermée de G, il contient aussi l’adhérence de BφU ; la densité
de BφU dans G permet donc de conclure que le support de f est en fait égal à G.

2ème étape : Action de U sur f :

Pour tout entier n ∈ Z, on note Un := G∩

 1 0 0
pnE 1 0
pnE pnE 1

 l’ensemble des éléments de U

dont les coefficients hors diagonale sont tous de valuation pE-adique supérieure ou égale
à n. La famille {Un, n ∈ Z} est alors une filtration décroissante exhaustive de U et, par
hypothèse de lissité, il existe un entier N ∈ Z tel que f soit fixe sous l’action de UN .
Remarquons maintenant que la relation (4.8) assure par transposition que l’on a :

∀ k ∈ Z, tk0UN t−k0 = UN+k . (4.22)

Ceci nous permet de montrer que U agit trivialement sur f comme suit : si u est un
élément de U, il existe un entier m ∈ Z tel que u appartienne à Um = t

(m−N)
0 UN t

−(m−N)
0 .

En l’écrivant sous la forme u = t
(m−N)
0 vt

−(m−N)
0 avec v ∈ UN , on voit que l’on a alors

u · f = χ(t
−(m−N)
0 )(t

(m−N)
0 v) · f = χ(t

−(m−N)
0 )(t

(m−N)
0 · f) = f ,

la seconde égalité provenant de la définition de l’entier N . On a ainsi prouvé que l’action
d’un élément u ∈ U arbitrairement choisi fixe f , soit donc que U agit trivialement sur f .

3ème étape : Conclusion :
Nous allons terminer en montrant que l’action de φ sur f est égale à la multiplication

par
f(φ)

f(I3)
, ce scalaire étant bien défini et non nul grâce à la première étape. Si x est un

élément de G, la décomposition de Bruhat raffinée assure qu’il vérifie l’un des deux cas
suivants.
– Ou bien x est un élément de B, auquel cas l’on a

(φ · f)(x) = f(xφ) = χ(x)f(φ) =
f(φ)

f(I3)
χ(x)f(I3) =

f(φ)

f(I3)
f(x) .

Remarquons ici que, puisque φ2 = I3, le calcul ci-dessus implique que l’on doit avoir(
f(φ)

f(I3)

)2

= 1, ce qui se réécrit

f(φ)

f(I3)
=
f(I3)

f(φ)
. (4.23)

– Ou bien x est un élément de BφU, auquel cas il admet une décomposition de la forme
x = bφu avec b ∈ B et u ∈ U. La seconde étape assure alors en particulier que l’élément
φuφ ∈ U fixe la fonction f , de sorte que l’on a

(φ · f)(x) = f(bφuφ) = ((φuφ) · f)(b) = f(b) .
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Comme les relations (4.21) et (4.23) impliquent que l’on a

f(φ)

f(I3)
f(x) =

f(I3)

f(φ)
χ(b)f(φ) = χ(b)f(I3) = f(b) ,

on en déduit que l’on a encore (φ · f)(x) =
f(φ)

f(I3)
f(x) dans ce cas.

Nous avons donc finalement prouvé que φ · f =
f(φ)

f(I3)
f , ce qui termine la démonstration.

Remarque 4.4.8. La preuve du Théorème 4.4.7 démontre notamment le fait suivant :
Le caractère χ est un sous-Fp[B]-module de IndG

B (χ) si et seulement si χ s’étend en un Fp-
caractère lisse de G.

4.4.2 Structure de Fp[G]-module

Nous allons déduire des résultats précédents une preuve du second point du Théorème 4.4.1,
qui décrit la structure de Fp[G]-module de IndG

B (χ).

Supposons tout d’abord que IndG
B (χ) soit un Fp[G]-module réductible. Le Corollaire 4.4.5

assure alors que c’est un objet de longueur 2 admettant un sous-quotient de dimension 1 dont
la restriction à B doit être égale à χ. On déduit donc de la Proposition 4.3.1 l’existence d’un
caractère lisse η : F× → F×p tel que χ soit la restriction à B de η ◦ det.

Réciproquement, si l’on suppose que χ est la restriction à B d’un Fp-caractère lisse de G
que l’on écrit sous la forme η ◦ det, on a alors IndG

B (χ) = IndG
B (η ◦ det) ' (η ◦ det)⊗ IndG

B (1),
ce qui permet de se limiter à l’étude du cas η = 1. La fonction constante égale à 1 engendre
alors un sous-Fp[G]-module de IndG

B (1) isomorphe au caractère trivial, ce qui prouve grâce
au Corollaire 4.4.5 que le Fp[G]-module IndG

B (1) est de longueur 2 avec le caractère trivial 1

comme sous-objet et le quotient irréductible StG :=
IndG

B (1)

1
comme quotient. C’est cependant

un module indécomposable : si ce n’était pas le cas, la Remarque 4.4.6 impliquerait que le sous-
Fp[B]-module V introduit dans la Section 4.4.1, qui n’est autre que le sous-espace des éléments
de IndG

B (1) à support dans BφU, est stable sous l’action de G. Ceci est faux car si U0 est un
sous-groupe ouvert compact de U, l’image de la fonction indicatrice de BφU0 sous l’action de
l’élément φ est égale à la fonction indicatrice de BU0 avec U0 := φU0φ sous-groupe de U, et
n’est donc pas un élément de V.
Nous avons ainsi démontré l’énoncé suivant, qui fournit le second point du Théorème 4.4.1.

Proposition 4.4.9. Soit χ : B→ F×p un caractère lisse.

1. IndG
B (χ) est une représentation irréductible de G si et seulement si χ n’est pas de la forme

η ◦ det pour un caractère lisse η : F× → F×p .

2. Pour tout caractère lisse η : F× → F×p , le Fp[G]-module IndG
B (η ◦ det) est indécomposable

de longueur 2. Il admet le caractère η ◦ det comme sous-objet et la représentation de la

série spéciale StG ⊗ (η ◦ det) comme quotient, où StG :=
IndG

B (1)

1
est la représentation

de Steinberg de G.

4.4.3 Etude des entrelacements

Grâce aux résultats démontrés jusqu’alors, on sait que toute représentation lisse irréductible
de G sur Fp qui est sous-quotient d’une représentation de la forme IndG

B (χ), où χ : B→ F×p est
un caractère lisse, appartient à l’une des trois familles suivantes :
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– les Fp-caractères lisses de G ;
– les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme IndG

B (χ)

avec χ : B→ F×p caractère lisse ne se factorisant pas par le déterminant ;
– les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations obtenues en tordant

la représentation de Steinberg StG par les caractères χ ◦ det avec χ un Fp-caractère lisse
de E(1).

Démontrons tout d’abord qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations provenant
de familles distinctes. Pour cela, on commence par remarquer que les seuls sous-quotients de
dimension finie qui apparaissent dans la liste sont les caractères de G, qui sont deux à deux
non isomorphes, et ne peuvent pas être isomorphes aux représentations de la série spéciale
ou de la série principale qui sont quant à elles de dimension infinie. Nous allons maintenant
démontrer qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre une représentation paraboliquement induite
et une représentation de la série spéciale.

Proposition 4.4.10. Il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations de la série spéciale
et représentations paraboliquement induites à partir d’un Fp-caractère lisse de B.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe un isomorphisme de Fp[G]-modules de la
forme

StG ⊗ (η ◦ det) ' IndG
B (χ) .

Ceci implique tout d’abord l’irréductibilité de la représentation IndG
B (χ) puisque la représen-

tation StG ⊗ (η ◦ det) est irréductible. Par ailleurs, la définition des représentations de la série
spéciale permet de déduire de cet isomorphisme l’existence d’un morphisme surjectif de Fp[G]-
modules

IndG
B (η ◦ det) � IndG

B (χ)

qui induit, par réciprocité lisse de Frobenius, un morphisme non nul de Fp[B]-modules de
IndG

B (η ◦ det) sur χ. La Remarque 4.4.6 assure alors que χ est la restriction à B du caractère
η ◦ det, ce qui montre qu’il se factorise à travers l’application déterminant et contredit l’irré-
ductibilité de la représentation IndG

B (χ) d’après le premier point de la Proposition 4.4.9.

Remarque 4.4.11. Une démonstration plus rapide de ce résultat repose sur l’étude des espaces
de vecteurs I(1)-invariants et sera donnée dans la section suivante (voir Remarque 4.4.17).

Ceci suffit à démontrer que les trois familles apparaissant dans l’énoncé du troisième point
du Théorème 4.4.1 sont deux à deux disjointes. Nous allons maintenant nous pencher sur les
entrelacements pouvant exister entre deux représentations non supercuspidales issues de la
même famille. On traite tout d’abord le cas des représentations de la série principale (et, plus
généralement, de deux représentations obtenues par induction parabolique).

Proposition 4.4.12. 1. Il n’existe pas d’isomorphisme de Fp[G]-modules entre représenta-
tions paraboliquement induites à partir de Fp-caractères lisses de B distincts :

IndG
B (η) ' IndG

B (χ) ⇐⇒ η = χ .

2. L’espace d’entrelacements EndFp[G](IndG
B (η)) est de dimension 1 sur Fp.

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme de Fp[G]-modules entre IndG
B (η) et

IndG
B (χ). Par réciprocité lisse de Frobenius (rappelée dans la Proposition 2.2.1), on a alors

0 6= HomG(IndG
B (χ), IndG

B (η)) = HomB(IndG
B (χ), η),

ce qui implique que η est un sous-quotient du Fp[B]-module IndG
B (χ). D’après la Remarque 4.4.6,

ceci n’est possible que si η = χ, ce qui termine la démonstration car l’assertion réciproque est
immédiate et car le second point découle directement de la Remarque 4.4.6.



120 Induction parabolique et représentations de la série principale

Pour terminer, il nous faut étudier la possibilité d’un entrelacement entre deux représenta-
tions de la série spéciale. Pour ce faire, nous avons besoin de plus de renseignements concernant
ces représentations, notamment au sujet de leurs espaces de vecteurs invariants sous l’action
du pro-p-Iwahori I(1).

4.4.4 Espaces de vecteurs invariants sous I(1)

Dans toute cette partie, χ désigne un Fp-caractère lisse de B fixé tandis que η désigne un
Fp-caractère lisse de E(1) qui définit le Fp-caractère lisse η ◦ det de G.

Dimension des Fp-espaces vectoriels

Nous commençons par calculer les dimensions des espaces de vecteurs invariants sous l’ac-
tion de I(1) pour les sous-quotients de représentations paraboliquement induites. Pour cela,
nous remarquons tout d’abord que la décomposition G = BI(1) t BφI(1) rappelée dans le
Lemme 4.2.15 implique que tout élément I(1)-invariant de IndG

B (χ) est entièrement déterminé
par ses valeurs en I3 et en φ, celles-ci pouvant être arbitrairement choisies. On en déduit donc
que l’espace des vecteurs I(1)-invariants de IndG

B (χ) est de dimension 2 sur Fp et qu’une base
en est donnée par les fonctions I(1)-invariantes f1,χ, f2,χ caractérisées par le système suivant :{

f1,χ(I3) = 1 ; f2,χ(I3) = 0 ;
f1,χ(φ) = 0 ; f2,χ(φ) = 1 .

Un calcul direct 19 reposant sur la décomposition G = BI(1)tBφI(1) du Lemme 4.2.15 permet
alors de démontrer le résultat suivant.

Théorème 4.4.13. 1. Le sous-groupe d’Iwahori I agit respectivement sur f1,χ et f2,χ par
les Fp-caractères lisses χ+ et χ− de I obtenus par inflation de la restriction à T(O×E) des
caractères χ et χφ = [g 7→ χ(φgφ)].

2. Le Fp[G]-module IndG
B (χ) admet au plus deux composantes I-isotypiques non nulles, à

savoir celles associées à χ+ et à χ−.
En particulier, on a

(
IndG

B (χ)
)I

=
(
IndG

B (χ)
)I(1) si et seulement si χ est un caractère non

ramifié (i.e. de restriction triviale au sous-groupe T(O×E)) de B.

Remarque 4.4.14. La Proposition 4.3.1 assure que le seul Fp-caractère lisse non ramifié de
G est le caractère trivial.

On s’intéresse à présent aux représentations de la série spéciale en prouvant tout d’abord le
résultat suivant.

Théorème 4.4.15. On dispose de la suite exacte courte suivante de Fp-espaces vectoriels :

1 −→ Fp1G −→ Fpf1 ⊕ Fpf2 −→ (StG)I(1) −→ 1 ,

où l’on a posé fi := fi,1 pour i ∈ {1, 2}.
En particulier, l’espace des vecteurs I(1)-invariants de la représentation de Steinberg est de
dimension 1 sur Fp.

19. Analogue à celui mené dans la Section 3.4.3 pour les représentations non supercuspidales de SL2(F ), et
formulé de manière générale pour les groupes quasi-déployés de rang 1 dans la Section 5.5.1 (Lemme 5.5.2).
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Démonstration. Par définition de la représentation StG, on dispose de la suite exacte courte
suivante de Fp[G]-modules :

1 −→ 1 −→ IndG
B (1) −→ StG −→ 1 . (4.24)

En lui appliquant le foncteur des I(1)-invariants, qui est exact à gauche, on obtient la suite
exacte suivante de Fp-espaces vectoriels :

1 −→ Fp1G −→ Fpf1 ⊕ Fpf2 −→ (StG)I(1) (4.25)

où 1G désigne la fonction constante égale à 1 sur G et où l’on a noté fi := fi,1 pour tout
i ∈ {1, 2}. Il nous suffit donc de démontrer la surjectivité de la flèche de droite dans la suite
exacte (4.25) pour obtenir l’énoncé voulu.
Soient f un élément de (StG)I(1) et f̃ ∈ IndG

B (1) un relèvement de f . Nous voulons prouver
que f̃ est invariant sous l’action de I(1). On commence par traduire ce que signifie pour f̃
l’hypothèse de I(1)-invariance de f , ce qui fournit l’assertion suivante : pour tout élément
i ∈ I(1), il existe λ(i) ∈ Fp tel que i · f̃ − f̃ = λ(i)1G. Pour conclure, il nous suffit donc de
montrer que la fonction λ : I(1)→ Fp est identiquement nulle.
Pour cela, on commence par rappeler que l’on dispose des deux identités suivantes :

∀ b ∈ B, ∀ x ∈ I(1), ∀ i ∈ I(1),

{
(i · f̃ − f̃)(bx) = f̃(xi)− f̃(x) ;

(i · f̃ − f̃)(bφx) = f̃(φxi)− f̃(φx) .
(4.26)

On remarque ensuite que λ est un homomorphisme de groupes puisque l’on a :

∀ u, v ∈ I(1), λ(uv)1G = u · (v · f̃)− u · f̃ + u · f̃ − f̃
= u · (f̃ + λ(v)1G)− u · f̃ + λ(u)1G
= (λ(u) + λ(v))1G ,

ce qui implique que λ(uv) = λ(u) + λ(v).
Comme I(1) est engendré par U(OE), U(pE) et T(1 + pE), on peut terminer la démonstration
comme suit : la première relation de (4.26) assure que pour tout élément u de U(OE) ou de
T(1 + pE), on a λ(u) = 0. Par ailleurs, si u = φvφ ∈ U(pE) avec v ∈ U(pE), la seconde relation
de (4.26) assure que l’on a λ(u) = λ(φvφ) = f̃(vφ)− f̃(φ) = 0 car v ∈ B.
Le morphisme λ étant nul sur un système générateur de I(1), il est identiquement nul et f̃ est
bien un élément I(1)-invariant de IndG

B (1).

Remarque 4.4.16. Puisque I agit trivialement sur un générateur de StI(1)
G , l’espace StIG des

I-invariants de la représentation de Steinberg est aussi de dimension 1 sur Fp, et est donc égal
à l’espace des vecteurs I(1)-invariants de StG.

Remarque 4.4.17. Comme nous l’avions annoncé dans la Section 4.4.3, nous pouvons obtenir
une démonstration bien plus rapide de la Proposition 4.4.10 à partir des résultats que nous
venons de démontrer. En effet, deux représentations isomorphes de G sur Fp doivent avoir
des espaces de vecteurs I(1)-invariants de même dimension. Comme les représentations de la
forme IndG

B (χ) ont un espace de vecteurs I(1)-invariants qui est de dimension 2 sur Fp, elles ne
peuvent être isomorphes aux représentations de la série spéciale, dont les espaces de vecteurs
I(1)-invariants sont de dimension 1 sur Fp.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant, qui assure que les représentations
de la série spéciale sont deux à deux non isomorphes.

Théorème 4.4.18. Si les Fp[G]-modules StG et StG⊗ (η ◦ det) sont isomorphes, alors η ◦ det
est le caractère trivial.
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Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme de Fp[G]-modules entre StG⊗(η◦det)
et StG. Par composition avec la surjection canonique IndG

B (η ◦ det) � StG ⊗ (η ◦ det), on
obtient un morphisme surjectif de Fp[G]-modules IndG

B (η ◦ det) � StG dont le noyau est égal
au sous-Fp[G]-module η ◦det. Grâce au Théorème 4.4.15, la restriction aux espaces de vecteurs
I(1)-invariants définit alors un morphisme surjectif de Fp[I]-modules

Ψ : Fpf1,η ⊕ Fpf2,η � 1I,

où 1I désigne le Fp-caractère trivial de I, dont le noyau est égal à (η ◦ det)I(1) = η ◦ det et qui
vérifie de plus :

∀ i ∈ I,
{

Ψ(i · f1,η) = i ·Ψ(f1,η) ,
Ψ(i · f2,η) = i ·Ψ(f2,η) .

Grâce au Théorème 4.4.13 et à la Remarque 4.4.16, ceci équivaut à dire que l’on a :

∀ i ∈ I,
{

(η ◦ det)+(i)Ψ(f1,η) = Ψ(f1,η) ,
(η ◦ det)−(i)Ψ(f2,η) = Ψ(f2,η) .

Comme Ψ est non nul, l’un des deux vecteurs Ψ(f1,η) ou Ψ(f2,η) doit être non nul, ce qui
implique déjà que l’on doit avoir (η ◦ det)+ = 1 ou (η ◦ det)− = 1. Remarquons maintenant
qu’un générateur de η ◦ det = (η ◦ det)I(1) dans IndG

B (η ◦ det) est nécessairement de support
égal à G, et donc de la forme λf1,η + µf2,η avec λ, µ deux scalaires non nuls. Par suite, on a
Ψ(f1,η) = (−λ−1µ)Ψ(f2,η), ce qui implique que l’on doit avoir (η ◦ det)+ = (η ◦ det)− = 1. Ces
égalités signifient exactement que le caractère η ◦ det est trivial sur T(O×E), et qu’il est donc
trivial sur G puisque l’image du déterminant est contenue dans E(1).

Remarque 4.4.19. Les résultats qui précèdent assurent en particulier que toute représentation
lisse irréductible non supercuspidale de G sur Fp est admissible.

Génération des représentations par leurs I(1)-invariants

L’application du Lemme 2.1.9 pour le pro-p-groupe I(1) assure que toute Fp-représentation
lisse irréductible non nulle de G est engendrée par l’espace de ses vecteurs I(1)-invariants.
Nous allons démontrer qu’il en va de même pour les représentations de la forme IndG

B (η ◦ det).
Quitte à tordre par un Fp-caractère lisse de G, on peut se limiter à l’étude du cas où η est le
caractère trivial. On dispose alors du résultat suivant.

Proposition 4.4.20. Le Fp[G]-module IndG
B (1) est engendré par le sous-espace vectoriel(

IndG
B (1)

)I(1) de ses vecteurs I(1)-invariants.

Démonstration. Soit f̃ un élément de IndG
B (1). Notons f son image dans la représentation

quotient StG. Comme la représentation de Steinberg est irréductible, elle est engendrée par
le sous-espace non nul StI(1)

G , ce qui permet d’écrire f comme une somme finie de la forme∑
j∈J

gj · ϕj avec ϕj ∈ StI(1)
G et gj ∈ G pour tout indice j ∈ J . La suite exacte courte

1 −→ 1 −→
(

IndG
B (1)

)I(1)
−→ St

I(1)
G −→ 1

dont on a prouvé l’existence lors de la preuve du Théorème 4.4.15 assure que chaque ϕj possède
un relèvement Φj dans

(
IndG

B (1)
)I(1). La différence f̃ −

∑
j∈J

gj · Φj est alors contenue dans le

noyau de la projection IndG
B (1) � StG, qui est par définition égal au caractère trivial et dont
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l’espace de représentation dans IndG
B (1) est celui des fonctions constantes sur G. On obtient

ainsi l’existence d’une fonction constante ` telle que l’on ait f̃ −
∑
j∈J

gj · Φj = `, ce qui prouve

que f̃ = ` +
∑
j∈J

gj · Φj appartient au Fp[G]-module engendré par les éléments I(1)-invariants

de IndG
B (1) et termine la démonstration.

4.5 Classification des représentations lisses irréductibles admis-
sibles

On fixe désormais l’un des deux sous-groupes compacts maximaux K0 ou K1, que l’on no-
tera K dans la suite et dont K(1) désignera le pro-p-radical. On rappelle que l’extension E/F
est supposée non ramifiée, ce qui nous permet de choisir la même uniformisante pour E et F ,
et assure alors en particulier que t0 est égal à son conjugué.

Cette dernière section est organisée comme suit : nous commençons par prouver que
pour toute représentation lisse irréductible V de K sur Fp, l’algèbre de Hecke sphérique
HG(V ) := H(G,K, V ) est naturellement munie d’une structure d’algèbre de polynômes en
un opérateur TV à coefficients dans Fp. Ces opérateurs TV sont à la base de la notion de pa-
ramétrisation possible par rapport à K d’une représentation lisse irréductible admissible de G
sur Fp et permettent notamment de conjecturer une nouvelle description des représentations
non supercuspidales étudiées dans la section précédente. Nous en déduisons une autre carac-
térisation des représentations supercuspidales (via la notion de représentation supersingulière)
ainsi qu’une classification exhaustive des représentations lisses irréductibles admissibles de G
sur Fp reposant sur leurs paramétrisations possibles.

Remarque 4.5.1. Comme nous l’avons déjà mentionné dans l’introduction de ce chapitre, nous
pensons que les arguments développés dans cette section peuvent être directement adaptés au
cas où G est remplacé par le groupe des F -points d’un groupe réductif connexe quasi-déployé
de rang 1 sur F , et qu’ils restent encore valables lorsque l’on supprime l’hypothèse de quasi-
déploiement.

4.5.1 Structure des algèbres de Hecke sphériques

On reprend les notations de la Section 2.3. D’après la Proposition 2.3.2, l’algèbre de Hecke
sphérique HG(V ) := EndG(indG

K(V )) est isomorphe à l’algèbre de convolution HG(V ) des fonc-
tions f : G→ EndFp(V ) à support compact qui vérifient la condition suivante :

∀ k1, k2 ∈ K, ∀ g ∈ G, f(k1gk2) = k1f(g)k2 . (4.27)

Etant donné que K∩T = T(O×E) et que V K∩U est de dimension 1 sur Fp, on obtient de même que
l’algèbre de Hecke sphérique HT(V U∩K) := EndT(indT

T(O×E )
(V U∩K)) est isomorphe à l’algèbre

de convolution HT(V U∩K) des fonctions ψ : T→ Fp à support compact qui vérifient 20 :

∀ t ∈ T(O×E), ∀ τ ∈ T, ψ(tτ) = tψ(τ) . (4.28)

Pour tout entier n ∈ Z, on note ϕn ∈ H(T,T(O×E), V U∩K) la fonction de support égal à
tn0T(O×E) = T(O×E)tn0 qui envoie tn0 sur 1 ; la famille {ϕn, n ∈ Z} est alors une base sur Fp de
l’espace vectoriel H(T,T(O×E), V U∩K). On désigne par τn l’élément de HT(V U∩K) correspondant
à ϕn par l’isomorphisme de la Proposition 2.3.2 et l’on définit aussi, pour tout entier n ≥ 0,

20. Qui est bien l’analogue de la condition (4.27) puisque T est un groupe abélien.
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l’élément φn ∈ H(G,K, V ) comme étant la fonction de support égal à Ktn0K dont la valeur
en tn0 est donnée par la composée V � VK∩U ' V K∩U ↪→ V , où VK∩U désigne l’espace des
vecteurs co-invariants de V pour le sous-groupe opposé à K ∩ U relativement à K ∩ T, et où
l’isomorphisme VK∩U ' V

K∩U est l’inverse de l’isomorphisme induit par la projection canonique
de V sur VK∩U [Cab, Sections 3.2 et 3.5].

Cette première sous-section a pour but de démontrer le théorème suivant, qui fournit une
description de l’algèbre de Hecke sphérique HG(V ).

Théorème 4.5.2. Soient K un sous-groupe compact maximal de G et V un poids de Serre
pour K. L’application SVG : H(G,K, V )→ H(T,T(O×E), V U∩K) définie par :

∀ f ∈ H(G,K, V ), SVG (f) :=

t 7→ ∑
u∈U/(U∩K)

f(tu)|V K∩U

 (4.29)

est un homomorphisme d’algèbres injectif dont l’image est égale à l’ensemble des éléments de
H(T,T(O×E), V U∩K) à support dans T(O×E)tN0 .
En particulier, l’algèbre de Hecke sphérique HG(V ) est une algèbre de polynômes à coefficients
dans Fp en l’opérateur de Hecke TV associé par réciprocité de Frobenius compacte 21 à la fonction
φV de H(G,K, V ) ayant ϕ1 pour image par SVG (i.e. telle que SVG (φV ) = ϕ1).

Remarque 4.5.3. Si ΨG : HG(V ) → H(G,K, V ) et ΨT : HT(V U∩K) → H(T,T(O×E), V U∩K)
désignent les isomorphismes d’algèbres fournis par la Proposition 2.3.2, on dispose alors d’un
isomorphisme de Satake SV : HG(V ) → HT(V U∩K) défini par SV := Ψ−1

T ◦ SVG ◦ ΨG. C’est
un homomorphisme injectif de Fp-algèbres qui vérifie en particulier SV (TV ) = τ1, et permet
donc d’identifier l’algèbre HG(V ) à la sous-algèbre de HT(V U∩K) formée des polynômes en τ1

à coefficients dans Fp. Selon le contexte, on utilisera l’un ou l’autre de ces deux isomorphismes
de Satake (SVG ou SV ).

Remarque 4.5.4. Lorsque K = K0 et car F = 0, l’énoncé du Théorème 4.5.2 peut aussi être
obtenu comme une application directe des travaux de Herzig [Her1, Theorem 1.2]. Ceux-ci ont
depuis été généralisés par Henniart et Vignéras au cas où K est un sous-groupe parahorique
spécial de G(F ) avec G un groupe réductif connexe défini sur F [HV, Theorem 1.7].

La démonstration du Théorème 4.5.2 se décompose en trois étapes inspirées de la méthode
développée par Herzig : on commence par vérifier que SVG est une application bien définie
et que c’est un homomorphisme de Fp-algèbres. On détermine ensuite la forme des éléments
qui sont images par SVG des fonctions de H(G,K, V ) à support dans une seule double classe
modulo K, ce qui nous permet d’obtenir l’injectivité de SVG . Un peu plus de travail nous permet
enfin de montrer que l’image du morphisme de Satake est égale au Fp-espace vectoriel de base
{ϕn, n ∈ N}, ce qui suffit à conclure car l’on vérifie facilement 22 que tout élément de cet espace
est un polynôme en ϕ1 à coefficients dans Fp.

Etape 1 : L’application SVG est un homomorphisme d’algèbres bien défini

On fixe désormais une Fp-représentation lisse irréductible V du sous-groupe compact maxi-
mal K. Nous rappelons tout d’abord un résultat simple mais cependant très utile concernant
la décomposition du sous-groupe B ∩K.

Lemme 4.5.5. Le groupe B ∩K admet les factorisations suivantes :

B ∩K = T(O×E)(U ∩K) = (U ∩K)T(O×E) .

21. i.e. par l’isomorphisme d’algèbres de la Proposition 2.3.2.
22. Comme nous le verrons dans le Lemme 4.5.12.
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Démonstration. On sait déjà que B = TU = UT. Il suffit maintenant de remarquer que la
description explicite de K (rappelée dans la Section 7.2) assure que si b = tu appartient aussi
à K, alors ses coefficients diagonaux doivent appartenir à OE , ce qui implique que t appartient
à T(O×E), et par suite que u = t−1b appartient à la fois à K et à U, i.e. à K ∩ U. Ceci prouve
que B est contenu dans T(O×E)(K ∩ U) et termine la démonstration car l’inclusion réciproque
est immédiate tandis que l’autre égalité se démontre par le même argument.

La première étape de la démonstration du Théorème 4.5.2 se résume alors au résultat suivant.

Lemme 4.5.6. L’application SVG donnée par la formule (4.29) est un homomorphisme de Fp-
algèbres bien défini.

Démonstration. Soit f : G→ EndFp(V ) un élément de H(G,K, V ). Etant donné que K est un
sous-groupe ouvert compact de G et que f est à support compact dans G, l’image du support
de f dans le quotient G/K est un ensemble fini. Par décomposition d’Iwasawa, ce quotient est
isomorphe au quotient B/(B ∩ K). Le Lemme 4.5.5 implique donc que l’image du support de
f dans le quotient T/T(O×E) est un ensemble fini et que pour tout élément t ∈ T, la somme
définissant SVG (f)(t) contient un nombre fini de termes non nuls. Par ailleurs, le fait que T
normalise U assure que l’application SVG (f) est bien à valeurs dans V U∩K, ce qui achève de
démontrer que SVG est bien définie.
La Fp-linéarité de l’application SVG est claire sur la formule (4.29). Il nous reste donc à vérifier
que notre application est compatible aux produits de convolution, ce qui repose sur le même
argument que celui utilisé par Herzig [Her1, Step 2 page 9] et que nous rappelons ci-dessous :
soient f1, f2 deux éléments de H(G,K, V ) et soit t ∈ T. Par définition du produit de convolution
f1 ? f2 dans H(G,K, V ), on sait que

SVG (f1 ? f2)(t) =
∑

u∈U/(U∩K)

∑
g∈G/K

f1(tug)f2(g−1) .

La décomposition d’Iwasawa relative à K et le Lemme 4.5.5 permettent alors d’écrire que

SVG (f1 ? f2)(t) =
∑

u∈U/(K∩U)

∑
g∈B/(K∩B)

f1(tug)f2(g−1)

=
∑

u∈U/(K∩U)

∑
τ∈T/T(O×E )

∑
v∈U/(U∩K)

f1(tuτv)f2(v−1τ−1)

=
∑

τ∈T/T(O×E )

∑
u∈U/(K∩U)

∑
v∈U/(K∩U)

f1(tτuv)f2((uv)−1τ−1u−1)

=
∑

τ∈T/T(O×E )

∑
u∈U/(K∩U)

∑
ν∈U/(K∩U)

f1(tτν)f2(ν−1τ−1u)

=
∑

τ∈T/T(O×E )

∑
v∈U/(K∩U)

∑
u∈U/(K∩U)

f1(tτv)f2(τ−1u)

=
∑

τ∈T/T(O×E )

∑
v∈U/(K∩U)

f1(tτv)

 ∑
u∈U/(K∩U)

f2(τ−1u)


=

∑
τ∈T/T(O×E )

 ∑
v∈U/(U∩K)

f1(tτv)

SVG (f2)(τ−1)

=
∑

τ∈T/T(O×E )

SVG (f1)(tτ)SVG (f2)(τ−1)

=
(
SVG (f1) ? SVG (f2)

)
(t) .

On a ainsi prouvé que SVG (f1 ? f2) = SVG (f1) ? SVG (f2), ce qui termine la démonstration.
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Etape 2 : Preuve de l’injectivité de SVG

Par décomposition de Cartan, tout élément de H(G,K, V ) est à support dans un nombre
fini de doubles classes de la forme Ktn0K avec n ∈ N. Nous allons tout d’abord déterminer
l’allure qu’admet l’image d’un élément à support dans une seule double classe modulo K.

Lemme 4.5.7. Soit f ∈ H(G,K, V ) à support dans la double classe Ktn0K avec n ∈ N. Il existe
alors une famille de scalaires (λr)−n≤r≤n−1 ∈ Frp tels que

SVG (f) = f(tn0 )(I3)ϕn +
n−1∑
r=−n

λrϕr . (4.30)

Démonstration. Soient t ∈ T un élément fixé et m ∈ Z l’unique entier tel que t appartienne à
T(O×E)tm0 . Par définition du morphisme de Satake SVG , on sait que

SVG (f)(t) =
∑

u∈U/(U∩K)

f(tu)|V U∩K .

Si m 6= 0 et si u est un élément de U, on a f(tu) 6= 0 si et seulement si tm0 u appartient à Ktn0K,
ce qui implique que tm0 appartient à Ktn0KU et nécessite donc, d’après la Remarque 4.2.13, que

m vérifie −n ≤ m ≤ n. Ceci prouve que le support de SVG (f) est contenu dans
n⊕

r=−n
T(O×E)tr0

et assure donc que l’on peut écrire SVG (f) sous la forme
n∑

r=−n
λrϕr, où {λr}−n≤r≤n désigne une

famille d’éléments de Fp. Pour conclure, il reste à vérifier que le coefficient de ϕn dans cette
expression est bien celui donné par l’énoncé, ce que nous allons faire en calculant SVG (f)(tn0 )

de deux façons. La décomposition SVG (f) =

n∑
r=−n

λrϕr assure tout d’abord que l’on doit avoir

SVG (f)(tn0 ) = λnϕn(tn0 ). Par ailleurs, le Corollaire 4.2.14 affirme que tn0U ∩Ktn0K = tn0 (U ∩K),
ce qui implique que l’on a

SVG (f)(tn0 ) =
∑

u∈U/(U∩K)

f(tn0u)|V U∩K = f(tn0 )|V K∩U = f(tn0 )(I3)ϕn(tn0 ) .

On en déduit donc finalement que λn = f(tn0 )(I3), ce qui termine la démonstration.

Corollaire 4.5.8. L’homomorphisme de Satake SVG est injectif.

Démonstration. Supposons que f soit un élément non nul de H(G,K, V ) et notons son support

sous la forme
r⊔
i=1

Ktni0 K avec r ≥ 1 et 0 ≤ n1 < . . . < nr. On peut alors décomposer f sous la

forme f =
r∑
i=1

fi avec fi ∈ H(G,K, V ) de support égal à la double classe Ktni0 K, ce qui permet

d’écrire par Fp-linéarité de SVG que SVG (f)(tnr0 ) =

r∑
i=1

SVG (fi)(t
nr
0 ). Si l’on applique maintenant

la formule (4.30) à chaque fonction fi, on voit que la classe T(O×E)tnr0 est contenue dans le
support de SVG (fi) si et seulement si i = r, auquel cas l’on a SVG (fr)(t

nr
0 ) = fr(t

nr
0 )(I3)ϕnr 6= 0.

On en conclut donc que SVG (f)(tnr0 ) = SVG (fr)(t
nr
0 ) est non nul, ce qui prouve que la fonction

SVG (f) n’est pas identiquement nulle et termine la démonstration.
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Etape 3 : Calcul de l’image de SVG

Pour déterminer complètement l’image de SVG , il nous faut améliorer un peu la formule (4.30).
C’est l’objectif des prochains énoncés qui vont nous permettre de prouver que les éléments de
l’image de SVG sont les combinaisons linéaires à coefficients dans Fp des fonctions ϕn avec n ≥ 0.
On commence par rappeler le résultat suivant qui est une traduction de la première partie de
[HV, Section 7.6] dans le cas qui nous intéresse 23.

Lemme 4.5.9. Pour tout F ∈ H(G,K, V ) et tout entier naturel n ≥ 1, on a SVG (F )(t−2n
0 ) = 0.

On en déduit alors le résultat suivant, qui permet d’améliorer l’expression de la formule (4.30).

Lemme 4.5.10. Pour tout élément f ∈ H(G,K, V ), le support de SVG (f) est d’intersection
vide avec

⊕
n≥1

T(O×E)t−n0 .

Démonstration. Par Fp-linéarité de SVG , on peut se limiter à traiter le cas où f est à support
dans une seule double classe Ktn0K, n ≥ 0. Supposons par l’absurde que le support de SVG (f)

soit d’intersection non vide avec
⊕
n≥1

T(O×E)t−n0 et notons m ∈ N∗ le plus grand entier tel

que T(O×E)t−m0 soit inclus dans le support de SVG (f). Comme SVG est un homomorphisme de
Fp-algèbres, on obtient en particulier que

SVG (f ? f)(t−2m
0 ) =

(
SVG (f) ? SVG (f)

)
(t−2m

0 )

=
∑

t∈T/T(O×E )

SVG (f)(t−2m
0 t)SVG (f)(t−1)

=
∑
r∈Z
SVG (f)(t−2m+r

0 )︸ ︷︷ ︸
nul si r<m

SVG (f)(t−r0 )︸ ︷︷ ︸
nul si r>m

=
(
SVG (f)(t−m0 )

)2
doit être non nul, ce qui contredit l’énoncé du Lemme 4.5.9 pour la fonction F := f ? f . C’est
donc que m n’existe pas, ce qui montre que le support de SVG (f) est contenu dans

⊕
n≥0

T(O×E)tn0

et termine la démonstration.

Remarque 4.5.11. Ce résultat permet de raffiner fortement la formule (4.30) puisqu’il affirme
que les coefficients λ−1, . . . , λ−n apparaissant dans cette décomposition doivent être nuls.

Lemme 4.5.12. Pour tous entiers m,n ∈ Z, on a ϕn ? ϕm = ϕm+n.

Démonstration. Pour tout élément t ∈ T, on a

(ϕn ? ϕm)(t) =
∑

x∈T/T(O×E )

ϕn(tx)ϕm(x−1)

=
∑
k∈Z

ϕn(ttk0)ϕm(t−k0 )

= ϕn(tt−m0 ) .

23. Remarque : nous savons actuellement prouver « à la main » le Lemme 4.5.9 sous certaines hypothèses
reliant l’entier n aux doubles classes modulo K qui apparaissent dans le support de f . Les cas qui nous manquent
pour avoir une preuve complète ne sont pas dus à un problème conceptuel, mais à l’apparition d’une combinatoire
assez affreuse que nous ne maîtrisons pas entièrement pour l’instant.
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La fonction ϕn ? ϕm est donc de support égal à tm+n
0 T(O×E) = T(O×E)tm+n

0 et vaut ϕn(tn0 ) = 1
en tm+n

0 , ce qui prouve finalement que ϕn ? ϕm = ϕm+n et termine la démonstration.

Théorème 4.5.13. L’image du morphisme de Satake SVG est égale à la sous-algèbre Fp[ϕ1] de
H(T,T(O×E), V K∩U) formée des polynômes en ϕ1 à coefficients dans Fp.

Démonstration. D’après le Lemme 4.5.7 et la Remarque 4.5.11, on sait déjà que l’image du
morphisme de Satake SVG est contenue dans le Fp-espace vectoriel de base {ϕn, n ∈ N}. Ré-
ciproquement, l’appartenance de ϕn à l’image de SVG s’obtient par l’argument classique de
trigonalisation basé sur la formule (4.30). En effet, si on applique ladite formule pour f = φ0,
on obtient que SVG (φ0) = ϕ0, ce qui prouve que ϕ0 appartient à l’image de SVG . On raisonne
ensuite par récurrence sur n ≥ 0 en écrivant (avec les notations de la formule (4.30)) que l’on a

ϕn = SVG (φn)−
n−1∑
r=0

λrϕr . (4.31)

Ceci prouve donc que l’image du morphisme de Satake SVG est égale au Fp-espace vectoriel de
base {ϕn, n ∈ N}, et permet de conclure grâce au Lemme 4.5.12 qui assure que ϕn = ϕn1 pour
tout entier n ≥ 1.

Injectivité des opérateurs TV − λ

Grâce à la formule (4.31) et à l’injectivité de SVG , on sait qu’il existe un unique scalaire λ0 ∈ Fp
tel que φV = φ1−λ0φ0. Cette égalité nous permet de réécrire la formule (2.4) donnant l’action
de l’opérateur TV sur les fonctions standard sous la forme suivante :

∀v ∈ V, ∀ g ∈ G, TV ([g, v]) = −λ0[g, v] +
∑
x∈C1

[gxt−1
0 , x−1v] , (4.32)

où l’on désigne par {xt−1
0 , x ∈ C1} un système de représentants dans G des classes à gauche de

Kt−1
0 K modulo K :

Kt−1
0 K =

⊔
x∈C1

xt−1
0 K .

Théorème 4.5.14. Pour tout λ ∈ Fp, l’opérateur TV − λ : indG
K(V )→ indG

K(V ) est injectif.

Démonstration. Fixons un scalaire λ ∈ Fp et considérons un élément f ∈ indG
K(V ) vérifiant

(TV − λ)(f) = 0. Décomposons-le sous la forme f =
r∑
i=1

[gi, vi] avec r ≥ 1, v1, . . . , vr ∈ V et

g1, . . . , gr ∈ G vérifiant les deux conditions suivantes 24 :
i) les sommets g1vK, . . . , grvK sont deux à deux distincts ;
ii) pour tout indice 1 ≤ i ≤ r − 1, δ(givK, vK) ≤ δ(gi+1vK, vK).

La formule (4.32) nous permet alors d’écrire que TV (f) = −λ0f +

r∑
i=1

∑
x∈C1

[gixt
−1
0 , x−1vi], et

l’hypothèse sur f devient alors

r∑
i=1

∑
x∈C1

[gixt
−1
0 , x−1vi] = (λ+ λ0)f . (4.33)

24. On rappelle que δ désigne la distance naturelle existant sur l’ensemble des sommets de l’arbre de Bruhat-
Tits X et que vK désigne le sommet spécial de X ayant K pour stabilisateur sous l’action de G.
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Remarquons maintenant que le support des fonctions standard associées à l’indice i = r dans
le membre de gauche de (4.33), i.e. les éléments [grxt

−1
0 , x−1vr] avec x ∈ C1, sont à support

dans des sommets de X situés à distance δ(grvK, vK) + 2 du sommet vK (par définition de
C1) et deux à deux disjoints grâce à la condition i) imposée ci-dessus. Comme le support du
membre de droite de (4.33) est par construction à support dans la boule de centre vK et de
rayon δ(grvK, vK), on en déduit que chacune des fonctions [grxt

−1
0 , x−1vr] doit être nulle, ce qui

équivaut à dire que l’on doit avoir vr = 0. On peut alors conclure par récurrence descendante
(sur r ≥ 1) que le support de f doit être vide, ce qui signifie que f est la fonction nulle et
termine la démonstration.

4.5.2 Existence d’une paramétrisation possible pour les représentations
lisses irréductibles admissibles de G sur Fp

Proposition 4.5.15. Pour toute Fp-représentation lisse irréductible V de K, indG
K(V ) n’est

pas une Fp-représentation admissible de G.

Démonstration. Il nous suffit de prouver que l’espace des vecteurs K(1)-invariants de indG
K(V )

n’est pas de dimension finie sur Fp pour conclure. Pour ce faire, on remarque que cet espace
contient en particulier la composante (K, V )-isotypique de indG

K(V ) qui est isomorphe à l’algèbre
de Hecke HG(V ) par réciprocité de Frobenius compacte. Nous avons vu dans la Section 4.5.1
que cette algèbre s’identifie à une algèbre de polynômes à coefficients dans Fp, ce qui implique
qu’elle est de dimension infinie sur Fp. Nous avons ainsi prouvé que l’espace des vecteurs K(1)-
invariants de indG

K(V ) contient un sous-espace vectoriel de dimension infinie sur Fp, ce qui
termine la démonstration.

Théorème 4.5.16. Pour toute Fp-représentation lisse irréductible admissible π de G, il existe
une représentation lisse irréductible V de K sur Fp et un scalaire λ ∈ Fp tels que π soit un

quotient de la représentation conoyau πK(V, λ) :=
indG

K(V )

(TV − λ)
.

Démonstration. L’argument est identique à celui qui permet de prouver le Théorème 3.5.35 du
Chapitre 3. Supposons que π soit une représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp.
Le Lemme 2.1.9 assure alors que πK(1) est une représentation lisse non nulle de K sur Fp, et
l’admissibilité de π implique qu’elle est de dimension finie sur Fp, donc qu’elle contient une Fp-
représentation lisse irréductible V de K. La réciprocité de Frobenius compacte assure alors que
HomFp[G](indG

K(V ), π) est un espace vectoriel non nul de dimension finie sur Fp, ce qui implique
qu’il contient un vecteur propre sous l’action de l’algèbre commutative H(G,K, V ) = Fp[TV ].
Autrement dit, il existe un homomorphisme non nul de Fp[G]-modules Φ : indG

K(V )→ π et un
scalaire λ ∈ Fp tels que Φ ◦ TV = λΦ. Ceci montre notamment que Φ se factorise à travers

le quotient
indG

K(V )

(TV − λ)(indG
K(V ))

= πK(V, λ) en un homomorphisme non nul de Fp[G]-modules

Φ̄ : πK(V, λ) → π. Par irréductibilité de π, la non-nullité de Φ̄ assure sa surjectivité, ce qui
termine la démonstration.

Définition 4.5.17. Soit π une représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp. Soient
V une représentation lisse irréductible de K sur Fp et λ ∈ Fp un scalaire. On dit que la
paire (V, λ) est une paramétrisation possible de π (par rapport à K) si π est un quotient de la
représentation conoyau πK(V, λ).

Définition 4.5.18. Plus généralement, si π est une représentation lisse de G sur Fp et si V
est une Fp-représentation lisse irréductible de K, on dit qu’un homomorphisme de Fp-algèbres
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χ : HG(V )→ Fp est un paramètre de Hecke pour π lorsqu’il existe un homomorphisme non nul
ψ ∈ HomG(indG

K(V ), π) tel que :

∀ T ∈ HG(V ), ψ ◦ T = χ(T )ψ .

Ceci équivaut à demander que ψ ◦ TV = χ(TV )ψ, où TV est le générateur de HG(V ) mis en
évidence dans la Section 4.5.1.

Une conséquence immédiate de ces définitions est donnée par l’énoncé suivant.

Corollaire 4.5.19. Soient V une Fp-représentation lisse irréductible de K, χ : HG(V ) → Fp
un homomorphisme de Fp-algèbres et π une représentation lisse irréductible admissible de G
sur Fp. Posons λ := χ(TV ). Alors χ est un paramètre de Hecke pour π si et seulement si (V, λ)
est une paramétrisation possible de π.

4.5.3 Un isomorphisme utile

Cette sous-section a pour objectif l’introduction de deux isomorphismes HG(V )-
équivariants 25 

∆ : HomK(V, IndG
B (η))

'−→ HomT(O×E )(V
U∩K, ηφ) ,

∆̃ : HomG(indG
K(V ), IndG

B (η))
'−→ HomT(O×E )(V

U∩K, ηφ) ,

dont le rôle sera crucial lors du calcul de toutes les paramétrisations possibles des représenta-
tions non supercuspidales de G sur Fp (Section 4.5.4), elle-même à la base de la classification
des représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp que nous donnons à la fin de ce
chapitre (Théorème 4.5.41).

On fixe une fois pour toutes dans cette sous-section une représentation lisse irréductible V
de K sur Fp ainsi qu’un Fp-caractère lisse η de B, dont le conjugué ηφ définit un Fp-caractère
lisse du sous-groupe de Borel opposé B.

Nous allons démontrer le théorème suivant, qui nous permettra notamment d’obtenir une
autre description des représentations obtenues par induction parabolique des Fp-caractères
lisses de B (Théorème 4.5.26).

Théorème 4.5.20. Soient V une représentation lisse irréductible de K sur Fp et η un Fp-
caractère lisse de B. L’application [f 7→ f(·)(I3)] induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
HG(V )-équivariant

∆ : HomK(V, IndG
B (η))

'−→ HomT(O×E )(V
K∩U, ηφ) .

Démonstration. Soient V un poids de Serre de K et η un Fp-caractère lisse de B. On dispose
de la chaine suivante d’isomorphismes :

HomK(V, IndG
B (η))

∆1' HomG(indG
K(V ), IndG

B (η)) (4.34)
∆2' HomB(indG

K(V ), η) (4.35)
∆3' HomB(indB

B∩K(V ), η) (4.36)
∆4' HomK∩B(V, η) (4.37)
∆5' HomT(O×E )(V

U∩K, η) (4.38)
∆6' HomT(O×E )(V

U∩K, ηφ) . (4.39)

25. L’action de HG(V ) sur le membre de droite ayant lieu via l’isomorphisme de Satake SV .



4.5.3 - Un isomorphisme utile 131

En effet, les isomorphismes (4.34) et (4.37) proviennent de la réciprocité de Frobenius compacte,
l’isomorphisme (4.35) provient de la réciprocité de Frobenius lisse et l’isomorphisme (4.36) pro-
vient du théorème de décomposition de Mackey (Lemme 2.2.8). L’isomorphisme (4.38) est une
conséquence directe du Lemme 4.5.5 et de l’isomorphisme VK∩U ' V K∩U induit par la projection
canonique de V sur VK∩U, tandis que l’isomorphisme (4.39) est défini par l’application identité,
ce qui a un sens car φ2 = I3 et K ∩ U = φ(K∩U)φ−1. Un calcul direct 26 montre que l’isomor-
phisme ∆ résultant de la composition des isomorphismes ∆i est bien l’application envoyant un
élément f ∈ HomK(V, IndG

B (η)) sur l’homomorphisme f(.)(I3) ∈ HomT(O×E )(V
K∩U, ηφ).

Il nous reste maintenant à expliquer pourquoi ∆ est équivariant pour l’action de HG(V ). Soient
T ∈ HG(V ) et ψ ∈ HomK(V, IndG

B (η)) avec ψ non nulle. Nous voulons démontrer que

∆(ψ|T ) = ∆(ψ)|T . (4.40)

Calculons tout d’abord le membre de gauche de (4.40) : par réciprocité de Frobenius compacte,
l’élément ψ correspond à l’élément Ψ ∈ HomG(indG

K(V ), IndG
B (η)) défini par :

∀ f ∈ indG
K(V ), Ψ(f) :=

∑
x∈G/K

x · ψ(f(x−1)),

de sorte que l’on a en particulier ψ(v) = Ψ([I3, v]) où [I3, v] est la fonction standard 27 associée
à la paire (K, v). Par ailleurs, l’opérateur T correspond, par la Proposition 2.3.2, à la fonction
φ̃ ∈ H(G,K, V ) caractérisée par la formule suivante :

∀ f ∈ indG
K(V ), ∀ g ∈ G, T (f)(g) =

∑
x∈G/K

φ̃(x)(f(x−1g)) .

Avec ces notations, la fonction ψ|T résultant de l’action de T sur ψ est celle qui correspond à
Ψ ◦ T par réciprocité de Frobenius. Autrement dit, on a :

(ψ|T )(v) = (Ψ ◦ T )([I3, v])

=
∑

x∈G/K

x · ψ(T ([I3, v])(x−1))

=
∑

x∈G/K

x · ψ

 ∑
y∈G/K

φ̃(y)([I3, v](y−1x−1))


=

∑
x∈G/K

x · ψ(φ̃(x−1)(v)) .

On en déduit donc que si v appartient à V U∩K, alors on a

∆(ψ|T )(v) = (ψ|T )(v)(I3) =

 ∑
x∈G/K

x · ψ(φ̃(x−1)(v))

 (I3) ,

ce qui se réécrit sous la forme suivante (par décomposition d’Iwasawa, et car ψ est à valeurs
dans IndG

B (η)) :
∆(ψ|T )(v) =

∑
b∈B/(B∩K)

ψ(φ̃(b−1)(v))(b) . (4.41)

Intéressons-nous maintenant au membre de droite de (4.40). Par définition, l’opérateur T agit
sur ∆(ψ) à travers la fonction SVG (φ̃), où φ̃ est l’élément de H(G,K, V ) défini ci-avant. Cette

26. Donné dans la Section 7.5 dans un souci de complétude.
27. On renvoie à la Section 2.2.2 pour un rappel de sa définition.
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fonction SVG (φ̃) ∈ H(T,T(O×E), V U∩K) correspond, par réciprocité de Frobenius compacte, à
l’opérateur Θ ∈ EndT(indT

T(O×E )
(V U∩K)) défini par la formule suivante :

∀ f ∈ indT
T(O×E )

(V U∩K), ∀ g ∈ T, Θ(f)(g) =
∑

t∈T/T(O×E )

SVG (φ̃)(t)(f(t−1g)) .

D’autre part, la fonction ∆(ψ) ∈ HomT(O×E )(V
U∩K, η) correspond, par réciprocité de Frobenius

compacte, à la fonction D ∈ HomT(indT
T(O×E )

(V U∩K), η) définie par

∀ f ∈ indT
T(O×E )

(V U∩K), D(f) :=
∑

t∈T/T(O×E )

t ·∆(ψ)(f(t−1)) .

Avec ces notations, la réciprocité de Frobenius compacte fait correspondre les éléments ∆(ψ)|T
et D ◦Θ, ce qui signifie que l’on a, pour tout vecteur v ∈ V U∩K,

(∆(ψ)|T )(v) = (D ◦Θ)([I3, v])

=
∑

t∈T/T(O×E )

t ·∆(ψ)(Θ([I3, v])(t−1))

=
∑

t∈T/T(O×E )

t ·∆(ψ)

 ∑
x∈T/T(O×E )

SVG (φ̃)(x)([I3, v](x−1t−1))


=

∑
t∈T/T(O×E )

t ·∆(ψ)(SVG (φ̃)(t−1)(v))

=
∑

t∈T/T(O×E )

ψ(SVG (φ̃)(t))(v)(t−1)

=
∑

t∈T/T(O×E )

∑
u∈U/(U∩K)

ψ(φ̃(tu)(v))(t−1)

=
∑

b∈B/(B∩K)

ψ(φ̃(b)(v))(b−1)

=
∑

b∈(B∩K)\B

ψ(φ̃(b−1)(v))(b) .

Le passage de la quatrième à la cinquième égalité est possible car T est un groupe abélien
et car ψ est à valeurs dans IndG

B (η). On conclut alors en remarquant que si b = k1βk2 avec
k1, k2 ∈ B ∩K et β ∈ B, on a

ψ(φ̃(b−1)(v))(b) = ψ(φ̃(k−1
2 β−1k−1

1 )(v))(k1βk2)

= ψ(k−1
2 φ̃(β−1)(k−1

1 v))(k1βk2)

= η(k1)(k2 · ψ(k−1
2 φ̃(β−1)(k−1

1 v)))(β)

= η(k1)ψ(φ̃(β−1)(k−1
1 v))(β)

= η(k1)ψ(φ̃(β−1)(η(k−1
1 )v))(β)

= ψ(φ̃(β−1)(v))(β) .

Dans ce calcul, la troisième égalité vient du fait que φ̃ est à valeurs dans IndG
B (η), la quatrième

égalité provient de la K-équivariance de l’opérateur ψ, et la cinquième égalité vient du fait que
s’il existe un élément non nul dans HomK(V, IndG

B (η)), alors B ∩K agit sur V par le caractère
η (par réciprocité de Frobenius lisse).
Nous avons donc prouvé que le terme ψ(φ̃(b−1)(v))(b) ne dépend que de la double classe de
b modulo B ∩ K, ce qui implique en particulier que l’on a ∆(ψ|T ) = ∆(ψ)|T et termine la
démonstration.
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Remarque 4.5.21. Comme nous l’avons déjà remarqué dans la preuve ci-dessus, l’existence
de cet isomorphisme fournit en particulier la propriété suivante : une Fp-représentation lisse
irréductible V de K est contenue dans IndG

B (η) si et seulement si les Fp-caractères de T portés
par V K∩U et ηφ ont la même restriction à T(O×E).

Remarque 4.5.22. Le dernier calcul effectué dans la preuve du Théorème 4.5.20 reflète le fait
que l’action de HG(V ) sur le membre de droite ne se fait pas a priori à l’aide du morphisme
de Satake SV , mais plutôt par à travers le morphisme noté S ′T dans [Her2] et dans [HV]. Leur
cöıncidence est un petit miracle qui repose sur le fait que notre algèbre est engendré par un
seul opérateur, donc qu’elle est en particulier commutative, et que T est le seul sous-groupe de
Levi standard propre de G.

Remarque 4.5.23. La preuve de l’équivariance de ∆ relativement à l’action de HG(V ) montre
aussi que l’isomorphisme ∆̃ := ∆ ◦∆−1

1 est HG(V )-équivariant.

4.5.4 Autre description des représentations non supercuspidales

Représentations conoyaux et induites paraboliques

Nous commençons par donner une condition nécessaire pour qu’un caractère χ : HG(V )→ Fp
puisse être un paramètre de Hecke d’une représentation obtenue par induction parabolique à
partir de B. Remarquons avant cela que si c’est le cas, la réciprocité de Frobenius lisse implique
que V doit être un sous-objet de la représentation de K portée par IndG

B (η), dont on rappelle
qu’elle est isomorphe à IndK

B∩K(η) par décomposition de Mackey.

Théorème 4.5.24. Soient η : B → F×p un caractère lisse et V une Fp-représentation lisse
irréductible de K. Si χ : HG(V )→ Fp est un paramètre de Hecke pour IndG

B (η), alors χ(TV ) =
η(t0).

Démonstration. Supposons que χ : HG(V ) → Fp soit un paramètre de Hecke pour IndG
B (η).

C’est donc qu’il existe un homomorphisme non nul de Fp[G]-modules φ̃ : indG
K(V ) → IndG

B (η)
vérifiant φ̃ ◦ TV = χ(TV )φ̃. Appliquons à cette égalité l’isomorphisme HG(V )-équivariant ∆̃
introduit dans la Remarque 4.5.23 : on obtient alors que l’on doit avoir

∆̃(φ̃)|TV = χ(TV )∆̃(φ̃) . (4.42)

Nous allons maintenant calculer ∆̃(φ̃)|TV := ∆̃(φ̃)|τ1 d’une autre manière. Plus généralement,
nous allons calculer f |τn pour f ∈ HomT(O×E )(V

K∩U, ηφ) et n ∈ Z quelconques, où l’on rappelle
que τn ∈ H(T,T(O×E), V U∩K) correspond à la fonction ϕn ∈ H(T,T(O×E), V U∩K) de support égal
à T(O×E)tn0 = tn0T(O×E) valant 1 en tn0 . Par définition, f |τn est l’élément de HomT(O×E )(V

K∩U, ηφ)

associé 28 à la fonction F ◦ τn, où F ∈ HomT(indT
T(O×E )

(V K∩U), ηφ) est l’image de f par ré-
ciprocité de Frobenius compacte. Remarquons maintenant que l’on a, pour toute fonction
ψ ∈ indT

T(O×E )
(V U∩K),

(F ◦ τn)(ψ) =
∑

t∈T/T(O×E )

t · f((ψ ◦ τn)(t−1))

=
∑

t∈T/T(O×E )

ηφ(t)f((ψ ◦ τn)(t−1))

=
∑
m∈Z

η(φtm0 φ
−1)f(ψ(τn(t−m0 )))

= η(tn0 )f(ψ(1)) .

28. Toujours par réciprocité compacte de Frobenius.
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La seconde égalité vient du fait que f est à valeurs dans ηφ, tandis que la troisième égalité
découle de la décomposition T =

⊔
m∈Z

tm0 T(O×E) et de la T(O×E)-équivariance des fonctions en

jeu. On en déduit donc que l’on a, pour tout vecteur v ∈ V K∩U,

(f |τn)(v) = (F ◦ τn)([I3, v]) = η(tn0 )f(v) , (4.43)

ce qui prouve que f |τn = η(tn0 )f . En considérant cette égalité pour n = 1, on obtient donc en
particulier que

∆̃(φ̃)|TV = η(t0)∆̃(φ̃) . (4.44)

En comparant (4.42) et (4.44), on voit que l’on doit avoir χ(TV )∆̃(φ̃) = η(t0)∆̃(φ̃). Comme
∆̃ est un isomorphisme, la non-nullité de φ̃ implique celle de ∆̃(φ̃), et l’on en conclut que l’on
doit finalement avoir χ(TV ) = η(t0), ce qui termine la démonstration.

Remarque 4.5.25. Ce théorème montre qu’à toute Fp-représentation lisse irréductible V de
K contenue dans IndG

B (η) est associé au plus un paramètre de Hecke dont les valeurs sont
entièrement déterminées par le caractère η ; en particulier, elles ne dépendent ni du choix de V ,
ni du choix de K. Soulignons de plus le fait que l’énoncé du théorème est valable sans aucune
hypothèse d’irréductibilité sur la représentation IndG

B (η).

Proposition 4.5.26. Soient V une représentation lisse irréductible de K sur Fp qui ne
s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G 29 et λ ∈ Fp un scalaire non nul. Notons
η : T→ F×p le caractère lisse dont la restriction à T(O×E) est donnée par le caractère porté par
(V K∩U)φ et qui envoie t0 sur λ, ainsi que le Fp-caractère lisse de B obtenu par inflation.
L’application ∆̃−1(id) : indG

K(V )→ IndG
B (η), où ∆̃ est l’isomorphisme HG(V )-équivariant défini

dans la Remarque 4.5.23, induit alors un morphisme surjectif de Fp[G]-modules :

πK(V, λ) � IndG
B (η) .

Démonstration. Remarquons tout d’abord que puisque T = tZ0T(O×E), la formule donnée dans
l’énoncé suffit à définir entièrement le caractère η. Par ailleurs, l’égalité φ2 = I3 assure que
l’identité définit un isomorphisme T(O×E)-équivariant ϕ : V K∩U → ηφ qui fournit, par applica-
tion de l’opérateur ∆̃−1, un homomorphisme non nul de Fp[G]-modules

Φ := ∆̃−1(ϕ) : indG
K(V )→ IndG

B (η) .

Comme ∆̃−1 est HG(V )-équivariant, on a de plus

Φ|TV = ∆̃−1(ϕ|TV )

= ∆̃−1(ϕ|τ1)

= ∆̃−1(η(t0)ϕ) par application de (4.44)
= η(t0)Φ
= λΦ ,

ce qui prouve que Φ définit un homomorphisme non nul de Fp[G]-modules

Ψ : πK(V, λ)→ IndG
B (η) .

Démontrons la surjectivité de l’application Ψ. L’image de Ψ est un sous-Fp[G]-module non
nul de IndG

B (η). Par suite, si Ψ n’était pas surjective, le Théorème 4.4.1 impliquerait que
η se prolonge en un Fp-caractère lisse de G (encore noté η) et que l’image de Ψ, qui est

29. Ce qui signifie que V est soit de dimension strictement supérieure à 1, soit un Fp-caractère lisse de K qui
ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G.
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aussi l’image de Φ, serait égale à ce caractère. Autrement dit, Φ définirait un homomorphisme
surjectif de Fp[G]-modules indG

K(V ) � η qui induirait, par réciprocité de Frobenius compacte,
un homomorphisme non nul de Fp[K]-modules V → η|K. L’irréductibilité de V et de η|K
impliquerait que ce dernier homomorphisme est en fait un isomorphisme de Fp[K]-modules, ce
qui contredirait l’hypothèse selon laquelle V ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G et
termine ainsi la démonstration.

Paramétrisations possibles des représentations lisses irréductibles non supercuspi-
dales de G - Première partie

On peut déjà calculer toutes les paramétrisations possibles de plusieurs familles de représen-
tations lisses irréductibles non supersingulières de G. Les premières concernées sont les repré-
sentations de la série spéciale, qui font l’objet des deux prochains énoncés.

Théorème 4.5.27. La représentation de Steinberg admet une unique paramétrisation possible,
à savoir la paire (V0, 1) où V0 désigne l’unique représentation lisse irréductible de K sur Fp
contenue dans StG.

Démonstration. D’après le Théorème 4.4.15, l’espace des vecteurs I(1)-invariants de StG est
de dimension 1 sur Fp. On déduit donc de l’application du Lemme 2.1.9 au sous-groupe I(1)
de K que StG contient une unique représentation lisse irréductible V0 de K sur F, à savoir le
sous-Fp[K]-module engendré par StI(1)

G . Par suite, toute paramétrisation possible de StG doit
être de la forme (V0, λ) avec λ ∈ Fp. Comme V0 est une représentation irréductible de K,
tout élément de HomK(V0, StG) est entièrement déterminé par sa valeur en un vecteur non
nul de V I(1)

0 = St
I(1)
G . Cette valeur doit, par K-équivariance, appartenir à l’espace des vecteurs

I(1)-invariants de StG, ce qui assure que l’on a :

dimFp HomK(V0, StG) = dimFp HomFp(V
I(1)

0 , St
I(1)
G ) = dimFp HomFp(St

I(1)
G , St

I(1)
G )

= dimFp St
I(1)
G

= 1 .

(4.45)

Par réciprocité de Frobenius compacte, on en déduit que l’espace HomG(indG
K(V0), StG) est

de dimension 1 sur Fp, ce qui implique que StG admet au plus une paramétrisation possible
relativement à V0, et permet de déduire du Théorème 4.5.16 que StG admet une et une seule
paramétrisation possible relativement à K qui doit être de la forme (V0, λ).
Remarquons maintenant que l’irréductibilité du Fp[G]-module StG assure que V0 ne s’étend pas
en un Fp-caractère de G, ce qui permet de déduire de la Proposition 4.5.26 l’existence d’une
surjection G-équivariante allant de la représentation conoyau πK(V0, 1) sur le Fp[G]-module
IndG

B (η0), où η0 : T → F×p est le caractère lisse valant 1 en t0 et dont la restriction à T(O×E)

est donnée par (V K∩U
0 )φ. L’existence de ce morphisme non nul implique alors, par réciprocité

de Frobenius compacte, que V0 est un sous-Fp[K]-module de IndG
B (η0), et assure donc la non-

nullité de la composante (I,1)-isotypique de IndG
B (η0) grâce à la Remarque 4.4.16. On déduit

du Théorème 4.4.13 qu’il faut que l’on aie η0|T(O×E ) = 1 ou (η0)φ|T(O×E ) = 1, ce qui prouve que
la restriction de η0 à T(O×E) doit être égale au caractère trivial 1 puisque φ2 = I3, et donc
finalement que η0 = 1 puisque T = tZ0T(O×E).
On a ainsi prouvé que le Fp[G]-module πK(V0, 1) admet le Fp[G]-module IndG

B (1) comme quo-
tient, ce qui implique que la paire (V0, 1) est une paramétrisation possible de StG et termine
la démonstration.

Corollaire 4.5.28. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , la représentation de la série
spéciale StG ⊗ (η ◦ det) admet une unique paramétrisation possible. Elle est donnée par la
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paire (V0⊗ (η ◦ det), 1) avec V0 désignant l’unique représentation lisse irréductible de K sur Fp
contenue dans StG.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du Théorème 4.5.27 une fois que l’on
a remarqué que, puisque t0 est de déterminant égal à 1, la paire (V, λ) est une paramétrisation
possible de StG si et seulement si la paire (V ⊗ (η ◦ det), 1) est une paramétrisation possible
de StG ⊗ (η ◦ det).

Remarquons maintenant que les arguments utilisés pour prouver la Proposition 4.5.26 peuvent
être détournés pour calculer les paramétrisations possibles des Fp-caractères lisses de G. En
l’occurrence, nous allons prouver que tout Fp-caractère lisse de G admet une et une seule
paramétrisation possible et qu’elle est complètement explicite, comme en atteste le résultat
suivant.

Théorème 4.5.29. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module η ◦ det admet
une et une seule paramétrisation possible relativement à K, à savoir la paire (η ◦ det, 1).

Démonstration. Considérons un Fp-caractère lisse η ◦ det : G → F×p . Puisque φ2 = I3, l’appli-
cation T(O×E)-équivariante définie par l’identité η ◦ det→ η ◦ det induit, via l’isomorphisme ∆̃
introduit dans la Remarque 4.5.23, un homomorphisme non nul de Fp[G]-modules

ψ : indG
K(η ◦ det)→ IndG

B (η ◦ det) .

Le Corollaire 4.5.28 empêche la surjectivité de cette application, ce qui implique grâce au
Théorème 4.4.1 que l’image de ψ est égale au caractère η ◦ det et signifie donc que ψ est un
homomorphisme surjectif de Fp[G]-modules indG

K(η◦det) � η◦det. Rappelons maintenant que,
par définition, on a ψ = ∆̃(id), ce qui nous permet d’appliquer la formule (4.44) et d’obtenir
ainsi que ψ|Tη◦det = (η ◦ det)(t0)ψ = ψ. L’application ψ peut donc être factorisée à travers
l’image de l’opérateur Tη◦det−1, ce qui montre que l’on dispose d’un homomorphisme surjectif
de Fp[G]-modules

πK(η ◦ det, 1) � η ◦ det ,

et signifie donc que (η ◦ det, 1) est une paramétrisation possible de η ◦ det.

Supposons réciproquement que (V, λ) soit une paramétrisation possible du Fp[G]-module η◦det.
C’est donc qu’il existe un homomorphisme non nul de Fp[G]-modules Φ : indG

K(V ) � η ◦det tel
que Φ ◦TV = λΦ. Cet homomorphisme correspond par réciprocité de Frobenius compacte à un
homomorphisme non nul de Fp[K]-modules V → η ◦ det, qui doit alors être un isomorphisme
de Fp[K]-modules par irréductibilité de V et de η ◦ det.
En appliquant l’opérateur HG(V )-équivariant ∆ à l’égalité Φ◦TV = λΦ, on obtient par ailleurs
que ∆(Φ)|TV = λ∆(Φ). Remarquons alors que puisque V est isomorphe à η ◦ det, il est
possible d’appliquer la formule (4.44) pour calculer ∆(Φ)|TV , ce qui prouve que l’on doit
avoir ∆(Φ)|TV = (η ◦ det)(t0)∆(Φ) = ∆(Φ). Comme Φ est non nulle et que ∆ est bijective,
la comparaison des deux expressions obtenues pour ∆(Φ)|TV montre que λ doit être égal 1,
ce qui achève finalement de montrer que (η ◦ det, 1) est la seule paramétrisation possible du
caractère η ◦ det.

Introduction de la Conjecture 1

Pour compléter notre étude, il nous faudrait pouvoir déterminer toutes les paramétrisations
possibles des représentations de la forme IndG

B (η) avec η : B→ F×p caractère lisse. Pour l’instant,
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nos connaissances à ce sujet se résument à la proposition suivante, qui découle directement de
la Proposition 4.5.26 30 et du Corollaire 4.5.28.

Proposition 4.5.30. Soit η : B→ F×p un caractère lisse.

1. Si η ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G, alors le Fp[G]-module IndG
B (η) admet

exactement une paramétrisation possible.
2. Si η s’étend en un Fp-caractère lisse de G, alors le Fp[G]-module IndG

B (η) admet au
plus une paramétrisation possible, à savoir la paire (V0 ⊗ η, η(t0)) où V0 désigne l’unique
représentation lisse irréductible de K sur Fp contenue dans la représentation de Steinberg
StG de G.

Signalons tout de suite que le Théorème 4.5.16 ne permet pas de conclure à l’unicité de la
paramétrisation dans le second cas de la Proposition 4.5.30 car la représentation IndG

B (η) n’est
pas irréductible lorsque η est un Fp-caractère lisse de G.

En comparant les résultats que nous avons obtenus jusqu’ici à ceux qui existent pour GL2(F )
[BL94, Theorem 25], pour SL2(F ) et, plus généralement, pour GLn(F ) [Her2, Theorem 3.1],
il est naturel de s’interroger quant à l’injectivité du morphisme surjectif introduit dans la
Proposition 4.5.26, puisqu’il l’est pour les groupes sus-mentionnés. En outre, disposer d’un tel
isomorphisme permettrait d’obtenir une classification des Fp-représentations lisses irréductibles
admissibles de G, et nous n’avons trouvé à l’heure actuelle aucun argument mettant cette pro-
priété d’injectivité en défaut.
Une autre question qui surgit naturellement lors de la comparaison avec les théories existant
pour d’autres groupes porte sur la structure des représentations conoyaux πK(η ◦ det, λ) avec
λ ∈ Fp non nul et η : E(1) → F×p caractère lisse. Nous savons démontrer 31 par un argument
utilisant la structure de l’arbre de Bruhat-Tits que la représentation π(1, 1) est une extension
non scindée du caractère 1 par StG, la propriété de non-scindage étant une conséquence directe
du Théorème 4.5.27. Ceci nous permet donc de décrire les représentations conoyaux de la forme
πK(η ◦det, 1) comme extension non scindée du caractère η ◦det par la représentation de la série
spéciale StG ⊗ (η ◦ det). Par ailleurs, si l’on considère une représentation conoyau de la forme
πK(η ◦det, λ) avec λ 6= 1, nous savons en construire un quotient de la forme IndG

B (χ) à l’aide de
l’isomorphisme ∆̃. Un tel quotient doit alors être irréductible à cause du Corollaire 4.5.28, qui
impose que le caracère χ ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G, et du Théorème 4.4.1. De
nouveau par analogie avec les théories de référence, nous pensons que la surjection ainsi définie
est en fait un isomorphisme de Fp[G]-modules, et que la démonstration de cette affirmation doit
être identique à celle qui devrait prouver l’injectivité du morphisme de la Proposition 4.5.26.

Toutes ces considérations nous mènent à introduire l’hypothèse suivante, qui va nous permettre
ensuite d’énoncer une conjecture regroupant deux assertions de nature différente : la première
est une supposition que nous faisons et que nous n’avons pas encore complètement démontrée
(pour des raisons essentiellement techniques et temporelles) ; la seconde est un fait que nous
savons démontrer, mais dont la preuve n’est pas dans ce manuscrit par manque de temps.

Hypothèse 2. La paire (V, λ) avec V une représentation lisse irréductible de K sur Fp et
λ ∈ Fp non nul vérifie l’une des deux assertions suivantes :

– V ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G ;
– V s’étend en un Fp-caractère lisse η de G et λ 6= η(t0).

Conjecture 1. 1. Pour toute paire (V, λ) satisfaisant à l’Hypothèse 2, la représentation
conoyau πK(V, λ) est isomorphe au Fp[G]-module IndG

B (η), où η : B→ F×p est le caractère
lisse dont la restriction à T(O×E) vaut (V K∩U)φ et qui envoie t0 sur λ.

30. Ou du Théorème 4.5.16.
31. Mais n’avons pas encore eu le temps de rédiger cette preuve.
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2. Notons V0 l’unique représentation lisse irréductible de K sur Fp contenue dans la re-
présentation de Steinberg StG. Pour tout caractère lisse η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module
πK(V0⊗(η◦det), 1) est une extension non scindée du caractère η◦det par la représentation
de la série spéciale StG ⊗ (η ◦ det).

Remarque 4.5.31. La Conjecture 1 est en fait équivalente aux assertions d’injectivité que
nous avons demandées ci-avant.

Paramétrisations possibles des représentations lisses irréductibles non supercuspi-
dales de G - Seconde partie

Grâce à la Conjecture 1, nous pouvons obtenir les paramétrisations qui nous manquaient jus-
qu’alors, notamment pour compléter l’énoncé de la Proposition 4.5.30. Nous en déduirons que
pour toute paire (V, λ) avec V représentation lisse irréductible deK sur Fp et λ ∈ Fp scalaire non
nul, le Fp[G]-module admet un unique quotient irréductible, qui est de plus non supercuspidal.

Proposition 4.5.32. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée. Pour tout caractère lisse
η : E(1) → F×p , le Fp[G]-module IndG

B (η ◦ det) admet une et une seule paramétrisation possible,
à savoir la paire (V0⊗ (η ◦ det), 1) où V0 désigne l’unique représentation lisse irréductible de K
sur Fp contenue dans StG.

Démonstration. Le premier point de la Conjecture 1 s’applique grâce au premier cas de l’Hy-
pothèse 2, assurant que la paire donnée dans l’énoncé est une paramétrisation possible de
IndG

B (η ◦ det) par le même argument que celui qui permet de prouver le Théorème 4.5.27. On
conclut alors grâce au second point de la Proposition 4.5.30.

Corollaire 4.5.33. Supposons que la Conjecture 1 soit vraie. Pour toute paire (V, λ) avec V
représentation lisse irréductible de K sur Fp et λ ∈ Fp non nul, le Fp[G]-module porté par la
représentation conoyau πK(V, λ) admet (à isomorphisme près) un unique quotient irréductible.
De plus, ce quotient n’est pas supercuspidal.

Démonstration. Supposons que π soit un quotient irréductible de πK(V, λ). Si la paire (V, λ)
satisfait à l’un des cas de l’Hypothèse 2, notre énoncé découle du premier point de la Conjecture
1 et du Théorème 4.4.1, qui assure en particulier que toute représentation lisse non supercus-
pidale de G sur Fp admet à isomorphisme près un unique quotient irréductible. Si la paire
(V, λ) ne vérifie aucun des cas de l’Hypothèse 2, elle est alors redevable du second point de la
Conjecture 1, ce qui termine la démonstration en utilisant à nouveau le Théorème 4.4.1.

4.5.5 Supersingularité et supercuspidalité

Inspirée par ce qui a été fait pour GL2(F ) [BL94, BL95] et pour SL2(F ) (Chapitre 3), nous
introduisons la définition suivante, dont nous commençons par vérifier qu’elle est bien posée.

Définition 4.5.34. Soit π une représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp. On dit
que la représentation π est supersingulière (relativement à K) lorsqu’elle admet une paramé-
trisation possible de la forme (V, 0).

Lemme 4.5.35. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée.
La notion de supersingularité par rapport à K est alors bien définie : si π est une représentation
lisse irréductible de G sur Fp admettant une paramétrisation possible de la forme (V, 0) avec V
représentation lisse irréductible de K sur Fp, alors toute paramétrisation possible de π est de la
forme (W, 0) avec W représentation lisse irréductible de K sur Fp.
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Démonstration. Supposons que π soit une Fp-représentation lisse irréductible de G admettant
une paramétrisation possible de la forme (V, λ) avec λ 6= 0. Nous allons distinguer deux cas,
selon que V provient ou non d’un Fp-caractère lisse de G.

– Si V ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G, le premier point de la Conjecture 1
implique que π est un quotient irréductible d’une représentation de la forme IndG

B (η) avec
η : B → F×p caractère lisse. Les Théorèmes 4.5.24 et 4.5.29 ainsi que le Corollaire 4.5.28
assurent alors que toute paramétrisation possible (W,µ) de π doit vérifier µ 6= 0.

– Si V s’étend en un Fp-caractère lisse de G, le second point de la Conjecture 1 implique
que π est un Fp-caractère lisse de G (égal à V ) et est donc redevable du Théorème 4.5.29
qui assure que l’unique paramétrisation de π n’est pas supersingulière.

Par contraposition, on a donc prouvé que si π admet une paramétrisation possible par rapport
à K de la forme (V, 0), alors toutes ses paramétrisations possibles par rapport à K doivent être
de cette forme, ce qui termine la démonstration.

Nous démontrons maintenant une propriété des paramètres de Hecke qui assurera 32 que la
notion de supersingularité définie ici est équivalente à la notion de supersingularité définie
dans [Her2, Section 4].

Lemme 4.5.36. Soient V un poids de Serre de K et χ : HG(V )→ Fp un homomorphisme de
Fp-algèbres. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) il existe un caractère lisse χ0 : HT(V U∩K)→ Fp tel que χ = χ0 ◦ SV ;

ii) χ(TV ) 6= 0.

Démonstration. Ce que l’on a vu dans la Section 4.5.1 montre que l’algèbreH(T,T(O×E), V U∩K)
est égale à l’algèbre de fractions rationnelles Fp(τ1) et que l’isomorphisme de Satake SV permet
d’identifier HG(V ) à la sous-algèbre de polynômes Fp[τ1] en envoyant TV sur τ1. Supposons
alors qu’il existe un homomorphisme de Fp-algèbres χ0 : H(T,T(O×E), V U∩K) → Fp vérifiant
χ = χ0 ◦ SV . On dispose dans ce cas des égalités suivantes dans H(T,T(O×E), V U∩K) :

1 = χ0(1) = χ0(τ1)χ0(τ−1
1 ) ,

qui montrent notamment que χ0(τ1) = χ0(SV (TV )) = χ(TV ) est non nul.
Réciproquement, si χ(TV ) = λ est un scalaire non nul, on peut définir un homomorphisme d’al-
gèbres χ0 : H(T,T(O×E), V U∩K)→ Fp en envoyant τ1 sur λ. Dans ce cas, on a par construction
χ(TV ) = (χ0 ◦ SV )(TV ), ce qui prouve que χ = χ0 ◦ SV et termine la démonstration.

Rappelons que puisque HG(V ) est une algèbre de polynômes en l’opérateur TV précédemment
défini, tout homomorphisme de Fp-algèbres ayantHG(V ) pour source est entièrement déterminé
par sa valeur en TV . Ceci permet de poser la définition suivante.

Définition 4.5.37. Soit V un poids de Serre de K. On appelle caractère supersingulier de V
l’unique homomorphisme de Fp-algèbres χ : HG(V )→ Fp envoyant TV sur 0.

On dispose alors du résultat suivant, qui n’est qu’une reformulation de la définition de la
supersingularité pour les représentations.

Corollaire 4.5.38. Une représentation π est supersingulière par rapport à K si et seulement
s’il existe une représentation lisse irréductible V de K sur Fp telle que π admette le caractère
supersingulier de V pour paramètre de Hecke.

32. Car G n’admet que deux sous-groupes paraboliques standard relativement à T, à savoir B et G.
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Nous avons maintenant toutes les cartes en main pour démontrer, sous réserve que la Conjecture
1 soit vraie, l’équivalence des notions de supersingularité relativement àK et de supercuspidalité
pour les représentations lisses irréductibles admissibles de G.

Théorème 4.5.39. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée. Pour toute représentation lisse
irréductible admissible π de G sur Fp, on a équivalence entre les assertions suivantes :

i) π est supersingulière relativement à K ;

ii) π est supercuspidale.

Démonstration. L’implication i)⇒ ii) a déjà été démontrée dans la preuve du Lemme 4.5.35,
mais nous rappelons tout de même l’argument, qui consiste à prouver l’implication contraposée.
Supposons donc que π soit une représentation non supercuspidale de G sur Fp. D’après la
Proposition 4.4.9, trois possibilités se présentent :

– ou bien π est un Fp-caractère lisse de G, auquel cas le Théorème 4.5.29 assure que π n’est
pas supersingulière ;

– ou bien π est une représentation de la série principale deG, et le Théorème 4.5.24 implique
dans ce cas que π n’est pas supersingulière ;

– ou bien π est une représentation de la série spéciale de G, auquel cas le Corollaire 4.5.28
assure que π n’est pas supersingulière.

Dans tous les cas, π n’est pas supersingulière, ce qui prouve par contraposition que toute
représentation supersingulière est nécessairement supercuspidale.
Réciproquement, le Corollaire 4.5.33 assure qu’une représentation lisse irréductible admissible
supercuspidale de G ne peut pas admettre de paramétrisation possible relativement à K de
la forme (V, λ) avec λ 6= 0. Comme le Théorème 4.5.16 affirme qu’elle admet au moins une
paramétrisation possible, on en conclut qu’elle doit être supersingulière, ce qui termine la
démonstration.

Remarque 4.5.40. Cet énoncé prouve en particulier que la notion de supersingularité est
indépendante du choix de K puisqu’elle est équivalente à la notion de supercuspidalité qui n’a
absolument aucun lien avec K. On peut donc parler de représentation supersingulière sans avoir
besoin de choisir un sous-groupe compact maximal K de référence.

Nous pouvons alors conclure ce chapitre par l’énoncé de classification suivant des représenta-
tions lisses irréductibles admissibles de G sur Fp, que l’on a démontré sous réserve de disposer
de la Conjecture 1.

Théorème 4.5.41. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée.
A isomorphisme près, toute représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp appartient
à l’une et et une seule des quatre familles suivantes :

i) les caractères de G, de la forme η ◦ det avec η : E(1) → F×p caractère lisse ;

ii) les représentations de la série principale, de la forme IndG
B (η) avec η : B→ F×p caractère

lisse qui ne s’étend pas en un Fp-caractère lisse de G.

iii) les représentations de la série spéciale, de la forme StG ⊗ (η ◦ det) avec η : E(1) → F×p

caractère lisse et StG :=
IndG

B (1)

1
représentation de Steinberg ;

iv) les représentations supersingulières.

Démonstration. Fixons K ∈ {K0,K1} un sous-groupe ouvert compact maximal de G. Si π est
une représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp, le Théorème 4.5.16 assure que
π est un quotient d’une représentation de la forme πK(V, λ) avec V une représentation lisse
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irréductible de K sur Fp et λ ∈ Fp. Si λ = 0, la représentation π est alors supersingulière ; si
λ 6= 0, le premier point de la Conjecture 1 combiné aux Corollaires 4.5.28 et 4.5.33 ainsi qu’à
la Proposition 4.5.26 et au Théorème 4.5.29 assure que π est respectivement isomorphe à un
Fp-caractère lisse de G, à une représentation de la série principale ou à une représentation de
la série spéciale.
Ces quatre familles sont bien deux à deux disjointes : les résultats de la Section 4.4.3 assurent
en effet que les trois premières familles sont deux à deux disjointes et le Théorème 4.5.39 montre
que la quatrième famille est disjointe des trois premières.



Chapitre 5

Induction parabolique pour les groupes
quasi-déployés de rang 1

5.1 Introduction

Soient p un nombre premier, C un corps algébriquement clos de caractéristique p et F un
corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini kF . Notons
G := G(F ) le groupe des points rationnels d’un groupe réductif connexe G défini sur F . L’étude
des C-représentations lisses de G pousse en particulier à s’intéresser aux représentations de la
forme IndGQ(σ) où Q = Q(F ) désigne le groupe des points rationnels d’un sous-groupe para-
bolique standard Q de G dont on note M le sous-groupe de Levi standard et où σ désigne
une C-représentation lisse de Q obtenue par inflation d’une C-représentation lisse irréductible
admissible deM =M(F ). On se pose plus précisément la question suivante : peut-on détermi-
ner un critère d’irréductibilité pour la représentation IndGQ(σ) et, lorsque celui-ci est en défaut,
peut-on déterminer les facteurs de Jordan-Hölder de cette représentation ?

Le cas G = GL2 est traité dans les articles de Barthel-Livné [BL94, BL95]. Par des méthodes
reposant sur la compréhension des modules à droite sur l’algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori,
Ollivier [O1] a déterminé un critère d’irréductibilité pour ces représentations lorsque G = GLn
avec n ≥ 2 quelconque, et a donné une étude plus détaillée des facteurs de Jordan-Hölder dans
les cas de réductibilité lorsque n = 3. Vignéras [V5] a par la suite étendu ces résultats au cas
où G est supposé déployé sur F .

Les Sections 3.4 et 4.4 de cette thèse répondent à notre question lorsque G est égal à SL2

(qui est déployé sur F ) ou à U(2, 1) (qui est quasi-déployé mais non déployé sur F ) : pour ce
faire, nous avons adapté les méthodes développées dans le cas de SL2 au cas de U(2, 1). Ce
chapitre a pour objectif de montrer que l’on peut naturellement généraliser ces arguments pour
obtenir une description complète des représentations de G obtenues par induction parabolique
lorsque G est quasi-déployé sur F et de F -rang 1, l’intérêt technique de ce cas étant que tout
sous-groupe parabolique propre de G en est un sous-groupe de Borel, et que le sous-groupe
de Levi standard est alors un tore, ce qui implique notamment que la représentation σ est
simplement un C-caractère lisse.

Remarque 5.1.1. Nous pensons que les arguments et résultats présentés dans ce chapitre
s’adaptent au cas où G est un groupe réductif connexe défini sur F de F -rang 1 (i.e. si l’on
supprime l’hypothèse de quasi-déploiement).
Nous pensons aussi, en comparant le contenu de ce chapitre avec les résultats obtenus par
Vignéras dans le cas déployé, qu’il est plus généralement possible d’adapter les méthodes
utilisées dans ces deux cas pour traiter dans un premier temps le cas des groupes réductifs
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connexes quasi-déployés sur F de rang quelconque, puis de supprimer ensuite l’hypothèse de
quasi-déploiement.

Présentation des principaux résultats

Dans toute la suite, on notera en majuscule romane le groupe des F -points rationnels du
groupe algébrique désigné par la majuscule calligraphiée correspondante (comme par exemple
G = G(F ), T = T (F ), etc...).

On fixe un tore déployé maximal S de G et l’on note T le centralisateur de S dans G.
Comme G est quasi-déployé sur F , le groupe T est un tore de G, et est donc en particulier
abélien. On se donne un sous-groupe de Borel B de G contenant T et l’on note U son radical
unipotent.

On considère un C-caractère lisse χ : T → C× que l’on étend par inflation en un C-caractère
lisse de B, et l’on s’intéresse à la C-représentation lisse de G définie par l’induite lisse IndGB(χ).
Le premier résultat important de ce chapitre porte sur la structure de C[B]-module de IndGB(χ),
qui permet notamment d’obtenir un critère simple d’irréductibilité en tant que C[G]-module 1.

Théorème 5.1.2. 1. Le C[B]-module IndGB(χ) est un objet de longueur 2 qui admet comme
sous-quotients irréductibles le caractère χ (comme quotient) et le sous-C[B]-module Vχ
des éléments de IndGB(χ) s’annulant en l’élément neutre de G (comme sous-objet).

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) le C[B]-module IndGB(χ) est décomposable ;

(b) le C[G]-module IndGB(χ) est réductible ;

(c) le caractère χ se prolonge en un C-caractère lisse de G.

3. Si χ se prolonge en un C-caractère lisse de G, alors IndGB(χ) est un C[B]-module to-
talement décomposé, ainsi qu’un C[G]-module indécomposable de longueur 2 qui admet
comme sous-quotients irréductibles le caractère χ (comme sous-objet) et la représentation
StG ⊗ χ (comme quotient), où StG désigne la représentation de Steinberg.

Remarque 5.1.3. Rappelons ici que si χ est un C-caractère lisse de G, l’application C-linéaire
envoyant f sur χ−1f définit un isomorphisme de C[G]-modules entre IndGB(χ) et IndGB(1)⊗ χ.

Le Théorème 5.1.2 permet donc de classer les sous-quotients irréductibles des représenta-
tions qui nous intéressent en trois familles :

– les C-caractères de G ;
– les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme IndGB(χ)

avec χ un C-caractère lisse de B qui ne s’étend pas en un C-caractère lisse de G ;
– les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations de la forme StG ⊗ η

avec η un C-caractère lisse de G.
Le prochain énoncé montre que cette classification fournit en fait une partition des classes
d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de G sur C.

Théorème 5.1.4. Il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations lisses irréductibles non
supercuspidales provenant de deux familles distinctes.

Nous nous intéressons ensuite à l’existence éventuelle d’isomorphismes entre représenta-
tions non supercuspidales provenant d’une même famille. Le cas des représentations de la série
principale se traite rapidement grâce aux résultats obtenus sur leur structure de C[B]-module.

1. Qui correspond à un critière d’indécomposabilité en tant que C[B]-module.
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Lemme 5.1.5. Il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations de la série principale in-
duites par des caractères distincts.

Pour étudier les entrelacements pouvant exister entre représentations de la série spéciale,
nous avons besoin d’informations supplémentaires portant notamment sur la structure des
espaces de vecteurs invariants sous l’action du pro-p-Iwahori I(1) de G, dont la définition est
rappelée dans la Section 5.2.1. Ceci mène tout d’abord au résultat suivant, qui décrit l’espace
des I(1)-invariants des représentations obtenues par induction parabolique.

Théorème 5.1.6. Soit χ : B → C× un C-caractère lisse. Notons χ+ le C-caractère lisse de I
obtenu par inflation du caractère de T (OF ) donné par la restriction de χ. De même, on note
χ− le C-caractère lisse de I obtenu par inflation de la restriction de χw0 à T (OF ), où w0 est
l’élément non trivial du groupe de Weyl fini de G relatif à T .

1. L’espace des vecteurs I(1)-invariants de IndGB(χ) est un espace vectoriel de dimension 2
sur C.

2. Le C[G]-module IndGB(χ) admet au plus deux composantes I-isotypiques non nulles, à
savoir celles associées à χ+ et à χ−. Plus précisément, il en admet exactement une si et
seulement si χ+ = χ−, et en admet deux sinon.
En particulier, le groupe I agit trivialement sur l’espace des vecteurs I(1)-invariants de
IndGB(χ) si et seulement si la restriction à T (OF ) du caractère χ est triviale (auquel cas
l’on dit que χ est un caractère non ramifié).

3. Le C[G]-module IndGB(χ) est engendré par le sous-espace de ses vecteurs I(1)-invariants.

On peut alors démontrer le résultat suivant, qui décrit l’espace des vecteurs I(1)-invariants
de la représentation de Steinberg StG, et en déduire une condition nécessaire à l’existence
d’entrelacement entre deux représentations de la série spéciale.

Théorème 5.1.7. 1. On dispose de la suite exacte courte suivante de C-espaces vectoriels :

1 −→ C −→
(
IndGB(1)

)I(1) −→ St
I(1)
G −→ 1 .

En particulier, l’espace des vecteurs I(1)-invariants d’une représentation de la série spé-
ciale est de dimension 1 sur C.

2. Soit η : G → C× un caractère lisse. Si StG et StG ⊗ η définissent des C[G]-modules
isomorphes, alors η est un caractère non ramifié (i.e. de restriction triviale au sous-
groupe T (OF )).

Plan du chapitre

La première section regroupe divers préliminaires : on y introduit les notations utilisées
dans la suite et l’on y rappelle quelques résultats classiques (décompositions de Bruhat, d’Iwa-
hori, d’Iwasawa). Le coeur de ce chapitre réside dans la Section 5.3, où l’on fournit une preuve
du Théorème 5.1.2. On étudie ensuite dans la Section 5.4 les entrelacements pouvant éven-
tuellement exister entre représentations non supercuspidales, ce qui fournit en particulier le
Théorème 5.1.4 et le Lemme 5.1.5. La Section 5.5 est enfin dédiée à l’étude des espaces de
vecteurs I(1)-invariants des représentations recontrées jusqu’alors, et permet notamment de
démontrer les Théorèmes 5.1.6 et 5.1.7.
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5.2 Préliminaires

5.2.1 Notations

On fixe un nombre premier p et un corps local non archimédien F complet pour une va-
luation discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini. On note OF l’anneau
des entiers de F , pF son idéal maximal et kF := OF /pF son corps résiduel. On fixe une fois
pour toutes une uniformisante $F ∈ pF et l’on se donne un corps C algébriquement clos de
caractéristique p (qui sera le corps des coefficients des représentations considérées).

On désigne par G un groupe réductif connexe défini sur F que l’on suppose quasi-déployé
sur F et de F -rang semi-simple égal à 1. On note G := G(F ) le groupe de ses points rationnels
et l’on fixe un sommet spécial v0 de l’arbre de Bruhat-Tits X [T, Section 2] du groupe adjoint
Gad de G. On note K le sous-groupe parahorique spécial attaché au sommet v0 : il est canoni-
quement égal au groupe des OF -points d’un schéma en groupes lisse affine connexe GK défini
sur OF et de fibre générique égale à G [T, Section 3.4.1]. On sait de plus [BT2, 5.1.32.ii)] que
si GK désigne le quotient réductif maximal de la fibre spéciale de GK , alors l’application de
réduction modulo $F induit un morphisme surjectif red : K � GK(kF ) dont le noyau est égal
au pro-p-radical K(1) de K.

On fixe un tore déployé maximal S ' Gm de G tel que v0 appartient à l’appartement défini
par S, et l’on note T le centralisateur de S dans G : c’est un tore de G qui vérifie T = S si et
seulement si G est déployé sur F . On définit le groupe de Weyl finiW0 de G relatif à T comme le
quotient NG(T )/T , où NG(T ) désigne le normalisateur de T dans G. D’après [LAG, Corollary
V.21.4], le groupe W0 est aussi égal au quotient NG(T )/T , où NG(T ) désigne le normalisateur
de T dans G. Puisque G est de rang 1 sur F , le groupe W0 est réduit à deux éléments [LAG,
Proposition IV.13.13]. Comme K est spécial, on a aussi W0 = (NG(T ) ∩K)/(T ∩K), ce qui
permet de choisir un représentant w0 ∈ NG(T )∩K de l’élément non trivial de W0. Par défini-
tion, il vérifie en particulier w2

0 ∈ T ∩K.
On se donne un sous-groupe de Borel B de G contenant T et l’on note U son radical uni-

potent. Il admet notamment la décomposition de Levi standard B = T U , ce qui fournit (en
passant aux points rationnels) une décomposition en produit semi-direct B = TU avec U ra-
dical unipotent de B. On note B = Bw0 le sous-groupe de Borel de G opposé à B (par rapport
à T ) et U = Uw0 son radical unipotent. On a donc B ∩B = T et B = T U , ce qui implique que
l’on a B = TU avec U = w0Uw

−1
0 radical unipotent de B = w0Bw

−1
0 .

On fixe une arête contenant le sommet v0 de l’appartement défini par S dans X et l’on note
I le stabilisateur de cette arête sous l’action de G : c’est un sous-groupe d’Iwahori [BT2, 5.2.6]
qui s’identifie à l’ensemble des éléments de K dont l’image par l’application red appartient au
groupe fini B(kF ) [T, Section 3.7, page 55]. Son pro-p-radical I(1), appelé pro-p-Iwahori de
G, s’identifie quant à lui aux éléments de K dont l’image par l’application red appartient au
groupe fini U(kF ). En outre, on dispose d’une factorisation de I sous la forme I = T (kF )I(1)
[T, Section 3.7] qui assure notamment 2 que l’on a I = T (O×F )I(1).

On fixe enfin un générateur λ du groupe X∗(S) des F -cocaractères du tore déployé maximal
S de G, et l’on pose t0 := λ($F ), ce qui assure en particulier que l’on a S(F )/S(OF ) ' tZ0
[Car, Section 3.1].

2. Après relèvement de T (kF ) par l’application de réduction modulo $F .
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5.2.2 Quelques décompositions de G

On commence par rappeler les énoncés des décompositions de Bruhat [IGA, Théorème 11.4.ii)],
d’Iwasawa et d’Iwahori.

Lemme 5.2.1 (Décomposition de Bruhat). Le groupe G admet les décompositions en doubles
classes disjointes suivantes :

G = B tBw0B = B tBw0U ,

avec unicité de l’écriture dans la seconde décomposition. De plus, Bw0U est une partie ouverte
dense de G tandis que B en est une partie fermée non ouverte.

Remarque 5.2.2. Signalons ici que l’on dispose des mêmes décompositions lorsque l’on tra-
vaille avec les groupes finis correspondants 3 [IGA, Théorème 11.4.ii)] :

G(kF ) = B(kF ) t B(kF )w0B(kF ) = B(kF ) t B(kF )w0U(kF ) .

Lemme 5.2.3 (Décomposition d’Iwasawa). Le groupe G admet la factorisation suivante :
G = BK.

Lemme 5.2.4 (Décomposition d’Iwahori). L’application produit établit une bijection

(I ∩ U)(I ∩ T )(I ∩ U)
'−→ I .

De plus, cette propriété reste vraie quel que soit l’ordre mis sur les facteurs du membre de
gauche.

Remarque 5.2.5. Comme les ensembles I ∩U et I ∩U sont inclus dans I(1), la factorisation
de I sous la forme (I ∩U)(I ∩U)(I ∩ T ) implique que l’on dispose de la factorisation suivante
de I(1) :

I(1) = (I(1) ∩ U)(I(1) ∩ U)(I(1) ∩ T ) . (5.1)

On termine cette section par une description des doubles classes de G modulo B à droite et I
ou I(1) à gauche.

Lemme 5.2.6. Le groupe G admet les décompositions en doubles classes disjointes suivantes :

G = BI tBw0I = BI(1) tBw0I(1) .

Démonstration. Etant donné que w0 normalise T , que T est un sous-groupe de B et que
l’on a I = T (O×F )I(1), il est immédiat de voir que la décomposition associée à I(1) est une
conséquence directe de celle qui est associée à I. Par ailleurs, le relèvement de la décomposition
de Bruhat finie rappelée dans la Remarque 5.2.2 via l’application de réduction modulo $F

fournit la décomposition en doubles classes disjointes suivante de K :

K = I t Iw0I .

On déduit alors de la décomposition d’Iwasawa que l’on a G = BK = BItBIw0I. Remarquons
maintenant que la décomposition d’Iwahori permet d’écrire que

BIw0I = B(I ∩ T )(I ∩ U)(I ∩ U)w0I = B(I ∩ U)w0I .

Il suffit alors de remarquer que w−1
0 (I ∩ U)w0 est contenu dans K ∩ w−1

0 Uw0 = U(OF ), donc
en particulier dans I(1) ⊂ I, pour conclure que l’on a BIw0I = Bw0I et terminer ainsi la
démonstration.

3. Par abus de notation, on note encore w0 l’image dans GK(kF ) de l’élément w0 ∈ NG(T ) ∩ K choisi
précédemment.
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5.3 Structure des représentations obtenues par induction para-
bolique

L’objectif de cette section est de démontrer le Théorème 5.1.2, qui généralise directement
les Théorèmes 3.4.1 et 4.4.1 et peut être reformulé de la manière suivante.

Théorème 5.3.1. Soit χ : B → C× un caractère lisse obtenu par inflation d’un C-caractère
lisse du sous-groupe de Levi T .

1. Le C[B]-module IndGB(χ) est de longueur 2 et admet χ comme quotient. Il est décompo-
sable si et seulement si χ se prolonge en un C-caractère lisse de G. Dans ce cas, il est
totalement décomposé.

2. Le C[G]-module IndGB(χ) est réductible si et seulement si χ se prolonge en un C-caractère
lisse de G. Dans ce cas, c’est un C[G]-module indécomposable de longueur 2 qui admet
χ comme sous-objet et la représentation de la série spéciale StG ⊗ χ comme quotient, où

StG :=
IndGB(1)

1
est la représentation de Steinberg de G.

5.3.1 Structure de Fp[B]-module

On fixe désormais un C-caractère lisse χ de T et l’on note encore χ : B → C× le C-caractère
lisse de B obtenu par inflation. Cette première sous-section a pour but de démontrer le premier
point du Théorème 5.3.1. Pour ce faire, on remarque que l’application d’évaluation en l’élément
neutre 1 de G définit un morphisme surjectif de C[B]-modules

IndGB(χ) � χ

dont le noyau Vχ est égal au sous-espace des éléments de IndGB(χ) à support dans Bw0U . Pour
montrer que IndGB(χ) est de longueur 2 comme représentation de B sur C, il nous suffit donc
de prouver que Vχ est un C[B]-module irréductible. Pour cela, on commence par donner une
autre caractérisation des éléments de Vχ.

Lemme 5.3.2. Un élément f ∈ IndGB(χ) appartient à Vχ si et seulement s’il existe un sous-
groupe ouvert compact U0 de U tel que le support de f soit contenu dans Bw0U0.

Démonstration. Seule l’implication directe de cette équivalence nécessite un argument. Suppo-
sons que la fonction f appartienne à Vχ. Elle vérifie f(1) = 0 donc, par hypothèse de lissité,
elle est nulle sur un ensemble de la forme BU0 avec U0 un sous-groupe ouvert compact 4 de U .
Remarquons maintenant que, puisque B∩U = {1}, la décomposition de Bruhat raffinée assure
que tout élément non trivial de BU0 est contenu dans Bw0U . Rappelons alors que l’applica-
tion naturelle envoyant un élément u sur la classe Bw0u induit un homéomorphisme de U sur
B\Bw0U et que le quotient B\G est compact. Par suite, l’image du support de f sous l’homéo-
morphisme sus-mentionné est un sous-groupe ouvert compact U0 de U , et le support de f est
par construction contenu dans la double classe Bw0U0, ce qui termine la démonstration.

Cet énoncé va nous permettre de donner un autre modèle du C[B]-module Vχ, pour lequel
l’assertion d’irréductibilité sera plus facile à démontrer. Notons C∞c (U) l’espace des fonctions
lisses définies sur U , à valeurs dans C et à support compact. On le munit de l’action lisse à
gauche de B définie par la formule suivante :

∀ b ∈ B, ∀ f ∈ C∞c (U), b · f := [x 7→ χ(w0tw
−1
0 )f(t−1xtu)] , (5.2)

4. Qui dépend bien entendu de f .
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où b = tu est une factorisation de b dans TU . Si l’on pose J (f) := [u 7→ f(w0u)] pour toute
fonction f ∈ Vχ, le Lemme 5.3.2 assure que J est à valeurs dans C∞c (U), et l’on vérifie immé-
diatement que J est un isomorphisme d’espaces vectoriels dont l’inverse est donné par l’ap-
plication envoyant une fonction φ ∈ C∞c (U) sur l’élément de Vχ défini par [bw0u 7→ χ(b)φ(u)].
L’application J est par ailleurs B-équivariante : en effet, si b = tu est un élément de B et si f
appartient à Vχ, on a alors

∀ x ∈ U, (b · J )(x) = χ(w0tw
−1
0 )J (f)(t−1xtu)

= χ(w0tw
−1
0 )f(w0t

−1xtu)

= χ(w0tw
−1
0 )f(w0t

−1w−1
0 w0xtu)

= χ(w0tw
−1
0 )χ(w0t

−1w−1
0 )f(w0xtu)

= f(w0xb)
= (b · f)(w0x)
= J (b · f)(x) ,

ce qui prouve que l’on a bien J (b ·f) = b ·J (f). Nous avons ainsi démontré le résultat suivant.

Lemme 5.3.3. Le C[B]-module Vχ est isomorphe au C[B]-module défini sur C∞c (U) par la
formule (5.2).

Prouver l’irréductibilité du C[B]-module Vχ revient donc à prouver celle de C∞c (U), que
nous allons démontrer à partir d’arguments reposant sur la topologie du groupe localement
profini U . Pour ce faire, on commence par rappeler [Vig96, II.1.3.ii)] que U admet une filtration
croissante exhaustive par des pro-p-sous-groupes ouverts compacts et que, par hypothèse de
lissité, tout élément de C∞c (U) est à support dans un tel sous-groupe.
Par ailleurs, si U0 est un sous-groupe ouvert compact de U , il est facile de voir que l’espace
vectoriel des éléments U0-invariants de C∞c (U0) est de dimension 1 sur C et qu’il est engendré
par la fonction indicatrice 1U0 de U0 : en effet, si f est un élément U0-invariant de C∞c (U0),
la formule (5.2) montre que l’on a f(u) = (u · f)(1) = f(1) pour tout élément u ∈ U0, ce qui
prouve que f est constante sur U0.
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant, qui nous permettra d’obtenir facilement
l’assertion d’irréductibilité voulue.

Lemme 5.3.4. Pour tout sous-groupe ouvert compact U0 de U , la fonction indicatrice 1U0

engendre le C[B]-module C∞c (U).

Démonstration. Soit U0 un sous-groupe ouvert compact de U . Pour tout entier n ∈ Z, on
pose Un := tn0U0t

−n
0 . L’application de [Vig96, I.3.v)] à l’élément m = t0 ∈ Z(T ) = T montre

que la famille {Un, n ≥ 1} est une filtration décroissante de sous-groupes ouverts compacts
d’intersection triviale, donc qu’elle fournit une base de voisinages pour l’élément neutre 1,
tandis que la famille {U−n, n ≥ 1} est une filtration croissante exhaustive de U . En outre, un
calcul immédiat à partir de la formule (5.2) assure que l’on dispose des identités suivantes :{

∀ u ∈ U, ∀ n ∈ Z, u · 1Un = 1Unu−1 ,

∀ t ∈ T, t · 1U0 = χ(w0tw
−1
0 )1tU0t−1 ,

ce qui prouve que l’action de B = TU sur 1U0 permet d’engendrer tout élément de C∞c (U) et
termine la démonstration.

Corollaire 5.3.5. Le C[B]-module C∞c (U) est irréductible.

Démonstration. Supposons queW soit une sous-représentation lisse non nulle de C∞c (U). Choi-
sissons un élément non nul f ∈ W ainsi qu’un pro-p-sous-groupe ouvert compact U0 de U qui
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contient le support de f . Le C[U0]-module engendré par f est alors contenu dans C∞c (U0), et le
Lemme 2.1.9 assure qu’il contient un vecteur non nul invariant sous l’action du pro-p-groupe U0.
Le rappel effectué avant d’énoncer le Lemme 5.3.4 implique alors que ce module doit contenir la
fonction indicatrice 1U0 , et donc que le C[B]-module engendré par f , qui est par construction
inclus dans W , contient a fortiori la fonction 1U0 . Le Lemme 5.3.4 implique alors que C∞c (U)
est contenu dans W , ce qui montre que W = C∞c (U) et termine la démonstration.

Corollaire 5.3.6. Le C[B]-module IndGB(χ) est de longueur 2, avec χ comme quotient et Vχ
comme sous-objet.

Démonstration. C’est une reformulation du Corollaire 5.3.5 à partir de la définition de Vχ.

Remarque 5.3.7. Ce qui précède montre en particulier que le seul sous-quotient de dimension
finie du C[B]-module IndGB(χ) est égal à χ, et que les deux seuls sous-quotients irréductibles
de ce même module sont χ et Vχ.

Une fois traitée la question de la réductibilité, il est naturel de s’interroger quant à l’indé-
composabilité éventuelle du C[B]-module IndGB(χ). Le Corollaire 5.3.6 permet de reformuler ce
problème de la façon suivante : quels sont les cas où le caractère χ est un sous-C[B]-module
de IndGB(χ) ?
Supposons qu’il existe un élément f ∈ IndGB(χ) tel que b · f = χ(b)f pour tout élément b ∈ B.
On a alors :

∀ b ∈ B, ∀ g ∈ G, f(bg) = χ(b)f(g) = f(gb) . (5.3)

Ces égalités vont nous permettre de démontrer le résultat suivant, qui fournit une condition
nécessaire de décomposabilité dont nous vérifierons ensuite la suffisance.

Lemme 5.3.8. La droite C · f engendrée par f est stable sous l’action de G. Autrement dit :
si χ est un sous-objet du C[B]-module IndGB(χ), alors χ s’étend en un C-caractère lisse de G.

Démonstration. Nous allons travailler en trois étapes : nous commençons par prouver que f ne
s’annule pas sur G, puis qu’elle est fixe sous l’action de U , ce qui nous permettra de conclure.

1ère étape : Supp f = G : L’irréductibilité du C[B]-module de dimension infinie Vχ im-
plique que f n’appartient pas à Vχ, donc que f(1) est non nul, ce qui prouve grâce à
l’expression (5.3) que B est contenu dans le support de f . Celui-ci étant par suite non
vide, il doit être d’intersection non vide avec l’ouvert dense Bw0U . La formule (5.3)
implique alors que f(w0) doit être non nul, puis que tout l’ouvert Bw0U est nécessaire-
ment contenu dans le support de f . La décomposition de Bruhat raffinée permet alors de
conclure que le support de f est égal à G.

2ème étape : f est fixe sous l’action de U : De nouveau grâce à [Vig96, I.3.v)], on sait que
si U0 est un sous-groupe ouvert compact de U , la famille {t−n0 U0t

n
0}n≥1 est une suite

décroissante de sous-groupes ouverts compacts de U d’intersection triviale tandis que la
famille {tn0U0t

−n
0 }n≥1 est une filtration croissante exhaustive de U .

Fixons un tel sous-groupe ouvert compact U0. Par lissité de la fonction f , il existe un
entier N ≥ 1 tel que f soit fixe sous l’action de t−N0 U0t

N
0 . Soient maintenant u ∈ U et

n ≥ 1 tel que u appartienne à tn0U0t
−n
0 . En écrivant que n = −N + (n+N), on obtient

l’existence d’un élément v ∈ t−N0 U0t
N
0 tel que u = tn+N

0 vt
−(n+N)
0 , et l’on a alors

u · f = (tn+N
0 vt

−(n+N)
0 ) · f = χ(t

−(N+n)
0 )(tn+N

0 v) · f = χ(t
−(N+n)
0 )χ(tN+n

0 )f = f .
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On a ainsi démontré que f est fixe sous l’action d’un élément u ∈ U arbitrairement choisi,
ce qui signifie que f est fixe sous l’action de U .

3ème étape : Conclusion : La formule (5.3) assure que la droite engendrée par f est stable
sous l’action de B. Par décomposition de Bruhat, il nous suffit de montrer que cette
droite est stable sous l’action de w0 pour conclure quant à sa stabilité sous l’action de

tout élément de G. Nous allons prouver que w0 agit que f par le scalaire λ :=
f(w0)

f(1)
,

qui est bien défini et non nul d’après la première étape.
Pour cela, considérons un élément x de G. D’après la décomposition de Bruhat raffinée,
il satisfait à l’un des deux cas suivants.
– Ou bien x = tu appartient à B, auquel cas l’on a

(w0 · f)(x) = f(xw0)
= χ(x)f(w0)

=
f(w0)

f(1)
χ(x)f(1)

=
f(w0)

f(1)
f(x)

= λf(x) .

Remarquons de plus que puisque w2
0 appartient à T , on dispose de l’égalité suivante :

χ(w2
0)f = w2

0 · f =

(
f(w0)

f(1)

)2

f . (5.4)

– Ou bien x = bw0u appartient à Bw0U , auquel cas l’on a

(w0 · f)(x) = f(bw0uw0)

= χ(b)f(w0uw
−1
0 w2

0)

= χ(b)(w2
0 · f)(w0uw

−1
0 )

= χ(b)

(
f(w0)

f(1)

)2

f(w0uw
−1
0 ) par (5.4)

= χ(b)

(
f(w0)

f(1)

)2

(w0uw
−1
0 · f)(1) avec w0uw

−1
0 ∈ U

= χ(b)

(
f(w0)

f(1)

)2

f(1) par la deuxième étape

= χ(b)

(
f(w0)

f(1)

)
f(w0)

= λf(bw0)
= λf(bw0u) par (5.3)
= λf(x) .

Dans tous les cas, nous avons prouvé que (w0 · f)(x) = λf(x), ce qui montre que w0 agit
sur f par le scalaire λ et termine la démonstration.

Réciproquement, supposons que χ s’étende en un C-caractère lisse de G (encore noté χ). On
dispose alors d’un isomorphisme de C[G]-modules 5 de IndGB(χ) sur IndGB(1)⊗χ qui permet de
se limiter à l’étude du cas où χ = 1 est le caractère trivial de G. Il est toutefois immédiat de
constater que l’ensemble des fonctions constantes G→ C est un sous-C[G]-module de IndGB(1)
sur lequel G agit trivialement, ce qui termine la preuve du résultat suivant, et achève ainsi la
démonstration du premier point du Théorème 5.3.1.

5. Donné par [f 7→ χ−1f ].
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Proposition 5.3.9. Le C[B]-module IndGB(χ) est décomposable si et seulement si le caractère
χ s’étend en un C-caractère lisse de G. Dans ce cas, on a IndGB(χ) = χ ⊕ Vχ, où Vχ est le
noyau de la surjection IndGB(χ) � χ définie par l’application d’évaluation en 1.

5.3.2 Structure de Fp[G]-module

Nous allons déduire des résultats de la sous-section précédente une démonstration rapide
du second point du Théorème 5.3.1, qui décrit la structure de C[G]-module portée par IndGB(χ).
Supposons tout d’abord que IndGB(χ) soit un C[G]-module réductible. Le Corollaire 5.3.6 assure
alors que c’est un objet de longueur 2 qui possède un sous-quotient de dimension 1 dont la
restriction à B doit être égale au caractère χ. En particulier, ceci prouve que χ doit se prolonger
en un C-caractère lisse de G.

Réciproquement, l’argument qui précède l’énoncé de la Proposition 5.3.9 montre que si χ
s’étend en un C-caractère lisse de G, alors c’est un sous-objet de IndGB(χ). Le Corollaire 5.3.6

assure dans ce cas que le quotient
IndGB(χ)

χ
est un C[G]-module irréductible. Ce quotient est

par ailleurs isomorphe à la représentation StG ⊗ χ, où l’on note StG :=
IndGB(1)

1
la représen-

tation de Steinberg de G.

Dans tous les cas, le C[G]-module IndGB(χ) est indécomposable : s’il ne l’était pas, le Co-
rollaire 5.3.6 impliquerait alors que l’espace Vχ formé des éléments de IndGB(χ) s’annulant sur
l’élément neutre de G est stable sous l’action de G. Mais ceci est faux : en effet, si U0 est un
sous-groupe ouvert compact de U , le Lemme 5.3.2 assure que la fonction indicatrice de Bw0U0

appartient à Vχ. Son image sous l’action de w0 ∈ G est cependant égale à la fonction indica-
trice du fermé Bw0U0w

−1
0 , qui n’appartient pas à Vχ puisqu’elle prend la valeur 1 sur l’élément

neutre de G.

Si l’on récapitule, on voit que l’on a finalement démontré le résultat suivant, qui n’est autre
que le second point de l’énoncé du Théorème 5.3.1.

Théorème 5.3.10. Le C[G]-module IndGB(χ) est réductible si et seulement si χ s’étend en
un C-caractère lisse de G. Dans ce cas, c’est un objet indécomposable de longueur 2 dont
les sous-quotients irréductibles sont χ (comme sous-objet) et StG ⊗ χ (comme quotient), où

StG :=
IndGB(1)

1
désigne la représentation de Steinberg de G.

5.4 Etude des entrelacements

D’après les résultats démontrés jusqu’à présent, toute représentation lisse irréductible de
G qui est sous-quotient d’une représentation de la forme IndGB(χ), où χ : B → C× est un
caractère lisse obtenu par inflation d’un C-caractère lisse de T , appartient à l’une des trois
familles suivantes :

– les C-caractères lisses de G ;
– les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme IndGB(χ)

où χ est un C-caractère lisse de B obtenu par inflation d’un C-caractère lisse de T qui
ne peut pas être prolongé en un C-caractère lisse de G ;

– les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations de la forme StG ⊗ η,
où η est un C-caractère lisse de G.

Nous commençons par démontrer qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations pro-
venant de familles distinctes. Pour cela, on remarque tout d’abord que les seuls sous-quotients
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de dimension finie qui apparaissent dans notre liste sont les C-caractères lisses de G, ce qui
implique qu’un élément de la première famille ne peut pas être isomorphe à un élément de
l’une des deux autres familles. Nous allons maintenant prouver qu’un élément de la deuxième
famille ne peut pas être isomorphe à un élément de la troisième famille.

Lemme 5.4.1. Pour tous C-caractères lisses χ : B → C× et η : G→ C×, les représentations
de G portées par IndGB(χ) et StG ⊗ η ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’un tel isomorphisme existe. Il assure tout d’abord
l’irréductibilité du C[G]-module IndGB(χ) puisque le C[G]-module StG ⊗ η est irréductible
d’après le Théorème 5.3.10.
Par ailleurs, la composée de cet isomorphisme avec la surjection IndGB(η) � StG⊗ η fournit un
morphisme surjectif de C[G]-modules de IndGB(η) vers IndGB(χ) qui correspond, par réciprocité
lisse de Frobenius, à un morphisme non nul (donc surjectif) de C[B]-modules IndGB(η) � χ.
La Remarque 5.3.7 implique alors que le caractère χ doit être égal au caractère η|B. Autre-
ment dit, le caractère χ se prolonge en un C-caractère lisse de G (à savoir η), ce qui contredit
l’irréductibilité du C[G]-module IndGB(χ) à cause du Théorème 5.3.10.

Remarque 5.4.2. Une autre démonstration de ce résultat, reposant sur l’étude des espaces
de vecteurs I(1)-invariants, sera donnée dans la prochaine section (voir Remarque 5.5.6).

Maintenant que nous avons prouvé que les trois familles apparaissant dans notre liste sont
deux à deux disjointes, nous nous intéressons aux entrelacements pouvant exister entre deux
objets d’une même famille. Nous traitons tout d’abord le cas des représentations de la série
principale, pour lesquelles nous montrons qu’il n’existe pas d’entrelacement non trivial.

Lemme 5.4.3. Soient χ1, χ2 deux C-caractères lisses de B obtenus par inflation de C-
caractères lisses de T . Les C-représentations de G données par IndGB(χ1) et IndGB(χ2) sont iso-
morphes si et seulement si χ1 = χ2. Dans ce cas, l’espace d’entrelacements EndFp[G](IndGB(χ1))

est de dimension 1 sur Fp.

Démonstration. Seule l’implication en sens direct nécessite un argument. Supposons que les
C[G]-modules IndGB(χ1) et IndGB(χ2) soient isomorphes. La réciprocité de Frobenius lisse assure
alors l’existence d’un morphisme non nul de C[B]-modules de la forme IndGB(χ1) � χ2, ce qui
implique par la Remarque 5.3.7 que l’on doit avoir χ2 = χ1 et prouve l’implication voulue par
contraposition. La seconde assertion est une conséquence directe de la Remarque 5.3.7.

Pour étudier les entrelacements éventuels entre représentations de la série spéciale, nous avons
besoin de plus de renseignements, notamment au sujet des espaces de vecteurs I(1)-invariants,
ce qui est l’objet de la prochaine section.

5.5 Espaces de vecteurs I(1)-invariants

Nous commençons par calculer les dimensions des espaces de vecteurs I(1)-invariants en jeu
et par étudier l’action du sous-groupe d’Iwahori I sur ces espaces, ce qui va notamment nous
fournir une condition nécessaire à l’existence d’entrelacement entre représentations de la série
spéciale. On démontre ensuite que toute représentation lisse de G sur C qui apparaît comme
sous-quotient d’une représentation paraboliquement induite est engendrée comme C[G]-module
par le sous-espace de ses vecteurs I(1)-invariants. Remarquons ici que, d’après les résultats
d’irréductibilité démontrés dans les sections précédentes, le seul cas où cette assertion n’est pas
immédiate est celui où l’on considère une représentation de la forme IndGB(χ) avec χ : G→ C×
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caractère lisse.
On fixe de nouveau un C-caractère lisse χ de B obtenu par inflation d’un C-caractère lisse

du tore T .

5.5.1 Dimension des espaces de vecteurs I(1)-invariants

D’après le Lemme 5.2.6, les deux doubles classes ouvertes BI(1) et Bw0I(1) forment une
partition du groupe G. Tout élément I(1)-invariant de IndGB(χ) est donc entièrement caractérisé
par ses valeurs en 1 et en w0. Comme le caractère χ est trivial sur I(1) à cause du Lemme
2.1.9, il l’est a fortiori sur B ∩ I(1), ce qui fournit le résultat suivant.

Lemme 5.5.1. L’espace des vecteurs I(1)-invariants de IndGB(χ) est de dimension 2 sur C.
Une base en est donnée par la famille {f1,χ, f2,χ} de fonctions I(1)-invariantes caractérisées
par le système suivant : {

f1,χ(1) = 1 ; f1,χ(w0) = 0 ;
f2,χ(1) = 0 ; f2,χ(w0) = 1 .

Par ailleurs, la factorisation I = T (O×F )I(1) montre que le sous-groupe d’Iwahori I agit sur
tout élément I(1)-invariant de IndGB(χ) par un C-caractère lisse de I défini par inflation d’un
C-caractère lisse de T (O×F ).

Lemme 5.5.2. Notons χ+ (respectivement χ−) le C-caractère lisse de I obtenu par inflation
du C-caractère lisse χ|T (O×F ) (resp. χw0 |T (O×F ), où l’on pose χw0(t) := χ(w0tw

−1
0 )).

1. Le groupe I agit sur f1,χ (resp. f2,χ) à travers le caractère χ+ (resp. χ−). Autrement dit :

∀ i ∈ I,
{
i · f1,χ = χ+(i)f1,χ ;
i · f2,χ = χ−(i)f2,χ .

2. Le C[G]-module IndGB(χ) admet au plus deux composantes I-isotypiques non nulles, à
savoir celles associées à χ+ et à χ−. En particulier, on a

(
IndGB(χ)

)I(1)
=
(
IndGB(χ)

)I si
et seulement si χ|T (O×F ) est trivial (auquel cas le caractère χ est dit non ramifié).

Démonstration. Soit f un élément I(1)-invariant de IndGB(χ) et soit i un élément de I que l’on
écrit sous la forme i = ti1 avec t ∈ T (O×F ) et i1 ∈ I(1). L’invariance de f sous l’action de I(1)
assure alors que l’on a :

∀ x ∈ G, (i · f)(x) = f(xti1) = f(xt) ,

ce qui permet de distinguer deux cas grâce au Lemme 5.2.6.
– Ou bien x = bi2 appartient à BI(1), et l’on a alors xt = btt−1i2t avec t−1i2t qui appartient

encore à I(1) (puisque t est à coefficients dans O×F ). L’invariance de f sous l’action de
I(1) permet alors d’obtenir que

f(xt) = χ(bt)f(1) = χ(t)f(x) = χ+(i)f(x) .

– Ou bien x = bw0i2 appartient à Bw0I(1), auquel cas l’on a xt = (bw0tw
−1
0 )w0(t−1i2t)

avec bw0tw
−1 ∈ B et t−1i2t ∈ I(1). L’invariance de f sous l’action de I(1) implique alors

cette fois que

f(xt) = χ(bw0tw
−1
0 )f(w0) = χ(w0tw

−1
0 )f(bw0) = χ−(i)f(x) .
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Comme f1,χ (resp. f2,χ) est de support égal à BI(1) (resp. Bw0I(1)), l’action de I sur f1,χ

(resp. f2,χ) est entièrement déterminée par le premier cas (resp. le second cas), ce qui démontre
la première assertion.
Les seules composantes I-isotypiques non nulles de IndGB(χ) sont alors celles associées à χ+ et
χ−. En effet, si f est un élément non nul de IndGB(χ) sur lequel I agit par un C-caractère lisse
ψ, il faut que f soit invariant sous l’action de I(1) puisque la restriction de ψ à I(1) est triviale
d’après le Lemme 2.1.9. On peut donc écrire f comme une combinaison linéaire de la forme
a1f1,χ + a2f2,χ avec a1, a2 ∈ C non simultanément nuls. On a alors, pour tout élément i ∈ I,

ψ(i)(a1f1,χ + a2f2,χ) = ψ(i)f = i · f = a1(i · f1,χ) + a2(i · f2,χ) = a1χ
+(i)f1,χ + a2χ

−(i)f2,χ ,

ce qui implique que l’on a a1(ψ(i) − χ+(i)) = 0 ou a2(ψ(i) − χ−(i)) = 0, et prouve donc que
ψ = χ+ (resp. ψ = χ−) si a1 (resp. a2) est non nul.
Remarquons enfin que l’on a χ+ = χ− si et seulement si χ et χw0 ont la même restriction à
T (O×F ). En particulier, l’égalité qui apparaît dans la seconde assertion de l’énoncé est donc vraie
si et seulement si χ+ et χ− sont tous deux triviaux, ce qui équivaut à dire 6 que la restriction
de χ à T (O×F ) est triviale et termine la démonstration.

Intéressons-nous à présent aux espaces de vecteurs invariants des représentations de la série
spéciale. Nous allons démontrer le résultat suivant.

Théorème 5.5.3. L’espace des vecteurs I(1)-invariants de la représentation de Steinberg est
de dimension 1 sur C et il s’insère dans la suite exacte courte suivante de C-espaces vectoriels :

1 −→ C · 1G −→
(
IndGB(1)

)I(1) −→ St
I(1)
G −→ 1 .

Démonstration. Rappelons que, par définition de la représentation de Steinberg, on dispose de
la suite exacte courte suivante de C[G]-modules :

0 −→ 1 −→ IndGB(1) −→ StG −→ 1 .

En lui appliquant le foncteur des I(1)-invariants, qui est exact à gauche, nous obtenons la suite
exacte suivante d’espaces vectoriels sur C :

0 −→ C · 1G −→ Cf1 ⊕ Cf2 −→ St
I(1)
G (5.5)

où l’on a posé fj := fj,1 pour alléger les notations (j ∈ {1, 2}) et où 1G désigne la fonction
constante sur G égale à l’unité 1 de C. Pour conclure, il nous suffit de prouver la surjectivité
de la flèche de droite dans la suite exacte (5.5). Autrement dit, nous voulons prouver que tout
élément I(1)-invariant de StG admet un relèvement I(1)-invariant dans IndGB(1).

Soient donc f ∈ StI(1)
G et f ∈ IndGB(1) un relèvement de f . L’hypothèse de I(1)-invariance

sur f se traduit de la manière suivante pour f :

∀ i ∈ I(1), ∃ λ(i) ∈ C | i · f − f = λ(i)1G .

Nous allons démontrer que l’application λ : I → C ainsi définie est identiquement nulle, ce
qui prouvera que f est invariant sous l’action de I(1) et terminera la démonstration. Pour ce
faire, on commence par rappeler que, puisque f appartient à IndGB(1), on dispose des identités
suivantes :

∀ x, i ∈ I(1), ∀ b ∈ B,
{

(i · f − f)(bx) = f(xi)− f(x) ;
(i · f − f)(bw0x) = f(w0xi)− f(w0x) .

(5.6)

6. Car w2
0 appartient au groupe abélien T .
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Remarquons maintenant que λ est un morphisme de groupes. On a en effet :

∀ u, v ∈ I(1), λ(uv)1G = (uv) · f − f
= (uv) · f − u · f + u · f − f
= u · (λ(v)1G) + λ(u)1G
= λ(v)(u · 1G) + λ(u)1G
= (λ(v) + λ(u))1G ,

ce qui prouve que l’on a λ(uv) = λ(u) + λ(v). Grâce à la factorisation de I(1) donnée par la
formule (5.1), il nous suffit donc de prouver que la fonction λ est nulle sur I(1)∩U , I(1)∩U et
I(1)∩ T pour prouver qu’elle est identiquement nulle. Cependant, la première relation donnée
par le système (5.6) assure que si i appartient à I ∩ U ou à I ∩ T , alors i vérifie

λ(i) = (i · f − f)(1) = f(i)− f(1) = 0 .

Enfin, si i appartient à I ∩ U , l’élément w0iw
−1
0 appartient à U et la seconde relation qui

apparaît dans le système (5.6) montre alors que l’on a

λ(i) = (i · f − f)(w0) = f(w0iw
−1
0 w0)− f(w0) = f(w0)− f(w0) = 0 ,

ce qui termine la démonstration.

Une conséquence directe de ce résultat et de la trivialité des C-caractères lisses de G sur I(1)
est la suivante.

Corollaire 5.5.4. Si π est une représentation de la série spéciale, alors dimC π
I(1) = 1.

Remarque 5.5.5. Comme le groupe T (O×F ) agit trivialement sur la représentation de Stein-
berg, on obtient directement que StIG = St

I(1)
G . Plus généralement, l’argument développé dans

la preuve du Lemme 5.5.2 permet de prouver qu’une représentation StG⊗η de la série spéciale
admet des vecteurs I-invariants non nuls 7 si et seulement si le caractère η est non ramifié.

Remarque 5.5.6. Comme annoncé dans la section précédente, les résultats obtenus ci-dessus
permettent d’obtenir une autre démonstration de l’absence d’isomorphismes entre une repré-
sentation de la série spéciale et une représentation obtenue par induction parabolique. En effet,
les espaces de vecteurs I(1)-invariants de deux représentations isomorphes de G doivent être
de même dimension sur C. Nous venons cependant de démontrer que ces espaces sont de di-
mension 1 pour les représentations de la série spéciale, tandis qu’ils sont de dimension 2 pour
les représentations obtenues par induction parabolique.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant, qui donne une condition nécessaire
à l’existence sur les entrelacements entre représentations de la série spéciale.

Théorème 5.5.7. Soit η : G → C× un caractère lisse. Si les C-représentations de G portées
par StG et par StG⊗η sont isomorphes, alors η est un caractère non ramifié (i.e. de restriction
triviale à T (OF )).

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme de C[G]-modules entre StG et StG ⊗
η. Par composition avec la surjection canonique IndGB(η) � StG ⊗ η, on obtient alors un
morphisme surjectif de C[G]-modules IndGB(η) � StG dont le noyau est égal au sous-module

7. Ce qui équivaut à dire que I agit trivialement sur l’espace des vecteurs I(1)-invariants puisque celui-ci
est de dimension 1 sur C.
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de IndGB(η) isomorphe à η. Par passage aux espaces de vecteurs I(1)-invariants, on obtient
grâce au Théorème 5.5.3 un morphisme surjectif de C[I]-modules

Ψ : Cf1,η ⊕ Cf2,η � C1I ,

où 1I désigne le C-caractère trivial du sous-groupe d’Iwahori I, dont le noyau est égal à
ηI(1) = η. On a alors

∀ i ∈ I,
{

Ψ(i · f1,η) = i ·Ψ(f1,η) ,
Ψ(i · f2,η) = i ·Ψ(f2,η) ,

ce qui équivaut à dire, au vu du Lemme 5.5.2 et de la Remarque 5.5.5, que l’on a :

∀ i ∈ I,
{
η+(i)Ψ(f1,η) = Ψ(f1,η) ,
η−(i)Ψ(f2,η) = Ψ(f2,η) .

Comme Ψ est non nul, l’un des deux vecteurs Ψ(f1,η) ou Ψ(f2,η) doit être non nul, ce qui
implique déjà que l’on doit avoir η+ = 1 ou η− = 1. Remarquons maintenant qu’un générateur
de η = ηI(1) dans IndGB(η) doit être de support égal à G, et est donc de la forme λf1,η + µf2,η

avec λ, µ deux scalaires non nuls. Par suite, on a Ψ(f1,η) = (−λ−1µ)Ψ(f2,η), ce qui implique
que l’on doit avoir η+ = η− = 1. Ces égalités signifient exactement que η est non ramifié, ce
qui termine la démonstration

Remarque 5.5.8. A l’aune de ce qui a été réalisé dans les chapitres précédents, il nous
semble qu’il suffirait de comprendre l’action des algèbres de Hecke sphériques relatives à K
pour pouvoir déterminer entièrement les classes d’isomorphisme des représentations de la série
spéciale.

5.5.2 Génération par les I(1)-invariants

Nous terminons cette section par un résultat de génération des représentations lisses de G
sur C qui sont sous-quotients (non nécessairement irréductibles) des représentations paraboli-
quement induites étudiées jusqu’alors.

Théorème 5.5.9. Toute représentation lisse de G sur C qui apparaît comme sous-quotient
d’une représentation paraboliquement induite est engendrée comme C[G]-module par l’espace
de ses vecteurs I(1)-invariants.

Démonstration. Si π est une représentation lisse irréductible non supercuspidale, il n’y a rien
à démontrer car le Lemme 2.1.9 assure que πI(1) est non nul, et tout vecteur non nul de π
engendre alors π en tant que C[G]-module.
D’après les résultats démontrés dans la Section 5.3.2, il nous reste un cas à traiter : celui où π
est de la forme IndGB(χ) avec χ un C-caractère lisse de G. On sait que l’on dispose alors de la
suite exacte courte suivante de C[G]-modules :

1 −→ χ −→ IndGB(χ) −→ StG ⊗ χ −→ 1 .

Soient maintenant f un élément de IndGB(χ) et f son image dans StG ⊗ χ. Comme le C[G]-
module StG ⊗ χ est irréductible, il est engendré par l’espace non nul de ses vecteurs I(1)-
invariants, ce qui permet d’écrire f comme une somme finie de la forme f =

∑
j∈J

gj · fj avec

gj ∈ G et fj ∈ (StG ⊗ χ)I(1) = St
I(1)
G ⊗ χ pour tout j ∈ J . Après avoir tordu la suite

exacte courte du Théorème 5.5.3 par le caractère χ, on voit que chaque élément fj admet un
relèvement I(1)-invariant Fj ∈ (IndGB(χ))I(1), et dire que f =

∑
j∈J

gj ·fj signifie que la différence



5.5.2 - Génération par les I(1)-invariants 157

f −
∑
j∈J

gj · Fj appartient au noyau de la projection IndGB(χ) � StG ⊗ χ, qui n’est autre que

le caractère χ. Cela signifie donc qu’il existe un élément φ ∈ χ qui permet d’écrire f sous la
forme

f = φ+
∑
j∈J

gj · fj . (5.7)

Grâce au Lemme 2.1.9, on sait que tout élément de χ est invariant sous l’action de I(1).
L’expression (5.7) montre donc que f appartient au C[G]-module engendré par les éléments
I(1)-invariants de IndGB(χ), ce qui termine la démonstration.



Chapitre 6

Modules simples sur les algèbres de
Hecke-Iwahori de SL2(F )

6.1 Introduction

Soient p un nombre premier et F un corps local non archimédien complet pour une valuation
discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini kF . Une propriété fondamentale
des représentations lisses à coefficients dans un corps C de caractéristique p est la suivante :
toute C-représentation lisse non nulle d’une pro-p-groupe admet des vecteurs fixes non nuls.
Ceci assure en particulier que toute représentation lisse de GS := SL2(F ) à coefficients dans
une clôture algébrique fixée Fp de kF contient des vecteurs non nuls qui sont invariants sous
l’action du pro-p-sous-groupe d’Iwahori standard IS(1) de GS .
Par ailleurs, si π est une Fp-représentation lisse non nulle de GS , la réciprocité de Frobenius
compacte permet de munir l’espace πIS(1) d’une structure naturelle de module à droite sur la
pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori H1

S := EndFp[GS ](indGSIS(1)(1)) associée à GS . Un nouvel angle
d’approche dans l’étude des Fp-représentations lisses de GS consiste donc à étudier la structure
des H1

S-modules à droite puis à repérer ceux d’entre eux qui correspondent à des espaces de
vecteurs IS(1)-invariants de représentations lisses de GS .

L’utilisation de ce point de vue s’est révélée être très fructueuse dans le cadre de la théo-
rie des représentations modulo p de GL2(F ) puisqu’il a notamment permis à Ollivier [O3] de
démontrer que l’application qui envoie une représentation lisse de GL2(Qp) sur l’espace de
ses vecteurs invariants sous l’action du pro-p-Iwahori standard I(1) de GL2(Qp) provient d’un
foncteur (appelé « foncteur des I(1)-invariants ») qui établit une équivalence de catégories
entre la catégorie des Fp-représentations lisses de GL2(Qp) engendrées par leurs vecteurs I(1)-
invariants et la catégorie des modules à droite et à coefficients dans Fp sur la pro-p-algèbre de
Hecke-Iwahori attachée à GL2(Qp).

L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’éventualité d’un résultat analogue à celui d’Ollivier
dans le cadre de la théorie des représentations modulo p de SL2(F ). Nous réalisons le pre-
mier pas dans la construction d’un hypothétique foncteur des IS(1)-invariants en démontrant
l’existence de bijections entre certaines familles de représentations lisses et certains modules
sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori attachée à SL2(F ). Nous montrons dans la foulée que
ces constructions sont compatibles, via les foncteurs de restriction, à celles qui existent pour
les objets correspondants attachés à GL2(F ).

158
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Présentation des principaux résultats

Dans l’optique d’une compréhension plus générale des relations entre représentations lisses
de GLn(F ) et de SLn(F ) à l’aide des algèbres de type Hecke-Iwahori, nous dédions la première
section de ce chapitre à l’étude des relations pouvant exister entre les groupes de Weyl 1 de
GLn et de SLn. On rappelle que le groupe de Weyl W de GLn(F ) (resp. WS de SLn(F )) est
défini comme le quotient du normalisateur du tore diagonal de GLn(F ) (resp. SLn(F )) par
le groupe des éléments à coefficients entiers du tore diagonal, et qu’il fournit un système de
représentants des doubles classes de GLn(F ) modulo son sous-groupe d’Iwahori standard I
(resp. : des doubles classes de SLn(F ) modulo son sous-groupe d’Iwahori standard IS). Cette
dernière description permet de définir un morphisme de groupes injectif de WS dans W , dont
l’image est donnée par l’énoncé suivant.

Lemme 6.1.1. L’application qui envoie la double classe ISgIS sur la double classe IgI, pour
g ∈ SLn(F ), induit un homomorphisme de groupes injectif de WS dans W dont l’image est
égale au groupe de Weyl affine Waff de GLn(F ).

Une conséquence de ce résultat est qu’il induit un isomorphisme de Fp-algèbres entre l’algèbre
de Hecke-Iwahori de SLn(F ) et l’algèbre de Hecke-Iwahori affine de GLn(F ), dont nous rap-
pelons les définitions dans la Section 6.2.3.

Dans toute la suite du chapitre, on se limite au cas n = 2, qui présente l’avantage de permettre
des calculs explicites. Pour atteindre notre objectif, qui est d’obtenir une classification des
classes d’isomorphisme des H1

S-modules à droite simples de dimension finie sur Fp et de les
relier aux représentations lisses irréductibles de SL2(F ) étudiées dans le Chapitre 3, nous
nous intéressons à la structure des modules simples sur trois algèbres de type Hecke-Iwahori :
l’algèbre de Hecke-Iwahori HS , la deuxième algèbre de Hecke-Iwahori H̃S(r) (aussi appelée
algèbre de Hecke-Iwahori régulière, et paramétrée par un entier r ∈ {0, . . . [ q−1

2 ]} différent de
q−1

2 avec q désignant le cardinal du corps fini kF ), et la troisième algèbre de Hecke-Iwahori H?S
(ou algèbre de Hecke-Iwahori exceptionnelle). L’introduction de ces trois familles d’algèbres est
motivée par le résultat suivant.

Lemme 6.1.2. La Fp-algèbre H1
S est isomorphe à une somme directe de Fp-algèbres de la

forme suivante :

H1
S ' HS ⊕H?S ⊕

[ q−1
2

]⊕
r=1

r 6= q−1
2

H̃S(r) ,

où [x] désigne la partie entière de x ∈ Q.

On commence par traiter le cas de l’algèbre de Hecke-Iwahori standard HS , dont on détermine
tout d’abord un système générateur {T0, T1} qui nous permet de décrire le centre de HS comme
l’algèbre des polynômes en (T0 − T1)2 à coefficients dans Fp (Théorèmes 6.3.4 et 6.3.9), puis
d’établir une classification des classes d’isomorphisme des HS-modules à droite simples de
dimension finie sur Fp. Pour pouvoir l’énoncer, il nous faut introduire les notations suivantes.

– Pour toute paire de paramètres (ε0, ε1) ∈ {0,−1} × {0,−1}, on note MS
1 (ε0, ε1) le Fp-

caractère de HS envoyant T0 sur ε0 et T1 sur ε1. Pour alléger les notations, on écritMS
1 (ε)

au lieu de MS
1 (ε, ε) pour tout ε ∈ {0,−1}.

1. Précisons tout de suite un point de vocabulaire : ce que nous appelons groupe de Weyl correspond à ce
qui est appelé groupe d’Iwahori-Weyl dans [PR]. Ce n’est donc pas du groupe de Weyl fini isomorphe au groupe
symétrique Sn dont il est ici question.
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– Pour tout scalaire λ ∈ Fp, on note MS
2 (λ) le HS-module Fpx ⊕ Fpy de dimension 2 sur

Fp pour lequel les actions de T0 et T1 dans la base {x, y} sont respectivement données

par les matrices
(

0 0
1 −1

)
et
(
−1 λ

0 0

)
.

Théorème 6.1.3. La liste suivante fournit un système de représentants des classes d’isomor-
phisme des HS-modules à droite simples de dimension finie sur Fp :

– les caractères MS
1 (ε0, ε1) avec (ε0, ε1) ∈ {0,−1} × {0,−1} ;

– les HS-modules standard MS
2 (λ) avec λ ∈ F×p différent de 1.

Avant d’aller plus loin, notons que ces résultats ont un intérêt propre puisqu’ils sont étroite-
ment reliés aux espaces de vecteurs IS-invariants des représentations lisses de SL2(F ). En
effet, l’algèbre de Hecke-Iwahori HS est isomorphe à l’algèbre de Hecke-Iwahori standard
EndFp[GS ](indGSIS (1)), ce qui permet de définir, pour toute Fp-représentation lisse π de GS ,
une structure de HS-module à droite le sous-espace des vecteurs de π invariants sous l’ac-
tion du sous-groupe d’Iwahori standard IS . On dispose alors du résultat de structure suivant,
dans lequel nous utilisons les notations du Chapitre 3 pour décrire les représentations lisses de
SL2(F ) en jeu, dont on déduit ensuite quelques propriétés intéressantes du « foncteur des IS-
invariants », pour lequelles nous rappelons qu’un HS-module simple est dit supersingulier s’il

n’est isomorphe à aucun quotient d’un HS-module de la forme
(

IndGSBS (η)
)IS

avec η : BS → F×p
caractère lisse 2.

Théorème 6.1.4. 1. Le HS-module 1IS est isomorphe au caractère MS
1 (0).

2. Le HS-module (StS)IS est isomorphe au caractère MS
1 (−1).

3. Pour tout scalaire λ ∈ F×p , le HS-module
(

IndGSBS (µλ)
)IS

est isomorphe à MS
2 (λ−1).

4. Supposons que F = Qp. On dispose alors des résultats supplémentaires suivants.

(a) Le HS-module πIS0 est isomorphe au caractère MS
1 (−1, 0).

(b) Le HS-module πISp−1 est isomorphe au caractère MS
1 (0,−1).

Corollaire 6.1.5. L’application envoyant une représentation lisse de SL2(F ) sur l’espace de
ses vecteurs IS-invariants établit une bijection entre :
i) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SL2(Qp)

sur Fp engendrées par leurs vecteurs IS-invariants et l’ensemble des classes d’isomor-
phisme des HS-modules simples de dimension finie sur Fp ;

ii) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non super-
cuspidales de SL2(F ) sur Fp engendrées par leurs vecteurs IS-invariants et l’ensemble des
classes d’isomorphisme des HS-modules simples non supersinguliers de dimension finie
sur Fp.

Corollaire 6.1.6. 1. Soit π une Fp-représentation lisse irréductible de GL2(Qp). Le HS-
module obtenu par restriction du H-module πI est isomorphe au HS-module (π|SL2(Qp))

IS .

2. Soit π une Fp-représentation lisse irréductible non supersingulière de GL2(F ). Le HS-
module obtenu par restriction du H-module πI est isomorphe au HS-module (π|SL2(F ))

IS .

Pour définir la seconde algèbre de Hecke-Iwahori, nous supposons q différent de 2 et nous fixons
un entier r ∈ {0, . . . [ q−1

2 ]} distinct de q−1
2 lorsque p est impair. L’algèbre H̃S(r) des endormor-

phismes du Fp[GS ]-module indGS
IS

(ωr ⊕ ωq−1−r) est alors égale à
(

Ar Br
Bq−1−r Aq−1−r

)
avec

2. Nous rappelons aussi que l’on désigne par µλ le Fp-caractère non ramifié de F× qui envoie une uniformi-
sante $F fixée de F sur λ ∈ F×p .
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Ak := EndFp[GS ](indGSIS (ωk)) et Bk := HomFp[GS ](indGSIS (ωk), indGSIS (ωq−1−k)) pour k valant r
ou q− 1− r. La Fp-algèbre Ak est engendrée par deux opérateurs X et Y satisfaisant aux rela-
tions XY = Y X = 0. C’est donc en particulier une algèbre commutative dont les Fp-caractères
sont donnés par les deux familles suivantes, toutes deux paramétrées par λ ∈ Fp :

– les caractères µ1(λ) qui envoient X sur λ et Y sur 0 ;
– les caractères µ2(λ) qui envoient X sur 0 et Y sur λ.

Remarquons que l’action par conjugaison de t sur les Fp-caractères de TS(kF ) induit alors un
isomorphisme de Fp-algèbres entre Ar et Aq−1−r qui correspond à l’automorphisme de l’algèbre
Fp[X,Y ]/(XY, Y X) envoyant X sur Y et Y sur X.

Notons cependant que H̃S(r) n’est pas une algèbre de matrices à coefficients dans un anneau,
ce qui met en défaut les arguments de type Morita et nécessite une étude plus détaillée de la
structure de H̃S(r). Nous décrivons pour cela Br et Bq−1−r ainsi que les relations existant entre
Ar, Br, Aq−1−r et Bq−1−r, ce qui nous suffit à déterminer les H̃S(r)-modules (à droite) simples.
Pour énoncer notre résultat de classification, nous introduisons les notations suivantes : on
désigne par e1 et e2 les idempotents de H̃S(r) respectivement définis par l’application identité
de Ar et Aq−1−r (via le plongement diagonal de Ar ⊕Aq−1−r dans H̃S(r)). Pour tout scalaire
λ ∈ Fp et pour tout paramètre k ∈ {r, q − 1 − r}, on note µk1(λ) (resp. µk2(λ)) le Fp-caractère
de Ak envoyant X sur λ et Y sur 0 (resp. X sur 0 et Y sur λ). Lorsque λ = 0, on allège les
notations en posant µk(0) := µk1(0) = µk2(0). On définit alors 3 deux caractères M1(0) et M2(0)

de H̃S(r) par les conditions suivantes :{
M1(0)|e1 = µr(0) ; M2(0)|e1 = {0} ;
M2(0)|e2 = {0} ; M2(0)|e2 = µq−1−r(0) .

Pour tout scalaire λ ∈ F×p , on définit M12(λ) comme l’unique 4 H̃S(r)-module à droite de
dimension 2 sur Fp qui vérifie M12(λ)|e1 = µr1(λ) et M12(λ)|e2 = µq−1−r

2 (λ) ; de même, on note
M21(λ) l’unique H̃S(r)-module à droite de dimension 2 sur Fp qui vérifie M21(λ)|e1 = µr2(λ) et
M21(λ)|e2 = µq−1−r

1 (λ).

Théorème 6.1.7. La liste suivante fournit un système de représentants des classes d’isomor-
phisme des H̃S(r)-modules à droite simples :

– les caractères M1(0) et M2(0) ;
– les H̃S(r)-modules M12(λ) et M21(λ) avec λ ∈ F×p .

En particulier, tout H̃S(r)-module à droite simple est nécessairement de dimension finie sur Fp
égale à 1 ou 2.

On s’intéresse enfin aux modules à droite simples sur la troisième algèbre de Hecke-Iwahori,
qui n’intervient que lorsque p est impair et ne possède pas d’analogue dans la théorie des
modules sur l’algèbre du pro-p-Iwahori de GL2(F ), ce qui explique pourquoi nous l’avons aussi
nommée algèbre de Hecke-Iwahori exceptionnelle. La structure de H?S ressemble très fortement
à celle de l’algèbre de Hecke-Iwahori HS , à la différence majeure près que les éléments T ?0 et
T ?1 qui jouent pour H?S le rôle tenu par T0 et T1 pour HS sont tous deux de carré nul, limitant
ainsi un peu plus le nombre de H?S-modules simples possibles. Afin de pouvoir exprimer notre
énoncé de classification des H?S-modules simples, nous introduisons les notations suivantes.

– On note M?
1 (0) l’unique Fp-caractère de H?S : il envoie T ?0 et T ?1 sur 0.

– Pour tout scalaire λ ∈ F×p , on noteM?
2 (λ) le H?S-module Fpx⊕Fpy de dimension 2 sur Fp

pour lequel les actions de T ?0 et de T ?1 dans la base {x, y} sont respectivement données

par les matrices
(

0 0
1 0

)
et
(

0 λ
0 0

)
.

3. L’existence de ces caractères est expliquée dans la Section 6.3.7.
4. Le fait qu’un tel H̃S(r)-module existe est expliqué dans la Section 6.3.7.
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Théorème 6.1.8. Le caractèreM?
1 (0) et les H?S-modules standardM?

2 (λ) avec λ ∈ F×p forment
un système de représentants des classes d’isomorphisme des H?S-modules à droite simples de
dimension finie sur Fp.

En combinant le Lemme 6.1.1 aux énoncés des Théorèmes 6.1.3, 6.1.7 et 6.1.8, on obtient une
description exhaustive desH1

S-modules à droite simples de dimension finie sur Fp. On peut alors
décrire la structure de H1

S-module à droite des représentations lisses irréductibles de SL2(F )
exhibées dans le Chapitre 3. Pour plus de clarté dans le prochain énoncé, nous introduisons la
terminologie suivante. Un H1

S-module à droite simple est dit :
– posé sur la composante k = 0 s’il est donné par un HS-module (à droite) simple dans la

factorisation du Lemme 6.1.1 ;

– posé sur la composante k =
q − 1

2
s’il est donné par un H?S-module (à droite) simple dans

la factorisation du Lemme 6.1.1 ;
– posé sur la composante k = r s’il est donné par un H̃S(r)-module (à droite) simple dans

la factorisation du Lemme 6.1.1.

Théorème 6.1.9. 1. Le H1
S-module 1IS(1) est isomorphe au caractère MS

1 (0) posé sur la
composante k = 0.

2. Le H1
S-module StIS(1)

S est isomorphe au caractère MS
1 (−1) posé sur la composante k = 0.

3. Pour tout scalaire λ ∈ F×p , le H1
S-module

(
IndGSBS (µλ)

)IS(1)
est isomorphe au HS-module

MS
2 (λ−1) posé sur la composante k = 0. Il est simple lorsque λ 6= 1, et indécomposable

de longueur 2 lorsque λ = 1.
4. Supposons que p soit impair. Pour tout scalaire λ ∈ F×p , le H1

S-module(
IndGSBS (µλω

q−1
2 )
)IS(1)

est isomorphe au H?S-module M?
2 (λ−1).

5. Supposons que q 6= 2 et fixons un scalaire λ ∈ F×p .

i) Le H1
S-module

(
IndGSBS (µλω

r)
)IS(1)

est isomorphe au H̃S(r)-module M12(λ−1) posé
sur la composante k = r.

ii) Le H1
S-module

(
IndGSBS (µλω

q−1−r)
)IS(1)

est isomorphe au H̃S(r)-module M21(λ−1)

posé sur la composante k = r.
6. On suppose désormais que F = Qp. On dispose alors des résultats supplémentaires sui-

vants, où r ∈ {0, . . . , [p−1
2 ]} est un entier distinct de p−1

2 si p est impair.

(a) Le H1
S-module πIS(1)

0 est isomorphe au caractère supersingulier MS
1 (−1, 0) posé sur

la composante k = 0.

(b) Le H1
S-module πIS(1)

p−1 est isomorphe au caractère supersingulier MS
1 (0,−1) posé sur

la composante k = 0.

(c) Le H1
S-module πIS(1)

q−1
2

est isomorphe au caractère supersingulier M?
1 (0) posé sur la

composante k =
p− 1

2
.

(d) Le H1
S-module πIS(1)

r est isomorphe au caractère supersingulier M1(0) posé sur la
composante k = r.

(e) Le H1
S-module πIS(1)

p−1−r est isomorphe au caractère supersingulier M2(0) posé sur la
composante k = r.

En appelant module supersingulier tout H1
S-module simple qui n’est isomorphe à aucune sous-

quotient d’un H1
S-module à droite de la forme

(
IndGSBS (η)

)IS(1)
avec η : BS → F×p caractère
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lisse, on déduit du Lemme 6.1.2 et du Théorème 6.1.9 le résultat suivant, qui est de bon augure
dans la recherche d’une équivalence de catégories basée sur le foncteur des IS(1)-invariants.

Corollaire 6.1.10. L’application qui envoie une représentation lisse irréductible de SL2(F )
sur l’espace de ses vecteurs IS(1)-invariants établit une bijection entre :

i) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non super-
cuspidales de SL2(F ) et l’ensemble des classes d’isomorphisme des H1

S-modules à droite
simples non supersinguliers de dimension finie sur Fp ;

ii) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SL2(Qp)
et l’ensemble des classes d’isomorphisme des H1

S-modules à droite simples de dimension
finie sur Fp.

Plan du chapitre

Ce chapitre est essentiellement constitué de deux sections, la seconde étant volumiquement
plus importante que la première car centrée sur le cas n = 2 pour lequel nous pouvons mener
plus de calculs explicites.
La première section, qui n’impose aucune condition sur n ≥ 2, est dévolue à l’étude des groupes
de Weyl attachés à GLn(F ) et à SLn(F ) ; elle contient la preuve du Lemme 6.1.1 et de son
corollaire portant sur les algèbres de Hecke-Iwahori, dont nous rappelons bien sûr les définitions.
Nous passons ensuite au cas n = 2. Après avoir démontré le Lemme 6.1.2, nous commençons par
étudier la structure de l’algèbre de Hecke-Iwahori et de ses modules simples de dimension finie
sur Fp, ce qui nous permet déjà de démontrer les Théorèmes 6.1.3 et 6.1.4, puis d’en déduire
les Corollaires 6.1.5 et 6.1.6 grâce aux résultats que nous avons prouvés dans le Chapitre 3.
Nous déterminons ensuite, pour chaque paramètre r ∈ {0, . . . , [ q−1

2 ]} que l’on suppose distinct

de
q − 1

2
lorsque p est impair, la structure de la deuxième algèbre de Hecke-Iwahori H̃S(r), puis

celle de ses modules à droite simples. Il ne reste alors qu’à calculer les H?S-modules simples
de dimension finie sur Fp pour achever la description complète des H1

S-modules simples de
dimension finie sur Fp.
On termine ce chapitre en donnant, pour chaque représentation lisse irréductible de SL2(F )
obtenue dans le Chapitre 3, la structure du H1

S-module porté par l’espace de ses vecteurs
invariants sous l’action du pro-p-Iwahori standard de GS , et en vérifiant que l’on dispose ainsi
des bijections nécessaires à l’existence d’une équivalence de catégories qui serait l’analogue de
celle obtenue par Ollivier dans le cas des représentations lisses de GL2(Qp).

Notations générales

On fixe un entier premier p et l’on considère un corps local non archimédien F que l’on
suppose complet pour une valuation discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel
fini. On note OF l’anneau des éléments entiers de F , pF son idéal maximal, kF = OF /pF
son corps résiduel et q = pf le nombre d’éléments de kF . On fixe une fois pour toutes une
uniformisante $F ∈ pF de F ainsi qu’une clôture algébrique Fp de kF et un plongement ω de
kF (que l’on notera aussi parfois Fq dans la suite) dans Fp. Lorsque l’on aura besoin de faire
appel aux résultats du Chapitre 3, on supposera que les choix faits ici sont les mêmes que ceux
effectués dans le Chapitre 3.

On désigne par G = GLn(F ) le groupe linéaire général, par K = GLn(OF ) le sous-groupe
compact maximal standard deG, par B le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires
supérieures de G et par T le tore maximal déployé des matrices diagonales de G. On note I le
sous-groupe d’Iwahori standard de K et I(1) son pro-p-radical (appelé pro-p-Iwahori de G).
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On rappelle que I est formé de l’ensemble des éléments de K dont la réduction modulo $F est
une matrice triangulaire supérieure du groupe fini GLn(kF ), et que I(1) est le sous-groupe des
éléments de I dont la réduction modulo $F est un élément unipotent.

On introduit le groupe spécial linéaire GS = SLn(F ), dont KS := SLn(OF ) est un sous-groupe
compact maximal. On note IS le sous-groupe d’Iwahori standard deKS et IS(1) le pro-p-Iwahori
associé, dont les définitions sont analogues à celles données pour I et I(1). Remarquons que l’on
a notamment IS = I ∩GS et IS(1) = I(1) ∩GS . Comme pour G, on dispose du tore maximal
déployé TS = T ∩GS des matrices diagonales de GS et du sous-groupe de Borel BS = B ∩GS
des matrices triangulaires supérieures.

6.2 Groupes de Weyl de GL(n, F ) et de SL(n, F ) - Application
aux algèbres de Hecke-Iwahori

Cette première section a pour objectif de relier les groupes de Weyl associés à GS à leurs
analogues pour G en démontrant le résultat suivant.

Théorème 6.2.1. 1. L’application de WS dans W envoyant la double classe ISwIS sur la
double classe IwI est un homomorphisme de groupes injectif ayant pour image le groupe
de Weyl affine Waff de G.

2. L’isomorphisme WS 'Waff défini dans le point précédent induit un isomorphisme de Fp-
algèbres entre l’algèbre de Hecke-Iwahori de SLn(F ) et l’algèbre de Hecke-Iwahori affine
de GLn(F ).

6.2.1 Rappels concernant GLn(F )

On commence par rappeler quelques résultats classiques concernant les groupes de Weyl
attachés à GLn(F ) et qui se trouvent par exemple dans [Lus] ou dans [V3, Chapitre 3]. Notons
(X,X∨, R,R∨,∆) la donnée radicielle associée au triplet (G,B, T ), où X ' Zn s’identifie
en particulier au groupe X∗(T ) des F -caractères du tore maximal déployé T tandis que X∨

s’identifie au groupe X∗(T ) des F -cocaractères de T . Les racines simples (positives) de la
donnée radicielle sont {α1, . . . , αn−1} avec αi définie par :

αi : diag($x1
F , . . . , $

xn
F ) 7→ xi+1 − xi .

La coracine associée à αi peut alors être représentée par la matrice diagonale

Ai := diag(1, . . . , 1, $−1
F , $F , 1 . . . , 1) ,

où $−1
F est en position i tandis que $F est en position i+ 1.

Si si ∈ ∆ désigne la réflexion associée à αi, on appelle groupe de Weyl fini W0 de G le groupe
engendré par la famille {s1, . . . , sn−1}. Il est canoniquement isomorphe au quotient par T du
normalisateur NG(T ) de T dans G et paramétrise les doubles classes de K modulo I. De plus,
l’application envoyant si sur la transposition (i, i+1) est un isomorphisme du groupeW0 sur le
groupe symétrique Sn. Le groupe de WeylW de G, qui fournit un système de représentants des
doubles classes de G modulo I, est alors défini comme le quotient du normalisateur NG(T ) par
le sous-groupe T (OF ) des points à coefficients entiers de T . On vérifie qu’il se décompose en un
produit semi-direct de W0 par X, où X est identifié au groupe multiplicatif de ses translations.
Remarquons ici que, lorsque cela sera nécessaire, on notera de la même manière un élément de
W (resp. de W0) et un relèvement de cet élément dans G (resp. dans K).
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Le groupe W contient un sous-groupe remarquable, appelé groupe de Weyl affine de G et
noté Waff . Il est défini comme le produit semi-direct de W0 par le sous-groupe de X engendré
par R, et l’on peut montrer que c’est un groupe de Coxeter ayant pour système générateur
l’ensemble Σaff := {s0, s1, . . . , sn}, où l’on a posé s0 = t−1s1t avec

t :=


0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
... . . . . . . . . . . . .

...
0 0 0 0 . . . 1
$F 0 0 0 . . . 0

 ∈ G.

Il permet d’obtenir une deuxième décomposition de W en produit semi-direct [V3, Proposition
3.1] : en effet, si l’on désigne par Ω = tZ le sous-groupe de G engendré par t, on peut vérifier
que Waff ∩Ω = {1} et que W est égal au produit semi-direct de Waff par Ω. Ceci permet no-
tamment de définir une application longueur ` surW en prolongeant la longueur naturellement
définie par le système Σaff sur le groupe de Coxeter Waff de telle sorte que Ω soit exactement
l’ensemble des éléments de longueur nulle dans W .

On définit enfin le groupe de Weyl étendu W (1) de G comme le quotient de NG(T ) par le
sous-groupe T (1+pF ) des points de T à coefficients dans 1+pF . Il s’insère dans la suite exacte
courte canoniquement scindée 5 suivante :

1 −→ T (Fq) −→W (1) −→W −→ 1 , (6.1)

dans laquelle T (Fq) désigne le tore diagonal du groupe linéaire fini GLn(Fq). Le groupe de
Weyl étenduW (1) paramétrise les doubles classes de G modulo I(1), et est muni d’une fonction
longueur, encore notée `, qui étend la longueur précédemment définie sur W de telle sorte que
les éléments de T (Fq) soient de longueur nulle. On introduit alors la notation suivante : pour
toute partie M de W , on note M (1) son image réciproque dans W (1) définie par la suite exacte
(6.1). On dispose donc en particulier du sous-groupeW (1)

aff , appelé groupe de Weyl affine étendu
de G, qui admet par suite une décomposition naturelle en un produit semi-direct de la forme
Waff n T (Fq).

6.2.2 De GLn(F ) à SLn(F )

De manière analogue à ce qui a été effectué dans la sous-section précédente, on peut définir des
groupes de Weyl pour la donnée radicielle attachée à SLn(F ). Nous rappelons tout d’abord
les définitions correspondantes, puis nous relions les objets ainsi obtenus aux groupes de Weyl
associés à G.

Groupes de Weyl de SLn(F )

Notons (XS , X
∨
S , RS , R

∨
S ,∆) la donnée radicielle attachée au triplet (GS , BS , TS). Le groupe

de Weyl fini qui lui est associé paramétrise cette fois les doubles classes de KS modulo IS et
est égal au groupe de Weyl fini défini pour G puisqu’il ne dépend que du système de racines
simples de la donnée radicielle, qui est le même pour G et pour GS . Ceci permet notamment
de choisir les représentants des éléments de W0 dans GS , et c’est ce que l’on fera désormais.
On note WS le groupe de Weyl de GS , qui paramétrise les doubles classes de GS modulo IS et

5. Cette propriété de scindage est spécifique au cas où G = GLn(F ) [V2bis].
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est défini comme le produit semi-direct du groupe de Weyl fini W0 par le groupe XS ' Zn−1.
On définit alors le groupe de Weyl étendu W (1)

S de GS par la suite exacte courte

1 −→ TS(Fq) −→W
(1)
S −→WS −→ 1 ,

où TS(Fq) désigne le tore diagonal du groupe fini SLn(Fq).

Remarque 6.2.2. On peut encore définir le groupe de Weyl affine attaché à GS comme le
produit semi-direct de W0 par le groupe engendré par RS . Nous verrons cependant ci-dessous
(Lemme 6.2.3) que ce groupe est en fait égal au groupe de Weyl WS , ce qui explique pourquoi
nous n’introduisons pas de notation spécifique pour ce groupe de Weyl affine, au contraire de
ce qui a été fait pour G.

Relations entre les groupes de Weyl de G et de GS

Comme nous l’avons rappelé ci-avant, les groupes de Weyl W et WS paramétrisent res-
pectivement les doubles classes de G modulo I et de GS modulo IS . Puisque IS = I ∩ GS ,
on dispose immédiatement d’un morphisme de groupes injectif de WS dans W . Notre objectif
ici est de donner une description plus précise de WS en tant que sous-groupe de W . Pour ce
faire, nous commençons par prouver un résultat qui met en évidence une différence majeure de
structure entre ces deux groupes.

Lemme 6.2.3. Le groupe de Weyl affine associé à la donnée radicielle de SLn(F ) est égal au
groupe de Weyl WS.

Démonstration. On commence par rappeler que XS s’identifie à l’hyperplan de X ' Zn formé
des n-uplets dont la somme des coordonnées est nulle. Par suite, si x = diag($x1 , . . . , $xn) est
un élément de XS , il peut être décomposé sous la forme suivante :


n−2∏
i=1



1
. . .

$x1+x2+...+xi

$−(x1+x2+...+xi)

. . .
1







1
1

. . .
. . .

$
∑n−1
i=1 xi

$xn


.

L’appartenance de x à XS assure que l’on a xn = −
n−1∑
i=1

xi, ce qui permet de traduire

en termes de racines la décomposition matricielle précédente sous la forme suivante : on a

x =
n−1∑
i=1

λi(x)αi, où l’on a posé λi(x) := −
i∑

j=1

xj =
n∑

j=i+1

xj . Ceci prouve que XS est égal au

groupe engendré par RS , et donc que WS est égal à son sous-groupe de Weyl affine.

Etant donné que les systèmes de racines R et RS sont les mêmes, les groupes de Weyl affines
associés à G et à GS sont égaux, ce qui permet d’obtenir directement le résultat suivant, qui
n’est autre que le premier point du Théorème 6.2.1.

Corollaire 6.2.4. L’application Fp-linéaire qui envoie la double classe ISgIS sur la double
classe IgI (avec g ∈ GS) induit un isomorphisme de groupes entre le groupe de Weyl WS

attaché à GS et le groupe de Weyl affine Waff attaché à G.
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Remarque 6.2.5. Cet énoncé est un cas particulier du résultat suivant dû à Pappas-Rapoport
[PR, Section 2] : pour toute paire (G,T ) où G est un groupe réductif connexe (résiduellement)
déployé sur un corps local de corps résiduel parfait et où T est un tore déployé maximal de
G, ils définissent un groupe d’Iwahori-Weyl qui s’identifie canoniquement au groupe de Weyl
W que nous considérons ici [PR, Proposition 2.1]. Ils prouvent alors [PR, Section 2.a.2] que le
groupe d’Iwahori-Weyl du recouvrement simplement connexe du groupe dérivé de G, qui n’est
autre que le groupe de Weyl WS de GS lorsque la paire (G,T ) est celle considérée dans ce
chapitre, s’identifie naturellement au groupe de Weyl affine du système de racines affines de T ,
qui n’est autre que le groupe de Weyl affine Waff de G.

6.2.3 Application aux algèbres de Hecke-Iwahori

Soit A un anneau commutatif unitaire d’unité 1A. On le munit d’une structure de Z[q]-
module grâce au morphisme d’anneaux unitaires défini par q 7→ q1A. On suppose que A contient
une racine primitive de l’unité d’ordre q − 1 et que q − 1 est inversible dans A, ce qui est par
exemple le cas lorsque A = Fp.

On rappelle que l’on définit la A-algèbre de Hecke-Iwahori de G, notée HA(G, I), comme
la A-algèbre engendrée par la famille (Tw)w∈W satisfaisant aux relations suivantes :

– relations de tresse : si w,w′ ∈W vérifient `(ww′) = `(w) + `(w′), alors

Tww′ = TwTw′ ;

– relations quadratiques : pour tout élément s ∈ Σaff , (Ts + 1)(Ts − q) = 0.
On vérifie alors [V2, Example 1] que la famille (Tw)w∈W est une base du A-module HA(G, I).
Par ailleurs, l’algèbre H1(G, I) contient une sous-algèbre remarquable Haff,A, définie comme
la sous-algèbre de base (Tw)w∈Waff

et appelée algèbre de Hecke-Iwahori affine de G.

De même, on définit la A-algèbre de Hecke-Iwahori de GS , notée HA(GS , IS), comme la
A-algèbre engendrée par la famille (Tw)w∈WS

satisfaisant aux relations suivantes :
– relations de tresse : si w,w′ ∈WS sont tels que `(ww′) = `(w) + `(w′), alors

Tww′ = TwTw′ ;

– relations quadratiques : pour tout s ∈ Σaff , (Ts + 1)(Ts − q) = 0.
Tout comme dans le cas de l’algèbre de Hecke-Iwahori de G, on vérifie que la famille (Tw)w∈WS

est une base du A-module HA(GS , IS). En outre, les relations de tresse et les relations qua-
dratiques ne dépendent que de l’ensemble Σaff , qui est le même pour G et pour GS , et de la
longueur ` sur le groupe de Weyl, qui est la même sur W et sur WS . Ceci permet de déduire
immédiatement du Corollaire 6.2.4 le résultat suivant.

Lemme 6.2.6. Le morphisme de A-algèbres HA(GS , IS)→ HA(G, I) envoyant Tw sur Tw est
bien défini, injectif, et d’image Haff,A.
Autrement dit : l’algèbre de Hecke-Iwahori de GS à coefficients dans A est isomorphe à l’algèbre
de Hecke-Iwahori affine de G à coefficients dans A.

6.3 Le cas n = 2

On suppose désormais que n = 2, ce qui signifie que l’on considère les groupes G = GL2(F )
et GS = SL2(F ). L’objectif de cette section est de classifier les modules simples sur l’algèbre
des endomorphismes du Fp[GS ]-module indGSIS(1)(1) et de les comparer :
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– aux modules qui apparaissent comme espaces de vecteurs IS(1)-invariants des représen-
tations lisses irréductibles de GS sur Fp que nous avons étudiées dans le Chapitre 3 ;

– aux modules obtenus par restriction 6 des modules simples sur l’algèbre des endomor-
phismes du Fp[G]-module indGI(1)(1).

Pour ce faire, l’idée consiste à décomposer les algèbres d’endomorphismes sus-mentionnées en
somme directe d’algèbres plus simples à décrire, et parmi lesquelles vont notamment apparaître
les algèbres de Hecke-Iwahori introduites dans la sous-section précédente. C’est pourquoi nous
commençons par étudier les modules simples sur les algèbres de Hecke-Iwahori et par les relier
aux objets analogues qui interviennent dans la théorie relative à G.

6.3.1 Notations

On reprend les notations utilisées dans le Chapitre 3 et dans les sections précédentes de ce

chapitre. En particulier, on pose u(x) :=

(
1 x
0 1

)
et u(x) :=

(
1 0
x 1

)
pour tout x ∈ F , on

fixe un plongement de kF dans Fp (que l’on prend égal à celui choisi dans le Chapitre 3) et l’on
désigne par [.] : kF ↪→ O×F l’application de Teichmüller. Les éléments s1, t et s0 de G sont ici
respectivement égaux à :

s1 :=

(
0 −1
1 0

)
, t :=

(
0 1
$F 0

)
, s0 =

(
0 $F

−$−1
F 0

)
,

de sorte que l’on a en particulier α0 = s1s0. Le groupe de Weyl affine Waff de G admet
l’ensemble Σaff = {s0, s1} pour système de Coxeter, tandis que le groupe de Weyl W de G est
égal au produit semi-direct W = Waff t

Z avec tZ qui n’est autre que l’ensemble Ω des éléments
de longueur nulle dans W introduit dans la Section 6.2.1.
Etant donné que q = 0 dans Fp, les rappels de la Section 6.2.3 assurent que l’algèbre de Hecke-
Iwahori H = HFp(G, I) attachée à G est égale au Fp-module libre de base (Tw)w∈W satisfaisant
aux relations suivantes :

– relations de tresse : si w, w′ ∈W sont tels que `(ww′) = `(w) + `(w′), alors

Tww′ = TwTw′ ;

– relations quadratiques : pour tout élément s ∈ Σaff , T 2
s = −Ts.

On sait grâce aux travaux de Vignéras [V1, Section 1.1] que si l’on pose T := Tt et S := Ts1 ,
alors l’algèbre de Hecke-Iwahori H est engendrée sur Fp par les opérateurs T , T−1 et S, et son
centre est égal à la sous-algèbre de polynômes Fp[T 2, T−2, (S + 1)T + TS].

De même, l’algèbre de Hecke-Iwahori HS = HFp(GS , IS) attachée à GS est égale au Fp-module
libre de base (Tw)w∈Ws satisfaisant aux mêmes relations de tresse 7 et aux mêmes relations
quadratiques que H. Pour alléger les notations, on notera désormais Ti := Tsi pour i ∈ {0, 1},
et l’on notera Haff := Haff,Fp l’algèbre de Hecke-Iwahori affine de G.

6.3.2 Décomposition de la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori

Grâce au Lemme 2.1.9, on sait que l’espace des vecteurs IS(1)-invariants d’une repré-
sentation lisse non nulle de GS est non nul. La réciprocité compacte de Frobenius per-
met alors de munir cet espace d’une structure naturelle de module à droite sur l’algèbre

6. Après identification des algèbres d’endomorphismes en jeu, car il n’est pas clair a priori que l’algèbre
EndFp[GS ](indGS

IS(1)(1)) soit isomorphe à une sous-algèbre de EndFp[G](indGI(1)(1)).
7. Paramétrées bien entendu par WS au lieu de W .



6.3.2 - Décomposition de la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori 169

H1
S := EndFp[GS ](indGSIS(1)(1)), et ce module est simple lorsque la représentation est suppo-

sée irréductible.

Comme IS(1) est un sous-groupe distingué de IS , le Lemme 2.1.9 assure aussi que toute repré-
sentation lisse irréductible de IS sur Fp se factorise à travers le quotient IS/IS(1). Ce quotient
étant isomorphe 8 au tore fini TS(kF ), lui-même canoniquement isomorphe au groupe fini k×F ,
on obtient ainsi que tout Fp-caractère lisse de IS provient par inflation d’un Fp-caractère lisse
de k×F , et est donc de la forme ωr pour un unique entier r ∈ {0, . . . , q − 2}. L’ensemble de ces
caractères est muni d’une action par conjugaison du normalisateur de TS(kF ), et un calcul di-
rect permet de vérifier que l’orbite de ωr sous cette action, constituée de ωr et de ωq−1−r, est de

taille 1 lorsque r est égal à 0 (cas Iwahori 9) ou à
q − 1

2
(cas exceptionnel, qui n’existe pas lorsque

p = 2) et de taille 2 sinon (cas régulier). On définit alors, pour tout entier r ∈ {0, . . . , q − 2},
l’algèbre d’endomorphismes HS(r) par la formule suivante :

∀ r ∈ {0, . . . , q−2}, HS(r) :=

 EndFp[GS ](indGSIS (ωr)) si r ∈ {0, q − 1

2
} ;

EndFp[GS ](indGSIS (ωr ⊕ ωq−1−r)) sinon.
(6.2)

L’introduction de ces différentes algèbres est motivée par le résultat suivant, qui fournit une
décomposition en somme directe de la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori H1

S .

Lemme 6.3.1. La Fp-algèbre H1
S admet la décomposition en somme directe suivante :

H1
S =

[ q−1
2 ]⊕

r=0

HS(r) , (6.3)

où l’on désigne par [x] la partie entière de x ∈ Q.

Démonstration. La démonstration de cet énoncé est analogue à celle de [V1, Proposition 3.1].
Par transitivité de l’induction compacte, on sait tout d’abord que

indGSIS(1)(1) = indGSIS (indISIS(1)(1)) =
⊕

0≤r≤q−2

indGSIS (ωr) .

Déterminons alors les paires (r, k) ∈ {0, . . . , q − 2}2 pour lesquelles les Fp[GS ]-modules
indGSIS (ωr) et indGSIS (ωk) peuvent être entrelacés. Par réciprocité de Frobenius compacte, on
sait tout d’abord que l’on a

HomGS (indGSIS (ωr), indGSIS (ωk)) = HomIS (ωr, indGSIS (ωk)|IS ) .

La décomposition de Mackey (Proposition 2.2.7) implique par ailleurs que la restriction à IS
définit un isomorphisme de Fp[IS ]-modules

indGSIS (ωk)|IS '
⊕
w∈WS

indISIw,S (ωk,w) ,

où l’on a posé Iw,S := w−1ISw ∩ IS pour tout élément w ∈WS ' {I2, s1} × Z ainsi que

ωk,w :=

{
ωk si w ∈ Z ;
s1 · ωk = ωq−1−k si w ∈ s1Z .

8. Par l’application de réduction modulo $F .
9. La terminologie cas Iwahori et cas régulier est directement inspirée de celle introduite par Vignéras [V1]

lors de l’étude des modules simples sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori associée à G.
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Remarquons ensuite que pour tout élément w ∈ WS , l’application de réduction modulo $F

fournit la suite exacte courte suivante :

1 −→ IS(1) ∩ Iw,S −→ Iw,S −→ TS(kF ) −→ 1 .

Elle assure en particulier que IS = IS(1)Iw,S , et donc que ωk = ωk,w si et seulement si ces deux
caractères ont la même restriction à Iw,S . En outre, puisque Iw,S est un sous-groupe d’indice
fini dans IS , on sait que les foncteurs d’induction lisse et compacte de Iw,S à IS cöıncident 10, ce
qui nous permet d’obtenir la chaîne suivante d’isomorphismes grâce aux propriétés d’adjonction
de ces foncteurs 11 :

HomIS (ωr, indGSIS (ωk)|IS ) '
⊕
w∈WS

HomIS (ωr, indISIw,S (ωk,w))

'
⊕
w∈WS

HomIS (ωr, IndISIw,S (ωk,w))

'
⊕
w∈WS

HomIw,S (ωr, ωk,w)

'
⊕
w∈WS

HomIS (ωr, ωk,w) .

La définition des caractères ωk,w permet alors de conclure que les représentations indGSIS (ωr)

et indGSIS (ωk) sont entrelacées si et seulement si r = k ou r = q − 1 − k, ce qui fournit deux
possibilités :

– ou bien p est impair, auquel cas il existe deux orbites de taille 1 qui correspondent à

r = 0 et r =
q − 1

2
, toutes les autres orbites étant de taille 2. On a alors

EndFp[GS ](indGSIS(1)(1)) = EndFp[GS ](indGSIS (1)) ⊕ EndFp[GS ](indGSIS (ω
q−1
2 ))⊕

0<r<[ q−1
2

]

EndFp[GS ](indGSIS (ωr ⊕ ωq−1−r)) ;

– ou bien p = 2, auquel cas l’unique orbite de taille 1 est celle qui correspond à r = 0, et
l’on a alors

EndFp[GS ](indGSIS(1)(1)) = EndFp[GS ](indGSIS (1))
⊕

1≤r≤[ q−1
2

]

EndFp[GS ](indGSIS (ωr ⊕ ωq−1−r)) ,

ce qui prouve en tous les cas le résultat annoncé.

Remarque 6.3.2. Dans la preuve ci-avant, le calcul effectué à partir de la décomposition de
Mackey montre en particulier qu’un élément non nul de la composante (IS , ω

k)-isotypique de
indGSIS (ωq−1−k) est nécessairement à support dans ISs1α

Z
0 IS .

6.3.3 Structure de l’algèbre de Hecke-Iwahori HS

Générateurs de H et HS

L’objectif de ce premier paragraphe est de prouver que les opérateurs T0 et T1 engendrent la
Fp-algèbre HS . Pour cela, on commence par démontrer un lemme technique qui fournira le
résultat voulu à l’aide d’une récurrence sur la longueur des éléments de WS .

10. Voir Proposition 2.2.2.
11. Que l’on appelle habituellement les « Réciprocités de Frobenius », voir Propositions 2.2.1 et 2.2.3.
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Lemme 6.3.3. On dispose des identités suivantes dans HS :

Ts0s1 = T0T1 et Ts1s0 = T1T0 .

Démonstration. C’est une application immédiate des relations de tresse puisque l’on a `(s0s1) =
`(s0) + `(s1) = `(s1s0).

Théorème 6.3.4. La Fp-algèbre HS est engendrée par les opérateurs T0 et T1.

Démonstration. Nous allons montrer que pour tout w ∈WS , l’élément Tw est un polynôme en
les opérateurs T0 et T1, en raisonnant par récurrence sur la longueur de w. Soient donc w ∈WS

un élément de longueur n ≥ 1 et σ1 . . . σn une décomposition réduite de w. Remarquons tout
d’abord que si n = 1, on a w ∈ {s0, s1} et il n’y a rien à démontrer, tandis que le cas n = 2 est
traité par le Lemme 6.3.3. On peut donc supposer que n ≥ 3. Puisque s0 et s1 sont tous deux
d’ordre 2 dans WS , dire que la décomposition σ1 . . . σn est réduite signifie que pour tout indice
1 ≤ i ≤ n− 1, on a σi 6= σi+1. Ceci assure en particulier que l’on a {σ1, σ2} = {s0, s1}.
Nous allons maintenant distinguer selon la parité de l’entier n pour conclure.

– Si n = 2m est pair, on a alors w = (σ1σ2)m. Dans ce cas, l’hypothèse {σ1, σ2} = {s0, s1}
assure, par minimalité de la longueur de la décomposition de w considérée, que l’on a
alors `(w) = `(σ1σ2) + `((σ1σ2)m−1), ce qui permet d’obtenir grâce aux relations de
tresse que l’on a Tw = Tσ1σ2T(σ1σ2)m−1 . Une récurrence immédiate sur m ≥ 1 implique
alors que l’on a Tw = (Tσ1σ2)m, ce qui permet de conclure à l’aide du Lemme 6.3.3 que
Tw = (Ti1Ti2)m, où i1, i2 sont définis par σj = sij pour j ∈ {1, 2}.

– Si n = 2m+1 est impair, on a alors w = (σ1σ2)mσ1, et la minimalité de la décomposition
de w considérée assure cette fois que l’on a `(w) = `((σ1σ2)m) + `(σ1). Les relations de
tresse permettent alors d’écrire que Tw = Tw1Tσ1 où w1 = (σ1σ2)m est de longueur 2m,
ce qui permet de conclure à l’aide du cas précédent puisque σ1 ∈ {s0, s1}.

Lien avec les générateurs de H

Nous avons expliqué dans la Section 6.2.3 que l’algèbre de Hecke-Iwahori HS peut être
identifiée à l’algèbre de Hecke affine Haff associée à G, et donc être munie d’une structure de
sous-Fp-algèbre de H. D’après ce qui a été vu dans la sous-section précédente, il semble naturel
de s’interroger sur les polynômes en T , T−1 et S qui permettent de décrire les opérateurs T0

et T1 dans H. La réponse à cette question est l’objet du prochain énoncé.

Lemme 6.3.5. On dispose des relations suivantes dans H :

T0 = T−1ST ; T1 = S .

Démonstration. La seconde égalité est une conséquence immédiate de la définition des opéra-
teurs T1 et S. Pour obtenir la première identité, on rappelle que l’on a s0 = t−1s1t avec s1t qui
est de longueur 1 dans le groupe de Weyl affine étendu de G [V1, Annexe A.2]. Comme t et t−1

sont tous deux de longueur nulle, on peut appliquer les relations de tresse pour s0 = t−1(s1t)
puis pour s1t, ce qui permet ainsi d’obtenir que

T0 = Tt−1Ts1t = (Tt)−1Ts1Tt = T−1ST ,

et termine la démonstration.

Remarque 6.3.6. Comme T 2 est un élément central de H, on a aussi T0 = TST−1.

Ce lemme permet en particulier de reformuler le Théorème 6.3.4 de la façon suivante.
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Corollaire 6.3.7. L’algèbre HS est isomorphe à la sous-Fp-algèbre de H engendrée par les
opérateurs S et TST−1 = T−1ST .

Construction du centre de HS

Nous terminons cette sous-section en exhibant un élément central dans HS qui sera très
utile lorsque nous voudrons décrire les HS-modules à droite simples de dimension finie sur Fp
(Théorème 6.3.13), puis en montrant que le centre de HS est en fait engendré par cet élément.

Lemme 6.3.8. L’opérateur −(T0 − T1)2 est un élément central de la Fp-algèbre HS.

Démonstration. On commence par remarquer que, grâce aux relations quadratiques vérifiées
par T0 et par T1, on a

−(T0 − T1)2 = −T 2
0 + T0T1 + T1T0 − T 2

1 = T0 + T1 + T0T1 + T1T0 .

Ceci permet d’écrire que l’on a d’une part{
−T0(T0 − T1)2 = T 2

0 + T0T1 + T 2
0 T1 + T0T1T0 = −T0 + T0T1T0 ,

−(T0 − T1)2T0 = T 2
0 + T1T0 + T0T1T0 + T1T 2

0 = −T0 + T0T1T0 ,

ce qui prouve que T0 commute avec −(T0 − T1)2, et que l’on a d’autre part{
−T1(T0 − T1)2 = T1T0 + T 2

1 + T1T0T1 + T 2
1 T0 = −T1 + T1T0T1 ,

−(T0 − T1)2T1 = T0T1 + T 2
1 + T0T 2

1 + T1T0T1 = −T1 + T1T0T1 ,

ce qui prouve que T1 commute avec −(T0 − T1)2. D’après le Théorème 6.3.4, ceci suffit à
démontrer que −(T0−T1)2 est un élément central de HS et termine donc la démonstration.

Théorème 6.3.9. Le centre de l’algèbre de Hecke-Iwahori HS est égal à la Fp-algèbre des
polynômes en l’opérateur (T0 − T1)2.

Démonstration. Le fait que l’algèbre des polynômes en l’opérateur (T0 − T1)2 soit contenue
dans le centre de HS est une conséquence directe du lemme précédent. Pour prouver l’inclusion
réciproque, nous allons raisonner par récurrence descendante sur le degré homogène maximal
apparaissant dans la décomposition des éléments de l’algèbre de Hecke-Iwahori. D’après la
preuve du Théorème 6.3.4, un élément de HS peut toujours être écrit comme combinaison li-
néaire finie de monômes prenant l’une des quatre formes suivantes : (T0T1)n, (T1T0)n, (T0T1)nT0

ou (T1T0)nT1. Rappelons que ces monômes sont linéairement indépendants sur Fp puisqu’ils
sont en fait respectivement égaux aux opérateurs T(s0s1)n , T(s1s0)n , T(s0s1)ns0 et T(s1s0)ns1 . Nous
procédons alors comme suit : nous commençons par traiter directement le cas des éléments de
degré homogène maximal valant 1 ou 2, puis nous raisonnons par récurrence en distinguant
selon la parité du degré homogène maximal.

– Considérons tout d’abord le cas des éléments de degré homogène maximal égal à 1. Un
tel élément f peut être écrit sous la forme f = αT0 + βT1 + ` avec α, β, ` ∈ Fp. Dans ce
cas, la relation T0f = fT0 se réduit à βT0T1 = βT1T0, ce qui n’est possible que si β = 0.
De même, la relation T1f = fT1 se réduit à αT1T0 = αT0T1, ce qui implique que α doit
être nul et montre finalement que f doit être constant.

– Intéressons-nous maintenant au cas des éléments de degré homogène maximal égal à 2.
Un tel élément f peut être écrit sous la forme f = αT0T1 + βT1T0 + γT0 + δT1 + ` avec
α, β, γ, δ, ` ∈ Fp. La relation T0f = fT0 se réduit alors cette fois à l’égalité

(δ − α)T0T1 + βT0T1T0 = (δ − β)T1T0 + αT0T1T0,
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ce qui implique que l’on doit avoir δ = β = α. Puisque T1+T1T0+T0T1 = −(T0−T1)2−T0,
on obtient ainsi que l’élément (γ − α)T0 = f + α(T0 − T1)2 appartient au centre de HS ,
et est donc constant par le cas précédent, ce qui montre que f = `− α(T0 − T1)2 est un
polynôme en (T0 − T1)2.

– Traitons enfin le cas général d’un élément f de degré homogène maximal d ≥ 2 en
distinguant selon la parité de d.
· Supposons tout d’abord que d = 2n est pair avec n ≥ 1 et décomposons f sous la forme
α(T0T1)n +β(T1T0)n + f1 avec f1 ∈ Fp[T0, T1] de degré homogène maximal strictement
plus petit que d. La relation T0f = fT0 s’écrit alors

−α(T0T1)n + βT0(T1T0)n + T0f1 = α(T0T1)nT0 − β(T1T0)n + f1T0

avec −α(T0T1)n, β(T1T0)n, T0f1 et f1T0 tous de degré homogène maximal strictement
inférieur à 2n+1. Par suite, le calcul du terme de degré homogène 2n+1 montre que l’on
doit avoir α = β, ce qui permet de réécrire f sous la forme α((T0T1)n + (T1T0)n) + f1,
ou encore sous la forme f = α(T0 − T1)2n + f̃1 avec f̃1 ∈ Fp[T0, T1] de degré homogène
maximal inférieur ou égal à 2n− 1. Mais l’on obtient alors que f̃1 = f − α(T0 − T1)2n

doit appartenir au centre de HS , ce qui implique par hypothèse de récurrence que c’est
un polynôme en l’opérateur (T0 − T1)2, et que c’est donc aussi le cas de f .

· Supposons maintenant que d = 2n+1 est impair. On peut donc cette fois écrire f sous
la forme α(T0T1)nT0 +β(T1T0)nT1 +f2 avec f2 ∈ Fp[T0, T1] de degré homogène maximal
inférieur ou égal à 2n. De manière analogue à ce qui a été effectué dans le cas pair, le
calcul du terme de degré homogène 2n+ 2 dans chaque membre de l’égalité T0f = fT0

(resp. T1f = fT1) montre que l’on doit avoir β = 0 (resp. α = 0). On en déduit que
f = f2 est un élément du centre de degré homogène maximal strictement plus petit
que d, ce qui permet de lui appliquer l’hypothèse de récurrence et de conclure qu’il
doit appartenir à Fp[(T0 − T1)2].

6.3.4 Modules simples sur l’algèbre de Hecke-Iwahori de GS

L’objectif de cette sous-section est de classifier lesHS-modules à droite simples de dimension
finie sur Fp, puis de relier nos résultats à ceux obtenus par Vignéras [V1] pour les H-modules à
droite simples de dimension finie sur Fp. Nous procédons comme suit : nous commençons par
définir desHS-modules de dimension 1 et 2 sur Fp dont nous prouvons ensuite qu’ils permettent
de décrire tous les HS-modules simples de dimension finie (Corollaire 6.3.14). Nous terminons
par l’étude de la structure de HS-module des H-modules simples de dimension finie, dont on
rappellera bien entendu la description (Théorème 6.3.15).

Fp-caractères de HS et HS-modules standard

Pour toute paire de paramètres (ε0, ε1) ∈ {0,−1}×{0,−1}, on note MS
1 (ε0, ε1) le Fp-caractère

de HS envoyant Ti sur εi pour tout i ∈ {0, 1}. Les relations quadratiques vérifiées par les opé-
rateurs T0 et T1 imposent que tout caractère de HS est nécessairement de cette forme.
Pour alléger les notations, on noteraMS

1 (ε) le caractèreMS
1 (ε, ε). On appellera caractère trivial

de HS le caractère MS
1 (0), et caractère signe de HS le caractère MS

1 (−1).

Nous souhaitons maintenant déterminer la structure des HS-modules simples de dimension 2.
Pour ce faire, nous introduisons la définition suivante : pour tout scalaire λ ∈ Fp, on note
MS

2 (λ) le HS-module Fpx ⊕ Fpy muni des actions de T0 et T1 respectivement définies par les
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matrices suivantes dans la base {x, y} :(
0 0
1 −1

)
,

(
−1 λ

0 0

)
.

On appelle alors HS-module standard de paramètre λ le HS-module MS
2 (λ).

Remarque 6.3.10. Un calcul immédiat permet de vérifier que l’élément central −(T0 − T1)2

agit sur le HS-module MS
2 (λ) par le scalaire λ − 1. Par suite, deux HS-modules standard

associés à des paramètres distincts ne peuvent pas être isomorphes.

Nous énonçons maintenant les propriétés d’irréductibilité et d’indécomposabilité de ces
modules standard.

Théorème 6.3.11. Soit λ ∈ Fp.
1. Le HS-module standard MS

2 (λ) est irréductible si et seulement si λ 6∈ {0, 1}.
2. Le HS-module standard MS

2 (1) est indécomposable de longueur 2 avec le caractère trivial
MS

1 (0) comme sous-objet et le caractère signe MS
1 (−1) comme quotient.

3. Le HS-module standard MS
2 (0) est indécomposable de longueur 2 avec le caractère

MS
1 (−1, 0) comme sous-objet et le caractère MS

1 (0,−1) comme quotient.

Démonstration. Supposons que le HS-module standardMS
2 (λ) soit irréductible. D’après la dé-

finition que l’on a donnée des HS-modules standard, il est clair queMS
2 (1) contient le caractère

trivial MS
1 (0) (engendré par le vecteur x + y) et que MS

2 (0) contient le caractère MS
1 (−1, 0)

(engendré par le vecteur y). Il faut donc que λ soit distinct de 0 et de 1 pour que le HS-module
MS

2 (λ) soit irréductible.
Supposons maintenant que MS

2 (λ) contienne un caractère de HS engendré par un vecteur
v = ax+ by non nul. La définition des modules standard assure que pour toute valeur de λ, le
HS-module MS

2 (λ) est engendré par le vecteur x. Par suite, il faut que l’on aie b 6= 0, et l’on
peut donc prendre b = 1, i.e. choisir v sous la forme v = αx+ y avec α ∈ Fp. Nous allons alors
distinguer deux possibilités, selon que α est nul ou non.

– Dire que α = 0 signifie que l’on a v = y. L’hypothèse selon laquelle v engendre un HS-
module de dimension 1 sur Fp implique donc que λ doit être nul : en effet, la définition
des modules standard assure que pour toute valeur non nulle de λ, l’action de HS sur y
engendre le module standard MS

2 (λ) qui est de dimension 2 sur Fp.
– Si α 6= 0, on écrit alors que l’on a v|T0 = (α−1)y et v|T1 = (λ−α)x. Comme x engendre

le HS-module MS
2 (λ), la seule possibilité pour que la seconde égalité soit vérifiée est que

λ−α = 0, i.e. λ = α. Remarquons maintenant que si α 6= 1, la première égalité implique
que y doit appartenir au HS-module engendré par v, et qu’il en va donc de même pour
x = α−1(v − y), ce qui contredit de nouveau le fait que v engendre un HS-module de
dimension 1 sur Fp. Il faut donc aussi que α soit égal à 1, ce qui montre que λ = 1.

Nous avons ainsi prouvé que les seuls cas où MS
2 (λ) peut être réductible sont ceux où λ appar-

tient à l’ensemble {0, 1}, ce qui prouve par contraposition la première assertion.

Achevons enfin de traiter les cas λ = 0 et λ = 1. Comme nous l’avons déjà signalé, le sous-
HS-module de MS

2 (0) engendré par y est canoniquement isomorphe au caractère MS
1 (−1, 0).

Il est alors immédiat de vérifier que le quotient de MS
2 (0) par ce sous-HS-module est engendré

par l’image du vecteur x et qu’il est canoniquement isomorphe au caractère MS
1 (0,−1), ce qui

assure en particulier l’indécomposabilité de MS
1 (0), qui est engendré par l’action de HS sur x.

De même, nous avons déjà vu que le sous-HS-module de MS
2 (1) engendré par le vecteur

x+y est canoniquement isomorphe au caractère trivialMS
1 (0). Il est une fois de plus immédiat
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de vérifier que le quotient de MS
2 (1) par ce sous-module est engendré par l’image du vecteur y

et qu’il est naturellement isomorphe au caractère signe MS
1 (−1), ce qui implique l’indécompo-

sabilité de MS
2 (1), qui est engendré par l’action de HS sur y, et termine la démonstration.

Théorème 6.3.12. Tout HS-module simple de dimension 2 sur Fp est naturellement isomorphe
à un HS-module standard MS

2 (λ) pour un unique scalaire λ ∈ Fp\{0, 1}.

Démonstration. Supposons queM soit un HS-module simple de dimension 2 sur Fp. Comme
Fp est un corps algébriquement clos et queM est de dimension finie sur Fp, l’élément central
−(T0−T1)2 doit agir surM par un scalaire que nous notons µ. Par ailleurs, la relation quadra-
tique T1(T1 + 1) = 0 montre que le polynôme X(X + 1) est annulateur pour l’endomorphisme
deM défini par l’action de T1. Cet endomorphisme ne peut pas être une homothétie : si c’était
le cas, tout vecteur propre de T0 dans M engendrerait alors un sous-HS-module de M de
dimension 1 sur Fp, ce qui contredirait la simplicité du HS-moduleM de dimension 2 sur Fp.
Ceci implique donc que X(X + 1) est le polynôme minimal de T1, ou encore queM est somme
directe des sous-espaces propres ker T1 et ker(T1 + 1) qui sont tous deux de dimension 1 sur
Fp. On conclut alors comme suit : fixons un vecteur non nul v ∈ ker(T1 + 1). Par simplicité de
M, la droite ker(T1 + 1) n’est pas stable sous l’action de T0, ce qui assure que les vecteurs v et
v|T0 ne sont pas colinéaires. On dispose ainsi d’une base {v, v|T0} deM sur Fp dans laquelle
l’action de HS surM est caractérisée par les égalités suivantes :

v|T1 = −v ,
(v|T0)|T0 = −v|T0 ,
(v|T0)|T1 = (µ+ 1)v ,

la dernière relation venant de l’égalité −(T0 − T1)2 = T0 + T1 + T0T1 + T1T0. Autrement dit,
l’action de T0 et de T1 dans la base {v, v|T0} est respectivement donnée par les matrices(

0 0
1 −1

)
et

(
−1 1 + µ

0 0

)
,

ce qui montre queM est isomorphe au HS-module standard MS
2 (1 + µ). La simplicité deM

et le Théorème 6.3.11 permettent alors de conclure quant à la valeur prise par le paramètre
λ := 1 + µ, l’unicité de ce paramètre provenant de la Remarque 6.3.10.

Classification des HS-modules simples de dimension finie

Théorème 6.3.13. Tout HS-module simple de dimension finie sur Fp est soit un caractère,
soit un HS-module standard irréductible.

Démonstration. L’argument est semblable à celui qui permet de prouver le Théorème 6.3.12.
Supposons que M soit un HS-module simple de dimension finie sur Fp qui ne soit pas un
caractère de HS . Etant donné que M est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
algébriquement clos Fp, l’élément central −(T0 − T1)2 doit agir surM par un scalaire λ ∈ Fp.
Cependant, les opérateurs T0 et T1 ne peuvent pas agir sur M par des scalaires car cela
contredirait la simplicité de M (si un seul des deux agit par un scalaire) ou le fait que M
n’est pas un caractère (si les deux agissent par des scalaires). On déduit donc 12 de la relation
quadratique T1(T1 + 1) = 0 l’existence d’un vecteur non nul x dans le noyau de T1 + 1. Ce
vecteur vérifie par définition x|T1 = −x, et puisqueM est un HS-module simple qui n’est pas

12. On rappelle que l’action de HS sur M est une action à droite, de sorte que la relation T1(T1 + 1) = 0
assure que l’image de T1 est contenue dans le noyau de l’opérateur T1 + 1.
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un caractère, le vecteur x|T0 ne peut pas être colinéaire au vecteur x. L’égalité −(T0 − T1)2 =
T0+T1+T0T1+T1T0 permet alors de vérifier facilement que l’on dispose des relations suivantes :

x|T1 = −x ;
(x|T0)|T0 = −x|T0 ;
(x|T0)|T1 = (λ+ 1)x .

Autrement dit, le HS-module engendré par la famille libre {x, x|T0} est égal au HS-module
standard MS

2 (λ+ 1). La simplicité deM implique alors que l’on doit avoirM = MS
2 (λ+ 1),

ce qui termine la démonstration.

Corollaire 6.3.14. Tout HS-module simple de dimension finie sur Fp est isomorphe à un et
un seul des HS-modules suivants :

i) un caractère MS
1 (ε0, ε1) avec (ε0, ε1) ∈ {0, 1}2 ;

ii) un HS-module standard MS
2 (λ) avec λ ∈ Fp\{0, 1}.

Lien avec les H-modules simples de dimension finie

On commence par rappeler la classification des H-modules à droite simples de dimension
finie sur Fp établie par Vignéras [V1]. Pour toute paire de paramètres (τ, ε) ∈ F×p × {0,−1},
on note M1(τ, ε) le caractère de H envoyant T sur τ et S sur ε. On définit ensuite, pour toute
paire de paramètres (a, z) ∈ Fp×F

×
p , le H-module standardM2(a, z) comme étant le H-module

Fpx⊕Fpy de dimension 2 sur Fp muni de l’action deH définie comme suit : les matrices donnant

les actions de T et de S dans la base {x, y} sont respectivement
(

0 z
1 0

)
et
(
−1 a
0 0

)
, où

les colonnes sont les images des vecteurs de base. On dispose alors du résultat suivant, qui
donne la structure des H-modules simples de dimension finie sur Fp [V1, Theorem 1.2].

Théorème 6.3.15. 1. Les H-modules à droite simples de dimension finie sur Fp sont, à
isomorphisme près, les H-caractères M1(τ, ε) avec (τ, ε) ∈ Fp ×{0,−1} et les H-modules
standard M2(a, z) avec (a, z) ∈ Fp × F×p tels que a2 6= z.

2. Pour tout scalaire non nul a ∈ F×p , le H-module standard M2(a, a2) est indécomposable de
longueur 2. Il admet le caractère M1(a, 0) comme sous-module et le caractère M1(−a,−1)
comme quotient.

Puisque nous avons précédemment décrit HS comme une sous-Fp-algèbre de H, tout H-module
est naturellement muni d’une structure de HS-module. La fin de cette sous-section est consa-
crée à l’étude de cette structure pour les H-caractères et pour les H-modules standard. On
commence par traiter le cas des H-caractères.

Lemme 6.3.16. Pour toute paire de paramètre (τ, ε) ∈ Fp × {0,−1}, le HS-module porté par
M1(τ, ε) est égal au caractère MS

1 (ε).

Démonstration. La définition des H-caractères et le Lemme 6.3.5 montrent immédiatement que
pour toute paire de paramètres (τ, ε) ∈ F×p × {0,−1}, le H-caractère M1(τ, ε) envoie à la fois
T0 et T1 sur le scalaire ε, ce qui prouve le résultat annoncé.

Intéressons-nous à présent aux H-modules standard. Fixons pour cela une paire de paramètres
(a, z) ∈ Fp × F×p et considérons le H-module M2(a, z). Un calcul direct à partir des formules
du Lemme 6.3.5 montre que l’action de T0 et de T1 sur M2(a, z) est respectivement donnée par
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les matrices
(

0 0
az−1 −1

)
et
(
−1 a
0 0

)
. Un changement de base permet alors de prouver

directement le résultat suivant.

Lemme 6.3.17. 1. Pour toute paire de paramètres (a, z) ∈ F×p × F×p , le HS-module porté
par le H-module standard M2(a, z) est égal au HS-module standard MS

2 (a2z−1).

2. Pour tout paramètre z ∈ F×p , le HS-module porté par le H-module standard M2(0, z) est
égal à la somme directe des HS-caractères MS

1 (0,−1) et MS
1 (−1, 0).

La non-nullité du paramètre z permet alors d’obtenir l’énoncé suivant à partir du lemme
précédent et du Théorème 6.3.11.

Corollaire 6.3.18. Soit (a, z) ∈ Fp × F×p une paire de paramètres.

1. Si a est non nul et si a2 6= z, alors M2(a, z) est un HS-module irréductible.

2. Si a est non nul, alors M2(a, a2) est un HS-module indécomposable de longueur 2. Il
admet le caractère trivial MS

1 (0) comme sous-objet et le caractère signe MS
1 (−1) comme

quotient.

3. Le HS-module M2(0, z) est totalement décomposable de longueur 2, et est somme directe
des HS-caractères MS

1 (0,−1) et MS
1 (−1, 0) :

M2(0, z)|HS = MS
1 (0,−1)⊕MS

1 (−1, 0) .

Remarque 6.3.19. Les résultats démontrés dans cette sous-section prouvent en particulier
que tout HS-module à droite simple de dimension finie sur Fp est contenu dans un unique
H-module à droite simple de même dimension.

6.3.5 Application aux espaces de vecteurs IS-invariants

Par réciprocité de Frobenius compacte, l’algèbre EndFp[GS ](indGSIS (1)) est isomorphe à la

composante (IS ,1)-isotypique de indGSIS (1), elle-même isomorphe à l’algèbre de convolution
Fp[IS\GS/IS ] par l’application qui envoie la double classe ISgIS sur l’élément IS-invariant de
indGSIS (1) valant 1 en g. Sachant que le groupe de Weyl WS paramétrise les doubles classes de
GS modulo IS , on peut reprendre les calculs effectués dans [V1, Appendix 1.3 - Iwahori case]
pour démontrer qu’il existe un unique morphisme de Fp-algèbres envoyant Ti sur l’élément
IS-invariant de indGSIS (1) de support ISsiIS et de valeur 1 en si (avec i ∈ {0, 1}), puis que ce
morphisme induit un isomorphisme de Fp-algèbres

HS ' EndFp[GS ](indGSIS (1)) . (6.4)

On rappelle 13 maintenant que si π est une représentation lisse irréductible deGS sur Fp, l’espace
πIS formé par ses vecteurs IS-invariants est naturellement muni d’une structure de module à
droite sur l’algèbre des endomorphismes du Fp[GS ]-module indGSIS (1), donc d’une structure de
HS-module à droite grâce à l’isomorphisme (6.4). Soulignons tout de suite que ce module peut
éventuellement être nul, y compris lorsque π est une représentation lisse irréductible de GS .
Cependant, le Lemme 6.3.1 montre que, si l’on souhaite comprendre la structure de module
des espaces de vecteurs IS(1)-invariants (qui sont quant à eux non nuls dès que l’on considère
des représentations lisses non nulles, cf. Lemme 2.1.9), il est très utile de connaître la structure
de module de πIS lorsque cet espace est non nul.

Les résultats de cette sous-section reposent essentiellement sur l’étude des représentations

13. Et l’on renvoie à la Section 2.3.3 pour plus de détails.
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lisses irréductibles de GS sur Fp effectuée dans le Chapitre 3, sur la détermination des espaces
de vecteurs I-invariants pour les représentations lisses irréductibles de G sur Fp réalisée par
Vignéras [V4], et sur les liens entre H-modules simples et HS-modules établis dans la sous-
section précédente.

Cas des représentations non supersingulières

Nous commençons par rappeler l’énoncé suivant [V4, Section 6.5] qui fournit la structure
de H-module à droite 14 des espaces de vecteurs I-invariants pour les représentations lisses
irréductibles non supersingulières 15 de G sur Fp contenant des vecteurs I-invariants non nuls.
Les notations sont celles qui ont été introduites dans le Chapitre 3 ; en particulier, si λ ∈ F×p
est un scalaire non nul, on désigne par µλ le Fp-caractère lisse de BS obtenu par inflation du
caractère lisse non ramifié de F× envoyant $F sur λ.

Théorème 6.3.20. 1. Le H-module 1I est isomorphe à M1(1, 0).
2. Le H-module (StG)I est isomorphe à M1(1,−1).

3. Pour tout scalaire non nul λ ∈ F×p , le H-module (IndGB(µλ ⊗ 1))I est isomorphe à
M2(λ, λ−1).

Rappelons maintenant que les résultats démontrés dans le Chapitre 3 (Corollaire 3.4.14,
Théorème 3.4.20 et Remarque 3.4.22) fournissent l’énoncé suivant.

Lemme 6.3.21. 1. Toute Fp-représentation lisse irréductible non supersingulière de GS qui
admet des vecteurs IS-invariants non nuls est isomorphe à une et une seule des repré-
sentations suivantes :
(a) le caractère trivial 1 ;
(b) la représentation de Steinberg StS ;
(c) la représentation de la série principale IndGSBS (µλ) avec λ ∈ Fp\{0, 1}.

2. L’espace 1IS est égal à 1I .
3. L’inclusion 16 de l’espace (StG)I dans (StS)IS est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

4. Pour tout scalaire non nul λ ∈ F×p , l’inclusion de (IndGB(µλ ⊗ 1))I dans (IndGSBS (µλ))IS

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Les Lemmes 6.2.6, 6.3.16 et 6.3.17 nous permettent alors d’en déduire le résultat de structure
suivant pour les espaces de vecteurs IS-invariants des représentations lisses irréductibles non
supersingulières de GS sur Fp admettant des vecteurs IS-invariants non nuls.

Théorème 6.3.22. 1. Le HS-module 1IS est isomorphe au caractère MS
1 (0).

2. Le HS-module (StS)IS est isomorphe au caractère MS
1 (−1).

3. Pour tout scalaire λ ∈ Fp\{0, 1}, le HS-module (IndGSBS (µλ))IS est isomorphe au HS-
module standard MS

2 (λ−1).

Remarque 6.3.23. Le même argument permet de montrer que le HS-module (IndGSBS (1))IS

est isomorphe au HS-module standard MS
2 (1). On peut aussi directement déduire ce résultat

des Théorèmes 6.3.11 et 6.3.22.
14. Qui existe grâce à l’isomorphisme analogue de (6.4) démontré dans [V1, Section 1.1].
15. On rappelle que, pour les Fp-représentations lisses irréductibles de G et de GS , la non-supersingularité

est équivalente à la non-supercuspidalité. Cette équivalence est prouvée dans [BL94, Corollary 36] pour G et
par le Corollaire 3.5.41 du Chapitre 3 pour GS .
16. Grâce à l’application de restriction de G à GS ; pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur vers la

Section 3.4.5 du Chapitre 3.
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Cas des représentations supersingulières

On suppose dans ce paragraphe que F = Qp. On sait alors par le Théorème 3.6.13 qu’il
existe p classes d’isomorphisme pour les représentations supersingulières de GS , qu’un système
de représentants en est donné par la famille de représentations {πr, 0 ≤ r ≤ p− 1} construites
dans la Section 3.6, et qu’elles permettent de décomposer les représentations supersingulières
de G obtenues par Breuil [Br, Théorème 1.1] de la façon suivante :

∀ r ∈ {0, . . . , p− 1}, π(r, 0,1)|GS = πr ⊕ πp−1−r .

Si l’on note vr := [I2, xr] le vecteur IS(1)-invariant qui engendre naturellement la représentation
πr

17, on dispose alors du résultat suivant [V4, Section 6.5].

Lemme 6.3.24. Le H-module π(0, 0, 1)I est isomorphe au H-module standard supersingulier
M2(0, 1) et admet une base adaptée de la forme {v0, y} où y est un vecteur IS(1)-invariant
engendrant le sous-Fp[GS ]-module πp−1 dans π(0, 0, 1).

Par ailleurs, nous savons grâce aux Propositions 3.6.7 et 3.6.11 que les seules représentations
supersingulières de GS qui admettent des vecteurs IS-invariants non nuls sont (à isomorphisme
près) les représentations π0 et πp−1, et que leurs espaces de vecteurs IS-invariants sont alors,
tout comme leurs espaces de vecteurs IS(1)-invariants, de dimension 1 sur Fp. Grâce au Théo-
rème 3.6.3, qui assure que tout vecteur IS(1)-invariant de π(0, 0, 1) est en fait I(1)-invariant,
on peut déduire de ce qui précède le résultat suivant.

Théorème 6.3.25. On suppose que F = Qp.

1. Le HS-module πIS0 est isomorphe au caractère MS
1 (−1, 0).

2. Le HS-module πISp−1 est isomorphe au caractère MS
1 (0,−1).

Correspondance via le foncteur des IS-invariants

En suivant ce qui existe dans le cas des H-modules, nous introduisons la terminologie
suivante : un HS-module simple est dit supersingulier s’il n’est pas isomorphe à un quotient
d’un HS-module de la forme (IndGSBS (η))IS avec η un Fp-caractère lisse de BS . Par ailleurs,
l’application qui envoie une représentation lisse de GS sur son espace de vecteurs IS-invariants
induit un foncteur allant de la catégorie des Fp-représentations lisses de GS engendrées par leurs
vecteurs IS-invariants vers la catégorie des HS-modules à droite que l’on appelle le foncteur
des IS-invariants. En comparant les résultats donnés par les Théorèmes 6.3.22 et 6.3.25 à la
classification des HS-modules simples de dimension finie sur Fp fournie par le Corollaire 6.3.14,
on obtient alors les deux énoncés suivants, le second étant valable sans hypothèse particulière
sur le corps F .

Théorème 6.3.26. Le foncteur des IS-invariants établit une bijection entre l’ensemble des
classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SL2(Qp) sur Fp engendrées
par leurs vecteurs IS-invariants et l’ensemble des classes d’isomorphisme des HS-modules
simples de dimension finie sur Fp.

Théorème 6.3.27. Le foncteur des IS-invariants met en bijection l’ensemble des classes d’iso-
morphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de SL2(F ) sur Fp engen-
drées par leurs vecteurs IS-invariants et l’ensemble des classes d’isomorphisme des HS-modules
simples non supersinguliers de dimension finie sur Fp.

17. On renvoie le lecteur à la Section 3.6 pour les définitions et les notations
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Compatibilité aux applications de restriction

Pour terminer cette sous-section, nous rappelons que l’on dispose de deux applications de res-
triction : la restriction à GS des représentations modulo p de G, qui est canoniquement définie,
et la restriction à HS des H-modules à droite. Grâce aux résultats prouvés dans cette sous-
section et dans le Chapitre 3, nous disposons de l’énoncé suivant, qui affirme essentiellement
que la prise des invariants sous le sous-groupe d’Iwahori standard commute aux foncteurs de
restriction, et est rendu possible grâce aux deux faits non triviaux suivants 18 :

– le sous-groupe d’Iwahori standard I de GL2(F ) agit trivialement sur l’espace des vecteurs
IS-invariants de toute Fp-représentation lisse irréductible non supercuspidale de GL2(F ) ;

– le sous-groupe d’Iwahori standard I de GL2(Qp) agit trivialement sur l’espace des vec-
teurs IS-invariants de toute Fp-représentation lisse irréductible de GL2(Qp).

Corollaire 6.3.28. 1. Soit π une Fp-représentation lisse irréductible de GL2(Qp). Le HS-
module obtenu par restriction du H-module πI est isomorphe au HS-module (π|SL2(Qp))

IS .

2. Soit π une Fp-représentation lisse irréductible non supersingulière de GL2(F ). Le HS-
module obtenu par restriction du H-module πI est isomorphe au HS-module (π|SL2(F ))

IS .

6.3.6 Structure de la deuxième algèbre de Hecke-Iwahori

On fixe un paramètre r ∈
{

1 . . . ,
[
q−1

2

]}
que l’on suppose différent de

q − 1

2
lorsque q est

impair. On définit la deuxième algèbre de Hecke-Iwahori H̃S(r) comme l’algèbre des endomor-
phismes du Fp[GS ]-module indGSIS (ωr ⊕ ωq−1−r). Elle se décompose sous la forme

H̃S(r) =

(
Ar Br

Bq−1−r Aq−1−r

)

où l’on a posé


Ar = EndFp[GS ](indGSIS (ωr)) ;

Aq−1−r = EndFp[GS ](indGSIS (ωq−1−r)) ;

Br = HomFp[GS ](indGSIS (ωr), indGSIS (ωq−1−r)) ;

Bq−1−r = HomFp[GS ](indGSIS (ωq−1−r), indGSIS (ωr)) .

La terminologie employée vient du fait que cette algèbre d’endomorphismes est l’objet qui
corrspond pour GS à la Fp-algèbre appelée seconde algèbre de Hecke-Iwahori pour G dans [V1,
Section 2.2].

Le but de cette sous-section est de décrire la structure de l’algèbre H̃S(r) en étudiant
chacune de ses quatre composantes ainsi que les relations qui existent entre elles. Remarquons
que si Ar et Aq−1−r sont bien des Fp-algèbres, ce n’est pas le cas de Br et de Bq−1−r, qui sont
cependant munis (par composition naturelle des fonctions) d’une structure de bimodule sur Ar
et sur Aq−1−r : on a en effet Aq−1−r ◦Br ◦Ar ⊂ Br et Ar ◦Bq−1−r ◦Aq−1−r ⊂ Bq−1−r.

Description des Fp-algèbres Ar et Aq−1−r

Notons A la Fp-algèbre commutative Fp[X,Y ]/(XY, Y X). On dispose alors du résultat suivant,
qui décrit la structure des Fp-algèbres Ar et Aq−1−r.

18. Respectivement démontrés par les Théorèmes 3.4.20 et 3.6.3 du Chapitre 3.
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Théorème 6.3.29. Soient Tr et Sr les éléments de Ar ayant respectivement pour support 19

ISα
−1
0 IS et ISα0IS et valant 20 respectivement 1 en α−1

0 et en α0. L’application Fp-linéaire
envoyant Tr sur X et Sr sur Y induit un isomorphisme de Fp-algèbres Ar ' A.

Démonstration. Le plan de la démonstration est identique à celui qui sous-tend la preuve du
résultat analogue existant pour G [V1, Appendix 1.3]. D’après la Proposition 2.3.2, l’algèbre
Hr := EndFp[GS ](indGSIS (ωr)) est naturellement isomorphe à l’algèbre de convolution Hr des
fonctions f : GS → Fp à support compact modulo IS telles que f(igj) = ωr(ij)f(g) pour tous
éléments i, j ∈ IS et g ∈ GS . La Proposition 3.5.30 assure en outre que si l’on désigne par Tn
l’élément de Hr qui correspond via cet isomorphisme à la fonction de Hr ayant ISα−n0 IS pour
support et 1 pour valeur en α−n0 , alors la famille {Tn, n ∈ Z} est une base sur Fp de l’espace
vectoriel Hr. Remarquons maintenant que l’on dispose des décompositions suivantes en classes
à gauche disjointes : 

∀ n ∈ N∗, ISα
−n
0 IS =

⊔
x∈A2n

u(−x)α−n0 IS ,

∀ n ∈ N, ISα
n
0 IS =

⊔
x∈A2n

u(−$Fx)αn0 IS ,

où Ak = {[a0] + $F [a1] + . . . + $k−1
F [ak−1], ai ∈ kF } est un système de représentants des

éléments de OF /$k
FOF . On peut donc appliquer la formule (2.4) pour obtenir 21 l’action des

opérateurs Tn sur la fonction standard [I2, 1] ∈ indGSIS (ωr) :
∀ n ∈ N, Tn([I2, 1]) =

∑
x∈A2n

[u(−$Fx)αn0 , 1] ;

∀ n ∈ N∗, T−n([I2, 1]) =
∑
x∈A2n

[u(−x)α−n0 , 1] .

Rappelons que ces égalités suffisent à caractériser les opérateurs Tn par GS-équivariance et par
Fp-linéarité. Puisque l’on a αn0u(x)α−n0 = u($2n

F x) et α−n0 u(x)αn0 = u($2n
F x), un calcul direct

reposant de nouveau sur la formule (2.4) montre alors que :{
∀ n ≥ 0, T1 ◦ Tn = Tn+1 = Tn ◦ T1 ;
∀ n ≥ 1, T−1 ◦ T−n = T−(n+1) = T−n ◦ T−1 .

Pour terminer la preuve de la première assertion, il nous reste à démontrer que T1 ◦ T−1 =
T−1 ◦ T1 = 0. Nous allons démontrer que (T1 ◦ T−1) ([I2, 1]) = 0 : par GS-équivariance et par
Fp-linéarité, cela suffit à justifier la nullité de T1 ◦ T−1, et les calculs pour T−1 ◦ T1 s’effectuent
de la même manière. L’application de la formule (2.4) assure que l’on dispose des égalités
suivantes :

(T1 ◦ T−1) ([I2, 1]) =
∑
x∈A2

∑
y∈A2

[u(−x)α−1
0 u(−$F y)α0, 1]

=
∑
x∈A2

∑
y∈A2

[u(−x)u(−$−1
F y), 1]

=
∑
x∈A2

[u(−x), 1] +
∑

y∈A2\{0}

∑
x∈A2

[u(−x)u(−$−1
F y), 1] .

19. On appelle support d’un élément de Ar ou de Aq−1−r le support dans GS de la fonction qui lui correspond
par réciprocité de Frobenius compacte (cf Proposition 2.3.2 du Chapitre 2 pour plus de détails).
20. Remarque analogue à celle concernant les supports.
21. On rappelle que le caractère ωr est trivial sur le pro-p-groupe IS(1), donc qu’il l’est en particulier sur les

éléments de la forme u(x) et u($Fx) avec x ∈ OF .
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Comme le caractère ωr est trivial sur IS(1), la première somme qui apparaît dans le membre
de droite de la dernière expression est égale à Card(A2)[I2, 1], et est donc nulle car Card(A2) ≡
0 [p]. Pour traiter le second terme, on remarque que pour tout élément non nul y ∈ F , on a :

u(−x)u(−$−1
F y) = u(−x)u(−$F y

−1)s1α0

(
−y $F

0 −y−1

)
,

ce qui assure que u(−x)u(−$−1
F y) appartient à ISs1α0IS quels que soient les coefficients x ∈ OF

et y ∈ OF \{0}, et implique en particulier que la somme
∑

y∈A2\{0}

∑
x∈A2

[u(−x)u(−$−1
F y), 1] est

un élément de Hr à support dans ISs1α0IS , i.e. dans ISw0α0IS si l’on reprend les notations

du Chapitre 3. Comme nous avons supposé r distinct de 0 et de
q − 1

2
, la Proposition 3.5.30

assure qu’il n’existe pas d’élément non nul de Hr dont le support est inclus dans ISw0α0IS .
Par conséquent, la somme considérée ci-avant doit être nulle, ce qui prouve finalement que
T1 ◦ T−1 = 0 et termine la démonstration puisque nous avons posé Tr := T1 et Sr := T−1.

Remarque 6.3.30. Avec des notations analogues, le même argument permet de montrer que
la Fp-algèbre Aq−1−r est isomorphe à A par l’application Fp-linéaire qui envoie Tq−1−r sur X
et Sq−1−r sur Y . Par ailleurs, l’action par conjugaison de t sur les Fp-caractères de IS induit un
isomorphisme de Fp-algèbres de Ar sur Aq−1−r. L’automorphisme de A défini par la composition
de ces trois isomorphismes est alors égal à l’automorphisme de Fp-algèbres envoyant X sur Y
et Y sur X, et non pas à l’identité de A.

Description du (Aq−1−r, Ar)-bimodule Br

Les calculs menés dans la preuve du Lemme 6.3.1 montrent que si l’on considère, pour tout
entier n ∈ Z, l’élément Srn ∈ Br correspondant (par réciprocité de Frobenius) à la fonction fn de
la composante (IS , ω

r)-isotypique de indGSIS (ωq−1−r) ayant pour support ISs1α
−n
0 IS = ISα

n
0s1IS

et pour valeur 1 en αn0s1, alors {Srn, n ∈ Z} est une base du Fp-espace vectoriel Br.
Les décompositions en doubles classes à gauche disjointes

IS(αn0s1)−1IS =


⊔

x∈A2(−n)+1

u(x)(αn0s1)−1IS si n ≤ 0 ,⊔
x∈A2n−1

u($Fx)(αn0s1)−1IS si n ≥ 1 ,

permettent alors de décrire 22 l’action des opérateurs Srn en calculant leur valeur sur la fonction
standard [I2, 1] ∈ indGSIS (ωr) (ce qui suffit à les caractériser par Fp-linéarité etGS-équivariance) :

Srn([I2, 1]) =


∑

x∈A2(−n)+1

[u(x)(αn0s1)−1, 1] si n ≤ 0∑
x∈A2n−1

[u($Fx)(αn0s1)−1, 1] si n ≥ 1

=


∑

x∈A2(−n)+1

[u(x)αn0s1, (−1)q−1−r] si n ≤ 0∑
x∈A2n−1

[u($Fx)αn0s1, (−1)q−1−r] si n ≥ 1 .

Comme nous l’avons déjà indiqué, cela n’a pas de sens de vouloir composer directement deux
éléments de Br. Cependant, on peut composer un élément de Br par un élément de Ar (à droite)

22. Toujours par réciprocité de Frobenius compacte.
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ou de Aq−1−r (à gauche). Le résultat de ces compositions fait l’objet du prochain énoncé, que
l’on démontre par calcul direct à partir des formules explicites données ci-avant.

Lemme 6.3.31. Soit n ∈ N.
1. Pour tout n ≥ 0, on a{

Tq−1−r ◦ Sr−n = Sr−(n+1) ; Sr−n ◦ Tr = 0 ;

Sq−1−r ◦ Sr−n = 0 ; Sr−n ◦ Sr = Sr−(n+1) .

2. Pour tout n ≥ 1, on a{
Tq−1−r ◦ Srn = 0 ; Srn ◦ Tr = Srn+1 ;
Sq−1−r ◦ Srn = Srn+1 ; Srn ◦ Sr = 0 .

Démonstration. Par GS-équivariance et Fp-linéarité des opérateurs considérés, il nous suffit de
vérifier que l’on dispose des égalités annoncées après évaluation en [I2, 1] ∈ indGSIS (ωr). Nous
allons tout d’abord calculer l’action de Tq−1−r et de Sq−1−r par composition à droite, puis nous
nous occuperons de l’action de Tr et de Sr par composition à gauche.

On commence par supposer que n ≥ 0. On a tout d’abord

(Tq−1−r ◦ Sr−n)([I2, 1]) = Tq−1−r

 ∑
x∈A2n+1

[u(x)α−n0 s1, (−1)q−1−r]


=

∑
x∈A2n+1

∑
y∈A2

[u(x)α−n0 s1u(−$F y)α0, (−1)q−1−r]

=
∑

x∈A2n+1

∑
y∈A2

[u(x)α−n0 u($F y)s1α0, (−1)q−1−r]

=
∑

x∈A2n+1

∑
y∈A2

[u(x)u($2n+1
F y)α−n0 s1α0, (−1)q−1−r]

=
∑

z∈A2n+3

[u(z)α
−(n+1)
0 s1, (−1)q−1−r]

= Sr−(n+1)([I2, 1]) .

On déduit notamment de ces égalités que l’on a Sq−1−r ◦Sr−n = Sq−1−r ◦Tnq−1−r ◦Sr0 pour tout
n ≥ 0, ce qui montre déjà que Sq−1−r ◦ Sr−n = 0 si n ≥ 1 puisque la Remarque 6.3.30 assure
que Sq−1−r ◦ Tq−1−r = 0. Lorsque n = 0, on a directement

(Sq−1−r ◦ Sr0)([I2, 1]) = Sq−1−r

∑
x∈A1

[u(x)s1, (−1)q−1−r]


=

∑
x∈A1

∑
y∈A2

[u(x)s1u(−y)α−1
0 , (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A2

[u(x)s1α
−1
0 u(−$−2

F y), (−1)q−1−r] ,
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soit donc

(Sq−1−r ◦ Sr0)([I2, 1]) =
∑
x∈A1

[u(x)α0s1, (−1)q−1−r]

+
∑
x∈A1

∑
y∈A2\{0}

[u(x)α0s1u($2
F y
−1)

(
−$−2

F y −1
0 −$2

F y
−1

)
s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A1

[α0s1u(−$2
Fx), (−1)q−1−r]

+
∑
x∈A1

∑
y∈A2\{0}

[u(x)α0u(−$2
F y
−1)s1

(
−$−2

F y −1
0 −$2

F y
−1

)
s1, (−1)q−1−r] .

Sachant que u(−$2
Fx) appartient à IS(1) pour tout élément x ∈ A1, on obtient déjà la nullité

de la première somme qui apparaît dans l’expression ci-dessus (car, une fois encore, Card(A1) ≡
0 [p]). Ceci prouve que l’on a en fait

(Sq−1−r ◦ Sr0)([I2, 1]) =
∑
x∈A1

∑
y∈A2\{0}

[u(x)α0u(−$2
F y
−1)s1

(
−$−2

F y −1
0 −$2

F y
−1

)
s1, (−1)q−1−r] .

On remarque alors que l’on dispose, pour tout y ∈ A2\{0}, des identités matricielles suivantes :

u(−$2
F y
−1)s1

(
−$−2

F y −1
0 −$2

F y
−1

)
s1 =

(
0 −1
1 $2

F y
−1

)(
−1 $−2

F y
−$2

F y
−1 0

)

=

(
$2
F y 0

−1− ($2
F y
−1)2 $−2

F y

)

= α−2
0

(
y−1 0
0 y

)
u(−$2

F y
−1(1 + ($2

F y
−1)2)) .

Etant donné que $2
F y
−1 appartient à pF pour tout coefficient y ∈ A2\{0}, on a ainsi montré

que u(−$2
F y
−1)s1

(
−$−2

F y −1
0 −$2

F y
−1

)
s1 appartient à αZ

0 IS , ce qui montre que le support

de (Sq−1−r ◦Sr0)([I2, 1]) est contenu dans ISαZ
0 IS , et implique donc que la nullité de la fonction

(Sq−1−r ◦ Sr0)([I2, 1]) grâce à la Remarque 6.3.2.

Supposons maintenant que n ≥ 1. On a tout d’abord

(Sq−1−r ◦ Srn)([I2, 1]) = Sq−1−r

 ∑
x∈A2n−1

[u($Fx)αn0s1, (−1)q−1−r]


=

∑
x∈A2n−1

∑
y∈A2

[u($Fx)αn0s1u(−y)α−1
0 , (−1)q−1−r]

=
∑

x∈A2n−1

∑
y∈A2

[u($Fx)αn0u(y)s1α
−1
0 , (−1)q−1−r]

=
∑

x∈A2n−1

∑
y∈A2

[u($Fx)u($2n
F y)αn0s1α

−1
0 , (−1)q−1−r] ,
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ce qui s’écrit aussi

(Sq−1−r ◦ Srn)([I2, 1]) =
∑

x∈A2n−1

∑
y∈A2

[u($F (x+$2n−1
F y))αn+1

0 s1, (−1)q−1−r]

=
∑

z∈A2n+1

[u($F z)α
n+1
0 s1, (−1)q−1−r]

= Srn+1([I2, 1]) ,

et prouve donc que l’on a Sq−1−r ◦Srn = Srn+1. On en déduit en particulier que pour tout entier
n ≥ 2, on a Tq−1−r ◦Srn = Tq−1−r ◦Sn−1

q−1−r ◦Sr1 = 0 car nous savons grâce à la Remarque 6.3.30
que Tq−1−r ◦ Sq−1−r = 0. Lorsque n = 1, on dispose directement du calcul suivant :

(Tq−1−r ◦ Sr1)([I2, 1]) = Tq−1−r

∑
x∈A1

[u($Fx)α0s1, (−1)q−1−r]


=

∑
x∈A1

∑
y∈A2

[u($Fx)α0s1u(−$F y)α0, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A2

[u($Fx)α0u($F y)s1α0, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A2

[u($Fx)u($−1
F y)s1, (−1)q−1−r] ,

que l’on peut réécrire sous la forme

(Tq−1−r ◦ Sr1)([I2, 1]) =
∑
x∈A1

∑
y0∈A1

∑
y1∈A1

[u($Fx)u(y1)u($−1
F y0)s1, (−1)q−1−r)]

=
∑
x∈A1

∑
y1∈A1

[u($Fx)u(y1)s1, (−1)q−1−r]

+
∑
x∈A1

∑
y1∈A1

∑
y0∈A1\{0}

[u($Fx)u(y1)u($F y
−1
0 )

(
$−1
F y0 −1

0 $F y
−1
0

)
, (−1)q−1−r] .

La première double somme qui apparaît dans cette nouvelle expression peut être découpée de
la façon suivante :∑

x∈A1

[u($Fx)s1, (−1)q−1−r] +
∑
x∈A1

∑
y1∈A1\{0}

[u($Fx)u(y−1
1 )

(
y1 −1

0 y−1
1

)
, (−1)q−1−r] .

Etant donné que u($Fx)s1 = s1u(−$Fx) appartient à s1IS(1) pour tout coefficient x ∈ A1,
on a déjà

∑
x∈A1

[u($Fx)s1, (−1)q−1−r] = 0. Par ailleurs, si x appartient à A1 et si y1 appartient

à A1\{0}, on a aussi

u($Fx)u(y−1
1 )

(
y1 −1

0 y−1
1

)
= u(y−1

1 )u($Fx)

(
y1 −1

0 y−1
1

)

= u(y−1
1 )

(
y1 −1

$F y1x y−1
1 −$Fx

)

= u(y−1
1 )

(
y1 −1

0 y−1
1

)(
1 +$Fxy1 −$Fx
$Fxy

2
1 1−$Fxy1

)
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avec
(

1 +$Fxy1 −$Fx
$Fxy

2
1 1−$Fxy1

)
qui appartient à IS(1) puisque x et y1 appartiennent tous

deux à A1. On déduit donc de tout ceci que

∑
x∈A1

∑
y1∈A1\{0}

[u($Fx)u(y−1
1 )

(
y1 −1

0 y−1
1

)
, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A1

∑
y1∈A1\{0}

[u(y−1
1 )

(
y1 −1

0 y−1
1

)
, (−1)q−1−r]

= Card(A1)

 ∑
y1∈A1\{0}

[u(y−1
1 )

(
y1 −1

0 y−1
1

)
, (−1)q−1−r]


= 0 ,

la dernière égalité venant de la nullité de Card(A1) dans Fp. Ceci prouve finalement que
(Tq−1−r ◦ Sr1)([I2, 1]) est en fait égal à

∑
x∈A1

∑
y1∈A1

∑
y0∈A1\{0}

[u($Fx)u(y1)u($F y
−1
0 )

(
$−1
F y0 −1

0 $F y
−1
0

)
, (−1)q−1−r]

ou encore à

∑
x∈A1

∑
y1∈A1

∑
y0∈A1\{0}

[u($Fx)u(y1)u($F y
−1
0 )α0

(
y0 −$F

0 y−1
0

)
, (−1)q−1−r] .

En particulier, le support de cet élément est contenu dans ISαZ
0 IS , ce qui implique que l’on doit

avoir (Tq−1−r ◦Sr1)([I2, 1]) = 0 d’après la Remarque 6.3.2, et prouve donc que Tq−1−r ◦Sr1 = 0.

Passons à présent à l’étude de l’action de Tr et de Sr sur Br, en regardant d’abord son com-
portement sur les opérateurs Sr−n avec n ≥ 0. Grâce aux relations déjà prouvées, il nous suffit
de savoir calculer Sr0 ◦ Tr et Sr0 ◦ Sr. Nous commençons par le calcul de Sr0 ◦ Sr : d’après les
formules données ci-avant, on a

(Sr0 ◦ Sr)([I2, 1]) = Sr0

∑
x∈A2

[u(−x)α−1
0 , 1]


=

∑
x∈A2

∑
y∈A1

[u(−x)α−1
0 u(y)s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A2

∑
y∈A1

[u(−x)u($2
F y)α−1

0 s1, (−1)q−1−r]

=
∑
z∈A3

[u(z)α−1
0 s1, (−1)q−1−r]

= Sr−1([I2, 1]) ,

ce qui prouve par GS-équivariance et Fp-linéarité que Sr0 ◦Sr = Sr−1. Une récurrence sur n ≥ 0
permet alors d’en déduire que :

∀ n ≥ 0, Sr−n ◦ Sr = T−nq−1−r ◦ S
r
0 ◦ Sr = T−nq−1−r ◦ S

r
−1 = Sr−(n+1) .
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Calculons maintenant Sr0 ◦ Tr en identifiant sa valeur en [I2, 1]. On a tout d’abord

(Sr0 ◦ Tr)([I2, 1]) = Sr0

∑
x∈A2

[u(−$Fx)α0, 1]


=

∑
x∈A2

∑
y∈A1

[u(−$Fx)α0u(y)s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A2

[u($Fx)α0s1, (−1)q−1−r]

+
∑
x∈A2

∑
y∈A1\{0}

[u(−$Fx)α0u(y−1)

(
y −1
0 y−1

)
] .

La première somme qui apparaît dans le membre de droite de l’expression ci-dessus peut être
réécrite sous la forme suivante :∑

x∈A2

[u($Fx)α0s1, (−1)q−1−r] =
∑
x0∈A1

∑
x1∈A1

[u($Fx0)u($2
Fx1)α0s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x0∈A1

∑
x1∈A1

[u($Fx0)α0s1u(−x1), (−1)q−1−r]

=
∑
x0∈A1

Card(A1)[u($Fx0)α0s1, (−1)q−1−r] ,

où le passage de la seconde égalité à la troisième est possible puisque u(−z) appartient à
IS(1) pour tout coefficient z ∈ A1. Sachant que Card(A1) ≡ 0 [p], on obtient ainsi la nul-
lité de la somme considérée, ce qui montre que l’élément (Sr0 ◦ Tr)([I2, 1]) est en fait égal à∑
x∈A2

∑
y∈A1\{0}

[u(−$Fx)α0u(y−1)

(
y −1
0 y−1

)
, (−1)q−1−r], ou encore à

∑
x∈A2

∑
y∈A1\{0}

[u(−$Fx)u($2
F y
−1)α0

(
y −1
0 y−1

)
, (−1)q−1−r]

qui est à support contenu dans ISαZ
0 IS . La Remarque 6.3.2 implique alors la nullité de cet

élément, ce qui prouve bien que Sr0 ◦ Tr = 0.

Supposons enfin que l’on ait n ≥ 1. Là encore, les formules démontrées ci-avant justifient qu’il
nous suffit de calculer Sr1 ◦ Tr et Sr1 ◦ Sr. On a tout d’abord

(Sr1 ◦ Tr)([I2, 1]) = Sr1

∑
x∈A2

[u(−$Fx)α0, 1]


=

∑
x∈A2

∑
y∈A1

[u(−$Fx)α0u($F y)α0s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A2

∑
y∈A1

[u(−$F (x−$2
F y))α2

0s1, (−1)q−1−r]

=
∑
z∈A3

[u($F z)α
2
0s1, (−1)q−1−r]

= Sr2([I2, 1]) ,
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ce qui démontre que l’on a Sr1 ◦ Tr = Sr2 . On en déduit alors par récurrence que l’on a, pour
tout n ≥ 1,

Srn ◦ Tr = Sn−1
q−1−r ◦ S

r
1 ◦ Tr = Srn+1 .

Calculons enfin la valeur de Sr1 ◦ Sr en [I2, 1]. Par définition des opérateurs en jeu, on a

(Sr1 ◦ Sr)([I2, 1]) = Sr1

∑
x∈A2

[u(−x)α−1
0 , 1]


=

∑
x∈A2

∑
y∈A1

[u(−x)α−1
0 u($F y)α0s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A2

∑
y∈A1

[u(−x)u($−1
F y)s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x∈A2

[u(−x)s1, (−1)q−1−r]

+
∑
x∈A2

∑
y∈A1\{0}

[u(−x)u($F y
−1)s1

(
$−1
F y 1
0 $F y

−1

)
s1, (−1)q−1−r]

=
∑
x0∈A1

∑
x1∈A1

[u(−x0)s1u($Fx1), (−1)q−1−r]

+
∑
x∈A2

∑
y∈A1\{0}

[u(−x+$F y
−1)

(
$F y

−1 0

1 $−1
F y

)
, (−1)q−1] .

Puisque u($Fx1) appartient à IS(1) pour tout coefficient x1 ∈ A1, la première somme qui
apparaît dans l’expression ci-dessus est égale à

∑
x0∈A1

Card(A1)[u(−x0)s1, (−1)q−1−r], et est

donc nulle puisque Card(A1) est congru à 0 modulo p. Par suite, l’élément (Sr1 ◦Sr)([I2, 1]) est
en fait égal à ∑

x∈A2

∑
y∈A1\{0}

[u(−x+$F y
−1)

(
$F y

−1 0

1 $−1
F y

)
, (−1)q−1] ,

c’est-à-dire à ∑
x∈A2

∑
y∈A1\{0}

[u(−x+$F y
−1)α−1

0

(
y−1 0
$F y

)
, (−1)q−1] ,

et est donc de support inclus dans ISαZ
0 IS . D’après la Remarque 6.3.2, cet élément doit être

nul, ce qui prouve que Sr1 ◦ Sr est identiquement nul et termine la démonstration.

Description du (Ar, Aq−1−r)-bimodule Bq−1−r

Les calculs menés dans la sous-section précédente restent entièrement valables, sous peine
d’échanger les paramètres r et q − 1 − r, lorsque l’on cherche à obtenir la structure du
(Ar, Aq−1−r)-bimodule Bq−1−r. On obtient donc directement qu’une base du Fp-espace vec-
toriel Bq−1−r est donnée par la famille {Sq−1−r

n , n ∈ Z} caractérisée par les égalités suivantes :

∀ n ∈ Z, Sq−1−r
n ([I2, 1]) =


∑

x∈A2(−n)+1

[u(x)αn0s1, (−1)r] si n ≤ 0∑
x∈A2n−1

[u($Fx)αn0s1, (−1)r] si n ≥ 1 .
,
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puis que la structure de (Ar, Aq−1−r)-bimodule portée par Bq−1−r est donnée par les formules
suivantes, qui sont l’exact analogue de celles données dans le Lemme 6.3.31.

Lemme 6.3.32. Soit n ∈ N.
1. Pour tout n ≥ 0, on a{

Tr ◦ Sq−1−r
−n = Sq−1−r

−(n+1) ; Sq−1−r
−n ◦ Tq−1−r = 0 ;

Sr ◦ Sq−1−r
−n = 0 ; Sq−1−r

−n ◦ Sq−1−r = Sq−1−r
−(n+1) .

2. Pour tout n ≥ 1, on a{
Tr ◦ Sq−1−r

n = 0 ; Sq−1−r
n ◦ Tq−1−r = Sq−1−r

n+1 ;

Sr ◦ Sq−1−r
n = Sq−1−r

n+1 ; Sq−1−r
n ◦ Sq−1−r = 0 .

Description des éléments de Br ◦Bq−1−r dans Aq−1−r

Pour disposer d’une description complète des éléments de l’algèbre H̃S(r), il nous faut décrire
les éléments de la forme Skn ◦ S

q−1−k
m ∈ Aq−1−k pour tous entiers n,m ∈ Z et pour tout

paramètre k ∈ {r, q − 1 − r}. Nous allons traiter dans cette sous-section le cas du paramètre
k = r : celui du paramètre k = q− 1− r s’obtient par les mêmes calculs (en y échangeant bien
entendu les rôles de r et de q − 1− r), et les résultats qui lui sont associés seront donnés dans
la sous-section suivante.
D’après les relations obtenues dans le Lemme 6.3.31, il nous suffit de calculer Sr1 ◦ S

q−1−r
1 ,

Sr ◦ Sq−1−r
1 ◦ Sr0 , Sr0 ◦ S

q−1−r
1 et Sr0 ◦ S

q−1−r
0 pour connaître tous les éléments de Br ◦Bq−1−r.

Lemme 6.3.33. On dispose des égalités suivantes dans Aq−1−r :{
Sr1 ◦ S

q−1−r
1 = 0 ; Sr0 ◦ S

q−1−r
1 = (−1)rTq−1−r ;

Sr1 ◦ S
q−1−r
0 = (−1)rSq−1−r ; Sr0 ◦ S

q−1−r
0 = 0 .

Démonstration. Par GS-équivariance et Fp-linéarité, il nous suffit de vérifier que l’on dispose
des égalités voulues après évaluation en [I2, 1] ∈ indGSIS (ωq−1−r). On a tout d’abord

(Sr1 ◦ S
q−1−r
1 )([I2, 1]) = Sr1

∑
x∈A1

[u($Fx)α0s1, (−1)r]


=

∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u($Fx)α0s1u($F y)α0s1, (−1)q−1]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u($Fx)α0u(−$F y)α−1
0 , (−1)r]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u($Fx)u(−$−1
F y), (−1)r]

=
∑
x∈A1

[u($Fx), (−1)r]

+
∑
x∈A1

∑
y∈A1\{0}

[u($Fx)u(−$F y
−1)

(
$−1
F y 1
0 $F y

−1

)
s1, (−1)q−1] .
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Comme u($Fx) appartient à IS(1) pour tout élément x ∈ A1, la première somme qui apparaît
dans l’expression ci-dessus est égale à Card(A1)[I2, (−1)r], et est donc nulle car Card(A1) ≡
0 [p]. On obtient ainsi que

(Sr1 ◦ S
q−1−r
1 )([I2, 1]) =

∑
x∈A1

∑
y∈A1\{0}

[u($F (x− y−1))α0

(
y $F

0 y−1

)
s1, (−1)r]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A1\{0}

[u($F (x− y−1))s1α
−1
0

(
y−1 0
−$F y

)
, (−1)r]

est un élément de Aq−1−r dont le support est contenu dans ISs1α
Z
0 IS , ce qui implique qu’il est

nul d’après la Proposition 3.5.30 et prouve donc que l’on a Sr1 ◦ S
q−1−r
1 = 0. Calculons ensuite

(Sr1 ◦ S
q−1−r
0 )([I2, 1]). Les définitions des opérateurs Sr1 et Sq−1−r

0 assurent directement que

(Sr1 ◦ S
q−1−r
0 )([I2, 1]) = Sr1

∑
x∈A1

[u(x)s1, (−1)r]


=

∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u(x)s1u($F y)α0s1, (−1)q−1]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u(x)u(−$F y)α−1
0 , (−1)r]

=
∑
z∈A2

[u(−z)α−1
0 , (−1)r]

= (−1)rSq−1−r([I2, 1]) ,

ce qui prouve que l’on a effectivement Sr1 ◦ S
q−1−r
0 = (−1)rSq−1−r.

Passons maintenant au calcul de (Sr0 ◦S
q−1−r
1 )([I2, 1]). Par définition des opérateurs en jeu, on

a directement

(Sr0 ◦ S
q−1−r
1 )([I2, 1]) = Sr0

∑
x∈A1

[u($Fx)α0s1, (−1)r]


=

∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u($Fx)α0s1u(y)s1, (−1)q−1]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u($Fx)α0u(−y), (−1)r]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u($Fx)u(−$2
F y)α0, (−1)r]

=
∑
z∈A2

[u(−$F z)α0, (−1)r]

= (−1)rT q−1−r([I2, 1]) ,

ce qui prouve que Sr0 ◦ S
q−1−r
1 = (−1)rTq−1−r. Enfin, pour calculer (Sr0 ◦ S

q−1−r
0 )([I2, 1]), il
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suffit d’écrire que

(Sr0 ◦ S
q−1−r
0 )([I2, 1]) = Sr0

∑
x∈A1

[u(x)s1, (−1)r]


=

∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u(x)s1u(y)s1, (−1)q−1]

=
∑
x∈A1

∑
y∈A1

[u(x)u(−y), (−1)r]

=
∑
x∈A1

[u(x), (−1)r] +
∑
x∈A1

∑
y∈A1\{0}

[u(x)u(−y−1)s1

(
y −1
0 y−1

)
, (−1)q−1]

= (−1)q−1
∑
x∈A1

[u(x− y−1)s1, y
q−1−r] ,

ce qui montre que (Sr0 ◦ S
q−1−r
0 )([I2, 1]) est un élément de Aq−1−r dont le support est contenu

dans ISs1IS , et implique donc sa nullité grâce à la Proposition 3.5.30. On en conclut par GS-
équivariance et Fp-linéarité que l’on a Sr0 ◦ S

q−1−r
0 = 0, ce qui termine la démonstration.

En combinant les relations précédentes à celles démontrées dans le Lemme 3.3, on obtient
les formules plus générales suivantes.

Corollaire 6.3.34. Soient m ∈ Z et n ∈ N. On dispose des égalités suivantes dans Aq−1−r.

1. Si n ≥ 0, alors on a

Sr−n ◦ Sq−1−r
m =

{
(−1)rTn+m

q−1−r si m ≥ 1 ;

0 si m ≤ 0 .

2. Si n ≥ 1, alors on a

Srn ◦ Sq−1−r
m =

{
(−1)rSn−mq−1−r si m ≤ 0 ;

0 si m ≥ 1 .

Démonstration. Supposons que n ∈ N et que m ∈ Z. Si m ≥ 1, les expressions obtenues dans
le Lemme 3.3 nous permettent alors d’écrire que

Sr−n◦Sq−1−r
m = Tnq−1−r◦Sr0 ◦S

q−1−r
1 ◦Tm−1

q−1−r = Tnq−1−r◦((−1)rTq−1−r)◦Tm−1
q−1−r = (−1)rTm+n

q−1−r ,

tandis que si m ≤ 0, on a plutôt

Sr−n ◦ Sq−1−r
m = Tnq−1−r ◦ Sr0 ◦ S

q−1−r
0 ◦ S−mq−1−r = 0 .

Supposons maintenant que n ≥ 1. Si m ≥ 1, les formules du Lemme 3.3 nous donnent cette
fois

Srn ◦ Sq−1−r
m = Sn−1

q−1−r ◦ S
r
1 ◦ S

q−1−r
1 ◦ Tm−1

q−1−r = 0 ,

tandis que si m ≤ 0, on a

Srn◦Sq−1−r
m = Sn−1

q−1−r ◦S
r
1 ◦S

q−1−r
0 ◦S−mq−1−r = Sn−1

q−1−r ◦((−1)rSq−1−r)◦S−mq−1−r = (−1)rSn−mq−1−r .
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Description des éléments de Bq−1−r ◦Br dans Ar

Comme nous l’avons déjà dit, les preuves des résultats énoncés dans la sous-section précé-
dente sont valables ligne à ligne une fois que l’on a échangé les rôles tenus par les paramètres
r et q − 1− r. On dispose donc en particulier des deux énoncés suivants.

Lemme 6.3.35. On dispose des égalités suivantes dans Ar :{
Sq−1−r

1 ◦ Sr1 = 0 ; Sq−1−r
0 ◦ Sr1 = (−1)q−1−rTr ;

Sq−1−r
1 ◦ Sr0 = (−1)q−1−rSr ; Sq−1−r

0 ◦ Sr0 = 0 .

Corollaire 6.3.36. Soient m ∈ Z et n ∈ N. On dispose des égalités suivantes dans Ar.

1. Si n ≥ 0, alors on a

Sq−1−r
−n ◦ Srm =

{
(−1)q−1−rTn+m

r si m ≥ 1 ;
0 si m ≤ 0 .

2. Si n ≥ 1, alors on a

Sq−1−r
n ◦ Srm =

{
(−1)q−1−rSn−mr si m ≤ 0 ;
0 si m ≥ 1 .

6.3.7 Modules simples sur la deuxième algèbre de Hecke-Iwahori

Nous avons précédemment expliqué que la description des H1
S-modules simples à droite

passe par la compréhension de la structure des H̃S(r)-modules simples à droite. Pour ce faire,
nous démontrons tout d’abord qu’un tel module est nécessairement de dimension 1 ou 2 sur
Fp, puis nous déterminons ensuite tous les modules simples de dimension sur Fp fixée.

A cet effet, nous devons introduire quelques notations supplémentaires. Nous notons e1

et e2 les idempotents de H̃S(r) respectivement définis par l’application identité de Ar et de
Aq−1−r (via le plongement diagonal de Ar ⊕ Aq−1−r dans H̃S(r)). Ils satisfont aux relations
usuelles, à savoir 23 eiej = δijei pour tous indices i, j ∈ {1, 2} et e1 + e2 = 1. Enfin, pour tout
élément T ∈ H̃S(r) et tout H̃S(r)-module à droite M , on notera m|T l’action à droite de T
sur un vecteur m ∈M .

Majoration de la dimension des H̃S(r)-modules simples à droite

Théorème 6.3.37. Tout H̃S(r)-module simple à droite est de dimension finie sur Fp égale à
1 ou à 2.

Démonstration. Soit M un H̃S(r)-module simple à droite. Notons M1 := M |e1 et M2 := M |e2

les images respectives deM sous l’action des idempotents e1 et e2 de H̃S(r), de sorte que l’on a
une décomposition en Fp-espaces vectoriels de la forme M = M1⊕M2. Par ailleurs, l’action de
H̃S(r) sur M munit naturellement M1 d’une structure de sous-Ar-module de M et M2 d’une
structure de sous-Aq−1−r-module de M .
Supposons que M1 soit non nul et considérons un sous-Ar-module non nul V1 de M1. Les
relations qui existent entre les éléments de H̃S(r) (démontrées dans la Section 6.3.6 ci-avant)
assurent que V := V1 + (V1|Br) est stable sous l’action de H̃S(r), ce qui implique que l’on
a V = M par simplicité de M , et donc V1 = M1 après application de l’idempotent e1. Nous

23. On désigne par δij le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si i = j et 0 sinon.
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avons ainsi prouvé que siM1 est non nul, alors c’est un module simple à droite sur la Fp-algèbre
commutative Ar, et il doit par conséquent nécessairement être de dimension 1 sur Fp.
De la même manière, on démontre que si M2 est non nul, alors c’est un module simple à droite
sur la Fp-algèbre commutative Aq−1−r, et il est donc forcément de dimension 1 sur Fp. La
décomposition M = M1 ⊕M2 achève alors de prouver que M est de dimension finie sur Fp
égale 24 à 1 ou à 2.

Réciproquement, nous devons maintenant déterminer tous les H̃S(r)-modules à droite simples
de dimension 1 ou 2 sur Fp. Pour ce faire, nous commençons par remarquer le rôle important
joué par les caractères de la Fp-algèbre commutative A = Fp[X,Y ]/(XY, Y X) dans le décou-
page des H̃S(r)-modules à droite. Ces caractères se répartissent en deux familles paramétrées
par λ ∈ Fp : les caractères µ1(λ) qui envoient X sur λ et Y sur 0, et les caractères µ2(λ) qui
envoient X sur 0 et Y sur λ. Notons que lorsque λ = 0, on a µ1(0) = µ2(0) que l’on notera
simplement µ(0), et que ce sont les seules égalités possibles entre deux caractères de A.
Pour simplifier la compréhension des notations utilisées par la suite, nous désignerons par µri (λ)
le Fp-caractère de Ar défini par µi(λ) après application de l’isomorphisme Ar ' A établi dans
le Théorème 6.3.29. Par exemple, µr1(λ) est le Fp-caractère de Ar envoyant Tr sur λ et Sr sur
0. On notera µr(0) = µr1(0) = µr2(0) le Fp-caractère de Ar envoyant Tr et Sr sur 0. Pour des
raisons qui apparaîtront dans la prochaine section, ce caractère sera appelé le caractère super-
singulier de Ar. De la même manière, on dispose des Fp-caractères µq−1−r

i (λ) de Aq−1−r, avec
i ∈ {1, 2} et λ ∈ Fp, et l’on notera µq−1−r(0) le caractère supersingulier de Aq−1−r.

Classification des H̃S(r)-modules à droite simples

Fixons un H̃S(r)-module à droite simple M . Tout comme dans la preuve du Théorème 6.3.37,
nous posons Mi := M |ei pour tout indice i ∈ {1, 2}, ce qui fournit une décomposition du
Fp-espace vectoriel M sous la forme M1 ⊕M2. La structure de H̃S(r)-module à droite de M
munit alors M1 (resp. M2) d’une structure de Ar-module (resp. de Aq−1−r-module) à droite,
et le Théorème 6.3.37 assure que M1, M2 sont chacun de dimension 0 ou 1 sur Fp.

Traitons tout d’abord le cas où M est de dimension 1 sur Fp, ce qui revient à dire qu’il
existe un paramètre λ ∈ Fp et un indice i ∈ {1, 2} tels que l’on ait (M1,M2) = (µri (λ), 0) ou
(M1,M2) = (0, µq−1−r

i (λ)). Supposons par exemple queM1 soit non nul, i.e. de la forme µri (λ),
et fixons un vecteur non nul m ∈ M1. Les opérateurs Tr et Sr de Ar, vus comme élément de
H̃S(r), agissent alors respectivement sur m par les scalaires δ1iλ et δ2iλ :{

m|Tr = δ1iλm ;
m|Sr = δ2iλm .

Remarquons maintenant que les formules démontrées dans le Lemme 6.3.35 prouvent en par-
ticulier que l’on a Tr = (−1)q−1−r(Sq−1−r

0 ◦ Sr1) et Sr = (−1)q−1−r(Sq−1−r
1 ◦ Sr0). Comme on

a supposé que M2 = {0} et puisque l’action de Br sur M envoie M1 dans M2, on obtient
nécessairement que{

m|Tr = (−1)q−1−rm|(Sq−1−r
0 ◦ Sr1) = (−1)q−1−r(m|Sr1)|Sq−1−r

0 = 0 ,

m|Sr = (−1)q−1−rm|(Sq−1−r
1 ◦ Sr0) = (−1)q−1−r(m|Sr0)|Sq−1−r

1 = 0 ,

ce qui implique que l’on doit avoir λ = 0 par comparaison des deux expressions donnantm|Tr ou
m|Sr selon la valeur de i. Réciproquement, les formules obtenues dans la Section 6.3.6 assurent
que M1(0) := µr(0) ⊕ {0} est bien un module à droite sur H̃S(r), et il est manifestement de
dimension 1 sur Fp.

24. Le cas de la dimension 0 est exclu car on a supposé que M est simple, donc non nul.
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Les mêmes arguments, reposant cette fois sur l’utilisation du Lemme 6.3.33, montrent que
lorsque M2 est non nul, la seule possibilité est d’avoir M = M2(0) := {0} ⊕ µq−1−r(0), qui est
bien stable sous l’action de H̃S(r). On a donc finalement démontré le résultat suivant.

Théorème 6.3.38. Il existe deux H̃S(r)-modules à droite simples de dimension 1 sur Fp, à
savoir les caractères M1(0) := µr(0)⊕ {0} et M2(0) := {0} ⊕ µq−1−r(0).

Supposons maintenant que M soit un H̃S(r)-module à droite simple de dimension 2 sur
Fp, ce qui signifie qu’il existe deux indices i, j ∈ {1, 2} et deux paramètres λi, λj ∈ Fp tels que
M1 = µri (λi) et M2 = µq−1−r

j (λj). Remarquons tout d’abord que la simplicité de M nécessite,
d’après les résultats que l’on a obtenus ci-avant sur la structure des H̃S(r)-modules simples de
dimension 1, que les paramètres λi et λj soient tous deux non nuls.
Fixons maintenant un vecteur non nul m1 ∈ M1. Les vecteurs m1|Sr0 et m1|Sr1 appartiennent
alors tous deux à M2, et ils ne peuvent en outre pas être simultanément nuls : si c’était le cas,
on pourrait en effet reprendre les calculs menés dans la sous-section précédente (à partir des
Lemmes 6.3.33 et 6.3.35) pour prouver la nullité de λi, ce qui contredirait la simplicité de M .
Supposons par exemple quem1|Sr0 soit non nul et appliquons-lui l’opérateur l’opérateur Sq−1−r :
le Lemme 6.3.31 assure alors que l’on a

δ2jλj(m1|Sr0) = (m1|Sr0)|Sq−1−r
= m1|(Sq−1−r ◦ Sr0)
= 0 ,

ce qui implique que δ2j = 0, i.e que j = 1. Si l’on applique maintenant l’opérateur Tq−1−r au
vecteur m1|Sr0 , on obtient, de nouveau grâce au Lemme 6.3.31, que

δ1jλj(m1|Sr0) = (m1|Sr0)|Tq−1−r
= m1|(Tq−1−r ◦ Sr0)
= m1|Sr−1

= m1|(Sr0 ◦ Sr)
= (m1|Sr)|Sr0
= δi2λi(m1|Sr0) ,

ce qui montre par non-nullité de m1|Sr0 et de δ1j que l’on a forcément δi2 = 1, i.e. i = 2, et
λi = λj .
On a ainsi prouvé que sim1|Sr0 est non nul, alors il doit exister un paramètre λ ∈ F×p tel que l’on
ait M1 = µr2(λ) et M2 = µq−1−r

1 (λ). De la même manière, on démontre que si m1|Sr1 est non
nul, alors il doit exister un paramètre λ ∈ F×p tel que l’on ait M1 = µr1(λ) et M2 = µq−1−r

2 (λ).
On définit réciproquement, pour tout scalaire non nul λ ∈ Fp, deux Fp-espaces vectoriels
M12(λ) := Fpm1 ⊕ Fpm2 et M21(λ) := Fpn1 ⊕ Fpn2 que l’on munit des relations suivantes :

m1|Sr0 = 0 ;
m1|Sr1 = m2 ;
m1|Tr = λm1 ;
m1|Sr = 0 ;
m1|Tq−1−r = 0 ;
m1|Sq−1−r = 0 ;

m1|Sq−1−r
0 = 0 ;

m1|Sq−1−r
1 = 0 ;

et



n1|Sr0 = n2 ;
n1|Sr1 = 0 ;
n1|Tr = 0 ;
n1|Sr = λn1 ;
n1|Tq−1−r = 0 ;
n1|Sq−1−r = 0 ;

n1|Sq−1−r
0 = 0 ;

n1|Sq−1−r
1 = 0 .

Rappelons que l’on dispose en particulier, pour les actions à droite que l’on considère 25, des
relations suivantes dans H̃S(r) :{

ArBq−1−r = BrAr = Bq−1−rAq−1−r = Aq−1−rBr = 0 ;
ArAq−1−r = BrBr = Bq−1−rBq−1−r = Aq−1−rAr = 0 .

25. Si l’on veut travailler avec une notation sous forme de composition (comme nous l’avons fait, lorsque
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Combinées aux formules démontrées dans la Section 6.3.6, elles permettent de vérifier directe-
ment que M12(λ) et M21(λ) sont bien munis d’une structure de module à droite sur H̃S(r). On
dispose par exemple des calculs suivants :

m2|Tq−1−r = m1|(Tq−1−r ◦ Sr1) = 0 ;
m2|Sq−1−r = m1|(Sq−1−r ◦ Sr1) = m1|(Sr1 ◦ Tr) = λm2 ;

m2|Sq−1−r
1 = m1|(Sq−1−r

1 ◦ Sr1) = 0 ;

m2|Sq−1−r
0 = m1|(Sq−1−r

0 ◦ Sr1) = (−1)q−1−rm1|Tr = (−1)q−1−rλm1 ;
m2|Tr = 0 ;
m2|Sr = 0 ;
m2|Sr0 = 0 ;
m2|Sr1 = 0 .

Ils montrent en outre que l’on a M12(λ) = µr1(λ) ⊕ µq−1−r
2 (λ), et l’on peut vérifier de même

que l’on a M21(λ) = µr2(λ)⊕µq−1−r
1 (λ). La description des caractères de H̃S(r) donnée dans la

sous-section précédente implique donc que M12(λ) et M21(λ) sont des H̃S(r)-modules à droite
simples de dimension 2 sur Fp. Il est enfin immédiat de voir que ce sont des modules deux à
deux non isomorphes puisqu’ils sont associés à des caractères centraux deux à deux distincts.
Si l’on récapitule ce qui précède, nous obtenons finalement l’énoncé suivant.

Théorème 6.3.39. Pour tout H̃S(r)-module à droite simpleM de dimension 2 sur Fp, il existe
un unique paramètre λ ∈ F×p tel queM soit isomorphe à l’un et un seul des deux H̃S(r)-modules
suivants :

M12(λ) := µr1(λ)⊕ µq−1−r
2 (λ) ou M21(λ) := µr2(λ)⊕ µq−1−r

1 (λ) .

On obtient donc finalement le résultat de classification suivant des H̃S(r)-modules simples.

Corollaire 6.3.40. La liste suivante fournit un système de représentants des classes d’isomor-
phisme des H̃S(r)-modules à droite simples :

– les caractères supersinguliers M1(0) et M2(0) ;
– les H̃S(r)-modules M12(λ) et M21(λ) avec λ ∈ F×p .

6.3.8 Structure de la troisième algèbre de Hecke-Iwahori

Comme nous l’avons vu dans le Lemme 6.3.1, l’étude des modules simples sur la pro-p-algèbre
de Hecke-Iwahori H(GS , IS(1),1) fait intervenir une troisième algèbre de Hecke-Iwahori qui
ne possède pas d’analogue lorsque l’on s’intéresse aux modules simples sur la pro-p-algèbre
de Hecke-Iwahori de G. Ce phénomène reflète l’existence d’un caractère d’ordre 2 du tore fini
TS(kF ) fournissant par inflation un Fp-caractère lisse d’ordre 2 du sous-groupe d’Iwahori IS
qui ne peut donc pas être étendu en un Fp-caractère lisse de GS . Cette propriété n’existe pas
lorsque l’on travaille avec le tore fini T (kF ) de G puisqu’un tel caractère pourrait être factorisé
à travers le déterminant 26, et donc étendu en un Fp-caractère lisse de G [V1, Section 2.1.1].

Nous définissons H?S comme la Fp-algèbre engendrée par la famille (T ?w )w∈WS
munie des rela-

tions suivantes :
– relations de tresse : si w,w′ ∈WS vérifient `(ww′) = `(w) + `(w′), alors T ?ww′ = T ?wT ?w′ ;
– relations quadratiques : pour tout i ∈ {0, 1}, (T ?si)

2 = 0.

cela avait un sens, dans la Section 6.3.6), il faut renverser les expressions en les lisant de droite à gauche.
Nous utilisons ici la notation sous forme d’action à droite car c’est celle qui apparaît naturellement lorsque
l’on travaille avec des modules issus d’espaces de vecteurs IS(1)-invariants, et qu’elle permet en outre de faire
directement les calculs dans H̃S(r) à l’aide de la multiplication matricielle usuelle.
26. C’est ce qui correspond au cas Iwahori dans [V1, Section 2.1].
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Tout comme pour l’algèbre de Hecke-Iwahori HS , on peut démontrer que H?S est le Fp-module
de base (T ?w )w∈WS

. De plus, la démonstration du Théorème 6.3.4 reste valable et permet de
prouver que H?S est la Fp-algèbre engendrée par les opérateurs T ?0 := T ?s0 et T ?1 := T ?s1 , qui sont
tous deux de carré nul à cause des relations quadratiques.
L’introduction de cette troisième algèbre de Hecke-Iwahori est justifiée par le résultat suivant,
dont la preuve s’effectue de la même façon que lorsque l’on cherche à démontrer l’existence
d’un isomorphisme entre l’algèbre de Hecke-Iwahori standard HS et l’algèbre de Hecke-Iwahori
H(GS , IS) (cf. Section 6.3.5).

Théorème 6.3.41. Notons f0 et f1 les éléments de EndFp[GS ](indGSIS (ω
q−1
2 )) qui sont respec-

tivement associés par réciprocité de Frobenius compacte aux éléments ψ0, ψ1 de indGSIS (ω
q−1
2 )

définis comme suit :
– l’élément ψ0 a pour support ISs0IS et vaut 1 en s0 ;
– l’élément ψ1 a pour support ISs1IS et vaut 1 en s1.

Il existe alors un unique morphisme de Fp-algèbres qui envoie f0 sur T ?0 et f1 sur T ?1 , et il
induit un isomorphisme de Fp-algèbres :

EndFp[GS ](indGSIS (ω
q−1
2 )) ' H?S .

Détermination du centre de H?S

La structure des résultats démontrés dans ce paragraphe et de leurs preuves sont les mêmes
que celles qui permettent d’obtenir les énoncés analogues pour l’algèbre de Hecke-Iwahori HS .
Les simplifications par rapport au cas traité ci-avant proviennent du fait que les opérateurs T ?0
et T ?1 sont de carré nul, ce qui n’est pas le cas des opérateurs T0 et T1.

Théorème 6.3.42. Le centre de l’algèbre H?S est égal à la sous-Fp-algèbre des polynômes en
l’opérateur (T ?0 − T ?1 )2.

Démonstration. Commençons par remarquer que l’égalité −(T ?0 −T ?1 )2 = T ?0 T ?1 +T ?1 T ?0 assure
que (T ?0 − T ?1 )2 est effectivement un élément central de H?S puisque l’on a{

T ?0 (T ?0 − T ?1 )2 = −T ?0 T ?1 T ?0 = (T ?0 − T ?1 )2T ?0 ;
T ?1 (T ?0 − T ?1 )2 = −T ?1 T ?0 T ?1 = (T ?0 − T ?1 )2T ?1 .

Pour démontrer que, réciproquement, tout élément du centre de H?S est un polynôme en l’opé-
rateur (T ?0 − T ?1 )2, nous reprenons l’argument développé dans la preuve du Théorème 6.3.9 et
raisonnons par récurrence descendante sur le degré homogène maximal d’un élément du centre
en traitant tout d’abord le cas des éléments centraux de degré homogène maximal égal à 1 ou
à 2.
Dire que Z := αT ?0 + βT ?1 + γ est un élément central de H?S (avec α, β, γ ∈ Fp) équivaut à dire
que Z commute avec T ?0 et avec T ?1 , ce qui signifie que l’on dispose des égalités suivantes :{

βT ?0 T ?1 = βT ?1 T ?0 ,
αT ?1 T ?0 = αT ?0 T ?1 ,

et implique donc que α = β = 0, i.e. que Z = γ est une homothétie.
Supposons maintenant que Z = αT ?0 T ?1 +βT ?1 T ?0 +γT ?0 +δT ?1 +ε soit de degré homogène maxi-
mal égal à 2 (avec α, β, γ, δ, ε ∈ Fp). Les relations de commutation avec T ?0 et T ?1 fournissent
cette fois les égalités suivantes :{

βT ?0 T ?1 T ?0 + δT ?0 T ?1 = αT ?0 T ?1 T ?0 + δT ?1 T ?0 ,
αT ?1 T ?0 T ?1 + γT ?1 T ?0 = βT ?1 T ?0 T ?1 + γT ?0 T ?1 .
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On en déduit que l’on doit avoir γ = δ = 0 et α = β, ce qui prouve que Z est égal à
α(T ?0 T ?1 +T ?1 T ?0 )+ ε = −α(T ?0 −T ?1 )2 + ε et est donc effectivement un polynôme en l’opérateur
(T ?0 − T ?1 )2.
Traitons enfin le cas général d’un élément central Z de degré homogène maximal d ≥ 2 en
distinguant selon la parité de d.
· Si d = 2n est pair, on peut écrire Z sous la forme Z = α(T ?0 T ?1 )n + β(T ?1 T ?0 )n + Z1

avec Z1 ∈ Fp[T ?0 , T ?1 ] de degré homogène maximal strictement inférieur à d. La relation
ZT ?0 = T ?0 Z se réduit alors à

βT ?0 (T ?1 T ?0 )n + T ?0 Z1 = αT ?0 (T ?1 T ?0 )n + Z1T ?0

avec T ?0 Z1 et Z1T ?0 tous deux de degré homogène maximal strictement inférieur à 2n+1,
ce qui implique que l’on doit avoir α = β et Z1 qui commute avec T ?0 . Ceci permet
d’écrire Z sous la forme Z = α(T ?0 − T ?1 )2n + Z̃1 avec Z̃1 de degré homogène maximal
strictement inférieur à d. On conclut alors en remarquant que Z̃1 = Z−α(T ?0 −T ?1 )2n est
encore un élément central de H?S , et est donc un polynôme en (T ?0 −T ?1 )2 par hypothèse
de récurrence.
· Si d = 2n+1 est impair, on peut écrire Z sous la forme α(T ?0 T ?1 )nT ?0 +β(T ?1 T ?0 )nT ?1 +Z2

avec Z2 ∈ Fp[T ?0 , T ?1 ] de degré homogène maximal strictement inférieur à d. La relation
T ?0 Z = ZT ?0 se réduit alors à

β(T ?0 T ?1 )n+1 + T ?0 Z2 = β(T ?1 T ?0 )n+1 + Z2T ?0 ,

ce qui implique que β = 0 et que Z2 commute avec T ?0 . De même, la relation T ?1 Z = ZT ?1
nécessite que l’on aie α = 0 et Z2 qui commute avec T ?1 , ce qui montre finalement que
Z = Z2 est un élément central de H?S de degré homogène maximal strictement inférieur
à d, et est donc un polynôme en (T ?0 − T ?1 )2 par hypothèse de récurrence.

6.3.9 Modules simples sur la troisième algèbre de Hecke-Iwahori de GS

Nous allons maintenant classifier les H?S-modules simples (à droite) de dimension finie sur
Fp, et obtenir ainsi des énoncés qui ne seront pas sans rappeler leurs analogues relatifs aux
HS-modules simples.

Fp-caractères et H?S-modules standard

Un Fp-caractère de H?S est entièrement caractérisé par ses valeurs en T ?0 et en T ?1 , qui
doivent être de carré nul à cause des relations quadratiques vérifiées par T ?0 et par T ?1 . On en
conclut donc qu’il existe un et un seul H?S-module (simple) de dimension 1 sur Fp, à savoir le
Fp-caractère M?

1 (0) qui envoie T ?0 et T ?1 sur 0.

Penchons-nous à présent sur la structure des H?S-modules de dimension 2 sur Fp. Pour
tout scalaire λ ∈ Fp, on note M?

2 (λ) le H?S-module Fpx ⊕ Fpy muni des actions de T ?0 et T ?1
respectivement définies par les matrices suivantes dans la base {x, y} :(

0 0
1 0

)
,

(
0 λ
0 0

)
.

On appelle alors H?S-module standard de paramètre λ le H?S-module M?
2 (λ).

Remarque 6.3.43. Un calcul immédiat permet de vérifier que l’élément central −(T ?0 −T ?1 )2

agit sur le H?S-module standard M?
2 (λ) par le scalaire λ. Par conséquent, deux H?S-modules

standard de paramètres distincts ne peuvent pas être isomorphes.
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Le prochain énoncé établit les propriétés d’irréductibilité et d’indécomposabilité de ces
modules standard.

Théorème 6.3.44. Soit λ ∈ Fp.

1. Le H?S-module standard M?
2 (λ) est irréductible si et seulement si λ 6= 0.

2. Le H?S-module standard M?
2 (0) est indécomposable de longueur 2. Autrement dit, c’est

une extension non scindée du caractère M?
1 (0) par lui-même.

Démonstration. Supposons que M?
2 (λ) soit un H?S-module réductible et choisissons un vecteur

non nul v = ax+ by ∈M?
2 (λ) (avec a, b ∈ Fp) qui engendre un sous-H?S-module de dimension 1

sur Fp. D’après ce que l’on a vu sur les Fp-caractères de H?S , il existe un et un seul Fp-caractère
de H?S et il envoie T ?0 et T ?1 sur 0. Par suite, on a forcément T ?0 |v = 0 et T ?1 |v = 0. La première
égalité implique que l’on doit avoir a = 0, et la non-nullité de v nécessite alors que b soit non
nul. Puisque l’égalité T ?1 |v = 0 impose quant à elle que λb = 0, on en conclut qu’il faut que λ
soit nul pour que v puisse exister, ce qui prouve que les H?S-modules standard de paramètre
non nul sont irréductibles.
Réciproquement, le H?S-module M?

2 (0) n’est pas irréductible puisque le sous-H?S-module en-
gendré par le vecteur y est égal à M?

1 (0). Il est toutefois indécomposable car engendré par le
vecteur x, dont l’image modulo y est un générateur du quotient M?

2 (0)/M?
1 (0) 'M?

1 (0).

Classification des H?S-modules simples de dimension finie

Théorème 6.3.45. Tout H?S-module simple de dimension 2 sur Fp est isomorphe à un (unique)
H?S-module standard de paramètre non nul.

Démonstration. SoitM un H?S-module simple de dimension 2 sur Fp. CommeM est un espace
vectoriel de dimension finie sur le corps algébriquement clos Fp, l’élément central −(T ?0 −T ?1 )2

doit agir sur M par un scalaire λ. Par ailleurs, la simplicité du H?S-module M assure que
l’opérateur T ?1 n’agit pas par homothétie surM : si c’était le cas, tout vecteur propre de T ?0
engendrerait un sous-H?S-module de dimension 1 sur Fp, ce qui contredirait la simplicité deM.
La relation (T ?1 )2 = 0 prouve alors que le noyau de T ?1 est non trivial, ce qui nous permet de
choisir un vecteur non nul v ∈ M tel que v|T ?1 = 0. La simplicité du H?S-moduleM implique
cette fois que la famille {v, v|T ?0 } doit être linéairement indépendante sur Fp, et qu’elle fournit
donc une base de M sur Fp dans laquelle les actions de T ?0 et de T ?1 sont respectivement
données par les matrices suivantes :(

0 0
1 0

)
,

(
0 λ
0 0

)
.

Autrement dit, le H?S-module engendré par {v, v|T ?0 } est égal au H?S-module standard de pa-
ramètre λ. Comme M est simple, on doit forcément avoir M = M?

2 (λ), ce qui implique en
particulier que λ doit être non nul grâce au Théorème 6.3.44 et termine la démonstration.

La preuve du Théorème 6.3.45 permet en fait de démontrer le résultat suivant de classifi-
cation des H?S-modules simples de dimension finie sur Fp.

Corollaire 6.3.46. Le caractère M?
1 (0) et les H?S-modules standard M?

2 (λ) avec λ ∈ F×p
forment un système de représentants des classes d’isomorphisme des H?S-modules simples de
dimension finie sur Fp.
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6.3.10 Structure de H1
S-module des espaces de vecteurs IS(1)-invariants

On commence par réécrire l’énoncé du Lemme 6.3.1 sous une forme plus directement ex-
ploitable pour le calcul des modules simples sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori.

Corollaire 6.3.47. La factorisation du Lemme 6.3.1 induit un isomorphisme de Fp-algèbres :

H1
S ' HS ⊕H?S ⊕

⊕
1<r< q−1

2

H̃S(r) . (6.5)

Démonstration. Comme nous l’avons expliqué au début de la Section 6.3.5, l’algèbre de Hecke-
Iwahori HS est isomorphe à l’algèbre HS(0). Le Théorème 6.3.41 assure que la Fp-algèbre

HS
(
q − 1

2

)
est isomorphe à H?S , et lorsque r est différent de 0 ou de

q − 1

2
, la Fp-algèbre

HS(r) est par définition égale à H̃S(r), ce qui termine la démonstration.

Définition 6.3.48. Soit r ∈ {0, . . . , [ q−1
2 ]}. Un H1

S-module (à droite) simple est dit :
– posé sur la composante k = 0 lorsque la composante non nulle qui le définit dans la

factorisation (6.5) est donnée par un HS-module simple ;
– posé sur la composante k = q−1

2 lorsque la composante non nulle qui le définit dans la
factorisation (6.5) est donnée par un H?S-module simple ;

– posé sur la composante k = r (avec r 6∈ {0, q−1
2 }) lorsque la composante non nulle qui le

définit dans la factorisation (6.5) est donnée par un H̃S(r)-module simple.

Cas Iwahori : modules provenant de l’algèbre de Hecke-Iwahori HS

Le Théorème 6.3.25 permet de déduire les deux énoncés suivants à partir des résultats démon-
trés dans les Sections 3.4.3 et 3.6.1 du Chapitre 3.

Proposition 6.3.49. 1. Le H1
S-module 1IS(1) est isomorphe au caractère MS

1 (0) posé sur
la composante k = 0.

2. Le H1
S-module (StS)IS(1) est isomorphe au caractère MS

1 (−1) posé sur la composante
k = 0.

3. Pour tout scalaire λ ∈ F×p , le H1
S-module (IndGSBS (µλ))IS(1) est isomorphe au module

standard MS
2 (λ−1) posé sur la composante k = 0. Ce module est simple lorsque λ 6= 1 (et

est indécomposable de longueur 2 lorsque λ = 1).

Proposition 6.3.50. Supposons que F = Qp.

1. Le H1
S-module πIS(1)

0 est isomorphe au caractère supersingulier MS
1 (−1, 0) posé sur la

composante k = 0.

2. Le H1
S-module πIS(1)

p−1 est isomorphe au caractère supersingulier MS
1 (0,−1) posé sur la

composante k = 0.

Cas régulier : modules provenant de la deuxième algèbre de Hecke-Iwahori

Supposons que q 6= 2 et fixons un paramètre r ∈ {1, . . . , [ q−1
2 ]} avec r 6= q−1

2 si p est impair.
Le Lemme 3.4.13 assure que pour tout scalaire λ ∈ F×p , le Fp[GS ]-module IndGSBS (µλω

r) admet
exactement deux composantes IS-isotypiques non nulles, qui sont celles associées aux caractères
ωr et ωq−1−r. Elles sont toutes deux de dimension 1 sur Fp et sont respectivement engendrées
par la fonction IS(1)-invariante ayant pour support BSIS(1) (resp. BSs1IS(1)) et valant 1 en
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I2 (resp. λ en s1). L’espace des vecteurs IS(1)-invariants de IndGSBS (µλω
r) est donc muni d’une

structure de HS(r)-module, et un calcul direct 27 permet alors de démontrer le résultat suivant.

Proposition 6.3.51. Soient λ ∈ F×p et r ∈ {1, . . . , [ q−1
2 ]} avec r 6= q − 1

2
si p est impair.

1. Le H1
S-module

(
IndGSBS (µλω

r)
)IS(1)

est isomorphe au H̃S(r)-module simpleM12(λ−1) posé
sur la composante k = r.

2. Le H1
S-module

(
IndGSBS (µλω

q−1−r)
)IS(1)

est isomorphe au H̃S(r)-module simpleM21(λ−1)

posé sur la composante k = r.

Supposons maintenant que F = Qp et intéressons-nous à la structure deH1
S-module des espaces

de vecteurs IS(1)-invariants des représentations supersingulières πr et πp−1−r de SL2(Qp).
D’après le premier point de la Proposition 3.6.11, ces deux espaces sont de dimension 1 sur Fp
et sont respectivement munis d’une structure naturelle de module à droite sur EndFp[GS ](ω

r)

et EndFp[GS ](ω
p−1−r), qui est donnée dans chaque cas par le Fp-caractère supersingulier. On

obtient donc directement le résultat suivant.

Proposition 6.3.52. Supposons que F = Qp et fixons un paramètre r ∈ {1, . . . , [p−1
2 ]} avec

r 6= p−1
2 si p est impair.

1. Le H1
S-module πIS(1)

r est isomorphe au H̃S(r)-module supersingulier M1(0) posé sur la
composante k = r.

2. Le H1
S-module πIS(1)

p−1−r est isomorphe au H̃S(r)-module supersingulier M2(0) posé sur la
composante k = r.

Cas exceptionnel : modules provenant de la troisième algèbre de Hecke-Iwahori

Les résultats énoncés dans ce paragraphe n’ont un sens que si l’on suppose que p est impair.
On peut alors identifier les H1

S-modules qui «manquent» dans les classifications précédentes
grâce aux deux propositions suivantes, la seconde ne traitant que du cas F = Qp.

Proposition 6.3.53. On suppose que p est impair.
Pour tout scalaire λ ∈ F×p , le H1

S-module (IndGSBS (µλω
q−1
2 ))IS(1) est isomorphe au H?S-module

standard M?
2 (λ−1) posé sur la composante k =

q − 1

2
.

Proposition 6.3.54. Supposons que F = Qp avec p impair.
Le H1

S-module πIS(1)
p−1
2

est isomorphe au caractère supersingulier M?
1 (0) de H?S posé sur la com-

posante k =
p− 1

2
.

Correspondance via le foncteur des IS(1)-invariants

En comparant les énoncés obtenus dans cette dernière section avec les résultats de clas-
sification des Fp-représentations lisses irréductibles (admissibles) de SL2(F ) obtenus dans le
Chapitre 3 fournit directement l’énoncé suivant, qui est de bon augure dans la recherche d’une
équivalence de catégories analogue à celle construire par Ollivier dans le cadre des représenta-
tions modulo p de GL2(Qp) [O3, Théorème 1.1].

27. Donné dans l’Appendice 7.6 par souci de complétude.
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Corollaire 6.3.55. L’application qui envoie une Fp-représentation lisse de SL2(F ) sur l’espace
de vecteurs IS(1)-invariants induit une bijection entre :

i) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non su-
percuspidales de SL2(F ) et celui des classes d’isomorphisme des H1

S-modules à droite
simples non supersinguliers à coefficients dans Fp ;

ii) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de
SL2(Qp) et celui des classes d’isomorphisme des H1

S-modules à droite simples à coef-
ficients dans Fp.



Chapitre 7

Appendices

Nous regroupons ici les appendices des différents chapitres de cette thèse. Nous commençons
par présenter une autre preuve de certains résultats démontrés dans la Section 3.4.3, puis
nous donnons une construction (due à Hijikata) des sous-groupes compacts maximaux K0 et
K1 du groupe unitaire U(2, 1) qui est au coeur du Chapitre 4. Les appendices suivants sont
consacrés à des calculs repoussés ici pour ne pas polluer ledit chapitre : on calcule tout d’abord
le normalisateur du tore diagonal T dans G, puis l’on étudie les intersections de la forme
Ktn0KU ∩ T(O×E)tm0 avec K valant K0 ou K1 pour démontrer les assertions formulées dans la
Remarque 4.2.13, et l’on calcule enfin une formule explicite donnant l’isomorphisme ∆ qui
apparaît dans la Section 4.5. Le dernier appendice contient la preuve de la Proposition 6.3.51,
qui donne la structure de module sur la pro-p-algèbre de Hecke-Iwahori des espaces de vecteurs
IS(1)-invariants des représentations de la série principale provenant du cas régulier.

7.1 Une autre preuve des résultats de la Section 3.4.3

Ce premier appendice présente une seconde preuve du Corollaire 3.4.16, directement inspi-
rée des travaux de Barthel-Livné dans le cas de GL2 ([BL94, Section 6] et [BL95, Section 3]).
Elle est certes plus longue, mais ne nécessite pas de connaître l’irréductibilité de la représenta-
tion de Steinberg, dont elle fournit en fait une nouvelle preuve (voir Remarque 7.1.5).

Cette démonstration est basée sur une autre description de la représentation IndGSBS (η)
reposant sur la décomposition de Bruhat raffinée GS = BS t BSw0U . Notons j l’application
définie sur IndGSBS (η) par la formule suivante :

∀ x ∈ F, j(f)(x) := f(w0u(x)) .

En remarquant que l’on a, pour tout x ∈ F×,

w0u(x) =

(
x−1 −1
0 x

)(
1 0
x−1 1

)
, (7.1)

on déduit de la lissité de f que j(f) est elle aussi localement constante et que, pour x assez
grand (i.e. vF (x) très négative), on a

j(f)(x) = cfη(x−1) ,

où l’on a posé cf := f(I2). L’application j est donc à valeurs dans l’ensemble J (η) des fonctions
lisses φ : F → Fp pour lesquelles il existe une constante cφ telle que φ(x) = cφη(x−1) pour

202
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tout x assez grand. De même que dans [BL94, Section 6.1], on vérifie que j établit en fait
un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels entre IndGSBS (η) et J (η), ce qui permet de munir ce
dernier espace d’une structure de Fp[GS ]-module (par transport de la structure existant sur
IndGSBS (η)) satisfaisant aux propriétés suivantes.

Lemme 7.1.1. Soit φ un élément de J (η). Soient x, y ∈ F . Alors :
1. u(y)φ(x) = φ(x+ y) ;
2. α0φ(x) = η($−1

F )φ($−2
F x) ;

3. α−1
0 φ(x) = η($F )φ($2

Fx).

Démonstration. Ce résultat est l’analogue de [BL95, Lemma 17] et se prouve par un calcul
direct. Soient φ un élément de J (η) et f son antécédent par l’application j. Pour vérifier le
premier point, il suffit d’écrire que l’on a

u(y)φ(x) := u(y)f(w0u(x)) = f(w0u(x)u(y)) = f(w0u(x+ y)) = φ(x+ y) .

Les deux derniers points sont quant à eux des cas particuliers du calcul plus général suivant
(avec λ ∈ F× arbitraire) :(

λ 0
0 λ−1

)
φ(x) = f(w0u(x)

(
λ 0
0 λ−1

)
)

= f(

(
x−1 −1
0 x

)(
1 0
x−1 1

)(
λ 0
0 λ−1

)
) par (7.1)

= η(x−1)f(

(
λ 0

x−1λ λ−1

)
)

= η(x−1)f(

(
1 x
0 1

)(
0 −λ−1x

λx−1 λ−1

)
)

= η(x−1)f(

(
0 −λ−1x

λx−1 λ−1

)
)

= η(x−1)f(

(
λ−1x 0

0 λx−1

)
w0u(λ−2x))

= η(λ−1)φ(λ−2x) .

On souhaite montrer que la famille {`1,η, `2,η} engendre le Fp[GS ]-module IndGSBS (η), ce
qui équivaut à prouver que la famille {j(`1,η), j(`2,η)} engendre le Fp[GS ]-module J (η). Nous
commençons donc par expliciter cette seconde famille de fonctions.

Lemme 7.1.2. Soit x ∈ F . Alors :

1. j(`1,η)(x) =

{
η(x−1) si vF (x) < 0 ;
0 si vF (x) ≥ 0 .

2. j(`2,η)(x) = η($F )1OF (x) .

Démonstration. Soit x un élément de F . Grâce à l’égalité (7.1), on sait que toute fonction
f ∈ IndGSBS (η) vérifie

j(f)(x) = η(x−1)f(

(
1 0
x−1 1

)
) = η($F )f(β0u(x)) , (7.2)

la seconde égalité venant de la factorisation w0 = α−1
0 β0 rappelée au début du Chapitre 3.

Nous allons conclure en distinguant selon le signe de vF (x) :
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– si vF (x) < 0, la matrice
(

1 0
x−1 1

)
appartient à IS(1) et la première égalité de (7.2)

montre alors que j(`1,η)(x) = η(x−1) et que j(`2,η)(x) = 0 ;
– si vF (x) ≥ 0, la matrice u(x) est un élément de IS(1) et la seconde égalité montre alors

que j(`1,η)(x) = 0 tandis que j(`2,η)(x) = η($F ), ce qui termine la démonstration.

Pour achever notre tâche, nous aurons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 7.1.3. On a l’identité suivante dans J (η) :

∑
x∈kF

(
$F [x]

0 $−1
F

)
1OF = 1$FOF .

Démonstration. Pour tout élément y ∈ F , on a∑
x∈kF

(
$F [x]

0 $−1
F

)
1OF (y) = η($−1

F )
∑
x∈kF

(
$F [x]

0 $−1
F

)
j(`2,η)(y)

= η($−1
F )

∑
x∈kF

`2,η

(
w0u(y)

(
$F [x]

0 $−1
F

))
= η($−1

F )
∑
x∈kF

`2,η

(
β0

(
1 $−1

F [x] +$−2
F y

0 1

))
= η($−1

F )
∑
x∈kF

1OF ($−1
F [x] +$−2

F y)

= η($−1
F )

∑
x∈kF

1$2
FOF

($F [x] + y) .

Notons que la quatrième égalité provient du Lemme 7.1.1. Il apparaît alors trois possibilités.
– Ou bien vF (y) ≤ 0, auquel cas vF ($F [x] + y) = vF (y) ≤ 0 pour tout x ∈ kF , ce qui

assure que la somme apparaissant dans le dernier membre de droite est nulle, tout comme
l’est 1$FOF (y).

– Ou bien vF (y) ≥ 2, auquel cas l’on a vF ($F [x] + y) = 1 si x est non nul tandis que
vF ($F [x] + y) = vF (y) si x = 0. La somme apparaissant dans le dernier membre de
droite est donc dans ce cas égale à 1 = 1$FOF (y).

– Ou bien vF (y) = 1 et il existe alors un unique x0 ∈ kF vérifiant y + $F [x0] ≡ 0 [$2
F ].

Par suite, on a vF ($F [x] +y) = 2 si x = x0 et vF ($F [x] +y) = 1 si x 6= x0, ce qui assure
que la somme qui apparaît dans le dernier membre de droite est égale à 1 = 1$FOF (y).

Dans tous les cas, on a bien l’égalité demandée, ce qui prouve le résultat.

Corollaire 7.1.4. La famille {`1, `2} engendre la représentation de GS portée par IndGSBS (η).

Démonstration. Remarquons que l’on peut aussi écrire j(`1,η) sous la forme

j(`1,η) = η−1(1− 1OF ) .

On peut donc déduire directement des Lemmes 7.1.1, 7.1.2 et 7.1.3 que la famille
{j(`1,η), j(`2,η)} engendre le Fp[GS ]-module J (η), ce qui équivaut à dire que {`1,η, `2,η} en-
gendre le Fp[GS ]-module IndGSBS (η).

Remarque 7.1.5. Ce résultat permet d’obtenir une autre démonstration de l’irréductibilité
de la représentation de Steinberg, que nous présentons maintenant et dont l’intérêt est de
ne pas utiliser la structure de Fp[BS ]-module de IndGSBS (1). Supposons que π soit une sous-
représentation non nulle de StS . D’après le Lemme 2.1.9, l’espace des vecteurs IS(1)-invariants
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de π est non nul, donc est égal à (StS)IS(1) d’après la Proposition 3.4.15. Si Π désigne un
relèvement de π dans IndGSBS (η), on déduit de la suite exacte (3.15) que l’on doit avoir

dimFp ΠIS(1) = 1 + dimFp π
IS(1) = 2 = dimFp(IndGSBS (η))IS(1) ,

ce qui assure que l’on a ΠIS(1) =
(

IndGSBS (1)
)IS(1)

. Il suffit alors d’appliquer le Corollaire 7.1.4

pour obtenir que Π est égale à IndGSBS (1), et donc que π = StS .
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7.2 Sous-groupes compacts maximaux de U(2, 1)

Nous présentons ici une méthode de calcul des classes de conjugaison des sous-groupes
compacts maximaux de G = U(2, 1)(E/F ) directement issue des travaux de Hijikata [Hij] que
nous commençons par rappeler.

7.2.1 Cadre général de travail - Notations

Soit F le corps des fractions d’un anneau de valuation discrète complet de rang 1. On
considère une algèbre à division E sur F et l’on désigne par O son ordre maximal. On munit
E d’un anti-automorphisme involutif [ξ 7→ ξ], on fixe un élément e appartenant au centre de
E et vérifiant ee = 1, et l’on définit sur E l’opérateur Te : ξ 7→ ξ + eξ.
On désigne par (V,Φ) un espace e-hermitien [Hij, page 5] de dimension n sur E. On note
G(V,Φ) son groupe d’automorphismes auto-adjoints, ce qui signifie que l’on pose

G(V,Φ) := {σ ∈ End(V ) | σσ∗ = Id}

où σ∗ est l’adjoint de σ par rapport à Φ. On suppose que le groupe G(V,Φ) vérifie les deux
conditions suivantes :

∀ x ∈ V, ∃ ξ ∈ E | Φ(x, x) = Te(ξ) ; (7.3)
pour tout idéal fractionnaire q de E, q ∩ {Φ(x, x) ; x ∈ V } ⊂ Te(q) . (7.4)

C’est par exemple le cas lorsque E est une extension quadratique séparable non ramifiée d’un
corps local non archimédien F complet pour une valuation discrète, de caractéristique résiduelle
p impaire et de corps résiduel fini, que l’on prend e = 1 et que G(V,Φ) est alors le groupe
unitaire considéré dans le Chapitre 4.
On introduit les deux définitions suivantes [Hij, page 11].

Définition 7.2.1. Soit q un idéal fractionnaire de E. Un O-réseau M de V est dit q-intégral
s’il satisfait aux deux conditions suivantes :

a) ∀ (x, y) ∈M ×M , Φ(x, y) ∈ q ;

b) ∀ x ∈M, ∃ ξ ∈ q | Φ(x, x) = Te(ξ).

Il est dit q-intégral maximal lorsqu’il est maximal parmi les réseaux q-intégraux de V , c’est-à-
dire qu’il vérifie la condition supplémentaire suivante :

c) Si M est contenu dans un réseau q-intégral M ′, alors M = M ′.

Remarque 7.2.2. Mentionnons ici que grâce à l’hypothèse (7.4), on sait exhiber des réseaux
q-intégraux maximaux de V [Hij, Lemma 3.5].

Par abus de notation, on dira par ailleurs qu’un ordre Λ de End(V ) est auto-dual lorsque
son dual Λ∗ est inclus dans Λ. Notons qu’on ne demande pas nécessairement qu’il y ait égalité.
On dira que Λ est auto-dual maximal lorsqu’il est maximal (pour l’inclusion) parmi les ordres
auto-duaux.
On dispose alors d’un premier résultat [Hij, Corollary 5.6] qui permet de classifier les ordres
auto-duaux maximaux de End(V ).

Théorème 7.2.3. On se place dans le cadre des hypothèses effectuées jusqu’à présent. On note
` l’indice de Witt de l’espace (V,Φ) et l’on fixe un générateur $ de l’idéal maximal de O.
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Soient L un réseau O-intégral maximal de (V,Φ) et (e1, . . . , en) une base de V adaptée 1 à L.
Pour tout entier 0 ≤ s ≤ `, on note τs l’endomorphisme de V défini par :

∀ 0 ≤ i ≤ n, τs(ei) :=

{
ei si 1 ≤ i ≤ n− s ,
ei$ si n− s+ 1 ≤ i ≤ n ,

et l’on pose Λs := End(τsL) ∩ End(τsL)∗.
Pour tout ordre auto-dual maximal Λ de End(V ), il existe un élément σ ∈ G(V,Φ) et un unique
entier 0 ≤ s ≤ ` tels que

σΛσ−1 = Λs .

En particulier, l’ensemble des ordres auto-duaux maximaux de End(V ) se partitionne en `+ 1
classes de conjugaison sous l’action de G(V,Φ) par automorphismes intérieurs, et {Λ0, . . . ,Λ`}
en est un système de représentants.

Notons G(1) la composante Zariski-connexe de G(V,Φ) : c’est un groupe algébrique pour
lequel on peut déterminer les classes de conjugaison de ses sous-groupes compacts maximaux
à l’aide du théorème suivant [Hij, Corollary 5.7].

Théorème 7.2.4. On garde les hypothèses et les notations du Théorème 7.2.3. Tout sous-
groupe compact maximal de G(1) est alors conjugué (par automorphisme intérieur) à l’un des
`+ 1 groupes deux à deux non isomorphes définis par Us := G(1) ∩ Λs, 0 ≤ s ≤ `.

Remarque 7.2.5. Si l’on ne suppose plus que la condition (7.4) est vérifiée, on peut seulement
dire qu’il existe au moins `+ 1 sous-groupes compacts maximaux deux à deux non isomorphes
dans G(1), donnés par les groupes Us de l’énoncé ci-dessus.

7.2.2 Nombre de classes de conjugaison de sous-groupes compacts maxi-
maux de U(2, 1)

On considère à présent la situation suivante : F est un corps local non archimédien complet
pour une valuation discrète, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini, et E est une
extension quadratique séparable non ramifiée de F dont on note OE l’anneau des entiers, pE
l’idéal maximal, et dont on fixe une uniformisante $E ∈ pE . On note x l’image d’un élément
x de E sous l’action de l’élément non trivial du groupe de Galois Gal(E/F ) et l’on définit Φ
comme la forme hermitienne sur V = E3 dont la matrice dans la base canonique (e1, e2, e3) est
donnée par

φ :=

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 .

Le groupe G = G(V,Φ) est alors égal au groupe des matricesM ∈ GL3(E) telles que tMφM =
φ, soit donc au groupe unitaire en trois variables G = U(2, 1)(E/F ) qui fait l’objet du Chapitre
4. C’est en particulier un groupe Zariski-connexe, ce qui implique que l’on a G(1) = G.

D’après le Théorème 7.2.4, le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes compacts
maximaux de G est égal à l’indice de Witt ` de l’espace (E3,Φ) augmenté de 1. Pour calculer
`, on part de l’égalité suivante :

3 = dimE(E3) = d+ 2` ,

1. On renvoie à [Hij, Proposition 4.3] pour le rappel de la définition.
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où d désigne la dimension du sous-espace anisotrope maximal de (E3,Φ). Par ailleurs, le vecteur x
y
z

 ∈ E3 est un vecteur isotrope pour Φ si et seulement si ses coordonnées vérifient

xz + xz = yy .

Ceci assure en particulier que les vecteurs

 1
0
0

 et

 0
0
1

 sont tous deux isotropes pour

Φ. Comme ils sont linéairement indépendants, on doit avoir 3 − d ≥ 2, ce qui revient à dire
que ` ≥ 1. Cependant, nous travaillons dans un espace de dimension 3 sur E, et Φ n’est pas
identiquement nulle puisque l’on a

Φ(

 1
0
1

 ,

 1
0
1

) = 2 ;

Φ(

 0
1
0

 ,

 0
1
0

) = −1 .

On en conclut finalement que ` est nécessairement égal à 1, ce qui fournit le résultat suivant.

Proposition 7.2.6. Il existe deux classes de conjugaison de sous-groupes compacts maximaux
dans le groupe U(2, 1)(E/F ).

7.2.3 Calcul des sous-groupes compacts maximaux U0 et U1

Description des ordres auto-duaux maximaux Λ0 et Λ1

Le réseau L = OE ⊕OE ⊕OE est un réseau OE-intégral maximal 2 de (E3,Φ) pour lequel
la base canonique est une base adaptée : on en déduit donc que l’application τ0 est égale à
l’identité. L’application τ1 agit quant à elle comme suit sur les vecteurs de la base canonique :

τ1 :


e1 7→ e1

e2 7→ e2

e3 7→ $Ee3

.

On obtient donc la description suivante des ordres auto-duaux maximaux Λ0 et Λ1 donnés par
le Théorème 7.2.3 :{

Λ0 = End(L) ∩ End(L)∗ = M3(OE) ;
Λ1 = End(OE ⊕OE ⊕ pE) ∩ End(OE ⊕OE ⊕ pE)∗ .

Nous allons donner une description plus explicite de Λ1 à l’aide d’un calcul direct. Pour alléger
les notations, on pose W := End(OE ⊕OE ⊕pE), et l’on commence par déterminer l’allure des

éléments de W . Une matrice M :=

 a b c
d e f
g h i

 appartient à W si et seulement si elle vérifie

les conditions suivantes pour toutes valeurs de α, β, γ dans OE :
aα+ bβ +$Ecγ ∈ OE ;
dα+ eβ +$Efγ ∈ OE ;
gα+ hβ +$Eiγ ∈ pE .

2. Il est même OE-modulaire au sens de [Hij, Lemma 3.5].
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En regardant le cas (α, β, γ) = (0, 1, 0), puis (α, β, γ) = (1, 0, 0) et enfin (α, β, γ) = (0, 0, 1), on
obtient respectivement que :

– h appartient à pE tandis que b et e appartiennent à OE ;
– g appartient à pE tandis que a et d appartiennent à OE ;
– i appartient à OE tandis que c et f appartiennent à $−1

E OE .
On en déduit donc la description suivante de W :

W =


 a b $−1

E c

d e $−1
E f

$Eg $Eh i

 ; a, b, c, d, e, f, g, h, i ∈ OE

 .

Supposons maintenant que M soit contenu à la fois dans W et dans W ∗, ce qui signifie que M
et M∗ := φtMφ appartiennent toutes les deux à W . Ce qui précède assure que l’on peut écrire
M sous la forme

M =

 a b $−1
E c

d e $−1
E f

$Eg $Eh i


avec a, b, c, d, e, f , g, h, i ∈ OE . Un calcul direct montre que l’on a alors

M∗ =

 i −$−1
E f $−1

E c

−$Eh e −b
$Eg −d a

 ,

de sorte que la condition d’appartenance à W pour M∗ équivaut à demander que $−1
E f soit

un élément de OE , i.e. que f appartienne à pE , et que d soit un élément de pE . On obtient
ainsi la description suivante de Λ1 :

Λ1 =


 a b $−1

E c
$Ed e f
$Eg $Eh i

 ; a, b, c, d, e, f, g, h, i ∈ OE

 . (7.5)

Expression de U0 et de U1

Il nous suffit maintenant d’appliquer le Théorème 7.2.4 pour obtenir des représentants des
classes de conjugaison des sous-groupes compacts maximaux de G. On dispose donc de la des-
cription suivante des sous-groupes compacts maximaux U0 et U1, respectivement notés K0 et
K1 dans le Chapitre 4 :

– U0 = G ∩M3(OE) = G ∩GL3(OE) est le sous-groupe compact maximal standard formé
des éléments de G à coefficients entiers ;

– U1 = G ∩ Λ1 où Λ1 est explicité par la formule (7.5).

7.2.4 Intersection et conjugaison

On termine cet appendice par quelques remarques sur U0 et U1. Signalons tout d’abord que
l’intersection de U0 et de U1 est égale à

U0 ∩ U1 = G ∩

 OE OE OE
pE OE OE
pE pE OE

 ,
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soit donc exactement au sous-groupe d’Iwahori standard I de G.
Remarquons ensuite que si l’ordre Λ0 correspond à un sous-groupe compact maximal de
GL3(E), à savoir GL3(OE), ce n’est pas le cas de Λ1 qui est « strictement plus petit » au

sens suivant : si l’on pose P :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 $E

, le sous-groupe compact maximal de GL3(E)

défini par

PΛ0P
−1 =

 OE OE $−1
E OE

OE OE $−1
E OE

pE pE OE


contient strictement Λ1. Cependant, la maximalité de K1 parmi les sous-groupes compacts de
G assure que l’on a tout de même PΛ0P

−1 ∩G = K1 = Λ1 ∩G.

On dispose plus généralement des identités suivantes : si Q =

 α 0 0
0 β 0
0 0 γ

 est une matrice

diagonale quelconque, on a alors

QΛ0Q
−1 =

 OE αβ−1OE αγ−1OE
α−1βOE OE βγ−1OE
α−1γOE β−1γOe OE

 ;

QΛ1Q
−1 =

 OE αβ−1OE α($Eγ)−1OE
α−1βpE OE βγ−1OE
α−1γpe β−1γpE OE

 .
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7.3 Calcul du normalisateur du tore T dans G

Cet appendice fournit un calcul direct du normalisateur NG(T) du tore diagonal T de G,
dont on rappelle qu’il est défini par

NG(T) := {M ∈ G | MTM−1 = T} .

Supposons que M :=

 a b c
d e f
g h i

 ∈ G soit un élément de NG(T). Il existe donc, pour toute

paire de scalaires (α, ε) ∈ E× × E(1), une paire (β, ν) ∈ E× × E(1) telle que l’on ait

M

 α 0 0
0 ε 0
0 0 α−1

 =

 β 0 0
0 ν 0

0 0 β
−1

M .

Cette égalité s’écrit, après calcul des deux membres, sous la forme αa εb α−1c
αd εe α−1f
αg εh α−1i

 =

 βa βb βc
νd νe νf

β
−1
g β

−1
h β

−1
i

 ,

et est donc équivalente au système suivant d’équations :

(α− β)a = 0 ; (7.6)
(ε− β)b = 0 ; (7.7)

(α−1 − β)c = 0 ; (7.8)
(α− ν)d = 0 ; (7.9)
(ε− ν)e = 0 ; (7.10)

(α−1 − ν)f = 0 ; (7.11)

(α− β−1
)g = 0 ; (7.12)

(ε− β−1
)h = 0 ; (7.13)

(α−1 − β−1
)i = 0 . (7.14)

Nous distinguons alors les deux cas suivants.
1er cas : Il existe une valeur de α pour laquelle α 6= β, ce qui implique queM n’est

pas un élément du sous-groupe fixant T point par point.
La condition (7.6) implique alors que a = 0 tandis que la condition (7.14) implique que
i = 0. Comme M est contenue dans G, elle satisfait la condition (4.1), qui implique que
d = 0, ainsi que la condition (4.3), qui implique quant à elle que f = 0. L’inversibilité
de la matrice M nécessite alors que g et c soient tous deux non nuls, de sorte que les
conditions (4.4), (4.5) et (4.6) impliquent respectivement que b = 0, h = 0 et c = g−1, ce
qui prouve finalement que M doit être de la forme suivante :

M =

 0 0 c
0 e 0
c−1 0 0

 =

 c 0 0
0 −e 0
0 0 c−1

φ = φ

 c−1 0 0
0 −e 0
0 0 c


avec c ∈ E× et e ∈ E(1) par la condition (4.2). Réciproquement, une telle matrice est
bien contenue dans NG(T) puisque l’on a 0 0 c

0 e 0
c−1 0 0

 α 0 0
0 ε 0
0 0 α−1

 0 0 c
0 e 0
c−1 0 0

 =

 α−1 0 0
0 ε 0
0 0 α

 ∈ T .
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2nd cas : Pour toute valeur de α, on a α = β.
Le système d’équations (7.6) – (7.14) se réduit alors au système suivant :

(ε− α)b = 0 ; (7.15)
(α−1 − α)c = 0 ; (7.16)

(α− ν)d = 0 ; (7.17)
(ε− ν)e = 0 ; (7.18)

(α−1 − ν)f = 0 ; (7.19)
(α− α−1)g = 0 ; (7.20)
(ε− α−1)h = 0 . (7.21)

Choisissons α ∈ E× tel que α 6= α−1, ce qui signifie simplement que α n’est pas un élément
de E(1) et qu’il est donc en particulier distinct de ε et de ν (qui sont, eux, contenus dans
E(1)). Les conditions (7.15), (7.16), (7.17), (7.19), (7.20) et (7.21) impliquent alors que
l’on doit avoir b = c = d = f = g = h = 0. Autrement dit, M est déjà une matrice de T.
Comme T est évidemment contenu dans son normalisateur, on a ainsi achevé de prouver
le résultat suivant.

Lemme 7.3.1. Le normalisateur de T dans G admet la décomposition en doubles classes
disjointes suivante :

NG(T) = T t Tφ = T t φT .

En particulier, le groupe de Weyl fini W0 de G s’identifie naturellement au groupe {I3, φ}
engendré par φ.
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7.4 Calcul des paires (m,n) telles que tm0 U ∩Ktn0K 6= ∅

Cet appendice a pour objectif démontrer l’affirmation de la Remarque 4.2.13 dont nous rappe-
lons l’énoncé ci-dessous.

Lemme 7.4.1. Soient n ∈ N et m ∈ Z∗. Supposons que tm0 appartienne à Ktn0KU. Alors n est
non nul et l’on est dans l’un des deux cas suivants :

i) m > 0, et alors m ≤ n ;
ii) m < 0, et alors −m ≤ n.

Démonstration. Supposons qu’il existe u ∈ U et k1 = (k1
ij)1≤i,j≤3, k2 = (k2

ij)1≤i,j≤3 ∈ K tels
que l’on ait tm0 u = k1t

n
0k2. Un calcul explicite montre que k1t

n
0k2 est alors donné par la matrice

$−nE k1
11k

2
11 + k1

12k
2
21 +$n

Ek
1
13k

2
31 $−nE k1

11k
2
12 + k1

12k
2
22 +$n

Ek
1
13k

2
32 $−nE k1

11k
2
13 + k1

12k
2
23 +$n

Ek
1
13k

2
33

$−nE k1
21k

2
11 + k1

22k
2
21 +$n

Ek
1
23k

2
31 $−nE k1

21k
2
12 + k1

22k
2
22 +$n

Ek
1
23k

2
32 $−nE k1

21k
2
13 + k1

22k
2
23 +$n

Ek
1
23k

2
33

$−nE k1
31k

2
11 + k1

32k
2
21 +$n

Ek
1
33k

2
31 $−nE k1

31k
2
12 + k1

32k
2
22 +$n

Ek
1
33k

2
32 $−nE k1

31k
2
13 + k1

32k
2
23 +$n

Ek
1
33k

2
33


de sorte que l’égalité tm0 u = k1t

n
0k2 implique que l’on a en particulier

$−mE = $−nE k1
11k

2
11 + k1

12k
2
21 +$n

Ek
1
13k

2
31 en regardant le coefficient (1, 1) ;

$m
E = $−nE k1

31k
2
13 + k1

32k
2
23 +$n

Ek
1
33k

2
33 en regardant le coefficient (3, 3) .

(7.22)

Remarquons tout de suite qu’étant donné que k1 et k2 sont des éléments de K, les produits
de coefficients k1

11k
2
11, k1

12k
2
21, k1

13k
2
31, k1

31k
2
13, k1

32k
2
23 et k1

33k
2
33 appartiennent tous à OE . Par

suite, si n = 0, la première égalité de (7.22) implique que $−mE doit appartenir à OE , donc
que m est négatif, tandis que la seconde égalité de (7.22) implique que $m

E doit appartenir à
OE , donc que m est positif. La seule possibilité est donc que m = 0, ce qui contredit notre
hypothèse et prouve que l’on doit avoir n strictement positif. Dans ce cas, nous allons conclure
en distinguant selon le signe de m.

– Supposons tout d’abord m > 0. Dans ce cas, on multiplie la première égalité de (7.22)
par $m

E , ce qui donne

1 = $m−n
E k1

11k
2
11 +$m

E k
1
12k

2
21 +$n

E$
m
E k

1
13k

2
31 . (7.23)

Commem etm+n sont tous deux strictement positifs, l’élément$m
E k

1
12k

2
21+$n

E$
m
E k

1
13k

2
31

est contenu dans pE et la seule possibilité pour que l’identité (7.23) soit vraie est donc
que l’on ait m− n ≤ 0, i.e. m ≤ n.

– Supposons maintenant que m < 0. Dans ce cas, on multiplie la seconde égalité de (7.22)
par $−mE , ce qui donne

1 = $
−(n+m)
E k1

31k
2
13 +$−mE k1

32k
2
23 +$n

E$
−m
E k1

33k
2
33 . (7.24)

Comme −m et n − m sont tous deux strictement positifs, l’élément $−mE k1
32k

2
23 +

$n
E$
−m
E k1

33k
2
33 appartient à pE . Par suite, la seule possibilité pour que l’identité (7.24)

soit vraie est que l’on ait −(m+n) ≤ 0, i.e. −m ≤ n, ce qui achève de prouver le résultat
annoncé.
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7.5 Calcul explicite de l’isomorphisme ∆

Nous donnons dans cet appendice le calcul explicite de l’isomorphisme ∆ et vérifions qu’il
est bien égal à l’application envoyant un homomorphisme f ∈ HomK(V, IndG

B (η)) sur l’élément
f(.)(I3) ∈ HomT(O×E )(V

K∩U, η).
Par définition, on a ∆ = ∆6 ◦ ∆5 ◦ ∆4 ◦ ∆3 ◦ ∆2 ◦ ∆1, où les isomorphismes ∆i sont définis
comme suit.

– L’isomorphisme ∆1 : HomK(V, IndG
B (η))

'−→ HomG(indG
K(V ), IndG

B (η)) est celui qui pro-
vient de la réciprocité de Frobenius compacte, de sorte que l’on a :

∆1 : f 7→ F = [φ 7→
∑

x∈K\G

f(φ(x))(·x−1)] .

– L’isomorphisme ∆2 : HomG(indG
K(V ), IndG

B (η))
'−→ HomB(indG

K(V ), η) est celui qui pro-
vient de la réciprocité de Frobenius lisse, de sorte que l’on a :

∆2 : F 7→ f0 = [φ 7→ F (φ)(I3)] .

– L’isomorphisme ∆3 : HomB(indG
K(V ), η)

'−→ HomB(indB
B∩K(V ), η) est induit par l’iso-

morphisme indG
K(V )|B ' indB

B∩K(V ) donné par la décomposition de Mackey, et est donc
simplement égal à l’application de restriction à indB

B∩K(V ).
– L’isomorphisme ∆4 : HomB(indB

B∩K(V ), η)
'−→ HomB∩K(V, η) est celui qui provient de la

réciprocité de Frobenius compacte, de sorte que l’on a :

∆4 : f0 7→ [v 7→ f0([I3, v])] .

– L’isomorphisme ∆6 ◦∆5 : HomB∩K(V, η)
'−→ HomT(O×E )(V

K∩U, η) est quant à lui simple-
ment égal à l’application de restriction à V U∩K.

On en déduit donc que si f est un élément de HomK(V, IndG
B (η)), on a alors :

∆(f) = (∆6 ◦∆5 ◦∆4 ◦∆3 ◦∆2 ◦∆1)(f)

= (∆6 ◦∆5 ◦∆4 ◦∆3 ◦∆2)([φ 7→
∑

x∈K\G

f(φ(x))(.x−1)])

= (∆6 ◦∆5 ◦∆4 ◦∆3)([φ 7→
∑

x∈K\G

f(φ(x))(x−1)])

= (∆6 ◦∆5 ◦∆4)([φ 7→
∑

x∈(K∩B)\B

f(φ(x))(x−1)]) .

Arrêtons-nous un instant pour remarquer que si x est un élément de B, alors on a
f(φ(x))(x−1) = η(x−1)f(φ(x))(1), ce qui permet donc d’écrire que

∆(f) = (∆6 ◦∆5 ◦∆4)([φ 7→
∑

x∈(B∩K)\B

η(x−1)f(φ(x))(I3)])

= (∆6 ◦∆5)([v 7→
∑

x∈(K∩B)\B

η(x−1)f([I3, v](x))(I3)])

= (∆6 ◦∆5)([v 7→ f(v)(I3)])

= [v 7→ f(v)(I3)]|V U∩K

et prouve le résultat annoncé.
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7.6 Structure de module des espaces de vecteurs IS(1)-invariants
des séries principales : le cas régulier

7.6.1 Structure du H̃S(r)-module à droite
(
IndGSBS (µλω

r)
)IS(1)

Fixons un paramètre r ∈ {1 . . . , [ q−1
2 ]} distinct de q−1

2 lorsque p est impair, un scalaire non
nul λ ∈ F×p et considérons la représentation π := IndGSBS (µλω

r). Les résultats de la Section 3.4
du Chapitre 3 assurent en particulier que l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de π est de
dimension 2 sur Fp et qu’il admet pour base la famille {`1,r, `2,r} caractérisée par les égalités
suivantes : {

`1,r(I2) = 1 ; `2,r(I2) = 0 ;
`1,r(s1) = 0 ; `2,r(s1) = 1 .

Remarquons que l’on a notamment s1 · `1,r = (−1)r`2,r et s1 · `2,r = (−1)r−1`1,r.
Rappelons maintenant que, d’après la formule (2.5) du Chapitre 2 (Section 2.3.3), l’action d’un
opérateur de Hecke T ∈ H1

S sur un élément f ∈ πIS(1) est donnée par

f |T = (Φf ◦ T )([I2, 1]) , (7.25)

où Φf : indGSIS(1)(1) → IndGSBS (µλω
r) est l’unique morphisme de Fp[GS ]-modules envoyant la

fonction standard [I2, 1] sur f . Ceci assure en particulier que la structure de H1
S-module à

droite de πIS(1) est donnée par un module à droite sur l’algèbre de Hecke-Iwahori H̃S(r) via la
factorisation du Corollaire 6.3.47.
Grâce aux résultats démontrés dans les Sections 6.3.6 et 6.3.7 du Chapitre 6, il nous suffit donc
de comprendre l’action des opérateurs Tr, Sr, Sr0 et Sr1 sur `1,r pour déterminer la structure
du H1

S-module à droite πIS(1).

Lemme 7.6.1. Soient λ ∈ F×p et r ∈ {1, . . . , [ q−1
2 ]} avec r 6= q−1

2 si p est impair.
Le H1

S-module à droite (IndGSBS (µλω
r))IS(1) est canoniquement isomorphe au H̃S(r)-module à

droite irréductible M12(λ−1) posé sur la composante k = r.

Démonstration. Commençons par calculer `1,r|Tr et `1,r|Sr. D’après la formule (7.25), on a
tout d’abord

`1,r|Tr =
∑
x∈A2

(u($Fx)α0) · `1,r .

On a donc en particulier

(`1,r|Tr)(I2) =
∑
x∈A2

`1,r(u($Fx)α0)

= `1,r(α0) +
∑

x∈A2\{0}

`1,r(α0u($−1
F x))

= (µλω
r)(α0)`1,r(I2)

= λ−1 ,

le passage de la deuxième à la troisième égalité venant du fait que u($−1
F x) n’appartient pas

à BSIS(1) lorsque x est un élément non nul de A2. On a aussi

(`1,r|Tr)(s1) =
∑
x∈A2

`1,r(s1u($Fx)α0)

=
∑
x∈A2

`1,r(u(−$Fx)α−1
0 s1)

= 0
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régulier

car le support de `1,r est égal à BSIS(1), et est donc disjoint de BSs1IS(1). Nous avons ainsi
déjà prouvé que `1,r|Tr = λ−1`1,r.
Par ailleurs, nous avons

`1,r|Sr =
∑
x∈A2

(u(−x)α−1
0 ) · `1,r ,

ce qui donne d’une part

(`1,r|Sr)(I2) =
∑
x∈A2

`1,r(u(−x)α−1
0 )

= Card(A2)`1,r(α
−1
0 )

= 0

et d’autre part

(`1,r|Sr)(s1) =
∑
x∈A2

`1,r(s1u(−x)α−1
0 )

= `1,r(s1α
−1
0 ) +

∑
x∈A2\{0}

`1,r(s1α
−1
0 u(−$−2

F x))

=
∑

x∈A2\{0}

`1,r(α0s1u(−$−2
F x))

=
∑

x∈A2\{0}

λ−1`1,r(u($−2
F x)s1)

=
∑

x∈A2\{0}

λ−1`1,r

(
u($2

Fx
−1)s1

(
$−2
F x 1
0 $2

Fx
−1

)
s1

)
=

∑
x∈A2\{0}

λ−1`1,r

(
α−2

0

(
x−1 0
0 x

)(
−1 0

$2
Fx
−1 −1

))
.

Comme
(

−1 0
$2
Fx
−1 −1

)
appartient à IS(1) pour toute valeur x ∈ A2\{0} et que les éléments

de IS agissent via leur image dans le tore fini TS(kF ) ' IS/IS(1), on obtient finalement, après
décomposition des éléments non nuls de A2 sous la forme x0 + $Fx1 avec x0, x1 ∈ A1 non
simultanéments nuls, que

(`1,r|Sr)(s1) = λ

 ∑
x∈A2\{0}

`1,r

((
x−1 0
0 x

))
= λ2(

∑
x1∈A1\{0}

xr1) + λ
∑

x0∈A1\{0}

Card(A1)xr0

= 0 .

Nous avons ainsi démontré que le sous-Ar-module engendré par `1,r dans πIS(1) est égal au
caractère µr1(λ−1).
Passons maintenant au calcul de `1,r|Sr0 . En appliquant de nouveau la formule (7.25), on a

`1,r|Sr0 = (−1)q−1−r
∑
x∈A1

(u(x)s1) · `1,r

= (−1)q−1
∑
x∈A1

u(x) · `2,r

= (−1)q−1Card(A1)`2,r
= 0 ,

où le passage de la deuxième égalité à la troisième provient de l’invariance de `2,r sous l’action
de IS(1), donc en particulier sous l’action de u(x) ∈ IS(1) pour tout x ∈ A1. Ceci prouve donc
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IndGS
BS

(µλω
q−1−r)

)IS(1)
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que `1,r|Sr0 est nul. Il nous reste à calculer `1,r|Sr1 , ce que nous faisons en appliquant une fois
encore la formule (7.25) :

`1,r|Sr1 = (−1)q−1−r
∑
x∈A1

(u($Fx)α0s1) · `1,r

= (−1)q−1
∑
x∈A1

(u($Fx)α0) · `2,r .

Nous avons donc en particulier

(`1,r|Sr1)(I2) = (−1)q−1
∑
x∈A1

`2,r(u($Fx)α0)

= (−1)q−1
∑

x∈A1\{0}

`2,r

(
u($−1

F x−1)s1

(
$Fx 1

0 $−1
F x−1

)
α0

)
= (−1)q−1

∑
x∈A1\{0}

`2,r

(
s1

(
x $F

0 x−1

))
= (−1)q−1(

∑
ξ∈kF \{0}

ξr)`2,r(s1)

= 0

car nous avons supposé que 1 ≤ r ≤ q − 2. La même méthode de calcul montre que l’on a

(`1,r|Sr1)(s1) = (−1)q−1
∑
x∈A1

`2,r(s1u($Fx)α0)

= (−1)q−1

`2,r(s1α0) +
∑

x∈A1\{0}

`2,r

(
s2

1

(
x $F

0 x−1

))
= (−1)q−1`2,r(α

−1
0 s1)

= (−1)q−1λ ,

où le passage de la deuxième égalité à la troisième est possible car le support de `2,r ne contient
aucun élément de BS (et car s2

1 = −I2). Nous avons ainsi prouvé que `1,r|Sr1 = (−1)q−1λ`2,r,
ce qui termine la démonstration en choisissant pour base adaptée du H̃S(r)-module πIS(1) la
famille {m1 = `1,r; m2 = (−1)q−1λ`2,r}.

7.6.2 Structure du H̃S(r)-module à droite
(
IndGSBS (µλω

q−1−r)
)IS(1)

Considérons à présent la représentation π′ := IndGSBS (µλω
q−1−r). De nouveau grâce aux

résultats de la Section 3.4 du Chapitre 3, on sait que l’espace des vecteurs IS(1)-invariants de
π′ est de dimension 2 sur Fp et qu’il admet pour base la famille {`1,q−1−r, `2,q−1−r} caractérisée
par les égalités suivantes :{

`1,q−1−r(I2) = 1 ; `2,q−1−r(I2) = 0 ;
`1,q−1−r(s1) = 0 ; `2,q−1−r(s1) = 1 .

Il faut cependant noter que c’est cette fois la fonction `2,q−1−r qui appartient à la composante
(IS , ω

r)-isotypique de π′, ce qui va mener à l’inversion des rôles joués par les indices i et j.
Plus prosäıquement, on peut reprendre ligne à ligne les calculs développés dans la preuve du
Lemme 7.6.1 pour obtenir directement l’énoncé suivant.

Lemme 7.6.2. Soient λ ∈ F×p et r ∈ {1, . . . , [ q−1
2 ]} avec r 6= q−1

2 si p est impair.
Le H1

S-module à droite (IndGSBS (µλω
q−1−r))IS(1) est canoniquement isomorphe au H̃S(r)-module

à droite irréductible M21(λ−1) posé sur la composante k = r.
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