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Introduction

Cette these s’inscrit dans la branche mathématique de la théorie de I’élimination, et
plus précisément celle des résultants. Avec le développement de 'informatique et de I’algo-
rithmique, la théorie de I’élimination s’est réveillée de pres d’un demi-siecle d’agonie. En
effet, pourtant sujette de 'attention particuliere des géometres algébristes du dix-neuvieme
siecle, elle succomba sous 'opprobre d’André Weil 71l faut éliminer 1’élimination” vers la
fin des années 1940. Situé au coeur de cette théorie, le résultant lui aussi banni de la re-
cherche pendant pres de quarante ans, est de nos jours devenu un domaine de recherche
tres actif, pour ses implications dans de nombreux domaines d’application notamment en
CGAO (Conception Géométrique Assisté par Ordinateur).

La formulation la plus usuelle du résultant est celle dite de Sylvester, qui donne une
condition nécessaire et suffisante sur les coefficients pour que deux polynomes d’une variable
alent une racine commune. En 1902, Macaulay généralise le résultant de Sylvester a n
polynomes homogenes fi,..., f, en n variables, n > 2. Le résultant de Macaulay est un
polynome en les coefficients des f; dont I'image par spécialisation dans un corps k est nulle
si, et seulement si, les polynomes spécialisés dans k£ ont une racine commune dans I'espace
projectif IP’%_I.

Au début des années 1990, Jouanolou s’est intéressé au résultant de Macaulay [51,
52] en y apportant un formalisme faisant le parallele entre I'aspect algébrique et l'as-
pect géométrique. Il a donné deux définitions de ce résultant, I'une géométrique (comme
I'équation d’une hypersurface obtenue par la projection d’une variété d’incidence) et 'autre
algébrique (comme le générateur d’un idéal principal). Le résultant de Macaulay s’est avéré
étre un outil tres utile en géométrie algébrique effective [43, 34, 1, 45, 7, 44, 21, 36, 37], mais
il est mis en défaut par des situations fréquemment rencontrées en pratique notamment
lorsque les f; ont des solutions communes qui s’expriment génériquement en leurs coeffi-
cients . Pour répondre a ce genre de questions de nouvelles formulations ont été introduites
comme le résultant anisotrope, le résultant creux, le résultant résiduel [51, 54, 41, 19].

Le fait que le résultant de Macaulay soit nul est donc une condition nécessaire et
suffisante pour que n polynomes homogenes admettent une racine commune non triviale,
ou autrement dit pour que la matrice a une seule ligne et n colonnes (f ... f,) ne soit pas
de rang maximal en au moins un point apres spécialisation des coefficients. Il est naturel
de penser a la généraliser cette notion a une matrice de taille supérieure. Plus précisément,
étant donnée une matrice M = (y;;);; de polynomes homogenes de type g x f, avec
g < f, nous cherchons s’il existe une condition nécessaire et suffisante (si oui, la calculer
explicitement) portant sur les coefficients des entrées de M pour que le rang de celle-ci ne
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soit pas maximal en au moins un point apres spécialisation dans un corps k. Autrement
dit, nous nous intéressons a une condition nécessaire et suffisante pour que les mineurs
b, ... ,P( D) de M admettent une racine commune non triviale. Lorsqu’une telle condition

existe, nous I’appellerons le résultant déterminantiel de la matrice M.

Dans une petite note non publiée, Lombardi s’est intéressé au résultant déterminantiel
dans un cas particulier. Il suppose essentiellement que les polynomes ¢; ; de chaque colonne
ont le méme degré. Le cas général (i.e. lorsque les degrés des ¢;; sont arbitraires) du
résultant déterminantiel a été introduit récemment par Busé en adoptant un point de vue
géométrique [20].

La premiere partie de cette these est consacrée a 1’étude du résultant déterminantiel, et
la seconde partie est motivée par des problemes d’intersection des courbes et des surfaces
de Bézier, et elle conduit a la contruction des résultants dans les bases de Bernstein.

Le chapitre 1 de la these présente les outils d’algebre commutative nécessaires a la
définition du résultant déterminantiel. Nous rappelons la définition des algebres symétriques
et des algebres extérieures a ’aide du produit tensoriel des modules, puis nous construi-
sons les complexes d’Eagon-Northcott et Buchsbaum-Rim que nous obtiendrons comme
les deux premiers éléments d’'une méme famille de complexes définie a partir du complexe
de Koszul.

Dans le chapitre 2, nous montrerons que le cas particulier du résultant déterminantiel
considéré par Lombardi n’est autre que le résultant bihomogene d’un systeme de polynomes
déduit de la matrice M. Le résultant plurihomogene fournit une condition nécessaire et
suffisante pour que des polynomes plurihomogenes admettent une racine commune non
triviale [57, 62, 4, 27, 63]. Nous le définirons de maniere purement algébrique en sui-
vant ’approche développée dans le chapitre suivant pour établir I'existence du résultant
déterminantiel dans le cas général.

Dans le chapitre 3, nous généraliserons le travail de Busé a des anneaux factoriels,
en suivant une approche algébrique inspirée par les travaux d’Hurwitz, Mc Coy, Van der
Wearden, Jouanolou [49, 57, 64, 51]. Ce point de vue algébrique plus propice au calcul
effectif permet de s’affranchir des hypotheses imposées par la géométrie sur le corps base
et d’étudier le comportement du résultant par rapport aux coefficients des entrées de la
matrice M. Cette approche consiste a étudier ’ensemble des formes d’inertie Z de 1'idéal

I=(P,... ,P< f)) des mineurs maximaux de la matrice M, qui sont des conditions (seule-
g

ment) nécessaires pour que M ne soit pas de rang maximal. L’idéal I est toujours contenu
dans Z. Nous montrerons que si f — g+ 1 < n, alors I = 7, c-a-d qu’il n’existe pas de
condition nécessaire et sufisante pourtant seulement sur les coefficients des entrées de M
pour que son rang ne soit pas maximal. Puis, nous établirons dans le casn = f —g+1 que
l'idéal des formes d’inertie Z est non nul, premier et principal, et un générateur (convena-
blement choisi) de cet idéal sera le résultat déterminantiel. Nous établirons quelques unes
des propriétés de ce résultant.

Le chapitre 4 est consacré au caclcul explicite du résultant déterminantiel dans le cas
principal (n = f 4+ ¢g — 1). Nous exposerons d’abord les techniques homologiques dont
nous aurons besoin, puis nous montrerons que ce résultant est en fait non seulement le
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déterminant du complexe d’Eagon-Northcott mais aussi le déterminant du complexe de
Buchsbaum-Rim. Cette approche nous permettra d’obtenir le résultant déterminantiel en
calculant les mineurs de certaines matrices. L'utilisation du complexe de Buchsbaum-Rim
permet d’obtenir le résultant déterminantiel sans avoir a calculer les mineurs maximaux
de la matrice M et dans le "cas f = g+ 17, cas le plus fréquemment rencontré en pratique,
comme le déterminant d’une matrice carrée qui est la généralisation de la matrice de Syl-
vester. Nous obtenons aussi des formules pour le degré du résultant résiduel qui généralise
celles de Macaulay.

Dans la seconde partie de la these, nous étudierons des problemes d’intersection des
courbes et surfaces de Bézier qui sont fondamentaux en CGAO (Conception Géométrique
Assistée par Ordinateur). Dans ce domaine d’application, les représentations des objets
sont souvent données dans les bases de Bernstein. Pour effectuer des opérations sur ces
objets, qui peuvent étre réalisées en ayant recours a la théorie de 1’élimination, on peut
convertir ou reparamétrer ces représentations dans les bases monomiales et utiliser les for-
mulations des résultants développées dans ces dernieres bases. D’une part, cette approche
crée de l'instabilité numérique, et d’autre part, il est bien connu que les bases de Bern-
stein sont plus stables numériquement [38, 39]. C’est pour cela qu’il est souhaitable de
développer des outils d’élimination pour des données exprimées dans les bases de Bern-
stein qui permettent d’effectuer tous les calculs intermédiaires sans perte de stabilité. Dans
le cas d’une variable, tout récemment Goldman et Winkler définissent le résultant de Syl-
vester, Bini et Gemignani le résultant de Bézout dans les bases de Bernstein [68, 70, 69, 9].
A notre connaissance, il n’existe pas de constructions de tels outils a plusieurs variables.
Nous généraliserons le résultant du Sylvester (dans les bases de Bernstein) proposé dans
[70] pour une matrice du type 1 x 2 & une matrice de taille n x (n + 1), en construisant
une matrice dont le déterminant sera le résultant déterminantiel de Bernstein. Puis, nous
construirons des résultants adaptés aux problemes d’intersection. Nous commengons par
montrer que ces problemes jouissent d’une structure particuliere qui est dégénérée pour
le résultant de Macaulay, et nous prouverons l’existence d’un résultant de Bernstein pour
ces systemes dégénérés. Ce résultant est une spécialisation d’un résultant anisotope que
nous exprimerons dans des bases de Bernstein. Puis, nous montrerons comment calculer ce
résultant de Bernstein en utilisant des matrices bézoutiennes structurées exprimées dans
les bases de Bernstein. Enfin, nous appliquerons ces constructions aux problemes d’inter-
section que nous ramenerons a la résolution de systemes linéaires structurés. L’intersection
d’une courbe et d'une surface de Bézier est ramenée a I’étude d’un systeme linéaire et
celle de deux surfaces de Bézier a la résolution de plusieurs systemes structurés associés
seulement a deux matrices différentes mais similaires.

L’intérét de ces constuctions réside dans le fait que lorsque les données sont exprimées
sous forme de Bernstein, nous pouvons appliquer la théorie de I’élimination a partir des
coefficients de Bernstein sans avoir recours a des procédés de conversion ou de repa-
ramétrisation afin d’éviter la croissance des coefficients des polynomes dans des bases
monomiales.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre préliminaire, nous rappelons la construction des complexes d’Eagon-
Northcott et Buchsbaum-Rim. Ces deux complexes seront utiles dans la définition et le
calcul du résultant déterminantiel que nous étudierons dans les chapitres suivants. Nous
les présentons comme les deux premiers éléments d'une famille de complexes obtenue a
partir du complexe de Koszul. Ces deux complexes peuvent donc étre considérés comme des
généralisations du complexe de Koszul, ¢’est d’ailleurs ainsi que le complexe de Buchsbaum-
Rim a été présenté dans [14]. Ce point de vue souligne le fait que le résultant déterminantiel
que nous calculerons a ’aide des complexes d’Eagon-Northcott et Buchsbaum-Rim est en
fait une généralisation du résultant de Macaulay calculé a I'aide du complexe de Koszul.

Dans tout ce chapitre R désigne un anneau commutatif.

1.1 Algebre symétrique et algebre extérieure

Pour un morphisme de R-module M — N donné, les complexes d’Eagon-Northcott et
Buchsbaum-Rim sont définis a I'aide des algebres symétriques et extérieures des modules
M et N. Dans cette section nous en rappelons la définition de ces algebres ainsi que leurs
principales propriétés.

Definition 1 Soient M et N deux R-modules. Le produit tensoriel de M et N sur R, noté
M ®gr N, est le R-module engendré par les symboles m @ n pour m € M et n € N tel que
l'application naturelle b

b:MxN — M®rN

(m,n) — mQen

est bilinéaire.

Le produit tensoriel est donc caractérisé par la propriété universelle suivante :
Pour tout module P les applications bilinéaires M x N — P sont en correspondance avec

13



14 Chapitre 1. Préliminaires

les homomorphismes de modules M ®r N — P en composant par b, c’est a dire qu’on a
la bijection

Homr(M ®@r N,P) = {Applications bilinéaires de M x N dans P}
o +— b

Proposition 1 (/30, Proposition A2.1])
Sotent M, N, P, et () des R—modules, alors
(1)(Associativité et commutativité) : M @g N = N Qg M et M Qr (N ®r P) = (M ®p
N)®g P.
(i1)(Sommes directes) :(M & N)®@r P = (M ®p P)® (N ®g P).
(111) (Suites exactes) : Si M — N — P — 0 est une suite exacte alors

QrM —Q®rN —Q®rP —0
est une suite exacte.
(iv)(changement de base) : Si R' est une R-algébre et U est un R'-module, alors
Homp (R QrM,U) = Homgp(M,U) et

Ur M =U Qg (R ®r M).

Definition 2 L’algéebre tensorielle du R-module M est la R-algebre non commutative
Tpr(M) =ReMae(MerM)sd...,

ot le produit entre 11 Q... Qxy, et 1 ®...Qy, est défini comme 11® ... QT QY. .. QY.

Remarque 1 Dans le cas qui nous intéresse, ou M est un R-module libre en les x;, c’est
simplement ’algébre libre (non commutative) en les x;.

Definition 3 L’algébre symétrique de M est l’algébre notée Sp(M) obtenue en quotientant
Tr(M) par l'idéal engendré par les éléments de la forme r @ y —y @ x pour tout x,y € M.

Definition 4 L’algébre extérieure de M est l'algébre notée N\ z(M) obtenue en quotientant
Tr(M) par lidéal engendré par les éléments de la forme 2* = x ® x pour tout x € M. (De
(z+y)* =0 on déduit aisément que x @ y+y @z =0 dans \p(M), et donc que l’algébre
extérieure est anticommutative).

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible nous noterons T'(M), S(M) et \(M) pour Tr(M), Sr(M)
et Ar(M) respectivement.
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1.1.1 Cas gradué

Soient R un anneau gradué concentré en degré 0 (i.e R = Rp), et M un R—module
Z-gradué, M = @ M;. L’algebre tensoriel Tr(M) devient alors un module Z-gradué dont

=
la 7™ composante est

Tp(M)i= P M,®.. .M,

]1++]n:Z

Avec ces conventions, nous définissons ’algebre symétrique graduée, notée .g(M) ou
(M), comme la R-algebre graduée Tr(M)/I, ou I est I'idéal engendré par les éléments
de la forme

a®b— (—1)%9@4sb)p & q et o si deg(a) est impair

pour des éléments homogenes a,b de M.

Si M est concentré en degrés pairs (i.e M; = 0 pour tout i impair), alors ¥ (M) =
S(M), Talgebre symétrique définie précédemment est commutative. Si au contraire M
est concentré en degrés impairs (i.e M; = 0 pour tout ¢ pair), alors . (M) = A(M),
'algebre extérieure de M. Dans les identifications . (M) = S(M) et (M) = A(M) nous
regardons M comme un module non gradué de degré donné 2 ou 1 respectivement.

Nous définissons #y(M) comme l'image de Ty(M) .= M ® ... M C T(M) (avec d
facteurs) dans .7 (M). Si M est concentré en degrés pairs ou impairs nous avons .y (M) =
Sa(M) ou Fy(M) = N\, (M) respectivement. Nous avons aussi . (M) = @ .74(M ). Notons

d>0
que chaque .%;(M) est un module gradué.

Dans le cas qui nous intéresse c’est-a-~dire ou M est un module libre de base {z1, ..., x,},
la proposition suivante nous donne un moyen simple de trouver des bases de S(M) et

A(M) :
Proposition 2 (/30, Proposition A2.2])
S(M® N)=S(M)®S(N),
ANM @ N) = A(M) @ A(N).
Corollaire 1 (/30, Corollaire A2.53]) Soit M un module libre de base {x1,...,x,}. Alors

(1) S(M) est l’anneau des polynomes en les “variables” x;, et Sq(M) est le R-module libre

de rang (Tﬁf), admettant pour base ’ensemble des monomes de degré d en les x;.

(ii) NY(M) est le R-module libre de rang (7)) de base

{Q}il/\.../\ﬂﬁid, 1§i1<...<id§r}.

(111) Si N est un autre module libre, de base {y1,...,ys} et ¢ : M — N est un homomor-
phisme de matrice A dans ces bases, alors le morphisme induit A%p : NAM — AN a une
matrice dont l'entrée correspondante auzw éléments de base x; N ... ANz, et yj, N...ANy;,
est le mineur de A faisant intervenir les colonnes i1, ...,1q €t les lignes ji, ..., Jq.
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1.2 Complexes d’Eagon-Northcott et Buchsbaum-Rim

Soit ¢ : F — G un morphisme de modules libres sur un anneau R. On suppose
que les rangs de F' et G vérifient l'inégalité rg(F) = f > g = rg(G) (on peut voir ¢
comme une présentation du R-module M := coker(y)). A partir du complexe de Kos-
zul, on va construire une famille de complexes [’ et s’intéresser au complexe (0 et C!
dits d’Eagon-Northcott (E-N), et de Buchsbaum-Rim (B-R). Ces complexes donnent res-
pectivement dans le cas génerique, (c’est-a-dire lorsque ¢ est représentée par une ma-
trice d’indéterminées r; ; d'un anneau de polynomes Z[{r; ;}i=1. 4 j=1..f]) une résolution de
R/1,(¢) et du conoyau de ¢ respectivement. On rappelle que I,(¢) désigne 'idéal engendré
par les mineurs de taille g de . Nous commencons par quelques rappels sur le complexe
de Koszul.

1.2.1 Complexe de Koszul

Soit N un R-module et x € N, le complexe de Koszul associé a 1’élément x € N est le
complexe
i+1

2 i
K(x):O—>R—>N—>/\N—>~~—>/\N&>/\N_>...

ou d, envoie I’ élément a sur = A a. Si N est libre de rang n et © = (z1,...,2,) € R" = N
nous écrirons parfois K(xy,...,x,)) a la place de K(z).

Le complexe de Koszul est fonctoriel au sens ou si f : N — M est un morphisme
de module tel que f(z) = y alors le morphisme d’algebre Af : AN — AM définit un
morphisme de complexe de K (z) vers K (y).

Proposition 3
H"(K(xy1,...,2,)) = R/(x1,...,2,).

Démonstration :

Soit {eq,...,e,} une base de N = R"™ Nous avons A" N = R par un isomorphisme
envoyant e; A ... Ae, sur 1. De méme /\"_1 N = R"™ avec la base est formé des éléments
e1N...NejNeis1 A. .. Ney, pour i = 1...n, ou le symbole e; signifie que e; a été supprimé.
L’'image de e; A ... A e; A eir1 N\ ... N\ ep, par la différentielle du complexe de Koszul est

O mie) Aer A NENea A Ney =Fer AL Ney,

donc le conoyau de A" N — A" N est isomorphe & R/(z1,. .., xy). O

Il y’a une version duale du complexe de Koszul, associée a un R-module N et a une
forme linéaire ¢ : N — R. C’est le complexe

i i—1
K/<90):_>.../\Ni>/\N_>..._>Ni>R_>O.
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Pour décrire la différentielle 4, : A'N — A" N nous utilisons le “morphisme dia-
gonal” A : AN — AN ® AN, qui est 'unique morphisme d’algébre envoyant chaque
me N=N\"N sur

1 0 0 1
mol-1eme A\ANo ANo ANe ANc AN® AN.

Notons A’ la composante de A qui envoie A'N sur N ® (A" N). En terme de
générateurs nous avons

7
AN(my A Amg) = (=1 'mj@ma A Am AL A,
j=1

ou m; signifie que m; a été supprimé du produit.
Nous définissons ¢, comme la composante

A i—1 i—1 i—1
AN LN (AN) 2L R AN= /N

Pour montrer que nous avons bien défini un complexe, nous devons montrer que 5@ = 0.
Le calcul montre que 5Z(n1 A ...An;) est une combinaison linéaire d’éléments de la forme

A ATGA L Anj A ... An;, olt nous avons supprimé n; et n. En supposant que j < j’
nous avons que le coefficientde cet élément dans le développement de 53,(711 A...A\n;) est

-/

(1) (=1)"o(ny)o(nge) + (—1) (1) (n;)(nyr) =0,

donc 6; =0.

Si M est un R-module et x € M alors correspond a la fonction x* : M* — R défine
par z*(¢) = ¢(z). Ainsi nous pouvons définir les complexes de Koszul K (x) et K'(z*). Si
M est libre de type fini ces deux complexes sont le dual 'un de I'autre, c’est-a-dire que le
complexe de Koszul est auto-dual.

Proposition 4 ([30, Proposition 17.15])
Pour x € R™ nous avons le diagramme commutatif suivant

K(x) @ — /\i(}fn) e, /\i+1(an) e

K@) i — (NRY) 5 (NVTURY S
61 81

K@) o= AR 2 AR

ot les morphismes verticaux o et 3 sont les isomorphismes décrits précédemment.
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1.2.2 En partant du complexe de Koszul

Dans toute la suite pour un R-module gradué M = @M, et d € Z, nous noterons

€7
M (d) le R-module gradué M (d) = @M/ avec M| = M;q.
i€Z
Soit S = S(G) l'algebre symétrique de G (i.e 'anneau gradué des polynomes sur une
base de G, dont les éléments sont vus comme des éléments de degré 1). Si {z1,...,z,}

est une base de G, alors S = R|x1,...,x,]. On pose F' = S ® F(—1). 1l existe un unique
morphisme de S-modules ¢’ : F/ — S qui envoie F = R® F = F| C F' sur G = 5,G

par ¢. En terme de bases, soit {ej,...,es} une base de F telle que p(e;) = > r;jz; avec
rij € R; la famille {e},... e}, ol ef = 1 ®e; € I, engendre le S-module F’; on définit
¢'(€}) = > r;;x; vu comme un élément de S = R[zy, ..., 74

Soit

f 2
N0 NF— NF— i o NF— F g

le complexe de Koszul déterminé par ¢'. Comme les morphismes de K (¢') sont de degré 0
( au sens de la S-graduation), on déduit en se restreignant a chaque degré d un complexe

% i—1
K((p’)di"'Lsd—iG(g/\Fisd—i-&-lG@/\Fl"'lsd_lG@)FisdG,

ou pour simplifier, on a appelé toutes les différentielles 0.
Soit {z;} la base de G* duale de la base {z;} de G, alors p*(z}) € F* agit sur A\ F' en
envoyant a; A...Aa; € \"F sur ¢*(x})(ar)as A... Na; € N'"' F. La différentielle 9 envoit
I'élément m ® f € S;;G® N\'F sur élément Zx m® " (25)(f) € Sq_ iGN\ F.
L’élément ¢ = Y x; @ 27 € G ®@ G* est appelé trace et il est indépendant du choix de
la base x; ; c’est 'image de 'identité par le morphisme R — G ® G* dual du morphisme
évaluation G* ® G — R.
La différentielle 0 est donnée par la multiplication par ¢ vu comme un élément de S(G) ®
A\ G* (ou laction de A\ G* sur A F' se fait via le morphisme A ¢* : AG* — A F*). En
particulier, comme S(G)® /\ G* est I'algebre extérieure sur S(G) du S(G)-module SGRG*,
et ¢ est un élément de degré 1 (ou pour z ® y* € S(G) @ A G* deg(x ® y*) = deg(x)) de
cette algébre extérieure, on a ¢* = 0, ce qui prouve que 9> = 0 et donc K (¢’) est bien un
complexe.
En dualisant le complexe K (¢')4 (en prenant Hom(—, R)), il vient un complexe :

i—1
K(gp’)z:~--—>(Sd_i+1G)*®/\F* (S4-iG ®/\F*
On fixe un élément a € /\f F afin d’identifier A\’ F* & /\f_i F de la méme maniere qu’a la
fin de la proposition4d Ce complexe dual se réecrit :

f f—1
K(¢)5:0 — (S4G) @ \F - (841G @ N\ F - -
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f—i f—i—1
o (S4-iG) @ N F = (SeimaG) @ J\ F - -

L’application § peut la aussi étre vu comme la multiplication par ¢ € GRG* C SG \ G*.
On remarque que les entrées d’'une matrice de d ou 0 sont des formes R-linéaires en les
entrées de la matrice de ¢.

1.2.3 Complexe d’Eagon-Northcott et Buchsbaum-Rim

On s’interesse aux complexes K (¢)4 et K (¢')%, plus précisement aux complexes obtenus
en connectant K(¢')} avec K(¢')s_,_q, lorsque d < f — g. Dans ce cas, le dernier terme
de K ()% est (SoG)* @ N7 F, qui s'identifie & A’ F car (SyG)* = R. Le probleme est
de définir un morphisme connectant e entre A/~ F' et le premier terme de K(¢');_4_q qui
est \/79"* F. Nous noterons C' le complexe obtenu en connectant K(¢')}_ i avec K(¢');.

Soit v € A? G* = R un générateur de A\? G*, le choix d’un tel ~y est possible car G est

libre. Pour tout k£ > g, on définit le morphisme

k k—g
€: /\ F— /\ F
comme 'action de A9p*y sur F'. En terme de bases, si on écrit I pour un sous-ensemble
i < .. <idpde{l,...f}, et ef =e; A...A\e; pour le produit libre correspondant, alors
on a

eey) = Z sgn(J C I)(detyps)en s,

JCI,|J|=g

ol ¢ est la sous matrice de taille g x g de ¢ dont les colonnes correspondent aux éléments
de J, sgn(J C I) est la signature de la permutation de I qui envoie les éléments de J sur
les g premiers éléments de I, et ep s est le produit libre des éléments de la base indexés
par 'ensemble I\ J écrits dans l'ordre croissant. Les entrées de la matrice de 1'application
e sont des mineurs g x g de ¢, c’est donc des formes de degré g en les entrées de la matrice
de ¢. Par exemple dans le cas k = g,

0
e:/g\F—>/\F:R

peut étre identifié au morphisme

" A9 " Y
NF =5 \NG=ER,

dont I'image est I'idéal engendré par les mineurs g x g de ¢.
On est prét maintenant & écrire les complexes 0. Pour simplifier les notations
Sy (vesp. S5, A\ désigne S4(G) (resp. (S4G)*, N F).
OnaS; =5y = /\0 = R, on écrira donc R quand on parlera de ces modules. En particulier,
on regarde ¢ : A*F — A" ¢ F comme une application de (SoG)* @ A" F dans \* 79 F.
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De plus on écrira G (resp. G*, F) & la place de Sf = ($1G)* (resp. S; = $1G, A" = \' F).
Le complexe d’Eagon-Northcott est le complexe

f f-1
000 — (S;-4G)* @ \F = (Sp_g1G) @ N\ F -

g+1 g g 0
(56 e NF - (56 @ N\F= NF - \F

qui avec les notations convenues s’écrit

g+1 g

; f-1
C0—8 ,0N\>8, .0\ —ca\-—>N\—R

Nous avons vu que l'application e peut étre identifiée a N9p : A F — A?G = R, la
derniere identification AY G = R se faisant en envoyant z; A ... Az, sur 1. L'image du
morphisme € est donc l'idéal I,(p) et on peut voir le complexe d’Eagon-Northcott comme
une approximation d'une résolution de R/I,(¢); on montre que c’est effectivement une
résolution si et seulement si I,(p) contient une suite réguliere de longueur f — g+ 1 (voir
section 1.3.3 théoreme 1).

Dans le complexe d’Eagon-Northcott, le morphisme connectant est le dernier mor-
phisme du complexe c¢’est pourquoi il n’est pas clair que deux complexes ont été collé. En
fait le complexe de gauche est K(¢');_, tandis que celui de droite est K(¢')o autrement
dit le complexe 0 — R — 0. Le complexe de Buchsbaum-Rim est le complexe

f f-1 g+1
Bl;[)—>S;Z_g_1®/\L>S;_g_2®/\i>~"i>/\—E>Fi>G,

ici le morphisme connectant joint les complexes K(¢');_, et K(¢')1:0— F — G — 0.
Le complexe de Buchsbaum-Rim peut étre vu comme une approximation d’une résolution
du conoyau du morphisme ¢ : F — G. C’est effectivement une résolution si et seulement
si I,(¢) contient une suite réguliere de longueur f — g+ 1 (voir section 1.3.4 théoreme 1).

1.2.4 Complexe d’Eagon-Northcott et profondeur

On commence par rappeler une définition fondamentale qui généralise la notion de
non-diviseur de zéro :

Definition 5 Soit R un anneau et M un R-module. On appelle suite M-réguliere une
suite d’éléments x1,...,x, € R telle que

(1) (x1,...,x0)M # M, et

(i) Pouri=1,...,n, x; est un non-diviseur de zéro dans M/(x1,...,x;_1).

On montre que pour un idéal I, toute les suites régulieres maximales (i.e. de cardinal
maximal) ont en fait la méme longueur (i.e. méme cardinal) (cf [30]) ce qui nous permet
de maintenant donner la définition de la profondeur d’un idéal.
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Definition 6 Soit I un idéal d’un anneau R, et M un R-module de type fini tel que
IM # M. La profondeur de I sur M, noté prof(I, M) (ouprof(I) s’il n’a pas d’ambiguité)
est la longueur d’une suite M-réguliere maximale d’éléments de I. Lorsque M = R, on
parlera simplement de profondeur de I.

Nous n’entrerons pas dans les détails (pour plus d’approfondissements cf [30]) mais
nous signalons que 'on utilise le complexe de Koszul pour établir les principales propriétés
inhérentes a la notion de profondeur d’un idéal, qui est en fait le pendant algébrique de
la notion géométrique de la codimension d'un idéal que nous allons voir dans la suite.
On caractérise méme prof(I, M) en termes d’annulation de I'homologie du complexe de
Koszul.

Definition 7 (i) La dimension de Krull (ou simplement dimension) d’un anneau R, notée
dim(R), est la longueur de la plus grande chaine d’idéauz premiers de R, strictement
croissante. Nous dirons que la chaine P, 2 P._1 2 ... D Fy est de longueur r.

(i1) La dimension d’un idéal I C R noté dim(I) est la dimension de Krull, dim(R/I), de
Uanneau R/I.

(113) Si I est un idéal premier la codimension de I noté codim(I) est la dimension de
l"anneau local Ry ou de maniére équivalente la longueur de la plus grande chaine d’idéaux
premiers partant de I. Si I n’est pas premier alors la codimension de I est le minimum
des codimensions des idéaux premiers contenant I.

Profondeur et codimension d’un idéal I sont deux outils permettant de mesurer sa
“taille”. L’étude du lien entre ces deux notions est un champ important de I'algebre com-
mutative. Les anneaux de Cohen Macaulay sont les anneaux ou ces deux notions coincident
pour tous les idéaux maximaux i.e prof(P) = codim(P) pour tout idéal P maximal. Dans
sa these J.Eagon a prouvé que dans le cas générique (les entrées de mat(p) sont des
indéterminées) I’anneau déterminantiel R/1,;(p) était de Cohen Macaulay avant d’étendre
ce résultat aux anneaux R/1,,(¢) avec m < g dans [29]. I est facile de voir qu’on a toujours
une inégalité c’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 5 Pour tout idéal I d’un anneau R, on a prof(I) < codim(I).

Démonstration :
Soit w1, ..., x, une suite réguliere maximale d’éléments de I. Comme x; ne divise pas 0
il n’est dans aucun idéal premier minimal de R donc la codimension de I/(z1) (en tant
qu’idéal de R/(z1)) est strictement inférieur a la codimension de de 1. Or I/(z;) (en tant
qu’idéal de R/(x1)) est de profondeur n — 1, donc par une récurrence immédiate on a
n—1<codim(I/(x1)) < codim(I).

0

Enfin, nous terminons cette présentation des complexes d’Eagon-Northcott et Buchsbaum-
Rim en donnant une proposition qui a été démontrée dans [28] permettant de majorer la
profondeur des idéaux I,(y) engendrés par les mineurs g x g de mat(yp).
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Theoréme 1 (/28, Théoréme 1])

Soit R un anneau noethérien et E-N(p) le complexe d’Eagon-Northcott associé a ¢ :
F— G, ouF et G sont deur modules libres de types finis de rang [ et g respectivement.
Si q est le maximum des entiers m vérifiant H,,(E-N(p)) # 0 alors

prof(I(¢)) +q=f—g+1
et en particulier prof(l,(¢)) < f—g+ 1.

Corollaire 2 Soit R un anneau noethérien et E-N(p) le complexe d’Eagon-Northcott as-
soci€ a ¢ : F — G, ou F et G sont deuxr modules libres de types finis de rang f et g
respectivement. St prof(I,(¢)) = f — g+ 1, alors E-N(yp) est acyclique.

Démonstration :
Dans les notations du théoreme, on a ¢ = 0 et donc H(E-N(p)) # 0 pour tout k > 0. O

Notons que le complexe de Buchsbaum-Rim B-R(y) associé a ¢ : F' — G , ou F et
G sont deux modules libres de types finis de rang f et g respectivement vérifie la méme
propriété :

Proposition 6 ([14, Théoréme 1 et 2])

Soit R un anneau noethérien et B-R(y) le complere de Buchsbaum-Rim associé a
p: F— G, ou F et G sont deur modules libres de types finis de rang f et g respectivement.
Siprof(l,(¢)) = f — g+ 1, alors B-R(y) est acyclique.

Theoréme 2 ([13, théoréme 2.5])
Soit X = X, ; une matrice de taille g X f d’indéterminées sur l’anneau noetherien R
alors

prof(I(X)) = (f =t +1)(g—t+1)
oul<t<g.
Enfin signalons que les complexes d’Eagon-Northcott et Buchsbaum-Rim sont apparus

respectivement dans [28] et [14] . On trouve une réalisation de ces complexes dans plusieurs
papiers, citons par exemple [2] pour un point de vue plus analytique.



Chapitre 2

Résultant bihomogéene

Dans ce chapitre, nous rappelons la notion du résultant plurihomogene qui est un cas
particulier du résultant déterminantiel que nous étudierons dans les chapitres suivants.

Soient A un anneau commutatif, » > m et n des entiers naturels et M la matrice

P11 - Prr
M:= : : )
Som,l I Som,r
de taille m x r ou les polynomes ¢, ; € A[Xy,...,X,] sont des polynomes homogenes de

degré d; — k;. Le rang de la matrice M est < m en un point x # 0 si, et seulement si,
les lignes de la matrice M en ce point forment une famille liée; c’est-a-dire qu’il existe

(yla"'7ym) 7é 0 tel que

Yigin +ooot YmPma =0

: : (2.1)
Y11, +...+ YmPmyr = 0.
Supposons que pour tout i € {1,...,m}, k; = 0 (en fait, ce que nous développerons
dans la suite reste valable si ky = ... = k,,) et introduisons les indéterminées Yi,...,Y,,.

D’aprés (2.1), le rang de M est < m en un point si, et seulement si, les polynomes biho-
mogenes f; en X,Y de bidegrés (d;, 1) définis de la maniere suivante

H=Y1(pia(Xe,.... X)) +...+ Yo (omi(Xy,.. .., X5))

fr=Yi(p1,(X1,..., X)) +...4+ Yo (ome (X1, .., X3))

admettent une racine commune (z,y) non triviale. Ceci conduit a la notion du résultant
plurihomogeéne (bihomogene dans notre cadre) qui apparait dans [57] et qui a été étudié
dans les theses de Abdelouahab Chkiriba et Abdelhak Chaichaa en 1988 en adoptant le

point de vue de Jouanolou développé dans [51, 4].

23
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Dans ce chapitre, nous donnons une présentation du résultant bihomgene, d’'un point de
vue algébrique, qui est un cas particulier du résultant déterminantiel qui nous intéressera
dans les chapitres suivants. Cependant les résultats et les preuves que nous exposons se
transportent facilement au cas plurihomogene.

2.1 Idéal des formes d’inertie

Soient k un anneau commutatif, n,m,r des entiers naturels, X = (X;,...,X,), Y =
(Y1,...,Y,,) deux paquets de variables et d; 1,d; 2 (1 <@ < 1) des entiers naturels non nuls.
Pour tout ¢ € {1...r}, notons A; = {(a,8) € N* x N : |a| =d; 1, et |B] =di2, }.

On considére r polyndémes génériques homogenes par rapport a chaque paquet de va-
riables X et Y définis de la maniére suivante

fi= Z U?’EXQXQ.

Soit A = k[U?’ﬁ : (a,B) € Aiyi = 1...r] anneau des coefficients universels. On pose

Ry = A[X] avec deg(X;) = 1 et deg(a) = 0sia € A, et Ry = A[Y] avec deg(Y;) = 1 et
deg(a) = 0 si a € A qui sont des algebres N-graduées.
Posons R := RiQRy; = A[X,Y], la A-algébre avec la N?-graduation produit tensoriel
A

de celle de Ry et R; :

{ deg(X;) = (1,0) , deg(Y;) = (0,1)
deg(a) =0sia € A.

Dans la suite, on parlera de bihomogénéité quand on utilisera cette graduation. Par
exemple, les polynomes fi, ..., f, sont bihomogenes de degré deg(fi;) = (di1,di2)-

Notons M, := (Xy,..., X,), M, := (Y1,...,Y,) C R, I'idéal M := M, M, est engendré
par les monomes { X;Y; : (k,1) € [1,n]x[1, m]}, que 'on ordonne par ordre lexicographique :

o1 =X1Y1<o=X1Yo<...< XY, <XoV1<...<o0,=X,Y, , ¢=mn.

Definition 8 On dit que h € R est une forme d’inertie d’un idéal I si il existe v > 0 tel
que M h C 1.

On note T Fy(I) 'ensemble des formes d’inertie de I'idéal I, qui est un idéal de R.

Posons I = (fi,....f;) et B = R/(fi,....f) = AX,Y)/(fi,....},) qui est N
graduée. L’idéal des formes d’inertie T := T Fyyn([) est 'image réciproque par la projection
canonique R — B du 0°™° groupe de cohomologie & support dans 9t

HY(B) = {b€ B,3v € N,I"b = 0}.
De plus, comme I C ¥, Hy,(B) est un idéal de B. Ces deux idéaux sont N2-gradués, et

T/ (i, fr) > Hip(B),
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q
On a une suite exacte 0 — R — [[ By,
I=1
En considérant la partie de degré 0, nous définissons l'idéal A :

Definition 9 On appelle idéal résultant bihomogéne de I idéal A := Ty = Hyy(B)o C A.

Soit ¢ le morphisme

YR — ﬁBal
=1

h — (b1,...,by)
ol b; est le localisé en o; de I'image b de h par la projection canonique R — B. Nous avons
ker(¢)) = {h € R tel que (by,...,b,) =0}
= {he€R:3(a,p) eN"xN"/ XYPh e I}

q
donc T = [ ker(R <% B,,).
I=1

2.1.1 Nature des anneaux gradués B,

Nous allons montrer que I'idéal 2 est premier, en étudiant la structure des anneaux
, . diav s .
radués . Pour cela, notons ¢; le coefficient de X, Y, dans f; et écrivons les po-
dués B,,. P la, not g 1 flicient de X,"'Y,,"* d i et 1
lynémes

fi= e XFryhz 4 f,
ou le polynéme f, = f; — £ XP1Y,52 ne dépend pas du coefficient ;.
Proposition 7 On a un isomorphisme

B,, — A'[X,Y],,

ot A' = kU2 (0, B) € Ay USE £ eyi=1...7).

Démonstration :

~

fi

di1vdi2
Onafi:Xn Ym €Z+m
X0 Ym©

. Considérons le morphisme de A-algebres ¢

90 : Raq E— AI[K, X]O’q

Xy — X;
Y — Y
, i
gl Xdi,lydi,Q
n m
Uf’é — Uig’é ,si Uig’g #+ g
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Comme ker(¢) = (fi,..., fr), en passant au quotient

7 : By, < A[X,Y],,.

O
Proposition 8 5i k est intégre, alors l’idéal A est un idéal premier.
Démonstration :
Lorsque k est integre, A'[X,Y],, = IC[U?’é D (a,B) € N, U8 £ g, 4 = L)X, Y],
est integre, donc pour tout [ € {1,...,¢ — 1}, o; ne divise pas o,. En considérant les

diagrammes commutatifs (I € {1,...,q¢ — 1}),
R — B,
| |
Boq — Baloq

on s’apercoit que ker(R =% B, ) = ker(R =5 B,,) et donc que T = ker(R =5 B,,).
Ainsi, si k est integre, en utilisant la proposition 7, ¥ est un idéal premier. Il s’en suit que
HY,(B) = T/I est aussi premier. En regardant en degré 0, on en déduit que 2 est un idéal

premier.

O

Remarque 2 Dans ce qui précéde nous avons prouvé que ¥ = ker(R <% B,,) pour tout

[ €{1,...,q}. Ceci montre que h est une forme d’inertie si, et seulement si, il existe v € N
et L €{1,...,q} tels que o}h € I.

2.2 Cohomologie locale associée a des polyndomes bi-
homogenes

Dans la suite du chapitre, N =n +m — 1.

. L dijiy di 7
Commengons par fixer des notations. On écrit f; = &, X5, Vi + f.
Pour 7 = 1,...,r, on considere les morphismes de A-algebres

Vit Ry, — Rg,
XY — XY
US? o UPPsiUST 26
fi

Xn Yo

€ = & =
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Nous avons ¥;(f;) = 0.
On pose ¢; =11 ...0%j_1 0141 01y, ainsi pour tout f(X,Y) € R,

n(f(XY)) = f(X.Y) mod(fz,.... [r) (2.2)

Proposition 9 Si f(X,Y) € R tel que f(X,Y) = 0 mod(fi,...,[fi), avec I < r, alors
soit f contient tous les coefficients du polynéme fi, soit f(X,Y) =0 mod(fs,..., f1).

Démonstgation :
@ b . . . .
Soit Ufo % un coefficient de f; n’apparaissant pas dans f, alors il n’apparait pas dans

¢1(f(X,Y)) car ¢ (f(X,Y)) = f(X,Y) mod(fa,..., fi).
Comme f(X,Y) =l fi+...+hfi, 61 (f(X,Y)) = ¢1(h1) fi. On en déduit que ¢ (h1) =

0, sinon ¢ (f(X,Y)), et par conséquent f(X,Y), dépendrait de Ul%go. Il s’en suit par (2.2
que f(X,Y) =0 mod(fa,...,[1)-

O

Remarque 3 Dans la proposition 9 on a privilgié fi, mais on montre de la méme maniere
que st f(X,Y) =0 mod(fi,...,f1) avec l < r, alors pour tout i = 1...r soit f contient
tous les coefficients du polynome f;, soit f(X,Y) =0 mod(f1,..., fis fic1,---, f1)-

Proposition 10 Sir < N, alors 2% = 0.

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur N = n+ m — 1 (ot m + n est le nombre total de
variables)
(Pn) : A =0 lorsque r < N.
-Pour N=1ona (P)=0.
-On suppose (Py) vraie, et montrons (Pyy1). On considere des polynomes fi, ..., fy41 en
N + 2 variables X4,..., X, Yy,..., Y.
Soient r < N +1 et h € A(fy,..., fr). Nous allons montrer que h = 0.
Par définition il existe d € N tel que a(‘jh =aqg1f1 + ...+ g-f.. Par récurrence on se ramene
a

Uqh:glf1+---+grfr- (23)
On a donc o,h = 0 mod(fy,..., f.). Par la proposition 9, si h # 0 alors h contient le
coefficient ¢ du monome X f Ly di2 e f)) sinon o.h =0 mod(fa, ..., fr), mais dans ce cas
on aurait

oh=gofo+ .. G fr = Gfot .+ g S

ol ;‘ désigne le polynome f(0, Xo,..., X, Y1,..., Y, ) en N +1 variables. Par ’hypothese

de récurrence, on a A(fs,..., fr) =0 et donc h = 0.
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Supposons que h # 0, h contient le coefficient ¢ et soit hy le coefficient de * (s > 0),
la plus grande puissance de ( intervenant dans h. hs # 0.

On a o,h = ) g fi, en écrivant f1 = (... + Xyl ),

=1
ogh=g1 x (.. + XY R4 )+ gife (2.4)
1=2

En identifiant les coefficients de ¢* des deux membres de (2.4), il vient

gohs = LX{Y 2 Ll fy L f, (2.5)

ou l; =0 si gy est de degré < s — 1 en (. En évaluant (2.5) en X; =0,

~ ~

O'qhs = l2f2 + ...+ lrfr

Par hypothese de récurrence A(fs,..., fr) = 0, on en déduit comme précédemment que
hs = 0 ce qui contredit le fait que hy # 0 et donc h = 0.
O

Cette proposition montre qu’il n’existe pas de forme d’inertie non nulle lorsque r < N.
Dorénavant » = N.

2.2.1 Cas principal

Proposition 11 Lorsque le nombre de polynomes r = N =n+m — 1, les éléments de A
dépendent de tous les coefficients des polynomes fi,..., fn.

Démonstration :

Supposons qu’il existe a # 0 dand 2 ne dépendant pas d’un coefficient Uféf@ du monome
Xy d'un polynéme f;. Par définition, il existe (7,8) € N* x N™ et des polynomes
g € AIX)Y], l=1...N, tels que B

X2Y% = gify + ...+ gy fn. (2.6)

On a donc X2Y3% = 0 mod(fy, ..., fx), comme I'élément a ne dépend pas de U2,

K3
d’aprés la remarque 3 on a

Klzéa =0 m0d<f17'"7fi7fi—1a"'7fN)'

Donc a € A(f1,..., fi1, fix1,---, fn) = 0, par la proposition 10.

Avant d’énoncer la proposition suivante, introduisons certaines notations.
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Rappelons que les U*ﬁ sont les coefficients des X2Y?, (« 5) € A; dans les polynomes
fi, 1 <@ <r.Notons pour 1 <7 <17, V;;; et V9, les coefficients des monomes

Tiag = X XFYH2 et 7,5, = XEry Y de—t,

Pour tout f € R = k[U  (a,8) € ANJ[X,Y], nous désignons par ? la dérivée

partielle de f par rapport a la variable z, ou z appartient a ’ensemble {U*ﬁ 1<i<

ret (o, B) € \i)}-

Enfin nous posons

of [ of of _ofy . of [ of of  of
Vi \OViii " OViiaa Os OVip  \OWVia1 " OViam1 0Ogi)’

. ) . di 1~ d;
oll g; est le coefficient du monome 7; = X,,"' Y2,

Proposition 12 Soient a € 2 et g € R un polynéme bihomogéne de degré (vi,vy) € N?,
alors pour tout 1 <1 <r

(i) Pour tout (a, B),(7,0) € N,

Xayﬁ 8a Xlzéa_iﬁ €.
3U - ou; ™~

)

(i)

da\" B da_ Oa
G L) = <35-) 9 1) = X' (aV- 1 aV-Q) =%

0'I:LV:V1+I/2.

Démonstration :
Comme a € A il existe d € Net 1 <1 < q tels que oa =g, f1 + ...+ g.f, avec g; € R.

e N N
Par dérivation par rapport a Uia P et Uil il vient

da . g
of—— =g XYE+ ) fy
Lou? ; U™’
da - Gy
ol —— = g XY+ > fi .
v 2z
, . d av B aa 5 3&
On en déduit que oy (X*X— 5 — Xlzf—aﬁ) € (fi,..., fr), et donc
ou;”™ ou, =
Xayﬁ da Xlzéa_zﬁ cx.
an ou. =

)

Pour la démonstration du point (7i) de cette proposition nous avons besoin du lemme
suivant :
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Lemme 1 Soient n un entier naturel, ai,...,a,,bi,...,b, des élements d’un anneau uni-
n

n

taire commutatif. Alors pour tout (vi,...,v,) € N", Uélément [[a) — [[b;" appartient a
i=1 i=1

[idéal engendré par les éléments a; — b;, 1 <1 < n.

Démonstration :
Puisque
n n
123 Vi V1 v v Vi
S N CRCS) R O | A
i=1 i=1 i=
le lemme s’obtient par récurrence sur n. O

Revenons a la démonstration de le proposition 12. Il est clair que G(X,Y) est biho-
mogene de degré (v, 1s).
Puisque g est bihomogene de degré (v, 1), il suffit de prouver le résultat pour tout monéme
X2YE avec (a, ) € N* x N™ tel que |a| = v; et |8] = vs.

Posons pour tout 1 <i <7, a = (o, ...,a,) € N" et B= (B, Pm) ENT:

( da \*_ (da\™ g o da \2 [ da B"Lmﬁl da ™
Vi)  \Os =1 6Vzll ’ Vo) — \Oe i=1 \ Vi ’

S

da % da \ “m =1 da ™ da \2 da \ P m=1 da \*
\ (XnaVi,l) _<X"35i> ll;ll <Xn3Vz‘,1,l) ’ <Ym3Vi,2> _<Ym<95i> 11;11 (Yma‘/%,zl) '

Comme |a| = vy et |3| = v, nous avons

oa da \% [/ 0a \2 da \* oa \2 da \ ¢ oa \2
ay B ViV V2 — _ -
(3&') LA (3‘41) <3Vi,2> (Kaé‘i) <X85i) (XnaW,1> (Ymavm)

Le deuxieme membre de cette égalité appartient a 'idéal de R engendré par les éléments

da \* da \* da\? da \?
(X 8;) — (XHWCZI) et (X 8;) — (YmaTCZQ) qui s’écrivent respectivement

Oa\ " n=1 da\“ _ da ay
X, — X :
( 35@') E( I@Ei) g ( 8V1z) | (2.7)
8& Brm m—1 aa B m—1 aa B .
( 651) [ll;ll ( l85i> I:—[ < 8‘/21) ]
Par le lemme 1, les éléments de ( 2.7) sont dans I'idéal de R engendré par les éléments

da da da Oa
X, << vy, X g<i<m.
Oe; oViig — " 'Oz, OViay "

X
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Pour terminer montrons que

da oa oa da
X——-X,— ety Y,,— € %.
e MOV '0s T OVia
Nous avons
dig—1 Oa da da da
X" Y X Xy——)=Ti11— €T et
( R laﬁz 8‘/;,1,1) ’l’l(%i 5‘/;11
di 1xrdi o1 oa da da da
Xn" Yo" Y, —Y——) =Tio— e,
( ) 1352‘ 3‘/@',2,1) 2! de; 5"/121
oa oa da oa
ar le point (7). On a donc bien X;——X,,——— et Y,——Y,,—— € ¥, et la proposition
parle pomt (1 e, N av e v prop
est démontrée.
O
On suppose que 'anneau k est factoriel, et on se place dans le cas ou r = V.
Theoréeme 3 L’idéal A = TN A est non nul, premier et principal.
Démonstration :
Commengons par montrer que 2 # 0 en procédant par récurrence sur N =n +m — 1
Le cas N = 1 correspond a la situation d'un polynome f; = Uy X; @, 1Y1d12 en deux

variables X1, Y] et dans ce cas 2 = (U;) # 0.

Supposons que dans le cas de N > 1 polynémes fi, ..., fy en N+1 variables A(f1, ..., fn) #
0, et considérons N + 1 polynomes fi,..., fyr1 en N +2 variables Xy,..., X, Y1,..., Y,
oun’,m’ € N sont tels que n’ +m’ — 1 = N + 1. Nous allons exhiber un élément non nul
de .
Comme N + 1 > 1 on peut supposer n’ > 1.

Les polynoémes f; = S U ’ng” XY .Ynf’,”' s’écrivent

=SB XYY (2.8)

n/

ol B?’g est un polynome en X; de degré a; = d;; — Y ag. On peut donc regarder ces
k=2
polynémes comme des polynéomes en N +1 = n' +m’ — 1 variables. Par hypothese de

récurrence il existe au moins une forme d’inertie I' N+1(U . X 1) # 0 pour fi,..., fn écris
sous la forme (2.8). Notons ¢; le coefficient de an lYmi ?) il existe d € N tel que

oI (US2,X0) € (fra- - fa). (29)

Par la proposition (12) on a

Ol N
681‘

) e (X.Y) — XdN+1 1YclN+12f - (8FN+1 3FN+1> €%,

Vi1 ' Vi
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oup=dnti1+ dnsi.

Notons h(Uf’é,Xl) = fni1 (

Vi1 0V
pas de X;. D’aprés (2.10), X

Ol'nt1 Ol Nt

) % 0, et supposons qu’il ne dépende

nfv+1’1Y7ZfV+1’2h(Uig’ﬁ,O) € (fiy---, fne1), 1.e. que h(Uig’é,O) €
k[U?’g] N T est une forme d’inertie non nulle et done A(f1,..., fxi1) # 0.

Maintenant, si h(UZ-g ’ﬁ, X;) dépend effectivement de X7, alors le résultant de Sylvester
des deux polynomes h(Uig’g, Xi) et FNH(U?’Q, X7) est SNH(UZ-Q’Q) # 0, et donc SNH(UZ-Q’E) €
T(h,Tns1), il S'en suit par (2.9) et (2.10) que Sy (US7) € 2.

Soit € 'un des coefficients de I'un des polynomes f;, fixé dans la suite. D’aprés la
proposition (11), tout élément non nul de A dépend effectivement de . Soit s > 1 le
minimum des degrés par rapport a € des élements non nuls de 2. Il existe dans 2l un
élément A tel que deg.(A) = s. Quitte a remplacer A par I'un de ses diviseurs premiers
dans 'anneau factoriel A, on peut supposer A premier.

Nous allons alors montrer que 2l est engendré par A. Soit a € 2 rappelons que A =
k:[Ul-g’é . (a,0) € Ajyi =1...N], et notons A" = k[Uig’g/ (a,B) € Niy 1 <1< N, Uig’g #
e]. La division euclidienne de a par A dans I'anneau Frac(A')[e] s’écrit a = Aq + p avec
q,p € Frac(A’) et deg-(p) < deg-(A) = s. Il existe alors un élément ¢ # 0 dans A’
ne dépendant pas de ¢, tel que ¢ = ¢q, p' = ¢p € A’. On a donc ca = Aq + p' avec
deg.(p') = deg.(p) < s (convention deg(0) = —o0). Comme p = ca—Aq' € 2, la definition
de s montre que p’ = 0, ainsi ca = Aq¢’. Or A est premier et ne divise pas ¢, qui est
indépendant de £ donc A divise a.

O

Definition 10 On appellera résultant bihomogéne des polynomes f; noté Res(fi, ..., fn),
défini a un inversible pres, tout générateur de A. Il est unique a un inversible prés.

Nous avons donc défini le résultant bihomogene des polynomes f; dans le cas ot 'anneau
k est factoriel en particulier dans le cas k = 7Z, on peut étendre cette définition & un anneau
commutatif quelconque par spécialisation.

Definition 11 Soit A [’homomorphisme canonique

A ZUYE) (@, B) e n] — KU/ (@, 8) € AJ

Ut Ut”?

)

ot \i = {(a, B) € N" x N/ |a| = d;1, et |B] =d;2, }.

On pose Resp(fi,...,fn) = MResz(f1,...,fn)) (Dans la suite sauf risque d’erreur on
oubliera la mention de l'anneau de base k dans ’écriture du résultant).

Pour finir ce chapitre, signalons que le calcul effectif du résultant plurihomogene a été
étudié par plusieurs auteurs [57, 62, 67, 27].



Chapitre 3

Existence du résultant déterminantiel

Dans ce chapitre, nous montrons 'existence du résultant déterminantiel d’une matrice
polynomiale M en adoptant un point de vue algébrique. Ce résultant fournit une condition
nécessaire et suffisante pour que le rang de M ne soit pas maximal en au moins un point.
C’est un polynome en les coefficients des entrées de M.

Plus précisément, nous montrons que 1’idéal des formes d’inertie de l'idéal des mineurs
maximaux de M est principal et qu'un de ses générateurs convenablement choisi est le
résultant déterminantiel. Nous utilisons le complexe d’Eagon-Northcott et des résultats
sur sa profondeur. Enfin, nous établirons quelques propriétés de ce résultant.

3.1 1Ideal des formes d’inertie et résultant déterminantiel

3.1.1 Notations et définitions

Soient k un anneau commutatif, f > ¢ deux entiers naturels, n € N, (X;);<;<, des

indéterminées, et dy,...,ds, ki,. .., k, des entiers positifs non nuls.
On considere fg polynomes ¢;; = > U X génériques et homogenes de degré
|a\:d]-—ki

dj—ki21ave(:1§z'§g,1§j§f,A:k‘[Uif“j:|a|:dj—ki,1§i§g,1§j§f]
I'anneau des coefficients universels, R := A[Xy,..., X,] et M := (Xy,..., X)) C R, et ¢
le morphisme de R-modules libres

f g
¢ : PR(-d;)) — EPR(-k)
i=1 i=1
de matrice mat(gp) = (¢i7j>1§i§g,1ﬁj§f'

L’idéal des mineurs g x g de ¢ est I,() = (P4, .., P(f)).

Definition 12 On dit que h € R est une forme d’inertie d’un idéal I C A[X, ..., X,] sl
existe v > 0 tel que IMYh C 1.

On note T Fyy(I) 'ensemble des formes d’inerties de I. C’est un idéal de A[X7, ..., X,,].

33
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Exemple 1 Nous donnons quelques exemples de formes d’inertie d'un idéal I = (Q1, . . .
de A[Xy,..., X,], lorsque r > n et les polynomes @Q); sont homogenes.

1. Dans le cas ou r = n, le résultant de Macaulay des polynomes ()1, .

forme d’inertie de degré 0 en X [51, 25].

2. Tous les mineurs maximaux A de la matrice jacobienne

9Q1
0X1
Jac(Q):=|
01
0Xn

OQr
0X1

OQr
0Xn

7@7‘)

.., @, est une

sont des formes d’inertie. On s’en apercoit en utilisant les relations d’Euler et en
développant par rapport a la premiere ligne les mineurs

0Qi,
0X1
Qi

XA = X,| %%

0Qi4

0Xn

dil Qi1
0Qi,
0Xo

0Q4;
0Xn

De méme pour tout i = 2...n, X;A € (Qq,..

d’inertie.

3. S’il existe des polynomes ¢;; tels que @

montre que tous les mineurs maximaux de la matrice (g; ;) sont des formes d’inertie

de I.

20X,
0Qip
0Xo

0Qi,
0Xn
di’,L Qi"L
0Qi,,
0Xo

0Qi,
0Xn

; 0Q; 0Q;
%n X1t + ...+ X g

€(Qq,. ..

o0Xn
i1
0Xo

0Qiy
0Xn

Y Qn)-

DX
Qi
0Xn

0Qi,,
0Xn

., @Qn), donc A est bien une forme

n
>-4i;X;, un raisonnement similaire
Jj=1

Remarque 4 On pose B = R/I,(p) et on désigne par By, le localisé de 'anneau B en

X;.
Comme

TFw(I,(p) ={h e R:3v e NSIM"h C I,(p)},

l'idéal des formes d’inertie T = T'Fon(l,(¢)) est 'image réciproque par la projection cano-

nique R — B du 0°™¢ groupe de cohomologie & support dans 9t

De plus, puisque I,(p) C T, H3y(B) est un idéal de B. Ces deux idéaux sont N-gradués, et

HY(B) ={be B:3v e N,M"b=0}.

T/1,() = Hy(B).
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En considérant la partie de degré 0, on définit I'idéal

A =Ty = Hy(B)o C A. (3.1)
Soit ¢ le morphisme
v:R — HBX'L
=1

h +— (by,...,b,)
ou b; est le localisé en X; de I'image b de h par la projection canonique R — B. Alors
ker(¢)) ={h € R:(by,...,b,) =0} ={h € R:Fa e N, X h e l,(p),i=1...n}=%.

can

Finalement, ¥ = ﬂ ker(R — By;).

=1

3.1.2 Nature des anneaux gradués By,

Nous allons montrer que 'idéal 21 est premier en étudiant la structure des anneaux
, . dj—k;
gradués Byx,. Pour cela, notons ¢;; le coefficient de X’ dans ¢, ; et ¢ = (g;5)i; la
matrice définie par ces coefficients et écrivons les polynomes

_ di—k; |
ij=€ij Xy @i

ot le polynome :01] = > U X ne dépend pas du coefficient ¢; ; de Xy’ dihi,
|a]#(0,...,0,d; —k;)

Considérons le morphisme de A-algebres

T AX, L XX — A, X)X/ (8)

Xy — X,
Ei,] — - ilik
X 7
Uy w— U siUf # €.

Lemme 2 Le morphisme m est surjectif, et kerm = I,(¢).Rx, -

Démonstration :
Nous avons 7(g; ;) = —¢;;+@; ; = el]de_ki, et donc I,(¢).Rx, C ker(m). Réciproquement,
si Q(eiy, U, X) € ker(m), Q(—Xf?ﬁk LU, X) € 1,(e) dans Ry,

Zj’
Notons Aj, . ;. (€i;) les mineurs maximaux de la matrice (g;;);; de sorte que Iy(e) =

.....

i (€)1 < g1 <+ <jg < f). On a dans Ry, :

.....

SOZ « (o
Q<_Xd jk 7U’L]7X) = Zhﬁ ,,,,, jg(gia]’UZ]7X)Aj1 ,,,,, jg(ei,j)' (3'2)
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Comme W(—ij’jki) = ¢;, en appliquant 7 a I'égalité (3.2), il vient
a _ Pi,j a Wi
Q(gi,j’ Uz‘,j’ X) - Z hj17---7jg (_de_ki 5 Uz‘,j> X) Ajlr--»jg <_de_ki ) .

Nous en déduisons que @ € I,(p).Rx, et donc I (p).Ry, = ker().

Corollaire 3 Les A-algébres By, et A[Xy,...,X,][X,']/1,(e) sont isomorphes.

Puisque I'idéal I,(¢) est premier [13], si k est integre, Panneau A[X1, ..., X,|[ X, 1]/ 1,(¢)
est aussi integre. Ainsi, les anneaux By, et [Byx,]o sont integres. De la méme maniere, les

anneaux By, et [By,]o sont integres. Donc, pour ¢ € {1,...,n}, 'élément X,, ne divise pas
0 dans By;.
En considérant des diagrammes commutatifs (i € {1,...,n})
R e BX,L-
! !
Bx, — Bxx,

on s’apercoit que ker(R % By, ) = ker(R - By,), et donc
T =N, ker(R =% By,) = ker(R =% By,).
Ainsi, si k est intégre, T est un idéal premier. Il s’en suit que H3(B) = T/I,(p) est aussi
premier. En regardant en degré 0, on en déduit par (3.1) que A= AN (P,..., P(f)) (on
g

lgi désigne le polynome P;(X,...,X,-1,1) € A[Xy,...,X,1]) dans A[Xy,..., X,,_1] est
un idéal premier.

Remarque 5 Dans ce qui précéde, nous avons prouvé que pour tout i € {1,...,n},
T = ker(R =% By,). Cette assertion montre qu'’il suffit de saturer I'idéal I,(¢) par une
seule variable c’est-a-dire que h est une forme d’inertie si, et seulement si, il existe N € N
et 1 <i <n tels que XNh € I,(p).

3.1.3 Casou f—g+1<n
Proposition 13 Si f — g+ 1 < n, alors Hy(B) = 0.
Démonstration :

La preuve repose sur le lemme suivant dont on donnera la preuve apres celle de la
proposition 13.
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Lemme 3 Si f —g+1<mn, alors prof(I,(¢)) > f—g+1.
Soit h une forme d’inertie de I,(¢) = (P, . .. ,P(f)) C A[Xy, ..., X,] et supposons que
g
f — g+ 1 < n. Par définition, il existe N > 0 tel que XNh € (P, ... ,P(f)) et il s’agit de
g
montrer que h € (P, ... ,P( f)) Par une récurrence immédiate sur N, on se ramene a :
g

th:lel—i-...—i-Q(g)P(f), (3.3)

g

avec Q1, . .. ,Q(f) € A[Xy, ..., X,]. En réduisant modulo X,, cette égalité :

621131 +~-+52(£);’(f

g9

) =0

ou ﬁi(le Ce ,Xn_l) (resp. éi(‘){l? c. 7Xn—1>> désigne -Pi(Xh Ce 7Xn—17 0) (resp. Qi(Xla c. ,Xn_l, O))
Notons ¢ le morphisme dont la matrice a en entrée les polynémes ‘Ezy La fin du

complexe d'Eagon-Northcott associé au morphisme ¢, E-N(@) s’écrit

g+1 ~ g -
) €
G* Fr — F — R
O3 AF .77
(4)
Ti®ey N Ne, Z (—l)k“ng*(xf)(eik)eil AW /e\ik Ao Neiy,,
1<k<g+1
ou la matrice de § s’écrit :
£Q; 5 £0;., 4,
mat(0):=
iNl ...... Ni ‘
P P

avec M = g(gil) et les gwoikyjl sont des entrées de la matrice de ¢ ou 0 (il y a g coefficients
non nuls par colonne).

Par le lemme 3, prof(I,(¢)) > f — g+ 1, ce qui implique que le complexe d’Eagon-
Northcott est acyclique d’apres Corollaire 2 (i.e : H;(E-N)(p) = 0).

Dans notre situation, il existe donc des polynomes L; € A[X;,..., X, 4], i=1...M

tels que
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ol
:I:gon i T :l:(pZM J1
mat(g)
iwll ‘7(‘5) ------ (plkl ](‘é)
On pose
Hl Ll
: =mat(0) :
2 L

7
Comme (Hy,..., H(f)) € Im(6) C ker(e), iHiPi = 0. Par construction, Q; = H; + X,,h;
g i=1
avec h; € A[Xq,...,X,], 1 <i < (J;) En portant ces expressions dans (3.3), on obtient
Xpoh = X(hi P+ ...+ h( ) ( )) dans A[X,...,X,]. Comme X, ne divise pas 0 dans

AlXq,..., X, 1], on en déduit que h = hy P + ...+ h(f)P(f) € I,(p).
[

Démonstration :
Pour démontrer le lemme 3, nous allons exhiber une suite réguliere de A[X] = k[Uf; : 1 <
i <g,1<j<flal=d—k][Xi,...,X,] delongueur f — g+ 1 dans l'idéal I,(¢p).

Pour f —g+i>j >4 > 1, notons ¢ = (g;;) les coefficients des X]dil_fl dans les ; ;
et V les autres coeflicents des ¢; ;. Dans 'anneau A[X]/(V) = kle][X], la matrice (¢, ;) se
spécialise en

di—k dy _gy1—k1
e Xy E1f—gr1X ;L 0

dgiklg
Eg.9X1 e &y, fo g+1

Il est clair que (V,¢&;; — Xj_i+1,1 < i < j < f —g+1) est une suite réguliere de A[X],
et que le radical de 'idéal I,(®) des mineurs maximaux de la matrice (y; ;) dans I'anneau
AX]/(Vieij — Xj_in1, 1 <i<j< f—g+1) = k[X] est (X1,...,Xs_411). Donc la pro-
fondeur de I,(®) est au moins f — g+ 1. Il existe alors (F1,. .., Fy_,41) une suite réguliere
de k[X] dans I,(). Ainsi, pour tout i = 1... f—g+1, F; = > . q;;8,(p), ot A;(p) désigne
un mineur maximal de la matrice (@;,) a coefﬁcients dans k[X]. Maintenant, nous posons
Gi = >, 4;0i(p), avec Aj(ip) est le mineur maximal de la matrice (; ;) correspondant
a Aj(®). Par construction, (V,e;; — Xj_i11,1 <@ < j < f—9g+4,Gy,...,Gf_g+1) est
une suite (formée d’éléments homogenes) réguliere de A[X]. Comme toute permutation



3.1 Ideal des formes d’inertie et résultant déterminantiel 39

des éléments de cette suite est aussi réguliere ([30, Corollaire 17.2]), nous en déduisons que
(G1,...,Gf_g41) est une suite réguliere de A[X] contenue dans I,(y).
0J

Remarque 6 D’apres le Théoreme 1, ce lemme montre que (prof(I,(¢))) = f — g+ 1.
Donc, I,(¢) est un idéal parfait et codim(I,(¢)) = f — g+ 1, pour plus de détails [13,
Théoreme 2.7].

Ainsi, dans le cas ou le nombre de variables n est strictement inférieur a f — g + 1,
I'idéal des formes d’inertie est trivial. Dans la suite, on va s’intéresser au cas n = f — g+ 1.

3.1.4 Cas principal
Dorénavant, n = f — g + 1. Nous allons montrer que dans ce cas, I'idéal des formes

d’inertie est principal.

Theoreme 4 Soit A une forme d’inertie de degré zéro de 1,(p). Alors A dépend de tous
les coefficients de tous les polynomes ; ;.

Démonstration :
Sil<ip <---<iy < f, nous notons le mineur de mat(yp) de taille g défini a partir des
colonnes iy, ...,i, par A i,

Supposons qu’il existe une forme d’inertie a qui ne dépend pas d’un coefficient £ d’un
polynéme (par exemple ;1 =X + o1 1) de mat(yp).
Soient 4y, ..., 0, les mineurs de taille g — 1 de mat(y) définis par I'identité

Ty Q1 f—g+2 - ©OLf g
det | : => 6Ti=P(Th,....T,).
=1

Ty ©gf-gt2 -+ Pgf

Nous avons

(61 ...85)mat(p) = (P(p1j,-- -, gog’j))jzlmf = (A1 jgi2,fr- - Dpgi1,..5,0,...,0).(3.4)

Comme pour tout 1 < iy < -+ < iy < f, si My, ;, désigne la sous-matrice carrée
de taille g de mat(p) définie a partir des colonnes iy, ..., i, nous avons en ajoutant a la
premiere ligne une combinaison linéaire des autres

01914, --- 011, Aiy fogrong oo Digpogray

@27‘ Ce @27‘ (,027‘ Ce (,027‘
51 det Mil,---ﬂ'g = det . . " = det . " "

Pgin -+ Paig Pg,i1 e Pgig
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Nous en déduisons que

1A iy € (Diy fegrofr- s Dy fmgro,f)- (3.5)

Puisque a est une forme d’inertie, il existe N € N tel que X{Va € (A;, i )i<ii<..<i,<f-
D’apres (3.5),

X{'01a € (Aryogizgs Doggrogs s Dpgiiog). (3.6)

Considérons I’homomorphisme d’algebres

R = k[Uzay X17 S 7Xn] - RXl,...,Xn
N _61,\151 + 2,102 + 4104
51Xa0
Uy st U # €

de sorte que l'image de Aj g1 soit nulle. En appliquant cet homomorphisme a
'identité (3.6), nous en déduisons qu’il existe un entier M et un multi-indice [ tels que
M XPa € (Daygio. gy s Af_gi1...5). Donc dia est une forme d’inertie de la matrice
g X (f — 1) obtenue a partir de mat(p) en supprimant la premiére colonne. Comme 1'idéal
des formes d’inertie est premier, d; (qui ne dépend pas de la premiere ligne de mat(yp))
n’est pas une forme d’inertie de cette matrice, car en spécialisant la premiere ligne a 0,
on obtiendrait 6; = 0, nous en déduisons que a est une forme d’inertie d’une matrice
gx (f—1). D’apres la Proposition 13, la forme d’inertie a qui ne dépend pas du coefficient
¢ est en fait nulle. ([l

Theoréme 5 Supposons que l'anneau k factoriel et n = f—qg+1. Alors, lidéal A = TNA
est non nul, premier et principal.

Démonstration :

Nous avons déja vu que 2l est un idéal premier. Pour montrer que 2l # 0, nous exhibons une
spécialisation pour laquelle I'image de 2 est non nulle. On considere la spécialisation qui
envoie tous les U, sur 0 sauf les Ufj’j avec f—g>j—i>0eto;; =(0,...,dj—k;,...,0)
(ou la seule composante non nulle de «; ; est & la (j — i + 1)*™¢ place) que I'on envoie sur
1. De sorte que mat(p) = (i ;)1<i<g1<j<f S€ spécialise en

xSl >

Xhakoo Lo XpenTR g
0 Xk
mat(€):=| - : . (3.7)
. T 0
dy—kg

0 0 Xk X
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Comme l'image " C k de I'idéal 2 par cette spécialisation est non nulle, 2 # 0.

Soit ¢ un des coefficients d'un des polynomes ¢; ;, fixé dans la suite. La proposition 4
affirme que tout élément non nul de A dépend effectivement de . Soit s > 1 le minimum
des degrés en ¢ des élements non nuls de 2. Il existe donc dans 24 un élément A tel
que deg_(A) = s. Comme 2 est premier, quitte a remplacer A par I'un de ses diviseurs
irréductibles (dans I’anneau factoriel A), on peut supposer que A est irréductible.

Nous allons montrer que 2l est engendré par A. Soit a € & C A = k[UY, |a| = d; —
ki1 <i<g,1<j< f]. Notons A’:k[Ui‘f‘j,|a| =d; — ki, 1 <i<g, 1<j< U # €.
La division euclidienne de a par A dans I'anneau (F rac(A’ ))[5] s’écrit a = Aq + p, avec
¢,p € (Frac(A'))[e] et deg.(p) < deg.(A) = s. Il existe alors ¢ € A’ ne dépendant pas
de € tel que ¢/ = cq,p' = cp € A, et ca = A + p' avec deg_(p') = deg.(p) < s. Comme
p = ca—Aq € U, la definition de s montre que p’ = 0, donc ca = Aq'. Or A est irréductible
et ne divise pas ¢ (qui est indépendant de ¢), donc A divise a.

O

Definition 13 Le résultant déterminantiel de ¢ est l'unique générateur de A qui est égal
a 1 pour la spécialisation (3.7). Ce résultant sera noté Res(yp).

Nous avons défini le résultant déterminantiel de ¢ lorsque 'anneau k est factoriel,
et en particulier si k = Z. Cette définition peut étre étendue a un anneau commutatif
quelconque.

Definition 14 Soit A [’homomorphisme canonique
A Z[Ulofj : ‘Oé‘ = dj — kz] — /{[U;f] . |Oé’ = dj — kl]

« «
Ui,j Ui,j

On définit le résultant de ¢ par Resg(¢) = AM(Resz(g)).

Dans la suite, nous ne mentionnerons pas ’anneau de base k dans I’écriture du résultant
déterminantiel.

Remarque 7 Nous verrons dans le chapitre suivant que le résultant déterminantiel est
homogene par rapport aux coefficients des polynomes de chaque colonne, et il est multi-
homogene par rapport aux coefficients des polynoémes de chaque ligne, et nous donnerons
son degré.
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3.2 Quelques propriétés du résultant
Dans cette section, nous donnons quelque propriétés du résultant déterminantiel.

Proposition 14 (Divisibilité) Soient k un anneaw commutatif, X1, ..., X, des indéterminées,

mat() = (gij)i<i<gr<i<s €t mat(y) = (VYij)i<i<gi<i<s deur matrices de polynémes ho-
mogenes de k[X1,...,X,], et I,(p) = (P, ... ,P(f)) L) = (@, ... ,Q(f)) leurs idéaux

g9 g

des mineurs g x g. St 1,(¢) C I,(1), alors Res(y) divise Res(v¢) dans k.

Démonstration : 0
g9

Par hypothese, Qr = > hi; P avec h;; € k[Xq,...,X,]| homogene. Par spécialisation, on
=1

se ramene au cas ou les coefficients U des ¢; ; et Vkﬁ , des hy,; sont des indeterminées,

k=KUY avec k' = Z[Vkﬁl] Dans ce cas, on sait qu'il existe un entier N > 0 tel que

mNRes(w) C (Ql,,Q(g)) C (Pl,...,P(f)).

g

Donc, Res(y) € kNT Fon(1,())wr, et par conséquent Resy (@) = Res(p) divise Res(1)).

O
Corollaire 4 Soient hy,...,hy des polynomes homogénes de k[Xy,...,X,]. Si ¢;; =
h;pij, alors Res(p) divise Res(1).
Démonstration :
Les mineurs g X g de mat(v)) sont des multiples de ceux de mat(p).

U

Proposition 15 Le résultant déterminantiel ne change pas lorsque l’on ajoute a une co-
lonne une combinaison des autres colonnes.

Démonstration :
Par multilinéarité du déterminant, les mineurs g x g sont inchangés apres une telle trans-
formation.

O

Proposition 16 Soient k un anneau commutatif et ¢, ; des polynomes homogenes de
degrés d; — k; > 1. Alors, pour toute permutation o € Xy,

Res(yp,) = £Res(y) dans k |
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Démonstration :
Par spécialisation, on se ramene au cas ou les ¢; ; sont génériques sur Z,

pij= . USX*€AXy,. .. X,
lal=d;—k;

avec A = Z[UP; : |a| = dj — ki, 1 <i < g, 1 <j < f]. Dans ce cas, Iy(p) = Iy(ps) et
d’apres la proposition 14, Res(p,) = £Res(p).
O

Remarque 8 Les propositions 15 et 16 restent vraies si les transformations sont faites sur
les lignes au lieu des colonnes de mat(¢y).

3.2.1 Covariance a droite

Sidy,...,ds est une suite d’entiers positifs, pour d € N, on pose I := {5 € {1,..., f}:
d; = d}. Puis, soit L :={d € N: I; # 0} de sorte que {1,..., f} = U Ia.

deL
On dit que la matrice u = (u;;)1<ij<f & coeflicients dans un anneau commutatif est

adaptée a droite a la suite (dy,...,dy) si
(U 7é 0= dj =d;.

Une telle matrice se décompose en sous matrices dont les supports sont I;,d € L. En
posant uq = (; ;)@ )el x1,, on montre facilement qu'il existe une permutation o € ) ;
telle que (Uy(i)0(;))1<i,j<f SOit une matrice diagonale par blocs et dont les blocs diagonaux
sont les ug. Ainsi, det(u) = ] det(ug).

del
Nous rappelons que k£ désigne un anneau commutatif, f > ¢ deux entiers naturels,
(Xi)1<i<n des indéterminées et dy, . .., dg, ki, ..., kg > Tdesentiers, les; j = > UYX®

lal=d;—k;
des polynomes homgenes de k[X;,..., X, ] de degrés d; — k; > 1, R :=k[Xy,..., X, et ¢
le morphisme de modules libres

/ g
¢ : PR(-d;)) — EPR(-k)
i=1 i=1
de matrice mat(go) = (gpi,j>1§’i§g,1§j§f-
Proposition 17 Soit u = (u;;)ij=1..f une matrice adaptée a droite & (di,...,ds), et
notons

f g
ou @R(—di) — @R(—ki)
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f
le morphisme de matrice mat(ou) = (D @it j)1<i<gi<j<f-
=1
Si degcj désigne le degré par rapport aux coefficients des polynomes de la j°

de mat(p), alors

me colonne

Res(pu) Hdet uq)™*)Res(p) dans k

avec mg = |1 | > deg,, Res(p).

J€ly

Démonstration :
Par spécialisation, on se ramene au cas ol les coefficients non nuls u;; de la matrice u et
les coefficients U7, des ; ; sont des indéterminées, et k = Z[uy ;, Uf;].

Si A = det(u), I,(¢) = I,(¢u) dans kA[Xl,...,Xn], et d’apres la Propsition 14, il
existe un élément inversible ¢ de ka tel que

Res(pu) = cRes(p). (3.8)

Comme les polynomes det(uy) ne dépendent pas des mémes variables, ¢ s’écrit sous la
forme

¢ = +] ] det(ug)™ (3.9)

delL

avec my € 7.
En introduisant des indéterminées (t4)q4er, et la spécialisation ug — t4Z4, out Z,; désigne
la matrice identité de taille |I;| les identités (3.8) et (3.9) fournissent

Res((ta, 1) h1<i<gazicr = (£] [t5""") Res(p). (3.10)
deL

Compte tenu des propriétés d’homogénéité du résultant,

2. deg.; (Res(p))

Res((ta,01,5))1<i<gi<j<f = (Htﬂe]d )Res(gp). (3.11)

der

Comme Res(y) # 0, on déduit de (3.10) et (3.11) que my = ﬁ > deg,, Res(p).
J€lq

3.2.2 Covariance a gauche

Si k1, ..., d, est une suite d’entiers, pour d € N, on pose J;:={i € {1,...,g9}: k; =d}
et H:={deN:J;#0} desorte que {1,...,9} = U Jau.

deH
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On dit que la matrice v = (v;)1<;j<g & coeflicients dans un anneau commutatif est
adaptée a gauche a la suite (ky,...,kf) si vy # 0= k; = k;.

Une telle matrice v se décompose en sous matrices supportées par Jy,d € H. En posant
Vg = (Vij)(ij)edaxJys ON VOit qu'il existe une permutation o € Zg telle que (Vo()0())1<ij<g
soit une matrice diagonale par blocs, et dont les blocs diagonaux sont les v,.

De la méme maniere que la Proposition 17, on peut montrer le résultat suivant.

Proposition 18 Soient v une matrice adaptée a gauche a la suite (ky,...,k,) et
f g
vp : @PR(—d;) — EPR(-
i=1 i=1

le morphisme de matrice mat(vy) = (D vii10ij)1<i<gi<j<f-
=1
Si deg;, est le degré par rapport auz coefficients des polynomes de la i ligne de

mat(y), alors
Res(vp) = H det(vg md)Res(go) dans k& ,

deH

avec ml; = Ji Z} eg;, Res(p).

3.2.3 Changement de base

Proposition 19 Etant donnés d € N* et une suite h = (hy,...,hy,) de polynémes ho-
mogénes de k[ X1, ..., X,] de méme degré d. Alors, le polynome

wijoh =0 (h(X1, ., Xp), oo ha( X1, X))
est homogéne de degré d(d; — k;), et
Res(¢p o h) = +Res(hy, ..., h,)"Res(p)* dans k ,
ot Res(hq, ..., hy,) désigne le résultant de Macaulay de hy, ..., hy,, et \,u € N.

Démonstration :
Par spécialisation, on peut supposer que les coefficients Uy; des ¢; ; et les VB des h; sont

des indéterminées et que k = Z[Up;, Vjﬂ ].

Comme Res(p) est une forme d’inertie pour l'idéal I,(¢) = (P4, ..., P(f)), il existe un
entier N > 1 tel que XV Res(p) € (P, ...,P( )) dans Z[UY; : |a| = d; — k;]. En utilisant la
spécialisation

ZUE) X, .. X, — Z[Ug

1,57

VX1, o X
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on déduit que pour tout i = 1...n, hl¥Res(p) € I,(¢ o h) dans k[Xi,...,X,]. Comme
Res(p o h) divise Res(hlY Res(), ..., hY Res(y)), par multiplicativité et homogénéité du
résultant de Macaulay (cf [51]), il existe des entiers positifs L et M tels que

Res(hY Res(p), ..., hY Res(p)) = Res(o) Res(hy, ..., hy)M.

Puisque k est integre, Res(y) et Res(hy, ..., h,) sont premiers non associés (ils ne dépendent
pas des mémes variables) et les seuls éléments inversibles de k sont +1 et —1, on déduit
que

Res(p o h) = +Res(hy, ..., h,)"Res(p)*,
avec A\, u € N.



Chapitre 4

Calcul du résultant déterminantiel

Dans le chapitre précédent, nous avons montré 'existence du résultant déterminantiel
d’une matrice polynomiale M, et nous avons établi quelques unes de ses propriétés. Mainte-
nant, nous allons nous interésser au probléeme de son calcul effectif. Nous commencons par
une description de I'idéal des formes d’inertie en terme d’annulateurs. Puis, nous rappelons
les invariants de Fitting et de MacRae et nous développerons une approche constructive
pour calculer cet invariant de MacRae. Nous rappelons aussi la notion de régularité de
Castelnuovo-Mumford qui est fondamentale pour le calcul explicite du résultant.

Pour calculer le résultant déterminantiel, nous utiliserons les complexes d’Eagon-Northcott
et de Buchsbaum-Rim. Comme dans le cas classique de Macaulay, nous obtiendrons le
résultant déterminantiel comme invariant de MacRae. Nous montrerons que ce résultant
peut étre obtenu comme le déterminant d'une partie graduée d’Eagon-Northcott ou de
Buchsbaum-Rim. Il peut aussi étre calculé comme le pged des mineurs maximaux de
la premiere application d’Eagon-Northcott. Nous établirons la multi-homogénéité de ce
résultant et nous donnerons son degré qui est souvent tres utile pour le calcul effectif.
Puis, nous finirons par quelques exemples dont celui dit de Sylvester généralisé, qui cor-
respond & f = g+ 1, g (resp. f) étant le nombre de lignes (resp. colonnes) de la matrice
polynomiale M.

On rappelle quen = f —g+1, R= A[Xy,..., X,], B=R/I,(p) et Hy(B) := J(0:p
keN
M) = {be B:3v e N,IMb =0} et A:=Ty = HY(B)y C A.

4.1 1Idéal résultant et annulateur

Nous allons donner une description de I'idéal 2l = TN A , en termes d’annulateur. Pour
cela, on définit pour tout couple (v,t) € N? I'application A-linéaire

@l/,t : Bl/ — HOmA(Bta BtJru)

b — (cr— b.c).

47
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Pour tout v € N,

HY(B), = | Jker(©,,). (4.1)

teN

De plus, pour tout (v,t) € N?, ker(©,;) C ker(©,,.1). En effet, par surjectivité de la
multiplication By ® B; — Byyq, si b € ker(0,,) alors b.c = 0 pour tout ¢ € B4y, car
c=>,c®c avec ¢ € By, ¢; € By et b.c, = 0.

Comme By = A, anns(B;) = ker(0p,) pour tout ¢t € N,

A = Hyp(B)o = | Janna(By). (4.2)

>0

Puisque ann4(By;) C anna(Byy1) pour tout ¢ € N il est donc intéressant de savoir si cette
suite croissante d’annulateurs stationne (ce qui est le cas si A est noethérien), et si oui a
partir de quel indice elle stationne. La proposition suivante donne une condition suffisante.

Proposition 20 Soit n € N* tel que Hy(B),, = 0. Alors pour tout entier t > 0,

anna(B,) = anna(B,.¢) = Hoy(B)o = 2.

Démonstration :

On a vu que anny(B,) C anna(B,it). Si a € anna(B, ), alors aB, C ker(0, ;). Comme
H3:(B), = 0, d’apres (4.1) pour ¢t € N, ker(0,,;) = 0. D'ot aB,, = 0 et a € anna(B,) =
anna(B,+.). Le reste de la proposition découle de (4.2). O

Cette proposition montre que lorsque le plus petit € N* vérifiant HJ,(B), = 0 (appelé
l'indice de saturation de B) est connu, 'idéal d’élimination 2 n’est autre que ann4(B,).
Dans le cas ou cet idéal est principal, on peut obtenir 7 et anna(B,) a partir d’'une
résolution libre de type fini de B.

Nous allons présenter les outils nécessaires pour construire de telles résolutions.

4.2 Idéaux de Fitting et invariants de MacRae

Dans cette section, nous rappelons dans un premier temps les invariants de Fitting d’un
A-module M. C’est une suite croissante d’idéaux déterminantiels de A. Le plus petit de
ces idéaux est appelé 'invariant de Fitting initial et il est étroitement lié¢ a I’annulateur de
M. Dans un deuxieme temps, on introduit I'invariant de MacRae de M, et on établira son
lien avec 'invariant de Fitting initial.

Notre présentation est rapide et la plupart des résultats sont donnés sans preuve. Pour
plus de détails, voir [30] et [59].
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4.2.1 Invariants de Fitting

Si ¢ : F — G est un homomorphisme de A-modules, 'idéal det,(¢), v € Z, est
I'image du morphisme A" FF ® A" G* — A induit par A”¢. En choisissant des bases pour
les modules F et GG, ¢ est representé par une matrice et det,(¢) est 1'idéal engendré par
ses mineurs v x v, c’est en fait le 1™ idéal déterminantiel. On pose det,(¢) = A pour
tout v < 0.

Proposition 21 (/30, §3.1] et [59, §20.2]) Soient M un A-module de présentation finie,
¢p:F—G—M-—0et¢d:F — G — M — 0 deux présentations finies de M.
Alors pour tout v € N,

det rg(G)fl/(gb) = det rg(G’)fl/(qb,)'

Definition 15 Soit M un A-module de type fini. St ¢ : F — G — M — 0 est une
présentation de M, pour tout v € N, le v**™ invariant de Fitting de M est l'idéal

§u (M) := det rgc)-u ().
L’invariant de Fitting §o(M) sera noté F(M) et appelé Uinvariant de Fitting initial de M .
Nous allons donner quelques propriétés essentielles de ces invariants.

Proposition 22 (/30, §3.1] et [59, §20.2])
Soit M un A-module de type fini.
(1) Les invariants de Fitting forment une suite croissante d’idéaux de A

F(M) = Fo(M) C F1(M) C Fo(M) C ...

De plus, si M peut étre engendré par q éléments, alors §,(M) = A.
(11) Si A — R est un morphisme d’anneauz, alors pour tout v € N,

5,(M @4 R) = (§,(M))R.

(111) Pour tout v € N*, ann(M)F, (M) C F,_1(M). De plus, si M peut étre engendré par
q €léments, alors
ann(M)? C F(M) C ann(M).

(iv) Si M est de présentation finie, alors tous ses idéaux de Fitting sont des idéauz de type
fini.
Nous terminons ce paragraphe par le lemme dit de McCoy :

Lemme 4 (/30, Théoréme 6 et 8], [66, Théoreme A.6.3]) Soit ¢ : M — N un morphisme
entre deuxr A-modules libres de type fini de rang m et n respectivement. Alors ¢ est injective
si, et seulement si, (0 :4 det,,(¢)) = 0. De plus, lorsque c’est le cas, m < n.
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4.2.2 Caractéristique d’Euler
On présente ici un invariant dont une des propriétés caractérise les A-modules qui ont

des annulateurs triviaux.

Proposition 23 (/30, chapitre 2, Théoréme 19 et 20]) Soit M un A-module. On considére
deux résolutions de type fini de M

00— F, —F, 11— ...— Fy— Fp— M —0,
0—F —F ,—..—F—F—M-—0.
Alors
D (=D)irg(F) =D (=1)rg(F)).
i=0 Jj=0

En particulier, si 0 — F,, — F,, 1 — ... — F| — Fy — 0 est une suite exacte de modules
libres de type fini, alors > (—1)'rg(F;) = 0.
i=0
Definition 16 Soit M un A-module admettant une résolution libre de type fini
0—F, —F_41—...—F —F—M-—0.

La caractéristique d’Euler de M est
Car(M) = (=1)'rg(F,).

La caractéristique d’Euler de M est un entier positif ou nul [59, §4.3].
Le théoreme suivant du a Vasconcelos caractérise les modules ayant une caractéristique
d’Euler nulle (ces modules seront particulierement intéressants par la suite).

Theoreme 6 (/65], [59, chapitre 4, Théoréme 12]) Soit M un A-module admettant une
résolution libre de type fini et de longueur finie. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(i) Car(M) =0

(11) anna(M) # 0.

Si A est noethérien, (ii) est équivalent a ann, (M) contient un élément qui n’est pas
un diviseur de zéro.
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4.2.3 Invariant de MacRae

Maintenant, nous allons définir 'invariant de MacRae d’'un A-module M. Nous com-
mengons par le cas particulier et fondamenatal d'un module M élémentaire (i.e. ayant une
résolution libre de type fini de longueur 1 et CarM = 0).

Lemme 5 Soit M un A-module élémentaire. Alors l'idéal de Fitting initial (M) est un
idéal principal engendré par un élément non diviseur de zéro, c’est a dire (0 :4 F(M)) = 0.

Démonstration :

Si0— F; — Fy — M — 0 est une résolution libre de M, r := rg(Fy) = rg(Fp) et
§(M) est un idéal principal : si on choisit des bases pour F et Fy respectivement, §(M)
est engendré par le déterminant de la matrice du morphisme I} — Fj dans ces bases. La
suite est une conséquence du lemme de McCoy (lemme 4). O

Definition 17 Soient S le sous-ensemble multiplicatif de I'anneau A constitué des éléments
non-diviseurs de zéro et () = Ag (si A est intégre, Ag est le corps de fractions de A).

Un idéal fractionnaire de A est un sous A-module I de @ pour lequel il existe un non-
diwviseur de zéro a € A tel que al C A.

Un idéal fractionnaire de A est dit inversible s’il existe un idéal fractionnaire J tel que
1J=JI=A.

Remarque 9 Un idéal de A est un idéal fractionnaire, avec a = 14.

Si I est un idéal fractionnaire inversible, il existe un unique idéal fractionnaire J
vérifiant I.J = JI = A, que 'on notera 1.

On peut multiplier 2 idéaux fractionnaires de A de la méme maniere que les idéaux de
A. Ainsi, 'ensemble des idéaux fractionnaires de A est un semi-groupe dont I'unité est A.

L’idéal de Fitting initial d’un module élémentaire est donc monogene (engendré par un
non-diviseur de zéro) et il est inversible. On I'appellera 'invariant de MacRae de M et on
le note &(M).

Si A est un anneau gradué, M est un A-module gradué et 0 — F; — Fy — M — 0
une résolution libre graduée, alors &(M) est un idéal homogene, et on a un isomorphisme
gradué (de degré zéro) :

max max

&(M)~ \Fy e \Fi~A(-d),

max
ou d désigne le degré du déterminant du morphisme F; — Fy et A (—) 'algebre extérieure

non nulle de puissance maximale.

Supposons maintenant que M est un A-module telle qu’il existe une suite exacte de M

0O—K,—K,1—..—m K —Ky— M —0
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ol les A—modules K; sont élémentaires. Une telle suite est dite une résolution élémentaire
de longueur finie de M. L’idéal fractionnaire inversible

n

S(M) = [[3(K)Y = F(Ko)F (K1) F(K2)F(Ks) ... F(K,) Y

=0

est appelé invariant de MacRae de M.

Remarque 10 Lorsque M est un module élémentaire, cette définition coincide avec la
précédente, car 0 — M = M — 0 est une résolution élémentaire de M.
S (M) ne dépend pas du choix de la résolution élémentaire considérée pour le définir.

Proposition 24 (/59, §3.6 et §6.2]) Soit M un module possédant une résolution élémentaire
de longueur finie.
(1) Soit deuz résolutions élémentaires de longueurs finies de M :

0 —K,—K,_1—.. — K — Ky— M — 0,
0O—2L,—Ly,q1—...— L —Ly— M — 0.
Alors . .
[I30) ™ = TI3(25) """
i=0 j=0

(i) Si0— M — M — M" — 0 est une suite exacte de A-module, ot M' et M" ont des
résolutions élémentaires de longueurs finies, alors G(M) = S(M"S(M").

(111) Soit S un partie multiplicative de A. Alors le Ag-module Mg a une résolution élémentaire
de longueur finie et &(M)As = &(Mg).

(iv) Si A est noethérien, l'idéal fractionnaire S(M) est un idéal intégral de A. Il est aussi
principal engendré par un non-diviseur de zéro, §(M) C &(M) et c’est le petit idéal ayant
cette propriété (i.e si I est un idéal principal de A tel que F(M) C I, alors (M) C I).

Remarque 11 La propriété (iv) implique que tout générateur de l'invariant de MacRae
de M peut étre vu comme le pged d'un ensemble de générateurs de I'idéal de Fitting initial
de M. En particulier, lorsque A est un anneau factoriel, &(M) est engendré par le pgcd
d’un ensemble de générateurs de F(M).

Nous avons vu que &(M) est le plus petit idéal principal contenant 'idéal de Fitting
initial F(M), autrement dit, (M) est la part de codimension 1 de F(M). Il s’en suit par
le point (777) de la Proposition 22 que les idéaux premiers associés a §(M) sont exactement
les idéaux premiers associés a anny(M). Plus précisément, si 'anneau A est factoriel et
Py, ..., P, sont les facteurs irréductibles du pged d'un systeme de générateurs de §(M),
alors P{*Py? ... P est un générateur de &(M) ou e; désigne la “multiplicité” de S(M)
sur A/ P;. Nous renvoyons a [47, chapitre I, proposition 7.4] ou [55, chapitre V, §2]| pour le
concept de multiplicité des modules.
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Le fait d’admettre ou non une résolution élémentaire de longueur finie semble étre une
propriété peu intuitive et assez complexe. La proposition suivante lie cette propriété avec
I'existence d’une résolution libre de type fini.

Proposition 25 ([59, chapitre 3,théoreme 23]) Soit M un A-module. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) M admet une résolution élémentaire de longueur finie.

(11) M admet une résolution libre de type fini et Car(M) = 0.

Dans le cas ou A est noetherien on a aussi

(111) M admet une résolution libre de type fini et de longueur finie, et ann(M) contient un
non diviseur de zéro.

L’équivalence entre (7i) et (i) est donnée par le Théoreme 6.

Dans la prochaine section, nous allons montrer de manieére constructive que (i) implique
(1), c’est essentiellement le seul résultat que nous utiliserons dans la suite.

L’invariant de MacRae est défini a partir d’une résolution élémentaire. Nous allons voir
comment calculer effectivement cet invariant a ’aide de cette résolution.

4.2.4 Une approche constructive

A partir de maintenant, I’anneau A est integre et nous considérons un A-module M
admettant une résolution libre de type fini de longueur n > 1

Foi0—F, 2 E, 20— RS EF -2 M —0 (4.3)

n

et Car(M) = > (=1)'r; =0, ou r; = rg(F};) pour tout i =0,...,n.

i=0
Décomposons le complexe F, de gauche a droite comme suit. Posons FTEO) =0 et
F,(Ll) = F,,. Comme I'homomorphisme ¢, : F,, — F,_1 est injectif, nous déduisons du

lemme de McCoy que
— F,_1 s’écrit comme une somme directe F),
de rang r, et r,_1; — 7, respectivement,

— la matrice de ¢,, est de la forme ( Cci" ) avec det(c,) # 0.

(0_)1 &) Fél_)l ol ces deux modules libres sont

Maintenant, comme la restriction de ’lhomomorphisme de matrice (¢,) est bijectif sur
Frac(A) et que Im(¢,,) = ker(¢,_1), nous déduisons que
— F,,_o s’écrit comme une somme directe FT(LO)Q & F,E?Q ol ces deux modules libres sont

de rang r,_1 — r, et r,,_o — r,_1 + 1, respectivement,

— la matrice de ¢,,_; est de la forme n-1 Cn-1 ) avec det(c,_1) # 0.

bnfl dnfl
En continuant ainsi, nous obtenons pour tout i = 0,...,n,
n—i—1 )
— Fj est une somme directe FZ-(O) @Fi(l) de deux modules libres de rangs > (—1)r;1144
j=0

n—
et > (—1)7r;;, respectivement,
i=0
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— la matrice de ¢; 1 est de la forme Gt Citl ) pvec det(c;y1) # 0.
biv1 diy
n
Puisque Car(M) = > (—1)’r; = 0, cette décomposition doit finir avec une matrice de la
=0
forme ( a; ¢ ) , avec det(cy) # 0, alors que nous avons commencé avec une matrice de
la forme ( cn dy )t.

Il est bien str possible de décomposer F, de fagon similaire de la droite vers la gauche.

Proposition 26 Avec les notations précédentes,

det(cy) det(cs) .. . = it

S(M) = A= det(c;) V7 ] A
(M) det(co) det(cy) . . . g et(ci)

De plus, si A est gradué, M est un A—module gradué et (4.3) est une résolution libre

graduée, on a lisomorphisme gradué

no [/ ®(-1)"*!
6(M):® (/\E) ~ A(—d)

1=0

ot (—)®CY i= (=)* est le module dual et d est le degré de T] det(c;)"V'"" € A.
=1

Démonstration :
Nous commencons par construire un nouveau complexe de modules libres de type fini

0— FO 2 pO g p® ot g0 g p® 0, g0 g g (4.4)

' _ o ) Id
ou, pour tout ¢ = 1,...,n, 'homomorphisme ; est défini par la matrice ( 8 0 ),

ou Id désigne la matrice identité de taille appropriée. Ce complexe est clairement exact.
Maintenant, nous construisons un morphisme de complexes d, partant du complexe (4.4)
vers la résolution (4.3) de M comme suit :

— 0, := Id est I'identité de Fél) =F,,

— pour i = 0,...,n — 1, 'homomorphisme ¢; : F-(l)1 <> Fi(l) — F, = Fi(o) @ Fi(l) est

1
explicitement défini par la matrice carrée Cit1 .
di1 Id
Pour s’assurer que d, est un morphisme de complexes, nous devons vérifier que pour tout
i=0,...,n, ¢;0d; = 0;_1 01;. En effet, on a bien

a; ¢ Ci+1 0 o C; 0 0 Id
b, d; diy Id )~ \d, 1d )0 o )

puisque ¢; 0 ;1 =0pouri=1,...,n— 1.
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Maintenant, comme det(c;) # 0 pour ¢ = 1,...,n, le Lemme de McCoy donne l'injec-
tivité des morphismes ;. D’une part, pour 7 = 0, ..., n, nous pouvons définir le A-module
K; := Coker(d;) qui est un module élémentaire, et d’autre part, pour ¢ = 1,...,n, ’homo-

morphisme ¢; : F; — F;_; induit un homomorphisme 0; : K; — K;_;. Nous obtenons ainsi
un troisieme complexe (K,,d,). De plus, 'application surjective ¢y : Ky — M induit un
homomorphisme surjectif 0y : Ko — M.

Résumons la situation dans le diagramme suivant :

0 0 0 0
} } l }

0— FV Yo, pWgp® Yoy P2 pgp® B, pd) g pO) ~0
5, | ooy | 5 | do | |
0— F, 2 F,_, boy P2 F A, Fy 0 M =0
} } l } !

0— K, = Kk,, 3.2 g 2 Kk 2u-o
! ! ! !
0 0 0 0

Par construction, nous savons que toutes les colonnes sont exactes, de méme que les deux
premieres lignes. Ceci implique que la troisieme ligne est aussi exacte en utilisant par
exemple une suite exacte longue d’homologie, c’est pour cela que le complexe (K,, d,) est
une résolution élémentaire finie de M. Par définition des invariants de MacRae de M, nous
en tirons que (observons que §(K,) = §(0) = A),

S(M) = F(Ko)F(K1)'F(Ky) ... F(Kp )" Hg )L

Toujours par construction, nous avons aussi pour tout ¢ = 0,...,n — 1, une suite exacte
0-FhaeFY L F-FYsF"Y - K, —0, (4.5)
ciy1 0O

ol §; a pour matrice ( J 1d ) et donc §(K;) = det(c;11)A, ce qui acheve la preuve de
i1

la premiere assertion.

Supposons maintenant que (4.3) est gradué. Alors le complexe (4.4) V'est aussi, de
méme que le diagramme commutatif précédent. Il s’en suit pour tout ¢ =0,...,n — 1, un
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isomorphisme gradué

max max

S(Kz)ﬁ /\( H_IEBF ®/\ ®( 1)

Nous en déduisons les isomorphismes gradués suivants

12

n—1 max max ®
1 (=1
&(M) R AN FEHeFY e N (F)® )
=0

o(-1i*!

3
L

max

N (FD e FY)

®

7
-
3
2
8

[2
>
L
D
5N

I

o
N— " ~~—

I

o

~
I
o

[2
3
N
>3
s}
8
o
ARG
N~
®
L
I 3
VR
>z
8
ol

S
Il
o

—1yitl

n Ty ®!
i
1=0

(Fo(l) = 0 par construction de la décomposition du complexe (4.3)).

12

4.3 Reégularité

4.3.1 Sur la cohomologie locale

Nous rappelons dans cette section quelques notions de la cohomologie locale que nous
utiliserons dans la suite pour traiter la régularité du complexe d’Eagon-Northcott. Pour
plus de détails sur la cohomologie locale, on peut consulter [32].

Soit R un anneau, I un idéal de R, et M un R-module, on définit le 0°™¢ module de
cohomologie locale de M a support dans I comme ’ensemble de tous les éléments de M
annulés par une puissance de [ :

HY(M) = | J(0:p I") = lim Hom(R/I", M).

n—oo
neN

On définit les autres groupes de cohomologie locale comme foncteurs dérivés a droite de
HY—, c’est-a-dire que Hi(M) est le i*™ module de cohomologie du complexe obtenu en
appliquant H? & une résolution injective de M.
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Géométriquement, si on regarde les éléments de M comme des sections globales du
faisceau sur Spec R associé a M, alors les éléments de H?(M) sont les sections dont le
suppport est dans le sous-schéma fermé Spec R/I C Spec R. 1l est clair qu'une définition
similaire peut s’étendre a tout sous-schéma femé d’un schéma et c¢’est pourquoi cette théorie
est naturellement plus développée dans ce cadre.

4.3.2 Reégularité de Castelnuovo-Mumford

Dans cette section, R = A[X7, ..., X,] et M est un R—module gradué de type fini.

Si I C R est un idéal homogene engendré par des formes fi, ..., f,, formant une famille
génératrice minimale, alors le maximum des degrés des f; est un invariant de I et méme
un invariant de I'anneau gradué R/I. Malheureusement, il est difficile de le connaitre en
pratique et souvent il est plus commode d’étudier les degrés des éléments requis pour
engendrer toutes les relations de 1.

Considérons M un R—module gradué de type fini et soit

B Fp—M—0

une résolution minimale graduée de M et b; le maximum des degrés des générateurs des
F;. Dans la plupart des cas et dans celui qui nous intéresse, on a b; > b;_; > ... > by, il
est donc naturel de travailler avec la suite b; — j.

Definition 18 Soit m un entier. On dit que M est m-réqulier si b; — j < m pour tout j.
La régularité de M, notée reqg M, est le plus petit entier m pour lequel M est m-réqulier.

Remarque 12 La définition est telle que si M est m-régulier, alors M est engendré par
des éléments de degrés < m.

La régularité de M peut étre définie de maniere équivalente comme le plus petit entier
m tel que pour tout j la j°™° syzygy de M (image de ;) est engendré par des éléments de
degrés < m+j. Si M est m-régulier, alors F; n’a pas de générateurs de degrés > m+j +1,
ainsi F; = Homp(Fj, R) est nul en degré zéro.

Nous finissons ces rappels par la proposition suivante (qui est une définition dans [5])

Proposition 27 ([32]) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le module M est m-régulier.
(i1) 1l existe une résolution libre de M

0— @R(—erj) — ... @R(—eu) — @R(—eoj) — M —0

tel que e;; —1 < m.
(iii) Hiy(M)q =0 pour touti et d >m —i+ 1.
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4.3.3 Application aux complexes d’Eagon-Northcott et Buchsbaum-
Rim

Nous rappellons la résolution suivante obtenue dans le chapitre 1.

f 5 -1 5 s g
0= ,0N\->8 ,,0/N\> 26\ -2 N\>R— R/ —0.
En notant B = R/I,(y) et comme

S D Rk + ...+ ki, ),

1<i1<..<ig g s<g

et
f—s g
NF= B RO ki-dy—...—d;_),
1<j1<<jp_o<f =1
on a
g
0—[ @B B+ .4k )] @R ki—di—...—ds)] —
1<i1<..<ip_4<g i=1
g9
[ B R+ ke P RO ki—dy - —dj, )] >
1<i1<..<ip g 1<g 1<ji1<<jpa<f i=1
9
T [ @ R(kll + klz)] ® [ @ R(Zkl - djl T djg+2)] -
1<i1<ie<g 1< <..<jg+2<f =1

[@R(lﬂ)] ® [ @ R(Zkl - djl e djg+1>] -

I<n<..<jgy1<f =1

9
@ R(Zk’l—d]l——d]g)]—)R—)B—)O

1< <Gg<f  i=1

Finalement, ce complexe est isomorphe a la résolution graduée suivante
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g9
0— @ R<kzl++sz*9+zkl_dl_—df)§]07—ﬁ>1
=1

1< <<y g<g

g
é
-~ Rk, + .4k + > ki—djy — . —dj ) — ... =5
1< <. <ip_g1<g i=1

1<i1<.<jr—1<f

g
[
B Rtk +D ki—d—.—d;,)
1<i1<ia<g i=1
1<ii<.<jg42<f

g
3
B RE+d ki-d,—...—d;,,,) >
=1

1<i<yg
1<i<.<jg+1<f

g9
D Ak R R 0
1<1<<Go<f 0=l

Comme d; — k; > 1 pour tout (i, j),

d1++df—k'“ _-~-_kif,g >dj1+--~+djf,1 _kil — —/{Zif7571 >
>dj1+"'+djg+l _ki>dj1+--'+djg-
En choisissant 1, ...,i7, de sorte que k;, + ...+ k;,_, soit minimale, chaque membre des

inégalités précédentes est le maximum des degrés des générateurs des syzygies de B.

Lemme 6 Soit 1 <iy,...,i;_4 < g de sorte que k;, +...+k;,_ soit minimale. Alors pour
g

toutv>n:=di+...+dy —ky — ... —ki,_, — > ki—f+g, Hy(B), =0.
i=1

Démonstration :

La preuve de ce lemme consiste & montrer que le complexe d’Eagon-Northcott est (n —
1)—régulier.
Puisque pour tout (i,7) telque 1 <i<get1<j<f, dj—k >1,

dy+...4dp—ky — .. =k, —(f—g+1) > djy+...+dj,_, —ky— ... =k, —([—9)
dj1+"'+djf,1_kil_"'_kif,gfl_(f_éﬁ Z dj1+"'+djf,2_ki1_"'_k‘if,gfg_(f_g_lj
diy+ . 4 dy, —ki—2 > dy ... +d, — 1.

Maintenant, (ii) de la Proposition 27 assure que le complexe d’Eagon-Northcott est (n —
1)—régulier et le point (ii7) donne le lemme.
OJ
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Remarque 13 L’entier 7 est "homogene” en les k; et d; (i.e. pour tout entier A, n(k;, d;) =

De la méme maniere, en partant de la résolution donnée par le complexe de Buchsbaum-
Rim rappelée dans le chapitre 1,

f -1 g+1
* é * 1) 1) €
Sf—9—1®/\ Sf—y—2®/\ /\ F G,

ou le morphisme connectant

g+1
€: /\ ryr — F
g+1
ey N Nej,, Z Fdet(p 31,...7ﬁ,...,jg+1})€j’“
avec det(@{ oA }) est le mineur g x g de la matrice de ¢ faisant intervenir les colonnes
Jli"'7jk7""]9+1
Jise oy Jhe1sJkt1 - - - Jg+1, €6 en notant @ = G/Im(yp) le conoyau de ¢, nous obtenons la
résolution graduée
J 5
f-gt1
0— & Rlkiy + .. 4k + > ki—di— ... —dy) =5
1<i1<..<if_ g 1<g —
g
B
a Rlkiy + -+ ki, + Y ki—dy — o —dj ) — . =5
1<in<..<ip_yg_1<g 1=1

1<j1<..<jj1<f

B R+ i=1k—dj—...~d,.) 2> P Zk —dj—...—d;, )

1<i<g 1<j1<<jgi1<f  i=1
1<j1<...<jg42<f

f g
"= DRy *= PR(k) - Q — 0.
j=1 i=1

Lemme 7 Si1 <iy,...,i5_41 < g est tel que la somme k;, + ...+ k;

ip_gy SOU minimale,

g
alors pour tout v > p:=dy+ ... +dy —ky — ... =k, — > ki— f+g, H%(Q), = 0.
i—1

Démonstration :
Similaire au lemme 6. O
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4.4 Calcul du résultant déterminantiel

4.4.1 Le résultant déterminantiel comme invariant de MacRae

Dans toute cette section, v et p sont les entiers définis dans les lemmes 6 et 7.
On commence par une proposition qui lie les idéaux de Fitting de B, a .

Proposition 28 Si | € N vérifie Hy(B), = 0, alors pour tout entier m > 1, il existe
qm € N* tel que A9 C F(B,,) C .

Démonstration :
Ce résultat est une consequence de la Proposition 20 et la Proposition 22. 0

Donc les idéaux §(B,) et A = (Res(y)) de A ont le méme radical. Plus précisément, 2
est 'unique “idéal premier minimal” contenant §(B,). De plus, il s’avere qu’il le contient
avec "multiplicité 1* au sens que :

lengthaja(B,) = lengtha, oy ((B,,)g[) =1.

C’est essentiellement ce que dit le prochain théoreme, on a d’abord besoin du lemme
suivant.

Lemme 8 Pour tout (i,7), 1 <i < g,1 < j < f et tout (o, 3) € (N")? tels que |a| =
|B] = dj — ki, si R = Res(y), alors
OR

OR
X° — XA
ou?; 2y

€ TFn(Ly(#))-

Démonstration :
Par définition, il existe un monéme X7 et des polynomes ¢;, i = 1... (g ), dans A[X7, ..., X,]
(2)
tels que X"R = ;CZPZ-. En calculant les dérivées partielles par rapport a Up; et Uf oT
OR ) c aR 8 ) de \
on obtient XvaUa = P(z)X* + Za ll B et X7 o= P(x)X"P + gaUéjB, ou P(X)
est une somme de mineurs (g — 1) (9 —1) de mat( ). On en déduit facilement que

X7(X® aaR] X7 8?}2 ) € I(p). O

Theoréme 7 Soit | € N tel que Hyy(B), = 0. Alors pour tout entier v >,
S(B,) =A = (Res(p)) C A

Démonstration :
On remarque d’abord que le comportement des invariants de MacRae et des formes d’inertie
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ne varie pas selon la base. Il est donc suffisant de démontrer le théoreme dans le cas ou
k="7.

On sait que &(B,) est le plus petit idéal premier (de maniére équivalente principal)
contenant §(B,). C’est pourquoi, les idéaux de Fitting étant stables par localisation, le
théoreme sera démontré si et seulement si on prouve que §(B, )g = AAg.

On pose R := Res(p) et on note £} ; le coefficient du mon6me X, X275 dans i j
pour tout (4,5), 1 <i<g,1<j<f,1<I<n=f—-g+1, cest-a-dire
Pij(X1, s Xn) i= o+ e, Xy XG TR 4 2 X XGhl 4 e X G

On fixe (4, 7), et on considere I'idéal de 'anneau quotient A/

J::<8R OR OR

Ay A
851-’]- 8em- &Sm

) C A/
On définit un morphisme gradué (de degré 0) de A-algebres par

0:C=AX] — R=A4 AP PP ..

OR
X — 0000 ..
8€i7j

qui est clairement surjectif.

Il existe (i, j) tel que 8863

# 0. En effet, d’apres le Lemme 8 on sait que pour tout (4, j)

i
et tout v € N” tels que |a| = d; — ki,
OR OR
X — X&h € TFEn(1,()).
Ainsi, si ai?j = 0 pour tout (i,7), alors 8‘?};]_ est nul pour tout (7,j) et tout multi-indice

a, ce qui est impossible, car R dépend d’au moins un des coefficients Uy (on est en
caractéristique 0).

Maintenant, on choisit (i, j) vérifiant 24
A[X]/TFom(1,(p)) ~ R (notons que A[X]/TFW(Ig(cp)) = B/Hy(B)). En effet, si F(X)
un polynéme homogene de A[X] de degré d > 0 tel que F' € ker(0), i.e.

# 0. Alors © induit un isomorphisme gradué

OR  OR

1, 1,J

D’apres le Lemme 8, pour tout (7, j) et tout entier 1 <[ < n,

OR OR
Xk XLkl e TE(] .
n agé}j n lagzj S);Tt( g(@))

On en déduit que X, 28 — X, 28 ¢ T Fy(1,(p)).

l n
0O¢; 5 et ;
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Comme F' est un polynoéme homogene de degré d,

OR OR OR OR OR OR OR OR
F(Xnags oo Xnoa ) = F(X 2 oo X ) € | Xom = Xi ey s Xy — X1
( Del RED )= "er, aggj) © ( el Tloey, 0! "oer

qui est dans T F(14(p)), d’on

OR OR OR \ ¢
XIF (2o ) — F(Xy, ..., X)) € TFau(I,(9)).
" (351,10,’ 785%) (85%) (X1 Xn) € (4(9))

Donc

(aaR)F(X - X) € TFu(I, ().

Mais par lhypothese 0 7é - € A/A — B/HY%(B). Comme B/Hgy,(B) est integre, on
(X]/T Ponl () et done F(Xi, .. X,) €

TFm(fg(SD))-
Réciproquement, si F'(X) est un polynome homogene de A[X] de degré d > 0 tel

d
que F € TFy(l,(p)), alors le fait que X4F (51—,. .,%) — (8851,?) F(Xy,..,X,) €
) € A, d'ouker(0) =

T Fu(1,()) implique que XF (851 - 825) , et donc F (685?’
T Fan(Iy(p)).

Finalement, comme B/Hg,(B) ~ R (isomorphisme gradué), il s’en suit par localisation
que

78"-

(B/Hy(B EBAQL/QlAm

(isomorphisme gradué), car Jy = Ag/UAAgy puisque JN(A\A) # 0. Ainsi, pour tout v > 7,
HY,(B)o est égal & 0, et on obtient que (B, )y =~ Agy/AAg. De plus, 2 est principal, il vient
S(B,)a = AAg.

]

Remarque 14 Ce théoreme implique que le résultant déterminantiel peut étre calculé
d’une part comme le déterminant d’une certaine partie graduée du complexe d’Eagon-
Northcott E-N(p), mais d’autre part comme étant le pged des mineurs maximaux de sa
premiere application, dans la cas ou 'anneau A est factoriel.

Une autre conséquence est la multihomogénéité du résultant par rapport a chaque
colonne. Ainsi, nous déterminerons dans la prochaine section le multi-degré du résultant

f g
déterminantiel de ’homomorphisme ¢ : @ R(—d;) — @ R(—k;). La connaissance explicite
j=1 i=1
du degré du résultant déterminantiel en les coefficients des entrées de la matrice de ¢ est
tres utile pour appréhender son calcul.
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Lemme 9 Si E, E', E” sont des R-modules tels que E = E'®E", alors §(E) = §(E)F(E").

Démonstration : ‘
Nous avons la suite exact 0 — E' — E —— E"” — 0, ot 7 est I'inclusion de E’ dans F
et 7 la projection de E sur E”.

Soient {wy, ...w,} une famille génératrice de E', ey, ..., e, € E. Posons pouri =1...p,
e/ = m(e;). Nous choisissons e, ..., e, tels que

E" = Ref + Rey + ... + Rey,

ce qui assure le fait que ey, ..., e,, w1, ..., w, est un systeme de générateurs de E.
Remarquons que si ajef + ...+ apey = 0, alors aje; + ... + ape, € E' et

are; + ...+ ape, + Biwr + ..o+ Bywg =0

pour certains éléments 5i,..., 053, € R.
Soit A une matrice a p colonnes dont les lignes sont des relations entre €/, €}, . .. ,e;)’ et
C' une matrice a ¢ colonnes dont les lignes sont des relations entre wy, .. .,w,. La remarque

précédente montre que I'on peut trouver une matrice B a ¢ colonnes et le méme nombre
de lignes que A telle que les lignes de la matrice

(A B)

soient des relations entre ey, ..., ey, wi,...,w,.
Maintenant, si D est un mineur p X p de A et A un mineur ¢ X ¢ de C, alors DA est
un mineur (p + ¢q) X (p + ¢q) de la matrice

(v ¢)

Ceci montre que DA € F(E), or F(E") est engendré par 1’ensemble des mineurs p X p
de A tel D, et F(E’) est engendré par 'ensemble des mineurs ¢ x g de C tel A, d’ou

S(E")S(E") € §(E).
[

Proposition 29 Pour tout entierl > u
S(Qi) C A= (Res(p)) C A
ot Q= (R/Im(p)).

Démonstration :
D’apres la présentation F = G — Q = G/Imyp — 0, I,(p) = F(Q), et le Lemme 9

conduit a F(Q) = 3(@,,)3(@@@, donc I,(p) C F(Qv).

Maintenant, I,(¢) est trivialement inclus dans I'idéal d’élimination 2 (regardé en tant
qu’idéal de R = A[X]) qui est principal, et nous savons d’autre part que &(Q,) est le plus
petit idéal principal contenant §(Q,) donc I,(¢) C &(Q,). Or 6(Q,) C A mais A est le
plus petit idéal principal de A contenant I,(¢) donc &(Q,) C 2. O



4.4 Calcul du résultant déterminantiel 65

Remarque 15 Cette proposition implique que I'on peut obtenir un multiple du résultant
en calculant une certaine partie graduée du complexe de Buchsbaum-Rim. Dans certains
cas, méme si 'on obtient qu'un multiple (donc une condition nécessaire et pas forcément
suffisante & une chute de rang de la matrice (¢;;)1<i<g1<j<f), il peut étre plus simple
d’étudier le résultant déterminantiel en passant par le complexe de Buchsbaum-Rim. Mo-
ralement, en passant par ce complexe on devra calculer le déterminant de matrices plus
grosses mais dont les entrées seront plus simples car linéaires en les coefficients des po-
lynomes ¢; ;.

4.4.2 Degré du résultant déterminantiel

Dans cette optique, observons que le complexe d’Eagon-Northcott E-N(yp) est N/*+1
gradu¢ : il est gradué par rapport aux coefficients U; des polynomes ¢; ; de chaque colonne
de la matrice mat(y) et par rapport aux variables Xi, ..., X,.

Afin de faciliter la lecture, nous rappelons que n = f —g+ 1, R = A[X;,..., X,] et
posons

f—s g

Bo=Sj,.®/\ = b Rk, + ..+ ki + > ki—djy — ... —dj_)
1<i1<..<ig g o<g i=1
1<51<..<jp-s<f

pour s =0,...,n—1et Ey = R.
Ainsi, le complexe d’Eagon-Northcott s’écrit :

671—1

0= E, > B, 253 — B 25 By 2% B =R/(p) — 0. (4.6)

D’apres le Lemme 6 et le Théoreme 7, pour tout entier

g
Vzn:d1++df_kl1__klf_g_zkl_f+g7
i=1
avec 1 < y,...,i5 4 < g de sorte que k;; + ...+ k;,_, soit minimale, la Ve composante
graduée de E-N(y), regardé comme une résolution N-graduée en les variables X;,..., X,
a un déterminant &(B,) = 2 qui est un idéal principal engendré par Res(p).
Pour tout 1 > s > n posons
g
F,=[E)], = D [R(kiy + o ki + > ki—djy — o= dj )]
1<i1 <...<iy_1<g i=1

1< <..<jg+s—1<f

et FO = R,,.
En notant ®; la partie de degré v des morphismes §;, on obtient la résolution N/-graduée
suivante



66 Chapitre 4. Calcul du résultant déterminantiel

¢n ¢n—1

0— F, — n,1—>...—>F1ﬂ>FOﬂBZ,HO

C’est pourquoi par la proposition 26 on a un isomorphisme gradué

n Ts ®(_1)$+1 n
2A=6(B,) =) (/\F) = <H det(cs)(_1)51> AC A
0 s=1

sS=

oitry = rg(Fy), et (—)®Y := (=)*, le module dual, et ¢ : FY — F(l)1 est 'isomorphisme

S—

n—

de rang ) (—1)r;y; construit dans la proposition 26. ¢, est donc une matrice de taille
=0

n—s i

> (—1)’rsy; dont les entrées sont les coefficients des polynomes ¢; ;.

=0

On a

g
re = 3 rg ([R(/@-l +ot ki Y ki—dy — . — djw_l)]V)
1<i1<...<is_1<g i=1

1< <. <Jg+s—1<f

9
Z <I/—dj1 —...—djg+.9_1 +l€11 +"'+ki5_1 +Ek’z+n—1)
—= i=1 .
1<i1<...<is_1<g n—1
1</ < <Jg+s—2<f
Le degré total de J] (det(c,))"D"" est donné par
s=1
n o det(cy) det(cz) ... & ,
de det(cs )Y 1) = = —1)r,_;
g (5H1< (€) det(cz) det(cy) . . . ];( Y7oy
— g
_ |J‘_z|I:‘79 (_1>|I‘ (V_ngdj+l-ezlki+i:1ki+n_l). (47)
JCA{L,...f} n—1
Ic{1,...,q}

Pour avoir le degré en les coefficients des polynomes de la t*™¢ colonne dans le calcul des
déterminants on ne tient compte que du produit des coefficients des polynomes de la t*™¢
colonne.

Ainsi, A~ A(—A,...,—Af), ou en notant deg; le degré par rapport aux coefficients de
la t*™¢ colonne de mat(y), pour t =1,..., f, A\; est donné par
A = deg, (ﬁ(det(cs))(‘l)s_l) .
On en déduit o
g
| IJI—iI:Q—1 - <1/ —dy — ]%;]dj + gkll + ;kl +n— 1) .
n—

JC{L, I\ {t}
I1c{1,....q}
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v—di— > dj+n—1
Remarquons que dans le cas g =1 on a \; = > (=DMl i ). Cette

JC{L P} el
expression du degré du résultant de Macaulay des f polynomes a f variables, par rapport
aux coefficients du t™° polynéme est donnée dans [52].

Nous savons d’apres la Proposition 29 que le résultant déterminantiel divise tout
générateur de l'idéal principal &(Q,) pour v > p:=dy + ... +df —ky —... — k

tf—g—1

9
Yki—f+gavecl <iy,...,if 41 <gdesorte quek; +...+k soit minimale. Afin
i=1

de connaitre le degré du terme parasite, nous allons calculer le degré d'un générateur de

S(Qy).
Comme le complexe d’Eagon-Northcott, le complexe de Buchsbaum-Rim B-R(p) est

f—g-1

g f
aussi N/T1-gradué. De méme, nous posons Iy = @PR(—k;) et Fy = @PR(—d;), et pour
i=1 j=1
s=0,...,n—2

f—s g
Foe=58; ., @\ = S5 Rikiy+.. ki Y ki—djy—...—dj,_).

1§i1§~~-§if797175§g =1
<1< oSS

Le complexe de Buchsbaum-Rim s’écrit donc (R = A[X7, ..., X,])

0= F, 2 F, 20— B2 R 2 Q= R/ Im(p) — 0. (4.8)

Un calcul similaire a celui fait pour le complexe d"Eagon-Northcott fournit un isomorphisme
gradué A ~ A(—aq,...,—ay), ol

|J1=I1l=g

g
v—dy— ) dj+ ) ki+ 2 ki+n—1 _ _
o = Z (—1)|I+1< t J;} j ZeZ; Z; ) N <1/ d, +n 1)‘

B n—1
JC{1,.., fI\{t}
Ic{1,...,g}

n—1

Sig =1 onaa = A\ et on retombe sur le degré du résultant de Macaulay. Dans la
suite on verra un autre cas d’égalité mais il est dur de comparer ces deux sommes en toute
généralité.

Exemple 2 Calculons ce degré dans le cas ou f = g+ 1. La partie de degré v du complexe
d’Eagon-Northcott se réduit a

g9 g g
PREAY ki—di—...~dp) 2 D RO kidjy—...~d;) 2 R B 0
i=1 i=1

1<1<.<jg<g+1 =1
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g
En prenant v = n =dy + ... + dgy1 — ki, — D ki — 1, avec k;; = min(k;), le degré par
=1

: 1<i<g
rapport aux coefficients de la #**™° colonne est

+1
A —Zg:(—l)l hi — Ky +92:(—1)0 BR) g vt oty — ke k
t — 1 1 = a1 t g+1 1 g

i=1 j=1
i#t

4.5 Cas des formes linéaires

On se place dans le casn = f—g+1. Soient A = Z[Ui(g), 1<i<g,1<j<f,1<pu<n]

et ;; € A[Xy,...,X,] des formes linéaires génériques :

= S0,
pn=1

(donc ¢; ; =1; j, avec d; = 1 et k; = 0). Les mineurs g x g, P, ..., P(ﬁ) de mat(l) = (i ;)i
s’écrivent :
B= > AEHX (49)

seN” |s|=g

Dans la somme (4.9), les A5 (U, (n )) sont des polynomes homogenes de degré g en les Ui(f;)

,L"j
dont les monomes sont les produits de g variables distinctes Ul-(f;). On a noté X* le monome
Xt X ou s = (s1,...,8,). On rappelle que l'espace vectoriel des polynomes ho-

, et on en déduit que la somme

: ) ; . . -1
mogenes de degré g en n variables est de dimension ("+§ )

(4.9) est constituée de (ch ) termes.

On muni N” de la relation d’ordre : s > & s’il existe iy € N tel que pour tout ¢ > iy,
s; = 85 et Si41 > 554
Proposition 30 Soit (A3)s la matrice (J;) X (};) dont la A ligne est constituée des

polynomes Ai(Ui(g)) ordonnés de maniéere décroissante par rapport au parameétre s € N,
Alors

Res(l) = det(A) dans k.
Démonstration :

SireN”,

A0y AL W)
X7 det(AS):= I I I , (4.10)

@0.-0) 17\ .
A(g) (U:5) P(f)
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(la ri®me colonne de (A3$) a été remplacée par '[Py, . . ., P( f)]) En développant le déterminant

g

(4.10) selon la r®m® colonne, on déduit que det(A3) € . Donc det(A3) = cRes(l), avec
ce A

Come il y a exactement (chj) mineurs g x g de mat(l), parmi P, .. .,P(f faisant
g

intervenir la #°™¢ colonne pour 1 < ¢ < f. Il s’en suit que la forme d’inertie det(A3) est de
degré (g j) par rapport aux coefficients des formes linéaires de la ¢ colonne.

Puisque le degré de Res(l) par rapport a la £ colonne est

|J[=I]=g—1 |J|=g—1

ve p e 8 e (f)=(00)

g—1
JC{1,...f Nt} JC{1,...fN\{t}

Ainsi, Res(l) et det(A$) sont de méme degré a la t™° colonne, et on déduit par spécialisation
quec=1. ]

Exemple 3 Pour f=4etg=2, onan=4—-2+1=3¢et

. alX + GQY -+ agZ le —+ b2Y + b3Z ClX + CQY + CgZ le -+ d2Y + ng
- CL4X + CL5Y + CL6Z b4X + b5Y + b@Z C4X + C5Y + C@Z d4X + d5Y + d6Z '

Les mineurs mazimaux de M sont

P1 = (a1b4 — a4b1)X2 -+ (albg, —+ ng4 — CL4b2 — a5bl)XY + (albﬁ -+ a3b4 — a4bg — aﬁbl)XZ
+(a2b5 — a5bg)Y2 + ((Zgb@ + a3b5 — CL6b2 — a5b3)YZ + (CL3b6 — a6b3)22
PQ = (CL104 — CL401)X2 —+ (CL105 + ag9Cy — QyCy — CL501>XY + (a106 + as3Cqy — QyC3 — a601)XZ

+((IQC5 — a502)Y2 + (CLQCG + ascs — agCy — CL303)YZ + (CL3CG — a603)22
Pg = (a1d4 — (1,4d1)X2 -+ (a1d5 + a2d4 — CL4d2 — a5d1)XY + ((Ild@' + a3d4 — CL4d3 — (I6d1)XZ
+(a2d5 — a5d2)Y2 + (Clgdﬁ + G3d5 — a6d2 — Cl5d3)YZ =+ (a3d6 — a6d3)22

P4 = (b1€4 — b4Cl)X2 + (b105 + b2C4 — b402 — b501)XY + (b1C6 + b3C4 — b403 — 6601)XZ
+(b205 - b502)Y2 + (bQCG + b305 - b662 - b503)YZ + <b3C6 - b663)22

P5 = (b1d4 — b4d1)X2 + (b1d5 + b2d4 — b4d2 — b5d1)XY + (bldﬁ + b3d4 — b4d3 — b6d1)XZ
+(bads — bsda)Y? + (badg + bsds — beds — bsds)Y Z + (byds — beds) 22

Ps = (cidy — cady) X% + (c1ds + cody — cady — c5d1) XY + (crdg + c3dy — cadz — cedy) X Z

+(C2d5 — C5d2)Y2 + (C2d6 + 03d5 — ngg — C5d3)YZ + (C3d6 — C6d3)Z2.

En reécrivant ces mineurs sous forme matricielle

P1 Al A2 A3 A4 A5 A6 X2
P B, By B; B, Bs Bs XY
|l | ¢ o0 G G Xz
p, |~ | b Dy Dy D, Dy D v? |
P E, B, Es E, BEs Fq YZ

Fs Fy Fy, I35 F, F5 Fg Z*
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ou les coefficients de cette matrice A sont des polynomes homogénes de degré 2 en les
a;,b;,cj,d;. Donc le résultant déterminantiel de la matrice M est donné par le déterminant

de A.

Ainsi, pour des formes linéaires, le résultant déterminantiel est donné par le déterminant
d’une matrice carrée de taille (J; ) dont les coefficients sont des polynomes homogenes de
degé g en les coefficients des formes linéaires. Il est donc 1égitime de se demander, si 1'on
peut comme pour le résultant de Macaulay trouver une formule de multiplicativité pour
obtenir le résultant déterminantiel de matrices faisant intervenir des polynomes de degrés
quelconques. Malheuresement, il est difficile de généraliser cette notion de multiplicativité
au cas déterminantiel vue la structure du produit matriciel. Dans la prochaine section, nous
allons voir que dans le cas le plus fréquemment rencontré dans les applications, le résultant
déterminantiel, peut étre calculé comme le déterminant d’une matrice carrée dans ’esprit
de ce que nous venons de faire pour les formes linéaires.

4.6 Un cas pratique

Si l'on suppose que f = g+ 1,n = 2. Ainsi, M est une matrice g X (g + 1) dont les

coefficients sont des polynémes ¢;; = > Ufj?ﬁ XYP € R := A[X,Y] génériques et
Oc+ﬁ:dj—k‘i

homogenes de degré d; —k; > 1,01 A = k[Uf‘]B |. Nous rappelons que 'anneau k est supposé
factoriel.
Nous avons le morphisme de modules libres

g+1 g
¢ : PR(-d;)) — EPR(-k)
i=1 i=1
de matrice

Y11 - Plg+l

Pg1 -+ Pgg+l

L’idéal de Fitting des mineurs g x g de p est I = I,() = (f1,..., fg+1) ol les f; sont les
mineurs g X g de M.

Proposition 31 Si ky = ky = ... = kg, alors le résultant déterminantiel est donné par le
déterminant de la matrice de [’application

Y

B R-dj—...—dj, + > ki)y > R,

1<51 <. <jg<g+1 i=1
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Démonstration :
La partie de degré v du complexe d’Eagon-Northcott associé a ¢ se réduit a

g g g
PR(—di—...~dgrthity ki) = B R-djy—..~d+> k) SR =B 0],
=1 =1 =1

1<j1 <. <jg<g+1
g
En prenant v =n = dy+...+dg1 —min(k;)+ > _k; — 1, nous avons que le premier module
g g
du complexe [P R(—dy — ... — dgs1 + ki + >_k;)], est nul si et seulement si
i=1 i=1

g+1

Zk + max( Zd +n7<0
g+1 g+1

Zk: + max( Zd + Zd — Zk‘ + maz(k;) —min(k;) —1 <0

maz(k;) < min(k;) + 1

La derniere inégalité est équivalente a by = ko = ... = k, et donc dans ce cas le complexe
s’écrit .
So=NY
0— P  R(-djy—...—dj, + > k) = R B — 0],
1<j1<...<jg<g+1 i=1

et le déterminant de ce complexe autrement dit le résultant déterminantiel est le déterminant
de I'application
g

D  Rdp - —dy+ Y ki) o R,

1<j1<...<jg<g+1 i=1

Exemple 4 Dansle cas f =3, 9g=2,dy =dy =2,d3 =1, ky = ko =0, et

M:— a1X2 + agXY + (13Y2 b1X2 + bQXY + b3Y2 ClX + CQY
T\ asXP+ as XY +agY? by XZ+bsXY +b5Y? 3 X + ey,

qui est la matrice du morphisme
¢:R(-2)® R(-2)® R(—-1) — R@ R.
Les mineurs mazimaux f1, fo, f3 de M s’écrivent

fi = (a1by — a4b1)X4 + (a1bs + azby — asby — a5b1)X3Y + (a1bg + asbs + asby — asbs—
a5b2 — agbl)X2Y2 + (agb(; + a3b5 — a5b3 — ang)XY?’ + (agbﬁ — agbg)Y4

f2 = (&1C3 — G401)X3 -+ (CL164 —+ agCy — ayCy — G5C1)X2Y -+ (CLQC4 “+ azc3 — asCo—
a6cl)XY2 + ((13C4 — CLGCQ)Y3
f3 = (b103 — b4Cl)X3 -+ (b104 -+ bQCg — b402 — b5Cl)X2Y + (b204 -+ b303 — b502—

b601>XY2 + (b304 - bﬁcg)YS,
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que [’on note

f1 = A1X4 + A2X3Y + A3X2Y2 + A4XY3 —|— A5Y4
fg == BlXS + BQX2Y + BgXY2 + B4Y3
fs = C1X? + Oy X?Y + C3XY? + C4Y3.

Nous avonsn =2+2+1—1=4. D’apres cette proposition, le résultant déterminantiel
est le déterminant de la matrice du morphisme

R(0)® R(1) @ R(1) — R(4)

obtenue en écrivant fi1, X fo, Y fo, X f3,Y f3 dans la base { X*, X3Y, X?Y? XY3 Y1}, Ainsi,
le résultant déterminantiel du morphisme @ est donné par le déterminant de la matrice

AL By 0 Cp 0
Ay By B Cy ()
A3 By By (O3 Oy
Ay By By Cy Cj
As 0 By 0 (4

Nous allons annoncer maintenant le théoreme principal de ce chapitre :

g+1 g
Theoréme 8 Pour tout entier v > p= Y d; — > ki — 1,
j=1 i=1

6(Qy) = A = (Res(p)) C A

Démonstration :
La proposition 24 nous donne déja l'inclusion &(Q,) C .

Calculons le degré d'un générateur de &(Q,) sachant que la partie de degré v du
complexe de Buchsbaum-Rim se réduit a

g+1

g g
RO ki —dy— .. = dyi1) 2 DR(-d;) 2 DR(k) 2% Q — 0],
i=1 i=1

J=1

g
et prenons v =yt = dy +...+dg1 — Y_k; — 1. Dans cette situation le degré par rapport
i=1

aux coefficients de la t*™° colonne s’écrit

g+1 g
(M—Zdﬂerﬂrl) (u—dt+1)
o = — 7j=1 =1 +
1 1

A g

0 d1+...+dt+...+dg+1—2k}i

— + =1
(3) < 1 )

A
- d1+...+dt+...+d9+1—kl—...—kg
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ou \; est le degré de Res(y) calculé dans le dernier exemple du chapitre précédent ce qui

acheve la démonstration.
O

Corollaire 5 Dans le cas f = g+1, le résultant déterminantiel est donné par le déterminant

de application
g+1

(DR, — DR(=F)L,

Démonstration :
Rappelons que la partie de degré p du complexe de Buchsbaum-Rim se réduit a

g g+1 g
[ROY ki —dy — ... = dyi1) == @PR(~d;) 5 EPR(—k:) > Q — 0],
i—1 j=1 i=1
g+1 g
il suffit de remarquer que comme p = Y d; — Y k; — 1 le premier module de ce complexe
j=1 i=1
est
g g
(RO ki —dy— ... —dg1)]y = RO ki —dy — ... = dgy1 + p) = R(—1) =0

i=1 i=1

0

Remarque 16 Ce corollaire donne un moyen explicite pour calculer le résultant déterminantiel
comme déterminant d’une matrice carrée dont les entrées sont les coefficients des polynomes
¢; ;. L'isomorphisme du corollaire s’écrit plus précisément

g+1 g+1

R g g
Br(d+. . +dj+. . Adg—Y ki—1) — RO “dj—ki—. . ki1 —2ki—kip—. . —kg—1).
j=1 i=1 i=1  j=1

Nous obtiendrons donc Res(yp) comme le déterminant d’une matrice de taille 6 x ¢ ou

-y

A g
g+1( d1++d]++dg+1—2k’1 )
=1

A g
Jj=1 d1++dj++dg+1—zkl—1
i=1
g+1 A
= D (di+...+dj+.. . Ade— ki — ... — k)
j=1
g+1 g

= g9y di—(9+ 1)) k
j=1 i=1
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Nous appellerons cette matrice la matrice de Sylvester déterminantielle et la noterons
Sylvd(y). Nous allons montrer maintenant comment construire explicitement cette ma-
trice.

Le degré total du résultant est donc égal a §.

4.6.1 La matrice déterminantielle de Sylvester

On est toujours (comme dans toute la section 4.6) dans le cadre bi-dimensionel. Notons
g+1 g+1 g

g
j=1 =1 1

=1 J i=
Pour j=1,...,g+1posons d; =d—d; —letpouri=1,...,9, ki =d—Fk —1, et
considérons la liste d’entiers A := [ky, ..., k].
Soient ey, ..., ¢4 la base canonique de A9 et B la base formée des vecteurs

/ ! / / /_ / / /
XMey, XM7Wey, .. YRe, XPey X527 Wey, . Yi2ey, ... XPoe,, ... Yie,.

Soit A[X,Y]|a le A-module libre engendré par Ba.

Notons Vi,..., V41 les vecteurs colonnes de la matrice M = (¢;;)1<i<gi<j<g+1 €t
Sylvd(p) la matrice a coefficients dans A = k[U;fj’ﬂ | ayant pour vecteurs colonnes les
vecteurs

/ / U ! / _

XAV, X2V, oo XYV, XDV XYV
! _ U 4

XY W YOV, Y eV,

écrits dans la base Ba. En regardant M comme la matrice du morphisme R = A[X,Y]-

g+1
linéaire du module @ R(—d;) muni de la base canonique eq,...,g441 vers le module
j=1
g 941
@D R(—k:) avec pour base ey, ..., ¢4, nous avons que I'image du A-module libre P R(d})
i=1 j=1

, g
engendré par les {X°Y%%; 0 < a < d;} est contenue dans @ R(k;), et que la matrice
i=1
du morphisme de A-modules libres de type fini ainsi définie dans des bases convenables est
exactement Sylvd(yp).
La matrice Sylvd(p) est carrée de taille § x d, et comme nous ’avons montré dans la

section précédente, nous avons
Res(p) = det(Sylvd(yp)).

En résumé Sylvd(p) peut étre construite en trois étapes suivant ’algorithme suivant.

Exemple 5 Si f =3,9=2,dy =3,dy =4, d3 =3, k; =1 et ko = 2, nous avons § = 11.
Si la matice générique est donnée par

M::(Sﬁm ¥1,2 @1,3)’
¥2,1 P22 P23
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avec

Nous obtenons Sylv(y) en écrivant les vecteurs

(ol les V; sont les colonnes de M) dans la base

(011 (X,Y) = a1 1 X2+ b1 XY +¢;,Y?
012(X,Y) = a12X% +012X%Y +c12XY? 4+ dy oY

) 901,3(X Y) = CL173AX2 + b173XY + 6173Y2
P21(X,Y) = a1 X + byrY
P2.2(X,Y) g2 X2 + b o XY + 90V

\ 902,3<X Y) - (1,2’3X + b273Y

X2V, X2Y Vi, XY2V, YOV, X2V, XY Vi, Y2V, XPVa, X2Y Vs, XY 2V, YoVs

Ba = { X%, XWey, X3V %, X?Y3, XY, Ve, Xy, XY ey, X?Y ey, XYy, ey}

oﬁelz((1)>et62:

0
1

la matrice Sylvd(yp) est de taille 11 x 11,

Q1,1 0 0 0 1.2 0 0 a1.3 0 0 0
bl,l ay 0 0 b1,2 1,2 0 b1,3 1,3 0 0
C11 b1,1 aia 0 C1,2 bl,z air2 €13 b1,3 a13 0
0 C11 bl,l 11 d1,2 C1,2 b1,2 0 €13 b1,3 C1,3
0 0 C1,1 b1,1 0 d1,2 C1,2 0 0 C1,3 b1,3
Sylvd(p):= 0 0 0 1 O 0 diz O 0 0 g
Q21 0 0 0 a2 2 0 0 a23 0 0 0
52,1 2.1 0 0 bz,2 42,2 0 b2,3 a3 0 0
0 b2,1 az 1 0 C2.2 b2,2 2,2 0 52,3 a23 0
0 0 b2,1 21 0 C2,2 52,2 0 0 52,3 a3
0 0 0 5271 0 0 C2.2 0 0 0 b273

Remarque 17 Dans le cas ou (; et o sont deux polynomes homogenes génériques de
degré dy et dy respectivement,

ng(X, Y) =
902(X7 Y) =

a XM+ a XY 4+ Fag XY pag Yh
boX® + b XY + by XY by, Y

c’est-a-dire que nous sommes dans la situation déterminantielle avec f = 2, g = 1 et
M = (p1, p2) est une matrice de taille 2 x 1. En reprenant les notations précédentes, nous
avons d = § = dj + dy. Ainsi, nous obtenons la matrice Sylvd(y) en écrivant les vecteurs

(X%, X272 gy,

XY P20, YR o XU 0y XB2Y 0y Y P )
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dans la base bases formée des mondmes
di+da—1 di+d2—2 di+da—2 di+d2—1
{X , X Y,..., XY Y }.

La matrice obtenue est de taille d; + dy et n’est autre que la matrice de Sylvester classique
des deux polynomes ¢; et @g,

a 0 0 b O 0
ap . T by
0 0
Sylvd(p):= ad, .oap ba, by
0o . a 0 . by
0 ... 0 ag O ... 0 by

L’intérét des outils de résolution basés sur le résultant est de founir, dans le cas
générique, des formulations matricielles qui permettent de transformer la résolution d’un
probléme de chute de rang d’une matrice polynomiale (non linéaire) en un probléme
d’algebre linéaire. Les expressions algébriques impliquées dans de telles formulations dépendent
de maniere continue des coefficients figurant en entrée de la matrice ¢, elles peuvent
donc s’appliquer avec des coefficients approchés. Ainsi, apres analyse de la géométrie du
probleme, on peut générer une matrice dont il suffit d’initialiser les coefficients qui sont les
parametres pour résoudre le probleme. Cette approche est particulierement interéssante
lorsque le systeme doit étre résolu pour un grand nombre de parametres, la premiere étape
étant effectuée une fois pour toutes. Dans le prochain chapitre, nous verrons comment
utiliser nos résultats dans I’étude des courbes et surfaces dans 'espace.
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Résultant et surfaces de Bézier
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Chapitre 5

Résultants de Bernstein et
applications

Le résultant d’un systeme d’équations polynomiales est un polynome en les coefficients
de ces dernieres, qui fournit une condition nécessaire et suffisante pour que ce systeme
ait une racine dans une variété algébrique. De nombreuses formulations du résultant sont
disponibles dans la littérature pour les cas d’une seule et plusieurs variables lorsque les
polynomes sont exprimés dans les base monomiales [36].

Pour les applications en CAQO, les représentations des objets sont souvent données
dans les bases de Bernstein. Pour effectuer des opérations sur ces objets, qui peuvent étre
réalisées en ayant recours a la théorie de I’élimination, on peut convertir ces représentations
dans les bases monomiales et utiliser les formulations des résultants développées dans ces
dernieres bases. D’une part, cette approche crée de 'instabilité numérique, et d’autre part
il est bien connu que les bases de Bernstein sont plus stables numériquement que les
bases monomiales [38, 39]. C’est pour cela qu'il est souhaitable de développer des outils
d’élimination pour des données exprimées dans les bases de Bernstein. Dans le cas d’une
variable, des travaux récents existent dans la littérature [68, 70, 69, 9], mais a plusieurs
variables, il n’existe pas de constructions de tels outils, a notre connaissance.

Dans ce chapitre, nous construirons des résultants dans les bases de Bernstein prévilégiées
en CAQ, que nous utiliserons par la suite pour étudier des problemes d’intersection.

Nous commencerons par le résultant de Sylvester généralisé. Puis, nous expliciterons
la structure particuliere de I’élimination dans les problemes d’intersection. Ceci, nous
conduira a la preuve de l'existence d’un résultant pour des systemes dégénérés (exprimés
dans les bases de Bernstein) qui apparaissent dans ces problémes. Nous montrerons aussi
comment calculer ce résultant en utilisant des matrices bézoutiennes exprimées dans les
bases de Bernstein.

5.1 Bases de Bernstein

Nous commencgons par rappeler les principales propriétés des bases de Bernstein, puis
nous définissons un résultant déterminantiel qui généralise la construction de Sylvester
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dans les bases de Bernstein établie dans [70].

5.1.1 Cas univarié

La base de Bernstein de 1’espace vectoriel des polynomes en la variable ¢ de degré au
plus n est constitué des n + 1 polynomes

B () = (?) t(1—t)""i=0,...,n.

Un polynome P de degré n est dit de Bernstein s’il est exprimé dans cette base :

n n n . A
Pit)=S ap™Mt) =S al )t —t) 1
0= a0 =3 (") -0 6.1)
=0 =0
Les a; sont appelés les coefficients de Bernstein de P(t).
Cette écriture de P est particulierement intéressante quand le domaine considéré est
[0, 1]. Cette hypothese n’est pas si restrictive puisque, en CAO, tous les objets manipulés
sont définis sur des supports bornés. Dans cet intervalle les fonctions ﬁi(") (t) >0,vt € [0,1].
Comme leur somme est toujours égale a 1,
- (n) _ - ny . _ 4\n—1t __ . n __
S a0 =3 (1)ea -0 = (-0 vo =1,
=0 =0
P(t) apparait comme le barycentre de ses coefficients.
Nous avons la proposition suivante dite de 1’enveloppe convexe.

Proposition 32 Si (a;)i—o..n est la liste des coefficients de Bernstein de P, alors pour
tout t € [0,1], P(t) € [lr_l%)in a;, max a;).

Ici les coefficients sont réels, leur enveloppe est donc un intervalle.
En exprimant ¢ et P(t) sous leurs formes de Bernstein, cette propriété s’écrit pour le

graphe G(t) = () de P :

P(t)
Git) — (Pit)) - Z</ f)ﬁ?(t)

=0

Les (i/ ”),z = 0...n, sont appelés les points de controle, et la ligne brisée qui les joint est
appelée le polygone de controle.

Pour les raisons évoquées précédemment (positivité et somme des éléments de la base),
le graphe de P est inclus dans I’enveloppe convexe de son polygone de controle.

Ce graphe définit une courbe de Bézier de degré n, c’est a dire une courbe définie par

deux polynémes de Bernstein (ici t et P(t)) ou plus exprimés dans la base de Bernstein.

Theoreme 9 Une courbe de Bezier est contenue dans [’enveloppe convexe de ses points
de controle.
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5.1.2 Algorithme de Casteljau

La détermination d’un polynéme de Bernstein P(¢) peut bien sur étre réalisée via (5.1),
cependant la plupart du temps on utilise ’algorithme de Casteljau qui fournit a la fois un
algorithme d’évaluation et de subdivision d'une courbe de Bézier. En partant d'un polygone
de controle initial P° = (P?);—¢. », il est défini par

Pl=0—-t)P ' +tP/ j=1,...,n, i=0,...,n—j.
PJ est défini par une succession d’interpolations linéaires sur le polygone de controle P71
(voir Figure 5.1.2). Nous avons alors P}' = P(t).
C’est un algorithme de subdivision fournissant deux formes de Bernstein de P(z) pour
. n
r < tetx >t données par (P})i—o.n et (P ")izo.n. Son cout est > 2i = (n+ 1)n
i=1

opérations (2n multiplications pour calculer P! & partir de P°, 2(n — 1) pour calculer P?,

FIGURE 5.1 — Principe de I'algorithme de Casteljau

Remarque 18 Cette définition montre que le polygone de controle peut étre vu comme
une approximation de la courbe de Bézier. Il existe d’ailleurs bon nombre d’études concer-
nant les majorations de l'erreur entre la courbe et son polygone de controle. Ce lien
géométrique entre une courbe de Bézier et son polygone de controle est une des raisons de
la popularité de la représentation de Bernstein. Elle est plus intuitive que celle qui lie la
courbe et les coefficients monomiaux. Les logiciels CAO permettent I’édition de courbes
via la suppression, 'insertion et le déplacement de ses points de controle.

5.1.3 Opérations classiques

Nous donnons quelques opérations de base pour la manipulation des polynomes de
Bernstein, qui nous seront utiles par la suite.
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Multiplication : Considérons deux représentations de Bernstein P(t) = Zalﬂi(") (1)

de degré n et Q(t) = ijﬁj(m) (t) de degré m.
7=0

n+m

Le produit R(t) = P()Q(t) = z ) (1) ot
(1) ()
Cp = »Z_kwaibj'

Démonstration :

On a

PO = Q_aB () _bA™®)

1=0
n+m
Z Z Z m+n H—])tz-i-]a b ( ) (m)
i+j=k U J
e Bl
ZZ Zﬁkn—i-m zn)(m) zb]'

\_/

i+j=k

O

Elévation de degré : L’élévation de la représentation de P(t) de degré n consiste a
représenter P(t) dans une base de Bernstein de degré m > n. Cette opération correspond a
la multiplication de la représentation de P(t) de degré n par la représentation du polynéme
constant 1 dans la base de degré m — n.

La formule précédente donne

P(t) = Z( 2 %%)ﬁim)m
i=0 Nitj=k k
5.1.4 Cas de deux variables

La base de Bernstein de l'espace des polynomes en deux variables (x,y) de bidegré
(m,n) (son degré en x est m et son degré en y est n) est donnée par

B (@, y) = B (@) (y), i=0,....m, j=0,...,n.

Sauf mention du contraire, dans la suite lorsque nous parlons de degré ou bidegré, nous
entendons au sens monomial, ¢’est-a-dire que nous supposons que le polynome de Bernstein
est exprimé dans la base de Bernstein de degré minimal.
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5.2 Matrice de Sylvester généralisée

Nous allons définir un résultant déterminantiel qui généralise la construction de Syl-
vester dans les bases de Bernstein [70], pour des polynomes en deux variables.

Soit M une matrice de taille (g 4+ 1) x g dont les entrées sont des polynémes de Bern-
stein. Le but de cette section est de définir une matrice dont le déterminant est le résultant
déterminantiel, sans avoir recours a des conversions entre les bases de Bernstein et mono-
mials. Ces conversions introduisent de I'instabilité numériques [38]. La matrice de Sylvester
pour deux polynomes de Bernstein a été introduite dans [70]. Nous allons généraliser cette
construction au cas déterminantiel en suivant la démarche développée dans la section 4.6.1.

Lemme 10 Soientn € N et A un anneau intégre. Alors la famille {B ™ (z,y) = (1)a'(y—
)" i = 0...n} forment une base de l’ensemble Alx,y|" des polynémes homogénes de
degré n en x,y.

g+l g+1
Nous reprenons les notations de la section 4.6.1 : d = > d; — Zk et § = gZd -

9
g+1)> ki Pour j=1,....,.9+1,d.=d—d; —1,pouri=1,...,9, ki=d—k; — 1 et
J J i
=1

considérons la liste d’entiers A := LT ]
Soit M = (pij)i<i<gi<j<g+1, OU @ij = Z B (@y) € Aln,y] avec A =

Soient (e, ...,e,) la base canonique de A9 et
k! K, (ky) (kg)
Cp = (B,iil)(x, y)er, ..., B((] 1)(x, y)er, ..., By,° (z,y)eq, ..., By ' (x,y)ey).

B = (XMep, XE7ey, . .. Ve, XFeey, X2V e, . Yree,y, ..., XPoe,, ..., YFe,).
Le lemme 10 montre que B et €a engendrent le méme A-module libre A[X, Y]Z,1 X
LAX YR
g
Notons Vi, ...,V 41 les vecteurs colonnes de la matrice M et SylvdB(y) la matrice (a
coefficients dans A) dont les colonnes sont

d d (dy41) (dg41)
B( )(l‘ y)‘/lyaB(g )(xay)‘/ly"'aBdlg;;l (xﬂy)‘/g-i-la"'vBO . (x7y>‘/g+17

exprimés dans la base Cx.
En regardant la matrice M comme la matrice du morphisme R = A[X, Y]-linéaire du

g+1 g
module P R(—d;) muni de la base canonique €1, ...,e441 vers le module R(—k;) avec
=1 i=1
g+1
pour base ey, ..., ¢g, I'image du A-module libre P R(d;) engendré par {B (x,y)ej,() <
]—1

s < dj,1 < j < g+ 1} est contenue dans @R(k;), et que la matrice du morphisme
i=1
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de A-modules libres de type fini ainsi définie dans des bases convenables est exactement
SylvdB(yp).
La matrice SylvdB(p) est carrée de taille 6 x §, et on a

SylvdB() = Q' Sylvd(p) P,

ou Sylvd(yp) désigne la matrice déterminantielle de Sylvester classique de M (c’est-a-dire
construite avec les ¢; ; exprimés dans la base monomiale), P (resp. ()) est la matrice de

passage de {Xang‘_"‘ej,O <a<d;,0<j<g+1} (resp. Ba) a {Bgd/j)(x,y)ej,O <s<
d;,0 < j < g+ 1} (resp. €a). Il s’en suit qu'il existe a = det Q det P~1 € Q tel que

adet(SylvdB(y)) = det(Sylvd(y)).

Remarque 19 L’intéret de cette égalité réside dans le fait que pour une matrice M dont
les entrées sont des polynomes de Bernstein, on peut construire a partir des coefficients
de Bernstein une matrice dont le déterminant est le résultant déterminantiel a un entier
relatif pres. Ce déterminant (que nous appellerons le résultant de Bernstein déterminantiel
de la matrice M) fournit donc une condition nécessaire et suffisante pour que le rang de
la matrice “de Bernstein” M chute, sans exprimer ses entrées dans la base monomiale.

b4
En développant les polynomes BS( 7)(x7y) dans les bases de monomes, on voit que P
(qui est de taille 0) est une matrice diagonale par bloc :

Pl,l
Pg+17g+1

ou Pj; désigne la sous matrice taille (dj + 1) x (d; + 1)

Pj = : 0

La matrice () a exactement la méme structure que P. Elle est de taille § x § et diagonale
par bloc :

Q11
ngg
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ou ();; désigne la sous matrice de taille (k] + 1) x (k} + 1) obtenue a partir de P;; en
remplacant d, par ki.

La taille et les coefficients de ces matrices montrent la difficulté liée a l'instabilité
numérique qui apparait lors des conversions entre les bases de Bernstein et monomiales.

Exemple 6 Reprenons l’exemple de la section 4.6.1 : f = 3,9 = 2 pour dy = 3, dy = 4,
d3 =3, ki =1, ko =2 et 6 = 11. Si la matice générique est donnée par

M::( Y11 P2 P13 ) :

P21 P22 P23
avec

,
pra(r,y) = at B (x,y) + 0, B (2, y) + 1, B (2, y)
p12(X,Y) = a; B (1,y) + 0 ,BY (2,y) + ¢, B (w,y) + di B (2, y)
p1a3(X,Y) = a; 5B5) (x,y) + U 5B (2, y) + ¢l B (2, y)
P21(X)Y) = ay, B (,y) + by BV (2, y)
P22(X,Y) = ay o BY (,y) + by, B (2, y) + ¢, BS (2, y)

| p2s(X)Y) = ay 3B (x,y) + by 3B (2,y).

Si Vi, Vo, V3 sont les colonnes de M, nous obtenons la matrice SylvdB(p) en exprimant
les vecteurs

BYVL BYVL, BPVAL BPVA, By Va, B Ve, BVa, BV, BYVa, BYVG, B Vi,
dans la base
Ca = {Bé5)el, Bf))el, B§5)el, B§5)61, Bf)el, Bé5)el, Bf)eZ, B§4)62, B§5) (x,y)ea, B](_4)627 B((]4)€2},

. (1 fon = 0
ou e1 = 0 €l €9 = 1
la matrice Sylvd(yp) est de taille 11 x 11 :

a'1,1 0 0 0 a{l,Q 0 0 a{l,3 0 0 0
2 3 3 2
W, Ba, o W, a, 0 Buy day 0 o
i () B an, ., 2 A, e
ﬁcll,l 2(5)1 b1, %)aﬁ 1 0 ﬁclm ﬁbﬁ,z ﬁaﬁ 2 WCII S ﬁai 3 0
3 3 3 3 3 3 3 3 3
0 (g) (g) / (?S (f) b 1 d (?) (?) / @b/ 0 & / @b/ 1
5 C1,1 5911 501,1 1,2 5 C1,2 5\ 01,2 5\C1,3 5\ 01,3 5C1,3
ARV W e A
0 0 1@0 0/1,1 @)/5/1,1 0 édlm @,C/l 2 0 0 éclm (%)lb/m
0 0 0 €11 0 0 1,2 0 0 0 3
1(1’271 . 0 0 0 2(1’272 . 0 0 a5 . 0 0 0
%bé,l %%,1 0 0 %b/m %a/m 0 %)b/z,?, %%,3 0 0
3 % 3 (s 283 o (3 (3 R
0 @blz 1 Qaé 1 0 C2.2 (14(1)[?/22 %a/n 0 %b/z?, Qaé.z& 0
Ly i L
0 1(%)1 b 4 éaé,l 0 (?)0/2 2 @b/m 0 0 éb/z 3 (Tbaé 3
0 0 b 1 0 0 612_2 0 0 0 b 5
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Remarque 20 Dans le cas ou @1 et oo sont deux polynomes de Bernstein homogenes et
génériques de degré dy et dy respectivement :

@1(33,?./) = aOBc(lclll)(x7y) + ach(lclll_)l(x>y) +...t adl—lB§dl)(xay) + adlBédl)(x7y)

d d d d
pa(,y) = boBY (2,y) + 0B (2,y) + .+ bay1 B (,y) + ba, B (2, y).
Dans la situation déterminantielle : f =2, g =1 et M = (1, @) est une matrice de taille

1 x 2. En reprenant les notations précédentes avec ky = 0, d = § = dy + dy. Ainsi nous
obtenons la matrice SylvdB(y) en écrivant

d2—1 dz—1 da—1 d2—1 di—1 di—1 di—1
{Bc(lgil )(pth(lQiQ )9017"-7B§ ’ )SOLB(() ’ )Splch(llil )¢27B¢(lli2 )(1027-"73(() ' )SOQ}
dans la base formée des polynomes

d1+do— d1+do—
(BYE2 D (2,y), B D (), .

di1+da—1 di1+da—1
» Hdyi4do—2 B§ e )(x7y)aB(g 1 )(flj,y)}

°

SylvdB(y) est de taille dy + do, et on a SylvdB(p) :== D™ T(p1,ps), ot D est diagonale

di+do—1
(d1+d271)
(d1+d2—l)
di+do—2
D:= ,
(dl-‘rdz—l)
! (d1+d271)
0
et
ao(z) () 0 - 0 bo(i) () 0 0
a(gt) (@) : b1(a;21) (6 1) '
. ) . 0 : 0
Tlor @)= aq, () (3221) Coao(g) () b () (200) Cebe(@) (M)
0 e () 0 o hE)()
0 0 )Y 0 0 b)Y
La matrice QSylvdB(yp) est exactement celle de Sylvester pour deux pélynomes de Bernstein définie dans
[70].

5.3 Problemes d’intersection entre courbes et surfaces
de Bézier

Nous allons montrer que les problemes d’intersection jouissent d’une structure d’élimination
particuliere dite séparée [18].
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5.3.1 Intersection courbe-surface

Soient C et Sy une courbe de Bézier et une surface de Bézier dans R? definies respec-
tivement par les paramétrisations suivantes

$:00,1] — R (5:2)
u > (¢1(u), ga(u), g3(u)),

et

Y :[0,1] x [0,1] — R3 (5.3)
(5,8) = (¥n(s,8),va(s,1),93(s, 1)),

ou ¢y, (resp. ¥),k =1...3, sont des polynémes de Bernstein univariés (resp bivariés) de
degré (resp. bidegré) m (resp. (n,n’)). Il existe donc des scalaires a ) et b ) tels que

or(u) = iagk)ﬁi(m)(u) et Yp(s,t) Z b (n) (t)

i=0 0<ign
0y’

Génériquement, I'intersection C;NS; est Pensemble fini de points {(u, s,t) € [0,1]% : ¢(u) =
(s, t)}, et sa projection sur la droite définie par le parametre s est

= {s €[0,1]: I(u,t) € [0,1]% ¢(u) — (s, t) = 0}. (5.4)

Notre but est de déterminer I’'équation implicite de cette projection dans la base de Bern-
stein (i.e le polynome définissant IT). Ceci revient a éliminer les variables u et t dans le
systeme polynomial

Pi(s;u,t) = ¢1(u) — (s, 1)
Py(s;u,t) = ¢o(u) — a(s, t)
P3(s;u,t) = ¢3(u) — s(s,t)

Ici les 1;(s;t) sont considérés comme des polynoémes univariés en ¢ et a coefficients en

(5.5)

I
oo o

5.3.2 Intersection surface-surface

Soit S} une autre surface de Bézier dans R? definie par la paramétrisation

©:[0,1] x[0,1] — R? (5.6)
(U,U) — (Spl(uvv)a902('”7,0)7903(“7'0))7
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FIGURE 5.2 — L’intersection d’une courbe et une surface de Bézier dans R?
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ou les ¢ sont des polynoéme de Bernstein bivariés de degré (m,m’). Il existe donc des
scalaires az(»? tels que

pe(st) = > a8 (w)B"™ (v).

ois<m
oj<sm/
Génériquement, S; N Sy est la courbe
C:={(u,v,s,t) €[0,1]*: p(u,v) = ¥(s,t)}, (5.7)

et sa projection sur le plan défini par les parametres (u, s) est
[T = {(u,s) € [0,1]": 3(v, 1) € [0,1%, p(u, v) = ¥(s,1)}. (5.8)

Notre but est de déterminer I’équation implicite de la courbe II dans la base de Bernstein
(i.e le polynome définissant IT). Le calcul de la projection de la courbe C' C R* sur le plan
défini par les parametres (u, s) est équivalent au procédé d’élimination des variables v et ¢
dans le systeme

Pl(s,u;v,t) = 901<u7v) - ¢1(37t> =0
Py(s,u;v,t) = po(u,v) — ha(s,t) =0 (5.9)
Ps(s,u;v,t) = @3(u,v) — 3(s,t) =0

Nous regardons ici les p;(u;v) (resp. ¥;(s;t)) comme des polynomes univariés en v (resp.
t) a coeflicients en u (resp. s).

Les systemes (5.5) et (5.9) sont dits séparés, car les polynémes P; sont la différence de
deux polynomes dont les variables du premier sont distinctes de celles du second. Ils ont
été étudiés dans le cadre monomial dans [18].

5.4 Matrice bézoutienne de Bernstein et résultant de
Bernstein

Dans cette section, nous allons construire un outil d’élimination adapté pour les systemes
polynomiaux (5.5) et (5.9), qui sont dégénérés pour la formulation classique du résultant.
Cette construction utilise la notion classique de matrice bézoutienne mais exprimée dans
la base de Bernstein. Nous allons généraliser au cas a deux variables 'approche développée
dans [9] a une variable.

5.4.1 Matrice bézoutienne de Bernstein

Nous considérons donc le systeme de 3 équations a 2 inconnues

Pi(z,y) = p1(x) — ¥1(y)
Pg(x, y) = @2(@ - 1/’2@) (5-10)
Psy(z,y) = @s(x) — Us(y)
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FIGURE 5.3 — L’intersection de deux surfaces de Bézier dans R?
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ol 1, Pa, p3 (resp. ¥y, g, 13) sont des polynomes univariés en x (resp. y) de degré m > 1
(resp. n > 1) avec des coefficients indéterminés. Plus précisément, nous avons

or(r) = Z akviﬁi(m)(x) et Yp(x) = Z bmﬂi(n)(m), pour k=1..3. (5.11)

0<i<m 0<i<n

Dorénavant et sans perte de généralité, nous supposons que n > m.

Definition 19 Le bézoutien des polynomes Py, Py, P3 est le déterminant :

Puz,y) BEn-RGw)  AEw)-PGWY)
Bez(z,y;2',y") = | Palz,y) PQ(I’EI?“”I” P2<w’vy%:zfa<z',y'>
Syl UV = TRPRNRE S o
p1(o) —hy) EBE) wbn)
= —| va(z) — Ya(y) 902(5;:5/2(50') wz(y;:;/)lz(y’) ‘ (5.12)
p3(z) — ¥s(y) %(Ix:f?(x,) ¢3(y;:;z’,3(y,)

Il est clair que Bez(z,y;2’,y') est un polynome de bidegré au plus (m—1,n—1) en (z/, /).

En multipliant la deuxiéme colonne de Bez(z,y;x’,y') par ' — z, la troisieme par
y—1v', et en ajoutant ces deux résultats a la premieére, nous obtenons que Bez(z, y; 2, y') =
Bez(2',y/; x,y). Ainsi, nous en déduisons que Bez(z,y;z’,y') est aussi un polynoéme de
bidegré au plus (m —1,n — 1) en (z,y). Il existe donc des réels ¢, - tels que

Bez(z, y; ', y') = D an BUTV@)BLT ()Y (@B (),

(271)=(al ,002,71,72)

c’est-a-dire Bez(z, y; 2',y') = "V (z,y)BV (2',y'), out B est la matrice carrée (c,,, ) de taille
mn et

Vie,y) = (85" (@)85 ), 8 (@) (), 80 @) 8850 (), 80D ()80 ().

Definition 20 La matrice B est appelée la matrice bézoutienne de Bernstein des po-
lynomes Py, Ps, P3 donnés par (5.10), et son déterminant est le bézoutien de Bernstein
du systeme.

5.4.2 Construction de la matrice bézoutienne de Bernstein

Maintenant nous allons décrire la construction explicite de la matrice bézoutienne de

Bernstein B définie précédemment, a partir des coefficients de Bernstein des polynomes
P17 P27 P3'

Theoreme 10 La matrice bézoutienne B = C1®D1+. . .+Cs®Dg, ou Cy,Cy, C3, Dy, Dy, Dg
(resp Dy, Dy, D3, Cy, Cs, Cg) sont des matrices symétriques réelles de taille m x m (resp

n x n). De plus, les coefficients de ces matrices peuvent étre calculés en O(n?) opérations
selon les régles (5.19) et (5.22).
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Démonstration :
Apres développement et simplification du déterminant (5.12), nous obtenons
3 (y) ,lvbjz( /) ' Spji(x) Spji(x/)
. — / . — . / X ) /
B6Z<CL’, y; CL’,, y/) _ Z(@z(l‘) ( ) (y) ( ) +¢z(y) 77D/z(y ) ('pkz(x) Spk/z(x ) )7
— r—a y—1 y—y r—x

ou (4, ji, k;) décrit 'ensemble des cycles de (1, 2, 3). Ce bézoutien est la somme de six termes
similaires Bez;(z,y;2',vy'), i = 1...6, symétriques en (z,y;x’,y’). Nous allons montrer
comment les calculer explicitement dans la base de Bernstein. Par exemple,

pi(@) — (@) da(y)¥s(y') — va(y)¥s(y)

B x'y) = 5.13
621(%9@79) T — 1 y_y, ( )
En utilisant les égalités 1 = > @(m)(m) = > ﬁlm)(x'),
0<i<m 0<i<m
pi(e) = i) = Y (ain = a;) B (@)5" (o). (5.14)
i,j=0

Comme @1 (x) — ¢1(2’) est multiple de  — 2/, il existe une matrice symétrique réelle
(Ci,j)i,jzl...m telle que

pi(x) — or(a') = (2= 2') Y ey BV (@) 8 (). (5.15)
i,j7=1
Puisque x = z2’ + (1 — 2/)x,
(Z%ﬁ(m V()8 V() =
T 1 (5.16)
za’ zlc”@ D(@)a" V) + zlc”x B (@) (1 — 2B ().
©,J (2]
De méme
(z ey BT (@) (@) =
Wl 1 . ) : (5.17)
m?Zﬁjﬂfﬁ‘”wﬁé’ff @)+ % et - 2)a @ s )
1,)]= 1,]=

Nous déduisons de (5.15),(5.16) et (5.17) que

L p@) - -
IR e RIS st S OF T ORI

i,j=1 h,j=1
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En identifiant les coefficients de ﬁ(m)(a:’),j =0...m dans (5.14) et (5.18), nous obtenons
pour j =0 3-(ai1 — a0) 5" (z) = w50 (),
i=1

=0

pour j =1...m—1: Y (ai1—a;1)8" (x) = "33 ¢, 1 00 (@)= L3¢, ;=L 3 (),
1=0 =1 =1
pour j =m: (@51 — )BT (x) = =D ™G ().
=0 =1

Donc les coefficients ¢; ; du polynome ()—fl dans (5.15) dans la base de Bernstein
peuvent étre calculés en O(n?) opérations comme suit :
m? j(m —1)
(Clzl a-,1)++ci L,z:lm,]:Om—l (519)
— ) P i(m =)
De la méme maniere, nous calculons le second facteur du membre de droite de 1'égalité
(5.13). En utilisant (5.11), le numérateur de ce facteur est égal a

C; g+l = (

n

Y (bizbis = biabia) 8" )8 () = (y — ' Zd” B W) (5.20)

4,j=0 1,j=1

Le méme argument que précédemment montre que le membre de droite de l'identité
précédente est égal a

a T (n j—l—l n—i+1 ,
Zdi,jﬁﬂi( N(y) ™ )— 5 de 3" (y )n@( (). (5.21)

i,7=1 2,j=1

En égalisant les coefficients de ﬂj(-n) (v'),7 =0...n dans (5.20) et (5.21), nous obtenons :

n

n L
S (izbos = boabia) 87 (w) = D dia -5 ()
=0 i=1

" n-jx i iN~y, n—itl o
Z(bmbj,s —biabiz) B (y) = - deﬂﬁﬁf '(y) - Ezdi,j—ﬁig(y)

1=0 =1 =1

n

n "L on—i+1
D (biabus = bugbis) () = =D din————A"(y).
1=1

1=0

Nous en déduisons que les coefficients d; ; du polynome W(y)%(y;) 7 213 qans (5.20)

dans la base de Bernstein peuvent étre calculés en O(n?) opérations a l'aide des formules
sulvantes :

d " (biobss — biabig) + 20 =D i =0 1. (5.22)
ij+1 — =7~ \Ui,2053 — 0;20; 3 -~ 4i+15,t=1...n,7=0...n— 1. .
=g i(n—j)

Par conséquent,

Bezi(z,y;2',y/) Z chdklﬁmll @B )BT @8 ), (5.23)

1,7=1 k=1
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ol ¢; ; et d; j sont donnés par (5.19) et (5.22), respectivement.

Nous définissons la matrice réelle B; par Bez;(x,y;2',y") = "V (z,y)B:V(2',y),i =
1...6,0u V(x,y) est donné dans la sous-section 5.4.1. La matrice B; est le produit tensoriel
C®DouC = (cyj)ij=t.m et D= (dgi)i=1.n. Comme C et D sont symétriques, C' ® D
I'est aussi.

Il s’en suit que la matice bézoutienne de Bernstein B du systeme a variables séparés
(5.10) est B = By + ... + Bg. Les formules (5.19) et (5.22) montrent comment construire
cette matice bézoutienne de Bernstein. Finalement, la matrice B est bien de la forme

B:CI®D1+...+CG®D6, (524)

ou Cy,Cy,C3, Dy, D5, Dg (resp. Dy, Dy, D3, Cy, Cs, Cg) sont des matrices symétriques de
taille m x m (resp. n X n).
O

5.4.3 Définition du résultant en Bernstein

Dans cette sous-section, nous prouvons 'existence d’un résultant pour le systeme (5.10)
exprimé dans la base de Bernstein et nous montrons aussi comment le calculer en utilisant
la matice bézoutienne de Bernstein du systeme.

Il est clair que le résultant de Macaulay de (5.10) est identiquement nul, car les po-
lynomes homogénéisés

"Py(x,y,z) = 2" mzagz( )xj 2 — )™ Zbﬂ() )i i=1,2,3

ont des points bases (c’est-a-dire des racines communes dans P*(C) qui sont indépendantes
des coefficients du systéme), par exemple lorsque m < n,(x : y : z) = (1 : 0 : 0) est
un tel point. Une autre formulation du résultant qui tient compte de la présence de ces
points bases est donnée par le résultant anisotrope (i.e c¢’est un résultant correspondant
a une graduation différente de ’anneau de polynomes, obtenue en donnant des poids aux
variables). Le lecteur intéressé peut consulter [51] ou [54] pour plus de détails.

Dans notre cas, le résultant anisotrope est la partie sans facteurs carré du résultant de
Macaulay de "Py(x™, y™, 2"™) " Py(x™, y™, 2"™) " Py(x™, y™, 2"™)), ot "P;(x,y, 2) est I'ho-
mogénéisation (classique) de Pj(x,y).

Theoreme 11 Le déterminant de la matrice bézoutienne de Bernstein B de Pi, Py, P3
est un polynome en les coefficients de Bernstein des P;. Il est irréductible et égal, a une
constante prés, au résultant anisotrope (ot x a le poidsn ety a le poids m) de ces équations.
Son degré par rapport auz coefficients de chaque P; est mn.
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Démonstration :
Il est clair que Bez(x,y;2’,y) est linéaire en les coefficients de Bernstein de chaque P;.
Ainsi le degré du déterminant de la matrice B en les coefficients de chaque P; est mn.

Le bézoutien Bez(x,y;x’,y’) = 'V (x,y)BV(2',y') peut étre développé dans la base
monomiale :

Bez(z,y; ', y') =" Wz, y) MW (2',y/),

avec 'W(z,y) = (1,y,...,y" 1, ... ™ o™ty ... 2™ 1y" 1), Siles polynomes P, P», Ps

sont génériques dans la base monomiale, le déterminant de la matrice M est exactement
le résultant anisotrope de Py, P, P3 [18].
En développant (1 —x)™ % et (1 — y)" 7 dans les bases monomiales, il vient

Sx (000

Ainsi, V(z,y) = TW(z,y), ou T est une matrice triangulaire supérieure par blocs. Plus
précisément,

Bmm

ou le bloc B;; désigne la matrice de taille n x n

(=0°("0") - (=D)"C)

-1
Bii= <m ) : ,1=1...m.
1—1 e

<_1)n ' (n—l)

Nous avons donc M =! TBT, et

mm—1 n
(e 1 —1
det M = (det T)? det B = HdetB” 2detB = (—1) 5™ H(n ) H(mj ) det B.

i=1 =0 j=0

Si les P; sont génériques dans la base monomiale, a une constante prés det B est exac-
tement le résultant anisotrope (= det M), il est irréductible [18]. Maintenant, si Py, P», Ps
sont génériques dans la base de Bernstein, det Ml et det B sont différents de 0 et irréductibles
aussi. ]

Definition 21 Le résultant de Bernstein du systéme dégénéré (5.10) est le déterminant
de la matrice bézoutienne de Bernstein B, et il sera noté Res(Py, Py, Ps).
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Remarque 21 Le nombre de coefficients dans le systéme a variable séparées (5.10) est
3(n +m+ 2). La taille de la matrice B est nm et ses entrées sont de degré 3. Le résultant
de Bernstein det B est donc un polynéme en 3(m + n + 2) variables de degré 3mn.

Sim =n =1 (resp. m = 1I,n = 2 et m = 2,n = 2), le nombre de termes dans
Res(Py, Py, Ps) est 24 (resp. 729, 1040921).

Bien-entendu, comme souvent ce résultant dans le cas générique est un objet dont le
calcul n’est pas une tache facile. Nous allons voir que dans notre cas d’étude, nous n’avons
besoin que d’une spécialisation de ce résultant et nous verrons aussi comment calculer
efficacement cette spécialisation.

5.5 Application aux problemes d’intersection

Nous revenons aux problemes d’intersections décrits dans la section 5.3. Nous avons vu
que ces problemes se ramenent au calcul du résultant défini dans Définition 21. Maintenant,
nous allons montrer comment les résoudre en utilisant des techniques d’interpolation et en
exploitant la structure spécifique de l'intersection.

5.5.1 Intersection courbe-surface

Soit C} une courbe de Bézier dans R? definie par la parametrisation (5.2) et Sy une
surface de Bézier dans R? definie par la parametrisation (5.3). Nous nous intéressons a la
projection II sur I'axe des s du lieu d’intersection de C et S,

IM:={s € R:3(u,t) € R? ¢(u) — (s, t) = 0}.

Cette projection est décrite par le résultant de Bernstein R(s) du systeme ¢(u) —
(s, t) = 0 défini dans la sous-section 6.2.3. Ici, nous considérons ¢(u) — (s, t) = 0 comme
un systeme en les variables (u, t) avec des coefficients dans R[s|. Ainsi [l = {s € R : R(s) =
0}, ou le polynéme a une variable R(s) est le déterminant d’une matrice de la forme (5.24).
Comme le développement de ce déterminant est cotiteux en temps et en espace, nous allons
le calculer par interpolation dans la base de Bernstein.

Tout d’abord, nous remarquons que R(s) est le déterminant d’une matrice T'(s) de
taille mn’ dont les entrées sont des polynomes univariés de degrés au plus 2n en la variable
s, donc le degré de R(s) est borné par d = 2mn'n.

d
. d . . <o : .
Nous écrivons R(s) = ) czﬂi( )(s), ou les ¢; sont des inconnues a déterminer. En choisis-
i=0

sant d + 1 nombres réels sy < ... < sq dans [0, 1] et en évaluant det(7'(s)) en ces nombres,
nous obtenons 7y, ..., rq. Les évaluations r; = R(s;) sont faciles a obtenir, car elles cor-
respondent & des déterminants de matrices numériques. Le probleme de trouver R(s) se
réduit donc a la résolution du systeme linéaire

Co To
Mc=r, avecM = (ﬁi(d)(s)),-’jzomd, c=1 1 letr=1| + |. (5.25)

Cq Td
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5.5.2 Intersection surface-surface

Nous avons mentionné dans la sous-section 6.1.2 que l'intersection de deux surfaces
Sy de bidegré (n,n') et Sy de bidegré (m,m’) représentées dans les bases de Bernstein
par les paramétrisations (5.3) et (5.6) est définie par la courbe C (5.7). La projection
IT de cette courbe sur le plan des (u,s) est décrite par le résultant bivarié R(u,s) de
o(u,v) —YP(s,t) = 0, vu comme un systéme en les variables (v,t) dont les coefficients
appartiennent a R[u, s].

Comme pour l'intersection courbe-surface, R(u,s) peut étre calculé par interpolation
dans la base de Bernstein. Ce polynome est le déterminant d’une matrice de taille n'm’ dont
les entrées sont des polynomes bivariés de bidegrés au plus (2n,2m). Puisque le bidegré de
R(u, s) est borné par (di,ds) = (2mm/n’, 2nm’n’),

di da

R(u,s) =Y ;8% ()8 (s), (5.26)

i=0 j=0

ou ¢ = (¢; ;) sont des inconnues a déterminer.

Soient (u;,s;), i =0...d;,j = 0...dy des points d’interpolation dans [0, 1] x [0, 1] et
1;; les évaluations R(u;, s;) calculées en utilisant la matrice bézoutienne B du théoreme 8.
Ainsi, le probleme de l'intersection de S; et S est équivalent a la résolution du systeme
linéaire

(Ml X MQ)C =T

. d d
ott My = (B™ (u;))i=0..ar» Mo = (B (57))sj=0.. ¢ = (i), et 7 = (i),
Ce systeme peut étre décomposé de la maniere suivante : Pour ¢ = 0...d;, notons
Ti0
z; = (Tig,...,Tid,) le vecteur Mo : . Alors, le systeme linéaire (M; ® Ms)e = r
ri,dz
est équivalent aux ds + 1 systemes linéaires

‘r‘Edl ,i 7ﬁd1,i

Ces dy + 1 systemes linéaires ont la méme matrice M; et sont similaires au systeme linéaire
qui apparait dans le cas de l'intersection courbe-surface étudié précédemment.
Apres résolution de ces systemes, et afin de trouver les coefficients de Bernstein de
Ci0
R(u, s), nous pouvons résoudre d; + 1 autres systémes du méme type Mo : = ;.
Ci,dy
Par conséquent, la résolution de (M; ® Ms)c = r se ramene a celle de dy + dy + 2
systemes linéaires de méme type ne faisant intervenir que deux matrices distinctes mais
ayant la méme structure.
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Remarque 22 Nous avons réduit le probleme de l'intersection d’une courbe et d’une
surface de Bézier a 1’étude d’un systeme linéaire structuré, et celui de de deux surfaces
de Bézier a la résolution de d; + dy + 2 tels systemes (avec seulement deux matrices
différentes mais similaires). Dans la prochaine sous-section nous discutons de stratégies
pour le résoudre.

5.5.3 Résoudre le systéme linéaire (5.25)

d (k
On déduit des formules s/ = Z(+,l) (d)(s),j =0...d, que

0
1 | % . {)3(80) {]Z;(Sd)
R B B Hl e AT (5.21)
g .o % ;";(s()) 8 >:<sd>

Lemme 11 Nous avons
T (d
det M = H( ) II (s —s0) (5.28)
i—0 \"/ o<k<i<d
et pourt=20...d,
(=) AR
- Tj(ZT(—l) Oa-k(50- s 8i-1, 8415+, 5d)),
szo(si — 55) j=0 k=0 '

J#i

d
C; =

ou oy désigne le [°"¢ polynome symétrique élémentaire en d variables.

Démonstration :

En calculant le déterminant de Vandermonde, nous obtenons de (5.27), [[ (s;—sk) =
0<k<i<d

det M -

Ll

1)

=0
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Comme M est inversible, d’aprés les regles de Cramer ¢; = (ilztt((]‘]\?))

M; désigne la matrice obtenue a partir de M en substituant la (i + 1)
vecteur r.

Soit M;; la sous-matrice de M obtenue par élimination de la (i + 1) colonne et de
la (5 + 1)°™e ligne, alors

,pour 2 =0...d, ou

eme

colonne par le

d
— 1 i+7
¢ = detMZ( 1)y, det M. (5.29)

J=0

d
Les formules de Binet-Cauchy donnent det(M;;) = > det(T 1), det(Vi (so,-- -, Sa)),
k=0

o (TY),, (resp. V,,(s0,...,5q4)) désigne la sous-matrice de T! (resp. la matrice de
Vandermonde V (sy,...,sq) correspondante & sg,...,sq) qui apparait dans le membre de
gauche de (5.27), obtenu en éliminant la (p + 1) ligne et la (¢ + 1)™° colonne.
Nous avons
d
detV(so,...,sa) = [] (sq—sp) = (-1)"* 1T (sq—5p) J] (s6—s5)
0<p<qg<d 0<p<q<d,p#k,q#k J=0,5#k
d
= (—1)‘12(—1)1%4(80, Sk, Sk - - Sd)S) H (sq = 5p)-

=0 0<p<q<d,p#k,q#k

En identifiant la derniére identité et le développement du déterminant V'(so, . .., s4) suivant

sa (k + 1)°™° colonne, nous obtenons

det Vi k(so, .-, Sq4) = (—1)d+kad_l(30, ey Sk—1y Skaly - -5 5d) H (sq — sp) (5.30)
0<p<q<d,p#k,q#k

Maintenant, en substituant det(M) et det(M; ;) dans (5.29) et en simplifiant I'expres-
sion obtenue, nous déduisons la valeur de ¢; énoncée dans le lemme. O

Si

Remarque 23 Soit ¢; = $%-,7 = 0...d. Le systeéme linéaire Mc = r est équivalent au
systeme structuré de Vandermonde duale

L G ... ¢ (3)co a9
Do : : = : (5.31)
LG G )\ (e =

qui peut étre résolu a 'aide des méthodes développées dans [48, 42, 10].
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5.5.4 Exemples

Nous finissons ce chapitre par des illustration des algorithmes présentés pour les problemes
d’intersection. Pour les calculs suivants nous avons utilisé le logiciel de calcul fomel Maple.
On pourrait obtenir une implémentation plus efficace de notre approche en utilisant un
solveur pour les polynémes de Bernstein univarié, voir [58].

Exemple 7 Soit S; la surface bi-cubique paramétrée par les matrices

8 11 —15 13 4 5 8 8 7 -9 -2 19

1 17 —16 6 7 ~13 —-12 -8 5 —18 —18 16

M=t 4 19 16 M= 5 90 15 —s M= 16 11 5 —m1
13 -3 -2 18 7 —14 —18 6 13 —13 —19

Chaque matrice M, représente les coefficients (bf j)ogmgg définissant ainsi la composante
Y de la paramétrisation en Bernstein de S;. Soit C' la courbe de degré 3 donnée par

-12 0 20 18
N=| -17 -8 -2 -11
-6 —-12 -9 4

Les lignes de N définissant la paramétrisation en Bernsetein de C'.

Le lieu d’intersection S; N C' est donné par la matrice B(s) de taille 54 x 54. Nous
choisissons dans [0, 1] les points d’interpolation afin de déterminer R(s) = det(B(s)) qui
est I’équation de la projection de S; N C'. Par le biais de la fonction fsolve de Maple nous
résolvons R(s) = 0 et obtenons les quatre points 0.182,0.463,0.641,0.767 dans [0, 1] en
45,90 secondes.

Des calculs faits sur une famille d’exemples (d’intersection de cubiques et bicubiques)
conduisent a des résultats similaires. Ils montrent que cette approche est prometteuse car
la taille des coefficients, dans les calculs dans les bases de Bernstein, est inférieure a celle
des coefficients dans les bases monomiales (apres convention entre ces bases).

Remarque 24 Apres la détermination de la projection sur une droite du lieu d’inter-
section C' NS} C R3, on peut trouver les points (u,s,t) de C'N S; en résolvant un
probléme de vecteurs propres. Si sy est une racine de R(s), la matrice B(sg) n’est pas
inversible. Maintenant, si (ug, So,%0) € C' NSy, Bezs, (uo, so; 2’,y") = 0 pour tout (2,1/),
ainsi "V (ug, to)B(s9) = 0, et 'V (ug, tg) est un vecteur propre de B(sy).

Génériquement, si V' est un vecteur propre de la matrice numérique B(sg), V' et *V (uq, to)
sont linéairement dépendants. Donc le point (ug,%y) peut étre obtenu comme le quotient
de certaines coordonnées du vecteur propre V.

Si on s’intéresse seulement a la projection de C' N Sy, il n’est pas nécessaire d’écrire
R(s) dans la base de Bernstein. On peut alors exprimer R(s) dans la base monomiale, et le
probleme d’interpolation se résume a la résolution d’un systeme linéaire de Vandermonde
dual qui peut étre résolu par des méthodes spécifiques développées dans [48, 42, 10, 26, 60].
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Exemple 8 Nous avons étudié plusieurs exemples d’intersection de surfaces de Bézier de
bidegré (2, 2) avec des surfaces de Bézier de bidegré (3, 3) en utilisant ’approche algébrique
que nous avons développée. Ces surfaces ont été générées de maniere aléatoire.

La projection du lieu d’intersection sur le plan des (u, s) est donnée par le déterminant
R(u, s) d'une matrice B(u, s) de taille 6 x 6. Les coefficients de B(u, s) sont des polynomes
de bidegré (4,12). Donc, le bidegré du polynome bivarié R(u, s) est (36,24). L’expression
de ce polynome dans la base de Bernstein se ramene a la résolution de 62 systemes linéaires
structurés de type (5.25) faisant intervenir seulement deux matrices différentes mais simi-
laires. Le résultat de notre programme Maple est une matrice 37 x 25 représentant R(u, s)
dans la base de Bernstein. En moyenne, le calcul de cette matrice prend 99 secondes.
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Résumé :

Dans cette these, nous définissons algébriquement le résultant déterminantiel d’un
morphisme de modules libres de type fini ¢ dont la matrice a en entrée des polynomes
homogenes ¢; ;. A T'aide des complexes d’Eagon-Northcott et de Buchsbaum-Rim as-
sociés au morphisme ¢, nous proposons des méthodes effectives pour calculer ce résultant
déterminantiel ainsi que son degré. Dans le cas ou les polynomes ¢; ; sont a deux variables,
nous montrons que ce résultant déterminantiel est donné par le déterminant d’une matrice
en les coefficients des ¢; ;, qui est une généralisation de la matrice de Sylvester de deux
polynomes.

Dans la deuxieme partie de la these, nous étudions des problemes d’intersection de
courbes et surfaces de Bézier en évitant la fameuse conversion instable entre la base de
Bernstein et la base monomiale. Ces problemes jouissent d’une structure particuliere qui
est dégénérée pour le résultant de Macaulay. Nous prouvons l'existence d'un résultant
anisotrope adapté a ces systemes dégénérés et proposons un algorithme pour le calculer.

Mots clés : Théorie de I’élimination, déterminants de complexes, résutant, résolutions
de systemes polynomiaux, surfaces de Bézier.

Abstract : In the first part, we define algebraically the determinantal resultant of a
morphism of finite free modules ¢ which input matrix of polynomials homogeneous ¢; ;.
Using the Eagon-Northcott and Buchsbaum-Rim complexes associated with the morphism
v, we provide effective methods to calculate the determinantal resultant as its degree. In
the case where the polynomial ¢; ; are in two variables, we show that the the determi-
nantal resultant is given by the determinant of a matrix of coefficients ¢; j, which is a
generalization of the Sylvester matrix of two polynomials.

In the second part of the thesis, we study the Bezier curves and surfaces intersection
problems avoiding the well-known unstable conversion between Bernstein basis and power
basis. These problems have a special shape which is degenerate for the Macaulay resultant.
We prove the existence of an anisotropic resultant for these degenerate systems and propose
an algorithm to calculate it.

Keywords : Elimination theory, determinants of complexes, resultant, resolution of
algebraic polynomial systems, Bezier surfaces.






