
HAL Id: tel-00651957
https://theses.hal.science/tel-00651957

Submitted on 14 Dec 2011

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Préconditionnement de méthodes de décomposition de
domaine pour les problèmes de diffraction d’ondes
électromagnétiques impliquant une cavité profonde

Jennifer Bourguignon Bourguignon-Mirebeau

To cite this version:
Jennifer Bourguignon Bourguignon-Mirebeau. Préconditionnement de méthodes de décomposition
de domaine pour les problèmes de diffraction d’ondes électromagnétiques impliquant une cavité pro-
fonde. Mathématiques générales [math.GM]. Université Paris Sud - Paris XI, 2011. Français. �NNT :
2011PA112303�. �tel-00651957�

https://theses.hal.science/tel-00651957
https://hal.archives-ouvertes.fr


No d’ordre :

THÈSE
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1.4 Problèmes de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

i



ii Table des matières

1.4.1 Le problème de Maxwell extérieur avec condition métal . . . . . . . . 33

1.4.2 Le problème de Maxwell intérieur avec condition métal . . . . . . . . 37

1.4.3 Le problème de Maxwell extérieur métal-impédant . . . . . . . . . . 38

1.4.4 Le problème de Maxwell intérieur métal-impédant . . . . . . . . . . . 39
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2.1.2 Les équations en champ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Résumé

Cette thèse est dédiée à la résolution numérique tridimensionnelle des équations de Maxwell harmoniques,
par des méthodes de décomposition de domaine couplant des résolutions par équations intégrales dans les
sous-domaines. Plus spécifiquement, notre objectif est de résoudre le problème de la diffraction d’une onde élec-
tromagnétique à haute fréquence par un objet complexe, présentant une ou plusieurs cavités de grande taille
(typiquement, un avion complet comportant les cavités que sont les entrées d’air des réacteurs).

Pour traiter les problèmes de diffraction d’ondes, la méthode des équations intégrales est un outil précieux,
qui consiste à rechercher la solution en la paramétrant par une source définie uniquement sur la frontière de
l’objet difffractant. A haute fréquence, le bord de l’objet doit être discrétisé finement, ce qui conduit à des
systèmes linéaires pleins et de grande taille à inverser. On est alors contraint d’utiliser des méthodes itératives.
Afin d’accélerer leur résolution, on doit en outre s’assurer du bon conditionnement des systèmes linéaires, ou
au moins proposer des préconditionneurs efficaces. Une technique performante, la GCSIE, a récemment été
développée à l’Onera. Il s’agit d’une équation intégrale intrinsèquement bien conditionnée et qui fonctionne très
bien en pratique pour des objets lisses et en l’absence de cavité. Cependant, l’existence de cavités larges et
résonnantes continue à poser problème. Pour s’en défaire, nous proposons une méthode de décomposition de
domaine (DDM), permettant de découpler le problème extérieur de celui des cavités.

Nous développons deux méthodes de décomposition de domaine distinctes, en fonction du choix de l’opéra-
teur de couplage entre les sous-domaines. Dans un premier temps, on construit une DDM (dite DDM en Y ) basée
sur l’opérateur admittance (équivalent au Dirichlet-to-Neumann modulo une rotation), ce qui conduit à l’emploi
d’équations intégrales résolvant le problème du parfait conducteur métallique (équivalent à une condition aux
limites de Dirichlet). La solution dans les sous-domaines est obtenue par résolution d’équations intégrales. Nous
proposons un premier préconditionneur analytique pour cette DDM, basé uniquement sur la connaissance de
l’opérateur simple couche de l’interface entre sous-domaines.

Pour cette DDM en Y , nous développons également un préconditionneur spectral, adapté au cas d’un objet
diffractant possédant une cavité large et profonde, et tel qu’au voisinage de l’interface entre sous-domaines, on
puisse approcher localement la cavité par un guide d’onde infini tangent à la cavité. Ce préconditionneur est
fondé sur la connaissance de modes qui sont guidés le long du cylindre artificiel infini. Les opérateurs admittance
se diagonalisent dans la base formée par les traces de ces modes guidés sur l’interface, ce qui permet de proposer
un préconditionneur naturel. Les résultats numériques illustrent l’efficacité de cette méthode, appliquée à des
guides d’onde de forme rectangulaire.

Enfin, pour se débarrasser des phénomènes de résonance dans les cavités, nous faisons ensuite le choix d’une
DDM basée sur l’opérateur de scattering (DDM en S). En effet, ceci conduit à la résolution d’un problème
mixte de type métal-impédant (équivalent pour le problème de Helmholtz scalaire à une condition aux limites
de Dirichlet sur un bord, de Fourier-Robin sur l’autre). Un tel problème ne présente pas de fréquence de réso-
nance dans les sous-domaines intérieurs, contrairement au problème métallique. Un préconditionneur fondé sur
les modes guidés est également proposé dans ce cas.

L’efficacité de la méthode est augmentée en choisissant d’une part des équations intégrales bien posées
et bien conditionnées, et en adaptant d’autre part la DDM et le préconditionneur en fonction des équations
intégrales choisies.

Mots-clés: équations intégrales, méthodes de décomposition de domaine, préconditionnement, électromagné-
tisme, comportement à haute fréquence, opérateur Dirichlet-to-Neumann, opérateur de scattering, modes guidés.
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Abstract

Preconditioning domain decomposition methods

for electromagnetic scattering problems involving a deep cavity

This work is devoted to the numerical solution of the tridimensional harmonic Maxwell equations, us-
ing domain decomposition methods coupling integral equations methods for the solutions in the subdomains.
More specifically, we intend to solve the electromagnetic scattering problem at high frequency, by a complex
obstacle having one or more big cavities (typically, a complete airplane whose air intakes constitute the cavities).

To deal with scattering problems, integral equations methods are a precious tool, that allow to look for
the solution by parameterizing it with a source only defined on the boundary of the scattering object. At high
frequency, the boundary of the obstacle has to be finely discretized, implying dense and big linear systems to
solve. This forces the use of iterative methods. To accelerate their solution, one moreover has to ensure the
good condition number of the linear systems, or to propose well-suited preconditioners. An efficient method, the
GCSIE, was developed in Onera. It is an intrinsically well-conditioned integral equation which is very efficient
in practice for smooth objects, without cavities. However, the existence of large and resonant cavities is still a
problem. To cope with this problem, we propose a domain decomposition method (DDM) allowing to decouple
the exterior problem from the problem of the cavities.

We develop two different domain decomposition methods, depending on the choice of the coupling operator
between the subdomains. In a first time, we build a DDM (a Y -DDM) based on the admittance operator (equiv-
alent to the Dirichlet-to-Neumann operator modulo a rotation), which leads to the use of integral equations
solving the problem of the perfect electric conductor (equivalent to a Dirichlet boundary condition). The solu-
tion inside the subdomains is obtained through integral equations. We propose a first analytic preconditioner
for this DDM, based only on the knowledge of the single layer operator of the interface between subdomains.

We also develop, for the Y -DDM, a spectral preconditioner, which is adapted to the case of a scattering
object having a large and deep cavity, and such that in the neighbourhood of the interface between subdomains,
we can locally approach the cavity by an infinite waveguide, tangent to the cavity. This preconditioner is based
on the knowledge of modes that are guided along the artificial infinite cylinder. The admittance operators are
indeed diagonal in the basis formed by the trace of these guided modes on the interface, which allows to propose
a natural preconditioner. The numerical results illustrate the efficiency of this method, applied to waveguides
of rectangular section.

Eventually, to get rid of the resonance phenomena inside the cavities, we then make the choice of a DDM
based on the scattering operator (a S-DDM). This indeed leads to the solution of a mixt problem of metal-
impedant type (equivalent, for the scalar Helmholtz problem, to a Dirichlet boundary condition on one part
of the boundary, and a Fourier-Robin boundary condition on the other part). Such a problem does not have
resonance frequencies for interior problems, contrary to metallic problems. An adapted preconditioner, based
on the guided modes, is also proposed in this case.

The efficiency of the method is enhanced by first choosing well-posed and well-conditioned integral equations,
and then adapting the DDM and the preconditioner to the chosen integral equations.

Keywords: integral equations, domain decomposition methods, preconditioning, electromagnetism, high fre-
quency behavior, Dirichlet-to-Neumann operator, scattering operator, guided modes.
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ton optimisme indéfectible. Je te remercie surtout pour ton soutien, mathématique, numérique comme
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Introduction

It would appear that we have reached the limits of what it is possible to achieve
with computer technology, although one should be careful with such statements,
as they tend to sound pretty silly in 5 years. (John Von Neumann, 1949)

1 Contexte

Cette thèse est consacrée à la résolution itérative des équations de Maxwell tridimension-
nelles, en régime harmonique et à haute fréquence. La résolution numérique du problème aux
limites du parfait conducteur électrique (PEC pour Perfect Electric Conductor, problème de
type Dirichlet) est une étape préliminaire cruciale pour de nombreuses applications, telles que
l’évaluation de la furtivité d’un avion ou la simulation d’antennes. Simuler numériquement la
réponse radar d’un avion (SER pour Section Efficace Radar) permet notamment de prévoir
à l’avance, à partir de la taille d’un avion, de sa forme et des matériaux qui le constituent,
s’il sera furtif ou non, sans avoir à construire l’objet en premier lieu pour effectuer des tests
physiques. Nous nous attelons plus spécifiquement au problème de la diffraction d’une onde par
un objet parfaitement conducteur comportant une cavité profonde. Ce contexte, connu pour
poser de grandes difficultés numériques, est inévitable en pratique. Il s’applique en particulier
aux cavités moteur et cockpit d’un avion. Nous abordons ce problème en nous appuyant sur
des méthodes d’équations intégrales, couplées entre elles par des méthodes de décomposition
de domaine.

Méthodes d’équations intégrales

Les méthodes de résolution par équations intégrales consistent à transformer un problème
posé dans un domaine délimité par la frontière d’un objet d’intérêt, en un problème posé sur
la surface de l’objet. Les utiliser permet donc de gagner une dimension d’espace. Par ailleurs
ces méthodes permettent de contourner les difficultés liées aux problèmes extérieurs, tels que
les problèmes de diffraction d’onde, puisque d’un problème en domaine non borné (le domaine
extérieur à l’objet diffractant), on se ramène à un problème posé sur un domaine borné (la
surface de l’objet).

La résolution numérique des équations intégrales a débuté dans les années 1960, dès que
les calculateurs ont permis leur développement. Il existe deux types d’équations intégrales : les
équations en champ et les équations en source. Les équations en champ ont longtemps été pré-
férées, car l’inconnue y est de nature physique : il s’agit d’une trace d’onde électromagnétique.
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A l’inverse, l’inconnue d’une équation en source ne possède pas de signification physique : elle
n’est qu’un intermédiaire de calcul. Les premières équations intégrales historiquement employées
sont l’équation intégrale en champ électrique (EFIE pour Electric Field Integral Equation) qui
est construite à partir du potentiel simple couche, et l’équation intégrale en champ magné-
tique (MFIE pour Magnetic Field Integral Equation) qui est construite à partir du potentiel
double couche. Il s’agit d’équations en champ possédant l’avantage d’être simples à construire.
Cependant, l’unicité de la solution aux équations EFIE et MFIE n’est pas assurée à certaines
fréquences, qu’il s’agisse d’un problème intérieur ou extérieur, que l’on nomme pour cette raison
fréquences de résonance. De plus, à proximité de ces fréquences, on observe des imprécisions
dans la résolution numérique de l’EFIE et de la MFIE.

Une réponse au problème des résonances est apportée en observant que la combinaison li-
néaire de deux équations intégrales ne possédant pas de fréquence de résonance commune peut
conduire à une équation bien posée à toute fréquence. Brakhage et Werner [15] et Panich [47]
mettent cette technique en pratique pour le problème de Helmholtz, en acoustique. L’idée est en-
suite généralisée au problème de Maxwell : d’une part, Burton et Miller [17] construisent l’équa-
tion intégrale en champs combinés (CFIE pour Combined Field Integral Equation) ; d’autre part,
Mautz et Harrington [44] proposent l’équation intégrale en sources combinées (CSIE pour Com-
bined Source Integral Equation). L’équation CFIE est encore utilisée dans la plupart des codes
industriels pour l’électromagnétisme.

Traiter des applications électromagnétiques à des fréquences de plus en plus élevées impose
de mailler l’objet diffractant de plus en plus finement. En particulier, les systèmes linéaires ob-
tenus sont de très grande taille. Par ailleurs, l’une des caractéristiques des méthodes intégrales
est que les opérateurs mis en jeu ne sont pas locaux (contrairement aux méthodes par éléments
finis), et donc qu’elles conduisent à des systèmes pleins. A très haute fréquence, le nombre
d’inconnues est très élevé et peut facilement atteindre des ordres de grandeur du million voire
au-delà. Il devient alors impossible de stocker les systèmes complets, a fortiori de les résoudre
de manière directe. Pour cette raison, il est crucial de se tourner vers des solveurs itératifs pour
résoudre les systèmes linéaires associés aux équations intégrales. L’enjeu est ensuite de parvenir
à construire des équations intégrales bien conditionnées, afin que le nombre d’itérations avant
convergence de l’algorithme soit réduit. Pour résoudre le problème du stockage des matrices
et accélérer les produits matrice-vecteur utilisés dans le solveur itératif, on couple en général
les équations intégrales avec des méthodes multipôles rapides (FMM pour Fast Multipole Me-
thod, [50]).

Les qualités recherchées pour une équation intégrale sont l’absence de fréquence de réso-
nance, la précision de la solution et la vitesse de convergence de l’algorithme itératif obtenu,
qui est liée au conditionnement du système linéaire associé. Pour un maillage donné de l’objet
d’intérêt, la CFIE et la CSIE sont généralement plus rapides que l’EFIE et la MFIE qui de plus
résonnent à certaines fréquences, cependant l’EFIE possède tout de même l’avantage d’être plus
précise que les trois autres. La CFIE a longtemps eu la prérogative sur la CSIE, probablement
parce qu’il s’agit d’une équation en champ, et qu’elle possède donc une signification physique
claire.
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Pour étendre le champ d’application des méthodes d’équations intégrales, une première pos-
sibilité est de chercher de bons préconditionneurs afin de stabiliser les méthodes intégrales avec
la montée en fréquence, c’est-à-dire de faire en sorte que le nombre d’itérations pour atteindre
la convergence n’augmente pas lorsque la fréquence (et donc le nombre d’inconnues) augmente.
Une manière naturelle de préconditionner un système Au = b est de chercher une matriceM de
telle sorte que MA soit proche de l’identité, puis de résoudre le système MAu = Mb. Puisque
MA est un système bien conditionné, la résolution itérative de cette nouvelle équation converge
généralement en un petit nombre d’itérations. De nombreux travaux en ce sens ont été proposés,
parmi lesquels on peut citer McLean et Tran [53], Steinbach et Weinland [52], Christiansen et
Nédélec [19], Levadoux [37], [39].

Au lieu de chercher des préconditionneurs analytiques ou algébriques pour une équation déjà
existante, une approche alternative consiste à écrire directement une équation intrinsèquement
bien conditionnée. Cette idée est développée par Levadoux [38] qui propose pour le problème de
Helmholtz bidimensionnel l’équation intégrale en sources combinées généralisée (GCSIE pour
Generalized Combined Source Integral Equation). Alouges, Borel et Levadoux [3] généralisent
ensuite cette idée au cadre électromagnétique. La construction de la GCSIE repose sur le cou-
plage des opérateurs simple et double couche, à l’aide d’un opérateur de couplage, et non plus
simplement d’un coefficient de couplage comme c’est le cas, par exemple, pour la CSIE ou la
CFIE. Plus l’opérateur de couplage est proche de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann, mieux la
GCSIE est conditionnée. En fait, si l’on connaissait et utilisait dans la GCSIE une expression
exacte de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann, il en résulterait un système linéaire exactement
égal à l’identité.

Ainsi, la construction et l’efficacité de la GCSIE reposent sur une approximation Ỹ + suf-
fisamment fidèle de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann extérieur Y +. L’approximation proposée
par Alouges, Borel et Levadoux [3] consiste à utiliser l’admittance explicite de surfaces ca-
noniques. Ils découpent la frontière Γ en sous-domaines Ui, chacun assimilable en première
approximation à une variété canonique d’admittance connue Y +

i . Dans la GCSIE originale, la
seule variété canonique utilisée était le plan tangent à Ui, mais l’on peut envisager d’autres
types de variétés canoniques, pourvu que l’on connaisse leur admittance exacte. Cela leur per-
met de construire une approximation telle que sur Ui, Ỹ

+ soit proche de Y +
i . Antoine et Dar-

bas [26] proposent une autre équation de type GCSIE pour problème métal. Celle-ci se fonde
sur un opérateur de couplage différent, basé sur une approximation microlocale du Dirichlet-
to-Neumann. Sur un maillage donné, la GCSIE avec ces deux types d’opérateurs Dirichlet-to-
Neumann converge deux fois plus vite que la CFIE en termes de nombre d’itérations, et sa
précision est comparable à celle de l’équation EFIE, réputée imbattable dans ce domaine ; elle
est également très stable avec la montée en fréquence. On remarque cependant qu’en présence
de singularités géométriques (telles que les arêtes des ailes d’un avion, par exemple), la vi-
tesse de convergence et la précision de la solution se dégradent. Pour remédier à ce problème,
Molko-Daugas [45] propose, dans le cadre du problème de Helmholtz bidimensionnel, de calcu-
ler explicitement le Dirichlet-to-Neumann pour des objets caconiques singuliers, ici des cônes
infinis. Elle remplace ensuite dans l’approximation Ỹ + l’admittance de la surface contenant
un cône par celle du cône infini, et obtient ainsi une amélioration de 50% pour la vitesse de
convergence, et de 75% pour la précision de la solution par rapport à la GCSIE classique pour
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le problème de Helmholtz. La généralisation au cas électromagnétique de cette GCSIE pour des
problèmes à pointes n’est cependant pas évidente.

Alouges et Levadoux [4] montrent également que la construction de la GCSIE peut s’inscrire
dans un cadre très général, que nous appellerons le formalisme GCSIE. Toutes les équations
présentées à ce stade sont destinées à la résolution du problème aux limites avec condition métal
(en électromagnétisme) ou condition de Dirichlet (en acoustique). Le formalisme GCSIE est en-
suite appliqué par Levadoux, Millot et Pernet [43], [48] au cas du problème aux limites impédant.

Nous décrivons de manière succinte le formalisme GCSIE pour le cas particulier du pro-
blème de Maxwell, dans un domaine extérieur à l’objet diffractant de frontière Γ, de normale
extérieure n. On se place en régime harmonique, à une fréquence correspondant à un nombre
d’onde k fixé. Les équations intégrales en électromagnétisme sont fondées sur les potentiels
électromagnétiques simple couche T et double couche K, définis par

T =
1

ik
∇×(∇×Gk), K = ∇×Gk,

où Gk est le potentiel vecteur classique Gku(x) = − 1

4π

∫

Γ

eik‖x−y‖

‖x− y‖u(y) dy. Ces potentiels pos-
sèdent l’avantage de conduire à des champs vérifiant automatiquement les équations de Maxwell
et la condition de rayonnement à l’infini, lorsqu’ils sont appliqués à une source sur Γ. Le théo-
rème de représentation de Stratton-Chu constitue la base du formalisme GCSIE. Il stipule que

E = T σ+
1 E−Kσ+

0 E, (1)

où σ+
0 E = n×E et σ+

1 E = n×H désignent les traces électromagnétiques extérieures du champ
électrique E, étant entendu que H = (1/ik)∇×E désigne le champ magnétique associé à E.

On se donne une trace γ sur la frontière Γ ; il peut s’agir d’une trace de champ électrique
(trace métallique), d’une trace de champ magnétique, ou d’une trace mixte de type trace im-
pédante. On suppose que l’on souhaite trouver le champ électrique E solution de la condition
aux limites γE = u0. On remarque que si l’on définit les opérateurs

{
R+

E : γE 7→ σ+
0 E = n× E,

R+
H : γE 7→ σ+

1 E = n×H,

le théorème de représentation (1) conduit directement à

E =
(
T R+

H −KR+
E

)
(γE).

Cette écriture rend donc équivalente la résolution du problème (la détermination du champ E
à partir de sa trace γE donnée) et la connaissance des opérateurs R+

E et R+
H. Par exemple, pour

le problème métallique où γ = σ+
0 , les opérateurs de couplage valent respectivement R+

E = Id et
R+

H = Y +. Si l’on connaissait l’opérateur Dirichlet-to-Neumann Y + de la surface, le problème
serait résolu.
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Choisissant à présent des approximations R̃E

+
de R+

E, et R̃H

+
de R+

H, dont le calcul numé-
rique doit être d’un coût raisonnable, on paramètre le champ E à l’aide d’une source u sous la
forme

E =
(
T R̃H

+ −KR̃E

+
)
u.

L’équation intégrale qui découle de cette paramétrisation est la suivante :
(
(γT )R̃H

+ − (γK)R̃E

+
)
u = u0.

On cherche donc à choisir les opérateurs de couplage R̃E

+
et R̃H

+
de sorte que l’opérateur

(γT )R̃H

+ − (γK)R̃E

+
soit proche de l’identité. On remarque que si l’on prend R̃E

+
= R+

E

et R̃H

+
= R+

H, alors l’opérateur vaut exactement l’identité. En trouvant des approximations
suffisamment fidèles en un certain sens de ces opérateurs, on espère obtenir un opérateur proche
de l’identité, qui conduise après discrétisation sur une base d’éléments finis à un système linéaire
bien posé et bien conditionné.

Méthodes de décomposition de domaine pour l’électromagnétisme

La GCSIE est donc une équation intégrale menant à des algorithmes itératifs très perfor-
mants, pour traiter une large variété de problèmes électromagnétiques. Cependant, Borel [13]
remarque que pour un objet contenant une cavité, le conditionnement du système linéaire asso-
cié se détériore. La résolution itérative de la GCSIE se fait alors beaucoup plus lentement. Pour
pallier à ce défaut, nous proposons d’utiliser une méthode de décomposition de domaine (DDM
pour Domain Decomposition Method). Cette DDM permettrait de décomposer le problème ini-
tial en un problème en domaine borné, celui de la cavité, et un problème en domaine non borné,
celui dans le domaine extérieur à la cavité. Le but de la manœuvre est d’avoir à traiter indépen-
damment le sous-domaine extérieur ne contenant pas de cavité et le sous-domaine intérieur, au
lieu du couplage initial domaine extérieur et cavité. Résoudre les deux sous-problèmes locaux
de manière itérative par équations intégrales se révèle alors moins coûteux en termes d’itéra-
tions que de résoudre le problème initial, les équations intégrales étant mieux conditionnées
dans le premier cas de figure. Naturellement, une telle technique transforme le problème en une
condition de raccord, à l’interface entre les deux sous-domaines, de la solution.

En vue de résoudre une équation aux dérivées partielles, les méthodes de décomposition
de domaine sont utilisées à de nombreuses fins. D’une part, les DDMs permettent de traiter
des domaines de grande taille, en transformant un système linéaire avec un grand nombre d’in-
connues en plusieurs sous-systèmes de tailles respectives plus petites. D’autre part, grâce à
ces DDMs, on peut paralléliser les calculs numériques à effectuer en les répartissant sur les
processeurs disponibles. Un dernier avantage est de permettre une mise à l’écart de problèmes
gênants : présence de défauts dans un problème par ailleurs axisymétrique, présence de cavités
ralentissant la convergence - ce dernier point étant l’objet de cette thèse. Une DDM permet
alors d’employer, dans chaque sous-domaine, la méthode de résolution la plus performante en
fonction de la nature de la difficulté rencontrée. Enfin, hors du contexte de la recherche de
performances, les DDMs permettent de faire des calculs en bôıte noire : pour protéger le se-
cret industriel, les industriels s’échangent non pas les maillages exacts des parties de l’avion
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qu’ils construisent, mais des matrices contenant des informations sur l’interface entre les sous-
domaines. Chaque partie du domaine n’est connue que d’un groupe de personnes ; l’antenniste
maille les sous-domaines entourant les antennes, le motoriste maille la cavité moteur, un autre
maille le reste de l’avion. Il faut ensuite être capable d’utiliser à bon escient ces données, afin
de recoller les morceaux. Cependant la DDM développée dans cette thèse n’a pas pour objet de
coupler des maillages en bôıte noire, mais de résoudre plus efficacement le problème de Maxwell
en présence de cavités.

Historiquement, les premières méthodes de décomposition de domaine pour les problèmes
de Helmholtz ou de Maxwell utilisent, d’une part une méthode éléments finis (FEM pour Fi-
nite Element Method) dans les sous-domaines intérieurs bornés, et d’autre part une méthode
d’équations intégrales, dite aussi méthode d’éléments de frontière (BEM pour Boundary Element
Method) dans le sous-domaine extérieur non borné. Il s’agit typiquement d’une DDM destinée à
utiliser une méthode différente selon le sous-domaine : on combine une méthode intégrale dans
le sous-domaine extérieur infini (que l’on ne pourrait de toute manière pas mailler par éléments
finis), avec une méthode éléments finis classique dans le sous-domaine intérieur borné. Hiptmair,
par exemple, s’intéresse aux méthodes de type FEM-BEM, d’abord pour l’acoustique [34], puis
pour l’électromagnétisme [35]. Pour les problèmes de transmission de Helmholtz, des méthodes
de décomposition de domaine ont été utilisées par Balin, Bendali et Collino [7] pour traiter
spécifiquement le cas d’une cavité électrique profonde, et un préconditionneur intégral utilisant
les formules de Calderón a été développé par Antoine et Boubendir [5]. Pour les problèmes
de transmission de Maxwell, Balin, Bendali et Millot [8] d’une part, et Collino et Millot [21]
d’autre part, donnent des préconditionneurs algébriques qui utilisent des méthodes de décom-
position avec recouvrement (overlapping DDM ) ou sans recouvrement (nonoverlapping DDM ).
Une présentation générale des méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement pour
les problèmes de propagation d’ondes acoustiques, électromagnétiques ou élastiques, en régime
harmonique, est effectuée par Collino, Ghanemi et Joly [20].

Les méthodes de décomposition de domaine itératives se partagent en effet en deux grands
groupes : les méthodes avec recouvrement et sans recouvrement. A chaque itération, on calcule
la solution dans un sous-domaine, puis on utilise la trace de cette solution sur une interface
jouxtant les deux sous-domaines pour l’utiliser dans le deuxième sous-problème que l’on résout.
Beaucoup de possibilités ont été explorées quant aux traces que l’on peut transmettre d’un
sous-domaine à l’autre : les deux sous-domaines peuvent s’échanger leur trace de Dirichlet, ou
leur trace de Neumann, ou encore ils peuvent s’échanger, l’un la trace de Dirichlet, et l’autre
la trace de Neumann. Une amélioration significative est apportée en utilisant à la place des
conditions aux limites absorbantes. En effet, les méthodes initiales couplent les sous-domaines
à l’aide d’opérateurs Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-to-Dirichlet, qui sont mal posés aux
fréquences de résonance des sous-problèmes bornés. En utilisant des conditions aux limites ab-
sorbantes, les opérateurs de couplage sous-jacents à la DDM sont bien posés à toute fréquence. Il
s’agit d’une avancée majeure effectuée par Després [27], [28]. Notons que la deuxième DDM que
nous présentons au cours de cette thèse (Chapitre 5) est fondée sur la même idée de couplage
entre sous-domaines à l’aide d’un opérateur autre que le Dirichlet-to-Neumann et ne possédant
pas de fréquence de résonance.
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La méthode dite de Schwarz est originalement utilisée avec des conditions de Dirichlet ou de
Neumann. La convergence de cette méthode est due au fait qu’il y a recouvrement entre les sous-
domaines. Gander, Halpern et Nataf [32] proposent une méthode de Schwarz sans recouvrement
conduisant à un algorithme convergeant très rapidement, en utilisant des conditions aux limites
plus générales, de type conditions de Robin, pour l’équation des ondes en dimension 1. Gander,
Halpern et Magoulès [31] optimisent encore la méthode en s’autorisant à utiliser des conditions
de Robin différentes selon les sous-domaines, pour le problème de Helmholtz en dimension 2.
Enfin, Dolean, Gander et Gerardo-Giorda proposent une méthode de Schwarz optimisée pour
le problème de Maxwell en dimension 3 en régime harmonique [29].

Au sein des DDMs coexiste donc une très grande variété de méthodes. Dans le cadre de cette
thèse, nous présentons une DDM sans recouvrement et nous privilégions l’approche d’un cou-
plage BEM-BEM, moins fréquente que l’approche FEM-FEM ou FEM-BEM. En particulier, le
problème intérieur est traité par équations intégrales, au lieu d’une méthode éléments finis clas-
sique. L’originalité de notre méthode est de transformer la question de savoir quelles conditions
imposer dans les sous-domaines, en un problème de couplage sur l’interface. A notre connais-
sance, nul n’a encore testé l’efficacité d’une DDM couplant des équations intégrales entre elles,
combinée avec le bon conditionnement de l’équation GCSIE comme équation intégrale dans
les sous-domaines, et avec le bon conditionnement de l’algorithme global par l’intermédaire de
préconditionneurs. C’est l’objectif de ce travail.

2 Objectif

Nous développons au cours de cette thèse des outils de construction d’une méthode de
décomposition de domaine efficace pour résoudre le problème du parfait conducteur. Par ef-
ficace, nous entendons d’une part que la méthode globale de DDM est bien conditionnée, et
d’autre part que les équations intégrales utilisées dans les sous-domaines sont intrinsèquement
bien conditionnées. Nous tentons d’atteindre cet objectif en proposant des préconditionneurs
performants pour chaque DDM considérée.

3 Plan de la thèse

Cette thèse est composée de deux parties. La première partie consiste en une introduction
aux différents problèmes de Maxwell, suivie d’une description des équations intégrales dont
nous disposons pour les résoudre. La seconde partie est consacrée aux méthodes de décompo-
sition de domaine (fondées sur les équations intégrales de la première partie), permettant de
résoudre le problème du parfait conducteur électrique, pour un obstacle diffractant contenant
une cavité profonde. Chaque algorithme de DDM donne lieu à un système linéaire, a priori
mal conditionné, pour lequel nous proposons plusieurs préconditionneurs permettant d’accélé-
rer sa résolution. Les méthodes de décomposition de domaine expérimentées dans ce travail sont
toutes basées sur des équations intégrales, c’est pourquoi la première partie est indispensable à
la seconde. Le lecteur familier avec les notions d’onde électromagnétique et d’équation intégrale
pour l’électromagnétisme pourra se concentrer sur la deuxième partie, qui constitue le cœur de
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notre travail.

Ces méthodes de résolution (équations intégrales et décomposition de domaine) ont été
implémentées et testées au sein des codes industriels Elsem3D et ElsemDDM, développés au
département DEMR de l’Onera (Palaiseau) et écrits en Fortran90. Le code Elsem3D permet de
traiter les problèmes de Maxwell par des méthodes d’équations intégrales. Le code ElsemDDM
est un code général de décomposition de domaine qui permet de coupler différentes méthodes
de résolution dans les sous-domaines (pas nécessairement des méthodes d’équations intégrales).
Les deux codes Elsem3D et ElsemDDM sont basés sur une librairie éléments finis nommée
libAme, sur laquelle nous nous sommes appuyés pour construire nos développements.

Partie I : Problème de Maxwell et méthodes d’équations intégrales

Notre objectif est de résoudre de manière efficace le problème du parfait conducteur élec-
trique pour un obstacle diffractant contenant une cavité profonde (Fig. 1). Dans cette première
partie, formée des Chapitres 1 et 2, nous présentons le problème à résoudre et les méthodes
d’équations intégrales déjà existantes. Nous expliquons en quoi les méthodes d’équations inté-
grales prises isolément sont insuffisantes pour traiter les problèmes de cavité de grande taille.
Ceci nous conduit à les combiner avec des méthodes de décomposition de domaine.

Chapitre 1 : Problème de Maxwell et théorème de représentation

Nous décrivons dans le premier chapitre les problèmes aux limites de Maxwell considé-
rés. Nous rappelons la définition des équations de Maxwell harmoniques et de la condition de
rayonnement de Silver-Müller. On introduit les potentiels électromagnétiques simple et double
couche, ainsi que les opérateurs du même nom. Nous donnons le théorème fondamental de re-
présentation de Stratton-Chu, permettant d’exprimer un champ électromagnétique en fonction
de ses traces à l’aide des potentiels électromagnétiques. Les potentiels électromagnétiques et
le théorème de représentation sont les constituants clefs des méthodes d’équations intégrales
décrites au Chapitre 2. L’opérateur simple couche, quant à lui, nous sera utile au cours du
Chapitre 3 pour proposer un préconditionneur pour la première DDM rencontrée.

cavité

ΓD

E

nD

Einc

D

Figure 1 – Objet diffractant comportant une cavité.

Enfin, nous donnons les résultats classiques d’existence et d’unicité pour quatre types de
problèmes de Maxwell : le problème de Maxwell extérieur ou intérieur, avec condition de type
métal (analogue à une condition de Dirichlet pour un problème de Helmholtz scalaire), ou avec
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condition de type mixte métal-impédant (une condition de type impédant est analogue à une
condition de Fourier-Robin pour le problème de Helmholtz scalaire). Nous rappelons que tous
ces problèmes sont bien posés, à l’exception du problème de Maxwell intérieur métal, qui est
mal posé à des fréquences dites de résonance. En particulier, le problème intérieur mixte métal-
impédant est toujours bien posé, contrairement au problème intérieur métal, dès lors que le
bord de surface où l’on impose la condition impédante est non vide. Cette remarque justifie par
anticipation l’utilisation au Chapitre 5 de résolution de sous-problèmes de type métal-impédant.

Chapitre 2 : Résolution par équations intégrales du problème de Maxwell

Le deuxième chapitre est consacré à la description des équations intégrales qui sont utilisées
dans la DDM pour la résolution des sous-problèmes locaux. Nous décrivons des équations inté-
grales simples, en source ou en champ, pour la résolution du problème de Maxwell métallique.
Nous donnons également les équations intégrales en champ classiques : l’équation intégrale en
champ électrique (EFIE), l’équation intégrale en champ magnétique (MFIE), l’équation inté-
grale en champs combinés (CFIE). Plus récente est la théorie de construction des équations
intégrales en sources combinées généralisées (GCSIE), qui sont intrinsèquement bien condition-
nées. Nous décrivons le principe de construction d’équations intégrales de type GCSIE pour les
problèmes métal et impédant. L’implantation au sein du code Elsem3D des méthodes d’équa-
tions intégrales de type GCSIE, pour le problème métal comme pour le problème impédant ou
mixte métal-impédant, a constitué une partie importante de notre travail de programmation.
On définit ensuite la courbe de SER d’un objet diffractant éclairé par une onde incidente, qui
constitue la signature radar de l’objet (typiquement, ce que l’on cherche à calculer). D’autre
part, le calcul de cette SER sur une série de cas simples permet également de valider les algo-
rithmes testés en comparant ces courbes de SER à des résultats de référence. Nous montrons
finalement que les équations intégrales prises isolément, même aussi performantes que la GC-
SIE, ne suffisent pas à traiter certains problèmes, et notamment le problème des cavités. En
effet, les équations intégrales donnent lieu à des systèmes linéaires très mal conditionnés, et
donc à une résolution extrêmement lente, pour des objets diffractants comportant une cavité.
Il est possible d’améliorer le conditionnement en obstruant artificiellement la cavité de l’objet,
mais cela détériore fortement le calcul de la SER. Pour garder un bon conditionnement tout en
prenant en compte la cavité, il est nécessaire de traiter séparément grâce à une DDM, l’intérieur
de la cavité et le domaine extérieur : c’est l’objectif de la prochaine partie. Nous concluons ce
chapitre en expliquant comment les équations intégrales permettent de synthétiser en pratique
l’un des opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann, qui nous servent d’opérateurs de couplage
dans la première DDM que nous allons présenter.

Partie II : Des préconditionneurs pour les méthodes de décomposition
de domaine

Dans cette seconde partie, nous utilisons des méthodes de décomposition de domaine pour
découpler le problème de la cavité du problème non borné. Nous introduisons pour cela une
interface artificielle à l’entrée de la cavité, définissant ainsi deux sous-domaines extérieur Ω+

et intérieur Ω− (Fig. 2). L’algorithme de décomposition de domaine couple les sous-problèmes
locaux à résoudre dans les deux sous-domaines, en permettant une transmission de l’informa-
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tion sur le champ par l’intermédiaire de ses traces électromagnétiques sur l’interface entre sous-
domaines. Les méthodes d’équations intégrales appliquées aux sous-problèmes locaux sont alors
mieux conditionnées que celles appliquées au domaine initial global, et sont résolues en un petit
nombre d’itérations. Notons que les DDMs utilisées sont uniquement basées sur une résolution
par équations intégrales dans les sous-domaines. La DDM prend la forme d’un système linéaire
à résoudre, qui s’interprète physiquement par la continuité du champ à l’interface, et qui n’est
en général pas bien conditionné. La DDM étant elle-même résolue à l’aide d’un solveur itératif,
il est important de disposer d’un bon préconditionneur. C’est ce qui motive notre deuxième par-
tie : la recherche de préconditionneurs adaptés à chaque méthode de décomposition de domaine.

La pertinence des préconditionneurs associés à chaque DDM pour des applications concrètes
est validée numériquement sur différents maillages d’objets comportant une cavité. Remar-
quons que comme dans le cas du conditionnement de la GCSIE métallique de Borel [13] ou
Molko-Daugas [45], les préconditionneurs proposés dans les Chapitres 4 et 5 sont fondés sur la
connaissance de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann (ou de l’opérateur de scattering) associé à
une surface canonique, qui est en l’occurence un demi-guide d’onde infini (au lieu d’un plan infini
tangent ou d’un cône infini dans le cas de la GCSIE). Ces préconditionneurs sont alors d’autant
plus efficace que l’approximation employée est proche du véritable opérateur de couplage.

Chapitre 3 : Un préconditionneur analytique pour la DDM basée sur l’opérateur
Dirichlet-to-Neumann

Dans le troisième chapitre, nous détaillons la première méthode de décomposition de do-
maine testée. On décompose le problème initial en un problème intérieur (celui de la cavité de
grande taille) et un problème extérieur (celui du domaine extérieur), afin de pouvoir appliquer
un traitement spécial à la cavité (Fig. 2). On choisit de paramétrer le couplage entre sous-
domaines à l’aide d’opérateurs Dirichlet-to-Neumann, relatifs à l’interface entre sous-domaines
et désignés de manière générale par Y . Dans ce cas, on parle de DDM en Y . On verra au
Chapitre 5 qu’un autre choix de DDM est possible (DDM basée sur des opérateurs de scatte-
ring Sα, ou DDM en S, avec coefficient d’impédance α). Rappelons que pour un problème aux
limites scalaire donné, et pour un objet délimité par une interface Σ, on désigne par Dirichlet-
to-Neumann l’opérateur qui à une trace de Dirichlet u|Σ renvoie la trace de Neumann de la
solution ∂u

∂n |Σ
du problème avec la condition de Dirichlet imposée sur l’interface. Dans le cas

étudié de l’électromagnétisme, il existe quatre opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann : à une
trace du champ électrique (soit n×E, soit Etan = (n×E)×n), ils associent une trace du champ
magnétique relatif (soit n×H, soit Htan = (n×H)×n). Le champ magnétique, qui est le rota-
tionnel du champ électrique modulo une constante, joue ainsi le rôle de sa dérivée. D’un point
de vue théorique, ces quatre opérateurs sont extrêmement similaires, car (n×)2 = − Id. Ce-
pendant, dans le cadre d’une implémentation fondée sur les éléments finis de Raviart-Thomas,
l’opérateur numérique n× n’est pas inversible et le calcul de chaque opérateur de type Dirichlet-
to-Neumann doit se faire par une méthode appropriée.

Après avoir défini ces opérateurs, nous introduisons des opérateurs Dirichlet-to-Neumann
liés à l’interface entre sous-domaines, pour chacun des sous-domaines. On choisit de synthétiser
ces opérateurs par équations intégrales (ce qui revient à dire que l’on résout les sous-problèmes
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Figure 2 – Découpage du domaine Ω en deux sous-domaines Ω+ et Ω−.

locaux par équations intégrales). Chaque opérateur de Dirichlet-to-Neumann peut être synthé-
tisé par un certain nombre d’équations intégrales différentes, comme nous l’avons montré à la
fin du Chapitre 2. Nous donnons l’exemple précis de l’opérateur de type Dirichlet-to-Neumann
communément appelé admittance par les physiciens, A : Etan 7→ n×H. On montre en particu-
lier comment l’admittance liée à l’interface entre sous-domaines est calculée numériquement à
partir de l’équation EFIE.

Enfin, nous proposons comme premier préconditionneur, pour cette DDM en Y , un précon-
ditionneur analytique construit à l’aide de l’opérateur simple couche T de l’interface fictive. Du
point de vue numérique, il s’agit d’opérer une multiplication par la matrice de Galerkin pour
le produit L2 de l’opérateur simple couche restreint à l’interface, suivie d’une inversion par
la matrice masse sur l’interface. Remarquons que ce préconditionneur est très simple et peut
s’appliquer à n’importe quel type de géométrie. On observe sur les applications numériques,
que l’algorithme de DDM initial converge très lentement, et que ce premier préconditionneur
conduit à une réduction très significative du nombre d’itérations avant convergence. En particu-
lier, nous avons montré l’efficacité de ce préconditionneur analytique sur un maillage sphérique
comportant 5000 degrés de liberté.

Notons que l’équation intégrale choisie dans les sous-domaines a également son importance :
si la DDM est très bien conditionnée mais que les problèmes dans les sous-domaines convergent
lentement, l’algorithme final ne sera pas particulièrement performant. Intégrer différentes formu-
lations d’équations intégrales a nécessité, pour chacune d’entre elles, un traitement spécifique
dans la DDM. Ce type de préconditionnement est incompatible avec certaines équations in-
tégrales, de nouveau à cause de la mauvaise discrétisation de l’opérateur n× précédemment
évoquée. Ces difficultés, et les solutions choisies, sont discutées de manière extensive dans le
Chapitre 3. Le choix des équations intégrales dans les sous-domaines ne peut donc pas se faire
librement.

Chapitre 4 : Un préconditionneur spectral pour la DDM en Y .

Le quatrième chapitre traite également du préconditionnement de la DDM en Y . Le second
préconditionneur envisagé est un préconditionneur modal qui nécessite une forme particulière
de cavité. Celle-ci doit en effet posséder localement, au voisinage de l’interface, une forme de
cylindre dont la section est la frontière entre les deux sous-domaines (Fig. 3). Cette modélisa-
tion est appropriée pour le cas d’une cavité moteur d’avion. La cavité Channel, un benchmark
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Guide d’onde

infini

Figure 3 – Approximation locale de la cavité par un guide d’onde tangent infini.

industriel pour l’électromagnétisme, rentre par exemple dans ce cadre. Le préconditionneur mo-
dal est fondé sur la connaissance exacte de l’admittance A dans la base des traces des modes
guidés du cylindre approchant la géométrie au voisinage de l’interface. On sait en effet que
l’opérateur A se diagonalise dans cette base. On extrait alors de cette base un ensemble B
de modes, tels que leur valeur propre associée est inférieure à une certaine valeur. A chaque
itération, on projette le vecteur inconnu sur l’ensemble B ; on multiplie le vecteur obtenu par
la matrice diagonale contenant l’inverse des valeurs propres de l’admittance correspondant aux
modes de B ; puis on projette à nouveau le vecteur sur l’espace éléments finis initial. Nous
testons finalement la méthode sur des maillages dont la cavité a la forme d’un guide d’onde de
section rectangulaire. Nous comparons les performances de ce préconditionneur spectral avec le
préconditionneur analytique du Chapitre 3 (Fig. 4 et Fig. 6).

DDM en Y Type de Nombre d’itérations Nombre d’itérations
préconditionneur pour f = 3200 MHz pour f = 6500 MHz

DDM Y0 absent 48 53

DDM Y1 analytique 19 22
DDM Y2 analytique 13 17
DDM Y3 analytique 14 17

1 mode guidé spectral 1 1
2 modes guidés spectral 2 2
5 modes guidés spectral 3 5
8 modes guidés spectral 3 7
18 modes guidés spectral 4 8
26 modes guidés spectral 5 9
49 modes guidés spectral 8 12
69 modes guidés spectral 17 18
100 modes guidés spectral 24 43

Figure 4 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, à une fréquence de 3200 MHz et
6500 MHz, pour atteindre un résidu de 10−6, pour les DDMs suivantes : DDM Y0 (la DDM
en Y non préconditionnée) ; la DDM en Y préconditionnée respectivement avec 1, 2, 5, 8, 18,
26, 49, 69 et 100 modes guidés ; la DDM en Y avec préconditionneurs analytiques basés sur
l’opérateur simple couche DDM Y1, DDM Y2 et DDM Y3.
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Nombre de modes DDM DDM
utilisés projetée sur les modes guidés avec préconditionneur

sans préconditionneur diagonal
1 mode guidé 1 1
2 modes guidés 2 2
5 modes guidés 5 5
8 modes guidés 8 7

18 modes guidés 18 8
26 modes guidés 23 9
49 modes guidés 32 12
69 modes guidés 45 18
100 modes guidés 87 43

DDM Y0 53 53

Figure 5 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, à une fréquence de 6500 MHz,
pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, en utilisant 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés,
respectivement pour la DDM en Y avec préconditionneur, i.e. avec inversion par la matrice
diagonale, et pour la DDM en Y contenant simplement une projection sur les modes guidés.
On a rappelé sous le tableau le nombre d’itérations pour DDM Y0.

L’opération de projection remplace le problème par un problème de nombre de degrés de
liberté égal au cardinal de B, noté #B. La résolution du système linéaire est faite par un
algorithme itératif de Krylov (GMRES), en ce sens qu’il converge nécessairement en un nombre
d’itérations plus petit que #B. Dans les exemples étudiés numériquement, nous avons remarqué
deux phénomènes intéressants. D’une part, lorsque l’ensemble B contient très peu de modes, non
seulement la méthode converge rapidement, mais de plus la SER de l’objet est toujours correcte.
Cela signifie que la solution de la DDM, qui est localisée sur l’interface, est bien représentée sur
la base des premiers modes guidés. D’autre part, pour un grand nombre de modes, l’algorithme
converge en beaucoup moins d’itérations que #B ; en revanche, si l’on se contente de projeter le
vecteur inconnu sur l’ensemble B, l’algorithme converge beaucoup moins bien (Fig. 5). Cette
deuxième observation confirme l’efficacité du préconditionneur diagonal utilisé, et donc de la
modélisation de l’entrée de la cavité par un guide d’onde infini. Enfin, on remarque que le
préconditionneur modal est plus performant que le préconditionneur analytique du Chapitre 3,
basé sur l’opérateur simple couche.
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Figure 6 – Courbes de convergence pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour le maillage smallBox

à 6500 MHz, pour la DDM en Y non préconditionnée, la DDM en Y avec préconditionneurs spectraux

et la DDM en Y avec préconditionneurs analytiques.

Chapitre 5 : Un préconditionneur spectral pour la DDM en S

Le cinquième et dernier chapitre propose un autre type de méthode de décomposition de
domaine. Celle-ci permet de paramétrer le couplage entre sous-domaines à l’aide d’opérateurs de
scattering Sα, où α est un coefficient réel, c’est pourquoi on la nomme DDM en S. L’opérateur
de Scattering Sα envoie une trace impédante mélangeant les traces électrique et magnétique,
Etan + αn×H (analogue à une trace de Fourier-Robin en scalaire), sur sa trace duale, qui est
une autre trace impédante : Etan − αn × H. On présente également comment synthétiser les
opérateurs de scattering en résolvant des équations intégrales pour problèmes mixtes de type
métal-impédant (Fig. 7).

L’avantage de la DDM en S est justement qu’elle est basée sur une résolution de problèmes
métal-impédant, qui sont toujours bien posés, contrairement à la DDM en Y qui utilise des
problèmes métal possédant des fréquences de résonance, ce qui peut conduire à un mauvais
conditionnement du sous-problème intérieur de la DDM.

D’autre part, du point de vue symbolique, l’opérateur de scattering S est un opérateur
d’ordre 0, tandis que l’opérateur Dirichlet-to-Neumann Y est d’ordre 1. Par suite, on s’attend à
ce que la DDM en S soit automatiquement mieux conditionnée que la DDM en Y . En réalité, il
n’en est rien : l’opérateur sous-jacent à la DDM en S fait intervenir la différence des opérateurs
de scattering relatifs aux deux sous-domaines, et les parties d’ordre 0 se compensent. La DDM
en S est basée sur un opérateur d’ordre −1, et non 0. Il est donc nécessaire de la précondition-
ner. On propose également un préconditionneur modal pour cette nouvelle DDM. Il se fonde sur
la même idée que celle du préconditionneur modal du Chapitre 4. En effet, l’opérateur de scat-
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tering est lui aussi un opérateur diagonal dans la base des traces de modes guidés. On présente
des applications numériques qui attestent également de l’efficacité du préconditionneur employé.

Σ

0 : Dirichlet homogène (métallique)

0 : Dirichlet homogène (métallique)

Fourier-Robin (impédant)

Γ
−
D

Γ
+
D

Figure 7 – DDM en S : résolution de sous-problèmes mixtes de type métal-impédant.

Au final, nous avons choisi d’utiliser pour la résolution des sous-problèmes aux limites, dans
la DDM en S, l’équation GCSIE métal-impédante pour que le calcul soit plus rapide à chaque
itération de l’algorithme global. En effet chaque itération se déroule alors par résolution de
sous-problèmes locaux résolus par l’équation intégrale a priori la plus performante.
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Nous présentons dans ce chapitre le problème aux limites que nous voulons résoudre : le
problème de Maxwell extérieur avec conditions aux limites du parfait conducteur métallique (ou
encore problème métal). Nous introduisons aussi une série d’outils qui nous seront utiles pour
développer des équations intégrales. Il s’agit d’un chapitre de rappels d’électromagnétisme. On
pourra trouver la plupart des résultats dans le livre de Nédélec [46].

Dans un premier paragraphe, nous rappelons les caractéristiques des ondes électromagné-
tiques en régime harmonique : les équations de Maxwell et la condition de rayonnement à l’infini
qu’elles vérifient. Nous associons deux domaines à un obstacle borné : son intérieur et son ex-
térieur. Les espaces d’ondes admissibles dans ces domaines sont constitués des ondes vérifiant
les équations de Maxwell harmoniques dans chaque domaine, et la condition de rayonnement
dans le domaine non borné.

Nous introduisons dans le deuxième paragraphe les potentiels électromagnétiques simple
couche et double couche, ainsi que les opérateurs découlant de leurs traces sur la frontière de
l’objet, appelés opérateurs simple couche et double couche. L’opérateur simple couche nous
permet de décrire au Chapitre 3 un premier préconditionneur pour l’une de nos méthodes de
décomposition de domaine. Nous donnons ensuite le théorème fondamental de représentation de
Stratton-Chu, selon lequel les ondes des espaces admissibles peuvent être paramétrées à l’aide
des potentiels électromagnétiques et en fonction de leurs seules traces électromagnétiques (équi-
valentes en scalaire et pour le problème de Helmholtz à des traces de Dirichlet et de Neumann).

Nous rappelons dans un troisième et bref paragraphe les principaux résultats de la théorie
de Fredholm qui nous seront utiles par la suite. En effet, on utilisera à plusieurs reprises le fait
qu’un opérateur soit de Fredholm, d’une part pour montrer l’existence d’une solution au pro-
blème extérieur de Maxwell, et d’autre part pour montrer l’existence d’une solution à certaines
équations intégrales (dans le chapitre suivant).

Le quatrième paragraphe est consacré au problème de Maxwell extérieur et intérieur, avec
condition métal, puis avec condition mixte métal-impédante. Une condition aux limites de type
métal est équivalente, en scalaire et pour le problème de Helmholtz, à une condition de type
Dirichlet ; une condition aux limites de type impédant est équivalente à une condition de type
Fourier-Robin. Nous donnons les résultats d’existence et d’unicité rattachés à ces problèmes.
C’est l’occasion de rappeler que le problème intérieur métallique est mal posé à certaines fré-
quences, dites fréquences de résonance, tandis que le problème intérieur mixte métal-impédant,
où la portion de surface correspondant à la condition impédante est non vide, est toujours bien
posé. Ce point justifiera dans le Chapitre 5 l’utilisation d’une méthode de décomposition de
domaine basée sur des résolutions de problèmes de type métal-impédant dans les sous-domaines.

Enfin, le cinquième paragraphe traite de la représentation intégrale d’un champ diffracté
par un objet parfaitement conducteur. Cette représentation nous sera utile pour la construction
d’équations intégrales en champ, au Chapitre 2 suivant.
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1.1 Ondes électromagnétiques : définitions et notations

1.1.1 Équations de Maxwell harmoniques

Un couple de champs vectoriels (Ẽ, H̃) vérifie les équations de Maxwell si :





∇×Ẽ+ µ
∂H̃

∂t
= 0,

∇×H̃− ε
∂Ẽ

∂t
= 0,

où ε et µ représentent respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique
du milieu. On suppose que le milieu est homogène et posséde les caractéristiques du vide,
c’est-à-dire que sa permittivité ε est constante et égale à la permittivité ε0 du vide, et que sa
perméabilité µ est constante et égale à la perméabilité µ0 du vide. Les ondes électromagnétiques
(Ẽ(t, x), H̃(t, x)) se propagent dans un tel milieu à la vitesse de la lumière c = 1/

√
ε0µ0.

Nous considérons les solutions harmoniques renormalisées de ces équations, nous cherchons
donc un couple solution de la forme

Ẽ(t, x) = ℜ
(

1√
ε0

E(x)e−iωt

)
,

H̃(t, x) = ℜ
(

1√
µ0

H(x)e−iωt

)
,

où l’on a noté ω la pulsation, et où ℜ(z) désigne la partie réelle de z. On associe à ω une
fréquence f = ω/2π, une longueur d’onde λ = c/f et un nombre d’onde k = ω/c = ω

√
ε0 µ0.

Le fait de s’intéresser exclusivement aux ondes harmoniques permet d’éliminer la dépendance
en temps ; la renormalisation des champs E et H sert quant à elle à exprimer les équations
(désormais spatiales) en fonction du seul nombre d’onde k. Le comportement des ondes E(x)
et H(x), dites stationnaires, est alors régi par les équations de Maxwell harmoniques :

{
∇×E− ikH = 0,

∇×H+ ikE = 0.
(1.1)

Les composantes électrique E et magnétique H sont reliées par la relation :

H =
1

ik
∇×E, (1.2)

ce qui permet de réécrire les équations de Maxwell harmoniques en fonction du seul champ E :

{
∇×(∇×E)− k2E = 0,

∇ · E = 0.
(1.3)
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Le couple d’équations (1.1) est équivalent au couple d’équations (1.3) (où H est lié à E par
(1.2)), comme le montre le Théorème 6.4 de [23].

Remarquons que chaque composante du champ électrique vérifie alors l’équation de Helm-
holtz scalaire

∆u+ k2u = 0.

Soit D = Ω− un compact de R3, de frontière Γ supposée lisse, de complémentaire Ω+

connexe. On notera n le vecteur unitaire normal à Γ, dirigé vers l’extérieur de D. On considère
le problème de Maxwell à l’extérieur (respectivement à l’intérieur) de la surface Γ, c’est-à-dire
défini dans Ω+ (respectivement dans Ω−).

n

D Ω
−

Ω
+Γ

On suppose la surface Γ de régularité infinie. On adopte les notations suivantes :

• On pose n± = ±n. Ainsi n+ est la normale intérieure à Ω+, n− est la normale
intérieure à Ω−.

• On dit qu’un champ de vecteurs u sur Γ est tangentiel s’il satisfait

n · u = 0.

• On note γ±T la trace tangentielle sur Γ, extérieure ou intérieure. Il s’agit de la
projection sur le plan tangent à Γ d’une distribution vectorielle définie dans Ω±.

• Etant donné une distribution vectorielle F admettant une trace tangentielle sur Γ,
on désignera par Ftan la quantité

Ftan = γTF = (n× F)× n.

Définition 1.

Notation. On suppose toujours la surface Γ de régularité infinie. Nous noterons

• Hs(Γ) l’espace de Sobolev usuel des fonctions de régularité d’ordre s,

• Hs
T (Γ) l’espace de Sobolev des champs tangentiels régularité d’ordre s,

• D(Γ) l’espace des fonctions scalaires définies sur Γ de régularité C∞,

• D′(Γ) l’espace des distributions scalaires, dual de D(Γ),

• DT (Γ) l’espace des champs vectoriels tangents définis sur Γ de régularité C∞,
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• D′
T (Γ) l’espace des distributions vectorielles tangentes, dual de DT (Γ),

• < ., . > le produit scalaire dans H0
T (Γ).

1.1.2 Condition de rayonnement à l’infini

Pour définir le problème extérieur, nous devons imposer la condition supplémentaire sui-
vante, dite condition de rayonnement à l’infini de Silver-Müller

lim
|x|→∞

(
x×H+ |x|E

)
= 0,

sans laquelle il n’y aurait pas unicité des solutions. On dit alors que le champ électromagnétique
(E,H) est rayonnant. Tout comme dans le cas du problème de Helmholtz extérieur, cette
condition permet de sélectionner, parmi les deux choix mathématiquement possibles, celui de

l’onde sortante, seul choix physiquement admissible. Puisque H =
1

ik
∇×E, nous pouvons écrire

cette condition sous la forme :

On dit que le champ E vérifie la condition de rayonnement de Silver-Müller si

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0. (1.4)

Définition 2 (condition de Silver-Müller).

Remarque. Soit E une solution au problème de Maxwell extérieur, alors la condition de rayon-
nement de Silver-Müller pour E est équivalente à la condition de rayonnement de Sommerfeld
pour chacune des composantes cartésiennes de E. On pourra en trouver la preuve au Théorème
6.7 de [23].

1.1.3 Espaces d’ondes admissibles

On notera W+ l’espace des champs électriques E vérifiant l’équation de Maxwell harmo-
nique dans Ω+ (le domaine extérieur) et la condition de Silver-Müller à l’infini, et possédant
une trace tangentielle sur Γ.

On noteraW− l’espace des champs électriques E vérifiant l’équation de Maxwell harmonique
dans Ω− (le domaine intérieur), et possédant une trace tangentielle sur Γ.

1.1.4 Solution élémentaire du problème de Helmholtz

En dimension 3, une solution élémentaire du problème scalaire de Helmholtz, appelée noyau
de Green, est donnée par

gk(x) = − 1

4π

eik|x|

|x| , x ∈ R3 \ {0},

c’est-à-dire que gk vérifie au sens des distributions

∆gk + k2gk = δ0,
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où δ0 désigne la masse de Dirac centrée en 0.

On pose également

g0(x) = − 1

4π

1

|x| , x ∈ R3 \ {0}.

Remarque. Le choix de gk au lieu de gk, qui est aussi une solution élémentaire du problème
scalaire de Helmholtz, tient au fait que gk vérifie la condition de rayonnement (gk est une onde
sortante), contrairement à gk (qui est une onde rentrante).

1.1.5 Potentiel Gk

On définit le potentiel scalaire Sk comme la convolution avec le noyau de Green gk, qui
transforme un champ scalaire u défini sur Γ en un champ scalaire Sku défini sur R3 \ Γ, par :

Sku(x) =

∫

Γ

gk(x− y)u(y)ds(y), x ∈ R3 \ Γ.

De la même manière, on définit le potentiel vectoriel de Green Gk, convolution avec le noyau
de Green gk, qui transforme un champ de vecteurs tangents u sur Γ en un champ vectoriel Gku
défini sur R3 \ Γ, par :

Gku(x) =

∫

Γ

gk(x− y)u(y)ds(y), x ∈ R3 \ Γ. (1.5)

La quantité Gku est donc le vecteur constitué du potentiel Sk appliqué aux trois composantes
cartésiennes du vecteur u.

Remarque. En acoustique, l’opérateur Sk est appelé opérateur simple couche pour le problème
de Helmholtz en dimension 3. Le potentiel Sk est donc associé à la résolution de l’équation de
Helmholtz

∆u+ k2u = 0.

En électromagnétisme, où l’équation à résoudre est vectorielle et non plus scalaire, le potentiel
Gk permet de définir les opérateurs simple couche et double couche pour le problème de Maxwell,
que nous introduisons plus loin.

On pose également

G0u(x) =

∫

Γ

g0(x− y)u(y)ds(y).

On note respectivement Gk = γT Gk et G0 = γT G0 les traces tangentielles des opérateurs
Gk et G0.

L’opérateur G0 est coercif dans H
−1/2
T (Γ), comme le montre la proposition suivante, qui est

notamment utilisée dans la preuve d’existence d’une solution au problème de Maxwell extérieur
métal.
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Il existe α > 0 tel que

∀u ∈ H
−1/2
T (Γ), < G0u,u > ≥ α‖u‖2−1/2.

Proposition 3 (Inégalité de Nédélec-Planchard).

On pourra trouver la preuve dans [36].

1.1.6 Traces électromagnétiques extérieures ou intérieures

Les opérateurs traces électromagnétiques sont définis par :

σ±
0 E = n± × γ±T E, σ±

1 E =
1

ik
n± × γ±T (∇×E).

Le signe + ou − indique s’il s’agit d’une trace extérieure ou intérieure.

Définition 4 (Traces électromagnétiques).

On omettra parfois γ±T en écrivant simplement n± × E. On rappelle que l’on a donné γ±T à la
Définition 1.

Notons que la trace σ±
0 représente l’analogue de la trace de Dirichlet γ±0 en scalaire, et que

la trace σ±
1 représente l’analogue de la trace de Neumann γ±1 en scalaire. Par abus de langage,

on parlera quelquefois des traces de Dirichlet et de Neumann d’un champ E pour désigner
respectivement σ±

0 E et σ±
1 E.

Si le couple (E,H) vérifie les équations de Maxwell harmoniques dans le domaine extérieur

(respectivement intérieur), l’équation H =
1

ik
∇×E entrâıne

σ±
1 E = n± ×H, σ±

1 H =

(
1

ik
n± ×∇

)(
1

ik
∇×E

)
= −n± × E,

d’où les relations

σ±
1 E = σ±

0 H, σ±
1 H = −σ±

0 E.

1.2 Théorème de représentation

L’objet de cette section est de paramétrer les espaces d’ondes admissibles W+ et W− à
l’aide de potentiels.
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1.2.1 Définition des potentiels électromagnétiques simple et double
couche

On rappelle que Gk est l’opérateur de convolution avec gk, solution élémentaire de l’équation
de Helmholtz en dimension 3. Soit u un courant vectoriel sur Γ. Notons

T u(x) =
1

ik
∇×

(
∇×(Gku)

)
(x), x ∈ R3 \ Γ, (1.6)

le potentiel simple couche et

Ku(x) = ∇×(Gku)(x), x ∈ R3 \ Γ, (1.7)

le potentiel double couche. Le potentiel T est continu à travers l’interface Γ, c’est pourquoi on
le nomme simple couche. A l’inverse, le potentiel K est discontinu à travers Γ, d’où le nom de
double couche.

Les champs T u et Ku vérifient l’équation de Maxwell harmonique en-dehors de Γ, et la
condition de Silver-Müller à l’infini, ce qui permet de définir les potentiels C+ et C− par :

C+ : D′
T (Γ)×D′

T (Γ) → W+ , C− : D′
T (Γ)×D′

T (Γ) → W−

(f ,g) 7−→ T g −Kf (f ,g) 7−→ −T g +Kf .

1.2.2 Représentation intégrale d’un champ électromagnétique

Les potentiels T et K permettent de paramétrer un champ électromagnétique E par ses
données de Cauchy (σ±

0 E, σ
±
1 E) :

Nous avons les formules de représentation suivantes :

• Tout champ E ∈ W+ vérifie

C+(σ+
0 E, σ

+
1 E) =

{
E dans Ω+,

0 dans Ω−.

• Tout champ E ∈ W− vérifie

C−(σ−
0 E, σ

−
1 E) =

{
0 dans Ω+,

E dans Ω−.

Théorème 5 (de représentation de Stratton-Chu, pour le champ électrique).

Démonstration La preuve du premier point se trouve au Théorème 6.6 de [23], le second point
au Théorème 6.2. La démonstration est directe et fait intervenir des intégrations par parties,
comme dans le cas de la démonstration du problème de Helmholtz. 2
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Si E ∈ W+ ∩W−, on note [σ0E], et on appelle saut de Dirichlet de E, la quantité

[σ0E] = σ+
0 E− σ−

0 E.

De même, on note [σ1E], et on appelle saut de Neumann de E, la quantité

[σ1E] = σ+
1 E− σ−

1 E.

Définition 6 (Sauts du champs électrique).

Le Théorème 5 peut s’écrire sous la forme équivalente :

Tout champ E de W+ ∩W− peut s’exprimer en fonction de ses sauts de Dirichlet et
de Neumann à l’aide des potentiels simple et double couche :

E = T [σ1E]−K[σ0E], dans Ω+ et dans Ω−.

Théorème 7.

Démonstration Mise à part la preuve [23] évoquée précédemment, basée sur le théorème de
représentation de Helmholtz en dimension 3, une seconde preuve se trouve au Théorème 5.5.1
de [46]. Nous en donnons brièvement ses grandes lignes.

On pose a = [σ0E],b = [σ1E], et on cherche (E,H) solution de

{
∇×E− ikH = a δΓ,

∇×H+ ikE = b δΓ.
(1.8)

Dans un premier temps, on veut résoudre (1.8) avec a = 0 pour trouver la contribution de b
dans E. On cherche la solution sous la forme E = A +∇V , avec A et V continus à travers Γ
et vérifiant la condition de Jauge ∇ · A − k2V = 0. En notant divΓ la divergence surfacique
sur la frontière Γ (définie page 73 dans [46]), nous avons ik ∇ · E = (divΓb)δΓ. Alors cette
dernière relation, associée à la condition de jauge nous donne ∆V + k2V = 1

ik
(divΓb)δΓ, d’où

l’on déduit que V est solution du problème de Helmholtz en dimension 3 avec saut de Dirichlet
nul à travers Γ et saut de Neumann valant 1

ik
divΓb. Par suite, le théorème de représentation

pour le problème de Helmholtz nous donne, sachant que Gk cöıncide avec le potentiel simple
couche pour Helmholtz en dimension 3 :

V =
1

ik
Gk(divΓb).

De plus, les équations (1.8) mènent directement à ∆A + k2A = −ik b δΓ. Les composantes
cartésiennes de A vérifient donc le problème de Helmholtz avec saut de Dirichlet nul et saut
de Neumann valant −ik b, d’où l’on déduit, toujours par le théorème de représentation pour
Helmholtz :

A = −ik Gk(b).
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On obtient la contribution de b dans E :

E = A+∇V = −ik Gk(b) +
1

ik
∇Gk(divΓb),

ainsi que la contribution de b dans H : H = −∇×Gk(b). Par symétrie, la contribution de a
dans E est donc

E = −∇×Gk(a).

En recollant les morceaux, en utilisant une intégration par parties et le fait que

∇×(∇×u) = ∇(∇ · u)−∆u,

on obtient

E = −ik Gk(b) +
1

ik
∇Gk(divΓb)−∇×Gk(a)

=
1

ik
∇× (∇×Gk b)−∇×Gk a

= T [σ1E]−K[σ0E].

2

Le champ magnétique H vérifie bien évidemment les mêmes formules. En tenant compte de
l’expression des traces de H en fonction de celles de E, on en déduit :

• Tout champ électromagnétique (E,H) ∈ (W+)2 vérifie

C+(σ+
0 H, σ

+
1 H) = C+(σ+

1 E,−σ+
0 E) =

{
H dans Ω+,

0 dans Ω−.

• Tout champ électromagnétique (E,H) ∈ (W−)2 vérifie

C−(σ−
0 H, σ

−
1 H) = C−(σ−

1 E,−σ−
0 E) =

{
0 dans Ω+,

H dans Ω−.

• Tout champ magnétique H de W+ ∩W− vérifie :

H = T [σ1H]−K[σ0H] = −T [σ0E]−K[σ1E] dans Ω+ et dans Ω−.

Théorème 8 (de représentation pour le champ magnétique).

1.2.3 Opérateurs simple et double couche

A l’interface Γ, les potentiels simple et double couche T et K vérifient les formules de saut
suivantes :
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Soit (u,v) ∈ DT (Γ)
2, alors T u et Kv sont dans W±, et :

σ+
0 T u− σ−

0 T u = 0, σ+
1 T u− σ−

1 T u = u, (1.9)

σ+
0 Kv − σ−

0 Kv = −v, σ+
1 Kv − σ−

1 Kv = 0. (1.10)

Proposition 9 (Formules de saut).

Démonstration La démonstration se trouve au Théorème 5.5.1 de [46]. 2

On dit que le potentiel simple couche n’a pas de saut de Dirichlet à l’interface, tandis que
le potentiel double couche n’a pas de saut de Neumann à l’interface.

La Proposition 9 nous autorise donc à définir sur la frontière Γ les opérateurs suivants :

n× T = σ+
0 T = σ−

0 T , (1.11)

n×K = σ+
0 K +

1

2
Id = σ−

0 K − 1

2
Id, (1.12)

où pour u ∈ DT (Γ), les quantités Tu et Ku sont dans le plan tangent à Γ. On appelle T
l’opérateur simple couche et K l’opérateur double couche.

Les traces extérieures et intérieures des potentiels électromagnétiques T et K peuvent s’ex-
primer de la sorte :

{
σ±
1 T = −σ±

0 K ,

σ±
1 K = σ±

0 T ,
avec




σ±
0 T = n× T ,

σ±
0 K = n×K ∓ 1

2
Id .

Le deuxième ensemble de résultats découle des définitions et propriétés données précédem-
ment, la deuxième propriété est immédiate par définition de σ±

1 . Il reste à montrer la première.
Elle provient de la définition des traces électromagnétiques et de ce que K vérifie les équations
de Maxwell harmoniques :

σ+
1 T = n×

(
1

ik
∇×

(
1

ik
∇×(∇×Gk)

))
= − 1

k2
n×

(
∇×(∇×K)

)
= −σ+

0 K.

Lorsque la surface Γ est lisse, les opérateurs T et K sont des opérateurs pseudo-différentiels.
On rappelle que la notion d’opérateur pseudo-différentiel est une extension de celle d’opérateur
différentiel. Plaçons-nous en dimension 1 et notons D := −i∂x. Cette extension est basée sur
l’utilisation de la transformée de Fourier F . On remarque en effet qu’un opérateur différentiel
P =

∑m
k=0 akD

k s’exprime simplement dans le domaine de Fourier en fonction d’un polynôme
a(ξ) (son symbole) :

F(Pu)(ξ) = a(ξ)F(u)(ξ), avec a(ξ) =
m∑

k=0

akξ
k.
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Par extension, on définit, pour un symbole quelconque (non nécessairement polynômial, ni
indépendant de ξ) a(x, ξ), et en se servant de la transformée de Fourier inverse, l’opérateur
pseudo-différentiel op(a) associé à a(x, ξ) par :

op(a)u(x) =
1

2π

∫

R

eixξa(x, ξ)F(u)(ξ)dξ.

Pour plus de détails, on pourra se référer à [1].

• L’opérateur n× T est d’ordre +1.

• L’opérateur n×K est d’ordre −1.

• L’opérateur G0 est d’ordre −1.

Proposition 10 (ordre des opérateurs simple et double couche).

Démonstration . On trouvera une preuve pages 241-242 de [46]. 2

1.2.4 Projecteurs de Calderón

On note X = DT (Γ)
2 l’espace des traces, et

X+ = {(σ+
0 E, σ

+
1 E),E ∈ W+} ⊂ X,

X− = {(σ−
0 E, σ

−
1 E),E ∈ W−} ⊂ X.

Les opérateurs
C± =

(
σ±
0 ⊕ σ±

1

) (
C±
)
,

sont respectivement des projecteurs sur X+ et X−. Ils sont appelés projecteurs de
Calderón. Ils décomposent l’espace X en la somme directe X = X+ ⊕X−.

Ces projecteurs admettent la représentation matricielle suivante :

C+ =

(
−σ+

0 K σ+
0 T

−σ+
1 K σ+

1 T

)
, C− =

(
σ−
0 K −σ−

0 T
σ−
1 K −σ−

1 T

)
,

soit encore

C+ =



−n×K +

1

2
Id n× T

−n× T −n×K +
1

2
Id


 , C− =



n×K +

1

2
Id −n× T

n× T n×K +
1

2
Id


 .

Théorème 11 (Projecteurs de Calderón).

Démonstration . On montre que C+ est un projecteur surX+, la démonstration étant similaire
pour C−. Soit (a,b) ∈ X+. Soit le champ E défini par E = T b−Ka. D’après les formules de
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saut, on a

σ+
0 E = (n× T)b−

(
n×K− 1

2
Id

)
a,

σ+
1 E =

(
−n×K+

1

2
Id

)
b− (n× T)a,

d’où la représentation matricielle ci-dessus. Soit alors F le champ défini par :

F = T σ+
1 E−Kσ+

0 E.

D’après le théorème de représentation, F = 0 dans Ω− et F = E dans Ω+. Par conséquent,
σ+
0 F = σ+

0 E et σ+
1 F = σ+

1 E, ce qui prouve que C+ est bien un projecteur sur X+. 2

Les opérateurs C+ et C− étant des projecteurs sur X+ et X− respectivement, leur compo-
sition C+C− est nulle. Or

C+C− =




(n× T )2 − (n×K)2 +
1

4
Id (n× T )(n×K) + (n×K)(n× T )

−(n× T )(n×K)− (n×K)(n× T ) (n× T )2 − (n×K)2 +
1

4
Id


 = 0,

d’où l’on déduit :

Pour une surface Γ fermée,

(n× T )2 = (n×K)2 − 1

4
Id . (1.13)

Proposition 12 (Formule de Calderón).

Remarquons que l’on a également

(n× T )(n×K) + (n×K)(n× T ) = 0,

c’est-à-dire que les opérateurs n× T et n×K anticommutent.

Remarque. Puisque n×K est d’ordre −1, c’est un opérateur compact dans Hs
T (Γ). La formule

de Calderón montre donc en particulier que l’opérateur (n×T )2 est une perturbation compacte

de −1

4
Id dans Hs

T (Γ).

1.3 Opérateurs de Fredholm

Nous introduisons dans cette section la Théorie de Fredholm [30].

Nous allons considérer le problème de Maxwell à l’intérieur ou à l’extérieur de la surface Γ,
avec condition dite métal ou métallique. Pour la démonstration de l’existence d’une solution au
problème extérieur de Maxwell, nous utilisons la théorie de Fredholm. Cette théorie nous sera
également utile pour démontrer l’existence d’une solution à certaines équations intégrales, dans
le Chapitre 2.
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Soient E et F deux espaces de Banach. On dit que T ∈ L(E,F ) est un opérateur de
Fredholm s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. Le noyau KerT est de dimension finie dans E.

2. L’image ImT est fermée et de codimension finie dans F .

On définit alors l’indice de T noté Ind(T ) par

Ind(T ) = dimKerT − codim ImT.

Définition 13 (opérateur de Fredholm).

Soient E et F deux espaces de Banach. Si T ∈ L(E,F ) est un opérateur de Fredholm
d’indice Ind(T ), et si C ∈ L(E,F ) est un opérateur compact, alors T + C est encore
un opérateur de Fredholm, d’indice Ind(T ).

Théorème 14 (Alternative de Fredholm).

Ce n’est pas ce théorème lui-même que nous allons utiliser, mais le corollaire suivant :

Soit A un opérateur injectif tel qu’il existe deux opérateurs B et C tels que

A = B + C,

où B est un isomorphisme et C est compact. Alors l’opérateur A est lui aussi un
isomorphisme.

Corollaire 15.

Démonstration

• L’opérateur B est un isomorphisme donc dimKerB = codim ImB = 0 et ImB est fermée
dans F . Par suite, B est un opérateur de Fredholm d’indice 0.

• Comme C est compact, le théorème de l’alternative de Fredholm montre que A est un opé-
rateur de Fredholm d’indice 0.

• Puisque A est injectif, dimKerA = 0, d’où A est surjectif, donc A est un isomorphisme.

2

Remarque. Ce dernier corollaire nous sera utile pour montrer l’existence de solutions à cer-
taines équations intégrales. Soit A l’opérateur sous-jacent à l’une des équations intégrales que
nous allons présenter. Supposons que l’on puisse écrire cet opérateur sous la forme A = B+C,
avec B coercif donc bijectif, et C compact. Alors A est un opérateur de Fredholm d’indice 0.
Il suffit donc de montrer que A est injectif (i.e. de prouver que la solution est unique), pour
montrer qu’il est surjectif (i.e. pour prouver que la solution existe).



1.4. Problèmes de Maxwell 33

1.4 Problèmes de Maxwell

Nous donnons ci-dessous la définition, pour un objet borné donné, du problème de Maxwell,
extérieur ou intérieur, avec condition métal, condition impédante, ou condition mixte métal-
impédante. Nous rappelons que notre objectif est de résoudre le problème de Maxwell extérieur
de type métal. Cependant, nous utiliserons à cette fin des méthodes de décomposition de do-
maine qui font intervenir, dans les sous-domaines bornés, des problèmes intérieurs. De plus, sur
l’interface introduite artificiellement pour les besoins de la décomposition de domaine, il sera
utile d’imposer au choix une condition aux limites de type métal ou impédante. C’est pourquoi
nous sommes intéressés par les résultats d’existence et d’unicité de ces divers problèmes de
Maxwell.

1.4.1 Le problème de Maxwell extérieur avec condition métal

Un champ est solution du problème de Maxwell extérieur s’il vérifie les équations de Maxwell
harmoniques dans Ω+, conjuguées à la condition de rayonnement de Silver-Müller.

Soit e0 ∈ H
−1/2
T (Γ). Le problème consiste à trouver le champ électrique diffracté E

vérifiant le système :





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω+ ,
σ+
0 E = e0 sur Γ ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0 (condition de Silver-Müller).

Définition 16 (Problème de Maxwell extérieur).

Pour démontrer un résultat d’existence et d’unicité pour le problème extérieur de Maxwell,
nous aurons besoin du lemme de Rellich en dimension 3. Nous donnons également les deux
théorèmes vectoriels de Green qui nous seront utiles par la suite.

Soit D un ouvert de R3, borné, complémentaire d’un domaine non borné. Soit
u ∈ C2(R3\D) une solution de l’équation de Helmholtz ∆u + k2u = 0, satisfai-
sant :

lim
r→+∞

∫

|x|=r

|u(x)|2 dx = 0.

Alors u = 0 dans R3\D.

Lemme 17 (de Rellich en dimension 3).

La preuve de ce lemme se trouve dans [22], Lemme 3.11. Les deux lemmes suivants sont clas-
siques et admis.
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Soit D un domaine borné de R3, de classe C1, de frontière ΓD. On note n la normale

à ΓD dirigée vers l’extérieur de D. Soit (E,F) ∈
((

C1
(
D
) )3

×
(
C2(D)

)3)
, alors

∫

D

(
E ·∆F+ (∇ · E)(∇ · F) + (∇×E) · (∇×F)

)

=

∫

ΓD

(
(n× E) · (∇×F) + (n · E)(∇ · F)

)
.

Lemme 18 (Premier théorème vectoriel de Green).

Démonstration Sachant que

∇ · (E× F) = (∇×E) · F− E · (∇×F),

on obtient
∇ · (E× (∇×F)) = (∇×E) · (∇×F)− E · (∇×(∇×F)),

d’où il vient
∫

D

∇ · (E× (∇×F)) =

∫

D

[
(∇×E) · (∇×F)− E · (∇×(∇×F))

]

=

∫

ΓD

n · (E× (∇×F)) =

∫

ΓD

(n× E) · (∇×F).

Par suite, en utilisant la formule vectorielle

∇×(∇×F) = ∇(∇ · F)−∆F,

nous avons
∫

D

(
E ·∆F+ (∇ · E)(∇ · F) + (∇×E) · (∇×F)

)
=

∫

ΓD

(n× E) · (∇×F)

+

∫

D

E · ∇(∇ · F) +
∫

D

(∇ · E)(∇ · F).

Or on a également

∫

D

∇ · (E(∇ · F)) =

∫

D

E · ∇(∇ · F) +
∫

D

(∇ · E)(∇ · F)

=

∫

ΓD

(n · E)(∇ · F),

ce qui achève la démonstration. 2

Si maintenant (E,F) ∈
(
(C2(D))3

)2
, on applique le Lemme 18 au couple (E,F) puis au

couple (F,E) et l’on obtient par élimination des termes symétriques :
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Soit D un domaine borné de R3, de classe C1, de frontière ΓD. On note n la normale

à ΓD dirigée vers l’extérieur de D. Soit (E,F) ∈
(
(C2(D))3

)2
, alors

∫

D

(
E ·∆F− F ·∆E

)

=

∫

ΓD

(
(n× E) · (∇×F) + (n · E)(∇ · F)− (n× F) · (∇×E)− (n · F)(∇ · E)

)
.

Lemme 19 (Deuxième théorème vectoriel de Green).

Soit E ∈ W+ une solution du problème de Maxwell extérieur homogène :





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω+,
σ+
0 E = 0 sur Γ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0 (condition de Silver-Müller),

avec k réel.
Alors E = 0 dans Ω+.

Théorème 20 (Problème de Maxwell extérieur homogène).

Démonstration Soit BR la boule ouverte centrée en 0 et de rayon R, et SR la sphère centrée
en 0 et de rayon R. On suppose R suffisamment grand pour que Ω− soit contenu dans SR.

On note H =
1

ik
∇×E. La condition de Silver-Müller s’écrit encore

|n×H+ E| =
∣∣∣∣
1

ik
n× (∇×E) + E

∣∣∣∣ = O

(
1

R2

)
quand R tend vers l’infini, (1.14)

d’où l’on déduit que

lim
R→∞

∫

SR

|n×H+ E|2 = 0.

En appliquant le Lemme 18 au couple (E,E), et en tenant compte de ∆E + k2E = 0 et
∇ · E = 0, on obtient

∫

Ω+∩BR

(
− k2|E|2 + |∇×E|2

)
=

∫

SR−Γ

(
(n× E) · (∇×E)

)
= ik

∫

SR−Γ

(n× E) ·H,

où par convention

∫

SR−Γ

u =

∫

SR

u−
∫

Γ

u. En prenant la partie imaginaire de cette expression,

il vient

ℜ
(∫

SR−Γ

(n× E) ·H
)

= 0,
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où ℜ(z) désigne la partie réelle de z. Puisque n× E = 0 sur Γ, nous obtenons

0 = ℜ
(∫

Γ

(n× E) ·H
)

= ℜ
(∫

SR

(n× E) ·H
)

=
1

2

∫

SR

|n×H+ E|2 −
∫

SR

(
|E|2 + |n×H|2

)
.

D’où

lim
R→+∞

∫

SR

(
|E|2 + |n×H|2

)
= lim

R→+∞
|n×H+ E|2 = 0,

d’après (1.14). Donc lim
R→+∞

∫

SR

|E|2 = 0, d’où l’on déduit d’après le lemme de Rellich que E = 0

dans R3 \ Γ. 2

Ce théorème nous conduit directement au résultat suivant, en utilisant les potentiels élec-
tromagnétiques et la théorie de Fredholm.

Soit Ω− un ouvert borné de R3, de classe C1, de frontière Γ, et Ω+ le complémentaire
de Ω− dans R3. Alors le problème de Maxwell extérieur possède une unique solution.

Théorème 21 (Existence et unicité d’une solution au problème de Maxwell extérieur).

Démonstration Il reste simplement à montrer l’existence, l’unicité étant assurée grâce au
Théorème 20. La preuve suivante de l’existence est fondée sur le théorème de représentation
des champs à l’aide de potentiels électromagnétiques. Une preuve alternative se trouve au Théo-
rème 6.19 de [23].

Cherchons la solution dans R3 \ Γ sous la forme :

E = T
(
n×G2

0

)
u−Ku,

On applique la trace σ+
0 au champ électrique E :

σ+
0 E = (n× T)

(
n×G2

0

)
u−

(
n×K− 1

2
Id

)
u = e0. (1.15)

Notons A l’opérateur apparaissant dans l’équation précédente.

A := (n× T)
(
n×G2

0

)
− n×K+

1

2
Id .

• Les opérateurs G0, n×K et n×T sont respectivement d’ordre −1, −1 et +1. On en déduit
que l’opérateur A sous-jacent à cette équation est une perturbation compacte de 1

2
Id dans

Hs
T (Γ) (en effet, un opérateur d’ordre −1 dans Hs

T (Γ) est compact). Cet opérateur est donc
un opérateur de Fredholm d’indice 0. D’après le Corollaire 15 de l’alternative de Fredholm,
si A est injectif, alors l’équation (1.15) admet une solution.
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• Montrons que A est injectif. Soit u ∈ Hs
T (Γ) tel que Au = 0. Alors le champ E défini par

E = T
(
n×G2

0

)
u−Ku

vérifie σ+
0 E = Au = 0, donc est solution du problème de Maxwell extérieur homogène. Par

suite E est nul dans Ω+.

• Les formules de saut sur les potentiels T et K nous conduisent aux relations :

σ−
0 E = (n× T)

(
n×G2

0

)
u− n×Ku− 1

2
u = Au− u = −u,

σ−
1 E = σ+

1 T
(
n×G2

0

)
u− σ+

1 Ku−
(
n×G2

0

)
u = σ+

1 E−
(
n×G2

0

)
u = −

(
n×G2

0

)
u.

En utilisant le premier théorème vectoriel de Green (Lemme 18) dans le domaine Ω−, nous
obtenons comme dans la démonstration de l’unicité :

Im

∫

Γ

(n× E) · ∇×E = 0,

où les traces de E et E sont prises du côté de Ω−, et où Im(z) désigne la partie imaginaire
de z. Or

Im

(∫

Γ

(n× E) · ∇×E

)
= −Im

(
ik

∫

Γ

σ−
0 E · (n× σ−

1 E)

)

= −kℜ
(∫

Γ

a ·G2
0a

)

= −k
∫

Γ

|G0a|2.

Donc G0a = 0, et comme a ∈ H
−1/2
T (Γ), l’inégalité de Nédélec-Planchard (Proposition 3,

page 25) donne a = 0.

L’opérateur A est donc injectif et l’équation de frontière ci-dessus admet une solution. 2

1.4.2 Le problème de Maxwell intérieur avec condition métal

Nous considérons le problème :

Soit e0 ∈ H
−1/2
T (Γ). Le problème consiste à trouver le champ électrique diffracté E

vérifiant le système :

{
∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω−,

σ−
0 E = e0 sur Γ.

Définition 22 (Problème de Maxwell intérieur).
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Le problème consiste à trouver le champ électrique E vérifiant le système :

{
∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω−,

σ−
0 E = 0 sur Γ.

(1.16)

Définition 23 (Problème de Maxwell intérieur homogène).

On dira que k2 est une valeur propre pour le problème de Maxwell intérieur si le problème
(1.16) admet des solutions non triviales.

Remarque (Non-unicité au problème de Maxwell intérieur). Il existe une infinité dénombrable
de nombres d’onde k, correspondants à des fréquences dites de résonance, pour lesquels le
problème de Maxwell intérieur homogène (1.16) admet des solutions non nulles.

1.4.3 Le problème de Maxwell extérieur métal-impédant

Pour les problèmes de type métal-impédant, on suppose que la frontière Γ de l’obstacle
diffractant D est une surface fermée lipschitzienne. On découpe Γ en deux portions de surface
disjointes : Γ = ΓD ∪ ΓI , une portion de surface ΓD sur laquelle on impose une condition de
type métal (Dirichlet), et une surface ΓI sur laquelle on impose une condition de type impédant
(Fourier-Robin). On introduit une boule BR de rayon R tel que l’objet D soit inclus dans BR.
Nous définissons les espaces suivants, où par convention on note H0(Γ) = L2(Γ).

H(rot, D) =
{
u ∈

(
L2(D)

)3
,∇×u ∈

(
L2(D)

)3}
,

H0(rot, BR) = {u ∈ H(rot, BR),n× u = 0 sur ∂BR} ,
Hs

T (Γ) =
{
u ∈ (Hs(Γ))3 ,n · u = 0 sur Γ

}
,

Hs
T (Γ0) =

{
u|Γ0

,u ∈ Hs
T (Γ)

}
, si Γ0 ⊂ Γ,

Y (ΓD) =
{
f ∈

(
H−1/2(ΓD)

)3
, ∃u ∈ H0(rot, BR),n× u|ΓI

∈ L2
T (ΓI) et f = n× u|ΓD

}
,

X(D,ΓI) =
{
u ∈ H(rot, D),n× u|ΓI

∈ L2
T (ΓI)

}
,

Xloc(De,ΓI) = X(De ∩ BR,ΓI).

On rappelle que l’on a défini Etan à la Définition 1. Avec ces notations, le problème extérieur
mixte métal-impédant est défini par :

Etant donnés λ réel, f ∈ Y (ΓD) et h ∈ L2
T (ΓI), le problème consiste à trouver un

champ E ∈ Xloc(Ω
+,ΓI) vérifiant





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω+,
n× E = f sur ΓD,

n× (∇×E)− iλEtan = h sur ΓI ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0 (condition de Silver-Müller).

(1.17)

Définition 24 (Problème de Maxwell extérieur de type métal-impédant).
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Si λ ≥ 0, alors le problème de Maxwell extérieur de type métal-impédant (1.17) admet
une unique solution.

Théorème 25.

Démonstration On pourra se référer à l’annexe D pour la démonstration, qui provient de [18].
2

Remarque. Une condition impédante doit normalement faire intervenir l’impédance du vide

Z0 =

√
µ0

ǫ0
= µ0c0 =

1

ǫ0c0

de la manière suivante :
Ẽtan + αZ0n× H̃ = e,

avec α réel et où Ẽ et H̃ désignent les champs physiques spatio-temporels. Cependant, en raison
de la renormalisation du champ électromagnétique, cette constante n’apparâıt pas dans nos
équations :

Ẽtan + αZ0n× H̃ = ℜ
(

1√
ǫ0

Etane
−iωt

)
+ αZ0n×ℜ

(
1√
µ0

He−iωt

)

=
1√
ǫ0
ℜ
((

Etan +

√
ǫ0
µ0

Z0αn×H

)
e−iωt

)

=
1√
ǫ0
ℜ
(
(Etan + αn×H)e−iωt

)
.

1.4.4 Le problème de Maxwell intérieur métal-impédant

Le problème intérieur mixte métal-impédant est défini par :

Etant donnés λ réel, f ∈ Y (ΓD) et h ∈ L2
T (ΓI), trouver un champ E ∈ X(D,ΓI)

vérifiant 



∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω−,
n× E = f sur ΓD,

n× (∇×E)− iλEtan = h sur ΓI .
(1.18)

Définition 26 (Problème de Maxwell intérieur de type métal-impédant).

Si ΓI 6= ∅ et si λ 6= 0, alors le problème de Maxwell intérieur de type métal-impédant
(1.18) admet une unique solution.

Théorème 27.

Démonstration On pourra également se référer à l’annexe D pour la démonstration, effectuée
dans [18]. 2
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1.4.5 Caractérisation des traces

Pouvoir caractériser les espaces de traces est utile pour démontrer l’unicité de la solution à
certaines équations intégrales (notamment pour la GCSIE métallique).

Les traces extérieures et intérieures vérifient les propriétés

• Si (u,v) ∈ X+ \ {0, 0}, alors ℜ
(
< v,n× u >

)
> 0.

• Si (u,v) ∈ X−, alors ℜ
(
< v,n× u >

)
= 0.

Proposition 28.

Cette proposition s’écrit aussi en termes de traces de champs électriques :

• (Propriété P+).

Si E ∈ W+ \ {0} vérifie (σ+
0 E, σ

+
1 E) ∈ X+, alors ℜ

(
< σ+

1 E,n× σ+
0 E >

)
> 0.

• (Propriété P−).

Si E ∈ W− vérifie (σ−
0 E, σ

−
1 E) ∈ X−, alors ℜ

(
< σ−

1 E,n× σ−
0 E >

)
= 0.

Proposition 29.

Démonstration

• (Propriété P+). Soit E ∈ W+ \{0} tel que (σ+
0 E, σ

+
1 E) ∈ X+. D’après le premier théorème

vectoriel de Green (Lemme 18), appliqué à (E,E) dans Ω+ ∩ BR, et en tenant compte de
∆E = −k2E, ∇ · E = 0, on a :

∫

Ω+∩BR

(
(|∇×E|2 − k2|E|2)

)
= −

∫

SR

E ·
(
n× (∇×E)

)
+

∫

Γ

E ·
(
n× (∇×E)

)
.

Cela s’exprime en fonction de H = 1
ik
∇×E :

∫

Γ

E · (n×H) =

∫

SR

E · (n×H) + ik

∫

Ω+∩BR

(
|E|2 − |H|2

)
.

En prenant la partie réelle, on obtient :

ℜ
(
< σ+

1 E,n× σ+
0 E >

)
= −ℜ

(∫

Γ

E · (n×H)

)
= −ℜ

(∫

SR

E · (n×H)

)
.

Or d’après la condition de Silver-Müller, on a :

−2ℜ
(∫

SR

E · (n×H)

)
= −

∫

SR

|n×H+ E|2
︸ ︷︷ ︸

lim
R→+∞

=0

+

∫

SR

(
|E|2 + |H|2

)

︸ ︷︷ ︸
≥0

.
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On en déduit que ℜ
(
< σ+

1 E,n× σ+
0 E >

)
≥ 0. Si de plus cette quantité est nulle, alors

lim
R→+∞

∫

SR

|E|2 = 0,

et le lemme de Rellich (Lemme 17) nous assure que E = 0 dans Ω+. La propriété P+ est
donc démontrée.

• (Propriété P−). Soit E ∈ W− tel que (σ−
0 E, σ

−
1 E) ∈ X−. D’après le deuxième théorème

vectoriel de Green (Lemme 19), appliqué à (E,E) dans Ω+ ∩ BR, et en tenant compte de
∆E = −k2E, ∇ · E = 0, on a :

∫

Γ

[
E ·
(
n× (∇×E)

)
− E ·

(
n× (∇×E)

)]
= 0.

En prenant la partie imaginaire de cette relation, on obtient :

ℜ
(
< σ−

1 E,n×σ−
0 E >

)
= ℜ

(
1

ik

∫

Γ

(
n× (∇×E)

)
· E
)

=
1

k
Im

(∫

Γ

(
n× (∇×E)

)
· E
)

= 0,

ce qui conclut la preuve.

2

1.5 Représentation intégrale d’un champ diffracté par

un objet parfaitement conducteur

Soit Einc un champ incident, c’est-à-dire une onde plane, solution de l’équation de Maxwell
harmonique dans tout l’espace R3 :

∇×(∇×Einc)− k2Einc = 0 dans R3,

continue dans R3 et ne vérifiant aucune condition particulière à l’infini. On s’intéresse au pro-
blème de la diffraction de ce champ incident par l’obstacle Ω−.

Nous supposerons l’obstacle parfaitement conducteur. Le problème est alors de trouver un
champ diffracté E, solution du problème de Maxwell dans Ω+, tel que le champ total Etot =
Einc + E vérifie la condition aux limites :

n× Etot = 0.

On appelle cette condition aux limites condition au bord du parfait conducteur, ou encore
condition métal. On suppose donc que la condition de Dirichlet possède la forme particulière
suivante :

e0 = −σ+
0 Einc sur Γ.
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Etant donné un champ électrique incident Einc solution de l’équation harmonique dans
R3, vérifiant n× Einc ∈ H

−1/2
T (Γ), le problème consiste à trouver le champ électrique

diffracté E vérifiant le système :





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω+,
σ+
0 E = −n× Einc sur Γ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0 (condition de Silver-Müller).

Définition 30 (Problème du parfait conducteur (Maxwell extérieur)).

Le Théorème de représentation 5 nous donne alors :

E = C+(σ+
0 E, σ

+
1 E) dans Ω+. (1.19)

Puisque Einc est solution du problème de Maxwell intérieur, Einc est une onde de W− qui par
suite vérifie

C−(σ−
0 Einc, σ

−
1 Einc) = 0 dans Ω+.

Or Einc étant continue dans tout R3, ses traces de Dirichlet et de Neumann sont continues au
passage de l’interface, donc

0 = C+(σ+
0 Einc, σ

+
1 Einc) dans Ω+. (1.20)

En sommant (1.19) et (1.20), on obtient :

E = C+
(
0, σ+

1 E
tot
)

dans Ω+. (1.21)

Remarque. Le champ incident Einc ne vérifie pas la condition de Silver-Müller puisque

C+(σ+
0 Einc, σ

+
1 Einc) = 0 6= Einc dans Ω+.

Ainsi les champs incident et total appartiennent à l’espace W−, mais pas à l’espace W+. Seul
le champ diffracté est rayonnant, en ce sens qu’il vérifie la condition de Silver-Müller à l’infini.

De même, le champ magnétique diffracté vérifie :

H = C+
(
σ+
1 E

tot, 0
)

dans Ω+. (1.22)
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2.3 Les équations de type GCSIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Les méthodes de décomposition de domaine étudiées au cours de cette thèse sont toutes fon-
dées sur une résolution par équations intégrales dans les sous-domaines. Aussi, avant d’aborder
les méthodes de résolution par DDM, devons nous présenter en premier lieu une description et
une classification des équations intégrales dédiées à l’électromagnétisme.

Nous distinguons dans le premier paragraphe deux catégories d’équations intégrales : en
source ou en champ. Nous décrivons le principe général de construction d’une équation en
source puis donnons les équations en source les plus simples. Nous présentons ensuite le mode
de construction des équations en champ.

Dans le deuxième paragraphe, nous faisons le lien entre ces équations en champ et les équa-
tions intégrales en champ classiques pour résoudre le problème du parfait conducteur métallique.
Il s’agit des équations EFIE, MFIE et CFIE, dont nous verrons les avantages et inconvénients
respectifs.

Nous décrivons au troisième paragraphe le formalisme général à l’œuvre dans la construc-
tion d’équations intégrales intrinsèquement bien conditionnées, les équations de type GCSIE,
qui sont des équations en source. Nous appliquons ensuite ce formalisme pour la construction
de la GCSIE dédiée au problème métal, puis de la GCSIE dédiée au problème impédant. Nous
décrivons finalement les approximations des opérateurs intervenant dans les GCSIE métallique
et impédante. On s’intéresse notamment à l’opérateur Dirichlet-to-Neumann et aux différentes
manières possibles de l’approcher.

Le quatrième paragraphe est consacré à l’illustration numérique de la convergence des al-
gorithmes d’équations intégrales présentées. Sur un cas très simple, le cas d’une sphère maillée
plus ou moins finement, à différentes fréquences, on observe les courbes de convergence, témoins
du conditionnement des systèmes linéaires résolus, et les courbes de SER, témoins de la préci-
sion de ces équations intégrales.

Le cinquième paragraphe aborde le problème spécifique des cavités. On y observe que la
présence de cavités détériore le conditionnement des systèmes linéaires sous-jacents aux équa-
tions intégrales, même pour la GCSIE, et que la cavité joue sur la forme de la SER (on ne peut
donc pas la supprimer). Une méthode de décomposition de domaine est donc nécessaire, ce qui
nous amène à notre seconde partie.

En vue d’utiliser des équations intégrales dans les sous-domaines intervenant dans la DDM
décrite au chapitre suivant, nous expliquons dans un sixième paragraphe comment synthétiser
un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann à l’aide d’équations intégrales.
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2.1 Zoologie des équations intégrales

On classe généralement les équations intégrales en deux grandes catégories : les équations
en source (dites indirectes) et les équations en champ (dites directes).

Les équations en source sont basées sur la paramétrisation du champ recherché, grâce à un
potentiel construit à l’aide de la fonction de Green, vérifiant nativement les équations de Max-
well et la condition de rayonnement de Silver-Müller dans le domaine non borné. Pour qu’un
champ paramétré à l’aide d’un tel potentiel soit solution du problème aux limites, il lui suffit
de vérifier la bonne condition aux limites. On obtient ainsi une équation posée sur la source en
fonction de laquelle s’exprime le champ recherché : c’est l’équation intégrale. Après résolution
de cette équation intégrale, on obtient le champ solution du problème à l’aide de la formule de
reconstruction donnée par la paramétrisation initiale. A ce titre, le mode de construction des
équations en source est générique et facile à décrire.

Les équations en champ, quant à elles, se fondent sur le théorème de représentation de
Stratton-Chu, selon lequel un champ défini dans tout l’espace exceptée la frontière de l’objet
diffractant, s’exprime en fonction de ses sauts de Dirichlet et de Neumann sur la frontière, en
fonction des potentiels électromagnétiques. En prolongeant le champ à tout l’espace par un
choix judicieux, et en prenant la trace de Dirichlet ou de Neumann du théorème de représen-
tation, on obtient l’équation intégrale à résoudre. Il s’agit donc d’un procédé de construction
spécifique à chaque équation intégrale.

Les inconnues des équations en champ ont toujours une interprétation physique, puisqu’il
s’agit de traces de Dirichlet ou de Neumann du champ électromagnétique. C’est pourquoi on
dit que les équations en champ sont des méthodes directes. A l’inverse, les inconnues des équa-
tions en source n’ont pas nécessairement de signification physique, d’où le nom de méthodes
indirectes. C’est aussi l’un des avantages des équations en source, que de permettre une plus
grande liberté sur le choix de l’inconnue.

Les équations intégrales présentées ci-dessous sont destinées à la résolution du problème
métal extérieur :

σ+
0 E = e0,

où e0 désigne la condition aux limites de type métal (Dirichlet). Le principe étant le même pour
le problème métal intérieur, nous ne détaillerons pas les équations intégrales correspondantes.

2.1.1 Les équations en source

Construction d’une équation en source

Le principe générique de construction d’une équation intégrale en source est le suivant. On
considère un objet borné simplement connexe de R3, de frontière Γ, définissant un domaine
extérieur et un domaine intérieur. On souhaite trouver le champ électromagnétique E solution
des équations de Maxwell harmoniques, soit dans le domaine extérieur, soit dans le domaine
intérieur, satisfaisant éventuellement la condition de rayonnement à l’infini (si le problème est
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extérieur), et vérifiant de plus la condition aux limites

γE = u0 sur Γ, (2.1)

où γ est une trace (extérieure ou intérieure) sur Γ et u0 le second membre. On suppose que
l’on dispose d’un potentiel V . Nous donnerons au paragraphe suivant les choix naturels de V
pour le cas de l’électromagnétisme. Un potentiel est un opérateur qui fait rayonner un champ
de vecteurs u défini sur la surface Γ, tangents à Γ en chacun de ses points, en un champ élec-
tromagnétique défini dans tout l’espace excepté sur Γ. A l’aide du potentiel V , on choisit de
paramétrer le champ électromagnétique E solution du problème aux limites, par une source u
donnée sur la frontière de l’objet, sous la forme E = Vu (formule de reconstruction). Trouver
le champ E revient alors à résoudre l’équation intégrale γVu = u0 posée sur la source u, puis
à reconstruire E à partir de u grâce à la formule de reconstruction.

La théorie des équations intégrales pour le problème de Maxwell repose sur les deux poten-
tiels électromagnétiques introduits au Chapitre 1 : le potentiel simple couche T et le potentiel
double couche K. Les potentiels T et K sont privilégiés car appliqués à une source u sur Γ, ils
vérifient automatiquement les équations de Maxwell et la condition de rayonnement à l’infini.
Pour paramétrer le champ électromagnétique E recherché, on utilise les potentiels T et K, et
éventuellement des opérateurs intermédiaires R1 et R2 agissant de la surface Γ vers elle-même.
La paramétrisation de E par u, qui est aussi la formule de reconstruction, s’écrit :

E = (T R1 −KR2)u, (2.2)

de sorte que V = T R1−KR2, avec les notations du paragraphe précédent. Mis sous cette forme,
le champ E est nécessairement un champ électromagnétique, i.e. vérifie l’équation de Maxwell
harmonique et la condition de rayonnement à l’infini, ceci étant dû aux propriétés particulières
de T et K. Pour que le champ E écrit sous la forme (2.2) soit solution de notre problème, il
suffit donc qu’il satisfasse la condition aux limites (2.1). Ceci impose la condition suivante sur
u :

(γT R1 − γKR2)u = u0. (2.3)

Cette dernière équation (2.3) est l’équation intégrale γVu = u0. Ce terme vient de ce que les
opérateurs γT et γK sur Γ sont des opérateurs intégraux : des opérateurs de convolution avec
des fonctions faisant intervenir le noyau de Green. Si l’on trouve u solution de (2.3), on obtient
un champ E solution du problème grâce à la formule de reconstruction (2.2).

Une remarque importante s’impose : on a toute liberté de choix pour les opérateurs de
couplage R1 et R2 définissant l’équation intégrale (2.3), pourvu que l’on utilise exactement les
mêmes opérateurs dans la formule de reconstruction (2.2). Par ailleurs, on rappelle que l’un
des objectifs majeurs est d’obtenir une équation intégrale bien conditionnée. Pour ce faire, on
utilise donc la liberté de choix sur les opérateurs R1 et R2. Ceci nous sera utile au §2.3 lors de
la construction d’équations de type GCSIE. Pour l’instant, nous nous contentons de donner les
équations intégrales simple couche et double couche en source, pour le problème métal extérieur.
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Equation simple couche en source

On choisit de paramétrer le champ E par la source u à l’aide du potentiel simple couche :

E = T u.

En prenant la trace de Dirichlet extérieure σ+
0 de cette équation, dite formule de reconstruction,

il vient l’équation intégrale :
Tu = −n× e0.

Nous verrons plus loin que l’opérateur sous-jacent est celui de l’EFIE, équation en champ qui
peut aussi être considérée comme une équation en source.

Equation double couche en source

On choisit de paramétrer le champ E par la source u à l’aide du potentiel double couche :

E = −Ku.

En prenant la trace de Dirichlet extérieure σ+
0 de cette équation, dite formule de reconstruction,

il vient l’équation intégrale : (
1

2
Id−n×K

)
u = e0.

2.1.2 Les équations en champ

Les équations en champ se fondent sur le théorème de représentation dont nous rappelons
le résultat :

E = T [σ1E]−K[σ0E]. (2.4)

Pour pouvoir utiliser ce théorème, on cherche à prolonger E dans le domaine intérieur Ω−.

Prolongement par continuité de la trace de Dirichlet (et résolution du problème de
Dirichlet intérieur)

On prolonge E dans Ω− par continuité de sa trace de Dirichlet. En d’autres termes, on
suppose que le champ est solution du problème de Dirichlet intérieur avec condition aux limites
égale à la trace de Dirichlet extérieure :

σ−
0 E = σ+

0 E.

On a donc [σ0E] = 0. Le Théorème (2.4) donne alors la formule de reconstruction :

E = T [σ1E].

En prenant la trace σ+
0 de cette équation, il vient

e0 = σ+
0 E = σ+

0 T [σ1E] = n× T[σ1E],

d’où l’équation intégrale

T[σ1E] = −n× e0.
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Prolongement par continuité de la trace de Neumann (et résolution du problème
de Neumann intérieur)

On prolonge E dans Ω− par continuité de sa trace de Neumann. En d’autres termes, on
suppose que le champ est solution du problème de Neumann intérieur avec condition aux limites
égale à la trace de Neumann extérieure :

σ−
1 E = σ+

1 E.

On a donc [σ1E] = 0. Le Théorème (2.4) donne alors la formule de reconstruction :

E = −K[σ0E].

En prenant la trace σ+
0 de cette équation, il vient

e0 = σ+
0 E = −σ+

0 K[σ0E] = −
(
n×K− 1

2
Id

)
[σ0E],

d’où l’équation intégrale (
1

2
Id−n×K

)
[σ0E] = e0.

Prolongement par 0 et prise de la trace de Dirichlet

On prolonge E par 0 dans Ω−. On a donc σ−
0 E = 0 et σ−

1 E = 0. Le Théorème (2.4) donne
alors :

E = T σ+
1 E−Kσ+

0 E = T σ+
1 E−Ke0.

En prenant la trace de Dirichlet σ+
0 de cette équation, il vient la formule de reconstruction

e0 = σ+
0 E = (σ+

0 T )σ+
1 E− (σ+

0 K)e0 = (n× T)σ+
1 E−

(
n×K− 1

2
Id

)
e0,

d’où l’équation intégrale

Tσ+
1 E =

(
−1

2
n×+K

)
e0.

Prolongement par 0 et prise de la trace de Neumann

On prolonge encore E par 0 dans Ω−. Le Théorème (2.4) donne de même :

E = T σ+
1 E−Kσ+

0 E = T σ+
1 E−Ke0.

En prenant cette fois la trace de Neumann σ+
1 de cette équation, il vient la formule de recons-

truction

σ+
1 E = (σ+

1 T )σ+
1 E− (σ+

1 K)e0 = −
(
n×K− 1

2
Id

)
σ+
1 E− (n× T)e0,

d’où l’équation intégrale
(
1

2
Id+n×K

)
σ+
1 E = (−n× T)e0.
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2.2 Equations intégrales pour le problème métal, utili-

sées dans les codes industriels

Dans ce qui suit, nous nous intéressons à la résolution du problème de Maxwell extérieur
avec condition métal, par des équations en champ, lorsque le second membre est la trace d’une
onde incidente. Nous donnons ci-dessous la construction des équations intégrales classiques :
équation en champ électrique (EFIE), équation en champ magnétique (MFIE) ou équation en
champs combinés (CFIE). Nous rappelons brièvement les preuves d’existence et d’unicité pour
ces équations. Ces preuves sont fondées sur l’existence d’une solution au problème de Maxwell
extérieur donnée au Théorème 21. Le lien entre ces équations classiques et les équations en
champ présentées ci-dessus est que le second membre a une forme particulière (trace d’une
onde incidente), et que par conséquent, on dispose d’une nouvelle paramétrisation : le champ
diffracté s’exprime en fonction d’une trace du champ total (somme du champ incident et du
champ diffracté). On utilise les résultats de la section §1.5.

2.2.1 Équation intégrale en champ électrique (EFIE)

• Construction en champ de l’EFIE.
On suppose que l’on veut résoudre σ+

0 E = e0, où le second membre est la trace d’une onde
incidente Einc : e0 = −n× Einc. Dans le §1.5, nous avions obtenu l’équation (1.21) :

E = C+(0, σ+
1 E

tot) = T σ+
1 E

tot dans Ω+.

Posons u = σ+
1 E

tot, alors E vérifie E = T u, d’où en appliquant la trace : σ+
0 E = (n×T)u et

Tu = −n× (σ+
0 E) = n× (σ+

0 E
inc) = −Einc

tan,

où l’on a noté Einc
tan = γTE

inc la trace tangentielle du champ incident. Le champ électrique
E = C+(0,u) est solution du problème de Maxwell extérieur si le courant u = σ+

1 E
tot est

solution de l’équation EFIE (Electric Field Integral Equation) :

EFIE : Tu = −Einc
tan. (2.5)

La variable u représente une grandeur physique : c’est la trace de Neumann du champ total.

• Construction en source de l’EFIE.
On remarque qu’il s’agit également de l’équation simple couche en source, en prenant e0 =
−n× Einc. On peut donc aussi considérer l’EFIE comme une équation en source.

Etude de l’équation intégrale EFIE en champ

L’opérateur T est injectif si et seulement si k2 n’est pas valeur propre du problème de
Maxwell intérieur homogène (1.16).

Proposition 31.
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Démonstration Soit u tel que Tu = 0. Posons E = T u dans Ω+ et dans Ω−. Nous avons
σ+
0 E = σ−

0 E = Tu = 0. Donc E est solution des problèmes de Maxwell homogènes extérieur
et intérieur. Par unicité de la solution au problème de Maxwell extérieur, E est nul dans Ω+.
De même, si le problème de Maxwell intérieur homogène est bien posé, alors E est nul dans
Ω−. Ainsi T u est nul dans Ω+ et dans Ω−. Alors la formule de saut pour le simple couche nous
donne

u = σ+
1 T u− σ−

1 T u = 0,

d’où l’injectivité de T. 2

L’équation EFIE en champ (2.5) est bien posée si et seulement si k2 n’est pas valeur
propre du problème de Maxwell intérieur homogène (1.16).

Proposition 32.

Démonstration D’après la Proposition 31, il reste simplement à démontrer l’existence.

Soit E solution du problème de Maxwell extérieur avec condition aux limites σ+
0 E =

−σ+
0 E

inc. Posons u = σ+
1 E

tot = σ+
1 E + σ+

1 E
inc. Par construction de l’EFIE, on sait alors

que E = C+(0,u) dans Ω+, et donc que Tu = −Einc
tan. 2

2.2.2 Équation intégrale en champ magnétique (MFIE)

• Construction en champ de la MFIE.
On suppose à nouveau que l’on veut résoudre σ+

0 E = e0, où e0 = −n × Einc. Nous avions
obtenu l’équation (1.22) :

H = C+(σ+
1 E

tot, 0) = −K(σ+
1 E

tot) dans Ω+.

Posons u = σ+
1 E

tot, alors H vérifie H = −Ku, d’où en appliquant la trace : σ+
0 H =(

1

2
Id−n×K

)
u. En remarquant que σ+

0 H = σ+
1 E

tot − σ+
0 H

inc = u− σ+
0 H

inc, on obtient

u− σ+
0 H

inc =

(
1

2
Id−n×K

)
u.

Le champ électrique E = C+(0,u) est solution du problème de Maxwell extérieur si le courant
u = σ+

1 E
tot est solution de l’équation intégrale MFIE (Magnetic Field Integral Equation)

MFIE :

(
1

2
Id+n×K

)
u = σ+

0 H
inc. (2.6)

La variable u représente à nouveau une grandeur physique : c’est la trace de Neumann du
champ total.
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• Impossibilité d’une construction en source de la MFIE.
On ne peut pas construire la MFIE comme équation en source. En effet, supposons que l’on
paramètre le champ H par une source u en utilisant le potentiel double couche :

H = −Ku,

alors la trace de Dirichlet σ+
0 (−K) =

(
1

2
Id−n×K

)
est différente de l’opérateur

(
1

2
Id+n×K

)

intervenant dans la MFIE.

Etude de l’équation intégrale MFIE en champ

L’opérateur
1

2
Id+n × K est injectif si et seulement si k2 n’est pas valeur propre du

problème de Maxwell intérieur homogène (1.16).

Proposition 33.

Démonstration Soit u tel que
(
1
2
Id+n×K

)
u = 0. Posons E = Ku dans Ω−. Nous avons

σ−
0 E =

(
1
2
Id+n×K

)
u = 0. Donc E est solution du problème de Maxwell homogène intérieur.

Si le problème de Maxwell intérieur homogène est bien posé, alors E = Ku est nul dans Ω−. En
particulier, σ−

1 Ku = 0. Par continuité de la trace de Neumann du double couche, on obtient

0 = σ−
1 Ku = σ+

1 Ku = (n× T)u,

d’où Tu = 0. La Proposition 31 permet alors de conclure que u = 0. 2

L’équation MFIE (2.6) est bien posée si et seulement si k2 n’est pas valeur propre du
problème de Maxwell intérieur homogène (1.16).

Proposition 34.

Démonstration D’après la Proposition 33, il reste simplement à démontrer l’existence.

Soit E solution du problème de Maxwell extérieur avec condition aux limites σ+
0 E =

−σ+
0 E

inc. Posons u = σ+
1 E

tot = σ+
1 E + σ+

1 E
inc. Par construction de la MFIE, on sait alors

que H = C+(u, 0) dans Ω+, et donc que
(
1
2
Id+n×K

)
u = σ+

0 H
inc. 2

2.2.3 Équation intégrale en champs combinés (CFIE)

Les équations EFIE et MFIE ne sont pas bien posées à toute fréquence. Pour pallier à ce
défaut, on combine ces deux équations à l’aide d’un coefficient α ∈]0, 1[, en une équation appelée
CFIE (Combined Field Integral Equation) :

CFIE = (1− α)EFIE + αMFIE.
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On obtient

CFIE : (1− α)Tu+ α

(
1

2
Id+n×K

)
u = −(1− α)Einc

tan + ασ+
0 H

inc.

Soit α ∈]0, 1[. Pour tout nombre d’onde k réel, l’équation CFIE est bien posée.

Théorème 35.

Démonstration

• Unicité : Soit u tel que

(1− α)Tu+ α

(
1

2
Id+n×K

)
u = 0.

Posons E = T u dans Ω+ et Ω−. Alors E vérifie

σ−
1 E = −

(
n×K+

1

2
Id

)
u =

1− α

α
Tu =

1− α

α
(−n× σ−

0 E). (2.7)

En utilisant le premier théorème vectoriel de Green (Théorème 18) dans le domaine Ω−, nous
obtenons :

Im

∫

Γ

(
n× E

)
· (∇×E) = 0,

soit encore

0 = ℜ
(
−k
∫

Γ

σ−
0 E · (n× σ−

1 E)

)
= −k1− α

α
ℜ
(∫

Γ

|σ−
0 E|2

)
.

Par suite, σ−
0 E = 0, et comme le potentiel simple couche a un saut de Dirichlet nul et que

E = T u, on obtient σ+
0 E = σ−

0 E = 0. Par unicité de la solution au problème de Maxwell
extérieur, E = 0 dans Ω+. En particulier, σ+

1 E = 0. De plus, la formule (2.7) combinée à
σ−
0 E = 0 nous donne σ−

1 E = 0. Il ne reste plus qu’à appliquer la formule de saut pour le
potentiel simple couche :

u = σ+
1 T u− σ−

1 T u = σ+
1 E− σ−

1 E = 0.

D’où le résultat.

• Existence : Les équations EFIE et MFIE admettent à toute fréquence une solution com-
mune, à savoir la trace σ+

1 E
tot. Comme l’équation CFIE est une combinaison linéaire des

équations EFIE et MFIE, σ+
1 E

tot est également solution de la CFIE. Notons qu’à certaines
fréquences, soit pour l’EFIE, soit pour la MFIE, il existe des solutions autres que σ+

1 E
tot,

mais que ce phénomène ne se produit jamais en même temps pour ces deux équations, compte
tenu de l’unicité démontrée pour la CFIE.

2
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2.3 Les équations de type GCSIE

Toutes les équations intégrales de type GCSIE (pour Generalized Combined Field Integral
Equation, soit équation intégrale en sources combinées généralisée) sont fondées sur une ap-
proche commune. Cellle-ci permet de construire des équations intégrales intrinsèquement bien
conditionnées, pour résoudre un problème avec une condition aux limites donnée.

Initialement, ce formalisme est dégagé par Levadoux [42], [38], [41] dans le domaine de
l’acoustique. Il réalise une mise en œuvre numérique de l’équation GCSIE pour le problème
de Helmholtz bidimensionnel avec condition de Dirichlet, et pose les bases théoriques de la
construction de l’équation GCSIE pour le problème de Helmholtz tridimensionnel, également
avec condition de Dirichlet. Levadoux propose en outre une approche générale concernant les
stratégies de préconditionnement optimales pour les problèmes maxwelliens en dimension 3 [40].
La transposition de la GCSIE de l’acoustique à l’électromagnétisme est ensuite réalisée paral-
lèlement par Borel [13], [14], [2] et Darbas [6], [25], [26] au cours de leur thèse. Pour résoudre le
problème de Maxwell métallique (analogue au problème acoustique avec condition de Dirichlet),
Borel et Darbas utilisent le même formalisme GCSIE pour la construction de l’équation ; en re-
vanche, elles proposent des approximations numériques différentes pour l’opérateur Dirichlet-to-
Neumann, qui joue un rôle fondamental dans la GCSIE métallique. Une autre équation GCSIE
est introduite par Molko-Daugas [45] au cours de sa thèse pour répondre au problème spécifique
posé par les singularités, pour le problème de Helmholtz en dimension 2 avec condition de Diri-
chlet. Molko-Daugas utilise une approximation numérique de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann
proche de celle de Borel, mais opère une modification cruciale pour prendre en compte dans
l’opérateur la présence d’une pointe bidimensionnelle.

Alouges et Levadoux étendent par ailleurs le formalisme GCSIE avec condition métal, à des
conditions aux limites imposées par des traces de nature quelconque [4]. Ils montrent également
que tout problème aux limites dont la solution peut être paramétrée à l’aide d’un potentiel
intégral rentre dans le cadre du formalisme GCSIE, et peut donc donner lieu à la construction
d’une équation intégrale bien conditionnée permettant de résoudre ce problème. En particulier,
le formalisme GCSIE est ensuite appliqué au cas du problème de Maxwell impédant par Leva-
doux, Millot et Pernet [48], [43]. Pernet [48] propose une approximation numérique pertinente
pour les deux opérateurs permettant de régulariser l’équation GCSIE impédante.

2.3.1 Un formalisme GCSIE général pour construire une équation
de frontière bien conditionnée

Levadoux et Alouges [4] ont développé un formalisme permettant de construire des équa-
tions intégrales nativement bien conditionnées, pour un problème aux limites quelconque.

On s’intéresse à un problème posé à l’extérieur d’un objet de frontière Γ, avec une condition
aux limites posée sur Γ. Le principe serait le même s’il s’agissait d’un problème intérieur.
Le problème aux limites peut s’exprimer à l’aide de trois ingrédients, l’espace W des champs
admissibles dans lequel on recherche la solution, la trace γ imposée sur la frontière Γ, et le
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second membre u0. Il s’exprime sous la forme

Trouver E ∈ W, tel que γE = u0.

On suppose que l’on dispose d’une paramétrisation de l’espace W , à l’aide d’un potentiel V
explicite associé à une trace γv (Fig. 2.1) :

∀E ∈ W, E = V(γvE).

γv

Γ

γvE E = V (γvE)

V

Figure 2.1 – Paramétrisation schématique de l’espace W .

En d’autres termes, on a les deux égalités suivantes :

Vγv = IdW ,

γvV = Idγv(W ) .

Dans le cas de l’électromagnétisme, le potentiel V est explicite et intégral.

Le principe général de construction de l’équation de frontière bien conditionnée est alors le
suivant :

• (a) Tout d’abord, on recherche un opérateur R vérifiant γVR = Id. Remarquons qu’il suffit
que R vérifie :

R : γE 7→ γvE. (2.8)

En effet, on a alors le schéma suivant,

γE
R7→ γvE

V7→ E
γ7→ γE,

qui montre pourquoi l’opérateur γVR est l’identité. Une autre manière de voir les choses
est de considérer le potentiel R qui “résout” l’équation, c’est-à-dire tel que E = R(γE) =
Ru0, opérateur dont bien sûr nous ne disposons pas numériquement, sinon le problème
serait trivial à résoudre. La trace γ est alors associée au potentiel R, de la même manière
que la trace γv est associée au potentiel V , dans le sens où l’on a les deux paramétrisations
suivantes possibles de l’espace W :

∀E ∈ W, E = V(γvE),
∀E ∈ W, E = R(γE).

En posant
R := γvR, (2.9)
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on obtient par simplifications successives

γVR = γ(Vγv)R = γ IdW R = γR = Idγ(W ) .

Les définitions (2.8) et (2.9) de l’opérateur R sont bien sûr équivalentes.

• (b) En général, l’opérateur R n’est pas connu explicitement, sinon, encore une fois, le problème
serait simplement résolu par

E = VRu0.

On choisit donc une approximation R̃ de R, et on paramétrise E via le potentiel VR̃, à
l’aide d’une source u définie sur la surface de l’objet (Fig. 2.2) :

E = VR̃u. (2.10)

E ∈W
V R̃

Γ

u

Figure 2.2 – Paramétrisation du champ solution E par une source u à l’aide du potentiel V .

• (c) En prenant la trace γ de l’équation (2.10), on obtient l’équation intégrale suivante :

γVR̃u = u0. (2.11)

On remarque enfin que si R̃ = R, alors γVR̃ = Id. Si R̃ est suffisamment proche de R en
un certain sens, l’équation correspondante sera bien conditionnée. L’objectif est de construire
un opérateur R̃, de coût numérique réduit, et tel que le système linéaire sous-jacent à l’équa-
tion (2.11) soit une perturbation compacte de l’identité, ou une perturbation compacte d’un
opérateur d’ordre 0.

2.3.2 Opérateur Dirichlet-to-Neumann

Nous introduisons ici l’opérateur Dirichlet-to-Neumann. Ceci nous permettra ensuite de
présenter la construction de la GCSIE métallique, basée sur la connaissance et l’approximation
de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann.
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• On appelle Dirichlet-to-Neumann extérieur, et on note Y +, l’opérateur qui à une
donnée de Dirichlet e0 sur Γ, associe la trace de Neumann du champ E solution du
problème de Maxwell extérieur avec condition de Dirichlet e0 : si E est tel que





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω+,
σ+
0 E = e0 sur Γ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0,

alors
Y +e0 = σ+

1 E.

• On appelle Dirichlet-to-Neumann intérieur, et on note Y −, l’opérateur qui à une
donnée de Dirichlet e0 sur Γ, associe la trace de Neumann du champ E solution du
problème de Maxwell intérieur avec condition de Dirichlet e0 : si E est tel que

{
∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω−,

σ−
0 E = e0 sur Γ,

alors
Y −e0 = σ−

1 E.

Définition 36 (Opérateur Dirichlet-to-Neumann).

Le Théorème de représentation conduit à

(n× T)Y + − n×K+
1

2
Id = Id .

De même, on a

(n× T)Y − − n×K− 1

2
Id = Id .

Lemme 37.

Démonstration Soit E dans W+. D’après le théorème de représentation, on a dans Ω+ :

E = T
(
σ+
1 E
)
−K

(
σ+
0 E
)
.

En utilisant σ+
1 E = Y +σ+

0 E puis en prenant la trace σ+
0 de l’équation ci-dessus, nous obtenons :

σ+
0 E = (σ+

0 T )Y +σ+
0 E− (σ+

0 K)σ+
0 E =

(
(n× T)Y + − n×K+

1

2
Id

)
σ+
0 E,

d’où le résultat.

L’équation avec le Dirichlet-to-Neumann intérieur se démontre de la même manière. 2
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Remarque. C’est ce lemme qui constitue la base de la construction de la GCSIE (nous ver-

rons plus loin qu’elle repose sur l’opérateur (n × T) Ỹ + − n × K + 1
2
Id, où Ỹ + désigne

une approximation du Dirichlet-to-Neumann). Il justifie heuristiquement que la GCSIE soit
intrinsèquement bien conditionnée.

Sur un plan infini, l’opérateur Dirichlet-to-Neumann s’exprime en fonction de l’opé-
rateur simple couche :

Y + = −2(n× T).

Lemme 38 (Dirichlet-to-Neumann du plan infini).

La preuve est basée sur le Lemme suivant :

Sur un plan infini dans R3, l’opérateur K est nul.

Lemme 39.

Démonstration (du Lemme 39). On note Γ le plan d’intérêt. Le potentiel K s’exprime comme

Ku(x) = ∇x ×
(∫

Γ

gk(x− y) u(y) dy

)
=

∫

Γ

(∇xgk(x− y))× u(y) dy.

Si x ∈ Γ, alors le vecteur ∇xgk(x − y) est tangent à Γ, de même que le vecteur u(y). Leur
produit vectoriel est donc normal à Γ, ce qui montre que la trace tangentielle de K (l’opérateur
K) est de noyau nul pour x 6= y. Comme il s’agit d’un opérateur d’ordre −1, il est nul. 2

Démonstration (du Lemme 38). Notons Γ le plan infini. Soit u0 une donnée sur Γ.

Posons E = −2Ku0. Alors on remarque que

σ+
0 E = −2σ+

0 Ku0 = −2

(
n×K− 1

2
Id

)
u0 = u0,

car K est nul sur Γ.

On a ainsi σ+
0 E = u0, on en déduit

Y +u0 = σ+
1 E = σ+

1 (−2Ku0) = −2(σ+
1 K)u0 = −2(n× T)u0.

D’où Y + = −2(n× T). 2

Puisque le problème de Maxwell intérieur n’est pas bien posé à certaines fréquences, on ne
peut pas toujours définir le Dirichlet-to-Neumann intérieur. Cependant lorsque c’est le cas, on
a le résultat suivant.
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L’opérateur Y − est bien défini si et seulement si −k2 n’est pas une valeur propre du
problème de Dirichlet intérieur pour le laplacien, et dans ce cas l’opérateur simple
couche n× T est un inverse de (Y + − Y −) :

(Y + − Y −)(n× T) = Id . (2.12)

Proposition 40.

Démonstration Dans ce cas, soit u ∈ D′(Γ). On pose E = T u dans Ω+ et dans Ω−. Alors

σ+
0 E = σ−

0 E = (n× T) u,

d’où l’on obtient
σ+
1 E− σ−

1 E = (Y + − Y −)(n× T)u = [σ1T ]u = u,

puisque le saut de Neumann du simple couche vaut l’identité. 2

L’opérateur Ỹ + qui a vocation à approcher le Dirichlet-to-Neumann Y + dans l’équation
intégrale GCSIE désignera soit une approximation par localisation avec l’aide de fonctions de
troncatures, comme dans la thèse de S. Borel [13], soit une approximation microlocale effectuée
par M. Darbas [26]. On se référera à l’Annexe A, et plus précisément au §A.1 pour le détail de
ces approximations.

2.3.3 Le formalisme GCSIE appliqué au cas de l’électromagnétisme

On rappelle que le théorème de représentation de Stratton-Chu (5) nous donne, pour E
satisfaisant les équations de Maxwell dans Ω+ et dans Ω−, ainsi que la condition de Silver-
Müller à l’infini :

E = T [σ1E]−K[σ0E].

En choisissant de prolonger E par 0 dans Ω−, on obtient alors

∀E ∈ W, E = T (σ+
1 E)−K(σ+

0 E).

Ce théorème nous permet d’écrire une paramétrisation de W via un potentiel V , associé à
une trace γV :

∀E ∈ W, E = V(γvE),
où

V est le potentiel de Calderón : V(p1, p2) = T p2 −Kp1,
γv est le couple de données de Cauchy : γvE = (σ+

0 E, σ
+
1 E).

On se donne une trace γ et on applique le schéma de construction de la section précédente.

• (a) On choisit un couple d’opérateurs R = (Rγ
E, R

γ
H) vérifiant R : γE 7→ γvE, soit encore

Rγ
E : γE 7→ σ+

0 E,
Rγ

H : γE 7→ σ+
1 E.
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• (b) On choisit une approximation R̃γ
E de Rγ

E et une approximation R̃γ
H de Rγ

H. On paramètre

alors E par une source u : E = VR̃u. Plus précisément, on a

E =
(
T R̃γ

H −KR̃γ
E

)
u.

• (c) En prenant la trace de cette paramétrisation, on obtient l’équation intégrale GCSIE :

(
(γT )R̃γ

H − (γK)R̃γ
E

)
u = u0.

Une fois l’équation intégrale construite, toute la difficulté repose sur le choix et la construc-
tion de l’approximation des opérateurs Rγ

E et Rγ
H.

Première application du formalisme : la GCSIE métallique.

Dans ce cas, la trace imposée γ est la trace métallique σ+
0 .

• On prend la trace métallique σ+
0 des potentiels électromagnétiques :

γT = σ+
0 T = n× T, γK = σ+

0 K =
1

2
Id−n×K.

• On choisit des opérateurs Rγ
E et Rγ

H, sachant que γE = σ+
0 E :

Rγ
H : σ+

0 E 7→ σ+
1 E ⇒ Rγ

H = Y +,

Rγ
E : σ+

0 E 7→ σ+
0 E ⇒ Rγ

E = Id .

L’équation à résoudre est donc :

GCSIE métallique :

[
(n× T)Ỹ + −

(
n×K− 1

2
Id

)]
u = u0, (2.13)

et la paramétrisation choisie permettant de reconstruire le champ E après résolution de l’équa-
tion intégrale (2.13) est

E =
(
T Ỹ + −K

)
u.

Nous donnons dans l’Annexe A les différentes approximations Ỹ + proposées respectivement
par S. Borel et M. Darbas. En particulier, on peut donner l’exemple de la GCSIE de S. Borel.
L’approximation correspondante consiste dans un premier temps à découper la surface en sous-
surfaces (Fig. 2.3), à l’aide de fonctions de troncature χn formant une partition quadratique
de l’unité, puis à approcher le Dirichlet-to-Neumann de chaque sous-surface par celui du plan
tangent, −2n× T :

Ỹ + =
∑

n

χn(−2n× T)χn.
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χn(n x T)χn

χn

χn

χn

χn

χn

χn

χn

χn(n x T)χn

χn(n x T)χn

χn(n x T)χn

χn(n x T)χn

χn(n x T)χn

χn(n x T)χn

Figure 2.3 – Approximation Ỹ + du Dirichlet-to-Neumann à l’aide de fonctions de troncature
χn formant une partition de l’unité de la surface, et approximation du Dirichlet-to-Neumann
de chaque sous-surface par celui du plan tangent.

Remarque. S. Borel [13], [14] a montré qu’avec cette approximation Ỹ + de l’opérateur Dirichlet-
to-Neuman, sous réserve que le nombre d’onde k soit assez élevé, l’opérateur sous-jacent à la
GCSIE métallique est la somme d’un opérateur d’ordre 0 et d’un opérateur compact. Par suite,
la discrétisation de l’équation GCSIE conduit à un système linéaire dont le conditionnement
n’est pas dégradé par la montée en fréquence.

Deuxième application du formalisme : la GCSIE impédante.

Dans ce cas, la trace imposée γ est la trace impédante suivante :

γE = (σ+
0 + αn× σ+

1 )E = n× E− αHtan.

• On applique la trace impédante γ+αE = (σ+
0 +αn×σ+

1 )E aux potentiels électromagnétiques :

γT =
(
σ+
0 + αn× σ+

1

)
T = n× T + α

(
K+

1

2
n×
)
,

γK =
(
σ+
0 + αn× σ+

1

)
K =

(
n×K− 1

2
Id

)
− αT.

• On choisit des opérateurs Rγ
E et Rγ

H, sachant que γE = σ+
0 + αn× σ+

1 :

Rγ
H : (σ+

0 + αn× σ+
1 )E 7→ σ+

1 E,

Rγ
E : (σ+

0 + αn× σ+
1 )E 7→ σ+

0 E.
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Une approximation de ces opérateurs a été proposée par Pernet [48], nous la décrivons dans
l’Annexe A.

L’équation à résoudre est donc :

GCSIE impédante :
[(

n× T + α

(
K+

1

2
n×
))

R̃γ
H −

((
n×K− 1

2
Id

)
− αT

)
R̃γ

E

]
u = u0. (2.14)

et la paramétrisation choisie permettant de reconstruire le champ E après résolution de l’équa-
tion intégrale (2.14) est

E =
(
T R̃γ

H −KR̃γ
E

)
u.

2.4 Vitesse de convergence et validation numérique des

algorithmes d’équations intégrales

2.4.1 Conditionnement des équations intégrales

Nous souhaitons illustrer le bon conditionnement des équations de type GCSIE, et également
la stabilité de leur conditionnement lorsque la fréquence augmente. L’algorithme itératif utilisé
est dérivé de l’algorithme GMRES [51]. Pour un système linéaire AX = B résolu de manière
itérative, en notant Xn la solution à l’itération n, le n-ième résidu est défini par

rn =
‖AXn − B‖

‖B‖ .

Nous représentons sur les courbes ci-dessous (Fig. 2.4 et Fig. 2.5) le nombre d’itérations requis
par chaque équation intégrale, pour atteindre un résidu de 10−3 sur une sphère de rayon 1m
maillée d’une part avec 792 degrés de liberté pour une fréquence de 200 MHz, et d’autre part
avec 5292 degrés de liberté pour une fréquence de 400 MHz.

Nous comparons le nombre d’itérations avant convergence, pour les trois équations en champ
classiques EFIE, MFIE et CFIE, et pour trois équations intégrales de type GCSIE : la GC-
SIE métallique avec approximation du Dirichlet-to-Neumann réalisée par partition de l’unité
(S. Borel, [13], notée GCSIE, Y = Partition de l’unité), la GCSIE métallique avec approxi-
mation microlocale du Dirichlet-to-Neumann et décomposition de Helmholtz (M. Darbas, [25],
notée GCSIE, Y = Helmholtz), et la GCSIE impédante avec approximations microlocales des
opérateurs régularisants Rγ

E et Rγ
H (S. Pernet [48], cette équation est notée GCSIE, RH =

Helmholtz). L’implantion effective de cette dernière équation dans le code Elsem3D a fait par-
tie de notre travail de thèse. On observe, d’une part, que les deux équations GCSIE métalliques
convergent plus rapidement que les équations en champ classiques, et d’autre part que le nombre
d’itérations reste stable avec la montée en fréquence pour les équations GCSIE, tandis que les
équations en champ voient leur nombre d’itérations augmenter fortement entre 200 MHz et 400
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Figure 2.4 – Résultats numériques pour une fréquence de 200 MHz, sur une sphère maillée
avec 792 arêtes.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Itérations

0,001

0,01

0,1

N
or

m
e 

du
 r

és
id

u

EFIE                                         (métal)
MFIE                                        (métal)
CFIE                                         (métal)
GCSIE, Y=Partition de l'unité (métal)
GCSIE, Y=Helmholtz              (métal)
GCSIE, RH=Helmholtz      (impédant)

Sphère à 5292 arêtes, fréquence = 400 Mhz

Figure 2.5 – Résultats numériques pour une fréquence de 400 MHz, sur une sphère maillée
avec 5292 arêtes.

Equation Nombre d’itérations Nombre d’itérations
à 200 MHz à 400 MHz

EFIE > 30 > 30
MFIE 14 27
CFIE 15 21

GCSIE métallique (partition de l’unité) 10 9
GCSIE métallique (approximation microlocale) 9 11

GCSIE impédante 9 10

Figure 2.6 – Nombre d’itérations, pour atteindre un résidu de 10−3, pour des fréquences
respectives de 200 MHz et 400 MHz, sur la sphère maillée respectivement avec 792 et 5292
degrés de liberté, pour les équations intégrales EFIE, MFIE, CFIE, les deux GCSIE métalliques
et la GCSIE impédante.

MHz. On représente le nombre d’itérations avant convergence dans le tableau Fig. 2.6.
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Notons que la GCSIE impédante ne résout pas le même problème que les autres équations
résolvant le problème métal, et donc que la comparaison directe de ces algorithmes est dis-
cutable. Nous pouvons néanmoins constater que cette équation possède un conditionnement
stable avec la montée en fréquence.

2.4.2 Validation numérique : la SER (Section Efficace Radar)

On ne peut pas comparer directement les résultats des différentes équations intégrales entre
eux, puisque les inconnues ne sont pas de même nature. Comparer les résultats obtenus en
inversant les systèmes linéaires sous-jacents n’aurait donc pas de sens. Par exemple, la solution
calculée par l’équation EFIE ou MFIE est une trace de Neumann du champ total σ+

1 E
tot, tandis

que la solution calculée par l’équation GCSIE n’a pas de signification physique.

Il nous faut cependant un critère de comparaison pour évaluer la précision d’une équation
par rapport à une autre. Pour éviter d’avoir à calculer le champ diffracté dans toute une région
de l’espace extérieur à l’objet, opération qui serait trop coûteuse, on choisit à la place d’utiliser
le champ lointain difracté. En coordonnées sphériques (r, θ, ϕ), le champ lointain diffracté E∞

s’exprime en fonction du champ diffracté E par la formule :

E∞(θ, ϕ) = lim
r→+∞

4πr2 E(r, θ, ϕ).

Figure 2.7 – SER d’une sphère de rayon 1m pour des fréquences respectives de 101 MHz,
151 MHz et 191 MHz.

On introduit alors la SER, terme qui désigne la Section Efficace Radar ou Surface Equi-
valente Radar (ou encore RCS pour Radar Cross Section). La SER sert à évaluer le rapport
entre le module du champ lointain diffracté et celui du champ incident, sur une sphère de rayon
infini. Par convention, on exprime la SER sous la forme

SER(θ, ϕ) = 10 log10

(
lim

r→+∞
(4πr2)

|E(r, θ, ϕ)|2
|Einc(r, θ, ϕ)|2

)
.
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Lorsque l’onde incidente est plane, elle est de module constant. On a donc simplement à évaluer
le module du champ lointain diffracté pour calculer le diagramme de SER :

SER(θ, ϕ) = 10 log10

( |E∞(θ, ϕ)|2
|Einc|2

)
.

Dans le régime d’utilisation d’un radar, l’approximation de champ lointain est légitime. La
SER permet donc d’exprimer la furtivité d’un aéronef : plus un objet est furtif, plus sa SER
est faible. Les angles (θ, ϕ) désignent les coordonnées sphériques de la direction de réception
dans laquelle on observe le champ détecté. Pour simplifier la visualisation, nous ne regardons
pas la SER dans toutes les directions sphériques, mais seulement sur un équateur. Sur la Fig.

2.7, on a tracé les courbes de SER obtenues sur une sphère maillée avec 792 arêtes, en utilisant
l’équation intégrale EFIE, avec un résidu de 10−6, et pour trois fréquences différentes (101 MHz,
151 MHz et 191 MHz). La précision des algorithmes est souvent évaluée grâce au cas test de la
sphère, car le champ diffracté exact y est connu [46].

2.5 Le problème posé par les cavités

Les méthodes d’équations intégrales ci-dessus, et notamment les méthodes de GCSIE, sont
très performantes pour de nombreux problèmes. Cependant, nous allons voir qu’elles ne sont
pas suffisantes pour certains types de problèmes : en particulier, pour les obstacles diffractants
comportant une cavité.

2.5.1 Ralentissement de la convergence pour un objet avec cavité

Nous considérons deux objets comportant des cavités. Le premier objet, nommé smallBox,
est une bôıte parallélépipédique ouverte à l’une de ses extrémités, et comportant donc une cavité
parallélépipédique, de section rectangulaire. Le deuxième objet, nommé bigBox, est également
une bôıte parallélépipédique possédant une cavité parallélépipédique, mais celle-ci est de sec-
tion carrée. On suppose que le maillage de bigBox comporte plus d’éléments que le maillage de
smallBox (on se reportera aux §3.4.2 et §4.4.5 pour le détail des maillages). Nous observons le
comportement des équations intégrales, pour résoudre le problème de Maxwell avec condition
métal, sur ces maillages lorsqu’on obstrue partiellement leur cavité. On place une interface au
milieu de la cavité de smallBox, de manière à ce que la cavité soit partiellement bouchée, et
on teste l’équation EFIE sur les deux maillages respectifs (avec cavité ou avec cavité bouchée).
Nous maillons de la même manière les deux objets (à l’exception de la cavité). On observe
(Fig. 2.9) que l’EFIE ne converge pas sur le maillage avec cavité, pour le résidu considéré.

On souhaite également tester si l’équation GCSIE métallique, qui est plus performante que
l’EFIE, permet de résoudre des problèmes avec cavité profonde. Nous testons la GCSIE sur le
maillage de bigBox. On note D la face composant le fond de la cavité de bigBox, et on introduit
deux faces B et C permettant d’obtenir une cavité plus ou moins profonde. Si l’on ferme l’objet
sur la face B, on obtient une cavité peu profonde, tandis que si l’on ferme l’objet sur la face D,
on obtient le maillage initial, avec une cavité très profonde (Fig. 2.8). La face C correspond à
une cavité de profondeur intermédiaire. On observe (Fig. 2.10) que la GCSIE converge sur les
trois maillages, mais qu’elle converge moins bien pour la cavité de profondeur intermédiaire.



2.5. Le problème posé par les cavités 65

Interface C Interface BInterface D

Figure 2.8 – Schéma de l’objet bigBox et de ses trois interfaces B, C, D.
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Figure 2.9 – Courbes de convergence obtenues avec l’équation intégrale EFIE, pour le maillage
smallBox avec cavité, et le même maillage avec cavité en partie bouchée, pour un résidu de
5.10−3.
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Figure 2.10 – Courbes de convergence obtenues avec l’équation intégrale GCSIE, pour le
maillage bigBox fermé par la face B, C et D, pour un résidu de 10−6.
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2.5.2 Comparaison de la SER de l’obstacle avec celle de l’obstacle
dont la cavité a été obstruée

Ainsi, la présence de cavités peut ralentir fortement, voire empêcher, la convergence des
méthodes d’équations intégrales. L’une des solutions souvent utilisée par les ingénieurs pour
remédier à ce problème, est de supprimer purement et simplement la cavité (on l’obstrue). Les
courbes présentées Fig. 2.11 sont celles obtenues par l’EFIE sur le maillage smallBox avec
cavité ou cavité bouchée. Celles présentées Fig. 2.12 sont celles obtenues par la GCSIE sur le
maillage bigBox avec le fond de la cavité en B, C ou D. Bien évidemment, la SER obtenue ne
reste pas fidèle, comme on l’observe sur les courbes ci-dessous : la présence ou l’absence de la
cavité joue sur la SER. Pour obtenir une SER fidèle, nous ne pouvons donc pas nous contenter
de boucher la cavité.
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Figure 2.11 – Courbes de SER respectives pour le maillage avec cavité, et le même maillage
avec la cavité en partie bouchée, pour un résidu de 5.10−3, obtenues avec l’équation intégrale
EFIE.

2.5.3 Conclusion : nécessité de l’utilisation d’une DDM

Pour les deux raisons précédentes, il semble indispensable d’utiliser une méthode de décom-
position de domaine (DDM). Pour un objet comportant une cavité, on propose de placer à
l’entrée de cette cavité une interface artificielle découpant le domaine extérieur initial en un do-
maine extérieur non borné (sans cavité cette fois) et un domaine intérieur borné (constitué de la
cavité elle-même). D’une part, l’utilisation d’une telle DDM permettrait de résoudre le problème
exact, et non le problème avec cavité bouchée, et donc d’obtenir une courbe de SER valide.
D’autre part, en utilisant pour la résolution dans les sous-domaines des méthodes d’équations
intégrales, ces méthodes appliquées notamment au nouveau domaine extérieur convergeraient
cette fois beaucoup plus rapidement (car elles ne verraient pas la cavité).

Le couplage entre les sous-domaines ramène le problème à l’interface entre les deux sous-
domaines et fait intervenir un système linéaire qui est mal conditionné en général, ceci de ma-
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Figure 2.12 – Courbes de SER respectives pour le maillage avec cavité, et le même maillage
avec la cavité en partie bouchée, pour un résidu de 5.10−6, obtenues avec l’équation intégrale
GCSIE.

nière indépendante du conditionnement des systèmes linéaires résolus dans les sous-domaines.
C’est pourquoi nous allons proposer, dans la deuxième partie de cette thèse, non seulement des
méthodes de décomposition de domaine pertinentes, mais surtout des préconditionneurs adap-
tés permettant de réduire le nombre d’itérations pour atteindre la convergence de l’algorithme
de la DDM.

Nous allons paramétrer les premières équations de DDM à l’aide d’opérateurs de type
Dirichlet-to-Neumann. La synthèse de ces opérateurs est équivalente à la résolution de pro-
blèmes métalliques dans les sous-domaines introduits dans la méthode de décomposition de
domaine. Pour les résoudre, nous nous appuyons sur les équations intégrales présentées dans
ce chapitre. Le dernier paragraphe est donc consacré à l’obtention d’opérateurs Dirichlet-to-
Neumann par l’intermédiaire d’équations intégrales.

2.6 Les équations intégrales comme outil de synthèse de

l’opérateur Dirichlet-to-Neumann

Nous définissons quatre types d’opérateur Dirichlet-to-Neumann, que nous notons
Ya, Yb, Yc, Yd :

Ya : n× E 7→ n×H, (2.15)

Yb : Etan 7→ n×H, (2.16)

Yc : n× E 7→ Htan, (2.17)

Yd : Etan 7→ Htan. (2.18)

Définition 41.
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Le premier opérateur Ya = Y désigne l’opérateur Dirichlet-to-Neumann des mathématiciens,
le deuxième Yb = A désigne l’opérateur admittance des physiciens. Remarquons que tous ces
opérateurs sont reliés par la relation

Ya = −Ybn× = n× Yc = −n× Ydn× .

L’objet de cette section est d’expliquer comment un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann
(opérateur Ya, Yb, Yc ou Yd) peut être synthétisé en utilisant une méthode d’équation intégrale,
et en particulier comment utiliser une équation en champ ou en source pour ce faire.

Dans une équation en champ, on s’arrange pour que l’inconnue corresponde à la trace de
Neumann recherchée. Par suite, on n’a pas à agir sur la solution de l’équation intégrale obtenue.
En revanche, pour construire le second membre de l’équation intégrale, on doit appliquer un
opérateur à la donnée initiale, correspondant à une trace de Dirichlet.

A l’inverse, dans une équation en source, l’inconnue n’a pas d’interprétation physique. On
doit donc reconstruire la trace physique du champ, i.e. la trace de Neumann recherchée, en
appliquant à la solution de l’équation intégrale la trace du potentiel utilisé pour paramétrer le
champ. De plus, dans le cas d’une équation en source, on n’a pas, en général, à appliquer un opé-
rateur pour construire le second membre de l’équation intégrale à partir de la trace de Dirichlet.

L’opérateur sous-jacent à chaque équation intégrale sera désigné par oprLHS. Nous no-
terons oprRHS (pour opérateur de Right Hand Side) l’opérateur à appliquer en entrée à la
trace de Dirichlet initiale, servant à construire le second membre de l’équation intégrale. Nous
noterons oprPP (pour opérateur de Post Processing) l’opérateur à appliquer en sortie à la
solution de l’équation intégrale, servant à construire la trace de Neumann recherchée.

La notation Input désignera le type de trace de Dirichlet en entrée (n × E ou Etan), et la
notation Output désignera le type de trace de Neumann en sortie (n × H ou Htan). Remar-
quons que pour une équation en champ, le choix de l’équation détermine de manière unique
l’opérateur utilisé dans le système linéaire à résoudre, et par conséquent également Output. Le
choix d’une équation intégrale impose l’opérateur sous-jacent permettant de la résoudre. Par
exemple, pour l’EFIE, il s’agit de l’opérateur simple couche −T. Ceci impose donc le type de
sortie obtenu (Htan ou n×H). Dans l’exemple de l’EFIE, il s’agit de n×H. Il reste encore une
liberté de choix quant au type d’entrée voulu (Etan ou n×E). En théorie, l’équation intégrale
étant fixée, on a donc encore le choix entre deux opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann (ici
Ya : n× E 7→ n×H et Yb : Etan 7→ n×H).

Par exemple, nous pouvons représenter la synthèse du Dirichlet-to-Neumann Ya par le
schéma suivant :

Trace de Dirichlet σ+
0 E 7→ Second membre de l’équation intégrale : RHS = oprRHS(σ+

0 E)

7→ Solution SOL de l’équation intégrale : oprLHS (SOL) = RHS

7→ Trace de Neumann σ+
1 E = oprPP(SOL) = Ya(σ

+
0 E)

Pour chaque équation présentée, nous donnerons :
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• le nom de l’équation intégrale (Equation),

• la trace de Dirichlet en entrée (Input),

• la trace de Neumann en sortie (Output),

• l’opérateur de type Dirichlet-to-Neumann synthétisé (DtN),

• l’opérateur du système linéaire sous-jacent (oprLHS),

• l’opérateur de construction du second membre (oprRHS),

• l’opérateur de construction de la trace de Neumann (oprPP).

Les opérateurs oprRHS et oprPP seront éventuellement absents.

La synthèse d’un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann par une équation en champ se
présente sous la forme :

oprLHS(SOL) = oprRHS(Input).

L’opérateur oprLHS, qui est inversé, donne son nom à l’équation utilisée. Dans le cas d’une
équation en source, une étape de post-processing est ajoutée :

Output = oprPP(SOL).

Ceci permet d’utiliser une inconnue SOL non physique pour le système à inverser, et donc en
particulier d’utiliser les opérateurs GCSIE comme oprLHS. La variété des systèmes est due à la
présence des opérateurs n×, à gauche et à droite, de oprLHS. Comme on l’a déjà souligné, cette
différence en apparence anecdotique a de grandes conséquences en termes d’implémentation
numérique.

Remarque. Nous présentons les différentes méthodes de synthèse pour le sous-domaine exté-
rieur, mais le principe reste le même pour le sous-domaine intérieur.

Dans la suite, nous présentons deux exemples d’obtention des opérateurs de type Dirichlet-
to-Neumann. Nous donnons l’exemple d’une équation en champ, l’EFIE, et d’une équation en
source, la GCSIE métallique. Nous renvoyons à l’Annexe C pour le détail de l’utilisation des
autres équations intégrales.

Equation EFIE

On choisit de résoudre une équation EFIE pour synthétiser un opérateur de type Dirichlet-
to-Neumann. Cela signifie que l’opérateur sous-jacent est −T. On utilise le théorème de repré-
sentation en considérant que le champ intérieur est nul :

E = T (σ+
1 E)−K(σ+

0 E).

En appliquant la trace σ+
0 à cette équation, on obtient

σ+
0 E = (n× T)(σ+

1 E)−
(
n×K− 1

2
Id

)
(σ+

0 E),
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soit encore

(−T)(σ+
1 E) =

(
1

2
n×−K

)
(σ+

0 E). (EFIE)

On remarque que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution de l’équation, est nécessairement
σ+
1 E = n×H. Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera(

1

2
n×−K

)
. On veut donc résoudre

(−T)u =

(
1

2
n×−K

)
(n× E),

où la solution u vaut n×H ;

• soitEtan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera−
(
1

2
+ Kn×

)
.

On veut donc résoudre

(−T)u = −
(
1

2
+ Kn×

)
(Etan),

où la solution u vaut n×H.

Nous résumons les résultats obtenus dans le tableau ci-dessous.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

EFIE n× E n×H Ya −T

(
1

2
n×−K

)
absent

EFIE Etan n×H Yb −T −
(
1

2
Id+Kn×

)
absent

Equation GCSIE métallique

Pour l’équation GCSIE métallique, qui est in fine l’équation que nous souhaitons utiliser
dans les sous-domaines (en raison de son bon conditionnement), nous donnons les quatre types
d’opérateurs DtN.

Pour commencer, pour synthétiser l’opérateur Y +
a en utilisant une GCSIE métallique, on

cherche E sous la forme E =
(
T Ỹ + −K

)
u. On doit alors résoudre la GCSIE avec pour second

membre e0, (
(n× T)Ỹ + +

(
1

2
Id−n×K

))
u = e0, (GCSIE)

puis on calcule

Y +
a e0 = σ+

1 E = σ+
1

(
T Ỹ + −K

)
u =

((
−n×K+

1

2
Id

)
Ỹ + + n× T

)
u.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :
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• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas il n’y aura pas d’opérateur à appliquer pour l’assemblage du

second membre. On veut donc résoudre

(
(n× T)Ỹ + +

(
1

2
Id−n×K

))
u = n× E.

• soit Etan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera n×. On
veut donc résoudre

(
(n× T)Ỹ + +

(
1

2
Id−n×K

))
u = (n×)Etan.

On doit faire attention au fait que l’équation GCSIE s’applique pour un second membre re-
présentant un vecteur d’amplitude (les coordonnées sur les fonctions de base), et non un vecteur
de couplage. Il n’y a donc pas d’opérateur pour le cas Input= n× E et par contre pour le cas
Input= Etan, on doit multiplier en entrée par [Id]−1[n×] en notant [A] la matrice de Galerkin
de l’opérateur A.

Cependant, en sortie on veut obtenir n×H ou Htan. Cela nécessite un traitement particulier
de la solution SOL = u.

Si u désigne la solution, on a paramétré le champ E comme

E = (T Ỹ + −K)u.

Donc

n×H =
(
σ+
1 T Ỹ + − σ+

1 K
)
u

=

((
1

2
Id−n×K

)
Ỹ + − n× T

)
u.

On a également

Htan = −n× (n×H)

=

((
−1

2
n×−K

)
Ỹ + − T

)
u.

Nous résumons dans le tableau suivant les opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann obtenus
en utilisant l’équation GCSIE métallique.
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Equation Input Output DtN oprRHS oprPP

GCSIE n× E n×H Ya absent [Id]−1

[(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ + − n× T

]

métallique

GCSIE Etan n×H Yb [Id]−1[n×] [Id]−1

[(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ + − n× T

]

métallique

GCSIE n× E Htan Yc absent [Id]−1

[(
−1

2
n×−K

)
Ỹ + − T

]

métallique

GCSIE Etan Htan Yd [Id]−1[n×] [Id]−1

[(
−1

2
n×−K

)
Ỹ + − T

]

métallique
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Ce chapitre est consacré aux méthodes de décomposition de domaine (DDM pour Domain
Decomposition Methods) écrites à l’aide d’opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann, et à un
premier exemple de préconditionneur pour ces DDMs.

Dans le premier paragraphe, il s’agit de présenter la méthode de décomposition de domaine,
sans toutefois préciser quels opérateurs lui sont sous-jacents. Plusieurs choix sont en effet pos-
sibles, qui seront discutés par la suite.

Le deuxième paragraphe sert à introduire les opérateurs de couplage intervenant dans la
DDM. Ils s’agit dans ce chapitre d’opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann (DtN) ; dans le
Chapitre 5, il s’agira à l’inverse d’opérateurs de type scattering. Une différence essentielle entre
ces approches est que les opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann sont d’ordre 1 tandis que les
opérateurs de scattering sont d’ordre 0. Dans le cas de l’équation de Helmholtz scalaire, l’opé-
rateur Dirichlet-to-Neumann envoie la trace de Dirichlet de l’onde sur la frontière Σ (u|Σ) sur

la trace de Neumann de l’onde
(

∂u
∂n |Σ

)
. En électromagnétisme, un opérateur de type Dirichlet-

to-Neumann envoie une trace du champ électrique recherché (Etan ou n× E) sur une trace du
champ magnétique associé (Htan ou n ×H), le champ magnétique jouant le rôle de “dérivée”
du champ électrique (puisqu’il s’agit de son rotationnel). Il y a donc quatre types d’opérateur
Dirichlet-to-Neumann en électromagnétisme. Dans un premier temps, nous utilisons l’opérateur
admittance qui envoie Etan sur n × H. Nous donnons tout d’abord la définition classique de
cet opérateur, avant de l’adapter au cas qui nous intéresse (la transmission de l’information sur
le champ électrique à travers l’interface entre sous-domaines). On reviendra ensuite à la DDM
elle-même pour en donner une expression plus précise. Notons que pour synthétiser ces opé-
rateurs Dirichlet-to-Neumann dans le cadre d’une implémentation numérique, il est nécessaire
de résoudre des problèmes aux limites locaux dans les sous-domaines, ce qui est fait grâce aux
méthodes d’équations intégrales décrites au Chapitre 2.

Le troisième paragraphe décrit un préconditionneur possible dans le cas où l’on écrit la
DDM à l’aide de l’admittance, et où cet opérateur est obtenu grâce à la résolution dans les
sous-domaines de l’équation intégrale EFIE. Ce préconditionneur est construit à l’aide de l’opé-
rateur simple couche associé à l’interface entre les deux sous-domaines.

L’efficacité de ce préconditionneur est attestée par les applications numériques présentées au
quatrième paragraphe. On y verra en particulier que l’action du préconditionneur est d’autant
plus visible que la cavité est profonde.

Le cinquième paragraphe traite des autres possibilités envisagées pour l’opérateur de cou-
plage intervenant dans la DDM, c’est-à-dire les trois opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann
que l’on peut utiliser en alternative à l’admittance. On décrit les préconditionneurs naturels
(également basés sur l’opérateur simple couche) pour les DDMs associées à ces choix. On a
exploré au Chapitre 2 les différentes pistes possibles pour synthétiser les opérateurs de type
Dirichlet-to-Neumann à l’aide d’équations intégrales.

Enfin, on adapte dans le sixième paragraphe le formalisme GCSIE (présenté au Chapitre 2)
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pour réinterpréter le préconditionneur proposé au troisième paragraphe.

3.1 Description générale de la DDM

3.1.1 Le problème de la diffraction par un objet avec cavité

On considère un ensemble compact D de R3, de frontière ΓD supposée lisse, et l’on se fixe
pour objectif de résoudre le problème de Maxwell harmonique lorsque D est un objet métallique
diffractant (obstacle parfaitement conducteur). L’objet de notre étude est de traiter le cas parti-
culier où le domaine D possède une cavité large et profonde, comme l’illustre le dessin Fig. 3.1.
On suppose que le domaine extérieur ouvert Ω = R3 \D est connexe et l’on va s’intéresser à la
propagation des ondes dans le milieu Ω.

cavité

ΓD

E

nD

Einc

D

Figure 3.1 – Objet diffractant comportant une cavité.

Comme dans le Chapitre 1, on suppose que les ondes électromagnétiques se propagent dans le
domaine extérieur non borné Ω avec un nombre d’onde constant k. On appelle champ électrique
un champ de vecteurs E qui vérifie l’équation de Maxwell harmonique ∇×(∇×E) − k2E = 0
dans Ω. Le champ magnétique associé est donné parH = 1

ik
∇×E. On dit qu’un champ électrique

est rayonnant s’il vérifie la célèbre condition de rayonnement à l’infini de Silver-Müller

lim
|x|→+∞

(
x×H+ |x|E

)
= 0.

On appelle courants sur ΓD les fonctions vectorielles tangentielles appartenant aux espaces
de Sobolev classiques Hs

T (ΓD). On note nD le vecteur unitaire normal à ΓD et γD = nD× la
trace métallique sur ΓD.

Soit Einc un champ électrique incident. Le champ E diffracté par l’obstacle D est le champ
électrique rayonnant vérifiant la condition au bord γDE = −γDEinc. En d’autres termes, le
champ E recherché est solution du problème aux limites suivant





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω,
γDE = −γDEinc sur ΓD,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0,

(3.1)

connu sous le nom de problème du parfait conducteur électrique (PEC pour perfect electric
conductor).
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3.1.2 Découpage en deux sous-domaines Ω+ et Ω−

La présence de cavités dans les objets diffractants ralentit fortement la convergence des
méthodes d’équations intégrales, et en particulier de la GCSIE, qui est pourtant très perfor-
mante (voir par exemple [13]). Pour remédier à ce problème, on choisit d’utiliser une méthode
de décomposition de domaine, ce qui consiste à découper le domaine extérieur Ω en deux afin
de découpler la cavité du reste du domaine.

On introduit à cet effet une frontière artificielle Σ à l’entrée de la cavité. Cette interface
permet de découper Ω en un domaine extérieur non borné Ω+ et un domaine intérieur borné
Ω−, constituant la cavité (voir Fig. 3.2). On définit Γ±

D comme la portion de surface de ΓD qui
est incluse dans la frontière de Ω±. Remarquons que la frontière de Ω± est alors Γ±

D ∪ Σ.

Interface Σ

Ω
+

Ω
−

Γ
−
D

Γ
+
D

Figure 3.2 – Découpage du domaine Ω en deux sous-domaines Ω+ et Ω−.

On note n le vecteur unitaire normal à Σ, orienté vers Ω+. On définit n+ = +n sur Σ
et n+ = nD sur Γ+

D ; n− = −n sur Σ et n− = nD sur Γ−
D, de sorte que n± est le vecteur

unitaire normal à la frontière de Ω±, dirigé vers l’intérieur de Ω±. Les notations σ±
0 = n±× et

σ±
1 = 1

ik
n±×∇× désignent respectivement les traces classiques électrique et magnétique sur Σ.

Rappelons par ailleurs que la trace métallique sur ΓD est désignée par γD.

Nous définissons à présent trois espaces d’ondes admissibles W+, W− et W .

On note W+ l’ensemble des champs définis dans Ω+, possédant une trace tangentielle
sur Γ+

D ∪ Σ, vérifiant le problème de Maxwell dans Ω+, ainsi qu’une condition de
Dirichlet homogène sur la frontière de l’obstacle diffractant Γ+

D (mais pas forcément
sur l’interface Σ). Il s’agit donc des champs E+ tels que





∇×(∇×E+)− k2E+ = 0 dans Ω+,
γDE

+ = 0 sur Γ+
D,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E+) + ik|x|E+

)
= 0.

Définition 42 (Espace W+).
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E
+

Γ
+
D

Figure 3.3 – Champ de l’espace W+.

On note W− l’ensemble des champs définis dans Ω−, possédant une trace tangentielle
sur Γ−

D ∪ Σ, vérifiant le problème de Maxwell dans Ω−, ainsi qu’une condition de
Dirichlet homogène sur la frontière de l’obstacle diffractant Γ−

D (mais pas forcément
sur l’interface Σ). Il s’agit donc des champs E− tels que

{
∇×(∇×E−)− k2E− = 0 dans Ω−,

γDE
− = 0 sur Γ−

D.

Définition 43 (Espace W−).

Γ
−
D

E
−

Figure 3.4 – Champ de l’espace W−.

Remarquons que puisque le sous-domaine Ω− est borné, la condition de rayonnement à l’in-
fini n’est pas requise pour les champs de l’espace W−. Notons que la trace des champs de W+

et de W− est libre sur l’interface Σ.

Enfin, l’espace W est constitué des champs électriques rayonnants E définis dans Ω, possé-
dant des traces tangentielles sur ΓD et sur Σ, et vérifiant γDE = 0 sur ΓD. L’espace d’ondes
admissibles W peut être défini comme suit :

W =
{
E défini dans Ω, E|

Ω+
∈ W+, E|

Ω−
∈ W−, (3.2)

et E est continu à travers Σ} .

On aimerait écrire la DDM sous forme d’un système linéaire avec un couple de deux champs
solutions,E+ dansW+ etE− dansW−. Cependant, la restriction du champ diffracté au domaine
Ω+ n’appartient pas à l’espace W+, car sa trace de Dirichlet n’est pas nulle sur le bord Γ+

D de
l’obstacle diffractant. Pour résoudre cette difficulté, on introduit un champ dit de court-circuit
Ecc (Fig 3.5), qui va permettre de relever cette condition au bord sur Γ+

D.
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On appelle champ de court-circuit le champ Ecc défini dans Ω
+, possédant une trace

tangentielle sur Γ+
D ∪ Σ, et vérifiant





∇×(∇×Ecc)− k2Ecc = 0 dans Ω+,
γDEcc = −γDEinc sur Γ+

D,
σ+
0 Ecc = −σ+

0 Einc sur Σ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×Ecc) + ik|x|Ecc

)
= 0.

Définition 44 (Champ de court-circuit Ecc).

Einc

Γ
+
D

Σ

Ecc

Figure 3.5 – Champ de court-circuit Ecc.

En d’autres termes, Ecc est le champ diffracté par l’objet lorsque l’interface Σ devient
métallique (d’où le nom de court-circuit).

3.1.3 Continuité des champs totaux électrique et magnétique

On note E+
inc la restriction du champ incident Einc au domaine Ω+, et E−

inc la restriction
du champ incident au domaine Ω−. On recherche le champ solution du problème du parfait
conducteur électrique (3.1) sous la forme E+ + Ecc dans Ω+, et sous la forme E− − E−

inc dans
Ω−, où E+ et E− appartiennent respectivement aux espaces d’ondes admissibles W+ et W−.
Le champ E− a donc la nature d’un champ total ; à l’inverse, le champ E+ a la nature d’un
champ diffracté (en particulier, il est rayonnant).

Proposons une interprétation physique pour légitimer le choix des inconnues E+ et E−. Dans
le domaine extérieur, si l’entrée de la cavité est petite, le champ diffracté extérieur peut se voir
comme une perturbation du champ de court-circuit. A l’inverse, dans le domaine intérieur, si
l’entrée de la cavité est petite, le champ total est faible : c’est l’effet cage de Faraday, le champ
diffracté intérieur s’oppose au champ incident.

Le champ total électrique (Fig. 3.6) peut donc s’écrire sous la forme

Etot = E− dans Ω−, Etot = (E+ + E+
inc + Ecc) dans Ω

+, (3.3)

tandis que le champ total magnétique peut s’écrire sous la forme

Htot = H− dans Ω−, Htot = (H+ +H+
inc +Hcc) dans Ω

+. (3.4)
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n
+

E
−

H
−

H
++H

+
inc

+Hcc

E
++E

+
inc

+Ecc

n
−

Figure 3.6 – Champs totaux Etot et Htot.

Puisque Σ est une interface artificielle, les champs totaux Etot et Htot sont continus à
travers Σ. Le problème (3.1) devient le problème de transmission

Trouver E = (E+ ∈ W+,E− ∈ W−),




n+ × E− = n+ ×

(
E+ + E+

inc + Ecc

)
,

n+ ×H− = n+ ×
(
H+ +H+

inc +Hcc

)
,

sur Σ.

(3.5)
Le courant de court-circuit Ecc satisfait par construction n+ × E+

inc + n+ × Ecc = 0. On
introduit un courant second membre urhs qui nous permet de reformuler les équations (3.5)
sous la forme suivante.

Soit
urhs = n+ ×H+

inc + n+ ×Hcc sur Σ, (3.6)

alors le couple (E+,E−) ∈ (W+,W−) recherché est solution du système linéaire

{
E−

tan = E+
tan,

−n− ×H− = n+ ×H+ + urhs,
(3.7)

Définition 45 (Méthode de décomposition de domaine basée sur le Dirichlet-to-Neumann).

Remarquons que pour résoudre le problème initial, une étape préliminaire indispensable
consiste à calculer la trace du champ de court-circuit Ecc avant d’utiliser la quantité obtenue
urhs pour résoudre la DDM.

Il existe plusieurs manières de traiter un tel système. Nous allons dans un premier temps
nous intéresser aux méthodes de décomposition de domaine en Y , que nous appelons ainsi
car elles font intervenir un opérateur Dirichlet-to-Neumann, puis au Chapitre 5, nous nous
pencherons sur le cas des méthodes de décomposition de domaine en S, basées sur un opérateur
de scattering.

Remarque. On peut également écrire le système (3.7) sous les formes suivantes

{
−n+ × E− = n+ × E+,

−n− ×H− = n+ ×H+ + urhs,
ou

{
E−

tan = E+
tan,

H−
tan = H+

tan − n+ × urhs,
ou

{
−n+ × E− = n+ × E+,

H−
tan = H+

tan − n+ × urhs.
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3.2 Opérateur Dirichlet-to-Neumann

Pour résoudre le problème (3.1), nous nous sommes tournés vers une méthode de décompo-
sition de domaine. La première étape a été d’introduire au §3.1 une interface artificielle entre
les deux sous-domaines. Nous allons maintenant écrire explicitement le système linéaire de la
DDM, équivalent au problème (3.7), en utilisant des opérateurs de frontière sur l’interface,
qui permettent de coupler les traces du champ électromagnétique dans les sous-domaines. Ces
opérateurs de couplage sont dans ce chapitre des opérateurs Dirichlet-to-Neumann (ou admit-
tance). Dans le Chapitre 5, il s’agira cette fois d’opérateurs de scattering. Dans cette section,
nous nous concentrons sur la définition de ces opérateurs et sur la manière de les obtenir en
résolvant des équations intégrales dans les sous-domaines.

3.2.1 Opérateur Dirichlet-to-Neumann classique

Dans une première approche, nous définissons de manière classique l’opérateur Dirichlet-
to-Neumann, pour une surface délimitant deux domaines connexes et complémentaires de R3.
Ceci nous permettra d’introduire dans un deuxième temps l’opérateur modifié correspondant.

On considère un sous-ensemble compact et connexe D0 de R3, possédant une frontière Γ0

de régularité C∞, définissant deux domaines ouverts et connexes : le domaine intérieur borné
Ω−

0 et le domaine extérieur non borné Ω+
0 (Fig. 3.7). On note n le vecteur unitaire normal à

Γ0 dirigé vers l’extérieur de Ω−
0 , et γ

±
T la trace tangentielle sur Γ0 prise depuis le domaine Ω±

0 .
On utilise la notation n± = ±n.

n

D0 Ω
−
0

Ω
+
0

Γ0

Figure 3.7 – Objet diffractant D0 (sans cavité).

Les mathématiciens appellent opérateur Dirichlet-to-Neumann ou opérateur de Steklov-
Poincaré l’opérateur envoyant la donnée de Cauchy n × E sur la donnée de Cauchy n × H
(nous avons déjà rencontré cet opérateur au Chapitre 2). Les physiciens, quant à eux, appellent
admittance l’opérateur tel que l’image de Etan par l’admittance est n × H. En premier lieu,
c’est l’admittance que nous allons utiliser pour décrire l’opérateur sous-jacent à la DDM. Nous
désignons par A±

0 l’opérateur admittance relatif au domaine Ω±
0 .

Soit E± un champ électrique défini dans Ω±
0 (où naturellement E+ est rayonnant), et soit

H± le champ magnétique associé. L’admittance extérieure ou intérieure A±
0 est définie par

A±
0 : E±

tan 7→ n± ×H±, (3.8)

où l’on a noté E±
tan = γ±T (E

±) et n± ×H± = n± × γ±T (H
±).
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3.2.2 Opérateur Dirichlet-to-Neumann modifié

Dans notre DDM, l’information sur le champ électrique recherché dans chaque sous-domaine,
est transmise grâce aux traces électromagnétiques sur l’interface artificielle. Nous aimerions
décrire cette transmission à l’aide des opérateurs Dirichlet-to-Neumann relatifs à chaque sous-
domaine. Cependant, cela est impossible avec la définition classique, car l’opérateur A±

0 ne
peut pas être appliqué à des fonctions vectorielles définies sur l’interface Σ, qui est une surface
ouverte. C’est pourquoi nous définissons de nouveaux opérateurs Dirichlet-to-Neumann pour ce
cas précis. Introduisons pour cela des notations supplémentaires.

On appelle opérateur de prolongement, et on note

P± : D′(Σ) → D′(Γ±
D ∪ Σ),

l’opérateur qui prolonge par 0 sur Γ±
D un courant défini sur Σ.

On appelle opérateur de restriction, et on note

R± : D′(Γ±
D ∪ Σ) → D′(Σ),

l’opérateur qui restreint à Σ un courant défini sur Γ±
D ∪ Σ.

Définition 46 (Opérateurs de prolongement et de restriction).

Ces prolongements et restrictions nous permettent de définir des opérateurs admittance
modifiés, notés A±

Σ, par
A±

Σ = R±A±P±, (3.9)

où A± est l’opérateur admittance classique relatif à la frontière Γ±
D∪Σ. En utilisant les notations

du §3.2.1, on a donc A+ = A+
0 où Ω+

0 désigne le domaine extérieur défini par la surface fermée
Γ+
D ∪ Σ, tandis que A− = A−

0 où Ω−
0 désigne le domaine intérieur défini par la surface fermée

Γ−
D ∪ Σ.

3.2.3 Retour à la DDM

Le système (3.7) peut s’exprimer à l’aide des opérateurs admittance modifiés, sous la forme
de l’équation à résoudre

(A+
Σ + A−

Σ)E
+
tan = −urhs, (3.10)

avec en outre la condition E−
tan = E+

tan.

L’équation (3.10) est au cœur de notre méthode de décomposition de domaine. C’est elle
qui permet de coupler les sous-domaines sur l’interface. La section suivante §3.3 est consacrée
au préconditionnement de cette équation. L’efficacité du préconditionneur utilisé sera illustrée
par les expériences numériques dans la section §3.4. On va maintenant s’intéresser à la manière
de synthétiser numériquement l’opérateur admittance (on verra plus loin comment synthétiser
les autres opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann).
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Remarque. Une fois que l’équation (3.10) est résolue, il reste à résoudre le problème complè-
tement, c’est-à-dire à reconstruire les champs E+ et E− dans les deux sous-domaines. A la fin,
on utilise à nouveau les équations intégrales pour résoudre deux problèmes aux limites :

• l’un dans Ω+ avec E+
tan comme condition aux limites sur Σ,

• l’autre dans Ω− avec E−
tan comme condition aux limites sur Σ.

3.2.4 Obtention de l’admittance modifiée par équation intégrale

Les opérateurs admittance A±
Σ peuvent être obtenus directement en résolvant une équation

intégrale. Une telle équation intégrale se construit à partir de potentiels électromagnétiques,
qui sont décrits ci-dessous. La principale différence entre les potentiels apparaissant dans notre
cas particulier et ceux de la théorie classique décrits au Chapitre 1, réside dans le fait que les
domaines Ω+ and Ω− ne sont pas complémentaires. Les frontières de ces domaines sont donc
distinctes, bien qu’elles possèdent toutes deux l’interface Σ en commun. Par conséquent, les
opérateurs de convolution avec le noyau de Green associés respectivement aux potentiels élec-
tromagnétiques extérieurs et intérieurs, que nous allons introduire, ne sont pas définis sur les
mêmes surfaces. C’est pourquoi nous aurons affaire à quatre potentiels et quatre opérateurs
électromagnétiques, au lieu de deux.

Le but de cette section est de montrer comment l’admittance A±
Σ peut être obtenue grâce à

la résolution de l’équation intégrale EFIE. On a vu à la fin du Chapitre 2 et dans l’Annexe C que
d’autres équations intégrales peuvent également être proposées ; nous détaillons cette méthode
avec EFIE en raison de sa simplicité.

De manière similaire au Chapitre 1, on définit le potentiel vecteur G±, qui associe à un
champ de vecteurs tangents u± ∈ D′

T

(
Γ±
D ∪ Σ

)
le champ de vecteurs défini dans Ω± par

G±u±(x) = − 1

4π

∫

Γ±

D
∪Σ

eik‖x−y‖

‖x− y‖u
±(y) dy. (3.11)

Le potentiel G± sert à définir les deux potentiels de simple couche T ±, ainsi que les deux
potentiels de double couche K±, de la manière suivante.

T ± =
1

ik
∇×(∇×G±) et K± = ∇×G±. (3.12)

On note γ±T les traces tangentielles extérieure et intérieure prises depuis les domaines Ω+ et
Ω−. Les opérateurs de frontière T± et K± sont obtenus à partir des potentiels électromagné-
tiques. Ils sont définis par :

n± × T± = n± × γ±T (T ±) et n± ×K± = n± × γ±T (K±) + Id /2.

A condition que la surface Γ±
D ∪ Σ soit régulière (de classe C∞), les opérateurs T± and K±

sont pseudo-différentiels d’ordre +1 and −1 respectivement. Notez que, malheureusement, la
surface Γ±

D ∪ Σ n’est généralement pas régulière, même si la surface initiale ΓD est régulière.
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Nous reviendrons plus tard sur ce point.

Etant donnés un champ électrique E± ∈ W± et son champ magnétique relatif H±, on note
κ±0 et κ±1 ses traces électromagnétiques sur la frontière Γ±

D ∪ Σ,

κ±0 E
± = n± × E± et κ±1 E

± = n± ×H± sur Γ±
D ∪ Σ. (3.13)

En utilisant le théorème de représentation (Théorème 7) dans le domaine Ω±, on obtient
l’expression d’un champ électrique E± dansW± en fonction de ses traces sur la frontière Γ±

D∪Σ.

∀E± ∈ W±, E± = T ±(κ±1 E
±)−K±(κ±0 E

±). (3.14)

L’image A±
Σu

±
0 d’un courant u±

0 défini sur l’interface Σ par l’opérateur admittance A±
Σ est

définie formellement comme suit : on recherche d’abord le champ E± de W± solution de
E±

tan|Σ
= u±

0 , et ensuite on applique la trace κ±1 à E±, ce qui nous donne n± × H± sur Σ.

En pratique, la trace n± ×H± est directement obtenue à partir du courant u±
0 en utilisant une

équation intégrale, construite à partir du théorème de représentation (3.14).

Pour simplifier les notations, nous restreignons notre exposé au cas du sous-domaine exté-
rieur. Le cas du sous-domaine intérieur peut être traité de la même manière. On rappelle que
l’on a noté P+ : D′(Σ) → D′(Γ+

D ∪Σ) l’opérateur qui prolonge par 0 à Γ+
D un courant défini sur

Σ. On a noté R+ : D′(Γ+
D∪Σ) → D′(Σ) l’opérateur qui restreint à Σ un courant défini sur Γ+

D∪Σ.

Soit u+
0 ∈ D′(Σ) un courant défini sur l’interface artificielle Σ. Notre premier objectif est

de trouver E+ ∈ W+ tel que E+
tan = P+u+

0 . En appliquant la trace κ+0 à la formule (3.14), on
obtient

(n+ × T+)(κ+1 E
+) =

(
1

2
Id+n+ ×K+

)
(κ+0 E

+).

En prenant le produit vectoriel de l’équation précédente avec −n+, cela nous donne

T+(n+ ×H+) =

(
1

2
Id+K+n+×

)
(E+

tan).

Cette équation a la forme de l’équation intégrale en champ électrique EFIE :

Trouver le courant u+, tel que T+(u+) =

(
1

2
Id+K+n+×

)
(P+u+

0 ).

La restriction à Σ de la solution u+ de (3.16) est la trace n+ × H+ que nous recherchons, et
nous avons donc

A+
Σu

+
0 = R+u+.

Nous résumons cela ci-dessous.
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L’admittance A+
Σ appliquée à un courant u+

0 défini sur Σ est donnée par

A+
Σu

+
0 = R+u+, (3.15)

où u+ est obtenu en résolvant l’EFIE

Trouver le courant u+, tel que T+(u+) =

(
1

2
Id+K+n+×

)
(P+u+

0 ). (3.16)

Définition 47 (Obtention de l’admittance par EFIE).

Remarque. La même méthode peut être appliquée pour le calcul de l’admittance A−
Σ dans le

sous-domaine interne, mais avec le bémol suivant : puisque les problèmes métalliques intérieurs
possèdent des fréquences de résonance [22], [46], l’utilisation de l’EFIE mène à un algorithme
convergeant potentiellement lentement (ou non convergent) à proximité de ces résonances.

L’équation (3.10) conduit malheureusement à des systèmes linéaires mal conditionnés, comme
nous le verrons dans la section §3.4 qui concerne les résultats numériques. L’objectif dans le
paragraphe suivant est donc de préconditionner ce système, pour obtenir une DDM utilisable
en pratique.

3.3 Un préconditionneur analytique pour la DDM en Y

Comme nous le verrons plus loin, l’équation (3.10) conduit malheureusement, après discré-
tisation, à un système linéaire mal conditionné. Dans cette section, il s’agit donc de trouver un
préconditionneur pour l’opérateur

(
A+

Σ + A−
Σ

)
. L’approche qui suit est validée, d’un point de

vue numérique, par les expériences numériques que nous présentons dans la section suivante.
D’un autre côté, le but de cette section est d’introduire un cadre théorique suggérant que l’équa-
tion préconditionnée est bien posée. Malheureusement, ces résultats théoriques ne s’appliquent
pour l’instant que dans un cas idéal qui n’est pas vérifié dans les situations concrètes. Dans les
cas pratiques, on doit donc se contenter de les considérer comme une justification heuristique
du comportement de l’équation et, on peut l’espérer, comme la base de résultats futurs plus
généraux.

3.3.1 Un lemme préliminaire

Le préconditionneur proposé est fondé sur le lemme suivant.
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Soit D0 un sous-ensemble compact de R3 de frontière lisse Γ0, définissant deux do-
maines ouverts : le domaine intérieur Ω−

0 (l’intérieur de D0) et le domaine extérieur
Ω+

0 (le complémentaire de D0 dans R3). On définit comme au §3.2.1 les opérateurs
admittance relatifs à la frontière Γ0, A

−
0 pour le domaine intérieur et A+

0 pour le
domaine extérieur. On définit le potentiel simple couche T et sa trace tangentielle
T respectivement par (1.6) et (1.11) pour la frontière Γ0. Si k

2 n’est pas une valeur
propre pour le problème intérieur de Maxwell, alors A−

0 est bien défini et l’on a

(A+
0 + A−

0 )T = Id, (3.17)

T(A+
0 + A−

0 ) = Id . (3.18)

Lemme 48.

Démonstration Soit u ∈ D′
T (Γ0) un courant sur Γ0, et soit E = T u dans Ω+ et Ω−. Par

continuité du potentiel T à travers Γ0, il vient

E+
tan = E−

tan = Tu.

Alors on a

n+ ×H+ + n− ×H− = A+
0 E

+
tan + A−

0 E
−
tan = (A+

0 + A−
0 )(Tu)

= (σ+
1 T − σ−

1 T )u = u,

puisque le saut de Neumann du potentiel simple couche est l’identité [46]. On rappelle que σ±
1

désigne la trace électromagnétique de Neumann. On a donc démontré la formule (3.17).

Pour l’équation (3.18), soit u ∈ D′
T (Γ0). Puisque k

2 n’est pas une valeur propre du problème
intérieur de Maxwell, l’opérateur T est bijectif et il existe v ∈ D′

T (Γ0) tel que u = Tv. Soit
E = T v dans Ω+ et Ω−. On a alors

E+
tan = E−

tan = Tv = u,

et par conséquent
T(A+

0 + A−
0 )u = T(σ+

1 − σ−
1 )T v = Tv = u,

puisque le saut de Neumann du potentiel de simple couche est l’identité. 2

Ce lemme suggère de préconditionner l’équation (3.10) par l’opérateur TΣ, défini à partir
de l’opérateur T restreint à l’interface Σ.

On note F le noyau explicite du potentiel de simple couche T , qui peut être calculé à
partir des formules (1.5) et (1.6). L’opérateur TΣ : D′(Σ) → D′(Σ) est défini comme
l’opérateur de convolution

TΣu(x) =

∫

Σ

F (x− y)u(y) dy.

Définition 49 (Opérateur TΣ).
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3.3.2 Un préconditionneur pour la DDM

Notre premier objectif était de démontrer que les opérateurs TΣ(A
+
Σ +A−

Σ) et (A
+
Σ +A−

Σ)TΣ

sont des perturbations compactes de l’identité. Malheureusement, nous n’avons pu montrer ce
résultat dans le cas où la surface ΓD de l’objet diffractant est lisse. Ceci implique en effet que
les surfaces Γ−

D ∪ Σ et Γ+
D ∪ Σ des sous-domaines ne sont pas régulières (Fig. 3.2), ce qui nous

empêche d’utiliser la théorie pseudo-différentielle.

Au lieu de cela, nous considérons un cas simplifié où l’on suppose que la surface ΓD n’est
pas régulière, mais telle que les deux frontières Γ+

D ∪ Σ et Γ−
D ∪ Σ soient de régularité C∞. Par

exemple, en dimension 2, cela implique l’existence de deux points de rebroussement (Fig. 3.8,
sur la gauche). Nous introduisons également une légère modification (3.19) de l’opérateur TΣ

constituant le préconditionneur, ainsi qu’une restriction sur le support des fonctions auxquelles
il est appliqué.

Avec les notations introduites au §3.2.2 pour l’opérateur de restriction R± et l’opérateur de
prolongement P±, nous avons

A±
Σ = R±A±P± et TΣ = R±T±P±.

Soit Σ0 une partie compacte de Σ, et soit χ0 : Σ → [0, 1] une fonction de troncature de

régularité C∞, portée par l’intérieur de Σ, et telle que χ0 = 1 sur Σ0. On note T̃Σ l’opérateur

T̃Σ = χ0TΣ. (3.19)

Comme annoncé en début de section, notre première tentative était de montrer que TΣ

constitue un bon préconditionneur à gauche ou à droite pour le système linéaire d’opérateur
sous-jacent

(
A+

Σ + A−
Σ

)
, comme le suggèrent les expériences numériques. Nous n’avons pu le

prouver, mais le théorème suivant peut être considéré comme une première étape dans cette di-
rection. Nous y démontrons que T̃Σ est un bon préconditionneur à gauche, lorsqu’il est appliqué
à des fonctions à support dans Σ0.

Soit u ∈ Hs
T (Σ) telle que u = 0 sur Σ \ Σ0. Alors

T̃Σ(A
+
Σ + A−

Σ)u = u+ v, (3.20)

avec v ∈ Hs+1
T (Σ).

Théorème 50 (Un préconditionneur analytique pour la DDM en Y ).

Démonstration Le théorème de représentation, appliqué à la surface lisse Γ+
D∪Σ, nous donne

(n+ × T+)(−A+n+×)−
(
n+ ×K+ − 1

2
Id

)
= Id .

Par suite,

T+A+ =
1

2
Id+K+n+ × . (3.21)
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Puisque la frontière Γ+
D∪Σ est lisse, l’opérateur K+n+× est d’ordre −1. Notre but est d’étendre

ce résultat à l’opérateur T̃ΣA
+
Σ. Nous avons

T̃ΣA
+
Σ =

(
χ0R

+T+P+
) (
R+A+P+

)

= χ0R
+(T+A+)P+ + χ0R

+T+
(
P+R+A+ − A+

)
P+.

On voit clairement que pour u ∈ Hs
T (Σ), l’expression v := (P+R+A+ − A+)P+u s’annule

sur Σ. Puisque T+ est un opérateur de convolution avec un noyau F (x, y) qui est de classe C∞

pour x 6= y, on en déduit que χ0R
+T+v ∈ H∞

T (Σ). Ceci montre que l’opérateur

χ0R
+T+

(
P+R+A+ − A+

)
P+

est d’ordre −∞. Notons que nous avons utilisé le fait que le support de χ0 est inclus dans
l’intérieur de Σ.

D’un autre côté, l’équation (3.21) nous donne

χ0R
+(T+A+)P+u = χ0R

+

(
1

2
Id+K+n+×

)
P+u =

u

2
+w+,

avec w+ ∈ Hs+1
T (Σ). Notons que l’on a utilisé ici le fait que P+u ∈ Hs

T (∂Ω
±).

On obtient le même type de résultat pour le cas intérieur, d’où l’on déduit

T̃ΣA
+
Σu =

u

2
+ v+, T̃ΣA

−
Σu =

u

2
+ v−,

avec v± ∈ Hs+1
T (Σ). On obtient alors directement l’équation (3.20). 2

Γ
+
D

Σ

Σ0
Γ
−
D

Γ
+
D

Σ̃

Σ0

Γ̃
+
D

Γ̃
−
D

Γ
−
D

Σ

Figure 3.8 – Le cas d’application du théorème (à gauche) et le cas réel (à droite).
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Dans le cas d’application réel, la frontière ΓD est lisse, donc les surfaces Γ±
D ∪Σ sont toutes

deux lipschitziennes mais pas de régularité C1. Il est bien connu que dans ce cas, l’opérateur K±

n’est plus un opérateur compact dans Hs
T

(
Γ±
D ∪ Σ

)
(voir par exemple [16]). Pour étudier ce cas,

une première possibilité consiste à se ramener au cas du théorème en transformant les frontières

Γ±
D∪Σ en de nouvelles frontières Γ̃±

D∪ Σ̃, de sorte que celles-ci soient C∞ (Fig. 3.8, à droite), et
en introduisant les fonctions de troncature χ±

0 . L’analyse théorique de ces deux approximations,
le changement de frontières et la multiplication par la fonction régulière χ±

0 , n’est cependant
pas évidente. Une approche plus directe serait d’étendre la théorie des équations intégrales à
des surfaces avec singularités. Une telle théorie a été développée par Molko-Daugas [45] pour les
problèmes bi-dimensionnels de Helmholtz, mais son extension au cas du problème de Maxwell
tridimensionnel n’est pas immédiate.
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3.4 Résultats numériques pour la DDM en Y

3.4.1 Discrétisation

Dans cette section, on décrit la discrétisation numérique du préconditionnement par l’opéra-
teur TΣ de l’équation (3.10), qui couple les sous-domaines dans notre méthode de décomposition
de domaine. On ne décrit pas la discrétisation de l’EFIE, et donc des opérateurs admittance
A+

Σ et A−
Σ.

Par conséquent, on considère seulement le maillage de l’interface. On note Σh une famille
de triangulations de Σ. L’espace des éléments finis Hdiv-conformes de Rao-Wilton-Glisson, dits
aussi éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre 0 [49] est noté Xh. Etant donné un opérateur
A, on note [A] la matrice de Galerkin pour le produit L2 dans les fonctions de base Xh, relative
à l’opérateur A. Dans la suite, [Id] et [TΣ] désignent les matrices de Galerkin respectivement
de l’opérateur identité (la matrice masse sur l’interface) et de TΣ.

Pour préconditionner la DDM, nous avons proposé mathématiquement une multiplication
par l’opérateur TΣ. Du point de vue numérique, l’objectif est d’obtenir un système linéaire
proche de l’identité. Si l’on ne faisait que multiplier le vecteur par la matrice [TΣ], on ob-
tiendrait un système linéaire proche de la matrice masse [Id]. C’est pourquoi on doit effectuer
numériquement une multiplication par la matrice [Id]−1[TΣ], pour aboutir à un système li-
néaire proche de l’identité, donc mieux conditionné. Comme l’illustre bien la suite, le fait de
préconditionner la méthode en multipliant par la matrice de Galerkin [TΣ] n’est pas suffisant
pour assurer une convergence optimale. On a aussi besoin d’inverser le système par la matrice
masse sur l’interface. Cette inversion est réalisée grâce à une résolution itérative, de faible coût
numérique, car la matrice de Galerkin [Id] est creuse. Cette opération permet de convertir un
vecteur dont les coefficients sont les produits scalaires L2 avec les fonctions de base, en un vec-
teur d’amplitude (un vecteur dont les coefficients sont les coordonnées dans la base de fonctions).

On appelle DDM Y0 l’équation initiale non préconditionnée relative au système linéaire
(A+

Σ + A−
Σ),

(A+
Σ + A−

Σ)u = urhs. (DDM Y0)

DDM Y1 désigne l’équation avec le préconditionneur à gauche constitué de la matrice de Ga-
lerkin de l’opérateur simple couche,

[TΣ](A
+
Σ + A−

Σ)u = [TΣ]urhs. (DDM Y1)

DDM Y2 est l’équation avec préconditionneur à gauche, constitué de la matrice de Galerkin de
l’opérateur simple couche, suivie par une inversion par la matrice masse [Id],

[Id]−1[TΣ](A
+
Σ + A−

Σ)u = [Id]−1[TΣ]urhs. (DDM Y2)

DDM Y3 désigne l’équation avec préconditionneur à droite, constitué de la matrice de Galerkin
de l’opérateur simple couche, suivie par une inversion par la matrice masse [Id],

(A+
Σ + A−

Σ)[Id]
−1[TΣ]u = urhs. (DDM Y3)
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3.4.2 Etude de la vitesse de convergence

Nous étudions la sensibilité de la méthode préconditionnée à différents facteurs, tels que le
nombre de degrés de libertés (DoF pour Degrees Of Freedom), qui reflète la taille du maillage,
la fréquence et la nature de l’obstacle diffractant D.

Nom du Forme de Forme de Inconnues Fréquence
maillage l’objet l’interface sur l’interface
sp-108 Pas d’objet Sphère 168 68 MHz

Résidu 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6

Itérations DDM Y0 9 14 21 36 47 56
Itérations DDM Y1 2 4 6 8 10 12
Itérations DDM Y2 1 2 2 3 4 4
Itérations DDM Y3 1 1 2 3 3 4

Figure 3.9 – Sphère fictive (maillage sp-108, fréquence de 68 MHz)

Nom du Forme de Forme de Interface Fréquence Domaine Domaine
maillage l’objet l’interface extérieur intérieur
smallBox Cavité Rectangle 102 100 MHz 972 312

parallélépipédique inconnues inconnues inconnues

Résidu 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6

Itérations DDM Y0 2 15 19 37 47 > 1000
Itérations DDM Y1 2 4 8 11 13 16
Itérations DDM Y2 2 3 5 7 8 10
Itérations DDM Y3 5 7 9 11 12 14

Figure 3.10 – Petite bôıte parallélépipédique (maillage smallBox, fréquence de 100 MHz)

Nom du Forme de Forme de Inconnues Fréquence
maillage l’objet l’interface sur l’interface

spHalfSmashed Demi-sphère Portion de sphère 28 10 GHz
enfoncée manquante

Résidu 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6

Itérations DDM Y0 7 10 15 17 19 19
Itérations DDM Y1 3 6 7 11 13 16
Itérations DDM Y2 2 3 6 8 9 10
Itérations DDM Y3 2 4 6 8 9 10

Figure 3.11 – Demi-sphère enfoncée (maillage spHalfSmashed, fréquence de 10 GHz)

Tout d’abord, on considère le cas dégénéré où il n’y a pas d’objet diffractant. On note Σ
la sphère centrée à l’origine et de diamètre 1m, et on décompose R3 en deux sous-domaines :
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l’intérieur et l’extérieur de cette sphère. L’intérêt est de vérifier la bonne transmission de l’infor-
mation sur les champs à l’interface. La même situation dégénérée a été considérée au Lemme 48.
Les courbes de convergence sont présentées Fig. 3.12, à la fréquence de 68 MHz, pour la sphère
maillée avec 168 DoF, et pour les quatre équations décrites ci-dessus. Notre première obser-
vation est que la méthode non préconditionnée DDM Y0 converge beaucoup plus lentement
que les trois autres équations préconditionnées DDM Y1, DDM Y2 et DDM Y3. L’équation
DDM Y2 converge plus vite que l’équation DDM Y1, qui souffre de l’absence de l’inversion
par la matrice masse. Les résultats obtenus avec le préconditionneur à droite (DDM Y3) sont
comparables à ceux avec le préconditionneur à gauche (DDM Y2) ; les deux convergent en très
peu d’itérations : seulement 4.
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DDM en Y, preconditionneurs analytiques
Maillage spherique sp-108, frequence : 68 MHz, residu = 1e-6

Figure 3.12 – Maillage (à gauche) et courbes de convergence (à droite) pour atteindre un
résidu d’ordre 10−6, pour la sphère artificielle à 68 MHz maillée avec 168 DoF.

Dans les expériences numériques suivantes, l’objet diffractant est présent et contient une
cavité, ce qui correspond au cas réel que nous désirons traiter. Tout d’abord, nous considé-
rons le cas d’un objet dont la forme est celle d’une bôıte parallélépipédique, ouverte à l’une
de ses extrémités (Fig. 3.13 et Fig. 3.14), et qui possède une cavité profonde. L’interface Σ
de cette bôıte parallélépipédique est un rectangle plat et est maillée avec 102 DoF. Pour un
résidu d’ordre 10−6, à une fréquence de 100 MHz, les DDMs DDM Y1, DDM Y2 et DDM Y3
convergent respectivement en 16, 14 et 10 itérations tandis que la méthode non préconditionnée
DDM Y0 n’a pas atteint la convergence après 1000 itérations.

On s’intéresse ensuite au cas d’une demi-sphère qui est enfoncée (Fig. 3.15), la cavité obte-
nue étant peu profonde. Dans ce deuxième cas, l’interface Σ est maillée avec 28 DoF. Comme
on pouvait s’y attendre, l’amélioration apportée par le préconditionnement dans cet exemple
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n’est pas aussi flagrante que dans le cas d’une cavité profonde.
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DDM Y0, non preconditionnee
DDM Y1, preconditionneur a gauche par [T]
DDM Y2, preconditionneur a gauche par [Id]^{-1}[T]
DDM Y3, preconditionneur a droite par [Id]^{-1}[T]

DDM en Y, preconditionneurs analytiques
Maillage smallBox, frequence : 100 MHz, residu = 1e-6

Figure 3.13 – Maillage (à gauche) et courbes de convergence (à droite) pour atteindre un
résidu d’ordre 10−6, pour la bôıte parallélépipédique smallBox à 100 MHz maillée avec 102 DoF
sur Σ.
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DDM en Y, preconditionneurs analytiques
Maillage smallBox, frequence : 3200 MHz, residu = 1e-6
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Figure 3.14 – Courbes de convergence pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour le maillage
smallBox maillé avec 102 DoF sur l’interface Σ, à une fréquence de 3200 MHz (à gauche) et
de 6500 MHz (à droite).

Pour chaque maillage et pour les quatre équations DDMY0, DDMY1, DDMY2 et DDMY3,
le nombre d’itérations pour atteindre un résidu donné est présenté, sur les tableaux suivants :
Fig. 3.9, Fig. 3.10 et Fig. 3.11.
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DDM en Y, preconditionneurs analytiques
Maillage : demi-sphere enfoncee, frequence : 10GHz, residu = 1e-6

Figure 3.15 – Maillage (à gauche) et courbes de convergence (à droite) pour atteindre un
résidu d’ordre 10−6, pour la demi-sphère enfoncée à 10 GHz maillée avec 28 DoF sur Σ.

3.4.3 Validation numérique : comparaison des SER

Nous validons les quatre algorithmes correspondant aux méthodes de décomposition de
domaine DDM Y0, DDM Y1, DDM Y2 et DDM Y3 sur le maillage sphérique sp-108, et sur le
maillage parallélépipédique smallBox comportant une cavité.
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Figure 3.16 – Courbes de SER pour la sphère sp-108 à 68 MHz.
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Nous présentons la SER des DDM en Y pour le maillage sphérique sp-108 sur la Fig. 3.16.
Puisque toute la sphère constitue l’interface fictive, c’est comme s’il n’y avait pas d’objet. On
s’attend donc à ce que la SER obtenue soit très faible, puisque le champ diffracté doit être nul.
C’est bien ce que l’on observe : le module du champ lointain est inférieur à -40 dB m2, soit
inférieur à 10−4m2.
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Figure 3.17 – Courbes de SER pour le maillage smallBox à 6500 MHz.

Pour valider la SER d’une DDM en Y sur le maillage smallBox, nous la comparons avec
la SER obtenue sur le maillage smallBox non découpé par l’interface, à l’aide d’une méthode
d’équation intégrale (Fig. 3.17). Nous observons que la courbe de SER de la DDM en Y
non préconditionnée, DDM Y0, est proche de celle de l’EFIE, tandis que les DDMs en Y
préconditionnées DDM Y1, DDM Y2 et DDM Y3 ont leurs courbes de SER superposées à celle
de DDM Y0.

3.4.4 Influence de la montée en fréquence

Jusqu’à présent, nous n’avons testé le préconditionneur de la DDM que sur des maillages
de très petite taille (bien que les maillages des sous-domaines soient eux de taille plus consé-
quente). Nous nous intéressons maintenant à des maillages de taille plus grosse.

Fréquence (MHz) 50 68 100 150 200 250 300 360
DDM Y0 (résidu de 10−5) 96 101 104 160 181 189 199 216
DDM Y2 (résidu de 10−5) 4 4 4 4 4 4 4 4

DDM Y0 (résidu de 10−6) > 300 > 500 183 219 243 247 249 277
DDM Y2 (résidu de 10−6) 4 4 4 4 4 4 4 5

Figure 3.18 – Nombre d’itérations pour atteindre un résidu d’ordre 10−5 ou 10−6, en fonction
de la fréquence pour la sphère artificielle sp-2048 maillée avec 3072 DoF.

Notre deuxième expérience illustre l’influence de l’augmentation de la fréquence sur la vitesse
de convergence, pour le même cas test dégénéré mais avec un maillage plus fin pour l’interface
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sphérique Σ, qui comporte 3072 DoF. On choisit de comparer seulement l’équation DDM Y0
(sans préconditionneur) avec l’équation DDM Y2 (avec préconditionneur à gauche). Le nombre
d’itérations pour atteindre un résidu d’ordre 10−5 augmente avec la fréquence pour l’équation
DDM Y0, tandis qu’il reste stable (toujours 4 itérations) pour l’équation DDM Y2 (Fig. 3.19
et Fig. 3.18). Pour un résidu d’ordre 10−6, à certaines fréquences, DDM Y0 ne converge pas
(Fig. 3.19 et Fig. 3.20).
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Figure 3.19 – Maillage (à gauche) et influence de la fréquence (à droite) sur le nombre
d’itérations pour atteindre un résidu d’ordre 10−5, pour la sphère artificielle sp-2048 maillée
avec 3072 DoF.
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Figure 3.20 – Influence de la fréquence sur le nombre d’itérations pour atteindre un résidu
d’ordre 10−6, pour la sphère artificielle sp-2048 maillée avec 3072 DoF.
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En conclusion, le préconditionneur proposé conduit à des systèmes linéaires qui sont mieux
conditionnés que la DDM initiale, ce qui donne des algorithmes itératifs convergeant plus ra-
pidement. Cet avantage est plus prononcé lorsque la cavité est profonde, comme l’illustrent les
expériences présentées sur la figure Fig.3.13. La vitesse de convergence n’est pas altérée par la
montée en fréquence, comme on peut le voir sur la figure Fig. 3.19, à droite, et sur la figure
Fig. 3.18.

3.4.5 Influence de l’augmentation du nombre d’inconnues

Le plus gros cas testé numériquement jusqu’à présent est le maillage sp-2048 de la sphère de
rayon 1m, comportant 2048 éléments et 3072 degrés de liberté. Nous choisissons maintenant
un maillage sp-3528 de la même sphère, comportant cette fois 3528 éléments et 5292 degrés
de liberté. Sur ce maillage sphérique avec 5292 inconnues, en se plaçant à une fréquence de 400
MHz, et pour atteindre un résidu de 10−4, DDM Y2 (la DDM en Y préconditionnée à gauche
par [Id]−1[T]) converge en 28 itérations. Le conditionnement s’est donc dégradé par rapport à
celui de l’algorithme testé sur sp-2048 maillé avec 3072 inconnues, à une fréquence de 360 MHz
et pour un résidu de 10−5, qui converge en 4 itérations (Fig. 3.22).
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Figure 3.21 – Courbes de convergence pour atteindre un résidu d’ordre 10−4, pour le maillage
sphérique sp-3528 avec 5292 DoF, à une fréquence de 400 MHz, respectivement pour la DDM
en Y non préconditionnée et pour DDM Y2, la DDM en Y avec préconditionneur analytique.

Cependant, si l’on observe la courbe de comparaison des résidus en fonction des itérations
(Fig. 3.21), on voit immédiatement que la DDM en Y non préconditionnée converge beaucoup
moins rapidement que DDM Y2. En particulier, après 28 itérations, DDM Y0 n’a pas atteint
un résidu de 5.10−2, tandis que DDM Y2 a atteint un résidu de 10−4. Ce préconditionneur reste
donc très compétitif pour des maillages de grande taille.
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Equation Fréquence Résidu Maillage Nombre d’inconnues Nombre d’itérations
DDM Y2 360 MHz 10−5 sp-2048 3072 4
DDM Y2 400 MHz 10−4 sp-3528 5292 28

Figure 3.22 – Comparaison, pour l’algorithme DDM Y2, du nombre d’itérations nécessaires
pour atteindre un résidu donné, à une fréquence donnée, respectivement pour les maillage sp-
2048 avec 3072 inconnues, et pour le maillage sp-3528 avec 5292 inconnues.

3.5 Possibilités d’autres DDMs basées sur un DtN

Nous avons observé que l’algorithme préconditionné décrit ci-dessus converge rapidement.
Cette efficacité du préconditionneur nous encourage à envisager l’utilisation d’autres équations
intégrales dans les sous-domaines, au lieu de l’EFIE. En effet, avoir une DDM bien précon-
ditionnée est une première étape pour pouvoir résoudre des problèmes de diffraction d’ondes.
Cependant cette DDM doit dans un deuxième temps être combinée avec des équations intégrales
optimales en termes de convergence, pour les solutions locales à l’intérieur des sous-domaines.
L’EFIE est bien adaptée au calcul de l’opérateur admittance, mais nous pourrions également
exprimer le problème (3.1) en utilisant un autre type d’opérateur, comme par exemple le pro-
duit vectoriel de l’admittance avec le vecteur normal unitaire. On pourrait alors résoudre les
sous-problèmes en utilisant une GCSIE, qui est bien mieux conditionnée que l’EFIE. Ainsi, le
bon comportement de l’équation intégrale dans les sous-domaines viendrait s’ajouter au bon
comportement de l’algorithme général de la DDM. Malheureusement, préconditionner la DDM
en utilisant dans les sous-domaines ces autres équations intégrales, et donc en utilisant d’autres
opérateurs de couplage, s’avère plus compliqué que prévu, comme nous allons le voir dans cette
section.

Pour calculer les opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann, on désire utiliser des équations
intégrales variées. Ce processus a été décrit au §2.6 du Chapitre 2.

3.5.1 Relations vérifiées par les opérateurs de type Dirichlet-to-
Neumann

On a défini au Chapitre 2 quatre opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann :

Ya : n× E 7→ n×H,
Yb : Etan 7→ n×H,
Yc : n× E 7→ Htan,
Yd : Etan 7→ Htan,

reliés par la relation
Ya = −Ybn× = n× Yc = −n× Ydn× .

Selon l’opérateur Dirichlet-to-Neumann que l’on souhaite utiliser dans l’équation définissant
la méthode de décomposition de domaine, on aura le choix d’utiliser certaines équations inté-
grales et pas d’autres. Pour plus de détails, on pourra se référer à la section §2.6 du Chapitre 2.
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On rappelle que l’on a établi en (2.12), (3.17) et (3.18) les formules suivantes

(n× T)(Y +
a − Y −

a ) = Id, (3.22)

(Y +
a − Y −

a )(n× T) = Id,

(Tn×)(Y +
b + Y −

b ) = Id, (3.23)

(Y +
b + Y −

b )(Tn×) = Id,

dans le cas où le problème de Maxwell intérieur métallique est bien posé. On en déduit les
relations pour les deux autres opérateurs :

(n× Tn×)(Y +
c + Y −

c ) = Id, (3.24)

(Y +
c + Y −

c )(n× Tn×) = Id,

(n× T)(Y +
d − Y −

d ) = Id, (3.25)

(Y +
d − Y −

d )(n× T) = Id .

Selon le type d’opérateur choisi pour écrire la DDM, on est donc enclin à utiliser un certain
préconditionneur T, modulo le produit vectoriel avec la normale n.

3.5.2 Autres DDMs en Y possibles. Préconditionneurs associés

On rappelle que l’équation à résoudre en toute généralité est le système (3.7) suivant

{
E−

tan = E+
tan,

−n− ×H− = n+ ×H+ + urhs,

avec urhs défini par la formule (3.6).

En fonction de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann utilisé comme opérateur de couplage entre
sous-domaines, on peut réécrire l’équation (3.7) sous quatre formes différentes, DDMa, DDMb,
DDMc ou DDMd (on a déjà rencontré DDMb au cours de ce chapitre : DDMb correspond à
l’équation (3.10)). Pour une équation intégrale en source, on peut prendre la trace que l’on
veut, donc n’importe quel opérateur de type Dirichlet-to-Neumann peut être synthétisé par
une équation en source. En revanche, pour une équation en champ, la sortie Output désirée
détermine le choix de l’opérateur sous-jacent ; un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ne
peut donc pas être synthétisé par n’importe quelle équation en champ. Pour le détail des
équations intégrales, nous renvoyons au §2.6 du Chapitre 2.

• (a) Si l’on utilise l’opérateur Ya défini en (2.15), alors l’équation à résoudre est

DDMa : (Y +
a − Y −

a )(n+ × E+) = −urhs.

Il est naturel d’après (3.22) de préconditionner l’équation par n × T. Puisque l’on a en
sortie du n×H, les équations intégrales que l’on peut utiliser pour calculer numériquement
Ya sont :

⋆ les équations simple couche en champ suivantes : EFIE, −n×EFIE.
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⋆ les équations double couche en champ suivantes : MFIE, −n×MFIE.

⋆ toutes les équations en source, en particulier : GCSIE-metallic,−n×GCSIEn×-metallic.

• (b) Si l’on utilise l’opérateur Yb défini en (2.16), alors l’équation à résoudre est

DDMb : (Y +
b + Y −

b )(E+
tan) = −urhs.

On a en effet

(Y +
a − Y −

a ) = −(Y +
b + Y −

b )n×,
(Y +

b + Y −
b ) = (Y +

a − Y −
a )n× .

Il est naturel d’après (3.23) de préconditionner l’équation par T. Puisque l’on a en sortie
du n×H, les équations intégrales que l’on peut utiliser pour calculer numériquement Yb
sont :

⋆ les équations simple couche en champ suivantes : EFIE, −n×EFIE.

⋆ les équations double couche en champ suivantes : MFIE, −n×MFIE.

⋆ toutes les équations en source, en particulier : GCSIE-metallic,−n×GCSIEn×-metallic.

• (c) Si l’on utilise l’opérateur Yc défini en (2.17), alors l’équation à résoudre est

DDMc : (Y +
c + Y −

c )(n+ × E+) = −n+ × urhs.

On a en effet

(Y +
a − Y −

a ) = n× (Y +
c + Y −

c ),

(Y +
c + Y −

c ) = −n× (Y +
a − Y −

a ).

Il est naturel d’après (3.24) de préconditionner l’équation par n×Tn×. Puisque l’on a en
sortie du Htan, les équations intégrales que l’on peut utiliser pour calculer numériquement
Yc sont :

⋆ les équations simple couche en champ suivantes : EFIEn×, −n×EFIEn×.

⋆ les équations double couche en champ suivantes : MFIEn×, −n×MFIEn×.

⋆ toutes les équations en source, en particulier : GCSIE-metallic,−n×GCSIEn×-metallic.

• (d) Si l’on utilise l’opérateur Yd défini en (2.18), alors l’équation à résoudre est

DDMd : (Y +
d − Y −

d )(E+
tan) = n+ × urhs.

On a en effet

(Y +
a − Y −

a ) = −n× (Y +
d − Y −

d )n×,
(Y +

d − Y −
d ) = −n× (Y +

a − Y −
a )n× .

Il est naturel d’après (3.25) de préconditionner l’équation par Tn×. Puisque l’on a en
sortie du Htan, les équations intégrales que l’on peut utiliser pour calculer numériquement
Yd sont :

⋆ les équations simple couche en champ suivantes : EFIEn×, −n×EFIEn×.

⋆ les équations double couche en champ suivantes : MFIEn×, −n×MFIEn×.

⋆ toutes les équations en source, en particulier : GCSIE-metallic,−n×GCSIEn×-metallic.

Les préconditionneurs possibles sont résumés dans le tableau récapitulatif 3.23.
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DtN Y : n×E 7→ n×H Yb : Etan 7→ n×H Yc : n×E 7→ Htan Yd : Etan 7→ Htan

DDM : DDMa DDMb DDMc DDMd

Système linéaire (Y +
a − Y −

a ) (Y +

b
+ Y −

b
) (Y +

c + Y −
c ) (Y +

d
− Y −

d
)

Inconnue n+ ×E+ E+
tan n+ ×E+ E+

tan

Second membre −urhs −urhs −n+ × urhs n+ × urhs

Préconditionneur n× T T n× Tn× Tn×

Input n×E Etan n×E Etan

Output n×H n×H Htan Htan

Equations EFIE EFIE −n×MFIEn× −n×MFIEn×
possibles GCSIE GCSIE GCSIE GCSIE

−n×GCSIEn× −n×GCSIEn× −n×GCSIEn× −n×GCSIEn×
oprRHS pour les [Id] [Id] [Id] [Id]
équations
en champ

oprRHS pour absent [Id]−1[n×] absent [Id]−1[n×]

GCSIE

oprRHS pour −[Id]−1[n×] absent −[Id]−1[n×] absent

−n×GCSIEn×
oprPP pour les
équations absent absent absent absent
en champ

oprPP pour

(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ +

(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ +

(
−
1

2
n×−K

)
Ỹ +

(
−
1

2
n×−K

)
Ỹ +

GCSIE −n× T −n× T +T +T

oprPP pour

(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ +n×

(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ +n×

(
−
1

2
n×−K

)
Ỹ +n×

(
−
1

2
n×−K

)
Ỹ +n×

−n×GCSIEn× −n× Tn× −n× Tn× +Tn× +Tn×

Figure 3.23 – Tableau récapitulatif.

3.5.3 Problèmes rencontrés selon les DDMs

Nous énumérons ci-dessous les problèmes rencontrés lorsque l’on veut changer de DDM ou
d’équation intégrale sous-jacente. On pourra consulter le tableau 3.23 où l’on a entouré les
opérateurs pouvant poser problème.

• La présence de l’opérateur n×. D’une manière générale, l’opérateur n× est mal discrétisé
sur les éléments finis de Raviart-Thomas. Intuitivement, cela provient du fait que les loops
(rotationnels surfaciques) et les stars (gradients surfaciques) n’y sont pas de même dimension.
En particulier, la matrice provenant de la discrétisation de l’opérateur n× n’est pas inversible,
alors que l’opérateur continu l’est : (n×)2 = − Id. Il est donc souhaitable de ne pas faire
apparâıtre cet opérateur dans la DDM, que ce soit dans oprRHS ou dans oprPP.

• Le préconditionneur à employer. Les opérateurs n × T, Tn× et n × Tn× sont mal re-
présentés lorsqu’on les programme. Curieusement, lorsque n × T est utilisé dans la GCSIE
métallique, cela ne pose pas de problème car le reste des opérateurs intervenant dans l’équa-
tion semble compenser, d’une certaine manière, la présence de cet opérateur. Cependant,
lorsqu’on veut s’en servir dans une DDM, cela pose problème car on utilise alors l’opérateur
seul. En conclusion, le conditionnement des DDMs suivantes : DDMa, DDMc et DDMd,
est a priori plus difficile à améliorer à l’aide d’un opérateur de type simple couche, que le
conditionnement de DDMb. Le mieux serait donc, probablement, de se restreindre à DDMb.
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• Utilisation de l’équation GCSIE métallique dans les sous-domaines. La GCSIE est
naturellement conçue pour prendre en entrée le vecteur d’amplitude (et non de couplage)
n × E. C’est pourquoi, dans les DDMs : DDMa et DDMc, pour lesquelles Input= n × E,
il n’y a pas d’opérateur oprRHS à appliquer au vecteur d’entrée pour construire le second
membre. En revanche, pour les DDMs : DDMb et DDMd, pour lesquelles Input= Etan, il
faut appliquer au vecteur d’entrée l’opérateur oprRHS= [Id]−1[n×] pour construire le second
membre. Or nous souhaitons d’une part, éviter d’utiliser l’opérateur n×, et d’autre part
résoudre DDMb pour utiliser le “bon” préconditionneur T. Il semble donc que ce ne soit pas
possible en utilisant une GCSIE.

• Utilisation d’une équation −n×GCSIEn× dans les sous-domaines. Pour pallier à ce
problème, on se tourne vers l’équation −n×GCSIEn×. En effet, puisque l’opérateur sous-
jacent à la GCSIE est proche de l’identité, il devrait en être de même pour l’opérateur
sous-jacent à −n×GCSIEn×, puisque

−n× Idn× = Id .

L’équation −n×GCSIEn× devrait donc être intrinsèquement bien conditionnée, tout comme
la GCSIE. L’avantage de cette dernière équation est qu’elle prend en entrée Etan. Utilisée
dans DDMb, elle ne nécessiterait donc pas d’opérateur oprRHS. Néanmoins, on s’aperçoit
que l’opérateur oprPP, nécessaire pour obtenir n×H en sortie, contient l’opérateur n×Tn×,
qui lui est particulièrement difficile à implémenter correctement. Il semble donc que l’on soit
dans une impasse.

• Utilisation d’une équation −n×GCSIE dans les sous-domaines. Un dernier espoir
serait d’utiliser à la place l’équation −n×GCSIE, mais dans ce cas le problème est que
l’opérateur n× n’est pas nécessairement inversible, donc ne conduirait pas nécessairement à
une équation bien conditionnée.

3.6 Une formulation à deux inconnues vue comme une

application du formalisme GCSIE

On applique ici le formalisme GCSIE (présenté au Chapitre 2) de construction d’une équa-
tion bien conditionnée, pour construire une méthode de décomposition de domaine bien condi-
tionnée.

Construction d’une DDM intrinsèquement bien conditionnée

On rappelle que l’équation à résoudre est la suivante :

(
σ+
0 σ−

0

σ+
1 σ−

1

)(
E+

E−

)
=

(
0

−urhs

)
.

On pose

γ :=

(
σ+
0 σ−

0

σ+
1 σ−

1

)
et E :=

(
E+

E−

)
.
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On choisit tout d’abord le potentiel V permettant de paramétrer l’espace dans lequel on re-
cherche la solution. En notant

V± : σ±
0 E

± 7→ E± et V =

(
V+ 0
0 V−

)
,

le potentiel V est associé à la trace γv suivante

γv :=

(
σ+
0 0
0 σ−

0

)
,

au sens où l’on a la formule de paramétrisation E = V(γvE). Si l’on choisit alors

R : γu 7→ γvu,

il vient naturellement γVR = Id. La question est maintenant de trouver une bonne approxima-
tion R̃ de R.

Posons {
x = σ+

0 E
y = σ+

1 E
, alors R

(
x+ y

Y +x+ Y −y

)
=

(
x
y

)
.

En posant {
a = x+ y
b = Y +x+ Y −y

, il suffit de trouver

{
x = Ra,
y = Rb.

Or on a {
(Y + − Y −)x = −Y −a+ b,
(Y + − Y −)y = Y +a− b,

d’où il vient, en utilisant l’égalité (n× T)(Y + − Y −) = Id :

R

(
a
b

)
=

(
(n× T)(−Y −a+ b)
(n× T)(Y +a− b)

)
.

Par analogie avec l’opérateur Dirichlet-to-Neumann d’une surface lisse, on approche Y ± par
Ỹ ± = ∓2n × T. En vertu de la formule de Calderón, on approche de plus (n × T)2 par
−(1/4) Id. On obtient alors

(n× T)(−Ỹ −a+ b) = −2(n× T)2a+ (n× T)b ≈ 1

2
a+ (n× T)b,

(n× T)(Ỹ +a− b) = −2(n× T)2a− (n× T)b ≈ 1

2
a− (n× T)b.

On choisit donc d’approcher R par

R̃ =

(
1/2 n× T
1/2 −n× T

)
.
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Figure 3.24 – Courbes de convergence pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la sphère
artificielle à 68 MHz maillée avec 168 DoF.

Equivalence avec la DDM en Y préconditionnée à gauche par l’opérateur simple
couche (DDM Y2)

On a choisi

γ =

(
σ+
0 σ−

0

σ+
1 σ−

1

)
, V =

(
V+ 0
0 V−

)
, R̃ =

(
Id /2 n× T
Id /2 −n× T

)
,

où le potentiel V± vérifie
σ±
0 V± = Id, σ±

1 V± = Y ±.

On calcule le système linéaire correspondant

γVR̃ =

(
σ+
0 σ−

0

σ+
1 σ−

1

)(
V+ 0
0 V−

)(
Id /2 n× T
Id /2 −n× T

)

=

(
Id Id
Y + Y −

)(
Id /2 n× T
Id /2 −n× T

)

=

(
Id 0

(Y + + Y −)/2 (Y + − Y −)(n× T)

)
.

L’équation à résoudre est donc
(

Id 0
(Y + + Y −)/2 (Y + − Y −)(n× T)

)(
u1

u2

)
=

(
0

−urhs

)
.

Par suite, en utilisant un solveur itératif pour résoudre ce système, u1 est nul à chaque
itération, et u2 est donc solution de

(Y + − Y −)(n× T)u2 = −urhs. (DDM Y4)
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On remarque que cette DDM à deux inconnues (notée DDM Y4) est équivalente à la DDM en
Y préconditionnée à droite par l’opérateur simple couche T (DDM Y3). Nous présentons les
résultats numériques relatifs à cette nouvelle équation, notée DDM Y4, sur la Fig. 3.24. On
observe en effet sur les courbes d’itérations que le résidu à chaque itération est exactement le
même pour DDM Y3 et DDM Y4.

3.7 Conclusion

Nous avons paramétré le problème découpé (3.7) à l’aide de quatre opérateurs de type
Dirichlet-to-Neumann. En fonction de l’opérateur choisi, une certaine équation intégrale (ou
plusieurs) peut être utilisée pour résoudre les sous-problèmes locaux. Un préconditionneur ana-
lytique efficace a été proposé dans le cadre de la DDM basée sur les opérateurs admittance.

Pour cette même DDM en Y , nous nous tournons dans le chapitre suivant vers un précon-
ditionneur spectral, fondé sur la recherche de modes dont les traces sur l’interface sont vecteurs
propres de l’opérateur admittance. Pour ce faire, on approche localement la cavité par un cy-
lindre infini tangent au voisinage de l’interface, et l’on recherche les modes guidés le long de ce
cylindre.
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Dans ce chapitre, on considère un objet diffractant possédant une cavité large et profonde.
On suppose de plus qu’au voisinage de l’interface introduite pour les besoins de la décomposi-
tion de domaine, on peut approcher localement la cavité par un guide d’onde, i.e. un cylindre
infini dont la section est l’interface artificielle (Fig. 4.1). Nous proposons un préconditionneur
spectral pour la méthode de décomposition de domaine présentée au Chapitre 3, basée sur les
opérateurs admittance. Ce préconditionneur est fondé sur la connaissance de modes qui sont
guidés le long du guide d’onde artificiel infini, tangent à la cavité à proximité de l’interface entre
les deux sous-domaines. Les résultats numériques illustrent l’efficacité de la méthode, appliquée
à des guides d’onde de forme rectangulaire.

Guide d’onde

infini

Figure 4.1 – Approximation locale de la cavité par un guide d’onde tangent infini.

Dans le premier paragraphe, on définit les modes guidés le long d’un cylindre, et l’on donne
le moyen de les obtenir selon la forme de la section du cylindre. Nous effectuons les calculs
dans le cadre général d’un cylindre de section arbitraire η. Les modes guidés sont exprimés
à l’aide des fonctions propres d’équations aux dérivées partielles posées sur cette section. On
montre d’une part que ces modes forment une base orthogonale de L2(η,R2), et d’autre part,
que les opérateurs admittance se diagonalisent dans cette base. Ce point permet de proposer
un préconditionneur à la DDM en Y présentée au chapitre précédent.

Le deuxième paragraphe décrit le calcul effectif des modes guidés. Tout d’abord, on s’in-
téresse au cas des guides d’onde de section rectangulaire. On obtient dans ce cas une formule
analytique explicite de modes guidés. En revanche, pour un guide d’onde de section non rectan-
gulaire, on doit disposer d’un solveur 2D pour résoudre le problème du laplacien avec condition
aux liimites de Dirichlet ou de Neumann, permettant ainsi de trouver la trace des modes guidés
sur l’interface.

Dans le troisième paragraphe, on rappelle l’expression de la méthode de décomposition de
domaine basée sur les opérateurs admittance. On utilise ensuite le fait que les deux opérateurs
admittance des demi-cylindres infinis se diagonalisent dans la base des traces de modes guidés
sur l’interface, pour proposer un préconditionneur naturel à la méthode de décomposition de
domaine relative.

Nous donnons au quatrième paragraphe les résultats numériques pour ce préconditionneur,
dans le cas d’une DDM basée sur les opérateurs admittance et d’une cavité localement de sec-
tion rectangulaire. On présente tout d’abord les cas tests et les résultats permettant de valider
numériquement l’algorithme. On donne ensuite le gain en itérations apporté par le précondition-
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neur fondé sur les modes guidés. On étudie également l’influence du nombre de modes guidés,
ainsi que l’influence de l’angle d’incidence sur l’efficacité de la méthode.

Nous comparons finalement, dans le cinquième paragraphe, l’efficacité du préconditionneur
fondé sur les modes guidés avec celle du préconditionneur utilisant l’opérateur simple couche
présenté dans le Chapitre 3.

4.1 Modes guidés pour un cylindre de forme quelconque

Etant donné un cylindre de section η, supposée suffisamment régulière, le but de cette étude
est d’exhiber une base de fonctions vectorielles de L2(η,R2) qui soient définies sur la section
η du cylindre, tangentes à η, et telles que dans la base obtenue, les opérateurs admittance liés
aux deux parties du cylindre soient des opérateurs diagonaux.

L’étude des propriétés d’ondes guidées le long de surfaces ou de cylindres débute avec les
travaux de Lord Rayleigh [33] en 1885, qui s’intéresse aux ondes de surfaces élastiques guidées le
long d’un demi-espace. Depuis, ce problème a été très étudié. Citons en particulier Bamberger
et Bonnet [9], [10] pour leurs travaux sur les ondes électromagnétiques guidées à l’intérieur des
fibres optiques, ainsi que Bamberger, Joly et Kern [11] pour leurs travaux sur les ondes élas-
tiques guidées à l’extérieur d’une cavité cylindrique. Bonnet-BenDhia et Joly [12] s’intéressent
également à l’approximation numérique des guides d’onde optiques. Les résultats ci-dessous qui
concernent les modes guidés sont classiques, nous les rappelons pour que l’exposé soit auto
contenu. Le lecteur familier avec la notion de guide d’onde pourra se diriger directement vers
la section §4.1.7.

Dans un premier temps, on effectue les calculs dans le cas d’un cylindre de base quelconque
pour obtenir des résultats généraux. On s’intéresse ensuite plus spécifiquement au cas d’un cy-
lindre de base rectangulaire, qui sera testé dans les applications numériques. La diagonalisation
des opérateurs nous permettra enfin de proposer un préconditionneur adapté pour la DDM en
Y décrite au Chapitre 3.

4.1.1 Le problème aux limites dans chacun des demi-guides d’onde

Le cylindre a pour axe (Oz). La base η du cylindre est définie dans le plan (x, y) et est un
domaine fermé simplement connexe. On note ∂η le bord de η (Fig. 4.2). L’interface artificielle
que nous avons introduite pour décomposer le domaine de calcul est définie par

Σ = η × {z = 0}.

On s’intéresse à la propagation de modes guidés le long des deux demi-guides d’onde G+ =
η × {z > 0} et G− = η × {z < 0}.

Dans toute la suite, on note n = ez la normale à l’interface η. On note n0 la normale au
bord ∂η dans le plan (x, y). On considère un vecteur unitaire τ , tangent au bord ∂η, et tel
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z

η
∂η

G−

z = 0

G+

Figure 4.2 – Le guide d’onde infini et l’interface artificielle Σ = η × {z = 0}.

que (n0, τ) soit une base orthonormée directe. Dans η, on note ∆x,y =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
le laplacien

surfacique, ∇ =

(
∂x
∂y

)
le gradient surfacique,

→
rot =

(
−∂y
∂x

)
le rotationnel surfacique vectoriel,

rot

(
ux
uy

)
= ∂xuy − ∂yux le rotationnel surfacique scalaire, et div

(
ux
uy

)
= ∂xux + ∂yuy la diver-

gence surfacique.

Pour un champ bidimensionnel u défini sur η, on notera utan = τ ·u sa composante tangen-
tielle sur ∂η. Pour un champ tridimensionnel v défini sur η× (0z), on notera vtan sa projection
sur le plan tangent au cylindre ∂η × (0z).

On recherche les solutions harmoniques de l’équation de Maxwell. On cherche donc Ẽ sous
la forme

Ẽ(x, y, z, t) = ℜ
(
e−iωtE(x, y, z)

)
,

avec E solution de l’équation de Maxwell harmonique ∇×(∇×E)− k2E = 0 dans G+ et dans

G−. Avec l’hypothèse ∇ · E = 0, l’équation de Maxwell devient
→

∆E + k2E = 0. On cherche
donc à résoudre {

→

∆E+ k2E = 0 dans G+ et dans G−,
∇ · E = 0 dans G+ et dans G−.

(4.1)

En ce qui concerne les conditions aux limites, le champ électrique est supposé tel queEtan = 0
sur les bords du guide d’onde :

Etan = 0 sur ∂η × (Oz). (4.2)

Cette condition est l’analogue de l’hypothèse d’appartenance aux espaces d’ondes admissibles
W+ et W− définis en 42 et 43, à l’exception de la condition de Silver-Müller, dont nous donne-
rons l’analogue au §4.1.3.

4.1.2 Séparation des variables z et (x, y) pour le champ électrique

Nous recherchons un champ E solution des équations (4.1) et (4.2) sous la forme particulière
suivante :

E(x, y, z) = v(z) F(x, y), (4.3)
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où v est scalaire et F est vectorielle. On notera F =



Fx

Fy

Fz


 les composantes cartésiennes de la

fonction vectorielle F.

La première équation du système (4.1) nous donne pour p = x, y, z :

v′′

v
(z) +

∆x,yFp

Fp

(x, y) + k2 = 0 dans G+ et dans G−. (4.4)

Nous introduisons la quantité λ suivante :

λ :=
v′′

v
(z) + k2 = − ∆x,yFp

Fp

(x, y).

C’est une constante car elle est indépendante de (x, y) et de z.

Nous posons aussi

β :=

{√
k2 − λ si λ ≤ k2,

i
√
λ− k2 sinon.

(4.5)

Les fonctions v et Fp pour p = x, y, z vérifient donc respectivement

v′′(z) + β2v(z) = 0, (4.6)

∆x,yFp(x, y) + λFp(x, y) = 0. (4.7)

Les solutions de (4.6) sont de la forme v(z) = exp(ǫiβz) avec ǫ = ±1.

4.1.3 Condition de rayonnement : le champ se dirige vers l’infini

Pour s’assurer de l’unicité des solutions, une autre hypothèse est nécessaire. Cette condition
supplémentaire joue le rôle de condition de rayonnement à l’infini (cf. la condition de Silver-
Müller (1.4)). Dans la suite, on suppose que l’on recherche seulement les modes se propageant
vers l’infini. Dans le demi-guide d’onde G+, lorsque t augmente, les solutions se propagent vers
les z croissants, tandis que dans le demi-guide d’onde G−, lorsque t augmente, les solutions se
propagent vers les z décroissants.

Au vu de la convention temporelle e−iωt, on doit choisir respectivement

{
v+(z) = e+iβz pour z > 0,
v−(z) = e−iβz pour z < 0.

On a donc choisi ǫ = +1 dans G+ et ǫ = −1 dans G−.

Les modes guidés sont soit propagatifs, soit évanescents. En effet, pour λ > k2, β = iγ où
γ est un réel positif, et donc v±(z) = e∓γz (pour z ∈ R±

∗ ) correspond à un mode évanescent.
Pour λ < k2, β est un réel positif, et donc v±(z) = e±iβz (pour z ∈ R±

∗ ) correspond à un mode
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propagatif. Pour λ = k2, on a β = 0, donc v±(z) = 1 et le mode est stationnaire.

Les modes E+ et E− guidés respectivement dans G+ et dans G−, prennent donc la forme

E±(x, y, z) = e±iβz



F±
x (x, y)
F±
y (x, y)
F±
z (x, y)


 ,

où Fx, Fy et Fz vérifient (4.7). Nous déduisons de la propriété de divergence nulle ∇ · E = 0
l’équation supplémentaire

F±
z = ∓ 1

iβ

(
∂xF

±
x + ∂yF

±
y

)
dans G±. (4.8)

Finalement, nous déduisons de la condition au bord métallique, E±
tan = 0 sur ∂η × (Oz), que

F±
z = 0 sur ∂η, et

(
F±
x

F±
y

)

tan

= 0 sur ∂η.

Pour des raisons que l’analyse ci-dessous rendra évidentes, nous dirons que le mode guidé
est de type rotationnel si sa composante F±

z est identiquement nulle. Nous commençons par la
description d’un autre type de modes, dits de type gradient, pour lesquels cette composante
n’est pas nulle.

4.1.4 Modes guidés de type gradient

La composante F±
z d’un mode de type gradient n’est pas identiquement nulle et satisfait

{
−∆x,yF

±
z = λF±

z sur η,
F±
z = 0 sur ∂η.

Nous en déduisons que F±
z appartient à la famille des fonctions propres du laplacien surfa-

cique avec condition au bord de Dirichlet sur le bord ∂η, dont nous notons une base (ϕn)n≥0,
supposée orthogonale pour les produits scalaires L2 et H1. Par convention, nous supposons dans
la suite que les fonctions propres ϕn satisfont la condition de normalisation

∫

η

|∇ϕn|2 = 1. (4.9)

On note (λDn )n≥0 la suite des valeurs propres associées, supposées rangées par ordre croissant.
Nous avons donc

λ = λDn ,

pour un certain n ≥ 0. Nous définissons par ailleurs pour chaque n ≥ 0 un complexe βD
n à

partir de λDn , comme en (4.5). On peut donc supposer que la composante F±
z est de la forme

F±
z = ± λDn

iβD
n

ϕn.
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La constante
λDn
iβD

n

est choisie pour simplifier la suite des calculs. (Notons que cette constante

n’est pas définie dans le cas βD
n = 0 d’un mode stationnaire, cas que nous excluons.)

La condition de divergence nulle nous donne

div

(
F±
x

F±
y

)
= ∓iβD

n F
±
z = −λDn ϕn.

On choisit de rechercher le vecteur

(
F±
x

F±
y

)
sous la forme d’un gradient. Alors son rotationnel

scalaire est nul, d’où l’on obtient :

0 =
→
rot rot

(
F±
x

F±
y

)
= ∇div

(
F±
x

F±
y

)
−

→

∆x,y

(
F±
x

F±
y

)

= ∇(−λDn ϕn) + λDn

(
F±
x

F±
y

)

= λDn

(
F±
x − ∂xϕn

F±
y − ∂yϕn

)
.

On appellera n-ième mode de type gradient le champ

E±,n
grad(x, y, z) = e±iβD

n z




∂xϕn

∂yϕn

± λDn
iβD

n

ϕn



.

On vérifie que si l’on définit E±,n
grad comme ci-dessus, alors :

• (a) On a
→

∆E±,n
grad + k2E±,n

grad = 0 dans G±. Cette propriété est vérifiée car on a ∆x,yF
±
p +

λDn F
±
p = 0 pour p = x, y, z. En effet, elle est vraie pour F±

z par définition, et par ailleurs
pour p = x, y, par le lemme de Schwarz,

∆x,y(∂pϕn) + λDn ∂pϕn = ∂p(∆x,yϕn + λDn ϕn) = 0.

• (b) On a ∇ · E±,n
grad = 0 dans G±. En effet,

∇ · E±,n
grad = ∆x,yϕn ± iβD

n

(
± λDn
iβD

n

)
ϕn = ∆x,yϕn + λDn ϕn = 0.

• (c) On a ϕ±
n = 0 sur ∂η, donc τ · ∇ϕ±

n = 0 sur ∂η. D’un autre côté, (E±,n
grad)z = 0 sur ∂η (car

ϕ±
n = 0 sur ∂η). Il s’ensuit que

(
E±,n

grad

)
tan

= 0 sur ∂η.
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Les modes guidés le long des deux demi-cylindres, issus d’un gradient sont définis par

E±,n
grad(x, y, z) = e±iβD

n z F±,n
grad(x, y),

où F±,n
grad est défini par

F±,n
grad =




∇ϕn

± λDn
iβD

n

ϕn


 avec

{
∆x,yϕn + λDn ϕn = 0 dans η,

ϕn = 0 sur ∂η.

Définition 51.

Compte tenu des hypothèses faites ci-dessus, la différence E−E±,n
grad entre le champ d’intérêt

E et le n-ième mode guidé de type gradient, a sa troisième composante
(
E− E±,n

grad

)
z
nulle. C’est

donc par définition un mode de type rotationnel. Nous abordons maintenant sa description.

4.1.5 Modes guidés de type rotationnel

La composante F±
z d’un mode de type rotationnel est nulle par hypothèse. Nous supposons

ici que l’une des deux autres composantes n’est pas identiquement nulle. Compte tenu de (4.8),
nous en déduisons que

∂xF
±
x + ∂yF

±
y = 0.

Il existe donc une fonction ψ définie sur η, telle que (F±
x , F

±
y ) =

→
rot ψ, en d’autres termes

F±
x = −∂yψ,
F±
y = ∂xψ.

La fonction ψ est unique à une constante additive près. Pour lever cette ambiguité, nous
supposons qu’elle satisfait la condition

∫

η

ψ = 0.

Par ailleurs, nous obtenons sur ∂η, en rappelant que l’on note n0 la normale extérieure à ∂η :

∂ψ

∂n0

= n0 · ∇ψ = τ ·
→
rot ψ =

( →
rot ψ

)
tan

=

(
F±
x

F±
y

)

tan

= 0, (4.10)

ce qui montre que ψ satisfait la condition aux limites de Neumann.

En utilisant que

→

∆x,y

→
rot =

(
∇div −

→
rot rot

) →
rot =

→
rot

(
−rot

→
rot
)
=

→
rot ∆x,y,
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on en déduit que
→
rot (∆x,yψ + λψ) =

→

∆x,y

( →
rot ψ

)
+ λ

→
rot ψ = 0,

car les coordonnées Fx et Fy de
→
rot ψ vérifient toutes deux ∆x,yFp + λFp = 0. Il s’ensuit que

∆x,yψ + λψ est une fonction constante sur le domaine η, puis que cette constante est nulle car
∫

η

(∆x,yψ + λψ) =

∫

∂η

∂ψ

∂n0

+ λ

∫

η

ψ = 0.

Nous en déduisons que ψ appartient à la famille des fonctions propres du laplacien surfa-
cique avec condition au bord de Neumann sur ∂η et contrainte de moyenne nulle sur η, dont
nous notons une base (ψn)n≥0, supposée orthogonale pour les produits scalaires L2 et H1. Par
convention, nous supposons dans la suite que les fonctions propres ψn satisfont la condition de
normalisation ∫

η

|∇ψn|2 =
∫

η

∣∣∣
→
rot ψn

∣∣∣
2

= 1. (4.11)

On note (λNn )n≥0 la suite des valeurs propres associées, supposées rangées par ordre croissant.
Nous avons donc

λ = λNn .

Nous définissons par ailleurs pour chaque n ≥ 0 un complexe βN
n à partir de λNn , comme en

(4.5). On peut donc supposer que
ψ = ψn.

On appellera n-ième mode de type rotationnel le champ

E±,n
rot (x, y, z) = e±iβN

n z




−∂yψn

∂xψn

0



.

Réciproquement, on vérifie que si l’on définit E±,n
rot comme ci-dessus, alors :

• (a) On a
→

∆E±,n
rot +k

2E±,n
rot = 0 dans G±. Cette propriété est vérifiée car on a ∆x,yF

±
p +λNn F

±
p =

0 pour p = x, y, z. En effet, elle est trivialement vraie pour F±
z = 0, et par ailleurs pour

p = x, y, par le lemme de Schwarz,

∆x,y(∂pψn) + λNn ∂pψn = ∂p(∆x,yψn + λNn ψn) = 0.

• (b) On a ∇ · E±,n
rot = 0 dans G±. En effet, comme F±

z est nul,

∇ · E±,n
rot = div

(
F±
x

F±
y

)
= div

→
rot ψn = 0.

• (c) D’après (4.10), la condition de Neumann homogène implique que

(
F±
x

F±
y

)

tan

= 0 sur ∂η.

D’un autre côté, (E±,n
rot )z = 0. On en déduit que

(
E±,n

rot

)
tan

= 0 sur ∂η.
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Les modes guidés le long des deux demi-cylindres, issus d’un rotationnel sont définis
par

E±,n
rot (x, y, z) = e±iβN

n z F±,n
rot (x, y),

où F±,n
rot est défini par

F±,n
rot =




→
rot ψn

0


 avec





∆ψn + λNn ψn = 0 dans η,

∂ψn

∂n
= 0 sur ∂η.

Définition 52.

4.1.6 Une base des champs tangents à la section du cylindre

Nous établissons que la famille des champs tangents à l’interface η, à savoir les fonctions

(∇ϕn)n≥0 et
( →
rot ψn

)
n≥0

, forme une base hilbertienne de l’espace L2(η,R2).

Pour montrer qu’elles engendrent L2(η,R2), nous utilisons la décomposition de Helmholtz.

On note H1(η)/R :=

{
u ∈ H1(η);

∫

η

u = 0

}
.

Pour toute fonction F ∈ L2(η,R2), il existe ϕ ∈ H1
0 (η), et ψ ∈ H1(η)/R vérifiant la

condition au bord faible ∂nψ = 0, uniques, tels que

F = ∇ϕ+
→
rot ψ.

Proposition 53 (Décomposition de Helmholtz).

Démonstration (Décomposition de Helmholtz).
Pour commencer, nous considérons une fonction F ayant davantage de régularité :

F ∈ H1
tan(η,R

2) :=
{
u ∈ H1(η,R2); utan = 0 sur ∂η

}
.

Comme div F ∈ L2(η), nous savons qu’il existe une solution unique ϕ ∈ H2∩H1
0 (η) au problème

{
△ϕ = div F sur η,
ϕ = 0 sur ∂η.

(4.12)

Par ailleurs, nous avons rot F ∈ L2(η) et
∫

η

rot F =

∫

∂η

F · τ = 0.

Il existe donc une solution unique ψ ∈ H2(η)/R :=

{
u ∈ H2(η);

∫

η

u = 0

}
au problème

{
△ψ = rot F sur η,
∂nψ = 0 sur ∂η.

(4.13)



4.1. Modes guidés pour un cylindre de forme quelconque 117

La fonction G := F − ∇ϕ −
→
rot ψ ∈ H1(η,R2) satisfait par construction div G = 0 et

rot G = 0 sur η, et donc est constante sur η. Pour montrer que cette constante est nulle, nous
nous plaçons sur ∂η et nous remarquons que

τ · ∇ϕ = ∂τϕ = 0,

car ϕ est constante (nulle) sur ∂η. Par ailleurs ψ est de régularité H2 et l’égalité ∂nψ = 0 a lieu
au sens fort. Nous en déduisons que

τ ·
→
rot ψ = ∂nψ = 0.

Ceci montre que ∇ϕ et
→
rot ψ ont, comme F , une composante tangentielle nulle sur ∂η (et

donc appartiennent à H1
tan(η,R

2)). Il s’ensuit que la fonction G = F −∇ϕ−
→
rot ψ est à la fois

constante sur η et de composante tangentielle nulle sur ∂η, donc est nulle.

Par le même calcul que (4.14) ci-dessous, ∇ϕ et
→
rot ψ sont orthogonaux au sens L2, donc

nous avons ‖F‖22 = ‖∇ϕ‖22 +
∥∥∥

→
rot ψ

∥∥∥
2

2
. Comme de plus ϕ et ψ dépendent linéairement de F ,

nous pouvons étendre cette décomposition par densité de H1
tan(η,R

2) à L2(η,R2), ce qui conclut
la preuve de l’existence.

L’unicité de la décomposition F = ∇ϕ+
→
rot ψ découle de ce que ϕ et ψ sont nécessairement

solutions respectives des problèmes (4.12) et (4.13). 2

La famille des champs tangents à l’interface η formée de la réunion de (∇ϕn)n≥0 et

de
( →
rot ψn

)
n≥0

, constitue une base hilbertienne de l’espace L2(η,R2).

Théorème 54.

Démonstration Par hypothèse, ces fonctions sont normalisées et orthogonales entre elles au

sein d’une même sous-famille (∇ϕn)n≥0 ou
( →
rot ψn

)
n≥0

. Pour prouver que les modes guidés

sont deux à deux orthogonaux, il nous reste simplement à montrer que le produit L2 de ∇ϕn

et
→
rot ψp est nul.

∫

η

(∇ϕn) · (
→
rot ψp) = −

∫

η

ϕn

(
div

( →
rot ψp

))
+

∫

∂η

ϕn

(
n0 ·

→
rot ψp

)
= 0, (4.14)

car div
→
rot = 0 et ϕn = 0 sur ∂η.

Soit F ∈ L2(η,R2). D’après la Proposition 53, il existe ϕ ∈ H1
0 (η) et ψ ∈ H1(η)/R, tels que

F = ∇ϕ +
→
rot ψ. Par construction, les familles (ϕn)n≥0 et (ψn)n≥0 constituent respectivement

des bases hilbertiennes des espaces H1
0 (η) et H1(η)/R. On peut donc décomposer ϕ et ψ sur

ces bases et ainsi exprimer F sous la forme

F =
+∞∑

k=0

ak ∇ϕk +
+∞∑

l=0

bl
→
rot ψl.
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Ceci établit que les familles (∇ϕn)n≥0 et
( →
rot ψn

)
n≥0

engendrent L2(η,R2). 2

4.1.7 Diagonalisation de l’admittance dans la base des traces de
modes guidés

On rappelle que par hypothèse, l’interface Σ est une interface contenue dans un plan, et
cöıncide sur ce plan avec le domaine bidimensionnel η. Par analogie avec la définition des opé-
rateurs admittance A±

Σ relatifs aux deux sous-domaines donnée en (3.9), on définit les opérateurs
admittance A±∗

Σ relatifs aux deux demi-guides d’onde, de la manière suivante.

On désigne par ∂G± le bord du demi-guide d’onde G±, auquel on a retiré l’interface
Σ. On note

P±∗ : D′(Σ) → D′(∂G± ∪ Σ)

l’opérateur de prolongement qui prolonge par 0 sur ∂G± un courant défini sur Σ, et

R±∗ : D′(∂G± ∪ Σ) → D′(Σ)

l’opérateur de restriction qui restreint à Σ un courant défini sur ∂G± ∪ Σ. On définit
alors les opérateurs admittance A±∗

Σ relatifs aux demi-guides d’onde, par :

A±∗
Σ = R±∗A±P±∗, (4.15)

où A± est l’opérateur admittance classique relatif à la frontière ∂G± ∪Σ. En utilisant
les notations du §3.2.1, on a donc A+ = A+

0 où Ω+
0 désigne le domaine G+, tandis que

A− = A−
0 où Ω−

0 désigne le domaine G−.

Définition 55 (Opérateurs admittance relatifs aux deux demi-guides d’onde).

Nous notons σ la trace sur l’interface η. Pour un champ tridimensionnel E, σ(E) désigne
donc un champ bidimensionnel. Par abus de notation, le vecteur n± × E désigne le vecteur
bidimensionel défini par n± × E = σ(n± × E).

L’opérateur admittance A±∗
Σ se diagonalise dans la base des traces de modes guidés

sur l’interface Σ, de valeurs propres associées :

• − k

βD
n

pour les modes guidés issus d’un gradient E±,n
grad,

• −β
N
n

k
pour les modes guidés issus d’un rotationnel E±,n

rot .

Proposition 56 (Diagonalisation de l’opérateur admittance).

Démonstration On rappelle que pour p = x, y, z, on a ∂zE
±
p = ±iβnE±

p , où βn vaut βD
n pour

les modes de type gradient et βN
n pour les modes de type rotationnel. Le champ magnétique
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défini par H± =
1

ik
∇×E± vérifie

H± =
1

ik



∂zE

±
y − ∂yE

±
z

∂xE
±
z − ∂zE

±
x

∂yE
±
x − ∂xE

±
y


 =

1

ik



±iβnE±

y − ∂yE
±
z

∂xE
±
z ∓ iβnE

±
x

∂yE
±
x − ∂xE

±
y


 = ±βn

k



E±

y

−E±
x

0


+

1

ik




−∂yE±
z

∂xE
±
z

∂yE
±
x − ∂xE

±
y


 .

En notant n± = ∓ez le vecteur unitaire normal à G± sur η, on en déduit que

n± ×H± = −βn
k



E±

x

E±
y

0


± 1

ik



∂xE

±
z

∂yE
±
z

0


 . (4.16)

Remarquons que dans les deux cas (G+ et G−), il y a le même signe moins devant le premier
terme.

• D’une part, pour les modes guidés issus d’un gradient
(
σ
(
F±,n

grad

)
= ∇ϕn

)
, E±

z est non
nul, mais l’on sait que

σ
(
F±,n

grad

)
= ∇ϕn et F±

z = ± λDn
iβD

n

ϕn.

Par suite, le vecteur suivant vaut



∂xF

±
z

∂yF
±
z

0


 =


± λDn

iβD
n

∇ϕn

0


 .

D’où

n± ×H± = e±iβD
n z

(
−β

D
n

k
∇ϕn +

1

ik

λDn
iβD

n

∇ϕn

)
= −1

k

(
βD
n +

λDn
βD
n

)
σ(E±).

On simplifie :

βD
n +

λDn
βD
n

=
(βD

n )
2 + λDn
βD
n

=
k2 − λDn + λDn

βD
n

=
k2

βD
n

.

Ceci nous conduit à

n± ×H±,n
grad = − k

βD
n

σ
(
E±,n

grad

)
.

La valeur propre de l’admittance associée est d’autant plus grande en module que λDn est proche
de k2 par valeur inférieure :

− k

βD
n

= − 1√
1− λDn

k2

.

• D’autre part, pour les modes guidés issus d’un rotationnel
(
σ
(
F±

rot

)
=

→
rot ψn

)
, on a

E±
z = 0 et donc

n± ×H±,n
rot = −β

N
n

k
σ
(
E±,n

rot

)
.
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La valeur propre de l’admittance associée est d’autant plus grande en module que λNn est petite
(proche de 0) :

−β
N
n

k
= −

√
1− λNn

k2
.

On a ainsi prouvé que l’opérateur admittance A±∗
Σ , relatif au demi-guide d’onde G± et défini

par (5.6), est un opérateur diagonal dans la base des traces de modes guidés sur Σ. 2

L’opérateur A+∗
Σ + A−∗

Σ se diagonalise de la manière suivante dans la base des traces
de modes guidés sur l’interface Σ :





(
A+∗

Σ + A−∗
Σ

)
σ(En

grad) = − 2k

βD
n

σ(En
grad),

(
A+∗

Σ + A−∗
Σ

)
σ(En

rot) = −2βN
n

k
σ(En

rot).

(4.17)

Corollaire 57.

On remarque que l’on a de même

σ
(
H±,n

grad

)
=

k

βD
n

n± × E±,n
grad et σ

(
H±,n

rot

)
=
βN
n

k
n± × E±,n

rot .

4.2 Calcul effectif des modes guidés

4.2.1 Application à un guide d’onde rectangulaire

Dans cette section, on considère le cas particulier d’un guide d’onde constitué d’un cylindre
de base rectangulaire. On suppose que cette base est définie par

η =
{
(x, y) ∈ R2, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b

}
.

On recherche les valeurs propres et les vecteurs propres du laplacien dans le rectangle η, res-
pectivement avec condition homogène de Dirichlet et avec condition homogène de Neumann.
On obtient ensuite immédiatement les modes guidés correspondants en appliquant les résultats
de la section §4.1.

Vecteurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet homogène

On veut résoudre {
−∆ϕn = λDn ϕn dans η,

ϕn = 0 sur ∂η.

En séparant les variables x et y, on obtient

ϕn(x, y) =
2√
ab λDn

sin
(pπ
a
x
)
sin
(qπ
b
y
)
,
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avec (p, q) ∈ (N∗)2 vérifiant (pπ
a

)2
+
(qπ
b

)2
= λDn .

On introduit la constante
2√
ab λDn

pour satisfaire la normalisation

∫

η

|∇ϕn|2 = 1. Remarquons

que si l’on prenait p = 0 ou q = 0, cela nous conduirait à ϕn = 0.

En calculant ∇ϕn sur l’interface, et en utilisant la condition de divergence nulle qui nous
donne

F±
z = ± λDn

iβD
n

ϕn,

on obtient les modes guidés associés, qui sont donnés en (4.18).

Vecteurs propres du laplacien avec condition de Neumann homogène

On veut résoudre 



−∆ψn = λNn ψn dans η,

∂ψn

∂n
= 0 sur ∂η.

En séparant les variables x et y, on obtient

ψn(x, y) =
µn
rot√
ab λNn

cos
(pπ
a
x
)
cos
(qπ
b
y
)
,

avec (p, q) ∈ N2 \ {(0, 0)} vérifiant

(pπ
a

)2
+
(qπ
b

)2
= λNn ,

et

µn
rot =

{
2 si p et q sont non nuls,√
2 si p ou q est nul.

De même, on introduit la constante
µn
rot√
ab λNn

pour satisfaire la normalisation

∫

η

|∇ψn|2 = 1.

Remarquons que si l’on prenait p = 0 et q = 0, on obtiendrait ψn = 1, et donc
→
rot ψn = 0.

Contrairement aux modes de type gradient, un mode de type rotationnel correspondant à
(p = 0, q 6= 0) ou (p 6= 0, q = 0) n’est pas nul. Il y a donc en général plus de modes guidés de
type rotationnel que de modes guidés de type gradient, satisfaisant respectivement λNn ≤ λ et
λDn ≤ λ, où λ est un réel positif fixé.

En calculant
→
rot ψn sur l’interface, et en utilisant la condition de divergence nulle nous

fournissant F±
z = 0, on obtient les modes guidés associés, qui sont donnés en (4.19).



122 Chapitre 4. Un préconditionneur spectral pour la DDM en Y

Description des modes guidés pour le cylindre de base rectangulaire

En conclusion, les modes guidés dans les deux demi-guides d’onde de base rectangulaire, se
propageant dans la bonne direction, et dont les traces sur η forment une base orthonormée de
L2(η,R2), sont décrits ci-dessous.

D’une part, les modes de type gradient sont donnés par

E±,n
grad =

2√
ab λDn

e±iβD
n z
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cos
(pπ
a
x
)
sin
(qπ
b
y
)

qπ

b
sin
(pπ
a
x
)
cos
(qπ
b
y
)

± λDn
iβD

n

sin
(pπ
a
x
)
sin
(qπ
b
y
)




, (4.18)

et d’autre part, les modes de type rotationnel sont donnés par

E±,n
rot =

µn
rot√
ab λNn

e±iβN
n z
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, (4.19)

avec

λn =
(pπ
a

)2
+
(qπ
b

)2
(4.20)

et
βn =

√
k2 − λn. (4.21)

Le coefficient µn
rot est défini par

µn
rot =

{
2 si p et q sont non nuls,√
2 si p ou q est nul.

(4.22)

Les modes E±,n
grad sont définis pour les couples (p, q) ∈ (N∗)2, tandis que les modes

E±,n
rot sont définis pour les couples (p, q) ∈ N2 \ {(0, 0)}.

Définition 58 (Modes guidés d’un cylindre de section rectangulaire a× b).

4.2.2 Application à un guide d’onde de forme quelconque

Dans le cas d’un guide d’onde de forme quelconque, il n’y a pas d’obstruction a priori à la
méthode. Nous aurons besoin de disposer d’un solveur 2D pour résoudre les problèmes de Diri-
chlet et de Neumann dans l’interface de forme quelconque. Nous n’avons pas encore implémenté
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un tel solveur, mais cela s’avérera nécessaire pour un cylindre de section non rectangulaire par
exemple.

4.3 Un préconditionneur spectral pour la DDM en Y

Les modes guidés pour un guide d’onde rectangulaire ont été définis au §4.2.1, et une dia-
gonalisation de l’opérateur admittance impliqué dans la DDM a été donnée, avec des valeurs
propres explicites pour cette forme particulière de cavité. Nous nous inspirons de cette étude
pour proposer la méthode de préconditionnement suivante.

On a montré au §4.1.7 que l’opérateur admittance A±∗
Σ , relatif au demi-guide d’onde G±

et défini par (5.6), est un opérateur diagonal dans la base des traces de modes guidés sur
l’interface Σ. De plus, on a prouvé au Corollaire 57 que l’on a la formule suivante





(
A+∗

Σ + A−∗
Σ

)
σ(En

grad) = − 2k

βD
n

σ(En
grad),

(
A+∗

Σ + A−∗
Σ

)
σ(En

rot) = −2βN
n

k
σ(En

rot).

(4.23)

Le but est de préconditionner le système (3.10) que nous rappelons ci-dessous :
(
A+

Σ + A−
Σ

)
E+

tan = −urhs,

en approchant l’opérateur
(
A+

Σ + A−
Σ

)
relatif aux deux sous-domaines réels de la DDM, par

l’opérateur
(
A+∗

Σ + A−∗
Σ

)
relatif aux deux demi-guides d’onde. Remarquons que, comme dans

le cas de l’équation intégrale GCSIE métallique, le conditionnement du système linéaire sous-
jacent est d’autant meilleur que l’on approche fidèlement l’opérateur Dirichlet-to-Neumann.

Intuitivement, les modes propagatifs doivent avoir une plus grande importance que les modes
évanescents pour la propagation de l’information depuis l’interface Σ jusque dans les sous-
domaines. Il est donc logique, dans un premier temps, de se limiter aux modes propagatifs, en
ne prenant en compte que les valeurs propres λn du laplacien sur l’interface vérifiant

λn ≤ k2.

On introduit le coefficient réel cevan > 0 et l’on choisit de ne tenir compte que des modes
guidés tels que les valeurs propres associées vérifient

λn ≤ cevan k
2.

Lorsque cevan = 1, on se restreint aux modes propagatifs (aucun mode évanescent). Lorsque
cevan < 1, on se restreint aux modes propagatifs associés aux plus petites valeurs propres (il
manque donc a priori certains modes propagatifs). Lorsque cevan > 1, on considère tous les
modes propagatifs avec également quelques modes évanescents.

Pour chaque calcul, nous allons donner le nombre total de modes guidés considérés. Pour
des raisons de cohérence et d’élégance, nous avons choisi de prendre en compte tous les modes
guidés de valeur propre λ donnée. Le nombre total de modes guidés n’est donc pas arbitraire.
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On définit de la manière suivante un préconditionneur basé sur la connaissance des
modes guidés. On choisit préalablement un coefficient cevan qui fixe le nombre de
modes guidés considérés. On notera B l’ensemble des modes pris en compte. Le vecteur
auquel on applique le préconditionneur est une combinaison linéaire d’éléments finis
de Raviart-Thomas.

• 1) On projette orthogonalement l’inconnue sur l’ensemble σ(B) des traces de modes
guidés sur l’interface Σ. Cette étape est réalisée en multipliant le vecteur en ques-
tion par la matrice du produit scalaire L2 des traces de modes guidés contre les
éléments finis de Raviart-Thomas, étape qui est suivie d’une inversion par la ma-
trice masse des traces de modes guidés. Notez que, aux erreurs de discrétisation
près, cette dernière matrice est l’identité. Par mesure de prudence, on réalise
quand même cette inversion par la matrice masse.

• 2) On multiplie le vecteur obtenu par l’inverse de la matrice diagonale contenant
les valeurs propres de l’opérateur

(
A+∗

Σ + A−∗
Σ

)
. Ces valeurs propres sont données

par les formules (4.23).

• 3) On retourne dans l’espace des éléments finis de Raviart-Thomas, de nouveau par
une projection orthogonale. On multiplie le vecteur par la matrice du produit sca-
laire L2 des éléments finis de Raviart-Thomas contre les traces de modes guidés,
puis on inverse par la matrice masse des éléments finis de Raviart-Thomas.

Définition 59 (Le préconditionneur modal pour la DDM en Y ).

On désigne par :

• [massRT] la matrice masse des éléments finis de Raviart-Thomas ;

• [massModes] la matrice masse des traces de modes guidés sur l’interface Σ ;

• [RTModes] la matrice permettant de passer des éléments finis de Raviart-Thomas
aux traces de modes guidés, i.e. la matrice contenant les produits scalaires des traces
de modes guidés contre les éléments de Raviart-Thomas (les lignes concernent les
modes guidés et les colonnes les Raviart-Thomas) ;

• [ModesRT] la matrice permettant de passer des traces de modes guidés aux éléments
finis de Raviart-Thomas, i.e. la matrice contenant les produits scalaires des éléments
finis de Raviart-Thomas contre les traces de modes guidés (les lignes concernent les
Raviart-Thomas et les colonnes les modes guidés) ;

• [DiagY] la matrice diagonale contenant les valeurs propres de l’opérateur(
A+∗

Σ + A−∗
Σ

)
associées aux traces des modes guidés considérés.

Définition 60.

Pour résumer, avec ces notations, nous préconditionnons la DDM en Y en effectuant l’opé-
ration suivante :

[massRT]−1[ModesRT][DiagY]−1[massModes]−1[RTModes].
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4.4 Résultats numériques pour la DDM en Y

4.4.1 Présentation du cas test

On considère un maillage test constitué d’une cavité parallélépipédique. Ce maillage est
nommé smallBox. L’interface du maillage smallBox est un rectangle dont les côtés sont de
longueur a = 0.04755m et b = 0.02225m. En fonction de la fréquence et de la longueur des
côtés de l’interface, un certain nombre de modes peuvent pénétrer dans la cavité ; on dit alors
qu’il s’agit de modes propagatifs. Le nombre de modes propagatifs à fréquence donnée est
indiqué dans le tableau ci-dessous.

Fréquence Nombre de modes propagatifs
pour le maillage smallBox

100 MHz 0
3.2 GHz 1
6.5 GHz 2
6.7 GHz 2 *
7 GHz 3 *
9 GHz 5 *
10 GHz 8 *
15 GHz 18 *
20 GHz 26 *
26 GHz 49 *
30 GHz 69 *
37 GHz 100 *
37.1 GHz 102 *

Figure 4.3 – Nombre de modes propagatifs correspondant aux guides d’onde infinis engendrés
par l’interface du maillage smallBox, en fonction de la fréquence. * Le maillage smallBox est
considéré comme trop grossier pour ces fréquences.

4.4.2 Validation numérique pour la DDM en Y

On applique le préconditionneur décrit dans la section précédente au cas d’un objet dif-
fractant contenant une cavité, dont la forme près de l’interface peut être approchée par un
cylindre rectangulaire infini tangent à la cavité. On rappelle que la base des modes guidés d’un
tel cylindre a été décrite au paragraphe 4.2.1.

Pour la validation, on considère le maillage smallBox. Pour une fréquence de 100 MHz, le
maillage smallBox est en λ sur 510.80. Pour une fréquence de 3200 MHz, le maillage est en
λ sur 15.96. Pour une fréquence de 6500 MHz, le maillage est en λ sur 7.86. Pour ces trois
fréquences, on compare les courbes de SER obtenues (Fig. 4.4 , 4.5 et 4.6) : par la DDM en Y
non préconditionnée ; par la DDM en Y préconditionnée à l’aide du préconditionneur spectral,
avec 8 modes guidés ; et enfin, par résolution des équations intégrales suivantes : l’EFIE, la
GCSIE métallique, la CFIE avec coefficient de MFIE 0.5, la CFIE avec coefficient de MFIE 0.1.
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Figure 4.4 – Courbes de SER pour le maillage smallBox à 100 MHz.

0 50 100 150 200 Theta_d 
-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

 10
log

10
(M

od
ule

 au
 ca

rre
) 

EFIEGCSIECFIE 0.1CFIE 0.5

Comparaison des SER sur le maillage smallBox
Frequence : 3200 MHz, 1 mode propagatif

0 50 100 150 200 Theta_d 
-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

 10
log

10
(M

od
ule

 au
 ca

rre
) 

EFIEGCSIECFIE 0.1CFIE 0.5DDM 0 sans preconditionneur
DDM avec 8 modes guides

Comparaison des SER sur le maillage smallBox
Frequence : 3200 MHz, 1 mode propagatif

Figure 4.5 – Courbes de SER pour le maillage smallBox à 3200 MHz.
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Figure 4.6 – Courbes de SER pour le maillage smallBox à 6500 MHz.
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Nous constatons une différence importante entre les quatre équations intégrales. Cette dif-
férence de SER peut être due au fait que le maillage smallBox est maillé trop grossièrement sur
l’arête près de l’interface. Nous observons que la DDM en Y préconditionnée spectralement est
en tout cas superposée à la DDM en Y non préconditionnée, ce qui montre que le précondi-
tionneur spectral ne perturbe pas la SER. De plus, les courbes de SER des deux DDMs en Y
sont très proches de celles de l’EFIE ; cela est probablement normal, car on utilise l’EFIE pour
résoudre les sous-problèmes locaux, et en particulier pour reconstruire la SER dans le domaine
extérieur lorsque le système linéaire de la DDM est résolu.

4.4.3 Influence du nombre de modes guidés

Le nombre d’itérations pour atteindre la convergence est présenté sur la tableau Fig. 4.7, en
fonction du nombre de modes guidés considérés. Nous remarquons immédiatement que ce pré-
conditionneur est particulièrement efficace : avec 8 modes guidés par exemple, à une fréquence
de 6500 MHz, il conduit à un algorithme convergeant en 7 itérations, au lieu de 53 itérations
pour la DDM en Y non préconditionnée.

DDM en Y Type de Nombre d’itérations Nombre d’itérations
préconditionneur avant convergence avant convergence

pour f = 3200 MHz pour f = 6500 MHz
1 mode guidé spectral 1 1
2 modes guidés spectral 2 2
5 modes guidés spectral 3 5
8 modes guidés spectral 3 7
18 modes guidés spectral 4 8
26 modes guidés spectral 5 9
49 modes guidés spectral 8 12
69 modes guidés spectral 17 18
100 modes guidés spectral 24 43

DDM Y0 absent 48 53

Figure 4.7 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, pour atteindre un résidu de
10−6, à une fréquence de 3200 MHz et 6500 MHz, pour la DDM en Y préconditionnée
respectivement avec 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés, et pour DDM Y0, la DDM
en Y non préconditionnée.

Faisons plusieurs remarques. Tout d’abord, avec ce type de maillage, on ne peut monter
au-delà de 6.7MHz, sinon le maillage est trop grossier par rapport à la longueur d’onde. Seuls
deux modes guidés correspondent à une fréquence inférieure à 6.7 MHz. Il est donc impossible
avec ce maillage de faire en sorte d’avoir plus de deux modes guidés propagatifs : tous les autres
pris en compte seront donc évanescents. On a choisi dans un premier temps de se placer à la
fréquence de 100 MHz, à laquelle il n’y a aucun mode propagatif. Dans un deuxième temps,
on se place à une fréquence de 3200 MHz, avec un mode propagatif. Enfin, on considère une
fréquence de 6500 MHz, avec deux modes propagatifs. Dans la suite, pour la comparaison des
vitesses de convergence, on ne présente que les résultats aux fréquences 3200 MHz et 6500 MHz.



128 Chapitre 4. Un préconditionneur spectral pour la DDM en Y

0 10 20 30 40 50 60nombre d'iterations
1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

res
idu

 (e
che

lle 
log

ari
thm

iqu
e)

DDM en Y avec 1 modeDDM en Y avec 2 modesDDM en Y avec 5 modesDDM en Y avec 8 modesDDM en Y avec 18 modesDDM en Y avec 26 modesDDM en Y avec 49 modesDDM en Y avec 69 modesDDM en Y avec 100 modesDDM en Y non preconditionnee

DDM en Y, preconditionneur spectral
Maillage smallBox, frequence : 3200 MHz, 1 mode propagatif, residu = 1e-6

0 10 20 30 40 50 60nombre d'iterations
1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

res
idu

 (e
che

lle 
log

ari
thm

iqu
e)

DDM en Y avec 1 modeDDM en Y avec 2 modesDDM en Y avec 5 modesDDM en Y avec 8 modesDDM en Y avec 18 modesDDM en Y avec 26 modesDDM en Y avec 49 modesDDM en Y avec 69 modesDDM en Y avec 100 modesDDM en Y non preconditionnee

DDM en Y, preconditionneur spectral
Maillage smallBox, frequence : 6500 MHz, 2 modes propagatifs, residu = 1e-6

Figure 4.8 – Courbes de convergence pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour le maillage
smallBox à 3200 MHz (en haut) et 6500 MHz (en bas), pour la DDM en Y précondition-
née respectivement avec 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés dont 1 ou 2 mode(s)
propagatif(s) à chaque fois, et pour DDM Y0, la DDM en Y non préconditionnée.
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On remarque dans les trois cas que plus le nombre de modes guidés augmente (on a considéré
de 1 à 100 modes), plus le nombre d’itérations augmente. On peut interpréter ce résultat de la
manière suivante : plus on augmente le nombre de modes, plus les modes ajoutés correspondent
à une fréquence élevée, plus ils oscillent vite, et - à nombre fixé de points de Gauss par élément
- moins ils sont bien représentés. Il serait donc intéressant d’observer ce qui se passe si on
augmente le nombre de points de Gauss sur l’élément pour mieux approcher les matrices de
produit scalaire L2.

Interprétation des courbes de convergence

Les courbes de la Fig. 4.8 peuvent être interprétées de la manière suivante. Si l’on considère
le préconditionneur avec n modes guidés, la méthode revient à projeter le second membre et
la solution dans l’espace des n modes guidés, qui est de dimension n. Il est donc normal que
l’algorithme correspondant, qui est un algorithme de type gradient conjugué, converge en n
itérations maximum.

Pour les courbes de 1 à 8 modes guidés, on a convergence en moins de 8 itérations, ce qui est
normal. En revanche, la solution obtenue est très fidèle à la solution attendue. Cette précision
de la solution traduit le fait que la solution est très bien représentée sur les premiers modes.
Pour le voir, on enlève le préconditionneur lui-même, c’est-à-dire l’opération de multiplication
par la matrice diagonale contenant les valeurs propres de l’opérateur en cause. On vérifie qu’en
ne gardant que l’opération de projection sur un petit nombre de modes, l’algorithme converge
toujours en un petit nombre d’itérations, et que la solution reste fidèle (Fig. 4.9 et Fig. 4.10,
préconditionneur utilisant de 1 à 8 modes). Notons cependant qu’il est sans doute exagéré, dans
le cas général, de prendre un nombre de modes inférieur à 4 ; ce préconditionneur marche ici
car la solution du problème est simple et déjà très bien représentée par le premier mode.

Un deuxième comportement apparâıt pour les courbes de 18 à 100 modes guidés. Cette fois,
on a un grand nombre de modes guidés qui interviennent, donc il n’y a pas de raison pour que
l’algorithme constitué de la projection sur l’ensemble des modes (en enlevant le précondition-
neur) converge rapidement. On le vérifie en enlevant la matrice diagonale contenant les valeurs
propres (Fig. 4.9 et Fig. 4.10, préconditionneur utilisant de 18 à 100 modes). Le fait qu’avec
la présence de la matrice diagonale, l’algorithme converge si bien, signifie que l’on a affaire
à un bon préconditionneur (en particulier, les valeurs propres correspondent bien à celles de
l’opérateur en jeu dans la DDM).

Pour résumer les résultats obtenus, le comportement de l’algorithme pour un petit nombre
de modes illustre le fait que dans les cas étudiés, les premiers modes guidés constituent une
bonne base pour représenter la solution, tandis que le comportement pour un grand nombre de
modes illustre le bon conditionnement du système linéaire.



130 Chapitre 4. Un préconditionneur spectral pour la DDM en Y

Nombre de modes DDM DDM
utilisés projetée sur les modes guidés avec préconditionneur

sans préconditionneur diagonal
1 mode guidé 1 1
2 modes guidés 2 2
5 modes guidés 5 5
8 modes guidés 8 7

18 modes guidés 18 8
26 modes guidés 23 9
49 modes guidés 32 12
69 modes guidés 45 18
100 modes guidés 87 43

DDM Y0 53 53

Figure 4.9 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, à une fréquence de 6500 MHz,
pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, en utilisant 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés,
respectivement pour la DDM en Y avec préconditionneur, i.e. avec inversion par la matrice
diagonale, et pour la DDM en Y contenant simplement une projection sur les modes guidés.
On a rappelé sous le tableau le nombre d’itérations pour DDM Y0.
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Figure 4.10 – Courbes de convergence pour le maillage smallBox, à une fréquence de
6500 MHz, pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM projetée simplement sur
les modes guidés (sans préconditionneur), respectivement avec 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100
modes guidés dont 2 modes propagatifs.
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4.4.4 Influence de l’angle d’incidence

Nous faisons varier l’angle d’incidence de l’onde plane envoyée sur l’objet (la cavité small-
Box), et nous observons l’influence éventuelle sur le nombre d’itérations. Nous avons testé la
DDM en Y non préconditionnée et celle préconditionnée à l’aide d’un certain nombre de modes
guidés, pour des angles d’incidence respectifs de 0o, 90o, 120o, 150o et 180o, pour atteindre un
résidu de 10−4 à une fréquence de 6500 MHz. Nous présentons les résultats numériques sur la
Fig. 4.11. Nous observons que l’angle d’incidence ne joue pas de manière significative sur le
nombre d’itérations.

Angle d’incidence (o) 0 90 120 150 180
Nombre de modes
1 mode guidé 1 1 1 1 1
2 modes guidés 2 2 2 2 2
5 modes guidés 5 5 5 5 5
8 modes guidés 5 6 6 6 5
18 modes guidés 6 7 7 7 6

DDM Y0 42 42 41 40 40

Figure 4.11 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, pour atteindre un résidu de
10−4, à une fréquence de 6500 MHz, respectivement pour DDM Y0, la DDM en Y non pré-
conditionnée et la DDM préconditionnée respectivement avec 1, 2, 5, 8 et 18 modes guidés.

4.4.5 Influence du nombre de modes propagatifs dans la cavité
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Figure 4.12 – Courbes de convergence et courbes de SER pour le maillage bigBox à 2 GHz.

Dans le cas du maillage smallBox, on n’a considéré que 1 ou 2 modes propagatifs, en fonction
de la fréquence. Il est possible que la solution soit fidèlement représentée sur les tout premiers
modes, uniquement parce que seuls les modes propagatifs comptent, et qu’ils sont en petit
nombre pour le maillage smallBox. Pour éclaircir ce point, on considère un autre maillage
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constitué d’une cavité parallélépipédique, que l’on nomme bigBox (Fig. 4.13), en raison de
la finesse du maillage : bigBox est plus finement maillé que smallBox. L’interface du maillage
bigBox est un carré de côté c = 0.17m. Nous choisissons de nous placer à une fréquence de 2000
MHz, pour laquelle le maillage bigBox comporte 10 modes propagatifs (au lieu des 2 modes
propagatifs pour smallBox à 6500 MHz). Nous constatons que la solution est toujours bien
représentée sur les premiers modes, en observant que même pour un petit nombre de modes
(2 ou 4), la SER reste identique à celle obtenue pour un plus grand nombre de modes (10 ou
22). Les résultats sont présentés sur les courbes de Fig. 4.12 et dans le tableau Fig. 4.14. Par
ailleurs, le nombre d’inconnues sur l’interface et dans les sous-domaines est plus grand pour
bigBox que pour smallBox, mais le préconditionneur modal reste très efficace.

Nom du Forme de Forme de Interface Fréquence Domaine Domaine
maillage l’objet l’interface extérieur intérieur
bigBox Cavité Rectangle 448 2 GHz 9624 3936

parallélépipédique inconnues inconnues inconnues

Figure 4.13 – Grosse bôıte parallélépipédique (maillage bigBox, fréquence de 2 GHz)

DDM en Y Type de Nombre d’itérations
préconditionneur avant convergence

pour f = 2000 MHz
2 modes guidés spectral 2
4 modes guidés spectral 4
10 modes guidés spectral 10
22 modes guidés spectral 16

DDM Y0 absent > 45

Figure 4.14 – Nombre d’itérations pour le maillage bigBox, pour atteindre un résidu de 10−4,
à une fréquence de 2000 MHz, pour la DDM en Y préconditionnée respectivement avec 2, 4,
10 et 22 modes guidés, et pour DDM Y0, la DDM en Y non préconditionnée.

4.5 Comparaison avec le préconditionneur analytique

Dans cette section, nous comparons l’efficacité du préconditionneur spectral proposé dans
ce chapitre et basé sur les modes guidés, avec celle du préconditionneur analytique présenté
dans le Chapitre 3 et fondé sur l’opérateur simple couche. Nous effectuons les comparaisons
numériques sur le maillage smallBox.

En termes de nombre d’itérations, nous observons sur les courbes de Fig. 4.15 et Fig. 4.16,
et sur le tableau Fig. 4.17, que le préconditionneur analytique est d’une efficacité comparable
(légèrement meilleure) à celle du préconditionneur spectral utilisant 69 modes guidés.

Puisqu’un très petit nombre de modes permet d’obtenir une SER fidèle, il vaut donc mieux
utiliser le préconditionneur spectral avec peu de modes, avec 8 modes guidés, par exemple,
plutôt que d’uitiliser l’opérateur simple couche, qui conduit à un algorithme plus lent.
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Figure 4.15 – Courbes de convergence pour le maillage smallBox, à une fréquence de 3200 MHz,

pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM en Y non préconditionnée, la DDM en Y avec

préconditionneurs spectraux et la DDM en Y avec préconditionneurs analytiques.
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Figure 4.16 – Courbes de convergence pour le maillage smallBox, à une fréquence de 6500 MHz,

pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM en Y non préconditionnée, la DDM en Y avec

préconditionneurs spectraux et la DDM en Y avec préconditionneurs analytiques.

Le préconditionneur basé sur le simple couche reste malgré tout plus facile à programmer
que le préconditionneur spectral. Sa simplicité est son principal atout.
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DDM en Y Type de Nombre d’itérations Nombre d’itérations
préconditionneur pour f = 3200 MHz pour f = 6500 MHz

DDM Y0 absent 48 53

DDM Y1 analytique 19 22
DDM Y2 analytique 13 17
DDM Y3 analytique 14 17

1 mode guidé spectral 1 1
2 modes guidés spectral 2 2
5 modes guidés spectral 3 5
8 modes guidés spectral 3 7
18 modes guidés spectral 4 8
26 modes guidés spectral 5 9
49 modes guidés spectral 8 12
69 modes guidés spectral 17 18
100 modes guidés spectral 24 43

Figure 4.17 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, à une fréquence de 3200 MHz
et 6500 MHz, pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour les DDMs suivantes : DDM Y0, la
DDM en Y non préconditionnée ; la DDM en Y préconditionnée respectivement avec 1, 2, 5, 8,
18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés ; la DDM en Y avec préconditionneurs analytiques basés sur
l’opérateur simple couche DDM Y1, DDM Y2 et DDM Y3.

4.6 Conclusion

Nous disposons désormais de deux types de préconditionneurs pour la DDM en Y , un précon-
ditionneur analytique, relativement simple à mettre en œuvre, et un préconditionneur spectral,
nécessitant un travail préliminaire de calcul des traces de modes guidés sur l’interface, mais
possédant l’avantage de conduire à une DDM mieux conditionnée.

Cependant, il reste encore une difficulté, provenant de ce que les problèmes métalliques in-
térieurs sont mal posés à certaines fréquences. Ainsi la performance des équations intégrales est
freinée au voisinage de ces fréquences de résonance. On pourrait se débarrasser de ces problèmes
si l’on avait à résoudre, dans les sous-domaines, un problème de type impédant. En effet, les
problèmes intérieurs impédants sont bien posés, de même que les problèmes intérieurs mixtes
de type métal-impédant [18]. Un tel choix impose alors de changer l’opérateur de couplage
intervenant dans la DDM : il faudrait écrire le problème (3.7) sous forme d’un système d’équa-
tions impliquant des traces impédantes du champ électrique. Or le formalisme développé dans
le cadre de la GCSIE pour les problèmes de type métal [4] a récemment été étendu au cas des
problèmes impédants dans [48] et [43]. On pourra se référer au Chapitre 2 pour la description
de cette équation intégrale bien conditionnée dédiée aux problèmes de type impédant et mixtes
de type métal-impédant. On dispose donc également d’une équation intégrale performante pour
les sous-problèmes impédants.

En combinant les trois idées décrites ci-dessus, le choix d’une formulation impédante pour
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contourner le problème des fréquences de résonance dans les sous-domaines internes, l’utilisa-
tion d’équations intégrales performantes dans les sous-domaines pour résoudre les problèmes de
type métal-impédant, ainsi que la découverte d’un préconditionneur adapté pour la DDM qui
en découle, on espère pouvoir résoudre les difficultés posées par la présence de cavités dans les
problèmes de diffraction d’ondes.

C’est l’objet du Chapitre 5 suivant : quels préconditionneurs proposer pour une DDM pa-
ramétrée par des opérateurs de scattering, et non plus par des opérateurs de type Dirichlet-to-
Neumann ?
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138 Chapitre 5. Un préconditionneur spectral pour la DDM en S

Nous avons présenté dans les Chapitres 3 et 4 une méthode de décomposition de domaine qui
fait intervenir l’opérateur Dirichlet-to-Neumann entre ses sous-domaines. Le calcul numérique
de cet opérateur est fondé sur la résolution d’équations intégrales qui peuvent être mal posées
dans le domaine intérieur Ω− (dans la cavité). En effet, à cause de l’existence de phénomènes de
résonance à certaines fréquences, le problème intérieur métallique n’est pas toujours bien posé.
En revanche, on sait que le problème avec conditions aux limites mixtes de type métal-impédant
est toujours bien posé, même dans un domaine intérieur (on pourra se reporter pour la preuve
à l’Annexe D, ainsi qu’à [18]).

L’idée de la DDM en S est donc de remplacer un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann
par un opérateur de scattering. On définit l’opérateur de scattering, noté S±

α , qui est associé à
une trace n × E± − αH±

tan. Le coefficient α est une fonction réelle définie sur la surface Σ qui
est supposée suffisamment régulière.

S±
α : n± × E± − αH±

tan 7→ n± × E± + αH±
tan.

Σ

0 : Dirichlet homogène (métallique)

0 : Dirichlet homogène (métallique)

Fourier-Robin (impédant)

Γ
−
D

Γ
+
D

Figure 5.1 – Problèmes aux limites de type métal-impédant dans les sous-domaines

Pour synthétiser l’opérateur de scattering extérieur S+
α et l’opérateur de scattering intérieur

S−
β , on doit résoudre des problèmes aux limites mixtes dans Ω+ et Ω− :

Dans Ω+ :

{
impédant sur Σ, avec coefficient α,

métallique sur Γ+
D.

Dans Ω− :

{
impédant sur Σ, avec coefficient β,

métallique sur Γ−
D.

Dans le premier paragraphe, nous décrivons l’opérateur de scattering classique (associé à
une surface Γ0 fermée), puis l’opérateur de scattering modifié (associé à une surface Σ ouverte,
l’interface entre sous-domaines) permettant d’écrire une nouvelle DDM, une DDM en S.

Dans le deuxième paragraphe, nous donnons le moyen d’obtenir un opérateur de scattering
à l’aide d’une équation intégrale impédante, de la même manière qu’on avait montré comment
synthétiser les opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann par équations intégrales métalliques,
dans le Chapitre 2.

On expérimente ensuite numériquement, dans le troisième paragraphe, la DDM en S sans
préconditionneur. Pour la résolution des problèmes locaux dans les sous-domaines, nous utilisons
l’équation intégrale GCSIE impédante (décrite au Chapitre 2). Nous montrons que l’opérateur
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sous-jacent à la DDM en S est d’ordre −1, ce qui conduit à un système linéaire mal conditionné.
Nous comparons la vitesse de convergence (en termes de nombre d’itérations nécessaires pour
atteindre un résidu donné) des algorithmes découlant respectivement de la DDM en Y et de la
DDM en S.

Dans le quatrième paragraphe, nous préconditionnons la DDM en S, en utilisant l’idée de
diagonalisation des opérateurs de scattering dans la base des modes guidés, la même idée utilisée
dans le cas de la DDM en Y . Nous présentons des résultats numériques dans le cas, commun
au Chapitre 4, d’une cavité de section rectangulaire au voisinage de l’interface. Nous proposons
finalement au cinquième paragraphe des préconditionneurs alternatifs pour la DDM en S, qui
n’ont pu être testés numériquement.

5.1 Description de la DDM en S

Nous avons décrit au début du Chapitre 3 le principe d’une méthode de décomposition de
domaine, et en particulier le système linéaire (3.7) qui couple les sous-domaines. Nous avons
ensuite exprimé ce système sous forme d’une équation basée sur des opérateurs de Dirichlet-
to-Neumann. Dans cette section, nous montrons que ce couplage entre sous-domaines peut
également s’écrire sous la forme d’une équation mettant en jeu des opérateurs de scattering.
L’avantage de cette reformulation est que les opérateurs de scattering sont toujours bien posés,
indépendamment de la fréquence.

5.1.1 Opérateur de scattering classique associé à une surface fermée

Tout comme au §3.2.1, nous décrivons l’opérateur de scattering de manière classique, pour
une surface fermée délimitant deux domaines connexes et complémentaires de R3. Nous intro-
duisons ensuite l’opérateur modifié correspondant à une DDM, associé à une surface ouverte
constituée par l’interface entre sous-domaines.

Considérons un sous-ensemble compact et connexe D0 de R3, possédant une frontière Γ0

de régularité C∞, définissant deux domaines ouverts et connexes : le domaine intérieur borné
Ω−

0 et le domaine extérieur non borné Ω+
0 (Fig. 5.2). Notons n le vecteur unitaire normal à Γ0

dirigé vers l’extérieur de Ω−
0 , et γ

±
T la trace tangentielle sur Γ0 prise depuis le domaine Ω±

0 . On
utilise la notation n± = ±n.

n

D0 Ω
−
0

Ω
+
0

Γ0

Figure 5.2 – Objet diffractant D0 (sans cavité).
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On désigne par α, soit un nombre réel non nul, soit une fonction réelle définie sur l’interface
Σ et ne s’annulant pas. Soit E± un champ électrique défini dans Ω±

0 (où naturellement E+ est
rayonnant), et soit H± le champ magnétique associé. L’opérateur de scattering extérieur ou
intérieur S±

0,α est défini par

S±
0,α : n± × E± − αH±

tan 7→ n± × E± + αH±
tan.

Notons que l’indice 0 fait référence à la frontière unique Γ0 délimitant les domaines Ω+
0 et Ω−

0 ,
tandis que α est un paramètre réel libre (ou une fonction paramètre réelle).

Plus précisément, nous avons la définition suivante.

Soit α une fonction réelle sur l’interface Σ, éventuellement constante.

• On appelle opérateur de scattering extérieur, et on note S+
0,α, l’opérateur qui à une

donnée impédante e sur Γ, associe la trace impédante duale du champ E solution
du problème de Maxwell extérieur avec condition impédante e. Si e est tel que





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω+,
n+ × E− αHtan = e sur Γ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0,

alors l’opérateur de scattering appliqué à e est donné par

S+
0,αe = n+ × E+ αHtan.

• On appelle opérateur de scattering intérieur, et on note S−
0,α, l’opérateur qui à une

donnée impédante e sur Γ, associe la trace impédante duale du champ E solution
du problème de Maxwell intérieur avec condition impédante e. Si e est tel que

{
∇×(∇×E)− k2E = 0 dans Ω−,
n− × E− αHtan = e sur Γ,

alors l’opérateur de scattering appliqué à e est donné par

S−
0,αe = n− × E+ αHtan.

Définition 61 (Opérateur de scattering S±
0,α).

Remarque. En pratique, on choisira α constante. On aurait pu également définir un opérateur
de scattering avec α paramètre réel, mais le problème continu impédant associé à la trace
impédante n± × E± − αH±

tan
avec α complexe n’est pas toujours bien posé [18].

5.1.2 Opérateur de scattering modifié associé à une DDM

Pour décrire l’opérateur de scattering modifié, qui permet de transmettre la trace impé-
dante d’un sous-domaine à un autre à travers l’interface introduite dans la DDM, on utilise les
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opérateurs de prolongement P± et de restriction R± donnés à la Définition 46. On définit les
opérateurs de scattering modifiés, relatifs à l’interface Σ et notés S±

Σ,α, par

S±
Σ,α = R±S±

α P
±,

où S±
α est l’opérateur de scattering classique relatif à la frontière Γ±

D ∪ Σ. Avec les notations
du §5.1.1, on a donc S+

α = S+
0,α où Ω+

0 désigne le domaine extérieur défini par la surface fer-
mée Γ+

D∪Σ, et S−
α = S−

0,α où Ω−
0 désigne le domaine intérieur défini par la surface fermée Γ−

D∪Σ.

La synthèse de l’opérateur de scattering S0,α à l’aide de l’équation intégrale GCSIE impé-
dante est décrite dans l’Annexe C, §C.2.

5.1.3 Retour à la DDM

On choisit un nouveau champ de court-circuit permettant cette fois d’écrire le couplage
entre les deux sous-domaines à l’aide d’opérateurs de scattering relatifs à l’interface. Le nouveau
champ Ecc est défini dans Ω

+, posséde une trace tangentielle sur Γ+
D ∪ Σ, et vérifie





∇×(∇×Ecc)− k2Ecc = 0 dans Ω+,
γDEcc = −γDEinc sur Γ+

D,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×Ecc) + ik|x|Ecc

)
= 0.

Remarquons que l’on n’a pas encore précisé les conditions vérifiées par le champ de court-circuit
sur l’interface Σ.

Comme dans le Chapitre 3, on recherche le champ solution du problème du parfait conduc-
teur électrique (3.1) sous la forme E++Ecc dans Ω

+, et sous la forme E−−E−
inc dans Ω

−, où E+

et E− appartiennent respectivement aux espaces d’ondes admissibles W+ et W−. Les champs
totaux électrique et magnétique s’écrivent toujours sous la forme

Etot = E− dans Ω−, Etot = (E+ + E+
inc + Ecc) dans Ω

+,

Htot = H− dans Ω−, Htot = (H+ +H+
inc +Hcc) dans Ω

+.

Puisque Σ est une interface artificielle, les champs totaux Etot et Htot sont continus à
travers Σ. Le problème (3.1) devient le problème de transmission

Trouver E = (E+ ∈ W+,E− ∈ W−),




n+ × E− = n+ ×

(
E+ + E+

inc + Ecc

)
,

n+ ×H− = n+ ×
(
H+ +H+

inc +Hcc

)
,

sur Σ.

(5.1)
Pour résoudre ce système, nous paramétrons les champs E+ et E− par leurs traces impé-

dantes sur l’interface Σ, avec un certain coefficient d’impédance α supposé constant. On choisit
donc deux inconnues de type traces impédantes respectives des champs E+ et E−. On note

γ±Σ,αE
± :=

(
n± × E± − αH±

tan

)
|Σ
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la trace impédante d’un champ E. Posons

{
u+ = n+ × E+ − αH+

tan = γ+Σ,αE
+,

u− = n− × E− + αH−
tan = γ−Σ,−αE

−.

Par définition de S±
Σ,α, on a alors

{
S+
Σ,αu

+ = n+ × E+ + αH+
tan,

S−
Σ,−αu

− = n− × E− − αH−
tan.

On réécrit le système (5.1) sous la forme

n+ × E+ + n− × E− = −n+ ×
(
E+

inc + Ecc

)
, (5.2)

H+
tan −H−

tan = −
(
H+

inc +Hcc

)
tan
. (5.3)

Pour α non nul, ce système est équivalent au suivant :

(5.2)− α(5.3) ⇒ u+ + u− = −γ+Σ,α

(
E+

inc + Ecc

)
,

(5.2) + α(5.3) ⇒ S+
Σ,αu

+ + S−
Σ,−αu

− = −S+
Σ,α

(
H+

inc +Hcc

)
.

On choisit alors d’imposer la condition supplémentaire sur le champ de court-circuit Ecc :

γ+Σ,α

(
E+

inc + Ecc

)
= 0,

de sorte que u− = −u+. Il nous reste alors à résoudre le système linéaire

(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
u+ = −S+

Σ,α

(
H+

inc +Hcc

)
. (5.4)

L’opérateur
(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
est l’opérateur sous-jacent à la DDM en S. On s’intéresse donc

à l’ordre de cet opérateur, qui détermine le conditionnement du système linéaire résultant.

5.2 La DDM en S non préconditionnée

Nous montrons dans cette section que l’opérateur de scattering Sα intervenant dans la
DDM en S est une perturbation compacte d’un opérateur d’ordre 0, mais que néanmoins la
différence entre les deux opérateurs

(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
donne un opérateur d’ordre −1, car les

parties d’ordre 0 se compensent. Cette analyse justifie d’un point de vue théorique la nécessité
d’un préconditionneur pour la DDM en S.

5.2.1 Symbole de l’opérateur sous-jacent à la DDM en S.

On note S(Q) le symbole principal d’un opérateur Q [1]. Nous considérons tout d’abord le
symbole de l’opérateur admittance, intervenant dans la DDM en Y .
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L’opérateur A± a le même symbole principal que l’opérateur suivant :

S(A±) = S(−2n× Tn×).

Par suite, A± est un opérateur d’ordre +1.

Proposition 62 (Ordre de l’opérateur admittance).

Démonstration En effet, le théorème de représentation nous donne

n× T(−An×)−
(
n×K− 1

2
Id

)
= Id,

d’où l’on déduit (en appliquant n× à gauche et à droite) :

TA =
1

2
Id+Kn× .

L’opérateur admittance A a donc le même symbole principal que (2T)−1. Or la formule de
Calderón montre que

(n× Tn×)T = −1

4
Id+(n×K)2,

ce qui montre, puisque K est d’ordre −1 sur une surface lisse, que −2n× Tn× est un pseudo-
inverse pour 2T, d’où le résultat. 2

L’opérateur
(
A+

Σ + A−
Σ

)
sous-jacent à la DDM en Y est de symbole principal

S
(
A+

Σ + A−
Σ

)
= S(−4n× Tn×).

En particulier, il s’agit d’un opérateur d’ordre +1.

Corollaire 63.

Pour calculer le symbole de l’opérateur de scattering, nous utilisons le fait que l’opérateur
de scattering S±

Σ,α s’exprime en fonction de l’opérateur de type Dirichlet-to-Neumann Y ±
c .

S±
Σ,α = (Id+αY ±

c )(Id−αY ±
c )−1.

Or Yc = n×An× et l’opérateur A a le même symbole principal que −2n×Tn×. Par suite, Yc
a le même symbole principal que l’opérateur −2T :

S(Y ±
c ) = S(−2T) = S

(
2ikDloopGPloop −

2

ik
Dstar (∇Gdiv)Pstar

)
.

On pourra se référer à l’Annexe A pour l’expression de T en fonction des projecteurs sur l’espace
des loops et des stars. On en déduit le résultat suivant.
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L’opérateur S±
Σ,α a le même symbole principal que l’opérateur suivant :

S
(
S±
Σ,α

)
= S

(
Dloop

(
Id+α2ikG

Id−α2ikG

)
Ploop +Dstar

(
Id−α 2

ik
∇Gdiv

Id+α 2
ik
∇Gdiv

)
Pstar

)
.

Par suite, S±
Σ,α est un opérateur d’ordre 0.

Proposition 64 (Ordre de l’opérateur de scattering).

Il est donc naturel de s’attendre à ce que la DDM en S, qui fait intervenir des opérateurs de
scattering d’ordre 0, conduise à un système linéaire d’ordre 0, donc bien conditionné. Cependant,
lorsque l’on effectue le calcul du symbole de l’opérateur

(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
, on s’aperçoit que cet

opérateur est en réalité d’ordre −1. Etant donné un opérateur Q, effectuons le calcul suivant :

1 + αQ

1− αQ
− 1− αQ

1 + αQ
=

4αQ

1− α2Q2
.

On en déduit immédiatement que
(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
a le même symbole principal que l’opérateur

Dloop

(
α8ikG

Id+α24k2G2

)
Ploop +Dstar

( −α 8
ik
∇Gdiv

Id+α2 4
k2
(∇Gdiv)2

)
Pstar,

d’où le symbole de l’opérateur sous-jacent à la DDM en S :

S
(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
= S

(
Dloop (α8ikG)Ploop +Dstar

(
2ik

α

1

∇Gdiv

)
Pstar

)
.

Proposition 65 (Symbole principal de
(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
).

Il s’agit donc d’un opérateur d’ordre −1, puisque G est d’ordre −1 et que ∇Gdiv est d’ordre
+1. Finalement, on obtient le symbole principal de l’opérateur inverse.

S

((
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)−1
)
= S

[
Dloop

(
1

α8ik
G−1

)
Ploop +Dstar

( α

2ik
∇Gdiv

)
Pstar

]
. (5.5)

5.2.2 Comparaison entre la DDM en Y et la DDM en S

L’ordre −1 de cet opérateur se traduit numériquement par le comportement suivant. Nous
observons sur le maillage smallBox que la DDM en S ne converge pas très bien. En particulier,
la DDM en Y converge mieux que la DDM en S (Fig. 5.3). Comme attendu, le système linéaire
découlant de la DDM en S est donc mal conditionné.

Nous pourrions utiliser la formule (5.5) pour préconditionner analytiquement la DDM en S,
cependant ce préconditionneur semble plus compliqué à appliquer que l’opérateur simple couche
utilisé pour la DDM en Y , dans le Chapitre 3. Nous proposons à la place un préconditionneur
spectral, plus simple et plus naturel pour cette DDM en S, basé sur les modes guidés introduits
au Chapitre 4.
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Figure 5.3 – Courbes de convergence pour le maillage smallBox, à une fréquence de
3200 MHz, pour atteindre un résidu d’ordre 10−6 : comparaison entre la DDM en Y non
préconditionnée et la DDM en S non préconditionnée.

5.2.3 Validation numérique de la DDM en S

Dans toutes les applications numériques, on choisit α constante, égale à α = 0.1. De plus,
nous utilisons systématiquement la GCSIE mixte métal-impédante pour résoudre les sous-
problèmes locaux. Nous validons la DDM en S sur la sphère fictive, le maillage sp-108. Nous
observons que le champ lointain diffracté (Fig. 5.4) est de module inférieur à −40dBm2, donc
très faible, ce qui valide l’algorithme de la DDM en S. En effet, la sphère étant fictive, le champ
lointain doit être nul, car il n’y a pas d’objet diffractant.
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Figure 5.4 – Comparaison des courbes de SER pour la DDM en Y et la DDM en S non
préconditionnées, pour la sphère sp-108 à une fréquence de 68 MHz.



146 Chapitre 5. Un préconditionneur spectral pour la DDM en S

5.3 Un préconditionneur spectral pour la DDM en S

Nous montrons que l’opérateur de scattering se diagonalise dans la base des traces de modes
guidés, ce qui permet de donner un préconditionneur pour la DDM basée sur l’opérateur de scat-
tering. Ce préconditionneur est fondé sur la même idée que celle du préconditionneur spectral
proposé pour la DDM en Y , présenté dans le Chapitre 4.

5.3.1 Diagonalisation de l’opérateur de scattering dans la base des
traces de modes guidés

On se reportera au Chapitre 4 pour les notations de ce paragraphe qui concernent les
modes guidés. Nous rappelons que l’on se donne un cylindre infini fictif, constitué de deux
demi-cylindres G+ et G−, et dont la section cöıncide avec l’interface Σ entre les sous-domaines
introduits pour les besoins de la DDM. Nous définissons en premier lieu les opérateurs de scat-
tering S±∗

Σ,α relatifs aux deux demi-guides d’onde G±, de la même manière que nous avions défini

les opérateurs admittance A±∗
Σ relatifs à G±.

On désigne par ∂G± le bord du demi-guide d’onde G±, auquel on a retiré l’interface
Σ. On note

P±∗ : D′(Σ) → D′(∂G± ∪ Σ)

l’opérateur de prolongement qui prolonge par 0 sur ∂G± un courant défini sur Σ, et

R±∗ : D′(∂G± ∪ Σ) → D′(Σ)

l’opérateur de restriction qui restreint à Σ un courant défini sur ∂G± ∪ Σ. On définit
les opérateurs de scattering S±∗

Σ,α relatifs aux demi-guides d’onde, par :

S±∗
Σ,α = R±∗S±

α P
±∗, (5.6)

où S±
α est l’opérateur de scattering classique relatif à la frontière ∂G±∪Σ. En utilisant

les notations du §5.1.1, on a donc S+
α = S+

0,α où Ω+
0 désigne le domaine G+, tandis

que S−
α = S−

0,α où Ω−
0 désigne le domaine G−.

Définition 66 (Opérateurs de scattering relatifs aux deux demi-guides d’onde).

On rappelle que l’on a montré au Chapitre 4 que

σ
(
H±,n

grad

)
=

k

βD
n

n± × E±,n
grad et σ

(
H±,n

rot

)
=
βN
n

k
n± × E±,n

rot . (5.7)

Par suite, on observe immédiatement que l’opérateur de type Dirichlet-to-Neumann Y ∗
c = n×

A∗
Σn× : n×E 7→ Htan se diagonalise dans la base des traces de modes guidés, de valeurs propres

associées données par (5.7) (ce sont les valeurs propres opposées de celles de A∗
Σ). Or l’opérateur

de scattering S±
Σ,α s’exprime en fonction de l’opérateur de type Dirichlet-to-Neumann Y ±

c :

S±
Σ,α = (Id+αY ±

c )(Id−αY ±
c )−1.
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Les résultats concernant l’opérateur Y ±
c montrent directement que l’opérateur de scattering

S±∗
Σ,α relatif au demi-guide d’onde G± est lui aussi diagonal dans la base des traces de modes

guidés. On en déduit le résultat suivant.

L’opérateur de scattering S±∗
Σ,α se diagonalise dans la base des traces de modes guidés

sur l’interface Σ, de valeurs propres associées données ci-dessous.

• D’une part, pour les modes issus d’un gradient (
(
F±

grad

)
tan

= ∇ϕ), on a

S±∗
Σ,α

(
σ(n± × E±,n

grad)
)
=

(
1 + α

k

βD
n

) (
1− α

k

βD
n

)−1 (
σ(n± × E±,n

grad)
)
.

• D’autre part, pour les modes issus d’un rotationnel (
(
F±

rot

)
tan

= ∇×ψ), on a

S±∗
Σ,α

(
σ(n± × E±,n

rot )
)
=

(
1 + α

βN
n

k

) (
1− α

βN
n

k

)−1 (
σ(n± × E±,n

rot )
)
.

Proposition 67 (Diagonalisation de l’opérateur de scattering S±∗
Σ,α).

5.3.2 Un préconditionneur fondé sur les modes guidés pour la DDM
en S

Nous souhaitons trouver un préconditionneur pour l’opérateur
(
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)
. Pour cela,

on l’approche par l’opérateur
(
S+∗
Σ,α − S−∗

Σ,−α

)
, qui lui est diagonalisable dans la base des traces

de modes guidés sur Σ, de valeurs propres associées :




(
S+∗
Σ,α − S−∗

Σ,−α

)
σ
(
n± × E±,n

grad

)
=[(

1− α
k

βD
n

)−1(
1 + α

k

βD
n

)
−
(
1 + α

k

βD
n

)−1(
1− α

k

βD
n

)]
σ
(
n± × E±,n

grad

)
,

(
S+∗
Σ,α − S−∗

Σ,−α

)
σ
(
n± × E±,n

rot

)
=[(

1− α
βN
n

k

)−1(
1 + α

βN
n

k

)
−
(
1 + α

βN
n

k

)−1(
1− α

βN
n

k

)]
σ
(
n± × E±,n

rot

)
,

soit encore




(
S+∗
Σ,α − S−∗

Σ,−α

)
σ
(
n± × E±,n

grad

)
=

4α
k

βD
n(

1− α
k

βD
n

)(
1 + α

k

βD
n

) σ
(
n± × E±,n

grad

)
,

(
S+∗
Σ,α − S−∗

Σ,−α

)
σ
(
n± × E±,n

rot

)
=

4α
βN
n

k(
1− α

βN
n

k

)(
1 + α

βN
n

k

) σ
(
n± × E±,n

rot

)
.

(5.8)
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On définit un préconditionneur basé sur les modes guidés de la manière suivante.
Comme au Chapitre 4, on choisit un coefficient cevan qui fixe le nombre de modes guidés
considérés. On note B l’ensemble des modes pris en compte. Le vecteur auquel on
applique le préconditionneur est une combinaison linéaire d’éléments finis de Raviart-
Thomas.

• 1) On projette l’inconnue sur l’ensemble σ(B) des traces de modes guidés sur l’in-
terface Σ. Cette étape est réalisée en multipliant le vecteur en question par la
matrice du produit scalaire L2 des traces de modes guidés contre les éléments fi-
nis de Raviart-Thomas, étape qui est suivie d’une inversion par la matrice masse
des traces de modes guidés.

• 2) On multiplie le vecteur obtenu par l’inverse de la matrice diagonale contenant les
valeurs propres de l’opérateur

(
S+∗
Σ,α − S−∗

Σ,−α

)
. Ces valeurs propres sont données

par les formules (5.8).

• 3) On retourne dans l’espace des éléments finis de Raviart-Thomas, en multipliant
le vecteur par la matrice du produit scalaire L2 des éléments finis de Raviart-
Thomas contre les traces de modes guidés, puis en inversant par la matrice masse
de l’espace des éléments finis de Raviart-Thomas.

Définition 68 (Le préconditionneur modal pour la DDM en S).

On désigne par [DiagS] la matrice diagonale contenant les valeurs propres de l’opérateur(
S+∗
Σ,α − S−∗

Σ,−α

)
associées aux traces des modes guidés considérés, sur l’interface Σ. Nous utili-

sons également ci-dessous les notations du Chapitre 4 introduites à la Définition 60. Avec ces
notations, nous préconditionnons la DDM en S en effectuant l’opération suivante :

[massRT]−1[ModesRT][DiagS]−1[massModes]−1[RTModes].

Remarque. Supposons que l’on se place à une certaine fréquence donnée ; le nombre d’onde
k est alors fixé. Soit une interface également fixée. Les valeurs de k, des βD

n et des βN
n sont

alors uniquement déterminées. Pour ces valeurs, si le coefficient d’impédance α est constant
et mal choisi, par exemple s’il est proche de ±βD

n /k ou de ±k/βN
n , alors les dénominateurs

des expressions de (5.8) peuvent s’annuler. L’opérateur de la DDM en S est alors très mal
conditionné.

Pour éviter un tel phénomène, il peut être intéressant de calculer ces valeurs préalablement
et de choisir α au milieu de deux d’entre elles. Remarquons que ce phénomène ne se produit
pas si tous les modes sont évanescents (ce qui entrâıne que βD

n et βN
n sont imaginaires purs),

car α est réel par hypothèse.

Réciproquement, pour les cas où il y a des modes propagatifs, on pourrait penser qu’il est
intéressant de choisir α imaginaire pur, et non réel. En réalité, ce n’est pas le cas, car le
problème continu impédant avec α imaginaire pur n’est pas nécessairement bien posé [18].
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5.4 Résultats numériques pour la DDM en S précondi-

tionnée à l’aide des modes guidés

5.4.1 Validation numérique

Nous validons les méthodes de préconditionneur spectral en comparant les courbes de SER
obtenues avec celles de la DDM en S non préconditionnée, sur le maillage smallBox. Contraire-
ment au cas de la DDM en Y , il faut cette fois au moins 5 modes pour que la SER reste fidèle :
les courbes de SER pour 1 et 2 modes guidés ne cöıncident pas avec celle de la DDM en S non
préconditionnée. En revanche, les courbes de SER pour un nombre plus élevé de modes sont
superposées.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200nombre d'iterations
-40

-30

-20

res
idu

 (e
che

lle 
log

ari
thm

iqu
e)

DDM en S avec 1 modeDDM en S avec 2 modesDDM en S avec 5 modesDDM en S avec 8 modesDDM en S avec 18 modesDDM en S avec 26 modesDDM en S avec 49 modesDDM en S avec 69 modesDDM en S avec 100 modesDDM en S non preconditionnee

SER pour la DDM en S, preconditionneur spectral, a=0.1
Maillage smallBox, frequence : 3200 MHz, 1 mode propagatif, residu=1e-6, incidence 0

Figure 5.5 – Courbes de SER obtenues pour le maillage smallBox, à une fréquence de
3200 MHz, pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM en S préconditionnée respec-
tivement avec 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés dont 1 mode propagatif à chaque
fois, et pour la DDM en S non préconditionnée. Le coefficient d’impédance vaut α = 0.1 dans
tous les cas.

5.4.2 Vitesse de convergence des algorithmes

Le nombre d’itérations pour atteindre la convergence est présenté sur la tableau Fig. 5.6, et
sur les courbes Fig. 5.8 en fonction du nombre de modes guidés considérés. Nous remarquons
que le préconditionneur spectral pour la DDM en S est également très efficace : avec 8 modes
guidés, à une fréquence de 3200 MHz, il conduit à un algorithme convergeant en 5 itérations,
au lieu de 68 itérations pour la DDM en S non préconditionnée.

Nous dressons un tableau comparatif Fig. 5.7 du nombre d’itérations nécessaires pour
la DDM en Y et la DDM en S avec ou sans préconditionneur spectral, et nous présentons
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Type de DDM en S Nombre d’itérations
1 mode guidé 1
2 modes guidés 2
5 modes guidés 4
8 modes guidés 5
18 modes guidés 7
26 modes guidés 8
49 modes guidés 13
69 modes guidés 22
100 modes guidés Non CV en 100 itérations

(résidu de 8.04× 10−6)
DDM en S sans préconditionneur 67

Figure 5.6 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, à une fréquence de 3200 MHz,
pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM en S non préconditionnée et la DDM en
S préconditionnée respectivement avec 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés.

également quelques courbes de convergence comparatives sur la Fig. 5.9. En conclusion, à
nombre de modes fixé, la DDM en Y préconditionnée spectralement converge plus vite que
la DDM en S préconditionnée spectralement. Cependant, la DDM en S possède un avantage
certain sur la DDM en Y , puisqu’elle permet de n’avoir à résoudre que des problèmes bien posés
dans les sous-domaines.

Préconditionneur spectral, DDM en Y DDM en S
nombre de modes guidés

1 mode guidé 1 1
2 modes guidés 2 2
5 modes guidés 3 4
8 modes guidés 3 5
18 modes guidés 4 7
26 modes guidés 5 8
49 modes guidés 8 13
69 modes guidés 17 22
100 modes guidés 24 Non CV en 100 itérations

(résidu de 8.04× 10−6)

Absence de préconditionneur 48 67

Figure 5.7 – Nombre d’itérations pour le maillage smallBox, à une fréquence de 3200 MHz,
pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM en S non préconditionnée et la DDM en
S préconditionnée respectivement avec 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés, pour un
résidu de 10−6.
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Figure 5.8 – Courbes de convergence pour le maillage smallBox, à une fréquence de
3200 MHz, pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM en S préconditionnée respec-
tivement avec 1, 2, 5, 8, 18, 26, 49, 69 et 100 modes guidés dont 1 mode propagatif à chaque
fois, et pour la DDM en S non préconditionnée. Le coefficient d’impédance vaut α = 0.1 dans
tous les cas.
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Figure 5.9 – Comparaison des courbes de convergence pour le maillage smallBox, à
3200 MHz, pour atteindre un résidu d’ordre 10−6, pour la DDM en Y (trait continu) et la
DDM en S (pointillés) non préconditionnées, puis préconditionnées avec 5, 8, 18 et 26 modes.
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5.5 Autres préconditionneurs possibles

Nous proposons ici deux autres préconditionneurs envisagés pour la DDM en S, précondi-
tionneurs que nous n’avons pas testés numériquement.

Une approximation par décomposition de Helmholtz de l’opérateur de scattering

L’opérateur S+
Σ,α s’exprime en fonction de l’opérateur de type Dirichlet-to-Neumann Yc = −n× Ya

de la manière suivante :
S+
Σ,α(Id−αY +

c ) = (Id+αY +
c ).

Si l’on remplace Y = Ya par l’approximation (A.5) de l’Annexe A, on obtient :

Ỹc
+
= −n× Ỹ + =

k

kǫ
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop +
kǫ
k
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar.

Pour alléger les calculs, on note Q l’opérateur

Q =
kǫ
k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

. (5.9)

L’approximation ci-dessus se réécrit en fonction de l’opérateur Q :

Ỹc
+
= Dloop

(
Q−1

)
Ploop +Dstar Q Pstar.

On en déduit que

Id+αỸc
+

= Dloop

(
Id+αQ−1

)
Ploop +Dstar (Id+αQ)Pstar,(

Id−αỸc
+
)−1

= Dloop

(
Id−αQ−1

)−1
Ploop +Dstar (Id−αQ)−1 Pstar.

Par suite, on propose l’approximation suivante pour l’opérateur S+
Σ,α :

(̃
S+
Σ,α

)
= Dloop

[(
Id+αQ−1

) (
Id−αQ−1

)−1
]
Ploop +Dstar

[
(Id+αQ) (Id−αQ)−1]Pstar.

De même on peut approcher l’opérateur S−
Σ,−α par l’expression suivante.

˜(S−
Σ,−α

)
= Dloop

[(
Id−αQ−1

) (
Id+αQ−1

)−1
]
Ploop +Dstar

[
(Id−αQ) (Id+αQ)−1]Pstar.

Comme les opérateurs Id et Q commutent, un court calcul montre que

(̃
S+
Σ,α

)
− ˜(S−

Σ,−α

)
= Dloop

(
4αQ−1

Id−α2Q−2

)
Ploop + Dstar

(
4αQ

Id−α2Q2

)
Pstar.

Pour préconditionner la DDM en S, nous avons besoin de l’opérateur inverse :
((̃
S+
Σ,α

)
− ˜(S−

Σ,−α

))−1

= Dloop

(
Id−α2Q−2

4αQ−1

)
Ploop + Dstar

(
Id−α2Q2

4αQ

)
Pstar

= Dloop

(
1

4α
Q− α

4
Q−1

)
Ploop + Dstar

(
1

4α
Q−1 − α

4
Q

)
Pstar.



5.5. Autres préconditionneurs possibles 153

Puisque l’opérateur Q est d’ordre +1, on choisit de négliger Q−1 par rapport à Q. On obtient
alors ((̃

S+
Σ,α

)
− ˜(S−

Σ,−α

))−1

≈ Dloop

(
1

4α
Q

)
Ploop + Dstar

(
−α
4
Q
)
Pstar,

On remplace finalement Q par la formule (5.9). On propose donc de préconditionner la DDM
en S à l’aide de l’opérateur

((̃
S+
Σ,α

)
− ˜(S−

Σ,−α

))−1

≈ Dloop

(
kǫ
4αk

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2
)
Ploop −Dstar

(
αkǫ
4k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2
)
Pstar.

Une approximation moins fine : l’opérateur simple couche

La formule (5.5) obtenue pour le symbole de l’inverse de l’opérateur inverse de la DDM en
S :

S

((
S+
Σ,α − S−

Σ,−α

)−1
)
= S

[
Dloop

(
1

α8ik
G−1

)
Ploop +Dstar

( α

2ik
∇Gdiv

)
Pstar

]
,

fait intervenir l’opérateur ∇Gdiv, qui est également présent dans l’opérateur simple couche
T. On pourrait donc essayer de préconditionner la DDM en S par l’opérateur simple couche
relatif à la surface Σ, i.e. par les mêmes préconditionneurs analytiques que dans la DDM Y2
ou la DDM Y3. En toute logique, un tel préconditionneur devrait permettre une meilleure
convergence au moins sur le sous-espace vectoriel des loops, à défaut d’une bonne convergence
sur le sous-espace vectoriel des stars. Naturellement, cette approximation est moins fine que
l’opérateur proposé ci-dessus, mais elle est aussi plus facile à mettre en œuvre.
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Conclusion

Nous avons développé au cours de cette thèse deux types de méthodes de décomposition de
domaine. L’objectif est de contourner le problème posé par les cavités en vue de résoudre le
problème de Maxwell avec condition métal sur le bord de l’objet. On découpe donc le domaine
de calcul en deux à l’aide d’une interface fictive ; on couple ensuite les sous-domaines entre
eux par l’intermédiaire de cette interface. Le couplage entre sous-domaines est réalisé à l’aide
d’opérateurs impliquant la résolution de problèmes avec une condition aux limites basée sur
une trace librement choisie sur l’interface (en particulier, cette trace n’est pas liée à la trace
métallique, qui n’est imposée qu’au bord de l’objet réel).

La DDM en Y paramètre le couplage entre sous-domaines en utilisant des opérateurs de
type Dirichlet-to-Neumann définis par rapport à l’interface. La DDM en S, quant à elle, fait in-
tervenir des opérateurs de type scattering. L’avantage de la seconde sur la première est que l’on
est certain que les opérateurs de scattering relatifs aux sous-domaines intérieurs sont bien défi-
nis. Ceci provient du fait que le problème intérieur avec condition métal-impédante est toujours
bien posé, contrairement au problème intérieur avec condition métal, qui admet des fréquences
de résonance pour lesquelles plusieurs solutions distinctes peuvent coexister. En particulier, à
certaines fréquences, l’opérateur Dirichlet-to-Neumann est mal défini.

Chacune de ces deux DDMs a été construite en s’appuyant sur des résolutions par équations
intégrales dans les sous-domaines, en vue d’obtenir une approximation très fidèle des opérateurs
de couplage sous-jacents (Dirichlet-to-Neumann ou scattering). En particulier, une GCSIE a
été utilisé dans les sous-domaines, cette équation intégrale étant beaucoup plus performante
que les équations classiques en termes de vitesse de convergence.

Nous avons proposé des préconditionneurs pour chaque DDM, et les résultats numériques
effectués sur les maillages considérés attestent de leur efficacité. Tout d’abord, nous avons pré-
senté un préconditionneur analytique basé sur l’opérateur simple couche pour la DDM en Y .
Ce préconditionneur améliore nettement le conditionnement des systèmes linéaires en jeu, au
vu de la réduction observée du nombre d’itérations avant convergence. Cependant, un autre
préconditionneur, spectral cette fois, s’est révélé encore plus performant, du moins dans le cas
d’une cavité profonde de forme localement cylindrique près de l’interface. Le préconditionneur
spectral est fondé sur le calcul de modes guidés le long d’un cylindre infini approchant la cavité
au voisinage de l’interface entre sous-domaines. La trace de ces modes guidés sur l’interface
constitue une base de vecteurs propres pour l’opérateur admittance ; on connâıt ainsi une ap-
proximation des valeurs propres des véritables opérateurs admittance sur l’interface, ce qui nous
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permet de préconditionner le système linéaire sous-jacent à la DDM en Y de manière efficace.
Enfin, nous avons montré que le même type de préconditionneur spectral fonctionne tout aussi
bien pour la DDM en S, en remplaçant les valeurs propres de l’admittance par celles de l’opé-
rateur de scattering, qui est également un opérateur diagonal dans la même base des traces de
modes guidés.

Il nous reste désormais à tester ces méthodes sur le calcul de la diffraction de champs
électromagnétiques par des objets de taille industrielle, comportant des cavités profondes :
l’idée des différents préconditionneurs proposés doit être validée sur des maillages comportant
un plus grand nombre d’inconnues et notamment sur des cavités plus profondes et de forme
plus réaliste que celles présentées dans ce travail.
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L’objet de cette annexe est d’expliciter les approximations choisies pour les opérateurs ré-
gularisants Y , RE et RH définis dans le Chapitre 2, qui interviennent dans la GCSIE, qu’il
s’agisse de la GCSIE avec condition métal ou de la GCSIE avec condition métal-impédante.
Il s’agit donc des opérateurs autres que les traces des potentiels simple couche et double couche.

Les opérateurs Y , RE et RH sont respectivement d’ordre +1, 0 et 0. Ce ne sont donc pas des
opérateurs régularisants au sens usuel d’opérateurs d’ordre négatif, mais on les appelle ainsi car
ils permettent de régulariser respectivement l’équation GCSIE métallique et impédante, dans
le sens où l’opérateur à inverser est d’ordre 0.

A.1 Approximations de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann

(GCSIE métallique)

A.1.1 Approximation du Dirichlet-to-Neumann par localisation (Bo-
rel et Molko-Daugas)

Cette approximation du Dirichlet-to-Neumann a été construite par Borel au cours de sa
thèse. On pourra se référer à [13] pour plus de détails.

Choisissons l’approximation du Dirichlet-to-Neumann suivante ; on découpe la surface Γ en
sous-surfaces ouvertes (Un)1≤n≤N à l’aide d’une partition quadratique (χn)1≤n≤N associée à ce
découpage :

N∑

n=1

χ2
n = 1, et Suppχn ⊂ Un.

Chaque sous-surface Un est assimilable à son plan tangent en première approximation. On
construit Ỹ + de la manière suivante :

Ỹ + = −2
N∑

n=1

χn(n× T)χn. (A.1)

Remarquons que l’on fait ce choix pour Ỹ + en raison du Lemme 38 selon lequel le Dirichlet-to-
Neumann du plan infini tangent à la sous-surface Un vaut −2(n× T).

Par ailleurs, cette technique est assez générale, en ce sens qu’on aurait pu remplacer le
Dirichlet-to-Neumann du plan infini par celui d’une autre surface que l’on cherche à approcher.
Citons notamment la thèse de Molko-Daugas [45], dédiée à la résolution par équations inté-
grales de l’équation de Helmholtz en dimension 2 sur des courbes présentant des singularités.
L’approche consiste à calculer l’opérateur Dirichlet-to-Neumann exact d’un cône bidimensionnel
infini, puis à découper la courbe d’intérêt en morceaux, que l’on approche par leur plan tangent
pour les morceaux réguliers, et par un cône infini pour les morceaux singuliers présentant un
coin.
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A.1.2 Approximation microlocale du Dirichlet-to-Neumann (Dar-
bas)

Cette approximation a été proposé par Darbas [6] au cours de sa thèse.

La décomposition de Helmholtz

On appelle projecteurs de la décomposition de Helmholtz, et on note Πloop (projecteurs sur
l’espace des loops, i.e. les rotationnels surfaciques) et Πstar (projecteurs sur l’espace des stars,
i.e. les gradients surfaciques) les projecteurs suivants :

{
Πloop = DloopPloop = −n×∇∆−1∇ · n×,
Πstar = DstarPstar = ∇∆−1∇ · .

On a décomposé ces projecteurs à l’aide des opérateurs Dloop, Dstar, Ploop, Pstar définis sur les
espaces : {

Dloop : P1 → RT,

Dstar : P
1 → RT,

{
Ploop : RT → P1,

Pstar : RT → P1,

de la manière suivante :

{
Dloop = −n×∇,
Dstar = ∇,

{
Ploop = ∆−1∇ · n×,
Pstar = ∆−1∇ · .

Nous avons les égalités remarquables suivantes :

{
DloopPloop = Πloop,

DstarPstar = Πstar,

{
DstarPloop = Πstarn× = n× Πloop,

DloopPstar = −n× Πstar = −Πloopn×,

{
PloopDloop = IdP1 ,

PstarDstar = IdP1 ,

{
PloopDstar = 0P1 ,

PstarDloop = 0P1 ,
(A.2)

{
n×Dloop = Dstar,

n×Dstar = −Dloop,

{
Ploopn× = −Pstar,

Pstarn× = Ploop,

{
Πstarn× = n× Πloop,

Πloopn× = n× Πstar.

On remarque de plus que

DstarPloop −DloopPstar = n× Πloop + n× Πstar = n×,

soit

n× = DstarPloop −DloopPstar. (A.3)
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Approximation du Dirichlet-to-Neumann à l’aide des potentiels de Helmholtz

Sur le plan infini, on a
Y + = −2n× T.

Or l’opérateur n× T s’exprime à l’aide des potentiels de Helmholtz. Pour le montrer, nous
allons utiliser l’une ou l’autre des deux expressions suivantes :

T = −ikG+
1

ik
∇G∇· = 1

ik

(
∇G∇ ·+k2G

)
.

On utilisera aussi
∇ · (n×∇) = 0.

Expression de n×T en fonction de D/Ploop/star On a d’une part,

(n× T)Πloop = n×
(
−ikG+

1

ik
∇G∇·

)
(−n×∇Ploop)

= −ikn× (−n×∇)GPloop

= −ikDstarGPloop,

et d’autre part,

(n× T)Πstar =
1

ik
n×

(
∇G∇ ·+k2G

)
(∇Pstar)

=
1

ik
n× (∇G∆+ k2∇G)Pstar

= − 1

ik
DloopG(∆ + k2 Id)Pstar.

Ces calculs nous conduisent à

n× T = −ik Dstar G Ploop −
1

ik
Dloop G (k2 Id+∆) Pstar. (A.4)

On remarque que l’opérateur G a le même symbole principal de Fourier,
1

2i
√
k2 − ||ξ||2

, que

l’opérateur suivant :
1

2i
√
k2 Id+∆

.

On pourrait donc a priori choisir d’approcher G par cet opérateur. Cependant, on préfère choisir
une approximation légèrement différente qui va permettre de localiser l’opérateur. Introduisons
un paramètre de damping réel ǫ. On définit alors

kǫ = k − iǫ.

Remarque. Attention, ce choix du signe devant iǫ dans kǫ n’est pas anodin. Il est dû au fait que
l’on a pris la convention temporelle en e−ikr dans le code Elsem3D. Si la convention temporelle
était en e+ikr, il faudrait cette fois choisir kǫ = k + iǫ.
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On décide d’approcher G par G̃ défini comme suit :

G̃ =
1

2i
√
k2ǫ Id+∆

.

Dans l’expression (A.4), on remplace G par G̃ et (k2 Id+∆) par (k2ǫ Id+∆). On obtient l’ap-
proximation suivante de n× T :

ñ× T = −1

2
k Dstar

(
k2ǫ Id+∆

)−1/2
Ploop +

1

2

1

k
Dloop

(
k2ǫ Id+∆

)+1/2
Pstar.

En divisant par k2ǫ sous les racines carrées, il vient

ñ× T = −1

2

k

kǫ
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop +
1

2

kǫ
k
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar.

L’approximation choisie pour Y + est donc

Ỹ + = −2

(
−1

2

k

kǫ
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop +
1

2

kǫ
k
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar

)
,

soit encore

Ỹ + =
k

kǫ
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop − kǫ
k
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar. (A.5)

Remarque (Signification du remplacement de k par kǫ). On suppose que l’on se place avec
la convention temporelle e−ikr. Heuristiquement, puisque kǫ = k − iǫ est tel que Im(kǫ) < 0,
l’expression

e−ikǫr
r

= e−ǫr e−ik r

r
décrôıt lorsque r s’éloigne de 0, donc a un comportement équivalent à celui de la troncature

χ
e−ikr

r
χ,

où χ désigne une fonction de troncature autour de 0.

Synthèse de Dloop, Dstar, Ploop, Pstar

On assemble prélablement sur la base des éléments finis P 1 les matrices de Galerkin des
opérateurs différentiels suivants :

[n×∇], [∇], [∇·], [∇ · n×].

Les opérateurs Dloop et Dstar sont modélisés par les multiplications de matrices suivantes :

Dloop : (x) 7→ (−1)[n×∇](x),

Dstar : (x) 7→ [∇](x).
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Ils envoient donc un vecteur d’amplitude sur un vecteur de couplage.

Les opérateurs Ploop et Pstar sont modélisés par les multiplications et inversions de matrices
suivantes :

Ploop : (x) 7→ [Id]−1[∇ · n×](x),

Pstar : (x) 7→ [Id]−1[∇·](x).
Ils envoient donc un vecteur d’amplitude sur un vecteur d’amplitude.

Synthèse des racines d’opérateurs par expansion de Padé

Nous avons besoin de synthétiser les opérateurs
(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

et

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

.

La formule de Padé permet de calculer (Id+T )1/2 où T est un opérateur. On appliquera

cette formule avec T =
∆

k2ǫ
.

L’expansion de Padé consiste à choisir un entier p ≥ 1 et un angle θ, et à approcher cet
opérateur par la somme finie :

(Id+T )1/2 ≈ A0 +

p∑

j=1

Aj T (Id+BjT )
−1, (A.6)

où les termes A0, Aj, Bj sont définis dans l’Annexe B.

Il est connu que cette approximation est imprécise si l’opérateur T a des valeurs propres
proches de la demi-droite de coupure D définie par

D = {z = −1 + rei(π+θ), r > 0}.
L’article de Pernet [48] montre que si kǫ = k − iǫ avec ǫ assez petit, on peut choisir θ = −π/3.
En effet, le spectre du laplacien Sp(∆) est inclus dans R−. De plus,

1

k2ǫ
=

1

(k − iǫ)2
=

(k + iǫ)2

(k2 + ǫ2)2
=

(k2 − ǫ2) + 2ikǫ

(k2 + ǫ2)2
.

Ainsi 



ℜ
(

1

k2ǫ

)
=

k2 − ǫ2

(k2 + ǫ2)2
> 0,

Im

(
1

k2ǫ

)
=

2kǫ

(k2 + ǫ2)2
> 0,

(avec une partie imaginaire plus petite que la partie réelle pour ǫ petit). Donc l’argument de
1

k2ǫ
appartient à

[
0,
π

2

]
. La demi-droite D d’origine le point (−1, 0) et d’angle

π + θ = π − π

3
=

2π

3
,
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introduite au Lemme 71 de l’annexe B, n’intersectera pas la demi-droite Sp

(
∆

k2ǫ

)
, qui est

d’angle compris entre π et
3π

4
. La Fig. A.1 montre les positions respectives de Sp

(
∆

k2ǫ

)
et de

la demi-droite D.

-1

Spectre de ∆

k2
ε

D

0 x

y

Figure A.1 – Positions respectives du spectre de
∆

k2ǫ
et de la demi-droite de coupure D

Par ailleurs, plus p est grand, plus on s’attend à ce que l’approximation soit précise. Cepen-
dant Pernet [48] a montré qu’il suffisait en pratique de se restreindre à p = 2 (ce qui limite la
taille des systèmes linéaires à inverser pour calculer la racine carrée).

Pour le détail de l’assemblage des opérateurs

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

et

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

, on pourra se

référer à la section B.4.1.

A.2 Approximations des opérateurs régularisants RE et

RH (GCSIE impédante, Pernet)

On peut écrire deux types d’équation GCSIE impédante, l’une pour résoudre le problème
aux limites avec la trace impédante Etan+αn×H imposée sur la surface, l’autre pour résoudre
le problème aux limites avec la trace impédante n× E− αHtan imposée. C’est cette deuxième
condition aux limites que nous avons utilisée en pratique. Cependant, dans un souci d’exhaus-
tivité, nous présentons les opérateurs régularisants R̃E et R̃H correspondant à chacune de ces
deux équations.

L’approximation ci-dessous a été proposée par Pernet [48].
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A.2.1 Calcul de
(
R̃E, R̃H

)
dans le cas où γE = Etan + αn×H

L’approximation que nous allons choisir pour RH est basée sur celle de Ỹ :

Ỹ =
k

kǫ
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop − kǫ
k
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar.

RE et RH sont définis par :

RE : Etan + αn×H 7→ n× E,

RH : Etan + αn×H 7→ n×H.

• On remarque que
−n×RE + αRH = Id .

Ainsi,

RE = n× (Id−αRH). (A.7)

• Par ailleurs,
RH(−n×+αY )(n× E) = Y (n× E),

d’où
RH(Id+αY n×) = Y n×,

et sous réserve que (Id+αY n×) soit inversible, on a

RH = (Y n×)(Id+αY n×)−1.

En supposant que (Y n×) est inversible,

RH =
(
(Y n×)−1 + α Id

)−1
.

On remplace à présent Y par l’approximation trouvée précédemment. En utilisant (A.3), on
a donc,

Ỹ n× = − k

kǫ
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Pstar − kǫ
k
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Ploop,

ce qui s’inverse en

(
Ỹ n×

)−1

= −kǫ
k
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar − k

kǫ
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop, (A.8)

grâce aux relations (A.2). On souhaite à présent utiliser l’égalité suivante :

Id = DloopPloop +DstarPstar.

Etant donné un coefficient réel α, nous approchons α Id par

α Id ≈ DloopαPloop +DstarαPstar. (A.9)
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Si α est constant, cette approximation est une identité. Si α est variable mais régulier, la
différence des opérateurs de droite et de gauche est un opérateur d’ordre -1. Nous déduisons de
(A.8) et (A.9) que l’on a

α Id+
(
Ỹ n×

)−1

= Dstar

(
α Id−kǫ

k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2
)

Pstar

+Dloop

(
α Id− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2
)

Ploop,

ce qui conduit directement à

R̃H = Dstar

(
α Id−kǫ

k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2
)−1

Pstar +Dloop

(
α Id− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2
)−1

Ploop.

En conclusion, pour la trace (Etan + αn×H) :

{
R̃E = Dloop (Id+αR

star
H )Ploop +Dstar

(
Id−αRloop

H

)
Pstar,

R̃H = DloopR
loop
H Pstar +DstarR

star
H Ploop,

(A.10)

avec 



Rloop
H =

[
− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

+ α Id

]−1

,

Rstar
H =

[
kǫ
k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

− α Id

]−1

.

(A.11)

Le calcul de Rloop
H et Rstar

H est fait dans l’annexe B, à la section B.4.2.

A.2.2 Calcul de
(
R̃E, R̃H

)
dans le cas où γE = n× E− αHtan

L’approximation que nous allons choisir pour RH est basée sur celle de Ỹ :

Ỹ =
k

kǫ
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop − kǫ
k
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar. (A.12)

RE et RH sont définis par :

RE : n× E− αHtan 7→ n× E,

RH : n× E− αHtan 7→ n×H.

• On remarque que
RE + αn×RH = Id .
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Ainsi,
RE = Id−αn×RH. (A.13)

• Par ailleurs,
RH(Id+αn× Y )(n× E) = Y (n× E),

d’où
RH(Id+αn× Y ) = Y,

et sous réserve que (Id+αn× Y ) soit inversible, on a

RH = (Y )(Id+αn× Y )−1.

En supposant que Y est inversible, on en déduit :

RH =
(
(Y )−1 + αn×

)−1
. (A.14)

On remplace à présent Y par l’approximation (A.12) trouvée précédemment, qui s’inverse en

(
Ỹ
)−1

=
kǫ
k
Dloop

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Pstar − k

kǫ
Dstar

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

Ploop, (A.15)

grâce aux relations (A.2). Remarquons que
(
Ỹ
)−1

= −Ỹ , ce qui est normal puisque heuris-

tiquement Ỹ est proche de −2n × T, opérateur qui mis au carré vaut − Id plus un opérateur
compact (formules de Calderón 1.13).

On souhaite à présent utiliser l’égalité suivante :

n× = DstarPloop −DloopPstar.

De même que dans la section précédente, on choisit d’approcher αn× par

αn× ≈ DstarαPloop −DloopαPstar. (A.16)

Si α est constant, cette approximation est une identité. Si α est variable mais régulier, la
différence des opérateurs de droite et de gauche est un opérateur d’ordre -1. Nous déduisons de
(A.15) et (A.16) que l’on a

αn×+
(
Ỹ
)−1

= −Dloop

(
α Id−kǫ

k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2
)

Pstar

+ Dstar

(
α Id− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2
)

Ploop,

ce qui conduit directement à

R̃H = −Dstar

(
α Id−kǫ

k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2
)−1

Ploop +Dloop

(
α Id− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2
)−1

Pstar.
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En conclusion, pour la trace (n× E− αHtan) :

{
R̃E = Dloop (Id+αR

star
H )Ploop +Dstar

(
Id−αRloop

H

)
Pstar,

R̃H = DloopR
loop
H Pstar +DstarR

star
H Ploop,

(A.17)

avec 



Rloop
H =

[
− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

+ α Id

]−1

,

Rstar
H =

[
kǫ
k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

− α Id

]−1

.

(A.18)

Le calcul de Rloop
H et Rstar

H est fait dans l’annexe B, à la section B.4.2.
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L’objet de cette annexe est de présenter la méthode des approximants de Padé, en vue de
l’appliquer au calcul approché d’opérateurs intervenant dans l’assemblage du système linéaire
pour la GCSIE avec condition métal ou la GCSIE avec condition métal-impédante.

B.1 Développement de Taylor de
√
1 + z

Le développement limité en 0 de la fonction
√
1 + z est donné par :

√
1 + z = 1 +

n∑

k=1

λkx
k + o(xn+1),

avec 


λk =

(−1)k−1

22k−1
Nk−1,

Nk−1 =
1

k
Ck−1

2k−2.

Lemme 69 (approximant de Padé de
√
1 + z).

Démonstration Le développement limité de la fonction
√
1 + z au voisinage de 0 est donné

par

√
1 + z = 1 +

n∑

k=1

λkx
k + o(xn+1),

où par abus de notation on notera

λk =
1

n!

n−1∏

k=0

(
1

2
− k

)
= C

1/2
k ,

par analogie avec les coefficients binomiaux.

Calculons ces coefficients λk. On introduit les nombres de Catalan Nk définis par :

Nk−1 =
1

k
Ck−1

2k−2.
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C
1/2
k =

(1/2)× (1/2− 1)× ...× (1/2− k + 1)

k!

=
1

2k k!
[1× (1− 2)× (1− 4)× ...× (1− 2k + 2)]

=
(−1)k−1

2k k!
[(2k − 3)× (2k − 1)× ...× 3× 1]

=
(−1)k−1

2k k!

(2k − 2)!

2k−1 (k − 1)!

=
(−1)k−1

22k−1

1

k

(2k − 2)!

[(k − 1)!]2

=
(−1)k−1

22k−1
Nk−1.

Donc

λk =
(−1)k−1

22k−1
Nk−1.

2

B.2 Développement de Padé de
√
1 + z

(Coupure sur la demi-droite ] − ∞,−1]). Après décomposition en éléments simples,
on obtient pour approximant de Padé de

√
1 + z :

RN(z) = 1 +
N∑

n=1

anz

1 + bnz
,

où l’on a

an =
2

2N + 1
sin2

(
nπ

2N + 1

)
,

bn = cos2
(

nπ

2N + 1

)
.

Lemme 70.

Démonstration Nous voulons montrer que, après décomposition en éléments simples, on
obtient pour approximant de Padé de

√
1 + z :

RN(z) = 1 +
N∑

n=1

anz

1 + bnz
.
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Pour cela, il suffit de calculer le développement limité de RN(z) et de montrer qu’il est égal à
celui de

√
1 + z calculé précédemment.

RN(z) = 1 +
N∑

n=1

anz

N−1∑

k=0

(−1)kbknz
k + o(zN+1)

= 1 +
N−1∑

k=0

[
N∑

n=1

an(−1)kbkn

]
zk+1 + o(zN+1)

= 1 +
N−1∑

k=0

µk+1z
k+1,

avec

µk+1 =
N∑

n=1

an(−1)kbkn.

On pose α =
π

2N + 1
.

2
N∑

n=1

(sin(α n))2 (cos(α n))2k =
2N∑

n=0

(sin(α n))2 (cos(α n))2k

=
−1

22k+2

2N∑

n=0

(
eiα n − e−iα n

)2 (
eiα n + e−iα n

)2k

=
−1

22k+2

2N∑

n=0

(
e2iα n − 2 + e−2iα n

) 2k∑

r=0

Cr
2ke

iα (2r−2k) n

=
−1

22k+2

2k∑

r=0

Cr
2k

∑

λ∈{−1,0,1}

fλ

2N∑

n=0

ei2α (r−k+λ) n.

en appliquant la formule du binôme de Newton, et avec fλ = 1 si λ = ±1, fλ = −2 si λ = 0.

La somme de la série géométrique

2N∑

n=0

ei2α (r−k+λ) n

est nulle, sauf si (2N + 1) divise 2(r − k + λ). Puisque k < 2N , ceci ne se produit que pour

r = k + λ,

auquel cas la somme de la série vaut 2N + 1. D’où

2
N∑

n=1

(sin(α n))2 (cos(α n))2k =
−1

22k+2
(2N + 1)

(
Ck+1

2k − 2Ck
2k + Ck−1

2k

)

=
−1

22k+2
(2N + 1)Ck

2k

(
2

k

k + 1
− 2

)

=
1

22k+1
(2N + 1)Nk.
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Ainsi

µk+1 =
N∑

n=1

an(−1)kbkn

=
2

2N + 1
(−1)k

N∑

n=1

(sin(α n))2 (cos(α n))2k

=
1

2N + 1
(−1)k

1

22k+1
(2N + 1)Nk

=
(−1)k

22k+1
Nk.

Finalement

µk =
(−1)k−1

22k−1
Nk−1 = λk,

ce qui achève la preuve. 2

B.3 Rotation de la coupure

Dans la suite, nous notons
√
z la fonction holomorphe sur C \R−, qui cöıncide avec la fonc-

tion
√
t sur R+. Il est connu que les approximants de Padé du Lemme 70 précédemment calculés

convergent uniformément sur tout compact de C\]−∞,−1], vers la fonction holomorphe
√
1 + z

définie sur cet ensemble. Au voisinage de la demi-droite ]−∞,−1], les approximants de Padé
ont en revanche un comportement “violent” car la fonction limite est discontinue sur cet en-
semble.

Dans le cadre de notre étude, nous souhaitons utiliser ces développements de Padé pour
trouver une racine carrée d’opérateurs pouvant avoir des valeurs propres négatives. Pour cela,
nous allons modifier le développement de Padé pour approcher la fonction Sθ définie ci-dessous
en (B.1), qui elle est discontinue sur la demi-droite

D = {z = −1 + rei(π+θ), r > 0}.

En d’autres termes, nous effectuons une rotation de la demi-droite de coupure.
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(Coupure sur D = {z = −1 + rei(π+θ), r > 0}).
On calcule l’approximant de Padé de

√
1 + z au point eiθ − 1, qui converge vers la

fonction Sθ(z) définie sur C \D par :

Sθ(z) = eiθ/2
√
(1 + z)e−iθ. (B.1)

Son approximant de Padé est donné par :

Rθ,N(z) = C0 +
N∑

n=1

Anz

1 + Bnz
,

avec

C0 = eiθ/2

(
1 +

N∑

n=1

an(e
−iθ − 1)

1 + bn(e−iθ − 1)

)
,

An =
ane

−iθ/2

[1 + bn(e−iθ − 1)]2
,

Bn =
bne

−iθ

1 + bn(e−iθ − 1)
.

Lemme 71.

Démonstration On a
Sθ(z) = eiθ/2

√
1 + ((1 + z)e−iθ − 1),

dont l’approximant de Padé est donc

Rθ,N(z) = eiθ/2RN

(
(1 + z)e−iθ − 1

)
,

soit Rθ,N(z)e
−iθ/2 = 1 +

N∑

n=1

an
[
(1 + z)e−iθ − 1

]

1 + bn [(1 + z)e−iθ − 1]
. (B.2)

Effectuons quelques calculs :

A+Bz

C +Dz
=

(A/C)(C +Dz) + (B − AD/C) z

C +Dz

=
A

C
+

(B − AD/C) z

C +Dz
.

Dans le cas présent (B.2), cela donne :





A = an(e
−iθ − 1),

B = ane
−iθ,

C = 1 + bn(e
−iθ − 1),

D = bne
−iθ.
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On obtient donc

A

C
=

an(e
−iθ − 1)

1 + bn(e−iθ − 1)
,

B − AD/C = ane
−iθ − anbne

−iθ(e−iθ − 1)

1 + bn(e−iθ − 1)

=
ane

−iθ

1 + bn(e−iθ − 1)
,

et ainsi

Rθ,N(z)e
−iθ/2 = 1 +

N∑

n=1

(
an(e

−iθ − 1)

1 + bn(e−iθ − 1)
+

ane
−iθ

1 + bn(e−iθ − 1)

z

1 + bn [(1 + z)e−iθ − 1]

)
.

Or

1 + bn
[
(1 + z)e−iθ − 1

]
= 1 + bn(e

−iθ − 1) + bne
−iθz,

d’où en factorisant par 1 + bn(e
−iθ − 1) :

Rθ,N(z) = C0 +
N∑

n=1

Anz

1 + Bnz
,

avec

C0 = eiθ/2

(
1 +

N∑

n=1

an(e
−iθ − 1)

1 + bn(e−iθ − 1)

)
,

An =
ane

−iθ/2

[1 + bn(e−iθ − 1)]2
,

Bn =
bne

−iθ

1 + bn(e−iθ − 1)
.

2

B.4 Applications

B.4.1 Application à l’expansion de Padé de (Id+T )+1/2 et (Id+T )−1/2

Soit T un opérateur ; comment approcher l’opérateur (Id+T )1/2 ? L’expansion de Padé est
une solution possible.
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L’expansion de Padé de (Id+T )1/2 consiste à choisir un entier p et un angle θ, et à
approcher cet opérateur par la somme finie :

(Id+T )1/2 = A0 +

p∑

j=1

Aj T (Id+BjT )
−1, (B.3)

avec par définition, pour j = 1, p :

aj =
2

2p+ 1
sin2(

jπ

2p+ 1
),

bj = cos2(
jπ

2p+ 1
),

Rp(z) = 1 +

p∑

j=1

ajz

1 + bjz
pour z ∈ C,

A0 = eiθ/2 Rp(e
−iθ − 1),

Aj = e−iθ/2 aj
(1 + bj(e−iθ − 1))2

,

Aj = e−iθ/2 bj
(1 + bj(e−iθ − 1))

.

Définition 72 (Expansion de Padé).

Pour les deux sections suivantes, on notera [Id] la matrice masse, i.e. la matrice de Galerkin
de l’identité dans une base d’éléments finis donnés, et [T ] la matrice de Galerkin de T dans
cette même base.

Synthèse de la racine carrée (Id+T )+1/2

Soient x l’inconnue du problème et y la donnée. On veut calculer x = (Id+T )+1/2y. Compte
tenu de l’approximation de Padé (B.3), il s’agit de résoudre :

x =

(
A0 Id+

p∑

j=1

Aj T (Id+BjT )
−1

)
y.

En introduisant les inconnues auxiliaires (Vj)1≤j≤p, on obtient :




x = A0 y +

p∑

j=1

Aj T Vj,

Vj = (Id+BjT )
−1 y, ∀j ∈ [1, p],

soit encore 


x −

p∑

j=1

Aj T Vj = A0 y,

(Id+BjT ) Vj = y, ∀j ∈ [1, p].
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Dans la suite, on notera (x) les vecteurs des coefficients de x sur la base des fonctions de
base. On dit alors que (x) est un vecteur d’amplitude. Ce n’est donc pas un vecteur de couplage,
terme qui désigne les vecteurs dont les coefficients sont le produit scalaire du vecteur avec les
fonctions de base.

En intègrant ces relations contre des fonctions de base P 1, les matrices de Galerkin [Id] et
[T ] apparaissent : 



[Id] (x) −

p∑

j=1

Aj [T ] (Vj) = A0 [Id] (y),

([Id] + Bj[T ]) (Vj) = [Id] (y), ∀j ∈ [1, p].

On obtient le système matriciel :

(Id+T )+1/2 :




[Id] −A1[T ] · · · −Ap[T ]
0 [Id] + B1[T ] · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · [Id] + Bp[T ]







(x)
(V1)
...

(Vp)


 =




A0 [Id] (y)
[Id] (y)

...
[Id] (y)


 .

L’opérateur (Id+T )+1/2 ainsi construit envoie un vecteur d’amplitude sur un vecteur d’am-
plitude.

Synthèse de l’inverse de la racine carée (Id+T )−1/2

Soient x l’inconnue du problème et y la donnée. On veut calculer x = ([Id] + [T ])−1/2y. Il
s’agit de résoudre (Id+T )+1/2 x = y, soit encore :

(
A0 Id+

p∑

j=1

Aj T (Id+BjT )
−1

)
x = y.

En introduisant les inconnues auxiliaires (Vj)1≤j≤p, on obtient :




A0 x +

p∑

j=1

Aj T Vj = y,

Vj = (Id+BjT )
−1 x, ∀j ∈ [1, p],

soit encore 


A0 x +

p∑

j=1

Aj T Vj = y,

x − (Id+BjT ) Vj = 0, ∀j ∈ [1, p].

On intègre contre des fonctions de base P 1, les matrices de Galerkin [Id] et [T ] apparaissent
alors : 



A0 [Id] (x) +

p∑

j=1

Aj [T ] (Vj) = [Id] (y),

[Id] (x) − ([Id] + Bj[T ]) (Vj) = 0, ∀j ∈ [1, p].
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On obtient le système matriciel :

(Id+T )−1/2 :




A0[Id] A1[T ] · · · Ap[T ]
[Id] −[Id]− B1[T ] · · · 0
...

...
. . .

...
[Id] 0 · · · −[Id]− Bp[T ]







(x)
(V1)
...

(Vp)


 =




[Id] (y)
0
...
0


 .

L’opérateur (Id+T )−1/2 ainsi construit envoie un vecteur d’amplitude sur un vecteur d’am-
plitude.

B.4.2 Application au calcul de Rloop
H et Rstar

H

On rappelle que Rloop
H et Rstar

H sont définis comme suit :





Rloop
H =

[
− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

+ PstarαDstar

]−1

,

Rstar
H =

[
kǫ
k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

− PloopαDloop

]−1

.

(B.4)

Calcul de Rloop
H

Calculons ϕ = Rloop
H Φ. On a donc :

(
− k

kǫ

(
Id+

∆

k2ǫ

)−1/2

+ PstarαDstar

)
ϕ = Φ. (B.5)

L’équation (B.5) nous donne, en introduisant l’inconnue auxiliaire U :



− k

kǫ
ϕ+

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

U =

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Φ,

U = PstarαDstarϕ.

En tenant compte de l’expansion de Padé (B.3), on obtient :



− k

kǫ
ϕ+

(
A0 +

p∑

j=1

Aj
∆

k2ǫ

(
Id+Bj

∆

k2ǫ

)−1
)
U =

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Φ,

−PstarαDstarϕ+ U = 0.

On introduit alors les inconnues auxiliaires (Vj)1≤j≤p, et on obtient le système à (p+2)
équations : 




− k

kǫ
ϕ+ A0U +

p∑

j=1

Aj
∆

k2ǫ
Vj =

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Φ,

−∇ · (α∇ϕ) + ∆U = 0,

−U +

(
Id+Bj

∆

k2ǫ

)
Vj = 0, ∀j ∈ [1, p].
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Ecrivons ce système matriciellement :



− k

kǫ
Id A0 Id A1

∆

k2ǫ
. . . Ap

∆

k2ǫ
−∇ · (α∇) ∆ 0 . . . 0

0 − Id Id+B1
∆

k2ǫ
...

...
. . .

0 − Id Id+Bp
∆

k2ǫ







ϕ
U
V1
...
Vp




=




(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Φ

0
0
...
0




.

Après discrétisation, et en écrivant sous forme variationnelle la deuxième ligne, on obtient :

Rloop
H :




− k

kǫ
[Id] A0[Id] A1

[∆]

k2ǫ
. . . Ap

[∆]

k2ǫ
−[∆α] [∆] 0 . . . 0

0 −[Id] [Id] +B1
[∆]

k2ǫ
...

...
. . .

0 −[Id] [Id] + Bp
[∆]

k2ǫ







ϕ
U
V1
...
Vp




=




(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

Φ

0
0
...
0




.

(B.6)
On a noté [∆α] la matrice du produit scalaire L2 des (α∇ϕ,∇U ′).

Calcul de Rstar
H

Calculons ϕ = Rstar
H Φ. On a donc :

(
kǫ
k

(
Id+

∆

k2ǫ

)+1/2

− PloopαDloop

)
ϕ = Φ. (B.7)

En tenant compte de l’expansion de Padé (B.3), et en utilisant l’inconnue auxiliaire U ,
l’équation (B.7) nous donne :





kǫ
k

(
A0 Id+

p∑

j=1

Aj
∆

k2ǫ

(
Id+Bj

∆

k2ǫ

)−1
)
ϕ− U = Φ,

U = PloopαDloopϕ.

On introduit alors les inconnues auxiliaires (Vj)1≤j≤p ; on obtient le système à (p+2) équations :





kǫ
k
A0ϕ− U +

kǫ
k

p∑

j=1

Aj
∆

k2ǫ
Vj = Φ,

∇ ·
(
n× (αn×∇ϕ)

)
+∆U = 0,

−ϕ+

(
Id+Bj

∆

k2ǫ

)
Vj = 0, ∀j ∈ [1, p].
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Ecrivons ce système matriciellement :




kǫ
k
A0 Id − Id

kǫ
k
A1

∆

k2ǫ
. . .

kǫ
k
Ap

∆

k2ǫ
∇ · n× (αn×∇) ∆ 0 . . . 0

− Id 0 Id+B1
∆

k2ǫ
...

...
. . .

− Id 0 Id+Bp
∆

k2ǫ







ϕ
U
V1
...
Vp




=




Φ
0
0
...
0



. (B.8)

Après discrétisation, on obtient :

Rstar
H :




kǫ
k
A0[Id] −[Id]

kǫ
k
A1

[∆]

k2ǫ
. . .

kǫ
k
Ap

[∆]

k2ǫ
−[∆α] [∆] 0 . . . 0

−[Id] 0 [Id] +B1
[∆]

k2ǫ
...

...
. . .

−[Id] 0 [Id] +Bp
[∆]

k2ǫ







ϕ
U
V1
...
Vp




=




[Id]Φ
0
0
...
0



. (B.9)

On a noté [∆α] la matrice du produit scalaire L2 des (α∇ϕ,∇U ′), qui cöıncide avec (αn×
∇ϕ,n×∇U ′).
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L’objet de cette annexe est de présenter les différentes manières de construire, d’une part,
les quatre opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann Ya, Yb, Yc, Yd, donnés par la Définition 41
du Chapitre 2, et d’autre part l’opérateur de scattering S0,α, présenté à la Définition 61 du
Chapitre 5. Ces constructions sont faites en utilisant l’outil des équations intégrales.

On rappelle, comme on l’a expliqué au §2.6, que l’on donnera pour chaque équation intégrale
présentée :

• le nom de l’équation intégrale (Equation),

• la trace de Dirichlet en entrée (Input),

• la trace de Neumann en sortie (Output),

• l’opérateur de type Dirichlet-to-Neumann synthétisé (DtN),

• l’opérateur du système linéaire sous-jacent (oprLHS),

• l’opérateur de construction du second membre (oprRHS),

• l’opérateur de construction de la trace de Neumann (oprPP),

où les opérateurs oprRHS et oprPP seront éventuellement absents. On rappelle également que
la synthèse d’un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ou de scattering par une équation
intégrale en champ se présente sous la forme :

oprLHS(SOL) = oprRHS(Input),

où l’opérateur oprLHS, qui est inversé, donne son nom à l’équation utilisée. Dans le cas d’une
équation en source, une étape de post-processing est ajoutée :

Output = oprPP(SOL).

Remarque. On s’intéresse aux méthodes de synthèse des opérateurs de coupage relatifs au sous-
domaine extérieur, mais cette technique peut aussi bien s’appliquer aux opérateurs de couplage
relatifs au sous-domaine intérieur.

C.1 Synthèse des opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann

C.1.1 Synthèse du Dirichlet-to-Neumann par des équations en champ

On rappelle tout d’abord l’expression des opérateurs correspondant à chacune des équations
ci-dessous :
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Equation Type Opérateur

EFIE champ −T
EFIE n× champ −Tn×
−n×EFIE champ n× T

−n×EFIE n× champ n× Tn×

MFIE champ

(
1

2
Id+n×K

)

MFIE n× champ

(
1

2
n×+n×Kn×

)

−n×MFIE champ

(
−1

2
n×+K

)

−n×MFIE n× champ

(
1

2
Id+Kn×

)

GCSIE métallique source (n× T)Ỹ + +

(
1

2
Id−n×K

)

GCSIE impédante source

[
n× T + α

(
K+

1

2
n×
)]

R̃+
H −

[(
n×K− 1

2
Id

)
− αT

]
R̃+

E

Principe général pour les équations simple couche en champ

Pour l’équation EFIE et ses variantes, on choisit de paramétrer le champ E à l’aide du
théorème de représentation en considérant que le champ intérieur est nul :

E = T (σ+
1 E)−K(σ+

0 E).

En appliquant la trace σ+
0 à cette équation, on obtient

σ+
0 E = (n× T)(σ+

1 E)−
(
n×K− 1

2
Id

)
(σ+

0 E),

soit encore

(n× T)(σ+
1 E) =

(
1

2
Id+n×K

)
(σ+

0 E). (C.1)

On choisira de résoudre soit l’équation ci-dessus (C.1), soit l’équation ci-dessous (C.2) obtenue
en appliquant n× :

(−T)(σ+
1 E) =

(
1

2
n×−K

)
(σ+

0 E). (C.2)

Equation EFIE
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On choisit de résoudre l’équation (C.2) avec l’équation EFIE. Cela signifie que l’opérateur
sous-jacent est −T, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution de l’équation, est né-
cessairement σ+

1 E = n×H.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera(

1

2
n×−K

)
. On veut donc résoudre

(−T)u =

(
1

2
n×−K

)
(n× E),

où la solution u vaut n×H ;

• soitEtan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera−
(
1

2
+ Kn×

)
.

On veut donc résoudre

(−T)u = −
(
1

2
+ Kn×

)
(Etan),

où la solution u vaut n×H.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

EFIE n× E n×H Ya −T

(
1

2
n×−K

)
absent

EFIE Etan n×H Yb −T −
(
1

2
Id+Kn×

)
absent

Equation EFIE n×

On choisit de résoudre l’équation (C.2) avec l’équation EFIE n×. Cela signifie que l’opéra-
teur sous-jacent est −Tn×, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution de l’équation,
est nécessairement Htan.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera(

1

2
n×−K

)
. On veut donc résoudre

(−Tn×)u =

(
1

2
n×−K

)
(n× E),

où la solution u vaut Htan ;
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• soitEtan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera−
(
1

2
Id+Kn×

)
.

On veut donc résoudre

(−Tn×)u = −
(
1

2
Id+Kn×

)
(Etan),

où la solution u vaut Htan.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

EFIE n× n× E Htan Yc −Tn×
(
1

2
n×−K

)
absent

EFIE n× Etan Htan Yd −Tn× −
(
1

2
Id+Kn×

)
absent

Equation −n×EFIE

On choisit de résoudre l’équation (C.1) avec l’équation −n×EFIE. Cela signifie que l’opé-
rateur sous-jacent est n×T, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution de l’équation,
est nécessairement σ+

1 E = n×H.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera(

1

2
Id+n×K

)
. On veut donc résoudre

(n× T)u =

(
1

2
Id+n×K

)
(σ+

0 E),

où la solution u vaut n×H ;

• soitEtan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera

(
1

2
n×+n×Kn×

)
.

On veut donc résoudre

(n× T)u =

(
1

2
n×+n×Kn×

)
(Etan),

où la solution u vaut n×H.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

−n×EFIE n× E n×H Ya n× T

(
1

2
Id+n×K

)
absent

−n×EFIE Etan n×H Yb n× T

(
1

2
n×+n×Kn×

)
absent

Equation −n×EFIE n×
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On choisit de résoudre l’équation (C.1) avec l’équation −n×EFIE n×. Cela signifie que
l’opérateur sous-jacent est n × Tn×, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution de
l’équation, est nécessairement Htan.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera(

1

2
Id+n×K

)
. On veut donc résoudre

(n× Tn×)u =

(
1

2
Id+n×K

)
(σ+

0 E),

où la solution u vaut Htan ;

• soitEtan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera

(
1

2
n×+n×Kn×

)
.

On veut donc résoudre

(n× Tn×)u =

(
1

2
n×+n×Kn×

)
(Etan),

où la solution u vaut Htan.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

−n×EFIE n× n× E Htan Yc n× Tn×
(
1

2
Id+n×K

)
absent

−n×EFIE n× Etan Htan Yd n× Tn×
(
1

2
n×+n×Kn×

)
absent

Principe général pour les équations double couche en champ

Pour l’équation MFIE et ses variantes, on choisit de paramétrer le champ H à l’aide du
théorème de représentation en considérant que le champ intérieur est nul :

H = −T (σ+
0 E)−K(σ+

1 E).

En appliquant la trace σ+
0 à cette équation, on obtient

σ+
1 E = −(n× T)(σ+

0 E)−
(
n×K− 1

2
Id

)
(σ+

1 E),

soit encore (
1

2
Id+n×K

)
(σ+

1 E) = −(n× T)(σ+
0 E). (C.3)

On choisira de résoudre soit l’équation ci-dessus (C.3), soit l’équation ci-dessous (C.4) obtenue
en appliquant n× : (

1

2
n×−K

)
(σ+

1 E) = T(σ+
0 E). (C.4)
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Equation MFIE

On choisit de résoudre l’équation (C.3) avec l’équation MFIE. Cela signifie que l’opérateur

sous-jacent est

(
1

2
Id+n×K

)
, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution de l’équa-

tion, est nécessairement σ+
1 E = n×H.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera

−n× T. On veut donc résoudre
(
1

2
Id+n×K

)
u = −(n× T)(n× E),

où la solution u vaut n×H ;

• soit Etan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera −n×Tn×.
On veut donc résoudre

(
1

2
Id+n×K

)
u = −(n× Tn×)(Etan),

où la solution u vaut n×H.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

MFIE n× E n×H Ya

(
1

2
Id+n×K

)
−n× T absent

MFIE Etan n×H Yb

(
1

2
Id+n×K

)
−n× Tn× absent

Equation MFIE n×

On choisit de résoudre l’équation (C.3) avec l’équation MFIE n×. Cela signifie que l’opéra-

teur sous-jacent est

(
1

2
n×+n×Kn×

)
, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution

de l’équation, est nécessairement Htan.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera

−n× T. On veut donc résoudre
(
1

2
n×+n×Kn×

)
u = −(n× T)(n× E),

où la solution u vaut Htan ;
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• soit Etan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera −n×Tn×.
On veut donc résoudre

(
1

2
n×+n×Kn×

)
u = −(n× Tn×)(Etan),

où la solution u vaut Htan.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

MFIE n× n× E Htan Yc

(
1

2
n×+n×Kn×

)
−n× T absent

MFIE n× Etan Htan Yd

(
1

2
n×+n×Kn×

)
−n× Tn× absent

Equation −n×MFIE

On choisit de résoudre l’équation (C.4) avec l’équation −n×MFIE. Cela signifie que l’opé-

rateur sous-jacent est

(
−1

2
n×+K

)
, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution de

l’équation, est nécessairement n×H.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera

−T. On veut donc résoudre

(
−1

2
n×+K

)
u = (−T)(n× E).

où la solution u vaut n×H ;

• soit Etan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera −Tn×. On
veut donc résoudre (

−1

2
n×+K

)
u = (−Tn×)Etan.

où la solution u vaut n×H.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

−n×MFIE n× E n×H Ya

(
−1

2
n×+K

)
−T absent

−n×MFIE Etan n×H Yb

(
−1

2
n×+K

)
−Tn× absent

Equation −n×MFIE n×



C.1. Synthèse des opérateurs de type Dirichlet-to-Neumann 191

On choisit de résoudre l’équation (C.4) avec l’équation −n×MFIE n×. Cela signifie que

l’opérateur sous-jacent est

(
1

2
Id+Kn×

)
, donc que la sortie (Output), c’est-à-dire la solution

de l’équation, est nécessairement Htan.

Nous pouvons choisir en entrée, c’est-à-dire comme second membre (Input) :

• soit σ+
0 E = n × E, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera

−T. On veut donc résoudre

(
1

2
Id+Kn×

)
u = (−T)(n× E).

où la solution u vaut Htan ;

• soit Etan, auquel cas l’opérateur nécessaire à l’assemblage du second membre sera −Tn×. On
veut donc résoudre (

1

2
Id+Kn×

)
u = (−Tn×)Etan.

où la solution u vaut Htan.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

−n×MFIE n× n× E Htan Yc

(
1

2
Id+Kn×

)
−T absent

−n×MFIE n× Etan Htan Yd

(
1

2
Id+Kn×

)
−Tn× absent

C.1.2 Synthèse du Dirichlet-to-Neumann par des équations en source

Dans la suite, on notera e0 = σ+
0 E la condition aux limites. Comme pour les équations en

champ, on pourrait décrire les quatre types d’opérateurs Dirichlet-to-Neumann, mais on choisit
ici de n’expliciter que Y +

a : σ+
0 E 7→ σ+

1 E, le principe étant le même pour les trois autres.

Le calcul de Y +
a σ

+
0 E se fait de la manière suivante : on paramètre E à l’aide d’une source

u et d’un potentiel V , on cherche u vérifiant l’équation intégrale σ+
0 Vu = σ+

0 E, puis on calcule
σ+
1 E en fonction de u.

σ+
1 E = (σ+

1 V)u.
Le choix du potentiel V dépend bien sûr de l’équation intégrale que l’on utilise.

Equation simple couche en source

On cherche E sous la forme E = T u et on résout

(−T)u = n× e0, (équation simple couche en source)
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puis on calcule

Y +
a e0 = σ+

1 E = σ+
1 T u =

(1
2
Id−n×K

)
u.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

simple couche en source n× E n×H Ya −T n×
(
1

2
Id−n×K

)

Equation double couche en source

On cherche E sous la forme E = −Ku et on résout

(
1

2
Id−n×K

)
u = e0, (équation double couche en source)

puis on calcule

Y +
a e0 = σ+

1 E = σ+
1 Ku = (n× T)u.

Equation Input Output DtN oprLHS oprRHS oprPP

double couche en source n× E n×H Ya

(
1

2
Id−n×K

)
absent n× T

Equation GCSIE métallique

On a présenté au §2.6 du Chapitre 2 le moyen de synthétiser les quatre opérateurs de type
Dirichlet-to-Neumann grâce à l’équation GCSIE métallique. Nous résumons simplement dans
le tableau suivant les résultats obtenus pour cette équation.

Equation Input Output DtN oprRHS oprPP

GCSIE n× E n×H Ya absent [Id]−1

[(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ + − n× T

]

métallique

GCSIE Etan n×H Yb [Id]−1[n×] [Id]−1

[(
1

2
Id−n×K

)
Ỹ + − n× T

]

métallique

GCSIE n× E Htan Yc absent [Id]−1

[(
−1

2
n×−K

)
Ỹ + − T

]

métallique

GCSIE Etan Htan Yd [Id]−1[n×] [Id]−1

[(
−1

2
n×−K

)
Ỹ + − T

]

métallique
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C.2 Synthèse de l’opérateur de scattering

On rappelle que l’on a défini la trace impédante γ+α par

γ+αE = n+ × E− αHtan = (σ+
0 + αn× σ+

1 )E.

Pour construire numériquement l’opérateur de scattering S+
0,α, nous pouvons comme pour

l’opérateur Dirichlet-to-Neumann utiliser des équations en source ou en champ. Cependant,
nous avons choisi d’utiliser directement dans les sous-domaines l’équation intégrale la plus
performante pour résoudre les problèmes aux limites de type impédant. C’est pourquoi nous
ne présentons dans cette partie que la construction de S+

0,α par l’équation intégrale GCSIE
impédante. Nous ne nous intéressons pas aux autres équations en source possibles ou aux
équations en champ impédantes.

C.2.1 Synthèse de l’opérateur de scattering par GCSIE impédante

Equation GCSIE impédante

On note e la condition aux limites impédante imposée :

n× E− αHtan = e.

On recherche le champ E sous la forme

E =
(
T R̃H

+ −KR̃E

+
)
u,

où u est la source solution de l’équation GCSIE impédante :

[(
n× T + α

(
1

2
n×+K

))
R̃H

+
+

((
1

2
Id−n×K

)
− αT

)
R̃E

+
]
u = e.

Après avoir résolu cette équation, on obtient finalement la trace impédante désirée :

S+
0,αe = n× E+ αHtan = (σ+

0 − αn× σ+
1 )E

=

[(
n× T− α

(
1

2
n×+K

))
R̃H

+
+

((
1

2
Id−n×K

)
+ αT

)
R̃E

+
]
u.

Nous résumons les résultats obtenus dans le tableau ci-dessous :
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Equation GCSIE impédante
Input n× E− αHtan

Output n× E+ αHtan

Scattering S+
0,α

oprLHS [Id]−1

[(
n× T + α

(
1

2
n×+K

))
R̃H

+
+

(
1

2
Id−n×K+ αT

)
R̃E

+
]

oprRHS absent

oprPP [Id]−1

[(
n× T− α

(
1

2
n×+K

))
R̃H

+
+

(
1

2
Id−n×K− αT

)
R̃E

+
]
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Cette annexe a pour but de donner les conditions sous lesquelles les problèmes de Maxwell
mixtes de type métal-impédant, intérieur et extérieur, admettent une unique solution. Nous
reproduisons ci-dessous les démonstrations effectuées dans [18].

On notera λ l’impédance de surface de l’obstacle diffractant.

D.1 Le problème de Maxwell intérieur avec condition

métal-impédante

Soit D un domaine compact et simplement connexe de R3, définissant l’obstacle diffractant.
Son complémentaire, noté De, est donc un domaine connexe. On suppose que la frontière Γ de
l’obstacle D est une surface fermée lipschitzienne. On découpe Γ en deux portions de surface
disjointes : Γ = ΓD ∪ ΓI , une surface ΓD sur laquelle on impose une condition de type métal,
et une surface ΓI sur laquelle on impose une condition de type impédant. Par convention, on
notera H0(Γ) = L2(Γ). Soit BR une boule de rayon R telle que D ⊂ BR. On définit les espaces

H(rot, D) =
{
u ∈

(
L2(D)

)3
,∇×u ∈

(
L2(D)

)3}
,

Hs
T (Γ) =

{
u ∈ (Hs(Γ))3 ,n · u = 0 sur Γ

}
,

Hs
T (Γ0) = {u|Γ0

,u ∈ Hs
T (Γ)} , si Γ0 ⊂ Γ,

X(D,ΓI) =
{
u ∈ H(rot, D),n× u|ΓI

∈ L2
T (ΓI)

}
,

X̃ =
{
u ∈ H(rot, D),n× u|ΓD

= 0 et n× u|ΓI
∈ L2

T (ΓI)
}
,

H0(rot, BR) = {u ∈ H(rot, BR),n× u = 0 sur ∂BR} ,
Hloc(rot, De) = H(rot, De ∩BR),

Xloc(De,ΓI) = X(De ∩ BR,ΓI),

Y (ΓD) =
{
f ∈ H−1/2(ΓD)

3, ∃u ∈ H0(rot, BR),n× u|ΓI
∈ L2

T (ΓI) et f = n× u|ΓD

}
,

S =
{
p ∈ H1(D), p = 0 sur Γ

}
,

X0 =

{
u ∈ X̃, ∀ξ ∈ S,

∫

D

u · ∇ξ = 0

}
.

On définit la norme :

‖u‖2X(D,ΓI)
= ‖u‖2H(rot,D) + ‖n× u‖2L2

T
(ΓI)

.

Pour f ∈ Y (ΓD), soit u ∈ H0(rot, BR) telle que n × u|ΓI
∈ L2

T (ΓI) et f = n × u|ΓD
. On
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définit alors les normes et produits scalaires suivants.

‖f‖2Y (ΓD) = inf{‖u‖2H(rot,D) + ‖n× u‖2L2
T
(ΓI)

},

< f,Φ >1 =

∫

D

(∇×u · Φ− u · ∇×Φ)−
∫

ΓI

(n× u) · Φ pour Φ ∈ X(D,ΓI),

< f,Φ >2 =

∫

BR\D

(∇×u · Φ− u · ∇×Φ)−
∫

ΓI

(n× u) · Φ pour Φ ∈ X0(BR \D,ΓI),

‖f‖1 = sup
Φ∈X(D,ΓI)

| < f,Φ >1 |
‖Φ‖X(D,ΓI)

,

‖f‖2 = sup
Φ∈X0(BR\D,ΓI)

| < f,Φ >2 |
‖Φ‖X(BR\D,ΓI)

.

Remarquons que les produits scalaires < f,Φ >1 et < f,Φ >2 dépendent seulement de f (et
non de u) en vertu de la formule de Green.

Les normes ‖f‖Y (ΓD), ‖f‖1 et ‖f‖2 sont toutes trois équivalentes. En particulier, Y (ΓD) est
un espace de Hilbert.

On suppose dans la suite que λ est réel et k > 0. La normale n est toujours extérieure au
domaine intérieur D (donc intérieure à De). Le problème intérieur s’exprime comme suit.

Etant donnés f ∈ Y (ΓD), h ∈ L2
T (ΓI), trouver E ∈ X(D,ΓI) vérifiant





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans D,
n× E = f sur ΓD,

n× (∇×E)− iλ(n× E)× n = h sur ΓI .
(D.1)

Définition 73 (Le problème intérieur, condition métal-impédante).

Si ΓI 6= ∅ et si λ est non nul, alors il y a unicité pour le problème intérieur (D.1).

Théorème 74.

Démonstration On rappelle la formule de Green :
∫

Ω

(
∇×(∇×u)

)
· v =

∫

Ω

(∇×u) · (∇×v) +

∫

∂Ω

vtan ·
(
n× (∇×u)

)
.

Par linéarité, il suffit de montrer que si f = 0 et h = 0, alors E ∈ X(D,ΓI) solution du
problème intérieur (D.1) est nul. On note H = 1

ik
∇×E le champ magnétique associé à E. En

appliquant la formule de Green, et en tenant compte de n× E = 0 ⇒ Etan = 0 sur ΓD, on a :

0 =

∫

D

(
∇×(∇×E)− k2E

)
· E =

∫

D

(∇×E) · (∇×E) +

∫

ΓI

Etan ·
(
n× (∇×E)

)
− k2

∫

D

|E|2

=

∫

D

|∇×E|2 +
∫

ΓI

iλEtan ·
(
(n× E)× n

)
− k2

∫

D

|E|2,
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d’où l’on obtient ∫

D

(|∇×E|2 − k2|E|2) + iλ

∫

ΓI

|Etan|2 = 0.

Puisque λ est réel et non nul, en prenant la partie imaginaire de cette expression on obtient
Etan = 0, donc aussi n × ∇×E = 0 (en vertu de (D.1)), comme fonctions de L2

T (ΓI). Pour
établir la régularité de E à travers ΓI , on utilise les formules de représentation de Stratton-
Chu. Ayant montré que E est régulier à travers ΓI , par le principe de continuité et puisque
E = 0 à l’extérieur de D, E est aussi nul à l’intérieur. 2

Si ΓI 6= ∅ et si λ est non nul, alors il y a existence pour le problème intérieur (D.1).

Théorème 75.

Démonstration La formulation variationnelle du problème intérieur s’écrit, par intégration

par parties de

∫

D

(
∇×(∇×E)− k2E

)
· Φ :

Trouver E ∈ X(D,ΓI), tel que n× E = f sur ΓD, avec

∀Φ ∈ X̃,

∫

D

(
(∇×E) · (∇×Φ)− k2E · Φ

)
+

∫

ΓD

(
n× (∇×E)

)
· Φtan+

∫

ΓI

(
n× (∇×E)

)
· Φtan = 0.

Sur ΓD, n× Φtan = 0 donc Φtan = 0. Sur ΓI , n× (∇×E)− iλ(n× E)× n = h, donc
∫

ΓI

(
n× (∇×E)

)
· Φtan = iλ

∫

ΓI

Etan · Φtan +

∫

ΓI

h · Φtan.

D’où la formulation variationnelle

∀Φ ∈ X̃,

∫

D

(
(∇×E) · (∇×Φ)− k2E · Φ

)
+ iλ

∫

ΓI

Etan · Φtan = −
∫

ΓI

h · Φtan.

Comme f ∈ Y (ΓD), ∃U ∈ X(D,ΓI),n× U |ΓD
= f . On retire l’expression

∫

D

(
(∇×U) · (∇×Φ)− k2U · Φ

)
+ iλ

∫

ΓI

Utan · Φtan

de chaque côté de l’égalité, et on pose W = E − U :
∫

D

(
(∇×W ) · (∇×Φ)− k2W · Φ

)
+ iλ

∫

ΓI

Wtan · Φtan

= −
∫

D

(
(∇×U) · (∇×Φ)− k2U · Φ

)
− iλ

∫

ΓI

Utan · Φtan −
∫

ΓI

h · Φtan.

De plus n×W = n× (E− U) = f − f = 0 sur ΓD.

Notons respectivement (., .) et < ., . > les produits scalaires sur L2
T (D) et L2

T (ΓI), et posons

a(u,Ψ) := (∇×u,∇×Ψ)− k2(u,Ψ) + iλ < utan,Ψtan > pour u,Ψ ∈ X̃.
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Alors a : X̃ × X̃ → C est une forme sesquilinéaire. Il s’agit de trouver W ∈ X̃, tel que

∀Φ ∈ X̃, a(W,Φ) = − < h,Φ > −a(U,Φ).

On rappelle que par hypothèse, D est simplement connexe. Soit u ∈ X̃, telle que ∇×u = 0
dans D et n× u|ΓI

= 0. Alors ∃p ∈ S,u = ∇p.

X0 → L2(D) est une injection compacte.

Lemme 76.

Démonstration Soit u ∈ X0. Alors comme u ∈ X̃, on a n× u|ΓD
= 0 et n× u|ΓI

∈ L2
T (ΓI),

donc n × u ∈ L2
T (Γ). Alors d’après [24], u ∈ H1/2(D). Donc X0 → L2(D) est une injection

compacte. 2

On cherche la solution sous la forme W = W0 + ∇p, avec W0 ∈ X0, p ∈ S. Puisque pour
p′ ∈ S, ∇×(∇p′) = 0 dans D et n×∇p′ = 0 sur Γ, on a en prenant Φ = ∇ξ, ξ ∈ S, n×∇ξ = 0
sur Γ, et donc

< g,Φtan > = 0, pour toute fonction g ∈ L2(ΓI),

a(W,Φ) = (∇×W,∇×∇ξ)− k2(W,∇ξ)
= −k2(W0 +∇p,∇ξ)
= −k2(∇p,∇ξ),

a(U,Φ) = (∇×U,∇×∇ξ)− k2(U,∇ξ)
= −k2(U,∇ξ),

d’où finalement
(∇p,∇ξ) = −(U,∇ξ).

S × S → C, (p, ξ) 7→ (∇p,∇ξ) est une forme sesquilinéaire continue coercive (par Poincaré),
donc d’après le Lemme de Lax-Milgram : ∃ !p0 ∈ S, (∇p0,∇ξ) = −(U,∇ξ) et de plus

‖∇p0‖L2(D) ≤ ‖U‖L2(D).

Connaissant p0 il s’agit maintenant de trouver W0 ∈ X0 tel que ∀Φ ∈ X0,

a(W0 +∇p0,Φ) = − < h,Φ > −a(U,Φ),

soit
a(W0,Φ) = − < h,Φ > −a(U,Φ) + k2(∇p0,Φ).

Soit la forme sesquilinéaire b : X0 ×X0 → C,

b(u,Φ) := (∇×u,∇×Φ) + (u,Φ) + iλ < utan,Φtan > .

Alors

a(u,Φ) = (∇×u,∇×Φ)− k2(u,Φ) + iλ < utan,Φtan >= b(u,Φ)− (1 + k2)(u,Φ).
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D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, ∃C1 > 0,

|b(u,Φ)| ≤ C1‖u‖X‖Φ‖X .

Pour z ∈ C, Rez ≤ |z| et Imz ≤ |z|, on a donc |z| ≥ 1
2
(Rez + Imz), donc ∃C2 > 0,

|b(u,Φ)| ≥ 1

2

(∫

D

(|∇×u|2 + |u|2) + λ

∫

ΓI

|utan|2
)

≥ C2‖u‖X .

On vient de montrer que b est continue et coercive. Par le Lemme de Lax-Milgram, X0 →
C,Φ 7→ b(u,Φ) est un opérateur bijectif. Puisque l’injection de X0 dans L2(D) est compacte,
X0 → C,Φ 7→ −(1+k2)(u,Φ) est un opérateur compact. L’alternative de Fredholm nous donne
donc, puisque l’opérateur est injectif (d’après le Théorème 74), qu’il existe une unique solution
E = U +W0 +∇p. 2

D.2 Le problème de Maxwell extérieur avec condition

métal-impédante

Etant donnés f ∈ Y (ΓD), h ∈ L2
T (ΓI), trouver E ∈ Xloc(De,ΓI) vérifiant





∇×(∇×E)− k2E = 0 dans D,
n× E = f sur ΓD,

n× (∇×E)− iλ(n× E)× n = h sur ΓI ,

lim
|x|→+∞

(
x× (∇×E) + ik|x|E

)
= 0 (condition de Silver-Müller).

(D.2)

La troisième condition peut se réécrire : Etan − λn×H = h̃ sur ΓI .

Définition 77 (Le problème extérieur, condition métal-impédante).

Si λ ≥ 0, il y a unicité pour le problème extérieur (D.2).

Théorème 78.

Démonstration On reprend la même démonstration que pour le problème intérieur. Il faut
faire attention au fait que la normale dans l’intégration par parties doit être dirigée vers l’exté-
rieur de De ∩BR. Dans ce cas la frontière se décompose en ΓD, sur laquelle Etan est nul, ΓI , et
la sphère SR (bord de la boule BR). L’intégration par parties donne :

∫

De∩BR

|∇×E|2 − k2E+

∫

ΓD

bΦtanEtan ·
(
− n× (∇×E)

)

+

∫

ΓI

Etan ·
(
− n× (∇×E)

)
+

∫

SR

Etan ·
(
n× (∇×E)

)
= 0. (D.3)

• Sur ΓD : n× E = 0 donc Etan = 0.
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• Sur ΓI : n×∇×E = iλEtan, d’où :

∫

ΓI

Etan ·
(
− n× (∇×E)

)
= −iλ

∫

ΓI

|Etan|2.

• Sur SR : on a ∇×E = ikH donc
∫

SR

Etan ·
(
n× (∇×E)

)
= ik

∫

SR

Etan · (n×H) = −ik
∫

SR

(n× E) ·H.

L’équation (D.3) nous donne finalement

∫

De∩BR

(
|∇×E| − k2|E|2

)
− iλ

∫

ΓI

|Etan|2 − ik

∫

SR

(n× E) ·H = 0.

Prenons la partie imaginaire de cette expression :

Re

∫

SR

(n× E) ·H = −λ
k

∫

ΓI

|Etan|2 ≤ 0.

On voit ici que l’hypothèse λ ≥ 0 est nécessaire. Finalement,

Re

∫

SR

(n× E) ·H = Re

∫

SR

(n× E) ·H ≤ 0.

D’après le Théorème 6.10 de [23], et le principe de continuité, on obtient E = 0. 2

Si λ ≥ 0, il y a existence pour le problème extérieur (D.2).

Théorème 79.

Démonstration On le démontre de la même manière que pour le problème intérieur. 2

Remarque. Pour ΓI = ∅ ou λ = 0, on obtient le problème extérieur du parfait conducteur
métallique, qui effectivement est bien posé.
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