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Notations
A tenseur d’ordre 1

˜A tenseur d’ordre 2
A tenseur d’ordre 4
: produit doublement contracté
⊗ produit tensoriel
∇ opérateur gradient

div opérateur divergence
1 direction idéale des fibres dans un pli, dite aussi axiale ou longitudinale
2 direction transverse, normale à la première dans le plan du pli
3 direction hors-plan, normale et formant un repère direct avec les précédentes
ρ masse volumique
Ψ énergie de déformation ou énergie libre de Helmholz volumique
ϕ énergie complémentaire ou enthalpie de Gibbs volumique
φ puissance volumique dissipée

˜Π second tenseur de Piola-Kirchhoff

˜σ tenseur des contraintes de Cauchy˜̃σ tenseur des contraintes effectives
u vecteur des déplacements

˜F tenseur des transformations

˜E tenseur des déformations de Green-Lagrange

˜ε tenseur des petites déformations

˜εe partition élastique du tenseur des déformations

˜εp partition plastique ou inélastique du tenseur des déformations˜̃εp tenseur des déformations inélastiques effectives
H tenseur d’élasticité de Hooke
A0 tenseur sain, initial, au repos ou encore avec un endommagement nul
AT transposée d’un tenseur
A moyenne volumique d’un tenseur
H fonction de Heaviside
〈•〉 fonction partie positive
[•] fonction saut à travers une surface
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Introduction

En raison de leurs caractéristiques performantes, les matériaux composites stra-
tifiés à fibres continues constituent aujourd’hui une part importante des structures
produites par les industries aéronautique et aérospatiale. La complexité de leur micro
et méso structure rend difficile la modélisation et la simulation de leur réponse mé-
canique, ce qui constitue un des freins majeurs à un enjeu industriel de plus en plus
important : le virtual testing. C’est particulièrement le cas pour des problématiques ré-
centes, comme celle abordée dans ce travail : la conception d’absorbeurs de chocs en
matériaux composites.

L’objectif à terme est de concevoir des structures porteuses qui puissent, en cas
de besoin, dissiper une grande quantité d’énergie (comme les sous-planchers dans les
hélicoptères [Johnson et Kohlgrüber, 2000]). Dans le cas des matériaux composites,
cela revient à étudier leur comportement sous impact à haute énergie dans le plan,
contrairement aux nombreuses études menées sur les petits chocs anti-plans [Greszc-
zuk, 1982, Sjoblom et al., 1988, Abrate, 1991, Choi et Chang, 1992]. Les dégradations
mises en jeu sont nombreuses et complexes, ce qui a motivé plusieurs campagnes
expérimentales, notamment à la DLR [Johnson et Kohlgrüber, 1997]. Il a été observé
que, dans certains cas, la rupture se produit de façon franche et fragile, dissipant peu
d’énergie. Dans d’autres cas, qu’on cherche à favoriser, une fragmentation progressive
des plis accompagnée de délaminage se produit au fur et à mesure du chargement,
dissipant une grande quantité d’énergie. Ces scénarios de rupture sont extrêmement
sensibles aux conditions de chargement, d’empilement et aux “défauts” (intrinsèques
ou fabriqués), qui permettent de provoquer l’un ou l’autre scénario de rupture.

Afin d’améliorer les capacités de prédiction, les travaux de recherche dans le do-
maine des composites se sont tournés vers des modélisations à une échelle compa-
tible avec les mécanismes mis en jeu, délaissant ainsi les approches macroscopiques
(i.e. considérant l’empilement comme homogène). Les études expérimentales menées
par Guillon dans le cadre du projet VulComp ont confirmé la compétition de deux mé-
canismes de dégradation majeurs à haute capacité de dissipation [Guillon et al., 2006] :

• le délaminage entre les plis ;
• la fragmentation des plis en compression.

Pour l’analyse du délaminage, l’approche la plus commune consiste à travailler à
l’échelle des plis, dite mésoscopique. Le stratifié est alors décrit comme un empilement
de plis distincts, orthotropes et homogènes, liés par des interfaces dégradables [Allix
et al., 1989, Corigliano, 1993, Schellekens et de Borst, 1994]. La modélisation de la frag-
mentation en compression pose une question d’échelle similaire : quelle est l’échelle
supérieure compatible avec une prise en compte des principaux mécanismes condui-
sant à la rupture en compression des plis ?
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4 Introduction

Au vu de la littérature, il semble que celle ci soit l’échelle des fibres, qu’on qua-
lifiera de microscopique. En effet, le faciès qui peut être observé post-mortem sur de
nombreux échantillons rompus en compression indique une rupture par plissement
(kinking en anglais). Il s’agit là d’un mode de dégradation propre aux matériaux hé-
térogènes orientés, comme les strates rocheuses ou les composites stratifiés. Il se ca-
ractérise par une perte apparente de raideur locale des renforts, suite à leur flambage
sous chargement de compression et à la dégradation de la matrice, cisaillée entre les
renforts. Cette perte de raideur provoque une localisation des déformations qui se pro-
pagent dans un volume de faible épaisseur. À terme dans les stratifiés, les fibres de car-
bone rompent et forment une bande de plissement (kink-band en anglais). Ce mode
de rupture est à l’origine de la fragmentation en compression dynamique. Au cours
du processus, la matrice subit d’importantes déformations de cisaillement dans le vo-
lume de la kink-band. Ce phénomène est également à l’origine d’une différence entre
la contrainte à rupture en compression et la contrainte à rupture en traction, parfois
de plus de 50% [Dow et Gruntfest, 1960]. C’est par conséquent un mécanisme qui a été
étudié dans le cadre du dimensionnement de structures composites, longtemps avant
que son application aux absorbeurs de chocs ne soit envisagée.

Les premiers modèles théoriques de kinking se sont intéressés au flambage de la
microstructure [Rosen, 1965]. Avec le temps, les modèles se sont affinés [Schuerch,
1965, Argon, 1972, Waas et al., 1990], avant d’être complétés dans les années 2000
par des modèles éléments finis, capables de représenter avec une grande finesse la
microstructure du matériau en trois dimensions [Lapusta et al., 2008]. Cependant
les approches micromécaniques de la littérature surestiment encore largement les
contraintes ultimes en compression et compression-cisaillement. De plus, pour des
raisons de temps de calcul notamment, l’usage de modèles micromécaniques est in-
compatible avec la réalisation de simulations structurales (' m) ou même d’échan-
tillon (' cm). Ce sont donc des critères à l’échelle du pli (méso) ou de l’empilement
(macro), identifiés à partir d’essais normalisés, qui sont le plus souvent utilisés pour le
dimensionnement [Hashin, 1980, Hinton et al., 2004a, Pinho et al., 2005]. Ces critères
tendent à offrir une prédiction conservative de la rupture mais ne sont pas en mesure
de prédire l’état de dégradation du matériau, ni avant ni après la contrainte ultime. En
particulier, ils ne sont pas adaptés pour déterminer l’énergie absorbée lors d’un choc,
qui se dissipe essentiellement au-delà de la contrainte ultime.

Pour l’étude de chocs, de nombreux auteurs ont recours à des modèles écrits à
l’échelle mésoscopique [Sjoblom et al., 1988, Abrate, 1991, Choi et Chang, 1992]. Ce
choix est motivé par la recherche du meilleur compromis entre la représentation fine
des mécanismes de dégradation élémentaires et la rapidité d’exécution dans un code
de calcul. Ce type d’approche a été particulièrement étudié au LMT-Cachan dans le
cadre du mésomodèle d’endommagement [Ladevèze, 1986]. Cette description, qui
suppose les plis homogènes dans leur épaisseur, permet une représentation de l’état
de dégradation du matériau tout au long du processus de rupture. Par ailleurs, son im-
pact sur les performances des calculs demeure limitée tant que la zone simulée reste
faible (' 10 cm), ce qui est suffisant pour traiter de nombreux problèmes de bord. Tou-
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tefois, l’identification sur de petits chocs a révélé que, sans interaction entre dégrada-
tions inter- et intra-laminaires, ce modèle est insuffisant pour bien prédire l’étendue
des zones délaminées (et l’énergie dissipée) [Guinard et al., 2002].

C’est une des raisons pour lesquelles un premier “pont micro-méso” a été recher-
ché [Ladevèze et Lubineau, 2001]. Il consiste à faire communiquer les approches mi-
cromécaniques [Nairn et Hu, 1992], proches de la physique et considérées comme
fiables, avec un modèle mésoscopique, représentatif du comportement global et per-
mettant la simulation (et donc l’identification) d’échantillons ou de structures com-
plets. Ce premier pont a permis l’écriture d’un mésomodèle amélioré intégrant de
nouvelles variables liées à la micromécanique [Ladevèze et Lubineau, 2002]. Son ex-
tension à l’interaction fissuration transverse / délaminage a été rendue possible grâce
à un second pont micro-méso [Ladevèze et al., 2005]. Ce second modèle amélioré
offre notamment une meilleure reproduction de la réponse des stratifiés aux petits
chocs [Abisset et al., 2011a].

Toutefois, certaines localisations fortes engendrent des gradients susceptibles de
mettre en défaut la mécanique de l’endommagement continu. Ce n’est pas le cas de
la microfissuration transverse, par exemple, dont on verra plus loin qu’elle présente
généralement un caractère suffisamment diffus pour être correctement capturée par
le mésomodèle, dans sa version standard ou améliorée. En revanche, c’est le cas de
la fissuration longitudinale (splitting en anglais), qui se caractérise par l’apparition
d’une seule fissure dans toute la longueur de l’échantillon, et dont la représentation
par la mécanique de l’endommagement est problématique. C’est ainsi qu’un méso-
modèle hybride continu/discret représentant explicitement la fissuration traversante
dans l’épaisseur du pli a également été établi [Ladevèze et al., 2006]. Significativement
plus coûteux, il permet cependant de simuler ces situations à forts gradients et de va-
lider avec précision un scénario de dégradation.

Dans la thèse de Guimard, des résultats encourageants ont été obtenus sur l’ana-
lyse de l’énergie dissipée par kinking dans les stratifiés [Guimard et al., 2007]. On se
propose donc, d’une part, d’améliorer ce modèle micromécanique en termes de pré-
vision de la contrainte ultime et de l’énergie dissipée. D’autre part, dans l’esprit des
travaux sur les ponts micro-méso, on souhaite étudier la possibilité d’établir un pont
similaire pour l’étude du kinking et de l’absorption d’énergie. Dans ce cadre, de nom-
breuses questions se posent :

• Les défauts d’alignement des fibres influent fortement sur la contrainte à rup-
ture. Est-ce là leur seul impact ? Et quel est celui du cisaillement, qui favorise la
décohésion fibres-matrice ?

• En supposant qu’il soit possible de réaliser un pont micro-méso, quelles sont les
informations pertinentes à l’échelle mésoscopique ? En particulier les défauts,
paramètres statistiques de la microstructure, impliquent-ils un mésomodèle pro-
babiliste ?

• À l’échelle mésoscopique, comment coupler la réponse identifiée en compres-
sion avec les autres aspects du modèle du pli, et en particulier les autres modes
de dégradation ?

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



6 Introduction

Dans cet esprit, ce manuscrit est agencé de la façon suivante :

PARTIE I : La première partie présente le contexte de l’étude puis une bibliogra-
phie sélective en trois points.
Chapitre 1 : Le premier chapitre présente le phénomène de kinking, d’un point

de vue modélisation et simulation, mais en s’appuyant sur les observations
et résultats expérimentaux. Les micromodèles de kinking actuels se révèlent
riches en informations, mais leur potentiel de prédiction peut être amélioré.

Chapitre 2 : Le second chapitre s’intéresse à une manière de transférer l’essen-
tiel de ces informations à une échelle supérieure. Pour ce faire, une méthode
d’homogénéisation non-linéaire de matériaux hétérogènes est utilisée. Deux
grandes familles d’approches sont détaillées.

Chapitre 3 : Le troisième chapitre est consacré à la modélisation des composites
à l’échelle mésoscopique. L’accent est volontairement mis sur les modèles dé-
veloppés au LMT-Cachan. Compte tenu de sa proximité avec la microméca-
nique, un modèle hybride est choisi comme cible de l’homogénéisation.

Une conclusion de l’état de l’art permet d’établir un bilan préalable à la thèse.

PARTIE II : La seconde partie détaille les travaux réalisés au cours de la thèse.
Chapitre 4 : Le quatrième chapitre est consacré à l’écriture d’un micromodèle

unidimensionnel multi-axial intégrant la dégradation de la matrice. Les mo-
difications apportées au modèle d’origine permettent de prédire le comporte-
ment statistique de la microstructure d’un pli unidirectionnel.

Chapitre 5 : Le cinquième chapitre développe une méthodologie pour intégrer
la réponse microstructurelle obtenue précédemment dans un modèle écrit à
l’échelle mésoscopique. Une fois la méthode présentée, elle est illustrée par
l’identification du modèle pour un pli de stratifié carbone/époxy.

Chapitre 6 : Le sixième chapitre offre quelques perspectives pour l’utilisation de
ce modèle enrichi dans le cadre d’un modèle hybride continu/discret. Son im-
plantation dans un code de calcul existant, les difficultés qui y sont liées et les
premières simulations numériques obtenues sont présentées.

Enfin, une conclusion générale discute les résultats obtenus à l’issue de la thèse.
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Contexte industriel et scientifique

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet VulComp – Phase 1 (VULnérabilité des
structures COMPosites), qui s’est déroulé de juin 2007 à décembre 2010. Réunissant
EADS IW, leader du projet, le LMT-Cachan, l’ISAE, le LAMEFIP, HOLO3 et Airbus, son
objectif était d’améliorer la compréhension et les capacités de prédiction de la dégra-
dation des structures composites organiques, tissées ou stratifiées. Les travaux menés
dans le cadre du projet ont permis le développement aussi bien de moyens de mesure
de dernière génération que de nouvelles stratégies de modélisation. Dans les deux cas,
l’accent a été mis sur les problématiques de crash d’engins aéronautiques. On déga-
gera essentiellement deux problématiques dont les objectifs sont distincts :

• La résistance à l’impact où l’on cherche à minimiser les dommages structurels
dus à un impact, généralement hors-plan, d’un objet dur (chute d’outil) ou mou
(choc à l’oiseau). L’objectif est alors de privilégier l’intégrité de la structure.

• L’absorption de choc où l’on cherche à absorber un maximum d’énergie, géné-
ralement afin de minimiser les dommages subis par les occupants. L’objectif est
alors d’activer un maximum de mécanismes dissipatifs afin de tirer parti de l’en-
tière capacité d’absorption du matériau.

Cette thèse est une contribution à la résolution de cette seconde problématique.

1 Vulnérabilité des structures composites

L’utilisation des matériaux composites comme absorbeurs de chocs n’est pas une
idée entièrement nouvelle. Toutefois, elle soulève de nombreuses difficultés en raison
de la complexité du matériau lui-même. Un matériau composite est avant tout une
structure, un assemblage de phases aux propriétés très différentes à plusieurs échelles.
Les constituants élémentaires sont les fibres longues, d’un diamètre à peu près égal à
celui d’un cheveu (entre 5 et 10 µm), et la matrice. Cette étude va plus particulière-
ment s’intéresser aux fibres de carbone, qui présentent une raideur et une résistance
élevées, une masse volumique assez faible, mais aussi une grande fragilité ; ainsi qu’aux
matrices époxy, qui sont des résines organiques thermodures beaucoup plus souples
et possédant un comportement plus ductile. On rappellera qu’une rupture qualifiée
de fragile s’accompagne d’une dissipation concentrée dans une process zone très lo-
calisée. Une rupture ductile, en revanche, s’accompagne d’une dissipation d’énergie
importante dans une zone dégradée plus étendue. L’assemblage de fibres orientées
de façon unidirectionnelle et de matrice permet d’obtenir un pli unidirectionnel (UD)
dont les propriétés matérielles sont fortement orthotropes. La direction d’orientation
des fibres (1) présente alors une grande rigidité, tandis que les directions transverses (2
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et 3) et de cisaillement sont beaucoup plus souples (d’un rapport 1/10 voire plus). Afin
de limiter cette anisotropie, les plis, dont l’épaisseur est de l’ordre de 0.1 mm (soit 10 à
20 diamètres de fibres) sont eux aussi assemblés en empilements. Un empilement est
une succession de plis d’orientations différentes, séparés par une zone de faible épais-
seur riche en matrice. On veillera généralement à conserver l’empilement symétrique
et équilibré. Selon la séquence d’empilement choisie, le stratifié final peut demeurer
fortement orthotrope, avec une direction de sollicitation privilégiée, ou quasi-isotrope.
Avec la faible masse volumique du matériau final, c’est là le grand avantage des compo-
sites stratifiés, qui peuvent être optimisés pour une application spécifique en conce-
vant l’empilement idéal. Cependant, cette optimisation des propriétés élastiques ne
s’étend pas aussi facilement au comportement à rupture, les matériaux composites
présentant des modes de dégradation complexes, à l’image de leur constitution.

Il est rare qu’une rupture macroscopique (à l’échelle du stratifié) ne soit le résultat
de l’activation que d’un seul mécanisme de dégradation. Au contraire, elle est souvent
le résultat de la compétition de plusieurs modes de ruine, qui peuvent être caractéri-
sés à différentes échelles d’observation. À l’échelle des constituants élémentaires, dite
microscopique, on verra apparaître :

• La décohésion fibres/matrice, qui se produit à l’interface entre ces phases. Elle se
développe tôt sous chargement transverse ou de cisaillement et est favorisée par
les contraintes thermiques résiduelles dues au procédé de fabrication.

• La nucléation et la croissance de micro-vides et de microfissures dans la matrice.
Elle est favorisée par la porosité du matériau, de l’ordre de quelques pourcents.

Ces deux mécanismes sont souvent considérés comme diffus à l’échelle des plis, ce
qui permet d’un point de vue modélisation de les représenter grâce à la mécanique de
l’endommagement continu [Ladevèze, 1986]. Toutefois, lorsque la charge augmente,
les décohésions et les micro-fissures peuvent coalescer en fissures traversant toute
l’épaisseur du pli. La dimension caractéristique de la dégradation a changé et il est légi-
time de se demander s’il est toujours raisonnable de considérer ce phénomène comme
diffus. À l’échelle du pli, dite mésoscopique, on recense donc :

• La rupture de la matrice en sens transverse, qui se développe sous des charge-
ments assez faibles, en raison de la coalescence des dégradations diffuses. Ces
fissures dites transverses peuvent aussi brancher à l’interface entre deux plis
d’orientation différente, favorisant le développement de délaminage local.

• Le délaminage, qui est un mode de rupture prépondérant dans les probléma-
tiques de résistance à l’impact et d’absorption de choc. Il se développe en raison
de la forte hétérogénéité entre deux plis adjacents d’orientations différentes et
est favorisé par l’apparition préalable de fissuration transverse.

• La rupture des fibres dans le sens longitudinal, qui se produit généralement
en dernier dans la séquence de rupture. Elle apparaît généralement à des
contraintes élevées, lorsque les plis adjacents ne peuvent plus supporter la
charge et que les contraintes se concentrent dans le sens des fibres.
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La succession de ces différents mécanismes n’est pas systématique mais, pour de
nombreux empilements et types de sollicitations, la rupture finale macroscopique est
due à plusieurs de ces modes de dégradation. Un cas intéressant concerne la rupture
en compression dans le sens des fibres. En effet, il sera évoqué dans la suite que la
rupture n’est pas uniquement due au développement de fissures ou de vides, entre ou
à l’intérieur des phases. La nature structurelle du stratifié joue également un rôle, en
raison de l’apparition de micro-flambage local, à l’échelle des fibres. Cette instabilité
géométrique microscopique, accompagnée d’autres dégradations, mène sous charge
ultime à une rupture des fibres en deux endroits, délimitant une bande de plissement
(ou kink-band) et non une fissure. C’est le phénomène de plissement (ou kinking). Il
s’agit d’un processus très dissipatif, absorbant une grande quantité d’énergie par rap-
port au développement d’un délaminage de taille équivalente (' 80 kJ.m-2 contre ' 1
kJ.m-2 [Soutis et Curtis, 2000]).

2 Dispositifs d’absorption d’énergie composites

Dans le cadre de l’absorption de chocs, l’objectif est d’activer un maximum de mé-
canismes dissipatifs au sein du matériau employé. Toute l’énergie ainsi absorbée ne
sera pas transmise aux occupants, le seuil admissible étant fixé par les organismes de
certification. Historiquement, les absorbeurs de chocs ont été réalisés à partir de ma-
tériaux métalliques sous forme tubulaire et autres structures minces (nids d’abeille)
afin de dissiper de l’énergie par plasticité. Dans l’industrie aéronautique cependant, la
recherche toujours constante d’une masse à vide plus faible incite les concepteurs à
se tourner vers l’utilisation de matériaux composites. En effet, ces derniers composent
une partie toujours plus importante de la structure des aéronefs (y compris des struc-
tures primaires, comme la poutre ventrale de l’A380) et leurs nombreux mécanismes
de dégradation laissent présupposer une capacité d’absorption spécifique (i.e. rappor-
tée à leur masse) très élevée.

Pour favoriser les scénarios de rupture les plus dissipatifs, les concepteurs ont ima-
giné des structures de géométrie parfois complexe permettant de solliciter (fragmen-
ter) le matériau jusqu’à écrasement total et donc à dissipation maximale. Des études
expérimentales de sensibilité à la géométrie corrélées avec des simulations numé-
riques à l’échelle mésoscopique ont été menées par l’équipe de Johnson à la DLR
[Johnson et Kohlgrüber, 1997, Johnson et Pickett, 1999, Johnson et Pickett, 2000, John-
son et Kohlgrüber, 2000, Johnson et al., 2001] qui a permis de concevoir des caissons
absorbeurs maximisant l’énergie dissipée (voir Figure 1).

Une étude de sensibilité à la vitesse d’impact et aux défauts déclencheurs (ou trig-
gers) a également été menée d’un point de vue expérimental et numérique par l’équipe
de Rivallant [Guillon et al., 2006, Guillon et al., 2008, Guillon et al., 2009], dans le cadre
du projet VulComp. Il s’agissait ici d’analyser le comportement de plaques stratifiées
(et non de structures optimisées) lâchées depuis une tour de chute. Cette seconde
étude a notamment attesté de la difficulté de prédire l’activation d’un scénario en
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5 ms  15 ms

FIGURE 1: Comparaison simulation/essai pour un absorbeur de choc cruciforme
[Johnson et Kohlgrüber, 2000]

fonction du trigger utilisé. Elle a également mis en évidence trois grandes familles de
scénarios de rupture susceptibles de se déclencher (voir Figure 2). Le plus intéressant
est celui où la fragmentation se propage dans quasiment tous les plis ou presque, ac-
compagnée de délaminage (à droite), car c’est le scénario qui dissipe la plus grande
quantité d’énergie à masse d’échantillon équivalente. Toutefois, la prédiction de ces
scénarios de rupture par la simulation numérique est difficile, en particulier en raison
de la complexité des modes de ruine impliqués, et notamment du kinking.

FIGURE 2: Scénarios de rupture (de gauche à droite) : évasement quasi-pur, fragmen-
tation et évasement, fragmentation dans tous les plis [Guillon et al., 2009]

Afin de mieux comprendre ce phénomène, le Chapitre 1 propose un état de l’art
de la modélisation du kinking, avec un focus sur les approches micromécaniques. Le
problème de ces approches très précises est leur échelle de travail. Afin de pouvoir re-
monter les informations à une échelle supérieure, adaptée au calcul, il est nécessaire
de passer par une étape d’homogénéisation. Ainsi, le Chapitre 2 propose une brève
bibliographie de l’homogénéisation non-linéaire. Enfin, on souhaite inscrire ce com-
portement homogénéisé en compression dans un cadre existant et pertinent à l’échelle
mésoscopique. C’est le sujet du Chapitre 3, qui brosse un état de l’art sur la mésomo-
délisation des stratifiés, avec un focus sur les travaux du LMT-Cachan. Une synthèse
de la bibliographie dans son ensemble clôt cette première partie.
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Chapitre 1

Rupture par plissement dans les
matériaux stratifiés

Ce premier chapitre est consacré à une étude bibliographique plus ex-
haustive que les suivants sur le phénomène de kinking, en raison du
rôle central qu’il joue dans cette étude. Il est d’abord analysé d’un point
de vue phénoménologique, avant d’aborder les différentes méthodes
permettant de le prendre en compte à toutes échelles. Cette analyse
montre que, contrairement aux critères de rupture, les micromodèles
permettent de bien représenter la complexité du processus de kinking
et ses couplages avec le cisaillement. Toutefois, même à l’échelle micro-
scopique, la bonne prise en compte des phénomènes de dégradation
élémentaires n’est pas triviale et nécessite l’introduction de couplages
multi-axiaux.
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1 Phénoménologie

Les premières observations ayant trait au phénomène de plissement (kinking en
anglais) datent du début du XXe siècle et sont à attribuer à la communauté des géo-
logues [Rollier, 1903, Rich, 1934]. La croûte terrestre, matériau stratifié naturellement,
présente des plissements aisément observables (car larges de plusieurs mètres) à la
surface de la terre et notamment dans le massif du Jura. En géologie, ce phénomène
est souvent précurseur du chevauchement de deux côtés d’une même strate et de la
formation d’un massif. Par conséquent, le kinking était déjà largement étudié et mo-
délisé avant même que les premières études similaires sur les composites ne soient
entamées [Baer et Norris, 1968]. La communauté des géosciences est toujours très ac-
tive sur le sujet, avec par exemple des travaux menés par les équipes de Leroy [Maillot
et Leroy, 2003, Maillot et Leroy, 2006, Kampfer et Leroy, 2009] et Hunt [Hunt et al.,
2000a]. L’instabilité est généralement prédite par un critère énergétique global de Max-
well [Biot et Romain, 1965, Zeeman et Hunt, 1979, Hunt et al., 2000b] :

PM = min
u 6=0

W (u)

E (u)
(1.1)

où PM est la charge critique de Maxwell, u le champ des déplacements, W l’énergie de
déformation et E l’allongement/rétrécissement de la structure. Le développement du
kink est ensuite estimé par un modèle prenant en compte de grandes rotations et du
frottement entre les phases, ce qui permet également de s’intéresser au comportement
post-rupture et au chevauchement de strates. Ces modèles, comparés avec le réel par
des essais sur papier [Ahmer Wadee et al., 2004] ou sur du gypse [Brantut et al., 2011],
permettent d’obtenir une remarquable corrélation essai-calcul. Toutefois, les milieux
stratifiés et les milieux fibreux présentent des différences importantes qui rendent la
communication entre modèles difficile. En particulier, le nombre de fibres mis en jeu
dans les composites est bien trop important pour qu’un modèle basé sur le frottement
inter-phases puisse être numériquement envisageable. Inversement, les défauts d’ali-
gnement avec la direction de chargement dans les roches sont bien trop significatifs
pour qu’une analyse de flambage ait un réel sens prédictif.

Concernant les composites stratifiés, les premières observations datent des années
60 [Dow et Gruntfest, 1960]. Les premiers essais ont révélé une contrainte en compres-
sion dans le sens des fibres significativement plus faible qu’en traction. Aujourd’hui,
avec des matériaux composites carbone-époxy tels que le T300/914C 1, le ratio entre
ces deux contraintes peut atteindre des valeurs proches de 1.5, voire supérieures. De
nombreux auteurs ont donc tenté de mieux comprendre ce processus de ruine mais,
à l’origine, essentiellement par des observations post-mortem [Argon, 1972, Weaver et
Williams, 1975]. Les micrographies des échantillons rompus exhibent une microstruc-
ture distordue, comme si toutes les fibres avaient flambé de concert avant de rompre
en deux endroits, formant ainsi une bande inclinée traversant toute la largeur du pli,
une kink-band, telle que celle de la Figure 1.1.

1. fibres de carbone Thornel 300 et matrice époxy BSL914C
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FIGURE 1.1: Kink-band dans un film composite de bore-polyamide-époxy par le Dr.
Padawer [Argon, 1972]

Ce n’est qu’avec des montages récents et l’usage de chargements multi-axiaux tels
que celui de l’équipe de Kyriakides [Vogler et Kyriakides, 2001a], ou d’échantillons spé-
cifiques comme l’éprouvette entaillée utilisée par l’équipe de Pinho [Pimenta et al.,
2009, Gutkin et al., 2010b], qu’a réellement pu être observé in situ le phénomène de
formation d’une kink-band. En effet, sans prendre quelques précautions, la rupture
est instable et la propagation ne peut être capturée, même à l’aide d’une caméra ra-
pide. Les essais menés dans le cadre du projet VulComp ont confirmé ce phénomène
d’instabilité à l’échelle de l’échantillon. Sur la micrographie de la Figure 1.2, issue d’un
cas de chargement mixte compression-cisaillement, on peut observer pas à pas le scé-
nario de rupture. Initialement, les fibres du composite sont relativement droites, mais
soumises à un important champ de compression axial. Compte tenu de leur élance-
ment, passé un certain seuil, un premier groupe de fibres flambe, qui se devine dans le
coin en haut à gauche (1). Il s’agit d’une zone faible, à cause de la présence d’effets de
bords et/ou de défauts. Perdant alors l’essentiel de leur rigidité, les fibres transfèrent
la charge sur leurs voisines, qui se mettent à leur tour à flamber sous cette sollicitation
supplémentaire. Ainsi, l’instabilité se propage à travers toute la structure (2-6). Elle ré-
sulte finalement en une bande de plissement (ou kink-band) qui traverse la totalité du
pli et s’élargit progressivement (7-11) jusqu’à ce que les fibres rompent (12).

On notera que la bande en question présente un angle non nul avec la direction 2,
transverse aux fibres. Le plus souvent, les fibres rompent le long de deux plans nets,
relativement parallèles, qui délimitent l’épaisseur de la bande. Si l’on continue à char-
ger le pli alors qu’une première kink-band est apparue, il peut parfois en apparaître
d’autres, dites conjuguées [Weaver et Williams, 1975, Oguni et al., 2000], comme sur la
micrographie de la Figure 1.3. D’après les observations expérimentales, l’angle d’une
kink-band est une valeur qui se retrouve de façon répétitive au sein d’une même fa-
mille matériaux [Sivashanker et al., 1996, Vogler et Kyriakides, 1997]. Pour divers types
de composites stratifiés, des valeurs d’angles de kink-band situées entre 10 et 30˚ont
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FIGURE 1.2: Formation progressive d’une kink-band dans un composite AS4/PEEK
sous chargement mixte [Vogler et Kyriakides, 2001a]

été observées (par exemple, entre 22 et 26˚pour un stratifié Modmur Type II/Epikote
828 [Weaver et Williams, 1975] et entre 12 et 16˚avec un matériau AS4/APC-2 2 [Ky-
riakides et al., 1995]). La largeur de la kink-band varie pour sa part d’une dizaine de
diamètres de fibres à près de 4 fois cette valeur (par exemple, entre 11 et 36 diamètres
de 7 µm pour le même AS4/APC-2 [Kyriakides et al., 1995]).

Néanmoins, tous les essais de compression dans le sens des fibres ne se traduisent
pas nécessairement par l’apparition d’une kink-band [Hahn et Williams, 1986, Ha et
Nairn, 1992]. En effet, un autre mode de ruine peut précéder ou se combiner avec le
kinking sous certaines conditions de chargement : la fissuration longitudinale (split-
ting en anglais), qui se caractérise par l’apparition d’une fissure longeant les fibres, ini-

2. fibres PAN (Poly-Acrylo-Nitrile) et matrice thermoplastique PEEK (Poly-Ether-Ether-Ketone)
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FIGURE 1.3: Formation de kink-band conjuguées dans un composite verre E/vinylester
[Oguni et al., 2000]

tiée par leur décohésion avec la matrice. Cette fissuration souvent instable provoque
de fortes concentrations de contraintes, qui peuvent mener à l’initiation d’une kink-
band ou à une rupture franche (voir Figure 1.4). Plusieurs auteurs ont étudié l’influence
des paramètres menant à l’apparition de l’un ou l’autre de ces modes de rupture en
compression [Wung et Chatterjee, 1992, Oguni et al., 2000]. En particulier, ils ont ob-
servé qu’un taux de fibres élevé provoque souvent une rupture par fissuration, tandis
qu’un taux très faible provoque une rupture combinant kinking et splitting. Pour des
taux proches de ceux couramment utilisés dans l’aéronautique (50-60%), le kinking
seul est le mode de rupture principal, à moins qu’une géométrie particulière favorise
le splitting. Pour les composites carbone-époxy, ces mêmes taux de fibres permettent
d’ailleurs d’optimiser la contrainte en compression maximale [Martinez et al., 1981].

Une littérature abondante sur l’étude expérimentale du kinking a permis d’attes-
ter l’influence des divers paramètres du problème sur les principales variables d’inté-
rêt observables : la contrainte à rupture, la raideur du pli, l’épaisseur de la kink-band
et son angle. Ces observations ont été motivées par la volonté d’identifier les princi-
paux paramètres influant sur la rupture en compression, y compris sur la géométrie
du faciès de rupture. Par extension, elles ont aussi permis de concevoir de nouveaux
modèles, discutés plus loin. Quatre influences cruciales sont analysées plus avant : la
nature du chargement, les propriétés matérielles initiales des constituants, les défauts
géométriques et enfin la dégradation des constituants au cours du processus.

Weaver et Williams se sont intéressés à l’influence d’une contrainte de confinement
hydrostatique sur la tenue de cylindres composites Modmur Type II/Epikote 828 [Wea-
ver et Williams, 1975]. Ils ont conclu que l’application d’une pression de confinement
vient augmenter notablement la contrainte à rupture en compression du composite
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FIGURE 1.4: Double rupture franche initiée par une fissuration transverse catastro-
phique dans un stratifié Toray M-40/Epon 828 [Narayanan et Schadler, 1999]

et favorise une rupture de type kinking. En revanche, la pression reste sans effet sur
le module élastique du matériau. L’application d’une contrainte transverse négative
n’affecte pas du tout le comportement en compression des stratifiés [Fischer, 2003].
Les équipes de Wisnom, Fleck puis Kyriakides se sont successivement intéressées à
l’influence d’une contrainte de cisaillement, grâce à un cylindre sollicité en compres-
sion/torsion [Wisnom, 1991a, Jelf et Fleck, 1992, Wisnom et Atkinson, 1996, Vogler et
Kyriakides, 2001a]. Ils ont montré l’importance de ce type de chargement, qui dimi-
nue de façon linéaire la contrainte maximale à rupture et peut aussi provoquer une
transition d’une rupture quasi-fragile à une rupture ductile.

Piggott et Harris ont étudié l’influence du type de fibres et de matrice sur le com-
portement du composite [Piggott et Harris, 1980]. Ils ont considéré des stratifiés consti-
tués de diverses résines polyester ou d’une résine époxy, croisées avec des fibres de
verre, de carbone ou de Kevlar-49. Leur étude a fait ressortir les fibres de carbone et les
matrices époxy comme les meilleurs candidats à la tenue en compression en termes
de module et de contrainte à rupture. L’équipe de Sohi a mené une étude similaire
pour des fibres Thornel 300 et 700 et quatre types de résines (Narmco 5208, Ameri-
can Cyanamic BP907, Union Carbide 4901/MDA et 4901/mPDA) [Sohi et al., 1986]. Ils
ont remarqué que les matrices possédant le plus haut module élastique permettent au
composite d’atteindre une contrainte à rupture plus élevée, en jouant un rôle stabili-
sateur entre les fibres sujettes au flambage. Ils ont également conclu que l’influence du
matériau des fibres est de second ordre devant celui de la matrice.

Cependant, Piggott insistera plus tard sur une caractéristique spécifique aux fibres :
leur ondulation ou leur mésalignement [Piggott, 1995], qui est en fait un paramètre
fondamental pour les capacités de prédiction de nombreux modèles (voir Section 2).
Les premières observations quantitatives sont dues à [Yurgartis, 1987], qui a recensé
des statistiques sur les amplitudes d’ondulation des fibres. Néanmoins, ces défauts ont
été obtenus sur un composite à fibres de carbone APC-2 et seule leur amplitude a été
mesurée. Or, les modélisateurs s’intéressent essentiellement à l’angle du défaut, car il
est possible de montrer une indépendance au premier ordre des résultats en termes de
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contrainte à rupture par rapport à un quelconque effet de taille [Wisnom, 1999]. Ainsi,
pour un même angle d’ondulation γ0 donné, la contrainte à rupture ne changera pas
quelle que soit la valeur de l’amplitude v0, ce qui est confirmé par les essais. Dans un
rapport de l’ONERA, Paluch a ainsi effectué des mesures systématiques de la micro-
structure de quelques échantillons de stratifiés, y compris de type T300/914 [Paluch,
1994]. Bien qu’elles soient coûteuses en temps, ces observations ont permis d’évaluer
l’angle maximum d’ondulation du défaut γ0, ou plutôt le ratio λ0, déterminé à partir
de son amplitude v0 et de sa longueur d’onde x0 :

γ0 ≡λ0 = v0

x0
(1.2)

Les valeurs d’angles déterminées par Paluch suivent une loi de répartition bien
approchée par une loi de Weibull [Weibull, 1951] (voir Figure 1.5). À l’heure actuelle,
des techniques avancées de mesure par tomographie X et de traitement d’image de-
viennent accessibles aux laboratoires. Elles permettent d’envisager de telles mesures
de façon beaucoup plus systématique, rapide et représentative de la statistique réelle.
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FIGURE 1.5: Fonction de répartition des angles de défauts γ0 d’après [Paluch, 1994]

Enfin les équipes de Schadler et Soutis ont remarqué, sur certaines micrographies
post-mortem telles que celle de la Figure 1.6, que d’importantes décohésions peuvent
se produire entre les fibres et la matrice au cours du kinking [Garland et al., 2001, Ju-
mahat et al., 2010]. On peut alors supposer que le rôle stabilisateur de la matrice fi-
nit par diminuer lorsqu’elle se détériore, cisaillée entre les fibres adjacentes [Piggott,
1995, Gutkin et al., 2008]. Cette détérioration n’étant pas directement observable au
cours de l’essai, il est nécessaire d’avoir recours à des outils de simulation pour l’es-
timer théoriquement et/ou numériquement (voir Chapitre 4). Dans ce cadre, les deux
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ingrédients nécessaires à une bonne représentation du réel sont : la description de l’in-
stabilité structurelle et la modélisation du comportement des matériaux constitutifs.
De la qualité de ces deux descriptions dépendent grandement la pertinence et l’exten-
sibilité du modèle. Les principales méthodes théoriques et numériques de la littérature
sont présentées ci-après.

décohésions

FIGURE 1.6: Interfaces fibre-matrice fortement dégradées autour de la kink-band dans
un stratifié Toray M-40/Epon 828 [Narayanan et Schadler, 1999]

2 Les micromodèles de flambage unidirectionnels

Historiquement première famille de modèles, les modèles de flambage unidirec-
tionnels se basent sur la micro-mécanique des fibres. Leurs auteurs ont adapté les ana-
lyses d’instabilités structurelles en élasticité [Timoshenko, 1936] au cas particulier des
stratifiés en compression. On peut d’ores et déjà souligner que la description de la mi-
crostructure est ici très simple, mais qu’aucune restriction ne s’applique a priori sur
les modèles de comportement des matériaux.

Le premier de ces modèles a été imaginé par Rosen [Rosen, 1965]. Il présente un
certain nombre d’hypothèses fortes : flambage linéarisé autour du premier mode, mi-
crostructure parfaite et périodique, matériaux élastiques linéaires, etc. Également éta-
bli par Hayashi [Hayashi, 1965], ce modèle très simple analyse deux scénarios de flam-
bage, illustrés sur la Figure 1.7 : un symétrique-périodique (où la matrice est essen-
tiellement sollicitée de façon transverse) et un antisymétrique-périodique (où la ma-
trice est essentiellement sollicitée en cisaillement). Par une étude analytique, Rosen
confirme le fait que pour les taux de fibres utilisés dans l’industrie aéronautique (su-
périeurs à 20%), le scénario antisymétrique de cisaillement est celui qui pilote la rup-
ture. Dans cette configuration, le modèle prédit une contrainte à rupture σC fonction
du module de cisaillement de la matrice Gm et du taux de fibres η f :

σC = Gm

1−η f
(1.3)
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FIGURE 1.7: Schémas de scénarios de flambage périodiques symétrique (gauche) et
antisymétrique (droite) [Schuerch, 1965]

Pour un stratifié aéronautique classique, type T300/914, Gm peut atteindre les
4500-5500 MPa, une valeur excédant largement la contrainte expérimentale à rup-
ture en compression, de l’ordre de 1000-1500 MPa. Certaines hypothèses sont donc
à remettre en cause. Dès l’année suivante, Schuerch analyse plus en détail le mode
antisymétrique-périodique, qu’il retrouve comme manifestation la plus probable du
kinking. Dans cette configuration, la matrice subit d’importantes déformations de ci-
saillement et Schuerch en déduit que la rupture doit se produire dans le domaine in-
élastique de son comportement [Schuerch, 1965, Schuerch, 1966]. Il modifie donc le
modèle précédent, enrichissant le comportement matériau pour obtenir la forme :

σC = Gm

1−η f
(1.4)

où Gm est donc le module de cisaillement tangent de la matrice. Ainsi, si celle-ci entre
en mode inélastique avant que le flambage ne se déclenche, la contrainte a rupture
en sera diminuée ; autrement, non. Mais à moins d’introduire une limite élastique τY

extrêmement faible, la contrainte à rupture prévue par ce modèle demeure fortement
surestimée.

Au début des années 70, Argon ajoute la question des défauts à la problématique
[Argon, 1972]. Il insiste sur l’introduction de défauts raisonnables, inhérents à la mi-
crostructure, dans tout problème d’instabilité. Il détermine que l’ondulation ou l’ali-
gnement des fibres joue un rôle de premier ordre (voir Figure 1.8). Son analyse met en
évidence la forte dépendance de la contrainte maximale admissible par le matériau en
compression à l’angle du défaut, lequel résulte essentiellement du procédé de fabrica-
tion [Kugler et Moon, 2002,Potter et al., 2008,Ersoy et al., 2010]. En considérant la limite
élastique en déformation γY et l’angle du défaut γ0, Argon enrichit ainsi la description
de la microstructure dans le modèle et obtient la relation suivante :

σC = τY

γY +γ0
(1.5)
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FIGURE 1.8: Défaut d’alignement de fibres sous forme d’ondulations dans un pli fin de
T300/P1700 [Kugler et Moon, 2002]

Cette formule est en fait une approximation du résultat d’une analyse de flambage
inélastique en présence de défaut, qui se révèle quasi-exacte pour γY ¿ γ0 [Bažant
et Cedolin, 1991]. Mais ces théories prédisent toujours des contraintes à rupture trop
élevées, au moins dans le cas des composites carbone/époxy [Budiansky, 1983]. Bu-
diansky et Fleck se sont alors intéressés aux facteurs potentiels pouvant réduire les
contraintes à rupture théoriques à des valeurs plus proches de celles observées expéri-
mentalement. Au cours des années 90, ils ont proposé un cadre générique pour l’écri-
ture des problèmes de micro-flambage sous la forme d’une théorie unifiée, la kinking
theory [Budiansky et Fleck, 1993, Budiansky et Fleck, 1994, Fleck et al., 1995]. Le prin-
cipe consiste à écrire le problème de référence dans un Élément de Volume Représen-
tatif, représenté Figure 1.9, assorti de quelques hypothèses (détaillées dans le Chapitre
4), et de résoudre les équations d’équilibre en efforts et en moment dans le plan (1,2).
L’équation non-linéaire fondamentale de cette théorie lie le moment linéique m, la
contrainte de compression axiale σ11, la contrainte de cisaillement τ21 et la contrainte
transverse σ22, via :

∂m

∂s
+σ11(ω+ω0) = τ21 +σ22 tanβ (1.6)

où s est l’abscisse longitudinale de l’EVR,ω la rotation de la fibre,ω0 la rotation initiale
due au défaut et β l’angle d’inclinaison de la kink-band, supposé connu a priori. La
matrice obéit à un modèle élasto-plastique à écrouissage isotrope et une loi d’écoule-
ment J2 de type Ramberg-Osgood [Ramberg et Osgood, 1943].

Cette méthode a l’avantage de proposer un cadre complet, toujours basé sur les
équations du flambage inélastique et aisément extensible. En effet, de nombreuses hy-
pothèses sont introduites pour faciliter les calculs, mais peuvent être levées au besoin.
Cette théorie se distingue par une prise en compte très simple de la microstructure,
capable de représenter un seul défaut uniforme dans le pli. Elle permet toutefois d’uti-
liser des lois matériaux non-linéaires (notamment pour la matrice). Ce modèle est in-
capable de prédire l’angle de la kink-band, qui est une donnée du problème : il per-
met de définir le ratio des déformations transverses/de cisaillement imposées par la
cinématique de la fibre en compression pure. Cependant, l’épaisseur de la kink-band,
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FIGURE 1.9: Élément de Volume Représentatif de la microstructure,β étant l’angle final
de la kink-band

elle, peut être déterminée directement [Fleck et al., 1995]. Enfin, avec ce modèle, la
contrainte maximale à rupture ne dépend pas du critère de rupture des fibres [Bu-
diansky et al., 1998], contrairement à ce qu’avaient proposé d’autres auteurs [Hahn
et Williams, 1986]. En revanche, l’un des paramètres critiques du modèle, non moins
difficile à quantifier, est le défaut d’ondulation considéré. Guimard et Allix ont étudié
l’influence de ce défaut d’ondulation sur la réponse du modèle de Budiansky & Fleck,
à partir des valeurs mesurées par Paluch [Guimard et al., 2007, Guimard et al., 2009].
Ils en ont déduit une grande sensibilité de la contrainte à rupture à ces défauts (voir
Figure 1.10), tandis que l’énergie dissipée au cours du processus était trouvée relative-
ment constante. On peut d’ailleurs remarquer que les contraintes à rupture estimées
pour les défauts considérés représentatifs par Paluch excèdent significativement les
résultats d’essai.

FIGURE 1.10: Influence du défaut d’alignement des fibres sur la contrainte à rupture
d’un T300/914 (en MPa) [Guimard et al., 2007]

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



24 Rupture par plissement dans les matériaux stratifiés

De nombreux auteurs se sont intéressés à la tenue de plis sous sollicitations mixtes
de compression-cisaillement (ou compression-torsion) [Moran et al., 1995, Vogler
et al., 2000, Yerramalli et Waas, 2003]. Dans ces études basées sur la kinking theory,
les auteurs concluent à une dépendance quasi-linéaire de la contrainte à rupture vis-
à-vis de la mixité du chargement. Ces analyses sont en accord avec les observations
expérimentales des équipes de Fleck et Kyriakides. Cependant, d’autres auteurs ayant
effectué des études similaires obtiennent expérimentalement des résultats présen-
tant parfois une forme tronquée [Meyer-Piening et al., 2001] (voir Figure 1.11). Pour
un chargement fortement mixte, la dépendance compression/cisaillement en termes
de contrainte à rupture est approximativement linéaire. Mais dans certains cas de ci-
saillement faible, la contrainte à rupture atteint et conserve une valeur en compression
quasi constante. Deux hypothèses principales ont été émises pour justifier ce plateau :

FIGURE 1.11: Contraintes à rupture dans un plan compression-torsion : apparition
d’un plateau en cas de faible torsion pour la courbe Z31 [Meyer-Piening et al., 2001]

• Historiquement, la première hypothèse est celle d’Ewins et Ham, qui ont consi-
déré un critère supplémentaire de rupture des fibres en compression au modèle
d’Argon [Ewins et Ham, 1974]. Dans le cadre de la kinking theory, ce critère fra-
gile est susceptible de s’activer avant la charge critique de flambage pour des cas
de compression dominante et de faible ondulation des fibres. Le principal dé-
faut de cette approche est qu’elle introduit un critère supplémentaire purement
phénoménologique, lequel n’est pas directement en lien avec la mécanique de la
rupture au sens de Griffith [Griffith, 1921] et nécessite une identification spéci-
fique sur des essais potentiellement très dispersifs [Hinton et al., 2004a].

• D’un autre côté, plusieurs observations expérimentales [Grandidier et Potier-
Ferry, 1990, Ferron et al., 1992, Anthoine et al., 1998] ont mis en évidence que
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les essais normalisés de compression pure présentent une trop grande disper-
sion pour être considérés comme prédictifs. Par ailleurs, la rupture est systéma-
tiquement localisée aux talons de l’éprouvette, en raison de concentrations de
contraintes parasites. C’est pourquoi les équipes de Ladevèze puis de Hochard
ont préféré des essais de flexion pure pour obtenir des chargements de compres-
sion pure plus représentatifs et une rupture au cœur de l’éprouvette [Allix et al.,
1994, Bois et al., 2009]. Toutefois lorsque ces esssais impliquent un gradient de la
contrainte de compression trop important, les études de Drapier et Grandidier
ont montré qu’ils prédisent alors une contrainte ultime nettement supérieure à
celle qu’on aurait dans un cas de compression pure [Drapier et al., 1997].

Dans le cadre de cette étude, aucun critère de rupture supplémentaire n’est introduit.
La comparaison des résultats numériques issus de l’analyse micro avec les essais devra
donc être effectuée avec une certaine prudence. La question des effets de structure sera
rediscutée plus loin.

Par ailleurs, quelques auteurs se sont intéressés aux effets de taille sur la contrainte
et le mode de rupture d’un pli ou d’un stratifié [Soutis et al., 1993, Bažant et al., 1999].
Suite aux travaux de Curtin en traction [Curtin, 2000], Lee et Soutis se sont récemment
intéressés au même problème en compression. Leurs études ont porté sur des compo-
sites T800/924C [Lee et Soutis, 2005] et IM7/8552 [Lee et Soutis, 2007], potentiellement
entaillés [Lee et Soutis, 2008]. De dimensions 10 × 10 × 2 mm, les échantillons ont été
affectés d’un facteur d’échelle de 2 ou 4. Dans tous les cas, les auteurs ont constaté que
la contrainte à rupture diminue significativement (jusqu’à un maximum de 45%) avec
l’augmentation de taille de l’échantillon, tandis que le module en compression reste
relativement inchangé, comme on peut le constater sur la Figure 1.12. Ils ont égale-
ment noté qu’avec les essais normalisés, cette rupture s’initiait systématiquement aux
talons de l’éprouvette. Cette diminution significative de la contrainte est représenta-
tive d’un mode de ruine piloté par les défauts, ce qui est en faveur d’un modèle de
comportement probabiliste [Hild et al., 2003, Lamon, 2007].

FIGURE 1.12: Courbes contrainte-déformation d’un T800/924C pour une épaisseur
d’échantillon de 2, 4 et 8 mm [Lee et Soutis, 2005]
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Enfin, on pourra signaler que l’étude dynamique du kinking a été abordée par di-
vers auteurs [Slaughter et al., 1996,Yuan et al., 2001]. Notamment, une extension com-
plète de la kinking theory a été proposée par Fan et Slaughter [Fan et Slaughter, 1997].
Une des principales conclusions de ces analyses est qu’un taux de chargement élevé
(au-delà d’environ 1 s-1) augmente significativement la contrainte à rupture, tradui-
sant là un effet d’inertie. En deçà de telles valeurs, les prévisions quasi-statiques se
révèlent suffisantes (voir Figure 1.13). À l’inverse, Vinet et Gamby se sont intéressés à
l’apparition de kink-bands sur de grandes échelles de temps, sous l’effet d’un fluage
en compression [Vinet et Gamby, 2008]. Ils ont proposé une extension de cette théorie
enrichie des équations de fluage.

FIGURE 1.13: Influence du taux de chargement sur la réponse, Λ étant la contrainte
normée par G12 et ε̃ étant le raccourcissement (à 10−4) [Fan et Slaughter, 1997]

Au cours des années 90, plusieurs auteurs ont proposé un bilan des modèles pré-
cédemment développés pour la prédiction des contraintes à rupture dans les strati-
fiés [Schultheisz et Waas, 1996, Naik et Kumar, 1999]. Le consensus général est que les
modèles de Budiansky et Fleck et de Xu et Reifsnider [Xu et Reifsnider, 1993] produisent
des résultats en relatif accord avec un vaste spectre d’expériences. La kinking theory
peut donc être considérée comme une référence solide, même si certaines limites, qui
seront rediscutées plus loin, ont pu être mises en évidence depuis son introduction.

3 Les micromodèles bi- ou tri-dimensionnels

Cette catégorie regroupe tous les modèles qui s’affranchissent de l’hypothèse de
base de la plupart des modèles de flambage unidirectionnels : la microstructure n’est
plus considérée comme parfaitement périodique, mais peut varier dans un espace de
dimension 2 ou 3. Ces micromodèles offrent ainsi une description plus fine de la mi-
crostructure et laissent toujours le choix de la complexité des comportements maté-
riau considérés. Toutefois, la question de la représentativité de cette microstructure
plus fine n’est pas triviale.
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De nombreux auteurs ayant étudié le comportement en compression jusqu’à rup-
ture des composites carbone-époxy ont observé au cours de leurs essais que la kink-
band s’initie systématiquement sur un bord libre de l’échantillon, et même plus géné-
ralement aux talons de l’éprouvette [Hahn et Williams, 1986,Jumahat et al., 2010]. Cette
observation sera reprise par Waas, qui va dériver du modèle unidirectionnel d’Argon
un modèle bidimensionnel semi-infini capable de prendre en compte les effets de bord
et la répartition non-uniforme de défauts [Waas et al., 1990]. Ce modèle bidimension-
nel, entièrement élastique et illustré Figure 1.14, a permis de souligner l’importance
conjuguée des effets de bord et des défauts. Notons que, plus tard, Budiansky propo-
sera une extension de la kinking theory au cas d’un bord libre, afin de répondre à cette
limitation [Budiansky et al., 1998]. En revanche, contrairement au modèle de Waas,
la kinking theory demeure dans l’incapacité de simuler une répartition non-uniforme
de défauts. Le modèle de Waas a été étendu par [Kyriakides et al., 1995] au cas des
matrices inélastiques (comportement plastique isotrope J2) soumises à de grandes dé-
formations, pour caractériser le comportement d’un AS4/PEEK. Les auteurs ont éga-
lement effectué une étude de sensibilité aux différents paramètres, tout en analysant
l’influence de la localisation et de la distribution des défauts. Leur principale conclu-
sion est qu’une répartition et une orientation de défauts aléatoires impliquent une
contrainte à rupture du matériau significativement supérieure (environ 30%) au cas
où le défaut serait uniforme (hypothèse considérée dans la kinking theory). Ces résul-
tats ont été retrouvés par Fleck, avec une modélisation différente, afin de tracer des
cartes de probabilités de rupture [Liu et al., 2004]. Le modèle a par la suite été enrichi
d’une étude des effets du cisaillement [Vogler et Kyriakides, 2001b].

FIGURE 1.14: Portion du matériau entre les fibres n et n+1 en configuration déformée
[Waas et al., 1990]

Un modèle très similaire à celuis de Waas été développé par Nestorović et Trian-
tafyllidis afin d’étudier l’influence de chargements multi-axiaux, des propriétés maté-
riaux et du taux de fibres sur l’instabilité d’un composite carbone-époxy [Nestorović
et Triantafyllidis, 2004]. Leurs conclusions sont en accord avec celles de Kyriakides, en
particulier sur la forte diminution de la contrainte à rupture en compression dès qu’un
cisaillement macroscopique est appliqué au problème. Les résultats sont par ailleurs

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



28 Rupture par plissement dans les matériaux stratifiés

indépendants en termes de contraintes, mais légèrement dépendants en termes de dé-
formation à rupture, du trajet de chargement. Les auteurs ont testé des chargements
proportionnels et séquentiels.

Les performances des calculateurs s’étant améliorées, plusieurs études représen-
tant explicitement la microstructure ont été proposées ces dernières années [Bai et
Phoenix, 2005]. Avec ces modèles très riches exploitant la Méthode de Éléments Finis,
parfois en 3D [Karami et Garnich, 2005,Lapusta et al., 2008], il est nécessaire de mailler
finement et séparément les divers constituants à l’échelle microscopique : la matrice,
les fibres et parfois même vides et autres inclusions. En résultent des modèles coûteux,
dont la représentativité de la microstructure réelle est discutable. Néanmoins, ces mo-
dèles sont capables de prévoir localement les origines et conséquences de la forma-
tion d’une kink-band, dont la géométrie peut être précisément reproduite. L’équipe de
Pinho a notamment pu simuler la réponse d’un échantillon de taille finie, dont une
extrémité est affaiblie par la présence d’un défaut d’ondulation [Pimenta et al., 2009].
Il est alors possible d’accéder à des cartes de contraintes sur tout le volume de l’échan-
tillon calculé (voir Figure 1.15), qui permettent de confirmer que la perte de raideur de
la matrice en cisaillement est responsable de la formation de la kink-band et prend ef-
fet avant la rupture des fibres. Ils ont également montré que l’hypothèse de périodicité,
considérée dans les modèles unidirectionnels, est suffisamment proche du comporte-
ment d’un échantillon volumique pour permettre de simuler la réponse de l’échan-
tillon [Gutkin et al., 2010a]. En termes de prédiction de la contrainte à rupture, ces
approches ne se sont pourtant pas montrées plus efficaces que les modèles basés sur
un flambage unidirectionnel. Sans critère supplémentaire, les mêmes surestimations
sont observées en termes de contrainte à rupture.

FIGURE 1.15: Propagation des contraintes à travers l’échantillon précédant l’appari-
tion d’une kink-band [Pimenta et al., 2009]
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4 Les critères de rupture

En raison de leurs modes de dégradation nombreux et complexes, les stratifiés sont
idéalement représentés à l’aide de modèles mécaniques intégrant de l’endommage-
ment voire de l’inélasticité continus. Cependant, l’intégration de lois de comporte-
ment non-linéaires vient significativement augmenter les coûts de calcul. Aussi, dans
une optique de dimensionnement, le comportement des stratifiés est souvent consi-
déré comme homogène élastique à l’échelle de la structure (méso voire macro) jus-
qu’à ce qu’un critère soit atteint. Le matériau est alors simplement considéré comme
rompu, bien que la rupture en question puisse être de nature complètement différente
selon le mécanisme de dégradation physique à son origine. Toute la difficulté est de dé-
finir ce critère en introduisant aussi peu de paramètres que possible, tout en prédisant
avec pertinence l’enveloppe de rupture. En effet, chaque paramètre du modèle va gé-
néralement requérir un essai dédié pour être identifié, puisqu’il est relatif à la rupture
de l’échantillon. Parmi les caractéristiques importantes qui définissent un bon critère,
on peut noter :

• une bonne reproduction de l’enveloppe de rupture ;
• une prédiction conservative (ce qui n’est pas le cas des critères directement basés

sur la kinking theory pour des valeurs de défauts réalistes) ;
• un nombre minimal de paramètres à identifier.
Un critère orthotrope très usité est le critère de Hill [Hill, 1965]. Il conserve les trois

plans de symétrie du matériau dans le repère (1,2,3) et s’écrit :

F (σ11 −σ22)2 +G (σ22 −σ33)2 +H (σ33 −σ11)2 +2Lσ2
12 +2Mσ2

23 +2Nσ2
31 ≤ 1 (1.7)

où F, G, H, L, M et N sont six paramètres à identifier par des essais de traction et de ci-
saillement. On remarquera que ce critère ne prend pas en compte l’effet de Bauschin-
ger, qui autorise des seuils différents en traction/compression [Bauschinger, 1881]. Or,
cet effet est particulièrement présent dans les composites, notamment dans le sens des
fibres. C’est pourquoi on lui préfère généralement le multi-critère de Tsai-Wu [Tsai et
Wu, 1971], qui permet de représenter cet effet et s’écrit :

F (σ11 −σ22)2 +G (σ22 −σ33)2 +H (σ33 −σ11)2 +2Lσ2
12 +2Mσ2

23 +2Nσ2
31

+Pσ11 +Qσ22 − (P +Q)σ33 ≤ 1 (1.8)

Ce critère possède à présent huit paramètres, qui doivent être identifiés sur des essais
de traction, de cisaillement et de compression.

Le critère de Hashin adopte une approche différente, en définissant non pas un
critère multi-axial, mais plusieurs, un par mode de rupture [Hashin, 1980]. C’est en
quelque sorte un multi-critère, basé sur des considérations phénoménologiques et mi-
cromécaniques, qui considère quatre modes de rupture en tout :

• Rupture matricielle en traction (pour σ22 +σ33 > 0) :

1

T 2
22

(σ22 +σ33)2 + 1

S2
23

(
σ2

23 +σ22σ33
)+ 1

S2
12

(σ12 +σ31)2 ≤ 1 (1.9)
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• Rupture matricielle en compression (pour σ22 +σ33 < 0) :

1

C22

[(
C22

2S23

)2

−1

]
(σ22 +σ33)+ 1

4S2
23

(σ22 +σ33)2

+ 1

S2
23

(
σ2

23 −σ22σ33
)+ 1

S2
12

(
σ2

12 +σ2
31

)≤ 1 (1.10)

• Rupture des fibres en traction (pour σ11 > 0) :(
σ11

T1

)2

+ 1

S2
12

(
σ2

12 +σ2
31

)≤ 1 (1.11)

• Rupture des fibres en compression (pour σ11 < 0) :(
σ11

C11

)2

≤ 1 (1.12)

Le principal attrait de ce multi-critère par rapport aux précédents est qu’il est capable
de discriminer différents modes. Il permet ainsi de prédire plus précisément chaque
scénario de rupture, avec potentiellement une énergie dissipée différente. De plus, il
n’introduit que six paramètres, dont l’identification commence toutefois à devenir non
triviale. On pourra aussi critiquer la partie “rupture des fibres en compression”, qui ne
présente aucun couplage multi-axial [Christensen, 1997].

Au cours des années 90, l’organisation du World Wide Failure Exercise par Hinton,
Soden et Kaddour, a suscité un regain d’intérêt de la communauté pour la prédic-
tion de la rupture des composites stratifiés et donc, par extension, de la rupture en
compression dans le sens des fibres [Hinton et Soden, 1998, Soden et al., 1998b, So-
den et al., 1998a]. Les contributions à la Partie A de l’exercice de la plupart des par-
ticipants peuvent être consultées dans les références suivantes : [Pück et Schürmann,
1998,Gotsis et al., 1998,Hart-Smith, 1998b,Hart-Smith, 1998a,McCartney, 1998,Rotem,
1998, Sun et Tao, 1998, Wolfe et Butalia, 1998, Zinoviev et al., 1998, Edge, 1998]. Plus ou
moins complexes, les modèles proposés devaient d’une part reproduire des courbes de
comportement sans décharge jusqu’à rupture, et d’autre part prédire une enveloppe
de rupture conservative dans différents plans de contrainte. Pour la définition de cette
enveloppe, la plupart de ces modèles reposent sur un multi-critère similaire à celui de
Tsai-Wu. Aucun de ces critères ne prend en compte la possible dispersion des résul-
tats (l’exercice ne le demandant pas). Par ailleurs, la prévision de l’énergie dissipée à
rupture ne faisait pas non plus partie de l’exercice. Les résultats finaux détaillent les
critères de sélection des auteurs [Hinton et al., 2004b, Hinton et al., 2004c, Soden et al.,
2004], lesquels accordent un large crédit au multi-critère de Pück et Schürmann. En
compression dans le sens des fibres, la composante “Rupture Fibre” (FF) de ce critère
s’écrit :

1

ε1C

∣∣∣∣ε11 +
ν f 12

E f 1
mσ f σ22

∣∣∣∣+ (
10γ12

)2 ≤ 1 (1.13)
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où ε1C est la déformation de compression axiale à rupture, à identifier, et mσ f un
“facteur d’amplification moyenne” des contraintes transverses dans la fibre (avec
mσ f ' 1.1 pour des fibres de carbone). Lorsque le cisaillement devient trop important,
comme indiqué par la Figure 1.16, c’est la composante “Rupture Inter-Fibres” (IFF) du
critère qui s’active et qui s’écrit :√(

σ12

G12

)2

+
(
1−p(+)

⊥∥
YT

G12

)2 (
σ22

YT

)2

+p(+)
⊥∥
σ22

G12
+

∣∣∣∣ σ11

σ11D

∣∣∣∣≤ 1 (1.14)

avec YT la contrainte à rupture en traction transverse, σ11D la valeur de la contrainte
de compression affectée par l’endommagement et :

p(+)
⊥∥ =−

(
dσ12

dσ22

)
σ22=0

(1.15)

Ce même critère, ainsi que celui des autres participants au World Wide Failure Exercise,
a par la suite été amélioré dans la Partie B de l’exercice et appliqué notamment au cas
des composites verre E/LY556 [Pück et Schürmann, 2002, Pück et Mannigel, 2007].

FIGURE 1.16: Critère de Pück et Schürmann dans un plan compression/cisaillement
pour un T300/914 [Pück et Schürmann, 1998]

La NASA a également produit un rapport dans lequel un certain nombre de cri-
tères et de modèles de prévision de la rupture sont comparés avec un nouveau mo-
dèle/critère, appelé LaRC05 [Pinho et al., 2005]. La rupture par kinking est essentiel-
lement traitée comme une compétition entre deux critères, l’un en instabilité struc-
turelle et l’autre en rupture matricielle. Le LaRC05 présente, selon les auteurs, des ré-
sultats cohérents avec les observations expérimentales issues du World Wide Failure
Exercise et a par la suite été implanté numériquement et utilisé dans plusieurs cas
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d’étude [Pinho et al., 2006a,Pinho et al., 2006b,Pinho et al., 2006c]. Toutefois, sa validité
en compression sans cisaillement a été remise en cause dans [Gutkin et al., 2010a]. Un
critère supplémentaire de rupture des fibres en compression, basé sur les hypothèses
d’Ewins et Ham, est ajouté au modèle existant afin d’améliorer les prédictions en com-
pression quasi-pure (voir Figure 1.17) :

σC = 2
(
η f τ

C
f + (1−η f )τC

m

)
(1.16)

où τC
f et τC

m sont les contraintes à rupture en cisaillement des fibres et de la matrice,

respectivement, et η f le taux de fibres.

current FE

LaRC 05

FIGURE 1.17: Contrainte à rupture en fonction du défaut d’alignement des fibres pour
deux critères différents [Gutkin et al., 2010a]

Ces types de critères ont été adoptés par d’autres auteurs [Hahn et Williams,
1986, Guynn et al., 1992, Effendi et al., 1995, Laurin et al., 2007, Trovalet et al., 2009].
Leurs principaux défauts sont qu’ils ne présentent pas toujours un lien direct avec
la physique des dégradations ou de la rupture, qu’ils nécessitent de nombreux essais
souvent délicats pour être identifiés, qu’ils ne prennent pas en compte la variabilité
de la réponse dans certaines directions, qu’ils ne prédisent pas l’état de dégradation
du matériau au delà de l’état sain/rompu et enfin qu’ils ne prédisent pas, sauf ajout
supplémentaire, l’énergie dissipée par chaque mode de rupture. Il demeure que leur
implantation aisée dans un code de calcul et leurs performances en termes de temps
d’exécution peuvent justifier leur emploi dans une démarche de pré-conception, non
sans une certaine prudence vis-à-vis des résultats.
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5 Conclusion sur la prédiction du plissement

Pour prédire la rupture par kinking des plis unidirectionnels de composites stra-
tifiés, on retiendra ainsi trois grandes classes de méthodes, qui peuvent parfois se re-
couper :

• Les micromodèles de flambage unidirectionnels, reposant sur une représentation
simple de la microstructure, ont l’avantage d’être relativement peu coûteux. Ils
présentent de nombreuses simplifications géométriques et sont régis par peu de
paramètres, mais peuvent intégrer toutes sortes de comportements matériau. Ils
sont capables de prédire intégralement l’état de la microstructure, mais unique-
ment dans un cadre unidirectionnel. Entre autres choses, ils sont donc incapable
de prévoir la propagation et l’inclinaison d’une kink-band. Par ailleurs, pour des
ordres de grandeur de défauts raisonnables, les contraintes à rupture que pré-
disent ces modèles surestiment systématiquement l’expérience.

• Les micromodèles bi- ou tri-dimensionnels, qu’ils soient basés sur une étude de
flambage ou un calcul intégralement en grandes déformations, ont l’avantage de
représenter finement la géométrie étudiée. Ceci leur permet d’obtenir toutes les
informations fournies par les modèles unidirectionnels, mais dans un volume 2D
ou 3D. Ils sont ainsi beaucoup plus prédictifs en termes de géométrie finale de la
kink-band. En revanche, leur finesse peut engendrer des coûts de calcul prohibi-
tifs et la représentativité de cette microstructure enrichie est discutable. De plus,
les contraintes à rupture prédites par ces modèles surestiment également les ob-
servations expérimentales.

• Les critères, répondant aux besoins de dimensionnement de l’industrie, sont plu-
tôt simples d’utilisation. Ils peuvent par exemple être introduits assez simple-
ment dans un mésomodèle. Cependant, ils sont particulièrement délicats à iden-
tifier et parfois à relier à l’origine physique des dégradations. De même, l’état et le
comportement après rupture de la structure restent hors de portée. Enfin, ils sont
dans l’incapacité de prédire aisément une statistique de réponse ou une énergie
dissipée au cours du processus de rupture.

C’est la raison pour laquelle les études micromécaniques de cette thèse se basent
sur le modèle de flambage unidirectionnel de Budiansky et Fleck, assorti des données
statistiques d’ondulation mesurées par Paluch, tel qu’il a été implanté par Allix et Gui-
mard [Budiansky et Fleck, 1993,Paluch, 1994,Guimard et al., 2007]. Les caractéristiques
géométriques de la kink-band n’ayant que peu d’intérêt dans le cadre du dimension-
nement d’absorbeurs de chocs stratifiés, son manque de précision dans ce domaine
n’est pas rédhibitoire. Par ailleurs, son principal défaut, à savoir la mauvaise corré-
lation essai-calcul dans la prévision de la contrainte à rupture, peut être imputée à la
non prise en compte de la dégradation de la matrice, pourtant observée sur des échan-
tillons post-mortem [Narayanan et Schadler, 1999, Jumahat et al., 2010].

Quelles que soient leurs performances et leur pertinence, rappelons qu’il s’agit là
d’études micromécaniques. Or, l’objectif final est de dimensionner des absorbeurs de
chocs composites complets, pour lesquels une modélisation à l’échelle du pli semble
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appropriée, comme on l’évoquera plus loin. Afin de pouvoir intégrer ces résultats dans
un modèle méso ou macro, il faut donc choisir une méthode permettant de réaliser
un pont entre les échelles. D’autres pistes pourraient être envisagées, mais dans un
esprit de cohérence avec le pont micro-méso pour la fissuration transverse établi par
Ladevèze et Lubineau [Ladevèze et Lubineau, 2003], on a recours à une méthode d’ho-
mogénéisation non-linéaire.
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Chapitre 2

Homogénéisation du comportement
non-linéaire des matériaux hétérogènes

Ce second chapitre traite des méthodes d’homogénéisation du com-
portement non-linéaire des matériaux hétérogènes. Dans le cadre des
composites stratifiés, la théorie d’homogénéisation des matériaux pé-
riodiques offre des prédictions particulièrement précises en élasticité
linéaire. Deux grandes familles pouvant utiliser les extensions de cette
théorie au cadre non-linéaire sont discutées plus particulièrement :
les méthodes dites d’homogénéisation numériques, basées sur la ré-
solution incrémentale et communicante d’un problème micro et d’un
problème macro, et les méthodes d’identification d’un comportement
constitutif à partir de simulations à l’échelle microscopique, qui per-
mettent d’extraire les lois d’un modèle dont les variables sont définies
a priori.

Sommaire

1 Motivation et principes fondamentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2 Homogénéisation en élasticité linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 Théorie de l’homogénéisation linéaire des matériaux périodiques . . . . 39

4 Homogénéisation de matériaux non-linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5 Méthodes d’homogénéisation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6 Méthodes d’identification d’un modèle de comportement . . . . . . . . . 44

7 Conclusions sur l’homogénéisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



36 Homogénéisation du comportement non-linéaire des matériaux hétérogènes

1 Motivation et principes fondamentaux

Dans le cadre de la mécanique des solides, l’homogénéisation consiste à approxi-
mer le comportement du milieu hétérogène par celui d’un milieu homogène équi-
valent. En pratique, cela revient à déterminer un comportement effectif, à une échelle
supérieure à celle de la dimension caractéristique des hétérogénéités, comme la taille
du grain dans les métaux ou le diamètre des fibres dans les composites stratifiés. D’un
point de vue mathématique, le problème consiste à déterminer la valeur d’un ou plu-
sieurs opérateurs ou fonctionnelles (e.g. de rigidité) lorsque ce paramètre peut être
considéré “petit” devant le reste du problème. Autrement dit, cela revient à déterminer
leur valeur limite lorsque le paramètre en question tend vers zéro.

Considérons une structure S de dimension L, dont la microstructure peut être dé-
crite par un Volume Élémentaire Représentatif (VER) Ω de dimension D présentant
des hétérogénéités de dimension δ (voir Figure 2.1). On la soumet aux chargements
quasi-statiques suivants :

• des forces volumique f
d

sur tout son volume S ;
• un effort imposé F d sur une partie de sa frontière ∂F S ;
• des déplacements imposés U d sur son complémentaire ∂U S .

On négligera les forces d’inertie et on se placera dans le cadre des petites perturba-
tions. Soit M les coordonnées d’un point matériel de S , on cherche le couple déplace-
ments/contraintes (u,˜σ) qui vérifie :

u =U d ∀M ∈ ∂U S (2.1)

˜σ.n = F d ∀M ∈ ∂F S (2.2)

div(˜σ)+ f
d
= 0 ∀M ∈S (2.3)

˜σ= H(M) :˜εe (u) ∀M ∈S (2.4)

où n est la normale unitaire sortante de S . La résolution de ce problème par la Mé-
thode des Éléments Finis en maillant directement les microconstituants devient pro-
hibitive dès lors que δ¿ L. Pour pallier cette limite, il est possible de recourir à une
théorie de l’homogénéisation, laquelle repose sur deux grands principes.

L D

δΩ

S

FIGURE 2.1: Extraction d’un Volume Élémentaire ReprésentatifΩ d’une structure S
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Hypothèse de séparation des échelles

L’hypothèse fondamentale derrière toute théorie de l’homogénéisation est la sépa-
ration des échelles :

δ¿ D ¿ L (2.5)

Cette hypothèse suppose donc qu’il existe une échelle intermédiaire entre celle des
hétérogénéités et la dimension caractéristique de la structure. Cette double inégalité a
deux implications :

1. La partie droite suppose que l’on peut dissocier les variables dites lentes ou à
grande longueur d’onde des variables rapides ou à faible longueur d’onde.

2. La partie gauche permet de considérer le volume élémentaire comme représen-
tatif de la microstructure.

On peut se donner une idée de la représentativité d’un VER en faisant varier légère-
ment sa taille et/ou la distribution de ses hétérogénéités. Si les opérateurs homogénéi-
sés varient peu ou pas, il est représentatif. Dans certains cas toutefois, l’homogénéisa-
tion peut donner de très bons résultats alors même que δ≡ D .

En revanche lorsque D ≡ L l’hypothèse de séparation des échelles est invalidée.
C’est notamment le cas près des bords, où les contraintes subissent d’importants gra-
dients et varient rapidement à l’échelle de la microstructure. En élasticité linéaire, il
est possible de calculer des termes correctifs (en particulier des contraintes de couche
limite) que l’on peut superposer à une solution homogénéisée pour retrouver une so-
lution de qualité sur l’ensemble de la structure étudiée [Dumontet, 1986,Devries et al.,
1989, Ladevèze, 2002]. En non-linéaire, il devient nécessaire de modéliser la micro-
structure exacte et de calculer directement sa réponse. Dans le cadre des composites,
une application particulièrement importante est celle du délaminage [Daudeville et
Ladevèze, 1993, Corigliano et Allix, 2000, Allix et al., 2006].

Lemme de Hill-Mandel

Soit ˜A la moyenne volumique sur le VER d’un tenseur ˜A quelconque :

˜A = 1

mes(Ω)

∫
Ω ˜AdΩ (2.6)

On peut notamment définir ˜σ le champ de contraintes et ˜ε le champ de déforma-
tion moyens. On a alors la relation [Hill, 1952] :

˜σ : ˙˜ε−˜σ : ˙˜ε= 1

mes(Ω)

∫
Γ

(
u̇ −∇̃(u̇).M

)
.
(
(˜σ−˜σ).n

)
dΓ (2.7)

avec Γ= ∂Ω la frontière du VER et n la normale sortante.
Si l’on impose une équivalence énergétique entre le comportement hétérogène et

le comportement homogénéisé, l’annulation du terme de droite est impérative. C’est
le lemme de Hill-Mandel. On peut d’ailleurs démontrer que le terme de droite s’an-
nule dans le cas des hypothèses de Voigt, Reuss, Hill et de périodicité (voir plus loin
et [Nemat-Nasser et Hori, 1993]).
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2 Homogénéisation en élasticité linéaire

En général, l’objectif des méthodes d’homogénéisation est de déterminer (au
moins) le tenseur de Hooke homogénéisé H∗ qui permet de relier ˜σ à ˜ε. Pour ce faire,
il faut résoudre un problème aux limites sur le VER, impliquant ˜σ et ˜ε. Ce qui sou-
lève déjà une question : quelles conditions limites imposer sur Ω ? C’est le choix de
ces conditions, c’est-à-dire des opérateurs d’homogénéisation et de relocalisation, qui
différencient la plupart des méthodes d’homogénéisation.

Lorsque le matériau ne présente pas de propriété particulière (périodicité, etc.) et
en l’absence de forces de volume, deux types de conditions limites “naturelles” ont
été proposés par Hill [Hill, 1952]. Elles sont appelées hypothèses d’homogénéisation
cinématique et statique, et consistent à imposer respectivement, sur les bords du VER :

u(M ∈ Γ) =˜ε0.M ou ˜σ(M ∈ Γ).n = ˜σ0.n (2.8)

où ˜ε0 et ˜σ0 sont des opérateurs constants. On peut vérifier que ces conditions res-
pectent le lemme de Hill (Équation 2.7) et qu’elles impliquent ˜ε = ˜ε0 et ˜σ = ˜σ0, si les
fluctuations des champs aux bords restent faibles (i.e. si δ ¿ D) [Zohdi et Wriggers,
2008]. Pour résoudre le problème aux limites sur le VER, il faut connaître ou se don-
ner une représentation de la microstructure. À partir de six chargements élémentaires
(trois en dimension 2), on peut alors déterminer successivement toutes les compo-
santes de H∗. Par superposition, on en déduit la réponse à tout type de chargement,
tant que la microstructure reste en régime élastique linéaire.

Bornes et encadrement

Si l’on n’a aucune idée de la microstructure ou s’il est impossible de la modéli-
ser, on peut simplifier le problème en faisant porter les hypothèses de Hill sur l’in-
tégralité du VER au lieu de ses bords (i.e. ∀M ∈ Ω au lieu de ∀M ∈ Γ). On retrouve
alors les premières approximations historiquement proposées par Voigt [Voigt, 1889]
et Reuss [Reuss, 1929], qui consistent à considérer respectivement la déformation ou
la contrainte constante sur le VER. Dans ce cas, le problème peut être résolu sans plus
de calcul et on trouve, respectivement :

H∗ = H (Voigt) H∗ =
(
H−1

)−1
(Reuss) (2.9)

Ces hypothèses supplémentaires donnent lieu à une approximation généralement
médiocre du comportement moyen, mais elles permettent de définir des bornes, qui
sont un encadrement strict des propriétés du milieu [Hill, 1963]. Surtout, elles ne né-
cessitent que très peu d’informations sur la microstructure (les modules des diffé-
rentes phases et leur fraction volumique). Toutefois, Hashin et Shtrikman ont déve-
loppé un principe variationnel pour offrir un meilleur encadrement des propriétés
élastiques d’un VER quelconque [Hashin et Shtrikman, 1963]. Basées sur le filtrage
des champs mécaniques entre les échelles, ces bornes constituent le meilleur enca-
drement possible en l’absence d’informations topologiques plus précises.
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Microstructures particulières

Dans de nombreux cas toutefois, on dispose d’une certaine connaissance de la mi-
crostructure. En particulier, la microstructure de nombreux matériaux peut être vue
comme parfaitement désordonnée ou quasi-périodique. Dans chacun de ces cas, il
existe des approximations très précises du comportement moyen.

Pour les matériaux parfaitement désordonnés, on a recours aux schémas auto-
cohérents. Ils consistent à noyer le VER dans un vaste milieu homogénéisé soumis à des
chargements élémentaires [Kröner, 1958, Budiansky, 1965, Hill, 1965]. Les propriétés
du milieu homogène sont égales les propriétés moyennes du VER et doivent donc être
déterminées par le schéma lui-même, de manière itérative. Ces approches se basent
pour beaucoup sur la solution analytique du problème d’inclusion d’Eshelby [Eshelby,
1957] et ses extensions mais ne considèrent pas les hétérogénéités suffisamment di-
luées pour que leurs interactions soient négligées. Toutefois, elles ne respectent pas
toujours les bornes de Voigt-Reuss-Hill lorsque les interactions deviennent trop im-
portantes [Hori et Nemat-Nasser, 1999].

Pour les matériaux périodiques, les méthodes asymptotiques sont privilégiées. En
effet, elles sont basées sur des propriétés mathématiques solides qui tirent parti de
la périodicité de la microstructure [Sanchez-Palencia, 1974, Bensoussan et al., 1978].
Dans le cadre de l’élasticité linéaire, elles offrent une excellente approximation du
comportement. Par ailleurs, lorsque la condition δ¿ D est respectée, de nombreuses
microstructures apparemment non périodiques peuvent être considérées comme
telles et conduisent ainsi à une bonne approximation [Kouznetsova et al., 2004b]. La
microstructure des plis composites pouvant en première approximation être considé-
rée comme quasi-périodique, cette méthode est présentée plus en détails ci-dessous.

3 Théorie de l’homogénéisation linéaire des matériaux
périodiques

On suppose désormais que la microstructure peut être représentée par la répétition
D-périodique du VERΩ (dont D est la période). On note également la position de tout
point matériel M = x + y où x est la position lente (i.e. au sein de la structure) et y la
position rapide (i.e. au sein du VER). On définit alors le facteur d’homothétie du VER :
ε≡ D/L ≡ y/x (à ne pas confondre avec le tenseur des petites déformations ˜ε).

L’hypothèse de séparation d’échelles (Equation 2.5) implique ε ¿ 1. On cherche
alors la solution du problème sous la forme d’un développement asymptotique de ε :

u(M) = u0(x, y)+εu1(x, y)+ε2u2(x, y)+◦(ε2u0) (2.10)

˜σ(M) = 1

ε˜σ0(x, y)+˜σ1(x, y)+ε˜σ2(x, y)+◦(ε˜σ0) (2.11)

en supposant que u et ˜σ sont D-périodiques par rapport à y , la variable rapide quali-
fiant la position dans le VER. Si l’on note ˜εy et ˜εx les parties symétriques du gradient
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des déplacements par rapport à z = y/ε=O(x) et x respectivement, le tenseur des pe-
tites déformations peut s’écrire à son tour :

˜ε(u) = 1

ε˜εy (u0)+ (̃
εx(u0)+˜εy (u1)

)+ε (̃εx(u1)+˜εy (u2)
)+◦(ε˜εy (u0)) (2.12)

On peut alors substituer cette expression dans l’équation d’équilibre du problème
(Équation 2.3), en notant divy et divx l’opérateur divergence par rapport à z et x res-
pectivement. En les classant par ordre de ε, on obtient les équations indépendantes :

ε−2 divy (˜σ0) = 0 ˜σ0 = H :˜εy (u0) (2.13)

ε−1 divy (˜σ1)+divx(˜σ0) = 0 ˜σ1 = H :
(̃
εx(u0)+˜εy (u1)

)
(2.14)

ε0 divy (˜σ2)+divx(˜σ1)+ f
d
= 0 ˜σ2 = H :

(̃
εx(u1)+˜εy (u2)

)
(2.15)

... ... ...

On peut résoudre ces problèmes par ordre croissant des puissances de ε :
• Problème 2.13 : Ce problème conduit à la solution triviale ˜σ0 =˜0 et u0 = u0(x),

qui est un champ à grande longueur d’onde et qu’on peut considérer comme
constant à l’intérieur de chaque VER individuel.

• Problème 2.14 : La solution précédente renseigne ˜εx(u0) = ˜ε0. Par substitution
de la loi de Hooke dans l’équation d’équilibre, ce problème se résume donc à
une équation sur u1 qu’on peut mettre sous forme faible. Soient KD l’espace
des champs Cinématiquement Admissibles D-périodiques et K 0

D l’espace des
champs CA-0 D-périodiques.
On cherche u1 ∈KD tel que, ∀u∗K 0

D :∫
Ω

H :˜ε0 :˜εy (u∗)dΩ+
∫
Ω

H :˜εy (u1) :˜εy (u∗)dΩ= 0 (2.16)

C’est la solution du problème aux limites sur le VER.
• Problème 2.15 : Ce problème n’est pas résolu lorsqu’on pratique une homogé-

néisation du premier ordre. Toutefois, on peut montrer qu’il n’admet une solu-
tion que si et seulement si :∫

Ω

[
divx

(
H :˜ε0 +H :˜εy (u1)

)+divy (H :˜εx(u1))+ f
d

]
dΩ= 0 (2.17)

Par D-périodicité de u1 et en notant ˜εy (u1) =˜ε1, la condition devient :

divx

∫
Ω

[
H :

(̃
ε0 +˜ε1

)+ f
d

]
dΩ= 0 ⇐⇒ divx(˜σM )+ f

d
= 0 (2.18)

où ˜σM est la contrainte macroscopique solution du problème aux limites glo-
bal. On définit, en l’absence de micro-vides, la déformation macroscopique˜εM =
˜ε0 +˜ε1. On peut alors en déduire une expression de l’opérateur de Hooke homo-
généisé H∗ qui vérifie ˜σM = H∗ :˜εM .

Après résolution, on dispose ainsi d’un comportement macroscopique homogé-
néisé mais aussi des champs microscopiques au sein du VER. Pour l’instant, on s’est
toutefois borné à l’étude de cas élastiques linéaires.
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4 Homogénéisation de matériaux non-linéaires

L’homogénéisation de microstructures au comportement non-linéaire a aussi été
étudiée par Hill, qui a étendu son propre modèle auto-cohérent par une linéarisation
incrémentale de la loi de comportement microscopique [Hill, 1965]. D’autres tech-
niques et applications ont été proposées par la suite, notamment par Hutchinson,
qui s’est intéressé aux paramètres de fluage de matériaux monocristallins [Hutchin-
son, 1976]. Par ailleurs, Ponte Castanẽna a utilisé un schéma auto-cohérent pour dé-
terminer des modules tangents effectifs d’un matériau dans le cas général, offrant une
bonne estimation de son comportement non-linéaire [Castañeda, 1996]

En termes d’encadrements, Hutchinson a également étendu les bornes de Voigt-
Reuss-Hill pour l’étude du fluage. Willis et Talbot ont ensuite appliqué les principes
variationnels de Hashin-Shtrikman aux matériaux composites [Talbot et Willis, 1985].
Puis Ponte Castañeda et Suquet ont étendu ces mêmes principes au cas général de
l’homogénéisation de matériaux non-linéaires, mais sans obtenir des bornes garan-
ties [Castañeda, 1992, Suquet, 1995]. Ponte-Castañeda a ensuite combiné ces travaux
avec la méthode des modules tangents effectifs pour obtenir une homogénéisation “du
second ordre” définissant des bornes strictes [Castañeda, 2002, Castañeda, 2002].

Les extensions de la théorie de l’homogénéisation des milieux périodiques au pre-
mier ordre ont été nombreuses. La communauté française y a fortement contribué,
avec par exemple les travaux de Suquet, Léné et Francfort pour la plasticité [Suquet,
1982], l’endommagement [Léné, 1984], la thermo-visco-élasticité [Francfort et Suquet,
1986] et enfin la visco-plasticité [Suquet, 1987]. Des applications au cadre non-linéaire
ont par la suite été proposées pour divers cas d’études, comme les milieux non-locaux,
les analyses de vibrations, etc. [Fish et al., 1997, van der Sluis et al., 1999, Fish et Chen,
2001]. Les extensions de cette théorie à des cas de microstructures au comportement
géométriquement non-linéaire sont plus rares, à l’exception des travaux de Forest sur
les milieux de Cosserat [Cosserat et al., 1909, Forest et al., 2000, Forest et al., 2001].

Pour plus d’informations sur l’homogénéisation de microstructures hétérogènes,
on peut se référer aux ouvrages de référence de Nemat-Nasser et Hori [Nemat-Nasser
et Hori, 1993] et de Zohdi et Wriggers [Zohdi et Wriggers, 2008]. Par souci de synthèse,
deux sous-familles de méthodes pouvant tirer parti de l’homogénéisation non-linéaire
de matériaux périodiques sont analysées ci-après :

• les méthodes dites d’homogénéisation numérique, où l’on cherche à faire com-
muniquer un problème microscopique et un problème mésoscopique à l’aide
d’opérateurs d’homogénéisation et de relocalisation ;

• les approches qu’on qualifiera d’identification d’un modèle de comportement à
partir de la réponse de la microstructure, qui se basent sur un modèle homogé-
néisé en partie connu.
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5 Méthodes d’homogénéisation numérique

L’approche la plus naturelle permettant de traiter des problèmes mécaniques à des
échelles différentes consiste à faire communiquer les deux échelles grâce à une straté-
gie numérique adaptée. La mise en œuvre de ces méthodes soulève toutefois de nom-
breux choix de modélisation et requiert une certaine puissance de calcul, d’où leur
apparition relativement récente. Malgré tout, le principe a rapidement été adopté par
de nombreuses équipes dès la fin des années 80. Renard et Marmonier ont notam-
ment étudié l’apparition d’endommagement dans la matrice d’un composite [Renard
et Marmonier, 1987]. Moulinec et Suquet ont pour leur part utilisé une méthode ba-
sée sur les séries de Fourier pour calculer la réponse de la microstructure [Moulinec et
Suquet, 1998, Michel et al., 1999].

Peu après, Chaboche et Feyel ont développé la méthode FE2, qui est l’adaptation
du même principe au cas général de la Méthode des Éléments Finis avec une homogé-
néisation périodique au premier ordre [Feyel et Chaboche, 2000, Feyel, 2003]. Le prin-
cipe général est le suivant. À chaque point d’intégration du problème macroscopique,
soumis à un chargement donné, on assigne un VER de la microstructure, qui est résolu
par un calcul séparé et généralement parallélisé ; la réponse de cet élément de volume
est homogénéisée et renvoyée au problème macroscopique (voir Figure 2.2).

ΩS

∆˜ε∆˜σ
résolution d’un

MICRO

MACRO

problème aux limites

relocalisationhomogénéisation

FIGURE 2.2: Illustration du principe des méthodes d’homogénéisation numériques

Il y a donc trois ingrédients fondamentaux à cette méthode, qui dépendent du prin-
cipe d’homogénéisation utilisé :

• la définition d’un VER ;
• la définition d’un opérateur de relocalisation et des conditions limites du VER ;
• la définition d’un opérateur d’homogénéisation.

Traditionnellement, la FE2 est associée au principe d’homogénéisation périodique, qui
prend donc tout son sens au cœur de la structure. Dans ce cadre, la définition du VER
est généralement liée à la microstructure du matériau étudié. C’est un problème en
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soi, qui dépend de la nature des mécanismes que l’on cherche à représenter, mais on
retiendra avant tout que cette définition doit respecter le principe de séparation des
échelles (Équation 2.5). Soit R l’opérateur de relocalisation, en dimension 2, les condi-
tions limites d’un VER tel que celui de la Figure 2.3 peuvent s’écrire :

u A = 0 (2.19)

uB = ˜ε.R (2.20)

u(y ∈ h) = u(y ∈ b)+uB (2.21)

u(y ∈ d) = u(y ∈ g )+uB (2.22)

B

A

g d

h

b

FIGURE 2.3: Volume Élémentaire Représentatif périodique en dimension 2

Comme pour les méthodes d’homogénéisation analytiques, la FE2 perd de sa préci-
sion lorsque les non-linéarités se font importantes. C’est notamment ce qu’a constaté
l’équipe de Potier-Ferry, qui a combiné la FE2 à la méthode asymptotique numérique
[Damil et Potier-Ferry, 1990] pour la simulation multi-échelle du kinking [Nezamabadi
et al., 2009, Nezamabadi et al., 2010]. Une dépendance pathologique au maillage est
observée lorsque la perte de raideur tangente de la réponse du VER vient provoquer
une localisation des déformations.

Une solution à ce problème a été proposée par Geers et Kouznetsova, qui ont
étendu la méthode d’homogénéisation numérique aux milieux d’ordre supérieur
[Kouznetsova et al., 2002, Kouznetsova et al., 2004a]. En particulier, l’homogénéisa-
tion du second ordre se révèle suffisante pour traiter de nombreux problèmes non-
linéaires, tant que des localisations fortes ne viennent pas violer l’unicité de la so-
lution du problème macroscopique. Des précautions particulières, encore à l’étude,
sont à prendre pour utiliser l’homogénéisation numérique dans un cadre aussi cri-
tique [Geers et al., 2010, Coenen et al., 2011].

Bien qu’elle ne soit pas une méthode d’homogénéisation à proprement parler, la
méthode LaTIn multiéchelle, développée par l’équipe de Ladevèze tire parti de cer-
tains principes de l’homogénéisation [Ladevèze et al., 2001,Ladevèze et Nouy, 2003]. Il
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s’agit d’une stratégie de calcul qui allie une méthode de décomposition de domaines
à une résolution multiéchelle. Dans ce cadre, le problème résolu à l’échelle macro ré-
sulte de l’assemblage du comportement homogénéisé à la volée des sous-structures,
ce qui permet d’accélérer la convergence de la méthode. Cette stratégie est aujourd’hui
développée dans des cas de plus en plus complexes, comme les problèmes d’instabili-
tés géométriques de grandes structures [Cresta et al., 2007, Hinojosa et al., 2011], d’in-
teractions flambage-délaminage [Saavedra et al., 2011] ou de dégradations localisées
dans les assemblages [Roulet et al., 2011].

Pour conclure sur les méthodes d’homogénéisation numériques, elles se basent sur
la définition de trois points : un VER, un opérateur de relocalisation et un opérateur
d’homogénéisation. En cela, elles sont moins contraignantes que les approches pré-
sentées ci-après, qui nécessitent également de définir au moins en partie le problème
homogénéisé. En revanche, leur coût numérique reste élevé dès lors que la microstruc-
ture est représentée explicitement, malgré la parallélisation systématique dont elles
font l’objet. C’est la principale raison pour laquelle l’extraction d’un modèle de com-
portement mésoscopique non-linéaire à l’aide de l’homogénéisation est préférée. Pour
plus d’information sur l’homogénéisation numérique, l’analyse détaillée de Kanouté et
co-auteurs dresse un état de l’art exhaustif [Kanouté et al., 2009]

6 Méthodes d’identification d’un modèle de comporte-
ment

L’idée d’identifier un comportement, par quelque théorie que ce soit, à partir d’une
analyse de la microstructure est à attribuer à Taylor et Quinney. Dans leurs premières
études, ils se sont intéressés au “travail à froid” des métaux, à savoir au stockage d’éner-
gie par plasticité en considérant le milieu comme isotherme [Taylor et Quinney, 1934].

Les premières approches basées sur une théorie d’homogénéisation à proprement
parler n’apparaîtront que plus tard, avec notamment les travaux d’Andrieux [Andrieux
et al., 1986]. Dans cette étude, les auteurs considèrent un VER (carré) d’une microstruc-
ture homogène perturbée par une fissure à contact frottant. Ils lient alors les caracté-
ristiques microscopiques de cette fissure à un comportement homogénéisé présentant
des variables internes d’endommagement et de plasticité. Ainsi, cette étude et celles
qui l’ont suivie ont bénéficié du cadre théorique de la thermodynamique des milieux
continus [Germain, 1974, Germain et al., 1983, Lemaître, 1985, Lemaître, 1985].

Supposons que le comportement du matériau réel dérive d’un potentielΨ, la den-
sité d’énergie libre de Helmholz. On fait l’hypothèse de partition des travaux élastique
et d’écrouissage plastique :

Ψ=Ψe +Ψp (2.23)

En présence de dissipation φ, celle-ci respecte l’inégalité de Clausius-Duhem :

φ= ˜σ : ˙˜ε− Ψ̇≥ 0 (2.24)
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Afin de conserver l’énergie entre l’état hétérogène et l’état homogène (et donc le
lemme de Hill), la plupart des méthodes d’identification d’un modèle de comporte-
ment vérifient la conservation de :

• la partie récupérable de la densité d’énergie libreΨe ;
• la partie de la densité d’énergie libre stockée sous forme de champs de

contraintes auto-équilibrés et de champs de déformations compatiblesΨp ;
• la puissance volumique dissipée φ.
Dans le modèle homogénéisé, la variation de ces énergies est due à l’introduction

de variables internes, généralement adaptées à la nature du phénomène microsco-
pique qu’elles sont censées représenter. Par exemple, l’inélasticité représente les dé-
formations irréversibles dues à des dislocations suivant des plans de glissements, à
des glissements avec frottement entre phases, etc. L’endommagement représente de
son côté une perte apparente de raideur due en général à la nucléation et la croissance
de vides ou de micro-fissures. Ces deux phénomènes sont fortement favorisés par la
présence d’hétérogénéités importantes dans la microstructure [Needleman, 1987].

Dans ce cadre, Aravas et co-auteurs ont proposé une procédure très simple pour
déterminer l’énergie stockée par écrouissage dans les métaux [Aravas et al., 1990]. La
formulation théorique se veut générale et s’applique aussi bien aux essais expérimen-
taux que numériques. Le principe est expliqué ci-dessous.

Considérons un corps élasto-plastique hétérogène Ω libre de contraintes initiales,
soumis à un effort Q dont l’application est quasi-statique. On néglige les forces d’iner-
tie et les forces volumiques. On suppose également rester dans le domaine des petites
perturbations. On postule une loi de Hooke de la forme :

˜σ= H :˜εe (2.25)

où ˜εe est la composante élastique des déformations (et ˜εp la composante plastique),
leur partition dérivant de l’Équation 2.23 :

˜ε=˜εe +˜εp (2.26)

Soit q le déplacement dual de Q, le travail des efforts extérieurs appliqués à Ω est
donné par

∫ q
0 Qd q . Le Principe des Puissances Virtuelles implique alors :∫ q

0
Qd q =

∫
Ω

∫ ˜ε
˜0 ˜σ : d˜εdΩ (2.27)

et de la même façon : ∫ Q

0
qdQ =

∫
Ω

∫ ˜σ
˜0 ˜ε : d˜σdΩ (2.28)

On note l’énergie de déformation élastique :

W e =
∫
Ω

∫ ˜εe

˜0 ˜σ : d˜εe dΩ=
∫
Ω

∫ ˜σ
˜0 ˜εe : d˜σdΩ= 1

2

∫
Ω ˜σ :˜εe dΩ (2.29)
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et l’énergie dissipée par plasticité :

W p =
∫
Ω

∫ ˜εp

˜0 ˜σ : d˜εp dΩ (2.30)

En substituant l’Équation 2.26 dans le PPV, on peut écrire :∫ q

0
Qd q =W e +W p (2.31)

et de la même façon : ∫ Q

0
qdQ =W e +

∫
Ω

∫ ˜σ
˜0 ˜εp : d˜σdΩ (2.32)

On suppose que la réponse force/déplacement généralisés a l’allure donnée par la
Figure 2.4. Le corps hétérogène Ω se déforme élastiquement entre O et A. Le premier
écrouissage se produit après le point A et la courbe devient non-linéaire jusqu’en B.
Puis la courbe redevient linéaire entre B et C pendant la décharge, à condition que
celle-ci soit élastique linéaire.

Q

QB

O C qB

B

A

q

W ∗

1
2W p

W r

FIGURE 2.4: Courbe de réponse effort/déplacement généralisés

Au niveau de chargement maximal (i.e. le point B sur le schéma), l’Équation 2.32
s’écrit : ∫ QB

0
qdQ =W e

B +
∫
Ω

∫ ˜σB

˜0 ˜εp : d˜σdΩ (2.33)

où ˜σB et W e
B sont respectivement la contrainte et l’énergie de déformation élastique au

niveau de charge QB .
Soient ˜σ∗ et˜ε∗ les contraintes et déformations du milieu élastique homogène équi-

valent au même niveau de charge QB . Après décharge, les contraintes résiduelles dans

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



Méthodes d’identification d’un modèle de comportement 47

le milieu plastique hétérogène sont notées ˜σr = ˜σB −˜σ∗ et les déformations résiduelles

˜εr =˜εB −˜ε∗.
On note l’énergie de déformation du milieu élastique homogène équivalent :

W ∗ = 1

2

∫
Ω ˜σ∗ :˜ε∗dΩ= 1

2
QB (qB −qC ) (2.34)

et l’énergie stockée dans le matériau sous forme de contraintes résiduelles :

W r = 1

2

∫
Ω ˜σr : H−1 : ˜σr dΩ (2.35)

En supposant que ˜σr est un champ auto-équilibré et ˜ε∗ est un champ de déforma-
tions compatible (ce qui est le cas avec la théorie de l’homogénéisation d’un milieu
périodique), on a trivialement :

W e
B = 1

2

∫
Ω ˜σB :˜εe

B dΩ=W ∗+W r (2.36)

Dès lors, l’Équation 2.33 peut s’écrire :∫ QB

0
qdQ =W ∗+W r +W d (2.37)

avec :

W d =
∫
Ω

∫ ˜σB

˜0 ˜εp : d˜σdΩ=
∫
Ω

∫ ˜εp
B

˜0
(˜σB −˜σ) : d˜εp dΩ (2.38)

Si le principe de la dissipation plastique maximale est respecté [Hill, 1948], alors
W d ≥ 0. On peut ainsi, pour tout niveau de charge QB , déterminer les énergies récu-
pérable, stockée et dissipée d’un milieu hétérogène. Grâce à elles, on peut définir les
loi d’évolution d’un milieu homogène équivalent à variables internes. Ce principe peut
être étendu à des cas plus complexes.

Par exemple, Hild et co-auteurs ont ainsi identifié les lois d’endommagement et
d’inélasticité d’un composite SiC/SiC à partir de l’analyse de sa microstructure fissu-
rée [Hild et al., 1996, Hild et al., 1997]. Cette approche a par la suite été étendue par
d’autres auteurs, dans des cadres inélastiques et/ou endommageables [Halm et Dra-
gon, 1998,Pensée et al., 2002]. Notamment, Kondo et co-auteurs ont étudié l’influence
de la fermeture de fissures sans frottement sur le comportement élastique non-linéaire
d’un VER, à partir d’une extension de la théorie d’Eshelby [Deudé et al., 2002].

Cette stratégie a rapidement été appliquée à des micromodèles numériques, uti-
lisés comme échantillons d’essais virtuels afin d’identifier un comportement macro.
Par exemple, Hild et co-auteurs ont utilisé un micromodèle simulant l’apparition de
fissures frottantes dans un composite SiC/SiC [Budiansky et al., 1986, Budiansky et al.,
1995] pour analyser l’influence des fissures sur les propriétés inélastiques d’un mé-
somodèle homogène équivalent [Vivier et al., 2009]. Schapery a également appliqué

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



48 Homogénéisation du comportement non-linéaire des matériaux hétérogènes

cette méthode à sa propre théorie de kinking visco-élastique en grandes transforma-
tions [Schapery, 1990]. Il en a extrait un comportement mésoscopique en compres-
sion caractérisé par une seule variable d’endommagement, toujours dans le cadre des
déformations finies [Schapery, 1995, Violette et Schapery, 2002]. Par la suite, Waas a
étendu cette méthode au cas des composites tissés [Song et al., 2007]. Il a ainsi pu
réaliser des simulations éléments finis sous Abaqus, capables de représenter le déve-
loppement d’une bande de plissement et la localisation des déformations à l’échelle
du fil (' 1000 fibres) [Basu et al., 2006], comme illustré sur la Figure 2.5.

(Ave. Crit.: 75%)
SDV1

-2.937e-02
+9.653e-03
+4.868e-02
+8.770e-02
+1.267e-01
+1.658e-01
+2.048e-01
+2.438e-01
+2.828e-01
+3.219e-01
+3.609e-01
+3.999e-01
+4.389e-01

FIGURE 2.5: Angle in situ de rotation des fibres (en radians) dans un échantillon en
compression après plissement [Basu et al., 2006]

Les ponts micro-méso utilisent une approche similaire, mais qui prend aussi en
compte l’environnement direct du VER [Ladevèze et Lubineau, 2001, Ladevèze et Lu-
bineau, 2003]. Dans le cadre d’un pli de stratifié carbone-époxy, cela revient à intégrer
l’influence des plis adjacents et particulièrement de leur orientation. Le problème étu-
dié est l’impact de la micro-fissuration transverse et du micro-délaminage sur le com-
portement des plis et des interfaces. Le développement de ces dégradations discrètes
est en pratique simulé par l’augmentation de la distance entre deux fissures, qui déli-
mitent la microstructure [Nairn et Hu, 1992, Nairn, 2001]. Si l’on définit les quantités
méso comme les moyennes des quantités micro du problème de référence, sous l’hy-
pothèse des contrainte planes, il a notamment été montré que [Ladevèze et al., 2005] :
il est possible de remplacer un pli fissuré par un pli continu et endommagé au com-
portement équivalent, pour n’importe quel type d’empilement, à condition que les plis
adjacents soient au moins aussi épais que le pli étudié ; la loi d’endommagement à l’in-
terface est non-locale, car elle dépend de l’état de micro-fissuration des plis voisins.

Le principal avantage de ces méthodes d’identification du comportement est leur
faible coût numérique : une fois un comportement homogène identifié, il permet de
définir un modèle de matériau qui peut être directement implanté dans un code de
calcul et intégré de façon standard. En revanche, ces approches présentent quelques
limites. En particulier, comme vu précédemment, elles supposent de définir au moins
en partie le potentiel mésoscopique à identifier. En somme, ce ne sont pas des mé-
thodes de calcul, contrairement aux précédentes, mais des méthodes de modélisation.
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Et comme pour l’écriture d’un modèle à partir d’observations phénoménologiques,
si un mécanisme physique apparaissant à l’échelle microscopique n’est pas pris en
compte par l’introduction de la variable interne appropriée dans le modèle, il sera soit
ignoré soit intégré dans un autre mécanisme lors de l’étape d’homogénéisation.

7 Conclusions sur l’homogénéisation

Pour homogénéiser le comportement non-linéaire des plis unidirectionnels subis-
sant une rupture par kinking, deux grandes classes de méthodes ont été envisagées :

• Les méthodes d’homogénéisation numériques, qui consistent à faire communi-
quer un problème mésoscopique et un problème microscopique représentant
la microstructure. Elles ont pour principal avantage leur flexibilité, dans le sens
où le comportement mésoscopique n’a pas à être défini. La méthode d’homo-
généisation permet d’extraire directement un comportement tangent à partir de
la réponse de la microstructure. Leur principal défaut est leur coût numérique
élevé, même s’il peut être compensé en partie par une parallélisation des calculs.

• Les méthodes d’identification d’un modèle de comportement, qui consistent à éta-
blir une fois pour toutes un comportement non-linéaire homogénéisé à partir de
la réponse de la microstructure à divers chargements représentatifs et une équi-
valence en énergie. Elles ont pour principal avantage de permettre d’extraire un
modèle entièrement défini, qui s’intègre ensuite normalement dans tout code de
calcul. En revanche, elles nécessitent une réflexion a priori sur le comportement
mésoscopique, défini par un potentiel et des variables observables et internes.

Par conséquent, l’approche d’Aravas est privilégiée, à la fois pour sa simplicité
d’utilisation et sa cohérence avec les ponts micro-méso déjà établis par Ladevèze et
Lubineau. Par ailleurs, les résultats obtenus par Schapery et Waas en grandes transfor-
mations sont des plus encourageants, même si l’influence de la statistique de défauts
et du cisaillement dans un cadre de petites perturbations restent à déterminer. Comme
le détaille le Chapitre 3, à l’exception notable du kinking, le mésomodèle d’endom-
magement est capable de représenter avec robustesse quasiment toutes les autres dé-
gradations des stratifiés, notamment sous chargement de cisaillement. Cette stratégie
va donc permettre d’enrichir la description du potentiel énergétique du pli mésosco-
pique uniquement dans les directions concernées. Pour ce faire, il va sans doute falloir
introduire de nouvelles variables internes, dont l’évolution sera déterminée par des si-
mulations du modèle de kinking microscopique (voir Chapitre 1). Cela implique aussi
d’établir une stratégie pour identifier les lois d’évolution de chaque variable nouvelle-
ment introduite et les potentiels couplages qui les accompagnent.
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Chapitre 3

Modélisation des composites stratifiés à
l’échelle du pli

Ce troisième chapitre est consacré à la mésomodélisation des stratifiés.
L’échelle de description mésoscopique et le recours à la mécanique de
l’endommagement continu sont un compromis pertinent entre repré-
sentation des phénomènes de dégradation et rapidité des simulations
numériques. Grâce à ces mésomodèles et à des stratégies de calcul per-
formantes, des cas-tests complexes peuvent être simulés et validés. Se-
lon les phénomènes que l’on cherche à reproduire, il existe toutefois
plusieurs niveaux de complexité dans la description des mécanismes
de dégradation.
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1 Motivation et principes fondamentaux

Les approches mésomécaniques ont pour origine la recherche d’un compromis
entre représentation de la physique des dégradations et faisabilité des simulations
numériques. Elles s’appuient généralement sur la mécanique de l’endommagement
continu en introduisant des variables d’endommagement pour représenter l’état de
dégradation homogénéisé d’une zone. En particulier, les modes de dégradation appa-
raissant à l’échelle des micro-constituants, à savoir la décohésion fibres/matrice et la
nucléation et croissance de micro-vides et microfissures dans la matrice, sont consi-
dérés suffisamment diffus pour être homogénéisés et représentés par une ou plusieurs
variables d’endommagement, selon les principes discutés précédemment. Ainsi, les
mésomodèles se situent entre les approches macromécaniques, qui modélisent le ma-
tériau composite d’un seul tenant (souvent avec une cinématique enrichie [Gruttmann
et al., 1993]), et les approches micromécaniques, où les simulations sont directement
traitées à l’échelle des fibres et de la matrice (souvent intégrées dans des approches
multiéchelles pour traiter des problèmes de taille d’échantillon [González et LLorca,
2006, Totry et al., 2010], voir Figure 3.1).

FIGURE 3.1: Plasticité cumulée dans la matrice juste avant la quatrième rupture de
fibres en traction simple [González et LLorca, 2006]

Historiquement, le premier modèle mésoscopique a été proposé par Talreja et n’est
doté que d’une seule variable d’endommagement isotrope affectant la raideur du pli
[Talreja, 1985]. La nature fondamentalement anisotrope de l’endommagement du ma-
tériau fibres/matrice n’est donc pas reproduite. Peu après, Ladevèze proposa un mo-
dèle d’endommagement anisotrope à deux variables, une pour le cisaillement et une
pour la traction transverse dans le pli (en plus d’un modèle pour le délaminage entre
les plis) [Ladevèze, 1986, Ladevèze, 1989]. Ce modèle offre d’ores et déjà une meilleure
reproduction des premières dégradations qui s’initient dans le pli, à savoir la décohé-
sion fibres/matrice et la microfissuration. L’identification des lois d’évolution de l’en-
dommagement est alors purement phénoménologique.
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Allen fut le premier à proposer de créer un lien entre micromécanique et mésomé-
canique des stratifiés [Allen et al., 1987a,Allen et al., 1987b]. Dans ses travaux, il définit
l’état de dégradation des plis grâce à un tenseur d’endommagement anisotrope, qu’il
identifie grâce à l’homogénéisation d’un élément de volume représentatif de la micro-
structure dégradée. L’idée de dégradations représentées par un tenseur d’endommage-
ment anisotrope a été reprise par de nombreux auteurs, mais leur utilisation multiplie
le nombre de variables d’endommagement introduites [Voyiadjis et Deliktas, 2000,Ku-
mar et Talreja, 2003]. De plus, la prise en compte de la refermeture des fissures en com-
pression nécessite un traitement local pour chaque variable affectée.

Le modèle de Ladevèze gère cet aspect en introduisant une dépendance au signe
des contraintes dans les directions d’endommagement [Ladevèze et Lemaître, 1984].
L’introduction de trois variables scalaires est préférée devant celle d’un tenseur d’ordre
2 ou 4. Un modèle très semblable a par la suite été développé par Lubliner, les variables
d’endommagement étant pilotées par le critère de Hashin [Matzenmiller et al., 1995].
Peu après, Maire et Chaboche ont prolongé ce type d’approche en y intégrant les ef-
fets visqueux de la matrice [Maire et Chaboche, 1997]. Ce modèle a été appliqué aux
composites organiques et assorti d’un critère de rupture basé sur celui de Hashin par
Laurin [Laurin et al., 2007]. L’équipe de Camanho a développé un autre modèle simi-
laire, avec une variable supplémentaire pour la rupture par kinking, piloté cette fois
par le critère LaRC04 [Maimi et al., 2007a, Maimi et al., 2007b]. Enfin, l’équipe d’Oñate
a proposé dernièrement un mésomodèle à endommagement isotrope n’affectant que
la matrice, avant d’en déduire le comportement complet du pli par une loi des mé-
langes avec les fibres [Rastellini et al., 2008, Martinez et al., 2011] (voir Figure 3.2).

FIGURE 3.2: Déplacement vertical et contraintes de cisaillement dans un composite
avec reprise de plis [Martinez et al., 2011]

On situera également dans cette catégorie les travaux de Drapier et Grandidier,
qui ont intégré un modèle de microflambage asymptotique bidimensionnel [Gardin et
Potier-Ferry, 1992] dans un milieu homogénéisé pour le calcul de structures [Drapier
et al., 1999,Drapier et al., 2001,Grandidier et Casari, 2009]. En effet, on a vu précédem-
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ment qu’une étude purement microscopique ne peut rendre compte certains effets
susceptibles d’influer fortement sur la réponse de la structure, comme les gradients de
contraintes ou les effets de bord. Les auteurs ont donc utilisé un modèle à deux échelles
cinématiques, une à petite longueur d’onde (propre au plissement) et une à grande
longueur d’onde, pour prédire la contrainte à rupture d’un échantillon en prenant en
compte ces effets de structure. Il s’agit donc d’un modèle mésoscopique, qui intèrge le
phénomène de plissement en introduisant l’énergie de flexion des fibres dans le po-
tentiel des déformations et en supposant que les déplacements dans la direction des
fibres ont une forme harmonique.

En ce qui concerne les interfaces, leur faible épaisseur riche en matrice (≡ 5 µm)
permet de les modéliser grâce à des interfaces dégradables [Barrenblatt, 1948]. L’ini-
tiation du délaminage peut alors être prédite par une analyse asymptotique [Leguillon
et Sanchez-Palencia, 1987, Leguillon, 1989] ou, dans le cadre de la Méthode de Élé-
ments Finis, par des éléments cohésifs [Allix et al., 1989, Corigliano, 1993, Schellekens
et de Borst, 1993, Hitchings et al., 1996, Turon et al., 2006].

Il existe de nombreux autres modèles de comportement pour les composites strati-
fiés. Toutefois, tant pour des raisons d’efficacité que de culture de laboratoire, l’accent
est mis dans la suite sur le mésomodèle d’endommagement du LMT-Cachan, déve-
loppé dans sa version standard par Ladevèze et Allix [Ladevèze, 1992, Allix et Lade-
vèze, 1992, Ladevèze et Le Dantec, 1992]. Son extension aux composites tissés, évo-
quée dans la première version, a effectivement été réalisée par Hochard pour la tenue
quasi-statique et en fatigue [Hochard et al., 2001, Thollon et Hochard, 2009]. Dans la
suite, seule la version dédiée aux composites stratifiés de plis unidirectionnels à fibres
longues est présentée.

Le mésomodèle standard est basé sur deux hypothèses fondamentales :

• Le comportement du composite peut être déduit du comportement de deux
méso-constituants : les plis et leurs interfaces (voir Figure 3.3).

• L’endommagement est constant dans l’épaisseur d’un pli, mais peut varier d’un
pli à l’autre.

n3

pli i

pli i+1
interface

n2

n1

1
2

3Ri

→
Ni /i+1

FIGURE 3.3: Méso-constituants d’un composite stratifié et repères associés
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2 Modélisation des plis

Considérons chaque pli indépendant des autres, constitué d’un matériau homo-
gène fibre-matrice, isotrope transverse, élasto-plastique et endommageable. On lui as-
socie le repère Ri , comme indiqué par la Figure 3.3 : 1 est la direction des fibres, 2 la
direction transverse et 3 la direction hors-plan. Par souci de simplicité, on fait l’hy-
pothèse de contraintes planes, sachant que l’extension aux contraintes tridimension-
nelle ne présente pas de difficulté notable (voir par exemple [Ladevèze et al., 2000]).
Considérons les dégradations évoquées plus tôt. La décohésion fibres-matrice et la nu-
cléation et croissante de micro-cavités et microfissures dans la matrice vont affecter la
tenue transverse et de cisaillement du pli, mais pas nécessairement avec la même in-
tensité. Ainsi, une variable d’endommagement d est associée à ces mécanismes et va
affaiblir le module de cisaillement G12 sous la forme G12 = (1−d)G0

12. De la même fa-
çon, une variable d ′ va affaiblir le module d’Young transverse E2 = (1−d ′)E 0

2 . On choisit
également, mais ce n’est pas impératif, de modéliser la rupture des fibres par la méca-
nique de l’endommagement. Ainsi, une variable d f va affaiblir le module d’Young en
traction E1 = (1−d f )E 0

1 .
La densité d’énergie de déformation élastique du pli s’écrit alors :

ρΨe = 〈σ11〉2

2E 0
1(1−d f )

+ec (〈−σ11〉)−
(
ν0

12

E 0
1

+ ν0
21

E 0
2

)
×σ11σ22

+ 〈σ22〉2

2E 0
2(1−d ′)

+ 〈−σ22〉2

2E 0
2

+ σ2
12

2G0
12(1−d)

(3.1)

avec 〈•〉 la fonction partie positive. Elle permet de discriminer les situations où les
microfissures s’ouvrent en traction et donc impactent la raideur du matériau, des si-
tuations où ces fissures se ferment en compression et ne devraient donc pas influer
sur la raideur [Ladevèze et Lemaître, 1984]. On remarquera également la fonction ec ,
qui caractérise le comportement non-linéaire en compression, dû notamment au kin-
king [Allix et al., 1994], et qui sera examinée plus en détails dans le Chapitre 6.

En supposant que l’énergie de déformation dérive d’un potentiel, on peut définir
les déformations élastiques comme les duales des contraintes :

˜εe = ρ ∂Ψe

∂˜σ
∣∣∣∣
d ,d ′,d f

(3.2)

Soit, pour les variables du plan :

εe
11 =ρ

∂Ψe

∂σ11

∣∣∣∣
d f

= 〈σ11〉
E 0

1(1−d f )
+e ′

c (〈−σ11〉) (3.3)

εe
12 =ρ

∂Ψe

∂σ12

∣∣∣∣
d
= σ12

G0
12(1−d)

(3.4)

εe
22 =ρ

∂Ψe

∂σ22

∣∣∣∣
d ′
= 〈σ22〉

E 0
2(1−d ′)

+ 〈−σ22〉
E 0

2

(3.5)
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Pour simplifier, on notera H le tenseur d’élasticité de Hooke prenant en compte
l’unilatéralité des dommages, et H0 le même tenseur sain, sans endommagement.

De la même façon, on définit la force thermodynamique associée à chaque variable
d’endommagement :

Y f =−ρ ∂Ψe

∂d f

∣∣∣∣
σ11

= 〈σ11〉2

E 0
1(1−d f )2

(3.6)

Yd =−ρ ∂Ψe

∂d

∣∣∣∣
σ12

= σ2
12

G0
12(1−d)2

(3.7)

Yd ′ =−ρ ∂Ψe

∂d ′

∣∣∣∣
σ22

= 〈σ22〉2

E 0
2(1−d ′)2

(3.8)

Du fait que les variables d et d ′ représentent l’influence d’une même dégradation
sur des modules d’élasticité différents, on considère qu’ils sont pilotés par une seule et
même force Y , qu’on définit comme une combinaison linéaire :

Y = Yd +bYd ′ (3.9)

où b est un paramètre de couplage. Ainsi, on peut définir l’évolution des variables d’en-
dommagement à tout instant t :

d f = 0 si sup
τ≤t

(Y f ) ≤ Y C
f d = d ′ = d f = 1 sinon (3.10)

d = sup
τ≤t

(
〈pY −

p
Y 0〉p

Y C −
p

Y 0

)
si sup

τ≤t
(d) ≤ dc d = dc sinon (3.11)

d ′ = b′d (3.12)

où Y C
f est la force thermodynamique critique en traction, Y 0 la force thermodyna-

mique d’initiation de l’endommagement diffus et Y C la force thermodynamique cri-
tique de l’endommagement diffus. Enfin, dc est une valeur de saturation de l’endom-
magement diffus due à la coalescence de fissures traversant l’épaisseur du pli (voir
Section 4) et b′ un paramètre de couplage.

Les glissements et frottements entre les phases au niveau des zones dégradées pro-
voquent des déformations résiduelles au sein du pli. Une représentation par un mo-
dèle de plasticité à écrouissage isotrope permet de rendre compte de cet effet. Dans ces
conditions, la fonction seuil s’écrit :

f =σeq −R(p)−R0 (3.13)

avec R0 la limite élastique, R(p) = K pm une fonction d’écrouissage de Prandtl-Reuss
etσeq une contrainte équivalente, susceptible de rendre le critère d’écoulement aniso-
trope. Le couplage de l’inélasticité avec l’endommagement est introduit dans la défi-
nition de σeq par l’intermédiaire de contraintes dites effectives [Lemaître, 1985] :

˜̃σ= (
H0 : H−1) : ˜σ= H0 :˜εe (3.14)
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Afin de respecter l’équivalence en dissipation qui s’écrit :

˜̃σ : ˙̃˜εp = ˜σ : ˙˜εp (3.15)

on définit aussi les déformations inélastiques effectives [Ladevèze, 1991] :

˙̃˜εp = (
H0 : H−1)−1

: ˙˜εp (3.16)

Ainsi, on peut écrire la contrainte équivalente σeq sous la forme anisotrope :

σeq =
√
σ̃12 + (aσ̃22)2 (3.17)

avec a est un paramètre de couplage.
Enfin, on fait les hypothèses de partition des déformations, de plasticité associée et

de loi d’écoulement normale, qui impliquent respectivement :

˜ε=˜εe +˜εp ṗ =−λ̇ ∂ f

∂R

∣∣∣∣˜σ = λ̇ ˙̃˜εp = ṗ
∂ f

∂ ˜̃σ
∣∣∣∣
R
= ṗ

∂σeq

∂ ˜̃σ (3.18)

Compte tenu de cette loi d’écoulement, les seules composantes des déformations dans
le plan à présenter une partie irréversible sont ε12 et ε22.

On pourra remarquer que Y C
f s’identifie grâce à un essai de traction simple sur

un pli unidirectionnel à 0˚ ; Y 0, Y C , dc , R0, K et m grâce à un essai de traction avec
charges/décharges successives sur un composite croisé à ±45˚ ; et b, b′ et a grâce à
un essai similaire sur un composite croisé à ±67.5˚ [Ladevèze et Le Dantec, 1992]. La
fonction ec requiert toutefois un traitement particulier [Allix et al., 1994].

3 Modélisation des interfaces

Considérons les interfaces indépendantes les unes des autres. On associe à cha-
cune un repère Ni /i+1, comme indiqué par la Figure 3.3 : n1 est la bissectrice des direc-
tion des fibres des plis i et i +1, n2 sa normale dans le plan et n3 sa normale hors-plan.
Les interfaces sont le lieu de la dégradation dite de délaminage, laquelle est souvent
initiée aux bords de la structure (zones de singularités ou de forts gradients) ou au
point d’impact de chocs (même petits) [Wang, 1980, Devitt et al., 1980, Whitney et al.,
1982, O’Brien, 1984]. Pour représenter cette dégradation, on introduit un modèle de
zones cohésives. On note

[
U

]= [U1]n1+[U2]n2+[U3]n3 le saut de déplacement à l’in-
terface dans le repère associé. Les raideurs élastiques k1 = (1−d1)k0

1 , k2 = (1−d2)k0
2 et

k3 = (1−d3)k0
3 sont déterminées à partir des modules de la matrice et d’une mesure de

l’épaisseur de l’interface et les variables d1, d2 et d3 permettent de décrire l’endomma-
gement dans chacun des trois modes de sollicitation. La fonction partie positive est à
nouveau introduite pour gérer l’unilatéralité du mode d’ouverture (mode I) :

ρΨe
i =

1

2

(
(1−d1)k0

1 〈[U1]〉2 +k0
1 〈− [U1]〉2 + (1−d2)k0

2 [U2]2 + (1−d3)k0
3 [U3]2) (3.19)
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Les forces thermodynamiques associées à l’endommagement s’écrivent :

Y1 =−ρ ∂Ψi

∂d1

∣∣∣∣
[U1]

= 1

2
k0

1 〈[U1]〉2 (3.20)

Y2 =− ρ
∂Ψi

∂d2

∣∣∣∣
[U2]

= 1

2
k0

2 [U2]2 (3.21)

Y3 =− ρ
∂Ψi

∂d3

∣∣∣∣
[U3]

= 1

2
k0

3 [U3]2 (3.22)

Du fait que toutes ces variables d’endommagement représentent l’influence d’une
même dégradation sur des raideurs différentes, leur évolution est couplée, de même
que leurs forces thermodynamiques associées. Ainsi, on définit la force thermodyna-
mique Yi telle que :

Yi =
(
(Y1)α+ (γ2Y2)α+ (γ3Y3)α

) 1
α (3.23)

où γ2, γ3 et α sont des paramètres de couplage. En raison de l’épaisseur très faible
de l’interface, on fait l’hypothèse que toutes les variables d’endommagement évoluent
simultanément. Ainsi :

ḋ1 = ḋ2 = ḋ3 = ḋi = 1

τC

(
1−e−a′〈w(Yi )−di 〉

)
avec di ≤ 1 (3.24)

où τC et a′ sont des paramètres liés au modèle à taux limité [Ladevèze, 1995, Allix et
Deü, 1997]. Il s’agit d’un modèle d’endommagement spécifiquement introduit pour les
interfaces qui permet de reproduire les effets de vitesse observés expérimentalement
(voir Figure 3.4).

FIGURE 3.4: Taux de restitution d’énergie critique fonction de la vitesse de délaminage
sur un essai DCB de composite AS4/3501-6 [Aliyu et Daniel, 1983]
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La fonction w s’écrit :

w = sup
τ≤t

(
n

n +1

〈Yi −Y 0
i 〉

Y C
i −Y 0

i

)n

(3.25)

où Y 0
i est la force thermodynamique d’initiation et Y C

i la force thermodynamique cri-
tique de l’endommagement à l’interface. Par ailleurs, n est un paramètre de couplage.
Aucune déformation résiduelle n’est considérée à l’interface, bien qu’il puisse en exis-
ter en raison du frottement entre les plis [Allix, 1989].

On pourra remarquer que tous ces paramètres s’identifient grâce à des essais de
type DCB, ELS et ENF en quasi-statique [Allix et al., 1995], à l’exception de τC et a′ qui
nécessitent un essai dynamique [Allix et al., 1998, Corigliano et Allix, 2000, Guimard
et al., 2009].

4 Pont micro-méso et modèle amélioré

L’un des problèmes de cette vision entièrement mésomécanique est qu’elle ne
fait pas nécessairement le lien entre une variable d’endommagement et la dégrada-
tion micromécanique sous-jacente. Par exemple, comme évoqué plus tôt, lorsqu’un
pli ±45˚est sollicité en traction, on voit apparaître d’abord des décohésions fibres-
matrice et de la microfissuration, puis des fissures discrètes qui traversent à travers
toute l’épaisseur du pli [Nairn et Hu, 1992, Nairn, 2001] (voir Figure 3.5).

FIGURE 3.5: Fissures traversant l’épaisseur du pli et branchant ou se coudant à l’inter-
face pour plusieurs empilements [Lafarie-Frenot et al., 2001]

Ce phénomène restant assez diffus, la mécanique de l’endommagement permet
de le représenter, mais les variables d et d ′ ne font pas la différence entre décohé-
sions/microfissuration et fissures discrètes. Par conséquent, elles ne permettent pas
de remonter au taux de fissuration du pli (défini par τ= hpl i /L f où hpl i est l’épaisseur
du pli et L f la distance moyenne entre deux fissures), valeur plus facilement mesurable
par les constructeurs et organismes de certification. C’est pour redonner confiance
dans cette vision mésomécanique de la modélisation des stratifiés qu’un pont micro-
méso a été établi au LMT-Cachan depuis quelques années. Le principe est d’établir une
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équivalence énergétique entre des modèles micromécaniques et le mésomodèle d’en-
dommagement par l’intermédiaire d’une technique d’homogénéisation (voir Chapitre
2). Sous certaines hypothèses, notamment de chargement et de mécanismes de dégra-
dation, cette équivalence permet d’extraire des lois de comportement méso basées sur
la réponse micro.

Avant ces travaux, plusieurs auteurs s’étaient déjà intéressés à homogénéiser l’in-
fluence de la décohésion fibres/matrice seule [Wriggers et al., 1998, Ju et Lee, 2001].
De plus, des approches similaires ont été utilisées pour quantifier l’effet de la fissura-
tion sur la réponse des Composites à Matrice Céramique (CMC) [Hild et al., 1996, Hild
et al., 1997]. De la même façon, Ladevèze et Lubineau ont établi le lien entre l’endom-
magement du pli et la fissuration discrète traversante, tout en intégrant l’influence des
plis adjacents [Ladevèze et Lubineau, 2001, Ladevèze et Lubineau, 2002]. Cela leur a
permis d’introduire de nouvelles variables d’endommagement pilotées par la micro-
mécanique, de lier ces variables au taux de fissuration du pli et d’établir un lien direct
entre la valeur de saturation de l’endommagement dc et la saturation de la fissura-
tion discrète. Cette étude a ensuite été étendue par Ladevèze, Lubineau et Marsal à
l’étude du micro-délaminage local [Ladevèze et al., 2005], dû au branchement des fis-
sures transverses à l’interface avec les plis voisins [Leguillon et al., 2000]. Ils ont ainsi
pu caractériser la nature du couplage entre les variables de délaminage et celle liées
à la fissuration du pli, couplage qui était jusque là identifié de manière phénoméno-
logique [Guinard et al., 2002]. Le mésomodèle amélioré qui en a résulté est capable de
prévoir avec une plus grande précision les scénarios de dégradation jusqu’à la rupture
d’empilements stratifiés. Grâce à des analyses numériques basées sur des modèles élé-
ments finis, le mésomodèle amélioré a notamment fait ses preuves sur la simulation de
plaques trouées et d’indentation hors plan [Lubineau et Ladevèze, 2008, Abisset et al.,
2011b]. Enfin, Rebière et Gamby ont utilisé une approche similaire pour déterminer un
multi-critère d’initiation de l’endommagement anisotrope [Rebière et Gamby, 2008].

5 Limites de la description continue et modèle hybride

Il demeure toutefois des cas où le mésomodèle amélioré est incapable de prédire
avec suffisamment de précision un scénario de dégradation. En particulier, puisqu’il
repose toujours sur la seule mécanique de l’endommagement, il partage ses limites. Or,
il existe plusieurs situations où se développent des dégradations localisées, discrètes,
comme le splitting (voir Figure 3.6).

C’est la raison d’être du modèle hybride, qui propose une description plus poussée
des mécanismes de dégradation en se plaçant, à chaque fois, à l’échelle la plus per-
tinente [Ladevèze et al., 2006, Violeau et al., 2009]. Il est également basé sur le pont
micro-méso, mais au lieu d’enrichir la description continue comme le fait le mésomo-
dèle amélioré, il vient ajouter au problème une description explicite des mécanismes
discrets. En l’occurrence, il s’agit des fissures traversant le pli. Cependant, les dégrada-
tions diffuses situées à une échelle inférieure, comme les décohésions/microfissures,
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FIGURE 3.6: Développement de splitting sous chargement de compression dans un
empilement troué [Lee et Soutis, 2008]

sont toujours représentées à l’aide de la mécanique de l’endommagement. Un pli
peut ainsi être représenté par un assemblage d’éléments de volume de matériau fibre-
matrice, entourés de surface minimales de rupture potentielle, comme schématisé sur
la Figure 3.7. Du fait de la nature orientée d’un pli composite, les surfaces minimales de
rupture suivent la direction des fibres, ce qui permet de définir a priori le pavage d’un
pli. On remarquera que les fissures peuvent être intra- comme inter-laminaires, ce qui
permet au couplage entre fissuration transverse et délaminage de se faire naturelle-
ment par le développement de concentrations de contraintes et de décharges locales.
Il devient également inutile d’introduire une saturation de l’endommagement diffus
dc , comme pour le mésomodèle standard, car ces mêmes décharges vont empêcher
naturellement l’endommagement de croître au-delà de cette valeur.

hpl i

de micro-délaminagevolumes de matériau
fibre-matrice homogénéisé

surfaces minimales

micro-délaminage

tranversant l’épaisseur du pli

pli unidirectionnel
de fibres et de matrice

localisé (en pointe de fissure)

fissuration transverse

surfaces minimales
de micro-fissuration

hpl i

FIGURE 3.7: Représentation des dégradations du pli considérées discrètes (à gauche) ;
constituants de base du modèle hybride (à droite)

Les principales hypothèses liées à la représentation hybride continue/discrète
sont : le choix d’une taille représentative des éléments de volume (et donc des sur-
faces de rupture) et la définition d’un modèle de fissuration. En pratique, les surfaces
de rupture intra-laminaires sont des carrés de côté hpl i , l’épaisseur du pli. La raison
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de ce choix est, d’une part, que les fissures transverses ont un développement instable
dans l’épaisseur du pli [Dvorak et al., 1985, Dvorak et Laws, 1987]. D’autre part, leur
propagation dans le sens des fibres est d’abord instable, jusqu’à atteindre une cer-
taine longueur a ' hpl i . Au-delà, la propagation peut se stabiliser pour un chargement
donné [Nairn, 2000]. Le modèle de fissuration, quant à lui, est basé sur la mécanique
de la fissuration discrète qui définit un critère de rupture basé sur le taux de restitution
d’énergie [Griffith, 1921, Hashin, 1996]. Ce modèle intègre également l’effet d’épais-
seur, qui prédit une initiation de la fissuration transverse par un critère en contrainte
lorsque l’épaisseur du pli est inférieure à une épaisseur critique hc [Garrett et Bailey,
1977,Crossman et Wang, 1982]. Ainsi, soit G i le taux de restitution d’énergie associé au
mode i , on définit le taux de restitution d’énergie modifié :

G i
m =

{
G i si hpl i > hc
hcG i

hpl i
si hpl i < hc

(3.26)

le second terme étant équivalent à un critère en contrainte. Le critère complet d’initia-
tion de la rupture des surfaces intra-laminaires s’écrit alors :

[(
G I

m

G I
C

)α
+

(
G I I

m

G I I
C

)α
+

(
G I I I

m

G I I I
C

)α] 1
α

≤ 1 (3.27)

où les G i
C sont les taux de restitution d’énergie critique. Pour la propagation comme

pour le délaminage, G i
m = G i , sachant que dans ce dernier cas les taux de restitution

d’énergie critiques peuvent être différents. De plus, une légère variabilité est introduite
dans la valeur des taux de restitution d’énergie critiques afin de représenter la statis-
tique du matériau réel et d’éviter une initiation simultanée de toutes les surfaces de
rupture. Enfin, la rupture des fibres est gérée, comme dans le mésomodèle standard,
par une variable d’endommagement dans le sens des fibres et un critère fragile inspiré
de celui de Pück [Pück et Mannigel, 2007].

6 Simulations numériques performantes

Ces différentes versions du mésomodèle, en particulier les plus récentes, im-
pliquent des coûts de calcul conséquents. Chaque pli étant modélisé indépendam-
ment, compte tenu de leur épaisseur (' 0.1 mm), la simulation de structures de grande
taille nécessite un traitement numérique adapté. C’est pourquoi de nombreux codes
de calcul ont été spécifiquement développés pour l’étude des composites stratifiés.
Seuls quelques-uns parmi les plus récents sont évoqués ici.

Le mésomodèle hybride a contribué à la mise en place de la plate-forme de calcul
du laboratoire, par le développement d’un code dédié [Violeau et al., 2009]. Ce code
de calcul, intitulé Multi, utilise une méthode de décomposition de domaines mixte
(la méthode LaTIn multiéchelle [Ladevèze et al., 2001, Ladevèze et Nouy, 2003]) dont
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les interfaces entre sous-domaines coïncident avec les surfaces de rupture potentielle
du modèle. Il en résulte un très grand nombre de sous-domaines, dont la résolution
peut être encore accélérée par l’introduction d’une échelle dite “super-macro”. Le pro-
blème aux interfaces associé à cette nouvelle échelle est résolu par un algorithme de
gradient conjugué préconditionné [Trovalet et al., 2009]. Une parallélisation efficace
permet alors de traiter des calculs de plusieurs dizaines de millions de degrés de li-
berté en non-linéaire, malgré la présence de nombreuses fissures.

Une variante de Multi a été développée pour pouvoir traiter des cas de grands
déplacements et d’instabilités [Saavedra et al., 2011]. Elle est basée sur une formula-
tion Lagrangienne totale et un algorithme de pilotage à longueur d’arc, qui permettent
d’étudier les interactions flambage/délaminage à l’échelle des plis. Ces situations étant
déjà très instables, le modèle de comportement des plis est considéré hyperélastique
orthotrope sans possibilité de fissuration intra-laminaire.

Le mésomodèle amélioré dispose de son propre code de calcul dans la plate-forme,
baptisé COFFEE [Bordeu et al., 2009]. Ce code utilise une méthode de décomposi-
tion de domaines type BDD [Mandel, 1993], dont le découpage des sous-structures
est adapté au côté non-local des lois de comportement inter- et intra-laminaires. Une
fois parallélisée, cette méthode permet également de traiter des problèmes à plusieurs
millions de degrés de liberté.

Enfin, les mésomodèles standard et amélioré sont depuis peu implantés dans Aba-
qus/Standard [Lubineau et Ladevèze, 2008]. Le mésomodèle standard est également
implanté dans SAMCEF. Ces introductions dans des codes de calcul développés pour
l’industrie permettent de réaliser des simulations profitant des autres fonctionnalités
de ces logiciels (voir Figure 3.8).

(Ave. Crit.: 75%)
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FIGURE 3.8: Développement d’endommagement diffus (en haut) et de microfissura-
tion (en bas) avec le mésomodèle amélioré [Lubineau et Ladevèze, 2008]
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7 Conclusions sur la mésomodélisation des stratifiés

Chacune des versions du mésomodèle a été appliquée avec succès à de nombreux
cas d’études. Les thèses d’Allix (HDR) [Allix, 1992] et Le Dantec [Le Dantec, 1989]
pour le mésomodèle standard, de Lubineau [Lubineau, 2002] et Marsal [Marsal, 2005]
pour le mésomodèle amélioré, et de Violeau [Violeau, 2007] et Trovalet [Trovalet, 2010]
pour le modèle hybride, proposent une analyse détaillée de chacun des modèles et
de leurs capacités de prédiction. On retiendra que le mésomodèle standard est de
loin la version la moins coûteuse des trois et qu’elle demeure parfaitement appropriée
pour simuler l’état de zones faiblement endommagées, sans couplage fort fissuration-
délaminage. Le mésomodèle amélioré, pour sa part, est un bon compromis entre per-
formances des calculs et représentativité des mécanismes de dégradation, avec des
variables spécialement introduites pour la fissuration traversante et un couplage fort
avec le délaminage. Enfin, le modèle hybride n’a pas les mêmes prétentions en termes
de performances de calcul. En effet, il a pour principal objectif de servir de matériau
virtuel de référence, en offrant une description plus détaillée des dégradations discrètes
qui facilite la validation, notamment dans des cas de fortes localisations.

Dans le cadre de l’étude du phénomène de plissement, il a été évoqué que le split-
ting peut parfois précéder ou accompagner le développement de la kink-band. Une
mauvaise représentation de ce phénomène risque de dégrader la pertinence des pré-
dictions de rupture. C’est pourquoi le modèle hybride a été choisi. De plus, son échelle
de description est la plus proche du phénomène de dégradation que l’on souhaite inté-
grer, ce qui devrait faciliter la validation d’un certain nombre de cas-tests. Par ailleurs,
elle devrait permettre d’observer l’apparition de couplages naturels entre plissement
et fissuration. Enfin, elle fait office d’étape intermédiaire à l’identification d’un méso-
modèle intégrant la rupture par kinking et ses couplages.
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Après cette analyse de l’état de l’art dans les trois grands domaines qui vont être
abordés dans cette thèse, un bref récapitulatif s’impose.

On souhaite modéliser la réponse en compression des stratifiés dans le sens des
fibres. Compte tenu des observations phénoménologiques, on choisit de ne pas consi-
dérer son comportement comme comportement élastique-fragile, avec une rupture
ultime prédite par un critère. En effet, les critères de la littérature ne permettent pas
une prévision satisfaisante de l’état de dégradation, des couplages entre les méca-
nismes et de l’énergie dissipée. En revanche, certains micromodèles offrent de telles
informations. Le modèle de Budiansky & Fleck est préféré pour deux raisons : il in-
troduit peu de paramètres, mais au moins ceux jugés critiques pour la prévision du
kinking par les études expérimentales ; de plus il a déjà été adapté à la simulation nu-
mérique par Éléments Finis dans la thèse de Guimard. Cependant, ses capacités de
prédiction en termes de contrainte à rupture sont discutables pour les valeurs de dé-
fauts observées par Paluch. Il est donc impératif de proposer avant tout une meilleure
description des mécanismes de dégradation activés pour améliorer les prédictions de
ce micromodèle.

Afin d’intégrer cette réponse dans des simulations numériques à une échelle supé-
rieure, permettant de tester virtuellement des échantillons complets, on choisit d’iden-
tifier un comportement mésoscopique prédéfini par une méthode d’homogénéisa-
tion. En effet, le coût numérique de ces approches est plus faible que celui des mé-
thodes dites d’homogénéisation numérique. Par ailleurs, on dispose déjà d’une forme
du potentiel énergétique et des variables internes que l’on souhaite enrichir (voir ci-
dessous). Cependant, l’absence d’hypothèse sur l’état des dégradations implique plu-
sieurs trajets de chargement pour identifier l’évolution et les couplages des variables
internes mises en jeu. Autre difficulté, le fait que la microstructure présente une cer-
taine variabilité et soit non-linéaire géométriquement suggère un traitement spéci-
fique. Il faudra donc prendre des précautions toutes particulières en plus de celles
connues et mentionnées dans l’état de l’art.

Enfin, l’identification de ce comportement devrait permettre d’enrichir un méso-
modèle adapté à la simulation de structures composites tridimensionnelles (à terme,
d’absorbeurs de chocs). Dans ce cadre, on fait le choix d’utiliser le mésomodèle d’en-
dommagement développé au LMT-Cachan. En effet, il permet de réaliser des simula-
tions à l’échelle de l’échantillon dans un temps raisonnable, en quasi-statique ou en
dynamique, tout en intégrant des informations suffisantes sur les mécanismes de dé-
gradation. Toutefois, pour une première validation en quasi-statique, on choisit d’utili-
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ser la version hybride de ce modèle, qui permet de représenter explicitement des phé-
nomènes discrets dont la taille caractéristique est proche de celle du kinking. Cela de-
vrait permettre d’une part une validation plus aisée des résultats, et d’autre part d’ob-
server d’éventuels couplages naturels entre kinking et splitting.

Ces questions sont adressées dans la seconde partie de ce manuscrit.
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Chapitre 4

Modélisation micromécanique du
plissement dans les plis

unidirectionnels

Ce chapitre présente les travaux consacrés à la modélisation micromé-
canique du comportement jusqu’à rupture d’un pli unidirectionnel. Le
phénomène de plissement est le mode de rupture privilégié de nom-
breux matériaux composites en compression dans le sens des fibres.
Il se caractérise par une instabilité due à la fois au flambage localisé
des fibres et au cisaillement de la matrice entre elles. Sa modélisation
quantitative nécessite la prise en compte de trois éléments clefs : la sta-
tistique d’ondulation des fibres, les non-linéarités matérielles dans la
matrice et le couplage avec des chargements de cisaillement locaux ou
globaux. Fort de tous ces ingrédients, un modèle robuste basé sur la
kinking theory est proposé et analysé.
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1 Micromodèle de flambage unidirectionnel

Il s’agit ici de définir un micromodèle de flambage aussi simple que possible, mais
susceptible de reproduire de façon quantitative la réponse de la microstructure d’un
pli à fibres longues à une sollicitation de compression mixte. Pour satisfaire cette exi-
gence, il est nécessaire de prendre en compte les principaux paramètres influant si-
gnificativement sur cette réponse, comme décrit dans l’état de l’art (voir Chapitre 1).
Cette section ne présente que le micromodèle en lui-même, largement basé sur le mo-
dèle numérique développé pendant la thèse de Guimard [Guimard et al., 2007]. Ses
performances et limites sont analysées dans la section suivante.

1.1 Principe et définition d’un VER

Considérons le Volume Élémentaire Représentatif de la microstructure Ω repré-
senté sur la Figure 4.1 dans un repère R = (e1,e2). Cet élément de volume de lon-
gueur L et de section S est composé de fibres rigides (de diamètre δ f et avec un ra-
tio volumique η f ) entourées d’une matrice souple. Il est soumis à un chargement de
compression-cisaillement défini par les contraintes macroscopiques σ0 et τ0, reliées
aux déformations associées par les modules élastiques homogénéisés du composite
E 0

1 et G0
12.

Le VER est considéré périodique suivant la direction e t , qui forme un angle β avec
e2, β étant l’angle final de la kink-band. Par ailleurs, on fait l’hypothèse de contraintes
planes. Enfin, l’ensemble de le VER est considéré comme présentant un léger mésali-
gnement avec la direction e1, d’amplitude v0 de demi-longueur d’onde x0. Ce défaut
implique une déflexion initiale des fibres non-nulle de la forme :

v0(x) = v0 sin

(
πx

x0

)
∀(x, y) ∈Ω (4.1)

e1

e2e t
e s

periodic BCs

σ0σ0

τ0

τ0
Ω ω+ω0

β

FIGURE 4.1: Volume Élémentaire unidirectionnel Représentatif de la microstructure

Considérons maintenant l’équilibre quasistatique de cet RVE. L’équilibre des ef-
forts suivant e1 implique :

∂σ11

∂x
= 0 ⇒σ11 =σ0 (4.2)

Sous l’hypothèse de flambage linéarisé, l’équilibre des efforts suivant e2 s’écrit :

∂σ22

∂y
+ ∂σ12

∂x
−σ11

(
∂ω

∂x
+ ∂ω0

∂x

)
= 0 (4.3)

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



Micromodèle de flambage unidirectionnel 71

Au vu de l’hypothèse de périodicité et si l’on suppose la cinématique de la faible
épaisseur de matrice pilotée par celle des fibres, toutes ces variables sont constantes
suivant la direction e t et ne dépendent que de s = x cosβ+ y sinβ, d’où :

σ22 tanβ+σ12 −σ11 (ω+ω0) = 0 (4.4)

Enfin, l’équilibre des moments dans le plan implique :

∂m

∂x
=σ21 −σ12 −τ0 (4.5)

En substituant les équilibres des efforts dans l’équation d’équilibre en moments :

∂m

∂x
=σ21 +σ22 tanβ−σ0 (ω+ω0)−τ0 (4.6)

On suppose le moment dû à la flexion élastique des fibres via la relation :

m =
E 0

1δ
2
f

16

∂ω

∂x
(4.7)

où δ f est le diamètre des fibres.
D’où :

E 0
1δ

2
f

16

∂2ω

∂x2
+σ0 (ω+ω0)− (

σ21 +σ22 tanβ−τ0
)= 0 (4.8)

On fait l’hypothèse que les fibres obéissent à un comportement de type poutre
élancée d’Euler-Bernoulli :

ω= ∂v

∂x
(4.9)

Les déformations γ21 et ε22 sont alors définies par :

γ21 = ∂v

∂x
=ω et ε22 = ∂v

∂y
=ω tanβ (4.10)

Dès lors, l’Équation 4.8 ne dépend que d’une inconnue cinématique ω et on peut
la mettre sous forme faible. On cherche ω CA tel que ∀ω∗ CA à 0 :

∫
Ω

(
E 0

1δ
2
f

16

∂2ω

∂x2
+σ0 (ω+ω0)− (

σ21 +σ22 tan2β−τ0
))
ω∗dΩ= 0 (4.11)

Si l’on considère les fibres indéformables outre leur élasticité en flexion, le pro-
blème est entièrement unidirectionnel et il vient :∫ L

−L

(
E 0

1 I
∂2ω

∂x2
+η f Sσ0 (ω+ω0)− (1−η f )S

(
σ21 +σ22 tan2β−τ0

))
ω∗dΩ= 0 (4.12)

Une fois mis sous cette forme, le problème peut être discrétisé par la Méthode des
Éléments Finis, par exemple dans le code de calcul matriciel QtOctave [Eaton, 2002].
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Dans la thèse de Guimard, ceci a été fait pour le cas de la compression seule grâce
des éléments poutre de Hermite. De plus, en raison de la symétrie du problème, seule
la moitié du VER a été simulée. Enfin, une méthode de pilotage à longueur d’arc a été
implantée pour pouvoir passer d’éventuels snap-back [Wempner, 1971,Riks, 1972,Riks,
1978,Crisfield, 1981]. Le dernier ingrédient du modèle est la loi de comportement liant
σ21 à γ21 et σ22 à ε22, qui sera discutée dans la partie suivante.

1.2 Modélisation du comportement des constituants

Pour la simulation du kinking, le choix du comportement des constituants est cru-
cial. Depuis les travaux de Schuerch, la nécessité de prendre en compte l’inélasticité
de la matrice est un fait acquis, la loi liant σ21 à γ21 et σ22 à ε22 se devant de présenter
une phase non-linéaire. Par exemple, la kinking theory definit :

σeq =
√√√√σ2

21 +
G0

12

E 0
2

σ2
22 et γeq =ω

√√√√1+ G0
12

E 0
2

tan2β (4.13)

Pour Budiansky et Fleck, ces variables obéissent à une loi de Ramberg-Osgood à
trois paramètres (la limite élastique en contrainte σy , en déformation γy et l’exposant
non-linéaire n) [Ramberg et Osgood, 1943] :

γeq

γy
= σeq

σy
+ 3

7

(
σeq

σy

)n

(4.14)

Guimard et Allix ont introduit pour leur part des déformations irréversibles obéissant
à une loi élasto-plastique de Prandtl-Reuss [Prandtl, 1924, Reuss, 1930] :

γeq = γe
eq +γp

eq (4.15)

f =σeq −σy −R(γp
eq ) ≤ 0 (4.16)

R(γp
eq ) = K × (γp

eq )m (4.17)

Dans l’état de l’art, plusieurs observations expérimentales ont fait état de fortes
dégradations au sein de la kink-band, à savoir de décohésions fibres-matrice et de
micro-fissures. Toutefois, elles ne sont généralement pas intégrées dans les modèles
de kinking. Afin de mettre en évidence la nécessité de leur modélisation, il suffit d’étu-
dier l’état de la microstructure simulée à l’issue d’un calcul sans leur prise en compte.
Considérons un VER avec une ondulation λ0 = 0.01, soumis à un chargement de com-
pression pure (τ0 = 0) jusqu’à ce que le critère de rupture des fibres ε f (voir plus loin)
soit atteint. La réponse est tracée Figure 4.2.

On s’intéresse à l’état local du matériau, au milieu de la kink-band. La Figure 4.3
trace l’évolution de la contrainte σ21 en fonction de la déformation γ21 au cours du
calcul. On remarquera que σ21 atteint alors des valeurs absolument irréalistes, excé-
dant près de 10 fois la limite élastique σy , et que γ21 atteint des valeurs de l’ordre de
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FIGURE 4.2: Courbe de réponse globale en compression au cours de la simulation

50%. On pourra arguer que ces valeurs sont atteintes à la rupture des fibres, ce qui
se produit après le passage du pic correspondant à la contrainte maximale de com-
pression. Toutefois, dans une optique de prédiction de l’énergie dissipée, l’aire sous
la courbe au moment de la rupture est toute aussi importante que la dite contrainte
maximale. Ainsi, l’introduction de modèles de dégradations susceptibles de mieux re-
produire l’état de la microstructure est indispensable.
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FIGURE 4.3: Courbe de réponse locale en cisaillement au cours de la simulation

Si le micromodèle s’y prête, ces dégradations peuvent être représentées de façon
explicite, par exemple à l’aide d’éléments cohésifs séparant les fibres et la matrice pour
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la décohésion et d’un modèle de rupture ductile pour la microfissuration [Mediavilla
et al., 2006]. Dans le cas unidirectionnel présent, la mécanique de l’endommagement
est une simplification acceptable. En effet, elle revient à considérer que ces dégrada-
tions sont elles aussi périodiques selon et et que le VER est suffisamment large devant
la dimension caractéristique des dégradations, ce qui est en accord avec les hypothèses
précédentes. L’équipe de Pinho a également introduit de l’endommagement dans leur
modèle, mais qui affecte la raideur en compression des fibres [Pimenta et al., 2009].

Afin de représenter les effets de ces dégradations sur le comportement en cisaille-
ment et en traction transverse du VER, deux variables sont introduites, d et d ′ respec-
tivement. De plus, le matériau va toujours être considéré comme inélastique dans ces
directions, en raison du comportement non-linéaire de la matrice et des glissements
entre les phases dégradées. L’évolution de ces variables internes et leurs couplages a
déjà été étudié, dans le cadre du mésomodèle d’endommagement des stratifiés (voir
Chapitre 3). Le comportement matériau décrit ci-après est essentiellement basé sur
cette description, ce qui a également l’avantage de le rendre compatible avec le méso-
modèle qui servira de cible à l’homogénéisation.

La densité d’énergie de déformation élastique en tout point x du VER s’écrit :

ρΨe = 1

2

(
σ2

21

G0
12(1−d)

+ <σ22 >2

E 0
2(1−d ′)

+ <−σ22 >2

E 0
2

)
(4.18)

où 〈•〉 est la fonction partie positive, qui permet de différencier les chargements de
traction, qui ont tendance à ouvrir les fissures et à être affectés par l’endommagement,
des chargements de compression, qui ont tendance à fermer les fissures et à ne pas
être affectés. Puisque l’on considère que l’endommagement ne varie pas suivant la di-
rection e t du VER, toutes les énergies peuvent être aisément intégrées dans la section
S et ne varient que suivant x. Les forces thermodynamiques conjuguées aux variables
internes d et d ′ s’écrivent :

Yd =−ρ ∂Ψe

∂d

∣∣∣∣
σ21

= σ2
21

2G0
12(1−d)2

et Yd ′ =−ρ ∂Ψe

∂d ′

∣∣∣∣
σ22

= <σ22 >2

2E 0
2(1−d ′)2

(4.19)
L’évolution des variables d’endommagement s’écrit alors, à l’instant t :

d = sup
τ≤t

(
〈pY −

p
Y 0〉p

Y C −
p

Y 0

)
et d ′ = b′d (4.20)

avec :
Y = Yd +bYd ′ (4.21)

Afin d’introduire un couplage entre endommagement et plasticité, on définit les
contraintes effectives :

σ̃21 = σ21

1−d
et σ̃22 = <σ22 >

1−d ′ −<−σ22 > (4.22)
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L’équivalence en énergie dissipée se réduit à :˜̃σ : ˙̃˜εp = ˜σ : ˙˜εp (4.23)

Ce qui définit les déformations inélastiques effectives :

˙̃γp
21 = γ̇

p
21(1−d) et ˙̃εp

22 = ε̇
p
22(1−H (σ22)d ′) (4.24)

où H est la fonction Heaviside. Enfin l’hypothèse de partition des déformations im-
plique :

˜ε=˜εe +˜εp (4.25)

La fonction seuil inélastique peut alors s’écrire en termes de contraintes effectives :

f (σ̃, p) =
√
σ̃2

21 + (aσ̃22)2 −R(p)−σy (4.26)

où σy ≡ R0 est la limite élastique initiale et R(p) est une loi d’écrouissage isotrope de
Prandtl-Reuss :

R(p) = K pm (4.27)

On remarquera qu’il ne s’agit pas là d’un modèle de plasticité de Prandtl-Reuss,
car celui-ci suppose une isotropie matérielle et une surface de charge de von Mises.
En revanche, l’hypothèse de plasticité associée et la loi d’évolution en puissance sont
conservées. Par ailleurs, les paramètres d’inélasticité sont différents de ceux utilisés
par Guimard et Allix, malgré la similitude de la loi (voir plus loin pour les valeurs rete-
nues dans le cadre de l’étude). La loi d’écoulement est gouvernée par les équations de
cohérence [Prager, 1949, Drücker, 1951] :

λ̇≥ 0 et f ≤ 0 et λ̇ f = 0 (4.28)

l’hypothèse de plasticité associée impliquant :

˙̃˜εp = λ̇ ∂ f

∂ ˜̃σ
∣∣∣∣
R
= ṗ

∂ f

∂ ˜̃σ
∣∣∣∣
R

(4.29)

Enfin, on a supposé que les fibres fléchissaient de façon élastique, mais seulement
jusqu’à un certain point. Ainsi, un critère de rupture fragile en ouverture est introduit :

δ f

2

∣∣∣∣∂ω∂x

∣∣∣∣+ σ0

E1
≤ ε f (4.30)

la valeur de ε f étant directement liée à la force thermodynamique à rupture des fibres
en traction du mésomodèle Y f = E 0

1ε
2
f .

Afin de réaliser des comparaisons quantitatives, on se donne les valeurs des pa-
ramètres introduits dans le modèle pour un pli de T300/BSL-914C. Compilés dans
le Tableau 4.1, ils sont issus des identifications expérimentales de Le Dantec, Paluch
et Guimard [Le Dantec, 1989, Paluch, 1994, Guimard, 2009]. La réponse contrainte-
déformation de cisaillement avec décharges d’un pli [±45]4s (Figure 4.4) permet
d’identifier la loi d’évolution de l’endommagement (Figure 4.5) et la loi d’écrouissage
(Figure 4.6). La loi de comportement ainsi obtenue est comparée avec celle utilisée par
Guimard et Allix (Figure 4.7) en termes de σeq

(
γeq

)
. Jusqu’à 1.5% de déformation, les

deux réponses sont quasiment confondues.
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PARAMÈTRE NOTATION VALEUR

Diamètre moyen des fibres δ f 7 µm
Ratio volumique de fibres η f 0.6
Amplitude de mésalignement v0 0.53−6.31 µm
Demi-longueur d’onde de mésalignement x0 620−1160 µm
Module d’Young longitudinal E 0

1 130 GPa
Module d’Young transverse E 0

2 8.5 GPa
Module de cisaillement plan G0

12 4.2 GPa
Limite élastique R0 64 MPa
Module d’écrouissage K 1000 MPa
Exposant de l’écrouissage m 0.54
Couplage inélastique a 0.7
Force thermodynamique d’initiation Y 0 0.03 MPa
Force thermodynamique critique Y C 8 MPa
Couplage des forces associées c 0.5
Couplage des endommagements c ′ 0.8
Rupture des fibres ε f 0.01

TABLE 4.1: Paramètres matériau d’un pli de T300/BSL-914C unidirectionnel

σ12

(daN/mm2)

γ12 (%)

FIGURE 4.4: Courbe de réponse expérimentale d’un pli croisé ±45 [Le Dantec, 1989]
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FIGURE 4.6: Loi d’écrouissage identifiée à partir de la Courbe 4.4
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FIGURE 4.7: Comparaison de la loi utilisée avec un modèle élasto-plastique
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2 Réponse d’une microstructure statistique à des charge-
ments mixtes

On se propose à présent d’analyser la réponse du micromodèle et sa sensibilité aux
divers paramètres de l’étude. Lorsque c’est possible, ces analyses sont faites en regard
des résultats expérimentaux disponibles pour le matériau considéré. L’objectif est de
valider quantitativement le modèle et ses hypothèses principales, mais aussi de quan-
tifier l’influence des paramètres du problème d’après les observations expérimentales.
Seuls les paramètres les plus pertinents seront retenus pour la suite de l’étude.

2.1 Observations préliminaires

Reprenons la simulation numérique simple réalisée dans la section précédente. On
considère un VER avec une ondulationλ0 = 0.01, soumis à un chargement de compres-
sion pure (τ0 = 0) jusqu’à ce que le critère de rupture des fibres ε f soit atteint. La ré-
ponse avec le modèle et les paramètres matériau introduits dans le chapitre précédent
est tracée Figure 4.8. On remarquera deux choses : une contrainte maximale nettement
plus faible, avec une réduction de l’ordre de 40% ; et un snap-back plus prononcé, ac-
compagné d’une aire sous la courbe sensiblement diminuée.
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FIGURE 4.8: Courbe globale contrainte-déformation de compression au cours de la
simulation

À titre de comparaison, l’évolution de la contrainte et de la déformation de cisaille-
ment là où la matrice est la plus sollicitée est à nouveau tracée dans la Figure 4.9. On
distingue un comportement présentant un maximum de contrainte d’environ 65 MPa,
une valeur en accord avec les essais, et un adoucissement progressif passé ce pic. Ainsi,
l’énergie dissipée (aire sous la courbe) est finie, et la contrainte atteint une valeur nulle
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au-delà d’une déformation d’environ 12%. Enfin, les valeurs de d et d ′, ainsi que de la
plasticité cumulée dans toutes les directions, sont connues à tout instant du calcul.
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FIGURE 4.9: Courbe locale contrainte-déformation de cisaillement au cours de la si-
mulation

On peut donc conclure que le principal problème lié à l’utilisation d’un modèle
de comportement élastoplastique est résolu. Le comportement des microconstituants
est plus réaliste et l’énergie dissipée est bornée. Par ailleurs, ce choix de modélisation
a deux autres effets notables.

Tout d’abord, on aura remarqué la chute drastique de la contrainte maximale en
compression, d’environ 2600 à 1490 MPa (voire 1360 pour Y C

6 MPa, valeur retrouvée
dans [Daghia et al., 2009]). Cette chute rapproche sensiblement la valeur de contrainte
à rupture à celle des observations expérimentales, même si elle fait plutôt figure de
maximum. Par exemple, Vittecoq a observé des contraintes à rupture variant entre
1250 et 1370 MPa pour le même matériau. Les résultats numériques se situent donc
sur la borne haute des prédictions.

Par ailleurs, à l’issue du calcul, on constate sur la Figure 4.10 que l’endommage-
ment s’est essentiellement développé à l’intérieur de la kink-band (' 90%), de même
que la plasticité d’ailleurs (' 100%). En plusieurs points, les variables d’endommage-
ment ont atteint 1. Pourtant, il est intéressant de noter l’absence de localisation des
déformations, problème dont l’occurrence est liée à l’utilisation de la méthode des élé-
ments finis avec des modèles adoucissants locaux tels que celui-ci [Court, 2006]. Or,
dans le cas présent, le comportement élastique de la fibre ne s’adoucit pas et permet
de régulariser la solution en conservant l’ellipticité des équations d’équilibre.

Inversement, à l’extérieur de la kink-band, les non-linéarités matérielles sont très
faibles (≤ 5% de l’énergie totale). Ainsi, si l’énergie spécifique dissipée dans l’ensemble
de l’échantillon est d’environ 1.5 kJ/kg (contre environ 12 kJ/kg pour le modèle ma-
tériau sans endommagement, voir Figure 4.11), on peut estimer l’énergie spécifique
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FIGURE 4.10: Évolution de l’endommagement diffus, de la plasticité cumulée et de la
contrainte équivalente au cours de la simulation, pour x ∈ [0,L]

dissipée dans la kink-band à environ cinq fois cette valeur. Avec 7 kJ/kg, l’énergie spé-
cifique absorbée simulée correspond à une fraction non-négligeable (12 à 80%) de
l’énergie dissipée mesurée dans les essais.

2.2 Études de sensibilité

On s’intéresse à présent à l’influence des paramètres du problème pour la prévision
de la rupture, notamment d’un point de vue énergétique. Pour l’essentiel, cela revient
à effectuer une analyse de sensibilité aux différents paramètres jugés critiques, d’après
l’étude bibliographique menée dans le Chapitre 1. Si l’on considère les valeurs maté-
rielles et géométriques “classiques” (i.e. tanβ, η f , δ f , etc.) comme connues, les deux
principaux paramètres influant sur la prédiction de la rupture par kinking sont :

• l’ondulation ou le mésalignement des fibres λ0 (le ratio de l’amplitude v0 sur la
longueur d’onde x0) ;

• la mixité du chargement, et notamment dans ce cas la présence de cisaillement.
Contrairement à de nombreuses études micromécaniques, les effets de ces para-

mètres sur la géométrie de la kink-band (outre son épaisseur) ne seront pas étudiés.
En effet, ces considérations sont d’un ordre de grandeur microscopique : elles n’ont
pas d’impact significatif sur, par exemple, la quantité d’énergie dissipée par un ab-
sorbeur de choc composite. En revanche, le comportement du VER est une préoccu-
pation première, à savoir sa réponse globale (et notamment sa contrainte à rupture
σC ) mais aussi les contributions des différents mécanismes de dégradations introduits
dans le modèle. Entre autres, l’activation de ces mécanismes va affecter significative-
ment l’énergie dissipée au cours du processus φ f , une donnée rarement étudiée dans
la littérature. Cette énergie est calculée à l’instant où le matériau est totalement rompu,
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ce qui correspond ici au critère de rupture des fibres ε f . Dans le cas où la rupture des
fibres ne serait pas toujours atteinte, on s’intéressera à l’énergie dissipée φC à l’instant
de la contrainte longitudinale maximale à rupture σC .

2.3 Influence du défaut d’alignement des fibres

L’influence critique des défauts de la microstructure est une problématique recon-
nue depuis les travaux d’Argon. Ces défauts ont essentiellement pour origine le pro-
cédé de fabrication, qui produit des fibres présentant une légère ondulation (souvent
inférieure à 1˚pour les fibres de carbone) difficilement contrôlable. Par ailleurs, le pro-
cédé de cuisson puis de refroidissement des carbone-époxy peut accentuer ce phéno-
mène, parfois de façon significative [Jochum et al., 2007, Jochum et al., 2008].

La mesure de l’ondulation des fibres est délicate et les travaux sur le sujet sont
peu nombreux. Les observations de Paluch sont toutefois très complètes et fournissent
d’importantes données sur ces valeurs et leur statistique. L’auteur relève notamment
que l’orientation des défauts d’alignement est parfaitement aléatoire, bien qu’il ne dis-
cute pas leur distribution spatiale. L’amplitude et la longueur d’onde des ondulations
évoluent entre les valeurs extrêmes indiquées dans le Tableau 4.1. On rappelle que la
fonction densité de probabilité (FDP) de l’angle du défaut d’alignement γ0 était repré-
sentée sur la Figure 1.5, avec une valeur maximale de l’angle d’ondulation considéré
de 0.6˚(soit un ratio λ0 ' 0.01). On pourra remarquer que Paluch a pourtant observé
des valeurs d’angle d’ondulation supérieures à 0.6˚, mais en raison de la technique de
mesure séquentielle utilisée (par découpe micrométrique d’échantillons), ces valeurs
ont été considérées comme trop incertaines pour être validées. Dans cet esprit, on se
bornera dans la suite à des angles d’ondulation strictement inférieurs à 0.6˚.
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Guimard et Allix ont illustré l’influence critique de la statistique de défaut sur la
réponse de la structure, en particulier sa contrainte à rupture. Dans le cas du modèle
utilisé ici, cette influence demeure fondamentale, comme illustré par la Figure 4.12
(à cette échelle, les snap-back sont si prononcés qu’ils se confondent quasiment avec
la pente élastique). En pratique, un défaut infinitésimal mènerait à une contrainte à
rupture proche de la contrainte critique déterminée par une simple analyse de flam-
bage élastique (soit σC ' 7000 MPa). En revanche, plus l’ondulation augmente, plus la
contrainte critique diminue (ici jusqu’à σC ' 1500 MPa) et il en va de même pour la
déformation longitudinale à rupture.
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FIGURE 4.12: Courbe de réponse en compression pour λ0 ' 0 et λ0 = 0.01

Afin de juger quantitativement des effets des défauts, on trace l’évolution de la
contrainte à rupture et de l’énergie dissipée sur un même graphe, directement en fonc-
tion de l’angle d’ondulation des fibres (voir Figure 4.13). On notera que les effets de
taille ne sont pas pris en compte sur ce graphe, avec une demi-longueur d’onde x0

constante, seule l’amplitude v0 variant. On constante ici que la contrainte à rupture
dépend très fortement du défaut pour les valeurs les plus faibles. À mesure qu’on se
rapproche de valeurs plus proches de 0.6˚, la dépendance est moins prononcée.

En revanche, l’énergie absorbée à rupture, par tous les mécanismes dissipatifs ou
capables de stocker de l’énergie, est nettement moins dépendante du défaut. On ob-
serve une tendance linéaire assez nette, de faible pente, qu’on peut sans doute corréler
à l’épaississement de la kink-band avec l’angle d’ondulation (voir Figure 4.14).
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FIGURE 4.13: Influence de l’ondulation des fibres (à longueur d’onde constante) sur la
contrainte et l’énergie dissipée à rupture
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Ajoutons à présent à la Figure 4.13 l’influence des effets de taille, en faisant varier
x0 tout en gardant la taille du VER constante. Le résultat est tracé sur la Figure 4.15. On
constate que la contrainte à rupture n’est quasiment pas affectée par cet effet, ce qui
corrobore le choix d’un unique paramètre dimensionnant λ0 pour la prédiction de la
contrainte à rupture. En revanche, l’énergie absorbée à rupture est affectée, comme on
pouvait s’y attendre. En effet, la taille de la process zone augmentant avec la longueur
d’onde, une plus grande quantité de matériau sera sollicitée en traction transverse-
cisaillement au cours du kinking et absorbera donc de l’énergie. En pratique, cette in-
fluence est du même ordre de grandeur que celle de l’angle d’ondulation.
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FIGURE 4.15: Influence de l’ondulation des fibres (à longueur d’onde variable) sur la
contrainte et l’énergie dissipée à rupture

Pour mieux estimer la criticité de cette influence, on peut tracer la FDP de l’angle
d’ondulation λ0, de la contrainte à rupture σC et de l’énergie dissipée à rupture φC

sur la Figure 4.16. On définit alors une fonction de Weibull à trois paramètres (a, b et
c) [Weibull, 1951] :

W (x; a,b,c) = 1−e
( x−a

b

)c

(4.31)

où x est l’abscisse de la variable considérée et c une mesure de la sensibilité de la fonc-
tion. Si l’on approxime chaque FDP par une fonction de Weibull, sa valeur de c permet
de conclure quant à la sensibilité de chaque valeur. Ici, on obtient :

cλ ' 2.3 cσ '−4.1 cφ ' 13.7 (4.32)

La plage de variation très importante de l’angle d’ondulation se traduit par une
valeur de c proche de 1. Puisque le module de Weibull de la contrainte à rupture est
proche, cela indique qu’elle est très sensible à ce paramètre. On remarquera le signe
opposé, qui indique la diminution de la contrainte à rupture lorsque l’angle d’ondula-
tion augmente. Cependant, le module de Weibull de l’énergie absorbée n’est pas aussi
concluant. Il est certes beaucoup plus grand que 1, mais pas suffisamment pour consi-
dérer que l’énergie absorbée ne dépend absolument pas de ce paramètre (c > 50).
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FIGURE 4.16: FDP de l’angle d’ondulation, de la contrainte et de l’énergie à rupture

2.4 Influence de la mixité du chargement

Au delà des paramètres intrinsèques au composite que sont le comportement ma-
tériau et les statistiques de défauts, le type de chargement imposé a également une
grande importance. En particulier, comme de nombreux auteurs ont pu l’étudier,
l’ajout d’une précharge de cisaillement a une très forte influence sur la tenue en com-
pression du stratifié. C’est cette influence que l’on cherche à quantifier ici, à la manière
de ce qui a déjà fait dans la littérature [Vogler et Kyriakides, 2001a,Gutkin et al., 2010a].
L’effet de cette précharge sur la réponse en compression est donné par la Figure 4.17.
Si l’on constate une diminution de la contrainte maximale, l’allure de la courbe reste
globalement la même, avec une perte totale de rigidité après passage du pic. Contrai-
rement au cas élasto-plastique, on note qu’il n’y a pas de reprise de raideur avant rup-
ture des fibres. On peut alors étudier l’influence de cette précharge de cisaillement sur
la contrainte et l’énergie absorbée à rupture.

En termes de contrainte tout d’abord, il est possible de tracer un critère à rupture
dans un plan (σ0,τ0), comme sur la Figure 4.18. Comme on peut le constater, pour
des ordres de grandeurs de défaut raisonnables et avec une matrice élasto-plastique,
ce critère surestime significativement la tenue du composite. En revanche, avec une
loi élasto-plastique endommageable, le nuage de points expérimentaux obtenu dans
le cadre du premier World Wide Failure Exercise est globalement bien approximé pour
des chargements mixtes (i.e. τ0 6= 0). La forte dispersion des résultats expérimentaux ne
permet pas toutefois de parler de validation. L’influence du cisaillement par rapport à
la compression est quasiment linéaire, comme l’avaient déjà observé plusieurs auteurs
[Weaver et Williams, 1975, Jelf et Fleck, 1992, Vogler et Kyriakides, 2001a] et contrai-
rement à ce qu’indiquent de nombreux critères à rupture macroscopiques [Hinton
et al., 2004a]. Pour des cisaillements importants, la contrainte à rupture en compres-
sion chute jusqu’à zéro, le matériau ayant perdu toute rigidité.
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Pour des chargements en compression quasiment sans cisaillement (i.e. τ0 ' 0), on
remarquera que ce critère surestime encore quelque peu les valeurs expérimentales du
WWFE. La raison invoquée est que le champ de contraintes local auquel est soumis un
Volume Élémentaire Représentatif a toutes les chances d’inclure une composante de
cisaillement non négligeable. En raison de la forte anisotropie du matériau, les essais
supposément de compression ont tendance à se montrer très sensibles aux défauts et
effets de bord, y compris les défauts d’alignement de l’échantillon [Bois et al., 2009].

Cette hypothèse est supportée par les essais expérimentaux réalisés dans le cadre
du projet VulComp par le secteur Mécanique et Matériaux du LMT-Cachan. Par stéréo-
corrélation d’images [Hild et Roux, 2006,Besnard, 2010,Bersnard et al., 2010], Besnard,
Hild et Aimedieu ont observé les champs de déplacement d’un pli UD de T700/M21
en compression dans le sens des fibres. Malgré de grandes précautions de montage,
ils ont pu estimer d’importantes déformations de cisaillement localisées au niveau des
mors, juste avant la rupture (quelques dizaines d’images pour un essai quasi-statique
suivi par caméra rapide à 20000 images/seconde). Il paraît donc délicat de considé-
rer ce type d’essai comme représentatif d’un champ de compression pure, du moins à
l’échelle où se développe le kinking. Anthoine et co-auteurs avaient observé numéri-
quement des concentrations de contraintes similaires (voir Figure 4.19). Sur la Figure
4.18, cela revient à considérer que les valeurs du WWFE (points noirs) sur l’axe horizon-
tal peuvent présenter des contraintes locales de cisaillement (inconnues) comprises
entre 0 et 25 MPa, ce qui les amènerait à proximité des prévisions numériques.

FIGURE 4.19: Répartition des contraintes en peau d’une éprouvette testée en compres-
sion [Anthoine et al., 1998]

Dans la thèse de Vittecoq, un banc d’essai spécifique de flexion 4 points sur appuis
souples a été mis au point pour s’affranchir de cette sensibilité et obtenir très locale-
ment un champ de contraintes proche de la compression pure [Vittecoq, 1991]. Pour
un T300/914, ce montage a ainsi permis d’observer une contrainte de compression
à rupture dispersée entre 1250 et 1370 MPa. Ces valeurs sont extrêment proches des
résultats numériques, qui les surestiment de 0 à 15% selon le choix de certains para-
mètres du modèle et selon le résultat d’essai considéré.
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En termes d’énergies absorbées, les énergies dissipées ou stockées par chaque mé-
canisme (élasticité, inélasticité, endommagement) au moment du passage du pic ont
été tracées dans la Figure 4.20. On a indiqué plus tôt que, pour des cisaillements élevés,
le matériau perd quasiment toute rigidité avant application de la charge de compres-
sion. Dans ce cas, les fibres ne font que fléchir et la matrice se cisaille, alors même que
le pic de contrainte est passé. La matrice et les interfaces concentrent les déformations
et la rupture des fibres n’est jamais atteinte. C’est la raison pour laquelle on s’intéresse
ici à φC , les énergies absorbées lorsque la contrainte maximale de compression est at-
teinte, φ f ne pouvant être calculée dans tous les cas.
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FIGURE 4.20: Énergies absorbées à σ0 =σC en fonction de τ0

Pour des cisaillements faibles, on peut constater une légère augmentation des éner-
gies absorbées avec τ0. Ceci est essentiellement dû à une augmentation simultanée
de la taille de la kink-band à rupture, comme illustré par la Figure 4.21. En revanche,
pour des cisaillements élevés, l’énergie augmente très fortement. Cela s’explique cette
fois par le fait que l’ensemble de l’échantillon testé va entrer dans son domaine non-
linéaire matériau et dissiper de l’énergie par inélasticité et endommagement. Ainsi, les
énergies absorbées ne sont plus uniquement concentrées dans la kink-band, comme
précédemment. En conséquence, pour estimer l’énergie liée à la création d’une kink-
band en mode mixte, il conviendra de limiter davantage le domaine d’étude. Contrai-
rement à ce qui a été fait jusqu’ici, le VER pourra par exemple être choisi aussi épais ou
un peu plus épais que la kink-band.

Pour finir cette étude de sensibilité, on s’intéresse à nouveau aux modules de Wei-
bull des contraintes à rupture et de l’énergie absorbée à rupture des fibres (cφ) en pré-
sence de cisaillement faible. Les résultats sont récapitulés dans le Tableau 4.2, toujours
pour un module de Weibull des ondulations de 2.3.
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FIGURE 4.21: Épaisseur finale de la kink-band en fonction de τ0 (en diamètres de fibre)

Au-delà de 30 MPa, le module de Weibull des énergies dissipées devient si élevé
que la simple disparité des résultats numériques ne permet pas de l’estimer de façon
fiable. En revanche, celui des contraintes à rupture est moins fortement affecté, bien
qu’il augmente légèrement avec le cisaillement. Si l’on considère le problème comme
une analyse de flambage, on peut alors conclure que le défaut dû à la présence de
cisaillement finit par prendre le pas sur le défaut géométrique d’ondulation. En termes
d’énergie absorbée, le VER devient quasiment insensible à la statistique d’ondulation,
ce qui est cohérent avec le fait qu’on se rapproche d’un problème de cisaillement ou
de flexion simple.

τ0 (MPa) cσ cφ
0 −4.1 13.7
10 −4.2 11.9
20 −4.4 20.5
30 −4.8 39.0

TABLE 4.2: Modules de Weibull des contraintes et des énergies

3 Conclusions sur le modèle micromécanique

Ce chapitre était consacré au développement d’un modèle micromécanique de si-
mulation du kinking sous chargement multi-axial.

On a tout d’abord mis en évidence la nécessité de représenter avec précision le
comportement des matériaux du problème (et tout particulièrement de la matrice),
sans quoi la contrainte de compression maximale σC et l’énergie absorbée à rupture
par les différents mécanismes φ f sont significativement surestimées.
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On a également retrouvé l’influence significative de deux paramètres du problème
qui ne peuvent pas toujours être aisément déterminés a priori : la statistique d’ondu-
lation des fibres et la multi-axialité du chargement. En effet, la présence de cisaille-
ment, même en petite quantité, mène à une contrainte à rupture significativement
plus faible. Compte tenu des ordres de grandeur observés, cet effet peut parfaitement
être à l’origine de la sous-estimation de la contrainte de compression à rupture ob-
servée à l’aide d’essais standards. Par exemple, un cisaillement “parasite” de 20 MPa
en un point faible de l’échantillon peut faire chuter la contrainte à rupture à environ
1000 MPa, ce qui se rapproche des valeurs observées dans le WWFE. La statistique de
défauts, quant à elle, influence fortement la contrainte à rupture mais bien moins les
énergies absorbées, en accord avec les observations de la thèse de Guimard.

Toutefois, le modèle utilisé peut être critiqué sur plusieurs points. Tout d’abord, il
utilise un certain nombre d’hypothèses simplificatrices qu’on peut remettre en cause,
notamment celles inhérentes au modèle de Budiansky et Fleck (voir Chapitre 1). Par
ailleurs, il est basé sur des hypothèses d’homogénéisation périodique et souffre donc
de ses limites classiques (voir Chapitre 2). Enfin, pour comparer le modèle aux résul-
tats expérimentaux, on a fait l’hypothèse préliminaire de rupture par le maillon le plus
faible. Il serait intéressant de réaliser des simulations à l’échelle des essais compara-
tifs afin de vérifier cette hypothèse. C’est pourquoi la suite de cette étude s’attache à
réaliser dans un premier temps un pont entre les échelles micro et méso, puis dans un
second temps à mener des calculs comparatifs, dont on espère qu’ils prendront natu-
rellement en compte les effets de structure évoqués plus tôt.
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Chapitre 5

Homogénéisation du comportement
d’un pli UD dans le sens des fibres

Ce chapitre détaille une stratégie d’identification d’un modèle de com-
portement mésoscopique paramétré par un défaut à partir de résul-
tats microscopiques. La méthode, basée sur un principe d’homogé-
néisation non-linéaire, consiste à construire un comportement consti-
tutif de la microstructure à partir de chargements de compression-
cisaillement. Son principe repose sur la conservation des énergies ré-
cupérable, stockée et dissipée. Grâce à des simulations avec charges et
décharges sur plusieurs réalisations du VER, un comportement moyen
est extrait et permet de reconstruire des lois d’évolution déterministes
pour chaque variable interne.
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Le problème d’homogénéisation considéré ici est proche de ceux traités dans les ré-
férences suivantes [Andrieux et al., 1986, Aravas et al., 1990, Hild et al., 1996, Hild et al.,
1997, Halm et Dragon, 1998, Pensée et al., 2002]. On cherche à établir une équivalence
énergétique entre une microstructure complexe et un modèle de comportement ho-
mogénéisé dont l’expression, les variables (observables et internes) et leurs relations
de couplage doivent être identifiées. Dans le cas présent, on se propose d’enrichir le
mésomodèle d’endommagement des stratifiés développé au LMT-Cachan par les ré-
sultats issus de la théorie microscopique développée dans le chapitre précédent (voir
aussi [Feld et al., 2010, Feld et al., 2011]). L’idée d’établir une équivalence énergétique
est en accord avec les préoccupations liées au contexte de cette étude. En effet, les
énergies absorbées par les composites sont un critère déterminant pour la conception
d’absorbeurs de chocs et l’analyse de structures pour lesquelles le kinking n’est pas le
mode de rupture ultime (par exemple, les cas d’indentation quasi-statiques).

1 Homogénéisation d’un comportement non-linéaire

La construction de la méthode est quasiment séquentielle. Elle passe par une nou-
velle étape d’observation de la réponse de la microstructure. Il s’agit là de définir quel
comportement et quelles caractéristiques on souhaite conserver à travers l’étape d’ho-
mogénéisation. Ensuite, au vu de ces résultats, les principes généraux de la méthode
sont exposés. En particulier, une séparation des non-linéarités géométriques et maté-
rielles est proposée et de nouvelles variables internes sont définies. Enfin, à partir d’un
rappel de ce qu’on veut conserver et de ce qu’on s’autorise à modifier dans le méso-
modèle “cible”, les nouvelles variables internes sont introduites dans le mésomodèle et
des couplages sont définis.

1.1 Réponse de la microstructure

Une des principales caractéristiques de la microstructure considérée est la pré-
sence de non-linéarités matérielles et géométriques. En raison de la concentration
quasi-totale de toutes ces non-linéarités dans l’épaisseur de la kink-band, on réduit
la taille moyenne du VER à cette dimension (soit wkb ' hpl i ). Ainsi, après formation
d’une première bande de plissement, il est possible que des bandes conjuguées se
forment dans les VER voisins. Cette combinaison de fortes non-linéarités engendre
toutefois une réponse très instable de la kink-band même à ses bords et donne nais-
sance à un snap-back (voir Figure 5.1.a). On définit une partition des déformations :

ε11 = εM +εm (5.1)

où εM est la composante linéaire due à la compression élastique (Figure 5.1.b) et εm

est la composante de kinking due aux non-linéarités géométriques et matérielles qui
présente un snap-through (Figure 5.1.c).
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FIGURE 5.1: −σ11 fonction de −ε11 aux bornes d’une kink-band de 105 µm, avec un
mésalignement λ0 = 0.01 et un cisaillement σ12 = 0 MPa (gauche) ; composante élas-

tique linéaire (centre) ; composante de kinking (droite)

À partir de cet instant, seule la composante de kinking est étudiée. Par ailleurs,
puisqu’on ne s’intéresse plus aux composantes microscopiques à l’intérieur du VER,
les contraintes pilotes du chapitre précédent ne sont plus appelées σ0 et τ0 mais sim-
plement σ11 et σ12.

Les observations du chapitre précédent peuvent être examinées sous ce nouvel
angle. En effet, le fait que les énergies absorbées à rupture dépendent peu de la statis-
tique d’ondulation peut être retrouvé à partir des réponses tracées dans la Figure 5.2.
Lorsque le mésalignement augmente, la contrainte maximale diminue et on observe
un adoucissement post-pic moins prononcé. On pourra aussi remarquer que la statis-
tique d’alignement affecte notablement la réponse tangente initiale de cette compo-
sante, ce qui est moins évident si l’on considère la déformation totale (voir Table 5.1).
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FIGURE 5.2: Réponse de la microstructure pour σ12 = 0 MPa et λ0 = 0.004−0.01
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λ0 0.01 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001
∂σ11
∂εm

1390 1670 2110 2760 3760 5410 8460 15030 33820 135280
∂σ11
∂ε11

119 121 123 124 126 127 128 129 129.5 129.9

TABLE 5.1: Module tangent initial de la microstructure (en GPa) sans et avec la compo-
sante linéaire, pour λ0 = 0.001−0.01 et E1 = 130 GPa

Cette influence soulève la question : le défaut d’alignement des fibres doit-il être un
paramètre (probabiliste) du modèle mésoscopique ? Pour y répondre, on s’intéresse à
la statistique de réponse de simples structures poutres (numériques). Chaque poutre
est discrétisée par des Éléments Finis 1D de la taille d’une kink-band. Ils sont gouver-
nés par une loi de comportement en compression simplifiée, dépendant directement
de la statistique d’ondulation (à partir des données de Paluch). Enfin, on fait varier la
longueur des poutres d’environ 1 à 100 mm (10 à 1000 EF) et on réalise plusieurs di-
zaines de simulations pour chaque réalisation. Les résultats en termes de contrainte
maximale sont compilés dans le Tableau 5.2. Pour des échantillons longs de quelques
centimètres, on constate que la réponse est toujours sensible au mésalignement des
fibres, avec un écart-type de la réponse située entre 20 et 100 MPa. Puisque l’on sou-
haite effectuer des comparaisons avec des échantillons d’essai d’environ 10 mm (écart-
type de 150 MPa soit ±10%), on décide d’intégrer le mésalignement des fibres comme
paramètre statistique du modèle.

LONGUEUR DU SPÉCIMEN (MM) 1.05 2.1 5.25 10.5 21 52.5 105
MOYENNE (MPA) 2150 1750 1650 1600 1570 1540 1500
ÉCART-TYPE (MPA) 243 221 182 151 105 54 18

TABLE 5.2: Moyenne et écart-type de la contrainte maximale en fonction de la longueur
de la structure

De la même façon, on peut analyser l’influence d’une précharge de cisaillement
sur le comportement en compression dans la Figure 5.3. En effet, lorsque le cisaille-
ment augmente, on observe une contrainte maximale plus faible et un adoucissement
post-pic moins prononcé (au point dans certains cas de transformer le snap-back de
la réponse totale en snap-through). Par ailleurs, on remarquera là aussi une légère di-
minution du module tangent initial.

On souhaite prendre en compte toutes ces observations à l’échelle mésoscopique,
ce qui implique d’écrire un modèle paramétré par la statistique d’ondulation des fibres
et présentant un comportement en compression non-linéaire couplé avec le cisaille-
ment. Par ailleurs, la Figure 5.1.c renseigne sur la nature de cette non-linéarité de com-
pression, qui prend la forme de pertes de raideur, de déformations irréversibles et de
décharges élastiques non-linéaires, qu’on s’attachera à représenter. Il va donc falloir
définir des variables internes capables de représenter ces phénomènes.
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FIGURE 5.3: Réponse de la microstructure pour σ12 = 0−70 MPa et λ0 = 0.0105

1.2 Principes et définitions

On souhaite réaliser l’homogénéisation du comportement d’un Volume Élémen-
taire Représentatif d’une kink-band. Ce choix a été justifié par la localisation de la
quasi-totalité des déformations et non-linéarités dans cette bande sous chargement
de compression. Par ailleurs, les dimensions d’un tel VER sont compatibles avec celles
des VER utilisés pour réaliser le pont micro-méso de la fissuration transverse et du
micro-délaminage local [Ladevèze et al., 2005].

On considère le matériau mésoscopique homogénéisé comme obéissant à la ther-
modynamique des milieux continus sous transformations infinitésimales isothermes
et sans contraintes initiales [Germain et al., 1983]. Afin de lier sa thermodynamique à
celle de la microstructure, on définit des équivalences énergétiques similaires à celles
postulées par Aravas et Leckie :

Les parties récupérableΨe et stockéeΨp de l’énergie élastique et la puissance dissipée
φ sont respectées :

Ψe = 1

Ω

∫
Ω
Ψe
µdΩ (5.2)

Ψp = 1

Ω

∫
Ω
Ψ

p
µdΩ (5.3)

φ= 1

Ω

∫
Ω
φµdΩ (5.4)

L’indice •µ indique une variable microscopique, sachant que Ψe
µ, Ψp

µ et φµ sont
calculées dans le VERΩ à l’aide du micromodèle à chaque instant de chargement.
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Puisqu’on ne s’intéresse au comportement du VER que suivant la direction des
fibres sous l’hypothèse de contraintes planes, les deux seules directions de chargement
considérées seront la compression axiale et le cisaillement dans le plan. Les variables
observables sont les contraintes mésoscopiques de compression σ11 et de cisaille-
ment σ12. Afin de définir les variables internes qu’il faudrait ajouter, on applique un
chargement de compression cyclique au micromodèle. Les résultats sont tracés dans
les Figures 5.1 et la dernière courbe, en particulier, présente plusieurs types de non-
linéarités :

• une perte de raideur qu’on attribuera à une variable d’endommagement dk ;
• des déformations résiduelles, représentées par la variable εp

r ;
• des décharges élastiques non-linéaires.
Chacune de ces non-linéarités requiert une prise en compte et une identification

dédiées dans le modèle. Cependant, toutes ne passent pas nécessairement par l’in-
troduction d’une nouvelle variable interne. Par exemple, une analyse énergétique du
micromodèle pendant les phases de décharges indique que ces dernières sont belles et
bien élastiques non-linéaires, et sont donc uniquement dues aux non-linéarités géo-
métriques. Ainsi, on peut écrire par exemple l’énergie libre de Helmholz du modèle
matériau mésoscopique sous sa forme générale :

Ψ=Ψ(˜ε,Vi ,dk ,εp
r ) (5.5)

où les Vi sont les autres variables internes du modèle. Le Chapitre 3 détaille davantage
le modèle mésoscopique, mais on retiendra que son état d’endommagement peut être
défini par les variables scalaires d , d ′ et d f (duales des forces thermodynamiques Yd ,
Yd ′ et Y f ) et qu’il présente des déformations irréversibles gouvernées par un modèle de
plasticité à écrouissage isotrope piloté par la plasticité cumulée p (duale de l’écrouis-
sage R). Dans un premier temps, on considère que εp

r obéit au même processus d’in-
élasticité que le reste du modèle.

Sous l’hypothèse de découplage des effets d’élasticité associés à l’endommagement
avec les effets d’écrouissage et autres [Lemaître et Chaboche, 1993], on peut donc ré-
écrire l’équation précédente :

Ψ=Ψe (˜εe ,d ,d ′,d f ,dk )+Ψp (p) (5.6)

Par ailleurs, d’après le lemme de Clausius-Duhem, la puissance dissipée s’écrit :

φ= ˜σ : ˙˜ε− Ψ̇≥ 0 (5.7)

Soit dans le cas présent, si Yk est le dual de dk :

φ= ˜σ : ˙˜εp −Rṗ −Yd ḋ −Yd ′ ḋ ′−Y f ḋ f −Yk ḋk ≥ 0 (5.8)

Le potentiel énergétique dépend de plusieurs variables observables et internes qui,
bien que partiellement séparées, évoluent de concert avec le paramètre de charge ˜σ.
Il n’est donc pas toujours possible de calculer ses dérivées partielles ou la puissance
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dissipée. C’est pourquoi, comme dans le cas d’une identification à partir d’essais, on
se repose sur les décharges élastiques [Vivier et al., 2009], où l’on peut écrire :

dΨ

d˜σ = ∂Ψ

∂˜σ (5.9)

et où les énergies stockées et dissipée peuvent être directement mesurées lorsqueΨe =
0.

1.3 Cadre et améliorations mésoscopiques

Au vu du Chapitre 3, sous l’hypothèse de contraintes planes, la densité d’énergie
élastique du pli peut s’écrire :

ρΨ=

ρΨe
11︷ ︸︸ ︷

〈σ11〉2

2E 0
1(1−d f )

+ec (〈−σ11〉)−
(
ν0

12

E 0
1

+ ν0
21

E 0
2

)
×σ11σ22

+ 〈σ22〉2

2E 0
2(1−d ′)

+ 〈−σ22〉2

2E 0
2

+ σ2
12

2G0
12(1−d)

+ρΨp (p) (5.10)

La fonction ec caractérise le comportement non-linéaire en compression, dû no-
tamment au kinking. D’un point de vue mésoscopique, et en particulier lorsque le
chargement inclut peu ou pas de cisaillement, celui-ci peut être vu comme non-
linéaire élastique fragile. C’est le parti qui a été pris dans la thèse de Vittecoq, qui lie
contraintes et déformations par la forme :

σ11 = E c
1(1+αV ε11)ε11 (5.11)

avec un module d’Young en compression E c
1 légèrement inférieur à son équivalent en

traction et des valeurs de αV situées en 20 et 30 GPa/%.
Cette modélisation offre une bonne corrélation avec les essais pourvu qu’il n’y

ait pas de couplage fort avec le cisaillement [Allix et al., 1994]. De plus, les résultats
montrent une certaine dispersion, qu’on sait liée à la statistique d’ondulation des fibres
mais qu’on ne sait quantifier. Enfin, cette forme ne permet pas de prédire l’énergie dis-
sipée au cours de la rupture ni l’état de dégradation après celle-ci. On va donc rempla-
cer cette fonction, ainsi que l’évolution de plusieurs variables internes (d , p, etc.) afin
de pouvoir mieux reproduire la variété de comportements différents observés à l’aide
du micromodèle.

La principale question est donc de savoir par quoi l’on va remplacer la fonction ec

et même toute la composanteΨe
11 de l’énergie élastique. La solution adoptée ici est de

postuler une forme simplifier de la microstructure fibreuse, très proche des premiers
modèles analytiques de kink-band pour l’étude des roches [Baer et Norris, 1968]. Ce
modèle qu’on qualifiera de rhéologique introduit une non-linéarité géométrique simi-
laire à celle de la microstructure, à travers un angle α, tout en demeurant un système
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FIGURE 5.4: Schéma rhéologique illustrant la non-linéarité entre σ11 et ε11

très simple à 1 seul degré de liberté (voir Figure 5.4). Cela revient essentiellement à
projeter et intégrer la composante de flambage de la réponse sur son premier mode.

Les variables observables de ce modèle sont σ11 et ε11. On peut définir le potentiel
d’énergie associé à ce modèle rhéologique à partir de celui de ses composants (res-
sorts) élémentaires. Ainsi, la partie récupérable de l’énergie élastique s’écrit :

ρΨe
11 =

σ2
11

2E 0
1(1−d f )

+ σ2
r

2k
(5.12)

où k est un module de raideur et σr la contrainte de rappel dans ce ressort. L’équilibre
des moments implique :

σr =−σ11 tanα (5.13)

où α est l’angle de rotation du modèle rhéologique par rapport à la direction de la
contrainte σ11. On signalera que lorsque σ11 = 0, on a α = α0 6= 0. L’Annexe A montre
que, pour un état donné de variables internes (i.e. pendant une décharge élastique), α
peut être écrit comme une fonction non-linéaire ne dépendant que de σ11 :

tanα= ξ(σ11) (5.14)

Ainsi, sur chaque décharge, l’énergie élastique du modèle s’écrit :

ρΨe
11 =

σ2
11

2E 0
1(1−d f )

+ σ2
11ξ

2(σ11)

2k
(5.15)

Ce potentiel élastique non-linéaire, tracé dans la Figure 5.5, est convexe par rapport
à σ11. Il permet d’écrire, toujours sur chaque décharge :

ρ
∂Ψ

e

∂σ11
= ∂

∂σ11

(
σ2

11

2E 0
1(1−d f )

)
+ ∂

∂σ11

(
σ2

11ξ
2(σ11)

2k

)
(5.16)

εe
11 =

εe
M︷ ︸︸ ︷

σ11

E 0
1(1−d f )

+

εe
m︷ ︸︸ ︷

σ11ξ(σ11)

k

(
σ11ξ

′(σ11)+ξ(σ11)
)= εe

M +εe
m (5.17)
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FIGURE 5.5: Potentiel élastiqueΨe
11 en fonction de la contrainte longitudinale σ11

où l’on retrouve les partitions des déformations linéaire εM et non-linéaire εm (mais
ici élastique) observées avec le micromodèle.

Tel qu’il a été défini dans le modèle rhéologique, le ressort k représente l’effet de
la matrice dans le micromodèle. C’est pourquoi toutes les non-linéarités matérielles
sont imputées à k. La conséquence de ce choix, même si elle n’est pas encore évidente,
est que l’évolution de ces non-linéarités va demeurer indépendante de l’ondulation
des fibres λ0, qu’on souhaite utiliser comme un paramètre probabiliste du modèle.
Cette indépendance n’est pas possible si les non-linéarités sont imputées à E1. Ainsi,
on définit l’endommagement de kinking de façon classique :

k = k0(1−dk ) (5.18)

De même, les déformations totale εr et inélastique εp
r sont définies par :

σr = k(εr −εp
r −ε0

r ) (5.19)

Ainsi, l’Équation 5.12 peut aussi s’écrire :

ρΨe
11 =

σ2
11

2E 0
1(1−d f )

+ σ2
r

2k0(1−dk )
(5.20)

Cette forme peut alors être substituée dans l’expression de l’énergie de déforma-
tion du pli :
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ρΨ= σ2
11

2E 0
1(1−d f )

+ σ2
r

2k0(1−dk )
−

(
ν0

12

E 0
1

+ ν0
21

E 0
2

)
×σ11σ22 +

〈−σ22〉2

2E 0
2

+ 〈σ22〉2

2E 0
2(1−d ′)

+ σ2
12

2G0
12(1−d)

+ρΨp (p) (5.21)

On peut alors définir la force thermodynamique associée à l’endommagement de
kinking dk :

Yr =−ρ ∂Ψ
∂dk

= 1

2(1−dk )2

σ2
r

k0
(5.22)

Ce nouveau mécanisme de dégradation est intrinsèquement lié à l’endommage-
ment diffus, puisque c’est ce dernier qui se développe dans le micromodèle au cours
du kinking. Ainsi, l’évolution de l’endommagement de kinking est pilotée par une force
Yk qui est une combinaison de Yr et Yd à identifier. De même, la force Y pilotant l’en-
dommagement diffus (voir Équation 3.9) doit être modifiée pour prendre en compte
l’influence d’une éventuelle compression. Puisque le comportement post-rupture des
fibres n’a pas été étudié dans cette thèse, aucune interaction entre dk et d f n’est consi-
dérée.

Pareillement, on suppose que εp
r est pilotée par le même processus d’inélasticité

que le reste du mésomodèle. C’est une hypothèse forte qu’il conviendra de vérifier.
Mais dans ce cas, la seule modification qui puisse être apportée consiste à modifier
l’expression de la contrainte équivalente σ̃eq (voir Équation 3.17).

1.4 Procédure d’identification

Compte tenu du nombre de paramètres à identifier, la procédure d’identification
consiste en deux étapes :

1. Tout d’abord, les non-linéarités élastiques sont identifiées sur de petits charge-
ments mixtes grâce à une technique de minimisation entre la réponse du micro-
modèle et celle de la forme choisie ci-dessus. Les paramètres k0 et α0 sont alors
identifiés. Cette étape est répétée pour plusieurs réalisations de la microstruc-
ture (valeurs de λ0) dont on considère qu’elles n’affectent que α0.

2. Ensuite, les variables matérielles non-linéaires sont identifiées sur des charge-
ments mixtes présentant plusieurs décharges. L’énergie récupérable est calculée
sur chaque décharge tandis que les énergies stockée et dissipée sont obtenues
lorsque la charge retombe à zéro. La loi d’évolution de dk en fonction de Yk et
les expressions parfois actualisées de Yk , Y et σ̃eq sont identifiées ici. Il n’est pas
nécessaire de répéter cette étape pour plusieurs réalisations de la microstructure
car cet effet a déjà été pris en compte, mais on le fera malgré tout pour justifier
cette hypothèse.
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On peut d’ores et déjà définir les limites de cette procédure. En raison du flambage
de tout le VER, un chargement mésoscopique de compression provoque des défor-
mations de cisaillement mésoscopiques (et pas seulement des déformations microsco-
piques compatibles). Toutefois, cette distorsion n’a pas été prise en compte en pre-
mière approximation, car on ne s’intéresse qu’à l’état de dégradation de la microstruc-
ture. Par ailleurs, la validité de la méthode peut être remise en cause en présence d’im-
portants gradients de transformation (par exemple, près des bords) [Kouznetsova et al.,
2002]. Enfin, une longueur caractéristique (l’épaisseur de la bande de plissement) a été
introduite dans un modèle en présentant déjà une autre (l’épaisseur du pli) du même
ordre de grandeur (wkb ' 0.105 mm et hpl i ' 0.125 mm). Par conséquent, le modèle
obtenu ne capturera aucune des potentielles et probables interactions entre kinking
et effets d’épaisseur, comme le flambage hors-plan, les effets de bord ou le développe-
ment de la kink-band dans l’épaisseur [Drapier et al., 1999].

2 Identification du comportement longitudinal d’un pli
UD T300/BSL-914C

Les capacités de la méthode présentée ci-dessous sont illustrées pour un pli unidi-
rectionnel spécifique. Il s’agit d’un composite à fibres de carbone et matrice époxy de
type T300/BSL-914C. Pour ce matériau, les simulations numériques du micromodèle
ont permis de déterminer une taille de kink-band entre 10 et 15 diamètres de fibre en-
viron. On fixera donc wkb = 105 µm à partir de maintenant. Les autres paramètres sont
identifiées dans la suite.

2.1 Propriétés élastiques non-linéaires

On considère que k0 est une propriété matérielle et α0 un paramètre géométrique
(la combinaison de l’ondulation initiale des fibres et d’un éventuel mésalignement dû
à la rotation du VER sous chargement de cisaillement). Par conséquent, toutes les va-
riations dues tant à la statistique des réalisations qu’à la mixité du chargement affecte-
ront α0. Après minimisation de la différence entre les réponses du micromodèle et du
modèle rhéologique pour λ0 ∈ [0.0025,0.01] et σ12 ∈ [0,40] MPa, on obtient :

k0 = 18360 MPa (5.23)

Par ailleurs, la surface de réponse projetée dans la Figure 5.6 permet de quantifier
l’influence de l’ondulation initiale et du cisaillement.

Une combinaison linéaire semble capturer avec suffisamment de précision la va-
leur de α0, qu’on peut alors écrire :

α0 = cαλ0 + cγγ12 (5.24)

avec cα = 12.2 rd et cγ = 0.8 rd. Les projections de la surface de réponse dans les plans
(λ0,α0) et (σ12,α0) sont tracées dans les Figures 5.7 et 5.8, respectivement.
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La qualité de l’approximation des non-linéarités élastiques peut être estimée grâce
à la Figure 5.9, qui présente trois réponses pour différentes réalisations de la micro-
structure. Leur allure indique que l’approximation est particulièrement précise pour
de petits chargements, qui correspondent au régime élastique de la structure. Lorsque
les chargements augmentent, la qualité de l’approximation diminue, mais les non-
linéarités matérielles auront déjà altéré significativement l’allure de la réponse. Par
ailleurs, l’approximation demeure toujours précise pour une ondulation de fibres im-
portante, ce qui correspond aux cas pour lesquels on s’attend à observer une localisa-
tion et donc les déformations les plus importantes.

2.2 Endommagement de plissement et diffus

L’identification de la loi d’évolution de l’endommagement est effectuée sur un
chargement de compression pure. Compte tenu du modèle choisi, on a alors Yk = Yr .
Grâce à un chargement incrémental de la microstructure avec décharges, les dérivées
partielles de l’énergie de déformation peuvent être calculées sur chaque décharge et
la valeur de l’endommagement en est déduite. Les résultats de cette procédure sont
tracés dans la Figure 5.10 en termes de variable d’endommagement en fonction de sa
force thermodynamique associée.

L’identification de cette loi est ensuite répétée pour plusieurs réalisations de la mi-
crostructure et l’on peut constater que le résultat est relativement insensible à la valeur
de λ0 considérée. On peut alors choisir une forme relativement simple jusqu’à dk ' 0.3
et qui s’écrit :

dk = sup
τ≤t

(
Yk

Yκ

)
(5.25)

avec Yκ = 11.8 MPa
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FIGURE 5.9: Réponses élastiques de la microstructure et de la loi approchée pour λ0 ∈
[0.001,0.01]
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FIGURE 5.10: dk en fonction de Yk = Yr pour λ0 ∈ [0.0025,0.01]
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Après identification de la loi, l’expression de Yk sous chargement mixte reste à être
déterminée. La Figure 5.11 indique qu’une combinaison linéaire telle que ci-dessous
offre une bonne reproduction du couplage :

Yk = Yr +bk Yd (5.26)

avec bk = 8.
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FIGURE 5.11: dk en fonction de Yr pour σ12 ∈ [0,40] MPa

Dans le même temps, une analyse similaire pour d . Sans précharge de compres-
sion, on peut vérifier que la loi mésoscopique reliant d et Yd est exactement celle dé-
finie pour les matériaux constituants du micromodèle en cisaillement pur (voir Figure
5.12). De plus, cette loi a été choisie volontairement compatible avec celle du méso-
modèle, afin de ne pas perturber son bon fonctionnement dans les directions où il est
déjà connu et identifié. Sous chargement mixte, la Figure 5.13 suggère la combinaison
non-linéaire suivante pour Y :

Y =
(√

Yd +bYd ′ +
√

br Yr

)2
(5.27)

avec br = 0.12.

2.3 Processus d’inélasticité

Une fois les composantes élastiques et endommageables connues, les énergies sto-
ckées et dissipées du modèle peuvent être directement identifiées à partir des relations
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FIGURE 5.12: d en fonction de Yd pour λ0 ∈ [0.0025,0.01]
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5.3 et 5.4. Toutefois, le choix d’une forme homogénéisée est limité par les hypothèses
faites plus tôt (même processus d’inélasticité pour tout le mésomodèle). Les résultats
en termes de contrainte équivalente σeq sont tracés dans la Figure 5.14 pour plusieurs
réalisations de la microstructure. Comme prévu, les résultats sont relativement indé-
pendants de l’ondulation des fibres λ0. Quant à la loi d’évolution, elle présente une
tendance qui se reproduit avec la contrainte équivalente suivante :

σeq =
√
σ̃2

12 +a2σ̃2
22 +

√
a2

r σ̃
2
r (5.28)

avec ar = 0.25.
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FIGURE 5.14: σeq en fonction de ε̃p
r pour λ0 ∈ [0.0025,0.01]

Toutefois, on remarque en fin de courbe l’apparition d’une sorte de seuil de sa-
turation de l’inélasticité. On choisit de ne le faire porter que sur les composantes de
compression, afin qu’il ne perturbe pas la réponse en cisaillement pur par exemple :

ṗ = 0 si ar σ̃r >σT (5.29)

avec σT = 95 MPa. Une telle forme permet de bien reproduire les chargements mixtes
où la compression est dominante. On pourra remarquer dans la Figure 5.15 que le seuil
est atteint pour des valeurs de σeq plus importantes, puisqu’il ne dépend que de σ̃r .

La Figure 5.16 révèle également une bonne reproduction des chargements mixtes
où le cisaillement est prédominant. Dans ce cas, le seuil de saturation n’est jamais at-
teint.

On peut donc considérer que l’hypothèse que l’inélasticité “de kinking” est pilotée
par le même processus que le reste du mésomodèle est vérifiée. Le seul ajout inattendu
est ce seuil d’inélasticité, mais puisque son critère ne dépend que des variables liées à
la compression, il ne modifie pas le comportement dans les autres directions tant que
la compression reste faible.
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3 Résultats et discussion

Après avoir identifié tous les paramètres et lois nécessaires pour ce modèle de
comportement, cette méthode permet de reproduire avec précision le comportement
d’une microstructure subissant un plissement jusqu’à rupture des fibres. Il est impor-
tant de signaler que tous les paramètres introduits et rappelés dans le Tableau 5.3 sont
identifiés grâce à des simulations numériques très simples, décrites précédemment.
Aucun essai expérimental supplémentaire n’est donc nécessaire. Par ailleurs, un cer-
tain nombre de ces paramètres, en particulier cα et cγ et les coefficients de couplage,
risquent fort d’être valables pour plusieurs familles de matériaux, bien qu’il soit un
peu tôt pour l’affirmer avec certitude. Ainsi, la seule information nécessitant une quel-
conque mesure est la statistique d’ondulation des fibres.

PARAMÈTRE MATÉRIAU SYMBOLE VALEUR UNITÉ

Module élastique rhéologique k0 18,360 MPa
Coefficient d’ondulation cα 12.4 rd
Coefficient de rotation cγ 1.07 rd
Force critique de plissement Yκ 11.8 MPa
Couplage cisaillement/plissement bk 8
Couplage plissement/cisaillement br 0.12
Couplage inélastique du plissement ar 0.25
Seuil de saturation inélastique σT 95 MPa

TABLE 5.3: Rappel des paramètres identifiés grâce à la procédure

Comme illustré par la Figure 5.17, le modèle de comportement permet de repro-
duire avec fidélité les non-linéarités du micromodèle. L’erreur en termes d’énergies
stockées et dissipées est de l’ordre du pour-cent. Par ailleurs, le comportement du mé-
somodèle dans les autres directions n’est pas altéré par les changements, à moins bien
sûr qu’il y ait présence de compression.

Avec l’ajout de la partition élastique linéaire des déformations, on peut alors tracer
la réponse finale du VER et la comparer avec les réponses monotones obtenues avec
un modèle élastique non-linéaire par Allix et Vittecoq (voir Équation 5.11). Comme
l’illustre la Figure 5.18, une bonne corrélation des réponses est obtenue pour un mo-
dule de compression E c

1 = 120 GPa et un coefficient de non-linéarité αV = 16 GPa/%
(ou un module de compression égal à celui de traction E1 = 130 GPa etαV = 14 GPa/%).
Ces valeurs sont assez proches mais inférieures aux mesures d’Allix et Vittecoq, qui ont
trouvé αV compris entre 20 et 30 GPa/%.

Sous chargements mixtes, la reproduction de la réponse perd en précision mais les
résultats restent tout à fait acceptables, comme l’illustrent les Figures 5.19 et 5.20. On
remarque toutefois que de légères variations entre les lois approximées et le compor-
tement réel de la microstructure entraînent, dans des cas difficiles tels que ceux-ci, des
différences de significatives sur l’enveloppe de la réponse (voir aussi [Feld et al., 2012]).
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FIGURE 5.17: Courbe contrainte-déformation en compression simple pour λ0 = 0.01
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4 Conclusions sur l’homogénéisation du comportement

Cette étude a permis de faire remonter les informations pertinentes de la micro-
mécanique à une échelle supérieure. On a ainsi enrichi un modèle de comportement
matériau existant avec de nouvelles variables, définies par la réponse de la microstruc-
ture. Le comportement en compression et compression-cisaillement a été amélioré,
sans que les autres directions de chargement (comme la compression pure) ne soient
perturbées par ces ajouts. Enfin, une stratégie d’identification en deux étapes, basée
sur la conservation des énergies, a permis d’identifier simplement chacun des nou-
veaux paramètres introduits dans le modèle.

Les lois identifiés par cette procédure peuvent à présent être implantées dans n’im-
porte quelle version du mésomodèle, à quelques subtilités près. En effet, le Chapitre 6
va mettre en évidence les difficultés d’implantation liées tant au modèle de comporte-
ment qu’au modèle “hôte”. En particulier, l’ajout de la partition linéaire élastique des
déformations (Figure 5.1) fait apparaître un point de rebroussement dans la loi de com-
portement, dont l’intégration devient délicate. Le passage aux contraintes tridimen-
sionnelles n’implique en revanche aucune difficulté supplémentaire. On profite ainsi
d’un modèle matériau qui complète sans perturber le comportement déjà identifié du
mésomodèle, tout en intégrant un paramètre scalaire caractérisant le mésalignement
statistique des fibres. Dans le prochain et dernier chapitre, les capacités et limites de
ce modèle sont illustrées dans le cadre du modèle hybride.
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Chapitre 6

Perspectives : Simulation des stratifiés à
l’aide d’un modèle hybride

Dans ce dernier chapitre prospectif, l’intégration dans un modèle hy-
bride du comportement identifié est discutée. Le principe de ce modèle
repose sur la représentation des dégradations volumiques (diffuses)
par la mécanique de l’endommagement continu et des dégradations
surfaciques par la mécanique de la rupture discrète. Le plissement est
un phénomène de rupture certes localisé, mais ayant une dimension
caractéristique. Ceci permet de le considérer comme une dégradation
volumique, dont la taille caractéristique est définie par la dimension
des cellules élémentaires, choisie égale à celle de la bande de plisse-
ment. Les difficultés liées à l’implantation de ce modèle sont discutées
au vu de quelques cas tests simples.
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1 Enrichissement du modèle hybride

L’implantation numérique du modèle de comportement est ici effectuée dans le
cadre du modèle d’endommagement dit hybride [Ladevèze et al., 2006, Violeau et al.,
2009]. Ce modèle, qui mêle descriptions continues et discrètes des dégradations, fait
office de matériau virtuel de référence en restant proche de la physique des divers mé-
canismes élémentaires (ce qui revient d’une certaine façon à le situer entre les échelles
micro et méso). Ainsi, les dégradations prenant place à la même échelle que le kin-
king, comme la fissuration discrète, sont représentées explicitement. Ce choix devrait
permettre, à terme, d’observer les couplages naturels prenant effet entre plissement et
autres mécanismes de dégradation, y compris le délaminage local.

hpl i

interface interlaminaire
cellule élémentaire

interface intralaminaire

hpl i

FIGURE 6.1: Décomposition d’un pli stratifié en cellules élémentaires et interfaces

Le modèle hybride définit une structure composite comme un assemblage de cel-
lules élémentaires et d’interfaces (voir Figure 6.1). Chaque cellule est composée d’un
matériau fibres-matrice élasto-plastique endommageable, dont les variables internes
sont homogènes dans la cellule et représentent les dégradations volumiques (notam-
ment décohésions fibres-matrice, micro-fissuration et rupture des fibres). Les équa-
tions de l’endommagement et de la plasticité sont essentiellement les mêmes que
celles du mésomodèle standard (voir Chapitre 3). Parmi les quelques changements,
l’endommagement diffus ne sature pas à la valeur dc : on considère plutôt, passé ce
seuil, que les décohésions et micro-fissures percolent et créent une fissure discrète.

On introduit des surfaces potentielles de rupture inter- et intra-laminaires, qui
représentent la fissuration discrète, respectivement dans l’épaisseur du pli (fissura-
tion transverse, splitting) et à l’interface (délaminage local). Seules les surfaces intra-
laminaires parallèles aux fibres sont susceptibles de rompre, de façon fragile, par per-
colation de l’endommagement diffus ou suivant un critère mixte en contrainte et en
énergie, intégrant les effets d’épaisseur (voir Chapitre 3). Afin d’accélérer les calculs, la
rupture d’une interface est déterminée grâce à un algorithme explicite.

1.1 Définition des nouvelles variables

La rupture dans le sens des fibres est volumique et pilotée par la variable d f [Tro-
valet et al., 2009]. Elle a donc une longueur caractéristique : la taille de la cellule élé-
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mentaire, qui est proche de l’épaisseur du pli hpl i (voir Figure 6.1). La taille moyenne
d’une kink-band est de ce même ordre de grandeur. On décide de profiter de cette mo-
délisation pour ne pas introduire de longueur interne supplémentaire dans le modèle.
Cela revient à assimiler chaque cellule à un Volume Élémentaire Représentatif, dont le
comportement est déterminé par l’identification menée dans le chapitre précédent.

L’enrichissement du comportement en compression dans le sens des fibres néces-
site l’ajout de deux nouvelles variables, homogènes dans chaque cellule élémentaire :

• α : le mésalignement des fibres (par rapport à e1), qui n’est pas une variable in-
terne mais permet un calcul incrémental de la non-linéarité géométrique ;

• dk : l’endommagement de kinking, influant sur le calcul de α, qui est la seule
véritable nouvelle variable interne.

Bien qu’il y ait présence de déformations irréversibles dans le sens des fibres, celles-
ci sont gérées par le même processus d’inélasticité isotrope que le reste du modèle.
Seule l’expression de la contrainte équivalente est donc modifiée (voir plus loin). Les
paramètres et lois d’évolution qui régissent ces variables sont décrits dans les chapitres
précédents, mais toutes les valeurs numériques utilisées dans ce Chapitre sont récapi-
tulées dans le Tableau 6.1.

PARAMÈTRE NOTATION VALEUR

Statistique d’ondulation λ0 0.0001−0.01
Coefficient d’ondulation cα 12.4 rd
Coefficient de rotation cγ 1.07 rd
Module d’Young longitudinal E 0

1 130 GPa
Modules d’Young transverses E 0

2 = E 0
3 8.5 GPa

Modules de cisaillement longitudinaux G0
12 =G0

13 4.2 GPa
Module de cisaillement transverse G0

23 3 GPa
Module de plissement kr 18 GPa
Limite élastique R0 64 MPa
Module d’écrouissage K 1000 MPa
Exposant de l’écrouissage m 0.54
Couplage inélastique a 0.7
Couplage inélastique de plissement ar 0.25
Force thermodynamique d’initiation diffuse Y 0 0.03 MPa
Force critique diffuse Y C 8 MPa
Force critique fragile Y C

f 15 MPa

Force critique de plissement Yκ 12 MPa
Couplage des forces diffuses associées c 0.5
Couplage des endommagements diffus c ′ 0.8
Couplage cisaillement/plissement bk 36 MPa
Couplage plissement/cisaillement br 0.12

TABLE 6.1: Paramètres matériau des plis de T300/BSL-914C

Vers un pont micro-méso de la rupture en compression des composites stratifiés



116 Perspectives : Simulation des stratifiés à l’aide d’un modèle hybride

1.2 Mise en œuvre dans le code de calcul

On décide de respecter l’approche de type “point fixe” du modèle hybride dans
l’introduction et le calcul des nouvelles variables.

Au début de chaque instant de chargement t , on commence par résoudre un pro-
blème linéaire global aux interfaces. Puis on corrige cette prédiction en résolvant des
problèmes locaux par sous-structure (voir Algorithme 1). On commence par α0 et α,
qui lient σ11 à ε11. Puis, grâce à un algorithme de retour radial, on met à jour la plasti-
cité cumulée p et l’écrouissage R. On passe ensuite au calcul de l’endommagement, la
variable dk étant déterminée en même temps que d et d ′. Le calcul de la rupture des
fibres et des interfaces est effectué dans la même étape.

Une fois les problèmes locaux résolus, on vérifie la stagnation des variables internes
par rapport à l’itération globale précédente. Si elle est insuffisante ou si une interface a
atteint son critère de rupture, on effectue une nouvelle itération en cassant une seule
interface et en commençant par la résolution du problème linéaire global réactualisé.
Si en revanche on a convergé sans qu’aucune nouvelle interface n’ait atteint son critère
de rupture, on passe au pas de temps suivant avec un nouvel état de chargement.

Algorithme 1

Initialisation : i = 1, η= 1, toutes les variables internes V k
i (t ) =V k (t −1)

Boucle : tant que η> ηc , i ++

1. Calcul de l’élasticité non-linéaire (αi et α0), autres variables internes fixées.

2. Calcul de la (visco-)plasticité (pi ), autres variables internes fixées.

3. Calcul de l’endommagement (di , d ′
i et dk,i ), autres variables internes fixées.

4. Calcul de la rupture sens fibres (d f ,i ), autres variables internes fixées.

5. Erreur en stagnation des variables internes : η=∑
k
||V k

i −V k
i−1||

||V k
i−1||

Par rapport à l’algorithme présenté dans la thèse de Trovalet [Trovalet, 2010], les
modifications apportées sont :

• Ajout de l’Étape 1 de non-linéarité élastique.
• Correction de la contrainte équivalente σeq de l’algorithme de plasticité.
• Ajout du calcul d’une variable d’endommagement et correction de la force ther-

modynamique Y (voir Chapitre 5).
• Correction du critère de rupture dans le sens des fibres.

Seuls les quelques changements apportés aux Étapes 2 et 4 sont indiqués ci-
dessous. En revanche, les Étapes 1 et 3 sont entièrement détaillées.
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Correction de la plasticité

L’algorithme de plasticité n’est quasiment pas modifié. On introduit une nouvelle
forme pour la fonction σeq , identifiée dans le chapitre précédent et qui s’écrit :

σeq =
√
σ2

12 +σ2
23 +σ2

31 +a2
(
σ2

22 +σ2
33

)+√
a2

rσ
2
r (6.1)

Compte tenu de l’hypothèse de normalité, on en déduit l’évolution des déforma-
tions irréversibles, ε̃p

r étant celles liées au plissement :

˙̃εp
i j = ṗ

∣∣σi j
∣∣

σeq
∀(i , j ) 6= (1,1) et ˙̃εp

r = ṗar (6.2)

Correction de la rupture des fibres

Le critère de rupture fragile dans le sens des fibres devient, en traction comme en
compression :

sup
τ≤t

(Y f ) = sup
τ≤t

(
σ2

11

E 0
1(1−d f )2

)
≤ Y C

f (6.3)

Lorsque ce critère est atteint, l’endommagement des fibres d f et toutes les autres
variables d’endommagement passent à 0.95. En pratique, elles devraient passer à 1 ou
presque. Mais pour des valeurs plus importantes, la convergence du gradient conju-
gué utilisé dans l’étape globale est souvent compromise. Dans la suite, on se conten-
tera donc d’observer le comportement jusqu’à rupture, mais pas au-delà. L’effet de la
courbure des fibres n’a pas non plus été pris en compte dans ce critère. Pour l’étude du
comportement post-rupture, il faudrait lui préférer celui de l’Équation 4.30.

1.3 Calcul de la non-linéarité élastique

L’algorithme de calcul de la non-linéarité élastique est basé sur la résolution d’un
système non-linéaire de deux équations à deux inconnues. L’angle initial (i.e. sans
chargement de traction/compression) α0 est estimé par un calcul direct. C’est une
fonction bilinéaire de λ0 et de γ12, qui n’est pas affectée par le reste des calculs. L’angle
sous charge, α, est déterminé en fonction de α0, ε11, dk et εp

r à l’aide de l’Algorithme 2.
Cet algorithme sur des grandeurs scalaires permet d’atteindre une erreur relative

ηc = 10−7 en 4 à 6 itérations environ, pourvu que l’incrément de déformation axiale
totale ∆ε11 ne soit pas trop important. En pratique, on peut le décomposer en sous-
incréments de taille fixe (≡ 10−4), afin de ne pas passer trop tôt le pic (notamment
lorsque α0 est faible).

1.4 Calcul de l’endommagement

La boucle locale d’endommagement est modifiée selon l’Algorithme 3.
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Algorithme 2

Initialisation : i = 1, η= 1, αi =α(t −1), ∆εm,i =∆ε11

Calcul de l’angle initial : α0 = cαλ0 + cγ
√
γ2

12(t )+γ2
13(t )

Calcul de la déformation géométrique : εm,i = (cos(α0)−cos(αi ))+∆εm,i

Boucle : tant que η> ηc , i ++

1. Calcul de l’angle courant : αi = arccos(cos(α0)−εm,i−1)

2. Actualisation des raideurs tangentes :

• Calcul de la déflexion : εr = sin(αi )− sin(α0)

• Calcul de la contrainte axiale : σ11 =− (1−dk (t ))k(εr −εp
r (t ))

tan(αi )

• Calcul de la raideur géométrique tangente : Dr = σ11−σ11(t−1)
∆εm,i−1

3. Actualisation de la déformation géométrique :

∆εm,i =∆ε11
E1

Dr +E1
et εm,i = (cos(α0)−cos(αi ))+∆εm,i

4. Calcul de l’erreur en contrainte : η= |σ11−E1(ε11−εm,i )|
|σ11|

Fin : α(t ) =αi

2 Simulation d’un pli UD et premiers résultats

L’enrichissement du modèle hybride a permis de réaliser quelques simulations dé-
montrant les possibilités et limites de la stratégie. Toutefois, ces résultats restent préli-
minaires et toutes les observations faites ci-après sont à prendre avec une certaine pru-
dence. En particulier, le comportement post-pic doit être significativement amélioré.
Aussi, seul le cas d’un simple pli unidirectionnel en compression, avec des conditions
limites libres ou encastrées, sera étudié. Compte tenu du nombre de mécanismes élé-
mentaires impliqués, il s’agira essentiellement de vérifier la bonne implantation du
modèle développé dans cette thèse, jusqu’à un certain point, et l’influence des condi-
tions limites.

2.1 Données d’entrée et paramètres de simulation

Le test utilisé pour valider l’implantation du modèle est une poutre constituée d’un
seul pli unidirectionnel en compression. Son épaisseur hpl i est de 2 × 0.1 mm, sa lar-
geur lpl i de 1 mm et sa longueur Lpl i de 5 mm. Avec un seul plan de symétrie dans
l’épaisseur, on peut simuler un demi-pli. Compte tenu de la variabilité de l’ondulation
initiale (voir plus bas), on n’introduira pas de plan de symétrie supplémentaire dans la
largeur ni dans la longueur du pli.
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Algorithme 3

Initialisation : i = 1, η= 1, di = d(t −1), d ′
i = d ′(t −1), dk,i = dk (t −1)

Boucle : tant que η> ηc , i ++

1. Calcul des forces d’endommagement :

• Calcul des contraintes :

˜σ= H(di−1,d ′
i−1) :

(̃
ε(t )−˜εp (t )

)
; σr = (1−dk,i−1)k

(
εr (t )−εp

r (t )
)

• Calcul des forces thermodynamiques moyennes associées :

Yd = σ2
12

G0
12(1−di−1)2

; Yd ′ = 〈σ22〉2

E 0
2(1−d ′

i−1)2
; Yr =

σ2
r

k0(1−dk,i−1)2

• Calcul des forces d’endommagement couplées :

Y =
(√

Yd + cYd ′ +
√

br Yr

)2
; Yk = Yr +bk Yd

2. Calcul des variables d’endommagement :

di = sup
τ≤t

(
〈pY −

p
Y 0〉p

Y C −
p

Y 0

)
; d ′

i = c ′di ; dk,i = sup
τ≤t

(
Yk

Yκ

)
3. Calcul de l’erreur en stagnation : η= di−di−1

di
+ dk,i−dk,i−1

dk,i

Fin : d(t ) = di , d ′(t ) = d ′
i , dk (t ) = dk,i

Le pli est isotrope transverse et constitué de matériau T300/914, dont les caractéris-
tiques sont rappelées dans le Tableau 6.1. Puisqu’on ne l’a pas étudiée dans l’analyse
microscopique, le calcul est effectué sans viscosité. Une répartition de défauts d’ali-
gnement des fibres est distribuée, constante par sous-structure, à partir d’une fonction
de Weibull identifiée sur les résultats de Paluch (voir Figure 6.2). Cette répartition est
irréaliste au possible, puisqu’aucune corrélation spatiale n’est considérée (en particu-
lier dans le sens des fibres). Toutefois, en l’absence de données de mesure, l’influence
de cette répartition ne sera pas étudiée.

Le pli compte 500 sous-structures et 260 000 degrés de liberté (ddl). Pour ce calcul,
il a été parallélisé en 12 processus, lancés sur un seul nœud de 12 cœurs avec 24 Go de
mémoire allouée sur le cluster du laboratoire. Le problème macroscopique, écrit sur les
interfaces avec une base de 9 modes, totalise 19 000 degrés de liberté et est également
parallélisé en 8 processus. Son critère de convergence impose une erreur relative en
énergie inférieure à 10−6.

2.2 Validation de la l’implantation numérique

On souhaite avant tout de valider la bonne implantation du modèle, en étudiant la
réponse d’une cellule où les déformations se localisent. La cellule en question présente
une ondulation initiale importante (λ0 ' 0.01) et subit des contraintes de cisaillement
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FIGURE 6.2: Division en sous-structures, maillage et distribution de défauts (α0 en rd)
sur la structure simulée

croissantes au cours du temps (quasi-linéairement de 0 à 15 MPa au moment du saut
d’efforts). La réponse en termes de contrainte et déformation axiales jusqu’à rupture
est tracée Figure 6.3.

On observe un comportement légèrement non-linéaire, suivi d’une rupture fragile.
La réponse est superposée à la courbe obtenue sous QtOctave pour la loi de compor-
tement homogénéisée dans les mêmes conditions (défaut, chargement). La reproduc-
tion jusqu’à rupture est satisfaisante, mais il faut admettre que les non-linéarités res-
tent faibles. Par contre, le comportement post-pic est mal intégré, ce à quoi on pouvait
s’attendre en présence d’un point de rebroussement dans la réponse de la microstruc-
ture (voir Figure 5.1). Entre autres conséquences, l’énergie dissipée par le processus est
significativement surestimée.

C’est là un aspect très limitant de ce modèle et la régularisation de cette instabilité
va faire l’objet de travaux futurs. Par exemple, on peut supposer qu’une cellule ayant
dépassé le pic de contraintes va être le lieu d’importantes concentrations de défor-
mations. Aussi, on choisit de remplacer le comportement post-pic instable par une
branche verticale, un “saut contrôlé” amenant à un niveau d’énergie bien défini (voir
Figure 6.4). Lorsque les déformations augmentent, on suit alors une nouvelle branche,
qui permet de “relaxer” l’énergie sur-emmagasinée au cours du saut, jusqu’à un point
de raccord. Passé ce point, le comportement redevient standard.

Cette méthode a été utilisée par Pham pour l’étude d’une poutre élastique endom-
mageable pilotée en déplacement [Pham, 2010]. Il a notamment démontré une équiva-
lence en énergie (dans ce cas précis) entre la réponse suivant le chemin de rebrousse-
ment (à l’aide d’un algorithme de continuation) et cette stratégie. Toutefois, son adop-
tion dans le cadre de l’étude du plissement nécessiterait au préalable de définir un
comportement pour la bande après la rupture des fibres, ce qui n’a pas été traité dans
cette thèse.
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FIGURE 6.3: Réponse axiale d’une cellule du modèle hybride (continue) comparée à la
loi homogénéisée équivalente (pointillés)

FIGURE 6.4: Réponse réelle de la poutre présentant un point de rebroussement (trait
continu) et chemin régularisé suivi avec égalisation des aires hachurées (flèches)
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Pour se placer dans un cadre de simulation plus classique, on se propose pour le
moment de déterminer quels cas seraient susceptibles de présenter un comportement
univoque en déformations, c’est-à-dire avec un snap-through et non un snap-back,
et de ne mener des simulations au-delà de la contrainte ultime que dans ce cadre. Si
l’on considère les propriétés matérielles comme des données, le défaut initial est le
seul paramètre que l’on peut faire varier. La Figure 6.5 suggère qu’à partir d’un défaut
λ0 > 0.03, le modèle de comportement redevient univoque.
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FIGURE 6.5: Réponse axiale de la loi homogénéisée pour λ0 ∈ [0.005,0.03]

On refait une simulation avec le modèle hybride, sur un cas simplifié de 5×5 cel-
lules en compression simple. La réponse d’une seule cellule où se localisent les dé-
formations, qui présente un défaut initial λ0 ' 0.07 (largement supérieur aux valeurs
considérées comme raisonnables) est tracée dans la Figure 6.6. Ceci permet d’analyser
la réponse au-delà de la contrainte ultime. Jusqu’au pic, on constate que la réponse de
la cellule élémentaire celle identifiée sous QtOctave sont quasiment confondues. Au-
delà, on observe un “décrochage” de la première, peut-être en raison d’effets multi-
axiaux ou des cellules voisines.

Sachant que l’intégration du comportement dans des cas de défauts plus faibles,
présentant alors un snap-back, est encore plus discutable, les résultats présentés dans
la suite doivent être considérés avec une grande précaution. En effet, un certain
nombre de développements restent encore à faire pour simuler proprement la réponse
virtuelle d’un échantillon après la contrainte ultime.
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FIGURE 6.6: Réponse axiale d’une cellule du modèle hybride (continue) comparée à la
loi homogénéisée équivalente (pointillés)

2.3 Résultats préliminaires en compression libre

On impose à l’échantillon un déplacement axial Ud variant de 0 à−150µm de façon
monotone, par incréments de −1.5 µm. Les déplacements dans les directions e2 et e3
sont laissés libres partout. Le calcul complet nécessite un peu moins d’une heure. La
courbe de réponse force/déplacement est tracée dans la Figure 6.8.

Le premier saut d’effort se produit lorsque Ud /Lpl i = 1.47 %, ce qui correspond à
l’apparition d’une première bande de localisation. On arrête alors le calcul, le compor-
tement post-rupture nécessitant encore quelques améliorations. L’apparition de cette
bande de localisation est brutale, ce qui est en accord avec les observations expéri-
mentales : en compression pure, la rupture est généralement fragile. On peut toutefois
observer virtuellement la redistribution des contraintes au cours d’un même pas de
temps, itération globale après itération globale (voir Figure 6.7).

On remarque que la bande s’initie en un point faible (ici au cœur de l’échantillon)
puis se propage dans toute sa largeur. Compte tenu des conditions limites imposées, la
kink-band ne s’est pas initiée aux talons (virtuels) de l’éprouvette, ce qui est tout à fait
normal. Par contre, on remarque sur la dernière image qu’il existe une discontinuité
dans la bande. La raison est qu’il est énergétiquement moins coûteux, compte tenu
de la répartition des défauts dans le cas étudié, de rompre en compression un peu
en amont de la bande, là où le défaut est plus prononcé (ce qu’on devine sur l’avant-
dernière image) et de rejoindre les deux fractions de bande par une fissure discrète.
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FIGURE 6.7: Pli en compression libre : de haut en bas puis de gauche à droite, initiation
et propagation de la première kink-band au cours du pas de temps 49
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FIGURE 6.8: Courbe de réponse force/déplacement de la microstructure

Enfin, à titre d’observation uniquement, la Figure 6.9 trace le réseau de fissures
discrètes qui se sont initiées et propagées dans la structure en même temps que cette
première kink-band. On constate qu’elles sont essentiellement concentrées au lieu de
son apparition, ce qui est cohérent avec les observations expérimentales [Narayanan
et Schadler, 1999] et les couplages qu’on a souhaité mettre en évidence. Comme men-
tionné plus tôt, on pourra constater que la plus longue de ces fissures, assimilable à
du splitting, relie les deux fractions de kink-band discontinues. La séquence d’enchaî-
nement de ces dégradations est toutefois à considérer avec une extrême prudence et
demande une analyse plus poussée.

FIGURE 6.9: Détail : état d’endommagement dk et fissures discrètes à convergence
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2.4 Résultats préliminaires en compression encastrée

On impose toujours à l’échantillon un déplacement axial Ud variant de 0 à −150
µm de façon monotone, par incréments de −1.5 µm. Cette fois, les déplacements dans
les directions e2 et e3 sont bloqués aux extrémités.

La courbe de réponse force/déplacement est tracée dans la Figure 6.10. On observe
cette fois le premier saut d’effort lorsque Ud /Lpl i = 1.09 %, ce qui met fin au calcul. La
rupture est toujours fragile, mais le niveau d’effort atteint a significativement diminué.
On passe d’une rupture à une charge Fd /S ' 1950 MPa, supérieure à la contrainte de
compression maximale du “maillon faible” (σ11 ' 1450 MPa), à une rupture à seule-
ment Fd /S ' 1350 MPa.

-0.12 -0.10 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0

-1500

-1400

-1200

-1000

-800

-600

-400

-200

0

Fd
S (MPa)

Ud (mm)

FIGURE 6.10: Courbe de réponse force/déplacement de la microstructure

Dans le premier cas, la surestimation s’explique par le fait que les voisins du
maillon faible supportent une partie de sa charge et retardent l’instabilité, mais c’est
toujours le défaut qui pilote la rupture. Dans le second cas, ce sont les conditions li-
mites qui aident au déclenchement des instabilités. En effet, l’endommagement dk

est initié au niveau d’un des talons de l’éprouvette, à cause des concentrations de
contraintes (voir Figure 6.11). Au fur et à mesure des itérations, il se propage à l’in-
térieur de l’éprouvette.À convergence, une importante zone est dégradée.

Cette observation est là encore en accord avec celles d’Anthoine et co-auteurs [An-
thoine et al., 1998] et les mesures effectuées dans le cadre du projet VulComp (voir
Figure 6.12). Sur ces images obtenues par caméra rapide (21000 images/seconde), on
peut distinguer une importante localisation des déformations aux talons juste avant la
rupture.
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FIGURE 6.11: Pli encastré : de haut en bas, développement de l’endommagement dk

au cours des premières itérations (1, 5 et 10 sur 114) du pas de temps 36
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FIGURE 6.12: Photographie du mouchetis (gauche) et déplacement transverse en mm
mesuré par stéréo-corrélation d’images (droite) juste avant la rupture

Enfin, toujours à titre d’observation, la Figure 6.13 donne une idée de l’état d’en-
dommagement et de fissuration après rupture. Les dégradations sont beaucoup plus
importantes que dans le cas précédent, ce qu’on peut imputer à un développement
fragile de la fissuration en pied d’éprouvette. En effet, le splitting facilite la dégrada-
tion de la cellule par kinking, car elle n’est alors plus supportée en cisaillement. Le tout
s’accompagne d’une importante dilatation transverse de l’échantillon (non représen-
tée sur la figure) grâce à l’ouverture des fissures. L’enchaînement exact des mécanismes
et leur rôle dans la rupture finale requiert une étude plus approfondie, mais ce faciès de
rupture peut évoquer notamment le “brooming” qui a été observé expérimentalement
par l’équipe de Waas (voir Figure 6.14).

FIGURE 6.13: Détail : état d’endommagement dk et fissures discrètes à convergence
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FIGURE 6.14: Micrographie d’un faciès de rupture en compression mettant en évi-
dence le brooming [Yerramalli et Waas, 2003]

On s’attendait à ce que les conditions limites jouent un rôle, mais on remarque ici
à quel point ce rôle est critique lorsque de multiples instabilités sont impliquées. On
se gardera de tirer toute conclusion hâtive de ces simulations, mais cela souligne :

• d’une part, que les concentrations de contrainte favorisent énormément la rup-
ture par kinking, ce qui ne fait que confirmer l’importance de bien choisir et mo-
déliser les conditions limites de l’essai qu’on cherche à reproduire ;

• d’autre part, que les interactions entre kinking et fissuration discrète jouent un
rôle majeur sur la tenue du matériau et que les paramètres régissant ces deux
phénomènes, y compris le seuil de percolation de l’endommagement diffus, mé-
ritent d’être étudiés avec une attention toute particulière.

2.5 Limites et précautions particulières

Par certains aspects, comme l’introduction naturelle d’une longueur interne ou la
gestion explicite de la fissuration discrète, le modèle hybride facilite la simulation nu-
mérique du plissement. En raison des nombreux mécanismes de dégradation activés,
même des cas-tests apparemment simples peuvent présenter une certaine complexité,
comme l’illustrent les quelques simulations présentées ici. Par ailleurs, on a déjà évo-
qué les problèmes liés à l’enrichissement qui a été apporté au comportement en com-
pression. Mais le modèle hybride en lui-même présente aussi quelques limites.

En particulier, sa décomposition en cellules élémentaires dont la taille est de l’ordre
de l’épaisseur du pli amène à résoudre des problèmes à grand nombre de ddl. Afin de
réduire le nombre d’itérations LaTIn globales tout en minimisant les inversions de ma-
trices de rigidité, on a recours à une interpolation de l’endommagement. Le principe
consiste, pour chaque type de sous-structure considéré (i.e. à géométrie et propriétés
matérielles identiques), à calculer a priori l’inversion de leur matrice de raideur pour
des valeurs d’endommagement bien choisies. Ces matrices pré-inversées sont sto-
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ckées. Par la suite, à chaque fois que l’on résout le problème global, la matrice de sou-
plesse est déterminée en interpolant les valeurs des matrices de raideur pré-inversées.
Cette approche est très efficace dès lors que de nombreuses cellules sont initialement
identiques. Toutefois, les modifications apportées ici introduisent une statistique ini-
tiale différente pour chaque sous-structure (le mésalignement moyen des fibres) qui
impacte directement leur matrice de raideur (même si elle sont autrement géométri-
quement et matériellement identiques). La résolution incrémentale du problème ma-
cro est donc plus laborieuse dans le cas présent, surtout après localisation par kinking.
Le nombre d’itérations LaTIn globales passe en moyenne de 20 à 200.

Par ailleurs, la décomposition des plis en cellules élémentaires et le fait que wkb '
hpl i ont permis de localiser les déformations dans une rangée de cellules représentant
les VER dégradés. Pour traiter des cas où wkb serait égale à deux, trois, voire quatre
fois l’épaisseur du pli, il faudrait permettre une localisation des déformations à rup-
ture dans un volume de quelques cellules élémentaires, au lieu d’une seule. Compte
tenu de la parallélisation du code, cela peut poser des problèmes de découpage de la
structure par processus. Pareillement, si l’on envisage l’extension à un modèle pure-
ment mésoscopique, il faudra introduire cette longueur interne d’une autre façon (par
un comportement élastique non-local en compression, par exemple).
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Conclusion et perspectives

Cette thèse s’est inscrite dans le cadre du projet ANR VulComp (Vulnérabilité des
structures composites) et s’est concentrée sur une étude assez amont dans la théma-
tique de l’absorption de choc. Il s’agit en l’occurrence de l’influence du plissement sur
le comportement à rupture et post-rupture de plis composites unidirectionnels sous
sollicitation de compression-cisaillement dans le plan.

Un premier pari sur lequel repose cette thèse est qu’une analyse microméca-
nique permettrait de déterminer de façon prédictive les principales caractéristiques
de la rupture en compression, en particulier la contrainte maximale et l’énergie dissi-
pée, en fonction des principaux paramètres influents, c’est-à-dire des défauts et de la
multi-axialité. Afin d’estimer la qualité de cette prédiction, les essais de compression-
cisaillement de la littérature ont été choisis comme principal juge de paix. Or, les ré-
sultats des approches micromécaniques de la littérature présentent une surestimation
de la contrainte à rupture. Par ailleurs, l’estimation de l’énergie dissipée, qui est une
question fondamentale de cette étude, a jusqu’ici été peu étudiée.

Un modèle simplifié du comportement de la microstructure a donc été établi, in-
tégrant non seulement le comportement inélastique de la matrice, mais aussi son en-
dommagement. Cela a permis d’obtenir des résultats compatibles avec l’expérience,
offrant une prédiction quantitative des énergies absorbées par les différents méca-
nismes et tenant compte des fortes incertitudes que présentent les résultats d’essais
impliquant de la compression dans le sens des fibres. Ce travail reste à compléter pour
traiter des sollicitations tridimensionnelles intégrant la pression de confinement, afin
de prendre en compte l’influence des plis adjacents dans les empilements stratifiés.
Enfin et surtout, l’analyse est à prolonger dans le cadre de la dynamique, afin de l’ap-
pliquer au cas des absorbeurs de chocs composites.

Un second pari est qu’il serait possible d’homogénéiser les résultats obtenus par
l’approche micromécanique à l’échelle du pli. Pour cela, le modèle micromécanique
a été utilisé comme un échantillon d’essai virtuel, dont le comportement constitutif
a été approximé de façon relativement simple et identifié comme pour un essai ex-
périmental. Afin d’obtenir un modèle de comportement se prêtant bien à un couplage
avec les autres mécanismes non-linéaires caractérisant le comportement du pli, les as-
pects non-linéaires géométriques ont été distingués des aspects liés au comportement
matériau grâce à une seule variable géométrique.

Après identification, deux bénéfices sont retirés de cette distinction : d’une part la
variable géométrique présente un lien simple avec la statistique de mésalignement des
fibres et facilite sa prise en compte, d’autre part les lois d’évolution identifiées pour les
autres variables internes (endommagement, inélasticité) se trouvent approximative-
ment indépendantes de cette statistique. Les couplages naturels entre les mécanismes
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non-linéaires liés au plissement et ceux liés au cisaillement sont également détermi-
nistes. Enfin, le modèle obtenu est naturellement à longueur interne, longueur carac-
térisée par la taille de la bande de plissement.

Ces résultats ont étés intégrés dans une approche continue/discrète. La taille des
cellules élémentaires est alors définie par la taille de la kink-band, le modèle étant non-
local (les variables internes sont uniformes sur chaque cellule). Le traitement numé-
rique de cette modélisation pose des problèmes spécifiques qui ont pour l’instant été
à peine abordés. Les premiers résultats obtenus dans ce domaine sont donc sujets à
caution.

Une fois ces problèmes résolus, la question de la validation du modèle à l’échelle
de la structure pourra être abordée. En particulier se pose la question des interactions
avec les autres modes de dégradation, notamment discrets (splitting, délaminage). Le
modèle en l’état est-il suffisant pour rendre compte des effets complexes constatés
expérimentalement [Gutkin et al., 2010b, Koerber et al., 2010] ? Une autre question
concerne les effets de structure, notamment les influences de l’épaisseur du pli, de
l’empilement ou d’un gradient des contraintes axiales, qu’il serait intéressant de com-
parer à d’autres études [Wisnom, 1991b, Drapier et al., 2001].

Un aspect important qui n’a pas été abordé dans cette thèse est celui de la corréla-
tion spatiale des défauts à l’échelle du pli. En effet, les travaux de Paluch ne permettent
pas d’estimer une éventuelle longueur de corrélation entre mésalignements de fibres.
Des mesures à l’aide d’un microtomographe à rayons X, outil dont sera bientôt doté
le LMT, devraient permettre de répondre à cette question, dans la lignée des premiers
travaux menés dans le domaine à l’IMDEA [Hernandez et al., 2011].

Le but de ces travaux étant l’analyse virtuelle d’absorbeurs de chocs et en particu-
lier la définition de triggers efficaces [Feld et al., 2010], les prochains travaux porteront
aussi sur l’étude du modèle en dynamique et son intégration dans un code explicite.
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Annexe A

Détail du modèle rhéologique
La forme du modèle “rhéologique” à 1 degré de liberté considéré ici est rappelé

dans la Figure A.1.

wkb
2

α

k (σr , v)

(σ11,ε11)

E1

FIGURE A.1: Schéma du modèle rhéologique

On souhaite exprimer α en fonction de la seule variable σ11, sachant que cet angle
présente une valeur α0 non nulle lorsque σ11 = 0. Cet angle initial provoque une dé-
flexion v0 :

v0 = wkb

2
sinα0 (A.1)

Une fois un chargement appliqué, la déflexion s’écrit :

v = wkb

2
sinα (A.2)

On définit alors :

εr = 2v

wkb
et ε0

r =
2v0

wkb
(A.3)

Soit :
εr = sinα (A.4)

Notons σr la contrainte de rappel dans le ressort, définie par :

σr = kεe
r = k(εr −εp

r −ε0
r ) (A.5)

L’équilibre des moments du modèle implique :

σr =−σ11 tanα (A.6)

Et en combinant les expression précédentes :

k
(
sinα−εp

r −ε0
r

)=−σ11 tanα (A.7)
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Ainsi, pour un état donné des variables internes (εp
r et l’endommagement dk affec-

tant k), α peut s’exprimer implicitement en fonction de σ11 et l’on notera :

tanα= ξ(σ11) (A.8)

On remarquera que si la présence de cisaillement influe sur la valeur de α (ce que
l’on va vérifier dans l’étape d’identification), l’assertion précédente n’est également
valable que pour un état de déformation de cisaillement γ12 donné.
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Résumé

Les absorbeurs de chocs en matériaux composites sont capables de dissiper une grande
quantité d’énergie, grâce à la compétition de deux mécanismes que sont le délaminage et la
fragmentation des plis en compression. Ce second mode de dégradation a pour origine le plis-
sement, qui s’initie de façon intrinsèque à l’échelle des fibres. Cette thèse est une contribution
à la modélisation de ce phénomène pour la simulation de structures composites.

À cette fin, on propose une stratégie en trois étapes. La première consiste à construire un
modèle microscopique capable de représenter la physique du plissement. La difficulté est d’in-
tégrer les influences pertinentes en termes de contrainte ultime et d’énergie absorbée, en par-
ticulier celles des défauts et du cisaillement. La seconde étape consiste à homogénéiser la ré-
ponse de ce micromodèle pour une variété de chargements représentatifs. Un modèle de com-
portement original et paramétré par les défauts de la microstructure est proposé. Il intègre des
lois de comportement déterministes, identifiées par des simulations du micromodèle numé-
rique. Enfin, la troisième étape a pour objet d’intégrer ce comportement basé sur la micromé-
canique dans un modèle à l’échelle du pli, existant et validé. L’implantation est réalisée dans un
code de calcul hybride continu/discret, pour mener des simulations à l’échelle d’échantillons
et observer les interactions entre le plissement et les autres modes de dégradation.

Mots clefs : composites à matrice organique, rupture, plissement, défauts, modélisation,
homogénéisation non-linéaire

Abstract

Composite shock-absorbing devices can dissipate a large amount of energy, thanks to the
combined action of delamination and fragmentation of the plies in compression. The latter
failure mode is due to kinking, which naturally arises at the scale of the fibers. This Ph.D. is a
contribution to the multiscale modeling of this phenomenon for the simulation of composite
structures.

Therefore, three-step-strategy is adopted. The first step deals with the design of a microsco-
pic model able to represent the kinematics and kinetics of kinking. The difficulty is to include
all relevant parameters in terms of ultimate stress and dissipated energy, particularly defects
and shear. The second step deals with the nonlinear homogenization of the micromodel re-
ponse for several load paths. This is done by postulating an original constitutive model with a
parametric influence of defects. It includes deterministic constitutive laws which are identified
through numerical tests on the microstructure. Finally, the third step deals with the introduc-
tion of this micromechanics-based behavior in an existing and validated model at the scale
of the plies. It is implemented in the framework of a hybrid continuous/discrete computation
code, in order to perform sample-scale simulations and observe interactions between kinking
and other failure mechanisms.

Keywords : organic matrix composites, failure, kinking, defects, modeling, nonlinear ho-
mogenization
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