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Chapitre 1

Introduction

A la suite de ma thése, j'ai été nhommé Maitre de Conférenc8dnivérsité de Poitiers au début du
quadriennal 2000-2003, dans le département SIC (Signajdned Communication) de 'UMR IRCOM.
Ce laboratoire était structuré autour de quatre themesp@sjucomplémentaires et transverses intitulés :
"Génie logiciel pour I'infographie", "Signaux et Canauxtd@nsmission”, "Lumiéres, Matiéres, Aspect” et
"Formes et structures”. J'ai intégré cette derniére équilpes constituée de dix enseignants-chercheurs et
coordonnée par E. Andrés. A ma prise de fonction, I'objesttientifique était de développer et de renfor-
cer les outils théoriques et numériques d'analyse d'images ¢k cadre spécifique des images multicanaux.
Dans ce contexte j'ai développé de nouveaux axes de recheamamment autour de la sécurité et de
I'utilisation des Quaternions pour le traitement des insageuleur et j'ai établi des premiéres collabora-
tions tant universitaires gu'industrielles que nous &issons dans la suite de ce mémoire. Au début du
guadriennal suivant (2004-2007) le laboratoire, alorsraitne sous le statut de FRE, et dirigé par P. Lien-
hardt, s’est structuré autour de trois équipes : "Modétinajéométrique et animation”, "Ondes-Images-
Communications" et "Images Couleur dynamiques et statlguigette derniere équipe, constituée mainte-
nant de huit enseignants-chercheurs, a toujours pourtdigeiraitement et 'analyse d'images multicanaux
mais avec une couverture compléte de la chaine a savoir isi@mq outils théoriques, informations com-
plémentaires (mouvement, contexte ...) et perceptionaliurette période j'ai pris en charge I'animation du
groupe concernant la définition des outils théoriques mgration dans ces modéles de la dimension psy-
chovisuelle et couleur. Dans ce cadre j'ai élargi mon speér collaboration et de recherche en proposant
des modéles de représentation multiéchelle plus complakegrant d’autres outils comme la géométrie
discréte ou les équations aux dérivées partielles. Enfpuigganvier 2008, le laboratoire SIC est devenu un
département de 'UMR XLIM, institut de recherche crée aipdd plusieurs laboratoires dont I'lRCOM. Le
département SIC est constitué de 3 équipe-projets : "lIrdtgque Graphique (1G)", "SyStémes de COM-
munications sans fil (SYSCOM)" et "Images Couleur, mOuvemediEf et Surfaces (ICONES)". Jai
pris la direction de I'équipe ICONES. Cette derniére esstirée désormais de 12 enseignants-chercheurs
permanents et 2 chercheurs associés étrangers.

Les activités de recherche du projet ICONES sont organeséiesir du traitement, de la caractérisation
et de I'analyse de signaux et images multi-sources et rooitiposantes avec une spécificité concernant la
couleur. J'ai proposé et mis en place une structurationédgiipe suivant deux axes :

— Définition d’outils mathématiques adaptés a la manipuhatie données vectorielles, et associés a

I'introduction de paramétres physigues issus, d’'une partodéles d'aspect des surfaces analysées,
d’autre part, de modéles du systéme visuel humain.
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Chapitre 1 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

— Mise en place d’évaluations objectives et subjectivesidgdlité, a la fois des traitements développés,
mais aussi des supports de reproduction des images ou \ddétesir, selon des conditions normali-
sées au sein de salles dédiées.

Plus personnellement, la problématique centrale de memuxaest I'étude de méthodes de décomposi-
tion discrete Temps-échelle. lls s’'inscrivent pleinemaams I'équipe projet ICONES, en connexion avec
les autres outils fondamentaux développés dans le prexeedeal’ équipe (approche variationnelle et sto-
chastique) et intégrent les modélisations physiques ehasysuelles étudiées dans l'autre axe de I'équipe.

Dans ce cadre, je me suis concentré, dés mon intégratiorla@ki®ratoire sur les décompositions ato-
miques discrétes reconstructibles définies dans le dongéinéral des ondelettes : discrétes car la concep-
tion de décomposition directement dans un espace discnetepel’obtenir un espace de représentation
numérique qui possede de bonnes propriétés (orthogosalitéssible, stabilité, rapidité de calcul, etc);
atomiques car la décomposition d’un signal numérique sofrine d’'une somme d’éléments de base au-
torise une reconstruction partielle d’'une des composashiesignal et permet une description simple du
contenu de l'information ; reconstructibles car la podisébl'd’'inverser” la transformation ouvre le champ
des applications possibles.

Toutes ces méthodes possédent maintenant un cadre gédnéotdrament la transformée en ondelettes
standard (FWT) qui a connu un véritable succes ces vingi@esannées car elle offre une représentation
fine des images naturelles pour un co(t de calcul dérisomeedant, il existe encore certaines limites. Tout
d'abord les performances de la méthode 2-D sont limitéesapdirectionalité spatiale naive des fonctions
de bases, conséquence d'une construction séparable tsliliaaizontale et la verticale, ce qui ne permet
pas une analyse directionnelle. Ensuite la transformée EAWBtandard échoue dans la construction d’'une
représentation efficace d’éléments géométriques 2-D (@lasncontours) de I'image.

Afin d’obtenir une représentation efficace des informatiorEsentes dans I'image, il faut que les fonc-
tions de base soient directionnelles et/ou prennent enteoifappect géomeétrique des structures. De plus la
généralisation de ces transformées a des signaux a vakutmsielles, extension autre que par une simple
stratégie marginale, reste une question ouverte. Les eippsovariationnelles ont depuis longtemps montré
les défauts d’'une stratégie marginale dans le cadre de lawoavec la création de fausses couleurs, la
suppression de détails "colorés" ou tout simplement uneseptation incompléte de I'information. Cette
guestion va au-dela de la décomposition en ondelettes yriiggs peu d’'outils classiques du signal sont
définis avec précision pour les images couleur.

C’est a toutes ces questions que j'ai tenté d’apporter dasedits de réponse durant mes dix années de
recherche en tant que Maitre de Conférences a travers kEsthae j'ai co-encadrées et les projets que jai
animés ou auxquels j'ai participé. L'objectif recherchéws® représentation liée a une structure de données
sous forme de primitives (si possible non redondantesiiefaent calculable par un algorithme, telle que
I'ensemble de ces primitives permettent la reconstruatmta donnée d’origine. Il faut par ailleurs que I'on
puisse ordonner ces primitives (notion de reconstructemtiglle) et que I'on puisse donner un sens a ces
primitives (étape de compréhension de la donnée). Dansdre,aaon travail va se découper suivant trois
axes de recherche et un axe applicatif fort. Je les décrrsumement ci-dessous.

Approche géométrique. Dans un premier temps, nous avons étudié un outil qui peareprésentation
d'images d’'une maniéere optimale (au sens des rupturesrisa la transformée Ridgelet. Cette transfor-
mée construit une représentation qui code efficacementdesrdinuités linéaires 2-D comme par exemple
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les contours. A ce titre, elle s'inscrit bien dans la classe ahalyses multirésolution géométriques. Cette
nouvelle transformée s’est développée ces derniéres sudnttavers la restauration des images. Grace a
une collaboration avec les chercheurs en géométrie disdretiépartement XLIM-SIC nous avons proposé
une transformée Ridgelet/Curvelets paramétrable, ragidtesersible, obtenant des résultats en termes de
restauration de données 2-D trés satisfaisant, notammefidéo. De plus, la simplicité et la rigueur dans la
définition apportée par la géométrie discréte nous a perétisrdire ce travail a toute dimension en collabo-
ration avec un jeune collegue D. Helbert. Au dela de la tansfe Ridgelet, ce processus de représentation
nous permet de manipuler I'image a travers des projectie@sel comme nous le verrons, nous trouvons
différentes intersections avec d’'autres approches, motarnla transformée de Riesz.

Suivant ce méme but, a savoir capter la géométrie pour adaptansformée, nous avons proposé dans
le cadre d'un partenariat avec France Telecom R&D (maimie@aangelLab) (S. Pateux) une représentation
en ondelettes géodésiques qui se propose d'introduire wuglisation de la topologie dans un schéma
numérique de calcul du tydafting SchemeComme nous le verrons, ce schéma original trés souple nous
permet d'intégrer de nombreuses informations complénrestdl s’appuie sur la construction d’'un graphe
qui doit capter I'organisation structurelle de I'image aitier. De ce graphe, une distance entre chaque pixel
de I'image est estimée et introduite dans I'algorithme desodéposition.

Ces deux points ont notamment été traités a travers unedbég@i co-encadrée, ayant pour objectif une
représentation optimisée des images (G . Lebrun 2009). iméttie détectée a aussi permis de contréler les
processus de diffusion liés aux approches par EquationBérixés Partielles. Ceci a fait I'objet de la these
de A. Maalouf (2008), et a été le fruit d’une collaboratior@un collégue de XLIM-SIC, B. Augereau.

Couleur et MultiCanaux. Comme nous I'avons mentionné, l'intégration de la "dimenSicouleur est
peu prise en compte actuellement dans les algorithmes mexlefanalyse Espace-Echelle (si ce n'est
par une approche marginale). Mais plus généralement caste @ compte de la dimension vectorielle
des données est absente de tous les outils élémentaireglissignal : la définition d’une transformée de
Fourier couleur reste par exemple un sujet ouvert. L'objetelsecond axe a été d’examiner des approches
plus globales pour I'extension des briques élémentaisssidu signal dans le cadre des images couleur.
Suivant cette idée, j'ai débuté dés 2001 une étude conddiatlisation des quaternions. Cette recherche
a concerné la redéfinition des traitements classiques woetetermes quaternionique, comme le filtrage, la
modification des caractéristiques couleur ... . Ceci a Taijét de la thése de P. Denis (2007), notamment
a travers la redéfinition des manipulations couleur avemumdlisme lié a I'algébre géométrique. Notons
que l'utilisation des quaternions/ondelettes complexesragerie couleur constitue actuellement un sujet
de recherche trés ouvert qui répond aussi aux questionsedtidnalités évoquées dans le troisieme chapitre
de ce mémoire.

Ces travaux sur la redéfinition des outils pour les donnéetnielles s'inscrit dans le travail mené en
collaboration avec le laboratoire de Mathématiques et ajen(MIA) de La Rochelle dans le cadre de la
fédération PRIDES (Programme Régional de recherche enesn@pnnées et Systémes). Cela se traduit
aussi par une collaboration avec la Direction GénéraleAdenément (DGA) avec pour objectif d’étudier les
techniques d€ompressed Sensigns le domaine de I'analyse d'images hyperspectralesiaaédtection
d’'anomalies et d'objets et pour la fusion d’'images (Thes8.deousseau, débutée en 2009).

Approche orientée et notion de phase. Un dernier aspect absent de I'approche classique de lddrans
mée en ondelettes est I'adéquation entre le systéme visoaih (SVH) et I'espace transformée. Le simple
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découpage horizontal, vertical et selon les deux diagenhéea I'approche classique, n'est pas suffisant a
la fois en termes de description du signal mais aussi paoragpce que I'on connait du systéme visuel
humain. L'objectif serait de définir une représentatioroeg® a des directions d’analyse plus adaptatives,
invariante soit a la translation soit a la rotation. Dansddre des analyses directionnelles, la transformée
en ondelettes complexes suivant I'arbre dual constituer@pense possible. A partir de ces travaux, nous
étudions une approche alternative reposant sur les tral@Bulow et al. et Choi et al. sur le signal ana-
lytique 2-D a partir des nombres quaternioniques. Ce traimet de mettre en place une transformée
en ondelettes quaternioniques pour la compression etdaifitation plus en accord avec I'aspect SVH et
introduisant une nouvelle information : une notion de phasegénéralisation de ce travail nous mene a la
définition d’'une ondelette monogénique qui peut étre céméiel comme I'une des décompositions les plus
abouties en termes d'information signal. Nous décriroesnlembreuses questions qui restent ouvertes, et
la premiére d’entre-elles concerne l'interprétation adgrimations et I'intégration de la couleur. L'objectif
est de construire une information traduisant la notion diesphsi importante dans I'analyse de signaux 1-
D. Ce travail est aussi un élément important de la propwsiio nouveau codeur dans le cadre de 'ANR
CAIMAN en collaboration avec Thales et le sujet de thése dedrlard (thése en cours, débutée en 2009).

Les algorithmes numérigues temps-échelle offrent de neusas solutions dans différentes probléma-
tiques. De ce fait, des collaborations ou des transferteatablogie ont été initiés et je privilégie la mise en
place ou le renforcement de collaborations transversakxsdes chercheurs d’autres domaines. Je me suis
aussi efforcé de mener une activité contractuelle imptatartravers le montage et la gestion de contrats
important de recherche. Ces activités me permettent di@proma recherche dans le cadre de probléma-
tique a forte contrainte mais aussi de la valoriser a tradessbrevets. Enfin cette activité contractuelle m'a
permis d'obtenir le financement de nombreuses théses (& quériode évaluée). L'un des exemples les
plus significatifs concerne le tatouage et plus généraletaesécurité. Ceci constitue mon dernier axe de
recherche.

Sécurité Cet axe a débuté dés mon recrutement en 2000 d’'une maniéogtump a travers une these
CIFRE, réalisée par A. Parisis (soutenue en 2004) que j@adné sous la responsabilité de C. Fernandez-
Maloigne et dont le partenaire industriel était France date R&D. Depuis plusieurs années maintenant,
jai développé un travail sur la protection électronique aieages et vidéos, qui a donné lieu a deux brevets
sur le tatouage basé ondelettes, et intégrant des donngdwpisuelles de perception des couleurs. Cette
étude a nécessité une réflexion sur la meilleure stratégitge pour modifier des coefficients d’ondelettes
mais aussi le moyen de rendre le schéma robuste aux tramdfons: géométriques de type rotation ou
changement d'échelle. Nous avons pour cela étudié lesipesmsSIFT et notamment leur robustesse face
aux transformations numériques. Ces travaux se sont peigrsians le cadre d’une collaboration avec le
Département Mathématiques Informatique (DMI) de XLIM. bjectif visé est I'intégration de différentes
familles de code correcteur d’erreur afin d’'améliorer lausibsse de notre stratégie de tatouage. Ceci a fait
I'objet de la thése de A. Wadood (soutenue en 2011) que j@nmadrée avec P. Gaborit du département
DMI de XLIM.

Au final, tous ces travaux ont le méme objectif : la définitiumé représentation numérique performante
en ondelettes pour I'analyse d'images couleur. lls ont ét@agtie réalisés au cours des théses de David
Helbert, Alice Parisis, Frangois Mourougaya, Patrice BeAldo Maalouf, Guillaume Lebrun, Wadood
Abdul, Sylvain Rousseau et Raphel Soulard, que jai enesdf®05, 171, 162, 62, 141, 132, 1, 196, 222].
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D’autre part, ils sont le fruit de différentes discussionc@laborations avec des collegues de I'équipe
ICONES et du département XLIM-SIC ainsi qu’avec des charchpartenaires.

Le plan de ce mémoire se structure selon les axes décritssisd. Nous profiterons du premier chapitre
pour rappeler certaines transformées X-LET afin d'illustiéférentes recherches actuelles sur la repré-
sentation adaptée d'images. Ensuite ce chapitre se feralir nos apports en ce qui concerne la prise
en compte de la géométrie des images. Nous décrirons natrgfarmée Ridgelet construite & partir de la
géométrie discrete et nous analyserons en détail sesetiffés et avantages par rapport a I'approche de
référence de Stanford. Puis nous décrirons notre propogitt modélisation des données sous forme de
graphes pour intégrer la topologie et la couleur dans lstoamée. Nous verrons que cette approche, a
travers sa souplesse, ouvre de nombreuses perspectives.

Le second chapitre présentera en détail I'apport des fismak que sont les quaternions et les algebres
de Clifford dans la manipulation des images couleur. Ce ndledsodage, qui n'a été étudié que tres récem-
ment, permet de manipuler les couleurs en utilisant desatipas algébriques. Dans ce cadre nous décrirons
tout d’abord I'utilisation du formalisme des quaternioss@cié aux images couleur introduit par Sangwine
il y a une dizaine d’'années. Ensuite, nous détaillerons cempoursuivre cette approche dans le cadre plus
général des algébres de Clifford (dites aussi algébres €figmes). Ce formalisme est illustré a travers la
description d’'une nouvelle approche spatiale de détedéomptures couleur généralisant celle définie avec
les quaternions. Enfin, dans la derniére partie de ce ckapitus discuterons de nouvelles définitions de la
transformée de Fourier, adaptées aux images couleur.

Dans le troisiéme chapitre, nous aborderons nos travaugdaierche et d’encadrement les plus récents
concernant les décompositions multiéchelles. lls serditad’intersection des deux chapitres précédents.
L'objectif est a nouveau de définir de nouvelles transfore@®ndelettes qui vont s’efforcer de capter au
mieux l'information 2-D cette fois, non pas a travers unduee géométrigue mais plutot a travers I'ex-
tension rigoureuse 2-D d’outils venant du signal, notantrteerignal analytique et le concept de phase. A
travers nos travaux concernant la transformée en ondelgttaternionique (QWT), nous montrerons que
ces outils, qui restent confinés dans une petite communaeigent fournir des réponses applicatives grace
a la qualité de la représentation, par exemple dans le cascddeur QWT.

Pour finir ce mémoire, je propose de décrire mes travaux naangsle cadre de la sécurité des données
Multimédia. L'objectif initial était d'étudier les possitiés offertes en termes de Tatouage d’'image par
I'utilisation des décompositions en ondelettes et la peise€ompte de la dimension Couleur. Ensuite nous
montrerons comment ce travail s’est poursuivi a traverfémintes évolutions. Tout d’abord nous décrirons
nos propositions afin de rendre I'algorithme robuste a tertaattaques géométriques, puis nous étudierons
I'intégration de différentes familles de codes afin d’augteela robustesse de notre schéma.

Enfin, je conclurai ce mémoire en reprenant les différentepgsitions de recherche faites pour les
années a venir.
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Chapitre 2

Prise en compte de la geométrie dans les
transformées en ondelettes

Comme nous I'avons abordé dans l'introduction, la quegti@miére qui a guidé mon travail a été de
définir une représentation multiéchelle (conservant aecjreé de microscope mathématique) qui prenne en
compte la spécificité des images, comme par exemple la géenedtsi possible intégrer une information
vectorielle associée a la couleur.

Ce chapitre décrit deux premiers axes de recherche tergadpdndre a cette problématique, axes que
j'ai initié, tout d’abord durant les années qui ont suivi nrecrutement, en collaboration avec E. Andres
(professeur a XLIM-SIC en géométrie discréte) avec par @kemn travail sur le 3-D dans le cadre de la
theése de D. Helbert, puis qui se sont poursuivis sous un aogike dans le cadre de la thése de G. Lebrun
(en co-encadrement avec Stéphane Pateux d’'Orangelabs).

Rappelons le contexte. Nous considérons comme données$yaaries informations vectorielles défi-
nies sur une grille discréte donc une applicatiorZdeZ (ou d’'un sous-domaine) a valeurs dés R x R
(ou d’'un sous-domaine) :

A [17]] = (AlaA27A3)
Zx7 - (R,R,R)

Dans un premier temps, nous pouvons tout simplement camesteutransformée 2-D suivant une ap-
proche séparable ce qui a pour conséquence des transkatides dilatations indépendantes suivaet y.
Toutefois, on ne peut pas se satisfaire de cette analysesaqoime il 'est mentionné depuis de nombreuses
années, ne prend pas en compte les caractéristiques dgd'il@atte prise en compte peut se traduire par
exemple par une notion d’analyse directionnelle dans le filequentiel ou alors par une dimension géo-
métrique dans la transformée. C’est ce second aspect qtii'alfet de mes premiers travaux et directions
d’études que je vais présenter dans ce chapitre.

En effet, ces premiers travaux proposent d’intégrer la gdnende I'image dans la décomposition en
ondelettes grace a des outils plutot liés a la communaubéniatique graphique. Notons que cette trans-
versalité est le fruit de la structuration du laboratoirelMESIC et de mes échanges avec mes collégues
informaticiens. Deux axes ont été déployés dans ce cadre :

— une transformée Ridgelet définie a travers la géométrazedes
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— une transformée géodésique basée sur des manipulatignaptes.

En préambule, nous profiterons de cette section pour intedifférentes notations que nous utiliserons
dans la suite de ce mémoire et donc pour faire de brefs rappslglifférentes analyses multirésolution
. Puis, aprés avoir mis en évidence les limites de la tram&feren ondelettes 2-D, nous introduirons les
concepts présents dans la transformée Ridgelet et notarmsadarte connexion avec la transformée de
Radon. Ensuite nous étudierons les éléments de base partradtdéfinir un calcul de la transformée de
Radon discrete, élément fondamental de la transforméesRiddiscrete, ce qui nous emmeénera a la trans-
formée de Radon analytique que j'ai développée. J'illuatra potentialité de ce travail avec le débruitage
d'images, ainsi que différentes perspectives traitéesvang.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous introduirorectansgle approche géométrique de la transfor-
mée en ondelettes proposée dans le cadre de mes directimthdeche. Ce travail est né de la constatation
de la rigidité de la transformée Ridgelet. L'idée a été alfmonstruire une décomposition la plus adap-
tative possible. Ce travail été notamment réalisé dansdeeade la thése de G. Lebrun. Il se propose de
redéfinir 'analyse par ondelette a travers le concept dantie géodésique, et nécessitera pour cela de re-
voir différentes notions théoriques et pratiques assea@ée variétés. Ce travail ouvre encore aujourd’hui
de nombreuses questions et perspectives que nous dis@itero

2.1 Rappel : la transformée de Fourier, la transformée en onélettes et les
évolutions en "Let"

2.1.1 Latransformée de Fourier

Soit s un signal défini sur.?(R) (signal d’énergie finie). La transformée de Fouriersdgu’on notes,
est définie par :

+o00 )
3(6) = / s(x)e” HmE g (2.1)
avecé € R la fréquence. La transformée de Fourier inverse est défarie p
+o0 )
sw) = [ seemag (2.2)

La transformée de Fourier peut se généraliserf8urDans le cas 2-D, la transformée de Fourier de
s € L?(R?) a deux variables; etzs est :

—+oco “+o0 )
5(&1,6) = / / (@1, wo)e” HTEITITET) gy gy (2.3)

La transformée de Fourier discréte (TFD)«éonction de I'espace des signaux discret de longueur finie
N, est définie par :

Z I*N" avecn, k € Z pourk = 0..N — 1 (2.4)

Et sa formule d’inversion discréte par :

1

N-1
- 2tnk

E e /"~ avecn,k € Zpourn=0..N —1 2.5

VN = P (2:5)
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La TFD d’'une image discrétede taille (N, x N») vaut :

N1—1N2—1
A }1 : }2 : —]N s (k1ni+konz)
S[klakZ] 711,712 172 (26)

n1 =0 n2=0

La limite de I'analyse de Fourier est la dissimulation daftrmation temporelle. C’est pourquoi de nou-
velles représentations sont apparues, transformatiorctdng a représenter conjointement l'information
temporelle et fréquentielle. C’est le cas des ondelettes.

2.1.2 Latransformée en ondelettes

Nous introduisons maintenant I'outil, élément central dssmecherches, qui permet I'étude de signaux
Ou processus a comportement non stationnaire : la décotigposn ondelettes. Elle construit une représen-
tation qui rend compte de I'évolution au cours du temps dueranfréquentiel du signal.

2.1.2.1 Analyse multirésolution 2D

La construction directe de bases discretes orthonorméeslelettes 2-D repose sur la théoriel'daa-
lyse multirésolutiofAMR). Cette analyse permet I'étude successive des appadions lissées d’un signal
2-D dans lesquelles les détails sont progressivementisuggrL’'un des éléments fondamental de I'analyse
multirésolution 2-D est I'introduction d’'une matrice déadationD qui définit le "processus” de lissage lors
d’'un changement de résolution.

L'AMR est une séquence croissante de sous-espaces féifgs, de L? (R?) qui ont les propriétés
suivantes [157] :

N2 Vi =A{0}, Ut® _ V estdense dank? (R?) etV C V;
s(z1,12) € Vo & s(D™'x) € V; avecx = ( . )
T2
8(1’1,1’2) eV < 8(:L'1 — k1,290 — k‘Q) eW
3¢ € L* (R?) 1 {C(tr — pst2 — p2)},,, u,e, €St UNE base "orthogonale” dg

Nous avons alors une séquence de sous-espagps , telleque ... c Vi Cc Vp C Vg C ..

Au fur et a mesure que l'indice d’échelleroit, le maillage devient grossier, et les projections dans
les espaceg; contiennent de moins en moins d’information relative a

D’aprés la définition de 'AMR, la fonctioq (D‘lx) € V1 C V, peut s’exprimer par une combinaison
linéaire des vecteurs de base g a savoir{¢ (x — k)},.,». Nous avons alors la relation bi-échelles
suivante :

[det(D)| 72 ¢ (D7'%) = Y- D7 hlkuskelCo (w1 — ki, wa — ko) (2.7)

ki€Z ko€Z

On voit ainsi apparaitre la notion de filtre dischet’information (les détails) perdue entre deux approxi-
mations successives peut étre obtenue par projection dalsgD dans un ensemble d’espadég;},_,,
appelés espaces d'ondelettds. est un complémentaire dg dansV,_; (V; + W; = V;_;). Les fonctions
d’ondelettes sont associées au complément orthogoridl del.

En général, en dimension 2, ce complément n’est pas génémmpainique fonction d’ondelette et ses
translatées. Toutefois, il existéet(D)| — 1 fonctions mutuellement orthogonaleé(z1, z2) € L? (R?),
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i =1,..,|det(D )| — 1 telle quely = Wy @'dCt(D” ! Wi, ol les espacel’} sont générés par la suite
i (x)=v (D 'x—k } 57].

{vict) =v (D19} 1157 |
Commel¥; est également contenu davig les fonctions)* (D‘lx) peuvent s’exprimer par une com-

binaison linéaire des vecteurs de basé/gle

|det(D)| 7/ Z Z ‘[k1, k2]Co (z1 — k1, 22 — ko) (2.8)

k1€Z koeZ

Ainsi apparait le deuxiéme filtre discret (ou un ensemblelttedidiscrets) présent dans la transformée
discréte.

2.1.2.2 Ondelettes et bancs de filtres

Nous présentons maintenant I'algorithme de décomposstiothése rapide (DWT) tel qu'il a été pro-
posé par S. Mallat [151]. La TO s’applique a des signaux édteamésc , x, = s[k1, k2] correspondant
a I'approximation d’une fonctios(.,.) € V; par

S= 2> CokikaCokikn

k1€Z koeZ

Le signal original est donc représenté sur une basg,déppliquer une TO sud, échelles revient a
représenter ce signal 2-D sur une base résultant de la soimeated

Vi+Wr+Wra+ ...+ Wy

L'algorithme de transformée est itératif et consiste a lewgr la représentation d’'une composante sur
V1, par une représentation sur 1 + W 1. On peut alors calculer rapidement les approximationstetldé
d’'un signal a I'échellel a partir de I'approximation a I'échelle — 1. On peut en effet montrer a partir des
équations (2.7) et (2.8) que :

x=(s,GQr)= Y hn—Dklc_1n (2.9)
nez?
etdjy = (s, %)= Y g'n— Dk 1n
nez2
avec{c approximation e{di } coefficients d’ondelettes a I'échelle
{eticheez2 apP bk f ke z2 1<i<|det(D)|

Si nous notong.p 'opération de décimation suivard®, nous pouvons écrire I'équation (2.9) sous la
forme :
{ a=Ip (h~ ®®c;—1)
=1p (9" ®@®c1)

avecs~ retournement tel que [k, ko] = s[—k1, —ks2] et® produit de convolution

On constate que le calcul de 'approximation passe-bassetaiefficients d’'ondelettes a I'échellese
résume a la convolution (filtrage) des coefficients de I'agjnation passe-bas a I'échelle- 1 suivie
d’une opération de décimation suivdt En itérant ce processus, il est ainsi possible a partir dédaence

{cox},aveck € [0, N — 1]*, d’obtenir tous les coefficients d’ondelett%df k} aveck € [0, ]Q\f —1] ? pour
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1 << L,1<i< |det(D)|avecL le nombre d’échelles de décompositions. Ce processussiécanstitue
I'algorithme de TO rapide.

En plus de sa rapidité, I'algorithme présente le grand étée disposer d’'un algorithme rapide de
reconstruction. Ce dernier reprend lui-aussi des notien$Ad/R, a savoir que la superposition des détails
et approximations a une échellproduit I'approximation a I'échellé— 1. En suivant le méme raisonnement
que pour la décomposition, on obtient que la reconstrua®tiapproximation passe-bas a I'échellee
résume a la convolution des coefficients de I'approximapasse-bas et des coefficients d'ondelettes a
I'échellel +1 précédée d'une opération d'interpolation suivBniComme pour l'analyse, ce processus peut
se réitérer permettant ainsi de reconstruire la séqueit@dera partir de tous les coefficients d’'ondelettes
et de la derniére approximation passe-bas.

Nous venons de voir que l'algorithme de décompositionsetroction repose sur une application suc-
cessive de filtrage et son implantation pratique se faitidd’a’un banc de filtres [151]. Nous présentons
sur la figure 2.1 un exemple d’analyse a partir d’'un banc dedil2-D a 4 canaux. Ce schéma d’analyse cor-
respond a une dilatation séparable qui reste, comme naam$andiqué dans l'introduction, la référence.

Dilatation séparable D= ( 2.0 )

0 2
CD
!
Y Y
GX HX
G, | [H G, M
¥ ¥ ¥ ¥
' dia €

FIGURE 2.1 — Banc de filtres 2-D séparables

Nous présentons sur la figure 2.2 I'exemple le plus classikpidension 2-Da partir d’un banc de filtres
2-D non séparables a 2 canaux. Ce schéma d’analyse cordedpme dilatation en quinconce.

Comme nous l'avons vu, les ondelettes permettent de rapegskes détails perdus lors du passage
d’'une résolution a une résolution plus grossiere. La recaction d’'une image a partir de ses coefficients
en ondelettes prend une signification intuitive évidentienage, a sa résolution la plus grande, est égale a la
somme d’une version floue, et des détails apparaissant &lielfes différentes, c’est a dire a des résolutions
différentes. De ce fait, la compression par ondelettes arétéel progres dans le domaine des images. En
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Dilatation en quinconce (1 1 J k;

FIGURE 2.2 — Banc de filtres 2-D non-séparables suivant un schémaieconce

effet, la raison essentielle tient a la nature méme des immagemajorité des informations auxquelles nous
sommes sensibles, se trouve dans ce que I'on appelle lesucerte I'image : par exemple les bords des
objets, des visages,... . Ces contours sont des régionsntengité de I'image varie brutalement, et les
"quelques” coefficients d’'ondelettes correspondants &metd’amplitude importante, y compris aux petites
échelles. Or, une image contient en général relativemend@eontours, et est réguliére (lentement variable)
sauf au voisinage des contours. Par conséquent, beaucageffieients d’ondelettes sont faibles (surtout
aux petites échelles), et peuvent étre négligés sans cuemehine de distorsion visible sur I'image.

Cependant, et c’est ce qui constitue le coeur de ce chaf@tmmdage précisément du contour par les
ondelettes n'est pas optimum, comme nous allons le voir dgparagraphe suivant.

2.1.2.3 Singularités et ondelettes

La transformée en ondelettes est bien adaptée pour refesendiscontinuités ponctuelles. En effet,
la fonction d’ondelette, élément de base de la décomposigist une fonction a support temporel fini. Tous
les autres éléments de la base sont fabriqués par transhititilatation de cet élément de base et sont donc
aussi a support temporel fini.

Si I'on a un signal 1-D dont I'énergie est concentrée en umtp@iscontinuité ponctuelle), du fait de
la localisation temporelle de la base, a chaque échelle mausons que quelques coefficients d’'ondelettes
significatifs. Notons que concrétement le nombre de coeffisisignificatifs va dépendre de la base d'on-
delettes utilisée.

Pour un signal de longueuy le nombre maximal d’échelle ekig,(V), donc pour une singularité la
transformée en ondelettes fournit (en simplifia@log,(/N)) coefficients significatifs. Si 'on compare a
la capacité nécessaire pour stocker le signal de dénayt), on peut conclure que les ondelettes sont bien
adaptées pour coder les singularités. Nous illustronsa@ogrsur la figure 2.3.

De cette illustration nous en déduisons que la transforméendelettes 2-D simplement obtenue par
produit va coder correctement les singularités. Toutefoéste construction n'est pas tres flexible et ne
permet pas de généraliser la propriété de coder "optimaignes ruptures 2-D que sont les contours.
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FIGURE 2.3 — Décomposition d’une discontinuité 1-D

La figure 2.4 illustre la décomposition suivant une base dbbeites séparables d’un objet 2-D élémen-
taire. On constate que les ondelettes détectent bien lesspeolés de contour mais pas le contour dans
sa globalité (par exemple son organisation). Si I'on regrienpropriété de codage des singularités des
ondelettes on peut dire approximativement que a chaqudle&¢He nombre de coefficients significatifs
permettant de stocker I'unique contour est proportionrt’dois la longueur du contour, ce qui n’est pas
pleinement satisfaisant. De plus du fait de la construatiena base par produit tensoriel, les coefficients
associés au méme contour sont dispersés sur différents plan

Pour conclure, on constate que du fait de leur construcéismmhdelettes 2-D sont plutdt désignées pour
coder les singularités dans les directions horizontalegmicales et n'expriment pas les connexions qui
existent entre les points d'un méme contour. Ce problem@dépendant de la base d’ondelettes choisie
(régularité de la fonction analysante).

Les images naturelles vont donc étre difficiles a représeéntaide d’une base d’ondelettes, a la fois a
cause des contours et des textures. Pour gagner en effipaaitdes images complexes, il est nécessaire
soit d'utiliser des représentations rigides mais prenaatixien compte les particularités d’une image, soit
des représentations adaptatives.

Puisqu’une grande partie de mes travaux va s'inscrire desg@nsformées multirésolution pour I'image,
je propose un rapide bestiaire des transformées X-LET®inement incomplet étant donné la richesse des
propositions de ces derniéres années. Notons que pouratetesdtlieux nous nous appuierons sur le tour
d’horizon déja fait durant la thése de G. Lebrun. Tres récentran panorama des différentes décomposi-
tions a été fait dans [114].
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FIGURE 2.4 — Coefficients d’'ondelettes d’'une image représentargencle. Chaque image de détails est
normalisée.

2.1.3 X-lets et autres

Toutes ces transformées récentes ont pour objectif de grenccompte le "motif" formé par les singula-
rités du signal. Cette prise en compte se fait au traverseded¢mble du dictionnaire de fonctions d’analyse.
Nous verrons que certaines d’entre elles (les transforradaptatives) s’accompagnent de méthodes de
détection explicite de ce motif avant de calculer la tramafee en ondelettes.

Nous débutons notre description des transformées gégueésrpar les transformées basées sur un dic-
tionnaire de fonctions définies indépendamment du contenlindage. Notons que nous n’abordons pas
les évolutions directes du banc de filtres comme les paqlmtslielettes ou les filtres 2-D non séparables,
stratégies trés proches des bancs de filtres présentésadaetion précédente.

2.1.3.1 Transformée géométrique a fonctions d’analyses &%

Le principe de ces transformées consiste a projeter lelsigamaalyser dans une base de fonctions fixes,
qui ne s'adaptent pas au contenu analysé.

Ridgelet La transformée Ridgelet (et son évolution la transforméevélat) [75], [38] correspond a la
construction d’un dictionnaire de fonctions d’analyseplayant sur la transformée de Radon : les fonctions
d’analyse résultantes correspondent a la mise en valewupleses linéaires (puis curvilignes) dans I'image.
Nous ne détaillerons pas plus le principe car le premieair@ue nous présenterons se place dans cette
famille de bases.

Transformée Contourlet Cette transformée proposée par &al. [69] peut se voir comme une variante
de la transformée Curvelet en utilisant a la place de |lafvam&e Ridgelet un banc de filtres directionnels
proposé par Bamberget al. [15] ((b) figure 2.5), chaque échelle étant définie a partind’ pyramide
gaussienne de Buet al.[36] ((a) figure 2.5).

La redondance de cette transformée est moins importanteajigede la transformée Curvelet. Alors
gue la transformée Curvelet se place sur des applicatiorigpdedébruitage, cette transformée se place
plus sur des applications de compression (en particuliec & version CRISP-contourlets [139] qui est
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FIGURE 2.5 — (a) Pyramide gaussienne. (b) Traitement des difféseptojections par la transformée en
Ondelettes.

a échantillonnage critique). Il existe également une extende la transformée pour I'étude des données
organisées selon 3 dimensions avec les Surfacelets [140].

Transformée Beamlet La transformée Beamlet de Huo et Donoho [73] propose unedatdn de I'en-
semble des "beams" qui correspondent a tous les segmesiblpsEntre deux pixels de I'image traitée
(soitn? pour une image a pixels). Les "beamlets" ( figure 2.6(a)) correspondent alimiéation de I'en-
semble des "beams" par le biais d’'une segmentation dyadglienage a plusieurs échelles (figure 2.6(b)).
Le principe est de ne choisir que les "beams" dont les extédnaippartiennent a la limite d’'une des zones
dyadiques.

| |
1 T T

(@) (b)

FIGURE 2.6 — (a) La beamlet est codée par deux sites du contour quediot indexer dans le sens horaire
en partant du coin nord-est. (b) Un ensemble de quelquesléisam

Les coefficients de la transformée Beamlet correspondemtsarhme des valeurs des pixels le long du
segment. Cette transformée permet également la mise anr das ruptures linéaires dans I'image a partir
d’une analyse multi-échelle.

Ondelettes - Triangulation Nous présentons une derniére transformée en ondelettasogaepouvons

considérer comme une transition entre une transforméetatl@pet une transformée a bases fixes car |l
n'y a pas a proprement parler d’identification préliminales singularités mais le dictionnaire cherche a
s’adapter aux caractéristiques de I'image. La transforfh&®] est basée sur la triangulation d’'une image
niveau de gris considérée pour le coup comme une surfacaida@space a trois dimensions. Nous pouvons
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noter un article récent utilisant cette approche pour agpadr un algorithme de compression rivalisant avec
JPEG2000 [184].

L'information décrivant le dictionnaire de fonctions dapse de la transformée réside dans la topologie
de I'ensemble d’échantillons qui est mise en valeur paidagulation. L'avantage de cette nouvelle formu-
lation est que la triangulation permet a la transformée aldagiter aux singularités : nous avons par exemple
une plus grande concentration de triangles pour les paitisgiches en détails de la surface (figure 2.7(e)).

(@) (b) () (d) (e)

FIGURE 2.7 — Triangulation du signal. (a-d) Construction progres@multi-échelle) d’'une zone uniforme.
(e) Triangulation pour un signal régulier par morceaux.

Cette approche trés particuliere de la transformée en ettelelpart de I'échelle la plus grossiére pour
redescendre vers les coefficients de détails. Elle s’apui@n schéma de subdivision de la triangulation
de base. Chaque aréte de chaque triangle est subdivisé@jpat t'un sommet ( figure 2.7 (b-d)). Le
coefficient d'ondelette résultant de cette subdivisiomegpond a la distance entre le milieu de l'aréte et le
sommet réel qui lui correspond dans la surface étudiée.

Cette transformée peut se voir comme une transition vetslesformées en ondelettes adaptatives parce
gu’elle s’adapte aux données du signal (ce que les auteuligrsent). Notons que des approches récentes
[184] suggérent d'inclure la distance géodésique dansegssus de maillage. Le deuxiéme volet de notre
travail présenté dans ce chapitre s’approche par certapects de cette stratégie.

Nous proposons maintenant la description de plusieursfvamées en ondelettes adaptatives.

2.1.3.2 Transformées adaptatives

Ces transformées comme nous 'avons fait remarquer darardégm@aphe sur la transformée par trian-
gulation, s'appuient sur un ensemble de paramétres pemmédtconstruction du dictionnaire de fonctions
d'analyse et de synthése. Elles se retrouvent par conséqusiématiquement accompagnées d'une ou
plusieurs méthodes destinées a construire I'ensemblesdeacameétres.

Transformée Wedgelet Les wedgelets [74] correspondent a des fonctions constgatemorceaux ("Ho-
rizon Class of functions"). La premiere phase de la transédion correspond a I'identification des "mor-
ceaux" de fonctions. Cette procédure itérative s'appuieuauQuadtree. On cherche dans chaque bloc du
Quadtree une rupturedgelcoupant la zone en deux morceaux de fonctions constantdsy Siplus de
deux morceaux, on sépare dyadiquement le bloc et on conanéeursion. Si la zone ne contient qu’un
morceau, on indique une absence d'arétes et cela constiwantition d'arrét de la récursion. Si le bloc
contient une singularité suffisamment simple de forme ptnar dcrite par uredge on arréte également
la récursion avec codage de la forme pour I'échelle en c@labalement la transformée s’obtient en cher-
chant a minimiser la différence entre I'ensemble des dantdtées et sa projection sur 'ensemble des
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edgels Aprés la constitution de ce dictionnaire les coefficierdsatdgelets vont alors définir la valeur de
chaque morceau constant (figure 2.8(b)).

(@) (b)

FIGURE 2.8 — (a) Dictionnaire aidgelstrouvé pour I'image en cours. (b) Transformée wedgeletiezo
uniformes mises en évidence.

Cette transformée adaptative est particuliere puisquést congue pour les simples fonctions constantes
par morceaux. Néanmoins, en combinaison avec la transoeméndelettes 2-D elle permet une améliora-
tion de la compression des images réelles [248] (stratdggsique de prise en charge séparée des textures
et des zones uniformes de I'image).

La transformée Wedgelet illustre bien le principe des fanses adaptatives : en construisant un dic-
tionnaire nous cherchons a adapter au mieux les foncti@matyse a notre signal.

Dans un autre registre, plutét que de traiter séparémeisaomformes et textures, des approches pro-
posent de modifier la transformée pour que le filtre d’anafgsele synthése) s'adapte aux singularités de
I'image. Nous allons dans un premier temps décrire desfoamées qui font le choix de déformer le signal
pour I'adapter a la transformée en ondelettes 2-D, c'estdade la transformée Bandelette.

Transformée Bandelette premiere génération Les bandelettes de premiére génération [131], [130] s'ap-
puient sur une description des contours (figure 2.9(a)) idefje pour localiser, les singularités. Ensuite
plutét que d’adapter les fonctions d’analyse aux singidlarie I'image, la transformée adapte des zones de
I'image a la transformée en ondelettes séparables 2D (awdques adaptations pour permettre la prise en
compte de la forme non rectangulaire des zones). Afin demruirgstes zones a partir des contours détectés
dans I'image, l'algorithme de Grassfire proposé par Blum28] [ figure 2.9(b)) est utilisé. Ensuite, tou-
jours a partir de I'information des contours, des défororatisont associées a chaque zone pour permettre
son adaptation aux familles d’'ondelettes séparables 2ifefig.9(c)). Aprés la prise en compte des pixels
des zones déformées (correspondant aux coefficients delbted) il reste un ensemble de pixels a co-
der. Ces pixels sont pris en charge avec I'estimation deatjeninitiale uniquement a partir des coefficients
de bandelettes. La reconstruction parfaite est assurde padage du résidu entre image initiale et image
estimée.

Notons que durant le travail de thése de G. Lebrun que jahanéc[132], nous avons mené une étude
algorithmique pour proposer des solutions numériquesaetie [133].

Malgré I'utilisation du Grassfire, la transformée soufftarak Iégére redondance qui ne I'empéche pas
d’obtenir de bons résultats en compression. Afin de restenrsel approche de déformation par zones du
signal, et toujours a partir de la prise en compte des costdarl'image, une deuxieme génération de
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(@ (b) (c)

FIGURE 2.9 — (a) Détection des contours. (b) Construction des zdegpixels "bandelettes" par grassfire.

(c) Déformation de la zone.
transformée en Bandelettes a été proposée par G. Peyrd 82hl.

Transformée bandelettes deuxieme générationLa transformée en Bandelettes de seconde génération
[182] s'appuie sur une segmentation par quadtree (figui@)ldes différentes bandes de fréquences de
la transformée en ondelettes un peu a la maniére de la treréxfoen Wedgelets. Les singularités détectées
dans chaque bloc du Quadtree sont prises en charge par ldadrancement préalable des coefficients,
puis la transformation par ondelettes du signal 1D obtemupassage de (b) vers (c) de la figure 2.10
illustre la déformation puis le parcours adapté des coeffiside la zone. Le réordonnancement s'appuie
sur les lignes de flux paralléles a la singularité détectés tiafeuille dont la forme peut étre plus ou moins

complexe. Ce réordonnancement s'inspire de la transfodaddpert [6].

(a) (b) (c)

FIGURE 2.10 — Bandelettes de deuxiéme génération. (a) Descripgensingularités dans le domaines
des coefficients d'ondelettes séparables. (b) Choix d'unellé a traiter. (c) Déformation, puis ré-

ordonnancement.

Cette fois, le nombre de coefficients de transformée carespxactement au nombre d’échantillons du
signal étudié. La concentration de I'énergie plus impdgague pour la transformée en ondelettes permet

encore une fois d’améliorer les résultats de compression.

Cette transformée a été utilisée dans le cadre de la théseMaalouf [141] que j'ai co-encadrée avec
B. Augereau sous la direction de C. Fernandez. Dans ce adeln®, modéles ont été construits pour la
problématique de traitement des séquences vidéo : le prengieur objectif le Mosaicing des séquences
vidéo et le second I'Inpainting. Les deux modeéles se baseta segmentation en quadtree de la transformée
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en bandelettes afin d'étudier les similarités entre legdifites zones des trames de la séquence. Les carrés
dyadiques qui ont des propriétés géométriques similaoasllés I'un a cété de I'autre pour former une
mosaique finale ou pour combler les zones manquantes.

Nous présentons un exemple d’Inpaining réalisé dans leccdella these de A. Maalouf. La figure
2.11 présente la séquence vidéo a modifier. L'utilisateitialise un Snake sur la zone qu'il veut faire
disparaitre[145], ensuite cette zone est segmentée @& suravers la séquence (figure 2.12). Enfin la zone
est comblée par copie de blocs a propriété géométriqueagien(figure 2.13).

FIGURE 2.12 — Sélection de la zone a combler par intervention diidateur et d'un Snake Fovéal[141]

Ce travail a notamment été publié dans la reMEEE Transactions on Geosciences and Remote Sensing
[147] dans le cadre de la suppression de nuages pour dessipaigditaires.

Ondelettes - Champ de déformation Le Guenet al. [129], [128] s’appuient quant & eux sur une défor-
mation de I'image a partir d'un maillage quadrangulaireuffegg2.14(a)). Le but de cette déformation est,
dans la méme philosophie que pour les bandelettes, d’addptage a la transformée en ondelettes 2D
séparables. Cette approche de I'adaptation de la tranafiampar déformation préalable de I'image a un
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FIGURE 2.13 — Inpainting de la séquence vidéo par caractérisagda géométrie par Bandelette

avantage par rapport aux transformées bandelettes : ilpag @le segmentation a gérer donc il y a beaucoup
moins de problémes de superposition du support des fosali@malyse avec un bord.

(@) (b)

FIGURE 2.14 — Champ de déformation. (a) Maillage quadrangulaieptidaux caractéristiques de I'image.
(b) Rectification du maillage quadrangulaire synonyme €@’déformation adaptée de I'image.

Le choix des parameétres caractéristiques du maillage gngdlaire (paramétres qui peuvent étre assi-
milés aux parameétres du dictionnaire de fonctions d'asalies|a transformée adaptative) s’appuie sur une
estimation du codt de description de I'image aprées défaomdfigure 2.14(b)). Un algorithme itératif pro-
pose des champs jusqu’a obtention de celui qui minimiseeamétrique liée aux résultats de compression
avec la transformée 2D séparable sur I'image déformée.

Nous avons donc vu trois propositions sur la déformatiorlplide réversible du signal afin d’obtenir
un signal fictif plus adapté a la transformée en ondelettearables. Nous allons maintenant présenter des
propositions s’appuyant sur des champs permettant desdildgconvolution et ainsi déformer le filtrage
plutdt que le signal.

Transformée grouplets Avec cette transformée, S. Mallat [153] propose d'utiliseichamp d’association

afin de prendre en compte les singularités de l'image. Latami®n du champ d’association consiste a
choisir pour chaque élément pair, un élément impair (chestreint & un voisinage donné de I'élément pair)
minimisant une mesure associée a l'association. Ces chdiapsociation permettront tout au long de la
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transformation, de diriger les calculs selon les diretida "régularité".

NV
NG/
[l

FIGURE 2.15 — Champ associant chaque élément impair a un élémemrpaiinimisant un critére.

Une évolution de cette transformée [183] permet égalemeptehdre en charge des champs d’associa-
tion plus complexes tels que des champs de vecteurs asaagiésanalyse du flux géométrique de l'image.

De nouveau, dans le cadre de la thése de A. Maalouf [141],despiettes ont été utilisées pour définir
une méthode d'inpainting. La transformée en Grouplettesmis de recomposer correctement la géométrie
multiéchelle des structures de I'image et I'informationiatérieur de la région des données manquantes
est synthétisée par une propagation de cette géométries ptégentons sur la figure 2.16 un exemple de
suppression de nuages sur des images aériennes a partitildation des Grouplettes [149].

FIGURE 2.16 — Image contaminée par une ombre d’'un nuage, et Inpgide I'image par caractérisation
de la géométrie par Grouplettes

Les transformées géométriques adaptatives présentéessiis adaptent les données du signal afin de
permettre au final une application de la transformée en ettdslselon le formalisme des bancs de filtres.
Une autre approche exploite les libertés qu’offrent lesetettes dites de seconde génératioa I lifting
scheme [58]) afin de permettre des réécritures plus simpléadsformées définies en se limitant aux outils
des bancs de filtres. Comme nous le verrons, I'un des axefog@éeau laboratoire XLIM-SIC, que nous
présenterons dans la seconde partie de ce chapitre, sequsitlairement dans cette stratégie.

Ondelettes orientées Ces transformées exploitent les orientations plus ou moceles que I'on peut
identifier dans I'image, suivant que la détection des caigmiis se fait pour une zone dyadique de I'image,
ou pour un élément précis. La transformée proposée par &iaf [67] recherche par exemple les direc-
tions par zones dyadiques. Une fois cette direction idéstifune interpolation est effectuée, associée au
schéma de calcul Lifting (le schéma Lifitng sera présenté fatd dans ce chapitre), afin de permettre une
prédiction a partir des coefficients voisins au-dessus-elessous de la direction pour obtenir une précision
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de localisation simulant I'exploitation d'un signal asgoé une fréquence d’échantillonnage quatre fois
supérieure.

O O
O O
O O

FIGURE 2.17 — Directions exploitées sur maillage séparé en pggaim

Une autre version de transformée orientée a été proposéehppellier V. et al. [50]. Elle différe de la
transformée précédente par le nombre de directions prisesaege, a savoir deux directions : horizontale ou
verticale. Cette limitation s’Taccompagne en contre-pattune plus grande précision au niveau spatial : la
direction n'est pas définie par zone dyadique mais par élé¢figure 2.18). Cette version a aussi I'avantage
de ne pas nécessiter d'interpolation. Enfin, elle s'appuideschamp de direction préalablement détecté
pour calculer les étapes de prédiction et de mise a jour.

?O*—.—*O*—.

FIGURE 2.18 — Directions exploitées sur treillis quinconces :féimation de direction pour la prédiction
est directement exploitée pour la mise a jour.

Ondelettes - Appariement Une alternative intéressante en terme de lifting a été m@p@ar Choi et
Baraniuk [53] utilisant le concept des variétés. Dans ces;dds données a décomposer sont vues comme
un nuage de point et la construction de couples de pointsgaégice pour le calcul de I'échelle suivante est
effectuée avec comme critére la proximité entre les élésregppariés (et non plus simplement le fait qu'ils
sont voisins dans la grille temporelle).
Cet appariement est intéressant pour deux raisons :
— les données que I'on souhaite traiter ne sont plus écluam#ies régulierement (on étudie un nuage
de points de dimension),
— la minimisation associée a I'appariement garantit la eoraion de la forme globale du nuage de
points.
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De par I'organisation du nuage de points, il n'y a plus deimlision, pour I'échantillon traité, entre sa
valeur et ses coordonnées, pas plus qu'il n'y a d’ordre palolr le parcours des éléments.

Dans ce cas aussi, comme nous le verrons, nous trouvonsnaétides avec le travail présenté dans
la seconde partie de chapitre, a savoir que la transforméespecte plus la grille discréte mais essaye de
s’adapter a I'organisation des données.

Aprés ce point bibliographique permettant de situer le eéxet de mon travail personnel et d’enca-
drement, je propose de développer plus spécifiqguementaesux menés dans ce cadre des transformées
géomeétriques s'adaptant a I'information 2-D. Comme noanoliis dit, nous avons déployé deux approches
complémentaires, 'une a bases rigides dans le cadre deglRidI'autre adaptative a partir du concept
de distance géodésique. Dans les deux cas, I'une des ditiggnest d'utiliser des outils de la géométrie
discréte et des graphes.
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2.2 Transformée géométrique, une illustration numérique Jla transformée
Ridgelet discréte

Aprés les les rappels précédents, cette section va déerpeeiier axe de nos contributions, a savoir
un outil numérique définissant une représentation ayant pojectif de coder efficacement les ruptures
2-D de type contours : une transformée Ridgelet numérigilisaut la géométrie discréte. A ce titre, elle
s'inscrit dans la classe des analyses multirésolution g¢éugues. Ce travail a été mené principalement par
E. Andrés et moi-méme durant les années 2000-2004 en cenpere le 2-D [41] et D. Helbert sous notre
direction pour I'extension au 3-D [106]. Etudions pour coemeer le principe de cette transformée.

2.2.1 Principe de la transformée Ridgelet

Le concept de la transformée Ridgelet est introduit et dfyed dans la thése d’'Emmanuel Candés
[38]. Une fonction Ridge est une fonction qui est constanteun hyperplan. La transformée Ridgelet
continue d’un signal 2-D va donc correspondre a la projaatie notre signal dans une base de fonctions
constantes suivant des droites. La construction de cettedst similaire a celle proposée dans le cadre des
ondelettes : une fonction mére constante suivant une drsitgefinie et les éléments de la base sont obtenus
par translation, dilatation et rotation de cet élément deba

2.2.1.1 Définition de la transformée Ridgelet

Soit le signals € L?(R?) la transformée Ridgelet est définie par :
r(a,b,0) = / Yapo (%) s (x)dx (2.10)
§R2

avecx = (r1,z2) € R? ety.p0 (x) € R la fonction Ridgelet définie a partir d’une fonction ondtdet :

1 z1cosf + zosinf — b
Vabo (T1,72) a é¢< ! 2 >

a

avech € R le paramétre de translation,c R le parameétre de dilatation éte [0, 2| le paramétre de
direction.

La fonction Ridgelet), ;o € L? (R?) est constante le long des lignescos § + z2 sin 6 = b et est une
fonction ondelette perpendiculairement a ces lignes.

Nous constatons que dans le cadre de la transformée Ridgslearameétres de translation d'une trans-
formée ondelette 2-D sont remplacés par les parameétredigaddb, ). Ce concept d’analyse suivant une
droite existe dans une autre transformée : la transformé&aden. C’est pourquoi, nous pouvons définir la
transformée Ridgelet en liant la transformée de Radon eatsformée ondelette. En effet, les coefficients
Ridgeletr de s sont obtenus par une transformée en ondelette 1-D de tmdgxdjections de I'image
contenues dans la transformée de Radon dont la direg&sh constante :

r(a,b,0) = / Yap (t) Ry (t,0) dt (2.11)
R

avecR, la transformée de Radon de
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2.2.1.2 Latransformée de Radon

Latransformée de Radon a été établie en 1917 par Johann R&&JrElle permet de mettre en évidence
les formes linéaires d’un objet 2-D dans une image en intédjiratensité de I'image selon toutes les droites
possibles de I'image variant d’'un anglgfigure 2.19).

FIGURE 2.19 — Principe de I'intégration directionnelle associda tansformée de Radon.

Transformée de Radon normale |l existe deux maniéres possibles de définir la transforneéRation.
Nous allons tout d’abord étudier la transformée de Radanrditmale (en référence a la maniére de définir
les lignes suivant lesquelles est faite I'analyse).

Soit R, (t,6), le coefficient de la transformée de Radon du signalL? (R?), calculé selon la droite de
paramétrest, 6), ce coefficient est défini par :

Rs (t,0) = / / s(x1,22)0 (1 cos O + xosin @ — t) dxidx, (2.12)
R JR

avecd la masse de Dirac définie par :
o(x) = 0 Vr#0
(e e]
/ Sz) = 1
—00
On peut aussi écrire la transformée de Radon sous la forme ditégrale curviligne :

R, (t,0) = / s(tcos® — bsinb, tsinf + bcos 0)db (2.13)
R
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D’aprés la définition (2.12), nous déduisons que le coefficig; (¢,0) de la transformée de Radon
correspond a la somme suivante tous les points vérifiaabs 0 + 2 sin § — t = 0 et donc éléments de la
droite de directior®. La transformée normale de Radon se caractérise suivatélestermegt, 9).

Afin de comprendre l'intérét de cette transformée dans leecdid codage d'image, nous étudions main-
tenant deux transformées de signaux particuliers. Toutadthune singularité positionnée a une position
arbitraire(z7, z3) définie de la fagon suivante :

s(v1,m2) = O(z1 —27)6(22 — 23) =

R (t,0) = - d(z1 — x7)0(ze — 5)0 (x1 cos O + xasin @ — t) dridzo
= (t — 2] cosf — x5sinb)

Sif = 6* alors

. ) Osip*#t
/Ré(p ~ b= { [6(0)dbsip* =t

Nous constatons qu’un pic est formé a la coordonmé#@*. Ceci indique gqu’une rupture linéaire se
traduit par une singularité dans le domaine de Radon.

Transformée Slant Stack Il existe une autre fagon de définir la transformée de Radartrahsformée
Slant Stack introduite par les sismographes. Cette trems#® utilise la deuxieme définition possible d’une
droite. SoitR; (¢,p), coefficient de la transformée de Radon (Slant Stack) dwabkiga L? (R?), ce coef-
ficient est calculé par I'intégration des valeurssdgelon les lignes de penteset d'offsett. Le calcul est
donc défini par :

R (t,p) :/8(961,p961+t)d331 2//8(951,332)5(952—p$1—t)d$1d$2 (2.14)
R R JR

Tout d’abord, étudions la transformée d’une singularitsitimnée a une position arbitraig, =5 defi-
nie de la fagon suivante :

s(z1,22) = O(x1 —2])d(v2 — 23) = (2.15)

R (t,p) = Oz — x7)0(x1p + b — x5)dxy (2.16)
R

= 0(t — x5+ px7) (2.17)

Cette équation montre qu’'un point va contribuer a la créatimne ligne infinie dans le domaine de
Radon.

Nous étudions ensuite la transformée d’une discontinuiéaire paramétrée arbitrairemehtp* définie
de la facon suivante :

s(x1,22) = O(zg —p'x; —t) = (2.18)
Ritp) = [ S p) ot (2.19)
= jp*‘ sip # p’ (2.20)
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Sip = p* alors

Ro(tp) = { R (221
J6(0)dzy sit* =t

Nous constatons que le résultat est infini au point de coostlest*, p*. Puisque les coefficients finis sont
dans ce cas négligés nous pouvons dire que la transforméadim R’'une ligne est un point dans le do-
maine des parametres, et la position du pic correspond aaxgsres de la ligne : un pic est formé aux
coordonnées*, 6*.

Par la suite nous utiliserons la transformée Slant Stacladuahsformée de Radon normale selon la
simplicité apportée dans les expressions.

Théoreme de Projection de Radon Pour calculer la transformée de Radon, nous pouvons utlkse
théoréme de la projection de Radon (Fourier Slice Theor€elui-ci indique que la transformée de Radon
peut étre obtenue en appliquant une transformée de Foavimse 1-D le long des lignes radiales passant
par 'origine dans le domaine de Fourier 2-D de I'image. Nexygrimons ce théoréme a partir de la premiéere
définition de Radon car plus simple a manipuler :

Soit R, (., ) la transformée de Fourier 1-D calculée sur les projectienRation aved fixe ett variant :

R, (w,0) = / R, (t,0) e~ 2™t
R

Si I'on substitue dans I'équation précédente les coeffiside Radon par leurs calculs :

~

Rs (w,0) = /R/R/Rs(ml, x9)0(t — o sinf — xq cos H)dacldxge_%’rmdt

_ //S(xhmz)e—ij(mgsm@—i—:vlcos@)wdxldl,z
RJR

Si nous rappelons la transformée de Fouries de
—+00 “+oo )
§(fl, 52) = / / s(:vl, l’g)e_zjﬂ(glxl—’_&m)dl’ldwg (222)

nous constatons qui, (w, ) correspond &(.,.) évalué le long de la ligne d’angte+ 7 et d'offset O.
Donc

R, (t,@) _ / Rs (w,@) 20wt g / |:/ / S($1,$2)6_2jw(m sin 0+x1 Cose)wdxldl,2 20w o
R R RJR

Ce théoreme permet comme nous le verrons d’obtenir la farafiiiversion de la transformée de Radon
a partir de la transformée de Fourier 2-D et 1-D. De plus, iééemment, nous avons abordé une généra-
lisation de ce théoréme qui fait le lien entre la transformédradon et la transformée de Riesz que nous
étudierons dans le troisieme chapitre.

2.2.2 Laspect discret de la transformée Ridgelet

2.2.2.1 Principe

Comme nous avons vu, une méthode simple pour calculer unsfdranée Ridgelet est de calculer
d’abord une transformée de RadBn (., .), puis d’appliquer une transformée en ondelettes 1-D suprtes
jectionsR; (., §) pour chaque directiofl. La transformée Ridgelet discréte va suivre cette mémeégiea
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La décomposition discréte en ondelettes est facile a ingrlavec un banc de filtres et elle peut étre asso-
ciée avec une représentation orthogonale discréte, staineersible. La discrétisation de la transformée de
Radon est beaucoup plus difficile. La majorité des méthodmsogées dans la littérature a été développée
pour la tomographie ou pour approximer la formule contind@, B8, 92, 164, 186, 195, 239, 30]. Mais
aucune de celles-ci n'est destinée spécifiqguement a éeesible et ne peut pas étre utilisée pour calculer
la transformée Ridgelet discréte. En effet soit I'algarithest défini pour de I'analyse et dans ce cas seule
la décomposition est caractérisée, soit nous sommes dengroblématique de projection tomographique
et dans ce cas seul I'aspect reconstruction est importamotion "d’aller-retour” entre les deux domaines
n'était pas une priorité jusqu’a la transformée Ridgelet.

Quelques algorithmes ont été proposés quant au calcul dnkfarmée Ridgelet discréte. Certains uti-
lisent le théoreme de projection de Radon. lls consistenbatisuer les coefficients de Fourier présents a
I'origine sur une grille carrée par des coefficients de Fenudes sur une grille pseudo-polaire. Par exemple,
dans ce cadre, Starck et al. [232] ont suggéré de calculeanaformée de Radon discréte suivant une
stratégie d'interpolation simple consistant a prendrells proche voisin de la grille carrée. Ensuite, une
transformée de Fourier inverse est appliquée sur chague dig coefficients de Fourier pseudo-polaire pas-
sant par l'origine. Dans [44, 41], nous avons proposé d'anr la transformée de Radon en utilisant la
stratégie de Fourier en définissant des droites discréteslelapectre de Fourier 2-D suivant le formalisme
de la géométrie discréte. L'idée est de représenter chaggetidn par une droite discrete, qui forme une
"bonne" approximation de la droite continue euclidienngugiposséde une symétrie centrale. Il sera préco-
nisé l'utilisation des droites discrétes analytiquesadtrites par Jean-Pierre Réveilles en 1991 [194]. Ceci
constitue notre premier apport que nous allons décrire.

D’autres auteurs pronent d'utiliser la transformée de Rdifoe. Par exemple, Do et Vetterli [68] ont
proposé une méthode d’implantation de transformée Ritdederéte orthogonale basée sur I'utilisation de
cette transformée de Radon finie (FRAT). Cette transforneéRablon integre suivant des lignes qui sont
définies non pas géométriquement mais algébriquementeglldéfinie comme une somme de pixels sur
un ensemble de lignes sZﬁ, produit cartésien de deux ensembles d’entiers modulo @t premier. La
projectionry, [/] résulte de la somme des intensités sdlan, 'ensemble des points couvert par une ligne
sur Z2, défini par :

Ly, = {(n,m)|m=kn+1l(modp)} . neZ, 0<k<p.

)

La transformée de Radon finie n’est pas redondante et elievessible. Les résultats de cette transfor-
mée sur le débruitage d’'images illustrées dans [68] mohtreelle est plus efficace qu’'une transformée
ondelette pour les bords rectilignes des objets présents wae image. Toutefois, en utilisant I'opération
modulo dans la définition des lignes, I'image est considéodeme une période d’'une image périodique et
un phénomeéne de "réplication” des lignes est présent (raiusuverons par la suite cette notion de "wrap-
around"). De plus un point dans I'espace transformée negpond pas a une ligne dans I'espace d’origine
donc cette transformée n’est pas géométriguement fidélagtitan de Ridgelet.

Enfin, Averbuch et al. [12] ont proposé une transformée dei€opseudo-polaire basée sur une trans-
formée chirp-Z particuliere (base construite a partir defmns modulées en fréquence). La transformée de
Radon associée, nommée Fast Slant Stack, est algébriquexaete et géométriqguement fidéle a la notion
de Ridgelet. Il nous semble important de nous attarder ste derniére stratégie qui constitue la référence
dans la littérature. Ceci est nécessaire pour mettre epguige et comparer le travail mené a XLIM-SIC
dans ce cadre.
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Pour bien comprendre ces travaux, il est nécessaire dertappoieévement les travaux menés dans le
cadre de la transformée de Radon discréte car bien que g@éslalans un cadre différent, ils ont ali-
menté notre réflexion dans le cadre Ridgelet. Cette étapgntleese sur la transformée de Radon discréte
a constitué une part importante du travail mené dans le ahlia transformée Ridgelet (ce lien entre la
transformée Ridgelet et les travaux sur Radon discreté&sptu fait dans la littérature) et a trouvé, comme
nous le verrons une implication inattendue dans nos dertri@vaux sur les transformées monogéniques.

2.2.2.2 Latransformée de Radon discréete

En fonction du but recherché, des artéfacts acceptés ousitmpdicité voulue de I'algorithme, il existe
différentes maniéres de définir la transformée de Radomédéscla solution la plus simple est d’échan-
tillonner les deux paramétres de la transformée Slant Stack

tqg = kiA;aveck, € Z
pa = koA, avecky € Z

avecA, etA, les pas d’échantillonnage.
Puisque nous calculons une transformée discréte, I'imagediée est bien sdr elle aussi échantillonnée :

s[ni,ng) = s(n1Az,,n2A,,) avecn,ng € Z

Une fagon simple de définir la transformée de Radon discsttdeesubstituer dans I'équation (2.14)
I'intégrale par une somme :
N-1
Rylta, pa] = / s(x1,par1 +t)dr1 ~ Ay Y s[na, pani + t4] (2.23)
R =0
Nous constatons que la transformée de Radon est alors uge iliscréte. Par simplicité nous ne gardons
pas par la suite les indices: R[tq, pq] «— Rs[t, p]. De plus nous considérons que les pas d’échantillon-
nage spatiaux somk,, = 1 etA,, = 1 et enfin queny,ny € [0, N — 1].
Bien que nous ayons discrétisé le calcul il reste un probléams I'équation (2.23). Le calcul nécessite
des échantillons non définis dans I'image numérique (sumpufle cartésienne). En effet, la valepn, +
t doit coincider avec les différents échantillongsA,,, ce qui est rarement le cas. Afin de résoudre ce
probléme, il faut mettre en place une procédure d’intetfmiall existe différentes stratégies :
— Interpolation suivant le plus proche voisin dans la dicgct,. Dans ce cas la transformée de Radon

se définit par :
N-1

Rs[tap] = Z S[n17 (pnl + t”

n1=0
avec|z] I'entier le plus proche de. Notons que le point[m, [pm + t|] peut étre a I'extérieur du
domaine de définition de l'image, et dans ce cas il peut étnsidéré égal a 0. Cette stratégie est
utilisée par Starck et al pour implanter la transformée Blielg232].
— Interpolation linéaire dans la directian.
N-1
R4t,p] = Z (1 —w)s[ny, |pn1 +t|] +ws[ny, [pn1 +t] +1]

n1=0
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avec| | la partie entiére ety = (pn; +t) — [pn1 +t].
On peut améliorer le schéma d'interpolation en augmentarttre de I'interpolation, mais la contre-
partie est une augmentation de la complexité de I'algothm

— Interpolation par un Sinus Cardinal. Dans ce cas, enartilife principe du théoreme d'échantillon-
nage, on peut considérer que la fonction contifsier;, xg)}m17m2€§n peut étre définie a partir de ces
échantillons discret§s[ny, nsl},, ,,,c7 Par une interpolation suivant un sinus cardinal :

s(xq, z9) & Z Z s[n1, o) sin(m(x1 —ny)) sin(w(ze — n2))

|-
m(x1 —ny) m(xe — ng)

niy n2

On peut utiliser alors cette relation pour déterminer ldgétillons manquants dans le calcul de Ra-
don. Nous retrouvons cette idée d’interpolation dans leeced la méthode Fast Slant Stack [12].
Nous constatons que la définition d’'une opération inversesecalculs discrets n’est pas immédiate du
fait de la procédure d'interpolation.

2.2.2.3 Inversion de la transformée Radon discrete

Calcul direct Dans la majorité des méthodes de reconstruction d’une irdgugatir des projections de
Radon, c’est le théoréme de projection qui est utilisé. Nappelons ici les équations définissant ce théo-
reme :

+00 .
S(vcosf,vsinf) = / R, (t,0)e~ 2™t (2.24)

N

+o0 +oo )
s(ﬂcl, xg) = / / 5(517 52)6—237r(£1x1+£2x2)d&d&

On peut donc utiliser directement cette expression dansrfedhe discret. La procédure est la suivante :

— Nous calculons la transformée de Fourier 1-D pour chaqueggre angulairé,

— nous considérons ensuite que nous avons des échantilbfings dur une grille polaire, donc nous

devons passer a une grille cartésienne,

— nous obtenons enfin I'image originale en calculant la faange de Fourier inverse 2-D.

Bien évidemment I'étape problématique dans la transfordig&éte est le passage de la grille polaire
a la grille cartésienne. Nous devons définir une opératiguirdd a celle proposée dans le cadre du calcul
de la transformée de Radon. Toutefois comme dans le domgatialsce passage nécessite des échantillons
non définis dans le spectre numérique. Afin de résoudre cdepneb les solutions proposées utilisent de
nouveau une procédure d’interpolation dans le domaineuéngtiel (nous ne détaillons pas a nouveau les
procédures d’interpolation).

Il existe une autre maniére de définir un algorithme de rdoaction appelée la rétroprojection filtrée.
Cette inversion est déduite de I'équation (2.24) en intisaht les coordonnées polaires :

“+00 “+00 )
s(z1,z2) = / / §(§1,52)623“(51x1+52x2)d§1d§2
2T +o0o . .
= / / §(v cos 0, v sin §)eXmv(cos Ortsin0e2) 4o g
o Jo

= / Ry(cos @z + sin Oy, 0)d6
0

avec
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. +oo +oo B - .
Ra(t,0) = / [ R, 0)e 2 a2t | dy

—00 —00
Nous constatons que la reconstruction peut se décomposeugrparties :
— Une partie rétroprojection qui consiste a passer du damaid) au domaine(zy, z2) (opération
adjointe) :

™ +oo ™
s(x1,z9) = / R (cos Oy + sin Oxo, 0)do = / / Rs(0,t)5(t — cos Oy — sin Oxo)dOdt
0 —oco JO

— Une partie filtrage qui correspond a la définition ldg avec un filirage passe-haut avec le filtoe
dans le domaine fréquentiel.

L'implantation numérique de cette méthode doit résoudselfix probléemes suivants :

— le choix du filtre passe-haut car un simple filweamplifie le bruit.

— le calcul de la rétroprojection pose les mémes problemeseqcalcul de la projection et sont résolus
par interpolation.

Cette derniére stratégie n'a pas été utilisée dans le cadietdansformée Ridgelet car elle est entiére-

ment dédiée a I'inversion et ne permet pas de faire le lieredmtdomaine spatial et le domaine transformée.

Utilisation de l'algébre linéaire Différents algorithmes de reconstruction utilisent l&lige linéaire. Si
I'on note R I'opérateur associé a la transformée de Radon, on peutnegpia transformée suivant une
représentation matricielle :
Rs(t,0) = R s(x1,x2)
\J \ \
b = A x

La matriceA n’est pas carrée et bien évidemment elle ne peut s'inversgrement. La formulation sous
forme d’'un systéme d’équations donne acces aux nombreustesdes itératives de résolution de systemes.
En général, dans les méthodes itératives, on n'utilise pasalrice inverse, mais la matrice transposée qui
correspond en terme d’opérateur a la transformée de Ragluntadjui passe du domairie ) au domaine
spatial.

§($1,$2) = R Rs(t,g)
\ \ 1
b = AT x

Dans ce cas, on cherche en général a résoudre le systéme
ATb = (AT A)z

Il est plus facile de définir la transformée adjointe plutdé da transformée inverse. La méthode Fast Slant
Stack utilise ce concept.

2.2.2.4 Transformée de Radon dans le cadre de la Fast Slanta8k

Comme indiqué précédemment, nous proposons une descriii@illée de la Fast Slant Stack qui
constitue I'une des approches dans le cadre des Ridgelgiuabouties.
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Tous les développements présentés correspondent notarauxearticles [215, 12]. Ces travaux ont eu
par la suite différentes évolutions, nous faisons ici leixke présenter les fondements. Shkolnisky, Aver-
buch et Donoho ont établi 5 principes a respecter par lafbange de Radon discréte ([215, 12]) : validité
algébrique ; fidélité géométrique ; rapidité ; inversionrghales avec la théorie continue. La méthode pro-
posée par Shkolnisky et al. utilise le théoreme de projeat® Fourier. Le choix est motivé entre autre par
I'existence des algorithmes rapides de calcul de la tramsfe de Fourier directe et inverse.

Tout d'abord précisons que du fait de la périodisation dedtje lors du calcul de transformée de Fourier,
il apparait alors apres calcul des différentes projectionsffet dit de “wraparound” qui remet en cause la
fidélité géométrique de la transformée. Pour conserver daété géométrique a la transformée, on réalise
alors une immersion de I'image initiale dans une image deet@in + 1) x n (avecn taille de I'image
d’origine) construite par une concaténation symétriqueétes. La figure 2.20 illustre ce probléme. Nous
constatons sur la figure 2.20b, qui correspond a un calcsl amcaténation de 0, qu’un point est associé
dans le domaine de Radon & une ligne mais qui se réplique.

. 40+

60

FIGURE 2.20 — Résultat expérimental de I'effet “wraparound” : ajpge originale oW/([3,3] = 1 et0
ailleurs ; b) transformée Radon sans concaténation de @ffes“wraparound”) ; c) transformée de Radon
avec concaténation de zéros.

Ensuite, afin de pouvoir calculer la transformée Radon fiitsle connaitre les échantillons de la trans-
formée Fourier 2-D sur une grille non cartésienne. Cetleegriappelle grille pseudo polaire et ses points
sont décrits par les relations suivantes :

fll,k = (—ktanf,k), 6 € Oy

,—n<k<n (2.25)
fl%k = (k,—kcotf), 0€ 0O

ou, en utilisant les relations suivantes qui décrivent $amditisation de I'anglé :
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©y={ 0|0 =arctan(2l/n); le Z,—n/2 <1l<n/2}

2.26
©1={0|0=mn/4+arctan(2l/n); l € Z,—n/2 <1 <n/2} (2.26)
nous obtenons
L —(—kZ k) 6eco
i =( n>21) € 09, o n<k<n PPN (2.27)
§ka = (k,—kZ%) 60y, 2 2

Nous constatons dans les expressions précédentes queonsigecons directement le cas ou des 0 sont
ajoutés a l'image afin d’éviter les phénomenes de wraparaedui explique-n < k < n.

Soit £; 'ensemble de lignes dans le domaine Fourier duales desdelfelamentalement horizontales
dans le domaine spatial et sdit 'ensemble de lignes duales aux lignes fondamentalematitales.
L'interprétation des relations (2.27) est la suivante :

- §l{k est I'intersection dé-ieme ligne deC; avec lak-ieme ligne horizontale de la grille cartésienne ;

- §ﬁk est I intersection dé-ieme ligne del; avec lak-ieme ligne verticale.

Nous illustrons cette grille sur la figure 2.21.

A
o N 1‘ -‘?T_-_ N I
T N A S N
A TN || a1
“ 7 TN ]
1/—11: T T TE
g Lk /ﬂ \-\.\. li""‘“/';",l/—'./ \S‘;‘kﬁ"“m
TN 4 ™
7T U ]

FIGURE 2.21 — Les échantillons pseudo polaigs et¢7, .

A la différence de la grille polaire, illustrée dans la fig@23, dans la grille pseudo-polaire la distance
Ad entre deux pointsP et @ situés sur le méme rayon, n'est pas constante quand les pidiativent un
mouvement autour de l'origined (P, Q) # d(P’,Q") comme nous le constatons sur la figure 2.22. La
déviation maximale esh\d,.x/Admin = V2. De plus, deux angles formés par trois rayons consécutifs ne
sont pas égaux{POR # /POP'). La déviation maximale d’angle eAtf) .../ Abmin < 2.

Lors de cette conversion de grille, nous souhaitons obleaiwaleursf(gl{k) et f(fl%k) a partir des
échantillonsl [n1, ns] issus de la TF. Ceci n’est pas possible en une seule étap&@aséormée de Fourier
"directement pseudo-polaire”) du fait de la forme de lalgniseudo-polaire et du sur-échantillonnage du
domaine Fourier dans cette grille. Donc apres transforraéeodrier bidimensionnelle calculée sur I'image,
le passage de la grille cartésienne vers la grille pseuthrpcse fait par une interpolation suivant un poly-
nome trigonomeétrique. Les + 1 échantillons d’'une Iigne{f(gl{k) j2<i<ny2’ pour k fixé, sont obtenus
en utilisant les, échantillons de la méme ligne dans la grille cartésienn@noe cela est schématisé sur la
figure 2.24.
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FIGURE 2.22 — Grille pseudo polaire pour= 6. FIGURE 2.23 — Grille polaire pourn = 6.
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FIGURE 2.24 — Conversion de la grille cartésienne vers la grillaigeepolaire (Les échantillons
pseudo polaireg; ;).
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Etudions précisément le traitement d’'une ligne Soit

_2mig, M
Tlx}o(l) = Z Cllfo(v)e n ! ) _5 Sl

IN
|3

le polynome trigonométrique qui, dans le cas des lignesdiorhtalement horizontales £ 1), correspond

a la restriction dd a la ligneky dans la grille cartésienne. Ce polyndme trigonométriquieadiors vérifier
quef(fl, kO)—ggglgg—1 (coefficients eléments de la grille cartésienne) soienvakesirs pour-5 <[ <

5. On déduit que les coefficients du polynome sont issus darafiormée de Fourier inverse du spectre de
I'image selon les lignes. Ensuite I'évaluation du polynoaw positionsnl, aveca = 2k /n nous donne
les échantillons fréquentiels sur la lighgde la grille pseudo-polaire. Cette évaluation correspanchicul
d'une transformée de Fourier fractionnaire. Généralenpamir un vecteurtX den + 1 composantes et
a € R, la transformée de Fourier fractionnaire est définie comuite s

n/z —2njakt
CLX)k) = Y X(Be 5 keZi —n/2 <k <n/2 (2.28)
t=—n/2

En termes d’'opérateurs, la conversion entre les grilleaisafec I'opérateur :

G = Fipo ! (2.29)

ol F; ! est la transformée de Fourier discréte inverse unidimansite calculée sur un signal de longueur
n et Fy; estla transformee de Fourier fractionnaire de facteuet opérateus |, accepte une séquence de
longueurn, concaténe symétriquement des 0 afin d’'atteindre la longuee: 2n + 1, applique dessus une
transformée de Fourier fractionnaire et retourne la pagidrale de longueut + 1. A I'aide de I'opérateur
Gy, ON peut écrire I'opérateus de ré-échantillonnage des lignes a partir de la grille santée vers la
grille pseudopolaire. Dans ce cas, la transformée de Fqus@udopolaire s'écrit :

P=SoF (2.30)

L'opérateurP est plus précisément la réunion de deux opératétes, P, U P,, P; associé aux échantillons
0 € O, et P, associé aux échantillortse 9.
Par conséquent, on peut encore écrire :

FloP oE(I) pourf € O,

L (2.31)
Fy oPyoE(I) pourf € 0,

Ri(8,k) = {

ou E est I'opérateur qui étend I'image par concaténation deszéro
Pour résumer, la transformésst slant staclse décline suivant :

1. Imagel de dimensions xn est étendue a 'imagB I aux dimension$2n+1) xn par concaténation
des zéros;

2. la transformée de Fourier bidimensionnelleRieest calculée, la taille du tableau reste inchangée ;

3. achaque ligne d&,>(ET) on applique la transformée de Fourier inverse unidimemnsibe, la taille
du tableau reste inchangée ;
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4. aurésultafF; ! o F»(ET) on applique la transformée de Fourier fractionnefig, . , aveca = 2k /n,
sur chaque ligne et on obtient une image de taitle+ 1) x (n +1);

5. a chaque colonne du résultat du pas précédent on applmgugansformée de Fourier unidimensio-
nelle inverse et on obtient une ima@ + 1) x (n + 1).

2.2.2.5 Lareconstruction dans le cadre de la Fast Slant Stlc

La reconstruction des images consiste a définir la trangferimverse déast slant stackCompte tenu
de I'enchainement résumé dans le paragraphe précéderdigrefie trouver la transformée décrite par :

FSS™ (R;)=T=UoFy; o8 oF (Ry) (2.32)

avecU l'opération qui enléve les Q1 o E(I) = I). Parmi les opérateurs présents dans la relation (2.32),
il y a un opérateur problématique : il s’agit ¢!, c'est-a-dire le passage de la grille pseudo-polaire a la
grille cartésienne. Le probléeme de l'inversion Sle€onsiste en la recherche de l'inverse de la transformée
fractionnairefs,, , ;. Pour les autres opérateurs on connait I'existence destalges rapides de calcul.

Une approche naive consiste en l'interpolation des édlmrgtidu polyndmeTy, («l) afin de trouver
les échantillonsT(1). Cette approche est mal conditionnée. En effet, pour detepetaleurs dev, de
minuscules perturbations des échantilldhgyl) proches de I'origine peuvent causer des grandes variations
loin de l'origine. Ceci est compréhensible si I'on tient qundu taux de ré-échantillonnage induit par la
projection de Radon. En effet, ce taux a une distdnsen est d’'un échantillon cartésien pour un échantillon
pseudo-polaire tandis qu'aux distandes: 0 le taux de ré-échantillonnage est d’'un échantillon cagtési
pourn échantillons pseudo-polaires.

On peut tout d'abord définir une opération adjointe (ce quisnpermettra d'appliquer une méthode de
résolution de systemes comme la méthode du gradient). Barsague adfs = F,, ¢, on en déduit que :

adjS = adj(F o Fy, ) = Fn o F,°

Cet opérateuﬁ}a accepte une séquence de longuewrl, concatene symétriquement des 0 afin d’atteindre
la longueurM = 2n + 1, applique dessus une transformée de Fourier fractiondaingarametre-« et
retourne la partie centrale de longueur

Notons que dans ce cas, I'opération adjointe n'est pasefs® du fait de la transformée de Fourier
Fractionnaire.

Dans ce cas on peut définir la transformée de Radon adjointe :

adj(R;) =UoFy, ' o F o F %o Fi (Ry)

Averbuch et al. [12] proposent d'utiliser la méthode du ggaticonjugué qui est une technique itérative
permettant de résoudre les systémes linéaires définisfp@sisymétriques. On utilise cette méthode pour
le calcul par approximation des échantillons cartésierertirgles échantillons pseudo-polaires.

Supposons I'existence des vecteurs Raflgh de I'imagel. La reconstruction de I'image proposée par
Stanford fonctionne ainsi :

1. Calcul de la transformée de Fourier unidimensionnellé@'de 7, Ry1.

2. Calcul par l'algorithme du gradient conjugué des échlians cartésiens a partir des échantillons
pseudo-polaireg’;
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3. Calcul de la transformée de Fourier bidimensionnellers® a partir des échantillons cartésiens pré-
cédemment obtenus.

Averbuch et al. ont montré I'efficacité de cet algorithme eeonstruction.

Nous avons rappelé ce qui constitue I'un des algorithmegfdeance dans le domaine de la transformée
Ridgelet. Nous proposons de décrire maintenant notreiltiauala transformée Ridgelet qui, comme nous
le verrons, est complémentaire dans la définition du problém

2.2.3 La stratégie de Poitiers : la transformée Ridgelet arlgtique ou DART

Dans [44, 41], j’ai proposé en collaboration avec E. Andeedéfinir la transformée de Radon en utilisant
la stratégie de Fourier. Cette stratégie differe de celisgmtée précédemment. En effet, on se place bien
dans le domaine de Fourier mais le probléme n’est pas forerutérme d'interpolation des coefficients de
Fourier pour définir des échantillons sur une grille polaias la question posée est : comment définir des
droites sur une grille discréte ?

Cette solution nécessite une adaptation du théoreme decponj (une approximation) puisque les
droites ne sont plus définies de maniére continue. Mais Rdtaés obtenus en terme de projection sont
sensiblement identiques a ceux de l'algorithme Fast ShaakSt la méthode est associée a un algorithme
de transformée inverse non itératif rapide qui permet @oiptune reconstruction exacte.

Le calcul proposé de la transformée de Radon est I'extradis coefficients de Fourier le long des lignes
Ly passant par l'origine. Ces ligndg sont définies dans le domaine de Fourier avec l'aide de laithéo
de la géométrie analytique discréete [7, 194]. Nous présismta dans la section suivante. La transformée
Ridgelet proposée est appelée : Discrete Analytical Ridgabansform, ou DART.

2.2.3.1 Définitions des droites discretes 2-D

Afin de définir des notions de droites discrétes, nous devoftsger les notions de topologie a partir
de notion de voisinage élémentaire. Il faut définir d’abas hotions de voisinage élémentaire, puis de
connexité. Pour cela, on considére I'image discréte commgraphe. Les n ?uds du graphe sont les points
discrets (les pixels de I'image). Les arcs sont définis panrédations de voisinage entre les points. Par
exemple, sur une trame carrée, on peut considérer que dintg pont voisins si une et une seule de leurs
cordonnées differe d’une unité. Chaque point a ainsi 4 mgjset on parle de 4-connexité. Si I'on ajoute
dans le graphe les arcs reliant les points aussi en diagfdate les deux coordonnées different d'une
unité), chaque point a alors 8 voisins, et on parle de 8-cdtée
Une fois que sont définis les voisinages élémentaires, lésnsode connexité s'en déduisent grace a
I'interprétation en termes de théorie des graphes. Un ahestiainsi défini comme une suite de sommets
du graphe telle que deux points consécutifs de la suite tsjigns par un arc du graphe, ou les arcs sont
définis en fonction de la connexité choisie. On définit
— un 4-chemin comme une suite de poi{i3(z;, i)}, <;<,, tels quelz; — zi 1|+ |yi — yit1]| < 1 pour
Vi,l<i<n o

— un 8-chemin comme une suite de poi(z;, i)} <;<,, tels quemax (|z; — zir1|, |yi — Yiv1]) < 1
pourVi,1 <i < n. a

Avec ces notions, nous pourrons caractériser la topolaggeddbites discrétes construites.
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L'idée proposée dans la transformée de Radon analytiqudeesgprésenter chaque direction par une
droite discréete. Pour cela, nous désirons une droite déscp@ forme une "bonne" approximation de la
droite continue euclidienne. De plus, nous voulons une #yenéentrale puisque ces droites sont définies
dans le domaine de Fourier. Ceci exclut les droites classige Bresenham [31]. Nous utilisons alors les
droites discretes analytiques introduites par Jeand’Réweilles en 1991 [194] suivant :

Définition 1 Soit L(qg,p,c,w) la droite discrete 2-D de Réveilles défirde p
0<gqri+prot+c<w

avec
— (g,p) € Z le coefficient de la droite
— ¢ € Z le coefficient de translation
— w € Z*T I'épaisseur arithmétique

On peut trouver une définition équivalente de type

qri + pro +cC —0
| =

On constate que I'on ne définit pas une unigue ligne mais unéiéade lignes dépendant d’un parametre
w qui contrOle I'épaisseur et la connectivité des lignes.

Comme nous l'avons déja fait remarquer, nous avons besaoinl@dransformée de Radon d’'une symé-
trie centrale. En effet, le coefficient de Fourier centratespond a la composante continue et les coefficients
symétriques par rapport au centre sont conjugués. Ainsercemble doit étre composé d’un nombre im-
pair de coefficients de Fourier. La symétrie est facilemdatermue en définissant une variante des droites
analytiques discrétes. Soit les deux poiX&), 0) et P(p, q), la droite discrete reliant ces deux points est
définie par :

w w
Lo = {(361,582) € 72 ||qzy — pao| < 5} (2.33)

[p, q] € Z? correspondent a la directighde la droite (direction de la projection de Radonyefonction
de p et q, est I'épaisseur arithmétique. Nous pouvons facilemeirt qjee cette IigneL‘[;q] présente une
symeétrie centrale.

L'épaisseur arithmétique contrdle la connexité des dsaltecrétes : par exemplewsi < max (|p|, |ql),
alors la droite discréte n’est pas connectée.

Trois différents types de droites discrétes fermées onéttdiés dans le cadre de la transformée de
Radon :

— les droites discrétes naives fermées= max (|p|, |¢|). Ces droites (figure 2.25(a)) sont les plus fines

droites discretes fermées connectées. Elles sont 8-cesinex

— les droites discrétes Pythagoriciennes fermées= +/p? + ¢2. Ces lignes (figure 2.25(b)) so#t

connexes et offrent une redondance moyenne, entre celliraiéss naives et supercouvertures.

— les droites supercouvertures = |p| + |¢| [8, 7]. Ces droites couvrent la droite Euclidienne qu’elles

approximent (figure 2.25(c)) et elles sont les plus finegesat-connexes. Ce sont les droites discrétes
les plus épaisses considérées dans les applications deséoirmée de Radon.
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FIGURE 2.25 — Les droites analytiques discretes 2-D : (a) naivederm = max (|p|, |q|)), (b) Pythagori-
cienne ferméelf = \/p? + ¢2) et (c) supercouvertures(= |p| + |q|)

2.2.3.2 Stratégie de calcul de la transformée de Radon diste

Nous utilisons donc le domaine de Fourier pour calculerdasformée de Radon : les coefficients de
Fourier de l'image sont extraits le long des lignes disarétg , (les points extraits sont ordonnés suivant
I'ordre naturel) :

Pog = U 3G &) avec joct —pe| < 5
kezZ+
et on calcule la transformée de Fourier 1-D inverse pourmﬂﬁﬁq]s a chaque valeur de la directiom g].

L'échantillonnage des coefficients de Fourier extraitsetdéipdes droites analytiques discrétes utilisées
pour calculer la transformée de Radon discréte. La tram&ferde Fourier inverse 1-D est calculée sur
des coefficients de Fourier non équidistants et nous avawirbd’une approximation des transformées de
Fourier pour des données non équidistantes ou pour la oram&é de Fourier polaire [33, 92, 164, 187,
239]. En 2-D, aucune de ces méthodes n’est congue pour gmesilole et les approches proposées dans
[13, 12, 215] utilisent des méthodes itératives. La tramsée Ridgelet discrete devait étre rapide, simple et
associée a une reconstruction exacte. Nous avons donaénhsjue les droites analytiques discrétes 2-D
sont des bonnes approximations des droites Euclidiennescpaque direction des droites et nous utilisons
une transformée de Fourier discréte classique définie pucakfficients équidistants.

Pour assurer la réversibilité de la transformée de Radanddés il faut que les droites discrétes couvrent
complétement la grille de Fourier. Pour cela, les droiteg définies pour relier le pixel bordant le spectre
fréquentiel et son symétrique par rapport au centre de ¢jgna

Proposition 1 Soit une grille carrée??, = [-N, N] x [-N, N].

Soit 'ensemble des directiortg,,, ¢,,) avec, pourd < m < 2N, (pp,G¢m) = (N,m — N) et pour2N +
1<m<4N =2, (pm,qm) = (m —3N +1,N).

L’'ensemble de toutes les droites fermées définiesipas + ¢mé2| < wm /2 avecw,, > sup (|pml , |gml)
fournit une couverture compléte de la grilfi&;.

La preuve de cette proposition est évidente grace a un aéqiin connu en géométrie analytique dis-
créte qui énonce qu’une droite discréte fermée dans latdire¢p, ¢) est connectée si et seulement si
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w 2 sup (|pl, |q])-

Cette définition implique de la redondance dans les cosfficides projections, c’est-a-dire qu’un co-
efficient de Fourier peut étre élément de plusieurs droizétes. Les droites naives fermées couvrent le
domaine de Fourier avec peu de redondanree) (voir figure 2.26 (a)), les droites pythagoriciennes fer-
mées avec une redondance moyerme(3) et les droites supercouvertures avec beaucoup de redmdan
(= 3) (voir figure 2.26 (b)).

sup(|pallgal) |Pa [+ 22|
L o e L [PY ~Ha ]
X
5 5
i0 10
15 . 15 o
20 20
25 25
20 20
10 20 £ 10 20 ap
(a) (b)

FIGURE 2.26 — Couverture de domaine de Fourier (a) avec des dragfidenfermées et (b) des droites
supercouvertures (les niveaux de gris représentent le modafois qu’un pixel est couvert par des droites)

2.2.3.3 Inversion de la transformée de Radon analytique diséte
Nous illustrons maintenant rapidement la stratégie disiom de notre transformée de Radon :

1. On calcule la transformée de Fourier 1-D pour chaque dviseit s([p, q] , .) afin d'obtenirFy;

2. Pour toutes les directiorig, ¢], on substitue les valeurs échantillonnéessdpiand les points sont

éléments des Iigne&[; g par les valeurs de définies sur la grille carrée :

w
sral(eh,¢) = P (k) tel que gt — peh| < 5

pour0 < k <longueur deU[; a

Notons que du fait de la redondance, des coefficients dedfaont éléments de plusieurs lignes dis-
crétes. Dans ce cas, le coefficient de Fourier est calculérgamoyenné.

3. Calcul d'une transformée de Fourier inverse 2-D.

La procédure précédente permet d’obtenir une reconsiruetkacte. Nous proposons maintenant de
comparer expérimentalement les différentes transformées

1. le nombre de fois ou un pixel de coordonnégs &2) est élément d’une ligne discréte dépend de la fréquencei(phortant
pour les basses fréquences) et dépend du type de lignetdiscre
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2.2.3.4 lllustration de la transformée de Radon analytiqueliscréte

Nous illustrons les différentes transformées de Radorsajlu’elles sont définies dans le cadre des
transformées Ridgelet. Notons que nous pouvons utiliserpuocédure de concaténation de zéros dans la
transformée de Radon analytique afin de supprimer les eféetsords (comme indiqué lors de I'étude de
I'algorithme de Stanford). Cette opération n’est pas regies pour obtenir une reconstruction parfaite mais
elle élimine les phénoménes de "wraparound".

Nous proposons une comparaison numérique entre les difé&réransformées. Les papiers de Stanford
référencent une Toolbox [232] développée par les différealiégues permettant le calcul de la transformée
Ridgelet et Curvelet. De méme les codes de Do et Vetterlig6B{ ouverts (http ://Icavwww.epfl.ch/~minhdo).

La figure 2.27 illustre les différents résultats pour unegemae contenant qu’une seule valeur non nulle.
D’aprés I'étude préalable sur Radon, nous avons vu que rexasd obtenir un segment de droite.

Nous observons que :

— Les transformées de Radon Fast-Slant-Stack et Analysigniedes lignes.

— Latransformée de Radon proposée par Do et Vetterli estil#iff interpréter.

— La transformée analytique présente un effet de wrap-dresutfion n’'utilise pas une procédure de

concaténation de O (figure 2.27a), et inversement sur laefiga7b.

La figure 2.27c illustre l'influence du choix du type de la kgdiscréte. Pour cette figure, nous avons
utilisé des lignes supercouvertures dans la transformégtayue ce qui rend plus difficile I'interprétation
car la taille des projections n’est pas constante.
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FIGURE 2.27 — La transformée d'un point : (a) avec la stratégie digalg avec des droites naives sans
ajout de 0, (b) avec la stratégie analytigue avec des drod#ses avec ajout de 0, (c) avec la stratégie
analytique avec des droites supercouvertures avec ajoQt(tieligne pointillée indique la longueur de

chaque projection) (d) avec la stratégie de Do et Vettar)iayec la Fast Slant Stack

A ce stade, nous constatons que notre proposition atteimigectifs : une transformée rapide inversible
conservant l'interprétation géométrique de la transfarm@éntinue.

2.2.4 Transformée Ridgelet et applications

2.2.4.1 Calcul de la transformée DART

Pour obtenir la transformée Ridgelet, nous devons caldaléransformée ondelette 1-D le long des
variables radiales dans I'espace de Radon. Le choix d'udelette unidimensionnelle est discuté dans
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le cas 2-D par Starck et al. dans [232]. lls indiquent queslexpériences ont montré que des ondelettes
de support compact peut entrainer différents artéfacteeldsguand on utilise un traitement non-linéaire.
Notons que suivant cette idée, Flesia et al. [72] ont proplagdiser des ondelettes de Meyer pour obtenir
une décomposition Ridgelet basée sur des fonctions "trdigeRi Starck et al. utilisent un systeme redondant
spécifique : ils définissent une fonction d’échelle dans lmaloe fréquentiel pour assurer le lissage, et la
fonction d’ondelette est la différence entre deux résohgisuccessives. Nous reviendrons sur ce choix de
la base d’ondelettes dans le cadre du débruitage dans iassgivante.

Afin d'illustrer la fonction Ridgelet associée a une tramsfée DART, nous appliquons la procédure
d’inversion a partir d'une matrice de coefficient ne contérngu’un seul point non nul. La figure 2.28a
illustre I'influence des artéfacts "wrap-around". Des fegu2.28b et 2.28c, on constate que la décomposition
repose sur des fonctions Ridgelet correctes : la fonatipp, est orientée selon I'angl et est constante
selon les lignes et c’est une fonction d’ondelette perpridirement a ces lignes.

20
40
g0

a0
100
120

20 40 60 80 100 120 20 40 B0 &0 100 120

(a) (b)

FIGURE 2.28 — La transformée Ridgelet analytique inverse d’'untpofa) utilisant les droites naives sans
zeropadding (b) utilisant les droites naives avec la gimgar ajout de 0(c) vue 3-D de la fonction Ridgelet

2.2.4.2 Applications de la transformée Ridgelet 2-D dans leestauration d'images

Le travail de conception gque nous avons mené dans le cadie tdenkformée Ridgelet a trouvé une
implication directe dans des problématiques de restaurai données.

La procédure de débruitage par transformée Ridgelet ¢ensisun simple seuillage des coefficients
Ridgelet et par le calcul de la transformée inverse. Le leggilest effectué a partir d'une méthode non-
décimée développée dans le cadre des décompositions tesi¢is]. La redondance de la décomposition
en ondelettes réduit les artéfacts qui apparaissent app&sdtion de seuillage.

Nous utilisons une opération de seuillage de type?dawec un seuibv qui peut étre défini par =
o+/21og(N) [70]. Pour I'estimation du niveau de bruit nous considérons que ce niveau dépend de I'index
de projection et est estimé en utilisant la valeur médiaselab des coefficients d’ondelettes de la premiére
échelle pour chaque projection radiale. Nous reprenofigjgproche classique de débruitage par ondelettes
développée pour le signaux 1-D.

2. mise a 0 des coefficients inférieurs a un seuil, conservalkes autres
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Influence des droites discrétes Nous proposons tout d’abord d'illustrer I'influence dedédiénts types

de droites dans le cadre de la DART. Pour cela nous avonsé@énérimage artificielle (figure 2.29a) et
ajouté un bruit Gaussien blanc additif trés important (BgRr29b). La mesure SNRde I'image bruitée
est égale a 15 dB. Les figures 2.29 (c), (d) and (e) sont lefatsabtenus suivant les trois définitions des
lignes discrétes : naive, pythagoricienne et supercauregenNous pouvons constater qu'avec une décompo-
sition redondante le débruitage est meilleur (figure 2.88e)pour une représentation plus compacte (figure
2.29c). Larupture est reconstruite d’'une maniére plusggét les zones uniformes sont mieux lissées. Pour
une premiere comparaison, avec les approches classigquesprésentons le résultat de la transformée en
ondelettes classique décimée (figure 2.29f). La basedadikst Daubechies D20. On constate une qualité
visuelle médiocre dans I'image reconstruite.

a 50 100

()
(SNR=15 dB)

20 40 6 0 100 120

(SNR = 20.27 dB)

" d)
(SNR = 15.70 dB) (SNR = 15.82 dB)

FIGURE 2.29 — (a) Image originale (b) Image bruitée (pour voir ligfhce du bruit nous illustrons une
colonne de I'image

(c) Débruitage avec ligne naive (d) Débruitage avec ligrteggoricienne (e) Débruitage avec ligne super-
couverture

Pour comprendre l'influence de cette redondance, ainsiajgedlité de représentation associée a notre
transformée, nous testons maintenant le probléme de las&aotion partielle, qui correspond a I'analyse
du signal reconstruit a partir simplement de quelques @erffis (en général les plus importants). Nous
retrouverons cette approche dans la suite de ce mémoirdlegreemet, me semble-t-il, de caractériser
empiriguement assez finement l'information captée pamlasformée analysée.

La figure 2.30 compare la reconstruction partielle d’'unegenartificielle en utilisant seulement 30% des
coefficients de la DART. Dans ce cas, nous constatons logigoeque la plus faible redondance associée
aux droites naives permet d’obtenir de bien meilleurs tétsul

3. pour éviter les probléemes de comparaison, nous utiligoftsiction SNR de Toolbox de Stanford.
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20 40 60 =0 100 120 E 50
a)
(SNR = 1600 dB)

(SNR = 158 05 dB)

FIGURE 2.30 — Reconstruction partielle d'une image artificieller@ve DART (b) supercouverture DART

Influence du choix de la base d’ondelettes Discutons maintenant de l'influence de la base d'ondelettes
dans le cadre de la DART. Pour cela, différentes décompasiten ondelettes sont appliquées le long

des projections angulaires. Pour cette expérimentatious ntilisons uniquement les droites naives. Nous
utilisons les bases d’ondelettes suivantes :

1. Les ondelettes discrétes de Meyer (dont le support egpacindans le domaine de Fourier).
2. Les ondelettes Daubechies D20 (dont le support est cardpas le domaine temporel).

3. Les ondelettes Daubechies D20 utilisées dans un algwition-décimé.
4

. Une décomposition redondante suivant la propositiontdeciS et al. (dont le support est compact
dans le domaine de Fourier) [232] .

Lafigure 2.31 considére un objet utilisé par Do et Vettentigleeurs articles [68] et compare le débruitage
de cette image par seuillage de la DART utilisant les diffeas bases d’ondelettes. Nous observons que :

— les méthodes redondantes obtiennent des résultatsesunséaix transformées décimées,

— avec une approche décimée, les ondelettes dont le sumparbrapact dans le domaine de Fourier

obtiennent un résultat supérieur aux ondelettes a suppanpact dans le domaine temporel.

— les deux transformées redondantes obtiennent des tésiitalaires.

Nous avons mené des expérimentations a plus grande échigfeomnstatations énoncées ci-dessus se
sont confirmées. Nous avons donc décidé d'utiliser la toamsfe en ondelettes Daubechies D20 dans un
algorithme non-décimé pour des problématiques de dégauita

Comparaison des différentes transformées Ridgelet numégues Lafigure 2.32 considére I'objet utilisé
par Do et Vetterli et compare le débruitage de cette imagdepaeuillage des différentes transformées
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FIGURE 2.31 — (a) Image bruitée (b) résultat de la Meyer-DART (clilt@s de la D20-DART (d) résultat de
la D20-DART non-décimée transform (e) résultat de la StRXART

Ridgelet : DART, stratégie de Lausanne, stratégie de Stdnfo

Nous constatons que :
— les transformées Fast Slant Stack (Beamlab code) et mpedytne contiennent pas les nombreuses

taches parasites présentes dans les reconstructionsdedetes,
— La reconstruction de Do et al. présente de nombreux arsééae la transformée correspond a un

échantillonnage critique,
— La stratégie par ajout de 0 ne permet pas d’augmenter lgiéatssen terme de qualité de débruitage.

Nous avons mené d’autres expérimentations qui ont confiemédnclusions exposées ci-dessus, comme
par exemple sur la figure 2.33 avec I'image Lenna trés bruitée

Nous pouvons constater que I'image reconstruite apréefiagmiide la DART souffre de défauts "rec-
tilignes" qui traversent I'image. Ceci est bien sdr d0 adulege de certains coefficients (et constitue un
phénomeéne équivalent au phénoméne de pseudo-gibbs pagseriés ondelettes).
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50 100 150 200 250 50 1000 150 200 250 50 100 150 200 250
{a) {b) (c)
(SNR =081 dB) (SNR =581 dB) (SNR = 5.85 dB)

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

{d) (e {f)
(SNR = 7.30 dB) (SNR = 7.90 dB) (SNR =7.73 dB)

FIGURE 2.32 — (a) Image bruitée ; Image débruitée par (b) transfereméondelette non-décimée (c) trans-
formée de Do et Vetterli (d) transformée Fast Slant Staclkhdekettes D20 non-décimées (e) transformée
analytique supercouverture et ondelettes D20 non-désiragers zeropadding (f) transformée analytique

supercouverture et ondelettes D20 non-décimées avecaritiog.
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50 100 150 200 250 50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

{a) {b) )
(SMR = 3.73 dB) (SNR = 812 dB) (SNR =7.98 dB)

\

50 100 130 20 230 50 1000 150 200 250 50 100 150 200 250
(d) (e) if
(SNR =8.05dB) [SNR=831dB} {SNR = 8163 dB)

FIGURE 2.33 — (a) Image bruitée ; Image débruitée par (b) transferemeondelette non-décimée (c) trans-
formée de Do et Vetterli (d) transformée Fast Slant Stackdelettes D20 non-décimées (e) transformée
analytique supercouverture et ondelettes D20 non-désirsaas ajout de zéros (f) transformée analytique
supercouverture et ondelettes D20 non-décimées avecdgadiros.

2.2.5 Evolution de la DART
2.2.5.1 Transformée locale

Pour limiter le phénomene de défauts "rectilignes", ladfarmée Ridgelet peut étre facilement étendue
a une transformée locale en partitionnant I'image avecelg&tfes les plus réguliéres possibles. Ensuite cha-
cune de ces zones ainsi définies est analysée suivant lfotrags Ridgelet. Ce traitement permet d’avoir
une analyse plus localisée dans le domaine spatial. La goesée est la réduction du nombre de lignes
parasites présentes lors du seuillage d'une transformeggeRt. Nous illustrons ceci avec I'image Lenna
fortement bruitée, dans le cadre de la transformée Ridgebdytique (Figure 2.34).

Nous observons que la procédure de fenétrage permet ailisiifation des lignes parasites grace a
I'analyse locale.

2.2.5.2 Vers une transformée Curvelet

De méme la transformée DART peut étre étendue a la transéo@névelet. La transformée Curvelet a
pour objectif de représenter en un nombre minimal de coeffisiles courbes présentes dans une image.
Nous avons donc une évolution des ruptures linéaires ageRitigelet aux ruptures courbes avec les Cur-
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FIGURE 2.34 — (a) Image bruitée ; Image débruitée par (b) la transferRidgelet analytique (c) la trans-
formée Ridgelet analytique fenétrée sur des zones de 3dille

velet.

Il existe dans la littérature deux stratégies en ce qui aoecka réalisation numérique de cette transfor-
mée La premiere stratégie de calcul repose directementusilisdtion de la transformée Ridgelet [232],
et bien évidemment c’est dans cet axe que nous allons nas. ditne seconde génération a été proposée
récemment dans [251] qui repose sur des manipulationsré&gdans le domaine de Fourier. Nous ne
traiterons pas ce point dans ce mémoire.

La transformée DART peut facilement s'étendre a la tramséar Curvelet :

— décomposition de I'image en différentes bandes de frémen

— chaque bande de fréquence est fenétrée en des zones,carrées

— chaque zone est analysée par la transformée Ridgelet DART.

Pour définir les différentes sous-bandes fréquentiellecl et al. proposent d'utiliser I'algorithme a
trous avec une définition des plans d’ondelettes par sinqalsetsction de deux résolutions successives.
Nous nous plagons dans la méme stratégie a savoir une désitimpaon-séparable redondante, cependant
nous remplacons l'algorithme a trous par un banc de filtreguenconce non-décimé afin de préserver
I'orthogonalité entre les différentes bandes de fréqueneeavoir une meilleure conservation du niveau de
bruit a travers les échelles dans le cas du bruit blanc Gaussi

Comme pour la transformée Ridgelet, la procédure de délgriitonsiste en un simple seuillage des co-
efficients Curvelet. Pour estimer le seuil, nous considgmre notre transformée DART-Curvelet conserve
I'énergie (grace a l'utilisation du schéma en quinconcedloaic le niveau de bruit est estimé avant la trans-
formée Curvelet et intégré ensuite dans la procédure diaggui

Dans notre exemple, un bruit blanc Gaussien avec un égaetely 60 est ajouté a I'image Lenna (figure
2.35a). Différentes méthodes sont testées pour débriiiterge : seuillage d’'une transformée en ondelettes
non-décimée (figure 2.35b), seuillage de la DART-supereduxe (figure 2.35c), seuillage de la DART-
supercouverture locale (figure 2.35d), seuillage de DARIvElet basée sur un schéma quinconce et des
droites de supercouverture (figure 2.35 (e)).

Nous observons que la transformée DART-Curvelet et la fivtam&e locale obtiennent les meilleurs
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résultats, ce qui confirme que ces deux approches sont @ases dans la description des informations
2-D.

- 50 100 150 200 250 S0 100 150 200 250
(a) (b)
(SNR =12.70 dB) (SNR =17.04 dB)

50 100 ]1 50 200 250 s o 1m0 a0 250
(c (
(SNR = 17.64 dB) (SNR =19.48 dB) (SNR =19.34 dB)

FIGURE 2.35 — (a) image bruitée (b) résultat d’'une transformée elelettes non-décimée, (c) résultat de
la DART-supercouverture, (d) résultat de la DART-supeveoture locale, (e) résultat de la DART-Curvelet
basée sur un schéma quinconce et des droites de supercogvert

Afin de proposer une comparaison avec la transformée CurdeléStanford, nous avons repris les
exemples débruitage proposés dans [232] : un bruit gauas@un écart-type de 20 est ajouté a I'image
Lenna de taille 512 par 512. Les restaurations par les temgies DART locale et DART-Curvelet sont
présentées figure 2.36. Les résultats de I'approche dedBdasdnt visibles sur le site Web http ://www-
stat.stanford.edu/~jstarck et correspondent a I'arfz32]. On ne constate pas de différences entre les deux
stratégies.

Ces différentes expérimentations, nous proposons unerenebjective a partir du PSNR Nous in-
diquons les valeurs PSNR associées avec l'algorithme ddédeda[232]. De plus nous testons différents
paramétrages de la transformée DART locale (taille desres)é

Bloc 64 | Bloc 32 | Bloc 16 | Curvelet
DART 31.42 31.38 30.61 31.23
Stanford| 30.79 30.97 30.87 31.95

Pour conclure, ces mesures confirment les impressionsliesdesavoir que les deux stratégies (DART
et Stanford) obtiennent des résultats similaires. Ensdéenouveau nous n’avons pas noté de différences
notables dans notre approche entre la transformée lockleretsion Curvelet. Enfin le paramétrage de la
transformée locale est un compromis, a savoir des tailldsrditres suffisamment petites pour assurer une

4. la mesure PSNR est calculée avec la fonction Matlab Stdnfo
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FIGURE 2.36 — (@) Image bruitée suivant le méme protocole que [2B2Estaurée par la transformée Dart
locale (c) restaurée par la transformée DART-Curvelet.

analyse locale et suffisamment grandes pour assurer urenain correcte par la DART. Notons que,
comme nous le verrons par la suite, ce travail ouvre enconmeodereuses perspectives et surtout a des
connexions inattendues avec le travail récent mené auesuomlelettes monogéniques.

La simplicité de calcul de la transformée analytique a pgson extension aux données 3-D [105, 106].

2.2.5.3 DART 3-D

Cette extension au cas 3-D s’est fait a travers I'utilisatite la généralisation des outils issus de la
géomeétrie discréte. Ce travail a été fait notamment par Dbédfesous ma co-direction avec E. Andrés.
Nous allons donc définir une droite discréte 3-D dans le doendé Fourier, comme nous l'illustrons sur la
figure 2.37 [106].

Dans le domaine cartésien, la droite analytique discr@d{%’;’;jjwi" reliant les points cartésieids(0, 0, 0)
etQ (p, q,r) est définie par :

Lz‘;},giiw3 = Wozy(p, q, T) N TrOyz (p7 q, T) N Tozx (p7 q, 7’) (234)
avec .

w

Toay (P 4:7) = {(w,y, 2) €27 | |qr —py| < 71} (2.35)
w

Toyz(P, ¢, 7) = {(w,y,Z) €L | |ry —qz| < 72} (2.36)
w

Tora(p, 1) = { (@,9.2) € Z° | [p — ra| < T} (2.37)

gz — py = 0 est 'équation de la droite 2-D reliaf®, 0) et (p, ¢) et résulte de la projection orthogonale
deOQ sur le planOzy.

w1 est fonction de et ¢, wo est fonction dey etr etws est fonction dey etr. Ces valeurs représentent
I'épaisseur arithmétique de la droite analytique discBeEedans la directioz, Oy et Oz.

Si Towy (P, ¢, 1), Toy=(p, 4, 7) €t T0zs(p, g, ) sONt des droites 2-D supercouvertures, alﬁ(fé’“ziwi" est

p’q’r
la supercouverture de la droite Euclidienne 3D (figure 2.37), étudiée en géométrie analytique discréte

[71.
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FIGURE 2.37 — Une ligne 3-D de supercouverture .

Une fois la droite 3-D définie, nous parcourons le cube, aéimtdaire toutes les droites possibles, comme
nous le faisons en 2-D.

Une autre stratégie utilisant dans une premiére étape arBgl3 puis une droite 2-D parcourant ce plan
a été testée. Nous ne détaillerons pas plus ces travauriseribiu 2-D en ce qui concerne le principe. Tous
ces développements généralisant les principes dévelppgésdemment dans le cadre 2-D sont décrits dans
[105, 106] .

Comme pour la transformée 2-D, ce travail a été utilisé auecés dans des problématiques de restau-
ration de vidéos [106]. Nous reprenons dans les figures ritigigdes principales expérimentations menées
sur une vidéo fortement bruitée( figures 2.38 et 2.39). Nous'@ns constater la réussite de cette approche.

2.2.6 Discussion

Cette premiere partie a permis de poser les bases de netii, tharavers la définition d’'une transformée
discréte inversible. Nous avons, a partir des concepts dédmétrie discrete proposé une représentation
qui tente de prendre en compte les spécificités de I'infdomat-D. Cet axe a concrétisé une collaboration
entre deux themes du département XLIM-SIC et a donné liefiéelnts co-encadrements et publications.

Toutefois, nous pouvons constater dans ce premier trayrailagdimension couleur est encore absente.
En effet, il est trés difficile, des la définition, d’intégrer dimension vectorielle des données, si ce n’est
a travers une redéfinition d’'une transformée de Fouriertadad la couleur ce qui fera I'objet du chapitre
suivant.

Nous avons mené des études pour la restauration d’'imagésicdillustrées dans [39]). La figure 2.40
montre le débruitage de I'image Mandrill bruitée par un bhlanc Gaussien d'un niveau égal a 77dB.
Le traitement est appliqué individuellement pour chaguammsante couleur de I'espace de représentation
YCrCb. Nous pouvons observer que les zones homogénes soapaeellement bien restaurées.

Cependant, la transformée Ridgelet et ses évolutions mtiepde la famille des bases fixes. Ainsi elles
ne peuvent pas offrir, dans certains cas, la flexibilité padapter pleinement a la structure de I'image,
notamment a sa dimension vectorielle. De cette constataiimus avons développé un second axe d’étude
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(@) (b) ()

FIGURE 2.38 — 4 images extraient de la séquence : (a) vidéo origifl@l@idéo bruitée (c) vidoé débruitée
par la DART 3-D dans le domaine RGB. [106]
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FIGURE 2.39 — 4 images extraient de la séquence : (a) vidéo origifl@l@idéo bruitée (c) vidoé débruitée
par la DART 3-D dans le domaine YCrCb. [106]
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FIGURE 2.40 — Images (@) originale, (b) bruitée, (c) débruitée ddART

suivant une approche complémentaire : I'étude des tramgfes en ondelettes géométriques adaptatives.
Cette étude s’est appuyée notamment sur la thése de Gudllaabrun [132], thése co-encadrée avec Sté-
phane Pateux de OrangeLabs, sous la direction de C. FemdDelkte thése avait pour objectif la construc-
tion d’'une décomposition en ondelettes adaptives perfotenaumériquement (a savoir que la dimension
algorithmique était prépondérante) dans un cadre de rasitau et de compression.

Aprés un travail pour définir des approches numériques @aredre des transformées bandelettes, nous
avons proposé de construire une nouvelle approche adaptatiltirésolution a travers le concept des va-
riétés et plus précisément de la distance géodésique. Eeteapoursuit actuellement et est décrit dans la
section suivante.
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2.3 Une transformée en ondelettes géodésiques

Comme nous I'avons vu, pour traiter les images, nous pouutihiser les transformées en ondelettes
géomeétriques dont I'idée clé est d'adapter 'ensemble destions d’ondelettes constituant la transformée
(son dictionnaire) a la géométrie de I'image.

Des ensembles fixes aux ensembles adaptatifs, le gain seg@umgrande liberté et une plus grande
précision dans la description des singularités de I'imagmnmoins cette liberté se paye par la nécessité
d’'une bonne identification des singularités de I'image eg@&méral le colt correspondant a la conservation
de I'ensemble des paramétres décrivant le dictionnairéotiesions d’ondelettes. Le choix entre un diction-
naire fixe pour toutes les images et un dictionnaire adapiagde en cours de traitement est une question
de compromis. Nous allons aborder dans cette section légonebde la définition d’'une transformée qui
s’adapte a l'information analysée.

Nous allons également amorcer le probléme de la prise enteatepa couleur. En effet, il n’existe pas a
notre connaissance de transformées en ondelettes gégquestqui permettent d’intégrer la couleur durant
le processus de transformation. Dans la plupart des casula alternative couleur conduit & une version
séparable de la transformée. Le travail exposé dans la @rempartie de ce chapitre souffre de cette limite.
C’est pourquoi nous avons proposeé, a travers ce nouvel axa sansformée en ondelettes géométriques
adaptatives, de prendre en compte la couleur, dans sa dimesmstorielle. Cette adaptation intervient lors
de la modélisation de la géométrie de I'image.

Un exemple de traitement de I'image utilisant la couleurliekpment en tant que données vectorielles
tout en prenant en compte la géométrie de I'image, est ladétranisotrope. Dans ce cadre nous pouvons
par exemple citer les travaux de Tschumperlé et Deriche [Ba$é sur la norme d’'un gradient couleur
correctement défini, chaque filtre est adapté a la configurali voisinage du pixel en cours de traitement.
Le but est dans ce cas d’'obtenir la direction de variationimabe directement a partir du champ de vecteurs
et ainsi d'obtenir un filtre adaptatif non séparable. Suivare logique similaire, le filtrage bilatéral [240]
(qui, nous le verrons par la suite, est le point de départ tie pooposition) est également une méthode de
filtrage anisotrope. Le filtrage bilatéral est défini par uisathce entre chaque pixel du voisinage au pixel
central. Les deux méthodes définissent un filtre en foncteotaaaractéristique du voisinage du pixel sur
lequel s'applique le filtre.

Comme nous le verrons, le filtrage bilatéral et la transfare@ondelettes possédent des points communs
a travers le schéma Lifting. Le travail concernant la définitd’'une nouvelle transformée en ondelettes
géomeétriques a donc débuté a travers une réflexion autoigsaigé bilatéral qui intégre une vrai adaptation
aux informations 2-D.

Pour avoir une meilleure prise en compte de la dimension géagne mais aussi couleur, notre pro-
position a été d'utiliser la distance géodésique. En effette distance nous permet d'intégrer la topologie
de I'ensemble des échantillons a travers notamment la ggérde nos échantillons. Ensuite, étant donné
les liens mis en avant, nous intégrerons ce concept de disggodésique dans le schéma Lifting afin de
construire une transformée en ondelettes géomeétriqueadivap

Ce travail a débuté dans le cadre de notre collaboration Breewe Telecom R&D notamment avec la
thése de G. Lebrun [132] et fait toujours 'objet de recherobtamment dans sa dimension couleur.
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2.3.1 Filtrage bilatéral et extension a travers la distancgéodésique
2.3.1.1 Présentation du filtrage bilatéral

Le filtrage bilatéral proposé par Tomasi et al. [240], repmas Paris et al. [169] (comme alternative
au filtrage anisotrope), correspond a l'adaptation d'unafi¢ gaussien a partir des valeurs des éléments
en pondérant la participation de chaque échantillon darssipport du filtre, not&}, en fonction de sa
ressemblance avec I'élément central traité de coordonnée

o) = —— /Q s(Oh(t, 2)w(s(t), s(x))dt (2.38)

avec le dénominateur(x) défini par :

n(ac):Ah(t,x)w(s(t),s(w))dt. (2.39)

La fonction s correspond a notre signal et la fonctibrdéfinit le filtre classique (a savoir sa réponse
impulsionnelle). La fonctionv définit la pondération suivant les échantillonsuSést constante et égale a
1, nous retrouvons simplement I'opération de convolutiotness et h. Dans la proposition initiale [240], le
filtrage utilisé est un filtrage Gaussien :

Aty = ¢ H ()

En général, la formulation utilise directement une notierlistance entre les coordonnéege I'élément
afiltrer s(z) et cellest de son voisins(t), comme par exemplé(t, z) = ||t — x||2.

La fonctionw permet d’'incorporer le voisinage dans le filtrage et camstitoriginalité du filtrage bila-
téral. Cette pondération est aussi définie a travers unéidon@aussienne :

w(s(t) s(@)) = e 3 ()’
)

Nous constatons que cette pondération intégre la distantieeles valeurs des échantillofis (t), s(x)) =
Is(t) — s(z)||2- En plus de la proximité sur la grille, cela permet ainsi tégrer dans le filtrage la proximité
en terme de valeur photométrique.

Des aspects pratiques sont discutés dans [240] dont eayb@rila mise en évidence du respect des
contours de I'image par ce filtrage. L'influence depar rapport & est étudiée afin de montrer dans quelle
mesure les contours seront respectés en modiiaato,.

Nous avons un filtrage adaptatif basé sur la distance ergrealeurs des échantillons. Nous montrons
dans la section suivante qu’en abordant le signal a traiteaist le concept des variétés nous retrouvons une
approche similaire au filtrage bilatéral.

Nous avons proposé une introduction plus compléte de la g&mavec I'aide de I'utilisation du concept
de variétés, et implicitement le contexte que I'on retrodags la notion de flot géométrique.

2.3.1.2 Introduction de la notion de variété

Il n'est pas aisé de donner une description simple et bréva detion de variété car elle requiert des
notions mathématiques vastes. Nous allons essayer dfexitales éléments principaux. Une variété est
un espace topologique qui localement se comporte commepaceguclidien. Intuitivement, une variété
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est un espace "courbe" @&". Par exemple, une sphére ou un tore sont des variét®s de en général,
toute surface est une variété Ré. Prenons I'exemple de la sphére. La sphére est une varidk®.dsi

I'on observe une sphére de suffisamment prés, on peut apmoXa courbure de sa surface par un plan
tangent. C’est exactement ce que nous faisons lorsquedssirte une carte géographique : on approche la
courbure de la terre par un plan. Par définition, une varidtérentielle est une variété qui est localement
difffomorphe a un espace vectoriel de dimension fixée.

Dans la méme idée, prenons les habitants vivant sur un pteat @hns un monde a deux dimensions). lls
n'auraient pas beaucoup de mal a formuler la géométrie conoele faisons nous. Prenons maintenant le
cas des habitants d'une tdle ondulée. Pour nous qui lesd@ymd’'une dimension supérieure, il est évident
que leur monde n’est pas plat mais ils peuvent élaborer galieune géométrie ( qu'est ce un point, une
droite, ...). Il n'y a aucune raison de ne pas généraliseaggtoche aux dimensions supérieures (exemple
tiré du cours de B. Houchmandzadeh sur les variétés ditiéhes).

Dans le cadre des variétés différentielles, la premiéngeétst de se donner un ensemble de pdihts
Nous enrichissons ensuite cet ensemble en définissant polede, c'est a dire essentiellement que nous
sommes capables de définir le voisinage d’un poinPd&nfin, derniére étape, nous disons duest une
variété de dimensioV si nous pouvons le munir d’'un systéme de coordonnées, ctist ai nous pouvons
repérer de fagcon unique chaque pointfdpar un n-tuplet dé”. Nous noterons les coordonnées d’un point
par (u1; 12; .5 n ). L'exemple le plus simple est notre espace euclidien dassa trois dimension munie
des coordonnées cartésienriesy, z) ; la tble ondulée dont la surface est donnée paf sinx est une
variété a deux dimensions, chaque point pouvant étre reénén coupldx, y).

Dans le cadre de I'image, la variété peut étre une manieregrdimir les signaux en associant coordon-
nées et valeurs des échantillons dans un ensemble que nuelsrapla variété dans un espace euclidien
de dimensiom. + n,, (respectivement dimension de I'espace des coordonnées|esgace des valeurs
des échantillons). Cela veut dire par exemple qu’'une imageiveau de gris correspondra a une variété
de dimension 2 plongée dans un espace euclidien de dimedsiantroisieme dimension peut étre direc-
tement la valeur du pixel a la position ou une valeur dérivéd’ichage (gradient par exemple). A notre
connaissance I'un des travaux fondateurs dans I'utitisadies variétés dans le cadre du traitement d’image,
notamment couleur a été l'article de Sochen [218].

L'idée est donc de considérer I'image multivariée

5:X=(7;)i=12 € R? = 5(X) = (5j(X))j=1..p € R

comme une surface paramétrée plongée dans un espace dsidimieit

S:Q = M
{pi, e} = {(xi(pa, p2))i=1,..~» (55 (11, p2)))j=1..P}

avec) la surface bidimensionnellé., 12) les coordonnées sur cette surfacé/£ta variété. En général
on utilise l'identification suivant@, = x et s = .

Comme nous I'avons vu, I'un des éléments important est edrgéfa construction d’'un voisinage a
chaque élément de I'ensemble étudié. Cette notion de agjeicorrespond en fait a I'association d’'une
topologie a notre ensemble. La topologie est une notionidsééint 'ensemble des sous-ensembles formés
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uniguement a partir des éléments de la variété et condtihgvoisinages. Nous remarquons qu’en intro-
duisant la topologie, ou plutét en faisant le choix de ma#élie signal par une variété, nous introduisons
la question de la connexité de cet ensemble.

Si nous reprenons la définition générale, I'identificatiet effectuée par une fonction définie sur le
voisinage appelée carte de la variété. Le but de cette cstrtie@ermettre I'identification d’'une partie de la
variété a un espace euclidien. Par exemple si le point destisuffisamment local, la surface d’'une spheére
peut étre considérée plane. Chaque élément dans ce placesbdgartir de coordonnées ayant uniquement
2 composantes. L'intérét du nouveau systéme de coordodedeEspace des paramétres, par rapport a celui
de I'espace de plongement, est qu'il ne souffre plus desl¢gmuds liés a la forme de I'ensemble (le plus
court chemin dans une variété est un segment dans I'espagadenetres).

C’est justement ce dernier point que nous souhaitons egpkrec les variétés. En particulier, nous nous
intéressons a la distance géodésique correspondant dlszelandes arcs géodésiques de la variété. Cet arc
correspond au plus court chemin entre deux éléments deiéaévdont tous les points qui le composent sont
inclus dans la variéte.

FIGURE 2.41 — Distances de deux éléments d’un sous-ensemiité d@) distance euclidienne, (b) distance
géodésique liée a la variété formée par les élémenide

La figure 2.41 nous montre une variété plongée dans un espaeergprésentée par un sous-ensemble
fini de ses éléments. La figure illustre la différence entrdisdance associée a la variété et la distance
associée al'espace de plongement. Nous pouvons donc vaieds la figure 2.41 la modélisation associée a
la distance géodésique : cette distance prend en comptafiguation globale de la variété. En patrticulier,
cette distance pourra étre infinie si les éléments de lateanf@ppartiennent pas a la méme composante
connexe.

Nous allons maintenant chercher a exploiter cette quaditdedcription dans notre filtrage bilatéral.

2.3.1.3 Généralisation du filtrage bilatéral

Dans le cadre du travail mené au laboratoire XLIM-SIC, Edsst d'intégrer la modélisation de l'image
multivariée dans une décomposition en ondelettes. Poar Elpremiére étape a consisté a intégrer ce
formalisme dans le cadre du filtrage bilatéral a travers uneéiisation du signal s’appuyant sur le concept

des variétés. Nous considérons donc I'imageomme une surface plongée dans un espace de dimension
R2+P

{z,y, (sj(x,9)))j=1..P}

Nous proposons de redéfinir le filtrage bilatéral avec ce eaupoint de vue. Pour cela, nous intro-
duisons les élément$(x) = (X, s(x)) avecz € R associant dans un méme vecteur les coordonnées et les
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valeurs des échantillons étudiésretqui correspond a la caractéristique de la fonction Gaussiappliquée
a notre signal identifié comme une variété. Le filtrage hildtgeut alors s’écrire :

Col0) = g |, SOADIS(). 560). )t (2.40)

Toujours avec notre dénominateur :

ma0 = [ a(D(S().560). )it (2.4)

Dans cette nouvelle formulation, nous avons associé coosls et valeurs des éléments, et nous voyons
apparaitre une nouvelle définition de la distance entrexie ptudié et ses voisin®(S(t), S(x)). En effet,
la distance que nous utilisons correspond en fait a la distentre deux éléments de la variété. Dans ce
cas, durant le filtrage, la somme des voisins n’est plus serepondérée par une quantité qui dépend de
la distance sur la grille mais d'une distance dépendantodgdhisation du signal lui-méme.

Comme nous le constatons I'élément central est le calcwd distance entre deux éléments de la variété,
distance qui doit prendre pleinement en compte I'orgainisades données. Cette extension du calcul de
la distance dans le cadre du filtrage bilatéral nous conduttriaturellement a I'utilisation de la distance
géodésique qui permet de prendre en compte les connexitégisgent dans le signal.

Pour conclure sur cette partie introductive, il faut notatilgexiste différents travaux associant dans
la manipulation des images un processus de "lissage" et tbéliration suivant le concept des variétés.
Tout d'abord, pour des données un peu différentes, on peuvdr de nombreuses études concernant la
manipulation de maillage qui utilisent cette notion de atise géodésique et de variétés [185]. Ensuite,
indépendamment de nos travaux menés durant les année2Q@087&ur I'extension du filtrage bilatéral,
est parue a la fin de notre travail, une publication majeur8atzhen et al. [218] qui décrit une réflexion
a travers la régularisation d'image suivant le concept dugométrique de Beltrami. L'utilisation du flot
de Beltrami dans le cadre des images permet de faire unarégtion prenant en compte la géométrie de
I'image (justement a travers le concept de variétés). Adine, algorithmiguement, cette régularisation est
un processus itératif, mais une simplification a traversfarraulation par un simple produit de convolution
peut étre faite. De cette formulation, on peut établir unenesion avec le filtrage bilatéral et ainsi proposer
d’insérer une meilleure intégration de la géométrie danfiittage bilatéral. Voici en quelques mots, le
cheminement proposé entre autre dans cet article trées denSechen et al. [230]. Nous retrouvons une
généralisation similaire a celle abordée ci-dessus, ardaudisation d’une distance dans le filtrage prenant
en compte l'organisation des données.

2.3.2 Notion de distance géodésique en traitement d'images

La distance géodésique trouve plusieurs applicationgterpirétations dans les domaines de l'imagerie
et de l'informatique graphique. Nous proposons tout d’dlste reprendre la présentation faite par L. Cohen
[54] qui décrit la distance géodésique a travers le chemimmim connectant deux pixels d’'une image
dont les valeurs définissent les caractéristiques du mdiéepropagation d’une onde lumineuse. Dans cette
interprétation physique, les chemins minimaux correspondlors au principe de Fermat de propagation
de la lumiére. Dans les milieux homogénes le front d'onderdgatlier du fait de la propagation isotrope
de ce front et dans les milieux non homogénes ce front preadadmes plus complexes en fonction, par
exemple, de frontiéres entre deux milieux impliquant deEnpiménes de réfraction.
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FIGURE 2.42 — Plus court chemin emprunté par la lumiére pour (a) liruriomogéne et (b) deux milieux
d’indice ny etns.

Le schéma de la figure 2.42(a) montre le chemin le plus coud ldeniére se propageant dans un milieu
homogene. Du fait de la présence de deux milieux d’indiceéftaction différents: etnq, le chemin de
'image 2.42(b) entre les deux points n’est plus une droite.

D’une maniére générale, la distance géodésique entrelepditsp, etp; va correspondre au chemin
suivi par la lumiére et dépend de la minimisation de

1 P1
D(po,p1) = —/ nr(x)dz
P

Cy 0
avecc la vitesse de la lumiere dans le videretl'indice de réfraction [54]. L'une des applications direst
est son utilisation dans le cadre des contours actifs, oarar est considéré comme un arc géodésique
dont I'énergie est mesurée en intégrat).

Ce point du vue nous permet d’entrevoir I'aspect recherctiévars cette distance : la mesure fournie
par cette distance ne dépend pas seulement des deux élémphisiés dans la mesure, mais bien de
tout 'ensemble par lequel peut potentiellement passelue @ourt chemin, et donc de l'organisation des
données.

Dans le cadre des variétés, nous considérons la distandégigoe en tant que longueur des arcs géo-
désiques de la variété. Cet arc correspond au plus courticlerine deux éléments de la variété dont tous
les points qui le composent sont inclus dans la variété, camous I'avons illustré sur la figure 2.41.

La maniere numérigue dont est calculée la distance va dagivrn&me principe, a savoir que I'on débute
d’'un des deux points mesurés et I'on estime la quafitipdur tous les points de la forme par propagation de
voisins en voisins (algorithme Fast Marching [213]). Laalise est obtenue lorsque I'on atteint le deuxiéme
point. Cette méthode, trés proche de I'algorithme de retieedes plus courts chemins proposé par Dijkstra
[66] que nous verrons par la suite, par sa propagation daga@s voisins, illustre la nécessité d’associer une
topologie a I'ensemble (par exemple la notion de voisinsiy pequel nous mesurons la distance géodésique.

Dans notre méthodologie, la distance géodésique doit tereri cause la topologie classiguement as-
sociée aux signaux qui se base uniqguement sur les coordodaeg@&chantillons pour définir les relations de
voisinage. C’est pourquoi dans le travail mené au déparieXielM-SIC, nous avons choisi d’utiliser une
topologie définie par le graphe deplus proches voisins de I'ensemble des pixels. Le choix tte ceé-
thode ainsi que de I'algorithme de Dijkstra [66] pour obieni final la distance géodésique s’inspire de la
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méthode d'identification de variété de Tenenbaum M. et 8 [2En effet, nous posons les mémes questions
que les différentes techniques développées ces dernignégsdans les problemes d’analyse de données
suivant des approches non linéaires, qui cherchent a extes structures dominantes dans des nuages de
points. Pour illustrer ce point, nous reprenons I'une dasrdig de I'article présentant la méthode Isomap
[237] sur la figure 2.43 qui met bien en évidence cette corarurel scientifique entre les deux thématiques.

A AT
A s e
ra't--\r\li LA
d B e,

(@) (b) (©)

FIGURE 2.43 — Application de I'algorithme Isomap sur les donn8&iss Roll (a) calcul de la distance entre
deux points arbitraires, distance ne respectant pas letsteudes données , (b) graphe des plus proches
voisins permettant I'estimation de la distance géodésaquee ces deux points, (c) projection calculée par
I'algorithme Isomap aprés identification de la variété.

Cette proximité avec les techniques d’analyse de donnéasfarcé notre intérét dans I'approche utili-
sant la distance géodésique, car ces méthodes d’analglspt&at tout naturellement a des données vecto-
rielles, ce qui reste I'un de nos objectifs principaux pa@udéfinition de notre transformée en ondelettes.

Nous présentons maintenant I'aspect numérique proposéepant l'identification de I'organisation
géomeétrique de l'image.

2.3.3 Extraction de la topologie
2.3.3.1 Principe

Nous avons choisi d'utiliser une topologie définie par lgpbedesk plus proches voisins de I'ensemble
des pixels. Le choix de cette méthode ainsi que de 'algmethile Dijkstra [66] pour obtenir au final la
distance géodésique s’inspire de la méthode d’identifinatie variété de Tenenbaum et al. [237]. Isomap
est une technique de réduction de dimension non-linéairgequi compte de I'ensemble des données. Elle
va étre définie en trois étapes :

— construire un graphe de voisinage, pour cela on définit aptgaGG sur tous les points en connectant
les pointsp; etp, S'ils sont soit plus proches gu’un sesile-lIsomap) ou soit gh; est unk plus proche
voisin dep, (k-Isomap). La longueur des arcs est la distance entegp, d,, ., .

— Calculer les distances point a point les plus courtes syraighe, pour cela il est utilisé une program-
mation dynamique (algorithme de Floyd ou Djikstra).

— Construire la réduction en d-dimension suivant cetteingtte dissimilarité.
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Dans notre approche, seules les deux premiéres étapes méressent puisque nous cherchons la
construction d’une topologie dont le but est de s’adapteistngularités de I'image. En lien avec la distance
géodésique qui en découle, cette topologie va nous peaetiprendre en compte la géométrie durant notre
filtrage. Comme nous l'avons précisé, il est intéressantodier mue les données manipulées dans le cadre
de ces méthodes sont de dimensions variées. Ceci va houstperale prendre en compte la dimension
"couleur” directement dans I'algorithme de calcul du faa

Pour construire cette topologie adaptative, il nous faustioire le graphe des plus proches voisins .
Nous proposons de revoir ci-dessous les choix qui ont &&darant la thése de G. Lebrun pour I'extrac-
tion de cette topologie adaptative [132]. Nous verrons ggeahoix ont une influence sur la qualité de la
représentation.

2.3.3.2 Graphe deg plus proches voisins

Pour obtenir le graphe désplus proches voisins, on peut par exemple s’inspirer dewittignes s’ap-
puyant sur le concept de "distance partielle" tels que [266]. Ces algorithmes s’appliquent & un nuage de
points qui dans le cadre de notre signal correspond & natkt&4. Nous structurons alorS de telle ma-
niére que I'on puisse déterminer une distance minimumguist partielle) entre I'élément dont le voisinage
est en cours de construction et les éléments d’'un sous-blfeséhde S. Si cette distance est supérieure a
la distance du plus éloigné des voisins en cours d'études @ln’est pas nécessaire de traiter les éléments
de U. Aprés exécution, ces algorithmes fournissent un grapieatérliant chaque éléments a geplus
proches voisins selon un critére de distance prenant entedfoppganisation du nuage de points (et non
selon la structure réguliére des signaux). Nous constajotastravers ce graphe, nous prenons en compte
les singularités de I'image.

e 6 o o o
O O O O O
e 6 o o o
e 6 o o o
O O O O O

(a) (b)

FIGURE 2.44 — Deux exemples de topologie : (a) le classique voisidacpnnexes et (b) les 4 plus proches
voisins. La ligne en pointillé représente une singulardaégdle signal.

Si nous prenons I'exemple de la figure 2.44, nous remarquadsigns le cadre du voisinage 4 connexe,
nous pouvons mettre en relation des échantillons qui neggamtant pas liés si I'on considére le fait qu'ils
sont de part et d’autre d’'une singularité de l'image. A trave graphe des plus proches voisins, nous
avons la construction d’'un voisinage prenant en comptedsgnce ou non d’une singularité.

Toutefois, pour définir la distance géodésique a partir dgraphe il est nécessaire de le rendre non
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orienté. En effet, si nous prenons la définition classiqumel'distance, nous ne vérifions pas a ce stade la
condition de symétrie, a savaifzx, y) = d(y, x).

Par exemple, pour un chemin élémentaire correspondant &cuemate deux sommets, il n'existe pas
nécessairement de chemin inverse élémentaire corresgicdntiarc symétrique.

FIGURE 2.45 — Incompatibilité de la notion de distance avec leshgramprientés : (a) Le plus court chemin
de a a b est de longueur 1. (b) Le plus court chemin de b a a eshigladur 2. Les plus courts chemins sont
représentés par les segments en pointillés.

Le graphe de la figure 2.45 est un contre-exemple montrartgléfinition d’une distance symétrique a
partir d’'un graphe orienté "quelconque" ne peut étre sasighte sans ajout de contraintes sur la définition
de ce graphe. Nous devons donc obtenir un graphe non oriesgépese alors la question du passage d’'un
ensemble d'arcs a un ensemble d'arétes pour le graphe daessemble.

2.3.3.3 Construction du graphe non orienté

Durant la thése de G. Lebrun, deux stratégies simples ddraotisn d’un graphe orienté symétrique
(un graphe strict, non orienté, valué) ont été testées. alesins associées aux arcs sont les distances entre
les éléments d& correspondant aux extrémités de I'arc. Donc, si il existesda graphe orienté, deux
arcs de mémes extrémités et d’orientations opposées visrd@voir nécessairement la méme valeur. Deux
solutions simples peuvent alors étre mises en place : it ssffft de compléter chaque arc par son arc associé
d’orientation opposée avec la méme valeur, soit de supptesarcs qui dans le graphe ne sont pas associés
a un arc opposeé.

Mais au-dela d’'une simple question de manipulation deshgspil est important d’'étudier I'influence
de ces modifications sur la modélisation du signal. Pour, oglas proposons quelques cas de figures, ou
plus précisément trois cas ont été identifiés.

BBy

FIGURE 2.46 — Configuration de graphe orienté (2 plus proches \&)isitun signal 1D, pour I'échantillon
e dans une zone uniforme.

Dans le cas d'élément au milieu d'une zone uniforme de l'iepdg symétrisation ne change pas le
graphe orienté. La figure 2.46 illustre ce cas ou I'on comstpte le graphe (formé a partir des 2 plus
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proches voisins) est déja un graphe orienté symétriquenet i@ change pas. Ce cas de figure est fréquent
dans le cadre des images naturelles puisqu’elles sontittdest en grande partie de zones uniformes.

"Ry

(@) (b) ()

FIGURE 2.47 — Configuration de graphe orienté (a) pour I'échamtildsolé dans une zone uniforme. La
symétrisation (b) par ajout d’arcs ne modifie pas les compiesaconnexes du graphe alors que la symétri-
sation (c) par suppression d’arcs va isoler I'élément.

Dans le cadre d'éléments isolés (figure 2.47), nous comstajae |'utilisation de la symétrisation ap-
porte des réponses différentes suivant que I'on utiligedtaou la suppression d'arcs. Dans le cadre de la
symétrisation par ajout, un élémentisolé se retrouve &saag éléments de la zone uniforme. Dans le cadre
de la symétrisation par suppression d'arcs ce méme éléraestrsuve isolé donc associé a une distance
géodésique infinie. Cette configuration se rencontre errgiédans des zones bruitées de I'image (zones ou
tous les éléments sont différents).

 B°

Ty Ty

(@) (b) ()

FIGURE 2.48 — Configuration de graphe orienté (a) pour deux ensandbdehantillons dissociés. Dans les
deux cas (ajout (b) ou suppression (c) d’arcs) la syméwisathange la configuration du graphe, mais ne
change pas de maniére significative les distances imphg{p&s d’'apparition de distances infinies supplé-
mentaires).

La figure 2.48 représente un dernier cas ou deux zones umifosmretrouvent isolées par I'application
de la construction du graphe de 2 plus proches voisins. Rieledament, la symétrisation, qu’elle soit par
ajout (figure 2.48(b)) ou par suppression (figure 2.48(cngera effectivement 'ensemble de départ. Pour
autant, comme dans le cadre des zones uniformes il N’y a pasatgement des composantes connexes du
graphe. Ce cas de figure correspond aux ruptures (contgurs idnage.

70



Chapitre 2 L
P Ondelettes et géométrie

Pour conclure, nous constatons que seul le cas de I'édbanisiolé (figure 2.47) a un comportement
différent selon la méthode choisie pour la construction @dplge non orienté.

Ce changement de connexité améne la construction de nesna@mposantes connexes. lllustrée sur
un élément isolé, cette déconnexion peut également slopérales sous-graphes plus complexes a partir
du moment ou la connexité de ce sous-graphe dépend uniqudtass qui n'ont pas d'équivalent dans la
direction opposée lors de la suppression par symétrisaliette apparition de composantes connexes améne
I'apparition de distances infinies entre les éléments deposamtes différentes. Cette distance infinie est la
conséquence la plus marquante du comportement tres fliartides distances géodésiques par rapport a la
distance euclidienne : les distances géodésiques ne déyquats seulement des deux éléments impliqués
dans la distance mais bien de I'ensemble des éléments dedsva

Notons que ce choix entre I'ajout ou la suppression d'argedé de I'application ; selon que nous
voulons profiter de la création de composantes connexesfamiplisolement de certains échantillons ou
plutdt que nous souhaitons conserver les composantes)amimdiales.

Nous avons opté pour la symétrisation du graphe par suppnedarcs sans équivalent dans la direction
opposée car nous souhaitions profiter de la remise en calsea®exité pour mettre en valeur les ruptures
de I'image. Ce choix n'a pas été remis en cause depuis.

Nous avons donc a partir de cette étape un graphe orientétrsgue, valué (en respectant la symétrie
arc par arc), strict. Il n'est plug-régulier puisque nous supprimons les arcs sans prendrerepte la
conservation d’un nombre fixe d'arcs par sommet.

Il nous faut maintenant construire le plus court chemin epiyant sur la valeur des arcs et ainsi
obtenir notre distance géodésique.

2.3.3.4 Recherche du plus court chemin et extraction de la siance géodésique

Nous avons défini un graphe associé a l'identification d’'umeété correspondant au signal en cours
de traitement. Nous nous sommes assurés que ce graphe lifienditions voulues (en particulier la
symeétrie). Le calcul de la distance géodésique se traduittemant dans les faits par la recherche du plus
court chemin et nous utilisons I'algorithme classique dBikstra [66].

© o o o o o ° o o © o o o o o

o o o o o ° o o o o ooo °

o o I o o o ° o o ° o--i-o o o °

o o o o o o ° o o ©c o 0 0 0 o

©c o 0 0 0 o ° o o © o o o o o
(@) (b) (©)

FIGURE 2.49 — Les trois configurations d’arcs géodésiques. a Zoifierome. b Présence d'une singularité.
¢ Présence de deux composantes connexes. Le trait poutitiéorrespond a une singularité.

Cette recherche concrétise la structuration de I'imagenets la distance géodésique. La figure 2.49
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illustre les trois configurations attendues. Dans le prewas de figure, nous sommes en présence d’'une
zone uniforme : la longueur du chemin correspond direct¢édtndistance selon la grille entre les éléments.
Dans le deuxiéme cas, le chemin doit contourner une ruptwe nelier les deux éléments étudiés et donc
la longueur de I'arc est grandement amplifiée. Enfin dansrheielecas, les deux points font parti de deux
composantes connexes et par conséquent, les deux éléragraswent étre liés par un quelconque chemin.
Dans ce dernier cas la longueur du chemin sera considérainfi

Nous proposons maintenant quelques illustrations du cderpent de la distance géodésique. Pour cela,
nous construisons une représentation des distances diesquigels d’'une image a son pixel central. Pour
représenter cette distance nous quantifions les valeurdistasices en les ramenant modulo a l'intervalle
[0, 255].

FIGURE 2.50 — Exemple des distances géodésiques des pixels aa dertrmage Peppers. Les distances
sont obtenues a partir d'une topologie correspondant aaphegk plus proches voisins. (a) Pokir= 4. (b)
Pourk = 8. (c) Pourk = 16.

Si nous reprenons I'analyse de Cohen [54], nous pouvonsigessies plus courts chemins a la propaga-
tion de la lumiére dans un milieu non uniforme. Les ensemiiéepixels associés a une méme valeur sont
donc les fronts d’ondes de cette propagation : le passaggSd& @, conséquence de ['utilisation de I'opéra-
teur modulo, est la version la plus visible de ce front d’andéos images sont des milieux non homogénes
de propagation d’une onde.

Nous voyons sur la figure 2.50 que ce front d’'ondes s’averdudegn plus régulier, et son déplacement
de plus en plus "rapide"” si I'on augmente le nombre de plush@® voisins utilisé dans I'extraction de la
topologie : plusk augmente, plus le front d’ondes (passage blanc-noir) sgagerapidement du centre
vers I'extérieur de I'image. De plus, nous constatons que :

— les zones texturées sont associées a des fronts d’ondeshpanoins réguliers que dans les zones

uniformes,

— les frontiéres de I'image produisent des phénoménes ffeatdion” qui entrainent un retard sur le
front d'ondes lorsqu’il passe d’un pixel & son voisin (voisiu sens de la grille) situé de l'autre c6té
de la frontiere.

— enfin plus le nombre de voisins est important, moins lesuwltsts géodésiques tiennent compte des
singularités de I'image.

A ce stade, nous avons une méthodologie permettant d'extfain signal défini sur une grille réguliere
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une topologie adaptée au signal vu en tant que variété,atersrcette organisation une distance géodésique.
Nous avons donc tous les éléments pour mettre en oeuvrefittotige adaptatif.

2.3.4 Filtrage bilatéral géodésique

Nous proposons un filtrage bilatéral géodésique commer#itisn de I'intégration de la distance géo-
désique dans un processus de filtrage.
Nous rappelons que notre filtrage bilatéral s'écrit :

Co(%) = %(x) /Q SOg(D(S(1), S(X)), )t

avec

nul(X) = /Q g(D(S(1), S(x)), o)t

avec D(S(t), S(x)) la distance géodésique calculée suivant la méthode pééseians le paragraphe
précédent.

Nous proposons d’appliquer ce nouveau filtre sur 'imagksag en exemple par Tomasi and Manduchi
[240]. Nous appliquons a titre de comparaison le filtragatérhl tel qu'il est défini a I'origine. Les filtres
sont itérés 10 fois afin d’obtenir une version régularisébimage. L'écart-type du noyau de lissage est fixé
a10.

FIGURE 2.51 — (a) Image originale. (b) Application du filtrage bélal classique. (c) Application du filtrage
bilatéral géodésique.
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Lafigure 2.51 présente les résultats des filtrages. Biergwitent, le filtrage bilatéral "classique" obtient
un résultat tout a fait satisfaisant. Mais nous pouvonstatgisque la modélisation du signal a travers le
concept de variétés permet de lisser 'image en assurargamservation trés nette des ruptures comme par
exemple entre le rouge et le blanc (figure 2.51(c)).

Pour compléter cette premiére illustration concernantdgration de la distance géodésique dans un
processus de filtrage, nous proposons une expérimentaituwhe problématique de restauration de don-
nées. |l existe des travaux qui ont étudié le paramétragdtcagé bilatéral dans le cadre d'image bruitée,
par exemple l'article de Zhang et al.[252]. En ce qui conedenfiltrage bilatéral classique, (paramétre
de la pondération selon la position sur la grille) a une &ibfluence et nous le fixons égabapour limiter
le nombre de paramétres. Le support du filtre sur la grilledest x 3 pixels. Enfin,o,. (paramétre de la
pondération selon la valeur des éléments) doit étre défifbrection du niveau de bruit. Dans cette étude,
nous proposons d'utiliser; = o, = 3 x o, aveco, le niveau de bruit.

En ce qui concerne le filtrage géodésique, le compromis egbdeoir détecter les singularités tout en
limitant I'influence du bruit. Nous proposons le paraméragivant o, = 9 x 0., aveco, le niveau de bruit
estimé a chaque itération du filtrage. Pour estimer le nidedoruit nous avons repris la stratégie classique
utilisée dans le cadre des ondelettes, a savoir a partirdddar médiane des coefficients d’ondelette de la
premiére échelle [71].

L'expérimentation est menée sur une image corrompue paruinbianc Gaussien d’amplitude 30.

FIGURE 2.52 — (a) Image bruitée (PSNR = 19.08 dB). (b) Image restapaé le filtrage bilatéral (PSNR =
29.31 dB). (¢) Image restaurée par le filtrage bilatéral géimpie(PSNR = 30.46 dB).

La figure 2.52 présente les résultats obtenus suivant les filrages. Les deux méthodes obtiennent
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des résultats tout a fait satisfaisants. Cependant, lagétgéodésique obtient un meilleur résultat en terme
de mesures PSNR, et nous pouvons observer que les contairsésobien conservés ce qui confirme
les résultats de la premiére expérimentation. Toutefaigpeut aussi remarquer l'influence du bruit dans
I'image reconstruite, a travers I'apparition de petitesh&s dans les zones uniformes. Ceci provient dans
de nombreux cas de la création d’éléments isolés lors ded@ion du graphe (caractéristique commentée
dans le paragraphe concernant la construction du graphenemté). Afin d’améliorer ce travail, nous
devons intervenir directement sur le graphe, nous retroagece point dans le cas des ondelettes.

Dans le cadre de ce mémoire, nous ne poursuivrons pas plesdésmentations concernant le filtrage
géodésique car il ne constitue qu'une étape. Cependané dhamiére générale, nous pouvons constater
gue la modélisation a travers la notion de variété et le talome distance géodésique associée, peut étre
une stratégie afin d’'intégrer dans un processus de filtragef@id I'information géométrique et aussi la
dimension couleur. Etant donné notre objectif initial st'®ut naturellement que nous nous sommes posés
la question de l'intégration de cette distance géodésiqus dn schéma de décomposition en ondelettes.
Mais pour cela, nous avons besoin d’un schéma de calcul puesque le banc de filtres. C’est pourquoi
nous avons proposé d'utiliser le Lifting Scheme. Nous stmugen préambule dans la section suivante de
faire un bref rappel de ce schéma de calcul et, a travers cetiiee présentation, montrer comment une
information supplémentaire comme la distance géodésiquevenir s'insérer dans la transformée.

2.3.5 Transformée en ondelettes 2-D géodésiques

Dans cette partie, nous allons définir les aspects se rappartia mise en oeuvre de notre schéma de
lifting avec l'intégration de la distance géodésique. Tdiabord, rappelons le principe du schéma Lifting.

2.3.5.1 Lifting scheme

Nous présentons ici une courte introduction au Lifting scbeCe paragraphe s'inspire du texte intro-
ductif de W. Sweldens [235] créateur de cette nouvelle tigclen

Le Lifting scheme est une méthode assez récente permetaandtruire des décompositions en onde-
lettes biorthogonales. La principale différence de ceitbnique avec l'algorithme classique de décomposi-
tion présenté au début de ce mémoire est qu'il n'est pasadéidransformée de Fourier. Ceci permet alors
de construire une seconde génération d’'ondelettes quinigpas nécessairement le résultat d’une dilatation
et translation d’une fonction "mere”. Les bases d’ondeketissociées a des filtres peuvent étre quand méme
"traduites” suivant le formalisme de ces bases de seconutrggon.

Cette nouvelle décomposition a pour avantages :

— une implantation associée a un co(t de stockage mémosdgitle ;

— un schéma algorithmique plus "intuitif” (par exemple laaastruction est un simple changement de

signe dans les expressions) ;

— et surtout peut étre appliquée lorsque la transformée dedfam’est pas applicable.

C’est ce dernier point qui nous intéresse ici. En effettégration de la distance géodésique n’est pas
naturelle dans un schéma ayant une justification basée nm&tatrsur Fourier comme les bancs de filtres.

Etudions la construction de cette nouvelle décompostioartir gi’'un simple exemple. Nous ne présen-
tons pour des raisons de simplicité, que I'algorithme 1-DBudavons a notre disposition un signal diseret
correspondant a I'échantillonnage uniforme d’une forrctontinue. Nous notons, ,, = s [n] pourn € Z
le premier étage de la décomposition.
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Supposons que nous voulons stocker l'information préseates ce signal avec un nombre réduit de
coefficients. Nous voulons donc approximer le signal odavec une erreur acceptable. Nous pouvons ré-
duire le nombre de coefficients en supprimant simplemerédeantillons d’indices impairs. Nous obtenons
alors une nouvelle séquencg,, définie par :

Cl,n = Co2n POUIN € Z.

D’un autre coté, nous voulons stocker I'information perthre de cette opération pour pouvoir définir
une méthode de reconstruction, mais aussi pour pouvoiu&vtl quantité d'information perdue. Nous uti-
lisons des coefficients ,, qui vont encoder la difference et vont correspondre auxicesits d’ondelettes.
De nombreuses solutions peuvent étre proposees pour latidéfides coefficientsl; ,,. Le choix le plus
simple consiste a stocker dags, les coefficients impairs :

dl,n = Cp,2n+1 POUINM € Z.

Cela correspond aux ondelettes Lazy. Toutefois, nous aimmst rapidement que ce choix n'est pas
forcément judicieux. En effet, sauf cas particulier, I'eppmation du signal a partir de la séquenge,
n'est pas significative et I'erreur stockée dahsg, est importante. Nous allons mettre alors en place une
méthode plus intéressante. La problématique est de retrées coefficients impairgy 2,41 a partir des
coefficientse; ,,. S'il existe une corrélation forte sur un voisinage prockectaque échantillon, alors une
méthode performante pour estimgr,,,; consiste a dire qu’un coefficient impair a une valeur proche d
la moyenne de ces deux voisins. Puisque I'erreur de cett@@pration est stockée dans les coefficients
d’ondelettest; ,,, ils sont alors définis par :

1

din = Co2nt+1 — 5 (co,2n + €0,2n+2) (2.42)

Si le signal est fortement corréle, alors les coefficidnts seront faibles. Dans le cas de signaux linéaires
par partie, ces coefficients d’'ondelettes seront nuls &nsiprésentation sera plus compacte.

Comme pour la décomposition en ondelettes classique, éfBatents d’ondelettes encodent les détalils,
les hautes fréquences, alors que les coefficiantencodent I'approximation passe-bas du signal. Toutefois
le choix du calcul des coefficients ,, n’est pas satisfaisant. En effet, nous appliquons un réréitlonnage
sans pour autant réduire la bande fréquentielle du sigeauca pour conséquence 'apparition d’'artéfacts
dus au phénomeéne de repliement spectral. Il faut appliquissage avant de ré-échantillonner le signal. Le
lissage peut se définir a partir d'une seconde contraintenolgenne des approximations a chaque échelle
reste la méme, a savoir (le coefficient 2 résulte de la réatuchi nombre de points par 2).

E Con = 2 § Cln
n n

On constate que cette condition n’est pas respectée avéwie dec; ,, actuel. Définissons alors le
coefficient de I'approximation du signall ar :

1
Clyn = Co2n + 2 (dip—1+d1p) (2.43)

En substituant cette définition, on peut décrire la relagintre I'approximation a I'échellé et I'échelle
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0:
1 1
Clyn = Co2n T 1 C02n—1 — B (co,2n—2 + co2n) + €0 2n+1 — B (co,2n + €0,2n+2)
1 1 3 1 1
= —gco,Qn—z + ZCO,Zn—l + ZCO,Qn + ZCO,Zn-i-l — gCO,Qn—i—Z

Nous constatons tout d’abord que I'approximation a I'éleherésulte d’un filtrage passe-bas de I'échelle
0. De plus, on peut vérifier que :

1 1 1 3 1
En Cln = En [160,2n—1 + ZCO,2n+1 + En _§CO,2n—2 + ZCO,Qn - §60,2n+2
Somme sur les coefficients impairs Somme sur les coefficients pairs

= % Zn; Co,2n/+1 + % Zn; Co,2n' = % an €o,n

Le schéma de lifting exposé ci-dessus correspond a la trenéé en ondelettes de Cohen-Daubechies-

Feauveau (2, 2) (Sweldens W. [236]) que nous noterons CDR saite.
Pour résumer, le calcul d’'une décomposition suivant lmtifscheme se décline par :

1. Division: On sépare les coefficients,, de I'échellel suivant :
pair, = c;,2, €t impaif = ¢ 2,41

2. Prédiction: On utilise un opérateuP qui calcule la prédiction des coefficients impairs a pantis d
coefficients pairs. Les coefficients d’ondelettes stockdunis la différence entre cette approximation

et la valeur réelle des coefficients impairs
di41,, = impair, — P(pair;)

3. Ajustement on fixe que la valeur moyenne de I'approximation a I'échélist identique a I'échelle
[ + 1. On définit un opérateur’ permettant de réaliser cet ajustement :

Cly1,n = Pain + U(diy1,n)

Nous présentons sur la figure 2.53 le schéma de décompasitivemt ce formalisme.

FIGURE 2.53 — Décomposition en ondelettes suivant le schéma giftaneme

En poursuivant avec cette définition générale, on constatdageconstruction va se définir tout simple-

ment par trois étapes :
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1. Opération adjointe de I'ajustemerfEn connaissanf,; et ¢;, on peut reconstruire les coefficients pairs
de I'échelle précédente suivant :

pain_; = ¢ — U(d))

2. Opération adjointe de la prédictiorEn connaissant les coefficients pairs et les coefficiertsd#$-
lettes, on peut reconstruire les coefficients impairs siva

impair,_, = d;,, + P(pair,_;)

3. Fusion Maintenant que nous avons les coefficients pairs et impains pouvons les rassembler afin
de reconstruire I'approximation a I'échelle- 1.

¢—1 = fusion(pair,_,, impair,_,)

A cet instant discutons de I'opportunité d'utiliser ce sola Du fait de sa nature, cette nouvelle dé-
composition permet de mettre en place plus facilement dpsoapes plus adaptatives, notamment par
I'intégration de la distance géodésique.

En effet,si nous reprenons le schéma de lifting associéanlaibn d’'ondelettes de Cohen-Daubechies-
Feauveau, nous pouvons I'écrire de la maniéere suivante :

1
din = €02n+1 — 5 (€0.2n + C02n+2) = €O2n4+1 — M0,2n+1 (2.44)
) .
Cln = Co2n + 7 (din—1+dip)

Nous constatons que pour calculer le coefficient d’ondeld®chantilloncy 2,41 est comparé a un
"échantillon virtuel", notén 2,41 correspondant a la moyenne entre I'échantillon de droité@tantillon
de gauche de I'échantillon en cours de calcul. Cette lecturechéma de lifting CDF illustre deux aspects
intéressants :

— Tout d’abord la généralisation possible du schéma a teusig@aux nD. En effet, I'élémentg 2,41
étant la moyenne des échantillons les plus proches de tiéttba en cours de calcul, il posséde une
interprétation immédiate quelle que soit la dimension daal. Cette transposition devra nécessaire-
ment prendre en compte la séparation paire-impaire. Pan@gda généralisation a I'image peut se
faire a travers le calcul de la moyenne des 1-voisins a sawetreillis en quinconce pour la décima-
tion du signal. Nous verrons tous ces aspects dans la saciivamte.

— Le deuxieéme aspect est l'introduction d’'une notion de jgoation des éléments voisins. En effet,
d’'une maniere générale, le calcul de I'échelle suivante jpeéigrer une somme pondérée des échan-
tillons les plus proches de I'échantillon en cours de caloal exemple :

mion = pi(2n,2n — 1)c;2n—1 + p1(2n, 2n + 1)¢ 2n41, (2.45)

avecp;(., .) des poids dépendant des échantillons traités.

C'est a travers cette lecture du schéma, que les décongmssién ondelettes ont par exemple été géné-
ralisées aux maillages [209]. Ces pondérations, dont larsodoit étre égale a 1, sont une possibilité pour
introduire la distance géodésique. C’est ce que nous poogadans la suite de cette section. Pour cela nous
devons aussi étendre le schéma Lifting a une grille 2-D.
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2.3.5.2 Décimation par treillis quinconces

L'idée est d'utiliser un schéma de Lifting qui lors de la godidn du coefficient a I'échelle suivante utilise
les différents voisins du pixel étudiés suivant toutes lesctions. Pour cela nous proposons d'utiliser deux
treillis quinconces entrelacés, tels qu'ils sont définis auze A. et al. [96]. Ainsi, I'intérét principal est
de permettre une décimation par 2 et non par 4 de I'ensemblédtantillons, offrant ainsi une plus grande
précision dans les changements d’échelle (les échelldsahtcsuivant un pas/’2) et également parce que
cette décimation ne privilégie pas de directions particzah, si ce n'est par I'intermédiaire de la prise en
compte de la géométrie comme dans le cadre de la transforéfidééecpar Chappelier et al. [50]. En effet,
le schéma associé s’appuie sur une prédiction ou une mise @rjpliquant tous les voisins de I'échantillon
en cours de calcul.

® O ¢ O e O e O (0] (0] (0]
O e O e O e O [ ] (] (]
® O ¢ O e O e O (o] o] (0]
O e O— l —0 @ O [ ] \./ (]
® O o (l) ® O e O O/ \O (0]
O e O e O e O ([ ] (] (]
® O ¢ O e O e O (0] (0] (0]
(a) (b)

FIGURE 2.54 — Deux treillis quinconces entrelacés d’'une image éjges treillis d’'une échelle paire et (b)
les treillis d'une échelle impaire.

La figure 2.54 illustre deux treillis quinconces succes$ifsus remarquons en particulier que pour un
échantillon de I'échelle paire, au centre de la figure, las proches voisins sont les 1-voisins définis par les
fleches. Nous allons maintenant introduire la distance €giqde dans le passage d’'une échelle a I'autre.

2.3.5.3 Introduction de la distance géodésique

Sinous reprenons le schéma 1-D, nous avions introduit utm@ngde somme pondérée dans la prédiction
avecmy an, = pi(2n,2n — 1)¢; 201 + p1(2n, 2n 4 1) 2,41. Nous pouvons donc redéfinir les pondérations
en fonction de la distance géodésique calculée sur lesspétindiés :

—1
_ 1 1 1
pi(2n,2n — 1) = DG, (2n,2n—1) <DGZ(2n,2n—1) + DGl(2n,2n+1))

(2.46)

—1
_ 1 1 1
p(2n,2n +1) = DG, (2n,2n 1) <DGZ(2n,2n—1) + DGl(2n,2n+1))

avecDG(2n,2n—1) la distance géodésique calculée entre les échantillonsadannéegn et2n—1,
a I'échellel. La mise en e uvre de ce schéma méne a une transformée enttesdatiaptatives puisque
I'utilisation de cette distance entraine la constructienfahctions d’'analyse spécifiques a chaque position
2n.

Nous pouvons facilement étendre ce schéma a la dimensiord&fissant un échantillon virtuel cor-
respondant a la valeur du barycentre des 1-voisins de Péidloa en cours de calcul :
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1 Cy
Mie = —— Z — (2.47)
k(e) vevie) DG (e, v)

avece les coordonnées du pixel étudié Jéte) 'ensemble de vecteurs de coordonnées des 1-voisins du
pixel étudié et défini paV (e) = {e + (1,0),e + (0,1),e + (—1,0),e + (0, —1)}
Le dénominateur assure toujours la normalisation :

1
k(e) = vezvj(e) BGiev) (2.48)
Nous obtenons un lissage et donc un changement d’échelleacigpendre de la structuration locale
du signal étudié puisque la pondération dépend de la distgéodésique entre le pixel étudié et ses voi-
sins DG (e, v). Nous avons vu que dans le cadre de la distance géodésigueerience de composantes
connexes conduit a une distance infinie. Dans le cadre de sotréma de calcul cela entraine alors une
absence de prise en compte de I'échantillon associé a dsttick dans I'étape de prédiction ou de mise a
jour. Nous avons ainsi défini un schéma de lifting nous paanetle construire une transformée en onde-

lettes géométriques adaptatives a échantillonnage weitiq

Notons de plus que la gestion du support borné de I'imagetiz garce schéma, se fait sans périodisation,
ni symétrisation du signal. En effet, le mécanisme d’'exoluges échantillons n’appartenant pas aux mémes
composantes connexes est également le mécanisme de peisarga du support de I'image. Tout "voisin"
de I'échantillon en cours de calcul, qui se situerait en delda support de I'image, se verrait attribuer une
distance géodésique infinie.

Il reste actuellement un dernier aspect concernant cattefarmée qui constitue une question ouverte :
nous devons pour chaque échelle, reconstruire le graphiepldas proches voisins et mesurer les différentes
distances géodésiques utiles a la transformée. En effegriaformée en ondelettes, méme adaptative, ne
peut garantir la conservation de la topologie au fur et a needu changement d'échelle. La topologie
identifiée a une échelle est difficile a transférer directandel’échelle supérieure. Nous recalculons donc
notre topologie a chaque échelle. La réflexion actuellesrt la construction d’une topologie hiérarchigue.
Nous étudions par exemple les liens possibles avec lesitpimproposant la construction d’un maillage
de plus en plus grossier. La difficulté est qu’en général cesgssus se déroulent dans un sens inverse, a
savoir que I'on part d’'un maillage grossier que I'on raffirgdipa petit.

Nous avons ainsi défini et discuté de I'ensemble des chobemizuvre dans notre transformée appelée
transformée en ondelettes géodésiques, le but étant deaemieux I'objectif d’'une transformée en onde-
lettes géométriques adaptatives. Nous proposons mamtétibustrer le comportement de la transformée.

2.3.6 Analyse de la transformée géodésique

Dans le cadre de la thése de G. Lebrun [132], différentesrempgtations ont été réalisées permet-
tant d'illustrer le comportement de cette nouvelle trarmsfee. La premiére d’entre-elles correspond a une
problématique de reconstruction partielle (analyse duoadigeconstruit a partir simplement de quelques
coefficients). Le nombre de plus proches voisins utilisag pedéfinir la topologie de I'image a été fixé a
quatre, comme nous I'avons défini dans I'équation (2.47).
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Pour tester I'application de reconstruction partielleysitrions I'ensemble des coefficients d’ondelette,
toutes échelles confondues, en fonction de leur énergienpus ne gardons que lepremiers coefficients
(coefficients de plus grande énergie) en fonction d’un pentage fourni en paramétre.

Nous avons choisi d'illustrer le comportement de la tramafie géodésique avec deux images bien
différentes : 'imageSplashqui est trés peu texturée et I'imatandrill qui est fortement texturée. De plus
nous comparons les résultats de la représentation géadémsigc une transformée en ondelettes classique
offrant souvent une excellente référence en termes de oaten de I'information.

Image Ondelettes géodésiques Ondelettes séparables

PSNR 40.988 PSNR 32.659

FIGURE 2.55 — Reconstruction partielle de I'image Splash par aithkd géodésiques et ondelettes sépa-
rables aved % des coefficients d’ondelettes. Le PSNR correspondant @sfué sous chaque reconstruc-
tion.

Lareconstruction partielle de I'ima@plash(figure 2.55) indique de trés bons résultats (une amélmrati
de 8 dB suivant la mesure PSNR par rapport aux ondelettesiquias) et montre l'intérét que peut offrir
I'utilisation d’une distance géodésique pour des images $tructurées géométriguement (présentant des
objets et donc des zones uniformes avec des ruptures imgeEsfa

Nous remarquons, hotamment dans I'image reconstruites a@nésformée géodésique, I'absence d’effet
de pseudo-Gibbs, et la conservation de certains détailsnedmreflet (en bas a droite dans I'image) que les
ondelettes classiques ont completement supprimé. Tasitgfour que la comparaison soit complétement
honnéte, il faut préciser que nous raisonnons ici en nomerecdefficients" conservés et non en taille
d’'information. En effet, pour chaque coefficient de la tfammaée géodésique, I'information stockée est plus
riche, car chaque pixel est associé a quatre distanceseRaisager des applications de type codage, nous
devons nous appuyer sur une géométrie moins précise. il seésessant d’étudier a I'avenir des moyens
de résumer la géométrie pour n’en garder que I'essentidéh @rirra se faire par exemple en identifiant
les pixels de zones uniformes, ou d’autres modélisationa déométrie de I'image qui pourraient mener
a une distance géodésique moins précise mais suffisantel@finir des pondérations correctes dans notre
schéma de calcul.

Le deuxiéme test de reconstruction partielle présentadigure 2.56 illustre certaines limites attendues
dans le cadre de ce type d’approches géométriques. Du faitmiésence de texture, la suppressio®e
des coefficients d’ondelettes ne permet plus la recongirude toutes les "zones uniformes" de l'image.
Les zones de texture vont correspondre lors de I'extract®fa topologie a un grand nombre d’éléments
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Image Ondelettes géodésiques Ondelettes séparables

PSNR 20.91 PSNR 21.58

FIGURE 2.56 — Reconstruction partielle de I'image Mandrill par eledtes géodésiques et ondelettes sépa-
rables aved % des coefficients d’ondelettes. Le PSNR correspondant @fuié sous chaque reconstruc-
tion.

isolés. Si ces coefficients disparaissent, la zone estpantient faussée. Dans le cadre des ondelettes, les
premiers travaux discutant de cet aspect concernaientdesma d’ondelettes qui n’étaient pas, de la méme
facon, adaptés pour le codage de texture. La solution péeposnsistait dans un cadre de codage a assurer
I'extraction de la géométrie a travers les maxima d’ondedeét les textures étaient ensuite codées par une
approche séparable orthogonale classique.

Dans le cadre de notre application, I'évolution proposédaesuivante :

— modifier la géométrie pour qu’elle ignore les composantesiexes qui ne font que quelques pixels;
— puis a partir de I'image de résidu issue de ce codage, ®é#lret la texture restante par simple
seuillage d’'une approche séparable orthogonale classique

Nous proposons une derniére manipulation afin de comprdadr@mportement de cette transformée.
Nous allons tout simplement effectuer la transformée erlettts géodésiques sur deux images de méme
taille et reconstruire ces images en intervertissant lemgéries. Afin de mettre en valeur l'influence de la
géométrie, nous utilisons une image trés simple de dam@m€i2.57). Elle fera apparaitre deux compo-
santes connexes : les cases blanches pour 'une et les cassspour I'autre.

Nous avons interverti la géométrie de I'image Splash et ideatje Damier. Nous constatons dans les
deux cas que les coefficients d’ondelettes conservent utie da la structuration de I'image du fait de la
position des coefficients. Néanmoins, sans la géométaesdefficients ne suffisent plus & définir 'image.
Nous voyons par exemple dans I'une des cases du damier (Aditb)) que si hous prenons la reconstruc-
tion de Splash, le contour est dilué.

Nous voyons sur I'image Splash (image 2.57 (c)) que noussavavec une géomeétrie associée aux
zones uniformes, complétement perdu la précision de ldisatian des contours. De par I'utilisation de la
géométrie de I'image Damier, cette localisation des castest biaisée au point de complétement mélanger
les données de part et d’autre du contour.

Enfin, comme pour la transformée Ridgelet, cette repréenta été utilisée dans des applications de
restauration d'image. Nous proposons, dans la sectioars@iyde les illustrer.
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FIGURE 2.57 — Image de Damier et 'image réelle Splash. (b) Utilisatle la géométrie de I'image Splash
et des coefficients d’'ondelettes de I'image Damier. (c)isé#ttlon de la géométrie de I'image Damier et des
coefficients d’ondelettes de I'image Splash.

2.3.7 Application a la restauration d’image

Nous proposons pour conclure sur cette nouvelle transtoeéconfronter la transformée géodésique
aux applications de restauration d'image. Mais tout d’dboomme il est bien connu qu’une transformée
redondante obtient de meilleurs résultats dans le cadrepitbléme de restauration (résultat que j'avais pu
analyser durant mon propre travail de thése sur les décatmpeanon-décimées), il nous a semblé pertinent
durant la thése de G. Lebrun de définir un schéma géodésidoredant. Nous le rappelons rapidement dans
la section suivante.

2.3.7.1 Introduction de redondance

Nous avons construit une version redondante de notre tmanéé géodésique. Nous nous inspirons des
travaux de Lee et al. [134] dans le cadre du lifting 1D. L'idé&e de ré-écrire les étapes de prédiction et de
mise a jour pour prendre en compte le fait que les échargiti@nsont plus séparés par I'étape de I'ondelette
paresseuse (a savoir séparation paire-impaire). Noussgrendre en compte I'augmentation du support
de la fonction analysante en dilatant simplement a chagaaggment d'échelle la taille du support sur
lequel est calculé le Lifting : la position d’'un coefficient de la fonction deviern avec! I'échelle en
cours.

Cette adaptation de la transformée a une version redonuhatuiie que nous travaillons, pour une échelle
donnée, sur plusieurs treillis entrelacés correspondant’adifférentes versions translatées de la transfor-
mée a une échelle donnée, avé#échelle en cours. Nous retrouvons la caractéristiqua banue dans le
cadre des décompoasitions non décimées. Cela signifie quedéficients des différents treillis ne corres-
pondent pas a la méme variété. Nous devons prendre en clei@gpect notamment lors de la construction
de la topologie : un élément d'un treillis donné ne doit pas &t voisin, par le graphe désplus proches
voisins, d’'un élément d'un autre treillis.
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2.3.7.2 Application de la transformée géodésique au débitaige

La procédure de débruitage que nous avons proposée s'ayplgeversion redondante de la transformée
que nous venons de décrire. Afin de définir le seuil, nous sailméme approche que pour la transformée
en ondelettes séparable, a savoir un seuil qui s’appuieénart-type estimé des coefficients d’'ondelettes
a la premiére échelle. Le seuillage que nous avons choisildaradre de cette application est un seuillage
dur.

Les résultats de la transformée géodésique sont compaésewx d'une transformée en ondelettes non
décimée pour avoir un critére pertinent de comparaison.

(b)

FIGURE 2.58 — Débruitage sur I'image Splash. (a) L'image bruitbeT¢tansformée en ondelettes séparables
non décimée PSNR = 26.6779 dB. (c) Transformée en ondetgitetésiques PSNR = 27.4944 dB.

Nous commentons une premiére expérimentation avec l'ingplash (figure 2.58). Cette image est
dégradée par un bruit blanc Gaussien additif. La conservatés contours est meilleure dans le cadre de
la transformée géodésique si I'on considére I'absencéetdtaffets de Gibbs (frontiére blanc/rouge de la
goutte pas toujours nette pour le résultat avec la trangferem ondelettes non décimée). Toutefois, nous
constatons gue la transformée en ondelettes géodésiquapdaraitre des points sur les zones uniformes
un peu a la maniére d’un bruit poivre et sel. Nous poursuiVenrpérimentation avec I'image Mandrill qui
est bruitée de la méme maniére (figure 2.59).

De nouveau, les contours sont mieux conservés avec ladrarét géodésique : la frontiére tres mar-
guée délimitant le nez ne souffre pas de I'effet de Gibbspe@dant nous constatons sur I'image Mandrill
reconstruite le bruit poivre et sel dans le cadre du délgeifmar ondelettes géodésiques.

Ces premiéres expérimentations nous montrent que le siisé m’est pas adapté. En effet, nous conser-
vons sans aucune difficulté les ruptures, mais du fait d'wil $®p bas, certaines petites composantes
connexes liées au bruit et présentes dans les zones urésfeoneconservées, provoquant I'apparition d’élé-
ments parasites particuliers. Nous proposons d’augmbnseuil afin de supprimer ces éléments parasites.

Nous avons augmenté le seuil (empiriquement d'un facte)reh considérant que la conservation sa-
tisfaisante des contours nous permet de supprimer un psudpleoefficients. Nous pouvons voir sur le
résultat obtenu sur I'image Splash (figure 2.60) que noussaume amélioration trés nette de la qualité
visuelle puisque nous limitons trés fortement les artefdetreconstruction tout en conservant parfaitement
les contours et en supprimant le bruit.

Le résultat obtenu sur I'image Mandrill (figure 2.61) avearléme seuil augmenté va lui aussi vérifier
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(@)

FIGURE 2.59 — Débruitage sur I'image Mandrill. (&) L'image bruitéb) Transformée en ondelettes sé-
parables non décimée PSNR = 22.5679 dB. (c) Transformée dglettes géodésiques PSNR= 21.3662
dB.

(b)

FIGURE 2.60 — Débruitage avec augmentation de seuil sur I'imagasBp(a) L'image bruitée. (b) Transfor-
mée en ondelettes séparables non décimée PSNR = 26.6779 dBar{sformée en ondelettes géodésiques
PSNR = 28.3384 dB.
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(@)

FIGURE 2.61 — Débruitage avec augmentation de seuil sur I'imaged¥liar(a) L'image bruitée. (b) Trans-
formée en ondelettes séparables non décimée PSNR = 22.B678) dransformée en ondelettes géodé-
siqgues PSNR = 20.773 dB.

ces caractéristiques similaires : la restauration perneet e supprimer le bruit et conserve les contours.
Ceci étant, nous retrouvons les limites soulevées lors dectanstruction partielle : il y a, lors du seuillage,
une confusion dans notre domaine de représentation entreiiteet la texture, et le résultat obtenu sans
augmentation du seuil est meilleur si I'on privilégie la servation de la texture.

Ces résultats valident ce que nous attendions de cette lfots@résentation. A savoir que les informa-
tions géométriques comme les ruptures sont parfaitemprégentées dans le domaine transformée et sont
donc conservées lors du seuillage. En revanche, il est tfaitt lagique qu’une approche géométrique soit
désavantagée dans le codage de la texture.

De plus ces résultats posent la question de la stratégiaudage dans le cadre de ce type de représenta-
tion. Dans la solution décrite ci-dessus, nous effectuorseuillage seulement sur la valeur des coefficients.
Mais puisque nous prénons une intégration de la géométneldaeprésentation, il faut que cette géométrie
intervienne aussi durant la phase de seuillage. Concratereéa doit se traduire sur un traitement direct
sur le graphe utilisé lors de la construction des voisinagestravail prospectif est mené actuellement sur
ce point, notamment sur l'intégration de structures deésgmtations plus complexes.

Nous proposons enfin de décrire I'une des particularitéetie ransformée qui selon moi constitue son
point fort : I'intégration naturelle de la couleur.

2.3.8 Intégration de la couleur

L'intégration dans la transformée de la couleur, et dondmsiuence, se fait tout naturellement lors de la
construction de la topologie et se répercute, a traversstartie géodésique produite, dans l'identification
de la géométrie. En effet, durant la construction du grapsekdolus proches voisins, la dimension (3
ou 5 en 'occurrence) de I'ensemble traité ne change padreipe de la méthode. Nous cherchons alors
a extraire une notion de chemin minimal, non plus a partir ideadces calculées sur une différence de
luminosité mais sur une différence entre des données aolllifawt noter d’ailleurs que tout logiquement les
techniques de modélisation des variétés sont utiliséegysgues auteurs pour la manipulation des images
couleur ou d'images hyperspectrales [56, 14]. Il est biemaadans la communauté "Image couleur”" que
I'on peut calculer une analyse en composantes principatagn® image couleur afin d’en extraire les plans
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principaux pour, par exemple, une procédure de restanradioivant ces nouvelles techniques d’'analyse de
données, l'algorithme ISOMAP est utilisé pour la convargiune image couleur en une image niveaux de
gris dans [56]. Cependant, on peut remarquer que cettecapph directe n’est apparue dans la littérature
gu’en 2009, donc le lien que nous exploitons dans le cadra ttarisformée géodésique reste récent.

Nous pouvons donc intégrer sans difficulté la dimensionazoullans la transformée. Cette intégration
de la dimension couleur dans les approches classiquesrimaat basée Fourier) est plus délicate. Cette
nouvelle liberté apportée par la transformée va aussi seiteadans I'espace colorimétrique choisi. En
effet les changements d’espace ne sont en général pasdméaidonc les répercutions sur la construction
du graphe de# plus proches voisins ne peuvent se résumer a un simple Ufactinfluence.

Afin d'illustrer ce point sur les différents espaces et ddmfllence du calcul des distances couleur,
nous proposons de représenter la distance géodésiqueshagrikral pour une méme image, pour un méme
graphe a 8 plus proches voisins, mais dans une version esuiie gris, dans I'espadeG B et dans 'es-
paceLab (pour simuler un passage dahgb nous avons fait le choix d’un illuminant D65 et des primaires
correspondant akRGB).

(©

FIGURE 2.62 — Trois cas de calcul de distances géodésiques a |@idramentral pour I'image Splash
(8-ppv) : (a) distance estimée pour I'image niveaux de @oisdistance estimée pour I'image dans I'espace
RGB, (c) distance estimée pour 'image dans I'espaaé.

Nous constatons a partir de la figure 2.62 que le changemespatte d&RGB a Lab a une grande
influence sur le comportement de la distance géodésiquaaont aux singularités de I'image. En fait, on
peut remarquer une similitude des résultats entre I'imegg&e dans I'espackab et I'image en niveaux de
gris. Se pose alors la question de I'évaluation des arcsldagraphe, puisque ce résultat semble suggérer
que dans I'espacgab, c’est principalement la composantegui intervient.

Sinous introduisons ce changement d’espace dans la chaiastduration d'image, nous voyons avec la
figure 2.63 que nous obtenons par ce changement d’espacagmertation du PSNR de I'image restaurée
sans pour autant détériorer le contour de I'image.

Ces derniéres expérimentations montrent le potentieh@aptabilité de cette nouvelle transformée, mais
elles posent aussi de nombreuses questions. Cet axe mesdedsijprometteur et se poursuit actuellement
notamment a travers une réflexion sur 'intégration de degacouleur perceptuelle dans la transformée.
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(@) (b) (©

FIGURE 2.63 — Comparaison entre deux applications de débruitagredes distances géodésiques calculées
a partir d’espaces couleur différents sur 'image MetabdH) Image bruitée, (b) cas de I'espa@€'B :
PSNR = 23.2342 dB, (ca) cas de I'espdas : PSNR = 23.8248 dB.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé les bases et les prolgjg@esainhérentes a mon travail de recherche,
a savoir que nous nous sommes intéressés a la définition tBpnésentation multiéchelle qui prend en
compte I'aspect géométrique et la dimension vectorielledimnées. Pour cela, nous avons di utiliser des
connaissances et des compétences d’'autres domainespmertade I'informatique graphique.

Dans un premier temps, a travers une collaboration avec utne équipe du département XLIM-SIC
(I'équipe Informatique Graphique et notamment E. Andrésys avons construit une nouvelle stratégie
pour le calcul de la transformée Ridgelet/Curvelet digcriéun des apports a été I'utilisation du formalisme
de la géométrie discréte permettant ainsi le déploiememtedechnique rapide, parfaitement reconstructible
et qui a tout logiguement obtenu des résultats trés in@nespour le débruitage de données, notamment a
travers ses extensions comme la transformée locale oudmre3-D réalisée dans le cadre du travail de D.
Helbet.

Il faut noter que ce premier axe a permis et a structuré unroappment thématique avec nos col-
legues informaticiens et il a donné lieu a différents engamdmts et autres travaux annexes (définition d’'une
transformée en ondelettes invariante par rotation, éteda ttation discrete dans le plan de Fourier ...) :
il illustre bien l'intérét de la structuration du départem@ partir de plusieurs domaines de compétences
autour de I'image au sens large.

Dans le cadre du second axe, nous avons introduit une tramsfoen ondelettes géométriques adapta-
tives s’appuyant sur différents ingrédients, a savoir leésta de Cohen-Daubechies-Feauveau, le filtrage
bilatéral, la distance géodésique d’un signal vue commeanété et des treillis quinconces entrelacés. Ceci
nous a permis, a travers la distance géodésique, de pramdmrte la géométrie de I'image. En effet, la
distance géodésique permet de répondre a la question guiméresse plus particulierement : "Existe-t-il
une singularité entre le pixelet le pixelb ?". Ce travail m’a permis d’'élargir le champ de compétenass d
travaux meneés et encadres.

Les résultats notamment dans le cadre de la restaurationradeés, montrent un comportement de la
transformée trés intéressant et prometteur qui illustradaiére fine dont est extrait I'information 2-D. Par
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rapport a I'existant, I'originalité de cette transformést g@u’elle ne s’adapte pas a la géométrie en utilisant
une estimation d'un champ de direction des gradients deatjenmais bien en définissant une forme de
segmentation irréguliére de I'image.

Cet axe, complémentaire au premier s’est développé damslte d’'une collaboration industrielle avec
France Telecom R&D et notamment a travers la thése de G. hebra, de plus, le grand intérét d'étre
a l'intersection de nombreux points scientifiques, comraadlyse de données non linéaire, la notion de
variétés et les travaux sur le flot géométrique et enfin la figadi®n sous forme de graphe. Cet axe est
d’'actualité car il nous reste a approfondir I'étude de &mriation de la dimension couleur dans la transfor-
mée. Comme nous l'avons vu, ce qui est novateur selon nees, guie nous n'avons pas une transformée
en niveaux de gris que nous cherchons a étendre a des domufaselles, mais nous définissons directe-
ment une transformée adaptée a des données vectorielf@Endaat, il nous faut réfléchir a la modélisation
de la couleur (et des disparités colorées). De plus, une aa@igoen approfondie doit étre menée avec les
algorithmes de type Moyennes Non-Locales [34] qui se preqiode traiter 'image par Patch et qui in-
teégrent une exploration systématique de toute I'image pmploiter toute information : il y a une analyse
de l'organisation globale de I'image.

Enfin comme nous I'avons vu lors des applications de délyeitee type de transformée peut permettre
aussi de remettre en question la stratégie de régulansatsavoir que plutt qu’un seuillage sur une notion
d’'amplitude de coefficients, il nous semble maintenantigudgieux de travailler sur la modélisation de
la topologie traduite par notre graphe. Ce nouveau travais‘@morce requiert lui aussi des compétences
scientifiques complémentaires

Comme nous l'avons indiqué I'animation de cet axe portantesuondelettes géométriques s’est concré-
tisé a travers le co-encadrement de trois théses [132, DE], 4est construit a travers I'’échange avec
différents chercheurs E. Andres, B. Augereau et D. HelbeXdIM-SIC, S. Pateux de OrangesLabs. En-
fin, étant I'axe le plus ancien, il est celui qui a été le plumriaé dans littérature a travers principalement
[147, 142, 106, 41, 145, 149, 148, 146, 144, 143, 40, 43, 133].

Aprés avoir traité I'aspect géométrique des données, ntarssadans le chapitre suivant nous pencher
sur la dimension couleur.
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Chapitre 3

Prise en compte de la couleur dans les outils
Issus du traitement du signal

Nous proposons maintenant de décrire dans ce chapitrealesiir que nous menons depuis les années
2000, concernant les possibilités qu'offrent certaingnmismes mathématiques pour encoder I'informa-
tion couleur. Le point de départ a été la recherche d’'un llagé" permettant de généraliser différentes
opérations du traitement du signal aux données vectaridleur étre plus précis, la question peut étre :
comment définit-on une transformée de Fourier pour une imagkeur ? Nous constatons que la stratégie
développée dans cet axe est différente et complémentaipeedhier chapitre en ce sens que ce n'est pas
I'information géométrique qui est recherchée mais bierekcdption de la fonction contenant des informa-
tions vectorielles définies sur une grille discréte, done application deZ x Z (ou d’'un sous-domaine) a
valeurs dan® x R x R) (ou d’un sous-domaine), description a travers une baserdtiéons. Les connexions
disciplinaires vont étre aussi avec les collegues mathiéieas.

Ces travaux ont débuté notamment a travers I'excellengitrde P. Gosselin (mémoire de DEA [95])
puis se sont poursuivis dans le cadre de la thése de P. Deésg tjue j'ai encadrée sous la direction
de C. Fernandez. L'objectif de ce travail de thése étaitmotant de voir les différentes potentialités des
Quaternions mais aussi et surtout des algébres de CliffaudIffbmage couleur [62].

Etant donné les collaborations mentionnées ci-dessudeeollégues mathématiciens, ces travaux ont
trouvé tout naturellement un cadre structuré a traversidac¢Géométries et images”, dans le cadre de la
fédération PRIDES (Programme Régional de recherche endsn@ipnnées et Systémes), regroupant les
laboratoires d’'informatiques et de traitement des imagssudiversités de Poitiers, la Rochelle et 'Ensma.
L'objectif de cette fédération était la mise en commun desisa et I'impulsion de projets collaboratifs en
traitement d'images au niveau de la région Poitou-Chase@ette action, dont j'étais co-animateur, a donc
notamment permis de développer de solides collaboratioma problématique de I'utilisation des algébres
de Clifford pour I'analyse d'images. Elle va se poursuivemsl le cadre de la nouvelle fédération MIRES
(Images, Réseau et Sécurité) qui s'élargit aux équipes dbl)aLLimoges. Je continuerai a assurer un role
de co-animation.

Les premiers travaux portant sur les transformations nigués des images couleur ont d’abord consisté
a appliquer des traitements marginaux sur chacun des &m@&i& composant la couleur. Toutefois, puisque
ces traitements n’utilisent pas la couleur comme une indion globale, ils provoquent I'apparition éven-
tuelle de fausses couleurs. En effet, rien n'indique queaitement individuel de chaque composante d’'un

90



Chapitre 3 .
P Quaternion et Couleur

vecteur couleur a pour résultat un vecteur couleur procteelle d'origine.

L'une des solutions a alors été de considérer un pixel codemme un vecteur dB? correspondant
a un point au sein d’'un espace couleur. Différents espadesté@mroposés afin de représenter la couleur
de maniére plus ou moins proche de ce que la vision humainejpqercevoir des couleurs. La difficulté
consiste alors a redéfinir pour la couleur les opératiorssitjaes de traitement des images en niveaux de
gris, comme par exemple le produit de convolution, la notientransformée de Fourier couleur ou plus
généralement toutes les approches permettant I'analyse dmage. Nous avons abordé ce point dans le
chapitre précédent.

Dans le cadre de ce nouvel axe, nous avons étudié le codagefdamation couleur des images en
utilisant des représentations algébriques. Ce mode deyepdai n'est étudié que depuis trés récemment,
permet de manipuler les couleurs en utilisant des opésatitgébriques. Dans ce cadre nous nous sommes
intéressés tout d’abord a l'utilisation du formalisme daatgrnions associé aux images couleur introduit
par Sangwine il y a une dizaine d’années [201]. Selon cetieoahe, les vecteurs associés aux couleurs sont
représentés par des quaternions purs, c'est a dire desmjaatedont la partie réelle est nulle. Ensuite, nous
détaillerons comment poursuivre cette approche dans le gdds général des algébres de Clifford (dites
aussi algébres géométriques). Mais tout d’abord nousduisons les définitions associées a cet outillage
mathématique.

3.1 Définitions, éléments de base et premieres manipulatisrtouleur.

Ce premier paragraphe est consacré a 'introduction déls detbase concernant les quaternions et plus
généralement les algébres de Clifford. Durant cette dasmmi des outils mathématiques, nous introduirons
les manipulations couleur élémentaires associées allquéinous avons étudiées ou proposeées.

3.1.1 Lalgébre des quaternions

Il s'agit de I'algébreH, de dimension 4 suR, constituée des éléments de la forme

q=(q0,q1,92,43) = (S(q),V(q)). (3.1)

Le réelS(p) et le vecteu/ (p) sont communément appelés la partie scalaire et la partieniate du
quaterniory. L'algébre est munie du produit

pq = (S(p)S(q) — V(p).V(a),Sp)V(q) + S(@)V(p) + V(p) x V(g)) (3.2)

ouV(p).V(q) (resp.V(p) x V(q)) désigne le produit scalaire (resp. mixte ou vectoriel) dmsx vecteurs
V(p) et V(q) de R3. L'algébre H est associative mais n’est pas commutative. Les élémernits fdeme
q = (q0,41,0,0) forment une sous-algébre d&isomorphe a I'algébré&C des nombres complexes. On
retrouve la forme dite delamilton ¢ = go + iq1 + jg2 + kg3, du quaterniory en posant i = (0, 1,0, 0),
j=1(0,0,1,0) etk = (0,0,0,1).

Les régles de calcul deviennent alors

P=2=k==1, ij=—ji=k, jk=—kj=1i, ki=—ik=j (3.3)

Notons que souvent le paralléle est fait avec les nombrepleses en introduisant la notion d’'une partie
réelle et de trois parties imaginaires. D’ailleurs nousowgtons un vocabulaire similaire. Le conjugié
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d’'un quaterniony est défini par G = ¢ — iq1 — jg2 — kqs. Tout quaterniory, non nul, admet un inverse,
nommément ! = ¢/|q|? ol |q|? = q7 = Gq = ¢ + ¢} + ¢3 + ¢3. Le nombre réel positif/qg = /|q/?
estle modulede ¢, noté|q|. Compte tenu de la non-commutativife est le produit dg parp.

Définition 2 (Ensemble des quaternions purs)L'ensemble

Ho={qeH[q=—7}

est appelé ensemble des quaternions uessi ¢ = (S(q), V(q)) alors S(q) = 0).

Définition 3 (Ensemble des quaternions unitaires)L’ensemble
H'={geH|lq =1}

est appelé ensemble des quaternions unitditessi ¢ = (S(q), V(q)) alors S(¢)? + ||V (q)||*> = 1)

Voyons maintenant les quatres fagons de représenter lesrgjoas.

La représentation vectoriell€’est la représentation = (S(q), V(q)) introduite au début du paragraphe.
Elle est surtout utilisée en physigue et en infographie,etiar permet des calculs simplifiés sur les vec-
teurs deR3. On peut également considérer un quatergi@omme étant la somme de sa partie scalaire et
vectorielle, appelées aussi partie scalaire et partieimaag :

q=S(q) +V(q). (3.4)

On retrouve alors toutes les opérations géométriquesleswgR? lorsqu’on restreint les opérations
des quaternions a I'ensemhbH, des quaternions purs. Sajt et go deux quaternions purs représentant
respectivement les vecteurs et V, deR?3, alors :

Lag+gp=V+V
2. q1.2=V1.V2
3. q1q2 = —Vl.VQ + Vl N VQ.

On remarque que le produit quaternionique de deux quatesrpars contient dans sa partie réelle le
produit scalaire des deux vecteurs représentés et danstigaipaginaire le produit vectoriel (qui coincide
dansR? avec le produit mixte). Ce résultat est présent dans cegaitilisations des quaternions pour les
images couleur, comme nous le verrons dans la suite de cérehap

La représentation de HamiltoRlle s’écrit

q=qo+iq1 + jq2 + kg3 (3.5)

avec les régles de multiplication décrite précédemmerite@eriture fait clairement apparaitre que les
guaternions sont une généralisation des nombres compéeres le produit n’est pas commutatif.

La représentation exponentiell®n dispose par ailleurs d’'une mise sous forme exponentisilg est un
quaternion de module (€ H'), alors

q=cosf + psinf (3.6)
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avecp un quaternion pur de norme 1. On peut ainsi faire I'extensierfexponentielle complexe de
facon naturelle :

# = cos @ + pusin 6 (3.7)

toujours aveg: un quaternion pur de norme 1.

Notons que la propriété usuelée” = e#¥ n'est pas Vérifiée, et'e” # e’e en général. En revanche,
soient(¢, v) € R? et(u,v) € (H' NHy)? alorsetet? = e(9+Y) Par ailleurs siy € H' est un quaternion
unitaire, on vérifie facilement que

Vig) _ V(9]
V(o) mbozet ¢ = arctan S() (3.8)

La forme polaire Enfin, au méme titre qu'’il existe une représentation poldés complexes du type (am-
plitude,phase), il existe des représentations similaless quaternions du type (amplitude, phase, phase,
phase). L'écriture suivante a été proposée par T. Bulowdahk le cadre de la manipulation des images en
niveaux de gris; les phases correspondent aux angles d'@amhs un espace 4-D. Tout quaternion peut étre
représenté de la fagon suivante :

q = e"? avecy =

q = lqle’ e e’ avec (¢,0,9) € [—m, 7[x[-m/2,7/2[x[~7 /4, 7/4] (3.9)
L'obtention de ces différents paramétres est rappelée datigse de Bllow [35]. Cette représentation
permet de voir un quaterniancomme un vecteur de longuelgt et de direction(¢, 6, ).

Nous allons décrire maintenant comment les quaterniomsgitent de réaliser des transformations couleur.

3.1.2 Manipuler des couleurs a I'aide des Quaternions

A travers cette section nous, allons présenter les diffésamanipulations quaternioniques que I'on peut
effectuer dans le cadre des images couleurs. Ces différemdaipulations ont été notamment étudiées par
Gosselin en 2001 dans le cadre de son stage de DEA au dépatrtébi®l-SIC sous ma direction [95].

3.1.2.1 Transformations deR?

Comme nous l'avons déja présenté, en nous appuyant sutokp@aentre les vecteurs de® et les
quaternions purs, nous pouvons écrire toutes les tranafmmns classiques de I'espace avec uniquement des
multiplications et des additions de quaternions. Nousgsops ici quelques illustrations qui nous servirons
de support dans les futures transformations couleur.

La réflection Axiale Soientq € H ety € H' N H,, alors

g =—pqp (3.10)

est le vecteur obtenu par la reflection d’axdu vecteury (cf. figure 3.1).

La projection orthogonale sur un vecteSoientq € Hy et € H! N Hy et ¢; le vecteur résultant de la
projection orthogonale syrdeq alors

qQ = %(q — [qpL)- (3.11)
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FIGURE 3.1 —Réflection Axiale

Nous pouvons Vvérifier ceci par un simple calcul :

01 = la— pap) = g~ a+ 2an)m) = (@u)p.

La projection orthogonale dans un pl&@vientg € H, et u € H' N Hj et ¢, est le vecteur résultant de la

projection orthogonale dans le plan orthogonaldegq :

1
g2 = 5(q+ nap). (3.12)

En effet, . .
¢ = §(q + pqp) = 5((1 +q—2(qp)p) = q— (q.p)p.

Enfin, nous rappelons le lien entre les quaternions et uationt

La rotation axialeSoientq € Hy, ¢ € R ety € H' N H. Alors

qs = el2ge M2 (3.13)
est le vecteur résultant de la rotation d’axet d’angle¢ deg.
Etudions maintenant I'implication des quaternions darwalire des images couleur.

3.1.2.2 Quaternions et images couleur

Les premiers travaux proposant de coder les images couteutilisant des quaternions ont été publiés
par S.J. Sangwine et al. [201]. Une couleur ne contenantrgisgecomposantes dans I'espace RVB, il a été
proposé de décrire I'information couleur sur la partie image des quaternions.

folm,n] = (fr, fg: fo) (3.14)
ZxZ — —H (3.15)

La couleur d'un pixel d’'une imag¢ aux coordonnées spatialés:,n) sera donc codée de la maniére
suivante :

f[mvn] = fr[m>n]i + fv[mvn]j + fb[mvn]k (316)
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Luminosité : L
Saturation:Sa

Vs

FIGURE 3.2 —Représentation Teinte, Saturation et Intensité

avecf,[m,n|, f,[m,n] et fy[m,n] respectivement les composantes rouge, verte et bleue dudaxcoor-
donnéegm,n).

Toutefois, ce modéle de représentation RVB n’est pas leaaapté aux manipulations géométriques des
caractéristiques colorimétriques. Par exemple, pour fienda couleur d’un pixel sans modifier I'aspect
coloré ou sa luminosité, il faut agir sur les trois composara travers des opérations similaires a une
rotation dans I'espace des couleurs 3-D. C’est pourquaesciaement lors de traitements couleur, on va
plutdt coder I'information couleur dans un espace ty¥pante Saturationet Intensité Il existe différentes
représentations tentant de caractériser ces valeurs,damasstous les cas on retrouve toujours cette méme
idée : I'Intensitéest la composante de clarté qui contient la quantité de henoié d’énergie ; [&Saturation
représente la pureté de la couleur eféintela couleur pure proprement dite (rouge, vert, bleu, ...).

Cette interprétation de la couleur peut s’exprimer géaiguétment a I'aide des quaternions. C’est ce qui a
constitué notre point de départ dans la construction dels.outntensitéest placee sur 'axg,,s, tandis
que laSaturationet laTeintesont dans le plan perpendiculaire a cet axe qui corresponglkan chromatique
(voir figure 3.2). LaTeinteest I'angle dans ce plan entre le pixel couleur et une coulewéférence et la
Saturationest la distance entre le point considéré et I'axeldensités

Considérons la couleuf[m,n] = (f.[m,n], fu[m,n], fy[m,n]) d’'un pixel codée par un quaternion pyr
dans un espace couleur quelcongque dont nous voulons eXgaicoordonnées colorimétriquésténsité
Teinteet Saturatior) :

q = (0, fr[m,n], fu[m,n], fy[m,n]). 3.17)

Nous avons alors proposé la modélisation suivante. Il naustbut d’abord définir un vecteur (qua-
ternion pur unitaire) repésentant I'axe detensitésL’ Intensitél deq est alors la projection de celui-ci sur

e

I=q.p. (3.18)
Dans I'exemple illustré dans la figure 3.2, cet axe est défimroe I'axe de niveaux de gris, dopc=
1 1 1
0.7 75 )
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FIGURE 3.3 —Teinte et Saturation

La SaturationSa étant la distance qui sépare le vecteude I'axe des intensité, elle s’exprime par :
Sa =|q— (qp)p)| = lg A pl. (3.19)

Pour déterminer l&einteT nous avons besoin d'un autre vecteyguaternion pur unitaire) de réference
perpendiculaire & afin de fixer I'origine de I'angle. Cette référence peut éte gxemple fixée pour cor-
respondre a un rouge "pur”. Si nous reprenons I'exemple figuee 3.2 avec I'axe: défini comme I'axe
de niveaux de gris alons = \/g(i — 1 — k).

La Teinteest I'angle entre cet axe de réference et le vecjadains le plan perpendiculairezapassant
par I'extrémite dey par exemple :

et sinT — LAY (3.20)
lg A pl lq A pl

cosT =

Nous illustrons cette interprétation sur la figure 3.3 quirespond a la vue par dessus de la figure
précédente.

Ces manipulations ont notamment été décrites dans leltdev&@osselin [95]. On constate que l'introduc-
tion des quaternions permet une écriture simple et inauiti® la manipulation d’'un espace couleur. Nous
pouvons alors agir sur chacune des informations coloriquégs avec les différentes opérations rappelées en
préambule. Notons que dans cette partie nous négligeomstdrpitement qui est souvent nécessaire pour
maintenir les valeurs colorimétriques dans leur domaingéfi@ition numérique. En effet, comme pour tout
traitement en images, les opérations sont définieRsalors que les pixels vont étre codés entre 0 et 255.
Les stratégies mises en oeuvre vont consister soit a effieatuseuillage (par exemple toute valeur supé-
rieure a 255 est ramenée a cette valeur limite) soit a effecine contraction et de translation de I'échelle
de valeur pour ramener l'intervall@win, max] sur[0, 255].

Nous présentons maintenant une manipulation particutigiea été utilisée de nombreuses fois dans
la littérature pour interpréter certains résultats dansaldre des quaternions pour la couleur, et que nous
retrouverons souvent dans la suite de ce chapitre.
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3.1.2.3 Laforme de Cayley-Dickson

La décomposition de Cayley-Dickson a été utilisée pour Ieslp dont les couleurs sont codées avec
des quaternions [81, 82] afin de séparer I'information en padie intensité et une partie chromatigue
(comme nous l'avons déja abordé dans le paragraphe prétédette réécriture a surtout permis, comme
nous le verrons, d'analyser les traitements et transfoomatréalisés avec les quaternions sous un angle
"colorimétrique". Nous rappelons tout d’abord I'écritwfein quaternion sous la forme de Cayley-Dickson.
Nous avons vu qu’un quaternion peut étre considéré commectew de la basg, i, j, k) avece = 1, le
vecteur unitaire réel :

q=ae+bi+cj+dk

aveca, b, ¢, d quatre réels quelconquescela partie réelle etb, ¢, d) la partie imaginaire.

Rien ne nous empéche de choisir une autre base, par exémple, ;) avecu et deux quaternions purs
unitaires orthogonaux. Leur produitr est aussi quaternion pur et orthogonal aux autres vectedsstédse.
Si nous écrivong dans cette base :

q = Ge + qupt + QV + quupv (3.21)

avec par exemple le régl = q.e, défini par le produit scalaire, et qui correspond a la pt@aaeq sur
e. De méme on peut calculef, = q.41, ¢, = q.v etq,, = q.pv des réels.

Nous constatons que I'on peut regrouper le quaterpidians deux sous-espaces isomorphés &n
effet, le premier blo¢g., ¢,,) correspond a la partie réelle et le terme de projectiopslérreste s’exprimant
dans le plar{v, uv) qui est le plan perpendiculaireza Le quaternion peut donc s’écrire :

q=q+tqLv (3.22)
avecq; = qee + etqg, = q.e + qu i, g étant la partie paralleleaetq, la partie perpendiculaire.
q =4 qup elq q Quvih q) p P [aetq p perp

Dans le cas de la manipulation des pixels couleur, deux mquates purs sont utilisés pour cette décom-
position : le premier vecteyr est I'axe des gris dans le cube R,G,B.
_ o i+j+k
W= lgris = T
Le second est I'axe perpendiculaire: @ans la direction de la couleur rouge (pointant I'axe
o= 5059
car le rouge est utilisé comme référence pour une teinte ldenaulle dans le plan de chromaticité. Dans
ce cas, lorsque I'on décompose une image couleur en padiefighe et perpendiculaire @ il apparait
que cette décompostion permet de séparer l'informatiantetisité sur la partie paralléle et I'information
chromatique sur la partie perpendiculaireg @omme nous le montrent les résultats de la figure 3.4. Nous
retrouvons l'image en niveaux de gris et la représentatitificielle correspondant au plan chromatique.
Notons que pour représenter la partie correspondant a jecfiom chromatique, nous avons fixé une va-
leur médiane suivant I'axe des gris. Nous retrouvons laésmptation classique associée a des espaces
"Luminance-Chrominance". Cette décomposition sympieetiest utilisée, comme nous le verrons plus
tard, dans I'analyse des images couleur par Ell et Sangvéins [B2], pour séparer I'information spectrale
obtenue apreés transformée de Fourier en parties chroraatq@chromatique, aidant ainsi a I'interprétation.
Nous l'utiliserons aussi, sous différentes formes, poaryg#er la transformée de Fourier couleur.
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(b) (©)

FIGURE 3.4 — Décomposition symplectique sur des images couleliimége originale ; (b) partie paralléle
(c) partie perpendiculaire

3.1.2.4 Modification couleur a partir des quaternions

NotonsT, Sa et I respectivement I3einte la Saturationet I'Intensitéd’un pixel couleur associé au qua-
ternion purq défini comme précédemment (équation 3.17). Nous avons ggoghifférentes écritures per-
mettant d’agir sur ces différents parameétres. Rappelomsigeau que: désigne I'axdntensitéet un axe
perpendiculaire @& servant de réference pour I'andle

Pour modifier laTeinte et donc la couleur du pixel traité, il faut lui faire subiraunpération de rotation
autour de I'axeu, puisque cela ne modifiera donc pas son intensité (profestio I'axey) ni sa saturation
(distance a I'axg:). Pour cela nous pouvons utiliser 'opération de rotatiéaoride avec les quaternions :

¢
2

g=elzqge™" (3.23)
Ici ¢ a laTeintede ¢ incrémentée d'un angle. La figure 3.5(b) illustre cette transformation avec un para
meétre¢ = %’T Nous constatons que par exemple les zones rouges orangéemeerveé la méme intensité

dans les couleurs mais qu’elles sont devenues vertes.

Pour modifier lintensitéd’un facteura et la Saturation d’un facteus, nous allons décomposer le pixel
couleur suivant ses informations chromatique et achr@metiPour cela, nous rappelons que I'opération
%(q — nqu) correspond & la projection du vecteusur i et est un vecteur dans le plén 1) dont la norme
est/. Pour dilater ou réduiré il suffit donc de multiplier ce vecteur par un reel Le raisonnement est le
méme pourSa, & savoir que I'opératiod (¢+ pqu) est le vecteur résultant de la projection orthogonale dans
le plan orthogonal & dont la norme es$a. D’ou la formule, ou nous pouvons faire apparaitre la forme d
Cayley-Dickson que nous venons d’introduire :

i=a (%(q - uqu)> +6 <%(q + uw)) - (3.24)

J/

(et ()
Lafigure 3.5(c) illustre cette transformation. Dans ceteple nous avons réduit la saturation diminuant
ainsi I'éclat des différentes couleurs. Pour résumerpsiVeut modifier tous les paramétres il faut appliquer
I'opération suivante :
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FIGURE 3.5 —Transformations vectorielles dans I'espace RGBImage originale.(b) Incrémentation de
la Teinte dep = %’r avecq — e“%qe_“%. (c) Dilatation de I'Intensité dex = 1.3 et de la Saturation de

B = 0.6 avecq — (%Jr g) q— (% - g) Lqp.

Avec pour résultat :

T=T+¢;
S =3S: (3.26)
I=al

Aprés transformation, I'extraction des composantes RR/dd I'image ainsi modifiée se fait simplement
en collectant les valeurs de la partie imaginaire, la paéidie restant nulle.

Ces différentes manipulations développées dans le cadteahil de Gosselin [95] nous permettent
d'illustrer les premiers liens entre quaternions et caulBien sdr ces différentes opérations peuvent aussi se
calculer en utilisant un espace de type HLS et en modifiantifiésentes composantes, mais la modélisation
par quaternion remplit pleinement son role : une ré-é@iplus compacte de différentes opérations couleur
permettant dans certains cas d’apporter un éclairage aawsg par exemples des opérations de filtrages.

Nous allons maintenant introduire le second outil mathé&matétudié dans ce chapitre, a savoir les
algebres de Clifford.

3.1.3 Les algebres de Clifford
3.1.3.1 Définition et construction

Notons que ce paragraphe reprend quelgues éléments rédigéfiaboration avec M. Berthier du labo-
ratorie LMA de La Rochelle, pour un chapitre d’'un ouvragdemiif [37].

On se donne un espace vectorel(sur R pour nos données), de dimension finie, et une forme qua-
dratique@ sur E. On construit une algébre sl qui contientE' telle que siu est un vecteur dé&v, le
produituu = u? est égal a la valeup(u) de la forme quadratique évaluée suDans ce cas, $i etv sont
deux vecteurs dé& plongés dans une telle algébre, alors nécessairement-:vu = 2B(u,v), en notant
B la forme bilinéaire symétrique associe€aQ(u) = B(u,u) et de plus pour tout,,v € ExzFE alors
B(u,v) = $[Q(u +v) — Q(u) — Q(v)] ). Le produit géométriqueles deux vecteurs et est alors défini
par la formule :

wv = B(u,v) +uAv (3.27)
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1
u/\vzi(uv—vu)

est la partie antisymétrique de ce dernier.

On remarque que l'algébre cherchée, contient les scaldg@s et les vecteurs dé&, et elle contient
également d’autres types d'objets. Par exempldy sist 'espace vectoriéR?, @ la forme quadratique
euclidienne eteq, e2) une base orthonormée, alors I'élémentA e, est de carré -1; il ne peut donc pas
s’agir d'un scalaire ou d’'un vecteur. Nous voyons appa¥détinotion de bivecteur.

D’'une maniéere générale, chacun des éléments de la base alggtere de Clifford est appelé un mul-
tivecteur. Cette notion de multivecteurs correspond adiesion de I'interprétation géométrique que nous
nous faisons des vecteurs. Un bivecteur correspondra aartierpde plan orientée du fait de ses deux
dimensions. De méme un trivecteur sera représenté par uienp8D orientée de I'espace. Comme nous le
verrons, il est possible d'effectuer des opérations gédguéts en utilisant les multivecteurs (sous-espaces
vectoriels de dimensioh < n) et en leur appliquant des opérations algébriques. C’asigpoi dans cer-
tains cas nous allons parler d’algébre géométrique, pangheenotées® quand elle est associée a I'espace
euclidienR?. Mais avant de développer cet aspect calculatoire, ndessisjuelques propriétés des algébres
de Clifford et décrivons quelques exemples.

On se place maintenant dans le contexte qui nous intéresseoit que I'espace vectoriel considéré
estR". On noteR,, , (avecn = p + q) l'algebre de Clifford de I'espace vectori®” muni de la forme
quadratique?) :

Q(x1, 22,y ooy Tp) = T3+ .o + mz - xfﬂrl I (3.28)

De ce fait puisqueru = u? = Q(u) pour toutu de R" cela implique quew + vu = 2B(u,v) = 2u.v
avecu.v le produit scalaire dariR™. Dans ce cas le produit géométrique des deux vecteats s'écrit :

Uv = u.v + uAv. (3.29)

Quelques exemples d'algebres de Clifford De nouveau je reprends quelques éléments de [37].

Si nous prenons I'exemple le plus simple, a savoir celui algé&breR, ;, a savoir 'algebre de Clifford
deR muni de la forme quadratiqu@(z) = —z2. Si e est un vecteur d& de norme euclidienne 1, alors
e? = —1. Le couple(1, e) est une base dB, ; et on réalise un isomorphisme entre cette algébfe atec
1—1lete— 1.

Soit (e, e3) une base orthonormée pour le produit scalaire euclidieRQdeDansRo,g, on a les relations
suivantes ¥ = e = —1. Dans ce cas, on réalise un isomorphisme eRfye et H avecl — 1, e; — i,
eg — j etejeg — k.

Soit (e1, ea, e3) une base orthonormée pour le produit scalaire euclidieRUd algébreR; o est de
dimension 8 et admet pour base la famillg = 1, e1, €3, €3, €169, €263, €1€3, €1€2€3).

En prenant comme exempR; o, il est intéressant d’introduire une terminologie pafténe que nous
utiliserons dans le cadre de Fourier. Dans la littératuse@ée aux mathématiques pour la physique, on
trouve des éléments appelés Spineurs, qui servent notameooenme nous allons le voir, a décrire une
opération de rotation. lls sont quelquefois introduits owerdes éléments qui préservent le grade a travers
un produit en "sandwich". Concrétement, considérons &erise des éléments qui transforme un vecteur
v en un vecteur par I'opératiofvS~!. Si S est normalisés? = 1 et de grade pair, alors il est appelé un
spineur.
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lllustrons ce concept dans le cadreldlgy. Nous allons extraire une sous algebreRidg) qui joue un
rble bien particulier notamment dans l'interprétation ¢joa peut faire de la transformée de Fourier. Les
éléments pairs, de la forme= go1+qie1e2+qaeae3+gzer ez, forment unesous algébre dR3 o isomorphe
aH; on constate en effet queies)? = (eze3)? = (e1e3)? = —1. Ainsi le groupeH; des quaternions de
module 1 s’identifie aux éléments pairs de norme 1 de I'alg&jr,. Ces éléments particuliers vont donc
étre ce que I'on appelle lexpineursde cette algébre. En effet, ils sont de norme 1, ils sont deegpair
et, étant donné le lien fait avét;, leur action sur les vecteurs est équivalente a I'actiongde@sernions de
norme 1 sur les quaternions imaginaires purs, a savoir uagam.

Au dela de l'introduction du concept des spineurs, cet exerpprmet d’expliciter I'intérét de I'uti-
lisation d’'un formalisme plus complexe. Pour cela repreni@xemple utilisé par M. Berthier dans [37].
Comme nous venons de le voir, pour définir une rotation daspédice d’'un vecteur, on peut tout simplement
utiliser les quaternions, mais dans ce cas, dans |'opé@ratorotation, ce qui tourne et ce qui fait tourner
sont des quaternions purs. Dahgy, avec le formalisme exposé ci-dessus, nous avons deus dlgj@iature
différente les spineurs et les vecteurs, ce qui permet @ lee certaine ambiguité.

Maintenant que nous avons introduit les concepts de basms, aitons analyser le contexte calculatoire.
En effet, comme nous I'avons déja énoncé, I'un des intéréssalgébres de Clifford est que le produit
géométrique permet de coder de fagon algébrique des traratfons géométriques. C'est ce que nous
proposons de décrire dans le paragraphe suivant.

3.1.3.2 Un contexte calculatoire

Dans ce paragraphe, nous allons considérer I'algébre géngent utilisée dans le cadre de la manipu-
lation des images couleur, a savoir I'algébre géométriqptéay,, qui correspond précisément I'algébre
Ry, 0, avecQ(u) = u* > 0, pour tout vecteur: deR™. Nous remarquons que, étant donné I'algékye et
nonRy ., le produit de deux éléments de base sera égal a I'unité. amste, on note;,;,. ;, I'élément

€i16€iy---€4p -

Vocabulaire. Un multi-vecteurest un élément de I'algébre, c’est a dire une combinaisdtaiia des
éléments de la base de I'algebre. Un multi-vecteuggle’écrit donc sous la forme :

A= (A) (3.30)
k=0

avec(A), la partiek-vectoriellede A ou I'opérateur dgradek.
Par exemple, on peut exprimer un multi-vectéuquelconque d€s de la maniére suivante :

A = Apeg + Arer + Ases + Ages + Aazeas + Asjes) + Arsern + Araserns (3.31)

On peut donc aussi décomposer le multi-vectésuivant ces parties k-vectorielles, par exemple le géade
de A est(A), = Ap etle grade2 de A est(A), = Aszers + Aziezr + Arzern.

Les produitsComme nous I'avons vu en prenggt, es, es, - - - , e,,) les 1-vecteurs formant la base Bé

on obtient par produit géométrique, les bivecteurs, legedteurs et ainsi de suite jusqu’au pseudo-scalaire
e123...n. LA généralisation des produits aux multivecteurs va alealculer a travers ces différents éléments
de base d¢,, en appliguant la loi d'associativité et de distributivitérpapport a I'addition.
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Prenons par exempl,, On indique dans le tableau 3.1 les différents produits gdoques entre les élé-
ments de la base d&.

Ll tfe [eafen]
1 1 €1 €9 €12
e | e 1 e12 | eo
es es | —epp | 1 | —eq
€12 || e12 | —€2 | €1 -1

TABLE 3.1 — Produits géométriques des éléments de la ba§e de

On peut, dés lors, obtenir par combinaison linéaire le ptagitométrique de deux multivecteurs quel-
conques déj,.

Le produit extérieur, noté, engendre l'algebre extérieure de Grassmann des mudivectDangj,, il
peut s’écrire par rapport au produit géométrique de la marséivante, aved, et B, deux multivecteurs
homogeénes de gradeet s :

Ay NBs = (A;By), ., (3.32)
Le produit extérieur entre deux multivecteurs quelconagegénéralise ensuite par distributivité.

Le produit interne permet de généraliser la notion d’orth@iité définie par le produit scalaire de deux
vecteurs d&R™ a deux k-vecteurs. Siles deux k-vecteurs sont orthogoneuxproduit interne est nul. Il se
définit a partir du produit géométrique avég et B, deux multivecteurs homogénes de grad¢s comme :

AT-BS = <ATB5>‘T—S‘ . (333)
De méme, le produit intérieur entre deux multivecteurs cprejues se généralise ensuite par distributivité.
Notions Complémentaires. La Réversiorest une notion qui sert notamment pour définir I'inverse et la

norme. L'opération de réversion renverse I'ordre des westdans tous les multivecteurs. Donc la réversion
d’un produit de vecteurs est définie par :

(ab...c)=c...ba.

Par suite, pour un multi-vecteur quelcongdie= > ;' (A); deG,, laréversionA est définie par :

A=) (A

k=0

- (3.34)
=3 (-7 A
k=0

Le Produit scalaireest défini simplement comme la partie scalaire du produitedix dnultivecteurs :

AxB=(AB),.
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Ce produit scalaire est linéaire et symétrique. Il permassbcier a chague multivectedrune notion de
norme scalaire et positive :

AP =AxA>0. (3.35)

A partir de cette notion de norme, on peut alors introduinedtion d’inverse d’'un multivecteur homogéne
de grade- non nul :

_ X

X1 = X
La Dualité est définie a partir d’'une notion que nous avons déja aboedéayoir le pseudo-scalaire. Le
produit extérieur dex vecteurs conduit a un multivecteur de gradePour un espace vectoriel donné,
I'élément de grade maximum est unique, a multiplication ynraiscalaire prés. Le produit extérieur de
vecteurs est alors un multiple du pseudo-scalairg,deotél,, = e193....,.
La dualité permet d'introduire une notion d’orthogonalifgour un sous-espadeé d’'un espace vectoridl,
il existe un sous-espadé de E qui est orthogonal & et vérifiant :F' & F- = F.
A partir du produit du pseudo-scalaifg = ej23..., avec un multivecteurl,. de grader, on définit ledual

(3.36)

A’ quiestde grade — r:

Af =T, A,. (3.37)

Par exemple le dual d’un bivecteur formé par deux 1-vectewsh dansG? est le 1-vecteu3* résultant
du produit vectoriel de, etb comme l'illustre la figure 3.6.

B"'=axb

B=aAb

FIGURE 3.6 — le 1-vecteuB* est le dual du bivecteuB = a A b dansgG3.

Transformations géométriques de multivecteurs. Comme leur nom le suggeére, les algébres géomé-

triques permettent de définir des transformations géoguétsi en utilisant le formalisme des notations al-

gébriques. Nous pouvons tout d’abord définir des opératiengojection et réjection entre des 1-vecteurs.
Soientu, ¥ des 1-vecteurs d&, la projectionu dew surd est donnée par :

u = (u.9)9 (3.38)

De méme, la réjection | dew par rapport & est donnée par :

u; = (uA9)9? (3.39)

Dans ce cas, on constate que sist un vecteur d&, on dispose d’'undécomposition en partie paralléle
et orthogonale relativement @ : v = w + u, avecu A ¥ = 0 etu; .9 = 0, u; = (uAJ)I ! et
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u) = (u.9)9~L. On retrouve ainsi la décomposition sympletique vue danadieecdes Quaternions. Si le
vecteurd correspond a l'axe des gris, cette décomposition permes di définir la partie achromatique
et chromatique du vecteur associé au pixel couleuRemarquons que nous introduisons de nouvelles
notations, a savoit I'axe des gris (. pour les quaternions) et en ce qui concerne le vecteur couleyr (
pour les quaternions), ceci afin de lever toute ambiguité darsuite du propos entre les manipulations
guaternioniques et celles faites dans le domaine des alggBométriques.

De la méme facon, on en déduit que la réflexion par rapporyadiplan orthogonal a un vecteur inversible
¥ de E est donnée par la formules;(v) = —Jud~!. De méme, le symétrique d’'un vectaupar rapport a
¥ est donné patrg(u) = Jud ",

Cette notion peut se généraliser avec I'utilisation du geescalaire. A savoir que di est le pseudo
scalaire associé a un sous-espace vectériglin espace vectoridl alors pour tout vecteur de E on peut
définir une décomposition en une partie parallele et peipelaire ar :

u=u+urp (3.40)

avec
up = (uADI™ et u) = (u.D)I7L.

Enfin, nous introduisons la notion de rotation et le lien deegroupe des Spineurs. Nous nous plagons
dansRs3 ( et nous proposons d’étudier la composée de deux réflexions.dela, considérons deux plans
de vecteurs orthogonaux unitaire®t b. La composée des deux réflexions par rapport a ces plansnest (e
utilisant les formules vues précédemment) :

x — baza b1 (3.41)

Comme il est bien connu, la composée de deux réflexions estotaion. L'axe de cette rotation est
orthogonal au plan des vecteurtb. Ce plan est donc donné pan b. L'angle 6 de cette rotation est le
double de I'angle entre les deux vecteurs. Le prodbipeut s'écrireab = a.b + a A b. Puisquez etb sont
unitaires et‘g est I'angle entre les deux vecteurs, on obtient

0

0 in 5 0 0
ab:cos§+ ‘lel\%’a/\b:cosi—ksin §J (3.42)

avec.J le bivecteur unitaire correspondant au plan engendré pab. Une rotation va donc s’écrire :

0
J2er

N

T — e (3.43)

Donc les rotations darigs o s'écrivent :
r— 7 et (3.44)

avecr correspondant a la somme d’un scalaire et d'un bivecteuc des éléments de grade pair. D’aprées
ce que nous avions introduit durant les définitions, on @esjuer est un spineur dRs;

En généralisant, considérons maintenant I'algébyg, de sorte qué)(u) = u? < 0, pour tout vecteur
u deR"™. Le groupeSpin(n) est défini de la fagon suivante :

Spin(n) = (z € Rg%, Q(x) = —1, zvz~! € R" Vv € R") (3.45)

avecIRi,(% qui désigne I'ensemble des éléments pairs de I'alg&hre Comme nous venons de l'illustrer
dansR3 o, les groupesSpin(n) permettent d’encoder les rotations.
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3.1.4 Algebres géométriques pour les images couleur

Comme pour les quaternions, il est en général assez natanglodler I'information couleur associée a
I'espaceRV B sur les vecteurs, c’est a dire les éléments de grade 1, délbiag,,. Nous pouvons, grace a
I'utilisation des transformations géométriquesdieexprimer le vecteur couleur en termes de composantes
perceptuelles, c’est-a-dire de teinte, de saturation eliedl®, pour ainsi définir des opérations couleur. Nous
avons proposé une modélisation en ce sens notamment dadréede la these de P. Denis [62].

3.1.4.1 Teinte, saturation et intensité a partir d’un vecter couleur

A l'instar de ce que nous avons vu pour un quaternion donné/h(Rouge Vert Bleu), les opérations
géométriques décrites précédemment permettent d’exprimeixel couleuru donné de I'espace RVB
codé a l'aide dgj3 sous la forme teinte, saturation et intensité. De nouvealgedture géométrique de
I'espace couleur permet d'interpréter les différentesdfarmations algébriques : on défidite 1-vecteur

associé a I'axe de grig}(= %(el + ez + €3), v celui portant le vecteur couleur rouge pur (rappek

\/g(el, -2, —%)), et nous notons le 1-vecteur couleur quelconque & f,.[m,nle; + fy[m,njes +
fvlm,n]es). Si nous reprenons la lecture géométrique exposée daadre des quaternions, et en reprenant
I'écriture des différentes opérations géométriques danadre d€/; vu précédemment, alors nous pouvons
proposer la modélisation suivante :
— l'intensité est la norme de la projection du 1-vecteur eouRV B u sur I'axe des niveaux de grig
elle s’exprime par :

I =|(ud)9™! (3.46)

— la saturation est la distance du vecteur coulRuUrB u par rapport a I'axe des niveaux de gris, c'est
donc la norme de la réjection du vecteur couleur par rappoet axe :

Sa = |(uA9)9 (3.47)

— la teinte est I'angle entre un 1l-vecteur de référence qureroterav et la partie perpendiculaire a
I'axe des niveaux de gris du 1-vecteur coulaydonc par rapport &).
Commeu,; = (uA9)9~1, lateinte est donc obtenue par la formule suivante :

T =cos™! <u—L '79> (3.48)
lu |

Bien s(r, il est tout a fait possible d’'effectuer la convensdans I'autre sens c’est a dire d’exprimer le
vecteuru en fonction de sa teinte, sa saturation et son intensitél. $eefait, 1a aussi, a partir de simples
opérations géométriques.

=109+ Sae’Tv (3.49)

Dans ce casy contient la description de la couleur du pixel étudié soufotme R,G et B dans ses
composantes 1-vectorielles. Ceci permet, comme avec demions, d’effectuer des modifications sur la
description couleur du pixel dans le domaine HSI puis deniewtans le domaine initial RGB.

Nous avons proposé, durant le travail de P. Denis [63],I&atices différentes expressions pour effectuer
des opérations de modification de ces trois caractéristiqoeleur. Nous les rappelons dans la section
suivante.
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3.1.4.2 Opérations sur les caractéristiques couleur

Changement de teintéa teinte des couleurs peut étre modifiée en utilisant, comous I'avons vu, une
rotation autour de I'axe des niveaux de gti§l-vecteur unitaire) :

W = e P2ue?s = [e 39672 + Se=?3 T pe?s
W =T+ S’ Ty T =T 49
La figure 3.7 illustre un tel changement de teinte. L'imagaridine (a) a été modifiée par une rotation

de I'ensemble de ses pixels couleur autour de I'axe desunivéa gris et d’'un angle de/3. Ainsi le toit
rouge se retrouve vert, le seuil vert se retrouve bleu, etc.

(b)

FIGURE 3.7 — Madification de la teinte : (a) image originale (b) imagedifiée

Modification de la saturatiorPour modifier la saturation il suffit d’effectuer une tratisia dew d'un 1-
vecteur pondéré par le coefficiefitc R suivant I'axe des saturations c’est & dire sa réjection par rapport
ad.

On obtient alors :

W =I9+5e"Tv=u+Be"Tv
W =T+ (S+B)e’ Tv— 8 =S+8
Lafigure 3.8 illustre un tel changement de saturation. Lgmd'origine (a) a été modifiée de la facon décrite
en (3.1.4.2) pour obtenir 'image (b). L'effet produit par type d’opération est le suivant :
— Lorsqu’on retire de la saturation a I'image, comme danstede la figure 3.8, I'image obtenue pré-
sente des couleurs pales ou délavées par rapport a lI'imaggide.
— Lorsque l'image obtenue est plus saturée que I'imagegliwj ses couleurs paraissent alors plus
vives.

Modification de l'intensité Pour modifier I'intensité d’une couleur, on augmente ou onidiie sa clarté.
Pour cela on effectue une translatiomdd’un 1-vecteur pondéré par le coefficiene R suivant I'axe des
intensités. On obtient ainsi :

W =u+ad=TI9+ S’ Tv+ v
I'=I+«
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(b)

FIGURE 3.8 — Modification de la saturation : (a) image originale (bage modifiée

On remarquera qu'il est possible d’effectuer toutes cestommations couleur grace au fait que l'informa-
tion couleur est contenue dans la partie vectorielle d'uttinecteur deGs.

De nouveau, nous constatons que les outils ainsi introgaitsiettent une écriture élégante et compacte de
différentes transformations classiques calculées daaspace couleur de type HSI. Dans ce cadre, I'algébre
géométrique remplit un peu le méme réle que dans le domaifijfbgraphie, a savoir de permettre une
écriture compacte se traduisant facilement dans un larigf@enatique. C’est pourquoi en paralléle de ces
travaux, j'ai développé une Toolbox (sous la forme d’unediie DLL) pour I'environnement Matlab ou
Scilab.

Aprés avoir analysé et développé les définitions de basescip les manipulations élémentaires cou-
leur, nous nous sommes penchés sur ce qui constituait nujeretid de départ : la généralisation des outils
de traitement du signal aux données vectorielles.

Etant donné les modélisations exposées ci-dessus, nogepsatéveloppements ont concerné des mani-
pulations spatiales et donc des opérations de filtraget €2ague nous proposons de décrire dans la section
suivante.

3.2 Filtrage quaternionique et cliffordien : application a la détection de
contours couleur

Durant ces dernieres années, différentes études ont grafingroduire des opérations de type filtrage
dans le cadre des quaternions ou de I'algébre de Cliffordyrande majorité de ces travaux ont pour illus-
tration la détection des contours couleur. lls se font suidaux approches : soit a travers une généralisation
des outils de traitement du signal définis a I'origine darwaldre des complexes [200, 64] soit avec une uti-
lisation directe des propriétés des algébres [28, 20]. Motue ces deux stratégies aboutissent en général
au méme oultil, mais leur interprétation peut étre diffé@eitous retrouverons par la suite cette complé-
mentarité a travers la définition d'une transformée de Eowouleur. Tout d’abord afin d’aborder la notion
de filtrage, nous reprenons les quelques travaux de laalithér concernant la généralisation du produit de
convolution.
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3.2.1 Convolution

Dans le cadre des quaternions, nous pouvons définir un praelaionvolution, opération qui aura bien
sOr son importance dans le cadre d'une approche spatialaitierient des images couleur. La convolu-
tion quaternionique a été étudiée par différents auteuanmoent par Pei et al. [177]. Pour simplifier les
notations, nous illustrons ci-dessous les approches nimeodionnelles.

Soientf, g eth trois fonctions intégrables dé a valeurs dangl. La fonction définie par :

Vo €R, frgln] =Y fln—lglr]

TEZL

est appeléeonvolution quaternionique a un coté deet g.

Il est important de souligner que la non commutativité dudpibdes quaternions permet d'envisager
d’autres possibilités. Par exemple, la fonction définie;par

Ve € R, h* fxg[n] = Zh[T]f[UC — 7lgl7]
TEL

est appeléeonvolution quaternionique a deux cotés e eth.

L'une des propriétés fondamentales pour la notion de fidtesy la traduction du produit temporel de convo-
lution en un produit terme a terme dans le domaine de Fowtieiofic la définition pour un filtre de la notion

de gain fréquentiel). Du fait de la non-commutativité duduwib quaternionique, cette relation n’existe plus
directement dans le cadre des quaternions. Etudions papéxde cas ou I'on choisit comme transformée
de Fourier, celle obtenue en remplagant directement l'in@@ puri par un quaternion pur unitaire (nous

détaillerons les différentes transformées Fourier gonateigue par la suite) :

Définition 4 SoientN € N, f € £2([0..N — 1], H) etu € Hy N H!, alors la fonction définie par

N-1
vk e [0.N — 1], Fi(H)k = Y fla)e 2%
z=0
est appelée transformée de Fourier quaternionique disatétf de directionu (a droite car I'exponentielle
est a droite du signal analysé).

Si I'on utilise cette transformée de Fourier, alors la iefatentre les deux domaines va étre la suivante.
Soientf, g € L?(R,H) eth définie parh = f g et telle queh € L?(R, H) alorsVk € R,

Fu(h) k] = FL(f) kI F(9a) K] + FL(F)[=klvF | (gb)[F] (3.50)

avecy, = 3(g—pgp) etg, = 3(g+ pgp). Nous retrouvons ici la décomposition en un élément paealle
et perpendiculaire, cette décomposition se faisant eritonde la direction: choisie dans I'élément de base
de la transformée de Fourier. Remarquons que si I'une desfdeations convoluées est paire, alors on
retrouve la formulation classique. Le passage a la dimardgoix n'apporte pas de changement particulier,
les définitions et propriétés sont identiques. Nous disootede nouveau de cette expression a la fin de ce
chapitre dans le cadre de la définition d’un banc de filtre$egoenique.
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Dans le cadre de l'algébre de Clifford, il existe trés peurdgaux généralisant les outils de traitement
d'image. Les principaux concernent plutot la transformée~durier et nous les étudierons par la suite.
Nous pouvons mentionner les travaux de Ebling et al. meriégink dans le cadre des champs de vecteurs
[76]. SoientF et G deux champs de multivecteurs (donc deux applicatior&?d#ansg,,) alors

FxGlm] =) Flm—|G[r] (3.51)
=
est appelé& convolution de Clifford dé' etG. Dans le produit de convolution est utilisé le produit géomé-
trique, donc si les deux éléments sont des champs de sealaireetrouve la convolution classique. Si les
deux éléments sont des multivecteurs, alors, par disiritjtle résultat est une combinaison de différentes
convolutions.

Nous constatons que la forme du produit de convolution fsédement classique. Dans le cadre de
notre travail, nous n'avons pas non plus remis en cause eipé du filtrage (notions de somme et de
produit définis selon la formalisation utilisée). Le trdxaeu plutdt comme objectif la définition des filtres
C’est pourguoi nous étudions maintenant ce qui a constédyg@ihcipal développement dans le cadre du
traitement de I'image couleur par quaternions a savoir laumeede ruptures couleur.

3.2.2 Lesfiltres quaternioniques et leurs extensions poualdétection de contours couleur

Se pose maintenant la définition du masque du filtre coulaupédit reprendre tous les filtres linéaires

classiques en convoluant le siggavec une fonction réellk :

N-1

g h[z] = Z glr —7 mod N]h[r mod N]

=0
mais on obtient alors le méme résultat que si on avait coavethague couleur séparement. On peut égale-
ment essayer d'utiliser certaines propriétés liées autequians vues dans les paragraphes de présentation
des outils (section 2.1). Nous allons décrire la facon damig®/ine et al. [203] s’en servent pour construire
unemesure de variations locales coulearpartir d’'une généralisation quaternionique du filtre dewtt
(en reprenant le produit de convolution a deux cotés déciguemment).

Nous reprenons notre modélisation des pixels sous la fotameggiaternion pur, sojtn, n| — f[m,n| =
frim,nli + fglm,nlj + fp([m,n]k une image couleur (codée en RVB) considérée comme une ajiptic
d’'un domaine dé&.? dansH,. La formule de convolution quaternionique proposée pag®are s'écrit

1 1

glm,n] = > > hglz,ylflm — z,n — ylhglz,y] (3.52)
r=—1y=-1
avec
a 0 1 a 0 1
hr = a 0 1 hp = a 0 1
a 0 1 a 0 1

ol « est un quaternion de module 1, choisi ici comme étant
T

a=exp(Tp)

avec

p=—7=(i+j+k)

Sl
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Le systeme de coordonnées est cartésien, centré sur lepn@tiéré. Le pixel de I'image filtrée se calcule
aisément :

g(mvn) = {[af(m—|— 1>n+ 1)6—|—f(m—|— 17” - 1)] + [af(mvn+ 1)a+f(m>n_ 1)]
+laf(m—1n+1l)a+ f(m—1,n—1)]}
Nous constatons queest un spineur et que nous retrouvons I'écriture d’une djpérde rotation, rotation
der autour de I'axe des gris. Lorsque le masque parcourt unedmibinage ou la couleur varie peu selon
la verticale, le résultat de la convolution est proche deel’de gris (de vecteur directeu). Dans le cas

contraire, le résultat met en évidence une couleur avecveanide saturation significatif. Ceci vient du fait
gue ce filtre ajoute a chaque vecteur son voisin proche talenéautour de I'axe des intensitgs

g4

qs ' _
- s LT
4 Hazf

L pqift
e Q2

qs + pa b

FIGURE 3.9 —Détecteur de ruptures couleur

La figure 3.9 illustre le fonctionnement de ce filtrage. Leatgtnions purg, ¢o, g3 €t g4 représentés
par des vecteurs correspondent aux couleur des pixels fitné voit sur la figure 3.9 que si I'on a deux
vecteurs opposés et ¢, par rapport a I'axe: (dans I'exemple traité I'axe des gris), la somme du premier
tourné der (q172) et du deuxiémeg,) aura une fort&aturation Dans le cas contrairg{ etqy), le résultat
(g4 + pgsm) aura une faibleSaturation Nous illustrons un exemple d’utilisation sur la figure 3.Ndus
voyons apparaitre sur cette image des pixels colorés aawndes frontieres de I'image, alors que les zones
homogeénes sont associées a des pixels gris.

Toutefois, malgré ses performances intéressantes, Htmérde Sangwine souffre entre autre d’'une va-
riabilité suivant le sens de parcours lors du calcul du §itcaNous pouvons voir sur la figure 3.11 que les
ruptures liées au chapeau de Lenna ne se traduisent pasawéaie couleur dans les images résultats (a)
ou (b). Pourtant, dans ces deux cas, le filtre est composétidss filorizontaux. La différence est liée au
sens d'application des filtrds;, et hr dans la convolution de I'équition 3.52. En effet, en invatdardre
de leurs applications dans le schéma de convolution, leweccouleur de comparaison produits sont
différents. De plus, il nous a semblé que les informationdeag ne sont pas totalement exploitées dans
cette premiére formulation. C’est pourquoi nous avons nukffiérents travaux proposant de généraliser
I'opérateur de Sangwine comme notamment dans la thése dmiz [B2].

3.2.3 Extension de I'opérateur de Sangwine par des opératis géométriques

Si nous reprenons la formulation quaternionique d’origmaus avons pour chaque pixglun vecteur
de comparaison avec son voigi) et nous avons constaté que plus la différence de coulegrarsie entre
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FIGURE 3.10 —Filtrage de Sangwine sur 'image Lenna

(@) (b)

FIGURE 3.11 — Mesure des ruptures de Sangwine sur I'image Lennaoga) sur les contours du chapeau ;
(b) zoom identique mais avec I'image traitée par un filtragesdequehr et hy, ont été permutés.

pixels voisins et plus ce vecteur de comparaison est élagri@xe des niveaux de gris.

Dans le cadre de la these de F. Petit [179], des travaux omenés pour tenter de donner un sens a la
couleur de ce vecteur de comparaison. Cette thése s’esti@@mans I'équipe Icones en collaboration avec
le laboratoire L3I de La Rochelle et avait pour objectif detaerer puis d’analyser des images sous-marines
(avec notamment une application autour de la segmenta@ismpoissons). Ce travail illustre bien I'intérét
de I'utilisation des quaternions car, en résumant rapigénon peut dire que les images sous-marines se
caractérisent par un axe des gris modifié tendant vers le Al@g le formalisme introduit précédemment,
aprés identification de ce nouvel axe, I'écriture des diffiées opérations comme les filtrages restent iden-
tiques, puisque seul le paramétragggg, est modifié. C’est pourquoi j'ai collaboré a 'encadremessl
le cadre de ce travail de thése pour la définition de diff@®nppérations reposant sur les quaternions. Une
stratégie utilisant la transition de couleur apres filtrqgaternionique a été aussi proposée pour sélectionner
les contours liés a certaines informations colorimétriqidous reprenons sur la figure 3.12 les expérimen-
tations menées par F. Petit, illustrant la teinte des caefiie aprés calcul du détecteur de Sangwine. La
figure 3.13 présente les résultats de la détection de cangaivant un critére de teinte. Ces techniques sont
détaillées dans [181, 180].
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FIGURE 3.12 — Analyse de la couleur des contours apres le déteaetmmgwine (a) Image de test originale
avec des patchs couleur et un fond noir, (b) couleur des am)tfr) Couleur des contours pour I'image Lena

FIGURE 3.13 — Détecteur de contours de couleurs spécifiques surgénkills avec une détection (a) jaune,
(b) orange.

Dans le cadre de la thése de P. Denis, nous avons ensuitesgrdpaonner un sens a la distance entre
le vecteur de comparaison et I'axe des niveaux de gris (Gooralant donc a la saturation de ce vecteur
de comparaison), que nous notergps;. En effet cette distance nous donne bien un renseignemela su
présence ou non d'une rupture dans I'information couledtim@ge. Plus la saturation est importante, plus
la rupture couleur dans I'image est significative. Cettéatise peut étre calculée au moyen d’opérations
guaternioniques élémentaires car elle est la norme dedetig) du vecteur de comparation par rappqit a
[63]:

1
E(QSang + ,UQSang,u) (353)

avecqy,qng l€ résultat du filtrage suivant les masques proposés pamiaag

qdist =

La méthode de filtrage de Sangwine donne deux vecteursatitf + ugoz et gs + g1 ) pour comparer

les couleurs portées par les vecteyret ¢». Les deux distance$; et.S; calculées avec notre approche sont
bien sir identiques. Ensuite cette opération de filtrageéteiappliquée en utilisant des filtres horizontaux,
verticaux et dans les deux directions diagonales. On petg abmbiner ces différentes distances, calculées
sur la saturation obtenue pour chacune de ces directions,glbenir une notion de module de gradient
couleur (comme lors d’'une approche classique). La proeédarfusion sera définie suivant I'application
(normeLs par exemple).

La figure 3.14 montre les résultats de cette approche avec,ghaque ligne, I'image originale suivie du
calcul de la norme du gradient couleur, et enfin une carte doas obtenue par seuillage empirique de
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cette norme., du gradient.

FIGURE 3.14 — De gauche a droite : images originales, norme du gracieileur et carte des contours

Cependant, l'inconvénient de cette méthode réside daratlgde ce gradient n’est calculé que sur une
mesure de saturation. Par exemple lorsque I'informatiam giixel est uniguement de type achromatique,
la saturation est nulle et donc la norme du gradient assaai@ @oint sera elle aussi nulle.

Nous avons alors proposé d'utiliser les algebres géonuésiafin d’apporter une description des cou-
leurs par rapport a I'axe achromatique des niveaux de gese@escription géométrique va se faire a travers
le produit géométrique suivarfim, n]¢ avecd I'axe des gris. Ce produit, nous le rappelons, se décompose
en une somme de deux parties :

— f[m,n] A ¥ le bivecteur représenté par le plan porté par les vecteutewof [m, n] et). Lorsque la
norme de cette partie est nulle, le vecteur couleur anabltséoinéaire & c’est a dire qu'il est porté
par I'axe des niveaux de gris.

— f[m,n].9, est un scalaire correspondant a la projection du vectadewaof|m, n| sur I'axe, autre-
ment dit, son intensité.

Le processus de calcul de ce nouvel opérateur couleur va &tiar réalisé a travers le filtrage introduit ci-
dessous qui comprend a la fois le filtrage selon I'approch®atgwine sur sa partie vectorielle, I'intensité
sur la partie scalaire et la dimension chromatique sur ltephivectorielle :

1 1

ghmnl = S S wlaylflm — @0 — ylulr,y) (3.54)

r=—1y=-1
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avec
1 1 1 1 1 1
V= 01 0 et wu= 0 ) 0
9 9 0 91 gt gl

ol est un vecteur non nul d&®. Pour mémoire, nous considérons l'image couleur comme pipication
f comme a valeurs dans la partie vectorielleGde

flm;n] = frlm,nler + folm, nlea + folm, nles

ol (eq, eg, e3) €st une base orthonormée &

Notons que nous introduisons la valeur unitéetans la partie centrale du masque, cela permet ainsi
d’introduire dans le filtrage le produjt(m, n)d. Le résultat de la convolution s’écrit donc (les produitstso
effectués dangs) :

glm,n] = {[ﬂf[m+1,n+1]19_1 + fim+1,n—1]] + [ﬁf[m,n+1]19_1 + flm,n —1]
+ [Wfim—1,n+ 109" + flm —1,n — 1]} + f[m,n]d (3.55)

avec fm,n])d = fim,n].9 + f[m,n] A 9. Le résultat est la somme d’'un vecteur, d'un scalaire et d'un
bivecteur. Chacune de ces parties contient une informatp@aifique. Nous avons vu qud ! est le
symétrique du vecteur par rapport au vecteuf. On en déduit que si le masque parcourt une zone de
I'image ou la couleur varie peu selon la direction verticédepartie vectorielle du résultat de la convolution
est colinéaire au vecteuret I'on obtient ainsi un critere d’homogénéité. Cette gavectorielle correspond

au filtre de Sangwine. La partie bivectorielle permet de isaida couleur du pixel central est colinéaire a
la couleur codée pat et la partie scalaire mesure la différence de norme entrdaescouleurs.

Nous proposons d'illustrer pas a pas notre filtrage sur ursgénsynthétique contenant différents élé-
ments, a savoir des parties achromatiques, des ruptureshés de teinte et des ruptures de saturation (cf.
figure 3.15a). Nous prenons le cas le plus classique, a saweit correspond a I'axe des gris.

Dans ce cas, I'approche compléte est, pour chaque coordonné

— Calcul de la norme de la partie bivectorielle. Cette norerenet de décider si l'information en chaque
pixel est de type achromatique. Nous voyons trés bien daiiguiee 3.15b gu'il y a deux zones ou la
norme est quasi nulle. Ces deux zones correspondent auxeldarngles au centre de I'image qui ne
présentent pas d’information couleur.

— Construction d’une image binaire (appelée masque) pdlaggude cette norme. Ce seuillage permet
de séparer les zones de norme trés faible des autres zoriesadglou les informations de chromati-
cité prédominent sur I'information d'intensité.

— Filtrage de la partie scalaire qui représente l'inforomati’intensité de I'image, par un ensemble de
filtres de Prewitt dans chacune des directions horizontadicale et diagonales afin d’obtenir un
gradient d'intensité. Ensuite, on utilise le masque défirétape précédente pour ne conserver que
I'information achromatique. Le résultat de cette étapellestré par la figure 3.15c.

— Fusion du gradient d'intensité sur les zones achromatided’image avec le gradient de saturation.
Pour cette fusion, la valeur maximale entre les deux graésligeut étre une solution.

La figure 3.15d illustre les ruptures mises en évidence gt oethode. Comparées au gradient précé-

dent de la figure 3.14, les différentes ruptures sont miseslenr aussi efficacement. Cependant la ou la
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FIGURE 3.15 — (a) Image synthétique présentant différentes reptuachromatique, de saturation et de
teinte ; (b) Norme de la partie bivectorielle (valeur rareeestre 0 et 255 et inversée) ; (¢) Norme du gradient
d’intensité, calculé suivant les masques de Prewitt et oéagcace a la norme de la partie bivectorielle ; (d)
Gradient final.

méthode classique échoue dans I'extraction des contolrsraatiques, cette technique permet de résoudre
le probleme comme nous le voyons par la mise en évidence deuwsra I'intérieur du rectangle du centre
gauche.

Lafigure 3.16 illustre un autre exemple de détection desirapt De nouveau, nous observons l'efficacité
de la méthode, puisque quelque soit leur nature (chromatiguachromatique) les différentes ruptures
apparaissent dans I'image résultat.

(b)

FIGURE 3.16 — (a)lmage originale ; (b) Gradient final.

Enfin, la figure 3.17 présente une comparaison avec des nastletabsiques. Nous constatons que, étant
donné sa construction, le détecteur basé sur les algéboeségriques permet de faire une synthése des
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différents résultats.

Notre objectif, dans cette présentation, n'est pas biemlsdaire une comparaison exhaustive, puisque
I'outil n'a pas été défini pour étre optimal et peut étre méddil'envie selon les informations que I'on
souhaite mettre en évidence. Nous avons simplement intnoaiia pas une méthode de traitement d'images
couleur qui utilise I'algebre géométrique a travers la maldtion géométrique des couleurs au moyen
d’opérations algébriques [63]. Si dans la constructioneltd la comparaison a été faite par rapport a I'axe
des niveaux de gris, il est bien sdr tout a fait possible dsamer une comparaison des pixels avec d'autres
vecteurs couleurs pour définir de nouvelles opérationgder@eht colorimétriques. C’est ce qui a été fait
dans le cadre des images sous-marines.

Nous développons actuellement, a partir de ce filtrage gbeiteat la dimension teinte dans le calcul du
gradient une procédure de paramétrage d'un snake couleus ptésentons sur la figure 3.18 un exemple
de segmentation par un snake couleur paramétré suivargtlgy d’'un gradient basé algébre géométrique.

I . = 'rf
| eI B
(a) (b)
) o ‘;‘_&K‘—@
4 B i
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. = i %

(d) (e)

FIGURE 3.17 — (a) image originale (b) méthode marginale (c) Di Zdidgradient de saturation (e) gradient
AG final (f) Carron

Nous proposons maintenant d’analyser un autre axe de d¢jéaéom a la couleur des outils classiques
de traitement d'image, a savoir la transformée de Fourieefiet, ces derniéres années de nombreux tra-
vaux ont proposé de généraliser I'analyse fréquentielleimages couleur avec des stratégies a base de
guaternion ou d'algébre de Clifford [20, 199, 64]. Ceperdeomme nous allons le voir l'interprétation de
ces représentations et leur utilisation sont des probléougsurs ouverts.
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(@) (b)

FIGURE 3.18 —Segmentation par Snake couleur basé sur les algébres gégmest: (a) valeur du gradient
(b) différentes itérations du Snake

3.3 Les transformées de Fourier couleur

La définition et la compréhension d’'une Transformée de Eopour les images couleur a été, al'origine,
I'un des objectifs de l'utilisation de ces nouveaux outilathématiques et a constitué un axe prépondérant
de recherche que jai mené ces derniéres années. Cepetalame nous le constaterons, les résultats ne
sont pas forcément a la hauteur des attentes.

Avant d’'étudier I'extension de Fourier avec le formalisnes dlgébres, il est intéressant d’analyser dans
la littérature comment les chercheurs ont tenté de tradliifermation fréquentielle dans le domaine cou-
leur.

3.3.1 Analyse spatio-chromatique d’images couleur

Nous allons tout d’abord revoir comment des variationsialest de couleur peuvent étre détectées dans
le domaine fréquentiel couleur. Pour cela, nous nous appugor les travaux de McCabe et al. [155] pour
décrire les contrastes de couleur. Dans ces premiérescigsrda notion d’espace fréquentiel couleur est
définie a partir du formalisme des nombres complexes.

3.3.1.1 Latransformée de Fourier spatio-chromatique

Contrairement aux approches dites marginales qui consigteraiter les différents canaux séparément,
la transformée doit prendre en compte les données vedtgridlune image couleur dans leur ensemble.
Les premiers travaux dans cette voie ont proposé de se mlansrun espace couleur qui, idéalement, est
indépendant de l'intensité, ceci afin de pouvoir effecties dpérations portant uniquement sur les compo-
santes chromatiques de I'image. On peut, pour cela, utpseexemple une représentation par des nombres
complexes : les parties réelle et imaginaire codent les demposantes chromatiques d’'un pixel.

McCabe et Caelli [155] choisissent ainsi de représenterdagposantes chromatiques dans I'espa€cg/”
d’'un pixel de coordonnéesn, n) par un nombre complexg|[m,n| + iV [m,n]. On peut dés lors calculer
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les composantes fréquentielles chromatiques avec unl cédsgique de transformée de Fourier complexe :

M—-1N-1
Furlo,p] = ﬁ mZ::O n;)(U[m,n] FiVmn)e (3.56)

Le couple(o, p) correspond aux coordonnées fréquentielles de la trané®a Fourier de I'image. Il est
a noter que la propriété de symétrie hermitienne n’est pleble dans ce contexte puisque les données de
départ sont complexes. D’autres travaux ont proposé gettitl’autres espaces couleur, I'idée étant toujours
d’avoir une partie achromatique et deux composantes chiques que I'on code dans un complexe.

Il existe d’autres approches utilisant par exemple la gortation polaire en lien avec I'espace couleur
LHS [79]. La transformée de Fourier est alors calculée drpdittne fonction dont les valeurs en chaque
position sont exprimées sous la forme polaire :

2[m,n] = fs[m, n)elHlmnD (3.57)

ou fg est la saturation ef; est la teinte du pixel & la coordonnge, n).

Ces approches ont été utilisées avec succés notamment em aengerne le calcul d’intercorrélation
[79]. Plus récemment au sein de I'équipe Icones, un trav&léamené autour de la généralisation des
modeles paramétriques, et notamment de la densité speassiciée, aux images couleur [191, 190]. Cette
généralisation a elle aussi utilisé le modéle complexe.

Cependant, il n’en demeure pas moins gu'il est difficile dipee ces représentations de donner un sens
au spectre résultant de la transformée de Fourier compaxeffet, il n'est pas immédiat de traduire le
coefficient fréquentieF’ en termes de comportement spatial couleur, il n'existdldias que trés peu de
travaux sur ce sujet. L'une des pistes, reprise par la stdtes le cadre des quaternions est la notion de
chemin couleur.

3.3.1.2 Notion de chemin couleur

Une explication de I'espace fréquentiel obtenu a partiedednsformée de Fourier complexe est propo-
sée par McCabe et all. [155] en utilisant la notion de chernifiaur (figure 3.19). Cette approche se propose
d'interpréter les coefficients de Fourier a travers un diagne de phase. Nous reprenons le principe des
courbes de Lissajous avec une représentation paramétiggdeéfinition générale :

x(t) = asin(t) ety(t) = bsin(nt + ). (3.58)

Dans le cas de la transformée de Fourier complexe, le caeffide Fourier peut s'écrire sous sa forme
polaire :k.e*. SiI'on raisonne dans le domaine spatial et donc aprés lodlene transformée de Fourier
inverse, les coefficientg,,.[o, p] du spectre chromatique interagissent avec les fonctigmsnentielles de la
transformée de Fourier inverse. Prenons I'exemple le fagle d’'un spectre ne contenant qu’un coefficient
non nul ..o, p] = (k.€)8 4, 0,0, p] Avec :

1sio=aq;p=as

) (3.59)
0 sinon

50&1,0&2 [pr] = {

Dans ce cas, si l'on calcule la TF inverse, on obtient :
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f[m, TL] - Z Z e[l(ul\_r?—i_%)] ]{je[ie]éalaaQ [O,p}
o p

ajm | agn

= ke[i( T TN )+9]

_ am | en i sin (ST Q2n
= kcos(( 7 N)+9)+zksm(( 7 N)+9)

Si nous reprenons I'équation (3.58), nous sommes dans ldeckscourbe de Lissajous avec= b et
n = 1 donc la courbe est une ellipse dans le plan chromatique. Bawssk est le rayon de balayage
du chemin et va donc représenter I'amplitude de la variad®rtouleur dans le domaine spatial, bien sir
le couple(ay, ) va représenter la vitesse d’oscillation et nous constatiies) est I'angle intial de la
variation dans les composantes chromatiques (il est appglé couleur dans l'article de McCabe).

L'interprétation de ce chemin couleur va bien sOr dépendréespace couleur de I'image complexe
analysée. Si l'on reprend I'espace YUV, aprés transforn@&alirier inverse, le résultat est une matrice
complexe décrivant des variations spatiales suivant legposantes/ etV de I'image.

Suivant cette approche, la notion de chemins couleur va a®iconstruire par la juxtaposition du dia-
gramme de phase et de la variation couleur dans le domaitialspa

Un premier exemple est donné avec la figure 3.19. Pour olitertiilles variations de couleur, on initia-
lise les composantes fréquentielles comme @uit> 0, a3 > 0) :

— F.r]o,p] = k.0, as[0, p] pour le chemirc; et

— Ferlo,p] = k.0—qa,,—as]0, p] pour le chemirc,.

On remarque que les deux cheminset c;, associés a des coordonnées fréquentielles différentds on
méme angle) = 0 et la méme amplituden = k. Afin de bien comprendre le lien entre le chemin et le
contenu de I'image, il faut se référer a I'organisation dand@/'V’ que nous illustrons sur la figure 3.3.1.2.
Par exemple, en ce qui concerne le chemimous constatons une oscillation débutant par le e ()
et ensuite passant par le vert puis le rouge, suivant aiesidmin schématisé paf.

Sil'on combine les deux chemins, on obtient donc le chemlig au spectrd,, [0, p| = k.(dq; s [0, D]+
d_a1,—as]0, p]). La particularité du troisieme chemin est qu'il correspenderme spatial & une variation de
couleur qui suit uniquement I'axe associé aux réels, et qui va donc correspondre a des asodlatariant
du bleu au vert-marron.

De la méme fagon, une variation de couleur qui suit I'axe degginaires (et donc I'ax¥) est possible
en initialisant le spectre par

Fer [Oap] = i-k-((sal,ag [O,p] + 5—011,—012 [0,]9])

qui est la somme des deux cheminset c; d’anglet = 7 et d'amplitudem = k caractériseés par les
quadruplets.k.éq, q, €ti.k.0_q, —a,. Cette fois ci, le chemin couleur est associé aux variatspagiales
sur I'axev autrement dit les oppositions de couleur entre le rouge\adrte

On peut bien sdr envisager de faire des combinaisons lreérdés chemins couleur de base, comme illustré
dans la figure 3.21 Le résultat de cette somme est le chenticele ;- illustré a droite. La forme de
I'ellipse est définie par les amplitudes; etm, et I'orientation de la couleur par les angtgset 6.

Suivant ce concept I'idée est donc de décrire I'informaspectrale obtenue par la transformée de Fou-
rier au moyen de la notion de chemin couleur. Chaque chenileaocorrespond a un point deetV dans
le spectre. Il apparait donc possible d’analyser des imegdsur au moyen de l'information spectrale ob-
tenue a partir de cette lecture de transformée de Fouriper@ant les variations passent par de nombreuses
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cheming; chemine, chemines
A\ 2%
A AV A
m=k =u m=k u _;u
6=0 6=0

Sens anti-trigonométrique Sens trigonométrique Sommeeies chemins

initialisation avedk.dn, o,[0,p] initialisation avedk.6_,,,—a,[0,p] initialisation aved.(0a, o + 0—a1,—as)

FIGURE 3.19 — Le chemin couleut; est obtenu a partir de la somme des chemins coulgeet ¢,, il est
décrit uniguement sur I'axe des réels.

FIGURE 3.20 — Variation couleur dans le plan/.

couleurs en parcourant chaque chemin, il peut alors paudifticile d’isoler une couleur plutét qu’une autre
dans l'analyse obtenue. Pour réussir, il faudra décompesapectre afin d'obtenir tous les chemins cou-
leurs élémentaires utilisés pour obtenir telle ou telleatem. Cette démarche nous semble difficilement
applicable sur des images réelles. Toutefois, a notre cssarece, elle est la seule a tenter de donner un sens
au spectre chromatique. De plus, comme nous allons le \aite ceprésentation sera reprise par Sangwine
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chemine;g chemine;y cheminc;s
v
' A A
92 =m/2

(MB0 Ak\ K g
T

Sens anti-trigonométrique Sens trigonométrique Sommeeies chemins

initialisation avean;.delta_q,,—q, initialisation aved.mgy.delta_q,,—qa, combinaison des deux

FIGURE 3.21 — Le chemin couleut;, est obtenu a partir de la somme des chemins coulguet ¢1;. Ici
méme si les coordonnées fréquentielleg) sont identiques, les deux cheming etcy; ont des amplitudes
(mq etmy) et des phased{ et6s) différentes.

dans le contexte Quaternionique.

Pour conclure sur cette transformée de Fourier, nous poogode faire lien entre cette transformée
chromatique proposée il y a donc maintenant quelques amhé@snodélisation moderne des images cou-
leur dans l'algebre géométrique que nous développons art délce chapitre (a savoir la modélisation de
chaque pixel suivant un 1-vectepr= f,.[m,nle; + fq[m,nles + fy[m,nles). La caractérisation du plan
chromatiqueU V' dans le cadre de I'algébre géométrique est représenté §iguta 3.3.1.2. Le plan est
formé a partir des deux vecteurset V', avec par exemple

U=-06xe; —1.14%xea+0.75 x e3 (3.60)

défini par la matrice de passage entre I'espace RGB et I'espaV. Il correspond donc au bivectelirA V.
Suivant cette illustration, on constate que la transford@Eourier chromatique peut s’interpréter comme
une transformée de Fourier complexe calculée sur la comp®ss| ;7,1 . La définition de ce plan (et donc
du bivecteur) peut évoluer selon les applications. Ceterpnétation de la transformée de Fourier chro-
matique montre la souplesse de la modélisation d’'une imagkewr suivant I'algébre géométrique et son
caractére unificateur des différentes approches. Par dgenmqus présentons sur la figure 3.23, une expé-
rimentation que j'avais développée dans le cadre du Worksho les algébres géométriques qui a eu lieu
a La Rochelle en 2009 [42]. Cette expérimentation est pddiprincipe que, puisque nous avons construit
une représentation fréquentielle chromatique adaptatoes pouvons définir une transformée en ondelettes
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couleur a partir simplement d’'un banc de filtres classiqués'qdapte au contenu colorimétrique. Suivant
cette idée, la figure 3.23 présente la décomposition en etteeldef ||y, avecU A V défini perpendi-
culairement a I'axe d'inertie maximum du nuage de point®eiésa I'image couleur. Nous pouvons voir
gue le choix d’'une direction adaptée a I'image permet uneésgmtation fine des détails couleur de I'image
(puisque I'analyse est faite suivant la direction présanitaplus de dispersion).

Plan YUV

- . Axe des .gris;_

FIGURE 3.22 — Modélisation du plan UV dans le cadre de I'algébre géaque.

(@) (b)

FIGURE 3.23 — Banc de filtres chromatiques. (a) Image de test (b)mgasition en ondelettes suivant un
certain plaru A v

Nous proposons maintenant d’étudier la généralisatiormdahsformée de Fourier dans 'algébre des
Quaternions.

3.3.2 Transformées de Fourier quaternioniques

Les transformées de Fourier quaternioniques (ou aussi OR(@té introduites dans le cadre des images
couleur par Ell et Sangwine en 1992 [83] afin de généralisénalesformée de Fourier complexe pour les
images couleur. Dans le cadre des quaternions, il exisggepits versions, avec des objectifs différents, des
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transformées de Fourier différentes notamment parce gpethiit quaternionigue n’est pas commutatif.

Alors que Biilow utilise une TFQ pour analyser les struct@@sles images en niveaux de gris [35], Ell et

Sangwine sont parmi les premiers a associer les imagesuc@ule transformées de Fourier quaternioniques
[83]. Nous proposons de décrire maintenant ces différeraesformées.

3.3.2.1 Définition

La premiére version est celle proposée par Todd Ell [79] darthése et utilisée par Sangwine en 1996
dans [201]. Soiff une fonction discréte a deux variablesetn et a valeurs quaternioniques, la transformée
de Fourier quaternionique (ou TFQ) telle qu’elle est défasiela fonction a valeurs quaternioniques définie
par:

M—-1N-1
“AITSE flm, nle” 22N (3.61)

Fcotesl [0 p

mOnO

ou yq ety des quaternions unitaires purs, choisis comme étabk dans la version de Ell.

Cette définition est une variante de celle exposée par Th&tlasv dans sa thése [35] pour analyser les
images en niveaux de gris en mettant 'accent sur I'aspattadpPour cela, dans la version de Bilow, la
dimension horizontale de I'image est associée a I'imaggnilr: tandis que la dimension verticale est liée
a l'imaginairej :

M—-1N-1

pn

“275E flm,n)e” PN (3.62)

Fijlo,p] =
m=0 n=0

Cette TFQ peut étre appliquée sur des signaux réels, coagdgxjuaternioniques. Dans le cadre des travaux
de Bulow, elle est utilisée sur des signaux a valeurs régllesorrespondent a I'information d’intensité des
pixels en niveaux de gris. Elle permet alors notamment dle &iparaitre des propriétés de symétries asso-
ciées au spectre obtenu par cette transformée. Plus prégigél est connu que I'on peut écrire n'importe
quelle fonction 1-D comme la somme d’une fonction paire ehd’fonction impairef (z) = f,(z) + fi(z)
et que ces deux parités se dissocient dans le domaine deFdlidée de Biilow est d'étendre ces notions
de symétries au cas des signaux 2D avec pour but de définiratioa e signal analytique 2-D. Un signal
2D f se décompose en effet selon les parties paires et impai@syleles axes horizontat et verticaln :
f(z,y) = fop(z,y) + fip(z,y) + fri(z,y) + fii(x,y) avecf,, correspondant a la partie giequi est paire
le long dem etn, f;, correspondant a la partie qui est impaire le longrdet paire le long de:, etc. Dans
la TF complexe 2-D, ces différentes parités vont se mélathges les parties réelle et imaginaire.

Nous illustrons ci-dessous les symétries présentes dainansformée de Fourier Quaternionique de
Bilow pour un signal a valeurs réelles :

On a donc une caractérisation de toutes les symétries Isggbassibles en 2D séparées dans le spectre
quaternionique. De plus, méme si cette information n'estrgacessaire a I'analyse d’'un signal réel, avec
un signal décrit sur un quaternion quelconque, les mémegiptés de symétries séparent les parties paires
et impaires suivanin etn dans le spectre pour chaque composante du quaterniore(petie, premiéere
partie imaginaire, deuxiéme partie imaginaire et troigérartie imaginaire) de maniere indépendante. Nous
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reviendrons sur cette définition dans le prochain chaplties lequel notre problématique sera justement la
mise en valeur des directions d’analyse.

Dans le cadre de la couleur, Sangwine a proposé une variaxteasmsformées précédentes en ajoutant
a I'expression de I'exponentielle, une direction carasé& par un quaternion unitaire puf202]. Le plus
souvent, pour ne privilégier aucune couleur pour I'analggectrale, on prend le quaternion neytre=
pgris = (i+j +k)/v/3 qui correspond & I'axe achromatique de I'espace RVB. La itiéfinest la suivante :

M-1N-1

Fyauchelo,p] = \/ﬁ Z Z 6—2MW(%+%)f[m7n] (3.64)

m=0 n=0

Il est possible de placer I'exponentielle a droite de la famc f, on obtient alors la définition d'une autre
transformée de Fourier puisque le produit quaternionidest pas commutatif.
Nous proposons maintenant de caractériser et de donnensia ette nouvelle transformée couleur.
Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons unigueénta transformée de Fourier quaternio-
nique a gauche (équation 3.64) qui est la plus utilisée poalyser les fréquences des images couleur.
Aussi lorsqu’on mentionnera une TFQ il s’agira de cette ideen La version de Blilow sera utilisée dans le
chapitre suivant.

3.3.2.2 Définition numérique de I'espace de Fourier quateiionique

Dans le cadre de la TF complexe, il est bien connu que si 'obneeonstruire un signal a valeurs réelles
a partir de données dans le domaine fréquentiel, il faut sepoertaines conditions sur ces données pour
tenir compte de la propriété de symétrie hermitienne dealasformée de Fourier complexe. Il n'existait
pas de travaux caractérisant les contraintes sur le dondaifurier quaternionique Couleur. Cela a fait
I'objet d’'une partie de la thése de P. Denis [62]. Nous propssde reformuler d’'une maniere compacte
cette caractérisation.

Pour obtenir aprés une transformée de Fourier quaternieniiiyerse (TFQI) une fonction quaternio-
nique pour laquelle la partie réelle est nulle, c’est a dire image couleur, I'espace de Fourier quaternio-
nique doit respecter certaines conditions. Linformatgpectrale est décrite par des quaternions a priori
quelconques, elle est donc de la forme suivante :

en un point du spectre de coordonnées fréquentiéllgs), aveco €] — &; ¥ etp €] — &; 5 et (M, n)

étant la taille de I'image.

La TFQ inverse est donnée par :

flm,n] = %ZZ@W(%%%)F[O,;)] (3.66)
o p

ou p = pyi + p;j + ik est le quaternion unitaire pur donnant la direction de Igs® Comme nous
allons le voir, ce quaternion pur a une influence sur I'orgatidon des informations dans le domaine fré-
guentiel, c’est pourquoi dans la trés grande majoritégaitection est associée a I'axe des gris permettant
de séparer I'information en une information fréquentieléeluminance et une information fréquentielle de
chrominance.
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Décrivons sous quelle condition la composante régllest nulle aprés TFQ inverse. En développant le
calcul, nous obtenons la relation suivante :

frlm,n] = \/ﬁ ZO: Zp: [cos <27T <% + %)) F.[o, p]

— sin <2W (% + %)) (niFilo, p| + pjFjlo, p] + uka[om])] (3.67)

On constate par la suite que pour obtenir une image coyléavecf, = 0) il est nécessaire que.[0,0] =

EM S =0etpourtoub € [1; & —1]etp e [1; 5 —1]:

Fr[_07 _p] = _Fr [pr] (368)

Il faut de plus, pour toub € [0; 2] etp € [0; 5] :

F;[—o0,—p] = Fo, p]

p| = Fjlo,p] (3.69)
F[—o0, —p] = Fi[o, p]

Tout logiqguement, on retrouve ainsi une propriété équntal@ celle déja connue avec I'analyse de Fourier

complexe, a savoir que le spectre quaternionique d'uneencagleur contient I'analogue d’'une symétrie
anti-hermitienne. Etudions maintenant I'informationtgerpar le coefficient spectral.

-
R
o

|

3.3.2.3 Interprétation du spectre quaternionique

Nous avons proposé différentes pistes pour donner un@igtation de ce que représentait I'information
décrite par les coefficients du spectre :

— Décrire le spectre quaternionique avec la représentatipanentielle (nous retrouvons une approche

similaire dans [9]).

— Procéder a une analyse des atomes élémentaires [64] .

Sangwine et al. proposent de décomposer chaque coeffigeatral en deux parties, I'une simplexe
et l'autre perplexe, afin de séparer l'information de lumsité de celle de chrominance [205, 82]. Nous
décrirons aussi cette approche.

Interprétation du spectre quaternionique avec la notationexponentielle. On peut essayer d’exprimer
le spectre de Fourier en utilisant les notions de phase, dhulm@t d’axe qui caractérisent la notation
exponentielle d'un quaternion. Rappelons que pour unedoomiée fréquentielle donnée, le coefficient de
Fourier appartient &, F[o, p] = qo + iq1 + jg + kg3 alors il existe un réep etv appartenant &, N H!
tels que :

Flo,p] = q = |q|e"? (3.70)

Le quaterniorv est I'axe associé &|o, p|, et le réelp son angle.

Classiqguement, dans le cadre de I'image, se pose le proldénte représentation graphique du spectre.
Par la suite, on représente le logarithme du module de Iaftranée de Fourier quaternionique comme
cela est utilisé dans les visualisations de spectres. Bqhrdse et pour I'axe de la transformée de Fourier,
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il faut pondérer ces informations par I'amplitude du modgdeur des problémes d'instabilité des valeurs
numeérigues de phase et d’axe). La phase étant exprimée-entteet 7 /2, la maniére la plus simple pour
la représenter est de I'intégrer dans la composante desTdim espace couleur HSV. Enfin I'axe est quant
a lui codé sur trois composantes couleur d’un espace RVBesirun quaternion pur. Décrivons maintenant
ces trois informations.

Le moduleSon interprétation ne présente pas de difficulté car ellelestique a celle que nous connais-
sons lorsque nous effectuons une transformée de Fourigrleren Elle correspond bien a une description
de I'énergie suivant les fréquences spatiales.

La phase et I'axell existe quelques propositions dans la littérature [82, 62

Notons tout d’abord que lorsque la direction de la TFQ esi@és a un vecteur couleur perpendiculaire
aux couleurs contenues dans I'image analysée, I'anglaolgar la TFQ reste le méme et correspond a la
couleur verte. Ce vert correspond a un angle g&qui est la valeur limite de la fonctioarctan, donc quand
I'information de phase n’est pas pertinente. Par exempkdirection de la TFQ egi = i (donc associée
au rouge) alors pour les images bleue, verte et cyan, imagesldsquelles aucun pixel n’est fonction du
«rouge », I'angle apparaitra avec une valeur de.

Si nous choisissons la direction d’analyse de la transferded-ourier suivant I'axe des niveaux de gris, il
est possible d'avoir un peu plus d’information sur ces deations. Nous proposons de reprendre I'exemple
construit par Ell et Sangwine[82] qui effectuent une transiée de Fourier quaternionique de direction
Lgris SUr une image comportant un fond uni de couleur jaune satlarénditieé de la valeur maximale, et
un objet carré dont la couleur est opposée dans I'espacewddBV a celle du fond, soit le bleu, lui aussi
a moitié saturé. Nous ajoutons une deuxiéme image qui estraiie comme la premiére mais avec les
couleurs inversées. les résultats sont présentés surta 8d2a.

La vue du module nous montre une forme de lobe caractémstigune impulsion, donc elle est cohérente.
Puisque la direction d’analyse est I'axe des gris, on olesquwil n'y a pas de couleur verte associée a la
phase. On remarque également les oscillations des valeynsasde et d’angle suivant la direction attendue,
a savoir une direction « Sud-Est» correspondant a I'axessjuiel se situe le petit carré en haut a gauche. La
deuxiéme figure montre gu’en échangeant les couleurs daregé d’origine on ne change pas le module,
ni méme l'orientation des oscillations de phase et d’axemerattendu. De plus, on constate que la phase
obtenue avec la deuxiéme image présente des oscillationpl&mentaires a celles obtenues avec la pre-
miére image, ce qui est cohérent car les couleurs analysédéa PFQ sont complémentaires. On observe
le méme comportement entre les deux vues de I'axe. Nous aertsune traduction cohérente du contenu
colorimétrique dans ces trois informations. Cependansglee I'on veut aller plus loin et extraire une in-
formation a partir des deux mesures de phase et d'axe (aigsavail qui a été notamment mené durant la
thése de F. Petit [179]) les résultats sont décevants. Jaeeconstations restent fragiles et empiriques et,
a notre connaissance, il n’existe pas une propositionfaaésite dans la littérature.

Analyse par atomes élémentaires. Notre deuxiéme stratégie pour proposer une interprétaliospectre
guaternionique consiste a raisonner en termes d’atompwestaires. Ceci permet d'illustrer simplement
quelle fonction "‘couleur™ se traduit dans le domaine fréqtiel par un unique coefficient non nul (en res-
pectant les symétries exposées précédemment). En satialin point dans le domaine fréquentiel par une
valeur, on veut interpréter le résultat obtenu dans le doenspatial aprés transformée de Fourier inverse.
Nous nous intéressons tout d’abord a la composante réelgpekire (initialisation dev,). Afin de
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(b)
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FIGURE 3.24 — Images originales (a) et (e) ; leur module (b) et (fur lghase (c) et (g) et leur axe (d) et (h)
parla TFQ
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respecter les symétries du spectre couleur, un atome égingeest défini dans le domaine fréquentiel par :
Flo,p| = K;.000p 0, P] — Kr—o,—p, [0, P]. Aprés un calcul simple de la TFQ inverse, on constate que cet
atome correspond dans le domaine spatial a :

flm,n] = 2u(K,)sin (277 (% + ]%)) (3.71)
La partie réelle dans le domaine spatial est donc bien nulleqpe f/ est égale a une sinusoide multi-
pliée par un quaternion pwr. On constate ensuite que I'information codée dans la pa¥éite du spectre
guaternionique est associée aux évolutions impairesséate’oscillation dépendant bien évidemment des
coordonnées fréquentielles de l'initialisation) ponééréar la direction d’analyse donc suivant les trois
composantes couleur.

Nous pouvons faire le méme calcul sur I'une des parties in@@ise avece = i,j ouk : Flo,p] =
e.(Ke.000,po [0, P] + Ked—oy,—polo, p]). OnN Obtient :

flm,n] =e [2(Ke) Cos <27T <% + 1%))] (3.72)
On constate de nouveau que la partie réelle dans le domaatielsgst nulle et que la partie associée a

capte les évolutions paires suivant la composante coussacae a la partie complexet ceci quelque soit
la direction d’analyse de la TFQ.

Pour résumer :

— L'atome associé a une composante imaginaire dans le spsttune variation paire dans le domaine
spatiale sur la couleur associée. Donc un Dirac dans le aenfeéquentiel sur une composarite
donnera une variation de couleur suivant la composattaes le domaine spatial. Il apparait également
que la directiori. n'a pas d’influence lors de l'insertion d’'un dirac dans lemposantes imaginaires
de I'espace d'insertion fréquentiel.

— Une initialisation avec un Dirac positionné sur la compbsaéelle de I'espace fréquentiel, il en
résulte une variation spatiale impaire de couleur suivadiriection donnée par la directign

Bien sdr étant donné la linéarité de la TFQ, ces principesgsémglisent en présence de plusieurs atomes,
auquel cas les couleurs obtenues respectent la loi de laesmadditive.

Nous illustrons sur la figure 3.25 l'initialisation du specavec des images en couleur dans I'esfZes .

(a) (b) (©) (d)

FIGURE 3.25 — Exemples d'initialisation : (a) init aved.um F;[o, p| = K; etF;[—o, —p| = K; (b) initavec
MLum FZ[07p] = K, Fk[oap] = Kk, E[_Ov _p] = K; etFk[_Ov _p] = K (C) init aveCurum = %:

F.lo,p] = K, etF,[—o0, —p] = — K, (d) init aveCirragenta = %, F.lo,p| = K, etF,.[—o,—p| = — K,
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Pour la partie réelle, on remarque donc que la variation déeao obtenue est fonction de la direction
donnée a la transformée de Fourier. Par exemple, si la idinegtvaut (i + k)/+/2, le résultat sera une
variation impaire sur les deux composantes k (figure 3.25). Ceci équivaut a une variation avec autant
d’'amplitude dans le rouge que le bleu soit, d'aprés la swetla@ditive, le magenta.

Interprétation du spectre quaternionigue en y associant lminosité et chromaticité. Une derniére fa-
¢on d’'analyser le contenu fréquentiel obtenu par la transfe de Fourier quaternionique a été proposée
par Sangwine et al. [82]. Elle consiste a séparer les caafficidu spectre en utilisant les notations paral-
léle/perpendiculaire.

Tout coefficient du spectré’ a la coordonnée spectrdle p| peut étre séparé en une partie parallele et
une partie perpendiculaire a I'axede la transformée en utilisant la décomposition symplaetiq

F[07p] = F]\[07p] +F [0,]9] (373)

décrite précédemment. Dans la suite nous notoas quaternion imaginaire pur orthogonal.de quater-
nion pur unitaire associé a cette décomposition symplaetiq
Cette derniére équation peut s’écrire sous forme polaire :

Flo,p|] = Ajo,p] exphfilorl 4 4 [0, p] expH?? op] (3.74)

A partir de cette expression, Sangwine et al. développeam [B2] une interprétation du spectre. Pour
alléger les notations, nous omettons les coordonnéeseinéiglies|o, p]

Sil'on raisonne par rapport au domaine spatial et donc agpbcation d'une TFQ inverse, les parties
paralléle et perpendiculaire du coefficignio, p]| multiplient les fonctions exponentielles de la transfoemé
de Fourier quaternionique.

La partie paralléle interagit avec les exponentielles dealasformée sans changer son axe :

exp [u(am + Bn)] Ay exp 6] = Ay exp [u(om + B + 6))

oua = (2mo)/M et = (2wp)/N sont les fréquences horizontales et verticales. La pfaest donc
simplement celle de la partie parallelet est son amplitude.

Ensuite lorsque que I'on multiplie les exponentielles dedasformée par la partie perpendiculairee?2 v,
on obtient (ceci seulement parce quest perpendiculaire @) :

exp [u(am + Bn)] A1 exp [ub2] v = A, exp [u(am + fn + 62)] v

Ainsi comme la direction de la transformée de Fourier @éisst iciu = 114,45, I'angle 6, représente I'angle
initial du vecteun qui est perpendiculaire au vectgurCommer tourne autour dg, il définit un plan. Pour
rappel, nous nous plagons apres calcul de la transformégeFowerse, nous raisonnons dans le domaine
spatial. Dans ce cas, un plan perpendiculaire a l;axgui est I'axe des gris, va correspondre a un plan de
chrominance. Nous retrouvons alors la notion de cheminecouhtroduite dans le cadre des complexes :
I'angle 6, correspond a la valeur initiale du chemin couleur dans ae gidachrominance et | matérialise
I'amplitude de la rotation.
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Avec cette approche on analyse le contenu de l'informatiéguentielle avec des vecteurs qui effectuent
des rotations dans I'espace couleur. Ces rotations peétrentaractérisées par des chemins couleur comme
nous l'avons vu précédemment puisque 'on effectue legioo sur le plan de chrominance. La théorie de
Mc-Cabe[155] est alors utile pour appréhender la constmicte chemins couleur qui sont des sommes de
chemins de bases. C'est ce qu’ont proposé de développerdt[a2].

Cependant, comme dans le cadre de la TF complexe, cetteigatibél reste peu aisée a manipuler dans
un souci d'analyse.

3.3.2.4 Applications de Fourier quaternionique

A notre connaissance, on ne peut trouver dans la littérafueequelques applications dans lesquelles est
utilisée la transformée de Fourier quaternionique. Linfation fréquentielle contenue dans le spectre qua-
ternionique est par exemple utilisée en tatouage d'imageénique [18, 19]. La TFQ a aussi été utilisée
pour calculer des corrélations d'images couleur [204, 188).

On peut construire de simples applications de filtrage emittant directement sur le spectre, a travers
un fenétrage. Ceci a permis ainsi de développer des apprdettgpe décomposition de Gabor par fenétrage
Gaussien de la TFQ couleur [250]. Dans cet esprit, noudrifias sur la figure 3.3.2.4 quelques exemples
de fenétrages fréquentielles, et notamment les résultdeos pour un filtrage passe-haut suivant cette
méthode.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 3.26 — Résultats du filtrage quaternionique passe-hautim@ge couleur simple; (b) résultat du
passe-haut (image représentée avec une inversion desiuléc) détails des contours des rectangles
vert et blanc ; (d) détails des contours du cercle rouge etuddrijatére bleu. On remarque que le filtrage
fréquentiel préserve les couleurs des images originales.

Nous constatons que ce filtrage conserve les couleurs dgssmaginales et que le contenu haute-fréquence
est bien isolé du reste des images. En effet les contouredesgles, du cercle et du quadrilatéere sont de la
méme couleur que dans I'image originale. Puisque nous asilis® un simple fenétrage dans le domaine
fréquentiel et, méme si le produit fréquentiel n'est pasvédent au produit de convolution spatial avec les
guaternions, nous remarquons qu'il apparait un type déote équivalent a ceux introduits par un fenétrage
fréquentiel par une fonction porte sur des images en nivdawxis. De plus, on constate que les oscillations
induites par notre fenétrage fréquentiel varient entredeseurs originales des images et leurs complémen-
taires (en synthése additive). On illustre ainsi I'intétption du spectre dont les coefficients traversent des
chemins elliptiques sur le plan chromatique tandis qu'dsdgnt & peu prés la méme clarté. En effet, la
direction utilisée ici est 'axe des niveaux de grig;s.
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De nouveau, comme nous l'avions présenté pour la transéodaé-ourier chromatique, nous pouvons
définir une décomposition en ondelettes quaternioniqukeaoen utilisant directement un fenétrage dans le
domaine fréquentiel. Nous rejoignons en cela les travauabor. Cependant, la difficulté d'interprétation
des coefficients que I'on vient d’exposer reste présentenitrage n'y change rien. Les auteurs qui décom-
posent I'image couleur la transformée de Fourier quatargiee et Gabor utilisent tous, & ma connaissance
le module des coefficients. Nous proposons en annexe de ceire@me construction originale d’un banc
de filtres quaternionique reconstructible qui est une anaeiere de définir une analyse par ondelettes pour
les images couleur dans le cadre des quaternions.
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FIGURE 3.27 — Compression de I'image Flowers a partir d'une décaitipa en ondelettes quaternionique
couleur adaptée (a) Image originale (b) Axe utilisé pourdadformée (c) Décomposition en ondelettes (d)
Image reconstruite

Nous allons maintenant proposer et étudier différentesogpps utilisant les algébres de Clifford pour
analyser les images couleur, qui sont actuellement lesitigfin les plus avancées en ce qui concerne
Fourier pour les images couleur.

3.3.3 Approche fréquentielle par algébres de Clifford poures images couleur

A notre connaissance, la premiére transformée de Fourimialdans le cadre des algébres de Clifford
a été proposée par Brackx et al. [28, 29] avec une étude gt pour les fonctions bidimensionnelles.
Revoyons brievement cette approche.

131



. Chapitre 3
Quaternion et Couleur P

3.3.3.1 G, etimages couleur

On définit la Transformée de Fourier Cliffordienne Contiile(TFCC2D) sur des vecteurs fitg en se
basant sur [28, 29] par :

F(u) = /R expTU) £(x)dV (x) (3.75)

avecu la composante fréquentielle xeta composante spatiale.

Lorsque I'on travaille en 2D on choisira les vecteurs- ue; + ves €tX = xeq + yes. L'exponentielle
du produit externe s’exprime donc parp"™* = cos(uy — vx) + sin(uy — vr)ero €t est constituée d’'une
partie scalaire et d’'une partie bivectorielle.

D’une vision plus numérique, I'équation peut s'écrire :

F(u,v) = Fyee [f)(w,v0) = /R /R expCrE=DeR) £ ) dady (3.76)

On peut noter que les expressions des transformées presentgaravant étaient basées sur un produit
scalaire, a savoir que I'équivalent ddRs est un noyau de la transformée qui s'écrit

eXp27r(ua:+vy)612 _ eXp27r(u.X)612

. Dans la transformée de Bracks et al. il est utilisé le prioeyiérieur. L'une des idées sous-jacentes est
d’introduire I'analyse de Clifford dans le noyau de Fourgr remplacant I'opérateur "exponentielle” a
valeur scalaire par un opérateur "exponentielle" a valansdalgébre de Clifford.

Bien s(r dans le cadre des images numériques, la transfataiéétre discrétisée. Nous proposons de
définir tout simplement la transformée de Fourier Cliffertie discréte (TFCD) de Bracks comme suit :

M—-1N-1
Flo.r) = Fs o] = < 30 3 expler(i5)22) sl (3.77)
m=0 n=0
La transformée inverse est donnée par :
| M-IN-1
flm,n] = Fo-[f][m,n] = AN Z Z exp(_Qﬂ(%_pW)812) Flo, p) (3.78)
0o=0 p=0

Pourtant, I'algébre géométrique n'est pas naturelle pour représenter une image couleurtraesux
de Bracks sont présentés dans le cadre des fonctioR$ dersRs.

Si I'on veut quand méme utilis&f, pour coder I'information couleur d’'une image numérique peit
par exemple au point de coordonnées n| introduire la fonctionf égale a:

flm;n] = frlm,nleo + folm, nler + folm, nles

ou les fonctionsf,, f, et f, correspondent a chacune des composantes rouge, verteietdadimage.
Cependant cet encodage de l'information couleur sur llalgés,, interdit I'utilisation des transformations
géométriques couleur que nous avons rappelées. En effevpéeations, comme les projections, les rota-
tions, les réjections ainsi que les translations ne sonnidéfdans les algébres géométriques que pour des
multivecteurs simples, c’est a dire s’exprimant sur un granique de I'algébre. Le choix effectué ici code
I'information rouge sur le grade 0 et les informations vetéleue sur le grade 1 de I'algébre et empéche
donc I'utilisation de telles transformations.
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Cette non homogénéité dans le codage de I'information aoal@ussi des conséquences dans la traduc-
tion des informations dans le domaine spectrale aprésoramdge de Fourier. En effet par simple calcul on
peut voir que les parties scalaires et bivectorielles soniguement réservées a la description des variations
de la composante rouge avec les variations paires de la camigorouge sur la partie scalaire du spectre et
les variations impaires seront décrites par la partie bhiveddle du spectre. Les parties vectorielles décrivent
gquant a elles les variations pour les composantes verteee Ihais les variations paires de la composante
verte seront mélangées avec les variations impaires dedpasante bleue sur la premiére partie vectorielle
du spectre alors que ce sera l'inverse sur la seconde padierielle.

Pour lutter contre ce probléme de non homogénéité dansdaplean de I'information couleur, on peut
envisager d'utiliser un espace Luminance-Chrominance :

f[m7n] = fL[m7n]60 + fc1[m7n]el + fCQ[m7n]62'

Nous n’avons pas poursuivi I'analyse de cette stratégies maus nous sommes plutbt tournés vers
I'étude de l'algebre géométriqug; qui présente beaucoup plus d’avantages @uédans la manipulation
ainsi que I'analyse des couleurs.

3.3.3.2 Gs etimages couleur

Tout d'abord, si nous reprenons les liens existants engrguaternions et I'algébrés (pour mémoire
les éléments pairs forment une sous algebr&glgisomorphe &), une solution simple pour généraliser
la transformée de Fourier au cadre des algébres géométniguient a coder 'information colorimétrique
de lI'image sur les trois parties bivectorielles d’'un mudtiteur degs, et dans ce cas, une transformation
de Fourier peut étre définie comme utilisant les bivectear§sd par une identification directe avec celle
définie avec les quaternions (equation 3.64). L'analyseatiiaine fréquentiel est donc identique et nous ne
reviendrons pas dessus.

Dans cette partie, nous allons revoir la nouvelle transéermde Fourier appliquée aux images couleur,
utilisant I'algébre géométriqu@; que nous avons décrit notamment dans [62]. La maniére danéseodée
la couleur préservera la possibilité d’effectuer des fiansations géométriques sur les vecteurs couleur. En
effet, une couleur va étre considérée comme un 1-vecteds.de

On codera donc limage par une fonction @& — Gz avec f[m,n| = frlm,nle1 + fa[m,nles +
fBm, nles pour une image RVB. Ave¢r, f¢ et fp les trois fonctions représentant les composantes cou-
leurs dans I'espac®V B.

On peut trouver différents travaux proposant I'extensieradtransformée de Fourier da@$ a travers
I'utilisation du pseudoscalaire. Ces travaux ont été menéépendamment dans des cadres différents :
nous avons mené cette réflexion pour la problématique dermant des images couleur (cela rejoint aussi
les travaux de Mawardi [154]), Ebling et al. ont construitrinsformée de Fourier pour la manipulation de
champ de vecteurs [77] (comme pour le produit de convolutibous ces travaux obtiennent la méme forme
pour la transformée, a savoir pour une image de dimengior N, nous définirons la « transformation de
Fourier Cliffordienne couleur » darg discréte (TFCG3D) par :

Pouro=0,...M —1letp=0,....N —1

M-1N-1

Z Z exp_zml%(%“_;) flm,n] (3.79)

m=0 n=0

F[07p] = \/ﬁ
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o etp étant les coordonnées dans le domaine fréquentiel tandis.ain sont les coordonnées dans le
domaine spatial.

On observe que le noyau de la transformée est différent dé della définition proposée par Brackx
[28, 29], en effet ici, on revient a la définition classiquerespondant au produit scalaire.

Comme pour la plupart des transformées de Fourier hyperdess®[86, 81, 177, 77], il est possible
d’effectuer la transformation de Fourier Cliffordienneutaur définie précédemment en utilisant des trans-
formations de Fourier complexes rapides classiques, argdg découpage en une partie parallele et une
partie perpendiculaire.

Puisque I'élément de 'algébre géométrique du noyau estdegoscalaire;,3 et que dangj; c’'est un
élément qui commute avec tous les autres, la transforméeutéeFainsi définie conserve de nombreuses
propriétés (on not& la TF définie par I'équation 3.79) :

— lalinéarité : sif (x) = a.f1(X) + Bfa(x) alorsF{f}(u) = aF{f1}(u) + SF{f2}(u);
retard : sify(x) = f(x — a) alorsF{f;}(u) = e~ “128UXF{ f1(u);
facteur d’échelle : si € RT et f,(x) = f(ax) alorsF{f,}(u) = FF{f}(¥);
shift : siug € R3 et fo(X) = f(x)e“123%0X alors F{ fo} (u) = F{f}(u-uo);
dérivée F{7f}(X) = erasuF{f}(u);
théoréme de convolutionZ{ f1 = fo}(x) = F{f1}(u)F{f2}(u).

Afin de bien comprendre cette nouvelle transformée, le plaple est de décomposer cette transformée
en différentes transformées complexes élémentaires.detayiil suffit de faire des regroupements judicieux.
Par exemple si I'on prend la partie deassocié ao3 ete; :

1 om | pn
Flo, = exp~2reizs(FP+5) m,nless + fie 3.80
[0, p] m; p (faz[m,nleas + fieq) (3.80)
1 —27T8123(m+ﬁ)
= ex MTN m,nleias + fi)e 3.81
m; p (f23[m, n]eias + f1)ex (3.81)

(3.82)

Par identificatiore123 — 4 on retrouve une transformée de Fourier complexe classippiec en effec-
tuant plusieurs fois ce type de regroupement, on obtieatifiée suivant :

Flo,p] = S [fo + fiazei23] [0, p]1 + Fe [f1 + faze123] [0, pler

(3.83)
+ Se [f2 + fare123] [0, plea + Fe [f3 + fize123] [0, ples

avecg. la transformée de Fourier classique.

Cette formulation est bien utilisée pour accélérer lesutalavec I'utilisation de I'algorithme FFT. A
partir de cette formulation, nous constatons immédiatérgae si on découpe I'information couleur du
pixel f de coordonnées: etn en trois composantes, rougen,n| = fi[m,n|, vertevjm,n] = falm,n|
et bleueb[m, n] = f3[m,n], alors la transformée de Fourier couleur est équivalenteisittansformées de
Fourier classiques appliqguées sur chacun des plans cogleufon recombine ensuite :

F[O,p] = gc [fl] [0,}7]61 + gc [f2] [0,]?]62 + SC [f3] [0,]9]63

De cette constatation, on peut caractériser rapidemerdetre couleur. Tout d’abord le spectre ne
contient pas d'information sur ses parties scalaires edtorielles. Par contre I'information de couleur
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est séparée sur la partie vectorielle pour les variatioiegpet la partie bivectorielle pour les variations
impaires. On voit aussi que chacune des variations impdé&estes dans la partie bivectorielle est associée
a la composante duale de la partie vectorielle. Autreménbgliest associé &, e3; est associé # etes
est associé #3. Chaque composante couleur est donc traitée de la méme dagsnle spectre ce qui est
déja completement différent de ce que nous avions constetéla transformée de Fourier Cliffordienne
dansgs.

La conclusion est que cette transformée de Fourier Cliféomk qui utilise la partie pseudoscalaire dans
le noyau de I'exponentielle est donc équivalente a une fivsemge de Fourier marginale qui consiste a
appliquer une transformée de Fourier complexe sur chagugasante couleur. Ceci limite bien slr son
intérét.

On peut alors s'interroger sur l'utilisation d'un autrer@int dans le noyau de I'exponentielle, a savoir
par exemple un bivecteur. Ceci fait I'objet de la sectiowvauie.

3.3.3.3 Une transformée de Fourier couleur utilisant,

Nous allons étudier dans ce dernier paragraphe la verspndaécente de la transformée de Fourier qui
a été proposée par nos collegues de La Rochelle dans [20hfierpl’origine a une vision assez formelle,
nous proposons ici un bref résumé en mettant en avant sigtprincipe.

L'idée de départ est la constatation que la transformée dedfacomplexe 2-D d’'une fonction a deux
variablesf : x — f(z,y) qui s’écrit donc :

+oo +oo
F(u,v) = /_ /_ f(z,y) exp(—i(uz + vy))dzdy (3.84)

peut, si I'on introduit le formalisme de I'algébre de Clifh s'interpréter comme une rotation dans le plan
complexe.
Dans le cadre de I'algebre de Clifford, la fonction a valegedles va étre plongée daRs  par :

f : (m,y) — fr(xvy)el —|—0.€2

avecf, la partie réelle, et la transformée de Fourier s'écrit :
+o00 +o00 1 1
F(u,v) = / / [cos(i(ux +vy)) + ez sin(i(ux + vy (fr(x,y)er + 0.e2) (3.85)

1 1
cos(—i(ux +oy)) + ern sin(—§(ux + vy))dxdy

Cette transformée se lit comme une rotation d&gg qui s'écrit :

T — 7 lar (3.86)

avecr = cos(2 (uz +vy)) + e12sin(3 (uz + vy)) correspondant & la somme d'un scalaire et d’un bivecteur
donc des éléments de grade paigst un spineur dR o.
Nous avons vu qu’un pixel couleur se code fort logiquemensdg ( par :

f : (m,y) — f?"(x7y)el + fg(x7y)62 + fb(xvy)eii

I'idée proposée par T. Batard [20] pour étendre la transéermie Fourier couleur est d'utiliser I'écriture
adaptée aux rotations dai$. De nouveau, nous avons vu que les rotations @anss'écrivent :

T — T_ll‘T
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avect correspondant a la somme d’'un scalaire et d’'un bivecteuc des éléments de grade pairgst

un spineur deRs . L'exponentielle de la transformée de Fourier va corredpsia la somme d'un scalaire
et d’'un bivecteur, et non a la somme d'un scalaire et d’'unerectcomme dans la version de Sangwine.
Finalement la transformée de Fourier pour les images coplengées danRs; o va s’écrire :

+00 +00
F(u,v) = /_ /_ exp(g(uw +oy)) f(z,y) exp(—?(um + vy))dxdy (3.87)

avecB un bivecteur de norme 1.

Cependant pour des contraintes d'implantation, les coliégle La Rochelle ont plutdt considéré le
groupe Spin(4) que le groupeSpin(3) (ayant pour conséquence la séparation en deux transforteées
Fourier complexes permettant I'utilisation de la FFT).

De ce fait, dans la suite, une image couleur est considérémeaine applicatiorf deR? a valeurs dans
la partie vectorielle dgs = R4 :

f : (a:,y) — fr(mvy)el + fg(xvy)EQ + fb(l',y)eg + O64 (388)

La composante sur; est nulle, de la méme fagon que pour une fonction réelle Igpogante imaginaire
est nulle.

En conséquence la transformée de Fourier couleur va utiliseélément pair de I'algebri, o pour
construire le Spineur. Pour comprendre la formulation &énabus reprenons les détails $lurin(4) donnés
par exemple dans [94] (référence permettant de décortigsilifférents concepts). Tout élément pajrde
I'algebreR, o est de laforme = xgl+z1e1ea+a2e1e3+w3e1e4+ 216263+ T5e2e4+T6€3€4+T7€1€2€3€4.
On note

1= €1€9 j — €9€3 k= €1€e3 i/ — e4€3 j/ = e4€1 k’, = €4€9 I= €1€2€3€4

d’ou les relations
ij=k jk=i ki=j i*=-1 j*=-1 k*=-1

il=li=4 jl=0j=j ki=Ik=F
On en déduit que tout élémentde Spin(4) s'écrit sous la forme :

z=u-+Iv

ouu etv sont des quaternions tels que + vv = 1 etuv + vu = 0
Dans ce cas la transformée de Fourier couleur pIongéeﬁR@{m s'écrire :

+o0 +00
F(u,v) = /_ /_ exp(el2g4B (ux + ’uy))g(uw +vy)) f(x,y) (3.89)

—e1a34 B

5 (ux + vy)) exp(—?(um + vy))dxdy

avecB un bivecteur de norme 1. De nouveau on constate qu'’il fautidéfine direction d’analyse. Simple-
ment nous sommes passés d'un vecteur dans la définitionrgjaaigue a un bivecteuB correspondant

a un plan. Le produiti934 B correspond au plan orthogonaldansR?. Batard et al. montrent que la
définition de la transformée de Fourier proposée, sous saefgénérale, permet de retrouver les deux
transformées de Sangwine et Biilow [20].
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SilI'on analyse précisément la transformée ainsi définiasmetrouvons le principe de la séparation de
la transformée en deux transformées complexes

N-1
1 2B7(mo+np) —2Bn(mo+np)
Flopl= Y ¢ v fllplhmle™ = (3.90)
m,n=0
N-1
2e1934 Br(motnp) —2e1234 Br(mo+tnp)
+N Z e N fH81234B[n7m]6 2N
m,n=0

Nous indiquons sur la figure 3.28 une visualisation géompédrde la séparation ainsi faite. Nous constatons
gue de nouveau nous retrouvons le principe de la transfod@&eurier chromatique. Prenons I'exemple le
plus immédiat : sB = ¥ A ey avecd I'axe des gris alors dans ce cacorrespond &||y et nous retrouvons
exactement la transformée exposée en début de chapitre.

FIGURE 3.28 — Visualisation géométrique de la transformée de Epdangj,

Comme pour les autres transformées, nous pouvons appliquEmétrage dans le domaine fréquen-
tiel. Nous reprenons par exemple ici les expérimentatioeaéas par nos collegues de La Rochelle [20].
La figure 3.3.3.3 montre le résultat d'un filtrage directiehri’'image originale est I'image de gauche.
Le bivecteur choisi pour paramétrer la transformée st e; A ey4 correspondant a la couleur rouge.
Le masque utilisé dans le domaine de Fourier paralléle vaur@'ensemblef|arg(z) — 7/2| < e} U
{Jarg(z) + 7/2| < e}. et 1 ailleurs. On peut voir sur 'image de droite que lesdigmouges ont disparu
alors que les lignes vertes (qui sont dans la partie ortrelgdne sont pas modifiées.

Notons pour finir que les auteurs proposent que la métrigilieéat dans le calcul de la transformée
de Fourier se soit pas forcément la métrique euclidiennes@ea cas, la définition du bivecteely3, B
correspondant au plan orthogonaBava étre modifié en fonction par exemple du contenu de I'image.
principe d'une adaptation de la métrique a l'informatioredion cherche a analyser se retrouve dans de
nombreuses applications, notamment pour le traitemenintkeges hyperspectrales. Par exemple, dans le
cadre de la thése de S. Rousseau [196](these financée pa’pridGs avons mené une réflexion sur une
notion de métrique adaptée pour la segmentation d’imagesrsyectrales [197].

Enfin, nous appliqguons le méme type d'expérimentation que les transformées précédentes, a savoir
la définition d’'une transformée en ondelettes en utilisasiiens exprimées précédemment entre cette nou-
velle transformée et la transformée chromatique d’origibe nouveau, je reprends une expérimentation
développée dans le cadre du Workshop sur les algébres gépmét[42]. Nous illustrons sur la figure 3.30
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FIGURE 3.29 — Image originale - Image apres filtrage directionmélde [20]

la décomposition obtenue en utilisant le bivectéur= e; A e4 correspondant a la couleur rouge. Nous
constatons que la décomposition met bien en évidence lasnafions liées majoritairement au rouge.

ar exemple, nous présentons sur la figure 3.23, une expéatimenque j'avais développée dans le cadre
du Workshop sur les algébres géométriques qui a eu lieu a thelle en 2009 [42].

FIGURE 3.30 — Décomposition en ondeletigs$ couleur de I''mage Flowers

Cette nouvelle transformée a permis d’introduire une agpr@énéraliste et unificatrice. Toutefois, au
travers des expérimentations exposées ci-dessus, nos&mms qu'en terme numeérique, aucune infor-
mation supplémentaire en termes d’'analyse n'est appdrididisation de ces nouveaux formalismes de-
mandent, tels gu’ils sont présentés dans ce chapitre, @deanombreux approfondissements.

Nous proposons en annexe de ce mémoire une proposition geemions faite concernant la construc-
tion d’un banc de filtres quaternionique pour les imagesaouNous réutilisons pour cela la définition de la
transformée de Fourier quaternionique de Sangwine. Cetigtruction fait le lien avec le chapitre suivant,
puisqu’il nous permet de faire le point sur les décompasitien ondelettes utilisant ces nouveaux forma-
lismes et qu'il utilise une démarche purement signal, t@sé&éments composent entre autre le chapitre
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suivant.

3.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter les travauxésdans le cadre de I'utilisation de formalismes
algébriques pour analyser et traiter les images numéricpglgur. J'ai créé et animé cet axe de recherche
dés mon recrutement au sein du département XLIM-SIC. Il avéEson implication scientifique dans de
nombreux encadrements dont deux théses et il a été un élédénateur dans la construction d’'un theme
scientifique transverse au sein de la fédération Pridesujeede recherche est encore trés confidentiel et il
m’a permis d'accéder a des approches complémentaires desclées classiques utilisées en image.

Scientifiqguement, nous avons observé que les solutiondaées ces dix dernieres années consistent
a coder l'information couleur par de simples éléments dgélare utilisée. La manipulation des vecteurs
couleur utilisant par exemple des produits vectoriels aoendes produits matriciels se résument alors a
des opérations simples permettant de manier les élémetitdgddore.

Il existait des travaux antérieurs et c’est pourquoi j aittd'abord rappelé les prémisses de ces approches,
a savoir I'analyse de l'information chromatique grace dillsation de nombres complexes, notamment a
travers la définition d’'une transformée de Fourier « chrigmat» . En effet cette transformée permettait
d'analyser partiellement le comportement des couleurs darespace fréquentiel. Mais malgré les travaux
sur la notion de « chemin couleur » proposée initialementMx@Cabe, nous avons vu que la question de
I'interprétation n’était pas simple.

La nature complétement tridimensionelle de la couleuruataturellement mené a une généralisation
de ces travaux vers un formalisme comportant plus de dimessC’est pourquoi dés 2001, j'ai débuté un
travailsur I'opportunité d'utiliser les quaternions paoanipuler les images couleur, comme il a été proposé
ily a 15 ans par Sangwine. Comme nous l'avons vu les quatssnamntrairement aux nombres complexes,
peuvent décrire complétement une information couleuregample sur leurs parties imaginaires. On peut
alors manipuler un vecteur couleur par de simples opémtiomme le produit. Nous avons alors proposé
différentes ré-écritures d’'opérations couleur a travers lansformations géométriques sur des vecteurs
couleur au moyen de ce formalisme. Parmi les travaux menééartement XLIM-SIC, nous avons pro-
posé une extension du détecteur de ruptures couleur de Sangw

Nous avons ensuite introduit une approche tres récentenevante pour la manipulation des images
couleur a savoir les algébres géométriques. Dans ce ahapiius avons vu gque les algébres géométriques
Gs permettent de manipuler des entités géométriques tellesaplaires, vecteurs, bivecteurs et trivecteurs
de maniére indépendante. Des régles permettent d’'afiemtistins objets au moyen d’'autres et celles-ci sont
régies par les différents produits. De nouveau, nous avanmopé différentes ré-écritures d’opérations cou-
leur en utilisant ce formalisme et construit une nouvellpraphe spatiale de détection de ruptures couleur,
en généralisant celle définie avec les quaternions.

Enfin, dans la derniére partie de ce chapitre, nous avonatdisie la question scientifique qui était le
point de départ de mon travail sur les quaternions : la difinit'une transformée de Fourier pour les images
couleur.

Nous avons tout d’'abord analysé la transformée quatermmienproposée par Sangwine et Ell. Nous
avons vu que malgré les travaux récents sur ce point (notatriezendtres), il existe encore de nombreuses
guestions en ce qui concerne la compléte caractérisatidomaine fréquentiel quaternionique. C’est pour-
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quoi, nous avons développé dés 2005 un volet de rechercleeroamt une transformation de Fourier Clif-
fordienne appliquée aux images couleurs. Tout naturetéemeus avons déployé une solution qui reposait
I'algébre géométriqugs avec l'incorporation du pseudo-scalaire dans I'expomedieti L'étude numérique
de cette transformation a mis en évidence que les compssaétgientielles couleur se séparent suivant les
parties paires ou impaires sur les composantes 1-vedtsriel bi-vectorielles du spectre de maniére indé-
pendante. Cependant cette transformée de Fourier Clidfamd qui utilise le pseudoscalaire dans le noyau
est équivalente a une transformée complexe appliquée aguetcomposante couleur. Nous avons conclu
ce chapitre en présentant les travaux les plus récents ranés dans le cadre de la théorie des groupes
par nos collégues de La Rochelle. Ce travail de nature plé@trique nécessite encore de I'attention sur
sa partie numérique car nous n'‘avons pas pu montrer un apparérique majeur par rapport a I'analyse
simple chromatique décrite au début du chapitre (assooddesiir a différentes projections de I'image sur
des sous-espaces de représentations).

Le sujet exposé dans ce chapitre est un sujet d’étude tréatrétde ce fait il ouvre de nombreuses
guestions. Les techniques apportent une maniére éléganécdre certains probléemes. Cependant, le bilan
nous semble pour l'instant mitigé et méme a travers les évokl les plus récentes, nous n'avons pas pu
dépasser certaines limites dans I'analyse de I'image nouBest pourquoi, nous sommes retournés aux
sources du traitement de I'image, a savoir I'analyse dueigour définir une représentation a la fois adaptée
a un support bidimensionnel mais aussi a la couleur. Cedidhjet du chapitre suivant.

Cet axe portant sur I'apport des algébres géométriquessequiernions pour le traitement d'images
couleur s’est concrétisé a travers le co-encadrement migiention dans I'encadrement de trois theses
[62, 179, 196]. Ce théme scientifique est au coeur de la fBdBBRIDES et se poursuit dans le cadre de
la nouvelle fédération MIRES (Images, Réseau et Sécuridh@ttant de nombreux échanges notamment
avec nos collégues de La Rochelle. Au niveau national, $silgé la co-animation avec D. Tschumperlé du
Greyc une action du GDR ISIS ayant pour sujet les outils nma#ttigues pour I'image couleur, dans laquelle
les algébres de Clifford avait pleinement leurs places.rzoé théme trouve une application a travers une
collaboration contractuelle avec la DGA pour la détectiendéfaut dans les images hyperspectrales. Ces
travaux ont été principalement valorisés dans [64, 37, 35180, 181, 197].
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Dans ce troisieme chapitre, je vais aborder mes travauxaterehe et d’encadrement les plus récents
concernant les décompositions multiéchelles. lls serditaidintersection des deux chapitres précédents et
ils concluent d’'une certaine facon cette partie concertaargcherche d'un outil numérique. L'objectif reste
le méme, a savoir définir une transformée en ondelettes eamrpleinement en compte I'aspect bidimen-
sionnel des images, comme dans le premier chapitre, et &gramit la dimension couleur comme dans le
second chapitre. Le point de départ de ces travaux se siigenda études sur les quaternions et I'algébre de
Clifford, menés a l'origine pour la manipulation de la cauleCes réflexions nous ont amenés a étudier les
travaux de Bulow, Felsberg et Sommer. L'université de Khiptoposé d'utiliser les outils mathématiques
que nous avons décrits dans le chapitre précédent, non pampaipuler la couleur, mais pour généraliser
finement la notion de signal analytique aux images en niveauyris. Etant donné I'importance du signal
analytique dans la construction de différents outils digetr@ent mais aussi dans I'extraction d’information,
ces travaux ont donné naissance a une nouvelle brancheh#gakee au sein de la communauté image, pour
I'instant s’appuyant sur un nombre réduit d'équipes. Enmant, certaines des derniéres avancées n’utilisent
plus l'outillage de départ (I'algébre de Clifford), c’esadleurs notre cas, mais gardent ce soucis de retour
aux sources dans la définition des opérations pour I'imagayérs par exemple, des questions autour de la
notion de fréquence instantanée et donc de phase.

C’est tout logiquement gue nous prenons part a cette réfieafin, notamment, de définir de nouvelles
définitions de transformée en ondelettes qui vont s’effodeecapter au mieux I'information 2-D mais cette
fois, non pas a travers une lecture géométrique mais platdkgxtension rigoureuse 2-D d’outils venant
du signal.

Cet axe de recherche a pris largement son essor a traveevdd mené actuellement par R. Soulard
dans le cadre de sa thése que j'encadre [222]. Je présentarfm de ce chapitre les tous derniers dévelop-
pements et les pistes suivies.

Mais tout d’abord pour décrire pleinement ce nouvel axe daereche, il nous faut retourner 50 ans en
arriere, a travers la définition du signal analytique.

4.1 Signal analytique et ses extensions

Comme nous l'avons indiqué dans l'introduction, nous alcappeler des éléments relatifs a la notion
de fréquence instantanée 1-D et de phase avec pour obmttixéension aux images. Tout en abordant la
notion de fréquence instantanée, nous allons introdusigial analytique . En effet la fréquence instantanée
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se calcule a partir du signal analytique, et finalement dUésjui est le point central dans la modélisation de
I'information. Notre propos va se concentrer suivant denirgs de vue : théorique et pratique, dans le cadre
tout d’abord du signal 1-D. Ensuite nous décrirons les pidtextension de la notion de signal analytique
aux images, et plus généralement aux signaux multi-diroensis.

4.1.1 Rappel sur le signal analytique 1-D

Dans le cadre de l'analyse d'un signal, I'apport rechercliéed représentation autre que le domaine
spatial ou temporel est lié a sa capacité a décrire le signfalglhn compréhensible et adaptée a I'application
concernée. La représentation fréquentielle est par exepmticulierement bien adaptée pour décrire les
sighaux possédant un caractére périodiqgue marqué. Leaugigjue nous rencontrons en pratique sont trés
souvent non-stationnaires. En général pour ce type deémahlinous supposons une stationnarité locale ;
I'analyse spectrale peut se faire sur des fenétres de soéi@@dues sur lesquelles il sera supposé que le
signal est stationnaire. Par la suite se sont développées faire de I'analyse spectrale, des méthodes du
type temps-fréquence qui présentent souvent I'avantage ges nécessiter d’hypothése de stationnarité
locale. Dans le cadre, de I'analyse Temps-Fréquence, unetégstique est prépondérante : la fréquence
instantanée.

La fréquence instantanée La fréquence instantanée est une des grandeurs adaptéda pescription
spectrale des signaux non-stationnaires. Le concept dadnge instantanée se rattache naturellement au
concept plus général de fréquence. Cependant, la notiorégeence instantanée est ambigué puisqu’elle
sous-entend une mesure instantanée sur un signal nomstat® La définition de la fréquence instantanée
est problématique et est a l'origine de diverses interpogts. La définition moderne de fréquence instanta-
née est due a Ville et reprend les résultats de travaux aatséreffectués par Gabor . Le point de départ est
un signal réel exprimé sous la forme la plus classique du jpeivue théorique, a savoir la sinusoide :

s(t) = a(t) cos(op(t)) aveco(t) = wt + 6 (4.2)

Ce signal est défini par trois parameétres : 'amplitugiéa pulsatiorw = 27 f et la phasé. Le probleme
est gu’en pratique on mesure padixé la quantités(¢), ce qui laisse inconnu les grandeurst ¢.

La fréquence instantanée de ce signal est définie comme la dérivée de la phate signal analytique
notéz, associé au signal réel:

- 1d
2z5(t) = a(t)exp’®® et fi(to) = ——¢(t0) (4.2)
2 dt
Nous constatons que la notion de fréquence instantanég&est la définition d’'un signal analytique.
Nous proposons de revoir ce concept.

Un pas important dans la définition de la notion de fréquenstantanée fut réalisé par Gabor qui
proposa une méthode pour associer un signal complexe anal sigl de maniere unique. Cette définition
permit de proposer une définition pour des moments fréqelerdes signaux d'ordre :

[ €12 de
[12(€)[ dé
avecZ () le spectre du signal complexe. On constate dans cette sigegie siZ est remplacé par le
spectre du signal réel alors tous les moments d’ordre patrrads.

(4.3)
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La méthode envisagée pour calculer ce signal analytiquansisté a annuler les fréquences négatives du
spectre du signal et a doubler I'amplitude des fréquencegiyes de maniére a conserver I'énergie du
signal. Le signal complexe, ainsi obtenu est donc appelé le signal analytique assodi@aal réels :

zs(t) = s(t) + JTH[s|(t) (4.4)
ouTH dénote la transformée de Hilbert. La transformée de Fodtigignal analytique est :

Zs(§) = 2H(£)S(§) = S(E)(1 + j(—jsign(€))) (4.5)

ce qui correspond bien a la relation indiquée initialemeat: est I'échelon unité et la fonctiorsZgn" est
définie par :
. -1 sié<O0
sign =
gn(¢) { 1 siE>0
Notons que dans le cadre des définitions précédentes -en0, on est amené a poseign(0) = 0 et
H(0) = 1/2. Nous pouvons constater que la transformée de Hilbert vadpeda forme suivante dans le

domaine de Fourier :

THIs](§) = —jsign(£)S(€)
Le signal analytique associé au signal réel peut s'obtagalegnent par des opérations dans le domaine
temporel, a travers une opération de filtrage :

2(t) :S*((s(t)—l-j%*%) (4.6)
et donc
THIs|(t) = %v.p. / Mdf @.7)

avecv.p. qui désigne la valeur principale de Cauchy de l'intégralees deux signaux et TH([s] sont sou-
vent dits en quadrature puisqu’en théorie ils sont déptases2. Par exempleT'H|cos(27t)] = sin(27t).

Il nous faut maintenant repréciser le lien entre signalyditple et enveloppe et phase instantanées dans
le cadre d’'un signal quelconque. Tout d’abord il nous fawtsnplacer dans le cadre des signaux a spectre
étroit (ce qui aura une certaine importance par la suite).

On dit d'un signal qu'’il est & spectre étroit si on peut traueux quantitésB etwy > 0, telles que

|S(w)| = 0 pour|w — wp| > B (4.9)

Pour des pulsations éloignées de la pulsatipne spectre s’annule. En pratique, cela revient a dire que
le spectre ne s’étend pas jusque O ni jusgu’®. Pour un tel signal, qui serait réel, on va pouvoir consgruir
une représentation suivant le modéle de la sinusoide etfdora@pparaitre cette notion d’enveloppe et de
phase instantanées.

Pour cela, on construit le signal analytique puis on fais®r" le spectre du signal analytiqgue de maniére
a amener cette pulsation a I'origine. Le signal obtenu par ce décalage sur I'axe fefugjel du spectre du

1. Pour mémoire, cela signifie qu’a I'intervalle d’intégeat de I'intégrale singuliére on enléve un intervalle symgéte [zo —
€, To + €] autour de chaque singularité (ici en 0) et que I'on fait terehsuite vers 0 :

+ inf _ —€ _ +oo _
v.p./ Md7' = lim MdT +/ MdT (4.8)

T e—=0 | T T

— inf oo
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signal analytique, s’appelle I'enveloppe complexe duaigle départ,(¢). Etant donnée cette opération de
décalageg, vérifie la relation suivante :

es(t) = e 70t Z (1) (4.10)

Afin de faire apparaitre les composantes en quadrature,uirépere cette enveloppe complexe sous la
forme

es(t) = s1(t) — jsa(t) (4.11)

avec
51(t) = s(t) cos wot + TH[s](t) sin wot (4.12)

et
s9(t) = s(t) sinwpt — TH[s|(t) cos wot (4.13)

Ces signauxs; et sy sont appelés composantes de Rice du signal de départ oleecmmiposantes en
guadrature, car on peut définir le signal de départ a partbedecomposantes. En effet, on peut remarquer
ques(t) = R[Zs(t)] = R[es(t)e0] et donc

s(t) = s1(t) coswot + so(t) sinwopt (4.14)

On remarque que tout signal a spectre étroit peut étre vu eoumsignal obtenu par modulation de 2 por-
teuses en quadrature (cosinus et sinus) par des signaix, dont la largeur de bande est limitéé/a B|.
Ces deux signaux sont les composantes de Rice. De ces t®sudtes retrouvons aussi la modélisation
recherchée, a savoir :

s(t) = a(t) cos(wot + @(t)) aveca(t) = /s1(t)? + so(t)? etp(t) = — arctan s2(t) (4.15)

s1(t)
De ces rappels, on peut aussi retenir qgue numériquementepipectre d’un signal est a bande étroite,
plus I'approximation du signal en quadrature réalisée q@ansformation de Hilbert sera satisfaisante.

4.1.1.1 Lien avec I'analyse de fonction.

Terminons ce paragraphe par une remargue importante camtée qualificatif "analytique" associé au
signalz que nous venons de décrire. Traditionnellement, on qudldiealytique une fonction développable
en série entiére sur son domaine de définition. Un des résfittadamentaux de la théorie des fonctions
d’'une variable complexe est qu’une telle fonction est aitalg si et seulement si elle remplit les conditions
dites de Cauchy-Riemann.

Plus précisément, salt une fonction définie sur un ouvelt de C. NotonsF(x) = u(z,y) + ju(z,y)
avecy = x + jy etu etwv des fonctions a valeurs réelles. On dira que la fonctioest holomorphe, ou de
facon équivalente satisfait les conditions de Cauchy-Riemsiu etv vérifient :

o g ou_ o 19

or Oy Oy Oz
en tout point du domain&. Si F' est holomorphe alors sa partie réell@st harmonique, c’est-a-dire est
solution de I'’équation de Laplace

Pu  d%u

guz + gz = Du=0 (4.17)
et il en va de méme pour la partie imaginaite
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Le signal analytique peut étre considéré comme la restriction au hord 0 d’une fonction holomorphe
F(u,v) définie sur le demi-plak(u,v) € C, v > 0} et dont la partie réelle est le signatle départ. C’est
ce qui justifie la terminologie employée. La thése de De Kradrit longuement ce paralléle [120].

Cette remarque est importante car c'est le point de dépdatgiméralisation du signal analytique proposée
par Felsberg [87] pour les images en niveau de gris. Les tiongide Cauchy Riemann sont remplacées
par une égquation faisant intervenir I'opérateur de Dirakoet parle alors de fonctions monogénes. Nous
repréciserons cette approche a la fin de ce chapitre.

4.1.1.2 Interprétation géométrique du signal analytique

En complément de la lecture historigue Temps-Fréquencegalsanalytique a travers la notion de
module et de phase instantanée, T. Bllow a proposé dansrie dada thése [35] une interprétation géo-
métrique trés originale du signal analytique. Toutefosnme nous I'avons exprimé précédemment, pour
avoir une parfaite lecture physique de la phase localepil dae le signal soit a bande étroite. Blilow se
place alors dans le cadre des filtres de Gabor complexeslgatisénent une certaine bande de fréquences
positives a travers une fenétre Gaussienne. Le signal almsnu est complexe, et correspond a un signal
analytique. La modélisation du signal issu du filtrage deddabmplexe est de nouveau la notion de module
et de phase, mais avec une interprétation différente : leufeadt) va indiquer la présence relative d'un
élément, et la phas¢(t) décrit la forme de cet élément. Nous résumons dans la tablked differentes
formes identifiées par Bilow [35].

Phasep | Stade de l'oscillation| Forme du signal
~ 0 autour d’'un maximum “bosse”
~7Z décroissance “descente”

~ £ | autour d’un minimum “creux”
N5 croissance “montée”

TABLE 4.1 — Correspondance entre phase instantanée et strumtafe tlu signal.

Cette vision géométrique de la phase 1D a renforcé l'intédeétiéfinir un signal analytique 2-D pour
analyser la géométrie des images.

Nous proposons maintenant de revoir les différentes pfstasulées pour I'extension du concept de
signal analytique a des signaux 2-D a valeurs scalaires.

4.1.2 Extension de la notion de signal analytique aux images niveaux de gris

En 1D, nous avons vu précédemment qu’a un signal réel peutésocié le signal complexe dit ana-
lytique, déterminé de maniére unique. La particularité idna analytique est de ne pas posséder de fré-
guences négatives, ce qui a d'abord I'avantage, comme feuans dit de donner un sens aux moments
fréquentiels, et d'introduire le calcul de la fréquencddnsanée. Ce signal analytique a été obtenu sim-
plement en annulant les fréquences négatives et en dodl@emlitude des fréquences positives (pour
conserver I'énergie totale).
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En 2D, la notion de fréquences négatives et positives n&sgfablie, ce qui justifie que I'extension de la
notion de signal analytique aux images reste un problémerbuv
Considérons I'exemple standard 2-D :

s(x,y) = cos(zwz1 + Yywy1) cos(Twga + Ywy2) (4.18)

Le signal bi-dimensionnel est réel et possede deux composantes de frequencespLIresd, 2, wy1 +wy2)
et leurs symétriques par rapport a l'origine. Afin de mieususiiser la dispersion de l'information, nous
représentons le signal sous forme exponentielle (permettidentifier les pics dans le domaine fréquentiel)

S(w, y) — 1/4 ej(x(wwl+ww2)+y(wyl+"Jy2)) + ej(x(wﬂ_le)+y(wy2_"-’y2))
+€j(x(wz1—wzz)+y(wy1—wyz)) + ej(:c(—wm—w12)+y(—wy1—wy2))] (4.19)
Pour étendre le principe de signal analytique aux imageseaottenter d’appliquer le principe 1D suivant
les deux dimensions, a savoir multiplier par quatre I'atopk des fréquences situées dans le quadrant

(wz > 0,w, > 0) et a annuler le reste du spectre, c'est I'approche de Hahn I[89traduction de cet
opérateur dans le domaine des fréquences serait donc :

Stp(&1,62) = —S(&1,&2)sign(&1)sign(&a) (4.20)

Nous avons alors ce que I'on appelle la transformée de Hitbele :

swr ) = s(e)+ () (4.21)

m2xy

Mais cette solution ne convient que pour certains signaeep{cont le spectre est entierement contenu dans
ce quadrant). Si nous reprenons I'exemple de I'équatidiBfdalors stuyo > w1 > 0 €tw,; > wyo > 0,
dans ce cas nous constatons que I'une des composantesamtiiepors de la transformation.

Conserver tout autre quadrant en annulant les autres nttaeret bien sir pas une meilleure solution.

Une solution peut étre de conserver deux quadrants et daras de signal analytique va étre construit &
partir de deux signaux (chacun correspondant a un quad@eyiendant cette solution n’est pas satisfaisante
puisque nous avons alors deux phases et deux modules ceamiiinerune ambiguité dans I'interprétation.

Pour contrecarrer les défauts de la transformée de Hilbttet une variante de la solution totale a été
proposée par Zhu et al [254] . Il est suggéré que, comme enelflghal analytique s’écrive comme le
résultat d'un filtrage :

mais avec comme filtre : .
H(&:,6y) = Z[sign(fx) + sign(&y) + 2] (4.23)

Nous constatons que ce filtre permet de sélectionner 3 qutadrar 4 (avec des poids différents). Sinous
voulons faire apparaitre une notion de transformée de Hifti2, nous pouvons écrire le gain fréquentiel
ainsi introduit de la maniére suivante

H(En &) = (1455 (sign(Es) + sign(&,) (4.24)
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et ainsi le noyau de la transformation de Hilbert 2D corresiamte est égal a :

K(6:6) = —5i(sion(&) + sign(&,)) (4.25)

Dans le domaine temporel, ce noyau s’écrit alors :

k(2,y) = 6(y)v.p. (%) + 6(x)vp. <7T1y> (4.26)

Notons que nous voyons ainsi apparaitre la notion de traméfes de Hilbert partielles dans les directions
x ety dans le domaine spatial par :

) oz
sws(oa) = st (2] s = st « (22 @.27)
T Y
aveco(x) etd(y) les distributions de Dirac dans les directiongt y. Ce qui correspond dans le domaine
fréquentiel a :

S’H1 (fmafy) = _]S(gzmgy)SZgn(gm) SH2(£$7£Q) = —jS(fm,fy)Szgn(ﬁy) (428)

L'inconvénient de cette autre solution est de ne pas trégatement toutes les composantes. En effet, si
le signal analysé fait partie d'un des deux quadrants canteane fréquence "négative"”, le signal aprés
transformation resté inchangé, et donc il ne devient paptam, comme attendu.

Afin de généraliser I'approche fréquentielle liée a la débinidu signal analytique, une solution peut
étre de couper le plan en deux, ou plus généralement pouriglesug multi-dimensionnels, il s’agit de
définir un hyper-plan découpant le domaine fréquentielsque la transformée de Fourier d’une fonction
a valeur réelle a une symétrie hermitienne et présente dmmcadondance d’information sur la moitié de
I'espace [254]. Dans ce cas, la fonction de transfert diefini permet de transformer le signal réel en
signal analytique est définie par :

H (&, 6y) = %(1 + sign(a&y, + b&y)) (4.29)

avecal, + b§, = 0 la droite coupant le plan en deux. Nous constatons gu’uneposamte réelle aura
toujours ces deux impulsions situées de part et d'autre ttie dmite, et donc I'une des deux sera annulée
lors de I'application du filtre. La seule limite concerne tesnposantes éléments de la ligne (tout comme
la fréquence nulle en 1D) qui vont rester inchangés. C'estqami une derniére famille de solution va étre
étudiée par Grassin et al. avec un découpage suivant unglamiron symétrique [97].

En pratique, il est souhaitable de lier le choix de la droitecantenu spectral de I'image a analyser. Il
faut effectivement éviter de couper une composante spegiaa la droite, car cette composante se retrouve
alors en deux morceaux séparés.

Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes intéressdsraiéres évolutions concernant la défi-
nition d’'un signal analytique 2-D qui utilisent la notion geaternion.

4.1.3 Extension de la notion de signal analytique par transifmée de Fourier quaternio-
nique
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4.1.3.1 Transformée de Fourier Quaternionique pour les imges niveaux de gris

Ces dernieres années s'est développée une nouvelle appembsant sur les quaternions. Cette ap-
proche repose sur la transformée de Fourier quaterniordgtieie par Bilow [35], que nous avons déja
citée dans le chapitre précédent :

Soit s une fonction discréte a deux variablesetn a valeurs quaternioniques, une transformée de Fourier
quaternionique (ou TFQ) discréte est une fonction a valguasernioniques pouvant s'écrire de la maniére

suivante :
M—-1N—-1

1 om T
Slo,p] = WiTici Z Z e "2 SE s[m, n)e” 2R (4.30)

avecy, et o des quaternions unitaires purs.

m=0 n=0

Nous rappelons gque dans le cadre des travaux de Bulow, deQes&ra utilisée sur des signaux a valeurs
réelles qui correspondent a l'information d'intensité géeeels en niveaux de gris. Bilow a défini cette
transformée de Fourier en associant la direction horit®ntaa la premiére exponentielle décrite avec
le quaternioni et la direction verticale: a la deuxieme exponentielle liée au quaternjorafin de faire
apparaitre des propriétés de symétries qui sont associ&geetre obtenu par cette transformée. Donc dans
ce casyuy = j etus = j ets est a valeurs dari®.

Cette définition permet alors notamment de mettre en évadas propriétés de symétries associées au
spectre. Plus précisément, il est bien connu que I'on peureécimporte quelle fonction comme la somme
d’une fonction paire et d'une fonction impaite= s, + s; et que ces deux parités se dissocient dans le
domaine de Fourier. L'idée de Bilow est d’étendre ces nstdmsymétries au cas des signaux 2-D, ce qui
permettra d’introduire une notion de signal analytique.2-D

Un signal 2-Ds se décompose en effet selon les parties paires et impai@sjees axes horizontah
etverticaln : s = spp, + sip + spi + Si AVECSs), correspondant a la partie deui est paire le long de: et
n, si, correspondant a la partie qui est impaire le longrdet paire le long de, etc.

Nous illustrons ci-dessous comment les symétries spatialat se distribuer dans la transformée de
Fourier Quaternionique de Bulow pour un signal a valeurtlage

S%o,p] = Si,lo0,p] + 1S} [0, p] + jS}[o, p] + kSji[o, ] (4.31)

On a une caractérisation de toutes les symétries spatiadsibfes en 2D séparées dans le spectre qua-
ternionique.

Les coefficients spectraux peuvent s'écrire sous une fotaére, comme nous I'avons vu dans le cha-
pitre précédent :

q = |qle®e*el? avec (¢,0,v) € [—m, w[x[-7/2,7/2[x [~ /4,7 /4] pour une fréquence donnée

Nous voyons apparaitre un module et trois phases. Noussaciomstaté que dans le cadre des images
couleur, I'analyse de I'information portée par la TFQ de @eine posait certaines difficultés.

Dans le cadre des images niveaux de gris, le résultat de ladeFBlilow exprimée sous une forme
polaire permet de faire apparaitre une propriété impatanti était absente dans la transformée de Fourier
complexe 2-D, a savoir la propriété de translation.

Il est bien connu en 1-D que lorsque I'on translate un siglzahhase du spectre est modifiée pro-
portionnellement. Cette méme opération appliqguée surmiage entraine une ambiguité, a savoir qu'une
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translation selonn ou n se traduit dans la méme phase, puisque unique. La transofiR@ léve cette
ambiguité :

Soient les signaux 2B, et sy, et leurs QFT'sS; = |Sy|e??1ei%1ekV1 et Sy = | Sy |eiP2el02ekY2,

On a la relation suivante :

_ _ _ 902(51:7{1/) _ Y1 (fa:afy) —2mEaTy 4.32
so(z,y) = si(x —rg,y —1y) & ( bo(Er ) > ( 01(Enst)) — 2mEyr, ) (4.32)

qui correspond bien a la généralisation de la propriétéateskation 1-D.

Le troisieme angle) est plus difficile a interpréter, il semble plus en lien aweadtion de structures.
Nous discuterons plus précisément de I'information pop@ecette troisieme phase lors de I'analyse du
signal analytique 2-D.

Enfin, nous décrivons une derniére propriété de cette nleutreinsformée de Fourier, propriété qui
est fondamentale pour la définition d’un signal analytiqu®.ZEn effet, il existe une généralisation du
concept de symétrie Hermitienne au cas 2-D dans le domaiatmionique. La notion de conjugaison
guaternionique est un cas particulier de l'involution aalwite par Chernov [52] :

alg) = —igi=qo+iq — jg2 — kg3
Blg) = —jgj =qo—iqi +jg2 — kg3
v(q) = —kgk=qo—iq1 —jg2 + kg3

(4.33)

Notons que Ell et Sangwine ont proposé dans [80] une étuda généralisation de ce concept d’involution.

A partir de ces relation, Bllow introduit une généralisatitu concept de symétrie hermitienne :
soit s une fonction discrete a deux variables et n a valeurs quaternioniques, alorprésente une
symétrie hermitienne au sens des quaternions si

s[n,—m] = a(s[n,m])
s[-n,m] = pB(s[n,m])
s[=n,—m] = ~(s[n,m]) (4.34)

Dans ce cas on peut montrer que la TFQ d'un signal réel peeser® symétrie hermitienne au sens des
guaternions, ceci grace a la distribution des différenyesésries spatiales dans le domaine fréquentiel.
Cela veut dire que toute I'information fréquentielle petreé&éduite a partir de I'un des quadrants de la
TFQ. Dans ce cas, Bllow propose tout simplement de repréadiéfinition de Hahn pour définir le signal
analytique quaternionique 2D.

4.1.3.2 Le signal analytiue quaternionique 2D.

D’aprés les propriétés de symétrie présentes dans le sgiefFourier quaternionique d’une image ni-
veaux de gris, on constate que toute I'information n’estg@gue par un seul quadrant. Nous allons donc
pouvoir définir le signal analytique 2-D en ne conservantlgugiadrant des fréquences positives.
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s Hy Ho Hr

FIGURE 4.1 — lllustration du signal analytiqgue Quaternionique3R2

Soit s un signal réel a deux dimensions%t sa transformée de Fourier quaternionique, le signal analy-
tique quaternionique est défini dans le domaine fréquepdie[35] :

S48, &y) = (1 + sign(&)) (1 + sign(&,))S!(&x, &) (4.35)

Si I'on reprend les différentes transformées de Hilbentouhtites précédemment, I'expression du signal
analytique quaternioniqué, (z, y) dans le domaine spatial est ainsi définie par :

sa(e,y) = s(x,y) + HTu[s](z,y)i + HTy[s](2,y)j + HTay[s)(z, y)k (4.36)

Comme pour le signal analytique 1D, la partie réelle du dignalytique f 4 est constituée du signdl
lui-méme, et les fréquences positives suivant les deux dxespectre du signal analytique quaternionique
sont les seules non nulles. Nous avons bien une extensigri@aancept du signal analytique 1-D.

Bilow définit a partir de ce nouveau signal analytique quaterque I'amplitude et la phase instantanée :

s (z,9)| = /52 (2, y) + HT,[s]*(z,y) + HTy[s]*(z, y) + HTyy[s]* (2, y)
(4.37)

o(s% (2, y)) = ((z,y),0(x,y),¢¥(z,y))

On peut constater que la phase est composée maintenantisdartgbes, ce qui peut compliquer son
interprétation, par exemple comment exprimer le lien avee motion de fréquence instantanée ? Nous
reviendrons par la suite sur ce point.

Nous illustrons sur la figure 4.1 les différentes composadéece signal analytique Quaternionique. Nous
avons repris pour cela I'image de test construite par R.é8duhotamment pour une présentation dans le
cadre d’'une action du GDR [223], qui contient différentestuves 2-D : ruptures horizontales, verticales,
des coins, des lignes courbes ... Cette image permet desreatrvidence les particularités des différentes
transformées de Hilbert 2-D.

Nous constatons bien évidemment la forte directionnabgdifférentes composantes. La premiére par-
tie imaginaire est associée au calcul d’'un signal analgtsr la direction horizontale, donc nous mettons
plutdt en évidence des discontinuités verticales. Le naisment est inverse en ce qui concerne la deuxieme
composante imaginaire. Enfin, la derniére partie imaginest majoritairement associée aux informations
diagonales. Il est intéressant de remarquer que nous amerleature similaire d’'une décomposition en on-
delettes 2-D selon un schéma classique séparable, et dumahpement des critiques similaires a formuler.
Nous aborderons ce point dans la deuxiéme partie de ce hapit

Comme dans le cadre 1-D, I'analyse de I'information assoai€¢signal analytique nécessite un support
fréquentiel limité. C’est pourquoi, Billow a proposé unetdee de ce nouveau signal analytique a travers
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Signal detest x(n) =5 (n-60) Signal detest «(n) = 5(n—64)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 50 100 0 50 100
DWT réelle DWT réelle
o 0.3 0.3
©
£ 0.2 0.2
w 0.1 0.1
£ 0.1 -0.1
2
a 0.2 0.2

FIGURE 4.2 — Comportement de la transformée en ondelettes décanée&fune translation

une transformée de Gabor Quaternionique, calculée pairdgeéde la transformée de Fourier. Les liens
entre les décompositions en ondelettes et la décompositdhabor sont étroits, c'est tout naturellement
gue nous nous sommes posés la question des ondelettesnmmderes. Cela fait I'objet de la suite de ce
chapitre.

Maintenant que nous avons introduit les concepts qui vanirsde base pour définir les transformées
en ondelettes hypercomplexes, nous proposons de revoui eeapnstitué le point de départ de cet axe, a
savoir les ondelettes complexes.

4.2 ondelettes Complexes

4.2.1 Principe

L'une des premiéres motivations dans la définition d’'uneodgmsition en ondelettes complexes est la
recherche de l'invariance par translation. En effet, conmmes I'avons vu, si nous comparons la repré-
sentation aprés transformée en ondelettes classique desgaux identiques décalés d’'un échantillon,
alors nous constatons que les coefficients issus des dewstanmées sont différents (figure 4.2). Ce pro-
bléme bien connu est di au sous-échantillonnage d’'un faZteui ne conserve pas les mémes échantillons
lorsque I'on décale le signal. Certes la reconstructioncegburs parfaite, et le sous-échantillonnage permet
une représentation compacte, mais I'analyse peut étrésfassante.

Dans la littérature, I'une des premiéres solutions a avigirefivisagée a consisté a éliminer ce sous-
échantillonnage, et donc de dilater les filtres entre chagbelle : c’est la famille des décompositions en
ondelettes non-décimée (ou "translation Invariante") mpugs utiliserons dans le cadre du tatouage. Il est
bien s0r tout a fait possible de définir une reconstructiarfiafie, d’autant plus que les conditions sur les
filtres sont simplifiées puisque nous avons éliminé le sahsudtillonnage. Il en résulte une décomposition
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invariante par translation mais aussi redondante, d'uetacépendant du nombre d’échelles de décompo-
sitions.

Ensuite, comme nous I'avons vu, la décomposition en ortésl@:D souffre d'un mangue de direction-
nalité et ces dernieres années de nombreuses décompsitipaté proposées afin d’offrir une souplesse
d'analyse accrue. Certaines de ces techniques ont unecappspatiale a base par exemple de schéma de
décomposition Lifting, d’autres vont se positionner danddmaine fréquentiel, c’est le cas des ondelettes
complexes.

Enfin, I'un des derniers éléments expliquant I'introductides ondelettes complexes est le caractére
oscillatoire des coefficients autour d’'une discontinui@. effet, dans un proche voisinage d’'une rupture
la décomposition en ondelettes va traduire cette ruptur@pa&ertains nombres de coefficients oscillants
autour de 0.

La solution proposée a ces différentes limites dans le cdelseondelettes complexes repose sur une
lecture de I'analyse de Fourier. En effet, la transforméEalgrier ne souffre pas des ces différents défauts.
Tout d’abord le module des coefficients de Fourier est iavarpar translation, le déplacement étant codé
dans la phase des coefficients. Ensuite les éléments dedsasiés a la transformée de Fourier permettent
une analyse trés directionnelle. Enfin, le module de Foatascille pas mais se traduit sous la forme d’'une
enveloppe en général d'allure réguliére.

La différence entre ces deux transformées se situe sur hittéfides fonctions analysantes, a savoir que
la fonction d’ondelettes est une fonction réelle oscibamiors que la fonction analysante associée a Fourier
est une exponentielle complexe constituée de deux comigoeamant une paire de Hilbert, correspondant
a un signal analytique (I'information fréquentielle n'gstrtée que par la partie positive) :

eI = cos(2mEt) + jsin(2wEt)

Pour répondre aux différentes critiqgues formulées surdasformée en ondelettes, I'idée est donc de
construire une transformée en ondelettes définie a pantiredfonction d’'ondelette complexe :

ch(t) = Yr (t) + i (t) (4.38)

De plus en reprenant le concept lié a la transformée de Fouriest ¢/; doivent former une paire de
Hilbert. Dans ce cas, I'ondelette complexe est un signditigae, et la fonction d’échelle complexe va étre
définie de la méme fagon. Nous avons alors une analyse ag@eafftinction analytique qui a priori permet
de contenir ou d’annuler les trois défauts cités.

4.2.2 Deéploiement numérigue des ondelettes complexes

On peut trouver depuis 2000 dans la littérature de nombrapieps sur le développement numérique
d’'une décomposition en ondelettes complexes. Nous ne daerinioque quelques éléments nécessaires a la
suite du propos.

Une stratégie consiste a calculer tout d'abord une tram&ferde Hilbert sur les données a analyser.
Ainsi, en calculant la transformée en ondelettes réelldesnouveau signal analytique, on obtient une dé-
composition complexe. Cependant, comme nous I'avons vs dapremiere partie, la transformée de Hil-
bert est associée a un filtre de réponse impulsionnelle énfiirs de son utilisation dans une décomposition
en ondelettes, il en résulte un accroissement des supg@f®ictions analysantes.
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La seconde stratégie propose l'utilisation en paralleldalex projections dans des bases orthogonales ou
biorthogonales. La premiére transformée en ondelettamééacalcule la partie réelle alors que la seconde
fournit la partie imaginaire. Les deux bancs de filtres s#ifit des filtres différents que nous noterbpsy
pour la partie réelle ek, g, pour le banc de filtres associé & la partie imaginaire. Chdeuces bancs
de filtres vérifie les conditions de reconstruction parfaitest-a-dire gqu'ils peuvent étre utilisés indépen-
damment I'un de l'autre dans une analyse classique en dteleBependant la contrainte supplémentaire
est que la combinaison des deux sorties des filtrages dosnend#ficients complexes approximativement
analytiques. Cela se traduit par la contrainte que I'oritielessociée au second banc de filtres doit étre ap-
proximativement la transformée de Hilbert de la premiérdetette. C’est I'algorithme de décomposition
Dual-Tree développé par Kingsbury [118].

Notons que dans ce cas la transformée présente une redendiamizux puisque nous utilisons deux
transformées décimées. L'une des particularités de cppehe est qu’elle ne nécessite pas d’implanter
une transformée de Hilbert, puisqu’elle est intégrée enrirdans la construction du banc de filtres. Le
principe du dual-tree est facile a implanter et rapide catilise le méme algorithme que la transformée
classique. La seule difficulté réside dans la définition degediafin qu'ils soient associés a deux fonctions
d’'ondelettes approximant une paire de Hilbert. En effet,Hases discrétes proposées dans le cadre de la
transformée décimée ne peuvent pas vérifier exactemertiésmintes associées a I'arbre double.

Ces dernieres années différentes stratégies pour la gomsir de filtres adaptés a I'arbre double ont été
développées, notamment a travers la traduction de la ¢comditir les fonctions ondelettes en condition sur
les filtres. L'exemple le plus connu est le travail de Seldsf210, 211]. Nous débutons un banc de filtres
ho, go @ reconstruction parfaite, a savoir que

go[n] = (—=1)"ho[D — n] (4.39)

avecD un entier pair. Selesnick [210] a alors montré que si I'onrdiglie second filtre passe-bas par :

H)(w) = e %% Hy(w) (4.40)

alors, les deux ondelettes forment une paire de Hilberte@Gagnt, par conséquence le second filtre
passe-haut vérifie

Go(w) = —jsgnw)e’* ™ Gy (w) (4.41)

et cette condition se traduit dans le domaine temporel par
go[n] = hO[n — 0.5]. (4.42)

Puisqueg, et hy sont des séquences uniqguement définies sur une grille entiéus constatons que
cette condition doit étre adaptée et donc approximée. llésoule que dans les définitions numériques de
I'algorithme Dual-Tree la condition dite de délai sera ajm€e et donc I'ondelette complexe résultante ne
sera que approximativement analytique.

Pour résumer, la transformée complexe présente une retmndi 2, afin d’approximer l'invariance
par translation et est associée a deux décompositiondghesalcorrespondant a I'utilisation de deux filtres
déphasés, qui vont former approximativement une paire beHiet donc un filtre complexe analytique. La
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FIGURE 4.3 — Comportement de la transformée en ondelettes comfales& la translation de la figure 4.2

combinaison des deux sorties des filtrages donne des cepticdomplexes approximativement analytiques,
dont le module est quasi invariant par translation. Noussvepris I'expérimentation de la figure 4.2 sur la
figure 4.3 pour la transformée complexe. On remarque queles@WT sont fondamentalement différentes
(figure 4.2), alors que le module des CWT se ressemble fortemealgré le décalage entre les deux signaux.

4.2.3 Extension 2D : Dual-Tree 2D

Nous décrivons maintenant I'extension 2-D proposée pag$tinry [212] qui a pour objectif d’adapter la
notion de transformée analytique a I'image. Les décomipasitont des propriétés d’analyse directionnelle
mais vont échouer en ce qui concerne la construction de aias gde Hilbert 2-D, ¢’est pourquoi nous nous
sommes tournés vers la généralisation a travers les gigateyicomme nous le verrons.

Comme pour les ondelettes classiques, I'extension va ssrome par une définition des fonctions ana-
lysantes avec un produit tensoriel des fonctions 1D. Sidégrend le schéma de construction des ondelettes
classiques 2-D:

o(z,y) = ¢(x)d(y)
Vi(z,y) = d(@)d(y)
Va(z,y) = ¥(z)o(y)
Y3(z,y) = ¥(z)Y(y)

Si nous reprenons maintenant ce schéma de construction/aua® ondelette complexe (quasi analy-
tique) telle que nous I'avons décrit précédemment, nousnaiots alors la fonction analysante suivante :

V(x,y) = e(x)e(y) = [Wr(x) + j0i()][r(y) + j0i(y)] (4.43)
= Yr(2)r(y) — Yi(2)i(y) + jbr ()i (y) + ji(2)r (y)

Puisque la fonction),. est quasi-analytique, avec un support fréquentiel unigutsur la partie positive
de I'axe fréquentiel, la fonction ondelette 2-D complex&uttant du produit tensoriel ne va avoir un support
non nul que sur un quadrant du domaine 2-D. Nous avons alersngelette permettant une analyse orien-
tée. Nous illustrons cette construction sur la figure 4.4egmésentant notamment le fenétrage fréquentiel
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associé. Notons que dans cette figure nous reprenons le médeda schématisation que Kingsbury et
Selesnick dans [212] qui nous semble trés clair.

(@) = (@) + jvg(x) YY) = vn(y) +5¢g(v)

() = Bnla WV (y) — (=)o ) T 5 [yl (s) + ()0 o)

v S
Partie réelle Partie imaginaire
N N
h Y
Enveloppe

FIGURE 4.4 — Transformée en ondelettes complexe 2-D et découpagecintiel associé

Il est intéressant de remarquer que, dans cette construstikon prend la partie réelle, nous obtenons la
fonction .. (x, y) = ¥ () (y) — i (x)1;(y) qui bien sOr n’est plus une ondelette analytique mais bien
une ondelette a valeurs réelles mais qui propose une ardilgsgionnelle comme nous l'illustrons sur la
seconde patrtie de la figure 4.4. C’est d’ailleurs un des axesmavant par Kingsbury dans sa construction.

En terme de calcul la transformée associée s’obtient, emiasqcerney),..;(x,y), par I'application du
filtre go suivant les lignes et les colonnes et I'on obtientz)v, (y), puis du filtreg(, suivant les lignes et
les colonnes et I'on obtient; (x)v;(y) et enfin de simplement combiner les résultats des deux Bkrag

Si nous voulons une autre direction d’analyse nous pouvcetirénen place une autre combinaison,
comme par exemple

= e(@)Yr(y) + i(@)i(y) + Jobr ()i (y) — J9i ()Y (y)

De nouveau la fonction ondelette 2-D complexe résultantrddypt tensoriel va avoir un support non
nul sur un autre quadrant du domaine 2-D. Nous avons aloroundelette permettant une autre orienta-
tion d’analyse. Nous illustrons cette nouvelle constarctur la figure 4.5 en représentant notamment le
fenétrage fréquentiel associé.

Et comme pour la premiére construction, nous pouvons egtpar exemple la partie réelle afin d’avoir
une ondelette a valeurs réelles mais directionneffes(z, y) = ¥, (z)1, (y) + ¥i(z)i(y).

Si nous voulons compléter la représentation, il suffit neaiant de calculer les combinaisons avec une
"partie passe-bas" et donc la fonction d’échelle. Nousrabits ainsi différentes combinaisons de fonctions
d’ondelettes permettant de paver entierement le domadogdéntiel 2-D :
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P(z) = Pp(x) + jbg(x)  D(Y) = vnly) + je(y)

(@, y) = bn(@)n(y) + e (@) (y) + 5 [Vg ()0 (y) — (@)t (y)]

_ ey
— —~

Partie reelle Partie imaginaire

/

Enveloppe

FIGURE 4.5 — Deuxiéme transformée en ondelettes complexe et dégedpequentiel associé

Ye(y); (4.45)

Nous obtenons ainsi un arbre dual d’ondelettes orientéepleaes. Et nous pouvons définir un arbre
dual d’ondelettes orientées réelles en prenant la paslierde ces différentes fonctions.

Il existe différentes applications au Dual-Tree CWT. Eregftette nouvelle transformée offre une re-
présentation plus précise en ce qui concerne les oriensati@analyse. De plus apparait une nouvelle infor-
mation a savoir la phase des coefficients que I'on calculdhague position. Cette phase correspond, selon
Selesnick et al. [212] a I'éloignement du détail par rappdéa position du coefficient, perpendiculairement a
I'orientation. Selon les auteurs, I'utilisation de la pbg&rmet de calculer efficacement un flot optique entre
deux images consécutives d'une séquence [150]. |l exisisi de nombreuses applications en débruitage
car l'invariance par translation permet d'obtenir de neeilk résultats que la transformée classique décimée,
le premier datant par exemple de 1998 [117]. Enfin, comme leousrrons dans la suite de ce chapitre, du
fait de ses bonnes propriétés la CWT 2-D est utilisée dan®niexte de reconnaissance de textures.

Toutefois, en général les travaux utilisent plutét la noti® module et a notre connaissance, la phase est
trés peu utilisée dans la littérature, et semble encore atiemassez obscure, a la fois par la difficulté de
son interprétation, et par les difficultés liées a la mawipoih numérique d'une valeur angulaire.

4.3 Ondelettes quaternioniques
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4.3.1 Principe

Bien que I'algorithme dual-tree 2D complexe présente ssibeié a des fonctions d’ondelettes présentant
de nombreuses qualités comme la directionnalité, la guaariance par translation, on peut s’interroger
sur la réponse apportée par cette construction par rapdarpgoblématique posée a l'origine, a savoir
la construction d’'une fonction d'ondelette analytique 2@k point n'a pas été abordé dans les articles
fondateurs concernant les ondelettes complexes 2-D. Naus anené une réflexion sur ce point a partir
des travaux de Bllow et la définition d'une ondelette 2-Dlefe¢nt analytique n’est apparue que tres
récemment dans les papiers de Chan et al. [49].

Par exemple, si nous reprenons la définition de la premieatelette complexe 2-D

(@,y) = Pe(@)br(y) — i(@)ily) + 3¢ (@)0i(y) + Jjobi(x) e (y) (4.46)

Il faut alors s’interroger si)(x, y) est un signal analytique 2-D. Nous retrouvons les intetioga dévelop-
pées précédemment autour de la définition d’'un signal dqaty2-D. Nous constatons, que si nous notons
Uer(z,y) = Yr(z)1-(y) alors la fonction complexe définie ci-dessus peut s’écexveg I'intégration des
notions de transformées de Hilbert totales et partiell¢s dées) :

1/}1 (wa y) = Ypr ((E, y) - HTJ:y [wrr] (wa y) + ]HTJ: [wrr] (wa y) + jHTy[wrr] (wa y) (447)

Nous constatons que la fonction d’ondelette définie ainsespond a la définition de Hahn pour la construc-
tion du signal analytique, a savoir I'extension directead@édfinition avec comme noyau de la transformation
de Hilbert 2D correspondante est égal a :

K (wg,wy) = —%j(sign(wx) + sign(wy)) (4.48)

Nous savons alors que cette définition est insuffisante duldalia symétrie hermitienne, ce qui nécessite
pour définir pleinement le signal analytigue de considéxeseconde fonction :

Po(2,y) = r(@)0r (y) + Yi(2)iy) + Jr (@)i(y) — ji(@)Pr(y) (4.49)

et ainsi de couvrir I'autre demi-plan. Ainsi le cougle;, v;) correspond a I'ondelette analytique associée
avyy.

En terme numérique, cela veut simplement dire que pour epgsition, nous collectons deux coeffi-
cients d’ondelettes complexes pour définir le coefficiemt\dique.

Comme nous l'avons abordé, la présence de deux nhombresexaagour définir le signal analytique
entraine une certaine ambiguité dans les définitions desmations déduites. En effet, du fait de la struc-
ture, on calcule deux normes et deux angles dont il est dffitexpliciter leur lien ou de proposer une stra-
tégie de fusion. C’est pourquoi tout logiguement dans lesigs travaux de Bllow sur le signal analytique
guaternionique a été proposée trés récemment une décaimp@si ondelettes analytique quaternionique
par Chan et al. [49].

Pour mémoire, le signal analytique quaternionique est idgdin;

3?4(‘%.’ y) = S(.Z', y) + HTCL‘ [S] (1’, y)Z + HTy[S] (1’, y)] + HT:L‘y [S] (‘Ta y)k (450)

Et comme nous l'avons vu, puisque la TFQ d’un signal réelgmtssune symétrie hermitienne au sens des
quaternions, toute l'information est contenue daj\s
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De cette écriture, on peut tout simplement étendre la déositign en ondelettes en se fixant simplement
une fonction d’ondelette réelle 2-D et en calculant lestdéhtes extensions de la transformée de Hilbert. La
transformée en ondelettes analytique quaternioniqueédistiel a partir de la fonction analysante suivante
[49]:

1/}?4(357 Y) = Yrr(z,y) + iHT [0 ] (2, y) + JHT, [Yrr] (2, y) + kH'Ty,, [Yrr] (2, ) (4.51)

Puisquey;(z) = HT[¢,](x), nous avons

1/}?4(‘%" y) = ¢r(95)1/1r(y) + 21/%(95)1/17»(9) + Jibr(w)%(y) + k%(@%@) (452)

Cette écriture se place directement dans la continuitérdesux de Bllow qui proposait une transfor-
mée de Gabor quaternionigue (notamment pour obtenir dealsiganalytiqgues de bande passante réduite)
suivant le méme principe. Nous reprenons brievement legpgphe présenté dans I'annexe concernant la
construction d'un banc de filtres quaternioniques.

A notre connaissance actuellement nous pouvons trouvsmropositions de décompositions en onde-
lettes Quaternionique qui se rattache a I'écriture exposéessus :

— Bayro [23] a proposé une transformée en ondelettes qimt@ue pour les images en niveaux de
gris (s € £2([0..NV — 1]?,R)) avec le principe des filtres de Gabor modulés en quadrdtesfiltres
utilisés sont définis par :

h[n17 712] = Jo [7117 712]627;7T§1n1 e2j7l'§2n2

aveco 'écart-type de la fenétre Gaussienné gt¢; les coordonnées fréquentielles. Nous constatons
que cette définition correspond a une généralisation daitrde Bllow. Dans le papier cité, I'au-
teur utilise ce concept de phase pour estimer le flot géonuétrile 'image analysée et que I'aspect
reconstruction n’est pas discutée.

— Chan et al [48, 49] proposent une transformée en ondelpttEernionique pour les images niveaux
de gris suivant une extension directe du concept de la tanék en ondelettes complexe développée
par Kingsbury. Ce travail est celui détaillé dans la secpigtédente. Selon les auteurs cette nouvelle
décomposition est approximativement une transformée dadtajuaternionique telle qu’elle est dé-
finie par Bllow mais localisée dans le temps. Comme pour Imigretravail, les auteurs utilisent la
notion de phase pour estimer le flot géométrique.

— Olhede et al [167] proposent la transformée en ondeletipsranalytique pour les images niveaux
de gris. Ce travail est proche de celui de Chan : les quatneefiis de la base sont définis a partir de
la transformée de Hilbert 1-D calculée sur les fonctionsxd&lettes 2-D obtenues par produit tenso-
riel et la transformée de Hilbert 1-D est appliquée suivagtd et colonne. Notons qu’'une seconde
famille est décrite a partir des travaux de Felsberg et g| [&8te famille correspond aux ondelettes
monogéniques que nous présenterons a la fin de ce chapitre.

Comme nous le constatons, tous ces travaux sont liés a ceBiloe et correspondent approximative-
ment a une Transformée de Fourier Quaternionique de Bllcalisggée dans le temps.
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4.3.2 Expression numérique de la QWT

Une des grandes qualités de la proposition de Chan et al48stide reposer, en plus d’une justification
théorique, sur un algorithme numérique de calcul lié a dathme Double Tree. En effet, pour chaque
échelle de décompositions, la transformée en ondeletsmipnique est associée a trois fonctions

(@, y) = (@) (y) + (@) (y) + 50 ()1 (y) + kbi(2)i(y) (4.53)

208 (2,y) = Ur (@) (y) + i (@) dr () + J0r ()i (y) + ki (2) i (y)
S (2,y) = or (@) (y) + i () e (y) + Jbr ()i (y) + k()i (y)

1

X

Nous constatons qu’en terme calculatoire, cette nouvemiposition est bien similaire a I'arbre
double dual complexe, puisque nous retrouvons les mémetidos impliquées dans I'arbre double 2-D
(¥r, ¥, o €t g; ). Finalement, la transformée en ondelettes quaternienégpt simplement une combinai-
son fine des coefficients issus de I'arbre double complexe RrBnons par exemple la fonctiéwfg, les
coefficients associés a cette fonction d’ondelettes ssunsidu filtrage de I'image par :

— go(z)ho(y) pour la partie réelle,

— gy(z)ho(y) pour la partie associéeia

— go(x)hg(y) pour la partie associéeja

— g4(z)hy(y) pour la partie associéera

D’une maniére générale, la figure 4.6 proposée par R. Sodéars [221] illustre trés bien I'algorithme
de calcul et le lien avec la transformée complexe. Nousuetnas ce lien avec la transformée de Fourier
guaternionique qui s’exprime comme deux transformées dedéfacomplexes a travers une décomposition
symplétique.

Reconstruction
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FIGURE 4.6 — Banc de filtres pour le calcul de la QWT et de la CWT
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4.3.3 Information associée ala QWT

Tout d’abord, afin d’analyser I'information mise en valewr pa QWT, il faut considérer que chaque
sous-bande de la QWT correspond a un signal analytiquegiasdain signal réel 2D a "bande étroite"
(du fait du filtrage passe-bande associ€). Les coefficientsedsous-bande s’expriment donc suivant les
informations de module et de phases. Notons que la traménbigs basses fréquences et a ce titre doit
étre selon moi analysée differemment, comme nous le vedans les applications développées au sein de
I'équipe.

La phase 1-D d'un signal analytique peut présenter un lieg & structure géomeétrique des signaux.
Cependant, les structures 2-D sont plus difficiles a caiiaeté Comme nous I'avons vu dans le premier cha-
pitre, une image est constituée de bords, de lignes, de,@®@rourbes. En plus de l'instabilité numérique
inhérente a l'utilisation d’information angulaire, I'efprétation est donc plus difficile

Tout d’abord, de maniére analogue a I'analyse 1-D, le modétecte toujours la présence d’'un élément
particulier. Et de nouveau lorsque cette valeur sera faiidormation de phase ne sera pas considérée.

La phase doit décrire sa structure, mais cette nouvelleepPds est composeée de trois anglesd, i).
En termes d’information, il faut dissocier les deux premigrmes de la phade, 0) et la troisieme phase
0. Nous avions vu dans le cadre de Fourier que les deux presipbeses codent les translations effectuées
dans le domaine temporel, chacune dans une direction yla@te Puisque I'on peut créer un lien entre
la transformée en ondelettes et une transformée de Foeriétrée, ce principe de décalage donne une
information sur les deux premiéres phases des coefficienta @WT qui vont coder une information de
position et de décalage selanet y, comme la phase 1-D, mais aussi comme la phase de la traggform
complexe.

Selon la littérature le troisieme termeeva avoir pour fonction de coder les informations plus liées a
I'image comme notamment des informations qui peuvent siepyer a de la texture.

Pour comprendre, dans le cadre de la décomposition de Gabor, Blilow a propsséxpérimentations
sur des images synthétiques, notamment une image coesirpartir de deux ondes, paramétrées par un
termel :

s(z,y) = (1 — X) cos(2m&1x + 2w&ax) + Acos(2m&yx — 2wéax) (4.54)

On voit que le paramétra permet de régler I'importance de chacune des directionscifation. Bllow

a mis en lumiére une relation quasi linéaire entre le panameet la phase) des coefficients de Gabor
guaternionique, indiquant ainsi le lien trés fort entreecbisieme phase et des structures 2-D. R. Soulard a
refait cette expérimentation pour la QWT dans le cadre derawail de thése. Nous constatons sur la figure
4.7 gue nous retrouvons la méme variation dans le cadre déVia. Qette expérimentation confirme bien
gue les constations faites dans le cadre de la décompod#i@abor quaternionique peuvent s’étendre a la
QWT, notamment les différentes pistes d’interprétatios pleases soulevées par Biilow.

Pour terminer cette section, nous proposons de revoir eapdt comment I'information associée a
cette nouvelle décomposition est utilisée dans la littéeata travers I'unique application abordée, hors nos
travaux, a savoir I'estimation du flot optique.

160



Chapitre 4 :
apiire Ondelettes analytiques

0.8

0.6

0.4 (g, vo)
0.2
0.0
-0.2
-0.4

-0.6

-0.gF————r
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

FIGURE 4.7 — Valeur de la phase pour différentes valeurs desur I'image test de Bilow.

4.3.4 Estimation de flot optique par QWT

L'estimation du flot optique consiste a étudier les déplaa®s locaux(d,(x,v),dy(z,y)) dans une
séquence d'images. Cette estimation est la principaleicapipin que I'on trouve dans le cadre des tra-
vaux concernant les décompositions quaternionique (qeeitavec Gabor ou les ondelettes). Le concept
d’estimation du flot optique par des méthodes dites spestnallest pas nouveau notamment a travers la
décomposition de Gabor complexe (par exemple [229]). Patreoles ondelettes classiques ne pouvaient
offrir de solution a cette problématique, a cause de leuanae par rapport aux translations. C’est pourquoi,
il a été proposé d'utiliser les ondelettes complexes p@stitnhation de ce flot [150]. Ensuite dans le cadre
des nouvelles transformées, I'idée a été d'utiliser la pég de translation liée aux deux premiéres phases
pour ainsi estimer le déplacement. Cette application acdthbté proposée dans la thése de T. Blilow [35]
avec des filtres de Gabor quaternioniques (travail repms ¢24, 253]), puis les auteurs de la QWT l'ont
adaptée aux ondelettes dans [49]. Notons que la méthodeatedthl. exploite pleinement la structure de
décomposition en ondelettes car I'estimation du flot surénfeelle est utilisée pour guider I'estimation a
une échelle plus fine, et les différentes orientations squibéées.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons maintenant noadattsur I'utilisation de ces différents
concepts. Les travaux expérimentaux décrits sont effeataés le cadre de la thése de R. Soulard (thése a
soutenir en 2012), thése que j'encadre. Comme nous le #eren travaux sont trés récents et pour certains
posent plus de questions qu'ils n'apportent de réponsesitiléss.

4.4 L'analyse de textures par QWT

L'analyse de textures peut alimenter soit des problémesigle segmentation soit de discrimination, ou
I'on doit attribuer une classe a une texture inconnue. Dartatire quaternionique, la segmentation a été
abordée par Biilow [35] avec des filtres de Gabor quaterniesid’approche proposée consiste simplement
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a généraliser les stratégies classiques en ondelettes :

— calcul des différentes bandes spectrales de Gabor ,

— sélection pour chaque position de la bande de plus fortgiéne

— raffinement de la segmentation a partir des variationsadpaide la phase.
La derniére étape est I'originalité de I'approche quaterigjue, et part de I’hypothése que dans une zone
homogene, la phase doit évoluer a peu prés linéairement.

A travers ces expérimentations, Bllow montre que I'extmguaternionique permet d’améliorer la seg-
mentation grace aux trois angles de phase qui donnent phisrdhation que les filtres de Gabor complexes.

4.4.1 Existant sur la discrimination quaternionique

Dans le cadre de la these de R. Soulard, une application deVid &la classification de textures a
été étudiée [225]. L'objectif de cette problématique étlEtmontrer la supériorité de cette transformée
sur les ondelettes classiques, et ainsi de mettre en éeideaarticularités des informations liées a la
représentation : la robustesse du module invariant pasl&@on et I'information complémentaire portée
par la phase. Nous proposons de revoir les grands traitsrdéttzode.

La principale question que nous avons a trancher est bida sénstruction du vecteur de mesures. Dans
le cadre des ondelettes et de Gabor, il existe depuis dedndsreuses années, différents travaux proposant
des solutions, nous pouvons par exemple citer les travalaite et al.[126, 121] qui ont été parmi les
premiers dans le cadre des ondelettes. Dans toutes ceslh@ptmasées ondelettes, une mesure d’énergie
est en général faite a partir des coefficients d’ondelettes les différentes bandes et c’est cette mesure qui
permet de faire la discrimination. Nous retrouvons une e similaire dans le cadre des transformées
gquaternioniques.

En ce qui concerne les transformées complexes, dans latnédaggmajorité des cas, seule I'information
de norme et donc d'énergie est utilisée a travers en génésatalculs de moyenne et/ou d'écart-type,
les différences entre les méthodes se situent dans leigatith : des mesures de moyenne et d'écart-
type sont faites sur le module des 6 sous-bandes de la tramé&focomplexe dans [104] (pour chague
échelle, uniquement sur la sous-bande de plus forte éhe@gék et al. proposent dans [46] de calculer des
variances et entropies, dans [109] une somme des énergibanie est proposée etc. On constate que I'on
retrouve une traduction directe des approches dévelopjadssle cadre des ondelettes réelles.

L'étude de la la phase de la transformée en ondelettes crempléest apparue que récemment. Dans
[161], Kingsbury et al. étudient, pour I'estimation du flgitigue, les liens entre les phases, ou plutét les
différences de phases, et I'on retrouve ce que nous avossmigdans le cadre du flot optique.

A notre connaissance, seuls Vo et al proposent dans [24§uBémodélisation de la phase de la trans-
formée en ondelettes complexes. Les modeéles utilisés fotieple la famille des distributions circulaires
(Von Mises et Cauchy). Cette identification des distrilngi@ travers I'estimation des parameétres est utili-
sée dans le cadre de la classification de texture, avec naantanproposition de mesures de distance. Les
résultats mettent en évidence I'apport en termes de quiditéconnaissance de l'information de phases. Il
nous semble que ce sont les travaux les plus aboutis a I'iaetuwelle en ce qui concerne l'utilisation de la
phase de la transformée complexe.

Enfin un travail trés récent de Celik et al. propose lui auskilider la phase de la transformée Complexe
[47]. Toutefois, dans ce travail la phase est utilisée corme mesure classique (avec par exemple une
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notion de calcul de moyenne) ce qui hous semble discutadsecfipérimentations menées par R. Soulard
I'on confirmé). Les résultats présentés dans [47] en termetagsification sont excellents mais une analyse
en composantes principales est appliquée sur les mesitialef et cette étape doit selon nous gommer la
faiblesse de la mesure faite sur les phases.

Dans le cadre de la transformée QWT, il n’existe a notre deeaace aucun travail concernant la classi-
fication de texture, si ce n'est ce que nous avons proposé[228k que je décris dans la section suivante.

4.4.2 Utilisation des mesures de norme et de phase de la QWT

Norme de la QWT Comme pour les ondelettes classiques, la premiére mesareays utilisons est la
normeM;; = |g;;| des coefficients d’ondelettes. Comme nous sommes dans abémpatique de clas-
sification, nous effectuons une mesure globale sur chagu#ebavec I'hypothése que la texture soit sta-
tionnaire. Nous proposons alors d'utiliser, pour estim@&ndrgie par bande spectrale, classiquement les
moments d’ordre 1 et 2 :

Moyenne

1 2
n= S0 ZJ: M} (4.55)

avec N M le nombre de pixels dans la sous-bande. Notons que dansstesrienés dans la thése de R.
Soulard, nous proposons d'utiliser une version normalisée Y4 avecE I'énergie de 'image moins
celle associée a la trame.

Ecart-type:

m= \/ o S (M — ) (4.56)

i?j

Phase de la QWT Nous avons vu que I'un des éléments nouveaux dans la tramseoQWT est la pré-
sence des trois phases. Les deux premiéres phasgsvont simplement coder une notion de décalage. A
priori elles ne vont apporter aucune information pour Iasification. Les expérimentations menées dans le
cadre de la thése de R. Soulard ont confirmé cela, puisquelasgfication utilisant uniquement les deux
premiéres phases a obtenu des résultats catastrophiques.

Donc comme le suggérait Bulow [35], nous utilisons la teémse phase. Comme pour l'information
de norme, seule une mesure globale est recherchée. Enheydamcaractérisation globale d’'une mesure
d'une phase n’est pas aussi simple. Ainsi que nous I'avanetd, les travaux utilisant la phase sont peu
nombreux dans la littérature, méme si I'on sort du cadre ddslettes. Le concept que I'on retrouve le plus
souvent lié a des mesures d’angle est la notion de "phaseummy" qui propose de détecter les éléments
particuliers d’une image en analysant localement la phada ttansformée de Fourier (complexe a cette
époque). On peut citer dans ce cadre le travail de Koveci [i@2xemple. Cependant, il existe un lien entre
cette notion de "phase congruency" et I'enveloppe compligfmie a partir de la transformée de Hilbert,
et donc la majorité des auteurs ont finalement travaillé sermesure d’énergie et non d’angle. On peut
encore citer les travaux de Blanchet et al. [25]sur la "Gléliease Coherence" qui se proposent d’intégrer
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ce concept de phase de Fourier dans un schéma de variatdm afih de faire ressortir les structures de
l'image.

A ce stade, il nous a semblé plus judicieux d'utiliser desuresssimples. Tout d’abord un simple calcul
de somme n’est pas adapté pour un angle. De nouveau, lesnegptations menées dans le cadre de la
theése de R. Soulard ont confirmé cela : un paramétre basé sunayenne de la troisieme phase a obtenu
de trés mauvais résultats (moins de 1% de reconnaissaricédrination qui est importante ne concerne
pas la valeur de la phase mais sa variation car elle va domegnformation sur la variation de la forme du
signal analysé. La mesure sur la phase est donc :

Variation de la phase

= \/ S Wiy — (4.57)
.3

avecu = ﬁzm ;;, avecN M le nombre de pixels dans la sous-bande.

Toutefois, nous avons vu que la mesure numérique de I'amgiert instable lorsque la norme est faible.
C’est pourquoi, il est intéressant de pondérer le calcuhadatiation de I'angle par la valeur de la norme en
chaque position :

Variation pondérée de la phase

m= Y Wi — pw)? (4.58)

2

avecuw = ), ; Wijvi; la moyenne ponderée selon la norme.

Combinaison des mesures de normes et de phaseEnfin, tout logiquement il peut étre intéressant de
combiner les deux types de mesures, a savoir norme et phass.|8s quelques travaux portant sur la
transformée complexe, lorsque la phase est utilisée, gli®@ajours associée a sa mesure de norme dans le
vecteur de description de la texture. Il reste une difficudtéavoir que ces deux mesures ont un domaine
de variation bien différent. C’est un probléme bien connnsda cadre des algorithmes de discrimination
qui se résout par l'introduction d'une métrique autre quenkitrice identité dans le calcul des distances.
Cependant comme nous le verrons dans les expérimentaticgisple concaténation est a notre grande
surprise tout a fait compétitive.

4.4.3 Utilisation de la QWT pour la classification de textures : mesures

Protocole Durant lathése de R. Soulard, plusieurs bases de texturéséoutilisées :

— la base classique de Brodatz [32] qui contient 111 photogt Ehaque image de cette base de taille
[640 x 640], nous créons des exemplaires de la classe en découpant@&tiesade taill¢128 x 128],

— la base Outexht t p: / / www. out ex. oul u. fi/) qui est trés souvent citée dans des probléma-
tiques de classification de texture. Dans cette base, deup@s d'images ont été utilisés par R. Sou-
lard ; TC12 qui contient 24 classes de 380 exemplaires, et B@éc 68 classes de 60 exemplaires.

Notons que pour le groupe "TC12", les différents exempdag@rrespondent a la méme texture mais

suivant différents points de vue et différents éclairagesir le groupe "TC14", les images correspondent a
un simple changement d'éclairage.

Ensuite puisque I'objectif n'est pas la définition d’un ddigur performant mais I'analyse de la nouvelle

transformée, une procédure de discrimination trés simgilenese en place : aucune étape de réduction de
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FIGURE 4.8 — Résultats de classification a partir de la mesure de lm{2i28].

données ou de changements d’espace des paramétres réefitéaffet un discriminateur le plus simple
possible en terme de réglage tout en acceptant des frantierelasses irréguliéres (nous avons choisi La
méthode degé-plus proches voisins).

Enfin, la procédure de test doit étre la plus indépendantsildesde la procédure d’apprentissage, c'est
pourquoi une mesure par cross-validation a été choisieaka He test est découpée en deux groupes :

— une base d’'apprentissag®’;y exemplaires labellisés ;

— une base de testgVir exemplaires inconnus .

A partir du second jeu de données, on peut alors estimer ed@ulponne détection pour chacune des
classes. Pour obtenir une estimation sans biais du taurediece découpage est répété un certain nombre
de fois.

Nous proposons maintenant de revoir les principaux résud&ces nouveaux parametres de classifica-
tion de textures.

Tous les résultats présentés ici sont issus des expéritioaistaenées dans le cadre de l'article [228].

Utilisation du module de la DWT et QWT La premiére caractéristique que nous proposons d’étudier
concerne le module. La figure 4.8 présente les résultateiassa cette mesure. L'axe des abscisses cor-
respond aux labels des différentes classes, et I'axe desméds correspond a I'indice de reconnaissances.
Puisque I'expérimentation est effectuée 100 fois, nousjirahs la moyenne, I'écart-type et les valeurs ex-
trémes obtenues pour chaque classe des différentes bdslkealeGent les deux décompositions avec cette
mesure obtiennent des résultats sensiblement identi§aes.donc affichés sur la figure 4.8, les résultats
présentant les plus grandes différences (pour des probldmbsibilité). Et dans la méme logique, en des-
sous des tableaux de mesures sont illustrées les imagestde tprésentant les meilleurs résultats pour
les deux stratégies de classification. Les différencesmanines entre les deux mesures ce qui est logique
puisque dans les deux cas, nous sommes sur des mesuregid'grarbandes de fréquences. Ceci étant
pour expliquer les légeéres différences, les pistes avaraaiaes [228] sont :

— pour la QWT son invariance par translation donc son absdaceensibilité face au découpage en

imagette et donc la translation du motif de texture,
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FIGURE 4.10 — Résultats de classification a partir de la mesure delmade phase et des deux combinées :
base TC12 [228].

— pour la DWT, son orthogonalité qui lui permet de mieux ctnaser toutes les textures purement

aléatoires sans motif géométrique.

Pour conclure, bien que I'invariance par translation ajog la non oscillation des coefficients permettent
une concentration de I'énergie sur quelques coefficient®m®t une meilleure sélection pour certaines tex-
tures, I'apport de la QWT lorsque I'on utilise simplementnfieesure de norme n'est pas effective. Mais
ce résultat était attendu puisque I'un des objectifs de t@égdisation de la transformée DWT a travers
I'opérateur de Hilbert est I'introduction d’une notion degse.

Utilisation de la phase de la QWT Nous présentons les résultats a partir de la phase sur féeedikes
bases sur les figures 4.9, 4.10 et 4.11. Nous constatons gjuéslgtats de la mesure seule de la phase
arrivent globalement a concurrencer ceux de la mesure aeend@ien évidemment, la pondération a partir
de la valeur du module augmente la qualité de discriminadierta mesure de phase. Pour la suite, seul
I'écart-type pondéré sera pris en compte.

A la lecture attentive des résultats, on constate que lesidéarmations sont complémentaires, a savoir
gue certaines textures sont mieux discriminées par I'médion de phase, en général celles qui contiennent
des informations géométriques trés marquées, et d’autremportement plus dispersé, plus aléatoire sont
mieux discriminées suivant le module. C’est donc tout redlement que les deux mesures sont combinées.
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Brodatz TC12 TC14
Moy | Std | Moy | Std | Moy | Std
DWTMod. | 64%| 9 |83%| 4 | 56%| 8
QWTMod. | 64%| 9 | 82% | 4 |51%| 8
QWT Phase | 65% | 8 | 79% | 4 | 58% | 6
QWT Comb.| 76% | 7 | 91% | 4 | 63% | 6
CWT Mod. | 65% | 8 | 87% | 4 | 62% | 7

TABLE 4.2 — Mesure de discrimination globale

Utilisation de la phase et de la norme de la QWT Comme attendu, l'utilisation des deux informations
combinées permet d’obtenir de trés bons résultats, aveaugrentation par rapport a la DWT de 10%.
Une analyse détaillée selon les textures est présente éaapier [228] donné en annexe. Une mesure
globale est indiquée dans la table 4.2 qui confirme les @isude la figure 4.12.

Pour conclure, nous comparons le classifieur QWT avec lsiilagr CWT. Pour cela, nous reprenons
les parametres proposés dans les articles les plus rédén/]. Tout d’abord, nous avons constaté comme
attendu que la mesure du module de la transformée compléeabp@lobalement de meilleurs résultats que
la transformée DWT du fait de son invariance.

La seconde expérimentation illustre la difficulté de ligation de l'information de phase. Pour cela,
nous reprenons la proposition de mesures faite dans [4#emche, comme nous I'avons précisé, nous
n'appliquons par d’étapes de pré-traitement sur les mesaré différence de la solution proposée dans
[47] ou une ACP est calculée. Dans ce cas, la combinaison diulm@t de la mesure de phase de la
CWT obtient des résultats catastrophiques (autour de 528)[Zeci s’explique par une phase instable
numériquement. Ce phénoméne n'apparait pas dans I'agceelik et al. car la réduction de I'espace des
parametres élimine probablement ces mesures inconsistahtionc les mesures associées a la phase. Ce
point illustre deux choses : la difficulté a mesurer une pleasambiguité des résultats lorsque I'on étudie
un systeme de discrimination complet.

Nous n’utiliserons que le vecteur de mesures proposé déhs|(d repose sur la norme. La figure 4.13
illustre les résultats de discrimination obtenus. Commar pes autres figures, seules les classes les plus
marquantes sont présentées. Nous constatons de nouvedinfgumation de phase introduite dans la
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mesure liée a la transformée QWT permet sensiblement daméles résultats.
Cette premiére étude met en lumiére la qualité de cette Heueprésentation. C’'est pourquoi un projet
est en cours ayant pour but de I'inclure dans une chaine phaplexe dédiée a la compression d’image.

4.5 Codage d'image par QWT

Nous proposons maintenant de présenter brievement ladeepplication de la transformée QWT, a
savoir le développement d'un codeur d'images. Dans le cdelteANR CAIMAN, auquel participe le dé-
partement XLIM-SIC, nous proposons d'appliquer la trarmstee QWT pour des problématiques de com-
pression. Ce projet a débuté en décembre 2008 avec comneagiees Thalés Communications, I'lETR
(UMR 6164) et ETIS de Cergy (UMR 8051). Le projet CAIMAN se pose de travailler sur de nouveaux
codeurs d’images permettant de retrouver I'usage univdesdPEG, mais avec des fonctionnalités avan-
cées, telles que celles définies au sein du standard JPEGL.24lgJ6ctif principal de CAIMAN est d'étudier
un codeur d'images qui intégre conjointement sécuritéutde, robustesse, scalabilité, adaptation au réseau
sans sacrifier a I'efficacité de compression et la qualitéyger

Nous avons mené, notamment a travers le post-doctorat ddBAcguet et la premiére partie de la thése
de R. Soulard [224], une étude de faisabilité d’'un codedisatit la QWT. Nous donnons ici quelques
éléments.

4.5.1 Principe général du codeur

Nous présentons sur la figure 4.14 le codeur tel qu'il a ét@iinga Bien évidemment nous retrouvons les
briques classiques présentes dans un schéma de comprégsigmalité de ce codeur, au dela de I'utilisa-
tion de la QWT, est le bloc d’optimisation qui permettra dadsipter a la fois au canal de transmission et a
un critére de qualité. Nous ne détaillerons pas dans le cldce mémoire toute la stratégie envisagée mais
I'objectif est tout simplement de ne pas définir le codagea®sur seulement des critéres d’information
mais de prendre en compte I'environnement de la chaine.

L'optimisation en fonction du canal suppose une orgargatiu flux binaire pouvant s’adapter a la qua-
lité du canal. La prise en compte de la qualité suivant ugreriperceptuel va se faire a travers une stratégie
de quantification et de codage adaptatif spatialement ariémnde points d'intérét ou de focalisation.

En ce qui concerne plus spécifiguement le codage sourceinkepa est d'utiliser les propriétés de la
QWT qui ont déja été mises en lumiére dans le cadre de la pnaligue de classification. Tout d’abord
I'invariance par translation et surtout I'absence de phéme d'oscillation autour des discontinuités nous
laissent espérer une concentration de I'’énergie sur un rdecoefficients plus faible que pour la DWT.
Ensuite, I'information de structure présente dans lesghésit se résumer en quelques valeurs.

4.5.2 Quantification

La quantification des sorties de la QWT est concue afin de cemp@mportance inégale des différentes
zones et éléments de la transformée de I'image. Cela sigpiides quantifications des différentes bandes
et des différentes informations au sein des bandes peurdairs indépendamment.

Quantification de la trame Tout d’abord, comme il est habituel, la composante bassgiemce sera
traitée a part pour deux raisons principales :
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FIGURE 4.14 —Chaine de compression basée QWT

— elle contient la structure de I'image et donc doit étre eoaléec attention car une forte dégradation de
cette composante entraine une image compresseée trésékdégrad
— elle ne peut pas étre considérée comme un signal analygiogienc analysée a travers la notion de
norme et de phase du fait de son information "passe-bas".
La trame va étre traitée comme dans le cadre d'un comprebasérondelette avec une difficulté sup-
plémentaire, a savoir la redondance d’'information. Il fardvoir une stratégie permettant de réduire cette
redondance comme par exemple un codage différentiel.

Quantification des coefficients d’ondelettes Comme dans le cadre de la classification,il n’est pas né-
cessaire de transmettre les phases lorsque le module asi trdls faible. Ce point la est fondamental car
il permet de creuser la représentation de I'image. Les gnamiexpérimentations menées par R. Soulard
[224] ont porté sur la quantification module. Pour cela le niedie la QWT et celui d'une transformée
en ondelette classique ont été quantifiés uniformément etoeonservant la phase a l'identique (resp. le
signe).

On remarque que la reconstruction par QWT est bien meill@grgui confirme la forte présence d'in-
formation dans la phase QWT. En particulier, la phase QWTriaisede conserver la structure des bords et
lignes de 'image, et le phénoméne de pseudo-gibbs esttathsdémreconstruction QWT.

Ensuite comme nous I'avons indiqué en préambule, nous aamstaté que nous pouvons quantifier trés
grossieérement la phase en quelques valeurs tout en conspreaque toute I'information de structure. Ce-
pendant, cette quantification doit étre dépendante de &isande observée. En effet, puisque les premiers
anglesy et 6 codent des déplacements dans les directions horizontalestieales respectivement, ils ne
vont contenir une information significative que dans lesiplassociés a la méme direction d’analyse. Un
raisonnement similaire peut se faire sur le troisiéme attgle

Enfin, dans le cadre du travail de thése de R. Soulard, on sugmge pour la premiére échelle, qui
représente 3/4 des données, une description précise dagigga 0) est inutile, puisque la résolution de la
sous-bande est juste deux fois plus faible que celle de dienBimpact d’'un mauvais codage du décalage
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FIGURE 4.16 — Etude de faisabilité du Codage par QWT

est trés faible dans ce cas, donc nous quantifions ces phesesdssierement.

Plus généralement, on peut intuitivement quantifier la @laaec un pas de plus en plus fin, lorsque 'on
passe a une échelle de plus en plus grossiére.

Nous présentons maintenant les performances avec I'tddg@ide codage QWT[224]. Il quantifie uni-
formément le module avec le nombre de bits en paramétre eeqquantification adaptative de la phase est
réalisée selon la description ci-dessus. Pour comparerlaseondelettes classiques, on force les codages
DWT et QWT a produire le méme débit pour une méme image.
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4.5.3 Organisation du flux en fonction du canal

L'idée est d'adapter les schémas de codage utilisés aveantidettes classiques dans le cadre de la
QWT, comme un codage par plan de bits, la notion d’'arbre decOTelutes ces notions permettent de
structurer le flux et ainsi d’offrir une progressivité auesw de la qualité, tout a fait adaptée a la transmission
MIMO et son découpage en canaux de différentes qualitéschénsa de codage par plan de bit est assez
classique dans son concept mais il est novateur dans le cgsigradmix issus d’'une transformée telle que
la QWT avec 4 éléments (module et 3 phases). La difficulté estodsidérer la hiérarchisation présente
dans la transformée elle-méme. En effet par rapport a Iasfvenée en ondelette classique, il existe un
niveau supplémentaire de hiérarchie pour une position @émwmidnune échelle donnée, a savoir comment se
structurent les quatre informations.

A ce stade de I'étude, nous avons abordé le probleme d’un&reampirique en estimant la courbe dé-
bit/distorsion suivant les combinaisons de paramétresilples, c’est-a-dire que I'on fixe un certain nombre
de bits pour chaque information, et nous évaluons la distorgssociée. Toutefois étant donné le nombre
de combinaisons, cette étape, en cours de développemitninsstratégie selon ces principes :

— Pour chaque coefficient, les quatre informations sontroréles (suivant la finesse de codage) avec le
module en premier, puis un ordonnancement des angles diadell’orientation de la bande traitée,

— on conserve bien sdr la hiérarchisation propre aux oride|ed savoir affectation des bits en priorité
aux échelles les plus grossiéres, puis au fur et a mesuraufmientation du débit on s'intéresse aux
échelles les plus finies.

Comme nous I'avons dit, I'objectif est de créer un codeunant en compte son environnement, et no-
tamment le canal. Dans le cadre de CAIMAN, le canal que nomsidérons est un canal MIMO composé de
4 antennes a I'émission et 4 antennes a la réception. Afiridicgger la transmission, celui-ci est transformé
en 4 sous-canaux virtuels équivalents. Grace a cette tramafion en sous-canaux virtuels, il est possible
d’en déduire le SNR de chacun de ces sous-canaux virtuetsetd déterminer quel taux d’erreur binaire
peut étre atteint.

Dans cette premiére version de la chaine, on ordonne lescanasix pain robustesse décroissante
et on alloue les données les plus importantes aux premiasscamaux. Ceci renforce I'importance de la
structuration du flux et de la scalabilité dans le cadre d'sinatégie MIMO. De plus, il faut que cette
distribution des informations puisse évoluer au cours thptesuivant les modifications du canal.

Enfin I'optimisation en fonction de la modélisation du sysé&visuel humain va se faire a travers l'inté-
gration de carte de focalisation ou carte de saillancetdrat des cartes de saillance est qu’elles permettent
un codage adapté aux zones saillantes de I'image. Plusénéent, on doit allouer le débit de codage en
priorité aux zones les plus saillantes avant de I'allouerznnes moins importantes. Toutefois, la difficulté
est de traduire dans le domaine transformée une carte thnsailobtenue en général sur I'image dans le
domaine spatial. Il nous semble que pour réussir pleineweid intégration, il faut définir cette carte de
saillance directement a partir des coefficients d’ondedetOn retrouve la peut étre les travaux sur "phase
congruency" ? Notons qu'il existe des travaux tres récerdpgsant des notions de points de saillance a
partir soit des transformées complexes, soit méme de la @& Toint constitue I'une des perspectives a
court terme de notre travail sur la QWT. D’autant plus queaiatpd’étude ne concerne pas seulement des
problématiques de compression.
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4.6 Discussion sur la transformée QWT

La QWT permet une vraie généralisation du travail concdrtzadéfinition d’'une transformée en onde-
lettes analytique 1-D. Elle apporte une réelle amélionatie la transformée en ondelettes en permettant une
analyse trés fine de I'information 2-D. A travers cette tfarmaée, nous retrouvons le concept de phase qui a
alimenté de nombreuses recherches en traitement du sifhndepuis cinquante ans. Cependant, le concept
de phase locale 2-D est assez peu étudié en image car on asdliggllement de définitions 2-D que depuis
gquelques années. Son utilisation pratique est trés lim@éen plus des problémes d'interprétation, la phase
en général est liée a des difficultés pratiques (disconéininstabilité numérique).

Le signal analytique quaternionique 2-D et les ondelettedytiques comme la QWT permettent une
nouvelle approche de I'étude de la phase 2-D, et les deuicafiphs développées sous ma direction dans
I'équipe Icones montrent I'utilité et la pertinence de cesveaux outils.

Comme, nous l'avons dit en introduction de ce chapitre, éssltats sont trés récents mais confirment
I'opportunité de poursuivre cet axe de recherche a travessperspectives pratiques et théoriques. Plus
précisément, il me semble opportun de poursuivre la réftextiv la modélisation de la phase, notamment a
travers I'utilisation de lois de probabilité circulairesame le fait Vo et al. [247] dans le cadre des ondelettes
complexes. Ensuite, le travail sur le schéma de compresbimrage va se poursuivre afin, comme nous
I'avons vu, de définir une chaine compléte adaptative pteearcompte la totalité de I'environnement
(canal, systéme visuel humain).

Nous proposons maintenant d’'étudier le dernier et le plosntédes axes concernant les ondelettes que
j'anime, a savoir les ondelettes analytiques basées sutwahetion du signal quaternionique de Biilow : le
signal monogénique de Felsberg [87].

4.7 Les perspectives : Ondelettes monogeéniques couleur

Dans cette derniére section, je vais présenter nos tracawels et a venir menés notamment dans la these
de R. Soulard [227, 226] qui concerne I'étude et la définitdertransformée en ondelettes monogéniques,
avec une ouverture vers la couleur.

Tout d’'abord, nous proposons de revoir la derniére évalutio signal analytique proposé par Felsberg
et al. ([87]), mais pour cela nous devons introduire la fiemsée de Riesz.

4.7.1 Transformée de Riesz

Il existe une autre maniére de généraliser la notion de sagraytique 1-D pour les images, c'est le
signal monogénique développé notamment en détail par érgl$87] dans le cadre des algebres de Clif-
ford. La définition du signal monogénique utilise une géligaton de la transformée de Hilbert appelée
transformée de Riesz. Si I'on applique la transformée deZRar une image niveaux de gsis R> — R
alors d’un signal & valeurs scalaires, nous obtenons ualsigvaleurs vectorielles daiis :

[ TRy[s](x)) [ ha*s(x)
TRIs]() = (TRQ[S](X)) B (hy * s(x)) (4.59)

avech, eth, les noyaux de Riesz qui s’exprime dans le domaine de Fowraplexe par :
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&1 . &
——etH(E) = —j ——
Ve +& Ve +&3

Nous pouvons remarguer que si nous nous ramenons au caddrsbeayain fréquentiel de la transfor-
mée de Riesz devient

H,(E)=—j (4.60)

H,(€) = —j%

et nous retrouvons la transformée de Hilbert 1-D.

= —jsign(¢)

Dans le domaine spatial, les réponses impulsionnelleselesfidtres s'écrivent :

x1 L2

ha(x) = (4.61)

= eth
o [of +a3] "

xX)=——""""=55
2T [ac% + x%]gﬂ

La transformée de Riesz est parfois appelée transformédluertHsotrope. En effet, on peut noter que
dans les deux noyaux de Riesz interviennent les deux vasiablet xo comme pour la transformée de
Hilbert totale, ce qui n’est pas le cas avec les transforrdéddilbert partielles, ce qui assure une analyse
ne privilégiant pas une direction.

La transformée de Riesz posséde des propriétés d’invariaaictranslation et changement d’échelle, a
savoir que :

Vxo € R, TRI[s(. — xg|(x) = TR[s](x — x0) (4.62)
Va € R+, TR[s(./a](x) = TR[s](x/a) (4.63)

A notre connaissance, il n'existe que peu d'utilisation @déransformée de Riesz dans le domaine du
traitement d'images. Ce n’est que trés récemment que eliffértravaux sont apparus utilisant cette trans-
formée de Hilbert 2-D isotrope. On peut citer par exempleineet al. [127] qui proposent dans le domaine
de l'optique la transformée "spiral phase quadrature” guimet d’avoir des propriétés de démodulation
isotrope. Mais ce qui a constitué le point de départ d’'unevelbeimaniére d’analyser I'image est le travalil
de Felsberg [87] qui dans le cadre du formalisme des algéler€difford propose une généralisation du si-
gnal analytique a I'aide de la transformée de Riesz. Le skapport majeur est venu ces derniéres années,
de I'équipe de Unser [242] qui a préconisé une relecture géraeaux sans le formalisme des algebres de
Clifford et en utilisant une approche que I'on pourrait pétre qualifier de plus "signal”. Notamment, ils
ont proposé de nombreux développements autour des omrdetetinogénes adaptées pour les images en
niveaux de gris.

Dans le cadre de leurs travaux, Unser et al [242] poursuiNidée de Larkin, a savoir d’exprimer la
transformée de Riesz comme une transformée qui pour unl sigatéeurs réelles scalaires fournit un signal
a valeurs complexes scalaires, les deux noyaux de Riedz@tasimplement réunis dans un complexe :

TR[s](x) = TR [s](x) + jTR2[s](x) (4.64)
ce qui correspond dans le domaine de Fourier a

_ —J&at &

2 2
VE + &

La réponse impulsionnellerr associée a la transformée de Riesz complexe vérifie unenragitstee-
rability” bien connue dans le cadre des bancs de filtres,Girsgue :

e [TR[s]] (x1) S(E) (4.65)

hrr(Rox) = ¢ 7’ hrr(x) (4.66)
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FIGURE 4.17 — Gain fréquentiel associé au noyau de Riesz [223].

6 sinf . R . s
avecRy = s S qui correspond a une rotation dans le plan d’'un afigléette propriété est

—sinf cosf
similaire a la propriété de translation pour la transforrdéd-ourier complexe. Cette propriété est trés im-

portante car elle signifie que la transformée de Riesz vagténerde construire des espaces de représentation
insensible a la rotation, ce qui est I'un des challenges delemiéres années en image.

Afin d'illustrer cette notion de généralisation de la tramsfée de Hilbert a travers Riesz, nous représen-
tons le gain fréquentiel associé au noyau de Riesz. La figdreilustre la phase de ce gain a travers un
vecteur orienté selon le déphasage. Nous constatons qogda norrespond bien a un déphasage isotrope
du signal, avec un déphasage dépendant de I'orientatiocotiggosantes.

Nous proposons d’'étudier maintenant I'extension du signalytique a l'aide de cette transformée de

Riesz.

4.7.2 Le signal monogene

Tout naturellement, puisque nous avons a disposition utension de la transformée de Hilbert aux
images, nous reprenons le concept du signal analytiquerehicant le signal d’'origine avec sa transformée
de Riesz pour obtenir un signal analytique isotrope, apgigl®al monogéne.

Soit s une fonction a deux variables, et 2, et a valeurs réelles, le signal monogéne est défini par

Felsberg suivant [87] :

s](x) (4.67)
s](x)
Nous illustrons sur la figure 4.18 la sélection fréquerdiddlite suivant les deux définitions du signal
analytique, a savoir quaternionique et monogénique. Noustatons que le spectre du signal monogéne

n'est pas réduit a un seul quadrant, ce qui renforce l'idéaalanalyse isotrope.
Pour illustrer les qualités de cette définition isotropeessain influence, nous reprenons le signal synthé-

tique utilisé dans le cadre du signal analytique quatergimn(figure 4.1). Nous indiquons sur la figure 4.19

[
TR,
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(b)

FIGURE 4.18 — Gain fréquentiel des opérateurs définissant : (aghabianalytique quaternionique (b) le
signal monogénique

(@) (b) (©)

FIGURE 4.19 — Définition du signal monogene : (a) image origina{b) TR, [s] (c) TR [s] [223].

les différentes composantes du signal monogéne. Si noupazoms graphiguement les deux versions du
signal analytique 2-D, nous constatons que la construatiomogene ne présente pas de direction d’analyse
privilégiee.

Sur la figure 4.20, sont indiqués les deux modules des denawtganalytiques 2-D. Du fait des direc-
tions privilégiées d’'analyse présentes dans les trangfesnde Hilbert partielles (associées a la définition
guaternionique), nous observons par exemple des défaytaigeaux des coins des objets. Ces défauts
disparaissent avec I'approche isotrope associée au sigpradgene.

Comme dans le cadre du signal analytique guaternionique pouvons définir une notion de phase.
Pour cela, nous changeons de systéme de coordonnéessetstiies coordonnées sphériques, comme nous
l'illustrons sur la figure 4.21. Ces coordonnées sphérigeesettent de définir une norme [87] :

lsm (%) = V/s(x)? + (TR [s](x))? + (TRa[s](x))2. (4.68)

et deux angles[87]. Le premier angl@ppelé orientation est défini sur la partie Riesz :

_ TRy/[s](x)
0(x)) = arctan (W) . (4.69)
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FIGURE 4.21 — Coordonnées sphériques du signal monogéne

Le second angle appelé la phase est défini par

p(x)) = arctan <\/TR1 [8]2(?(:) TR, [8]2(X)> (4.70)

Le vocabulaire proposé par Felsberg est bien sir en lien laméarmation portée par ces trois pa-
rametres. Pour illustrer le propos nous reprenons l'imagéest (figure 4.22). Comme a chaque fois, le
module va étre une mesure d'énergie locale permettant deenget évidence la présence d’information.
Ensuite I'angled es,t comme nous le voyons sur la figure 4.21, défini suivantddesx noyaux de Riesz.
Nous allons mettre en évidence une notion de directiondodaininante de la surface. Enfin, 'angleest
défini entre le signal d’'origine et Iinformation combinéesddeux parties Riesz. Cette lecture est équiva-
lente a I'angle existant entre la partie réelle et la paniaginaire du signal analytique 1-D. C’est pourquoi
il est nommé phase et va porter une information géométrigmidasre a celle décrite dans le cas du signal
analytigue. Nous constatons que nous avons une modétisgidinformation 2-D qui est beaucoup plus
claire que la traduction donnée par le signal analytiqueegn@nique.
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(@) (b) (©) (d)

FIGURE 4.22 — Descrition du signal monogeéne : (a) image originaldN@@rme (c) Phase (d) Direction

Cependant, il existe un bémol, a savoir que la formulatisoréie et numérique n’est pas immédiate. Les
travaux de la littérature utilisent un échantillonnagealedrsion continue du noyau lors de son application
sur une image. Nous savons bien que ce type d’approche énfert limiter les applications puisqu’il n'y
a pas de proposition d’algorithme rapide assurant une steaion parfaite. Cette voie numérique n’est
apparue que trés récemment a travers les travaux menés sadigettes monogéniques. Nous nous plagons
clairement dans cette orientation.

4.7.3 Ondelettes Monogéniques

Il est tout naturel d'introduire a partir de la constructiprécédente une transformée en ondelettes qui
permet de définir un signal monogénique associé a diff&sdraades de fréquence. A notre connaissance,
dans la communauté Signal-Image, il existe deux propaositen ce qui concerne la construction de cette
nouvelle transformée en ondelettes monogénes : Olhede [@i68] qui proposent la construction d'on-
delettes Hyperanalytiques et qui se placent plutdt sur an pbntinu et I'équipe de Unser [242] qui, a
travers un certain nombre d'articles a mis en place unefosanée numérique en ondelettes monogéniques.
Trés récemment de nouveaux articles ont proposé des désiimp®s en ondelettes monogéniques : Hitzer
suivant une approche continue [110] et Held et al. [107] densadre numérique proche de celui de Unser.

Dans tous les cas (sauf le travail de Hitzer), le principesista a reprendre I'écriture du signal monogéne
associée a une fonctiona deux variables; etn et a valeurs réelles :

su(x) = (s(x) TRi[s](x) TRa[s|(x)).

Comme pour les ondelettes quaternioniques, a partir de éetiture, on peut tout simplement étendre
la décomposition en ondelettes en se fixant simplement uriidm d’ondelette isotropique réelle 2-D et
en calculant la transformée de Riesz. La transformée enaitelemonogéniques est définie a partir de la

fonction analysante suivante [168] :

oY) = (000 TRiU](x) TR[¥](x)) (4.71)

Il faut s’assurer que cette nouvelle fonctigr{’ vérifie les différentes conditions liées & une analyse par
ondelette, notamment que I'extension monogénique vésafmhdition d’admissibilité. Pour mémoire, on
dit qu'une fonctiomy(z) € L'(R) N L?(R) est une ondelette si elle vérifie la condition d’admisdibili

2
[P e 4.72)
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Dans le cadre des ondelettes Quaternioniques, il existdien fort avec les ondelettes complexes et les
ondelettes classiques, puisque nous avions une simpleirgaisin, cela assurait la validité de la construc-
tion. Dans le cadre de la construction de I'équation (4.@h)peut montrer que chaque composante issue
de la transformée de Riesz d’'une fonction d’ondelette &ldficondition d’admissibilité, donc I'extension
monogénique permet bien la définition d’'une décompositioarelelettes. Ceci est notamment discuté dans
[168].

A ce stade, nous pouvons alors définir une transformée enettadeet calculer pour chaque coefficient
obtenu une notion de norme et de phase. Nous avons alors @sitisp un outil permettant d’analyser
pour différentes bandes de fréquences la présence d’infmma travers le module, une direction locale
dominante de la surface ('angh et enfin, I'anglep, va nous donner une information structurelle.

Il reste I'épineux probléme de I'écriture numérique deeecomposition. A travers cette formulation
monogénique, nous sommes arrivés a un niveau trés avaneémegstde description de I'information. En
revanche, nous avons fait un retour en arriére de 20 ans eni cerngerne la formulation numérique. En
effet, pour l'instant seul le schéma continu est clairendgftini et la transformée de Riesz n'a pas une
expression discréte, ainsi nous retournons en quelquelaostla méme situation qu’a I'époque ou le lien
entre la transformée en ondelettes et les bancs de filtreainfzas été fait. Nous pouvons alors trouver les
solutions classiques, a savoir une discrétisation didesdonctions d’analyse, mais nous perdons la rigueur
de la définition et en général une partie des qualités.

A notre connaissance, la seule proposition ayant pour ieocain déploiement numérique est la pro-
position de Unser et al. [242]. Elle repose sur la définitiamd fonction d’échelle Spline, a laquelle on
associe une construction d'une fonction d’ondelette @ripe par un opérateur Laplacien. Nous retrouvons
le concept du "chapeau mexicain". L'étape monogéniquenaehé par une autre fonction d’ondelette com-
plexe liée a la premiére atravers la transformée de Riesar.dhacune des fonctions, Unser et al. proposent
les filtres associés, dans le domaine fréquentiel [242].

Il est intéressant de revoir brievement la définition de d¢férdntes fonctions car elle apporte un nou-
veau regard sur la transformée en ondelettes associéeaaséommée de Riesz.

L'idée de départ est de construire une fonction d’échellsdage isotropique approximant la fonction
Gaussienne (pour les propriétés associées a ce type deeéplaelle). La fonction utilisée dans le cadre des
travaux d’Unser est la Spline polyharmoniqgtie, avecy I'ordre de la Spline. Cette fonction se définie dans

le domaine fréquentiel :
el
> kez lw + 2k|[=7

De cette fonction de lissage, une ondelette primaire ip@te non-séparable est définie suivant I'opé-

elAy](w) (4.73)

rateur Laplacian fractionnaire :
Y(x) = (—A) By, (Dx) (4.74)

avecD la matrice de dilatation.

Nous indiquons sur la figure 4.23 la forme des fonctions aaaiies. Nous observons que nous avons
bien deux fonctions isotropiques, avec une fonction d'tettietrés proche de I'ondelette historique "cha-
peau mexicain”. A cette analyse multirésolution est agsaan banc de filtres reconstructible avec un facteur
de redondance 4 :3.

Nous avons a ce stade une fonction d’ondelette non-sépakab| nous pouvons utiliser de nouveau le
principe de construction exposé précédemment, en catdalaransformée de Riesz sur la fonction d’on-
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(a) (b)

FIGURE 4.23 — Fonction d’analyse associée a une décompositiondaiaite Laplacienne (tirée de [242]) :
(a) Spline Polyharmonique de lissage (b) Ondelette défimieip opérateur Laplacien

delette primaire. Il apparait alors une nouvelle lecturéadeansformée monogénique. En effet, 'opérateur
de Riesz est relié a différents opérateurs différentigdsamment (si I'on reprend la notation complexe) :

TR{s](x) = —%(—Arl/? 1))

.0

— 5 (=) s (). (4.75)
T2

Etant donné la construction de la fonction d'ondelette pitma travers I'opérateuk, nous constatons
gue la décomposition selon les deux ondelettes issues dmkfidrmée Riesz est équivalente a :

0 .0
TR (x)] = 5= A)B2(D(@)) +j5—A)f2(D(2)) (4.76)
1 o1
Nous retrouvons la décomposition en ondelettes de Maaoppégpen 2008 par Van De Ville et al [243]
et qui créée ainsi un lien a la fois avec le concept de Marreat bas analyses de gradient multiéchelle.

David Marr a proposé une modélisation du fonctionnementydteme visuel humain. Ce modéle se
structure en trois étapes : construction d'un espacedéchal lissage Gaussien, calcul du Laplacien et
détection des passages par O et de leurs orientations patrattion des contours.

Nous constatons dans le schéma exposé ci-dessus qu’avesriepcouple de fonctions analysantes,
nous calculons le lissage "quasi" Gaussien ainsi que leatagnl. Ensuite a travers la transformée de Riesz,
et donc le calcul de gradient associé on peut facilementidtties passages par 0 a travers I'extraction des
maxima.

La considération conjointe des deux décompositions formeeamalyse monogéne de redondance totale
de 4 : 1 dont on peut extraire le module et la phase 2-D, suleangxpressions proposées par Felsberg,
et nous retrouvons une mesure locale de module , de direstidiangle. A travers I'utilisation du calcul
du gradient, une telle analyse permet aussi une relectgranfbemations détectées par la transformée mo-
nogénique suivant un tenseur de structure et avec un caémeérdie d’'orientation et de cohérence associé
[242]. Nous nous positionnons suivant cet angle de lectars dlextension couleur que nous cherchons a
construire pour les décompositions en ondelettes mais eiLssrtout en ce qui concerne la compréhension
des informations.

Dans le cadre de la thése de R. Soulard, nous avons propesémént une premiére extension directe
de la transformée en ondelettes monogénique a la couled}, [28us présentons ce point dans la section
suivante.
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4.7.4 Introduction de la dimension couleur

Cette nouvelle généralisation 2-D du signal analytiqueemrg la définition en termes d’analyse de la
fonction a valeurs complexe, présentée brievement au diebte chapitre.

Signal Monogeéne : signal analytique et algébre de Clifford Afin d'introduire la construction du signal
monogéne défini par Felsberg ([87]), nous reprenons la téfinilu signal analytique a travers I'algébre
de Clifford. Felsberg propose d'associes ain signal réel, une courbe dans le pkanA ez, donc une
courbe définie par f : R — Ry o définie parf(z) = s(x)e2. Comme nous l'avons vu précédemment le
signal analytique est I'extension holomorphesdestreinte a I'axe des réels, donc cela consiste a trouver
une fonctionf, qui satisfaitA f, = 0 et dont la partie dans la directian, soit le signals de départ. La
résolution de cette équation méne au signal analytrique.

De cette approche, Felsberg propose dans [87] la géndimlisaix images niveaux de gris, a savoir une
image niveaux de gris : R? — R, est associée a la "courbg'de R? & valeurs dans la partie vectorielle
de l'algebre de CliffordRs o définie parf(z,y) = s(z,y)es. Pour proposer un signal analytique associé,
Felsberg propose une généralisation :

v 0%u  O*u i

= 02 8—y2+ﬁ:0 siz >0 “4.77)
e3— = f siz=0

ou nous retrouvons le laplacien et la partie dans la dineetipdoit étre I'image de départ. La résolution de

cette éguation méne au signal monogénigue et a la trangdalmRiesz.

Suivant cette idée, nos collégues de La Rochelle ont prapes@énéralisation du signal monogene aux

images couleur [61]. Pour cela, image couleun signal deR? a valeurs dan®? va étre associé a une
"courbe" f : R? — Rj5 o, une fonction a valeurs dans la partie vectorielleRgg définie par

f(l'vy) = fg(ac,y)eg—|—f4(ac,y)e4—|—f5(ac,y)e5 (478)
De méme que précédemment, le probléeme se raméne a trouviemgtien v solution du systeme [61]

Pu 0% @ Pu

Au=—+— — +—5=0 sizg>0 >0 >0
B 0x? Oz 023 Oz Ot s = T e

(4.79)
6368—;3 +e488—;1 +e5g—;5 = f(z1,x2) sizg=x4=x5=0

Demarcq et al. ont proposé pour résoudre ce systeme, datiesein trois sous-systemes suivant les trois
canaux. La solution que I'on obtient est une somme de solsiti@ ces trois sous-systémes, ce qui revient a
appliquer la condition de Felsberg sur chaque canal. Cétiérglisation améne la définition suivante pour
le signal monogéne couleur [61] :

sy (x) = [sr(x); sg(x);sp(x); TR1[skr + s¢ + sB|(x); TR2[sgr + sq + sB](x)] (4.80)

oUTR[sr + s¢ + sp] correspond a la transformée de Riesz appliquég & s¢ + sp.

Cette formulation consiste a analyser la structure géanguétrsur l'intensité lumineuse de l'image.
L'analyse monogéne couleur est non marginale puisqu'elieline I'utilisation des canaux chromatiques
avec l'intensité lumineuse.
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Maintenant que I'extension couleur du signal monogéne tk&bEry est rappelée, nous proposons d'in-
troduire notre premier travail mené dans le cadre de la ttéde. Soulard concernant la construction des
ondelettes monogénes couleur.

Ondelettes couleur Nous avons vu dans la partie précédente que I'extensiongalsimonogéne a la
couleur passe par la division du systéeme en trois sousrsgstéés a I'équation de Laplace, tel qu'il avait
été présenté par Felsberg.

Nous pouvons alors définir une transformée en ondelettesle®isous-bandes sont des signaux mo-
nogenes couleur. Pour cela, la fonction d’échelle et d'tmitéeisotropique va s'appliquer sur chacun des
canaux et I'ondelette complexe issue de la transformée elszRist appliquée sur l'intensité lumineuse.

Donc d’'un signal a valeurs daf@® : s : x < (sr(x) sg(x) sg(x)) la transformée en ondelettes
monogéniques couleur fournit des coefficients a valeurs Ran

(Vrr * SRy Yrp * 5G, Upr * 5B, TR1[Ury] * (sR(.) + sG + sB), TR2[¢r] * (sr(.) + s¢ +sB)) (4.81)

avect, une fonction d’'ondelette 2-D isotropique a valeurs réel@s obtient cing coefficients formant
une représentation en ondelettes monogénes couleur.

Etant donné la construction, le schéma numérique est ditembnsiste a utiliser la décomposition en
ondelette Laplacienne sur chaque canal chromatique, siréanide "Maar" associée a la partie "Riesz"
sur la somme des trois. Les 5 ondelettes couleur associéedlgstrées sur la figure 4.24 ainsi que la
schématisation de la décomposition [227]. La figure 4.25emte les décompositions en trois échelles de
deux images de test. La premiére image de test permet dessiorutontenu présentant des ruptures couleur
alors que la seconde est associée a différents atomes @ricdCihague décomposition est composée de 4
sous-bandes issues d’'une décomposition sur 3 niveaux. dimesvons une seule sous-bande (anisotrope)
par échelle.

En termes d'informations, les 3 composantgscq etcp permettent de mettre en lumiére les ruptures
suivant les différents canaux couleur, sans orientatiégifigue.

Ensuite, afin d'illustrer les composantes "Riesz", nousstraisons une image artificielle couleur avec
le module codé dans lintensité de cette image et la dinefiiase codée dans la teinte. Les pixels de
fortes intensités indiquent les positions des différestasctures de I'image. L'orientation principale de ces
structures est traduite par la couleur de ces points.

Nous développons actuellement une modélisation des deeffic notamment I'information de phase
suivant le méme principe que les ondelettes complexes angcapplication la restauration de données.

Toutefois, cette construction dans la ligne directe destrade Felsberg et de I'extension de Demarcq
ne nous satisfait pas complétement car elle ne résout pastdéeme de l'interprétation "signalistique”
des informations contenues dans la représentation. A de,silanous semble qu'il n'existe pas de lien
évident entre cette construction et une lecture physiqusighal deR? & valeurs dan®3. En effet, la
phase "couleur" est construite entre la partie issue detsformée de Riesz et le signal réel, ce qui est
dans la logique directe de I'extension de Felsberg. Mais darwas de I'image couleur, nous obtenons 3
phases associées aux trois canaux, donc difficiles a iBterpCeci limite alors les applications possibles.
C’est pourquoi, hous menons actuellement a travers la hedR. Soulard un travail original proposant
une extension couleur des travaux de Unser autour des ttedefieonogéniques avec une intégration des
travaux concernant les tenseurs de structure menés daedréede la couleur.
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FIGURE 4.24 —lllustration du schéma de calcul de la transformée en ontielmonogénique Couleur

FIGURE 4.25 —Exemple de décomposition en ondelette monogénique Couleur
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4.7.5 Monogénique, Radon et Ridgelet

La transformée de Riesz présente des liens tres étroit avesmisformée de Radon longuement étudiée
au début de ce mémoire. Pour mémoire, $ilt, 0), le coefficient de la transformée de Radon du signal
s € L* (R?), calculé selon la droite de paramettes), ce coefficient est défini par :

Rals| (t,0) = Rs (t,0) = / / s(x1,22)0 (1 cos @ + xosin @ — t) dridrs (4.82)
RJR

Différents travaux, notamment la these de De Knock [12Q]nmantré que I'on peut relier la transformée
de Radon et la transformée de Riesz :

TR[s](x) = Ra~! [TH[Ra(.,0) [s]]ng] (4.83)

avecny = [cos 0 sinf)].

De cette relation, similaire au "Fourier Slice théoréme'dams le premier chapitre, on observe que la
transformée de Riesz peut se calculer par I'intermédidiraedtransformée de Hilbert 1-D appliquée sur
chacune des projections de Radon.

Cette écriture permet tout d’abord d’apporter encore urveau regard sur la transformée de Riesz et
donc sur le signal monogénique. En effet, Felsberg proposédegture de la phase du signal monogénique a
travers la phase du signal analytique grace a cette extepaidransformée de Radon. Ensuite, nous avons
une connexion inattendue avec notre travail présenté @apsemier chapitre concernant la transformée
Ridgelet discréete. Cela ouvre deux réflexions que nous neeactuellement :

— puisque nous avons proposé un schéma numérique de tragsfale Radon discréte inversible, un
objectif consiste a définir un nouvel algorithme de calculadransformée de Riesz par ce biais la
et par conséquence un schéma original de calcul de la tramsfoen ondelettes monogéniques. Des
premiers travaux menés dans le cadre de la thése de R. Sprd@asent une construction a partir de
notre méthode DART et d'un algorithme Double-Tree.

— il se pose la question du lien entre la transformée Ridgtlédnalyse par ondelettes monogéniques,
notamment peut-on considérer la transformée en ondefatiaegéniques comme une décomposition
en Ridgelet complexe ?

De cette relation (4.83) découlent de nombreux points forataaux a éclaircir , qui font I'objet de nos

travaux actuels.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé nos travaux les plustséemncernant la définition de décompo-
sition en ondelettes adaptée a I'image. Cette approcheéssséduisante et nous semble prometteuse car
elle construit la réflexion a partir de fondements issus doadiet de la physique afin de fournir des outils
pour caractériser et comprendre le signal 2-D. Cependantbrhmunauté ayant alimenté cette réflexion est
encore trés réduite et issue de domaines différents. Amgiwes du travail de recherche sur les outils, nous
devons communiquer pour renforcer ce groupe de cherctadursle tenter, peut-étre, d’accélérer 'avancée
sur certains points. Par exemple, la modélisation et la céhgmsion de ces informations de phases 2-D ne
doivent pas encore rester des impasses. Nos discussiangiffiéeents collégues travaillant sur le traitement
d'image et certains sujets de théses récemment proposésgeaw mational indiquent un intérét croissant
pour ce sujet.
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A travers nos travaux concernant notamment la transform@,@ous avons montré que ces outils qui
restaient confinés dans une petite communauté peuventrfdasréponses applicatives grace a la qualité de
la représentation. Et a travers I'étude d’'un codeur QWT gsgple nombreuses questions, nous proposerons
d’autres utilisations comme par exemple I'analyse de pdadfintéréts. Enfin notre axe de travail actuel sur
les ondelettes monogéniques permet, comme nous l'avordeviajre une connexion inattendue avec les
travaux présentés au tout début de ce chapitre. Les detdggamsemblent a I'origine plutdt disjointes, 'une
cherche une analyse directionnelle, I'autre reformulengtimn fondamentale du signal, et tout logiquement
ces deux approches se rejoignent montrant finalement laléomaptarité des axes de recherche développés
au sein du département XLIM-SIC.

Cet axe trés récent portant sur une nouvelle générationddleties s’est concrétisé a travers le co-
encadrement d'une thése [222]. De nouveau ce sujet sevetaoniveau national a travers I'action du GDR
ISIS ayant pour sujet les outils mathématiques pour I'imamedeur, que je co-anime avec D. Tschumperlé.
Ces travaux ont été principalement valorisés dans [228,228 224, 225].

Le dernier chapitre change quelgue peu de sujet, a savdlivguhettre en avant un cadre applicatif que
je développe depuis mon arrivée au sein du département X3l®eoncernant la sécurité des données.
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5.1 Introduction

Ce dernier chapitre, qui vient compléter les trois autrepithes, est associé a une problématique indé-
pendante des travaux menés dans le cadre des analysegsolution mais certains de ces développements
principaux vont utiliser les décompositions en ondelettaenter de profiter de leurs propriétés.

Pour finir ce mémoire, je propose de décrire mes travaux noargsle cadre de la sécurité des données
Multimédia. Cet axe a débuté des mon recrutement en 200@ dhaniére opportune a travers une these
CIFRE, réalisée par A. Parisis [171] que j'ai encadrée sausdponsabilité de C. Fernandez, et dont le par-
tenaire industriel était France Telecom R&D. L'objectifaks travaux était d’étudier les possibilités offertes
en termes de Tatouage d'image par l'utilisation des décaitipns en ondelettes et la prise en compte de
la dimension Couleur. Nous retrouvons donc les thématigéesloppées dans mon travail mais dans un
cadre applicatif précis. Ce premier travail de thése a pedaimettre en place les bases algorithmiques de
nos différentes solutions, présentées dans la premigtie garce chapitre.

Ensuite j'ai pu poursuivre ce travail a travers un importaomitrat de Recherches toujours avec FT R&D
qui avait notamment pour objectif le déploiement logicielogrtaines solutions. Ce contrat a été une oppor-
tunité me permettant de proposer différentes évolutiontasméthode afin de la rendre robuste a certaines
attaques géomeétrigues. Tous ces travaux se sont notamoprametisés par différents brevets ainsi qu’un
démonstrateur logiciel, grace au recrutement d’'un inggrd&tude ayant en charge cette partie logicielle.

Enfin, a travers le rattachement de notre département a XédMont ouvertes de nouvelles perspectives.
Plus précisément, j'ai co-animé avec P. Gaborit du dépanemMI de XLIM une action sur la sécurité au
sein de la fédération PRIDES. Ce travail s’est concrétisdgthése de A. Wadood [1] co-encadrée avec
P. Gaborit. Celui-ci meéne, entre autres, des recherchesidnés sur la sécurité et notamment les codes
correcteurs. Notre objectif, a travers ce travail de thasitg d'intégrer différentes familles de codes dans
les stratégies de tatouage afin d’augmenter la robustessatrdeschéma, mais aussi d'affiner la procédure
de classification de la signature. Ceci fera I'objet de laigee partie de ce chapitre. Notons que dans ce
travail, une réflexion autour de l'invisibilité a aussi étémde en collaboration avec H. Saadane, maitre de
Conférences HDR, université de Nantes et rattaché au lalireraepuis 2 ans [4].

Nous détaillerons sous la forme de perspectives des tray@inous avons débutés cette année a travers
'encadrement d’'un stage post-doctoral, toujours en aadrement avec P. Gaborit et une collégue de
I'équipe lcones AS Capelle. Ces derniers travaux ouvrenhauvel axe de recherche et concernent une
approche particuliere en stéga-analyse a travers l'iatiégr de la dimension psychovisuelle. Cet axe me
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semble important car au dela de la dimension scientifiquestifédérateur car il requiert des compétences
dans différents domaines, a savoir la modélisation dusystdsuel humain, la sécurité et le tatouage et les
outils de classification.

5.2 Tatouage vectoriel

Nous proposons, dans un premier temps, de décrire I'ahgoetde tatouage vectoriel qui constitue
la base de nos différentes solutions de tatouage. Cetterpagi®n comprend une analyse de l'algorithme
vectoriel suivie de différentes optimisations comme la&débn non décimée, I'analyse du seuil de détection
(partie qui nous aménera tout naturellement vers les camtescteurs) et enfin la définition de procédures
complétes ayant pour but la robustesse face aux attaquesgépues. Notons que I'ensemble de ce travalil
a été associé au développement de codes fournis a FT R&D eoamr:

une librairie compléte de tatouage ;
une librairie compléte concernant le probleme des poiiigadét et du recalage des images;
un démonstrateur complet et opérationnel ;
un module de mesures.

En préambule, nous proposons tout d’abord de revoir tré&védment la notion de tatouage d'images.
L'idée n'est pas d'introduire longuement ce domaine tresteranais plutdt d'introduire les éléments qui
nous ont guidés dans le développement de cet axe de recherche

5.2.1 Introduction au tatouage d’'images

Le tatouage d’'images peut étre percu comme une branchetdadgsaphie, qui a pour objectif de cacher
un message secondaire dans un message primaire. Le megsagjecpreste lisible de tous, tandis que le
message secondaire n’est lisible que par une ou plusierssmpees (possédant une information secréte). La
sténographie se distingue donc de la cryptographie dangsane ou I'objectif principal en cryptographie
est de rendre illisible le message primaire a toute persnamp®ssédant pas une information secréte.

Contrairement a un stockage simple d’informations dans-tite du fichier associé a une image, le
tatouage est intimement lié aux données. L'informatiorsidisiiée a pour but de démontrer l'intégrité du
document ou encore d’en protéger les droits d'auteur.

En général, nous avons apprécié les performances d'uratg@ous les critéres principaux suivants :

— La visibilité :

Le tatouage doit étre invisible a I'oeil humain, le documerdrqué doit rester fidéle a I'original.
Pour cela, il faut prendre en compte au maximum le systemeMmsimain. Ce point a fait I'objet de
nombreuses réflexions notamment en regard de la dimensibeuco

— Larobustesse :

On pourrait séparer cette rubrique en deux parties : la tessis et la sécurité. Ces deux caractéris-
tiques sont souvent confondues surtout dans le cas du ¢gtoGa parle de robustesse pour définir la
résistance du tatouage face a des transformations de Bimadguée. Ces transformations peuvent étre
de type géomeétrique (rotation, zoom, découpage ). Elleggmeunodifier certaines caractéristiques de
I'image (histogramme des couleurs, saturation). |l pegsasagir de tous les types de dégradations
fréquentielles de I'image (compression avec pertes, difiesse haut ou passe bas, passage analogique-
>numérique->analogique, impression de I'image, etc.)pitate agit sans réellement savoir ce qu'il
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fait. Nous avons travaillé face a ces attaques dés le délmetdee.
La sécurité caractérise la fagcon dont le marquage va résisles attaques "malicieuses". Le pirate
va chercher a laver 'image de facgon intelligente. Il essgetonnaitre I'algorithme et va, en général,
chercher la clé qui lit le tatouage. Cela demande souvenanakyse approfondie de la technique de
marguage employée. Ce n’est que dans la thése de A. Wadooudlagees la collaboration avec P.
Gaborit que cette dimension sécurité est apparue dansavasixr[5].

— Leratio:
Le ratio d’'un systéme de tatouage numérique désigne le rappaombre de données ” a dissimu-
ler sur ” taille du document héte ”. La question du ration ggtaue lors de I'utilisation des codes
correcteurs, lorsque la redondance de l'information cachimentait.

— La complexité :
Dans la pratique, la plupart des opérations de tatouagemtopouvoir s’effectuer en temps réel (sur-
tout la détection, pour des films par exemple). Ceci impligne contrainte supplémentaire sur la
complexité des opérations utilisées pour le marquage etlaaiétection. Dans notre travail, I'objectif
est de définir des méthodes réalisables dans un temps raidenmais sans contrainte de temps de
réponse.

— Les informations nécessaires lors de la détection :
Dans ce cadre, on considére le tatouage privé ou la donrnginade est nécessaire a I'extraction. Ce
systeme fonctionne en deux étapes : d’abord il compare leosumarqué avec le support original,
ensuite un algorithme de décision est appliqué pour régosidoui ou non, la marque détectée cor-
respond bien a la marque appliquée a l'origine. Il existauédde tatouage semi-privé qui n'utilise
pas la donnée originale, mais nécessite la signature lofexdeaction. Dans ce cas, il s'agit de ré-
pondre si telle marque est dans I'image (via un score delatimé). Nous nous plagons clairement
dans ce cadre. Enfin le tatouage public ne nécessite ni laumdiqrigine, ni le support d’origine. Les
informations cachées sont extraites par un algorithmécpdier, puis sont étudiées dans le cadre de
certaines applications, comme le suivi d'intégrité d'urcament.

Le tatouage est ouvert a un large champ d’applications.dwaifrmené au laboratoire n’a pas été dirigé
dans un cadre applicatif précis, cependant il n’est pasnaable de déployer une solution de tatouage sans
prendre en compte les contraintes de certaines applisatidest pourquoi nous avons recensé les plus
courantes :

— Droits d’auteurs :
L'application la plus évidente du tatouage est le droit tBau Le but est d'insérer une signature,
permettant d'identifier le propriétaire, de fagon trés sibu Clairement la solution que nous avons
développée trouve une implication directe dans ce cadi@ll®irs, c'était I'objectif initial de la de-
mande de FT R&D.

— Tracabilité :
Le but est ici de pouvoir contrbler et faire le suivi des cepile document. Cela implique de créer
une marque originale pour chaque document distribué. Cegues doivent étre trés robustes, pour
pouvoir résister a des attaques ayant pour but de détruinaidgue. Nous pouvons utiliser la méthode
basée ondelettes que nous avons proposée dans un schémgeaterititing, c'est pourquoi des solu-
tions ont été développées dans le cadre de la thése de A. Wadependant ce n'est pas actuellement
I'objectif principal, et je ne détaillerai pas ce point.
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Les deux derniéres applications citées ci-dessous n'anéfgaabordées dans notre travail.

— Authentification :
Dans le cadre de cette application, le but est de détectendégications effectuées sur une donnée.
Ce marquage est qualifié de "fragile”. Il doit étre résistardes attaques classiques mais doit étre
détruit en cas de modification de la donnée. Dans ce cas, gusm@eut étre intégrée sur les objets
principaux de la donnée. Sil'un de ces objets est modifié pprémé, la marque est alors détruite.

— Indexation :
Le tatouage doit permettre cette fois de retrouver une indageée. La marque intégrée a la donnée
dépend du contenu de la donnée. L'algorithme utilisé desrmpttre d’'intégrer une marque de grande
capacité. Par exemple, dans le cadre de la vidéo, la marqueajicontenir la date d’enregistrement,
le titre de la séquence, les noms des personnages ou olijeipaux, etc.

Ensuite, il faut souligner gu'il existe différents typesatfaques classiques. Nous n'allons pas les dé-
tailler puisque nous les introduirons lors des procéduretedts de nos différentes solutions logicielles.
Simplement, il estimportant de bien différencier les deges d’'attaques, a savoir :

— Les traitements bienveillants ou innocents qui sontifelatde simples traitements de données.

Dans ce cadre, nous avons les traitements de type comprefitiage, ajout de bruit, mais aussi les
transformées géométriques usuelles et enfin les modifitsatiolorimétriques. Nous nous placerons,
comme dans beaucoup de travaux de la littérature, face pealigttaques.

— Les traitements malveillants qui peuvent avoir trois@wi: effacement ou désynchronisation de la

signature, ou encore utilisation des inconvénients liéalgdrithme de marquage.

Les actions utilisées peuvent étre similaires a la prengatégorie, mais le pirate a en général une
connaissance de I'algorithme de tatouage et tente de leefejb est trés difficile de contrer ce type
d’'attaque, concernant la dimension sécurité. Nous n'agostrés peu développé ce difficile aspect
du tatouage.

Enfin, nous nous sommes placés dés le début dans le cadreodagatdes images couleur. Dans ce
cadre particulier, les solutions développées dans laditiée peuvent étre classées de plusieurs facons en
considérant le domaine d'insertion de la marque, les aqjdics visées, les espaces de représentation de
la couleur considérés, etc. Dans tous les cas, I'un destibjest d'utiliser la modélisation du systéme
visuel humain pour limiter la dégradation visuelle. Samefane présentation exhaustive des travaux de la
littérature, nous pouvons diviser les techniques spéefiaquuleur en trois groupes :

— les technigues de tatouage, basées sur une représeniadiotifiée de I'image couleur, qui sont ap-
pliquées dans le domaine spatial, en essayant de prendmrgriecles propriétés du systéme visuel
humain.

— les techniques dérivées de celles utilisées dans le cadrendges en niveaux de gris, considérant un
marguage indépendant d'une ou plusieurs composantes.

— les techniques de tatouage qui prennent entierement eptedandimension couleur des images et
donc de I'écriture tridimensionnelle de la couleur.

La premiére technique qui résume les différentes appro@astproposée par Kutter et al. [125] dont
I'idée principale est de tatouer la composante bleue, emillest moins sensible aux variations qui cor-
respondent a ces longueurs d’'onde. De maniére généraleprgsosantes chromatiques ont un équilibre
particulier du point de vue du compromis entre invisibi@€robustesse. Pour une méme force de mar-
guage, les composantes basées sur le bleu permettentrifalite meilleure invisibilité de la marque, mais

189



CHAPITRE 5. SECURITE Chapitre 5

sa robustesse est alors plus faible. Les composantes tssdesvert permettent d’obtenir une meilleure
robustesse de la margue, mais la dégradation de I'imag@espius visible. Suivant I'application, I'utilisa-
teur devra alors adapter le choix de ou des composantes éesrgn fonction de I'équilibre du compromis
invisibilité/robustesse qu’il souhaite obtenir.

Certaines exploitent la couleur de maniére vectorielle @ample a travers les Quaternions [18, 19],
dans d’autres cas les informations de composantes sogtéstedans d’autres composantes, enfin certaines
techniques sont trés spécifiques. Par exemple, Battialo [2lhproposent de travailler dans un espace de
couleur dont les composantes chromatiques représentedifffsences de couleur. Le marquage est réalisé
par modification des couleurs, par addition d’'un méme vecpmur chaque coordonnée de I'image. Lidée
originale de cette méthode est que la marque est générétralparcouleurs contenues dans I'image origi-
nale. W. Puech [189] propose que la matrice de passage e@iBecRI'espace ou sera intégrée la marque,
soit protégée a l'aide de I'algorithme de cryptage RSA. Hasle tatouage est effectué par modification du
deuxiéme LSB dans ce nouvel espace. Ainsi, une des clésaliatpt est le contrble de I'espace d'insertion
de la marque.

Nous ne souhaitons pas détailler d’'avantage la bibliogeapbncernant le tatouage couleur, et nous
renvoyons par exemple a [241] pour un état de I'art plus cempl

Nous présentons maintenant le socle de notre travail enagéy a savoir I'algorithme vectoriel basé
ondelettes.

5.2.2 Définition générale de I'algorithme vectoriel basé atelettes

Nous allons décrire I'algorithme issu de nos travaux quidesctement utilisé dans le domaine couleur
RGB.

5.2.2.1 Insertion de la marque

L'insertion de la marque binaire se fait dans le domaine dwtelettes. En effet, la transformée en
ondelettes permet d'obtenir une représentation conjdsface-Fréquence des détails de I'image. Un ta-
touage utilisant la transformée en ondelettes bénéficieathctére localisé dans le domaine temporel des
coefficients pour introduire de I'adaptation spatiale. Berléme facon, nous pouvons choisir une bande
fréquentielle assurant une robustesse correcte avec gesddéons visuelles limitées.

Nous avons proposé de définir alors un ensemble de vectauleica partir des sous-bandes de chaque
composante. Selon les positions des trois vecteurs, I'antid-eux est sélectionné afin d'étre marqué. La
modification dépendra de la marque a insérer.

Décomposition en ondelettes

La premiere étape de I'insertion est constituée d’'une d@osition en ondelettes décimée de I'imdge
tatouer. Cette décomposition est calculée pour chaqueasanfe colorimétrique jusqu’a I'échelle Pour
cela, nous utilisons I'approche classique par banc dedfiltre choix de la base d’ondelettes pour une appli-
cation de tatouage doit satisfaire un compromis entre Wirfte spatiale de la modification d’'un coefficient
(et ceci nous améne a choisir un filtre court) et la qualitéadestonstruction ainsi que la séparation des
différentes bandes de fréquences (liée a des filtres loDgs)s cette application, nous proposons d'utiliser
une base intermédiaire : la base de Daubechies D8.

Il est bien connu que le systéme visuel humain a une semsigili dépend des fréquences : la modifi-
cation de coefficients basse-fréquences provoque en g@&esralégradations visuelles importantes. D’un
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FIGURE 5.1 — Création de la marque par une répétition adaptative de la signatfire

autre c6té, un schéma de compression ou un filtrage passdithate les coefficients de hautes fréquences.
Comme pour d’'autres algorithmes, nous proposons d’indé@rerarque dans une bande fréquentielle in-
termédiaire qui permet d’'étre robuste aux attaques de tgpgiession tout en limitant les dégradations
visuelles.
Génération de la marque

Afin de définir une signature binaitg, nous utilisons un générateur pseudo-aléatoire contaiiéipe
clé K. La marqueM est ensuite générée par une répétition adaptative de latgigrafin d'augmenter sa
robustesse. Comme nous l'illustrons sur la figure 5.1, uemjire redondance de la signature est introduite
par une répétition bit par bit de la signature. Puis une steoadondance est créée par l'insertion de la
précédente marque a de multiples localisations créantuammotif périodique. Cette seconde redondance
est utilisée par exemple par Kutter ([123]) et permet d’aeigt@r la robustesse face a des attaques de type
Translation et Cropping. Cette seconde répétition esticuu@ jusqu’a couvrir complétement le support a
I'échelle L. Par la suite nous ferons évoluer cette étape a traverssiatibn des codes correcteurs pour faire
évoluer la robustesse.
Définition des vecteurs couleur

Tout d’abord, nous calculons une décomposition en onéslg@ibur chaque composarite G et B jus-
qgu'a I'échelle L (échelle associée a une bande de fréquence intermédeees coefficients d’ondelette,

nous définissons les vecteurs couléu[n, m])0<(n m)< s suivant :
’ 2
‘7(1 [n7 m] = {d(ll,L[na m]? dg,L[na m]? dg,L ["I’L, m]} (51)

aveca = {R, G, B}, [n, m] représente les coordonnées(®tr,)—1 2 3 les sous-bandes de la décompo-
sition en ondelettes a I'échelle comme nous l'illustrons sur la figure 5.2. Nous notdfsl’extrémité du
vecteurVs.

Identification du point a tatouer

Le tatouage consiste a déplacer I'un des trois vecteurs.dibenr candidat est défini afin de minimiser
la distorsion résultante de la modification des coefficieRtsur chaque coordonnée, nous définissons un
vecteurVy,, qui correspond au vecteur que nous devons marquer et deteurg de reference‘s‘,efl et
wefQ 1%Y? Wefl et‘/;nefQ (figure 5.3) sont sélectionnés selon la régle suivante :
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FIGURE 5.2 — Définition du vecteuVz[n, m] a partir des coefficients d’ondelettes a I'échdlle= 1 pour la
composante rouge a la position m)|

Pooti — Poopoll® = P, — P|? 5.2
| Pref1 f2ll (a,b)g«%EZ(G,B}H Al (5.2)

Py = F.

avecc € {R,G, B} etc # aetc #b.

Nous constatons que..s; et .. sont les points les plus €loignés parmi les paires de points.
Convention

Nous devons maintenant définir une convention de tatouageneonous le présentons sur la figure 5.4.
Nous noton§7M,W, le vecteur tatoué, qui correspond au vecﬁém
Aprés tatouage, 87y, est associé ¥y, alors :

— si M[n, m] = 0 alorsVg y[n, m] doit &tre plus proche d&;[n,m] queVz[n,m];

— sinonVg,w[n, m] doit é&tre plus proche d&z[n, m] queVg[n, m).

Insertion
L'une des possibilités les plus importantes de la stratpgiposée est de controler le déplacement de
Py w afin de limiter les dégradations visuelles de I'image. Larkg5 illustre les possibles déplacements
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B, — PM

PB — Preﬂ

FIGURE 5.3 — Exemple d’affectation

_. M m]=0 ”
Viln,m] Veln, m]
Ma,m]=0

Mln,m]=1
\ M m]=1
I?B |72, m|

FIGURE 5.4 — Exemple de convention

de P w. Nous considérons deux cas, notés 'shift 1’ et 'shift&priori la limite de ces deux déplacements
est la ligne médiane entB..¢; et P,.r,. Toutefois, afin d’étre plus robuste, nous avons défini auteu
cette ligne une zone de "sécurité" (figure 5.5) telle queesfe tatouage, 9y, 1 est dans cette zone, il
sera déplacé en dehors en augmentant la force de l'inseltidimite de cette zone peut étre par exemple
fixée a+5% de la distance entrg,.; et Py so.

Nous étudions maintenant les deux cas possibles. Dansnegureas,P); est déja plus proche d@. s
et donc les positions possibles Bg; i apres tatouage se trouvent le long du segm (si Pys est
en dehors de la zone de sécurité).
Dans le second ca$), est plus proche dé,.. s, et nous devons alors créer un point intermédidiyg,
défini par :

— Pyt Py est paraliéle &,o 1 Progs,

— P, est localisé a la limite de la zone médiane (la distance dnfeet la ligne médiane doit étre

équivalente % de la distance entrg,.¢; et P, o).

Les positions possibles d&y, y sont alors le long du segmem.

Pour le cas 1P, est le point initial du déplacement et pour le ca$’2, est le point initial du déplace-
ment. Le tatouage est défini par :

Varw [n,m] = Viegiln, m] — (1 = Faln,m]).(Viegiln, m] — Vsln, m])

aveci = {1,2},a ={R,G,B},0 < F,[n,m] < 1,5 = {M;int} et F, représente la matrice des poids
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Median ligne P
between @&, " and @, o ref2
X If Mjm,nj=1
?r.gﬂ possible position for
P, ]
int . ]
If Mm,n/=0 Shift 2
possible position for
AR T P_{m, rzj=(Pmﬁ[mJnf
- Shift1 B fon, 1= B, fon, ]

GPR[m, nf/=@, fmmnf

FIGURE 5.5 — Positions possibles d&, 1

de tatouage. D’une fagon simplg peut étre constant pour chaque pikelm].
— SiF,[n,m] = 0, alors la force d’insertion est minimale,
— siFy[n,m] = 1, alors la force d'insertion est maximalei; - se superpose B, ;.

Reconstruction de I'image

Les opérations exposées ci-dessus sont appliquées a 'tthielle de la décomposition. La derniere
étape de la procédure d'insertion consiste a appliquerransformée en ondelettes inverse.

La figure 5.6 présente un exemple d'application de I'alhponié de tatouage. Le réglage utilisé est un
réglage standard (au vu de toutes nos expérimentations)eftant d’obtenir un compromis tout a fait
satisfaisant entre I'invisibilité de la marque et sa robsse : échelle 4 et forces de marquage- 0.6; F, =
0.4; Fp =0.9.

Nous pouvons observer que I'image tatouée n’est que treslgnadée, les artéfacts ne se voient que
si I'on fait un zoom sur I'image, notamment au niveau destfésas entre des zones homogenes. En ces
positions les coefficients d’ondelettes sont d’amplituti@drtante et leurs modifications vont entrainer un
phénomeéne pseudo-gibbs qui peut étre visible.

5.2.2.2 Détection

La premiére étape de l'algorithme de détection consistelGulea la décomposition en ondelettes de
I'image marquée avec la méme base d'ondelettes utiliséndiiinsertion. Puis pour chaque coordonnée
[n,m], Var, Vyes1 € V,epo SONt déterminés suivant le principe défini par I'équatio2)5La marquelp
est alors détectée en mesurant la plus grande distance|@htre — V|| et||V,ero — Var||. Suivant la
convention utilisée durant 'insertion (figure 5.4), la mpae est alors reconstruite bit par bit.

La signatureSp est alors obtenue par calcul de moyenne (dans la premies®nda redondance est
simplement gérée par moyenne, I'évolution naturelle saradduction des codes correcteurs) et seuillage
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Image originale Image tatouée

Fr=0,6
Fo=0.4
Fg=0,9

FIGURE 5.6 — Exemple d’application de I'algorithme de tatouagetaeel : les fleches indiquent quelques
défauts

en correspondance avec le processus de répétition utilis@tda formation de la marquel. Enfin, pour
décider siSp correspond &, une mesure de similarité est calculée. Cette mesure pewdeteux formes :

— Ladistance de Hamming notég (sd, szl) qui mesure simplement le nombre d’erreurs entre la signa-

ture recherchéed et la signature détectéd.

— La corrélation qui mesure la ressemblance statistiques datsignature recherchée et la signature

détectée.

Bien évidemment, ces deux mesures sont étroitement liémss Btiliserons, par la suite, la mesure du
nombre d’erreurs (ou de bonnes réponses), plus facile egrgléan manipuler. Nous présentons donc ci-
dessous le lien entre la corrélation et la distance de Hampenmettant ainsi de généraliser les résultats
élaborés dans le cadre de la distance de Hamming.

Sidg (S, Sp) < T, alors nous considérons q@g, correspond &/, sinon la signature original& n’est
pas détectée. Nous reviendrons par la suite sur la notioaude s

Cet algorithme tel qu'il vient d'étre présenté a été brewddés le cadre de notre collaboration avec
France Telecom R&D [173, 173, 174]. Il offre une grande sesgd d'utilisation, et permet entre autres
I'intégration de différents modules ayant pour objectdméliorer ses performances. Sa premiére évolution
a concerné le probléeme de la non-invariance par translakota transformée qui entrainait une grande
fragilité de la méthode face a certaines attaques

5.2.3 Détection non-décimée

La transformée en ondelettes décimée a un désavantager miajeeprésentation n’est pas invariante a
la translation dans le temps du fait de la décimation. Cettaatéristique est une limitation importante pour
notre détection. Par exemple une simple translation d’'xel pie I'image tatouée, désynchronise la marque
et le détecteur est alors incapable d’extraire la signafideeplus les coefficients d’ondelettes support de la
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margue peuvent étre éliminés durant le processus de démmat

Contre ce type d’attaque, nous avons proposé dans le cadantiat de recherche avec FT R&D d’ap-
pliqguer une détection non-décimée. La premiere étape stenaiors en un calcul d’'une décomposition en
ondelettes non décimée avec la méme base utilisée lorsidertion. L'algorithme utilisé est I'algorithme a
trous [112] dans lequel I'étape de décimation disparatiaanainsi la représentation invariante par transla-
tion. Comme la décomposition n’est pas décimée, les filmasdilatés entre chaque projection. De ce fait,
chaque échelle d’ondelette contig¥itx IV points. Pour chaque échellecesN x N points correspondent
aux2' x 2! décompositions différentes obtenues avec I'algorithnoinaé appliqué sur toutes les translations
circulaires du signal. Ces décompositions, chacune toéstdeN/2! x N/2! points, sont entrelacées.

Durant la détection non-décimée, a I'échdllenous extrayons toutes l&8§ x 2 décompositions diffé-
rentes potentiellement obtenues par décomposition déciBrésuite une marque de taille/2! x N/2! est
formée pour chacune des décompositions. Enfin a partir déiff@&ents patternsiVg x Ng signatures sont
reconstruites s x Ng est la taille de la signature) en utilisant une procédure dgemne et de seuillage
appliquée sur les différentes combinaisons issues desttegdranslations circulaires de la marque.

Nous sélectionnons enfin la signature et la translation lofigiot la meilleure mesure de similarité avec la
signature originale. Si cette meilleure mesure de sindaatisfait le seuil fixé alors I'image est considérée
comme tatouée.

La détection non décimée est robuste contre les distorsiomsorelles mais présente deux désavantages.
Le premier concerne le colt de calcul. Toutefois 'augmt@rtiede la complexité algorithmique est limitée
car la stratégie proposée ne correspond pas a une rechetchgstive : le détecteur ne requiert pas I'in-
version de toutes les translations possibles. La décotigogin ondelettes est calculée en une seule passe
(la complexité augmente d¥ a N log, V) et ensuite nous appliquoR$ x 2 extractions de la signature.
La recherche exhaustive est seulement présente lors du dalta mesure de similarité. Le second défaut
concerne l'augmentation de la probabilité de fausse détedu fait du calcul des multiples mesures de
similarité. Nous développons ce point dans la section stava

5.2.4 Définition du seuil d’acceptation

Il nous faut définir un nombre d’erreurs limite entre la siwme d’origine et la signature détectée, c’est
ce I'on appelle le seuil d’acceptation. Dans la littératureus pouvons trouver différentes études portant
sur la définition d’un seuil dans le contexte du tatouage.ggefls sont proposés par exemple a partir des
approches théoriques de Bayes ou de Neyman (par exemplelfi$8188, 159, 22, 16]). Mais pour toutes
ces méthodes proposées, nous devons poser différentethése® sur les lois de distributions suivies par
les coefficients tatoués. Il nous a semblé difficile de prepose modélisation a travers des distributions
rigides dans le cadre de notre algorithme de tatouage. Catemiis proposons de définir le seuil dans le cas
le moins favorable a partir de simples hypothéses d'inddgece. Il est évident que le protocole développé
a la suite peut sembler naif, mais il nous a permis d'intne@ddes notions de bornes dans la configuration
de notre détecteur (ce qui constituait notamment une deend@érance Telecom R&D).

5.2.4.1 Préambule

L'acceptation d’'une signature va se faire dans I'environeet suivant.
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Il existe deux hypothéses :

Hy, lamarque n'a pas été insérée;
H, la marque a été insérée.

Nous avons deux décisions possibles :

Dy on considére que la marque n'a pas été insérée ;
D, on considere que la marque a été insérée.

Soit SD le vecteur aléatoire correspondant a la signature extrdi@@semble des valeurs que peut
prendreSD constitue I'espace d'observation gD noté Z. Nous notonssd = {sd[i]},_, , une réali-
sation du vecteur aléatoireD.

L'espace d'observation est divisé en deux régidpet 7, tel que siSD € Z; la décision esDy et si
SD e Z; la décision esD;. L'espace d'observation est I'union de ces deux ensemlifes .7, U Z;. Les
frontieres de ces deux régions vont étre fixées par notreéégduve de décision (et plus précisément par notre
seuil).

Nous allons devoir manipuler différentes probabilitésanoment :

— Pspym,(sd/Ho) la probabilite d’observer la signatusd alors que la marque n'a pas éte inséeree ;

— Psp,m, (sd/Hy) la probabilite d’observer la signatusé alors que la marque a été insérée ;

— P(D;/Hj;) la probabilité de prendre la décisiomlors que I'hypothésél; est vraie ;

Pour définir notre sélection (ou seuil), il faut en génératligr deux probabilités :

— La probabilité de fausse alarme, a savejir= P(D;/Hj).

— La probabilité de rater la signature, a savV@if = P(Dy/H3).

La probabilité d’erreur associée a notre décision s’expram fonction de ces deux probabilités :

P(ET‘T‘EUT‘) = P(Dl/Ho)P(Ho) + P(Do/Hl)P(Hl) = PfP(Ho) + PmP(Hl) (53)

5.2.4.2 Calcul de la probabilité de fausse alarme

Comme nous l'avons dit, la probabilité de fausse alarme feidgar

Py = P(D1/Ho) = Y Pspyu,(sd/Ho) (5.4)
sdeZy

Nous notonsid la signature parfaite recherchée. Nous allons mainteniadieg P; suivant la définition du
seuil d'acceptation d’'une signature en fonction de la distade Hamming. Nous acceptons une signature
en fonction d’un seuil” si dg(sd, sNd) < T'. Nous nous placons dans le cadre ouNebits de la signature
sont considérés indépendants les uns des autres.

Donc,

Py = P(Di/Ho)= Y Pspym,(sd/Hy) (5.5)
sdeZy

= Psp/m,(sd/Ho) + Pspm,(dir(sd, sd) = 1/Ho) + ... + Psp, (dir (sd, sd) = T/ Hp)

A cette étape, une certaine modélisation des mesures doitaéies. Afin de calculeP;, nous faisons
I'hypotheése d’'indépendance entre la réalisatidret I'hypotheseH,.
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Donc si il y a indépendance entre la réalisatidnet I'hypothéseH| :
Py = Psp(sd) + Psp(dp(sd, sd) = 1) + ... + Psp(dp(sd, sd) = T) (5.6)

Pour une égalité avelg nous cherchons la probabilité d’avéiéchec surNV tirages avec remise, donc
nous avons une loi binomiale :

~ ol
P; = P(dy(sd,sd) =T) = 2—]{? (5.7)
Donc si le seuil estl; (sd, sd) < T nous avons :
- T ot
Py =P(du(sd,sd) <T) = Q—JJVV (5.8)
b=0

Considérer I'indépendance entre la valeur de la signatéirectée et I'hypothése de départ signifie que
I'on estime que notre tatouage n'influence pas la valeur digfeature que I'on détecte (siI'on considére par
exempIePSD/Hl(sIl/Hl)). Dans ce cas, nous nous placons alors dans le pire cas : @cdedsi 'image
est marquée, une regle "pile ou face" est appliquée.

Nous avons vu qu'’il y a une justification a la définition du $euivant le calcul de fausse alarme proposé,
et puisque I'on se place dans le pire cas, et dopdori ce seuil est robuste.

En revanche, la critique est que I'on peut avoir tendanceeaté&tp exigeant. En effet, ce qu’il manque
dans la définition du seuil, c’est la prise en compte de lagiibé de ne pas détecter des signatures. En
effet, pour rappel, la probabilité compléte d’erreurs dae Hoit minimiser est :

P(erreur) = Py.P(Hy) + Py,.P(Hy) (5.9)

avec la probabilité” (D /H;) qui mesure, pour un seuil donné, la probabilité de manquesigmature.
La difficulté réside dans le fait que silI'on poursuit avecté&mes approximations, a savoir indépendance
de la valeur de la signature selon I'hypotheése initiale snalotenons le calcul suivant :

P(Do/Hy) = Y Pspsm,(sd/Hi) = > Psp(sd) (5.10)
sdeZy sdeZy

Donc dans ce cas,
P,=1-PF; (5.11)

ce qui donne des valeurs trés importantes qui n'ont pas de sen

C’est pourquoi il est essentiel de faire une campagne iraptatde mesures afin d’affiner un seuil empi-
rique, comme nous pouvons le voir dans certains travauxe Eaitype de procédure avec un grand nombre
d’images permet d’estime?(Dy/H;) et P(D1/H,) et ainsi d’en déduire un seuil.

Toutefois, si nous conservons I’hypothése d’'indépendammgs pouvons alors proposer un seuil variable
suivant la valeur deé’; indiquée par I'utilisateur.

5.2.4.3 Mise en place du seuil en fonction d&;

Nous voulons construire une fonction qui nous fournissedistance de Hamming maximale en fonction
d’'une probabilité de fausse détection et d'une taille deatigre donnée. Comme nous l'avons dit, nous
considérons qué’s est égale a :

l
Py = P(dy(sd,sd) < 1) = Z—;N (5.12)




Chapitre 5 CHAPITRE 5. SECURITE

Nous recherchons donc le selikl que :

1 N!
Py = — < pmar 5.13
! 2N§b!(N—b)! = ®-13)

avecN la taille de la signature gty un seuil fixé par I'utilisateur.
Pour fixer le seuil, il suffit d’évaluer les expressions snfea :
Nunm=N, Den=1; Cunsun=1+N, seuil =2;
Tant que (Cunsum 2) < P
Num=Nums ( N- b+1); Den = Den*b; Cumsum=CunsumtDen/ Num
seui | =seui | +1;
return(seuil-1)
Avec ce développement trés "scolaire”, nous introduisares aolution pour fixer un seuil en fonction
d’'une contrainte sur la probabilité de fausse détectionntdaant, adaptons ce seuil lors d’'une détection
non-décimée.

5.2.4.4 Evolution avec la détection non-décimée

La détection non-décimée est congue pour résister awuatate types rotation circulaire ou "cropping"
qui désynchronisent la marque par translation. Pour celadécomposition en ondelettes non-décimée est
calculée afin d’obtenir toutes les décompositions décimpéssibles, puisque une détection est appliquée
sur chaque décomposition décimée. La signature finaleietesscelle qui contient le moins d’erreurs avec
la signature recherchée. Bien sidr cette stratégie modifialtell de fausse détection. Nous proposons de
reprendre le calcul dans le cas de la détection non-décimée.

Considérons directement le cas général ol le seuilgétd, sd) < T. Nous introduisons I'événement
E qui correspond a I'évenement que la signature étudiée prudes décompositions décimée soit acceptée
(donc qu'il y a au plugl” échec sur lesV tirages correspondant a la taille de la signature). Si lamserve
les hypothéses d’indépendance, nous avons vu que la plithdtavoir I'événementE est :

T Cb
P(E)=> 2—N (5.14)

Maintenant si nous considérons la détection non-décimgs statotalité, sila détection est effectuée a
I'échelle L alors le nombre de signatures testées est égdl & 2~ x 2L x Ng x Ng. Nous faisons de
nouveau une hypothése forte a savoir que les signaturemgépendantes les unes des autres. Dans ce cas,
I'évenement qui correspond a l'acceptation de la signagergaduit par le fait d’avoir au moins une fois
sur lesM tentatives I'événement. De nouveau ce calcul de probabilité est lié a une loi bin@miainsi
la probabilité d’avoirk fois I'événementE’ est égale a :

P(number(E) = k) = C¥, P(E)F(1 — P(E))M=F) (5.15)

La probabilité de fausse détection va donc s’écrire

T CT
Py =1- P(number(E) =0) ==1-(1-PE)YM =1-(1-> 2—N)M (5.16)
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Pour bien quantifier 'augmentation de risque de faussetiéte nous proposons la simulation suivante :
nous calculons’; dans le cas décimé et non décimé pour une signature de 6#AsBt£e a une échelle 4.
La figure 5.7 illustre les résultats de cette simulation.rRme méme valeur de seuil, nous constatons que
la probabilité de fausse détection est supérieure dans learedécimé. Cette estimation "non-décimée" est
une borne dans le pire cas car il est faux de dire que lesdiffés signatures sont non corrélées. La réalité
pour la détection non-décimée se trouve entre les deuxsseull

I_)f 10

0.8

0.5

0.7+
06 Undecimated
05 Décimated

0.4
0.3

0.2

0.1+

oo | T T T T T T Z
0 10 20 30 40 a0 B0 70

dy(sd, sd) <T

FIGURE 5.7 — Evolution de la probabilité de fausse détection entionalu seuil

Nous allons maintenant étudier le comportement de cettaipre version de I'algorithme de tatouage
dans différents cas de figure.

5.2.5 Mesures de robustesse de I'algorithme vectoriel basé@delettes

Je présente ici une campagne de mesures réalisée dansecadmntrat de recherche avec France Tele-
com R&D. Les tests ont été réalisés grace a I'outil "WIN-JIESTING", développé au sein du laboratoire
XLIM-SIC. Ce logiciel de test, dont I'interface est illuét sur la figure 5.8, permet d’effectuer une série de
mesures sur un ensemble d’images.

Nous avons effectué nos tests sur une base de 50 imagesesxttain flux vidéo (voir figure 7.2 en an-
nexe) fourni par France Telecom. Les 50 images illustrenditférents types d’éléments que nous pouvons
retrouver sur une chaine de télévision, que ce soit des,ldgdexte, des extraits de films, etc .

Afin d’assurer une indépendance de la mesure par rapport arguminsérée, pour chaque image, nous
utilisons 5 clés de tatouage.

Dans le cadre de la mesure de robustesse face aux attageesmiouons une signature de 64 bits avec
les réglages permettaatpriori d’obtenir une robustesse maximale. Ces parametagspondent & une
insertion de la marque a I'échelle 4 avec une force de 0.9 lesutrois composantes couleur. Les forces
ont été réglées a ce niveau car, étant données les imagésede we détérioration était acceptable (selon
notamment les critéres de FT R&D) et la robustesse était clttes étude I'objectif prioritaire.

Pour chaque type d’'attaque, les résultats sont présentég@mme d’'une courbe qui illustre I'évolution
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Dialog Checking x|
[ Watermarking Parameter
17 Insertion 72 Detection
Secret Code Parameter IOk = = | [V Geometrical Detection
1 2 3 4
Invisibility vs Robustness -—J [ Rotation Detection

Size of Secret Code

- Geometrical Attack

Rotate I moress= Crop I morese Roll [ morex=
—Frequential Attack.
JPEG Compression [ moress Median Filter [ | mare== Low Pass Filter [ more=>
Moise [ more=s Histogramme Equalize [ mores= Guantization [ | moress
Ganmma || more== Caontrast ) | more== Eitightness [ | moress
Saturation [ | morezs Hue | | moress ol Paint [ moress
r~Choice of the Directories
Input Directory I D:\Image_FT_SimplifieriBase Image
Sl NE DIFEEEA? [ B:in-SIC-TESTINGfoutput:
—Progress repatt of the test
Function 0/1: rall testing ll

Operation 27/35 sur limage 20050921188 ..

Eeqin | Stop | it |

FIGURE 5.8 — Présentation de l'interface du logiciel de test

du nombre de bits retrouvés moyen, maximal et minimal entfomcles paramétres de I'attaque testée. Tou-
tefois, avant de tester la robustesse de I'algorithme, poaymosons d'illustrer empiriquement les problemes
de fausse détection discutés dans le paragraphe précédent.

5.2.5.1 Mesure de fausse détection

D’'aprés les développements menés dans le paragraphe @mécadus avons fait I'hypothése que la
probabilité de fausse détection se résume a un simple atdcpfobabilité d’obtenir une signature donnée
constituée deV éléments binaires aléatoires équiprobables indépendaetst intéressant de confronter
cela avec les mesures, notamment dans le cadre de la détetifisant I'algorithme non-décimé. En effet,
comme nous l'avons vu, cette détection est congue poutegésisx attaques entrainant une désynchronisa-
tion de la marque et donc elle incorpore une recherche deilkeare configuration.

Nous avons effectué deux campagnes de mesures :

— la premiére concerne une détection d’'une marque associge élé impaire sur une image n'ayant
pas été tatouée ;

— la seconde concerne une détection d’'une marque associEecéumpaire sur une image ayant été
tatouée avec une clé paire.

Dans les deux cas, I'expérience est reproduite avec 10 dfésedtes sur I'ensemble de la base de
données d'image.
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4x4 8x8 16x16
Moyen‘ Min ‘ Max Moyen‘ Min ‘ Max Moyen‘ Min ‘ Max

Sans Tatouage

Nombre erreurs "Décimé" 8 12 3 32 42 | 22 54 72 | 42
Nombre erreurs "Non Déc[ 12 16 6 46 52 | 32 75 82 | 64
Avec Tatouage

Nombre erreurs "Décimé" 8 12 2 30 41 | 21
Nombre erreurs "Non Déc.|| 14 16 | 11 46 53 | 39

Remarque : les mesures pour des images tatouées avec dessndeit « 16 n'ont pas été indiquées
car certaines images de la base sont trop petites pour aititede marque.

A partir de ce tableau de mesures, trois constatations eSe :

— Le fait que l'image soit tatouée ou non ne change bien slieara mesure d’erreur,

— Dans le cadre de la détection utilisant la décompositiariniige, I'erreur est d’environ 50% ce gui
confirme I'hypothése utilisée dans le premier paragrapbayair que la probabilité d’erreur d’obtenir
un bit juste alors qu’il n'a pas été inséré est tout logiquengeune chance sur deux.

— Enfin la détection non décimée, du fait de sa recherche déeorei configuration, diminue le taux
d’erreurs lors de la recherche de la meilleure configuratiem fait, pour chaque bit la probabilité
d’obtenir la valeur juste reste de 0.5 mais comme ensuitgofiihme cherche a minimiser I'erreur
entre la signature recherchée et la signature détectémptedterreur diminue environ de moitié (ce
que nous avions constaté sur la figure 5.7).

Toutes ces remarques étaient attendues, mais ces mesuresteet de vérifier que I'algorithme de
tatouage n’entraine pas de biais. La derniere remarqueatnige a fixer le seuil de détection selon I'algo-
rithme de détection que I'on choisit. Si nous utilisons léedéon non-décimée, le seuil doit étre revu a la
baisse.

Pour la suite de notre analyse, pour fixer le seuil de vabidatur les erreurs binaires, nous avons proposé
de prendre la plus grande valeur du coefficient de taux desitéusbservée lors de notre test, a savoir une
valeur en pourcentage de 0.8127. Par la suite nous consglgre pour que la détection soit acceptée, il
faut que la signature soit retrouvée a plus de 85 %. Ce résdtaen accord avec I'étude menée dans le
premier paragraphe. En effet, si nous prenons une signdéuéd bits cela correspond a un seuil de 10 ce
qui est bien en accord avec la simulation de la figure 5.7 rassainsi une probabilité de fausse détection
quasi nulle.

A ce stade cette détermination du seuil d’acceptation mistaitable. C’est pourquoi, dans la suite de
cet axe, jadapterai cette étape de I'algorithme par Igrééion du formalisme des codes correcteurs.

5.2.5.2 Robustesse aux différentes attaques

La campagne de mesures a examiné les effets des attaquestasiv

— La compression JPEG (le paramétre est la qualité de I'imaggressée) ;
Le bruit (le paramétre est le ratio Signal sur Bruit) ;

Le filtrage passe-bas (le paramétre est la taille du masque)

Le filtre médian (le paramétre est la taille du masque) ;
La madification du contraste (le parameétre est I'accroigse ou la réduction de l'intervalle de lu-

minosité : un changement positif dilate I'histogramme ddulainosité, un changement négatif le
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contracte) ;

— Lamaodification de la teinte (le paramétre est I'accroiss®ou la réduction de la teinte ce qui déplace
les couleurs dans le spectre) ;

— La modification de la luminance (le parametre est I'acemgent ou la réduction de la luminance :
-100% produit une image noire ; +100% produit une image blarar cela fonctionne par translation
de l'histogramme) ;

— La modification de la saturation (le paramétre est I'ass@inent ou la réduction de la saturation :
-100% convertit une image couleur en une image niveaux &g;gri

— la quantification (le paramétre est le nombre de coulewsaguantification).

Toutes ces attaques font parties de la catégorie des agtaqunemalicieuses.

Notons gu’un pirate voulant par exemple récupérer l'infation cachée doit :

— connaitre la méthode ;

— récupérer les différents parameétres utilisés (écheilhseftion, base d’'ondelettes ...).

Et ensuite il lui suffit d'appliquer la procédure de déteatiblous n’avons pas intégré, dans cette version, la
dimension sécurité avec par exemple un cryptage de la signat

Nous proposons de détailler chacune de ces attaques causilsgmnble trés important de définir le

comportement de notre algorithme face aux différentegjadt® mais aussi de caractériser ces différentes
attaques. En effet, une attaque couleur peut se déployegrmquament de plusieurs maniéeres (selon notam-
ment les logiciels) et les choix faits ont bien sr une ingdedans la compréhension des résultats.
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FIGURE 5.9 — Evolution du coefficient de détection correcte en fonctle la qualité de compression

Compression JPEG. Pour tester la résistance face a la compression JPEG, ndospd’une qualité
de compression faiblé% (cf figure 7.5) puis nous augmentons la qualité par pa&’&igusqu’a obtenir la
qualité quasi parfaite d@6% (cf figure 7.5). Les mesures sont présentées sur la figurdN618 pouvons
voir que la compression n'affecte la détection que lorsgusafie est véritablement dégradée. En effet,
lorsque la qualité est supérieurd®%, le taux maximal de bits retrouvés edifet le coefficient moyen est
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proche de cette valeur maximale. Ceci signifie que la valgibief du taux minimal n’est due qu’a un petit
nombre d'images sur lesquelles la détection est en diffickih général, la mauvaise détection est le résultat
de la suppression des moyennes fréquences qui sont led’sitestion de la marque, suppression résultant
du lissage ou de la dégradation de grandes zones uniforrapen@ant, nous considérons que notre marque
est robuste a la compression JPEG pour des taux raisonnables

Ajout de bruit blanc Gaussien. Nous reprenons l'attaque classique simulant I'ajout d'wmitlblanc
Gaussien additif. Le paramétre, dans ce cas la, va étredaunide bruit. Dans le domaine des ondelettes, le
bruit blanc gaussien va le rester et va donc venir s’ajoutdrague coefficient d’ondelettes.
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FIGURE 5.10 — Evolution du coefficient de détection correcte entionadu niveau de bruit

En moyenne, I'application d’'un bruit sur I'image ne modifesga marque de maniére significative. Nous
pouvons voir sur le graphique 5.10 que méme dans le cas diitritaportant (ratio signal/bruit égal a 1 dB)
la marque est reconnue a plus&f¥s. Nous pouvons donc dire que notre méthode de tatouage ssanés
a I'ajout de bruit. En terme d'influence, le bruit est présemimajorité dans les hautes fréquences et il ne
modifie que légérement les zones d'insertion de la margest pourquoi la détection ne présente pas de
difficulté.

Modification du gamma. La modification du parameétre gamma de I'image entraine uneaise détec-
tion de la marque pour des valeurs de correction gamma supési 83 ou pour de trés faibles valeurs,
comme0.1. Le changement important de la valeur du gamma entraine od#ication importante des cou-
leurs des pixels et notamment un phénomene de dépassentertste blanc soit vers le noir. Dans ce cas,
par exemple les petites ruptures et oscillations contdaanarque sont "lissées", ces zones ont pour valeurs
0 ou 255 sur les trois canaux, ce qui explique la dégradatda tharque. Nous retrouvons ce probleme de
dépassement dans différentes attaques couleur.

Modification de la saturation. Comme nous I'avons vu dans le chapitre sur les algébres déques, la
saturation mesure I'aspect coloré du pixel (plus ou moidse fau vive) et correspond a la distance entre la
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FIGURE 5.11 — Evolution du coefficient de détection correcte entionade la modification du gamma de
I'image

Teinte: T

Luminosité : L

Saturation: Sa

FIGURE 5.12 — Représentation HSV
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couleur et I'axe des gris. Le paramétre de I'attaque de atidurva réduire ou augmenter cette distance en
conservant la couleur elle-méme ainsi que son intensitésKappelons sur la figure 5.12 la représentation
HSV des couleurs. Le paramétrage de I'attaque correspond simnple dilatation/contraction suivant I'axe
formé par le pixel couleur dans I'espace RGB et sa projedior’axe des gris (attention nous ne sommes
pas sur le principe d’'une translation suivant cette axesrhan un facteur multiplicatif). La valeur du
parameétre correspond a un pourcentage de modification.

Lorsque le parameétre est négatif, 'image perd de son agmdoité jusqu’a -100 pour devenir grise
(figure 7.8). A l'inverse, lorsque le paramétrage de l'aiaest positif I'aspect coloré est renforcé voir
saturé jusqu'a devenir artificiel (figure 7.8).
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FIGURE 5.13 — Evolution du coefficient de détection correcte entionale la modification de la saturation

Cette attaque est fortement dépendante du contenu cotago@ de I'image de départ. Dans le cadre
des flux vidéo, nous pouvons voir sur la figure 5.13 que, sand lacas extréme ou I'image perd totalement
son aspect coloré et ainsi n'est plus qu’en niveaux de grimddification de la saturation n’'influence pas ou
trés peu la détection de la signature. La marque reste rassatle a pres de 90%. Dans ce cas, le tatouage
est donc robuste a la modification de la saturation, sousved&ine part de disposer d'un contenu d’'image
adapté et d'autre part d'utiliser des forces d'insertionpprmettent de lutter contre la dégradation.

Enfin, 'écrasement de la marque par le passage en niveauxksdesg) prévisible puisque dans ce cas
les trois vecteurs couleurs définis lors du tatouage vonosfondre et il n'est plus possible de retrouver la
marque.

Modification du contraste. Les variations de contraste que nous avons fait subir a ehiagage n’ont
pas eu d'influence notable sur la détection de la marque camomnepouvons le constater sur la figure 5.14.
La modification de contraste se contente de dilater ou dereéths trois histogrammes associés aux trois
canaux, c'est pourquoi la marque continue a étre détectBma sir, de nouveau, si cette modification de
contraste entraine un phénoméne de dépassement de la&agacodage (c’'est le cas pour des valeurs
positives), les résultats se dégradent.
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FIGURE 5.14 — Evolution du coefficient de détection correcte entionade la modification du contraste

Modification de la teinte La modification de la teinte va changer les couleurs présatans I'image par

un mécanisme de rotation. Nous illustrons I'effet de ceti@gae sur la figure 7.10 qui illustre une rotation
de —100° et de+100°. La stratégie de tatouage que nous avons mise en place efafyde face a cette
attaque, puisque la modification des couleurs va modififflettation des vecteurs couleur telle qu'elle a
été faite lors de l'insertion. Contrairement a la plupar dd#aques que nous avons étudiées précédemment,
la maodification de la teinte va étre destructrice pour nateuage sur certaines images. La détection reste
acceptable dans le cas ou la modification de la teinte n'expad un coefficient 10 comme nous pouvons
le constater sur le graphique 5.15. Pour certaines imag#s, attaque entraine une perturbation qui peut
étre rapidement importante visuellement et dans ce casdeage est détruit. Si 'image est trés colorée
la rotation des couleurs provoque une forte modificationaesdonnées RGB (notamment pour certains
angles) du pixel et donc une suppression de la marque. Lkatéest de nouveau fortement dépendant du
contenu de l'image.

Filtrage passe-bas de type moyenne.Le filtrage passe-bas de type "calcul de moyenne" ne modifie pa
suffisamment I'image pour influencer la détection de facombie. En effet, il dégrade principalement
les hautes fréguences et d’'une maniére moindre les moyédégeEnces (surtout pour une petite taille de
masque). Etant données les forces de marquages utiliaédeardue est donc conservée, ce qui nous permet
de dire que le marquage est robuste au filtrage du type pass#abs les limites de notre expérimentation.

Filtrage passe-bas de type médian. Contrairement au filtrage passe-bas de type calcul de meyésn
filtrage médian modifie la marque de maniére importante l@dtpn atteint des tailles significatives. La
détection est déja compromise pour une taille de 7*7. En,éff@rocessus est non linéaire et dans certaines
zones avec peu de variations, le traitement va entiérentesgiver" la marque. Cependant, pour ces tailles
de masques, nous nous apercevons que I'image n’est pluablément reconnaissable. Nous pouvons
considérer que le tatouage reste donc robuste face audilinégian pour des tailles de filtres raisonnables.
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FIGURE 5.15 — Evolution du coefficient de détection correcte entionade la modification de la teinte
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FIGURE 5.17 — Evolution du coefficient de la détection correcte ewtion de la taille du filtre médian

Quantification des couleurs.
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FIGURE 5.18 — Evolution du coefficient de détection correcte entionadu nombre de couleurs

La réduction du nombre de couleurs ne modifie la détectionlapsgue le nombre de couleurs aprés
transformation est faible. Ceci est corrélé avec I'impmssisuelle. Par exemple pour l'imagkenna.bmp”
qui comporte 148279 couleurs au départ, la perturbationeneedt destructive que lorsque la palette de
couleur est limitée a environ 128 couleurs. Dans ce cagjuerte nombre de couleurs devient faible, cela
signifie a la fois que la couleur d’'un pixel peut changer d'fexgon importante, mais aussi que les rup-
tures (et donc les informations hautes et moyennes frégagsont réduites et enfin dans certains cas, des
discontinuités parasites sont créées. Dans ce cas la mestjdégradée.

209



CHAPITRE 5. SECURITE Chapitre 5

Modification de l'intensité. Comme nous l'avons vu, l'intensité correspond a la valeuladeojection

du pixel sur I'axe des gris, et mesure ainsi une notion daéclde la couleur. Le paramétrage va la aussi
intervenir d'une maniere multiplicative suivant I'axe fio¢ entre le pixel a modifier et I'origine. De nouveau
la transformation ne correspond pas a une translation dl, mians ce cas, parallélement a I'axe des gris
vers le haut ou le bas dans le cube RGB. La figure 7.14 illustigubnce de la transformation. Lorsque
I'attaque utilise un parameétre de -100 les pixels se cordphdvec l'origine et I'image est entierement
noire. A l'inverse un parameétre positif provoque un éloimeat de I'origine et donc a partir d’'une certaine
valeur de nouveau un phénoméne de dépassement de capamidade.
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FIGURE 5.19 — Evolution du coefficient de détection correcte entionale la modification de la luminance

Comme nous pouvons I'observer sur le graphique 5.19, @exiurbe des valeurs minimales qui est trés
fortement altérée lorsque le parameétre de I'attaque év@leei indique que la modification de la luminosité
n'affecte que les images les plus fragiles.

Toutefois, nous pouvons constater que I'affaiblissemeriaduminosité ne modifie pas la marque (sauf
bien sdr avec un paramétrel00), alors que 'augmentation de cette luminosité a tendardégéader les
résultats. Ceci s’explique simplement par I'algorithmiiaé pour modifier la luminosité. Lorsque I'on di-
minue la luminosité on réalise simplement une contracties ttbis histogrammes RGB ce qui provoque
bien une diminution de la luminosité mais sans modificatier'idformation. Lorsque I'on augmente la
luminosité on réalise une dilatation des trois histograsetedans ce cas apparait un phénoméne de dépas-
sement de capacité de codage qui lui est destructeur.

Pour conclure, nous avons déja indiqué que le résultat daines attaques dépendent du contenu de
'image attaquée. Nous reverrons ce point dans la dernigriepde ce chapitre. De plus, certaines des
images que nous avons sélectionnées ne sont pas accep@inlemtre tatouage. Ces images vont toujours
obtenir les scores minimaux quelles que soient les attaigpstSes. Ces images sont des images globale-
ment uniformes et pour certaines d'entre-elles, a doménlainche ou noire (images 09, 11 et 12) avec une
saturation nulle. Ces images ne permettent pas I'insettda marque dans de bonnes conditions (avec I'al-
gorithme proposé). C’est pourquoi, les résultats obteansteujours faibles par rapport aux autres images.
Dans cette premiére partie, les attaques dites géomé&rgui@rovoquent en général une désynchronisation
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n'ont pas encore été abordées. Nous proposons de décrintensit le comportement de notre algorithme
dans ce cadre |a, et notamment les évolutions nécessaieesogs avons développées dans le projet de
recherche France Telecom R&D, qui nous ont amenés a déeglopp étude sur les points d’intérét.

5.3 Résistance aux attaques géométriques

Comme nous l'avons précisé, les attaques géométriquesonmtgqonséquence de désynchroniser la
marque.A priori, la méthode non-décimée permet de résister auxwtadésynchronisant la marque par
translation, puisque I'espace transformée est invariantrpnslation. Nous allons vérifier ceci dans le para-
graphe suivant.

5.3.1 Attaques géométriques provoquant une translation

FIGURE 5.20 — Exemple d'un fenétrage vertical effectué sur 'imdgana.bmp"
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FIGURE 5.21 — Evolution du coefficient de détection en fonction daportance du fenétrage
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Découpage. L'attaque par fenétrage (ou cropping) consiste a élimimer partie de I'image. La figure
5.20 est un exemple de fenétrage sur I'image "lenna.bmfgut] pour récupérer la marque, que la taille de
'image apres cropping soit encore suffisamment grandest@selire que I'échelle 4 de la décomposition
en ondelettes puisse contenir au moins une fois I'ensendsecdefficients de la signature. Comme nous
pouvons l'observer sur le graphique 5.21, lorsque le crappéste dans des proportions raisonnables, la
détection non-décimée, associée a la duplication de laigipermet de retrouver en moyenne la signature.
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FIGURE 5.22 — Evolution du taux du détection en fonction du décalage

FIGURE 5.23 — Exemple d’'une attaque de type roll sur I'image "lebmg"

translation circulaire  L'attaque par translation circulaire (ou rolling) prégansur la figure 5.23, décale
les coefficients de la marque par rapport a I'emplacemensidndialement. Mais de nouveau cette attaque
ne perturbe pas la détection puisque celle-ci va testerifiésathtes possibilités de positionnement de la
marque et ne retient que celle dont la corrélation avec |lauead’origine est la plus forte.
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Afin de conclure ce paragraphe nous proposons de confrooter algorithme de détection face a une
attaque géométrique qui désynchronise la marque d’'une m#niére, a savoir une rotation.
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FIGURE 5.24 — Evolution du coefficient de la détection correcte ewfion de I'angle de rotation

Comme prévu, nous pouvons remarquer sur la figure 5.24 quetisns sont problématiques pour la
détection. En effet, 'espace d'insertion est invariana &r&nslation mais pas a la rotation ou aux change-
ments d’échelle.

Afin de permettre une détection face a ce type d’'attaqueyildait modifier I'algorithme de tatouage
pour se positionner dans un espace invariant aux transfiomsaconsidérées, soit effectuer un prétraitement
qui va repositionner I'image tatouée dans son orientatiorigihe. Nous avons orienté notre thématique de
recherche vers la seconde catégorie, et les développemssusiés ont été faits dans le cadre de notre
collaboration avec France Telecom R&D; celle-ci a débousinéla fourniture d'une solution logicielle
compléte.

5.3.2 Solution de la littérature contre les attaques par raation et changement d’échelle

Une solution simple afin de contrer des attaques géométriqomme la rotation ou une opération de
changement d’échelle consiste a calculer toutes les tianafions inverses possibles et a garder le meilleur
taux de détection. Dans le cadre des transformations puewvaine translation, les possibilités sont réduites
et si nous intégrons directement cette recherche exhauddins la méthode de détection, comme cela est
fait dans notre méthode non-décimée, le colt est réduit.

Dans le cadre par exemple d’un changement d’échelle, ld@oln’est pas réaliste, ou alors le choix de
la transformée inverse est guidé par une connaissanceésupniaire sur les données de départ (le cas le
plus simple est bien sir de posséder I'image d’origine).

Afin de prendre en compte les possibles modifications d'tatemm ou de changements de taille, on peut
trouver dans la littérature principalement deux stratégie

— la premiére consiste a utilisarpriori un espace d’insertion invariant aux changementshiée ou

aux rotations (par exemple la transformée Fourier-Mejlin)

213



CHAPITRE 5. SECURITE Chapitre 5

— la seconde consiste a estinagvosteriori les modifications subies par I'image et a apglida procé-
dure inverse avant d’extraire la marque.

Les différentes solutions évoquées dans la littératuréwaner selon I'espace proposé ou le moyen d'es-
timer la transformation de I'image. Nous donnons quelgl&ménts de bibliographie permettant d'illustrer
ces approches.

Le principe des techniques basées sur une transformatianante va étre par exemple d'utiliser des
transformations pour lesquelles la notion de positionialgah’est pas présente. C’est le cas hotamment de
la transformée de Fourier, souvent utilisée [93, 220, 248 margue binaire est par exemple additionnée a
I'amplitude résultante de la transformée de Fourier, maugpnsistant en une séquence aléatoire de la forme
d’'un anneau (dans le domaine de Fourier). D’autres tramsfes sont utilisées, comme la transformée 2-
D de Radon-Wigner [231], ou alors la transformée de Fovieltin [198]. Alors que la transformée de
Fourier est sensible aux variations géométriques (retatianslation, changement d’échelle), I'adaptation
vers un systeme en coordonnées polaires logarithmiquesepee neutraliser cette sensibilité et le module
de latransformée de Fourier-Mellin est alors invariantéhengements d’échelles et a la rotation. Toutefois,
il faut noter que la réalisation numérique de cette tramsé@r n’est pas simple (la notion de repére polaire est
problématique en discret), comme nous I'avons vu dans haiprechapitre. Elle va nécessiter une procédure
d’interpolation. Lin et al. [136] présentent, quant a eux,algorithme de tatouage robuste a la rotation, a
la translation et au changement d’échelle, en utilisantfonetion invariante a ces attaques, correspondant
a une projection 1-D des amplitudes du spectre de Fouriets sommes proches de la transformée de
Fourier-Mellin.

Dans la seconde catégorie de méthodes, nous trouvons utizideutle stratégies trés différentes. Ce-
pendant une grande famille ressort qui consiste a insérenatif possédant une certaine périodicité, a
travers par exemple l'utilisation de la redondance de lagomar Par exemple, Delanay et Macq [60] pro-
posent une méthode de génération de la marque ayant degfsstatistiques cycliques afin de répondre
aux problémes de changement d’échelle et de fenétrage. d®@acas, la signature n'a pas un support pré-
défini et la détection de la signature s'effectue par le ¢aleul’'intercorrélation entre la signature et les
différents pixels réordonnés. Hartung et al. [103] ap@itjuune insertion périodique de la marque dans le
but de permettre une synchronisation et contrer ainsabjte Stirmark. De nouveau un calcul de la corré-
lation de la marque est effectué en utilisant un corrélateulissant sur quatre dimensions, permettant ainsi
de répondre aux attaques par rotation, translation et emaaigt d'échelle. Kutter et al. [125, 123] insérent
périodiguement la marque dans I'image. La détection ped'egtraire une marque contenant des éléments
redondants, qui, corrélée avec la marque initiale, perréetitlier les déformations géométriques linéaires
appliquées a I'image marquée. La technique définie par BiekHegger [89] est basée sur l'insertion d’'une
somme de sinusoides. Grace a l'utilisation de ce signabgiérie, il est possible d’extraire des informations
sur les transformations géométriques opérées lors densntiasion de I'image. Cette technique illustre la
stratégie présente dans les méthodes utilisant des métitsdmues, a savoir la construction d’une grille
dans le domaine fréquentiel.

Ensuite certaines techniques s'intéressent au conteriimagyé. Kutter [124], propose de tenir compte
des points caractéristiques de I'image. De maniére géndrahsemble de points caractéristiques permet
de définir des zones particuliéres. Ces zones sont dgmiori robustes aux attaques géométriques. Elles
porteront chacune la marque. Cette notion de tatouage dedegénération est ainsi présentée comme une
méthode compatible a toute technique de tatouage, pemhdtda rendre plus robuste face a certaines at-
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taques géométriques. Cette stratégie s'illustre plein¢ins la méthode proposée par P. Bas et al. [17] qui
suggeérent d'utiliser les points saillants de I'image pdateair des points de référence nécessaires pour per-
mettre la re-synchronisation de I'image. Nous pouvong ditgutres méthodes utilisant la méme stratégie.
Par exemple, Izquierdo [113] combine des techniques dliosedans le domaine spatial et dans le domaine
fréquentiel, afin de profiter de leurs caractéristiques Hestesse respectives contre les opérations classiques
de traitement d’'images et les transformations géométidDans ce cadre, est proposée I'utilisation du dé-
tecteur de Harris [102] permettant ainsi d’effectuer leatege de I'image tatouée, par comparaison avec
I'image originale. Nikolaidis et Pitas [165] [166] sélaminent quant a eux, a I'aide d’une segmentation,
des zones larges et homogénes de I'image, schématisées,tiggitement, par des ellipsoides. La marque
sera intégrée dans les rectangles englobant ces ellipsis, €mme nous I'avons dit certaines techniques
utilisent I'image originale, pour identifier les transfations géométriques : F. Davoine [59], propose de
comparer le maillage triangulaire de I'image attaquée aeqd de I'image initiale. Cette technique a pour
but de rendre des algorithmes de tatouage robustes a Uatttiymark. Nous remarquons que I'avantage de
cette technique est de permettre de compenser les défonmaitométriques locales de I'attaque Stirmark.
En revanche, nous sommes dans le cadre d’'une technique eoglewde re-synchronisation.

Notre objectif était de faire cohabiter notre tatouage stdad la compression, au filtrage, etc. avec une
stratégie apportant de la résistance aux transformatiémsiétriques. La solution que nous avons proposée
repose sur une technique permettant d’'identifier les défthoms géométriques afin de les compenser (en
particulier dans le cas de la rotation et du changement dlih Nous avons choisi de ne pas intégrer
d’'information dans I'image, mais les parameétres nécessaiour réaliser une détection synchronisée seront
transmis avec la clé gérant la marque. Nous proposons desdé@intenant notre stratégie.

5.3.3 Evolution de la méthode de tatouage vectorielle

Jusqu’ici, nous avions développé un algorithme de tatosagei-aveugle c'est-a-dire que la clé et
I'image tatouée sont les seuls éléments dont nous avongbbesde la détection pour retrouver la marque.
A ce stade, la marque résiste correctement aux attaquestizayefj par compression, aux attaques couleurs
et méme a certaines attaques géométriques de type transiais elle est fragile par rapport aux transfor-
mations géométriques de type rotation et changement dléchiwus avons alors introduit une méthode de
recadrage géométrique destinée a resynchroniser la mapgée ce type d’'attaque.

Notre technique de recadrage est basée sur I'extractiowidesstables face a la rotation ou aux chan-
gements d’'échelle c’est-a-dire qu'aprés par exemple &ioot nous devons étre capables de retrouver les
mémes points et que ces points ont subi la méme transformatie I'image. Pour cela, nous proposons
d'utiliser les points d'intérét.

Cette technique se décompose en trois grandes étapes.rhi@rétape consiste a choisir un détecteur
de points d'intérét géométriguement stable, c’est-a-glird doit permettre de retrouver les mémes points
apres transformation géomeétrique. Une fois le détectenisicimous devons caractériser le voisinage des
points d'intérét de maniére robuste pour faciliter I'apgarent qui constitue la troisieme étape. Ces diffé-
rentes parties nous donnent la possibilité de calculerdesnpétres de la transformation géométrique utilisée
pour attaquer le tatouage.

Cette technique a également été développée dans le cadreaboration avec France Telecom. Les
premiéres pistes avaient été proposées dans les persgettiia thése de A. Parisis [171]. Mais le cgeur
du travail a été réalisé dans le cadre du contrat de recherci2905-2006, évoqué en introduction de ce
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chapitre, et notamment a travers le recrutement d'un iegrde Recherche car cette partie nécessitait une
forte composante logicielle a travers la réalisation d'liim&irie de détecteurs de points d'intérét.

5.3.4 Les détecteurs de points d’intérét

Nous proposons ici une synthése du travail fait sur les pdahihtéréts que nous avons étudiés en lien
avec notre algorithme de tatouage, en insistant sur la dgimemumérique car étant donné le rdle de ces
points, & savoir une robustesse face a des attaques nue¥ggamétriques, il fallait que les choix d'im-
plantation soient clairs.

Les points d'intérét sont des caractéristiques bas niveawrf un fort potentiel informatif. Dans la
littérature, les termes de coins et de points d’intérét sontent utilisés de maniére équivalente bien que
la notion de point d'intérét est plus générale que la notiercain. Les points d'intérét, dans une image,
correspondent a des changements bidirectionnels du sigeslcoins, les jonctions en T ou encore des
variations rapides de la texture en sont des exemples.

La plupart des méthodes d’extraction des points d'intésétd basées sur I'utilisation des dérivées de
I'image. Pour approximer les dérivées, une des approclassiques consiste a calculer la convolution de
I'image par des filtres basés sur la fonction gaussienne ZBstiérivées. Nous utilisons ce type de filtres
car ils permettent une localisation plus stable des poimtadéts.

5.3.4.1 Différents détecteurs mono-échelle

Il existe différents types de méthodes pour effectuerfatton des points d'intérét, comme par exemple :

— Les méthodes basées contours qui cherchent des pointad®ie maximale le long des chaines
de contours, des points particuliers (intersection, infiex...) dans une approximation polygonale de
l'image.

— Les méthodes basées signal qui ne dépendent pas des samtdium modéle du signal. La mesure
qui indique s'il y a un point d’intérét a un endroit donné ealtalée directement a partir du signal.

Nous avons choisi de nous positionner dans cette secondéfatmous rappelons quelques détecteurs

de points d’intérét faisant partie des méthodes baséeal sigre nous avons testés dans le cadre du tatouage.

Le détecteur de Beaudet. Le détecteur de Beaudet est défini sur I'imdgaiivant :

DET = |Ip Iy, — 17|

ou I, I, etl,, représentent les dérivées secondes de I'image par rappotf, &txy. Cette mesure
est théoriquement invariante en rotation. Les points é'&ttcorrespondent aux maxima locaux de DET. Il
faut noter que cet opérateur détecte les points d'intéeit gees coins et non sur les coins.

Le probleme de cette méthode est sa sensibilité au bruitmeoen général les méthodes basées sur
des calculs de dérivées. Nous pouvons effectivement voiladigure 5.25 que I'ajout de bruit modifie la

position des points d'intérét.

Le détecteur de Kitchen-Rosenfeld. Le détecteur de Kitchen et Rosenfeld [119] est défini surdie

suivant :
I%Iyy — 20,1y 1y + Ij[m

x Yy
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FIGURE 5.25 — Résultat de la détection des points d'intérét de Betgoour I'image "house.bmp” et sa
version bruitée.

ou K représente la courbure d’'une courbe plane perpendicaaiggadient de la fonction image. Les coins
sont extraits depuis les maxima locaux He De nos tests et des lectures bibliographiques, nous avons
conclu que cet opérateur est trés imprécis en localisation.

Le détecteur de Harris Moravec a proposé un détecteur basé sur la fonction d'arté@lation du signal.
Cette fonction mesure les différences entre une fenétrégdalset ses quatre fenétres voisines. Lorsque le
minimum de ces quatre différences est supérieur a un selaljradique la présence d’'un point d’intérét.

Harris [102] a amélioré I'approche de Moravec en calcularé matrice qui décrit la distribution du
gradient dans le proche voisinage du point étudié :

22402 2
e I
L1, I

(5.17)

aveco la variance d’'une gaussienne qui permet le calcul de la sopondérée des dérivées sur le
voisinage etl,, I, les dérivées du signal par rapport a x et y. Un point est cénsidomme un point
d'intérét si les deux courbures associées aux valeurs ggate cette matrice sont grandes. Pour éviter les
calculs des valeurs propres, Harris utilise une mesuresegpicsur le déterminant et la trace de la matrice.
Cette mesure est supérieure a zéro dans le cas d'un coia.dppitoche est optimale pour les coins en forme
de "L".

5.3.4.2 Détections des points d’intérét multi-échelles

Les différents détecteurs présentés précédemment, bids spient utilisables dans le cadre des rota-
tions ne tiennent pas compte du changement d’échelle. d faa donc les adapter au changement d’échelle
ou utiliser d'autres types de détecteur. De plus I'ajoutasplect multiéchelle permet en général d’augmen-
ter la robustesse du détecteur.

Nous avons choisi d'utiliser un détecteur basé sur la coctsdn d’'une pyramide de différences de
gaussienne appelé détecteur DOdf@ence @ Gaussian).

Détecteur DOG
La détection de points invariants a un changement d’écldellimage peut étre effectuée en recherchant
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des points stables dans I'ensemble des échelles possihl¢iisant une fonction continue d’échelle appe-

|ée espace échelle. Il a été montré par Lindeberg [137] que certaines conditions le seul noyau d'espace
échelle possible est la fonction Gaussienne. C’est pourtigspace échelle d’'une image est défini comme
une fonctionL(zx,y, o) obtenue par la convolution d’'une imadér, y), avec un ensemble de filtres gaus-

siens d'écart type différent&;(z, y, o) :

L(z,y,0) = G(x,y,0) * I(z,y) (5.18)

Dans ce cadre, une version multiéchelle du détecteur désHeaété proposée dans [160].

Afin de détecter les points stables dans I'espace échelle [[688] a proposé d'utiliser les extrema de
I'espace échelle dans le résultat de la convolution d’'umetfon différence de gaussienne avec I'image
D(z,y,0) qui peut étre réalisée a partir de la difference de deux kshptoches séparées par un facteur
multiplicatif constantk :

D(I’, Y, U) = (G(Z’, Y, kg) - G((L’, Y, U)) * I(I’, y)
= L(z,y,ko) — L(z,y,0) (5.19)

Il'y a plusieurs raisons pour choisir cette fonction. Preami@ent, c’est une fonction particulierement ef-
ficace en terme d'implantation puisque I'image lissée es¢sgnire pour la description de I'espace échelle
et queD peut étre calculée par simple soustraction d’'image. De, gletse fonction est une approxima-
tion satisfaisante du Laplacien de gaussienne normaligélezlle étudié par Lindeberg [137]. Lindeberg a
montré que la normalisation du Laplacien avec le fact€ugst nécessaire pour une véritable invariance en
échelle.

Des choix numériques Pour commencer, nous devons construire I'ensemble desesriaggées. Pour
cela, nous devons définir la maniére la plus efficace de diserd’espace échelle. Lowe [138] a proposé
de structurer cette discrétisation sous forme d’'une pytarnontenant des octaves (le facteur de lissage
double d'une octave a I'autre) qui sont subdivisées en étdpdissage plus fines. En pratique, nous avons
fixé le nombre de subdivision de chaque octave a 3 et le nonctade est directement lié a la taille de
I'image a traiter {ogo(dim) — 2).

Pour initialiser la création de la pyramide, I'image inigia@st sur-échantillonnée par deux puis lissée
avec une gaussienne d'écart typg;;. Ensuite, nous créons une octave en lissant I'image obteaudes
gaussiennes dont I'écart type croit d'un facteur constixd par le nombre d'images par octave). Dans
notre cas nous calculons donc 3 images par octave. La peimage de I'octave suivante est obtenue en
effectuant un sous échantillonnage d'un facteur deux detje lissée polr*o;,;:. Puis le reste de I'octave
est construit de la méme maniére que décrit précédemmefiglra 5.26 résume cette construction. Une
fois la pyramide construite, nous pouvons calculer la iffi€e de gaussienne par simple soustraction de
deux échelles adjacentes.

Afin de détecter les extrema locaux d¥x,y, o), chaque coefficient de la pyramide est comparé a
ses huit voisins dans l'image courante et ses neuf voisins l#&s échelles adjacentes (cf figure 5.27). Le
coefficient est retenu comme point d’'intérét s'il est extwemdans le cube ainsi défini.

Pour améliorer la qualité de la localisation des pointstdiiét, Lowe a proposé d'interpoler la position
exacte de I'extremum dans la pyramide, a travers un modeakincoet pour cela, il utilise le développement
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FIGURE5.26 — lllustration de la construction des pyramides gansss et différences de gaussienne (Image
issue de l'article de Lowe
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FIGURE 5.27 — lllustration de la détection d’un extremum dans lapjide DOG
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de Taylor a I'ordre 2 de la fonction d’espace échéllér, y, o) au point analysé

Enfin, pour augmenter la stabilité des points obtenus, pegiosé d’'éliminer les points dont le rapport
des courbures principales est trop grand. Cela se produigxganple pour les points de contour qui ont
une courbure principale forte perpendiculairement auazornais faible dans la direction du contour. Pour
détecter ces points, nous nous servons de la matrice Hesgdugée a I'échelle et a la position du point
d'intérét. La matrice HessiaH contient les dérivées d’ordre deux de I'image lissée :

H= [ lovo loyo ] (5.20)
Loyo  Iyyo
avec par exemplé,, , la dérivée seconde selande I'image lissée par une Gaussienne d’écart-type
En effet, il est connu que les valeurs propres de cette matdnt proportionnelles aux courbures prin-
cipales. Nous souhaitons supprimer tous les points dorageart entre les courbures principales est trop

grand, supérieur a un setutil Pour éliminer ces points, il suffit de vérifier I'inéquatisnivante, pour: fixé :

Tr(H)? - (r+1)2
Det(H) T
De nos tests nous préconisons pour des images "classiquaaine sur la figure 5.3.4.2) une valeur
r = 10.

(5.21)

FIGURE 5.28 — Exemples de détection des points d'intérét extraila gpyramide DOG

Deux exemples de résultats de la détection des points dirdéns la pyramide DOG sont présentés sur
la figure 5.3.4.2. Un point d'intérét est symbolisé par uné&aont le centre est le pixel le plus proche du
véritable point d’'intérét et dont la longueur du c6té espprtionnelle a I'échelle d’extraction du point.

La détection des points d'intérét reste un véritable chgke Nous I'avions déja abordé dans le chapitre
précédent dans le cadre d’'une méthode de compressionesmmpl nous remarquons que les contraintes
sont différentes : dans le cadre d'un algorithme de commessous cherchons des points de focalisa-
tion au sens du systéme visuel humain, alors que pour lighgoe de tatouage nous cherchons des points
"géométriques” qui sont stables face a des modification$naade.

Avec notre algorithme de tatouage, notre objectif étaitdiduire un détecteur robuste ayant déja fait
ses preuves d’ou ['utilisation d’'une pyramide DOG. Il noasitfmaintenant caractériser ces points afin de
permettre un appariement lors de la détection.
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5.3.5 Description du voisinage des points d’intérét

Maintenant que nous avons extrait des points d'intéréwpuisnfaut décrire le signal au voisinage de ce
point d'intérét de la maniere la plus précise et completepDs il faut que cette description soit résistante
aux transformations usuelles afin de permettre un appaniequelle que soit la transformation effectuée
sur I'image. Nous avons testé deux types de descripteuretleatal et le SIFT (Scale Invariant Feature

Transform).

5.3.5.1 Le Jet Local

Le Jet Local correspond a I'estimation des dérivées locaterautour du point étudié a une échelle
donnée. A partir de ces dérivées différents auteurs ontoggople les combiner pour obtenir un vecteur
invariant au rotation [90].

L
L2+ L2
LyoL2 4 2Lgy Ly Ly + Ly, L2
Lo + Ly,
Vinvariant = L2, 4212, + L2, (5.22)
LaoaLd + 3Ly L2Ly — 3Lygy Ly L2 — Ly, L2
LoaoLaL2 4 Lugy(L3 — 2L2Ly) + Layy (L3 — 2L, L2) + Ly, L2 L,
LywaL2Ly + Loay(2Le LY — L3) — Lyyy(2L2Ly — L) — Ly, L L
Lyww L3 + 3Lawy L3 Ly + 3Lyyy Lo L + Ly, L

ou L est la convolution de la composante de luminance par un §titessien d’'écart-type et L, L, ses
dérivées par rapport @ et ay. Notons que les auteurs soulignent la nécessité d’'impldmtealcul des
dérivées de maniére stable pour pouvoir calculer ces am@ria un ordre élevé.

Ce vecteur est en théorie invariant a la rotation ainsi qn'&hangement d’échelle de maximum 20%.
Afin de le rendre plus stable face au changement d'échelles devons utiliser un espace multi-échelle.
Comme nous ne pouvons pas calculer le vecteur pour toutéstedles possibles il nous faut discrétiser
I'espace. De plus, nous avons vu que la caractérisatioropéaprésiste a un changement d’échelle de maxi-
mum 20% donc nous utilisons une discrétisation qui garnfait qu’entre deux échelles consécutives, le
changement est inférieur a 20%. C. Schmid [208] dans sa titéise neuf échelles qui ont pour valeur
0.48, 0.58, 0.69, 0.83, 1, 1.2, 1.44, 1.73, 2.07 (ces vakamsen fait les différentes tailles du parametre
de la gaussienne).

Une fois I'extraction et la caractérisation des points @8t effectuées, il nous faut faire la mise en
correspondance des points d'intérét de I'image originakc a&eux de I'image transformée. Il existe de
trés nombreuses stratégies dans la littérature, de nomn@aiavons fait le choix de la simplicité. Cette
phase d’'appariement va s’effectuer a plusieurs niveauxrémiére étape consiste a calculer la plus petite
distance entre un vecteur de I'image d’origine et un vedalediimage transformée. Pour cela, nous utilisons
la distance de Mahalanobis. Cette distance, doit aussidemipte des différentes échelles, c’est pourquoi la
recherche est exhaustive a travers les échelles. Cettedeslimine beaucoup de points non valables mais
n'est pas encore suffisante pour obtenir une majorité desmiseorrespondances correcte, c’est pourquoi
nous utilisons une contrainte supplémentaire qui portdesuoisinage du point considéré. En effet, nous
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pouvons estimer que les points d'intérét voisins du poims@iéré doivent étre similaires dans I'image de
référence ou dans I'image transformée. Toutefois, comrmelit y avoir du bruit dans la détection, nous
ne nous obligeons pas a avoir exactement le méme voisinames Mbus fixons un seuil sur le nombre de
voisins correctement appariés pour que le point étudiécsniservé. Nous imposons que 50% des voisins
se correspondent pour que la correspondance globale déea

Nous présentons sur la figure 5.29 des exemples d’apparigman I'image Lenna. On constate que
I'appariement ne fonctionne pas correctement. En effgipsr des rotations simplés90, 180 et 270 de-
grés, l'appariement est quasi-parfait, pour les autrestioots, nous obtenons encore de trop nombreuse
erreurs pour permettre le calcul de I'angle de rotation. SNaons constaté les mémes taux d’erreur pour
les changements d’échelle.

Les tests menés sur d'autres images nous ont conduits au éddme. Nous avons alors proposé, pour
améliorer notre détection, d'utiliser le descripteur SIFT

5.3.5.2 Le descripteur SIFT

Le descripteur SIFT est une description locale reposartutilisation des orientations du voisinage du
point considéré.

Pour un point d'intérét, nous étudions son voisinage 16*d®sda pyramide gaussienne. Pour chaque
coefficient du voisinage, I'orientation et la norme du gesadisont calculées, puis nous construisons un
histogramme des orientations sur 16 imagettes de taillei&tbgramme qui est défini par pas de 45 degrés.
Les 16 histogrammes obtenus, concaténés les uns avecrkes, aous donnent le vecteur SIFT. Pour que ce
vecteur soit le plus possible invariant aux changementsimébsité qui modifient le module du gradient,
nous normalisons le vecteur suivant l'intensité. Nous poaswoir un exemple de construction du vecteur
SIFT (pour une orientation donnée) sur la figure 5.30.

Nous avons introduit quelques choix numériques. Tout d@bmus diminuons l'influence des orien-
tations du bord du voisinage par rapport aux orientationsehire en utilisant un facteur d’éloignement.
Ensuite nous proposons de lisser I'histogramme, c'esteaei’au lieu d'ajouter un élément a un seul in-
tervalle de I'histogramme on le répartit dans au moins datetvalles.

Nous avons maintenant la possibilité d’extraire et de ¢armser les points d'intérét dans une image.
L'étape suivante consiste a apparier les points extraits dlanage d’origine et les points extraits dans
'image aprés l'attaque. Il existe de nouveau une littémimportante sur ces problémes d’appariement
dans le cadre du descripteur SIFT. Nous avons déployé urtleodesimple, reposant sur la sélection du
plus proche voisin dans I'espace des descripteurs (reuheles paires de points pour lesquelles la distance
euclidienne est minimale dans les deux sens). Nous pounmm®s\a@r sur la figure 5.31 quelques exemples
d'appariements effectués pour des attaques géométriquiées. Nous constatons que nous avons un taux
de réussite satisfaisant dans la majorité des cas, saufatague la plus désynchronisante (rotation de 45
et changement d’'échelle). Mais comme nous allons le voiohabre correct d’appariements nous suffit.

Pour déterminer les paramétres de I'attaque utilisée, atloss calculer ces parameétres pour chaque
couple de points. Nous faisons I'hypothése que les cooslemdes points sont exprimées dans un référentiel
commun dont l'origine est le centre de I'image que I'on sig@poonservé lors des différentes attaques. Nous
allons construire deux histogrammes : I'un contenant lggeand’attaques possibles suivant des intervalles
de 2 degrés, l'autre contenant les facteurs de changemaxttiadle entre 0 et 20 avec un pas de 0.01. Les
pics de 'un et de I'autre des histogrammes nous donnentlesirs de I'angle et du changement d’échelle
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FIGURE 5.29 — Résultat de I'appariement pour des rotationg, de et90 degré de I'imagéena.bmp(vert :
points bien appariés, rouge : points mal appariés, mais possiblité d’appariement valide, bleu : points

rotation : O degrés, échelle : 1

rotation : O degrés, échéll@ :

XX
X
X
% x %
X X
% « «
X X
X X
X x
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X
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rotation : 10 degrés, échelle : 1

rotation : O degrés, échéli2

rotation : 90 degrés, échelle : 1

pas ou mal appariés sans appariement valide)

rotation : O degrés, échélie
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FIGURE 5.30 — Détection des directions principales sur I'histayree

de l'attaque.

Nous avons vu sur les exemples de la figure 5.31 que le nomdgppaliements corrects est généralement
supérieur au nombre de faux appariements, sauf dans le ¢anatge mandrill. bomppour une attaque dont
le facteur d’homothétie est de 1.2 et I'angle de rotationsldegrés. Mais méme dans ce dernier cas, notre
méthode permet une bonne détection car, comme nous pow/eas kur I'histogramme de la figure 5.32,
I'angle d’attaque est mesuré en majorité. Cela s’explicael@fait qu'il n'y a aucune cohérence dans les
angles mesurés pour les couples de points associés a ureapgarfaux. Ces valeurs vont donc se disperser
sur tout I'histogramme. Le méme phénoméne est présent eetadteurs de changement d’échelle.

Les expérimentations menées dans le cadre des différanteges de tests ont montré une efficacité
importante de cette procédure de recalage pour des attdgumrametres raisonnables, notamment en ce
qui concerne le changement d’échelle. Nous avons donaététdte étape dans notre méthode de tatouage.

5.3.6 Intégration de la mesure SIFT dans le cadre du tatouge

Pour illustrer la méthode de resynchronisation dans leecddrtatouage vectoriel, nous insérons une
margue 8*8 de maniéere robuste dans I'imagandrill.bmp La figure 5.33 montre le résultat de la détection
de la marque dans 'image ayant subi une rotation de 45 degnéis changement d’échelle d'un facteur
2.0. Nous pouvons voir que la détection des paramétresadlagta été suffisamment précise et que la
margue est correctement extraite (6 bits d'erreur sur &lil#érés), pour une attaque entrainant une forte
désynchronisation.

Ce résultat s’est généralisé sur les différentes imagegsiepour des attaques qui conservaient des
facteurs raisonnables (par exemple pour le changemerttallée@ntre 0.8 et 1.2), c’est-a-dire que pour les
différentes attaques testées nous pouvions extrairedatsige avec un taux d’erreur inférieur au seuil fixé
dans la section précédente. Nous ne présentons pas iciuf@tegxhaustifs sous forme d’'un tableau car
les résultats de ce type de campagne de mesures dépendeiggieiment du contenu de I'image a travers
la qualité des points détectés et moins de la méthode eleemé

A ce stade, nous concluons que nous avons construit une deéffegmettant de corriger une image
ayant subi des rotations d'angle quelconque et des chamgerd&chelle. Cette méthode a prouvé son
efficacité dans le cadre que nous nous somme fixés. Cepehdssieiencore des défauts, tels que le temps
de calcul et la taille de fichier importante pour pouvoir E#d’'ensemble des points avec leur description.
Nous avons ainsi établi une méthodologie de tatouage ettdetid qui permet de parer a de nombreuses
attaques. Tous ces développements ont donné lieu au dpeetept d'une solution logicielle. Nous avons
ainsi a notre disposition un démonstrateur, qui a été faukiance Telecom R&D avec une étape de suivi
de produit.
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échelle 1.0 rotation 0 échelle 1.2 rotation 0
appariements justes : 609 appariements justes : 84

appariements faux : 0 appariements faux : 7

échelle 1.0 rotation 45 échelle 1.2 rotation 45
appariements justes : 116 appariements justes : 23
appariements faux : 6 appariements faux : 9

échelle 1.0 rotation O échelle 1.2 rotation 0
appariements justes : 677 appariements justes : 116
appariements faux : 0 appariements faux : 26

échelle 1.0 rotation 45 échelle 1.2 rotation 45
appariements justes : 125 appariements justes : 25
appariements faux : 27 appariements faux : 27

FIGURE 5.31 — Les points symbolisent les points d’intérét (bleupaaj@, rouge : non apparié) ; Les lignes
symbolisent les appariements (vert : appariement comaagie : mauvais appariement)
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FIGURE 5.32 — Histogramme des angles d'attaques possibles etgrhstone des facteurs d'échelle pos-
sibles

FIGURE 5.33 — lllustration de la méthode de resynchronisation fades attaques géométriques dans le
cadre du tatouage
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Cependant, comme nous I'avons vu, la décision d’acceptationon de la signature reste basée sur des
hypothéses fragiles. C’est pourquoi nous avons développééflexion sur la protection de la signature.
L'opportunité est venue de la création d'un groupe de ttataila sécurité dans le cadre d’'une action du
plan pluri-formation (PPF2008-2011) intitulé " Géomé&rienages-Communications " incluant les univer-
sités de Poitiers, La Rochelle, Limoges, Tours, Orléamsi ajue 'Ensma, action que je co-animais avec
Philippe Gaborit du département DMI de XLIM. P. Gaborit aamotnent comme domaine de recherches les
codes correcteurs et c’est tout naturellement que nousalébuté une collaboration afin d’intégrer certains
développements menés autour des codes dans le schémaudgeaddin d’augmenter la robustesse de la
signature, mais aussi de modéliser plus finement la proeétiacceptation de la marque. Nous proposons
de décrire ce développement dans la section suivante.

5.4 Augmentation de la robustesse par utilisation des code®srrecteurs

Différents travaux ont proposé d’augmenter la robusteaseedstratégie de tatouage par I'utilisation
des codes correcteurs [170, 57, 22, 238]... Le probléemetduage est alors vu comme un probleme de
transmission d’'un signal dans un canal trés bruité. Le sigrieansmettre est alors la signature, I'image
support est le canal et le bruit est lié aux attaques.

Dans cette section, nous proposons de revoir les solutiémslappées notamment dans le cadre de la
thése de A. Wadood [1] a travers la collaboration menée av&aPBorit. L'objectif de ces travaux était
de mettre en lumiére la résistance de différents codesatews dans notre schéma de tatouage par onde-
lettes face a différentes attaques, notamment, élémentaatpar rapport a la littérature, les attaques que
nous nommerons couleur car elles modifient les caractgresi colorimétriques de I'image. Ces travaux
se poursuivent actuellement avec I'utilisation de nowgeltratégies de protection mais aussi a travers la
stéga-analyse comme je le décrirai a la fin de ce chapitre.

Dans ce cadre, nous avons étudié plus spécifiquement gaaties de codes correcteurs, chacune des
familles offrant des réponses différentes face aux atmgaaées auxquelles elles ont été soumises. Nous
avons proposé de mettre en concurrence ces différentelefaiaié codes car les attaques madifient diffé-
remment la marque insérée et les codes correcteurs ontukastéa de réponse variées face a ces différentes
dégradations (par exemple un effacement par bloc ou un &dditif aléatoire sur toute la signature). Ces
quatre familles sont ;
les codes par duplication simple des bits (ce que nous antroduit dés la premiéere solution) ;
les codes de Hamming [100];
les codes Bose Chaudhuri Hocquenghem (BCH) [27];
et les codes Reed-Solomon [193].

Ces différents codes ont déja été testés dans la littéraowe une problématique de tatouage. Par
exemple, dés 98, Wang et al proposent d'utiliser les codddateming [249], Perreira et al. vont tester
les codes BCH dans le contexte du tatouage [178], il exieveission hybrides en intégrant deux familles
de codes comme les codes BCH et une répétition de la marglieef2@nfin certains travaux proposent
d'utiliser les codes convolutionnels [244, 207]. On peattrer aussi des comparaisons entre les différentes
familles Reed Solomon, BCH et répétition [238]. L'origiitélde notre approche a été de mettre en évidence
I'adéquation de certains codes face a des attaques préstisesssi d'intégrer ces codes dans un schéma de
tatouage complet (jusqu’a son déploiement logiciel). Danparagraphe, nous allons présenter la stratégie
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mise en place notamment durant la thése de A. Wadood et nouisarans, a travers les résultats obtenus
durant cette thése, I'apport de ces différentes famillesodes et donc la potentialité de cet axe de recherche.

Bien sr, comme nous le verrons, les caractéristiquesrdagdie (et donc du canal), comme la couleur ou
I'aspect texturé, déterminent les effets des attaquedmage marquée. De méme, I'algorithme de tatouage
utilisé et le type de code correcteur vont jouer un role dam®mpromis de l'invisibilité et de la robustesse.
Dans I'étude faite, nous avons analysé les attaques ses/ampmpression JPEG, bruit gaussien additif,
filtrage passe-bas, modification de la teinte, saturatidmngnosité.

Nous constatons que nous n'avons pas repris la partie reggaént aux attaques géométriques, puisque
I'influence des codes est moindre face a ces attaques. Bnléfiement important face aux attaques géo-
métriques est la stratégie de resynchronisation commeliaeoss décrit dans la section précédente.

En ce qui concerne l'algorithme de tatouage, nous utiliszeisi introduit en début de chapitre qui
insere la marque dans le domaine des ondelettes. Nousuiilia version standard (a savoir basée sur une
décomposition décimée) puisque nous souhaitons mettreidenée uniquement I'apport des codes.

Avant d’'analyser les résultats, nous allons revoir briemenguelques notions sur les codes correcteurs
qui nous permettrons d’analyser les résultats en termehiestesse, ainsi que la procédure proposée per-
mettant d'introduire cette dimension "code" dans notrewtigme de tatouage.

5.4.1 Construction de la marque a partir de la signature : intoduction des codes

Principe. Par la suite les codes correcteurs se résumeront sous la fotr, d) avecn la longueur du
code, donc le nombre total de bits dans le block enchdie dimension donc le nombre de bits de données
que I'on peut encoder et la distance de Hamming entre chaque paire du dictionnaieéte @istance de
Hamming définit la capacité a corriger du code a corriger fesues : un coddn, k,d) est capable de
corrigert erreurs avee¢ < %l

Le canal associé au tatouage est trés bruité du fait desatiifess attaques. L'objectif des codes correc-
teurs va étre d'introduire de la redondance afin de protégsighal (la signature) contre les dégradations
dues au canal. Reprenant le schéma original (a savoir dtiplicde chaque bit puis répétition du motif), la
robustesse du schéma de tatouage par code peut étre amphonéne redondance du motif issu du bloc du
code correcteur.

Nous avons décidé de maintenir cette étape de duplicatiomatif car nous avons observé que les
codes correcteurs ne pouvaient pas atteindre leur pdtetgue le taux d’erreurs dues au canal dépassait
une certaine valeur critique. Plus précisément, avec ual ¢a&s destructeur, un code par exemple de type
BCH n’apportait aucun avantage alors qu’une simple dujitinade la signature apportait toujours une
modeste protection. En revanche, I'utilisation du code Bhii d’'une duplication du motif augmente les
performances de la chaine de décodage méme lorsque le seimaseerturbé [238]. Nous profitons donc de
la complémentarité des deux systémes. La figure 5.34 résupredessus utilisé qui ressemble au schéma
d’origine, avec simplement le remplacement de la répétjpiar un processus plus général associé aux codes
appelé "Redondance".

Nous utilisons donc un modéle concaténé connu depuis bigpdmps [91]. La concaténation de codes
permet d'augmenter la puissance des systémes de codagg duupe augmentation de la complexité glo-
bale. La concaténation peut se faire de trois facons : pteaiérie ou hybride (paralléle et série) et sur deux
ou plusieurs niveaux. Dans le cas d’'une structure série acmies, comme nous le proposons, l'informa-
tion est codée deux fois. Une premiére fois par le premiee ampbelé code externe, puis une seconde fois
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par le deuxiéme, dit code interne. Les deux codes utilisésesogénéral complémentaires. Dans notre cas,
le code interne est la duplication de la marque qui a pourctibje réduire le niveaux d’erreur du canal
et le code externe est code correcteur choisi (répétitiamding ou BCH) qui va permettre de réduire les
erreurs sur la signature et ainsi faciliter la prise de dgcifinale.

Notons que les codes Reed-Salomon sont utilisés seulssaamtilpour objectif de corriger des erreurs
"burst" & savoir les erreurs par plages. Le décodage des-&Raethon sera fait avec I'utilisation d'un
algorithme de décodage en liste [233, 98]. Le décodageterviispermettre d’obtenir de meilleures perfor-
mances que les algorithmes classiques ("bounded distigurittams') quand le taux d’erreur est important.
Ce dernier point illustre pleinement la richesse de la bollation avec P. Gaborit puisque cela permet d’in-
tégrer des approches plus fines dans I'utilisation des comfescteurs.

Redondance

W bt
{ O bit'd

M | 3

Clé signature

FIGURE 5.34 — Construction de la marque

Nous proposons de revoir trés brievement les éléments @s bas codes correcteur.

Codes correcteur par répétition de la marque. Larobustesse du schéma de tatouage peut étre augmentée
avec une répétition de la marque comme codage interne slitvie duplication, d’'un code Hamming ou
d’'un code BCH codes comme codage externe. Ce codage inttradaptatif et dépend bien sir de la taille

de l'image. A la réception, la procédure inverse est appkgua savoir que I'on reconstruit tout d’'abord

la marque a partir des différentes répétitions puis la sigeaa partir du décodage répétition, Hamming
ou BCH. Comme indiqué, cette duplication de la marque pedeelutter contre des taux d'erreur trés
importants.

Code par duplication. Le code par duplication construit la marque a partir de laatigre, par une simple
duplication de chaque bit de la signature. Si nous reprelzosshématisation de notre code sous la forme
(n,k,d), dans le cadre de la duplication nous avons toujdurs, n) avec chaque mot du code répété
fois. Le décodage est effectué a travers une étape de ca&laubglenne calculé sur le code recu. Le code
par duplication est utilisé comme codage externe et la ité&péest utilisée comme codage interne. Cette
chaine est le schéma proposé a I'origine de cet axe maisandé@mment de la notion de codes.

Code de Hamming. Les codes de Hamming sont des codes en block linéaire, &'dse que I'on fait
correspondre a chaque mot d’information un mot de code parfamction linéaire. La représentation des
codes binaires de Hamming sont de la forf@® — 1,2™ — 1 — m, m). Pourm = 3, nous avong7, 4, 3),

a savoir que le code de Hamming encadeits de données dans un block déits. Ces trois bit supplé-
mentaires sont les bits de parité, et chacun de ces bits dé pade la parité d8 des4 bits de données, a
chaque fois différent. De ce fait, le code de Hamm(fgt, 3) peut corrigerl erreur par mot code.
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Lors de la détection d’erreur, nous allons utiliser ce qoa Appelle la matrice de parité. La matrice de
parité pour un code linéairg, k, d) est une matricén — k) x n H pour laquelleHz = 0 pour toutz
élément du code.

Si nous reprenons notre code de Hamming paramétré de lamaanigante(7, 4, 3), quand nous mul-
tiplions le code regu avec la matrice de parité, nous obtenoe parité d’une valeur comprise erifi® et
111. Ces trois bits indiquent la localisation de I'erre@@0 indique aucune erreur, et une valeur efbe et
111 indique la localisation de I'erreur dans les sept bits du duotode recu. Il suffit alors de faire pivoter
la valeur du bit ainsi détectée comme erronée. C’est poutqub mot avec au maximum une erreur sera
décodé parfaitement et la taille de la redondance seraddalhie possible.

Bose Chaudhuri Hocquenghem (BCH) codes Les codes BCH sont des codes cycliques c’est-a-dire ils
ont la propriété d’étre stables par permutation circuldiee mots : soit”' une code block cyclique sur un
champ finiF' de blocks de longueut. C est appelé code cyclique si pour tout mot du cede(cy, ....., ¢y)
deC, le mot(cy,, cq, -..... ,cn—1) in F™ obtenu par décalage circulaire a droite de chaque compesthti
aussi un mot du codé€'.

L'objectif associé aux codes BCH est d'obtenir des codesagadité de correction donnée (on se donne
un nombre d’erreurs maximal et on en déduit le code). LesB@H sont tels que pour tous entiers positifs
m > 3 ett avect < 2m~! — 1, il existe un code BCH de longueur= 2™ — 1 qui est capable de corriger
t erreurs et a comme dimensién= n — m x t. Dans le cadre de notre application de tatouage nous avons
testé BCH15,7,5) et BCH(63, 16, 23). Notons que le code BCK63, 16, 23) est directement en lien avec
notre algorithme puisque nous avons testé des signatutedlde x 8.

Codes de Reed-Solomon Les codes de Reed-Solomon [193, 217] sont des codes cyxliglient la par-
ticularité d'étre non-binaires, c’est-a-dire qu’ils Eiment a travers des symboles codés sur une séquence
de m bits, oum est un entier de valeur supérieur@.ad_e code Reed-Solomofn, k, d) consiste en des
symboles den bits pour toutn, k etd vérifiant0 < k& < n < 2™ + 2 aveck le nombre de symboles de
données que I'on peut encodemele nombre total de symboles dans le block encodé. Si nousneps la
modélisation précédemment introduite

(n k,d) = (2™ —1,2™ — 1 — 2t 2t + 1)

nous constatons que les codes de Reed-Solomon sont cagalsesiger toute combinaison maximale de
t erreurs avec
t=1[(d—-1)/2] (5.23)

La procédure de décodage utilise les algorithmes classiteunded distance decoding algorithm"
[116].

L'intérét fondamental des codes Reed-Solomon est dansdgacité a corriger simultanément plusieurs
bits erronés en corrigeant un symbole d'un message. D’aréags’il est menionné ci-dessus, un code
RS corrige tous les bits erronés situés dans u pkymboles du message. De ce fait, les codes RS sont
particuliérement performants pour les erreurs par pagquagtsne nous l'illustrons sur la figure 5.35.

Dans cet exemple nous considérons un codegmR$, d) = (40,11, 30), chaque symbole est codé sur
m = 6 bits. Puisquel = 30, ce code peut corrigeér= 14 erreurs de symbole sur un bloc 4l Considérons
une dégradation par paquet qui touche 60 bits et donc dédfadgmboles comme illustré sur la figure
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Mot d'un code RS(40,11,30)

(s [ [T T TTTTTTTIITTIITITTTIT]

60 bits d'erreur

FIGURE 5.35 — Performance d’'un code RS face aux erreurs par paquets

5.35. Le code Reed-Solom@Ho0, 11, 30) peut alors corriger 'ensemble des 14 symboles. Le codégeorr
par bloc de 6 bits et remplace I'ensemble du symbole corropguue symbole correct, indépendamment
du nombre de bits dégradés dans le symbole. Ceci expliqugypaiue code RS est bien adapté pour les
bruits de ce type par rapport au code binaire. Dans notre @eesi les 60 bits sont perturbés aléatoirement
sur la totalité plutét que par paquets, cela peut affectes gue 14 symboles et alors dépasser la capacité
de correction du code. Il est bien connu que ce codage esha@sgais en cas de bruit impulsif de longue
durée, ou de bruit aléatoire régulier.

Cette bréve présentation des codes testés explique pourou® avons introduit plusieurs codes dans
notre schéma de tatouage car les attaques vont se traduiféédentes maniéres, soit aléatoirement sur la
totalité des bits soit plutbt par paquets.

Comme nous 'avons dit pour le code RS, les algorithmesidiass de type "bounded distance decoding"
corrigent jusqu'a& = |(n — k)/2] erreurs de symboles. L'évolution que nous avons introdidies notre
schéma de tatouage grace a la collaboration avec P. Gabsiste en I'utilisation des décodages en listes.
Les travaux de Sudan [233] et plus tard de Guruswami-Sudgjnj@ntrent que la capacité de décodage
des Reed Solomon peut étre augmentée jusguia n — /2kn ettgg = n — v/nk respectivement. Nous
proposons de discuter de cette évolution dans le paragsapremnt.

Décodage en listes L'idée des décodages en listes est que pour(d — 1)/2 I'algorithme de décodage
va proposer une liste de mots plutét qu’un unique mot. Le dége en liste a été introduit a I'origine par
Elias en 1957 [78], mais le premier algorithme utilisableipane famille de codes, les Reed Solomon a été
proposé par Sudan [233], et ensuite amélioré par GurusweaBuidan en 1999 [98].

En contre partie, les méthodes de décodage en listes bieméguperformantes souffrent d’une limite
importante : elles sont treés lentes et trés complexes pgorapux algorithmes classiques de décodage.
Dans des contextes de communication, cette lenteur du déeoelst prohibitive. En revanche, dans un
contexte comme le n6tre ou dans des schémas de suivi[2Idgctalage est en bout de chaine et donc une
complexité accrue peut étre un défaut acceptable.

Nous ne détaillerons pas le fonctionnement des deux aigoes testés de décodage en liste car nous
nous éloignons du cadre de ce mémoire. Toutefois, noudrdhs les performances des différents algo-
rithmes de décodage en fonction du rendem®nt k/n sur la figure 5.36. Nous pouvons observer que
les performances de l'algorithme de Guruswami-Sudan s@ilteures que celles de Sudan lors que le
rendement®R = k/n est élevé. A l'inverse lorsque ce rendement est faible, ées @lgorithmes ont des
performances similaires. Enfin les performances de ces digaxithmes sont nettement supérieures aux
algorithmes classiques (Bounded Distance) lorsque leerardt est faible.

Dans le cadre de la thése de W. Abdul nous avons sélectioalgérithme de Sudan, car étant donné
le paramétrage de l'algorithme de tatouage, le gain apgmtda méthode de Guruswami-Sudan n’est
pas significatif, mais est associé a un accroissement denalerité de I'algorithme trés important. Les
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FIGURE 5.36 — Comparaison entre les performances de décodage palgarithme de type bounded
distance (BD), décodage en liste de Sudan (S) et celui des@arui-Sudan (GS)

codes RS utilisés dans le cadre de notre tatouage sont gegardé la maniére suivantg?.S (40, 11, 30),
RS(127,9,119) et RS(448, 8,441) qui correspondent & des taux de codag&s, 0.071 et0.018 respecti-
vement. Pour notamment les deux derniers hous sommes hbisredzone avec un faible taux de codage et
dans ce cas les performances des deux algorithmes de désquiagistes sont similaires (figure 5.36).

Nous proposons maintenant d’étudier les résultats lesrphrgsentatifs obtenus avec ces codes correc-
teurs. Les mesures ont été faites durant la thése de W. Abdul [

5.4.2 Mesure de la robustesse du tatouage avec les codes eoteurs

Nous avons conservé le protocole de mesures utilisé depwléldut du projet tatouage, a savoir que
chaque image est marquée par 5 signatures différentedlldadtala signature étant de 64 bits. Nous avons
utilisé, comme base de mesures, les 15 images de difféyges présentées a la fin de chapitre. Notons
gue nous n'avons pas repris les images FT utilisées au déleé dhapitre car elles présentent un contenu
trop spécifique. Nous avons repris les attaques déja exppséeedemment (hors attaques géométriques) a
savoir compression JPEG, ajout de bruit, filtrage passedbasodification de la teinte, de la saturation et
de la clarté. Pour chaque attaque, nous présenterons latésus la forme d'un graphigue exprimant le
taux d’erreur binaire (BER) en fonction du paramétrage aledque :

Bpg
BER = B—T
avecBg le nombre de bits dégradés recusBetle nombre total de bits de la signature.

Sur les graphes, nous ne représentons que la valeur moyarBERI calculée pour les 15 images mar-
quées et attaquées. Nous utilisons des forces de marquzgrentent plus faibles que dans la premiéere
partie du chapitre afin de bien mettre en évidence l'influetesecodes.

5.4.2.1 Compression JPEG

Comme nous l'avons déja introduit, I'attaque par compoesdPEG touche majoritairement les hautes
fréquences, donc pour des taux raisonnables de comprgssidonc d’indice de qualité assez éleveé) la
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marqgue, insérée en bande de fréquence moyenne, va étreupb@ao Pour des taux plus élevés, les dégra-
dations sont plus importantes et vont avoir des implicatisur la marque. C’est pourguoi nous indiquons
aussi le résultat du décodage obtenu sans protection pemidiférencier ce qui est lié a I'algorithme de
tatouage et ce qui est lié au code.

Nous présentons sur la figure 5.37 les résultats des différandes de protection sur les images de
taille 1024 (nous sélectionnons cette taille suffisammeanide pour permettre de comparer les différents
paramétrages des codes.) Nous retrouvons le résultatatdmkirant la premiére partie de ce chapitre, a
savoir qu’'au dela d’'un certain seuil (autour de 50) notreuage est robuste a la compression JPEG. De plus,
on observe que la solution par duplication obtient des t@tsutout a fait satisfaisants et comparables aux
codes binaires. D’autre part les expérimentations menéssles codes RS indiquent qu’ils sont inadaptés
a ce type d'attaque. En effet, I'erreur due aux dégradatittnka compression va se répandre sur toute la
margue d’une maniére aléatoire.

Il faut cependant affiner ces remarques générales car, carausa’avions indiqué dans l'introduction,
les résultats sont aussi fortement dépendants du contefimege. Pour illustrer cela, nous proposons de
nous focaliser sur la mesure de robustesse du code RS p@uedftes images (figure 5.38). Nous constatons
des différences trés importantes de robustesse commegrapkxentre I'image "Ours" et 'image "Plantes"
(figure 7.2). Ces différences s’expliquent trés probabtarmar le contenu fréquentiel des images, a savoir
que dans I'image de I'ours, une trés grande quantité deotinétion est de la texture haute-fréquence, for-
tement touchée par la compression, alors que le domaineeinégl de la marque, a savoir les moyennes
fréquences, contient probablement peu d'information, wieeqtraine une grande fragilité de I'enfouisse-
ment. Le résultat est trés différent pour I'image de plamjgiscontient de nombreuses ruptures franches.
Etant donné le mode de correction des codes RS, ils ne pepagrbntrer cette attaque sur un tel contenu.

Pour renforcer ces constations, nous considérons la mémie étais pour le simple code par duplication
(figure 5.39). Nous confirmons tout d’abord que la duplicatst plus efficace que les codes RS face a la
compression étant donné le type d’erreur associé. Cedi @arconstate les mémes différences entre les
images en termes de robustesse, ce qui confirme bien égalEnmmsibilité des résultats au contenu de
I'image.

Pour conclure, nous pouvons dire que dans le cadre des edtaan compression JPEG, la protection
par code binaire est bien plus performante, avec une légéférence allant vers les codes BCH.
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FIGURE 5.37 — Comparaison de la robustesse des différentes pomeéace a une attaque JPEF (image de

taille 1024 x 1024)
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0.9

0.8

07

06

BER

05 -i_i

0.4

0.3

—+— A3 (a)

A3 (b)
——A3(c)
—m—A3(d)

—#—A3(e)

1 & 1 18 21 26 31 36 41 48 B1 65 61 66 71 786 81 86 91 98

Indice de gualité

FIGURE 5.39 — Comparaison de différentes images face a I'attaqueogpapression pour le code par dupli-
cation.

5.4.2.2 Bruit blanc Gaussien additif

Nous reprenons l'attaque classique simulant I'ajout d'witlblanc Gaussien additif. Le paramétre dans
ce cas va étre le niveau de bruit. Dans le domaine des oredelédt bruit blanc gaussien va rester une
perturbation gaussienne et va donc venir s’ajouter a chege#ficient d'ondelettes. Nous sommes bien en
présence d’'une dégradation aléatoire sur chague bit.

Nous indiquons sur la figure 5.40 le résultat de la protedfies codes face a I'attaque par bruit. L'axe
des abscisses correspond a la valeur du ratio signal sar(énuilB). Nous constatons sans surprise que les
codes binaires permettent d’améliorer les résultats enetete robustesse, et que le code RS qui comme
nous le savons est efficace pour les erreurs par paqueesniotd mauvais résultats.

5.4.2.3 Attaque par filtrage passe-bas

Nous analysons rapidement l'attaque par filtrage passedaascelle-ci ne dégrade que trés peu la
marqgue, ou alors il faut utiliser un gabarit fréquentiel quadifie la bande de fréquence associée a I'in-
sertion et dans ce cas I'image attaquée est trés fortemgradi#e visuellement. Bien sdr, I'utilisation de
codes ne madifie pas ce fait que nous avions déja observé, emrmus pouvons le voir sur la figure 5.41.
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FIGURE 5.41 — Comparaison de la robustesse des différentes pootedhce a une attaque par filtrage
passe-bas (image de taill624 x 1024)

Nous proposons maintenant d’étudier la robustesse des €acke a des attaques couleur, qui était I'un
des objectifs du travail mené dans le cadre de la thése de WilAb

5.4.2.4 Attaque par modification de la teinte

La modification de la teinte va changer les couleurs présetans I'image par un mécanisme de rotation.
Nous avons illustré en début de chapitre I'effet de cettmatt. La stratégie de tatouage que nous avons mise
en place est trés fragile face a cette attaque, puisque |dicadidn des couleurs va perturber I'affectation
des vecteurs couleur telle gu’elle a été faite lors de llige.

En général, les différents codes donnent des résultatasiesi a savoir qu’au dela d’un certain angle de
modification de la teinte, nous dépassons la capacité deatiom et les résultats deviennent trés mauvais.
Les performances des codes RS sont [égerement meilleurés marmettent une meilleure résistance pour
des attaques de parametres emffeet 30° comme nous pouvons le voir sur la figure 5.42. Cette résistanc
|égérement supérieure des codes RS s’explique par le faibgumodification des teintes de I'image va
provoquer des changements par zone de I'image (zone de nuireei) et donc provoquer des erreurs par
blocs. Comme nous l'avions introduit, ce type d’erreur egtiari mieux corrigé par les codes RS d’'ou les
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résultats observés.

Bien sdr cette résistance a une limite puisque lorsque lafitatibn de la teinte devient trop importante,
I'ordre des vecteurs couleur change et dans ce cas, c'kgirithme de tatouage qui est entierement mis en

défaut. Dans ce cas, nous devons avoir un référentiel ooddrique invariant.
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FIGURE 5.42 — Comparaison de la robustesse des différentes pooteface a une attaque par modification
de la teinte (image de taill€)24 x 1024)

5.4.2.5 Attaque par modification de la Saturation

Comme nous I'avons rappelé, la saturation mesure I'aspdotécdu pixel et correspond a la distance
entre le pixel et I'axe des gris (figure 5.12). Nous rappelgms le paramétre de I'attaque de saturation va
réduire ou augmenter cette distance en conservant tositaftdinte ainsi que son intensité.

Lorsque le paramétre est négatif, 'image perd de son aspkxmE, et lorsqu’il est positif I'aspect coloré
est renforcé, voir saturé.

Nous présentons sur I'image 5.43 la résistance des diffémmiles face a cette attaque. Comme nous
I'avions vu en début de chapitre, I'attaque suivant un p&teennégatif ne pose aucune difficulté car nous
sommes simplement en présence d’'une contraction du nugg@rite des pixels autour de I'axe des gris,
mais aucune modification n’est faite. Seul le parametre eBb@ntierement destructif puisque il rend grise
I'image et donc c’est de nouveau l'algorithme de marquagesfumis en défaut.

L'accroissement de I'aspect coloré est lui plus destruttiapidement, il va mettre en défaut la grande
majorité des codes. Ceci s’explique par le fait que la progde dilatation de la saturation va trés rapi-
dement provoquer des phénoménes de dépassement de cdpagf@ésentation (nous arrivons a limite
du cube RGB) et donc des erreurs. Toutefois, nous constadmouveau que les codes RS permettent
d’améliorer trés sensiblement les résultats. En effetr pes paramétrages supérieurs a 30, les codes RS
permettent de maintenir le talXE'R < 0.1. Ceci s’explique de nouveau par le fait que les erreurs vent s
produire par blocs (zone de I'image de méme couleur). Bietosique cette modification de la saturation
devient trop importante le code ne peut plus corriger.

Ainsi que nous I'avons souligner précédemment, l'influedeeette attaque est dépendante du contenu
initial de I'image. Nous proposons sur la figure 5.45 de diétdes résultats sur les images de taille 1024.
Nous constatons que certaines images sont parfaitemeigéss par les codes RS alors que d’autres sont
plus dégradées a partir d'un certain seuil.
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FIGURE 5.43 — Comparaison de la robustesse des différentes pooteéace a une attaque par modification
de la saturation (image de taill®24 x 1024)

Nous nous focalisons plus spécifiguement sur I'image "ktlilet I'image "Ours". Dans le cas de
I'image "Feuilles" les codes RS sont mis en défaut car l'iend@rigine est trés fortement colorée avec une
couleur dominante vers le rouge. Afin de confirmer I'imprassiisuelle, nous proposons une visualisation
du nuage de points associé a I'image couleur (figure 5.44)sNbservons que ce nuage est entierement
décalé par rapport a I'axe des gris. Lorsque la saturatia@dtreamodifiée, le phénomeéne de dépassement va
apparaitre sur une tres grande majorité de pixels rendgusisible la correction. A l'inverse, sur I'image
Ours, nous observons que le nuage est plus proche de l'axgigest dans ce cas, la modification de la sa-
turation provoque moins de phénomeénes de dépassements ébgrlisés dans certaines zones de I'image,
provoguant un phénoméne d’erreur par paquets. Les codesrRBasfaitement adaptés pour corriger cette
attaque.

5.4.2.6 Attaque par modification de l'intensité

Pour rappel, l'intensité correspond a la valeur de la ptijaalu pixel sur I'axe des gris, et mesure ainsi
une notion d’intensité, le paramétrage intervenant d’ua@igre multiplicative suivant I'axe formé par le
pixel a modifier et I'origine. Lorsque I'attaque utilise uarametre de -100 les pixels se confondent avec
I'origine et 'image est entiérement noire, et un parampwsitif provoque un éloignement de l'origine et
donc a partir d'une certaine valeur de nouveau un phénomgdémhssement du codage.

Cependant par rapport aux attaques précédentes, il eglifficite de caractériser les dégradations. Etant
donné "I'éclatement" des pixels, lors de 'augmentatioriadelarté, les erreurs vont a la fois se disperser
sur toute I'image, puisque se sont les points extrémes dgengai arrivent a saturation, mais a partir d’'un
certain niveau, les erreurs vont apparaitre aussi par zone.

Sur les images de taille 1024, nous constatons que les coeeb obtiennent de meilleurs résultats que
les codes RS (figure 5.46). De nouveau les résultats dépeiodement du contenu comme nous l'illustrons
sur la figure 5.49. Si nous étudions le nuage de points ass@eigexemple, a l'image "Plant" avant et aprés
attaque (figure 5.48), nous constatons le phénoméne déscégemment, a savoir la dilatation du nuage de
point, provoquant sur certains pixels un phénoméne de gépesnt.

Pourtant dans le cadre de cette attaque, et c’'est la prefaigrsi nous étudions les résultats obtenus sur
des tailles d'images différentes, par exemple des imagésilte512 comme sur la figure 5.47, le compor-
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FIGURE 5.44 — Visualisation du nuage de points associé a I'imagédl€get Ours respectivement.

tement des différents codes n’est pas aussi tranché, & sgsotoutes les familles de codes suivent un peu
le méme comportement jusqu’a un certain niveau. Ce quirdifféie une image de taille 1024 d’'une image

de taille 512, c’est le paramétrage du code interne puiszpeérient la duplication est plus réduite pour une
image de plus petite taille. En fait, la réussite ou non esbg@iolement plus liée au code interne a savoir la
duplication de la signature. Pour mémoire, le code RS nastgssocié a une duplication. Donc I'analyse
de l'attaque par modification de l'intensité de I'image mkit@ en lumiére la réussite d’'un systéme de

protection par concaténation.
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FIGURE 5.45 — Comparaison de la robustesse pour différentes infages I'attaque

la saturation pour le code RS.

par modification de

0.9

0.8

Luminance

—+—Sans

07 —m— Duplication

0.6 Hamming
& 05 i BCH157
@ 04 1 BCH6316

03] | P —#*—RS544885

0.2 \ ./&_’__H)(_,x"

m—r;e—rhm—rHrue—rhm—rHAﬂ—x—raH]i.r PP

0

O A °S P R P @

FIGURE 5.46 — Comparaison de la robustesse des différentes ponteface a une attaque par modification

de la Luminance (image de taill®24 x 1024)

0.9

0.8

0.7

—+—3ans

0.6

—=— Repetition
E 05 Lm Hamming
BCH157
@04 \
\l BCHE3 16
—#—R5127 8

Lurninance

FIGURE 5.47 — Comparaison de la robustesse des différentes pooteface a une attaque par modification

de la Luminance (image de tailtd2 x 512)

Toutes ces expérimentations ont montré I'importance liseati différentes familles de codes, puisque
chacune des stratégies va permettre de répondre a uneedeaaiille d’attaques. Ceci étant, nous ne pou-
vons pas émettre des conclusions et donc des spécificatéangrécises, car nous avons pu aussi observer
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FIGURE 5.48 — Visualisation du nuage de points associé a I'imaget®mvant et aprés la modification de
luminosité suivant un paramétrage de 80.

gue la qualité du décodage dépend également du contenuntigéi Ce travail a posé les bases d’'une
solide collaboration scientifiqgue avec le département DMXILIM que nous poursuivons actuellement a
travers différents themes, certains sont dans la prolamnygale ce travail a travers l'intégration de procé-
dure de protection plus élaboré, d’autres concernent desides connexes comme le "Fingeprinting" ou
la stéga-analyse.
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FIGURE 5.49 — Comparaison de la robustesse pour différentes infages I'attaque par modification de
la Luminance pour le code RS.

5.5 Conclusion

Les développements présentés dans ce chapitre ont permmsttie en place une solution compléte de
tatouage. Les choix scientifiques se sont fait en trois étape

— Mise en place de l'algorithme basé ondelettes permettariegrer la dimension couleur a travers
une paramétrisation de la modification des vecteurs caulzetralgorithme résiste a de nombreuses
attaques non désynchronisantes. Cette étape a été raalisers le partenariat avec FT R& D et
dans le cadre de la thése de CIFRE A. Parisis [171].

— Intégration d’une transformée en ondelettes non-décafigale résister aux attaques provoguant une
désynchronisation par translation et ajout d’'un déteadeipoints d'intérét afin de contrer les attaques
géomeétriques globales de type changement d’échelle ¢iomt®e nouveau cette étape s'est faite en
collaboration et a donné lieu au déploiement d’'un démotestrdogiciel.

— Intégration lors de la création de la marque d’'un code ctete afin de renforcer la résistance du
schéma de tatouage. Ce travail s’est fait en co-encadreavect P. Gaborit du département DMI-
XLIM dans le cadre de la thése de A. Wadood.

A travers ces différents jalons, le schéma de tatouage gt @run certain stade de maturité qu’il me
semble difficile de dépasser significativement. Afin de féiveluer la méthode, il faut maintenant revenir
au schéma original et modifier entre autre I'espace d'iggré I'aide notamment des travaux présentés
précédemment sur les nouvelles transformées. Dans le dadnehése de A. Wadood, nous avons proposé
un nouveau schéma utilisant la transformée Contourlet &inedau plus proche de la séparation fréquen-
tielle faite par le systéme visuel humain, afin d’'intégremn@aux la dimension psychovisuelle. Nous allons
poursuivre dans cette direction, en intégrant I'apportaekes correcteurs.

Cet axe portant sur la protection des données multimédia amcrétisé a travers le co-encadrement de
deux théses [171, 1], s’est construit a travers la collatmwravec P. Gaborit de XLIM-SIC, H. Laurent de
OrangesLabs. Il a été valorisé dans la littérature a trauemsipalement [172, 2, 4, 5, 3], et dans différents
brevets.

Les perspectives de cet axe portent aussi sur une nouvellendion applicative que nous décrivons
maintenant.
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5.6 Perspective : la stéga-analyse par métrigues de qualité

Nous proposons de terminer ce chapitre a travers une bréeeigteon du contenu scientifique que je
développe actuellement dans la continuité des travauasédurité et ayant comme sujet la stéga-analyse,
notamment en collaboration avec une collegue de XLIM-SIQJsPelle-Laizé.

Principe L'objectif d'une méthode de stéga-analyse est de tenterétiectbr la présence d’'un message
caché dans un document primaire. L'un des concepts éléiresntke sécurité indique que plus la distribution
de probabilité du message primaire est ressemblante driddimn du message caché et plus il sera difficile
de détecter ce message caché. Les méthodes de stéga-apnatys@ercher a détecter la rupture du modéle.
Actuellement il n’existe aucune méthode pratique de s@g@aphie qui réussisse cette insertion parfaite.
C’est pourquoi différentes stratégies sont proposées @yam but de détecter la présence du message.

Le domaine de la stéga-analyse est trés vaste, avec de nmabrméthodes proposant chacune des
variantes par rapport a d’autres algorithmes. Afin de sirectla description de ce nouvel axe, nous allons
tout d’'abord lister les parametres différenciant globaetrles algorithmes entre eux avant de citer plus
spécifiquement certaines familles sur lesquelles nousastoms nous pencher.

Tout d’abord il existe différentes types de stéga-analyses

— Le pirate passif intercepte le message primaire et tegitnce d’'un message caché.

— Le pirate actif peut modifier le média et ainsi perturber &sgage

— Le pirate malicieux cherche a modifier le message.

Dans notre travail, nous nous plagons principalement dapseimier cas. Donc I'élément fondamental de
notre algorithme de stéga-analyse est cette étape deidptdeinalement, dans de nombreux algorithmes
I'approche de stéga-analyse consiste en un probléme defidason a deux classes : a savoir que l'algo-
rithme recoit des données et classifie ce message comme ninéedperturbée ou non.

La variante principale qui peut exister au niveau du claasifest I'information accessible a la méthode.
Dans un premier cas, il n’existe aucune information sur mées que I'on regoit mais simplement une
suspicion de camouflage. Alors, doit étre développée unbadétde stéga-analyse qui doit étre capable
de détecter toutes les formes de stéganographie. Bienest@igscappelé "blind steganalysis” est le cas le
plus difficile. A 'opposé, si nous connaissons l'algorithrd’insertion qui a été potentiellement utilisé,
nous développons une méthode de stéga-analyse dédiée algetithme, ce sont les méthodes dites de
stéga-analyse ciblées. Nous nous focalisons sur les nettibtind stega-analyse".

Maintenant, décrivons plus précisément les éléments quedevons étudier dans le cadre des méthodes
de stéga-analyse. Un schéma est actuellement assez figéjragse la grande majorité des méthodes vont
extraire tout d’abord des caractéristiques de I'imageviém&lles définissent un discriminateur. Puis elles
paramétrent ce discriminateur par une étape d'appregésagartir d'un ensemble d’'images [10, 135].
Dans certains cas, des opérations de traitement d'imageappiiquées avant I'extraction des mesures
[84, 101, 51]. Enfin, quelquefois un traitement est applisué’ensemble des mesures afin d'augmenter le
caractére discriminatoire de ces mesures [111, 214].

A noter, pour conclure sur cette définition générale de ralijet d'étude qu'actuellement il n’existe pas
une méthode universelle de stéga-analyse.

Pour résumer, les méthodes que nous proposons de développeprésenterons I'enchainement d’opé-
rations suivant :
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1. prétraitement de I'image : ensemble d’opérations appkg a I'image avant I'extraction des mesures.
Cela peut étre des opérations de traitement d’'images @lassi mais aussi comme nous le verrons
un changement d’espace de représentation (par exempléevdosnaine des ondelettes) avec pour
objectif une amélioration de la détection;

2. extraction des mesures : I'objectif est de sélectionesradractéristiques sensible aux changements,
toutefois la dimension du vecteur de mesures doit resteomaable afin de limiter le co(t de calcul ;

3. définition et paramétrisation du discriminateur : on d@éiinir un discriminateur et ensuite dans une
grande majorité des cas effectuer une procédure d’apgsage a partir d’'une large base de données
d'images;

4. classification : c’'est I'étape centrale qui & partir dicdiminateur permet de décider si une image est
corrompue ou d’origine.

Nous proposons maintenant de citer les caractéristiquesaaqus abordons déja ou que nous aborderons
dans ce nouvel axe. Bien sdr cette liste ne peut pas étre stkfeau

Métrique de Qualité pour la stéga-analyse. Etant donné les compétences développées au sein du dépar-
tement XLIM-SIC sur les métriques de qualité (dans le cadréaccompression mais aussi du tatouage),
I'une des premieres approches que nous abordons est ldiaiée marques a partir de mesures de qualité
d'images. En effet, il existe un tout petit nombre de travdars la littérature qui proposent de détourner les
métriques de qualité d’'image, a 'origine définies pour éerle résultat perceptuel d'un traitement pour la
stéganalyse. On peut citer Avcibas et al. [11] qui font uredye® exhaustive des métriques avec références
afin de déterminer lesquelles sont particulierement adagtéur une attaque mais aussi proposent d’en
combiner un certain nombre puisque il existe différentesilfas de métriqgues abordant I'image d’une ma-
niere complémentaire (différence de pixels mesures délation, détection de contours, analyse spectrale
...). Toutes ces approches ont pour vocations de modésisearhportement du systéme visuel humain. I
faut noter que la prise en compte de la couleur est un élémenteouvert et pourtant fondamental il nous
semble pour une possible détection. C’est I'un de nos pdiatfixation. Ces premiéres études ont montré
gue face a des algorithmes classiques tels que Digimarcs €0RGS steganography, Steganos, S-tools
et Jsteg, les métriques de qualité obtiennent des réstiéatsatisfaisants. Le probléeme reste bien sdr le
choix des métriques qui sont actuellement en trés grand reoddns la littérature (secteur en plein essor
mais essentiellement dans des problématiques de conmreséime semble tout a fait logique d'intro-
duire cette stratégie dans un cadre de stéga-analysersgmdd’on étudie les algorithmes actuels, un grand
nombre d’entre eux, au dela de la modélisation statistigite €n amont, se traduit numériquement par des
opérations de différences entre pixels voisins, de meslgarrélation, ... Opérations que 'on retrouve
dans une métrique de qualité. C’est pourquoi dans cet axedikenche, je collabore avec ma collégue C.
Fernandez-Maloigne sur la pertinence des différentesiopés.

Moments d’ordre supérieur dans un espace transformée. Ensuite, le second point qui nous semble
fondamental & analyser concerne les moments statistigasesogfficients dans un domaine transformée de
type ondelettes ou DCT. Farid [84] est le premier a propostligation des ondelettes pour la stéga-analyse.
Cette approche se retrouve ensuite dans de nombreusesdegibmposées dans la littérature. Si I'on
veut résumer cette classe d’algorithme, pour chaque bdoddelettes des parametres statistiques comme
la moyenne, la variance le skewness et le kurtosis sontléal@&i constitueront le vecteur de mesures.
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Les évolutions que I'on va rencontrer vont étre essentigl® dans la mesure qui est faite a partir de
ces coefficients, mais aussi dans le choix des fonctionysarges utilisées. On peut remarquer que, de
nouveau, l'intégration de la couleur reste un probleme@aigrement absent. Tous les travaux développés
au département XLIM-SIC, autour des transformées, ont pbjactif de capter au mieux I'information de
I'image (Curvelet, ondelettes complexes), travaux qugjésentés dans ce mémoire. Il me semble pertinent
d’adapter ou d’'analyser ces nouvelles décompositionsgafermantes dans un cadre de stéga-analyse.
Notons enfin que la difficulté liée a ces méthodes est la sétésid la base d’'images utilisée lors de
'apprentissage. En effet, aucanpriori n'est fait et I'nypothése sous-jacente est que ldriligtion des
coefficients des images d’origine peut se caractérisertit dam nombre restreint de paramétres.

Analyse des liens spatiaux. Une autre famille de méthodes se propose d’analyser lesoradespatiales
existantes entre les pixels. Ceci peut se faire de nomtsenaniéres, I'objectif étant de détecter une rupture
dans la modélisation attendue. Par exemple, on peut caleslenatrices de transition suivant une approche
markovienne [234], ou d’autres méthodes utilisent la motle matrice de co-occurence comme [51]. Cette
notion de transition peut aussi étre exprimée dans le dama@T. La notion de lien entre pixels peut
aussi étre analysée a travers des approches de type filmagmecle calcul d’'un gradient exprimant la
différence entre deux pixels successifs [101]. Cette eldsssolution nous semble de nouveau fondamentale
aincorporer dans notre étude, d’autant plus que de nouvepaui remarquer que la dimension couleur est
absente.

Probléme du discriminateur. Le discriminateur utilisé n’est pas propre au probléme dadga-analyse
et les solutions choisies sont issues des recherches madméeda problématique plus générale de la re-
connaissance de formes. Dans le cadre de la stéga-analysetromiver des classifications par régressions
multiples, par réseaux de neurones, par support vecteciine classifieur de Bayes,... L'un des éléments
clés est I'évaluation de I'impact du choix du discriminateélans un probléme de stéga-analyse. Ce point
la fait I'objet d’une attention particulieére, a savoir paum jeux de mesures déterminées , évaluation de
plusieurs discriminateurs.

La compétence scientifique complémentaire sur ce sujeppsttée par ma collegue A.S. Capelle-Laizé,
notamment a travers une réflexion sur des discriminateuasé dhe logique floue.

Premiers résultats. Cet axe de recherches étant treés récent, il ne serait pasmaisie de conclure déja
sur la pertinence des pistes citées ci-dessus. D’autasigplil me semble que ce travail doit &tre mené sur
une longue période et a une échelle plus large (par exempkeldaadre d’'un groupe de travail du GDR
ISIS) pour étre confronté aux approches plus classiques.

Toutefois, de nos premiers travaux, nous avons pu consfaéecertaines mesures de dégradations avec
référence (donc qui nécessitent I'image d’origine) petemttde détecter des images marquées. Plus préci-
sément dans une population composée :

— d'images non modifiées ;

— d'images filtrées passe-bas ;

— d'image bruitées;

— d'images compressées ;

— d'images stéganographiées par Stools ;

— d'images stéganographiées par StegoMagic ;
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— d'images stéganographiées par The Third Eye;

— et enfin d'images stéganographiées par wbStego.
Un discriminateur de type k plus proches voisins détect@ieges stéganographiées, ceci a I'aide de me-
sures de dégradation avec références. Nous retrouvontadaseésultats de [10]. En revanche, les premiers
développements autour des métriques sans référencedéimaant transformation n’'est plus disponible)
n'ont pas encore obtenu des résultats satisfaisants.

Ce travail qui nous semble novateur au niveau de la comménautionc se poursuivre avec cet aspect
fédérateur de compétences transverses.
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Conclusion et perspectives

Ce qui constitue I'axe centrale de mes recherches et directie recherche et qui a été décrit dans
ce mémoire est la construction d’'une représentation ngménnultiéchelles permettant la description la
plus fine possible des données définies sur une grille disérétleurs vectorielles. Différents outillages
mathématiques et algorithmes ont été proposés et/ou téstgsurs dans le souci de donner un sens a
I'espace de représentation. Le volet applicatif est foeleinprésent notamment a travers la réflexion autour
de solutions pour la sécurité des données multimédia. @eaux ont été menés a travers I'encadrement
de huit théses, la gestion de nombreux projets contractuieli§férents échanges avec des collégues de ma
communauté et d'autres communautés scientifiques. Dexs chbbien sir été faits en ce qui concerne les
apports et axes présentés dans ce mémoire. lls se sontigteueh quatre parties.

Le premier chapitre a posé les bases et les problématighéseintes a mon travail de recherche. Dans
la recherche d’une représentation multiéchelle qui prendaenpte I'aspect géométrique et la dimension
vectorielle des données, nous avons d{ intégrer des ceanaes et des compétences d’'autres domaines,
notamment de l'informatique graphique. Dans un premieptera travers une collaboration avec E. Andrés
de I'équipe IG de SIC, nous avons construit une nouvellgégiia discrete pour la transformée Ridge-
let/Curvelet. L'un des apports a été I'utilisation du folisae de la géométrie discréte permettant ainsi le
déploiement d’une technique rapide, parfaitement recactble et qui a logiqguement obtenu des résultats
performants pour le débruitage de données. La définitionrédp par la géométrie discréte nous a permis
d’'étendre ce travail a toute dimension en collaboratiorc awvejeune collégue D. Helbert[106]. Notre se-
cond apport a été l'introduction d’'une transformée en astted géométriqgue adaptative qui s’appuie sur
un schéma lifting et une structure de graphe permettanirfiaon de la distance géodésique. Cela nous a
permis d'intégrer la modélisation de la géométrie de I'imdans le calcul de la transformée. Les résultats,
notamment dans le cadre de la restauration de données,amionitr comportement de la transformée pro-
metteur qui illustre la maniére fine avec laquelle est ebgldnformation 2-D. Cet axe, complémentaire au
premier s'est développé dans le cadre d'une collaboratidusirielle avec France Telecom R&D et notam-
ment a travers la thése de G. Lebrun [132]. Ce travail s'é@stfeco-encadrement avec S. Pateux de France
Telecom.

En complément de ces travaux, la thése de A. Maalouf [141qwait une autre maniére de modéliser
la géométrie de I'image a travers les représentations Bettete et leurs évolutions. Ce travail a permis de
mettre en commun les outils de type "Equations aux Dérivéseltas" développés par mon collégue B.
Augereau et les derniéres générations d'ondelettes eeawbe trés bons résultats applicatifs.

Cet axe a été valorisé dans la littérature a travers pritazipent ces publications [147, 142, 106, 41, 145,
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149, 148, 146, 144, 143, 40, 43, 133].

Le second chapitre avait pour objectif de présenter lesitravnenés dans le cadre de I'utilisation de
formalismes algébriques pour analyser et traiter les imamenériques couleur. J'ai créé cet axe de re-
cherche dés mon recrutement au sein du département XLIMiE&Qrouvé son implication scientifique
dans de nombreux encadrements dont deux théses (P. DeniSetlard [62, 222]) et nous avons utilisé
avec succes ces techniques dans la thése de F. Petit [1if®]ask discussions menées avec ma collegue
A.S. Capelle-Laizé.

Ce travail sur les algébres géométriques a été un élémedrtafédr dans la construction d’'un theme
scientifique commun au sein de la fédération PRIDES (Progi@iRégional de recherche en Images, Don-
nées et Systémes). J'ai été co-animateur depuis sa crébtioa action "Géométries et images”, dans le
cadre de cette fédération PRIDES, regroupant les labogatdiinformatiques et de traitement des images
des universités de Poitiers, de la Rochelle et de 'Ensmzbjéttif de cette fédération était la mise en
commun des savoirs et I'impulsion de projets collaboratiistraitement d’'images au niveau de la région
Poitou-Charentes. Cette action a notamment permis deatiesl de solides collaborations sur la problé-
matique de l'utilisation des algébres de Clifford pour biyse d'images. Le chapitre de livre rédigé en
collaboration avec M. Berthier [37],directeur du Laboma@dviathématiques, Image et Applications de LA
Rochelle, en est une illustration, ou encore le dép6t d'uN&®Alans le cadre de I'appel ASTRID. Comme
nous l'avons vu, les quaternions, contrairement aux nosntwmplexes, peuvent décrire complétement une
information couleur, par exemple sur leurs parties imdggsaOn peut alors manipuler un vecteur couleur
par de simples opérations comme le produit. Nous avons pitoposé différentes ré-écritures d’opérations
couleur a travers des transformations géométriques swedsurs couleur au moyen de ce formalisme.
Parmi les travaux menés au département XLIM-SIC, nous apomgosé une évolution du détecteur de
ruptures couleur de Sangwine. Ensuite, dans ce chapitos, ans vu que les algébres géométrigqies
permettaient de manipuler des entités géométriques tpliescalaires, vecteurs, bivecteurs. De nouveau,
nous avons proposé différentes variantes d’opérationewoen utilisant ce formalisme et construit une
nouvelle approche spatiale de détection de ruptures apwawgénéralisant celle définie avec les quater-
nions. Enfin, dans la derniére partie, nous avons discutg giedstion scientifique qui constituait le point de
départ de mon travail sur les quaternions : la définition é'ransformée de Fourier pour les images couleur.
Cependant, malgré les différentes évolutions proposéésutiiées, nous n'avons pas pu prouver un apport
numérique majeur par rapport a I'analyse chromatique pasformée Complexe. Les techniques apportent
une maniére élégante de décrire certains problémes. Capeta bilan nous semble pour l'instant mitigé
et, méme a travers les évolutions les plus récentes, nouss @pas pu dépasser certaines limites dans I'ana-
lyse de I'image couleur. Cet axe a été valorisé dans ladiiiée a travers principalement ces publications
[64, 37, 45, 63, 180, 181, 197].

La réflexion sur les outils mathématiques pour I'analysendfjes a valeurs vectorielles se traduit aussi
par une collaboration avec la DGA. L'objectif est d'étudies algébres géométriques dans le domaine de
I'analyse d’'images hyperspectrales pour la détectionatalies et d'objets et pour la fusion d’'images.
Cette étude est menée dans la thése de S. Rousseau [196¢ecacivtement avec D. Helbert et en lien avec
J. Blanc-Talon de la DGA.

Au niveau national, j'ai assuré la co-animation avec D. Tsaperlé du Greyc une action du GDR ISIS
ayant pour sujet les outils mathématiques pour I'imageatoudans laquelle les algebres de Clifford avait
pleinement leur place.
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Le troisieme chapitre a décrit nos travaux les plus récemtsarnant la définition de décomposition
en ondelettes adaptée a I'image. Cette approche est trasade et nous semble prometteuse car elle
pose la réflexion a partir de fondements issus du signal ea gdysique afin de fournir des outils pour
caractériser et comprendre le signal 2-D. A travers nogatraconcernant la transformée QWT, nous avons
montré que ces outils peuvent fournir des réponses appésagirace a la qualité de la représentation.
Nous avons proposé des pistes a la fois dans des probléestilgucaractérisation de textures et aussi de
codage d’'images. Ensuite, nous avons décrit une approchiéieuse a travers la transformée en ondelettes
monogéniques, annongant les travaux actuels sur la définiune représentation couleur 2-D au plus
proche du concept physique du signal analytique 1-D. Celolgwement pose des questions fondamentales
et permet, comme nous l'avons vu de faire une connexioreinditte avec les travaux présentés au tout début
du mémoire sur les transformées Ridgelet. Les deux steségimblent a I'origine plutdt disjointes, I'une
cherche une analyse directionnelle, I'autre reformule nwtén fondamentale du signal, et cependant ces
deux approches se rejoignent montrant finalement la congpitarité des axes de recherche développés au
sein du département XLIM-SIC. Ce chapitre pose clairemesifdndements des travaux a venir. Cet axe
s'illustre a travers la thése de R. Soulard [222] et il a étéris# dans la littérature a travers principalement
ces publications [228, 226, 227, 224, 225].

Comme indiqué, ces travaux ont par ailleurs trouvé une plapplication dans 'ANR CAIMAN (dont
les partenaires sont Thales Communications, I' IETR (UMRB41de I'INSA de Rennes, , le laboratoire
des Equipes Traitement des Images et du Signal (UMR 8051)edgyCqui se propose de travailler sur
de nouveaux codeurs d'images. La transformée QWT obtientéiriltats trés encourageants en qualité de
codage et a fait I'objet de tests menés par A.S. Baquet,dmatbrante au département SIC durant 'année
2011, co-encadrée par mes collegues C. Larabi, C. Perrmeignéme.

Enfin le dernier chapitre a permis de mettre en lumiere latioréa’une chaine applicative compléte
pour une solution de tatouage. Cette chaine a nécessitégfation de différents blocs novateurs. Nous
avons tout d’abord développé un algorithme "basé ondsfeitté2grant la dimension couleur a travers une
paramétrisation de la modification des vecteurs couleute@tape a été réalisée a travers le partenariat
avec FT R& D et dans le cadre de la thése de A. Parisis [171itensious avons abordé le probléme
des attaques désynchronisantes par l'intégration d'laresformée en ondelettes non-décimée contre les
attaques par translation, et I'ajout d'un détecteur detpaliintérét afin de contrer les attaques géométriques
globales de type changement d’échelle et rotation. De raayvaette étape a donné lieu au déploiement d’un
démonstrateur logiciel. Enfin, nous avons introduit le emae code correcteur lors de la création de la
margue afin de renforcer la résistance du schéma de tatddage avons construit un lien entre les attaques
possibles et les codes adaptés, ce qui nous semble unelapraginale par rapport a I'existant.

Cet axe portant sur la protection des données multimédia amcrétisé a travers le co-encadrement de
deux theses [171, 1], et s’est construit a travers I'échavge différents chercheurs P. Gaborit de XLIM-
SIC, H. Laurent de OrangesLabs. Il a été valorisé danséadiifire a travers principalement ces publications
[172, 2, 4, 5, 3], et dans différents brevets.

Ce travail se développe au sein du groupe de travail " Sétimislogicielle de la transmission d'images”,
dont je suis co-animateur avec P. Gaborit (XLIM-DMI), daaschdre de la mise en place du plan pluri-
formation (PPF2008-2011) intitulé " Géométries-Imagesn@unications " incluant les universités de Poi-
tiers, La Rochelle, Limoges, Tours, Orléans et 'Ensmabjeotif de cette action est le développement de
projets transverses faisant appel a différentes compgtezmmplémentaires traitant de la notion de protec-
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tion de données multimédia. J'ai enfin été co-organisateua gournée "Nouvelles avancées en tatouage
d'images" avec PUECH William et LE GUELVOUIT Gaétan le 12 ;:@009 a Paris.

Je propose de présenter maintenant les différentes pévegeet axes annoncés dans le mémoire, axes
que je souhaite développer dans les années a venir, toujanssle méme cadre général scientifique.

Intégration de la géométrie et de la couleur par des structues de graphes. La premiére perspective
que je souhaite mettre en avant est la poursuite de la réfleaacernant la transformée en ondelettes
géométrique adaptative s’appuyant sur une structure gégrau sur une structure plus complexe. Cet axe
reste d'actualité car il nous reste a approfondir l'intéigrade la dimension couleur dans la transformée.
Ce qui nous semble novateur, c’est que nous ne proposonsipaansformée en niveaux de gris que nous
cherchons a étendre a des données vectorielles, mais rfmisstés directement une transformée adaptée
a des données vectorielles. Cependant, il nous faut apptiofa modélisation de la couleur et des disparités
colorées. De plus, a travers les applications de débryitageonstate que ce type de transformée peut aussi
permettre de remettre en question la stratégie de régatiaris a savoir qu’au lieu d’'un seuillage sur une
notion d’amplitude de coefficients, il nous semble maintéggalement judicieux d’utiliser la modélisation
de la topologie traduite par notre graphe. Ce nouveau tigqies’amorce requiére lui aussi des compétences
scientifiques complémentaires, apportées par les cokégmi¢équipe 1G de XLIM-SIC qui proposent des
représentations topologiques et géométriques plus agancé

Utilisation du concept du signal analytique pour la définiton d’'une transformée en ondelettes 2-D
couleur Le sujet décrit dans le chapitre sur les algebres de Cliffstdun sujet d’étude treés récent et de
ce fait il ouvre de nombreuses questions. Les techniquesrtanp une maniére élégante de décrire certains
problémes. Cependant, le bilan nous semble pour l'instatigérméme a travers les évolutions les plus
récentes. C’est pourquoi, nous sommes revenus aux souncegitement de I'image, a savoir I'analyse
du signal pour définir une représentation a la fois adaptée support bidimensionnel mais aussi a la
couleur. C’est suivant cette direction que nous souhaimgsuivre, hotamment en continuant I'étude
du codeur QWT a travers une modélisation probabiliste defficents (notamment de I'information de
phase) et de I'intégration de la notion de points d'intérBes plus, cette application a un rdle structurant au
niveau du laboratoire puisqu’il permet la réunion de nomabes compétences, notamment avec la dimension
"modélisation du canal de transmission". Cette approctégiant la dimension qualité et canal dans le
codeur nous semble originale et doit étre poursuivie.

Ensuite, en reprenant les concepts du signal analytigues aeons vu que la définition d’'une phase
couleur était complexe et non résolue et ceci dés la coistinudu signal monogéne couleur. C’'est pourquoi,
nous proposons de poursuivre, notamment a travers la tleB&e 8oulard, un travail original proposant
une extension couleur des travaux de Unser autour des tiedeteonogéniques avec une intégration des
concepts concernant les tenseurs de structure étenduted=ase de la couleur. En paralléle, nous devons
mener une étude ambitieuse théorique et numérique a paiterdexistant entre Radon et Riesz. Ceci doit
permettre tout d’abord d’expliciter les connexions entrérdinsformée Ridgelet et I'analyse par ondelettes
monogéniques. Ensuite a partir de notre schéma numérigaadtm discréte inversible, nous définirons un
nouvel algorithme de calcul de la transformée de Riesz etgaséquence un schéma original de calcul de
la transformée en ondelettes monogéniques.
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Sécurité des données multimédia Enfin en ce qui concerne la stratégie de sécurisation degdemmul-
timédia, nous proposons de revenir au schéma original etatfifier I'espace d’insertion, a travers les
nouvelles transformées décrites précédemment. Nousésidctuellement un nouveau schéma utilisant la
transformée Contourlet afin d’étre au plus proche de la aéiparfréquentielle faite par le systéeme visuel
humain pour intégrer au mieux la dimension psychovisuéliette réflexion se poursuit en collaboration
avec nos collégues étudiant la modélisation du systémehmumain (C. Fernandez-Maloigne, H. Saa-
dane). En paralléle, nous allons développer un schémaautili'information de phase de la transformée
monogénique, qui apporte une description de la géométiiauage.

Le travail sur les codes correcteurs en collaboration avégaBorit se poursuit avec l'intégration de
nouvelles familles de codes mais aussi I'incorporation alevelles attagues, comme la numeérisation, qui
pose de nouvelles contraintes pour la protection. Notomescguravail s'integre dans le LABEX SIGMA-
Lim obtenu par le laboratoire XLIM présentant un volet sééumportant.

Enfin, jai débuté cette année un nouvel axe ayant commelaigetga-analyse suivant une approche qui
propose de détourner les métriques de qualité d’'imagerigite définies pour évaluer le résultat perceptuel
d’'un traitement. Je co-encadre un post-doctorat avec uliegue A.S. Capelle-Laizé sur ce sujet. D’'une
maniére générale, la communauté "stéga-analyse" déwetlgstechniques principalement issues du monde
des statistiques, et nous souhaitons évaluer la pertirtBme approche "image". Cela pose aussi la question
du meilleur domaine de représentation pour identifier lptunes du modéle.

Ces travaux doivent étre menés en collaboration avec dsatiercheurs, et dans le cadre de différents
projets. Nous souhaitons pour cela poursuivre les colilmms existantes, et créer des nouveaux liens avec
des spécialistes de domaines connexes, comme I'Inforaga@gaphique pour la modélisation des données,
ou les mathématiques appliqués pour poursuivre l'intégradle certains outils pour la manipulation de
données a valeurs vectorielles. Nous avons I'ambition peurains thémes (stéga-analyse par approche
image, analyse du signala anlytique 2-D ..) de tenter dedéédée communauté pour l'instant trop réduite
ou dispersée.

D’une maniére complémentaire, nous poursuivrons notreadém de dép6t de différents projets aca-
démiques (ANR, Européen, ...) mais aussi contractuels @¥fgcents industriels comme nous le faisons
actuellement (SAGEMCOM, Technicolor ...).
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Chapitre 7

Annexes

7.1 annexe : bancs de filtres quaternioniques

7.1.1 Préambule

Comme nous I'avons vu dans le premier chapitre, la trangferde Fourier a d'importantes limitations.
La plus importante est la perte de notion chronologique dam®maine fréquentiel. L'un des buts de la
transformée en ondelettes discréte et du banc de filtresi@ssi justement d’étudier le comportement fré-
quentiel de différentes bandes de fréquences a traverstureds filtrage complémentaire. C’'est pourquoi
les études sur Fourier ne sont pas suffisantes. Nous avohsdéfinir une représentation qui permet d’ex-
traire les différents composants fréquentiels du signattedreprésentation ne doit pas étre redondante, si
le signal est stocké suy points, la représentation doit conteir coefficients. De plus cette représentation
doit étre parfaitement inversible. Enfin nous désirons gorithme simple et rapide.

Comme nous savons, un banc de filtres est un ensemble delfdggmr des opérateurs d'échantillon-
nage. Le sous-échantillonnage est un opérateur de déoimédi sur-échantillonnage est un opérateur de
dilatation. Dans un banc de filtres a deux canaux, les filtt@satlyse/synthése sont de types passe-bas et
passe-haut. Nous rappelons les notations et le concepindudediltres sur la figure 7.1.

HO ot —{H1 |
low-pass low-pass e
GO > |2 > 12 > G1 rE
high-pass high-pass

FIGURE 7.1 — Banc de filtres a 2 canaux

L'objectif de ce paragraphe est de construire les conditgur les différents filtres afin d’obtenir dans le
domaine quaternionique une reconstruction parfaite-:s’ avecs € £2([0..N — 1] x [0..N — 1], H).
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7.1.2 Lexistant sur les ondelettes quaternioniques

Il n'existe pas a notre connaissance actuellement de défirde banc de filtres quaternioniques. En re-
vanche, nous pouvons trouver trois propositions de décsitipues en ondelettes quaternioniques discrétes :
— Bayro [23] a proposé une transformée en ondelettes qimtérnes pour les images en niveaux de
gris (s € £2([0..N — 1]?,R)) avec le principe des filtres de Gabor modulés en quadrdtesfiltres
utilisés sont définis par :

h[nh 712] = Jo [nl, nQ]eQiﬂflnlerW&nQ

aveco I'écart-type de la fenétre Gaussienn&gté, les coordonnées fréquentielles. Cette définition
correspond a une généralisation du travail de Bilow. Cefisession montre que la décomposition de
Bayro étudie d’'une maniere disjointe les structures lacdéeparité différente selon, etno. A partir
des coefficients de Gabor Quaternionique, un concept deghaises est introduit (similaire a celui de
Bilow [35]). Dans le papier cité, I'auteur utilise ce contdp phase pour estimer le flot géométrique
de I'image analysée. Notons gue cette décomposition enaiteieest définie pour I'analyse et que
I'aspect reconstruction n'est pas discutée.

— Chan et al [48, 49] proposent une transformée en ondebpigernioniques pour les images niveaux
de gris suivant une extension directe du concept de la tanék en ondelettes complexe développée
par Kingsbury. En 1-D la transformée en ondelettes complihse des bases d’ondelettes complexes
qui forment une paire de Hilbert (le spectre de I'ondeletimplexe n'a pas d’énergie dans sa partie
négative). La transformée en ondelette complexe est reasd@dnais le module des coefficients de
la transformée est invariant a la translation. Chan et ghggent d’étendre ce concept au 2-D. Ceci
est fait en définissant quatre éléments de bases a partir tdenkformée de Hilbert 1-D calculée
sur les fonctions d’ondelettes 2-D obtenues par produgideal. La transformée de Hilbert 1-D est
appliquée suivant ligne et colonne. Les quatre élémentsassociés aux quatre réels constituant un
quaternion fabriquant ainsi I'ondelette quaternionidsielon les auteurs cette nouvelle décomposition
est approximativement une transformée Fourier quateiqiertelle qu’elle est définie par Bulow mais
localisée dans le temps. Comme pour le premier travail, ésuges utilisent la notion de phase pour
estimer le flot géométrique.

— Olhede et al [167] proposent la transformée en ondeleytesranalytique pour les images niveaux de
gris. Ce travall est proche de celui de Chan : les quatre ¢l la base sont définis a partir de la
transformée de Hilbert 1-D calculée sur les fonctions déadettes 2-D obtenues par produit tensoriel
et la transformée de Hilbert 1-D est appliquée suivant lgfreolonne. Notons qu’une seconde famille
est décrite a partir des travaux de Felsberg et al [85], &attdle est appelée "Monogenic wavelets".
Le concept d’'ondelettes monogéniques a été discuté dahapétie 3.

Comme nous le constatons, tous ces travaux sont liés a ceBilde et sont approximativement une
Transformée de Fourier Quaternionique de Bullow localis#esde temps. Toutes ces transformées per-
mettent d'étudier séparément les différentes symmétekm des deux directions pour les images niveaux
de gris.

Comme pour la transformée de Fourier, dans notre travai means voulu définir un outil pour les
images couleur et donc a valeur dans le domaine des quaterde probléme n’est pas étudié actuellement
dans la littérature. De plus, notre principal but n’est pasdnsformée en ondelettes mais bien I'algorithme
de transformée a savoir le banc de filtres afin de définir unefvtemée numérique a reconstruction parfaite.
Nous devons pour cela étudier les trois éléments d’'un barfiltass : I'opération de filtrage, de sous-
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échantillonnage et de sur-échantillonnage, dans le centis quaternions.

7.1.3 Opération de filtrage : produit de convolution

Nous avons déja présenté globalement le produit de coimolgtiaternionique. Etant donné, I'objectif
de construction d’'un banc de filtres, nous reprenons enld&aime pour le cas complexe, I'opération
de filtrage dans le domaine quaternionique va étre percu eoumtoncept de boite noire avec une entrée
e et une sorties. Le filtrage se traduit alors par un produit de convolutiotreetientréee et la réponse
impultionnelleh du filtre. Comme nous I'avons vu dans les précédentes section

Définition 5 la fonction définie pawt € R, ande, h € L%(R,H) s(t) = e ® h(t) = [ e(r).h(t — 7)dT est
le produit de convolution entreet h.

Dans le cadre d’un systeme discret la réponse impulsianeslti un signal discreth [k}, .. Le lien
entre I'entrée et la sortie est alors un produit de conwatutliscret :

Définition 6 (DQCV) SoitN € N, e, h € L2([0..N — 1], H) : la fonction définie pai/n € [0..N — 1]

N-1

sln] =e®h[n] = Y elln — 7|n]A[I7|N]
7=0

est le produit de convolution discret a drogatree et h.

La notation|p|; indique que les indices sont calculés modijlo
Nous savons que dans le domaine complexe le produit de egimroentre deux signaux dans le domaine
temporel correspond a un produit terme a terme dans le derfréiguentiel :

gln] = s ® hin] <= G[k] = S[k]. H[K]

Comme le produit quaternionique n’est pas commutatifegatbpriété n’est pas toujours vraie pour les
guaternions. Sinous prenons la transformée de Fouriesopianique telle qu’elle est définie par Sangwine,
nous rappelons que nous avons la relation suivante :

Soit (e, fi, 7, 1ii’) une base orthonormale @& on peut décomposér suivant sa partie parraléle et per-
pendiculaire a :

hin] = hq[n] + hy[n].v

ol hg[n] = he[n| 4+ hy[n].p €t hy[n] = hy[n] + hy[n].u aveche, hy, h, ethy,, la projection deh sur

(e7lu’7 ]/’ IU’V)
Soit h,e € L£2(0..N — 1,H) et s définis pars = h ® e tel ques € £2(0..N — 1,H). alors pour
Vk € [0..N — 1],

Fu(s)[k] = Fu(ha) (K] Fpu(e) (k] + Fu(ho)[k]v Fu(e)[—k]
Sous certaines conditions, la relation précédente peusitplifiée. C'est le cas lorsqueest pair :
eln] = e[—n| & Elk] = E[—k]

alors la convolution dans le domaine temporel correspormisimple produit dans le domaine fréquentiel.
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Afin de simplifier le probléme de la définition des filtres, namgersons le probléme et nous nous in-
terrogeons sur la relation existante dans le domaine §p@tgue que nous calculons un produit terme a
terme dans le domaine fréquentiel. Le résultat est siraifaia relation précédente, a savoir

Soith,e € £2(0..N — 1,H) ets définis parS[k] = H[k].E[k] alors¥n € [0..N — 1],

s[n] = hy ® e[n] + (hy.v) ® e[—n]

Tous ces problémes sont discutés en détails sous une auire par Pei et al [175].

7.1.4 Définition du sous-échantillonnage

Nous voulons modéliser I'influence dans le domaine fréqake@Quaternionique du sous-échantillonnage
dans le domaine spatial. Une opération de sous-échantitgm peut étre décrite par : nous convervons
uniquement les échantillons d’'indice pair. L'opératiomsées —| 2 — s'.

Proposition 2 SoitN € N, s € £2([0..N — 1],H) u e PN SetS[k] = F,i(s)[k] alors comme pour le cas
complexe, I'opération de sous-échantillonnage se tradiaiits le domaine fréquentiel Quaternionique par :

1 N N
s'=[12]s= S'[k] = 3 {S[k] + STk + 5]} pour k = O"'? -1
avecS’ une séquencé -périodique.

Pour analyser le sous-échantillonnage, nous le découpodsux processus élémentaires :
Soitu la séquence avec tous ces éléments impaires misa 0 :

a s[n] sin paire
un| =
0 sinon

u[n] peut étre défini par :

Le second terme inclyt-1)" afin que I'addition supprime les éléments impairdPuisqueu € P N'S nous
pouvons écrirge™#")" = (—1)" et donc

Dans le domaine fréquentiel, nous avons :

N-1

N-—1
U] = S e R ap] =Y %e—%w%" (sn] + (€)™ s[n))
n=0

n=0

1 N-1 . N-1 .

= 5 [Z:O e_ZMWW.S[n] + Z:O e—QMﬂN—/Mrn.S[n]] pourk —0.N—1
n= n—

alors . N
Ulk] = 3 {S[k] + Sk + 5]} pourk =0..N —1

La seconde opération est telle que :

s'[n] = u[2n)]
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car le résultat ne conserve que les éléments d’indice pair.
Dans le domaine fréquentiel, nous avons

N
‘K] = “27N72 u[2n] pourk = 0.0 — 1
S'[k] e u[2n] pourk = 0...
avec le changement de variable= 2n

N . N
= Z e~ 2Hmn W(E).u[n’] = Ulk] pourk = 0...5 -1

Il en découle que le sous-échantillonnage du signal peaitd&tfini dans le domaine fréquentiel quater-
nionique :

:[¢2]SZ>S,[/€]=%{S[ ]+S[k+N]} pourk = 0... N -1

PuisqueS estN-périodique, nous observons qﬂéest%-périodique.

7.1.5 Définition du sur-échantillonnage

Durant le processus de reconstruction, la premiére étapsste a reconstruire la taille d’origine de la
séquence. Pour cela, nous appliquons une opération detsmi#lonnage, a savoir gqu’'un zéro est inséré
un échantillon sur deux.

Comme précédemment nous voulons caractériser cette igpédatré-échantillonnage dans le domaine
fréquentiel. Le signal ré-échantillonné a des zéros paus tes éléments d'indices impairs :

§'[2n] = s[n]

avecys|in
s2n+1]=0 {l ]}":0“%_1

:[T2]32>{

Proposition 3 SoitN € N, s € £2([0..5 — 1], H) p € PN S etS[k] = F!(s)[k] alors
= [t 2]s = S'[k] = S[k] pourk =0..N — 1
avecsS une séquenc%—periodique.

La transformée de Fourier quaternioniquestiest
Ze 275 §'[n] pourk = 0..N — 1

Sin est paire alors’[n] = s[n/2] sinons’[n] = 0. La transformée de Fourier quaternionique peut alors
se ré-ecrire :

N-1
S'k] = Z e‘zﬂ’f%.s[n/Q] nous posons = n /2
n=0 n paire
N/2-1 N/2—
_ Z 6—2H7F(2k)b Z 2;MN/2 s ]
b=0
= S[ ] pourk =0..N —1
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7.1.6 Banc de filtres quaternionique a reconstruction parféae

Comme nous I'avons déja mentionné, le but est de définir ledittons permettant d’obtenir une recons-
truction parfaire s = s’ avecs € £2([0..N — 1], H).

Dans cette étude nous considérons que |'opération de &lsagraduit par un produit dans le domaine
fréquentiel :

Définition 7 Soit N € N, e € £L2([0..N — 1],H), E = F" ,(e) la transformée DQFT gauche du signal
original e de directiony et H € £2([0.N — 1],H) H = Fiu(h) la réponse fréquentielle du filtre et
pe (PnS).

La fonction définie pav'k € [0..N — 1] S[k] = H[k].E[k| est 'opération de filtragele e par h.

Puisque I'entrée et la sortie sont liées par une simpleioelate produit fréquentiel est plus aisé pour
une construction des filtres du banc.

Les conditions pour une reconstruction parfaite sont exfeis directement dans le domaine fréquentiel

quaternionique : nous considérofs< £2([0..N — 1], H) une séquencé&/-periodique correspondant a la
réponse fréquentielle du filtre passe-bas (avec un ifger I'analyse et un indek pour la reconstruction),
G € £%([0..N — 1], H) une séquenca/-periodique correspondant a la réponse fréquentielle we fihsse-
haut (avec un inder pour I'analyse et un index pour la reconstruction) et = Fl_u(s) une séquence
N-periodique correspondant a la transformée DQFT gauchégdalsoriginal s de directiony avecs €
L£2([0..N —1],H) etp € (PNS).

Si nous étudions la chaine passe-bas sur la figure 7.1 :

aa = [} 2](filtering(hg,s))
O[] = % [Ho[k]S[k] + Holk + g]S[k + g]] pourk = og 1

Puis sont appliqués un filtrage et un sur-échantillonnage :

Nous obtenons la méme relation pour la chaine passe-hautesviitresH changés en filtre§ :

Dilk] = %Gl[k] [Go[k]S[k] + Golk + g]S[k + g]} pourk = 0..N — 1

Le banc de filtres combine les deux canaux pour obténir

S'1K] = 5 [GalKGolk] + F (K HolK] STH] + 5 [Glmao[k + 31+ Halk Holk + 51| STk + 3]

Nous en déduisons que le banc de filtres permet une recatiwtrparfaite si :
— Sans distortion :
G1[k]Golk] + Hi[k]Hplk] = 2 pourk = 0...N — 1 (7.1)

— Suppression du repliement

Gl[k’]Go[k + g] + Hl[f]H()[k? + g] =0 pOUI’k‘ =0..N -1 (72)
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Nous observons que nous obtenons les mémes conditions lpahunde filtres classique mais avec la
différence que I'ordre des éléments est primordial. Pudguproduit quaternionique n’est pas commutatif,
en utilisant une autre définition pour I'opération de fileagous obtenons d’autres conditions.

Afin d'illustrer la transformée en ondelettes quaternioris pour 'image couleur, nous proposons main-
tenant une simple construction : le banc de filtres coulelBrdmnon.

7.1.7 Unexemple : le banc de filtres quaternioniques de Shaan

Les ondelettes de Shannon sont construites a partir de tirésolution de Shannon qui propose d'ap-
proximer les fonctions par leurs restrictions a des infsabasse-fréquences. Cette multirésolution est
associée au filtre passe-bas suivant :

11 —2'7r£n
H(&) = V211 1 pouré € (5 5] avecH (¢ Zh J

2

0y
1]

,J>I>—'

Nous proposons d'adapter le banc de filtres de Shannon aum®ouaternionique..

Pour construire le banc de filtres quaternioniques, nousgrauajouter différentes contraintes sur les
filtres. Par exemple,

— Les coefficients d’'ondelettes doivent étre des quatesrpoins (pour étre des coefficients couleur).

Dans ce cas, les signaux et d; de la figure 7.1 doivent étre tels que d; € £2([0.N — 1],P).
La transformée de Fourier quaternionique geet d; doit alors vérifier une propriété de symétrie
antihermitienne.

Dans notre cas, nous proposons de suivre le concept du bdiltretea deux canaux avec des filtres
miroirs en quadrature : dans ce cas, les filtres de recotistngont la version inversée des filtres d’analyse :
hi[n] = ho[—n] etgi[n] = go[—n]. Nous savons que &i, g; sont réels, alor#l; [k] = Ho[k] etG1[k] =
Golk].

Dans ce cas, nous proposons que les deux filtres passe-basdsinis de la fagon suivante :

V2 pourke(o, & —1]u[2X +1,N-1]

Holk] = Hy[K = { 0 pourk ¢ [g b1, % )
Dans ce ca&/, et G; doivent satisfaire :
Go[k]G1[k] =0 N 3N

ourk € [0,——1jU[—+1,N -1
{ Go[k—l—%]Gl[k‘] =0 P [ 4 Jul 4 )

Go[k]G1[k] = N 3N
ourke [—+1,——1
{Go[k+ ]Gl[] P i

Nous proposons la solution simple suivante :

0 pourk € [0, — 1] U [3N+1,N—1]

GO[k]:Gl[k]:{ V2pourk € [§ + 1,38 —1]

Il reste les points d'intersection aux coordonnées- &' etk = 2X car a ces points précily[k +
N1H k) # 0si Ho[Y] = Ho[2Y] = V3.
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Nous proposons les relations suivantes pour les pointsedsaction :

Ho[N/4] = Ho[3N/4] = 1; Hy = Hy
Go[N/4] = —1.Go[3N/4] = pu; G1 = Gy

avecu € PN S. Avec cette constructiotly, Gy, Hi, andG; satisfont les conditions de reconstruction
parfaite. Notons quél, et Gy présentent une symétrie hermitienne.

Nous avons défini quatre filtres pour la décomposition/rettantion en ondelettes d’'un signal 1-D.
Pour son extension a des données 2-D comme les images, opas@ns une simple approche par produit
tensoriel. Pour cela, nous appliquons l'algorithme 1-Dchaque ligne, puis sur la matrice résultante nous
appliguons l'algorithme 1-D sur les colonnes.

Pour conclure sur cette construction, nous pouvons fafférentes remarques sur notre définition du
filtre passe-haut. En effet, nous avons proposé une cotistruempirique deGGy mais dans I'approche
classique complexe, il existe une relation systématique@ttant de construiré, a partir du filtre passe-
bas [245, 152] :

Col€) = ™ Hy(e + )

Nous proposons d’expliciter cette relation dans le cadategnionique et de vérifier si elle permet de
satisfaire les conditions de reconstructions parfaitel) @ (7.2) (avedd; [k] = Ho[k] et G, [k] = Golk])

G[k|Gk]| + H[k)H[k] = 2 pourk =0..N — 1 (7.3)
G[K]G[k + g] + H[k|H[k + g] =0pourk =0..N —1 (7.4)

Nous proposons deux généralisations de la construction :

Glk] = e~2#"~ H[k + g] (7.5)
ou (7.6)

_ N, _ &
Gk = H[k + e 2Ty (7.7)

Ces deux relations ne sont pas équivalentes puisque leipnogst pas commutatif.
— Pour la généralisation (7.5) :

2

_ _ N N - N N
GIE|G[k] = e~2#"~ H[k + = -Hlk+ E]BM% — TN | H[k + E]P.e?m% - 'H[k: + 3]
La premiére condition (7.3) est satisfaite i est tel que (condition classique associée a une base
orthonormale) :

N |? 5
H[k:+5] + [H[K]|" =2 (7.8)
- N N SN = N, -
GIKGIk+ 5] = Hlk + E]eZW%.e—?M“?VWH[k] = —Hlk + 7 H][H
La seconde condition (7.4) est vérifiéefbiest telle que
N. _ _ N
H[k+ E]H[k] = H[k|H[k + 5]

. C'est toujours vrai si{ est réel.
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— Pour la généralisation (7.7) :

N 2

_ N N
GIK]GIK] = HIk + 3]6_2‘”%-62‘”%H["/‘ +5l= ‘HV‘“ + 5]

Nous obtenons la méme relation que (7.5).

CMCTk+ 5] = 75 Hlk+ | H[He "

k+0.5N
N

Nous ne pouvons pas simplifier cette expression puisquetkijim’est pas commutatif. Toutefois, la
seconde condition (7.4) est toujours vérifiédlsest réel.

Nous pouvons conclure que Hi est réel et qu'il satisfait la relation (7.8), nous pouvotwsautiliser
I'expression (7.5) ou (7.7) pour définir le filtre passe-h&est le cas pour le filtre passe-bas associé a la
décomposition de Shannon, et dafipeut étre défini pa@i[k] = e~ >~ H[k + &) pourk = 0...N — 1.
C’est I'extension directe de la multirésolution de Shanaoromaine quaternionique.

Tout d’abord nous proposons d'illustrer la constructioagédente a travers l'illustration de trois fonc-
tions de la base associées a notre banc de filtres (figureChg)me pour la description du domaine fré-
guentiel, nous initialisons le domaine des ondelettes andgirac et nous étudions la réponse spatiale apres
transformée inverse. Nous observons que ces atomes amdesg a une version colorée des ondelettes
"classiques” f = jtgrey)-

Pour illustrer cette décompoasition, nous créons une imagieat partir de trois objets colorés (figure
7.3.a). Aprés décomposition, nous observons que la repigdsm contient tous les éléments attendus : la
partie passe-bas correspond a une approximation de l'icagleur ; la partie passe-haut tend a présenter
peu de coefficients significatifs : un coefficient est larggguement si un contour est présent dans le support
de I'ondelettes. De plus la couleur des coefficients donserdermations sur la couleur des discontinuités.

(@)

(b)

FIGURE 7.2 — Fonctions associées au banc de filtres quaternioniques

7.2 Annexe : Image de Test pour les techniques de tatouage
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(@)

(b)

FIGURE 7.3 — Décomposition en ondelettes d’une image de test : (ayénoriginale (b) Les coefficients
d’ondelettes (c) La décomposition normalisée pour chadare p
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FIGURE 7.4 — Images de test France Telecom
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FIGURE 7.5 — Exemple de I'effet d'une compression de qualité(a gauche) e26% (a droite) sur 'image
"lenna.bmp”

FIGURE 7.7 — Exemple de la modification du gamma @e (a gauche) et dé (a droite) sur I'image
"lenna.bmp”

FIGURE 7.8 — lllustration de la modification de la saturation poim#ge Lenna avec comme paramétres
—100 et 100 respectivement.
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FIGURE 7.9 — Exemple de modification du contraste & (a gauche) et de-5 (a droite) sur I'image
"lenna.bmp"

FIGURE 7.10 — lllustration de la modification de la teinte pour I'iggaLenna avec comme parametr€00°
et 100° respectivement.

FIGURE 7.11 — Exemple de filtrage passe-bas de type moyenneur pdiliremle taille3 (& gauche) et1
(a droite) sur 'imagelenna.bmp"

FIGURE 7.12 — Exemple de filtrage de type médian pour un filtre deetai(& gauche) et1 (a droite) sur
'image "lenna.bmp”
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FIGURE 7.13 — Exemple de quantification @rcouleurs (a gauche) et @42 couleurs (a droite) sur 'image
"lenna.bmp”
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FIGURE 7.14 — lllustration de la modification de la Luminance poim#ge Lenna avec comme parameétres
—100 et 100 respectivement.
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FIGURE 7.15 — Images de test Code Correcteur
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