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RESUME

Connaitre mieux l'intérieur de la Terre nécessite d’améliorer les méthodes d’investigation
géophysique. Cette thése s’est intéressée a une classe importante de ces méthodes : la to-
mographie sismique. La tomographie sismique classique utilise des temps d’arrivée d’ondes
sismiques, dont la précision dépend du pas d’échantillonnage et du pointé de ’'onde. Lorsque
les trains d’onde sont similaires, c¢’est-a-dire lorsque les sources et/ou les récepteurs sont
proches, on peut calculer, avec une précision inférieure au pas d’échantillonnage, le dé-
calage temporel entre les trains d’ondes. Cette thése a eu pour objectif I'utilisation de
telles données en tomographie sismique. Utiliser pleinement la précision de ces données a
nécessité une revisite compléte des algorithmes de tomographie, tant du point de vue du
probléme direct que du point de vue du probléme inverse. Une solution robuste et précise a
été trouvée au probléme direct (calcul du temps de propagation des ondes dans un milieu
hétérogéne). Une attention particuliére a été portée au probléme inverse : une approche
Tarantola-Valette a été utilisée, de fagon a trouver le modéle de norme minimale qui ajuste
les données. La minimisation de cette norme est obtenue par 'introduction d’une fonction
de corrélation des paramétres du modéle, dont la longueur et 'amplitude sont ajustées
en suivant une procédure d’optimisation. De cette fagon, toute fluctuation du modéle est
contrainte par les données. L’algorithme mis au point a été utilisé avec des données pro-
venant de séismes du volcan Kilauea (Hawaii) enregistrés par le réseau local USGS-HVO
(50 stations). Il a permis de retrouver le modéle de vitesse a deux échelles : (1) une échelle
régionale, ot I’'on retrouve le systéme magmatique profond, sous les calderas et les rifts du
Mauna Loa et du Kilauea ; le modéle trouvé permet d’expliquer les déformations mises en
évidence dans la croiite océanique, la distribution confinée de la sismicité et les déforma-
tions intenses du flanc Sud du Kilauea; (2) une échelle locale, ot 'on met en évidence un
conduit magmatique sub-vertical sous la caldera et le rift Est du Kilauea, indétectable avec
d’autres données. Cette méthode, précise, permet de choisir un modéle unique et stable a
I’aide un critére d’optimisation objectif.
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NOTATIONS

Al tranposée de la matrice A.

4 (C), vecteur dérivé de la courbe paramétrée ¢ — 7 ({) par rapport au paramétre .

T
Vf= (%, g—g, %) , gradient de la fonction f : R™ — R.

— V2f, Hessien de la fonction f: R® — R.

Dy f, matrice jacobienne de la fonction f : R* — R™, calculée en x,.
(.,.) ,produit scalaire usuel sur R*, (n>1).
|Ix||, norme L2 du vecteur x de R", (n>1).

— |x|, norme L1 du vecteur x de R", (n>1).

- tf temps de propagation réel de la source i a la station £ (lorsqu’il n’y a qu’un seul
séisme (resp - station), 'indice i (resp - j) est ommis.)
t¥ (m) temps de propagation théorique dans le modéle m de la source i a la station k
(lorsqu’il n’y a qu’un seul séisme (resp - station), I'indice i (resp - j) est ommis.)



INTRODUCTION.

1) Position du probléme. La connaissance des structures, tant passives qu’actives
est une quéte de longue haleine des sismologues, notamment aprés les premiers travaux de
Geiger [14] concernant la localisation des séismes, et ceux de Aki et Lee [1], concernant
la tomographie. De trés nombreux travaux ont depuis été réalisés en tomographie, que ce
soit & I'aide des temps d’arrivée des ondes de volumes, ou par inversion des courbes de
dispersion des ondes de surfaces, et ceci & des échelles variées.

Dans les derniéres décennies, les méthodes de localisation maintenant dites “en doubles
différences” (Jordan et Sverdrup, |[22|; Poupinet et coll., |38]; Ito, [21]; Fréchet, [13]; Got
et coll., [15]; Slunga et coll., [44]; Shearer, [43]; Rubin et coll., [41]; Waldhauser et Ells-
worth, |52|; voir Wolfe, |54| pour une revue, ainsi que Menke et Schaff, [27]) ont montré
que la connaissance des structures actives de la crotite supérieure pouvait étre profondé-
ment changée par la relocalisation précise de séismes. Cette précision accrue provient de
la prise en compte des relations entre séismes voisins dans le processus de la localisation.
Elle provient (1) de la grande précision de la mesure directe de la différence de temps d’ar-
rivée des ondes par une méthode de traitement du signal performante lorsque les signaux
enregistrés sont semblables, et (2) de la linéarisation naturelle du probléme de localisation
offerte par la localisation relative des séismes. Ces deux caractéristiques sont plus fortes
lorsque les séismes sont plus proches et montrent des formes d’ondes similaires. Le gain en
précision sur les positions relatives peut atteindre un facteur 10.

Utiliser une technique de doubles différences en tomographie parait donc a prior: offrir
une perspective intéressante : un tel gain en précision serait-il envisageable en tomographie,
si I’on utilisait des décalages temporels interspectraux calculés a 1’aide d’essaims suffisam-
ment denses et étendus de séismes aux formes d’ondes semblables ? la nécessaire proximité
des éveénements sélectionnés n’est-elle pas contradictoire avec les conditions requises pour
une tomographie? quel est le niveau de précision requis dans les problémes direct et in-
verse pour pouvoir obtenir des résultats fiables et interprétables? peut-on améliorer la
tomographie par I'inversion de simples différences de temps d’arrivée ? de facon plus géné-
rale, peut-on améliorer la connaissance des structures actives et passives dans un milieu
(trés) hétérogéne en inversant des mesures différentielles (éventuellement trés précises) ?
cette thése a pour objectif de répondre, au moins partiellement, a ces quelques questions.

2) Démarche suivie. Les résidus de relocalisation en doubles différences, lorsque les
données sont des décalages temporels interspectraux (d’une précision moyenne d’environ
5 ms), sont en moyenne inférieurs a 10 ms. On comprend donc que si 'on veut prétendre
interpréter les 5 & 10 ms du résidu qui peuvent étre attribués a I'erreur de modélisation,

6



INTRODUCTION. 7

il faut étre capable de produire des calculs direct et inverse trés précis et stables. La
précision et la robustesse nécessaires au calcul direct sera atteinte grace a une amélioration
du calcul du champ des temps de parcours fait en différences finies par I'algorithme de
Podvin et Lecomte |37|. On peut donc penser que les différences de temps de parcours
théoriques n’entacheront pas les décalages calculés d’une erreur qui rendraient les résidus
ininterprétables.

Il est trés important de traiter correctement le probléme inverse, de facon a ce que
la solution en soit stable. Le risque est en effet grand, en tomographie, de trouver tout
une classe de modeéles solutions qui ajustent également bien les données tout en montrant
des variations trés différentes qui peuvent sembler significatives, simplement parce qu’'une
combinaison linéaire des paramétres ajustés appartient au noyau et n’est pas contrainte par
les données. Comment choisir un modéle parmi une classe de modéles possibles et garantir
qu’il ne contient pas de fluctuations non contraintes par les données? Répondre a cette
question nécessitera une revisite de la tomographie classique, et la définition d'une stratégie
d’optimisation compléte. Elle se situera dans le cadre général de la théorie probabiliste
développée par Tarantola et Valette [47] : il ne s’agit pas seulement de trouver un modéle
qui ajuste les données, mais plutot le modéle de norme minimale, ¢’est-a-dire qui comporte
le moins de degrés de liberté (le plus “lisse” ou le plus simple ou le moins “haute fréquence”
possible), qui ajuste les données. Il s’agit donc de déterminer le nombre de degrés de liberté
optimal, ce qui sera fait en introduisant une fonction de corrélation des paramétres dans
I'inversion. Inverser la matrice de covariance comportant cette fonction de corrélation est
impossible de par la dimension de ’espace modéle : une approximation précise et pratique
de cet inverse sera donnée, ce qui rendra possible une approche compléte d’optimisation
en tomographie. Procéder ainsi garantit un bon conditionnement du probléme inverse, et
une topologie de la fonctionnelle & minimiser favorable aux algorithmes d’optimisation (&
directions de descente) qui seront utilisés. On peut ainsi espérer trouver un modéle unique,
dont on sait justifier le choix, et dont les paramétres auront des valeurs interprétables.

Une application de cet algorithme sera faite a I’aide des séismes enregistrés sur le vol-
can Kilauea, situé sur I'ile de Hawaii. Elle permet d’abord de déterminer un modeéle de
vitesse régional, unique et justifiable, par tomographie des temps d’arrivée ; il servira de
modeéle de référence pour I'étude locale plus précise, faite a ’aide de décalages temporels.
Ce modeéle régional est stable et montre bien les principales structures volcaniques de I'ile.
Une tomographie des décalages temporels est ensuite effectuée, permettant de déterminer
un modéle unique, justifiable et stable toujours choisi suivant le méme approche d’optimi-
sation. Le modéle trouvé montre des variations stables et cohérentes des vitesses sismiques
dans I’espace, qui peuvent étre interprétées comme étant dues au systéme d’approvisonne-
ment magmatique du Kilauea.



CHAPITRE 1

Eléments théoriques.

Ce chapitre introduit la notion générale de probléme inverse. C’est une démarche met-
tant en jeu des méthodes théoriques et numériques, permettant d’estimer les paramétres
ajustant au mieux un ensemble de mesures, effectuées lors d'une expérience de physique.
On expose ici, des éléments théoriques utiles & la compréhension et a la formulation de
méthodes tomographiques. Nous verrons qu'un probléme inverse se pose en terme d’op-
timisation. Nous donnerons alors quelques notions concernant les méthodes numériques
d’optimisation a direction de descente.

1.1. Probléme inverse.

Pour commencer définissons quelques notations. Soit P l'espace des paramétres dont p
sera un élément générique. Soit une fonction g : P — R"™ modélisant le phénoméne physique
considéré. Dans la terminologie des Sciences de la Terre, modéle désigne un ensemble de
parametres caractérisant le milieu, qui en général ne sont pas directement mesurables.
Le terme données, quant a lui, est consacré aux paramétres mesurés instrumentalement.
Ainsi on pourra décomposer P = D x M, ou D est I'espace des données et M 'espace
des paramétres du modéle; un élément générique s’écrira donc p = (d, m), avec d € D et
m € M. La relation théorique modélisant le phénoméne physique étudié s’écrira,

(1.1.1) g(d,m)=0.
Par la suite nous supposerons qu’elle s’exprime sous forme explicite,

(1.1.2) d=g(m).

Le probleme direct consiste a calculer le vecteur d connaissant le modéle m, en utilisant la
relation (1.1.2). Dans le probléme inverse, au contraire, il s’agit de trouver un modéle m
correspondant a un jeu de données mesurés d°%,

(1.1.3) d**= g (m).

Le principe du probléme inverse peut paraitre simple mais, en général, la relation (1.1.2)
ne peut pas étre inversée, ¢’est a dire qu’il n’existe pas de formule permettant de calcu-
ler directement le modéle m étant donné un vecteur d. Il faut y ajouter une difficulté
supplémentaire : il faut généralement tenir compte des erreurs de mesures sur d° et les
erreurs de modélisations de g. Il est alors impossible de trouver un modéle m qui satisfasse
exactement (1.1.3). Pour répondre & ce probléme, les géophysiciens ont défini une méthode

8



1.1. PROBLEME INVERSE. 9

d’analyse de données, devenue classique en sismologie. Considérons, en premier lieu le cas
le plus simple : un probléme direct (1.1.2) linéaire,

(1.1.4) d =Gm.
Le probléme inverse revient a chercher un modéle m vérifiant le systéme linéaire suivant,
(1.1.5) d** = Gm.

Un tel modéle, impliquant I’égalité stricte (1.1.5) n’existe que si le vecteur d°* est dans
I'image de I'application linéaire m — Gm. En général cette condition n’est pas vérifiée.
Il est donc nécessaire de définir une notion de solution “généralisée” d'un systéme linéaire.
[’idée est de chercher un modéle m tel que le vecteur Gm soit le plus proche possible de
d°*. Pour mesurer la distance entre ces deux vecteurs, plusieurs normes sont disponibles,
mais le choix le plus simple est d’utiliser la norme L2 (qui correspond a ’appellation
moindres carrés). Autrement dit, un probléme aux moindres carrés consiste a trouver la
(ou les) solution(s) du probléme de minimisation suivant,

min HdObS — GmH .

(1.1.6) me U

Lorsque le probléme direct n’est plus linéaire, une approche classique consiste a linéariser
au voisinage d’un modéle my,

(1.1.7) g (mg +0) ~ g (mgy) + Go.

Comme précédemment, 1'idée est de calculer une perturbation ¢ telle que les données d°%®
et g (mg + &) soient les plus proches possible au sens de la norme L2. En utilisant (1.1.7),
on obtient un probléme aux moindres carrés comparable a (1.1.6),

min Hd"bs—g(mo)—GéH.

(1.1.8) e M

Dans ce cas, on ajuste une quantité r (mg) = d°* — g (my), appelée résidu, en fonction
d’une perturbation § minimisant (1.1.8). Une solution du probléme inverse se calcule donc
en faisant M=my + 6. Cette méthode est utilisable lorsque le modéle my se trouve dans un
voisinage de la solution m de sorte que la relation (1.1.7) reste valide. Si ce n’est pas le cas, il
faut procéder itérativement. On calcule un modéle m; solution du probléme (1.1.8), ensuite
on linéarise le probléme direct autour de m; et on calcule un modéle m,. En continuant
de la sorte, on définit une suite de modeles {my},_, . Dans les cas favorables, la suite
converge vers une solution au probléme inverse. Mais si le probléme direct est fortement non
linéaire, cette méthode peut diverger, il est nécéssaire alors de stabiliser numériquement
le probléme. De plus cette méthode ne prend pas en compte la statistique des erreurs de
mesures sur les données, ce qui peut entrainer des biais importants sur la solution. Pour
ces raisons il est préférable d’aborder I'inversion d'un probléme non-linéaire d’un point
de vue probabiliste. La suite de ce chapitre reprend, de maniére succincte, certaines idées
défendues notamment par Tarantola et Valette [47] dans le but de définir correctement un
probléme inverse sismologique répondant aux préoccupations exposées en introduction.
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1.1.1. Modélisation. Lorsque 'on considére un parameétre physique on s’attend a
pouvoir le quantifier & ’aide d’une valeur numérique. Mais dans bien des cas 'information
disponible sur ce paramétre ne permet pas de connaitre précisément la valeur de celui-
ci (erreurs de mesure, d’instrumentation, ou bien absence de mesure,...). Il est alors plus
adapté de représenter un parameétre par une loi de probabilité, c’est a dire par une variable
aléatoire réelle X. La probabilité quun paramétre p soit dans I’ensemble I est noté Px (I).
Si cette variable aléatoire admet une densité p par rapport a une mesure p,

(1.1.9) Px (I):/I,od,u.

Cette facon de faire trés générale permet, par exemple, de considérer un paramétre pg
dont la valeur est parfaitement déterminée. La mesure p dans ce cas est la mesure de Dirac

51)() )

(1.1.10) Py (f)z/cwpo,

avec,
(1.1.11) dpy (P) = 1sip=py, 0sinon.

Cette représentation des parameétres modélise aussi les erreurs de mesures effectuées
par un opérateur. Si on effectue n mesures d’'un parameétre physique, on obtient m valeurs
différentes. En reportant ces résultats sur un histogramme, on peut se demander si la
distribution correspond a une loi de probabilité connue. Si tel est le cas il est parfois
possible de trouver une densité de probabilité décrivant ces erreurs. L’expérience de la
figure (1.1.1) montre I'histogramme des valeurs mesurées d’'un paramétre. Au vu de sa
répartition, I’hypothése d’une loi gaussienne semble convenir. Il suffit alors de calculer
la valeur moyenne dj et I'écart-type o de la fonction densité, supposée gaussienne, pour
exprimer la probabilité

(1.1.12) Px (I):/jx/21_7ra exp <—%) dx.

Une densité de probabilité permet aussi de transcrire I'information que I'on obtient sur
un parameétre en I'absence de mesure directe. Le contexte physique permet bien souvent de
cibler une plage de valeurs admissibles pour le paramétre. Par exemple on peut s’attendre
a ce qu'un parameétre reste dans un intervalle J de R, dans ce cas la probabilité s’écrira,

(1.1.13) Py (J)Z/V XdA,

ot X est la fonction caractéristique de I'intervalle J et A est la mesure de Lebesgue sur R,
et % = fR XdA.

Nous venons de voir qu'une densité de probabilité modélise en quelque sorte I'informa-
tion que I'on a sur un paramétre. Si ce paramétre est mesuré instrumentalement, la densité
de probabilité représente la statistique des erreurs de mesures (s’il y en a), si le paramétre
n’est pas directement mesuré, la densité de probabilité décrit une plage dans laquelle on
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FiG. 1.1.1. Modélisation des erreurs de mesures.

Histogramme des mesures d’un paramétre et modélisation de celles-ci par une densité de probabilité

(courbe rouge).
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Mesures de d.

s’attend a voir évoluer le paramétre. Adopter ce point de vu probabiliste nous conduit a
faire quelques modifications dans la définition des données et des paramétres du modéle.

1.1.2. Données et modéles. Nous supposerons que 'information que 'on posséde
sur les parameétres s’exprime par I'intermédiaire d’une densité de probabilité p définie sur
P. Nous noterons les densités de probabilités marginales de p : pp sur D et py; sur M. Par
exemple, en I'absence de corrélations entre les données et le modéle nous avons,

(1.1.14) p(dm) = pp (d) par (m).

L’information contenue dans le probléme direct sera aussi repprésentée par une densité
de probabilité © définie sur P. Cette densité de probabilité modélise la relation physique
théorique par des corrélations entre modéles et données. On définit sur D, la densité de
probabilité conditionnelle noté © (d | m); c’est la loi de la donnée d quand on connait le
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modéle m. Par exemple, si on connait la statistique € des erreurs de modélisation,

(1.1.15) d+e=g(m),
par sa densité de probabilité f,. alors,
(1.1.16) O(d|m)=f(d—g(m)).

Dans le cas d’une théorie exacte (sans erreurs de modélisation, cela revient & considérer le
)
probléme direct comme en (112)),

(1.1.17) fe=0a_g(m)-

Si l'information sur le modéle est representée par la probabilité p sur M, la densité de
probabilité © définie sur P s’écrit alors',

(1.1.18) ©(d,m)=0(d|m)u(m).

La densité de probabilité © est une fagon générale de définir le probléme direct ; elle englobe
le cas classique, relation (1.1.2), et elle permet en plus de considérer, si besoin est, des
erreurs de modélisation.

1.1.3. Définition du probléme inverse. Pour définir le probléme inverse il faut
d’abord considérer de deux types d’informations sur I'espace des paramétres P :

— l'information a priori, p (d, m) qui représente les mesures des données et I'information
a priori que 'on a sur le modeéle;

— l'information © (d, m) qui modélise la relation théorique physique par des corrélations
entre données et modéles (Probléme direct).

L’idée est de recouper les deux informations précédentes en définissant une nouvelle densité
de probabilité o sur P. Tarantola |45| propose une méthode pour calculer cette densité de
probabilité o combinant les deux informations provenant de p et ©. Dans le cas ou I'espace
P est de dimension finie, il pose deux postulats :

(1) L’état de l'information sur les paramétres physiques est modélisé par une proba-
bilité (plus généralement une mesure) sur P.

1Si p est une densité de probabilité sur A x B, p4 et pp les lois marginales sur, respectivement A et B.
On a les relations
p(ab)=p(a|b)ps(b),
et
p(ab)=p(b|a)pa(a).
Lorsque les lois p4 et pp sont indépendantes,
pa(a)=p(a|b),vbe B,
et
ps(b)=p(b|a), Vac A,
ainsi

p(ab) = pa () pi (b).
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(2) 1l existe un état de référence pour l'information sur les paramétres, appelé aussi
état de totale ignorance. Cet état est modélisé par une probabilité (ou mesure) en
vertu du postulat précédent.

Tarantola [45] définit ensuite la combinaison de deux états de I'information : si Py et Ps
sont deux probabilités sur P décrivant deux états différents de 'information sur les para-
meétres, il définit la probabilité (P; et Py) qui modélise I’état de I'information réunissant les
informations provenant de Py et Py. Il démontre que si P; admet une densité de probabilité
f1, P2 admet une densité fy et que I’état de totale ignorance admet une densité p, alors
(P1 et Py) a pour densité,

f1(p) f2(p)
p(p)

Cet outil permet de combiner les informations de p et © pour définir la densité de
probabilité a posteriori, (figure(1.1.2)),

(1.1.19) o(p) =

p(d,m) O (d,m)
p(dm)

Utilisons cette formule dans les cas ou, (hypothéses (H))

(1.1.20) o(dm) =

— Linformation a priori s’écrit : p (d,m) = pp (d) pps (m).
Le probléme direct est : © (d,m) = O (d | m) upy (m) .
L’état de I'information nulle est : p(d,m) = pp (d) gy (m).

On peut alors exprimer les lois marginales de o, d’abord sur D,

_ ro(d) /MpM (m)© (d | m) dm,

(1.1.21) aD(d)_.MD(d)

et puis sur M,
_ pp (d)©(d | m)
(1.1.22) oy (M) = puy (m)/D 1 ()

On peut préciser un peu plus ces lois en calculant I'intégrale (1.1.22) dans des cas particu-
liers mais trés importants pour les applications.

1.1.3.1. Cas d’une théorie exacte avec des erreurs de mesures. Dans le cas d’une théorie
exacte,

dd.

(1.1.23) © (d | m) = 5d—g(m)7
et la relation (1.1.22) devient,

(1.1.24) oy (m) = ppr (m)
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Fi1G. 1.1.2. Probléme inverse général en dimension finie.

Représentation schématique d’un probléme inverse. La figure en haut a gauche montre dans l’espace

Dx M, la densité de probabitité © (d, m) modélisant le probléeme direct. La figure en haut & droite montre
dans Dx M, la densité de probabilité p (d, m) représentant l'information a priori. La figure en bas d
gauche montre dans Dx M, la densité de probabilité a posteriori, o (d,m) regroupant les informations
modélisées par © (d,m) et p(d,m) (formule (1.1.20)). La figure en bas a droite montre dans M, la
densité de probabilité marginale opy (m) de o (d,;m) (formule (1.1.22)).

PROBLEME DIRECT INFORMATION A PRIORI

0 L 0L il
(¢} (]
(&) (O]
cr cr 7
c c
o oL i
© ©
0| 0| |
Q [}
© ©
3| yr 1
@ L © L i
o Q.
(%] n
Wt W 1
‘odm) ’ edm ]
Espace des modeles Espace des modeles
LOI A POSTERIORI LOI MARGINALE
g L L i
(]
GJ —
£l = ’
L oL 4
S/ . / g ,
[}
© [
o[ =r )
g 2| |
73 a
Gt i |
" o(d,m) ’ Oy(m) 1
Espace des modeles Espace des modeles

Si on note p, les erreurs de mesures sur un vecteur d, alors?,

(1.1.25) ZZ (((3 = pe (dy—d)
et la formule (1.1.24) devient,
(1.1.26) o1 (1) = pag () p. (d—g ().

2Pour une démonstration de cette formule, se reporter a Tarantola [45] p37 et p38.
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1.1.3.2. Cas d’une théorie inexacte avec des erreurs de mesures. Si on considére des
erreurs de modélisation,

(1.1.27) ©(d|m)= f(d—g(m)),

la formule (1.1.22) devient,

(11.28) 7 () = pur () [ . (=) . (d—g (m) da

C’est une relation de convolution de la densité de probabilité p. par f..

(1.1.29) f=pex fe

il est facile de voir que la densité de probabilité a posterior: sur M s’écrit alors,
(1.1.30) oar (m) = par (m) f (d, — g (m)).

La densité de probabilité f représente a la fois, les erreurs de mesures sur les données d,
et les erreurs de modélisation du probléme direct.

1.1.4. Statistique Gaussienne des erreurs de mesures. L’hypothése Gaussienne
sur 'information a priori, conduit & une formulation simple du probléme inverse. En effet,
nous verrons que cela revient a résoudre un probléme aux moindres carrés. De plus, il
existe des méthodes éprouvées résolvant ce type de probléme. Cela explique que dans les
applications, de nombreux problémes inverses sont posés en ces termes. Dans cette partie
nous supposerons que l'information sur les données se raméne a une loi Gaussienne notée,

(1.131) pe (dy—d) = ((2) det (Cg))* exp (—% (d,-d)' ;! <do—d>) ,

ou Cgq est la matrice de variance-covariance (matrice symétrique définie positive) caractéri-
sant la loi p.. Nous allons voir comment s’exprime le probléme inverse quand l'information
a priori sur le modéle est Gaussienne. Ensuite nous étudirons le cas d’une densité de
probabilité a priori égale & une fonction caractéristique d’un sous-ensemble I de M (équi-
probabilité pour tous les modéles appartenant a I).

1.1.4.1. Information a priori Gaussienne. Reprenons la formule (1.1.26) et supposons
Gaussienne la densité de probabilité py; |

(1.1.32) pu (m) = ((27) det (Cm))_% exp <—% (m—m,)" C! (m—m0)> :

ou Cp, est la matrice de variance-covariance caractérisant la loi pj;. La formule (1.1.26)
devient alors,
1

(1.1.33) o (m) ox exp <—% (m—myg)’ C;! (m—my) — 3 (dp—g (m))’ C;'(d,—g (m))) .

Supposons maintenant que les erreurs de modélisation f. suivent une loi Gaussienne de
matrice de variance-covariance C,,

(1.1.34) ©(d[m) = f (d—g (m)) o exp (—— (d—g (m)) C; ' (d ~ g(m))) :
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La densité de probabilité a posteriori op; s’exprime par l'intermédiaire de la formule
(1.1.30), il faut calculer la convolution entre p, et f. comme indiqué par la formule (1.1.29).
On doit faire la convolution entre deux lois Gaussiennes de matrices de variance-covariance
Cq et C.. On peut démontrer® qu’il en résulte une loi Gaussienne de variance-covariance
Cp = C4 + C.. Finalement la densité de probabilité a posteriori s’écrit,

(1L1.35) o (m) o exp <—% (m—mp)’ C=! (m—mp) — % (do—g (m))' C5" (do—g (m))> .
Les formules (1.1.33) et (1.1.35) nous montrent que la densité de probabilité a posteriori
oy s’exprime de la méme facon, aussi bien dans le cadre d’une théorie exacte qu’avec
des erreurs de modélisation Gaussiennes. Par conséquent, la démarche pour étudier ce
type de probléme sera la méme dans les deux cas. Nous utiliserons la formule (1.1.35),
ou la matrice Cp sera identifiée soit a la somme Cgq + C., dans le cadre d’une théorie
inexacte, soit a la matrice Cq dans le cadre d'une théorie exacte. Cet abus de notation
n’aura aucune incidence sur les raisonnement généraux. Dans les applications particuliéres
il faudra prendre garde a interpréter convenablement la matrice Cp.

Il s’agit maintenant d’exploiter la fonction oj,. Le cas le plus favorable est celui d'une
densité de probabilité unimodale, ce qui arrive lorsque le probléme direct n’est pas trop
fortement non linéaire. On peut alors chercher le maximum de vraisemblance qui se trouve
étre le minimum de la fonction F, définie par,

1 _ 1 _
(1.1.36) E,; (m) =5 (m—m,)" C.! (m—my) + 5 (dy—g (m))' Cg* (d,—g (m)).
_1 _1
Les matrices C® et Cp? existent puisque, par hypothése, les matrices Cy, et Cp sont

symétriques définies positives, nous pouvons alors réécrire (1.1.36) sous la forme suivante,
(1.1.37)
1 _1 _1 1 _1 _1
B, (m) = 5 (Caf (m—my), Cu? (m—mo) ) + 5 (Cp? (d,—g (m)) , Cp? (dy—g (m)) ).

On peut reformuler 'expression précédente (1.1.37) en faisant apparaitre le produit scalaire

sur D x M ,
(1.1.38)
1
1 C,2
Ey(m) = 1 b %fm) )

2 _Cm2 m _Cm2 m
Ainsi sous 'hypothése Gaussienne, le probléme inverse revient a résoudre un probléme aux
moindres carrés :

Cpid, ] -

_Cm2 my

Cp’ (m) ] |

Cpid, ] -

_Cm2 my

2
1

(1.1.39) minimiser 5 lorsque m € M.

Cp*d, ] .

_1
_Cm2 mo

Cp?g (m) ]

_1
_szm

3Tarantola [45] p58 et p158 pour une démonstration compléte.
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FiG. 1.1.3. Information a priori gaussienne.

Sur les quatre figures sont représentés, dans 'espace Dx M, linformation a priori (zone en couleur) et le
probléme direct (Courbe bleue). La courbe noire est la loi de probabilité a posteriori op (m). Lorsque le
probléeme direct est faiblement non linéaire (figure en haut a gauche), la loi opr (m) est proche d’une loi
gaussienne, il est alors légitime de chercher le mazimum de vraisemblance par une méthode numérique
appropriée, et de modéliser les erreurs par la loi gaussienne tangente. Lorsque le probléeme direct est
fortement non linéaire (figure en haut o droite), il devient difficile de répondre au probléme inverse en
fournissant un modéle m et en estimant des erreurs sur celui-ci. En effet, la loi oy (m) est trop éloignée
d’une loi gaussienne. Néanmoins, on peut dans certains cas, en jouant sur l'information a priori sur le
modele, transformer une loi opr (m) quelconque en une loi proche d’une gaussienne. C’est ce que l’on voit
sur les deux figures du bas. A droite, sans a priori sur le modéle, on observe quatre maxima de
vraisemblance. A gauche, en donnant un a priori physiquement acceptable, on obtient une loi oy (M)
presque gaussiennne. Dans ce cas, un algorithme classique fournit le mazimum de oy (m), et donne des
erreurs sur le modéle ainsi estimé. La méthode d’ajustement des données aux moindres carrés est trés
fréquemment employée dans les probléemes sismologiques (figure en bas & droite). Elle devient
numeériquement instable dans les problemes non linéaire d cause des minima secondaires.

Espace des donnees
Espace des donnees

M 7‘ 7 9

Espace des modeles Espace des modeles

Espace des donnees
Espace des donnees

Espace des modeles | Eépaée des modeles
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1.1.4.2. Equiprobabilité. Considérons maintenant une densité de probabilité a priori
définie par une fonction caractéristique d’un ensemble I C M,

[ ¢ pourm € I,
(1.1.40) pu (M) = { 0 pourm ¢ 1.

D’aprés la formule (1.1.30) ,

¢“f (d, — g (m)) pourm € I,
(1.1.41) oy (m) { 0 pourm ¢ I.
En utilisant les résultats vus au paragraphe précédent,
(1.1.42) ot (m) o d“exp (-3 (d,—g (m))'Cpt (d,—g (m))) pourm € I,
o 0 pourm ¢ I.

Supposons que le maximum de vraisemblance soit dans I, le probléme se raméne alors a
un probléme de moindres carrés sans modéle a priori,

2

1 1 1
(1.1.43) minimiser 3 HCD2 d, — Cp2g(m)|| lorsquem € M.

Cette formulation du probléme inverse est couramment employée en géophysique pour les
problémes d’ajustement de données.

1.1.4.3. Conclusion. La forme de la densité o,; dépend du probléme direct : plus il
est linéaire, plus on est proche d’une loi Gaussienne; a contrario, si le probléme direct
est fortement non linéaire, la loi a posteriori peut étre multimodale (figure (1.1.3)). Nous
verrons plus loin que les méthodes numériques cherchant les maxima de vraisemblance se
comportent beaucoup mieux avec des problémes directs proches de la linéarité. Néanmoins,
avec des problémes directs non linéaires, 'information a priori tend a rendre la densité a
posteriori unimodale et presque gaussienne, donc facilement exploitable numériquement.

1
Minimiser la fonction £, plutot que la fonction 2 (d, — g (m))' Cp? (d,—g (m)) permet
une régularisation du modéle ; cette régularisation est effectuée en prenant en compte I'in-
formation a priori, grace a la matrice de covariance a priori des paramétres du modéle. On
peut ainsi suivre une approche numérique d’optimisation en cherchant le modéle le plus
simple possible (comportant le moins de degrés de liberté) ajustant le mieux possible les
données, et non pas seulement le modéle qui ajuste le mieux les données.

1.1.5. Statistique non Gaussienne des erreurs de mesures. L’hypothése Gaus-
sienne est couramment utilisée en sismologie, ce qui est principalement dit a 'expression
mathématique du probléme inverse. En effet, dans ce cas le probléme inverse se raméne a
un probléme de moindres carrés. Il est alors possible d’'utiliser des algorithmes classiques
(de type Gauss-Newton) pour calculer les maxima de vraisemblance. Mais en contrepartie,
cela nous améne a optimiser une fonction qui n’est pas trés robuste vis a vis de grandes
erreurs de mesures sur certaines données (En anglais : blunders ou outliers). Il est souvent
préconisé dans ce cas d’utiliser la norme L1, comme l'illustre I'exemple de la figure(1.1.4).



1.1. PROBLEME INVERSE. 19

F1G. 1.1.4. Influence des erreurs de mesure.

Pour illustrer Uinfluence des erreurs de mesure sur les données dans le cadre de problémes inverses, nous
avons conduit une expérience numérique. Dans un miliew de vitesse homogéne a 5 km/s, 31 stations
enregistrent le temps de premiére arrivée d’une onde sismique. Le parameétre cherché est la profondeur du
séisme. Les figures suivantes montrent la densité de probabilité a posteriori opr, sans a priori sur le
modéle, pour différentes lois modélisant les erreurs de mesure sur les données. En bleu, nous avons utilisé
la norme L1 (formule (1.1.45)), avec une erreur caractéristique sur les données de 0,4 s. En noir, c’est
U’hypothése gaussienne qui modélise Uerreur (formule (1.1.85)), avec un écart-type de 0,4 s. Enfin en
rouge, c’est la loi sech qui décrit les erreurs de mesures (formule (1.1.50)), avec une erreur caractéristique
de 0,4 s. Sur la figure du haut a gauche les données sont enregistrées sans bruit, et l’optimum correspond
au séisme cherché (profondeur de 5 km). Lorsque que l’on ajoute du bruit gausssien (figure en haut &
droite), Uoptimum se déplace peu si bien que les 8 lois semblent convenir. Sur la figure du bas a gauche,
on a généré une erreur de 8 secondes sur une donnée. Dans ce cas ’hypothése gaussienne est prise en
défaut alors que les deux autres lois ne sont pas affectées par cette erreur de mesure grossiére. Enfin sur
le dernier dessin, on a cumulé les erreurs du deuxiéeme et troisiéme cas. La encore, I’hypothése gaussienne
ne convient plus et génére une erreur sur la solution plus importante qu’avec les autres lois. On voit
qu’une distribution non-gaussienne de l’erreur peut biaiser profondément la position de l'optimum de o ;.

11 sans bruit 1 1/bruit gaussien 2
e L
= 0.8- = 0.8-
3 =
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1.1.5.1. Norme L1. L’information sur les données s’exprime de la facon suivante,

(1.1.44) pe (d) ox exp <— (ZZ %)) ;

i=1 ¢

ainsi la densité de probabilité a posterior: s’écrit,

(1.1.45) oy (M) x exp (— (i ’gi (m;D— il S’)) pu (m).

)

Une telle fonction n’étant pas partout différentiable?, cela nécessite d’utiliser des méthodes
d’optimisation numérique qui ne vont pas calculer des dérivées partielles. Les méthodes
explorant de maniére statistique® I'espace des modéles sont souvent utilisées mais elles
supposent de gros moyens de calculs et ne sont applicables que dans les problémes de
petite taille. En tomographie I'espace des modeéles est trop grand pour utiliser de telles
méthodes sur les machines actuelles.

La loi L1 n’est pas totalement adaptée aux données sismologiques car elle suppose
des mesures précises tout en admettant quelques données aberrantes. II est préférable
de considérer un bruit gaussien sur les données avec la possibilité de quelques données
aberrantes. La loi Sech suit cette hypothése, de plus nous verrons qu’elle est numériqument
implémentable dans le cadre tomographique.

1.1.5.2. Loi Sech. E. Crase [8|, Valette et Lesage [50] proposent de modéliser les erreurs
de mesures par

(1.1.46) pe (d —d™) = L !

__Jobs :
70 cosh (d g )

Cette loi se comporte comme la norme L1 envers les blunders (figure (1.1.5)) et comme la
norme L2 vis a vis d’un bruit gaussien,

__ Jobs __ jobs
A1) g (™) ~ Lo <_M> It
xe o g
b l _1 d_dobs 2 .’d_dobs’ ~
(1.1.48) pe (d — d*) — €XDp ( 5 <70 ) si——— 0.

En supposant les données indépendantes, 'information sur celles-ci est modélisée par

d o 1 1
(1.1.49) po(d) _ 5 T
po(d) 1T cosh (—di:g )

1

4Nous verrons plus loin que par un changement de variable, la norme L1 est malgé tout utilisable
avec un algorithme classique de type Gauss-Newton (cf 1.3.2)
°Les méthodes les plus connues sont monte carlo, le recuit-simulé et les algorithmes génétiques.
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F1G. 1.1.5. Loi Sech et données aberrantes.

L’expérience synthétique consiste a générer des temps de parcours a partir d’un séisme situé a 10 km de
profondeur dans un milieu homogéne a 5 km/s. Siz stations en surface enregistrent les données, une
erreur de mesure de 3 secondes est commise sur l'une des stations. Les courbes montrent la forme prise
par la densité de probabilité a posteriori en utilisant la loi Sech selon différentes valeurs de o (cf relation
(1.1.46)). Nous remarquons que lorsque o est petit, la loi a posterori se rapproche d’une loi L1 (cf
relation (1.1.47)) et au contraire quand o est grand, la loi se rapproche de Uhypothése gaussienne (cf
relation (1.1.48)). La loi Sech permet par l'intermédiaire du parameétre o de tester plusieurs hypothéses
sur les erreurs de mesures : la loi L1 et la loi Gaussienne.

Loi Sech

—0=0.2
0.9¢ ——0=0.02| |
0.8 —o=1
0=3

0.61 J

0.4F 1

0.3

0.2

0 L
5 10 15

ce qui conduit a la densité de probabilité a posterior:,
 E— (m)

D obs __ . pM m).
1707 osh <di ng(m))

%

(1.1.50) oy (m)

Cette formule se réécrit,

1.3 1 1
(1.1.51) oy (M) x exp —3 Z —2log I (d;’bs—gi(m)> pu (M),
i—1 i cosh | =—p—

obs

(1.1.52) oar (m) o< exp —% z:f log (m? cosh <d’_—gi(m)))2 par (m).

0;
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Lorsque I'information a priori sur le modéle est supposée Gaussienne, la densité de proba-
bilité a posteriori s’écrit, oy (m) o exp (—E; (m)), avec

(1.1.53) E, (m) :% <§ log (m? cosh (d()b_—[g,(m)))Q + (m—my)' C! (m—m0)> .

0;

Sur la figure (1.1.4), on peut voir la forme que prend le graphe de oy, en fonction de diffé-
rentes hypothéses sur la modélisation des erreurs de mesure. L’exemple choisi est simple :
il s’agit d’ajuster la profondeur® d’un séisme dans un milieu dont le modéle de vitesse est
homogéne. Le but de I'expérience est de tester I’adéquation entre la loi utilisée pour modé-
liser les erreurs de mesure et les erreurs effectives sur les données. Nous avons généré des
données d’abord sans bruit, ensuite avec un bruit gaussien. Dans ces deux cas les normes
L1, L2 et la loi Sech se comportent de la méme facon. Par contre, si on génére une erreur de
mesure grossiére, I’hypothése gaussienne n’est plus valide et le maximum de vraisemblance
est plus éloigné de la solution qu’avec les deux autres lois. La loi sech convient dans tous
les cas, il est donc intéressant de l'utiliser en tomographie. D’autant plus que dans un jeu
de données constitué par des temps d’arrivée pointés manuellement sur des sismogrammes,
un petit pourcentage de pointés sont entachés d’une importante erreur de mesure. Cela
arrive quand la station se situe dans un plan nodal pour les ondes P : dans ce cas il est
possible de prendre la phase S pour la premiére arrivée P. Une telle erreur peut entrai-
ner un biais important dans la position du maximum de vraisemblance sous 1’hypothése
gaussienne alors qu’il n’en est rien pour la norme L1 et la loi Sech. On peut avancer un
autre argument en faveur de la loi Sech : celle-ci peut par un changement de variable dans
I’espace des données, se ramener a un probléme de moindres carrés. Il est alors possible
d’utiliser les méthodes numériques classiques de moindres carrés pour résoudre le probléme
inverse. Nous verrons plus loin comment procéder en pratique (cf partie 1.3).

1.1.6. Résoudre le probléme inverse. Résoudre le probléme inverse, c’est étudier
la fonction m +— oy, (m) (figure (1.1.6)). Le cas le plus favorable est lorsque la dimension
de I'espace des parameétres M est inférieure ou égale a 4. On peut alors explorer entiérement
I’espace des modéles admissibles physiquement en construisant le graphe de o,,. Il est ainsi
possible de calculer la probabilité de présence du paramétre dans un sous ensemble donné.
Par exemple, la probabilité de présence du modéle m dans 'ensemble A C M, est donnée

7.
par;

~ Jyom (m)dm

Sy o0 (m) dm
On peut ainsi cartographier dans M les zones oil la solution au probléme inverse a le plus
de chance d’étre présente. On comprend aisément que pour utiliser cette méthode on doit

pouvoir calculer o, (m) trés rapidement (le calcul du probléme direct doit donc étre trés
rapide).

(1.1.54) P,,, (m € A)

oM

6Les autres paramétres sont connus.
11 est nécéssaire de normaliser par fM on (m)dm, car dans la pratique on calcule une fonction propor-
tionnelle & opy.
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Malheureusement, les problémes sismologiques réels sont souvent de dimension trop
grande® pour qu’il soit possible de représenter o,;. On peut alors faire appel a des méthodes
statistiques d’exploration de o7, et ainsi se faire une idée de la forme du graphe. La
encore ces méthodes ne sont vraiment utilisables que dans le cas d’espaces de dimension
relativement réduite.

Néanmoins, si la fonction o, n’a pas une forme trop compliquée; si elle posséde un
unique maximum, appelé aussi mazimum de vraisemblance, on peut chercher a le calculer
et faire une approximation de o), au voisinage de celui-ci. Ainsi on peut se faire une idée
de la forme de la densité de probabilité a posteriori.

Dans les applications qui nous intéressent, la dimension de ’espace des modéles est telle
qu’il faudra utiliser cette derniére démarche. Elle est particuliérement adaptée lorsque p
suit une loi Gaussienne.

1.1.7. Etude de la loi gaussienne tangente : ellipsoide des erreurs. La densité
de probabilité a posteriori dans I'espace des modéles s’écrit,

(1.1.55) oy (m) o exp (—E (m))

aussi bien sous 'hypothése gaussienne (1.1.36) qu’avec la loi sech (1.1.53). Notons m un
maximum de vraisemblance de (1.1.55), écrivons le développement de Taylor a I'ordre deux
de la fonction E au voisinage de m, en utilisant le fait que VE (m) =0,

(1.1.56) E(m) = B (1) +3 (v () (m — @), m — @) +o (jm — @)

En insérant (1.1.56) dans (1.1.55) la densité de probabilité a posteriori devient,
(1.1.57)

o (m) o exp (. ) ) exp (o (Jan — ) exp 5 (o0 — )’ 925 () m — ) )

Ainsi au voisinage d’une solution m, la densité de probabilité a posteriori se comporte
. . ~ . . . ~n—1
comme une loi gaussienne de moyenne m et de matrice de variance-covariance V?E (m) ™,

(1.1.58) oy (m) ~ C* exp (—% (m — m)' V2E (m) (m — rYl)) .

Cette derniére relation induit une méthode pour modéliser les erreurs sur le modéle estimé
.. , . ~\—1 X . . -

par le biais de I'étude de la matrice VZE (m) . Il est trés cotiteux numériquement de

calculer cette matrice; en pratique nous allons faire ’approximation suivante,

(1.1.59) V’E (m) ~ G'Cp'G+C,l,
ou G est la matrice jacobienne de I’application m +— g (m) calculée en m. Cela revient a
linéariser le probléme direct autour de m; la densité de probabilité a posteriori est une loi

gaussienne qui a pour matrice de covariance (GtCBIGjLC;ll)_l. La relation (1.1.59) est
valable sous I’hypothése Gaussienne mais aussi avec la loi Sech comme le justifie I’'equivalent

8Sauf dans le cas de la localisation d’un unique séisme ou I'espace des modéles est de dimension 4, il est
alors possible de représenter oy, tout du moins ses lois marginales.



1.1. PROBLEME INVERSE. 24

FIG. 1.1.6. Résoudre un probléme inverse.

La résolution d’un probléme inverse passe par I’étude de la fonction ops. Le cas le plus favorable est le
cas 1, ot on peut tracer entiérement la fonction. Si ce n’est pas possible, on peut explorer oy de fagon
statistique (Monte-carlo, recuit-simulé, algorithmes génétiques). On ne connaitra la fonction qu’au
voisinages des mazima de vrasimblance (cas 2). En général les deux méthodes précédentes ne sont pas
applicables, pour des raisons de coit en temps de calcul. Néanmoins, si oy est unimodale on peut
chercher le maximum de vraisemblance par des méthodes d’optimisations numériques et étudier la
fonction au voisinage de l'optimum. Cette technique est utilisable dans certains problémes de grande taille
(cas 3).

\Q
§ Lorsque la dimension de I'espace des
& @ modéles est faible, on peut dessiner
3 la densité de probabilié a posteriori.

%

—s
3 espace des modeles

_ Lorsque I'on ne peut pas dessiner la densité

e de probabilité entierement, il est possible
3 @ d’avoir recours a une exploration statistique
S de la fonction pour se faire une idée de son
3 comportement au voisinage des maxima de
2 vraisemblance.
é espace des modeles
g Si la forme de la densité de probabilité a posteriori
5 est unimodale, on peut chercher le maximum de
= @ vraisemblance par une méthode d’optimisation
§ et étudier le comportement de la fonction au
@ voisinage de celui—ci.

4 <m>
3 espace des modeéles

(1.1.48). Nous étudierons donc le comportement local de o) autour d’une solution m en
exploitant 'expression,
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FiG. 1.1.7. Loi gaussienne tangente.

Pour étudier le comportement la loi de probabilité a postériori oy (courbe rouge) autour d’un mazimum

est

de vraisemblance m®* | il est pratique de lapprozimer par sa loi gaussienne tangente (courbe noire).

loi gaussienne tangente

el il e e e e L e L

3

espace des modeles

(1.1.60) oy (m) >~ C*exp <—% (m —m)" (G'Cp'G+C) (m — r?l)) :

La loi (1.1.60) est appelée loi gaussienne tangente (figure (1.1.7)). On peut, en premier

lieu, interpréter la diagonale de (GtCBlG—I-CI_nl)_l en terme d’erreur sur les parameétres
estimés. En effet, on lit la variance de chaque paramétre sur cette diagonale. Pour une
analyse plus fine, il est possible de décomposer,

(1.1.61) (G'Cp'G+Cyl) = USU,

ot S est une matrice diagonale qui contient les valeurs propres de (GtCBIG—i-C:nl) et
U est une matrice orthogonale dont les colonnes sont composées des vecteurs propres de
(GtC]_DlG—I—CI_nl) . Ainsi on détermine un ellipsoide d’erreur dont les directions des demi-
axes sont les vecteurs propres ; les valeurs propres associées nous informent sur la valeur de
I'incertitude suivant ces directions. Lorsque une valeur propre est faible vis a vis des autres,
cela indique que les paramétres du vecteur propre associé sont moins bien déterminés que
les autres. La notion de conditionnement d’'une matrice permet aussi de faire une analyse
dans le méme sens. En effet, le conditionnement de la matrice (GtCBIGjLCI_nl) est par
définition le rapport entre la valeur propre la plus élevée et la plus faible, une forte valeur
de conditionnement nous indique qu’il existe des paramétres moins bien déterminés, a
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contrario une valeur de conditionnement proche de 1 indique que tous les parameétres sont
déterminés de la méme facon. Notons que 'on peut décomposer la matrice,

_1 t _1
(1.1.62) (G'Cp'G+C,}) = ( CD_E’ ) ( CD_lG ) ,
(O Cm?®
_1
Cp2G
Cr?
fait sur (G'Cp'G+Cg}!) en utilisant la décomposition SVD (cf Annexe 4),

(1.1.63) ( CD_E’ ) = VSU".
Cr?

nous pourrons donc mener sur la matrice ( ) un raisonnement identique a celui

Le choix d’étudier I'une ou 'autre matrice est fait en fonction du probléme inverse consi-

3

CD_E alors que dans d’autres

Cn?®

types de problémes il sera préférable de raisonner avec (GtC]_DlG—i-C;nl). Dans les ap-
1

déré, dans certains cas il est plus facile d’étudier (

2
CD_lG car elle a la propriété
Cn?

plications tomographiques, nous utiliserons la matrice <

d’étre creuse.

1.2. Résultats généraux en optimisation.

Le probléme inverse tel que nous I’avons défini conduit a optimiser une fonctionnelle.
On énonce dans cette partie des résultats mathématiques généraux, dans le but de définir
les notions essentielles utilisées dans les algorithmes d’optimisation. Les résultats ne seront
pas démontrés. Le lecteur intéressé par une approche mathématique rigoureuse pourra se
reporter a I'ouvrage |6].

Considérons le probléme d’optimisation,

P) { min f (x)

x € R",

dans lequel on minimise une fonction cott (ou de mérite) f :R™ — R. Un minimum global
de ce probléme est un point x, € R" tel que,

(1.2.1) f(xy) <f(x),VxeR™
On dit que x, est un minimum local s’il existe un voisinage V' de x,tel que,
(1.2.2) f(x,) <f(x),VxeV.

Résoudre le probléme (P) c¢’est trouver x,. Il faut d’abord se persuader de I'existence d’un
optimum (local ou global), ce qui dépend des propriétés de f.
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1.2.1. Question d’existence. Une premiére condition pour que le probléme (P) ait
un sens est que f soit minorée, c’est a dire qu’il existe une constante c telle que,

(1.2.3) f(x) >c, Vx e R.

Mais cela ne suffit pas pour conclure a lexistence d’un minimum global (considérer la
fonction x +— exp (x).). Il existe une propriété qui est habituellement vérifice dans les
problémes d’optimisation, f continue et f (x) — 400 si |x| — 400. Une fonction vérifiant
cette propriété est dite inf-compacte. Dans ce cas on peut conclure a l'existence d’un
minimum global (pas forcément unique).

1.2.2. Conditions d’optimalité. Les conditions d’optimalité sont des propriétés que
vérifient les solutions de (P). Ces conditions sont utiles pour :
Vérifier 'optimalité éventuelle d'un point x.
Mettre en oeuvre des méthodes pour résoudre numériquement (P)
On parle de conditions du premier ordre lorsque celles-ci ne font intervenir que les dérivées
premiéres de f. Les conditions du second ordre font intervenir les dérivées du premier et du
second ordre. Il y a des conditions nécessaires, et des conditions suffisantes :
> Conditions nécessaires : si X, est optimal alors :

(1) Condition nécessaire du premier ordre : le gradient ' (x,) est nul.

(2) Condition nécessaire du second ordre : le hessien f” (x,) est semi-défini positif.

> Condition suffisante : si x, est tel que f' (x,) = 0 et f” (x,) est défini positif, alors x, est
un minimum local.

Les algorithmes d’optimisation que nous verrons ici visent a trouver un point station-
naire (ie : vérifiant la condition nécessaire (1)). On doit résoudre un sytéme d’équations
non linéaire,

(1.2.4) f'(x) =g(x)=0.
Remarquons que si x, est solution de la relation précédente (1.2.4) alors il vérifie,
(1.2.5) X, =x,—M g (x,)

ot M est une matrice carré inversible quelconque. On utilise la méthode itérative suivante
pour résoudre (1.2.5),

(1.2.6) { X0, point initial connu,

Xpp1=Xp— M} g (X) -

Dans les cas favorables’, on peut appliquer le théoréme du point fixe et conclure a la
convergence de la suite {x;} vers x,. Par exemple, la méthode de Newton pour résoudre
un systéme d’équations non linéaires consiste a définir My = g’ (x;). La formulation (1.2.5)
nous laisse une importante latitude pour choisir les matrices M. Or, nous devons optimiser
la fonction cott f (avec f'—g), nous allons utiliser cette information pour définir la suite
{My}. C’est I'objet d’'une classe d’algorithmes que 'on nomme méthodes a direction de
descente.

90n doit avoir certaines propriétés sur g, et la suite {M} pour assurer la convergence (cf [6]).
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1.2.3. Méthodes a direction de descente.

1.2.3.1. Définition de la méthode. 1l s’agit de trouver le minimum d’une fonction,
f:R* — R. Dans le cas ol 'on ne connait pas de formules explicites donnant le résultat, il
faut appliquer une méthode numeérique calculant (bien souvent de maniére approchée) le
vecteur cherché. Une idée possible est de choisir un vecteur xg et de définir une suite {xy}
telle que

(1.2.7) £ () < £ (x5).

On génére une suite qui a chaque étape fait diminuer la fonction, dans les cas favorables on
peut espérer que cette suite converge vers le minimum. Il convient de définir une méthode
permettant de calculer I'itéré k+1 étant donné I'itéré k. Pour cela écrivons le développement
de Taylor au premier ordre en xy,

(1.2.8) f(xp+0) =1 (xx) +(Vf (xx),0) +o ([d]),

supposons que § soit assez petit pour que I'on néglige le terme o (|d]),

(1.2.9) f(xp+9) — f (xx) = (Vf(xx),0).

Etant donné la relation (1.2.7), la perturbation § & apporter a x;. doit vérifier,
(1.2.10) (VT (xx),0) <O0.

Un vecteur 6 vérifiant la formule (1.2.10) est par définition appelé direction de descente. Un
algorithme d’optimisation doit donc calculer pour chaque itéré k, une direction de descente
0 qui perturbe I'itéré courant pour trouver le point suivant de la suite. Une fois la direction
de descente déterminée, il s’agit alors de choisir le meilleur pas possible le long de celle-ci.
Cette étape est effectuée par un algorithme appelé recherche linéaire. Concrétement on
écrit 6 = td ou t est un réel positif et d la direction de descente. La recherche linéaire
choisit un réel t qui vise a améliorer les propriétés de la suite.

Précisons un peu plus la structure d’un algorithme d’optimisation a direction de des-
cente. En utilisant les résultats précédents on peut décrire schématiquement un tel algo-
rithme. Notons x l'itéré courant,

(1) Si x vérifie le critére d’arrét'” alors stop, sinon aller en (2).
(2) Calculer la direction de descente d.
(3) Recherche linéaire : calculer t.

(4) faire x x+td et retourner en (1).

Il existe plusieurs maniéres (classiques) de définir les directions de descentes en (2), nous
verrons plus loin les méthodes du gradient, du gradient conjugué, de Newton, de quasi-
Newton et de Gauss-Newton. Ces méthodes définissent localement les directions de des-
cente, en utilisant une approximation de la fonction & optimiser. Cela implique en général
qu’il n’y a que convergence locale. C’est a dire qu’il faut que le premier itéré soit proche
de la solution pour définir une suite convergente. Ces méthodes sont nettement améliorées

0Les conditions d’optimalité permettent de définir un critére d’arrét. On utilise les propriétés de
la solution pour tester si x en est une.
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lorsqu’on leur adjoint une recherche linéaire (3) qui a pour role de forcer la convergence
globalement. Les premiers itérés peuvent étre loin de la solution, dans ce cas la recherche
linéaire doit définir des pas de grande taille. Lorsqu’on se rapproche de la solution, I'ap-
proximation de la fonction est valable, alors on va privilégier des pas restant autour de
1.

1.2.3.2. Quelques méthodes classiques a direction de descente. 1l existe plusieurs mé-
thodes classiques pour calculer une direction de descente. En général on minimise locale-
ment une approximation de la fonction coiit au voisinage de l'itéré courant. L’idée la plus
naturelle est de remplacer f par son application linéaire tangente, cela conduit a définir
comme direction de descente, I'opposé du gradient.

Méthode du gradient. Ecrivons ’approximation linéaire de f au voisinage d'un itéré
Xk,

(1.2.11) f (xp+0) = £ (xx) + (V£ (xx) ,0)
notons

(1.2.12) ¢ (0) = £ (xx) + (VI (xx) ,6) -
Comme nous I'avons vu plus haut (1.2.7), on veut définir  tel que
(1.2.13) f(xx+0) < f(xx),

c’est a dire que I'on veut minimiser la fonction § — f (x;+0) . Pour simplifier remplagons
f (xx+9) par ¢ et calculons ¢ tel qu’il minimise ¢ (au lieu de f) dans un voisinage de xy. Il
alors suffit de poser § = —tVf (xx), ol t est un réel positif. C’est une direction de descente
puisque —Vf (x) vérifie la conditon (1.2.10). Une direction de descente définie ainsi est
mauvaise car en général un tel algorithme converge en un temps infini ou pas du tout, et
méme la convergence locale n’est pas garantie (lorsque le premier itéré est proche de la
solution).

Méthode du gradient conjugué. L’algorithme du gradient conjugué s’inspire de la
méthode du gradient en améliorant les directions de descente par les formules,

—Vi(xp) sik=1
1.2.14 d,= o
( ) k { -Vt (Xk) +Bpdr_1 sik > 1.
ou le scalaire (B, peut prendre différentes valeurs.
Méthode de Newton. La méthode de Newton utilise une approximation quadratique
de f, cela permet de prendre en considération la courbure de la fonction, ce que 'approxi-
mation linéaire ne fait pas. Cette facon de faire a pour but d’obtenir une meilleure conver-

gence de la suite des approximations successives de la solution. On écrit le développement
de Taylor de f au second ordre,

(1.2.15) f(xp+9) > f(xx) + (VI (xx),0) + % (6, V*f (x1)6),

on calcule alors 0 de maniére & minimiser 'approximation quadratique de f. On obtient,

(1.2.16) 5 = —V2f (x4) " VI (x1).
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Cette méthode construit une suite qui posséde des propriétés de convergence plus favorables
que celle de la méthode du gradient. Mais elle est beaucoup plus difficile & mettre en oeuvre.
Il faut d’abord calculer le gradient VT (x;,) et ensuite le hessien V2f (x;) et enfin résoudre
le systéme linéaire,

(1.2.17) V2 (xx) 0 = = VI (xz)

pour calculer §. Dans certains problémes, surtout lorsqu’ils sont de grande taille, la mé-
thode de Newton peut devenir trés lourde, voire impossible & mettre en oeuvre. Il est
alors nécessaire de l'alléger pour définir un algorithme pratiquable, c¢’est ainsi qu’ont été
introduites les méthodes dites de quasi-Newton.

Méthodes de quasi-INewton. Le principe reste le méme qu’avec la méthode de New-
ton, remplacer f localement par une approximation quadratique,

1
(1.2.18) f(xp+0) ~ f(xx) + (VI (xx),0) + 5 (0, M0) ,
la direction de descente est alors,
(1.2.19) d, = —M;'Vf (x) .

Au lieu de calculer explicitement le Hessien de f, on préfére ici utiliser une matrice M, qui
est plus facile a calculer et a utiliser. Mais cette matrice doit vérifier certaines propriétés
pour conserver la convergence de la suite {x;}. Il y a deux idées a respecter, My, est censée
approximer le Hessien de f, on doit alors imposer & My d’étre symétrique définie positive.
Ensuite il faut que les directions de descente définies en (1.2.19) soient proches de celles
définies par la formule (1.2.16). Cela laisse beaucoup de latitude quant au choix de M.

C’est pourquoi il existe de nombreuses méthodes de quasi-Newton, citons pour mémoire
les méthodes'' BFGS, DFP,...

Meéthode de Gauss-Newton. C’est une méthode de quasi-Newton appliquée au pro-
bléme particulier des moindres carrés. La fonction cott s’écrit,

(1.2.20) f () =3 I

ou X — 1 (x) est une fonction de R* valeurs dans R™. En notant G (x) la matrice jacobienne
de r en x, On peut facilement voir que (cf Annexe 5)

(1.2.21) Vf (x) =G (x)' 1 (x)
et
(1.2.22) V3 (x) =G (x)' G (x) + 3 r; (x) Vr; (x) .

=1

"Dans ces méthodes (BFGS, DFP) on approxime directement M,;l, cela évite d’avoir & résoudre un
systéme linéaire & chaques itérations.
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Pour éviter de calculer les dérivées secondes de r, la méthode de Gauss-Newton définit les
directions de descente par

(1223) dk: - (G (Xk)t G (Xk)) G (Xk)t T (Xk) .

En reprenant les notations du paragraphe précédent, My, = G (x;)' G (xy,) .

-1

1.2.4. Conclusion. Un algorithme d’optimisation a directions de descente définit une
suite {x;}, qui, dans les cas favorables, converge vers un vecteur x, vérifiant ' (x,) = 0.
Cette condition ne suffit pas pour conclure que x, est le minimum cherché. Il faut étudier
le comportement de f au voisinage de x,, en utilisant par exemple une approximation au
second ordre de celle-ci, pour déterminer si la solution est un minimim local. Il n’existe
pas de méthode générale permettant de définir des directions de descente garantissant la
convergence de la suite. En effet, la pratique montre que le choix des directions de descente
dépend du probléme posé. Une méthode éprouvée sur un type de probléme ne fonctionnera
pas forcément dans un autre cas. Toute la difficulté consiste a trouver les directions de
descente adaptées afin de faire converger la suite. Dans les problémes réels, la convergence
ne garantit absolument pas que la solution obtenue soit la solution au sens physique. En
effet, il faut distinguer plusieurs sources d’erreurs susceptibles de biaiser la solution :

(1) Erreurs d’approximation ou de discrétisation de la fonction f.
(2) Erreurs diies aux approximations d’un algorithme itératif (erreurs de la méthode).

(3) Erreurs de calcul dies a l'ordinateur (approximation des réels par les nombres
flottants ; précision finie.).

(4) Erreurs sur les données.

Définir un algorithme d’optimisation performant pour résoudre un probléme physique,
passe d’abord par la prise en compte de ces quatre sources d’erreurs. [L’étude de celles-
ci permet d’apporter une réponse adaptée a la nature du probléme et de controler la
qualité de la solution. La démarche suivie dans cette thése va dans ce sens; nous nous
sommes particuliérement attachés aux points (1), (3) et (4) dans le cadre de problémes
tomographiques. Ainsi, nous avons implémenté un probléme direct précis et robuste'? (point
(1)). Nous avons utilisé une méthode d’inversion de matrice adaptée aux cas de matrices
de grande taille et mal conditionnées'® (point (3)). Enfin nous avons utilisé des données
adaptées et précises'® (point (4)).

1.3. Schémas numériques.

Nous allons définir les schémas numériques permettant de calculer les maxima de vrai-
semblance des densités de probabilité a posterior: définies dans la partie 1.1. Ces méthodes
sont de simples applications de I’algorithme de Gauss-Newton aux cas particuliers qui nous
intéressent.

12¢f partie [2.2], nous utilisons I'algorithme Podvin-Lecomte [37] pour calculer les temps de pre-
miere arrivée. Ensuite, nous améliorons le temps de trajet source-station par un calcul d’intégrale.
13¢f partie [1.3], nous avons choisi la méthode LSQR de Paige et Saunders [36].

Un point important est I'utilisation de décalages temporels interspectraux [13].
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1.3.1. Information a priori gaussienne. Reprenons la formule (1.1.35) de la den-
sité de probabilité a posteriori sous 'hypothése gaussienne,

(13 o (m) o exp (1 (d, — & () O (d, — g )+ (m-mms) € am-amg) )

Nous cherchons a calculer un maximum de vraisemblance de oy, ¢’est & dire minimiser la
fonction cofit,

-1
m

(1.3.2) E, (m) :% (dy — g (m))t C]_D1 (dy — g (m)) + (m—mo)t C, (m—my).

Il est possible d’utiliser I'algorithme de Gauss-Newton (1.2.23) pour effectuer cette optimi-
sation. Pour cela, il faut en premier lieu calculer le gradient de la fonction £, (cf Annexe

5),
(1.3.3) VE, (m;) = -GiCg' (d, — g (my)) — C' (mg — my,),

en notant Gy, la martice jacobienne de I'application m — g (m) calculée en my. Comme
nous 'avons vu au paragraphe 1.1.4, équation (1.1.39), la fonction coiit s’écrit comme un
probléme aux moindres carrés non linéaire,

1 1 2
1 3 3
(13.4) By m)=g ||| S de || Corgim)
2 _Cm2 m(] _szm
= -4
la matrice jacobienne de I'application m — CD_ldO _| ©pb %l(m) , calculée en
_Cm2 m(] _szm
m,, s’écrit,
1
(2
(1.3.5) A= CD_f”“ ]
sz

Tous les éléments sont réunis pour appliquer l'algorithme de Gauss-Newton (1.2.23),
~1

(136) mg,q = my+ (AZA]J {—VEg (mk)} y

ainsi, en injectant (1.3.5) et (1.3.3) dans (1.3.6) on obtient la relation

(13.7)  myp=my+ (GLC5'G,+C1) ™ (GLCE! (d, — g (my)) + Cyt (mg — my,)) .

Nous remarquons aussi que,

(1.3.8) VE, (my) = Al

_1
Cp* (d, — g (my))
Cn? (my — my)
ainsi en reformulant (1.3.6), la perturbation dy & apporter au modéle my, vérife,
Cp? (g (my) — dy) ]

_§ )

(1.3.9) (ALAL) 0, = A}
Cm (mO - mk)
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ce sont les équations normales du probléme de moindres carrés linéaire,

s CD5<g<mk>do>]2

_1

1
(1.3.10) minimiser —
2 sz (mO - mk)

Nous écrirons ce probléme de maniére formelle de la facon suivante,

(1.3.11) AyS ~ Cp’ (g (my) —d,) ] .

Cm? (mg — my)

Nous aboutissons enfin au schéma numérique qui sera appliqué aux méthodes tomogra-
phiques,

(schéma gn)

] , au sens des moindres carrés.

1.3.2. Loi Sech. Le schéma numérique de Gauss-Newton est facile & implémenter
quand on sait calculer les dérivées partielles du probléme direct m +— g (m). Cette mé-
thode est définie pour des erreurs de mesure Gaussiennes sur des données d,= (df), -
Or, en pratique cette hypothése n’est pas toujours valide. On peut malgré tout adapter
un algorithme de Gauss-Newton au cas d’erreurs de mesure non Gaussiennes. En effet,
en théorie on peut toujours ramener une densité de probabilité a posteriori o a une loi
Gaussienne. L’idée est de définir une fonction ¢,

g

D x M R
—

(1.3.12) 1

¢ /G =00p
D, x M
telle que la densité a posteriori & suive une loi Gaussienne dans 1’espace D, x M. Plus
précisément, supposons que la donnée d; suive une loi quelconque de densité p; et de
médiane d7. Définissons une nouvelle donnée d; par la formule suivante,

(o]
(3

(1.3.13) d; (d;) = Exf™! <2 /di pi (x) dx) ,

ot Erf () :% 5 exp (=€) d€. On peut montrer que la variable d; suit une loi Gaussienne

de moyenne 0 et de variance % Ainsi, par ce changement de variable, le probléme d’ajuste-
ment des données d; revient a ajuster les nouvelles données d; au sens des moindres carrés.
Notons que 1’on ne travaille plus dans 'espace des données physiques D, mais dans un
espace de données auxiliaires D, qui n’a pas de signification physique. Le probléme direct
est alors différent, il s’exprime en fonction du probléme direct physique,

(1.3.14) gi (m) = d; (g; (m)) .
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Pour appliquer la méthode de Gauss-Newton au nouveau probléme il faut calculer les

dérivées partielles du probléme direct (1.3.14). En dérivant (1.3.13) on exprime les dérivées

partielles en fonction de la donnée physique d;,

od; -9
Hd) = Ve (47) pidy),

ad;

cette derniére expression est utilisée pour calculer les dérivées partielles du nouveau pro-

bléeme direct,

(1.3.15)

2 (g ) = o (g0 am) z

8mk

(1.3.16)

(m) = V7 exp (°) pi () 52 (m).

Les formules (1.3.13) et (1.3.16) permettent d’implémenter la méthode de Gauss-Newton
sur des données qui ne satisfont pas 'hypothése Gaussienne. Par exemple, dans le cas ou
pi est une loi Sech, la formule (1.3.13) se réécrit,

(1.3.17) d; (d;) = Erf™ (% arctan (sinh (di ; d ))) ;

et la formule (1.3.15) devient,

8mk

_ <2
i, ()
i) = N
ad; o+/T cosh <%)
Dans ce cas, la fonction ¢ mentionnée ci-dessus s’écrit,

(1.3.19) v (dm) = (d,m),

(1.3.18)

ot d = (Erf_l (% arctan <sinh (‘il;—c@)))) . L’algorithme de Gauss-Newton appliqué
v IS

aux données d s’écrit,

1320)  mmme (G (61)' 6 ) R {(6) @ ma) + o mo — m)}.

ou g (my) = <E1"f_1 <% arctan <sinh <M)>>) . En utilisant la formule (1.3.16) et
i€

oF)

(1.3.14) on voit que la matrice G, se décompose comme produit de matrices,
(1.3.21) G = (Dgmyd) Gy

ol Dg(mk)a est la matrice (diagonale dans ce cas précis) jacobienne de I'application d +—
d (d), calculée en g (my). Autrement dit, on doit calculer la perturbation & vérifiant,

G:k; ] O ~ _1g(mk) ] )

1.3.22
( ) Cm? Cn? (my — my)

c’est a dire,
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g (my) ) ,
_1 , au sens des moindres carrés.
Cw® (my — my)

(Dg(mk)

Cm

[

NENeN

(schéma se) Oy ~

)Gk]

Ce schéma s’implémente facilemment a partir de I'algorithme (gn) : il suffit de pondé-
rer chaque ligne de Gy par la matrice (diagonale) Dg(mk)a, et de transformer les résidus
par la relation non linéaire (1.3.17). Le point de vue probabiliste permet de définir des
tranformations plus générales et mieux adaptés (cf Tarantola [45] pour d’autres exemples)
du systéme d’équation que la simple pondération généralement utilisée dans la concep-
tion “classique” du probléme inverse (cf début de la partie 1.1). En effet, les géophysiciens
pondérent les équations linéarisée de maniére a favoriser les “bonnes” données (affectées
par de forts coefficients) par rapport aux “mauvaises” données (affectées par des faibles
coefficients) dans le but d’éliminer les données aberrantes qui risquent d’avoir une forte
influence en norme L2. Il est parfois difficile de savoir a priori si une donnée est bonne ou
mauvaise. Le risque est alors grand d’affecter des coefficients erronés a certaines données.
Cela risque de biaiser la solution, d’autant plus que la norme L2 n’est pas robuste vis
a vis des mauvaises données. Cette difficulté est contournée en utilisant une statistique
appropriée des erreurs de mesures telle que la loi Sech.

Dans la suite de ce document les schémas numériques (gn) et (se) servirons de base a la
conception de méthodes d’inversions de données. Nous ferons donc réguliérement référence
aux schémas (gn) et (se) dans les problémes particuliers issus de cas réels.

1.3.3. Calcul de la perturbation. Comme nous venons de le voir, a chaque itération
'algorithme (schémas (gn) et (se)) doit calculer une perturbation vérifiant un systéme
linéaire au sens des moindres carrés,

(1.3.23) Ax ~ b.

Cela revient a poser le probléme d’optimisation suivant,
1
(1.3.24) trouver X minimisant la fonction x — 3 |Ax —b|?,

Nous avons choisi I’algorithme LSQR développé par Paige et Saunders [36| pour résoudre
ce probléme. C’est une méthode de gradients conjugués avec un schéma numérique plus
favorable dans le cas ol les matrices sont mal conditionnées. L’implémentation du code
LSQR convient particuliérement bien aux cas ou la matrice A est creuse, ce qui est le
cas pour les matrices inversées lors d'une tomographie sismique. LSQR génére une suite
(xn)n:L.Hmmaxd’approximations successives de la solution; I'algorithme suit schématique-
ment les étapes :

(1) . Initialisation : x = 0.
) . Construction d'un vecteur §, a partir de I'itéré courant x, A et b.
) . Calcul de l'itéré suivant : x = x+0.
) . Test : x vérifie les critéres d’arrét alors stop, sinon retour en (2).
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C’est une méthode d’optimisation & direction de descente, la perturbation est calculée
avec des formules de récurrence décrites en détail dans [36]. Le test d’arrét (étape (4)) se
fait selon deux critéres pour les problémes de moindres carrés. Le premier fait intervenir
la précision relative atol obtenue sur la matrice A,

|44

(1.3.25) atol = ——11,
[A]

ol A représente la vraie matrice. La suite d’itérations de LSQR s’arréte lorsque,

A

(1.3.26)
[TA][ Tl

< atol,

ou ry = b — Axy. D’aprés [36] ce critére est suffisant pour garantir que x;, est une solution
acceptable du probléme aux moindres carrés (1.3.24). Le second critére d’arrét est utile
dans le cas de problémes mal conditionnés. Pour chaque itéré x;, on définit une valeur ¢,
qui tend vers la valeur cond(A) lorsque x; tend vers une solution du probléme. La solution
retenue pour le probléme (1.3.24) est la solution a l'itéré k si ¢ > conlim, ou conlim est
une valeur founie par 'utilisateur (voir ci-dessous). Ce critére constitue une régularisation
du probléme. On peut se représenter ce critére en utilisant la décomposition SVD de A.
Supposons que la matrlce A possede r valeurs smguheres w; non nulles, la décomposition
SVD s’écrit, A = VSU Soit A, la matrice A = VSkU* ol Sk contient les k premiéres

valeurs singuliéres de S. On définit x; la solution de norme minimale du probléme aux
moindres carrés, Ayx ~ b. Ici la valeur ¢, peut se définir comme le conditionnement de

Aka

(1.3.27) cr = MM cond (A).
M Hr

Si ¢, > conlim < cond (A), la solution retenue est calculée en “coupant” les valeurs singu-
liéres les plus faibles, ce qui tend a régulariser les problémes mal conditionnés. En réalité
I’algorithme LSQR ne calcule pas les itérés en fonction des valeurs singuliéres et vecteurs
propres (figure (1.3.1)). La valeur ¢, est calculée par I'algorithme en fonction de A, b et
X, la relation (1.3.27) n’est pas utilisée dans l'algorithme mais on peut s’y référer pour
définir un ordre de grandeur de la valeur conlim.

Nous allons a présent explorer quelques propriétés de LSQR sur des exemples numé-
riques. Considérons une matrice AY € M,, (R) de structure tri-diagonale, composée de 4
sur la diagonale, de -1 sur la diagonale supérieure et de -2 sur la diagonale inférieure. Par
exemple pour n—>5,

4 -1 0 0 0
-2 4 -1 0 0
(1.3.28) Al=| 0 -2 4 -1 0
0 0 -2 4 -1
0 0 0 -2 4
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Soit la matrice A,, € M,+1, (R) constituée par la matrice A a laquelle on ajoute une
ligne constituée de 0, et un dernier élément égal a 1; par exemple pour n=>5,

4 -1 0 0 0
-2 4 -1 0 0
0 -2 4 -1 0
As = 0O 0 -2 4 -1
0O 0 0 -2 4
0o 0 0 0 1

Soit x,, € R™ un vecteur composé de 1. Notons b,, = A,x,, ; pour n—>5, nous avons,

(1329) X5= ,b5:

g S g S S—
— N~ = =W

Nous allons résoudre numériquement le systéme A,x = b,,, dont nous connaissons la so-
lution x,,. Nous utiliserons LSQR et une décomposition SVD afin de comparer les deux
méthodes. L’algorithme LSQR génére une suite (1), d’approximations successives de la
solution du systéme. La figure (1.3.1) montre la quantité e = ||l — x, ||, en fonction de
Iitération k. Décomposons la matrice A,, en valeurs singuliéres, A,,= VSU’, et définissons

une famille de pseudo-inverses AIL »= US, V', ou Sy est une matrice diagonale constituée

des inverses des k premiéres valeurs singuliéres de A,,. Soit s = A;kbn, la solution du
systéme calculée par SVD en utilisant les & premiéres valeurs singuliéres de A,,. La figure
(1.3.1) montre la quantité e;*¢= ||s; — x,||. Nous remarquons que les courbes correspondant
a LSQR et a SVD sont différentes, ce qui montre que les itérations de LSQR ne progressent
pas dans la direction des vecteurs propres de la matrice A,,. De plus, dans cet exemple
précis, pour obtenir une solution satisfaisante par SVD, il faut utiliser toutes les valeurs
singuliéres : comme nous le voyons sur la courbe, l'erreur e53? est encore importante alors
que sijgo= X100- Quant a l'algorithme LSQR, il trouve la solution en 60 itérations. L’ex-
ploration de l’espace des parameétres du modéle par LSQR, ne se fait pas vecteur propre
aprés vecteur propre mais de maniére plus efficace, en utilisant une combinaison linéaire de

vecteurs propres'® & chaque itération, ce qui permet de converger plus vite vers la solution.

15Sans les calculer individuellemment ce qui est trop long et trop complexe.



Pour n—100, nous avons résolu le systéme linéaire Aj0ox = b1oo(¢f texte) par LSQR (en bleu) et par
SVD (en rouge). LSQR converge plus rapidement vers la solution, alors que dans cet exemple la méthode
SVD a besoin de toutes les valeurs singuliéres pour trouver la solution. La figure du bas montre l'angle
(en degés) que fait chaque direction de descente d généré par LSQR avec chacun des vecteurs propres. Les
directions de descentes de LSQR ne coincident pas avec les vecteurs propres pusique aucun des angles
n’est nul. L’avantage de LSQR réside dans le temps de calcul nécéssaire pour trouwver la solution : il ne
calcule pas de vecteurs propres (ce qui est trop long et trop complexe), il converge vite vers la solution en
utilisant des directions de descentes inspirées par la méthode des gradients conjugés, il particuliérement
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F1G. 1.3.1. Résolution d’un systéme linéaire.

efficace avec des matrices creuses (comme dans cet exemple).

10°

Erreur

106°

20 40 60 80
Iterations

Angle [d,v] (deg)

Direction de descente LSQR: d

60 80 100
Vecteur propre: v

Considérons maintenant un autre exemple,

(1.3.30)

A

6 6 7 1 —1 .
8 3 91 —1 .
9 1 91 -1 .
-9 -191 -1 |, x=]|,
—9 -3 8 1 -1 .
—9 -5 8 1 —1 .
7 -7 6 1 —1

100

110

100

90

80

70

60

50

40
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xgvérifie le systéme
(1.3.31) Ax, =b.

la matrice A posséde une seule valeur singuliére nulle, le noyau est donc une droite
vectorielle avec, par exemple, comme vecteur de base,

0
0
(1.3.32) v= 8 ,
1
E
V2
nous avons donc
(1.3.33) Av =0.
Il en s’ensuit que quelque soit le réel A, nous avons la relation suivante,
(1.3.34) A (xs+ \v) = Db,
en effet, si on développe,
(1.3.35) Ax,+ A (M) = Ax,+ M\Av = Ax, =b.
Les solutions du systéme
(1.3.36) Ax =b,
sont
(1.3.37) S={xs+ v, A € R}.

Nous sommes en présence d'un systéme sous-déterminé, c’est a dire que certains parameétres
ne sont pas contraints par les équations, ce qui explique 'infinité de solutions vérifiant le
systéme. Dans les applications tomographiques, 1’algorithme itératif calcule une perturba-
tion & apporter aux paramétres pour trouver le modéle suivant. Si certaines perturbations
ne sont pas contraintes par les équations, il faut que la résolution du systéme laisse ces va-
leurs a zéro. En effet il n’est pas nécessaire d’affecter une valeur arbitraire aux parameétres
indéterminés, il suffit de les laisser a la valeur a priori. Lorsqu’on résout le systéme avec le
code LSQR, la solution produite est :

(1338) Xisqr —

OO R = = =

c’est la solution de norme minimale puisque sa composante est nulle sur le noyau. LSQR
laisse donc les paramétres non contraints a zéro. C’est un avantage dans les applications
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sismologiques, par exemple, lors de la localisation d’un essaim de séismes en ajustant les dé-
calages temporels. Dans certains cas, le barycentre de I’essaim en question peut ne pas étre
contraint par les équations, dans ce cas, 'algorithme LSQR laisse le barycentre invariant et
ajuste les positions relatives entre les séismes. Il serait problématique que I’algorithme d’in-
version affecte une valeur quelconque au barycentre. En effet il est préférable, en ’absence
d’information sur celui-ci de le laisser a la valeur a priori, qui est issue d’une localisation
préliminaire avec les temps de premiére arrivée.

L’algorithme LSQR est particuliérement adapté aux applications sismologiques, en effet,

(1) 11 est rapide.

(2) 1 calcule la solution de norme minimale.

De plus il permet le stockage de matrices creuses en évitant de surcharger la capacité
mémoire des machines avec des zéros inutiles.

1.4. Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons défini le probléme inverse en tant que probléme de mini-
misation d’une fonction cotit, et nous avons montré que la prise en compte des erreurs de
mesures ainsi que des erreurs sur les paramétres controlait la forme de la fonction coiit :
la fonction coiit doit permettre de trouver le modéle de norme minimale qui ajuste le
mieux possible les données. Ainsi définie, cette fonction coiit posséde des caractéristiques
optimales pour pouvoir étre explorée a I'aide d'une méthode a direction de descente. Un
algorithme de Gauss-Newton a été choisi pour réaliser cette minimisation de la fonction
cotit. La résolution du systéme linéaire qui résulte de cet algorithme a chaque étape est
effectuée a I'aide du moteur d’'inversion LSQR.

Nous allons voir dans le chapitre suivant, comment se formule notre probléme d’inver-
sion particulier (tomographie des temps de premiére arrivée et tomographie des décalages
temporels) et quelle forme particuliére prendra la fonction cott & minimiser et 'algorithme
d’inversion correspondant.



CHAPITRE 2

Application & la tomographie sismique.

Ce chapitre présente en détail la méthodologie des tomographies utilisant les temps de
premiére arrivée et les décalages temporels. Ces méthodes implémentés seront appliquées
ultérieurement a I'ile de Hawaii. Les méthodes sont présentées de maniére formelle et nous
étudierons quelques cas synthétiques. En effet, il est pratiquement impossible de mener
une étude mathématique compléte de ces problémes. Les tests numériques permettent la
maitrise de tous les parmétres expérimentaux afin de caractériser le comportement des
méthodes. Les cas synthétiques présentés dans ce chapitre sont, a cet effet, volontairement
simples afin d’exclure d’éventuels artefacts dus a une conjonction de plusieurs facteurs qui
risqueraient de se produire sur des exemples trop complexes.

2.1. Modélisation.

2.1.1. Données et terminologie. Dans le cadre de ce travail, nous aurons a traiter
des données enregistrées par un réseau sismique local implanté sur I'ille de Hawaii. Nous
avons accés a deux types de données : les temps de premiére arrivée des ondes P pour
chaque séisme, et les décalages temporels interspectraux (pour les ondes P) calculés pour
deux séismes semblables. Ces données seront inversées afin de décrire les structures du
sous-sol. Le chapitre précédent décrit de maniére générale une démarche possible pour
étudier un probléme inverse. Dans cette partie, nous allons appliquer cette démarche sur
les donnnées considérées. Nous avons choisi d’utiliser un processus spécifique selon la na-
ture des données. Nous aurons a traiter séparément les temps de premiére arrivée et les
décalages temporels interspectraux. Pour éviter toute ambiguité, nous allons définir une
terminologie faisant référence aux méthodes. Le terme tomographie désignera une méthode
visant a retrouver simultanément le modéle de vitesse des ondes P et les hypocentres des
séismes. Lorsque les données inversées seront des temps de premiére arrivée d’onde P, nous
parlerons de tomographie des temps de premiére arrivée. Lorsque nous inverserons les dé-
calages temporels, nous utiliserons le terme tomographie des décalages temporels. Dans ce
document nous étudierons aussi les méthodes de localisation ; elles visent a calculer les hy-
pocentres des séismes a partir des temps de premiére arrivées ou bien a partir de décalages
temporels. Comme en tomographie, pour ces méthodes, nous parlerons de localisation a
latde des temps de premiére arrivée et de localisation a 'aide des décalages temporels.

2.1.2. Discrétisation du milieu géophysique. Afin de mener des calculs numé-
riques, le milieu doit étre discrétisé. Considérons n, mailles dans la direction de la latitude
espacées de d, meétres, n, mailles selon la longitude espacées de d, meétres et enfin n,
mailles selon la profondeur espacées de d, métres, nous obtenons ainsi un maillage fini

41
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m;, de dimension ((n, —1)d, x (n, —1)d, x (n, —1)d.). Etant donné une fonction (par
ex : vitesse ou lenteur) x — f(x) ol x est un point appartenant au volume délimité par
le maillage, étant donné une famille de n, fonctions de base (¢g),_, ,, définies sur les
pavés du maillage, on peut discrétiser le modeéle f en 'exprimant comme une combinaison
linéaire des fonctions de base,

(2.1.1) f(x)= Z A () -

Nous choisirons ici d’utiliser les formules d’interpolation trilinéaires ; pour cela nous devons
connaitre la valeur du modéle en chaque noeud (Xi,yj,zk) du maillage. Nous pouvons
calculer la valeur en un point (x,y, 2) situé dans le parallélépipede rectangle @ ;) délimité
par les deux noeuds (x;,y;,%) et (Xis1,¥;41,%1) en utilisant la relation [39]

fz,y,2)= _
B RS B
SGEE) (- (1 ) ()
o Cpn) Gingy) (=352 (@ g, 26) +o
(2.1.2) (1= ) (%) (1=220) (@ 2+
— ) (1- yg?i_lig]yg) (55%) I (i, y5, 2rg1) +-..
e
] ey p— E—— i1 Yj41, Zhg1) oo
L0y By (Rl g an).

On définit ainsi une famille de fonctions de base ;;, indexée par les noeuds (i,7,k) de la
grille,

Pijr (©,y,2) =

Q-2 (I-52) (- 52), dansgy

Q-5 (- yjz:ffyj) (1-552),  danspig

Q-5 A-—7) (—-=2),  dansgijag
(213 (-—Em) (1= 228y (1- 55 danspy g

-5 (=52 (L-5%),  dansgje

% 2 j+1—Yj k-1 k

1-.52) (-2 (1-.220),  dansgi e

Q-5 (=552 (I=552),  dansgg 1k

-5 (- 52 (- 52, dansgigj 1k

©ijk (x,y, z) = 0 dans les autres cellules.

Ainsi nous utiliserons la formule de discrétisation,

(214) f(zayvz) = Zf($i>yj>zk) Pijk (ZL’,y,Z) .

i7j7k
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Il faut prendre en compte les effets de bord du domaine discrétisé : dans les formules (2.1.2)
et (2.1.3) sile noeud (u,v,w) [resp. le pavé (u,v,w)| n’existe pas, il faut éliminer les lignes qui
n’ont pas de sens. Par exemple pour le noeud =1, j=1, k=1, les lignes o apparaissent les
termes i-1, 7-1 et k-1 ne doivent pas étre prises en compte. Ces considérations permettent de
représenter un modéle f comme un vecteur (f (1,91, 21) oo f (X0, Y50 20) 5 oo f (xnz, UYny znz))t.
Dans la suite de ce document, les coordonnées seront noté \;;;, [ou bien X;| pour les len-
teurs et v;;; [ou bien 14 | pour les vitesses. Lorsque qu’il ne sera pas nécessaire de préciser
explicitement I'indice du noeud 4,7,k nous pourrons pour simplifier indiquer seulement un
indice i= (7, j, k) .

FiGg. 2.1.1. Tracé d’un rai.

Une fois la fonction temps de parcours calculée, on trace le rai joignant la source et le récepteur en
utilisant une méthode d’optimisation de gradient a pas constant.

30
@
5 5
IS
(o]
g
g 20
o
3
o 15
o
£
&
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5
0 200
0

50
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100 50 - Profondeur (km)

150 O

2.1.3. Probléme direct : calcul du temps de propagation. La premiére étape
consiste a calculer la fonction temps de parcours de 1'onde sismique x — T (x), émise
par une source x;. Cette tache est dévolue a I’algorithme de Podvin-Lecomte [37] résolvant
I’équation de I’Eikonale par la méthode des différences finie. Ensuite, il s’agit de tracer le rai
joignant la source x4 a un récepteur x,.. Pour cela on va utiliser une méthode d’optimisation :
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la méthode du gradient. Nous allons implémenter cette méthode sur la fonction T, en
utilisant x,, comme point initial. Nous définissons ainsi la suite,

X = Xy,
(2.1.5) VT (xx)

Xit1 = ~A [Tl

ol A est un réel positif définissant le pas de la suite. La fonction T est :

(1) inf-compacte car plus on s’éloigne de la source plus le temps de propagation est
long.

(2) Elle est minorée car le temps de propagation est toujours positif ou nul.

(3) Elle posséde un minimum unique X, car c’est le seul point ot le temps de propa-
gation est nul.

La suite converge nécessairement vers le point x,. Si nous relions tous les points de la suite
nous obtenons un trajet allant de x, a x5. De plus, en chaque point, ce chemin est tangent
au gradient de la fonction T'; le chemin ainsi défini est donc le rai [x,,Xs].

La méthode de différences finies de Podvin-Lecomte [37| nécessite une maille de discé-
tisation cubique la plus fine possible pour minimiser les erreurs de calcul sur la fonction
T. Nous allons donc en premier lieu raffiner le maillage m; pour définir un maillage my de
pas dy et de dimension ((ng, —1)d; x (ns, —1)ds x (ns, — 1) dy). Sur chacun des noeuds
nous définissons une valeur de vitesse par I'intermédaire de la formule d’interpolation tri-
linéaire (2.1.2). L’algorithme Podvin-Lecomte [37] calcule le temps de parcours de 'onde
sismique en chaque noeud du maillage m;. Pour tracer un rai avec la méthode (2.1.5), il
est nécessaire de pouvoir calculer le gradient de la fonction T en tout point x=(z, y, z)t du
domaine. Pour cela, nous repérons le pavé qui contient ce point et nous effectuons le calcul
des dérivées partielles de T aux 8 noeuds définissant les sommets du cube en question par
les formules suivantes,

oT T (xi—i-lvijzk) =T (xi—laijzk)
216 - 79 9 >~ 9
( ) or (i, Y5, 21) 2dy

oT T (i, yje1, 26) =T (T4, y5-1, 2k)
2.1.7 — (24, Y5, 2) L R
( ) ay (I ay]azk) 2df ;

JT T (xivijzk—i-l) =T (xivijzk—l)
218 A 79 9 >~ 9
( ) Oz (5, Y5, 21) 2dy

ot les indices i, j et k parcourent les 8 sommets du pavé considéré. Le gradient au point x est
calculé en utilisant la formule d’interpolation trilinéaire (2.1.2) et en utilisant les dérivées
partielles aux 8 noeuds calculées par les formules (2.1.6)-(2.1.7)-(2.1.8). L’expérience nous
a montré que cette méthode de tracé de rai donne de bons résultats lorsque le pas de
marche A le long du rai est égal a %.

Nous connaissons le temps de parcours de 'onde sismique aux noeuds de la grille my,
néanmoins il est possible d’accroitre la précision du temps de parcours le long d’un rai y
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en effectuant numériquement 'intégration suivante

(2.1.9) t:/%“.

La formule de Simpson permet le calcul de (2.1.9),

1 4 1
(2.1.10) f o do | ——+ +—
; 3V () 3y <7k+%> 3V (V1)

lorsque le rai 7 est subdivisé en n, points (yx),_, , distants de 260, o Vit désigne le

milieu du segment [y, v441]. Dans la pratique, nous utilisons 6o = 2, ot A est défini dans
la méthode (2.1.5).

Exemple dans un milieu a 2 dimensions. Considérons un milieu a gradient a deux
dimensions, dans lequel on place une source et un récepteur (figure (2.1.2)). 1l existe des
formules analytiques [12] donnant la fonction temps de parcours pour de tels milieux, nous
pouvons donc les comparer aux résultats numériques. La figure (2.1.2) montre en fonction
de la taille de la maille de discrétisation ’erreur, commise sur le temps de parcours le long
du rai joingant la source et le récepteur : (1) par la méthode de Podvin-Lecomte seule
(P&L) et (2) par la méthode de Podvin-Lecomte suivie de I'intégration numérique le long
du rai (INT). La figure (2.1.3) montre que la précision du rai dépend de la taille de maille
utilisée, le rai étant mieux calculé lorsque que la maille est fine. Cette erreur de trajet
du rai se répercute sur I'intégrale (2.1.10) et fausse le calcul du temps de parcours. Nous
remarquons que dans les deux méthodes la précision sur le calcul du temps de propagation
s’accroit lorsque la maille diminue, et que la méthode IN'T est toujours meilleure. Il convient
donc de choisir une maille adaptée en tenant compte des ressources matérielles dont on
dispose. En effet le temps de calcul sur machine peut devenir trés long si la maille est
trop fine'. Dans notre exemple une maille de 250 métres semble tout indiquée car nous
obtenons une erreur de I'ordre de 1073 seconde et le temps de calcul est de 0,3 seconde sur
notre machine, alors qu’avec une maille de 50 m le temps de calcul est de 6 s pour une
erreur de l'ordre de 10~ s. Pour gagner un ordre de grandeur sur la précision, nous avons
multiplié le temps de calcul par 20. Pour finir, la figure (2.1.4) montre I'erreur pour les
deux méthodes, pour une maille de 250 m ; 'erreur n’est pas distribuée de fagon homogéne
mais la méthode INT est toujours plus performante.

2.2. Localisations.

Le probléme direct défini, nous allons a présent 1'utiliser dans un processus d’inversion
de données. Dans un premier temps, nous allons supposer que l'on connait le modéle
de vitesse des ondes P. On défini alors des méthodes visant a localiser les hypocentres
des séismes. Nous allons détailler deux méthodes de localisation ; une premiére méthode
consiste a ajuster les temps de premiére arrivée des ondes P, dans une deuxiéme méthode
nous verrons qu’il est possible de calculer les hypocentres a partir des décalages temporels.

1Surtout dans les milieux & trois dimensions.
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FI1G. 2.1.2. Calcul du temps de parcours.

La figure de gauche montre le milieu dans lequel est calculé le temps de parcours d’une onde sismique. En
premier lieu on calcule le temps de parcours par résolution de ’équation de ’eikonale par différences
finies (Podvin-Leconte [37], cette méthode est désignée ici par :P€L)). Ensuite, on trace le rai joignant la
source et le recepteur et on calcule le temps de parcours par intégraiton le long du rai ( cette méthode est
désignée ici par : INT). Tout cela est fait pour différentes tailles de mailles de discrétisation. La figure de
droite montre les erreurs numériques des deux méthodes en comparant le calcul avec des formules
analytiques [12].

Modele de vitesse

-0~ P&L
=@~ INT

6500

6000

~
G

5500

5000

Profondeur (Km)
Erreur (s)

10 I I I I I I
200 (1 km) 400 (500 m) 800 (250 m) 2000 (100 m) 4000 (50 m) 5000 (40 m) 8000 (25 m) 10000 (20 m)
Nombre de mailles - taille des mailles

5 100 125 150 175 200
Latitude (Km)

FiG. 2.1.3. Rais selon le maillage.

Sur la figure de gauche, le rai en rouge est celui calculé avec une maille de 20 m , le rai en bleu est
calculé avec une maille de 1 Km. Sur la figure de droite la courbe représente erreur sur le rai en
fonction du pas de discétisation.

Erreur sur le rai
0 T T T T T T T T 10 T T T T

— rail
— rai2

Profondeur (km)
&
5
:

Erreur sur le rai

-
]
T

20

>
25 L L L L L L L L L 101 L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 200 (1km) 400 (500 m) 800 (250 m) 2000 (100 m) 4000 (50 m) 5000 (40 m) 8000 (25 m) 10000 (20 m)
Latitude (Km) Nombre de mailles - taille des mailles

2.2.1. Localisation avec les temps de premiére arrivée. Considérons un en-
semble de p stations et un ensemble de ¢ sources sismiques, notons J—{1,....p} et I-{1,... ¢}.
Chaque séisme émet des ondes qui se propagent dans le milieu jusqu’aux stations. Chaque
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FIG. 2.1.4. Précision des temps de parcours.

Erreurs sur les temps de parcours des deuz méthodes (les échelles de couleur sont en secondes),
Podvin-Lecomte (PE&L) a gauche et intégration a droite (INT).

Erreur sur les temps de parcours PL Erreur sur les temps de parcours par INT
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station sismique enregistre les mouvements du sol en fonction du temps, sous la forme d’un
sismogramme. Un opérateur pointe alors sur celui-ci le temps de premiére arrivée du train
d’onde émis par un séisme. Notons t;’;’s le temps de premiére arrivée de l'onde, pointé a
la station j € J et produite par la source ¢ € I. Les enregistrements du réseau sismique
permettent d’exploiter un catalogue t°% = (t%l?s)(z‘j)e%’ avec & C I x J. L’instant d’arrivée
théorique est la somme de I'instant de déclenchement du séisme et du temps de propagation
le long du rai allant de la source a la station,

(2.2.1) t] (5,%;,1°) = t;’+/ sdo,

Yij
ol t7 est le temps origine du séisme i, x;= (x;, ¥;, 2;) sa position et 7;; est le rai joignant la
source ¢ a la station 7 dans le modéle de lenteur s. Il est maintenant possible de définir un
probléme inverse ajustant les données t°. Le vecteur m est un ensemble de paramétres,
considérés comme inconnus, pris parmi I'ensemble de tous les parameétres {t¢,x;,s},.;. En
faisant I’hypothése gaussienne, la densité de probabilité a posteriori s’écrit, (ref (1.1.35))

(2.2.2) oy (m) o exp (—E,; (m)),

en notant t (m) = (ti (m))(ij)e%\,

1 1
(2.2.3) E, (m) =5 (t°%—t (m))" Cp' (t**—t (m)) + 3 (m—my,)’ C,! (m—my).
Nous pouvons aussi donner la formulation de la densité a posteriori lorsque les erreurs de
mesures suivent une loi Sech,

(2.2.4) oy (m) o exp (—E; (m)),



2.2. LOCALISATIONS. 48

avec (en utilisant (1.1.53))

(2.2.5)
; 2
1 £ — ] (m
Es (m) :i Z log TOj cosh ]T]() + (m—mo)t Cr_nl (m—mo) ,

(1,))eS

ou o;; représente 'erreur caractéristique sur la donnée correspondant au séisme ¢ et a la
station j.

Nous allons étudier en détail cette classe de problémes en commencant par le plus
simple, la recherche de I’hypocentre d’un séisme, lorsque I'information a priori sur le mo-
déle de vitesse est modélisée par une mesure de Dirac. Ensuite nous verrons le cas d'une
information a priori moins contraignante, ce qui nous aménera naturellemment a consi-
dérer les hypocentres, les temps origines et la vitesse des ondes du milieu de propagation
comme des paramétres a ajuster.

2.2.1.1. Localisation d’un séisme : faisabilité. Dans ce probléme, les paramétres incon-
nus sont les coordonnées (z,y,z) d’un séisme et son instant de déclanchement t°. En général,
une station enregistre une trace du séisme, permettant de connaitre I'instant d’arrivée du
premier train d’onde avec une certaine incertitude (typiquement de l'ordre de quelques
centiémes a quelques diziemes de seconde, pour un séisme local enregistré par un réseau
local). Nous allons d’abord voir s’il est possible de retouver les paramétres du séisme a
partir de telles données.

Commencons par considérer le cas le plus simple ; supposons que I’on connaisse I'instant
de déclenchement du séisme et la loi de vitesse des ondes P en profondeur. Il est alors
possible de déterminer la zone dans laquelle doit se trouver le séisme. En effet, si 'onde
parcourt le trajet source-station en t, secondes avec une incertitude de ¢, secondes, le
séisme se trouve entre les deux fronts d’ondes, T~ (¢,—dt,) et T~! (¢, + dt,) ou (x,y, 2) —
T (x,y, 2) est la fonction temps de propagation, en considérant la station comme source
émettrice d’ondes sismiques fictives se propageant dans le sous sol. En utilisant plusieurs
stations, on détermine le domaine géographique qui contient le séisme (figure (2.2.1)).
Lorsque le modeéle de vitesse est lisse, les fronts d’ondes sont convexes, il est alors certain que
le séisme se trouve dans une zone connexe. Mais si les fronts d’ondes sont trop complexes,
c’est le cas dans des modéles de vitesse trés hétérogénes, il n’est pas possible de garantir
qu’il existe une zone unique susceptible de contenir le séisme. La connaissance du temps
origine et la régularité du modeéle de vitesse constituent une condition suffisante pour
assurer l'existence et 'unicité de la solution du probléme de localisation. On peut ajouter
qu’'un modeéle de vitesse lisse est une condition nécessaire pour bien poser le probléme.

Est-il possible de déterminer un hypocentre simultanément avec son temps origine dans
un modéle de vitesse connu et suffisamment régulier ? Comme nous venons de le voir, si
le temps origine est connu les fronts des ondes fictives issues des stations se croisent sur
la position du séisme. Supposons que l'on déclenche le sé¢isme avant le temps origine vrai.
Les temps de propagation résultants sont alors sur-estimés. L'intersection (figure (2.2.1)
(d)) des front d’ondes issues des stations est alors vide. En effet, le temps de propagation
étant trop grand, les fronts d’ondes ont dépassé la position du séisme et ils ne se croisent
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F1G. 2.2.1. Localisation d’un séisme (1).

La figure (a) montre un séisme et les fronts d’ondes qui en sont issus. Connaissant l'instant de
déclenchement du séisme, on peut en déduire le temps t, de propagation le long du rai. Si l'on consideére
une onde fictive (figure (b)) partant de la station et se propageant dans le milieu, le séisme doit
obligatoirement se trouver entre les deuz fronts d’ondes T ™! (tp—5tp) et T~1 (tp + 5tp). En
recommencant ’opération pour différentes stations (figure (c)), il est possible de localiser le séisme dans
la zone formée de intersection des volumes délimités par les fronts d’ondes.

Lorsque le temps origine est faux, Uintersection des fronts d’ondes est vide. La figure (d) montre le cas
ot le séisme est déclenché trop tot (le temps de propagation est surestimé), et la figure (e) montre les
fronts d’ondes lorsqu’on déclenche le séisme trop tard (le temps de propagation est sous-estimé). 1l est
donc possible dans un milieu de vitesse connu de déterminer les coordonnées d’un événement en

simultanéité avec le temps origine.

Lorsque le modéle de vitesse est mal connu, la position du séisme en est affectée. La figure (f) montre
les fronts d’ondes pour le temps origine exact dans un modéle de vitesse trop lent, leur intersection est
vide. Pour arriver a localiser, il faut faire une erreur négative sur le temps origine (figure (g)) qui G pour
effet de placer le séisme trop bas. L’effet inverse se produit pour un modéle de vitesse trop rapide (figures

(h) et (j)), on doit déclencher le séisme plus tard pour arriver a faire coincider les fronts d’ondes :

l’événement est localisé trop haut.
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pas simultanément. Lorsque le déclenchement du séisme se fait trop tard (figure (2.2.1)
(e)), les temps de propagation sont alors trop court, les fronts d’ondes n’ont pas encore
atteint la zone du séisme et leur intersection est vide. Finalement, 'intersection est non
vide seulement quand le temps origine est correct. Cela prouve qu’il existe une solution
unique au probléme de la localisation d’un séisme dans un modéle de vitesse suffisamment
régulier. Ainsi on peut espérer trouver la position et le temps origine d’un séisme a l'aide
d’une méthode numeérique, du moins lorsque les stations sont bien réparties et lorsque 1’'on
connait le modéle de vitesse.

Nous allons voir maintenant I'effet de la méconnaissance du modéle de vitesse sur la
localisation du séisme. La figure (2.2.1) ((f) (g) (h) (i)) montre des expériences numériques
de localisation d'un séisme dans un modéle de vitesse trop lent ou trop rapide. Dans le
cas d’'un modeéle de vitesse trop lent, avec le temps origine exact, les fronts d’ondes ne se
sont pas encore croisés. On obtient I'intersection en augmentant le temps de parcours, ¢’est
a dire en déclenchant le séisme plus tot. De cette maniére les fronts d’ondes se croisent
mais trop profondément par rapport a la position exacte. Lorsque le modéle de vitesse est
trop rapide, il se produit I'effet inverse, on parvient a faire coincider les fronts d’ondes en
déclenchant le séisme aprés le temps origine exact, ce qui positionne l'événement moins
profondément qu’il ne I'est en réalité. On peut résumer ainsi,

ov < 0=>0t<0etdop>0.

Ainsi une erreur sur le modéle de vitesse induira une erreur sur le calcul de la localisation
d’un séisme, quelle que soit la méthode numérique utilisée. 11 existe également un artefact
de localisation da a la géométrie du réseau. La figure (2.2.2) montre une géométrie qui
place le séisme loin du réseau, la distance entre les stations est faible par rapport a la
distance au séisme. Comme précédemment si on utilise le vrai temps origine, les fronts
d’ondes fictifs issus des stations se croisent sur le séisme. Or, en faisant une erreur (aussi
bien positive que négative) sur le temps origine de I’événement, contrairement a ce qui se
passait pour un réseau correctement réparti (figure (2.2.1)), nous observons une intersection
des fronts d’onde non vide. La zone géographique des solutions potentielles est plus vaste
que précédemment, I'incertitude sur la localisation est plus importante. Cela se traduit ici
par un phénoméne de dépendance (ce que les géophysiciens appellent un “trade-off”) entre
la direction source-réseau et le temps origine; une erreur sur le temps origine induit une
erreur de localisation suivant la direction source-réseau et réciproquement.

Il est donc envisageable de déterminer numériquement les paramétres d’un séisme,
position et temps origine. Il faut pour cela vérifier certaines conditions,

— le modeéle de vitesse doit étre régulier et lisse,

— le modéle de vitesse doit étre exact,

— la géométrie du réseau doit étre favorable.
Ces conditions sont rarement réunies dans les cas réels, on doit alors avoir recours a de
I'information a priori pour régulariser le probléme afin de pouvoir le traiter numériquement.

Pour appliquer les schémas numeériques généraux (gn) et (se), dans le cadre de la loca-
lisation d’un séisme a I’aide des temps de premiére arrivée, nous supposerons la matrice de

{6v>0:>6t>Oet5p<O,
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F1G. 2.2.2. Stations trop proches.

Si la distance entre les stations est faible vis a vis de la distance du réseau au séisme, il est impossible de
localiser celui-ci avec précision. Nous avons représenté les fronts d’ondes pour différents temps origines,
en haut a droite on a utilisé le temps origine exact, en bas 4 gauche le séisme est déclanché avec une
avance de 1 seconde et enfin en bas a droite le séisme explose avec un retard de 1 secondes. Dans les trois
cas lintersection des fronts d’ondes est non vide. Les données admettent plusieurs solutions cela se
traduit par la dépendance de certains paramétres (trade off); ici entre la direction source réseau et le

temps origine.

o t=0

5500 5500

5000 5000

0 t<0 dt>0

5500 5500

5000 5000




2.2. LOCALISATIONS. 52

variance-covariance sur les données Cp diagonale. Cela revient a considérer les données non
corrélées entre elles. Nous supposerons aussi diagonale la matrice de variance-covariance
C., décrivant la densité de probabilité a priori sur les hypocentres et les temps origine. Cela
revient & supposer qu’a priori il n’y a aucune corrélation entre les différents parameétres.
Nous allons a présent définir la matrice Gy.

2.2.1.2. Matrice jacobienne dans le cas gaussien. Nous devons calculer les dérivées par-
tielles du probléme direct. Dérivons 'expression (2.2.6) suivante,

(2.2.6) t](t,%x;) = t§+/ sdo,
Vij
nous en déduisons immédiatemment la dérivée partielle par rapport au temps origine,

ot
50 (

7

(2.2.7)

Considérons maintenant la fonction x +— 7(x), le temps de propagation de 'onde du
récepteur 7 au point X du domaine. Nous avons

(2.2.8) 7(x) =t (0,x;),

nous pouvons alors écrire,

(2.2.9) VT (xi) = 8—% (0,x;)

VT (x;) est un vecteur tangent au rai v;; au point x;; d’aprés I'équation de 1'Eikonale, le
module de ce vecteur est la valeur de la lenteur s (x;). Nous savons aussi que V7 (x;) suit
la direction de plus grande pente dans le sens “montant”, c’est a dire le sens récepteur-
source (on “tire” & partir du récepteur). Nous en déduisons alors que V7 (x;) est 'opposé

. .. .. .. t
2, 1, 1 .
du vecteur lenteur s!= (sy, s, sy ) au point x;,

J
ot

xl (Oaxi) = _Sija
(2.2.10) g_f; (0,%;) = —s,
S (0,%1) = —s.

Nous avons ainsi tous les éléments composant la matrice Gy pour le probléme de localisa-
tion. La ligne de la matrice correspondant au rai ;; s’écrit,

(2.2.11) (Grom),; = — s6x; — 55 0y; — 5502 + 6t
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2.2.1.3. Matrice jacobienne avec la loi sech. Comme nous I'avons vu plus haut, si les
erreurs de mesure se distribuent suivant une loi Sech, il suffit d’'une modification minime
de l'algorithme de Gauss-Newton pour prendre en compte cette distribution. Il suffit en
effet de pondérer chaque ligne de la matrice Gy ; on obtient ainsi

(2.2.12)
J m,.)—tobs
exp (Erf‘1 (% arctan (sinh (tl(j#
ij
t] (my)—tgbs
\/7 cosh (7%_ )

2.2.1.4. Loi gaussienne tangente. La méthode de Gauss-Newton permet de calculer un
maximum de vraisemblance de la loi de probabilité a posteriori. Elle fournit un modéle
moyen, I’hypocentre du séisme et son temps origine. Pour compléter I’é¢tude du probléme
inverse, il convient de quantifier I’erreur sur ce modéle. On pourrait cartographier la loi de
probabilité a posteriori, ce qui requiert un volume de calcul important. On peut simplifier
ce calcul en utilisant la loi Gaussienne tangente. Lorsqu’on ne considére pas de modele a
priors elle s’écrit,

(G—kém) )>)) (—siljéxi — séjéyi — sgjézi + 5156) )

ij

(2.2.13) o, (m) = exp <—% (m—in)' G'C;'G (m—m)) |

c’est une loi gaussienne de matrice de variance-covariance (GthlG)_1 . La base des vec-
teurs propres de cette matrice définit les directions principales de ’ellipsoide d’erreur sur
les parameétres. Les valeurs propres quantifient ’erreur caractéristique sur chaque axe de
Iellipsoide. La figure (2.2.3) montre un test synthétique de probléme de localisation. La
géométrie du réseau impose les vecteurs d’ondes contenus dans la matrice de variance-
covariance a posteriori (figure (2.2.3)-(b)) qui une fois diagonalisée, nous permet de tracer
un ellipsoide d’erreur. Afin de vérifier expérimentalement la pertinence de cette démarche,
nous avons dessiné les lois marginales de la densité de probabilité a posteriori (figure
(2.2.3)-(c)-(e)-(g)) que l'on peut comparer aux projections de 'ellipsoide d’erreur sur les
différents plans (figure (2.2.3)-(d)-(f)-(h)). Le probléme direct étant non linéaire, la densité
a posteriori n’est évidemment pas gaussienne mais la loi gaussienne tangente peut convenir
au calcul d’erreur. En effet, les deux lois (Figure 2.2.3) sont suffisamment proches 'une de
I’autre pour permettre cette approximation.

L’étude de la matrice de covariance a posteriori permet de voir I'influence de la géo-
métrie du réseau sur les erreurs de localisation. La figure (2.2.4) (al-a2) montre que des
stations équi-réparties azimutalement ne privilégient aucun parameétre, tous sont détermi-
nés avec la méme précision, alors qu’un réseau de surface (figure (2.2.4) (b1-b2)) détermine
moins bien la profondeur que la latitude et la longitude. Il en est de méme avec un séisme
superficiel (figure (2.2.4) (c1-¢2)), la profondeur n’est pas trés bien contrainte. Lorsque
deux stations sont trop proches (figure (2.2.4) (d1-d2)), la profondeur est encore moins
bien contrainte. Lorsque 'ellipsoide d’erreur est trés allongé dans certaines directions, le
conditionnement de la matrice des dérivées partielles G est mauvais (figure (2.2.5)). Cela
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peut entrainer des instablités numériques dans le processus de Gauss-Newton. On peut y
remédier en définissant un modéle a priori.

2.2.1.5. Information a priori gaussienne. Nous supposerons qu’a priori les paramétres
hypocentraux et le temps origine ne sont pas corrélés. L'information a priori se raméne donc
a considérer des valeurs de paramétres et des erreurs sur celles-ci. En notant (z,y, z,t,) les
parametres d'un séisme, nous noterons o, o, o, et o, les écart-types a priori. La matrice
de variance-covariance a priori s’écrit donc,

(2.2.14) Cm=

1
la matrice C? utilisée dans les schémas (gn) et (se) s’écrit alors,

- 0 0 0
1 0~ 0 0
2 __ g
(2.2.15) Co’=| , T 1
0 0 0 -+

2.2.2. Localisation avec les décalages temporels. Quant on connait la position
d’un séisme, il est possible de positionner relativement un autre événement par rapport
a ce dernier. Lorsque les deux événements sont proches, le probléme direct posé par la
localisation relative est quasi-linéaire, ce qui d’un point de vue numérique est trés favorable.
Les hypothéses sur la physique du probléme sont alors (figure (2.2.6)) :

— Les deux événements sont supposés suffisament proches pour que :

(1) La vitesse au voisinage des foyers soit constante.

(2) Les rais partent dans la méme direction aux deux points sources.

— La différence de temps de propagation est uniquement due a la différence de position
entre les deux séismes.
Si on approxime le parcours de I'onde du point B au point M par le segment [BM], le temps

— —
de parcours sur ce segment est % HBM ‘, ce qui se réécrit s'u (en notant u =AB et s le

vecteur lenteur commun aux deux rais). En notant 7, la courbe paramétrée du rai R1 et
o celle du rai R2, on peut écrire

(2.2.16) /sda:/ sdo+s'u.
72 71

Pour définir le probléme direct, on utilise cette derniére relation (2.2.16),

(2.2.17) /SdO’—/ sdo=s"u.
72 71
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Fi1G. 2.2.3. Localisation d’un séisme : loi gausienne tangente.

Des données sont générés synthétiquement dans le modéle (a). La matice de covariance a posteriori

permet de définir Uellipsoide d’erreur (b). Cette fagon de faire est justifiée car la loi a posteriori
(c)-(e)-(g) et la loi Gaussienne tangente (d)-(f)-(h) sont trés proches.
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F1G. 2.2.4. Localisation d’un séisme : influence du réseau.

La répartition du réseau sismique influence la forme de 1’ellispoide d’erreur par l'intermédaire de la
matrice de covaraince a posteriori . Voici quelques géométries et les erreurs correspondantes. Nous avons
dessiné la forme de ellipsoide en normalisant le grand aze puisque ’étendue de celui-ci ne dépend que

du bruit sur les données.
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F1G. 2.2.5. Localisation d’un séisme : conditionnemment de G.

Le conditionnemment de la matrice G est le rapport entre la longueur du plus grand aze de ellipsoide
d’erreur et le plus petit. Nous voyons qu’il dépend de 'ouverture azimutale du réseau.

8k

m pente ~ -2
cond ~ 872

o
T

a
T

\/

log(cond(G))

w
T

1 I I
-3.5 -3 -2.5

_%og(e/ﬁ}'s -1 -0.5 0

Fi1G. 2.2.6. Localisation relative de deux séismes.

Un séisme a lieu au point A, les ondes se propagent jusqu’a la station le long du rai R1. 1l s’agit de
retouver la position de ’événement B (XB,yB, zB,toB)t relativement a A (XA,yA, zA,tf)t en utilisant la
différence des temps de propagation. Notons M la projection orthogonale de A sur le rai R2. On suppose
que B est dans un voisinage E de A, que les temps de propagation sur R2|[BM] et sur R1 sont égauz et
que la direction de départ des rais R1 et R2 est suivant le vecteur lenteur s.

Station

Surface

La vitesse des ondes dans le voisinage E est constante
de valeur V.
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Le calcul de la différence des temps de propagation est effectuée en considérant un temps
origine (inconnu) pour chaque séisme,

(2.2.18) b — t‘;bsz/ sdo + ti—/ sdo — t}

72 "
En utilisant (2.2.17), et en notant &t, = ¢2 — ¢}, on définit le résidu
(2.2.19) r(6x,0y, 62, 6t,) = t3* — %" —stu—6t,,

avec u = (dz, 0y, 5z)t. Ainsi on définit un probléme inverse linéaire qui permet de calculer la
position relative des événements entre eux (Fréchet, [13]; Got et coll., [15]). Si on dispose
d’une mesure directe d$* du décalage temporel (par exemple par méthode interspectrale

[13]), le résidu peut s’écrire
(2.2.20) r(0x, 6y, 62, 6t,) = d%% —s'u—dt,,

Pour généraliser au cas d'un essaim d’au moins trois séismes, on peut définir un vecteur
s unique par station placé au barycentre supposé de 1’essaim. Cette méthode suppose que
I’essaim est regroupé dans une zone de faible extension vis a vis de la distance au réseau.
Si ce n’est pas le cas, il faut considérer un probléme direct non linéaire, ot chaque séisme
est affecté d’'un vecteur lenteur s. C’est I'objet de la partie suivante.

2.2.2.1. Définition générale du probléme. La définition d’'un probléme inverse particu-
lier nécessite, en premier lieu, la modélisation des données a ajuster. Dans cette partie
nous considérerons les décalages temporels. Le décalage temporel peut étre défini comme
la différence de temps de propagation entre deux séismes ¢ et j en une station £,

(2.2.21) dj; (m) = t¥ (m) — ¢} (m)

Il s’agit alors de perturber le modéle m, pour ajuster un ensemble de décalages temporels
observés, d°® = (d?j)(ijk)e%’ ou & est un ensemble d’indice (4,7,k) qui désigne le couple
de séismes et la statiorf,’associé a chaque décalage temporel. Remarquons d’abord que la
notion de décalage temporel a été définie comme une différence de temps de propagation
(2.2.21), et qu’il n’est pas possible d’accéder directement a ce type d’information. Il existe
néanmoins au moins deux facons de les approximer, soit on effectue des différences de
temps pointés manuellement sur des sismogrammes, soit il sont calculés directement en
utilisant la méthode interspectrale (cf Annexe 2 et [20] ou [13]).

2.2.2.2. Localisation en Double Différence. Le terme “double différence” a été introduit
pour caractériser une généralisation du probléme de relocalisation relative (Waldhauser et
Ellsworth [52]). Ces auteurs considérent un jeu de données constitué a partir de différences
de temps d’arrivées pointés sur des sismogrammes, et éventuellement des décalages tem-
porels calculés par intercorrélation. En perturbant les hypocentres et les temps origine des
séismes, dans un modéle de vitesse unidimensionnel, Waldhauser et Ellsworth |52| ajustent
ces données au sens des moindres carrés, tout en imposant une condition de conservation
de la position du barycentre des essaims relocalisés. La position moyenne de 1’essaim est
controlée par cette contrainte. La méthode de localisation double différence de Waldhauser
et Ellsworth [52] est donc, dans la mesure ot la contrainte de conservation de la position



2.2. LOCALISATIONS. 59

du barycentre est appliquée, une méthode de localisation relative au méme titre que celle
de Fréchet, |13], Got et coll., |15] si ce n’est qu’elle est définie avec un probléme direct non
linéaire.
Nous allons dans ce chapitre définir une méthode de localisation utilisant les décalages
temporels dans laquelle :
nous n’utiliserons pas de contraintes sur le barycentre des événements?, car comme
nous le verrons il est parfois possible de déterminer les positions absolues en utilisant
des données relatives. Dans le cas particulier ou le barycentre ne sera pas contraint
par le probléme, I'information a priori va naturellement stabiliser ’algorithme. Il
faut donc utiliser une approche d’optimisation pour déterminer la quantité (optimale)
d’information a priori & apporter;
— nous localiserons les séismes dans un modéle de vitesse a trois dimensions représentant
au mieux les variations de vitesse.
2.2.2.3. Paramétrage du probleme. Les données que I’on cherche a ajuster sont les déca-
lages temporels entre séismes mesurés par un ensemble de stations. Le décalage temporel dfj
entre deux séismes ¢ et 7 obtenu en une station k est la différence de temps de propagation,

k _ 4k k
(2.2.22) di; =5 — 7.

En général, on pointe sur les traces I'instant d’arrivée t2*¥ d’un séisme i en une station k,
et par un premier calcul de localisation absolue, on estime les paramétres hypocentraux x;
du séisme et son temps origine t{. On peut obtenir une premiére approximation de dfj en
faisant,

(2.2.23) diy = dij= (ti" — 1)) — (t3" — 1)
Les temps origine n’étant connus qu’avec une certaine erreur,
(2224 dly = (5 =t 083) — (15" — t, + 6t3) =di -5t — ot

en notant &, Uerreur sur le temps origine t, et dj; le décalage temporel estimé. I est
alors nécessaire de calculer cette erreur lors du processus d’inversion. Ainsi, les paramétres
cherchés sont I’hypocentre et la correction du temps origine de chaque événement. Cela
nous conduit a définir les résidus de la facon suivante,

(2.2.25) ri (%5, %5, 010, 0t0) = dfs— (t* (x;) — t* (x;) + 6t] — 6t) .
Nous allons commencer par considérer le probléme inverse dans le cas gaussien avec une
information a priori modélisée par la fonction caractéristique d’un ensemble de parameétres
(cf partie 1.1.1). Cela est équivalent & ajuster les données au sens des moindres carrés. Il
s’agit de minimiser la fonction,

2

(2.2.26) f (i %, 0th,0t0) =Y > ) aikrk(xi,xj,atj;,atg) ,
k ij

i g>i

2En utilisant I’algorithme LSQR cette containte est inutile, en effet si le barycentre n’est pas contraint par
les équations, il reste a sa valeur a priori car LSQR calcule la solution de norme minimale.



2.2. LOCALISATIONS. 60

1<k<nst
en notant (ozf») .

7) 1<i<nse,i<j<nse les écart-types des erreurs sur les données. Appelons m, =

{(E,(SE) la solution® de (2.2.26), et notons §; la différence des corrections de
1<i<nse
temps origine entre les séismes [ et [+1,

(2.2.27) o = othrl — 5t

1<i<nse

. s l=nse—1 s S .
Considérons les événements my = { (xl, A= ) , (Xnses )\)} , ol A est un

réel quelconque fixé a priori. I est facile de vérifier que
(2.2.28)

l=nse—1 l=nse—1
Tk (x_j, X, A — Z O, A — Z 5;) =1 <X_j, X;, 5t$,5_tg> , pourtous j < nse, j < i < nse, k < nst.
1=j I=i

Il sen suit!, f (m,) = f (m,), pour tous A (noter que lorsque A = §t®°alors m, = m,). A
partir d’une solution particuliére (en 'occurence la solution exacte) on vient de construire
une famille de solutions paramétrée par le réel \. Cette famille conserve les mémes posi-
tions absolues mais chaque solution différe par les corrections sur les temps origines, sans
changer le résultat de 'ajustement des données. Il est donc mathématiquement impossible
de déterminer la correction du temps origine de chaque événement, qui n’est connue qu’a
une constante additive pres. Cette remarque permet de proposer une autre paramétrisa-
tion, m = {x;,0;|i = 1,...,nseetl =1, ...,nse — 1}. Dans ce cas, le paramétre \ n’est pas
cherché. Les résidus s’écrivent alors

q=j—1
(2.2.29) T (xi,xj, (51)121,...,nse_1) =dfi— | " (x)) =t (x;) + Z S |
et le probléme consiste a minimiser la fonction suivante,
2
(2230) f <Xl7 Xj) (5l) 1,...,nse— 1) Z Z Z Tk <X27 Xj5 (5l) ,nse—l)

i J>1
Nous allons appliquer 'algorithme de Gauss-Newton au probléme (2.2.30). Etant donné
Iitéré m,,, nous calculons l'itéré suivant m,; par
(2.2.31) m, 1 =m,+ (G,C;'G,) " el 'Cy'r(m,),

ou r (m,,) désigne le vecteur résidu a 'itération n et G,, représente la matrice jacobienne,
calculée a l'itération n, du probléme direct m — d (m) qui modélise le vecteur décalage

311 s’agit ici de la solution au sens physique.
411 est trés facile de voir que les corrections sur les temps origines sont indéterminées, en remarquant
que les deux événements suivants ajustent les données de la méme facon,

my= {(xi, 5752)@.:17“.7”86} et my= {(xi, 5t2 + )\)izl,...,nse’ A€ R} .
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temporel théorique. Plus précisément, la dérivée partielle par rapport a un paramétre &
s’écrit,

ad, otk otk 0=,
(2.2.32) 85] (m) = 8—§7 (m) — atg (m) + ZC’T.

Il suffit alors d’utiliser les relations construites pour la localisation d'un séisme a 1’aide
des temps de premiére arrivée pour calculer (2.2.32). La ligne de G,, appliquée a une
perturbation dm = (0x;, 0X;, 01, ..., 0pse—1) correspondant au couple de séismes i, j et a la
station k, s’écrit,

q=j—1
(2.2.33) (Gndm)l.jk = —S?.(Sxﬂ—sf.éxi—l— Z dg-

q=i

Cette relation (2.2.33) est a comparer avec les équations obtenues par Waldauser et Ells-
worth [52] (cf Annexe 3). Ici, le paramétrage est différent. En effet, nous ne cherchons pas
le temps origine de chaque sésime puisque il est indéterminé. Ainsi, dans (2.2.33), nous
avons un terme Zgj_l 0, qui différe par rapport aux équations Doubles Différences de
Waldauser et Ellsworth [52] .

Montrons qu’il est possible de résoudre le probléme (2.2.30) dans un cas numérique
synthétique. Considérons un milieu homogeéne et cing séismes enregistrés par un réseau de
cing stations situées en surface comme schématisé sur la figure (2.2.7). La figure (2.2.7)
nous montre I’évolution des paramétres hypocentraux au cours du processus itératif. En
cinq itérations tous les parameétres sont parfaitement retrouvés, ce qui montre que les dé-
calages temporels (2.2.30) peuvent dans certaines conditions contraindre complétement la
solution. Il est donc inutile de rajouter a la contrainte apportée par les données de décalages
temporels, une contrainte concernant la conservation du barycentre des séismes relocalisés
(contrairement a ce qui est fait dans [52]). On atteind donc & ce point la conclusion a
priori étonnante que des données, relatives, de décalages temporels, permettent de dé-
terminer des paramétres de position absolue hypocentraux. Seule la correction de temps
origine n’est connue que relativement, c¢’est-a-dire que ce probléme ne permet de trouver
qu'une chronologie relative des événements. Nous allons examiner ci-dessous dans quelles
conditions cette solution peut étre obtenue.

2.2.2.4. Influence de la distance inter-événements. Reprenons la formulation (2.2.30)
du probléme de localisation utilisant les décalages temporels. Nous allons montrer a 1’aide
d’un exemple synthétique qu’il n’est pas toujours possible de déterminer les parameétres
hypocentraux. Nous allons aussi voir quelles sont les principales causes qui peuvent amener
a une divergence de l'algorithme de Gauss-Newton pour ce probléme. La figure (2.2.8)
montre une expérience similaire & (2.2.7), dans le cas ou les séismes synthétiques sont
plus proches les uns des autres : la distance inter-événement est petite devant la distance
hypocentrale. La figure (2.2.8) montre que la méthode ne permet plus de résoudre les
positions absolues; seules les positions relatives sont retrouvées. Au cours d’un processus
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Fi1G. 2.2.7. Localisation a ’aide des décalages temporels dans un milieu 2d homogéne.

Les données sont générées synthétiquement (sans erreur de mesure) dans un milieuw homogéne (5 km/s).
Les 5 séismes sont réguliérement répartis sur un cercle. Il s’agit de retrouver leur position exacte (en
rouge) en minimisant (2.2.30) par la méthode de Gauss-Newton. En cing itérations on retouve bien les

hypocentes. Le type de probléme posé en (2.2.30) résoud, dans ce cas ,tous les paramétres hypocentrauz.
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itératif convergent nous avons,

(2.2.34) { m, — mquandn — oo,

G, — G quandn — oc.

Lorsque la matrice G,, se rapproche de G, cond(G) tend vers cond(G). Si les positions
vraies des séismes sont trop proches, le conditionnement de G est grand (figure(2.2.9)); a
partir d’une certaine itération le systéme linéaire associé ne peut plus étre résolu correcte-
ment numériquement , ce qui entraine 1’échec de la méthode. L.e mauvais conditionnement
de G provient de la faible distance inter-événements vis a vis de la distance au réseau. Vus
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d’une station les vecteurs d’ondes pour deux séismes semblent identiques, si bien que leur

différence est négligeable numériquement, s:sf: sf, nous aurons alors dans la matrice G,

g=j—1
(2.2.35) (Gpdm),;, = —s.0x;+8.0x,+ Y 6,
q=t
autrement dit,
q=j—1
(2.2.36) (Gnom),;, = —s. (3%, — 6%;) + Y 4.
q=1

Une telle équation ne permet pas de calculer indépendamment les positions x; et x;; elle
permet seulement de trouver la position relative entre les deux séismes 0x;;=x;—x;. Les
inconnues du systémes ne sont plus linéairement indépendantes ce qui provoque le mauvais
conditionnement de la matrice G,,. On voit donc que les équations (2.2.33) ne permettent
de trouver complétement les paramétres hypocentraux (position absolue et relative) que si
la distance inter-événements est suffisante. Pour remédier a ce probléme, deux possibilités
(non exclusives) peuvent étre exploitées :

(1) Introduire de I'information a priori pour stabiliser le probléme. En effet, avec cette
méthode lorsque les équations ne contraingnent pas le baryenctre, sa valeur restera
automatiquement a 1’a priori. En revanche, lorsque les équations contraingnent le
barycentre, celui-ci est estimé en ajustant les données. Il est inutile de condraindre
le barycentre par des équations supplémentaires comme cela est fait par Waldhau-
ser et Ellsworth [52] (cf Annexe 3).

(2) Ajouter des séismes supplémentaires situés loin de 'ensemble de séismes trop re-
groupés.

La figure (2.2.10) montre que si on ajoute un troisiéme séisme éloigné, le conditionnement
de la matrice des dérivées partielles devient acceptable. Nous pouvons alors calculer tous les
parametres hypocentraux des 3 séismes, alors qu’il n’est pas toujours possible de déterminer
les positions absolues des séismes 1 et 2 sans utiliser le troisiéme comme le montre la courbe
rouge.

2.2.2.5. Influence du modéle de vitesse. Une autre source d’erreur possible sur les locali-
sations provient de la méconnaissance du modeéle de vitesse. Les relations entre hypocentres
et loi de distribution des vitesses sont complexes. Nous allons essayer d’illustrer certains
aspects des corrélations existant entre ces paramétres (corrélations “sources-structure”) en
utilisant des cas synthétiques. L’étude de la loi gaussienne tangente permet de représenter
les erreurs par un ellipsoide dans l'espace des parameétres. La décomposition en valeurs
propres et vecteurs propres de I'inverse de la matrice variance-covariance indique les direc-
tions principales de cet ellipsoide, dont les vecteurs propres associées aux valeurs propres
les plus faibles sont les axes les plus allongés. La figure (2.2.11) montre un exemple de
spectre de valeurs propres et la base propre dans un cas synthétique de localisation a 1’aide
des décalages temporels. Le test numérique consiste a générer des décalages temporels
entre deux séismes dans un milieu homogéne, et a calculer les valeurs propres et vecteurs
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Fi1G. 2.2.8. Condition d’échec de la localisation utilisant les décalages temporels.

Les conditions sont les mémes qu’en (2.2.7), avec une taille de cluster diminuée. On ne retrouve plus les
positions absolues des événements. La distance inter-événements étant petite devant la distance au
reseau, les vecteurs d’ondes sont quasi-paralléles. Ainsi on ne retrouve que la position relative des

séismes. Celle-ci est retrouvée en 2 itérations mais il est impossible de déterminer les positions absolues.
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propres issues de la loi gaussienne tangente. Quand les séismes sont loin I'un de 'autre le
conditionnement de I'ordre de 1000 représente le rapport entre le gand axe et le petit axe
de l'ellispoide. On peut lire ces axes sur la matrice V dont les colonnes sont les vecteurs
propres. L’ellipsoide s’allonge au fur et a mesure que les séismes se rapprochent 'un de
l'autre. En effet le conditionnement est de I'ordre de 1 000 000 quand le rapport % est de 0.1
et plus pour ¥ = 0.01. On remarque alors que le 5iéme et 6iéme vecteur propre correspond
aux coordonnées du barycentre des événements avec des valeurs propres associées de plus
en plus basses. Cette quantité est d’autant plus difficile a calculer que la distance inter-
évenement est faible. Le dernier vecteur propre fait intervenir la distance entre les séismes,
et la vitesse du milieu. On peut l'interpréter comme une corrélation (un “trade-oft”) entre
ces deux quantités. Une erreur positive (resp. négative) sur la vitesse induit une distance
plus (resp. moins) importante entre les événements.
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Fi1G. 2.2.9. Conditionnement en fonction de la taille du cluster.
Dans un milieu homogéne, 5 stations équidistantes sont réparties sur un cercle de rayon A, qui
représente la distance hypocentrale. Deux séismes sont situé a une distance r l'un de 'autre, leur
barycentre correspondant au centre du cercle. Notons 60 I’angle sous lequel les stations sont vues du centre

du cercle. Les deux figures du bas montrent, en échelle logarithmique, le conditionnement en fonction de 0
et de r. On en déduit le comportement du conditionnement,

cond(G) ~ 64 (%)71 .
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Une premiére expérience (figure (2.2.12)) a été menée dans un modéle de vitesse homo-
géne, 'erreur de modélisation étant elle-méme homogéne. Avec la méthode de localisation a
I’aide des temps de premiére arrivée, I’erreur est essentiellement reportée sur la composante
verticale du barycentre des événements, alors que leur distance est peu affectée ; une erreur
de vitesse positive applique une translation du barycentre vers le haut, alors qu’une vitesse
trop faible place les séismes trop profondément. Le fait que I'erreur de localisation absolue
soit surtout verticale est dii a la distribution superficielle des récepteurs. Avec la méthode
de localisation a I’aide des décalages temporels (figure (2.2.12)), une erreur homogeéne sur la
vitesse est simplement compensée par I’ajustement de la distance entre les sources. Cette
erreur est fonction de I'erreur de modélisation et colinéaire au vecteur position relative.
Par contre on constate que le barycentre des séismes n’est pas affecté par cette erreur de
modélisation homogeéne, ce qui s’explique par le fait que les vecteurs d’ondes ne sont pas
déviés par 'erreur de modélisation commise. Le barycentre des séismes localisés avec une
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Fi1G. 2.2.10. Conditionnement avec 3 séismes.

La figure de gauche monitre la géométrie du probléme de localisation. La figure de droite montre le
conditionnement de la matrice des dérivées partielles G. La courbe bleue correspond au probléme de

localisation des 3 séismes et la courbe rouge correspond au probléeme de localisation des séismes 1 et 2.

)
T

o
T

log(cond(G))

IS
T

méthode utilisant les décalages temporels est donc laissé invariant par une erreur sur la
vitesse moyenne du modéle. Une comparaison de 'amplitude de 'erreur sur les hypocentres
avec les deux méthodes montre qu’elle est plus faible dans le cas de la localisation a 1’aide
des décalages temporels que dans le cas de la localisation a I'aide des temps de premiére
arrivées, ce qui tendrait a faire penser intuitivement que les localisations calculées a partir
des décalages temporels sont moins affectées par les erreurs de modélisation du milieu que
la méthode de localisation utilisant les temps de premiére arrivées.

Cependant I'erreur de modélisation ne se limite pas & une erreur homogeéne sur tout le
modeéle. Pour étudier 'influence d’une erreur de modélisation non homogeéne sur les deux
méthodes de localisation, nous avons choisi d’appliquer différentes perturbations gaus-
siennes de moyennes, écart-types et amplitudes variés (Figures (2.2.14)-(2.2.15)) a un mo-
dele de référence a gradient. La figure (2.2.13) montre la fagon dont nous décomposerons
Ierreur de localisation. On distingue une erreur sur le barycentre, une rotation moyenne
de la structure géométrique de I'ensemble des séismes et enfin une erreur sur les positions
relatives (“erreur relative”). Cette erreur relative est la variance de I'ensemble de la struc-
ture par rapport aux localisations exactes, une fois 6tées les contributions dues a l'erreur
barycentrique et & la rotation moyenne. Les figures (2.2.14)-(2.2.15) montrent la décom-
position de I'erreur de localisation en fonction d’'une erreur de modeéle de vitesse. Notons
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FI1G. 2.2.11. Vecteurs propres et spectre.

Le probléeme considéré est le méme que pour la figure (2.2.9) en aujoutant la vitesse comme paramétre.
La matrice des dérivées partielles G est décomposée en valeurs singuliéres,

G =USV".
Les figures a gauche montrent le spectre des valeurs singuliéres ; a droite la maitrice des vecteurs propres
V est représentée dans la base des paramétres(v,x1,y1,22,Y2,9) .
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F1G. 2.2.12. Erreur due au modéle de vitesse.

Des données synthétiques (temps de premiére arrivée et décalages temporels) sont générés dans un milieu
homogéne de vitesse 5 km/s, les positions vraies des séismes étant représentées par les cercles rouges, et
les stations (triangles bleus) ayant une disposition simulant une distribution superficielle. Des inversions
de temps de premiére arrivée (figure de gauche) et des décalges temporels (figures de droite) sont
effectuées en considérant des modéles de vitesse fauz (de 3 km/s & 8 Km/s avec un pas de 0.5 km/s,
Uerreur étant homogeéne). Les résultats des inversions sont indiqués par un couple de points de méme
couleur. Notons que les deuxr méthodes convergent vers la solution exacte avec le modéle de vitesse vrai.
Leffet de Uerreur de vitesse est différent selon la méthode utilisée. Pour la localisation a partir des temps
de premiére arrivée, si Uerreur sur la vitesse est positive (resp. négative), les séismes sont localisés plus
haut (resp. plus bas) que les positions vraies, la distance entre les deux séismes varie peu. On constate
que Uerreur sur le modéle de vitesse provoque essentiellement une erreur sur la composante verticale de la
position, pour une distribution superficielle de stations. Pour la localisation utilisant les décalages
temporels, on constate que le barycentre est peu affecté par une erreur sur la vitesse moyenne, par contre
la distance inter-événements l’est. Si l’erreur sur la vitesse est positive (resp. négative), la distance entre
les positions estimées est plus grande (resp. petite) que la distance entre les positions vraies.

5 5

A A
o A A ‘A A ] o A A A A

A . A A

st . m st
o R
-10t . B -10t
[} =,
-151 R -151
-20f R -20f

-25 1 1 1 1 1 1 1 25 1 1 1 1 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 -20 -15 -10 y 0 5 10 15

d’abord que dans tous les cas, les deux algorithmes d’inversion convergent en un nombre
fini d’itérations et que le conditionnement des matrices des dérivées partielles reste dans des
plages de valeurs permettant de résoudre correctement les systémes linéaires en question,

20
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FI1G. 2.2.13. Décompositon de I’erreur de localisation.

L’erreur de localisation se décompose en trois transformations géométriques : une translation, une

rotation et un ajustement résiduel correspondant a ’erreur relative.

Erreur barycentrique Erreur d’angle moye
o
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les erreurs sur les solutions calculées ne sont donc pas dues a des artefacts numériques.
Nous remarquons en premier lieu que les deux méthodes compensent I'erreur de vitesse
par une erreur de localisation. Lorsque le modéle de vitesse est exact nous retrouvons les
mémes solutions dans tous les cas : la solution exacte. Si on porte notre attention sur
les courbes figurant la rms, on remarque un minimum qui correspond a la connaissance
exacte du modéle. Lorque 'erreur sur le modéle est non nulle, la valeur de la rms est plus
importante. Cela veut dire qu’en jouant uniquement sur les hypocentres, on ne peut pas
expliquer totalement le résidu. Il reste potentiellement dans ce résidu de I'information por-
tant sur le modéle de vitesse. La méthode de localisation a I'aide des temps de premiére
arrivée perturbe le barycentre quand les erreurs sur le modéle de vitesse sont a grande
longueur d’onde alors que la méthode utilisant les décalages temporels est sensible aux
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FIG. 2.2.14. Erreur Gaussienne sur le modéle de vitesse : effet de ’amplitude

de ’erreur.

Dans un modéle de référence a gradient, on calcule des données synthétiques (temps de premiére arrivées
et décalages temporels) pour les séismes figurés en bleu. On inverse ces données dans un modéle fauz, qui
est le modeéle de référence perturbé par une gaussienne de rayon caractéristique 2 km. Les résultats de
l'tnverston sont en noir pour la localisation utilisant les temps de premiére arrivées et en rouge pour la
localisation utilisant les décalages temporels. Le résultat est présenté pour une perturbation d’amplitude de
500 m/s (figures de gauche). On teste la sensibilité des localisations en fonction de l'amplitude et la
position de l’erreur gaussienne sur le modéle de vitesse utilisé. Les résultats sont reportés sur les

différentes courbes.
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F1G. 2.2.15. Erreur Gaussienne sur le modéle de vitesse : effet de la taille

caractéristique de la zone mal modélisée.

71

Ezpérience similaire a (2.2.14) ; Uamplitude de Uerreur gaussienne est fizée 500 m/s et le diamétre du

disque mal modélisé varie. On reporte les différentes erreurs en fonction de la longueur caractétristique

du disque mal modélisé.
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longueurs d’ondes plus faibles (2.2.15). Méme une perturbation située loin des sources per-

turbe fortement le barycentre

dans cette derniére méthode : faire des différences de temps

de propagation entre deux rais n’élimine donc pas nécessairement les erreurs du modéle de
vitesse comme on aurait pu le penser intuitivement. Une perturbation du modéle de vitesse
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dévie en effet la trajectoire des rais et induit une rotation de I'ensemble de la structure
relocalisée, modifiant son orientation, ce qui peut entrainer des conséquences importantes
pour les interprétations mécaniques. Elle modifie également le lieu ou les rais convergent,
c’est-a-dire le barycentre. La méthode de localisation utilisant les décalges temporels est
sensible aux variations du champ de vecteur k, et la structure relocalisée est donc sensible
aux erreurs du modeéle de vitesse ; cette observation a déja été faite par Michelini et Lomax
[28] dans le cas d’'un modéle stratifié horizontal, comportant une erreur de modélisation
dans une couche : on observe alors une focalisation plus ou moins forte de la structure
relocalisée. Il est donc nécessaire de disposer d’un modeéle de vitesse correct si 'on veut
pouvoir interpréter les résultats de localisation a partir de décalges temporels. On peut
penser qu'un modéle tomographique peut permettre de progresser dans cette direction. On
peut également se poser la question de I'inversion simultanée des parameétres hypocentraux
et des paramétres de vitesse avec des données de décalages temporels.

2.3. Tomographies.

Dans ce paragraphe nous allons considérer, en plus des séismes, le modéle de vitesse
comme inconnu. La valeur de la vitesse v des ondes P sur les noeuds de controle du modéle
discrétisé de la grille m;, sont les paramétres supplémentaire considérés. Comme pour les
méthodes de localisations, nous définirons deux méthodes tomographiques, I'une utilisant
comme données des temps de premiére arrivée et 'autre des décalages temporels. D'un
point de vue pratique, ces deux méthodes sont proche I'une de l'autre. En effet, dans un
algorithme de type Gauss-Newton, le schéma (gn) appliqué a la tomographie des décalages
temporels produit une matrice directement issue (par combinaison linéaire) de la matrice
générée lors de la méthode de tomographie des temps de premiére arrivée. Cette remarque
nous permet de mener conjointement I'étude des deux méthodes dans la partie suivante.

2.3.0.6. Tomographie en doubles différences. Un premier travail concernant 'apport des
décalages temporels dans un processus tomographique a été mené par Zhang et Thurber
[65]. Tls ont proposé une solution des équations en doubles différences, pour la tomographie
(cf Annexe 3). Cela consiste a ajuster simultanément des temps de premiére arrivée et
des décalages temporels au sens des moindres carrés. Les auteurs mélangent les données
absolues et relatives dans un processus unique, il est de ce fait difficile d’apprécier la
contribution de chaque type de données. Ainsi nous avons choisi de conduire deux processus
distincts. En premier lieu une tomographie des temps de premiére arrivée nous fournit
un premier modéle, qui ensuite sera utilisé comme a priori dans une tomographie des
décalages temporels. Nous pourrons ainsi aisément comparer les deux solutions et mettre
en évidence I'apport des décalages temporels dans une méthode tomographique. La suite
de cette section décrit les éléments utilisées dans les schémas numérique ((gn) ou (se))
appliqués au probléme de la tomographie des temps de premiere arrivée et de la tomographie
des décalages temporels.
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2.3.1. Matrice Jacobienne dans le cas Gaussien. Pour calculer les dérivées par-
tielles par rapport aux parameétres du modéle de lenteur s, considérons le temps de propa-
gation le long d’un rai (d’aprés Tarantola |46]),

(2.3.1) t(s) :/( )sda,

et le temps de propagation dans un modéle perturbé,

(2.3.2) £(s +34) :/ (5 +8,) dor.
v(s+ds)

Le théoréme de Fermat permet d’écrire (Principe de stationnarité du rai v),

(2.3.3) /( . (s +0s) daz/ (s +0:) do + o ([18])

7(s)
ainsi

(2.3.4) / (s+55)da:/ sd0+/ 5sd0+0(||55||2> ’
v(s+3ds) ~(s) v(s)

autrement dit,
(2.3.5) t(s+ds) —t(s)=/ dsda + o (116,17 -
v(s)

Appliquons ce résultat au modele de lenteur discrétisé, s (x) =3, Ax¢k (x), en prenant
comme perturbation d;= A\yj,

(2.3.6) M, s A ) — (A, A, e An) = A/(pida +o0 (>\2) ,
gl
on en déduit aisément,

ot
2.3. = ido.
(2:3.7) oy, = | #ite

Nous pouvons également exprimer cette dérivée par rapport a la vitesse; posons v; =
(2.3.7) se réécrit

(2.3.8) o _ 1 /(pida.
Y

1
BV

)
oy v;

La fonction ¢; ayant pour support tous les pavés du maillage contenant le noeud ¢, pour
calculer (2.3.7) il suffit d’intéger numériquement le long du trajet du rai inclus dans les (au
plus 8) pavés concernés. De plus I'expression numérique de la fonction de base change avec
les pavés, nous intégrerons sur chacun des pavés avant de faire la somme totale. Pour cela
nous repérons les intersections du rai avec les faces des différents pavés par une méthode
de dichotomie. Concrétement nous utilisons ’algorithme suivant :
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— Le rai est stocké comme une suite de points (7x),_, ,, - La valeur de I'intégrale, notée
S, est initialisée a zéro. 7
boucle k=1, ...,n,—1,

Faire X =7k, Y =741,
tant que TEST[X,Y] vrai, faire :
[-DICHOTOMIE[X,Y],

- S=S+INTEGRER|X.]],

- Faire X=I

- fin tant que

- S=S+INTEGRER|X,Y]
fin boucle ,

en notant TEST[X,Y] la fonction qui renvoie la variable booléenne “vrai” lorsque le segment
[X,Y] traverse la frontiére d’au moins une cellule. DICHOTOMIE[X,Y] fournit le premier
point d’intersection du segment |[X,Y| avec la premiére frontiére de pavé rencontrée. La
fonction INTEGRER|X,Y| calcule I'intégrale de la fonction de base dans le pavé concerné.

Une fois calculé 'ensemble des dérivées partielles des temps par rapport a chacun des
parametres du modeéle, il est trivial de calculer la matrice jacobienne pour le probléme
de tomographie des décalages temporels en utilisant la formule (2.3.8); en effet pour un
décalage d entre deux rais v, et 79, il suffit de faire une simple différence :

d 1 1

(2.3.9) g—yl = ——2/ pido + ﬁ/ pido.

Vi Ja, iJm

Chaque ligne de la matrice jacobienne G est calculée a partir d’un rai pour la tomo-
graphie des temps de premiére arrivée et de deux rais pour la tomographie des décalages
temporels. Les élements non nuls de chaque ligne correspondent aux parameétres interceptés
par le (ou les) rai(s). Or, le rai étant une courbe traversant un milieu a trois dimensions,
nous pouvons estimer que le nombre de cellues rencontré par cette courbe est inférieur a
Nz, O ' est une constante et ny,q. =max(ny, ny, n,). Si on note nyg le nombre de
données alors la matrice jacobienne G posséde au plus c*n,,4.nq éléments non nuls sur
un nombre total de ng X n, X n, x n, éléments. Or, en pratique dans les applications
tomographiques, nous avons observé que ¢**nq, < Ny X 1y X n,, autrement dit G est trés
creuse. Par ailleurs, la matrice G'G posséde (n, x n, X nz)2 éléments et n’est pas creuse.
De plus, dans les applications tomographiques la taille de la grille d’échantillonnage est
telle que : ng < n, x n, x n, (probléme sous-déterminé). Ainsi, le nombre d’éléments non
nul de G est bien inférieur aux nombre d’éléments de G!G. Il est donc préférable dans les
applications tomographiques d’utiliser un schéma numérique utilisant la matrice G sans
avoir a calculer et stocker la matrice G'G. C’est ainsi que nous avons choisi d’implémenter
les shémas (gn) et (se). La capacité de stockage ainsi gagné permet d’utiliser un plus grand
nombre de données dans le processus d’inversion. De plus, nous avons choisi I’algorithme
LSQR qui est particuliérement adapté pour gérer des matrices creuses et de grande taille.

2.3.2. information a prior: Gaussienne. Nous supposerons que l'information a
priort sur le modeéle de vitesse est représentée par une variable aléatoire Gaussienne de
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moyenne my et de matrice de variance-covariance Cy,. Les schémas numériques ((se) et
1

(gn)) donnés dans la partie 1.3 utilisent explicitement la matrice Cp?. Cette matrice

est facilement calculable en supposant qu’il n’y a pas de corrélations entre les différents

parameétres de vitesses, dans ce cas elle est diagonale. Dés que 1’on suppose des corrélations
1

entre les paramétres, le calcul de Cp? n’est plus trivial, on peut par exemple utiliser

_1
la méthode de Lanczos pour diagonaliser C, et calculer Cp?. Cette méthode demande
beaucoup de ressoures informatiques et n’est pas directement applicable dans un processus
tomographique en raison de la dimension trés importante de l'espace des modéles (de

I'ordre de 10° paramétres pour une tomographie a I’échelle régionale de I'ile de Hawaii).

_1
Ainsi nous sommes amenés a proposer une méthode d’approximation de Cy,? efficiente
pour les méthodes tomographiques, utilisant aussi bien les temps de premiére arrivée que
les décalages temporels.
1
~3

2.3.2.1. Calcul de Cw?. Lors du processus d’inversion du modéle de vitesse®, nous uti-
liserons une matrice de variance-covariance a priori sur le modéle comme décrite en [46],

011 T O1n
Ui,j
Cm: Oii )
0j.i
On,1 e On,n
avec
(2310) Ui,j =0 (Vi) g (Vj) exp (—\/<C_1 (Xi—Xj) ,Xi—Xj>) y

ou o (vj) est I'écart-type a priori sur le paramétre de vitesse v; et X; est le noeud corres-
pondant au paramétre v;; pour simplifier nous utiliserons, par la suite, une valeur unique
d’écart-type o, = o (v;), pour tout i. La matrice C apparaissant dans (2.3.10) sera prise
diagonale,

Ae 00
(2.3.11) c=| 0 i 0 |,
0 0 X

les quantités A;, A\, et A, étant les longueurs de corrélation entre parameétres du modele
dans les directions x, y et z du modéle. La matrice Cp, ainsi définie dépend :
des longueurs de corrélation : A;, Ay et A,
de la valeur de I'écart-type a priori sur le modéle de vitesse : oy,
— de la taille de la grille de discrétisation : n = n, x n, X n,.
Dans les schémas numérique§ d’inversion utilisés dans cette thése -écrits dans ’espace

modéle-, c’est la matrice Cp? qui apparait explicitement et non pas Cy,. En raison de

"Le méme raisonement pourrait étre appliqué au modeéle de lenteur.
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_1
la dimension trop importante de 'espace modéle®, le calcul de Cp? avec les méthodes
numériques classiques est impossible. Nous sommes alors dans l'obligation de proposer
une méthode d’approximation (cf Annexe 6), numériquement exploitable, afin d’approcher

—

_1 1
Cm? par une matrice noté Cy,2.

La matrice C,, est diagonalisable :

(2.3.12) Cn= USU",
ainsi
(2.3.13) CoZ = US3U.

1
Il est possible de calculer C,?* dans le cas de modéles a deux dimensions pour des valeurs
de n, et n, raisonnables (de I'ordre de la centaine). La figure (2.3.1) montre la matrice

_1
Cm?® lorsque C est trois fois l'identité et lorsque o, est égal a un. En faisant varier la
1

taille de n, et n,, on s’aperoit que la structure de Cp? d’une part, que la valeur des
coefficients d’autre part, ne “dépendent pas” de n, et n,, au sens ot la différence entre les
coefficients reste de 1'ordre du bruit numérique lorsque les dimensions du modéle varient.
En effet, on peut diviser n, et n, par cinq sans changer la valeur des coefficients”. La
figure (2.3.2) montre, pour n, et n, fixés, différentes matrices obtenues en faisant varier
les coefficients A, et \, de la diagonale de la matrice C. On remarque que seules les valeurs

1
des coefficients de Cy,®> changent avec les longueurs de corrélation, alors que la structure
de la matrice reste la méme. En extrapolant ces propriétés dans le cas de modéles a trois

1
dimensions, on peut proposer une méthode pour calculer une approximation de Cy? en
vue des applications tomographiques réelles. On définit d’abord une grille auxiliaire plus

1
~3

lache, de taille ng, X ng, x ng.; la matrice Co,m est calculée dans cette grille, et ses

—_—

1
coefficients sont redistribués dans une matrice Cp,?, a taille réelle, en suivant la structure

1
particuliére de Cy 2, . Il est difficile de donner a trois dimensions des exemples similaires au
cas a deux dimensions, car la taille des grilles devient trés vite trop importante pour étre
traitée informatiquement. Dans les applications tomographiques de cette these, les grilles
des modéles de vitesse ne /d\éipasseront jamais 200x200x50 noeuds. On peut alors penser

1
calculer les coefficients de Cp,® en divisant par dix chacune des dimensions de la grille. Le
calcul, via la méthode de Lanczos, d'une telle matrice sur une grille de 20x20x5 ne prend
que quelques minutes. Il ne reste plus qu’a placer les coefficients obtenus dans la matrice

Cwm?® cherchée. Pour plus de précautions il est possible de vérifier, a posteriori, la validité

6La matrice Cm est de dimension n2.
"Nous avons effectué le méme calcul avec n;=101 et ny,=101, le resultat reste identique, nous pouvons diviser par

_1
dix sans affecter I'approximation Cy,2.
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Fi1G. 2.3.1. Matrice de covariance selon les noeuds.

[

Un exemple de Cp? calculée avec des valeurs de nombre de noeuds de discrétisation différents. La
structure et les coefficients de la matrice sont invariants.

nxznyzll,)\xz)\yzll, 0V=1. nX:ny=51, }\X:)\y:5, Ov:l.
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(2.3.14) < HI _ Cméj-an

— _1
en notant C,l le carré de 'approximation de Cp?. Si, par exemple, on utilisait la norme

L., sur 'espace des matrices, il faudrait calculer la norme L; de chaque ligne de I — C,,,C_!
et prendre le maximum des valeurs obtenues pour estimer I'erreur relative. En pratique on
se bornera a calculer la norme L; de certaines lignes pour conclure que l'erreur relative est
acceptable ou pas. Si 'approximation n’est pas satisfaisante, il faudra augmenter la dimen-
sion de l'espace auxiliaire de calcul et refaire le test et ainsi de suite, jusqu’a I'obtention
d’une approximation satisfaisante. Dans la pratique, il n’est pas nécessaire de recalculer la

1
matrice Cp? a chaque nouvelle inversion : nous pouvons faire un calcul pour des longueurs
de corrélation données et stocker le résultat dans un fichier réutilisable pour chaque calcul
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Fi1G. 2.3.2. Matrice de covariance selon les longueurs de corrélations.
_1
Un exemple de Cp?® calculée avec des valeurs de longueurs de corrélations différentes. La structure reste

la méme, seules les valeurs des coefficients changent.

n=n=31,A =A =1,0 =1. n=n =31,A =A =2,0 =1.
Xy Xy v Xy Xy v
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tomographique, ce qui accélére encore le processus. Nous constituons ainsi une bibliothéque

1
de matrice Cn® classées en fonction des valeurs A\, Ay, A;, toutes calculées avec o, = 1.
Pour pouvoir faire varier I’écart-type o, sur les vitesses, il suffira de diviser chaque coeffi-

_1 1
cient de Cy,® par o,. Remarquons enfin que la matrice C? est creuse, son utilisation ne
consomme pas beaucoup de ressources informatiques. Ainsi, cette matrice est bien adapté
a la mise en oeuvre pratique des schémas (gn) et (se).

2.3.3. Quelques tests synthétiques a 2D. La convergence de l'inversion tomo-
graphique va étre controlée par la quantité d’information a priori, et notamment par la
longueur de corrélation. Nous présentons ici quelques tests synthétiques afin de comprendre
le role du modéle a prior: dans 'inversion et ainsi appréhender une maniére de choisir les
parametres les plus adaptés lors d’inversions de données réelles.

2.3.3.1. Effet de la longueur de corrélation. Le premier test est effectué dans un cas
idéal. Sources et stations sont choisies de facon a obtenir une couverture optimale du milieu
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en rais. Nous testons donc les capacités de 'algorithme a retrouver les parameétres dans
un cas trés bien contraint, et nous faisons varier certains parameétres pour comprendre leur
influence sur le résultat. La figure (2.3.3) montre le milien synthétique, modeéle a deux
dimensions discrétisé sur une grille 101 x101 noeuds, avec une taille de maille de 200m,
dans lequel nous calculons un jeu de temps de premiére arrivée synthétiques. Une douzaine
d’inversions tomographiques sont effectuées en faisant varier la longueur de corrélation A
pour 'essentiel par pas de 200m. La figure (2.3.3) montre la variation du cott en fonction
de X : a partir d’une valeur, optimale, de A le coiit est minimal. LLe modéle reconstitué pour
cette valeur est proche du modéle vrai. On remarque que cette facon de procéder
permet de choisir un modéle suivant un critére objectif, et apporte une réponse
au probléme classique du choix d’un modéle solution en tomographie. Les autres
parametres de 'inversion ; les écart-types sur les positions, les temps origne et les vitesses
sont fixés a :

o, = 100 km/s
(2.3.15) o, = 100 km
o, = 100 s

Ces valeurs sont au dela de la variation physiquement admissible des paramétres par rap-
port au modeéle a priori. Cela indique que les données contraingent bien les paramétres et
qu’il n’est pas nécessaire d’aporter une quantité d’information a prior: importante pour
stabiliser I'inversion. Cela provient de la répartion du réseau et des séismes qui permet de
contraindre parfaitement tous les paramétres. En effet, le réseau situé sur les quatre cotés
du modéle permet de contraindre I’hypocentre de chaque séisme. Les sources réparties dans
tout le milieu et la densité des recepteurs permettent de couvrir en rais, de facon optimale,
la zone investigué.

Une autre tomographie (figure (2.3.4)) est effectuée sur un grille plus fine de 401x401
mailles de 50m de coté. Les résultats montrent que le sur-échantillonnage de la fonction ne
géne en aucun cas le processus d’inversion pourvu que 1’on utilise la longueur de corrélation
adéquate. On reporte donc le probléme du choix du maillage a celui de la longueur de cor-
rélation, la longueur de corrélation en unités physiques étant déterminée par les données. Il
ne faut cependant pas utiliser un maillage trop fin, a I'instar des méthodes aux différences
finies : si les noeuds sont trop proches, des artefacts numériques (dus a la précision limi-
tée de la machine) pourraient apparaitre. La quantité d’information doit également rester
traitable en machine. Les données ont donc un role important dans le choix du maillage,
le pouvoir de résolution étant limité par la densité et de la divergence des rais. Il est donc
inutile de sur-échantillonner le modéle de vitesse au point que les données ne contraignent
pas le modéle, méme si 'utilisation d’une longueur de corrélation adaptée permet la conver-
gence de l'inversion et une estimation correcte, puisque ce sur-échantillonage n’apportera
aucune information supplémentaire sur le milieu tout en consommant plus de ressources in-
formatiques. A contrario, il ne faut surtout pas sous-échatillonner, dans ce cas on n’exploite
pas toute I'information contenue dans les données et cela affecte I'image tomographique.
Pour résumer il faut choisir la grille la plus fine que 1'on puisse traiter et ajuster la lon-
gueur de corrélation. La figure (2.3.4) montre qu’'une longueur de corrélation trop faible ne
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permet pas de collecter I'information cohérente utile. Notons également qu’une longueur
de corrélation “trop grande” (au-dela de 'optimum) permet de bien retrouver le modéle
notamment de retrouver des variations de faible longueur d’onde pourvu que les données
contraignent suffisamment le modéle : la quantité d’information a priori, nécessaire pour
éventuellement forcer la convergence pour certains parameétres, est toujours faible par rap-
port a la quantité d’information contenue dans les données. Il faut donc privilégier des
grilles fines et rechercher la longueur de corrélation optimale par rapport aux grilles laches
et longueurs de corrélation faibles.

2.3.3.2. Reconstruction d’une anomalie gaussienne. La figure (2.3.5) montre un milieu
synthétique construit a I’aide d’une perturbation gaussienne de 10 % d’un modéle homogéne
de 5 km/s. Les sources sont situées en profondeur et les stations en surface. Le modéle de
vitesse a priori est homogéne & 5 km/s. Les sources a priori sont générées aléatoirement
en prennant un écart-type de 1 km par rapport aux sources exactes. Une localisation des
sources est effectuée dans le modéle de vitesse a priori, la solution est biaisée par I'erreur
de vitesse. Les solutions sont trés proches avec les deux méthodes, utilisant soit les temps
de premiére arrivée, soit les décalages temporels. Nous avons vu précédemment que les
deux méthodes intégrent de maniére différente les erreurs de vitesse sur les hypocentres.
Ici 'erreur de vitesse est trop faible pour que cette différence soit significative. On effectue
ensuite une tomographie : les modéles sont reconstitués presque identiquement avec les deux
méthodes. On ne retrouve pas exactement I’anomalie gaussienne car les rais ne couvrent pas
de facon homogéne le milieu, ce qui engendre des déformations de I'image tomograhique par
rapport a I'image vraie. Enfin la derniére expérience consisite a retouver simultanément
les hypocentres et I’'anomalie gaussienne : les deux méthodes présentent également des
résultats trés proches. Nous pouvons conclure, qu’en théorie et avec des données exactes
les deux méthodes produisent des résultats identiques lorsque le modeéle a priori est proche
de la solution, c’est-a-dire lorque I'on doit retrouver une perturbation du modéle autour

de 10 %.

2.4. Conclusion.

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a un probléme inverse particulier : celui de la
tomographie sismique - comprenant le probléme de la localisation d'un séisme. Ce probléme
est résolu a partir de deux types de données différentes : les temps de premiére arrivées t°%,
et les décalages temporels d°*. Ces deux types de données donnent lieu a des algorithmes
d’inversion tomographique trés semblables, avec une paramétrisation légérement différente.
Nous avons mis en oeuvre un calcul robuste et précis des temps de parcours théoriques
t (m) et des décalages temporels théoriques d (m); d (m) peut se déduire de t (m) par
simple différence, c’est-a-dire par combinaison linéaire. Cette particularité est exploitée
pour définir un algorithme unique capable de traiter aussi bien les temps de premiére
arrivée que les décalages temporels. Nous avons ensuite choisi le schéma numérique de
Gauss- Newton ((gn) ou (se)) pour calculer un minimum de la fonction cotit,

(241)  F(m) =3 (m-mg) G (mmy) + 1 (r(m)' C5' (x (m)),
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Fi1G. 2.3.3. Choix de la longueur de corrélation.

Une inversion tomographique des temps de premiére arrivée est effectuée en utilisant le modéle a priori
figuré en haut a droite. Les paramétres de l’inversion sont :

oy = 100 km/s,
o, = 100 km,
oy = 100s.

81

Le choiz de la longueur de corrélation \ se fait en effectuant des inversions successives pour différents \.

On reporte ensuite le cott en fonction de A comme on le voit sur la figure en bas 4 gauche. La valeur du

codit se stabilise sur un minimum & partir de A=0.8 km. Le résultat correspondant est en bas a droite.

Comme attendu, le modéle estimé est trés proche du modéle exact compte tenu de la répartition optimale

des rais.
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FiG. 2.3.4. Longueur de corrélation insuffisante

Une inversion des temps de premiére arrivée synthétiques calculés dans le modéle de la figure (2.8.3) avec
un longueur de corrélation de 100 m. On voit des “tubes de rais” apparaitre, qui sont des indices d’une
longueur de corrélation insuffisante : le modéle est reconstruit le long des rais, les noeuds non

échantillonés par les rais ne sont pas perturbés.
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en notant r (m) le résidu, avec r (m) = t°* — t (m) pour le probléme des temps de premiére
arrivée et v (m) = d°* — d (m) pour les décalages temporels. L’algorithme d’optimisation
de la fonction E débute par le choix de I'itéré initial qui, par simplicité, est pris égal au
modéle a priori. Les étapes importantes de la méthode sont :

(1) modéle a priori my donné, faire m = my.

(2) Calculer les temps de propagation théoriques t (m), la matrice jacobienne G et
les résidus 1 (m) =t — t (m).

(3) Dans le cas de décalages temporels, former les différences a partir de G et t (m)
pour obtenir la matrice jacobienne encore notée G et les décalages théoriques
d (m), former ensuite les résidus r (m) = d°** — d (m).
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FiG. 2.3.5. Perturbation gaussienne.

La figure du haut montre le milieu de référence dans lequel sont calculées des données synthétiques; des
temps de premiére arrivées et des décalages temporels. Les deux colonnes montrent des résultats
d’inversion (1) en utilisant les temps et (2) en utilisant les décalages. Le modeéle de vitesse a priori est
choisi homogéne a 5 km/s. Les positions des sources a priori sont les sources exactes perturbées
aléatoirement par une loi uniforme. Plusieurs expériences sont effectuées. En premier lieu, nous
localisons dans le modéle de vitesse a priori (choisi homogéne a 5 km/s), ensuite nous inversons le
modéle de vitesse avec les sources exactes, enfin nous effectuons une tomographie compléte. Dans les deux
cas les résultats sont trés proches, en théorie, les deux méthodes semblent produire les mémes résultats.
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(4) Résoudre au sens des moindes carrés,
1
2
Cp 1Gr
Cn’

(5) Faire m = m + 4, si m est solution alors stop, sinon retourner en 2 et suivre les
étapes 2, 3, 4 et 5.

(2.4.2) 5 ~

Cr_n% (my — m)

Cpir (m) ] |

Les deux méthodes différent seulement au niveau du point 3. Les autres étapes sont tou-
jours suivies quelles que soient les données considérées. La réalisation de cet algorithme

_1

suppose notamment la connaissance de la matrice Cy,?. Lorsque chaque élément de C,,

est représenté par une fonction de corrélation, d'un point de vue pratique il est difficile
1

de calculer exactement Cy,2. Ainsi, une approximation de celle-ci a été proposée dans ce
chapitre. Cette approximation rend possible I'utilisation du schéma numérique présenté au
chapitre précédent, ainsi qu'une démarche d’optimisation, au cours de laquelle la longueur
de corrélation et 'amplitude optimale de la fonction de corrélation sont déterminées. Cette
démarche permet le choix d'un modéle tomographique unique et stable, de norme mini-
male et ajustant les données, en suivant des critéres objectifs et reproductibles. Elle permet
d’obtenir un modéle dont les fluctuations sont contraintes par les données.



CHAPITRE 3

Tomographie de I'ile de Hawaii.

L’archipel Hawaiien est situé dans le Pacifique nord. Différentes iles le composent dont
I'ile de Hawaii, la plus grande. Elle est formée de plusieurs volcans, notamment au sud le
Kilauea qui a la particularité d’étre en éruption permanente depuis 1983 (Figure(3.0.1)).
Depuis les années soixante-dix, il existe un réseau permanent maintenu par le Hawaiian
Volcano Observatory (HVO) qui enregistre la sismicité abondante générée par 'intrusion
de magma en force dans les volcans de 1'ile. Ainsi, ces conditions favorables constituent
un terrain d’expérience idéal pour la mise au point d’une nouvelle méthode. En effet,
I’abondance et la diversité des enregistrements sismiques donnent acces a des données de
bonne qualité; d’autre part cette zone a été trés étudiée par de nombeux auteurs, ce qui
procure des points de repére essentiels pour l'interprétation des résultats de tomographie.

Afin d’imager la structure de vitesse des ondes P de I'ile de Hawaii, nous disposons
d’un catalogue de données enregistrées par le réseau permanent du HVO. La sismicité trés
dense du flanc Sud du Kilauea a permis d’identifier plusieurs milliers de séismes suffisam-
ment semblables pour pouvoir en déduire un trés grand nombre de décalages temporels
par méthode interspectrale. La précision de ces données est de I'ordre de cing milliémes
de seconde, alors que la précision des temps de premiére arrivée pointés manuellement est
de l'ordre de cinq centiémes de seconde. Peut-on mettre a profit cette précision supérieure

85
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FiG. 3.0.1. L’ile de Hawaii, zone d’étude.

La sismicité abondante dans le flanc sud du Kilauea et dans la zone du rift Est permet d’identifier des
essaims de séismes semblables qui procurent un jeu de données de grande qualité pour effectuer une

tomographie des décalages temporels.

EXPLANATION
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pour obtenir une image tomographique de plus grande qualité ? Peut-on espérer une avan-
cée comparable au domaine des localisations de séismes? Pour apporter des éléments de
réponse, nous allons procéder en plusieurs étapes. La premiére étape débute par le choix
du modéle de vitesse a priori. 1l s’agit ensuite de choisir des séismes répartis au mieux sur
I'ile (“déclustérisés”) pour effectuer une tomographie des temps de premiére arrivée. Nous
obtiendrons un modéle tomographique régional “classique”, a 1’échelle de I'ile de Hawaii,
qui servira de référence. La deuxiéme étape fait enfin intervenir les décalages temporels.
Nous sélectionnerons des essaims de séismes dans le flanc Sud du Kilauea afin d’effectuer
une tomographie des décalages temporels dans cette région (échelle “locale”). Le modéle a
priori sera constitué par la restricition du modeéle tomographique calculé lors de la pre-
miére étape au volume local d’inversion. En comparant le modéle a priori, celui obtenu
par tomographie “classique” des temps de premiére d’arrivée dans le volume local et le
modéle inversé a partir des décalages temporels, nous aurons des éléments de réponses aux
questions posées.
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3.1. Tomographie a 1’échelle régionale.

Nous nous intéressons ici a la structure de 'tlle de Hawaii afin de déterminer un modéle
a priori pour I’étude tomographique ultérieure du flanc Sud du Kilauea.

3.1.1. Connaissance a priori. Le point de départ de la méthode d’inversion consiste
a collecter et a modéliser I'information a priori.

3.1.1.1. Modeéle a priori. De nombreux travaux ont été menés sur I'ile de Hawaii, ce qui
constitue un avantage lors du choix du modéle a priori. Kissling [24] a proposé une structure
stratifiée du modéle de vitesse a partir d’une inversion de temps d’arrivée d’ondes sismiques.
Ce type de structure 1D a également été étudié par Eaton |11|, Ryall and Bennett [42], Hill
[19], Ward et Gregersen |53], Crosson et Koyanagi [9], Klein [23]. Des modéles a gradient
ont été proposés par Klein [23], Okubo et coll. [35] et Benz et coll. [5]. Ce type de modéle
(a gradient) semble bien adapté pour fournir un modéle a priori convenable sur un volcan.
Nous avons choisi d’utiliser le modeéle proposé par Okubo et coll. [35] et Benz et coll. [5].
(Figure (3.1.1)). Quant aux localisations a priori, elles seront issues d'un premier calcul
d’inversion dans le modéle de vitesse choisi comme a priori.

FiG. 3.1.1. Modéle de vitesse a priori pour la tomographie a I’échelle régionale.

Le modeéle a priori est un modéle a gradient suivant la profondeur, il été choisi d’aprés les travauz de

Okubo et coll. (1997) et Benz et coll. (2003).
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3.1.1.2. Données. Les données sont issues de ~30000 microséismes enregistrés de 1988
a 1999 par 'USGS - Hawaiian Volcano Observatory (HVO) a I'aide d’un réseau permanent
de 50 stations. En utilisant les localisations préliminaires de ce catalogue, nous avons choisi
1358 séismes (Figure (3.1.2)) en veillant & ce qu’ils couvrent au mieux la zone d’étude. Les
séismes choisis ont été enregistrés par au moins 30 stations, le jeu de données ainsi constitué
comporte 41886 pointés de premiére arrivée d’ondes P de trés bonne qualité. Néanmoins,
pour un petit nombre de pointés, 'opérateur peut confondre la phase des ondes P avec les
ondes S. Cela risque de survenir lorsque la station se trouve dans un plan nodal pour les
ondes P. Dans ce cas, sur le sismogramme, il est difficile de reconnaitre la premiére arrivée
des ondes P et on pointe par erreur la phase S qui arrive apreés les ondes P. Ainsi le jeu de
données consititué peut contenir des pointés aberrants. Il est alors souhaitable d’utiliser
la loi Sech pour inverser de telles données. Nous utiliserons donc cette loi sur les données
issues de pointés manuels avec une erreur caractéristique o que 'on estime a 5 dixiémes
de seconde (ordre de grandeur). Pour quantifier! I'ajustement des données par un modéle,
nous calculerons une rms pondérée par la formule suivante,

2

(3.1.1) 3 A
i rms = — T,
r D ik wio '

oil 7 est le résidu du temps d’arrivée du séisme i a la station k. Les coefficients w? sont
des poids définies par Mosteller et Tukey [31] de la fagon suivante,

2

k 2
(3.1.2) wk = max { 0, 1—( i ) ,

AT med

ol Tpeq est la médiane des résidus, et a est un coefficient compris entre 4 et 6, nous
utiliserons la valeur 5. Cette pondération (3.1.2) permet de produire une valeur de rms,
minimisant les effets des données aberrantes.

3.1.1.3. Localisation préliminaire. Nous effectuons une localisation des séismes choisi
dans le modéle de vitesse a gradient afin d’obtenir un modéle a priori (vitesse des ondes
P + localisations) cohérent. L’information a priori pour cette localisation préliminaire
est puisée dans le catalogue des localisations du HVO. Nous utilisons le temps d’arrivée,
la localisation et le temps origine consigné dans les données fournies par le HVO. Cette
premiére localisation donne lieu aux choix des paramétres d’inversion, 'écart-type a priori
sur les temps origines oy et I’écart-type a priori sur les hypocentres oy,. Le paramétre o, est
fixé a valeur physiquement acceptable de 10 secondes, o}, est choisi en effectuant plusieurs
calculs. La figure (3.1.3) montre qu’il existe un seuil en oy, a partir duquel la solution ne
change plus; cette valeur de o}, sera retenue pour le calcul des paramétres hypocentraux.

'Les données auxiliaires définies par le changement de variable dans le schéma (se) ne peuvent
pas étre interprétés d’un point de vue physique, nous définissons alors une fonction d’ajustement
(rms pondérée) exprimée en secondes pour quantifier I’ajustement des données.
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Fic. 3.1.2.
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3.1.2. Test synthétique. La qualité de I'image tomographique dépend en premier
lieu de la répartition des rais dans le volume investigué - une zone peu ou pas couverte ne
pourra pas étre reconstituée correctement. Il est ensuite trés important que les rais tra-

versent les cellules avec des directions différentes pour apporter un maximum d’information

contraignant le modéle. La matrice de résolution (cf [45] et |3]) est un outil théorique tes-
tant cette propriété. Cette méthode nécessite d’inverser une matrice de trés grande taille,
un calcul impossible dans notre cas. Nous proposons alors de tester la géométrie des rais
par une inversion synthétique consistant a retrouver un damier (Figure (3.1.4)). Une per-
turbation sinusoidale d’amplitude 200 m/s et de 12 km de longueur d’onde en carte et
6 km en profondeur est appliquée au modeéle a gradient d’Okubo et coll. [35]. Dans ce
modéle les temps de propagation synthétiques entre les sources et récepteurs constituent
les données a inverser. L'information a priori pour ce calcul est : (1) le modéle a gradient,
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FIG. 3.1.3. Choix de I’écart-type a priori sur les positions.

Les localisations des événements utilisés dans ’inversion sont effectuées a l’aide des temps de
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propagation, dans le modéle de vitesse a priori, en faisant varier I’écart-type oy, sur les positions a priori.

On reporte ensuite la rms (tirets) et la fonction codt (trait continu) en fonction de op. Le choix de

lécart-type a priori est le point qui débute la partie constante basse de la courbe, en ’occurrence op, =10

km.
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(2) les sources du modéle synthétique. Le meilleur résultat a été obtenu en prenant comme
paramétres d’inversion :

(1) A = 1.5 km,
(2) oy— 10 km/s,
(3) op— 1 km.
(4) o= 10 s.

La valeur o,— 10 kin/s est au dela de la plage de variation admissible, cela signifie que pour
stabiliser I'inversion synthétique il n’est pas nécessaire de contraindre fortement le modeéle
par de l'information a priori. La figure (3.1.4) montre le résultat du test, 1'algorithme
reconstruit le milieu dans une zone située du Mauna Loa au Kilauea, de 5 & 10 km de
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FiG. 3.1.4. Damier a I’échelle régionale .

Test de reconstruction d’un damier synthétique dans la géométrie des sources calculées lors de l'inversion

tomographique.
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profondeur. Ce volume est couvert de facon optimale par les rais, c¢’est le lieu o le modéle
sera le mieux reconstitué. Cette information nous sera utile pour interpréter le résultat
tomographique avenir.

3.1.3. Tomographie des temps de premiére arrivée.

3.1.3.1. Tomographie. La zone investigué est un domaine contenant 1'ille de Hawaii,
échantillonnée par une grille de 160 x 160 x 37 noeuds cubiques de 1 km. Le calcul des
temps de parcours par la méthode Podvin-Lecomte [37], est fait sur une grille de cellules
cubiques ramenés a 0,5 km de coté. Nous avons également utilisé une grille de 0,25 km de
coté, les résultats sont restés comparables avec les deux pas. Pour des raisons de temps de
calcul, nous avons préféré utiliser le pas de 0,5 km. Le modéle a priori étant déterminé,
nous pouvons effectuer la tomographie a I’échelle régionale. Afin de choisir les coefficients
d’inversion les mieux adaptés nous effectuons quelques calculs en faisant varier la longueur
de corrélation A et I'écart-type sur les paramétres de vitesses o,. La figure (3.1.5) montre la
fonction cott et la rms pondérée pour différents A et o,. Les valeurs A—5 km et 0, = 3 km//s
minimisent la fonction cott. Les valeurs A—3 km et o, = 3 km/s minimisent la rms mais
comme on peut le voir sur la figure (3.1.6) les modéles obtenus sont presque identiques.
Nous choisirons le modéle minimisant la fonction coftit, qui est la fonctionnelle optimisée
par l'algorithme, plutot que la rms. La figure (3.1.7) montre le résultat tomographique
sous forme de perturbation par rapport a 1’a priori en fonction de o,. Une valeur trop
importante de o, ne permet plus de stabiliser numériquement 1’algorithme et des artefacts
apparaissent sur les images a partir de o, = 4 km/s. Pour les valeurs de o, allant de 0.5 4 3
km /s, les images sont proches, mais pour les faibles valeurs le modéle est moins perturbé,
la solution est contrainte par l'information a priori. La valeur optimale est le meilleur
compromis sur g,, de maniére a ajuster les données, sans que 1’a priori domine, tout en
évitant des artefacts numériques. Le role de o, peut étre considéré comme un poids qui
joue sur l'importance relative de I’a priori dans la fonction a optimiser. La figure (3.1.8)
montre le résultat de I'inversion en faisant varier A. Pour A = 1 km et A = 2 km, le modéle
posséde des fluctuations plus hautes fréquence et des amplitudes plus faibles que pour les
autres longueurs de corrélations utilisées. Lorsque I'on allonge A, les fluctuations sont a plus
grande longueur d’onde et de plus forte amplitude tout en ajustant mieux les données. La
longueur de corrélation permet d’améliorer le conditionnement de la matrice a inverser, en
regroupant l'information pertinente provenant de rais voisins. Quand A est trop faible, le
valeur de conditionnement trop forte ne permet pas d’inverser convenablement la matrice
ce qui engendre des fluctuations numériques dans la solution.

3.1.3.2. Interprétation des résultats. La figure (3.1.9) montre le modéle de vitesse des
ondes P obtenu apreés inversion avec les paramétres choisis précédemment. Pour les pro-
fondeurs de 7 km a 9 km, nous remarquons une zone plus rapide s’étendant du Mauna Loa
au Kilauea, le long de ce qui constitue géologiquement les rifts et les calderas de ces deux
volcans. Cette anomalie positive se prolonge aux profondeurs 5 km et 6 km, mais elle est
découpée par une zone a moindre vitesse qui apparait nettement entre les deux calderas.
Sur toutes les planches, autour de la zone centrale plus rapide, on remarque des régions
de moindre vitesse. Ces caractéristiques sont présentes dans les images obtenues par des
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FiGg. 3.1.5. Choix de o, et .

Plusieurs tomographies sont effectuées de maniére a explorer différents \ et o, admissibles, avec
op = 10km fizé & partir du graphique (3.1.8). Les courbes ci-dessous montrent pour o, = 1,2 et 8 km/s,
la valeur de la fonction coit et de la rms pour différents \ variant de 1 & 10 km. La valeur A = 5km
constitue un minimum de la fonction codt sur chaque graphique. Le graphique en bas a droite montre la
fonction codt et la rms en fonction de o,. Les deux courbes atteignent leur minimum respectif pour le
méme écart-type, o, = 3km/s. Les paramétres optimaux pour la tomographie des temps de premiére
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inversions réalisées avec d’autres longueurs de corrélation et écarts-types. En fait, pour un
ensemble de parameétres les résultats sont trés proches. Les paramétres ne convenant pas
correspondent sur les courbes (3.1.5), aux cas ou la fonction cotit a une valeur importante,
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Fi1G. 3.1.6. Modéles obtenus avec des coefficients d’inversion différents.
Résultats d’inversion avec des paramétres différents, cartes a 6 km de profondeur.
A=3 km,oV:3 km/s A=5 km,oV:3 km/s
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par exemple lorsque la longueur de corrélation est trop courte, en dega de 2 km ou dans
le cas ou o, dépasse 4 km/s. Les autres modéles sont équivalents. Ces zones a vitesse plus
élevée, entourées de régions a vitesse moins élevée, sont situées dans les volumes bien re-
construits lors de I'inversion, étant donné la géométrie des rais procurés par les données
(Figure (3.1.4)). On peut donc extraire une information pertinente des différentes tendances
communes observées sur les images obtenues avec les paramétres d’inversion admissibles.
Ces images sont par ailleurs comparables & celles obtenues par Okubo et coll. [35] et Benz
et coll. [5]. Thurber [48| a également mis en évidence l'existence d’une zone rapide au
voisinage de la caldera du Kilauea, et Haslinger et coll. [18], Hansen et coll. [17] ont fait
de méme pour le rift Est. La zone rapide du centre est I'indice de la présence de matériaux
denses, du magma remonté des profondeurs étant resté, sous forme d’intrusion et donc
non décomprimé, a l'intérieur de ’édifice. Les zones lentes proviennent probablement du
magma décomprimé sorti de I'édifice sous forme de lave, qui s’est répandue a I'extérieur
du noyau dense que constitue la zone rapide centrale. La croissance de I’édifice se fait donc
selon deux mécanismes : une croissance interne intrusive et une croissance externe effusive.
[’existence d'un noyau dense -et plus rigide- a l'intérieur de 1’édifice volcanique, entouré
par une couverture moins dense et moins rigide -plus plastique-, a une conséquence tres
importante pour la compréhension des déformations du volcan et leur modélisation. On
peut en effet montrer (Monteux et coll., [30]) que cette distribution de la densité et des
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FIG. 3.1.7. Exemples de tomographies pour différents o, .

Résultats d’inversion exprimés sous forme de perturbation par rapport a l'a priori avec A = 5km,

onp = 10km, o, = 10 s. Différentes cartes a 6 km de profondeur sont représentées en fonction de en

fonction oy,.

" 0,=0.5 km/s, Depth : 6 km]

o =1 km/s, Depth : 6 km|

20
Perturbatiol o |
%
-20|

I 20.25 I 20.25
10 10
Perturbatiol Perturbatio 0
F 20 F 20 g
% %
-10 -10
I 19475
F19.5
F19.25
10 km 10 km
L 10 - Lo -
-156 =iE5,75 -155.5 —-155.25 =155 -154.75 -156 -155.75 =ilE55 -155.25 -155 -154.75
o5 0,=2 km/s, Depth: 6 km] [, . o = 3 km/s, Depth : 6 km]
N A 2
Perturbatio
L 20 F20

%

20

- 19.25

r19
-156

—20|
19 |
L19.5 | o
L 19.25 | o
10 km 10 km
. —_ "
-156 -155.75 L/ -1555 15525 -155 -154.75 -156 -155.5 18525  -155 -154.75
L 20.25 GV—4 km/s, Depth : 6 km |

95



3.1. TOMOGRAPHIE A I’ECHELLE REGIONALE.

FIG. 3.1.8. Exemples de tomographies en fonction de ) .

Résultats d’inversion exprimés sous forme de perturbation par rapport a l’a priori avec o, = 3km/s,
onp = 10km, o, = 10 s. Différentes cartes a 6 km de profondeur sont représentées en fonction de en

fonction .
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FiG. 3.1.9. Tomographie a 1’échelle régionale .

Résultats d’inversion, carte de 5 km a 10 km de profondeur avec,
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paramétres rhéologiques induit la rupture de la crotite océanique sous-jacente et la défor-
mation intense de la couverture plastique, au niveau des flancs des volcans Hawaiiens. Elle
permet notamment d’expliquer la distribution confinée de la sismicité et de la déformation
intense du flanc Sud du Kilauea.

3.2. Tomographie a 1’échelle locale.

L’étape précédente avait pour role de fournir une information la plus précise possible
a I'échelle régionale de l'ile de Hawaii. Le modéle obtenu va a présent étre utilisé comme
point de départ pour la tomographie utilisant des décalages temporels interspectraux.

3.2.1. Données, estimation de la résolution, modéle a prior:.

3.2.1.1. Données. Notre objectif est de connaitre mieux le modéle de vitesse de la zone
comprenant la caldera et la racine du rift Est. Pour cela nous disposons d’un ensemble d’es-
saims denses de séismes comportant de trés nombreux séismes similaires, dans le flanc Sud
du Kilauea, ainsi que d’un réseau dense de stations sismiques HVO, autour de la caldera
et du rift Est. La sismicité du flanc Sud a la particularité de comporter plusieurs essaims
de séismes semblables. Parmis ces événements nous avons sélectionné 416 séismes (figure
(3.2.1)) issus de 5 essaims (dont 4 peuvent étre intercorrélés figure (3.2.2)) pour lesquels
la méthode interspectrale a permis de calculer plus de 500 000 décalages temporels avec
une erreur moyenne de 5 millisecondes (Got et Okubo, |16]). Cette valeur dépend de la
cohérence entre les signaux. Elle atteint 10 millisecondes pour les couples de séismes les
moins cohérents que nous ayons sélectionnés. Nous avons une idée a priori de la qualité
de chaque décalage temporel, par U'intermédiaire de la fonction de cohérence (cf |13] et
Annexe 2) dont les valeurs sont comprises entre 0 et 1 et vaut 1 pour des signaux sem-
blables. Pour décrire la statistique des erreurs de mesure que nous supposerons gaussienne,
nous utiliserons la formule (4.0.17) (Annexe 2), avec Cpep—0.995 et 0 = 5.10~* secondes.
Nous obtenons ainsi pour chaque donnée un écart-type définissant la matrice Cp. L’erreur
d’ajustement des données sera quantifié par la fonction rms pondérée,

ok’
(3.2.1) rms = Z(%r’; ,

W5,k i

ol rfj est le résidu du décalage temporel entre les séismes ¢ et 7 pour la station k et afj est
I'incertitude pour ce méme décalage temporel.

L’ensemble des séismes corrélés couvre un volume d’environ 7 km x 7 km x 4 km; la
station la plus proche est a une distance de 10 a 15 km de ces séismes, les nombreuses (7)
stations de la caldera et des rifts du Kilauea sont situées & une distance de 15 a 25 km.
La configuration est donc a priori favorable a une détermination compléte des parameétres
hypocentraux. On peut penser que le probléme de la localisation des décalages temporels
sera bien conditionné, et donc bien contraint par les données; de méme la résolution des
équations de tomographie des décalages temporels ne devrait pas étre beaucoup moins bien
conditionnée que la résolution des équations classiques, les problémes de conditionnement
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du systéme d’équations provenant plutot des paramétres de vitesse non échantillonnés par
les rais que par les paramétres hypocentraux mal déterminés.

FiG. 3.2.1. Sismicité pour la tomographie des décalages temporels.

Sur la carte de Hawaii, la zone d’étude est représentée par un cadre rouge. Un agrandissement de celle-ci

montre les essaims de séismes semblables dans le flanc Sud du Kilauea utilisées pour I’étude

tomographique.
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3.2.1.2. Modéle a priori. La premiére question concerne le volume a inverser. Etant
donné la distribution des sources et des stations, il est probable que la distribution des rais
sera favorable dans un volume situé au Sud de la caldera et a la racine du rift Est. Une fois
la position moyenne du volume a inverser déterminée, sa dimension sera essentiellement
(dans notre cas) controlée par les ressources informatiques disponibles. La tomographie
des temps de premiére arrivée nous a fourni un modeéle de vitesse régional optimal pour
les ondes P. C’est une partie de ce modéle, correspondant au volume a inverser, qui sera
retenue comme modéle a prior: pour la tomographie locale.
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FIG. 3.2.2. Couples de séismes retenus pour la tomographie des décalages temporels.

Les couples de séismes selectionnés permettent de calculer des décalages temporels interspectraux de
cohérence supérieure a 0,8. Le nombre de stations montrant des signauz semblables par couple de séismes
est figuré par différentes couleurs. Nous avons sélectionné les couples de séismes (1) en veillant a la
répartition de ceuz-ci afin de bien échantillonner le milieu par les rais et (2) en utilisant les couples dont
les signauzx sont suffisamment similaires afin de calculer des décalages temporels interspectrauz les plus
précis possibles. On voit que les corrélations entre séismes peuvent étre 4 grande longueur d’onde. Les
couples de séismes les plus €loignés atteignent une cohérence suffisante a basse fréquence lorsqu’ils sont
enregistrés par des stations lointaines.
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En premier lieu nous effectuons une localisation des séismes a ’aide des décalages tem-
porels dans le modéle choisi afin d’obtenir un a priori (séismes + modéle de vitesse) cohé-
rent. Nous devons déterminer I'écart-type sur les hypocentres o, adéquat (figure (3.2.3)).

FiG. 3.2.3. Choix de ’écart-type a priori sur les positions.

Plusieurs localisations avec les décalages temporels sont effectuées afin de choisir lécart-type oy, adapté.
on= 1km constitue le point a partir duquel les résultats sont indentiques, cette valeur sera utilisée dans
tous les calculs.
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La valeur o, = 1km est le seuil & partir duquel la fonction coiit et la rms ne diminuent
presque plus et convergent vers la méme solution. Pour les paramétres de valeur inférieure,
la solution est trop controlée par ’a priori. De plus, U'erreur estimée sur les positions a
priori étant de 'ordre de 1 km, il est satisfaisant de voir que cette valeur est admissible
pour le processus d’inversion. De la méme facon I’écart-type oy montre comme oy, un seuil,
situé a une valeur de 10 secondes.

3.2.1.3. Tests synthétiques. Le test du damier permet de tester le pouvoir de résolution
de la géométrie des rais. Le modéle synthétique est le modéle a gradient de Okubo et coll.
[35] et Benz et coll. [5] perturbé par une fonction sinusoidale de longueur d’onde 4 km en
carte et 3 km selon la profondeur avec une amplitude maximale de 200 m/s. L’expérience
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consiste a générer des décalages synthétiques dans le damier et ensuite a inverser ces
données en prenant le modeéle a gradient comme a priori. L’objectif de ce test synthétique
étant de déterminer la qualité de la couverture en rais du volume investigué, les sources
peuvent étre contraintes au voisinage de leur position exacte par le biais d’un a prior:
fort. L’idée est de fixer une géométrie de rais proches de celle utilisée dans le processus
tomographique des décalages temporels. L'inversion permet de déterminer les zones ou
la géométrie des rais est optimale, c’est le lieu ou le modéle de vitesse sera le mieux
reconstitué. Il faut cependant noter que le test du damier est trés difficile a satisfaire;
certaines zones ou le damier est mal reconstruit peuvent malgré tout contenir certaines
anomalies de vitesse a plus grande longueur d’onde estimables avec les mémes données. Il
faudrait en fait produire toute une série de damiers de longueurs d’onde différentes, pour
construire littéralement le spectre de la fonction de transfert en chaque cellule. On peut
comprendre le résultat d’un test de damier individuel comme indiquant le volume dans
lequel on peut reconstruire la longueur d’onde testée. Les figures (3.2.4)-(3.2.5) montrent
le modéle résultant du test, avec une longueur d’onde de 4 km horizontalement et 3 km
verticalement, selon 12 cartes de 4 km a 9.5 km de profondeur représentées avec un pas
vertical de 500 m. Notons que sur chaque figure il existe une zone o de nombreuses cases
contigiies du damier sont reconstituées a cette longueur d’onde. On peut mettre en évidence
la zone la mieux résolue par les rais, qui est un volume débutant & 4 km de profondeur
au Nord-Ouest de la carte, traversant le domaine pour finir & 9.5 km de profondeur au
Sud-Est de la carte. Au voisinage de ce volume, on distingue une zone ou le damier est
moins bien reconstitué, mais qui peut éventuellement contenir des informations pertinentes
a plus grande longeur d’onde.

3.2.2. Tomographie des décalages temporels.

3.2.2.1. Tomographie. La zone investigué est un domaine situé au sud de la caldera
du Kilauea (figure (3.2.1)), échantillonnée par une grille comprenant 33 x 25 x 25 mailles
espacées de 0,5 km. Le calcul direct (Podvin-Lecomte |37]) est fait avec un pas d’échan-
tillonnage de 0,25 km. Il s’est avéré inutile de prendre des mailles plus fines, les résultats
obtenus alors sont resté comparables. Comme pour la tomographie des temps de premiére
arrivée, nous devons choisir les paramétres d’inversion appropriés afin d’exploiter au mieux
les données choisies. Les écart-types choisis sur les positions et les temps origines sont va-
leurs optimales trouvées lors de la localisation en doubles différences préliminaire. Pour les
paramétres de vitesse, les courbes de la figure (3.2.6), nous conduisent a choisir A = 1km
et 0, = 2km/s. Dans ce cas la valeur de la rms passe de ~0.0147 s & ~0.0098 s (figure
(3.2.7)) en 4 itérations au cours du processus d’inversion, ce qui représente une diminution
de lordre de 30 %. Les figures (3.2.8)-(3.2.9) montrent la perturbation par rapport au
modéle a priori. On observe une variation significative de + /- 5% des vitesses des ondes
P.

3.2.2.2. Interprétation des résultats. Le modele de vitesse estimé par tomographie des
décalages temporels est découpé en 12 cartes tous les 500 m de 4 a 9,5 km de profondeur
(Figures (3.2.10)-(3.2.11)). Nous distinguons sur chaque carte une zone ou la vitesse est
plus rapide. Pour la mettre en évidence nous avons tracé la frontiére de ce qui constitue cette
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F1G. 3.2.4. Test du damier (1).

Résultat du test du damier pour la tomographie des décalges temporels, profondeur de 4 a 6.5 km.
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F1G. 3.2.5. Test du damier (2).

Résultat du test du damier pour la tomographie des décalges temporels, profondeur de 7 a 9.5 km.
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FIG. 3.2.6. Choix des paramétres d’inversion.

Plusieurs tomographies des décalages temporels sont effectuées afin de déterminer les paramétres adaptés,

on choisi,
A=1km
oy =2km/s
op = 1km
o, =10s
63 0.0112 56 : : 0105
* o =0.5 km/s L o =1km/s _-
62 ! v 0.0111 sgl ! v Y
¢ ¢ -~ _~-710.0104
4 - -
g o ot s ) P 3
D 60 | .27 0010000 D | K 2 0.01030
o «, ‘. e &) ! * 7 | e
\ P — 53 ! (4 - —
500 | e 0.0108 * .
o o tie0 {0.0102
581\ R 0.0107 5 ad
sgtee®
57 . 0.0106 51
o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
longueur de correlationh (km) longueur de correlatiok (km)
51 0.0101 58 0.0108
5085 0,72 km/s ~ 4 0101 56l 3\\ A=1 km {0.0106
//// \
50t | e 0.01 — D 0.0104—~
= “ - &L o osa N ] w
5, e 01 o o 01020
g 499 ‘. o 0.01 2 3 )l o ,OOlOZE
a9 P 0.0099 ™ AN _-%001 =
/ ~ -
b\ ¢ 50t AN ¢-----¢ i
485 &, ,/® 0.0099 N 0.0098
. _-®
48 0.0098 48 : L 0.0096
o 2 4 6 8 10 0 Lort—tvies (km
longueur de correlatioh (km) ecart-typeo, (km/s)

anomalie positive. Elle est située dans le volume le mieux résolu par les rais; elle constitue
donc I'information principale que contient I'image tomographique. Cet objet est l'indice
de la présence d’un corps particuliérement dense sous la caldera et le rift Est du Kilauea.
Une reconstitution 3D de sa géométrie (Figure (3.2.12)), montre qu’il a un développement
surtout vertical ; il peut étre représenté a partir de 8.5 km de profondeur, montre deux
conduits qui remontent au Sud de la caldera jusqu’a 5 km de profondeur, puis bifurque
vers le rift Est a environ 4.5 - 4 km de profondeur. Ce corps dense doit se prolonger en
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F1G. 3.2.7. Résidus pour la tomographie locale.

Histogramme des résidus des décalages temporels aprés localisation a 'aide des décalages temporels dans

le modéle tomographique régional et aprés tomographie des décalages temporels.
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profondeur et en surface, au dela des zones couvertes par la tomographie. On peut penser
que ce corps dense donne une indication sur le trajet du magma dans l'édifice volcanique :
en effet lorsque le magma remonte, une partie reste prisonniére dans I’édifice et se compacte
sous 'effet de la pression autour des conduits pour former une coque dense. Sur le Kilauea,
le magma est extrémement fluide et peut progresser dans 1’édifice par des conduits (dykes,
sills, tubes) trés étroits. Cette caractéristique les rend trés difficiles (voire impossible) a
détecter par des moyens sismologiques “directs”, & moins qu’il existe des volumes dans le
volcan comportant de trés nombreux conduits voisins simultanément actifs. Or ce n’est
pas le cas en surface; les structures actives pour le transport de magma -dykes et tubes-
recoupent la surface suivant des géométries tres simples : généralement un seul plan pour
les dykes, un point pour les tubes. Les observations géologiques faites dans les calderas
ouvertes par ’érosion montrent un chevelu de fractures ouvertes et remplies de magma,
mais il est maintenant clair que ces fractures ne fonctionnent pas toutes simultanément.
Une raison majeure s’oppose alors a 'identification de structures planaires ou tubulaires
fines : plus encore que la résolution limitée de I'inversion (qui pourrait étre améliorée en
introduisant des données supplémentaires), c¢’est la limitation haute fréquence du spectre
des séismes enregistrés en surface qui ne permet pas de détecter le transport du magma
dans un dyke d’épaisseur métrique avec un signal de 500 m de longueur d’onde. Ce que
nous observons n’est donc probablement que la signature de ce transport, elle est une bonne
indication concernant le systéme d’approvisionnement magmatique mais elle ne signifie pas
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F1G. 3.2.8. Tomgraphie des décalages temporels, perturbation (1).
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Résultat de la tomographie des décalages temporels sous forme de perturbation par rapport au modéle a

priori, cartes de 4 a 6.5 km.
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F1G. 3.2.9. Tomgraphie des décalages temporels, perturbation (2).
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Résultat de la tomographie des décalages temporels sous forme de perturbation par rapport au modéle a

priori, cartes de 7 a 9.5 km.
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Fi1G. 3.2.10. Modéle de vitesse (1).

Résultat de la tomographie des décalges temporels, profondeur de 4 a 6.5 km. La courbe bleu indique

l’anomalie positive qui constitue la principale information du résultat.
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F1G. 3.2.11. Modéle de vitesse (2).

Résultat de la tomographie des décalges temporels, profondeur de 7 a 9.5 km. La courbe bleu indique

l’anomalie positive qui constitue la principale information du résultat.
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FI1G. 3.2.12. Visualisation 3D de ’anomalie positive.

Représentation a 3 dimensions de l’anomalie positive mise en évidence par la tomographie des décalages

temporels. La volume figuré ici est une isosurface matérialisant la frontiére de la zone perturbée a plus de
7 % par rapport au modéle a gradient de Okubo et coll. [35].
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Longitude (km)
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que ce systéme soit actif pendant la durée échantillonnée par les données utilisées dans cette
tomographie.

Seuls les résultats de Dawson et coll. [10| semblent pouvoir étre comparés avec le modéle
de vitesse local obtenu dans le cadre de cette étude. En effet, ces auteurs ont déployé
un réseau dense de 67 stations courte période dans la caldera du Kilauea, obtenant un
espacement moyen des stations de 650 m. Ils enregistrérent environ 200 séismes de la caldera
(z < 3 km) pendant une période de un mois. Le modéle, constitués de cellules cubiques de
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500 m de coté a été calculé jusqu’a une profondeur de 2,5 km. Ils trouvent un volume de 27
km?® montrant une vitesse plus lente de 10%, dans le secteur Sud-Est de la caldera, entre la
surface et 2,5 km de profondeur. De par leurs caractérisitiques géométriques différentes, les
deux expériences fournissent des résultats qui ne se chevauchent pas. Les deux approches
(réseau de stations dense / essaim de séismes dense) sont complémentaires et ont le potentiel
d’atteindre la méme résolution. Une autre conclusion que 1'on peut tirer de notre étude
est que le volume investigué ne contient probablement pas de zone étendue de stockage
de magma fluide. En effet, les figures (3.2.4)-(3.2.5) montrent qu'un volume de 27 km?
montrant une anomalie de vitesse négative de 10% ne pourrait passer inapercue dans les
zones les mieux résolues et reconstituées.

3.3. Comparaison avec d’autres méthodes.

Les méthodes tomographiques présentées dans ce travail sont basées sur une théorie
probabiliste du probléme inverse. Nous avons également investigué les méthodes tomogra-
phiques “plus classiques” en sciences de la terre. Nous allons comparer les résultats obtenus
avec les méthodes classiques d’une part et les méthodes décrites dans ce document d’autre
part.

3.3.1. Méthodes classiques en tomographie sismique. En reprenant les nota-
tions de la partie 1, section 3 concernant les schémas numériques, écrivons le schéma
typique utilisé en tomographie “classique” (voir a ce sujet Nolet, |33]) : étant donné un
modeéle initial mg, on définit un processus itératif par la formule de récurrence suivante,

_1 _1
(3.3.1) —Cp*Gi | 5, ~ | Cp’ (8(my) —do) |
AL 0
_1
I'itéré k+1 est calculé en faisant : myy; = my + ;. La matrice Cp® est interprétée

ici, comme une matrice de poids permettant de favoriser les “bonnes” données qui seront
affectées de fortes valeurs au détriment de “mauvaises” données qui seront affectées de
valeurs plus faibles. Le terme A est un facteur d’amortissement permettant de régulariser
la résolution de (3.3.1). Dans le cas d’inversion conjointe des paramétres hypocentraux,
des temps origine et des paramétres de vitesse, ce terme d’amortissement ne suffit pas a
stabiliser le probléme. Il faut, en plus, faire un changement de variable en multipliant la
matrice Gy par une matrice diagonale (préconditionnement a droite) P. La matrice Gy, se
présente de la fagon suivante,

(3.3.2) Gi = (G, Gy, Gy)

ou G, est une sous matrice contenant les dérivées partielles par rapport aux parameétres de
vitesse, G, contient les dérivées partielles par rapport aux hypocentres et G; contient les
dérivées partielles par rapport aux temps origine. Notons 7,, n,et 7; , les valeurs maximales
de la norme L2 des colonnes des matrices G,,G,, et G;. La matrice Pest définie de la fagon
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suivante,
@ .. 0
Nv
0
o 0
(3.3.3) P = ‘ K ,
0 22
Mp
-0
0 . 0

e

oll o, et oy sont des parameétres compris en général entre 0 et 1. La perturbation ¢y se
calcule en résolvant,

_CL2G,P

A Iav)
Al F

(3.3.4)

0 = PAg.

En résumé, nous avons une méthode d’inversion controlée par quatre paramétres; A, a,,q,
et .

Le schéma numérique (3.3.4) a été utilisé pour implémenter deux méthodes; la pre-
miére utilisant comme données des temps de premiére arrivée et la seconde utilisant des
décalages temporels. Les problémes directs associés sont les mémes que ceux présentés dans
ce document : calcul des temps de parcours par la méthode de Podvin-Lecomte |37]| puis
tracé du rai plus recalcul du temps de parcours par intégration numérique pour accroitre la
précision (cf chapitre 2 partie 1). La résolution de (3.3.4) est faite avec I'algorithme LSQR.

3.3.2. Tomographie a ’échelle régionale. [.’ensemble des temps de premiére arri-
vée utilisé pour la tomographie a I’échelle régionale (cf chapitre 3 partie 1), est utilisé ici
pour faire une tomographie basée sur le schéma (3.3.4). Le pas d’échantillonnage du modéle
est important dans cette méthode classique. En effet, chaque cellule doit étre traversée par
un nombre suffisant de rais pour contraindre les parameétres de vitesse. Nous allons ici utili-
ser une approche multigrille ; des inversions successives sont effectuées en diminuant le pas
d’échantillonage du modéle de vitesse. Cela revient a décomposer la solution en fonction
des fréquences des perturbations du modéle de vitesse; on cherche d’abord les fluctua-
tions basse fréquence en utilisant une maille de grande taille, et on diminue cette maille
au cours du processus afin d’ajouter des composantes a plus haute fréquence. On réalise,
en utilisant les mailles de grande taille, un préconditionnement du probléme. On ne peut
pas directement utiliser la maille la plus fine car on ne retrouve pas ainsi les fluctuations
basse fréquence. La figure (3.3.2) montre une tomographie basée sur le schéma (3.3.4). Le
processus débute avec une cellule de taille 16 km x16 km X1 km en choisissant le modeéle
a gradient utilisé dans la partie (3.1.3) (d’aprés Okubo et coll. [35], figure (3.1.1)) comme
modeéle initial. Le processus converge en 5 itérations. Le modéle obtenu est ré-échantillonné
avec une cellule de taille 8 km x8 km x1 km, et sert de modéle initial pour inverser a
nouveau les mémes données. Cette démarche est appliquée successivement avec une cellule
de taille 4 km x4 km X1 km et 2 km x2 km x1 km. On obtient le modéle final aprés 25
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itérations. Les paramétres d’inversion utilisés dans cet exemple sont :

A=0.1,
a, = 0.1,
(3.3.5) o =1,
ap = 0.5.

Ces parameétres ont été choisis en testant plusieurs combinaisons. Nous avons fait varier
a, de 0,1 a 0,5 par pas de 0,1. Les données sont ajustées de la méme fagon avec ces
différents paramétres. Les images tomographiques obtenues se ressemblent mais les varia-
tions de vitesse sont plus importantes avec des coefficients «, forts. Ce comportement se
retrouve avec les autres coefficients ; la variation des parameétres correspondant a un co-
efficient o est une fonction croissante de celui-ci. Les coefficients «,, a,, et oy agissent en
quelque sorte comme des poids qui guident l'inversion en favorisant certains groupes de
parameétres par rapport aux autres. Le facteur d’amortissement A\ est choisi une fois les
autres coefficients fixés. Si la valeur est trop faible, I’algorithme diverge, si la valeur est
trop forte la solution n’ajuste plus les données. En pratique nous essayons A—0, 1, 10,
102, 10%, ... , nous déterminons ainsi deux valeurs )y et \; telles que pour )y la méthode
diverge et converge pour A;. Nous choisissons ensuite un pas d\ et nous essayons les valeurs
A=A =0\ A1 =20\, A1 =30, ..., \{ —nd A, nous obtenons de la sorte d’autres valeurs g et
A1. On peut recommencer la procédure, ou bien choisir A = A;. On choisit ainsi le facteur
d’amortissement le plus petit possible (compte-tenu du temps disponible, étant donnée la
durée du processus d’inversion).

Les coefficients d’inversion a,, oy, et oy dépendent du modele initial et le choix de
I’ensemble final de coefficients dépend de I'idée a priori que nous nous faisons de la solution.
En effet, ces critéres permettent de définir les poids «,, o, et oy afin de guider la méthode
vers une solution physiquement admissible. On peut donc obtenir une infinité de résultats
en faisant varier ces coefficients sans qu'’il soit possible de distinguer leur RMS. On peut
ainsi privilégier certains paramétres du modéle par rapport a d’autres. Parmi les résultats
possibles on peut obtenir des résultats comparables (figure (3.3.2)) avec ceux obtenus par
ailleurs avec la méthode probabiliste (figure (3.1.8)). On reconnait dans les deux cas les
zones rapides sous le Mauna Loa, le Kilauea et le rift Est. L’intérét premier de la méthode
probabiliste est de founir un critére objectif permettant le choix justifié du modéle final
(cf 3.1.3). La méthode probabiliste est par ailleurs plus facile & mettre en oeuvre et plus
économe en temps de calcul.

3.3.3. Tomographie a I’échelle locale. A partir du schéma numeérique (3.3.4), nous
avons développé une méthode tomographique utilisant des décalages temporels. Cette mé-
thode a été utilisée avec les données du flanc sud du Kilauea. Les paramétres d’inversion
sont choisis en procédant de la méme facon que précédemment, lors de la tomographie a
I’échelle régionale. Les figures (3.3.3)-(3.3.4) montrent le résultat obtenu avec cette méthode
avec les coefficients :

A =0.01,
a, = 0.1,
(3.3.6) ap = 1,

atzl.
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FiGg. 3.3.1. RMS en fonction des itérations pour la méthode multigrille.
Le processus commence par une localisation préliniaire des séismes dans le modéle a gradient. Ensuite
débute la tomographique multigrille avec des tailles de cellules : 1 :16x16X1; 2 : 8xX8EX1; 8 : 4x4X1; 4 :
2% 2x 1 kilomeétres. Les paramétres de linversion sont :
A=0.1
o, = 0.1
op =1

oy = 0.5

0.65 ‘
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0.25-
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Ces résultats sont a comparer avec les figures (3.2.10)-(3.2.11). Contrairement a la tomo-
graphie a I’échelle régionale, nous n’avons pas d’idée a priori du résultat final ; 'utilisation
des coefficients donnés conduit & un résultat montrant de nombreuses fluctuations haute
fréequence dont on ne peut apprécier la signification physique, et qui sont donc ininterpré-
tables. Il n’y a donc pas plus d’information dans ce modéle que dans le modéle initial. Une
solution serait d’introduire une contrainte de lissage a I'intérieur du systéme 3.3.4 (voir
par exemple Nolet, [34]). Mais quelle support de lissage choisir? pour répondre a cette
question correctement, il semble opportun d’adopter une approche probabiliste.
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FiG. 3.3.2. Modéle tomographique avec la méthode multigrille.

En partant du haut 6 gauche, les quatres premiéres figures montrent une carte de l’ile de Hawaii a la
profondeur 6 km au cours du processus tomographique multigrille. La taille des mailles sont
respectivement : 1 :16X16X1; 2 : 8X8X1; 8 : 4x4xX1; 4 : 2x2x1 kilométres. Les deux derniéres figures
représntent le modéle final aux profondeurs 7 et 8 km. Les paramétres de l'inversion sont :
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F1G. 3.3.3. Tomographie a I’échelle locale (1).

Modéle du vitesse dans le flanc sud du Kilauea, carte de 4 & 6.5 km de profondeur. Les paramétres de
l'tnversion sont :

A=0.1
a, =0.1
a, =1
ay = 0.5
19° 6.17 19“N25'de© ADepth 1 4.5 Kk 6.5
5.78 \‘}o ../
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A g ow
: —w.
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Modéle du vitesse dans le flanc sud du Kilauea, carte de 7 a 9.5 km de profondeur. Les paramétres de
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F1G. 3.3.4. Tomographie a I’échelle locale (2).

linversion sont :
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3.3.4. Tomographie des temps de premiére arrivée a I’échelle locale. Dans
la partie 3.2, nous avons sélectionné un ensemble de séismes dans le flanc Sud du Kilauea
qui a permis de calculer les décalages temporels inversés par la méthode probabiliste. Cet
ensemble de séismes fournit aussi des temps de premiére arrivée que 'on peut également
inverser. Les figures (3.3.5)-(3.3.6) montrent les résultats obtenus par une tomographie
probabiliste des temps de premiére arrivée a I’échelle locale du flanc Sud du Kilauea. Les
paramétres d’inversion utilisés sont :

A= 1km

o, = 1km/s

(3.3.7) op = 0.02km
O = 0.01s.

Pour obtenir des fluctuations du modéle de vitesse nous avons été obligé de contraindre
les sources vers les positions a prior: en utilisant des valeurs o, et o, faibles. Ces résultats
sont & comparer avec les figures (3.2.10)-(3.2.11). Les solutions sont différentes :

(1) La sismicité est mieux localisé avec les décalages temporels.

(2) La zone dense n’est pas retrouvée avec les temps de premiére arrivée.

La différence entre les deux résultats peut s’expliquer par la différence de qualité des don-
nées. En effet, 'estimation des décalages temporels par méthode intespectrale est environ
dix fois plus précise (lorsque les signaux sont semblables) que la lecture directe des temps de
premiére arrivée pointés manuellement. Nous essayons ici d’expliquer des données (pointés
manuels des temps de premiére arrivée) par des perturbations du modéle qui vont générer
des fluctuations du résidu se confondant avec le bruit sur les données. Dans ce cas, I'in-
version ne peut pas produire un modéle pertinent quelle que soit la valeur des paramétres
d’inversion. Dans le cas ot la valeur de o, est proche de I’a priori physique (1 km), la valeur
des paramétres de vitesse reste inchangée. On n’obtient une perturbation des paramétres
de vitesse que si les positions des séismes sont fortement contraintes (3.3.7) et ne sont donc
elles-mémes pas perturbées. Les données ne contiennent pas d’information qui permette de
perturber le modéle de maniére cohérente, ¢’est donc I'information a priori qui guide I'in-
version. Nous ne pouvons donc pas interpréter les résultats des figures (3.3.5)-(3.3.6). Cela
montre la nécessité de disposer, a cette échelle de données suffisamment précises comme le
sont les décalages temporels utilisés dans le paragraphe 3.2.

3.3.5. Conclusion. On peut mettre en avant plusieurs différences essentielles entre
la conception “classique” et le point de vue probabiliste :

(1) Les méthodes classiques ne cherchent pas un modéle de norme minimale (cad qui
minimise a la fois les fluctuations et le nombre de parameétres indépendants du
modéle), qui ajuste les données.

(2) Elles ne permettent pas de choisir un modéle sur un critére objectif d’optimisation.

(3) Elles nécessitent la construction d’un ensemble de coefficients de précondition-
nement (paramétres d’inversion), ce qui est un processus long et dépendant du
modéle initial.
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F1G. 3.3.5. Tomographie des temps de premiére arrivée a ’échelle locale (1).

Modéle du vitesse dans le flanc sud du Kilauea, carte de 4 a 6.5 km de profondeur.
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F1G. 3.3.6. Tomographie des temps de prmiére arrivée a ’échelle locale (2).

Modéle du vitesse dans le flanc sud du Kilauea, carte de 7 a 9.5 km de profondeur.
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(4) Elles ne permettent pas d’utiliser une loi statistique spécifique des erreurs de me-
sures (par ex. la loi Sech).

(5) Dans les méthodes classiques, le choix du pas d’échantillonnage est important et
rend nécessaire une approche multigrille, ce qui n’est pas le cas pour la méthode
probabiliste.

Si les deux méthodes peuvent produire des solutions comparables a I'échelle régionale, ce
n’est plus le cas a I’échelle locale. La solution calculée par la méthode classique n’est pas
interprétable, méme si elle ajuste bien les données. Le schéma numérique (3.3.4) ne convient
donc pas pour une tomographie précise utilisant les décalages temporels. Ce constat nous
a conduit a explorer d’autres schémas numeériques d’inversions et a utiliser finalement une
approche probabiliste. Par ailleurs, on constate que la précision des décalages temporels
interspectraux est nécessaire pour préciser de facon cohérente les modéles de vitesse a
I’échelle locale.

3.4. Conclusion.

Cette thése avait pour objectif de mettre au point un algorithme de tomographie des
décalages temporels (ou de tomographie “en doubles différences”) dans un milieu fortement
hétérogéne comme peut 1’étre un volcan. Les données utilisées par cet algorithme sont des
décalages temporels interspectraux mesurés avec une précision moyenne de 'ordre de 5
ms. Il est donc clair que chaque élément de ’algorithme doit atteindre une précision bien
inférieure & 5 ms pour pouvoir utiliser pleinement I’'information contenue dans les données.
Nous avons d’abord exploré systématiquement les algorithmes des problémes directs et
inverses afin de les optimiser. Le probléme direct (calcul des temps de premiére arrivée) a
été résolu de facon robuste dans un milieu hétérogéne en calculant le champ des temps de
parcours par résolution de ’équation de I’Eikonale en différences finies (Podvin et Lecomte,
[37]). La précision du calcul est améliorée d’un ordre de grandeur par retracé du rai et
recalcul du temps de parcours le long du rai. Une précision de 1 ms est atteinte pour une
discrétisation de 500 m.

Trouver une solution stable au probléme inverse a été I'un des objectifs majeurs de ce
travail : s’agissant d’améliorer les modéles existants, il faut s’assurer que le modéle résultant
contient le moins possible de fluctuations numériques non résolues par les données. Pour
cette raison, il a été choisi de suivre I'approche de Tarantola et Valette [47] et de minimi-
ser non seulement 1’écart aux données mais aussi la norme du modéle. On cherche ainsi le
modeéle le plus lisse, le plus simple possible qui ajuste le mieux possible les données. Cette
stratégie permet de ne pas introduire de hautes fréquences non contraintes par les données
- s’il existe des hautes fréquences dans le modéle, ¢’est qu’elles sont contraintes par les don-
nées. Pour cela, la matrice de covariance a priori du modéle a été construite a I’aide d’une
fonction de corrélation dont on peut faire varier 'amplitude et la longueur de corrélation.
Une approximation correcte de la racine carré de l'inverse de cette matrice de covariance
a été trouvée. Une approche d’optimisation a été utilisée, qui permet de déterminer les
longueurs de corrélation et amplitudes optimales de la fonction de corrélation.

Cet algorithme a été utilisé a deux échelles :
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- une échelle régionale, avec des données classiques de temps d’arrivée ; le modéle trouvé
montre les grands traits de I'appareil magmatique en profondeur, sous les calderas et les
rifts, sous la forme de corps plus rapides (donc plus denses et plus rigides) entourés d’un
remplissage lent (moins denses et moins rigides). Cette distribution de la densité et des
caractéristiques rhéologiques permet d’expliquer les déformations de la crotite océanique
sous-jacente, le confinement de la sismicité et les déformations intenses dans le flanc Sud
du Kilauea. Ce modéle fournit un a priori pour une inversion tomographique a l’échelle
locale ;

- une échelle locale, avec des données de décalages temporels interspectraux ; le modeéle
trouvé montre un détail de appareil magmatique du Kilauea, sous la forme d’'un conduit
magmatique vertical qui s’oriente suivant le rift Est vers 4 km de profondeur. On obtient
ainsi une rms inférieure a un centiéme de seconde.

Dans les deux cas, la résolution de I'inversion est estimée a 1’aide de tests synthétiques
(damiers) ; ils permettent de délimiter les volumes ou les résultats peuvent étre interprétés.
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Annexe 1

Modélisation du milieu géophysique.

Dans le cadre de cette thése, nous supposerons que les sources sismiques enegendrent des
déformations faibles du milieu vis a vis de la taille du domaine considéré, de sorte que 1’'on
puisse supposer que le sous-sol obéit aux lois de I'élasticité linéaire. Une source sismique
sera alors vue comme un point géométrique du milieu en lequel une petite déformation
engendre une propagation d’ondes élastiques dans le milieu.

Equation des ondes élastiques. Le milieu géophysique peut étre représenté par €,
ouvert de R3, et par deux fonctions vp et vg de Q dans RT. vp est la vitesse des ondes P
et vg est la vitesse des ondes S. [.’équation des ondes peut alors s’écrire :

2
(4.0.1) %ZT;I —Au=0 surQ
(4.0.2) u(x,0)=ugd,, (z) surf)
(4.0.3) 80_11:1 (x,0) =0 sur{

ou Q =0 x [0,00[, v (—vp ou —vg) est la vitesse de propagation des ondes, u est une
fonction de @ dans RT dans le cas des ondes P , de Q dans R?® dans le cas des ondes
S (figure(4.0.1)) . La source ponctuelle en x, est représentée par la fonction de Dirac
Ugdz,, OU Uy est une constante donnée. La résolution de ces équations peut étre longue et
délicate, c¢’est pourquoi il est courant dans les applications tomographiques de faire des
hypothéses simplificatrices dans le but de définir des modéles numériquement exploitables.
Ces hypothéses portent généralement sur les longueurs d’ondes et sur le milieu de maniére
a pouvoir négliger les phénomeénes de diffraction.

Notion de rai sismique. Soit une courbe 7 : ¢ € |a,b[ — v ({) € Q, on appelle temps
de propagation le long de ~ 'intégrale :

do

(4.0.4) ro)=[ 2,

ou o est la longueur de la courbe. o est I'abscisse curviligne définie par a::f; 17 (Ol dC.
Soit A =v (a) et B =~ (b), notons Cap I'ensemble des courbes joignant le point A au point
B. Le principe de Fermat permet de définir une courbe particuliére de Cap appelé ra:
sismique : c’est la courbe v € Cyp telle que 'intégrale définie en (4.0.4) soit minimale
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FIG. 4.0.1. Propagation des ondes élastiques.

Les ondes P sont modélisées par une fonction réelle qui donne la valeur de la pression en tout point du
domaine.

Onde P

Carmpressions
[ |

I_ DilatatinnsJ

Sens de propagation de l'onde

Les ondes S sont modélisées par une fonction vectorielle qui donne le déplacement du milieu en tout point.

Onde S

| >

Sens de propagation de Ponde

sur Cag. En utilisant le calcul variationnel, on démontre que le rai satisfait les équations
d’Euler (cf: [2] vol 1 p 94) :

(40.5) s (gwﬁ) — IV (%) ,

avec les conditions aux limites v (a) = A et v (b) = B.
On peut donner une autre définition des rais en utilisant 1’équation des ondes (4.0.1)-
(4.0.3). Si on suppose que la vitesse des ondes varie faiblement localement, la longueur
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d’onde est faible en regard des hétérogénéités de vitesse et les ondes sont localement planes.
On peut alors simplifier les équations (4.0.1)-(4.0.3), pour obtenir I’équation de 'eikonale ;

1
(4.0.6) VT2 =

v2’
ot T est une fonction de €2 dans R qui représente le temps de premiére arrivée de 'onde
sismique. On appelle fronts d’ondes les surfaces T~1(t) : ¢’est la frontiére qui, a I'instant
t, sépare la partie du milieu qui a été affectée par 'onde de celle qui ne I'est pas encore.
On démontre (théoréme de Malus) que les rais sismiques sont perpendiculaires aux fronts
d’ondes (figure(4.0.2)). Autrement dit en tout point, le rai est tangent au gradient de la

Fi1G. 4.0.2. Fronts d’ondes et rai.

Les surfaces rouges représentent les fronts d’ondes, produits par une source ponctuelle, 4 différents temps.
La courbe noire est un rai sismique issue de la source.

fonction T (figure (4.0.3)). Le rai doit donc vérifier le systéme d’équation différentielle
ordinaire (cf : [2] vol 1 p 91),
(4.0.7) Y =90 () VT((Q),

avec pour condition initiale, v ({y) = 7o, ol g est une fonction réelle qui est déterminée par
le choix du parametrage (. Par exemple si on choisit de paramétrer le rai par son abscisse
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curviligne o, le systéme (4.0.7) devient,

(108 O e ) VT (1 (0)),
ou bien,
(1.0.9) T v (1) VT (1)),

selon le sens de parcours choisi le long du rai.

FiG. 4.0.3. Champs de vecteur et rais.

Les fleches noires représentent le champ de vecteur gV'T, (avec les notations de la relation 4.0.7). Les

courbes rouges sont les trajectoires de ce champ, en sismologie elles sont appelées rais sismiques.

160
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Lorsque on ne connait pas le gradient de T en tout point du domaine, on peut introduire

une nouvelle inconnue : le parameétre du ras,

p(0)=VT(7(0)).
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En dérivant cette expression et en utilisant ’équation de 1’eikonale on obtient,
dp
o
ou s est l'inverse de la vitesse, encore appelée lenteur. En reprenant (4.0.9) le rai doit
vérifier le systéme d’équations différentielles du premier ordre (cf : [7]),

Vs,

Y(o)=v(y(o))p (o),
(4.0.10) p(o)=Vs(o),

7 (0) = %0, P (0) = py.

Comme on I'a défini plus haut (4.0.4), le temps de parcours de 'onde le long d’un rai
v s’écrit,
do
U (7) = | T

4 U

donc d’apreés la définition de o,

(4.0.11) 7‘(7):/ %dt.

Méthodes numériques. Le paragraphe précédent a introduit la notion de rai sis-
mique. Ces rais ont été caractérisés par 3 définitions (4.0.5), (4.0.7) et (4.0.10). Ces for-
mulations sont a l'origine des différentes méthodes de tracé de rais utilisées en sismologie
(figure(4.0.4)).

Tout d’abord la méthode du bending résout numériquement le probléme aux limites
d’Euler (4.0.5). C’est une méthode d’optimisation numérique ; on part d’un rai initial o,
on définit une suite de rais (y,),.y qui converge vers le rai 7 qui minimise (4.0.4). Le
calcul de la perturbation 0y, a apporter a I'itéré k se fait par I'intermédaire des équations
d’Euler linéarisées. Des problémes de convergence peuvent apparaitre lorsque le milieu de
propagation est hétérogene.

La méthode du shooting consiste a résoudre numériqument le probléme de Cauchy
(4.0.10) a partir de conditions initiales données. Cette formulation n’est pas trés pratique
dans les applications sismologiques, car en général on cherche le rai joignant deux points
du domaine. On connait donc la position initiale, mais on ne connait pas le paramétre du
rai initial qui va assurer que le rai rejoindra le deuxiéme point du domaine. On résoud
les équations avec plusieurs parameétres initiaux différents jusqu’a ce que le rai tombe
suffisament prés du deuxiéme point. On peut ne pas trouver de paramétre de rai satisfaisant,
et dans ce cas on ne peut pas tracer le rai correspondant.

La méthode de tracé de rais choisie pour traiter le probléme direct dans cette thése
utilise la formulation (4.0.7). Pour cela il faut résoudre I’équation de I’Eikonale (4.0.6).
Cette résolution suit I’algorithme da a P.Podvin et I.Lecomte ([37]) qui résout numéri-
quement, en différences finies, I’équation de I’Eikonale en propageant localement le front
d’onde, suivant le principe de Huygens. Cet algorithme permet donc de trouver le champ
des temps de parcours du premier train d’onde émis par une source ponctuelle donnée; il
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est trés stable, et une fois la solution trouvée, il est facile et toujours possible de tracer le
rai joignant la source & un point quelconque du domaine’.

FiGg. 4.0.4. Diagramme récapitulant différentes facons de concevoir le pro-
bléme direct.
Le phénomeéne physique de propagation des ondes est simplifé, il est modélisé par théorie des rais. Il
existe pluisieurs définitions mathématiques d’un rai, qui donnent toutes lieu a une méthode numérique.

Phénomeéne physique
de propagation d'ondes

\ 4

définition mathématiqus

Euler Cauchy Eikonale

La méthode est détaillée au chapitre 2, paragraphe 1.



Annexe 2

Décalages temporels interspectraux.

Soient deux signaux x; et z , notons 77 la transformée de Fourier de z; et 7y la
transformée de Fourier de x5 ; on peut écrire

71 (w) = ag (w) e o),
et

Ty (W) = ag (w) e7IWHe2),
donc

o (w) = a (W) &1 (w) e 29,

oil a (w) e~(¥27%1) est la fonction de transfert qui permet de passer de ) a . La quantité
© = gy — ¢ est le déphasage entre x5 et xq ; ¢’est aussi la phase de linterspectre 77275". Le
modéle du filtre de Wiener (qui s’applique lorsque les signaux x; et 9 sont trés semblables),
qui est un filtre linéaire, implique que la phase est une fonction linéaire de la fréquence,
¢ = wl=27 ff. Pratiquement, le calcul du décalage temporel 8 s’effectue par ajustement
linéaire au sens des moindres carrés de la phase ¢ de I'interspectre. On déduit 6 de la pente
p de cette phase : 6 = 2.

La méthode interspectrale appliquée aux signaux sismologiques met en oeuvre le prin-
cipe exposé ci-dessus pour deux signaux semblables enregistrés par une station. Considé-
rons deux séismes, notons t! et ¢2 les temps d’arrivée des séismes 1 et 2, t! et ¢2 leur temps
origine. Nous devons positionner une fenétre d’étude définie pour chaque signal. Notons
t}c et tff le début de chaque fenétre. Le décalage temporel 65 entre les séismes 1 et 2 se
décompose (figure (4.0.5)),

(2 2 1
(4.0.12) bho = (t; —ty) — (17 —t5) .
En introduisant le temps origine,
(4.0.13) o= (12 — 12—ty +t3) — (5 — 12—ty +1,) .
En notant t; le temps de parcours de 'onde du séisme 1,
(2 g1 2 42 1 1
(4.0.14) o = (62 —t,) — (5 — 12— (t; — 1)) -

Nous remarquons que si 'origine des fenétres coincide avec le temps origine, le décalage
temporel 05 est égal a la différence de temps de propagation 67, = (tf, — tll,) . En pratique,
dans le cas d’un essaim de séismes, le positionnement des fenétres se fait en utilisant un
temps origine estimé ¢! pour chaque séisme. On calcule ensuite un temps de propagation

131
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FI1G. 4.0.5. Application de la méthode interspectrale aux signaux sismologiques.

La figure montre deux signauzr semblables enregistrés par une station. Une origine est choisie pour chaque
signal, notée t'. ; le temps de déclenchement du séisme (inconnu) est noté t' et le temps d’arrivée est noté
ti . La méthode interspectrale mesure le décalage temporel 0 entre deux signaux semblables, qui est la
quantité,

0= (2 -13) — (th—1}).

L 1 1 J
tl to ta
f
L i J
L 5 J
<—>
L } B
2 2 2
tf to ta

c 1 i=n ; N ., L. . ,
moyen t5 = = " 'ti ol t! est le temps de parcours estimé du séisme 7. Le début de

la fenétre se positionne a l'instant tjc =t} + t;. Nous devons alors considérer le décalage
temporel comme la somme,

(4015) 912 = 9?2 + 5’7‘12,
oll 0Ty9 = (t? — t}) — (2 —tl) = (1;:2, — ttl,) — (t2 — t!) est un terme correctif dit aux erreurs
de positionnement des fenétres, qui sera considéré comme un paramétre a chercher dans

un processus d’inversion. Ce terme représente I'erreur sur la différence de temps origine.
On définit la fonction de cohérence des signaux x; et xo,

AOEA®
VA@ & @R @

ou 7 (w) Ta" (w) est l'interspectre lissé de 77 et 73 , et \/ 77 (w) 7" (w) "autospectre lissé

(4.0.16) O (w) =

)

de z7. On calcule la moyenne C' de cette fonction de cohérence sur un support contenant le
maximum d’énergie. Nous définissons ainsi pour chaque décalage temporel 615 une valeur de
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cohérence qui est comprise entre 0 et 1; cette quantité vaut 1 pour des signaux semblables
et 0 pour des signaux totalement décorrélés. Cette valeur de cohérence est utilisée pour

estimer une incertitude oo sur le décalage temporel par la formule suivante,

T 1-C2., A
0 —mmaez gi O < C
(4017) 0-12 p— 1—02 C’rzna:v max s

osi C > Crus

ol Clqe est une valeur de cohérence prise proche de 1 (C, = 0.995 dans nos exemples
sur I'ile de Hawaii) et o (0 = 5.107* secondes dans nos exemples sur I'ile de Hawaii (figure
(4.0.6))) est l'erreur estimé sur les décalages temporels présentant une cohérence de valeur
Chnaz- Cette valeur de o indique que 'erreur ne peut étre nulle, méme pour une valeur unité
de C , car cette quantité est elle-méme estimée avec une incertitude (c’est-a-dire qu'une
valeur unité de C ne peut étre que fortuite pour des signaux réels entachés de bruit, et
il n'y pas de raison de leur donner un poids infini). La valeur o sert de réference pour
établir la statistique des erreurs de mesure d’un ensemble de décalages temporels dont les
incertitudes seront calculées par la formule (4.0.17).

FiG. 4.0.6. Signaux semblables.
Signauz semblables engeristrés par une station du réseau du HVO.

AHUV

%/WMJ\WW
%MMWK\/\/\
%/\M/\MW
Q@%MJ\/VWMWW
19881023201055

AN
19881026191131 N/\/\/N\/\K/\W/'\
nmmwvﬂxw/\/\m
%ﬂm\/\w
19890106093031 AN
19890123131929 \J\/\.\/\\/\/\m/

1890205105307 VWM
.
198202091724186 \/\/\/\/\”’\/\/\‘\/\W

218165721 SN
19890228072315 /\/\f\/\/\\’”\/\ﬂ\/\’\fw\
, e s w14 g w oy oy




Annexe 3

Equations en doubles différences.

Ces derniéres années, les méthodes de localisation qualifiées de doubles différences (e.g.
Jordan and Sverdrup [22]|, Poupinet et coll. [38], Got et coll. [15], Shearer [43], Wald-
hauser et Ellsworth [52], voir Wolfe [54| pour une revue.) ont permis dans certains cas
d’améliorer la connaissance de la position des séismes. Le terme doubles différences est uti-
lisé en référence au systéme d’équations linéaires résolu a chaque itération de ’algorithme.
Nous allons expliciter ces équations. Posons d’abord le probléme de localisation classique.
Il s’agit de calculer les hypocentres de ng séismes, enregistrées par n; stations. Le séisme
1 est représenté par ses coordonnées hypocentriques (:L'Zl,atzz,atg) et son temps origine Tt
L’ajustement des données se fait aux sens des moindres carrés. On utilise un algorithme
itératif, qui calcule la perturbation (Az}, Axh, Az, A7?) a appliquer sur chaque séisme 4
en résolvant les équations,

=3 )
. oTi .
(4.0.18) rh=>_ &;A:Bi + AT i =1, ngk=1,...n,
=1 !
en notant T} le temps de parcours de I'onde émise par la source i et enregistrée par station
k. Le résidu r} est la différence entre la donnée observée et le temps théorique,
(4.0.19) ri = ()" = T;.

Pour une station k, il est possible de former la différence entre les équations (4.0.18)
correspondantes aux séismes 7 et j,

- OT? o1’ .
4.0.20 EAx 4+ AT — kAx:, — AT,
(4.0.20) rh— Z: ;;%l

Le terme de gauche de I’équation précédente (4.0.20) est qualifie de double différence,
puisque on peut le réécrire comme une “différence de différences”,

(4.0.21) vl = (T =T = (Tj - T}).

Waldhauser et Ellsworth [52| définissent a partir de 1’équation (4.0.20) un systéme d’équa-
tions en doubles différences,

g T} ; Ty :
{ i — ol =318 kAZ+ATZ—Zl3 ’“A-—AT’

avec (i,7,k) € & C {1, wonst x {1, .. ns} {1,...,n:}.
134

(4.0.22)
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qu’ils résolvent en ajoutant a (4.0.22) quatre lignes supplémentaires définissant une contrainte
de conservation barycentrique,

ZZ v Aflfl =
=n. Azy =0
(4.0.23) 2 A2 =0
D i1 Ax3 =
ZZ:? AT =0

en suivant un algorithme itératif.

Le principe de faire des différences est appliqué par Zhang et Thurber [56] pour définir
une tomographie en doubles différences. Supposons que le modéle de vitesse soit divisé en
n, blocs de vitesse constantes (v1, ..., v,, ). Le systéme d’équations de tomographie classique
s’écrit alors,

. oT! "’ OT!
4.0.24 i = ’“A .+ AT k

cooNg k=1,...,n

En formant des diﬁérences, on obtient,
(4.0.25)

1=1 Bz} I=1 g m=1 \ vm  Ovm
avec (z,j,k) e C{L,....ns} x{1,...,ns} x{1,...,n;}.
La solution proposée par Zhang et Thurber [55]| combine les systémes d’équations (4.0.24)

et (4.0.25) pour construire un algorithme itératif ajustant les temps et différences de temps
de propagation.

; j 1=3 9T, =3 oT} ; = or:  oT?
re—r = ’“sz—l—AT—Z —EAp; — ATT+ YT "”( k——’“),



Annexe 4

Eléments d’algébre linéaire.

Notations. Nous noterons M,, ,, (R) 'ensemble des matrices a coefficients réels ayant
m lignes et n colonnes. L'image d’une matrice A € M,,,, (R) est un sous espace vectoriel
de R™, noté im (A), est I'ensemble

(4.0.26) im(A) = {y € R, tel que3dx € R"avecy = Ax}.
Le noyau de la matrice A est un sous espace vectoriel de R, noté ker (A), est I’ensemble

(4.0.27) ker (A) = {x € R", tel que, Ax =0}.

Moindres carrés. Soit une matrice A dans M,,,, (R) et un vecteur b dans R™. Le
systéme linéaire

(4.0.28) Ax =b,

posséde une solution au sens classique lorsque b est dans I'image de A, im (A). Dans le cas
contraire, si b n’est pas dans im (A), il n’existe pas de vecteur x dans R, tel que (4.0.28)
soit vérifiée. L’idée est alors de chercher les vecteurs x tels que Ax soit le plus proche
possible de b. En utilisant la norme L2, nous définissons ainsi le probléme de moindres
carreés,

min  [|[Ax — b||,
(4.0.29) x € R"
que l'on notera aussi,
(4.0.30) Ax ~ b.

Les solutions de (4.0.29) et (4.0.30) vérifient les équations normales
(4.0.31) A'Ax = A'b.

Si ker (A) = {0}, le probléme posséde une solution unique, x,. Si ker (A) # {0}, il existe
une infinité de solutions x, + ker (A) = {x,+ v, v € ker (A)}, les paramétres de ker (A)
ne sont pas contraints par les équations.

136
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Décomposition SVD.

THEOREM. Soit A une matrice de M, ,, (C) (m>n) ayant r valeurs singuliéres stric-
tement positives. Il existe deux matrices unitaires U € M,, , (C) et V.€ My, ., (C)et une

matrice diagonale S € M (R) telles que

< = (S0
A = VSU*, s_<0 0),

ot S € M, (R) est une matrice diagonale, formée des r valeurs singuliéres de A stricte-
ment positives. Par convention, ces valeurs singulieres seront classées ainsi :

p1 2> 2 = e > i >0,

On a A*A = US!SU*. Les colonnes de la matrice U sont donc les vecteurs propres de
la matice hermitienne A*A et les éléments diagonaux de la matrice carrée S'S € M, (R)
sont les valeurs propres de A*A, c’est a dire les carrés des valeurs singuliéres de la matrice
A. D’autre part AA* = VSS'V*. Les colonnes de la matrice V sont donc les valeurs
propres de la matrice hermitienne AA~et les éléments diagonaux de la matrice carrée
SS' € My (R) sont les valeurs propres de AA*. Comme on a supposé m > n, les m
valeurs propres de AA* sont les n valeurs p? et (m — n) fois la valeur propre nulle.

Le probléme de moindres carrés (4.0.29) se réécrit en utilisant la décomposition SVD,

min ’)VgU*X - bH .

(4.0.32)
x € R"”

Or, nous savons que la matrice Vest unitaire (V*V = VV* =1) ainsi,

(4.0.33) “VgU*x bl = “gU*x - V*bH .

En posant y = U*x et d = V*b, le probléme (4.0.29) se raméne a trouver les solutions de
min Hgy — dH ,

(4.0.34)
y e R"

et faire le changement de variable x = Uy. Si nous décomposons le vecteur y = ( zl ), ol
2

. d
y1 représente les r premiéres coordonnées. De la méme facon, on décompose d = ( 1),

d»

Avec ces notations,

o) Bv—al=[(S5) - (3)]

le minimum de 'expression précédente est atteint lorsque Sy; = d;. Nous remarquons de

plus que le probléme ne contraint pas ys. Ainsi, les solutions du probléme (4.0.34) sont
de la forme ( y ! ), oll y2 est un élément arbitraire. Les solutions de (4.0.29) sont
2
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-1
donc de la forme, USy dx . On appelle solution de norme minimale, la solution de
2
composante nulle sur le noyau de A,
-1
(4.0.36) X, = ( USO ds )

Pseudo-inverse. On appele matrice pseudo-inverse de A, la matrice AT € M,,,, (C)
définie par AT=USTV*, avec

~ S~! 0
T
S _< ) O)eMn,m(R).

On vérifie aisément que la solution de norme minimale (4.0.36) s’exprime grace au pseudo-
inverse,
(4.0.37) x, = A'b.

Dans certaines applications, la matrice A est connue avec une précision finie, cela pose
des problémes pour les valeurs singuliéres les plus faibles. En effet, le bruit numérique de
la matrice A ne permet pas de calculer les plus petites valeurs singuliéres avec suffisament
de précision. Il faut alors fixer ces valeurs singuliéres a zéro. Cela revient en quelque sorte
a définir un noyau “numeérique” destiné a stabiliser la solution. Pour calculer la solution de

.. P . <1
norme minimale, nous définissons alors un pseudo-inverse, AT*=US;, V* | avec
~1
st (S 0
Sk—( 8 O)GMn,m(]R),

ot S; ' € My (R) est une matrice diagonale constituée des inverses des k premiéres valeurs
singuliéres. La solution de norme minimale s’écrit alors,

xt = ATFb.
En effet si la valeur singuliére ju;, ;1 est trés faible et mal connue, la solution x**! peut alors
étre erronée car la valeur ﬁ est grande et fausse, si bien qu’elle peut générer de fortes
fluctuations dans le calcul de la solution

Xlsc+1 — ADEHH



Annexe 5

Eléments de Calcul différentiel.

Le probléme inverse défini dans cette thése consiste a minimiser une fonction aux
moindres carrés non linéaire, qui s’écrit, en notant les résidus r (m) = (r; (m),...,r; (m),...,r, (m))",

(m) = 2 [ (m -5

l\Dli—‘

avec m = (my, ..., my, ...,mn)t, le vecteur représentant le modele. Les algorithmes d’opti-
misation a directions de descente nécessitent de connaitre le gradient, Vf et le hessien,
V2f. Nous allons expliciter ici ces quantités.

Gradient. Le gradient de f calculé en m se décompose en fonction des gradient des
résidus,

(4.0.38) Vf(m)= i \ {%T? (m)} ,

(4.0.39) v {%r? (m)} — s (m) Vrs (m),
(4.0.40) Vf(m) =) r;(m)Vr;(m).

i=1

Sous forme matricielle, en notant G la matrice jacobienne de m — r (m), le gradient de f
s’exprime,

(4.0.41) Vf(m) = G'r(m).

Hessien. Le hessien de f calculé en m se décompose en fonction des hessiens des
résidus,

(4.0.42) V2f (m) = ZZ:;VQ {%T? (m)},
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or,
oy PG o (00 m)) o m onm) | o (m
o 8mk8ml N 8mk 8ml N 8mk 8ml 8mk8ml’
anisi,
(4.0.44) Vv? {%rf (m)} = Vr; (m) (Vr; (m))" +7; (m) V27, (m) .
Sous forme matricielle le hessien de f s’écrit,
(4.0.45) V2f(m) = G'G+ ) _r;(m) V?r; (m).
i=1

Application. La méthode de Newton pour optimiser la fonction f, consiste a calculer
une perturbation o de I'itéré courant m en résolvant le systéme suivant,

(4.0.46) V2f(m)d = —-Vf(m),

c’est a dire,

(4.0.47) <GtG +) " ri(m) Viry (m)) § = —G'r (m).
i=1

L’algorithme de Gauss-Newton est une variante qui nous évite de calculer les termes
V2r; (m), en effet la perturbation § vérifie,

(4.0.48) (G'G)é = —-G'r (m).

Dans cette thése la fonction utilisée contient en plus un terme incluant un modéle a priori
my,
2

(4.0.49) E (m) :f(m)+%HC,;; (m — mo) 2:%“0;%(@“1%“0;} (m —mo)||

ou Cgq est la matrice de variance-covariance (supposée diagonale) sur les données et C,, est
la matrice de variance-covariance sur le modeéle a priori mg. D’aprés la formule (4.0.41),

(4.0.50) VE (m) = G'Cy'r (m) + C,! (m — my).

De la méme facon, le hessien se calcule en utilisant la formule (4.0.47),
i=m 1
(4.0.51) V’E(m) = G'C4'G + ) —r; (m) V’r; (m) + C! (m — my),
0;
i=1

ol g; sont les éléments diagonaux de la matrice Cq. L’algorithme de Gauss-Newton appliqué
a la fonction E. nous ameéne donc a résoudre,

(4.0.52) (G'C'G + C! (m — my)) § = G'Cy'r (m) + C' (m — my) .



Annexe 6

Matrice de covariance.

Dans cette thése, le schéma d’inversion tomographique utilise explicitement une matrice
_1
Cwm® qui est la racine carrée de 'inverse de la matrice de covariance a priori Cy, définie
au paragraphe (2.5.4). Elle s’écrit de la fagon suivante,

011 O1n

(4.0.53) Co=| o

La covariance o entre les noeuds i et j de coordonnées X; et X s’écrit,

(4054) 0ij =0 (Vi) g (Vj) exXp (—\/<C_1 (Xi—Xj) ,Xi—Xj>) s
ot C est une matrice diagonale,
Az

0
(4.0.55) c=| 0 )
0 0 A

0
0

1
Pour des raisons de ressources informatiques, il n’est pas possible de calculer Cy,? par des
méthodes classiques d’analyse numérique (par exemple, Lanczos,...). En effet, le modéle
de vitesse utilisé pour la tomographie de I'ile de Hawaii, comprend 161x161x37= 959077
mailles, la matrice C,, est donc composée de 1'ordre 10'? éléments (Cpoccuperait donc
4 To). A I’heure actuelle on ne peut pas traiter informatiquement de telles matrices pour
1

calculer Cp?. Néanmoins en exploitant quelques propirétés de la matrice Cp,, on peut
_1
proposer un algorithme qui calcule une approximation de Cp?. Nous allons voir comment
procéder dans le cas de modéles a une dimension d’espace et nous extrapolerons au cas a

trois dimensions d’espace.

141
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_1
1) Structure de la matrice Cy,?>. Considérons un milieu a une dimension discrétisé
avec n mailles. Les coefficients de C,, s’écrivent,

(4.0.56) 0i; = 0 (vi) o (v;) exp (_ |2 ; 37]|> .
Nous supposerons que pour tous les noeuds i et 7,

(4057) O'(VZ') =0 (Vj> = 0,

ainsi (4.0.56) devient,

(4.0.58) 0s; = 0% exp (_ | ; 93j|) '

Pour des valeurs de n inférieures a 1000 et dans le cas unidimensionel, il est possible de

_1
calculer Cp,? par la méthode de Lanczos. On écrit la décomposotion en valeurs propres et
vecteurs propres,

(4.0.59) Cn = USU,
ainsi,
(4.0.60) Cw? = US 31U,

Cette méthode a été appliquée sur de nombreux exemples, cela nous a permis de tirer de
_1
maniére empirique des propriétés remarquables de Cp,?. Sur la figure (4.0.7), nous voyons
1

que la matrice Cpy? posséde des éléments de grande valeur absolue prés de la diagonale;
en s’éloignant de celle-ci, les coefficients tendent vers zéro. D’un point de vue numérique,
nous approximerons les éléments éloignés de la diagonale par des zéros, ainsi nous obtenons
une matrice creuse. Cette propriété est favorable puisque nous n’aurons a stocker qu’un
petit nombre de coefficients. De plus, nous remarquons (figure (4.0.7)) que la structure de
la matrice ne dépend pas de A ainsi nous savons a priori ou se trouvent les coefficients non

_1
nuls. Il s’agit maintenant de définir les valeurs que prennent les coefficients de Cp?.

_1
2

2) Coefficients de Cy>.
-3

Quelques notations. Nous noterons la matrice Cp,? de la facon suivante,

al .. aln

alhy

(4.0.61) Cow’=| a;

anl .« .. an

_1
2

Nous appelerons diagonale supérieure ng, les éléments de Cy,® vérifiant,

(4.0.62) {avjtelquei € {1,....,.n —ng} et j =i+ ny}.
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_1
Nous examinerons la matrice Cp,? selon ses diagonales supérieures, la matrice étant symé-

trique ce point de vue suffit a son étude.

Structures des diagonales supérieures. La figure (4.0.8) montre les coefficients de la
diagonale, nous pouvons distinguer cing valeurs différentes :

noeuds

noeuds

noeuds

A=5,0=1

FiG. 4i0'7' Structure de C,_n%.

Quelques matrices Cp, (@ gauche) et Cp? (a droite) en fonction de X. Nous remarquons que Cum? est
une matrice creuse dont la structure ne dépend pas de \. Seules les valeurs des coefficients varient avec .

20 40 60
noeuds

A=20,0=1

1
2|

0
0|
30j

40

50
60
70,
80,
90,

100
0

6

noeuds
A=50,0=
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20

30

20 40 6
noeuds

80

100

""1iiiii*%%%¥lllllll]!!!‘lo t;
1
k.
40
50)
60|
70|
80)
QOI.EL
100 0 80 100

noeuds

noeuds

noeuds
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20|
30|
40,
50|
60
70|
80|
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F1G. 4.0.8. Diagonale de C;,%.

_1

Diagonale de la matrice Cp® pour A =20, 0 = 1 et n=>50. La valeur des coefficients est représentée en

ordonnée, en abscisse on lit la ligne (égale a la colonne) correspondant au coefficient. Chaque ligne de la
matrice correspond a un noeud du modéle.

A=20,0=1

144

\

4.2,
4 \
o
a8 \\ )
a
k) 2 (13 4
g 3.61
®)]
S
5 3.4+
3.2
3,
cx1
/
2.82 :
0 10
(651
(8%)
(4.0.63) a3
Qg
Qs

pour

30 40
noeuds

1=1,1=mn,

pour 1=2,1=n—1,
pour 1=3,1=n—2,
pour i=4,1=n—3,

pour ¢

€ {5,...,n—4}.

50

La figure (4.0.9) montre la diagonale supérieure ngy =1, on distingue encore cinq coefficients

différents,
Q19
Q23
(4064) Q3.4
Q45
A5.6

pour
pour
pour
pour
pour

i =1,
’i:’
’i:’
’i:’

i€ {5,

it=n—1,etj=1+1
t=n—2,etj=1+1
t=n—3,etj=1+1
t=n—4,etj=1+1
on—>5} ety =1+ 1
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_1
FiG. 4.0.9. Diagonale supérieure ng = 1 de Cp,>.
1

Diagonale supérieure ng = lde la matrice Cm® pour A = 20, 0 = 1 et n—50. La valeur des coefficients
est représentée en ordonnée, en abscisse on lit la ligne (égale a la colonne-1) correspondant au coefficient.
Chaque ligne de la matrice correspond a un noeud du modéle.

A=20,0=1

-1.25 T T T T

-1.3F .
[}
= ........................................
8 -1.35} ®e
8 o [ ]
S -14f .
(2]
Q
©
c -145F a3,4 a. . b
o 1,I+1
S
S sp Jog i

-155F .

.<\O(112 ®
_16 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
ligne

En continuant de la sorte, la diagonale supérieure ng; a aussi la méme structure, cinq
coefficients différents ordonnés de la méme maniére :

A1 14ny
92 24ny
(4065) 3,340y
QY 44ny
A5 540,

pour
pour
pour
pour
pour

1=1,1=n—ng,etj=14+ny
1=2,1=n—ng—1,etj=1+4+ny
1=3,1=n—ng—2,etj=1+ny
1=4,1=n—ng—3,etj]=1+ny
i€{b,..,n—ng—4},etj=1i+ny.

De nombreux autres calculs effectués avec diverses valeurs de n et A, nous ont montré
des configurations similaires a I’exemple considéré ici. En général, sur chaque diagonale
supérieure, il ya entre 5 et 10 valeurs différentes. Au centre toutes les valeurs sont identiques,
a. . Une valeur particuliére a, est définie sur les extrémités. On observe un effet de bord
matérialisé par des coefficients {a},...,a?} de valeurs différentes tendant vers la valeur
centrale a. en s’éloignant de l'extrémité. Selon les cas nous avons observé entre 3 et 8
valeurs diies aux effets de bords.



MATRICE DE COVARIANCE.

146

1
3) Propiétés de C?>. Une autre observation importante a été faite. La figure (4.0.10)

_1
montre quatre matrices Cp? calculées numériquement avec A = 20 et ¢ = let n =
10, 20, 50 et 100. On remarque que, dans une plage de valeur assez large (voir 5)), la valeur

des coefficients ne dépend pas de n :

il existe une plage de valeurs de n dans laquelle, les

coefficients observé ne dépendent que de X\ et 0. En résumé, nous supposerons vraies les

F1G. 4.0.10. Coefficients de C;n%.

_1
Matrices et Cyy2 en fonction du nombre n de noeuds du modéle. Les calculs sont effectués pour
A=20,0=1 et n=10, 20, 50 et 100. On remarque que la valeur des coeffficients ne dépend pas de n.

A=20,0=1

noeuds

10r

2 4

6
noeuds

A=20,0=1

noeuds

50k

10 20 30 40 50
noeuds

noeuds

noeuds

A=20,0=1

14¢

16f

18f

20¢

5 10 15 20
noeuds

A=20,0=1

10
20
30
40
50
60
70t
80/

90r

100-

20 40 60 80 100
noeuds

35
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11.5

10.5
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propriétés® suivantes : il existe deux entiers N, et Ny tels que pour npyin < N< Nz
1

Cn? vérifie |

_1
(1) la structure de Cpy? est diagonale par bandes, indépendante de n;
(2) la valeur des coefficients non nuls ne dépend que de A et o;

(3) sur la diagonale et sur les diagonales supérieures et inférieures le nombre de coef-
ficients différents est de 'ordre de 5 a 10 selon les cas.

4) Principe de I’algorithme. Le but de 'algorithme est de calculer une approxima-
_1
tion de Cp?, pour A, o et n donnés. Supposons que n soit trop grand pour étre traité infor-
1

matiquement. Nous allons donc considérer une matrice Cy 2, pour une valeur de ny < n de

maniére a pouvoir la calculer numériquement par I'algorithme de Lanczos. Les coefficients
_1 _1
de Cy 2, sont a priori les mémes que ceux de Cp® (Propriété 2) . La propriété (1) indique
1

ou se trouvent les coefficients non nuls de Cy,? . Nous allons donc extraire de chaque diago-
1
-2

nale supérieure de C les coefficients (Propriété 3) et nous les redistribuerons dans une

0,m>

1 _1
matrice Cp,? , approximation de Cp,?. Ainsi, le calcul des coefficients est rapide (ng < n),

1
ainsi que la distribution des coefficients dans Cy,? puisque cette matrice est creuse et que
nous savons oil se trouvent les coefficients non nuls.

—1
— 11
5) Validité de ’approximation. Notons C,, = | Cm?C® ; a partir de cette

matrice, nous pouvons extraire la fonction de corrélation utilisée. La figure (4.0.11) montre
cette fonction de corrélation comparée avec la fonction de référence (4.0.58). Pour des va-
leurs de ngy supérieures a 25, les deux fonctions peuvent étre considérées comme égales.
Pour ng inférieur, la différence entre les deux fonctions est trop importante. Il existe donc

. 1
un seuil ™" a partir duquel la matrice Cy,®> peut étre considérée comme une approxi-
_1
mation valide de Cp?. De nous remarquons que ’approximation devient valide lorsque
1 _1

Cm?—Cm?
I’ lati =
erreur relative, e, = HN

est inférieure & 1072. Nous pouvons définir un criétre

1
I'approximation Cm? est valide lorsque 'erreur est inférieure a 1072, Ce critére est utilisé
sur la figure (4.0.11) pour tracer une courbe n{"" en focntion de A\. Nous remarquons que
ng"" croit en fonction de A. Cette courbe sera utilisée dans les applications tomographiques
_1
pour choisir ng (figure (4.0.12)) afin d’obtenir une matrice C? approximant correctement
1

Cn.

Ce sont des propriétés numériques, mises en évidence empiriquement
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- FiGg. 4.0.11. Choix de ng.

_1 _1
Plusieurs calculs de Cm? sont effectués avec A =10, o0 =1 et ng =15, 20, 25 et 30. La matrice Cy® de

_1
référence est calculée avec n=100. Pour décider si l'approzimation Cum® est valide, on forme

—_— -1
— 1 _1
Cm=|Cn?Cu? , on en extrait la fonction de corrélation (en rouge) et on la compare a la

fonction de corrélation de référence (en bleu). On peut considérer que l’approzimation est valide quand

PG
]
Cm2—Cpm?2

ng est supérieur a 25, c’est 4 dire pour une erreur e, = = inférieure & 1072. On définit ainsi

—
_1

Cm?2

oo

un critére pour choisir une approzrimation valide.

n0:15, erreur=0.1667 n0:20, erreur=0.046

covariance
covariance

50 100
noeuds noeuds
n0:25, erreur=0,0177 n0:30, erreur=0.008

covariance
covariance
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1
FiG. 4.0.12. Erreur d’approximation de Cp,>.

Erreur d’approximation < en, fonction de A , pour n=100 et ng = 30. A gauche est tracée

Uerreur en fonction de \. A droite on peut lire directement nJ*""™ en fonction de \, une fonctionnalité
utile en tomographie.

nO:SO, o=1 n=100, erreur < 100
10° 40 ; ;

35¢

301

20r

15

. . 10 . .

10 . . .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15

LongueurA A

6) Cas a 2D et 3D.. Nous supposerons que nous pouvons extrapoler les propriétés
définies en 3) au cas a deux et trois dimensions d’espace. Néanmoins il faut tenir compte
des effets de bords spécifiques a ces cas. Ces effets de bord apparaissent chaque fois qu’un
sommet ou une aréte font partie du support de la fonction de corrélation. La figure (4.0.13)

1

montre la diagonale principale d’une matrice Cm? calculée avec n, =5, n, =5, A =1, et
o = 1. Nous voyons que les coefficients prennent différentes valeurs. On distingue, sur la
figure 4.0.13 les valeurs des coefficients correspondant :

— aux 4 sommets (noeuds en noir sur la grille de la figure (4.0.13))

— aux 4 arétes (noeuds en bleu, gris, vert et bleu clair sur la figure (4.0.13))

— aux autres points situés a U'intérieur du milieu (en rouge sur la figure (4.0.13)).
Ces effets de bords existent sur chaque diagon;llle supérieure. Dans le cas 4 deux dimensions

d’espace, I'algorithme d’approximation de Cy,? est implémenté suivant un schéma identique
a une dimension d’espace, mais en tenant compte des effets de bords spécifiques. Pour le
cas a trois dimensions d’espace, il faut également considérer I’ensemble des effets de bords;;
on distingue alors les valeurs des coefficients correspondant :

aux 8 sommets,

aux 12 arétes,

aux 6 faces,

aux autres points situés a l'intérieur du milieu.
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_1
Cela nous permet d’implémenter un algorithme d’approximation de C,,? tenant compte
des effets de bords spécifiques au cas a trois dimensions d’espace.

FiG. 4.0.13. Diagonale a 2D.

Diagonale de CI;% dans un milieu & deux dimensions d’espace (& gauche). Le calcul est fait pour
Ae =Ay=1,n, =ny =05 et 0 =1. Le code de couleurs permet de relier la valeur des coefficients lue sur
la figure de gauche, avec le noeud correspondant sur la grille représentée sur la figure de droite. Les effets
de bords spécifique aux deux dimensions d’espace, induisent une structure différente de la diagonale par
rapport au cas & une dimension. Les sommets sont représentés en noir, les noeuds du centre en rouge, les
autres couleurs correspondent aux J arétes.

Diagonale pouh=1, nX:ny:S, o=1 Grille

1.257 5 A A A
2]
E’ 4o ° ° °
Q
(&) L
£ 12
(<5} e o o o 0 0 e o 0 [2]
o e]
o =}
[%)] O 3¢ [ [} °
@ o
o oy
Q:) 115, e o 0 L] L] L] o 0 0
(>G 26 ° . o

110 . ‘ ‘ L ® . 1

) 5 10 15 20 25 1 2 3 4
noeuds noeuds

7) Utilisation pour la tomographie. Dans les applications tomographiques, nous
1 _1
aurons a calculer une matrice Cp,® approximant Cpn?®, de longueur de corrélation A, A,

et A\, km et o km/s, dans un milieu & trois dimensions discrétisé par n,, n, et n, noeuds,
avec des pas de h,, hy, et h, km. Il s’agit de choisir une grille ng,, ng, et ng. et des pas

1
hoz, hoy et ho . pour calculer les coefficients de Cr,®. Nous allons normaliser en utilisant
.. A
la valeur des pas; ainsi nous poserons; Ao, = 2—2, Aoy = h—Z et Ao, = 2— . Nous avons alors

—_—

1
a calculer les coefficients de Cp? avec 10,25 M0,y 10,2, Ao,z5 A0,y» Mo,z et 0 = 1. Pour choisir
les parameétres ng;—1 2,3 nous pouvons alors nous référer a la courbe (4.0.12) qui donne en
fonction de A le paramétre ng minimal pour obtenir une approximation valide. On utilise
ce critére pour choisir A, Aoy et Ag. en fonction de ng,, ng, et ng,. Les coefficients
calculés sont finalement divisés par o, pour revenir en unité physique puisque le calcul a
été fait avec oy = 1. Cette facon de faire permet de calculer les coefficients, de les stocker
dans un fichier et ainsi d’éviter de recalculer la matrice a chaque nouvelle tomographie. On
constitue ainsi une bibliothéque de fichiers contenant les coefficients, rangée en fonction de
Ao,z> Aoy et Ag .. Par exemple dans la tomographie des décalages temporels nous avons fait
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une inversion pour A\,=X\,=\, = 1.25 km et 0 = 2 km/s. Nous avons discrétisé le milieu par
ng=25, n, = 33 et n, = 25 noeuds et hy,=h,=h,=0.5 km. Pour calculer I'approximation
nOUS avons Ao = Ao, =Ao,=2.5, la courbe (4.0.12) nous indique qu’il faut choisir ng ,= ng

"1
= np,.—16 pour calculer les coefficients de C*. Dans cet exemple, le calcul se fait par une
décomposition de Lanczos sur une matrice de taille de I'ordre de 40004000, que 1’on peut

traiter informatiquement, alors que le vrai calcul exige une matrice de taille 20000x20000.
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