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Résumé

La thése consiste de deux parties. Dans la premiére partie, on montre la pureté des fibres de
Springer affines pour GL4 dans le cas non-ramifié. Plus précisément, on construit une famille de
pavages non standard en espaces affines de la grassmannienne affine, qui induisent des pavages
en espaces affines de la fibre de Springer affine. Dans la deuxiéme partie, on introduit une notion
de &-stabilité sur la grassmannienne affine 2" pour le groupe GLg, et on calcule la séries de
Poincaré du quotient 2°¢/T de la partie &-stable 2°¢ par le tore maximal T’ par une processus
analogue de la réduction de Harder-Narasimhan.

Mots-clefs : grassmannienne affine, fibre de Springer affine, pavage en espaces affines, pureté,
E-stabilité.

ON THE PURITY OF UNRAMIFIED AFFINE SPRINGER FIBRE FOR GL4
Abstract

This thesis consists of two parts. In the first part, we prove the purity of affine Springer
fibers for GL4 in the unramified case. More precisely, we have constructed a family of non
standard affine pavings for the affine grassmannian, which induce an affine paving for the
affine Springer fiber. In the second part, we introduce a notion of &-stability on the affine
grassmannian 2 for the group G = GLg4, and we calculate the Poincaré polynomial of the
quotient 2°¢/T of the stable part 2°¢ by the maximal torus T by a process analogue to the
Harder-Narasimhan reduction.

Keywords : affine grassmannian, affine Springer fiber, affine paving, purity, £-stablility.
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1 Introduction

1.1 Présentation des résultats principaux

Soit k un corps algébriquement clos. On note F' = k((¢)) le corps de séries de Laurent
sur k, O = k[[¢]] son anneau d’entier, p = ek[[¢]] son idéal maximal. On fixe une cloture
algébrique F' de F, et val : ' — Q la valuation discrete normalisée par val(e) = 1.

Soient G = GLg4, T le tore maximal des matrices diagonales, B le sous-groupe de
Borel des matrices triangulaires supérieures. On note g, t, b pour leurs algébres de Lie
et &(G,T) pour le systéme de racines de G par rapport & T. Soit K = G(O), soit
I le sous-groupe d’Iwahori standard de G(F), i.e. il est I'image inverse de B sous la
projection naturelle K — G(k).

La grassmannienne affine est le quotient 2" = G(F')/K vu comme un ind-k-schéma.
Elle classifie les réseaux dans F?.
X ={L C F* | L est un sous-O-module libre de F'* de rang d
tel que F'- L = F9}.

Ce ind-k-schéma admet un pavage en espaces affines.

Théoréme 1.1 (Bruhat-Tits). On a un pavage en espaces affines

2= || E/K

1.1.1 Pavages des fibres de Springer affines

Soit v € g(F) un élément semi-simple régulier. La fibre de Springer affine

2, = {9€GF)/G(O) | Ad(g™")y € 9(0)}
= {LeZ |vLCL}

a été introduite par Kazhdan et Lusztig dans [KL]. C’est un sous-schéma fermé locale-
ment de type fini et de dimension finie de Z". Elle est utilisée par Goresky, Kottwitz et
Macpherson dans [GKM2| pour montrer le lemme fondamental de Langlands-Shelstad,
sous I’hypothése suivante :

Conjecture 1.1 (Goresky-Kottwitz-Macpherson). Soit v € g(F) un élément semi-
simple régulier, la cohomologie de la fibre de Springer affine 27, est pure.

Dans |[GKM1|, Goresky, Kottwitz et Macpherson ont montré cette conjecture pour
v équivalué. L’élément v est dit équivalué si val(a(y)) ne dépend pas de la racine «
de G sur F par rapport a Z.(G). Pour cela, ils ont construit un pavage en espaces
affines de 2. Pour une varié¢té X sur k, un pavage en espaces affines de X est une
filtration croissante exhaustive Xy C X; C --- de X telle que X; est fermé et X;\ X; 4
est isomorphe & un espace affine standard, Vi. Dans le cas ou v € $(QO) est équivalué, un
tel pavage est obtenu en intersectant 2, avec le pavage de Bruhat-Tits.

Mais pour v € t(O) non-équivalué, les intersections 2, N [vK /K sont en général
trés singuliéres. Un exemple typique est le suivant.
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€
Exemple 1.1. Soit G = GL3, v = gt . Pour v € Z3, on note ¥ =
4
—€
e
ev? et C(v) =1e"K/K. On a
gvs
1 O/p?
C(0,2,-2) = [p/p? 1 O/p*| "K/K.
1
En utilisant la coordonné
1 ag + a1€ 1 O/p2
bie 1 Z?:()Cigi S p/p2 1 O/p4 ,
1 1

on trouve que l'intersection 2, NIvK/K est la sous-variété de A7 définie par I'équation

Clobl =0.

Lucarelli a construit dans [Lu| un pavage en espaces affines de 2, pour PGL3. Il
part d’un pavage en espaces affines de 2~ qui est différent de celui de Bruhat-Tits. Dans
notre exemple pour GL3, Lucarelli rassemble le pavé singulier C(0,2,—2) N 2, et le
pavé lisse C(1,1,—2) N .25, et redécoupe la réunion de ces deux pavés en utilisant le
décomposition de Bruhat-Tits pour I'Iwahori

I' = Ad(diag(1,1,%))1,

ce qui est équivalent & envoyer la branche b; # 0, ag = 0 vers la cellule C(1,1,-2)N %2,
et laisser 'autre fixé. Pour b; # 0, on a

1 a1e 1
bie 1 300 e g2 K/K
1 g2

1 bilte™ aje —bilese?] [e i
= 1 S22 Gl £ K/K,

1 1L e

et - -

L op/p’] e

C(1,1,-2)Nn Z, = 1 O/pd € K/K.

1 g2

Donc la branche by # 0, ap = 0 et la cellule C(1,1, —2) N 2, se rassemblent en l'espace

affine
L p~'/O p/p*] [e
1 O/ 5 K/K = A°.
1 e?
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Remarquons que dans ’exemple 1.1, on peut aussi déplacer la branche ag # 0, by = 0
vers le pavé lisse C'(—2,2,0) N 2, ce que ne fait pas Lucarelli. Nous utilisons en fait les
deux possibilités pour obtenir une famille de pavages de GL3 qui sont différents de celui
de Lucarelli, mais qui nous permet de paver la fibre de Springer affine pour GLj4.

Pour m € Z, on note
Xsm={LeX | LCe™0,
alors 2" = lim,;, 100 Z>_,,. Notre résultat principal est

Théoréme 1.2. Pour G = GLy et v € g(F) un élément semi-simple régulier non-
ramifié, Z>_, N2, admet un pavage en espaces affines. Donc 2, est pur.

L’idée est de couper Z>_,, N Z, en parties localement fermées telles que chaque
partie est une fibration en espaces affines sur une sous-variété localement fermée de
%GLB, et donc le pavage est ramené aux pavages pour GLs;.

Passons maintenant en revue de cette partie.

Dans §2, nous construisons des pavages non standard en espaces affines de la grass-
mannienne affine. Aprés des rappels sur la filtration de Moy-Prasad et le décomposition
de Bruhat-Tits, on commence par le pavage de la grassmannienne affine tronquée 2~ _,,
et son “dual” Z<,,. Puis dans §2.3, pour v € X, (T) tel que v; > vy = -+ = v4_1 > vg, ON
a coupé la variété de Schubert affine Sch(v) = KvK/K en parties localement fermées,
qui sont en effet des fibrations en espaces affines sur les grassmanniennes affines tron-
quées pour les sous-groupes de Levi standard de G. Leurs pavages sont ensuite ramenés
a ceux de la grassmannienne affine tronquée. Signalons que dans §2.3.1, nous introdui-
sons certaines fibrés vectoriels sur la grassmannienne affine et nous donnons de critére
pour que l'intersection de deux fibrés vectoriels reste un fibré vectoriel. Ces résultats
sont utilisés pour montrer que certaines rétractions sont en fait des fibrations en espaces
affines.

Dans §3, nous utilisons ces pavages non standard aux pavages des fibres de Springer
affines. D’abord, on fait des rappels sur les fibres de Springer affines. En suivant Go-
resky, Kottwitz et Macpherson on introduit les valuations radicielles, et on classifie les
valuations radicielles non-ramifiées. Puis, on fait des rappels sur la conjecture de pureté
de Goresky, Kottwitz et Macpherson. Nous entrons ensuite aux parties essentielles de
la thése. Aprés une proposition technique concernant des fibrations en espaces affines
entre les sous-variétés des fibres de Springer affines, nous construisons des pavages en
espaces affines des fibres de Springer affines dans les cas suivants :

1. G = GLg, v = (M1,72) € gly x gly_(F) C gl (F) tel que aia(y) = ny et o €
gl (F) est équivalué de valuation no +7r, 7 € Q, 0 <r < 1, ny < ny, ny,ns € N.

2. G = GL3, v quelconque.
3. G = GLy4, v non-ramifié.

1.1.2 La ¢-stabilité sur la grassmannienne affine

On introduit une notion de £-stabilité sur la grassmannienne affine. C’est un ana-
logue local de la notion de £-stabilité sur l'espace de Hitchin introduite par Chaudouard
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et Laumon dans |CL|. Le sous ind-k-schéma 2°¢ des points £-stables est ouvert dans
&, il est invariant sous l'action du tore 7. On s’intéresse au quotient 2°¢/T'. Par une
comparaison avec la notion de stabilité en théorie géométrique des invariantes de Mum-
ford, on montre que la quotient 2°¢/T est un ind-k-schéma. Le résultat principal de
cette partie est

Théoréme 1.3. La séries de Poincaré de 2°)T est

-1
1 2i\—1
Pyep(t) = =@t E(l — 7).
De plus, on a Hyy1(Z°¢)T) = 0 et le frobenius agit sur Hoy(2°¢/T) par ¢~', Vi € Z, i >
0.

Pour cela, on montre d’abord que la variété %f_n /T est homologiquement lisse.
C’est un corolaire d’un résultat de comparaison des singularités de la grassmannienne
affine et du cone nilpotent, et du fait que le cone nilpotent est homologiquement lisse.
Ensuite, on déduit la séries de Poincaré de 2°¢/T de celle de la grassmannienne affine en
utilisant la réduction d’Arthur-Kottwitz, le point clé est une majoration de dimension
de la partie non-&-stable 25 _,\.2°_ .

Passons en revue cette partie.

Dans §4, aprés une petit rappel sur la fonction Hp d’Arthur, nous introduisons la
notion de &-stablilité. Puis on rappelle la théorie géométrique des invariants de Mumford
et nous montrons que la &-stabilité est une sorte de stabilité sur la grassmannienne affine
sous laction d'un tore “tordu”, ce qui implique que 2°¢/T est un ind-k-schéma.

Dans §5, nous construisons la réduction d’Arthur-Kottwitz, qui nous permet de ré-
duire les parties non-¢-stables de 2~ aux parties stables des grassmanniennes affines
pour les sous-groupes de Levi standard de G.

Dans §6, nous calculons la séries de Poincaré de 2°¢/T. Nous commengons par
calculer celui de la grassmannienne affine. Puis nous montrons que 2°¢/T" est homolo-
giquement lisse en utilisant les résultats de Mirkovic-Vybornov et Borho-Macpherson.
Apreés une majoration de dimension des parties non-£-stables, nous déduisons la séries de
Poincaré de 2°¢/T et action de frobenius sur H,(2°¢/T) de ceux de la grassmannienne
affine.

Dans §7, on rappel d’abord le résultat de Bezrukavnikov concernant 'action de 77, (O)
sur 2, ou T, est le centralisateur de v dans G. Puis on rappelle le théoréme de Goresky,
Kottwitz et Macpherson sur les points réguliers de 27,. On termine ensuite par définir
un domain fondamental de 27, sous l'action de T, (F)/T,(O).

1.2 Notations

On fixe un nombre d € N, d > 1. On prend k& = C le corps de nombres complexes,
ou k = F, la cloture algébrique d’un corps fini avec p > d. On note F = k((¢)) le corps
de séries de Laurent sur k, O = k[[¢]] son anneau d’entier, p = €O 'idéal maximal de O.
On fixe une cloture algébrique F de F, et on note val : ' — Z la valuation normalisée
par val(e) = 1.
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Soit G = GLg4 le groupe linéaire sur k, T le tore diagonal de G, B le sous-groupe
de Borel des matrices triangulaires supérieures de G. On notera leur algébre de Lie
par la lettre gothique correspondante. Pour tout sous-groupe fermé H de G stable par
T sous 'action adjointe, on note ®(H,T) 'ensemble des racines de 7' dans H. Pour
i,j=1,---,d, i # j, on note ov; ; € X*(T) le caractére défini par

aij(diag(ty, -+ ta)) = tit; .

Alors ®(G,T) = {a;;} est le systéme de racines de G par rapport a 7. A toute racine
a € ®(G,T), on associe de la maniére usuelle une co-racine ¥ € X,(T'). On note
gi; l'espace propre de poids «; ;. Pour 7 = 1,---  d — 1, on note oy = 11, ce sont
des racines simples de G par rapport & B. On note {w;}*=} les poids fondamentaux
correspondants. On note X (7T') le semi-groupe des co-caractéres dominants. On note
W = &, le groupe de Weyl de G, on note s;; € W la réflexion associée a la racine
«; ; et on simplifie s; = s;,41. La paire (W, {s; 971} est un groupe de Coxeter. On note
W=Wx X, (T') le groupe de Weyl affine.

Pour a = (ay,- -+ ,aq) € Z% on lidentifie avec le co-caractére v, € X, (T) défini

par va(t) = (t™,--- ,t%). A chaque v € X,(T), on associe le sous-groupe parabolique
semi-standard P, D T tel que

Lie(P)=t® & gis.

a;,j(v)>0

L’application v € X, (T) — €” € T(F)/T(O) est un isomorphisme de groupes abéliens;;
on identifie ces deux groupes dans la suite. On identifie aussi X, (7') ®z R avec t.

On utilise les notations introduites par Arthur dans [A] pour la formule des traces.

On note £(T') 'ensemble des sous-groupes de Levi de G contenant T'. Pour L, M €
L(T),L D M, on note PX(M) I'ensemble des sous-groupes paraboliques de L dont
le facteur de Levi est M. On note FZ(M) l'ensemble des sous-groupes paraboliques
de L contenant M. Pour simplifier les notations on note encore P(M) = PY(M) et
F(M) = FE(M).

On note X*(M) = Hom(M,G,,) et a}, = X*(M) ® R. Le morphisme de restriction
X*(M) — X*(T) induit une injection a%, < aX. On note (af!)* le sous-espace de a
engendré par ®(M,T). On a une décomposition en somme directe

ar = (a7 )" @ aj,.
L’accouplement canonique
X (T)x X(T) = Z

se prolonge linéairement en un accouplement parfait ar x af. — R, avec ar = X, (T)®R.
Pour M € L(T), on note ays I'espace vectoriel sur R dual de aj,. On identifie alors ay,
au sous-espace de ap annulé par (a/)*. On note a¥ le sous-espace de ar engendré par
®Y(M,T). C'est aussi 'orthogonal de I’espace a}; dans ar. On a donc la décomposition

M
ar = ay ® ay .
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On note my;, ™ les projections sur les deux facteurs.

Pour M € L(T) un sous-groupe de Levi de G, on utilise un exposant  pour désigner
I'objet correspondant pour M. Par exemple, IM = I N Mp.

Pour z € R, on note |z] le plus grand entier qui est inférieure ou égale a z, et [x]
le plus petit entier qui est supérieur ou égale a x.
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16 PAVAGES NON STANDARD DE LA GRASSMANNIENNE AFFINE

Dans cette partie, on va construire des pavages en espaces affines de la grassman-
nienne affine, on les utilisera ensuite pour paver des fibre de Springer affines en espaces
affines dans certains cas.

2 Pavages non standard de la grassmannienne affine

2.1 Filtration de Moy-Prasad

On introduit I'action du tore “pivotant” G,, sur le corps F' = k((¢)), définie par
txe" =t"e",Vt € k™, n € Z. Elle induit une action de G,, sur Gr et gr. On a donc une
action du tore T' = G,,, x T sur gp, le premier facteur agissant comme le tore pivotant.
On note ¢y € X*(G,,) le caractére définit par €y(t) = ¢t. On note (a; ;,n) le caractére

(er, a; ;) de T et on note (G, T) = ®(G,T) x Z.

La décomposition en espaces propres de gr sous 'action de T est

gr = @ et @ @ gijE" + g, N >0,

meZ (ai,j,n)E(f)(G,T)

ot €™t est de poids (0, m) et g, ;" est de poids (a; j,n).

Pour z € t fixé, t € R, on définit une filtration sur gr :

Gzt = @ giJEn + gEN, N > 0.

a; () +n>t

C’est la filtration de Moy-Prasad sur gr introduite dans [MP]. Pour ¢ > 0, on note G, ; le
sous-groupe de G'r contenant 7" dont l'algebre de Lie est g, ;. En particulier, G, = G,
est un sous-groupe parahorique de G contenant 7'(Q). Pour tout sous-algeébre de Lie
b de g stabilis¢ par 7', on note b, ; = hr M g,,, c’est aussi une filtration de Moy-Prasad

sur hp.

On note g1+ = @ai,j(:c)+n>t gijc” + gV, N > 0, on a gyrp = gurs pour 6 > 0
assez petit. On note

)= @ get s@t)= P o

oy j(x)+n=t a; j(x)+n=t

On a les isomorphismes g(x,t) = g.(t) = 9ot/ 0z 14

Exemple 2.1. 1. Pour 0 € t, on a Gy = K.

2. Pourxoz(gl,df;l,-- ,é) et,ona G, =1

3. Pour a € Z¢, onnotexa:(%—al,d%dl—ag,--- ,é—ad) et,ona

G,, = I, := Ad(e?)].
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2.2 Pavages non standard de la grassmannienne affine tronquée

Pour tout k-algébre R, on dit que L C R((¢))? est un réseau, si L est un sous-R[[¢]]-
module de R((¢))? tel qu’il existe un entier N > 0 avec

eVR[[e]]* ¢ L c e N R[[e])¢,
et que le quotient L/eV R[[¢]]? est un R-module projectif.

Pour N,N" € Z, N > N’ on note Xy n la k-variété qui représente le foncteur qui
envoie une k-algébre R sur I’ensemble

Xy (R) = {L € R(())? est un réseau | eVR[[e]]* C L C ™ R[[¢]]%}.

Les Xy nv forment un systeme inductif de k-schémas et le ind-k-schéma

X = lim XN,N’

N—+o00, N'——00

est appelé la grassmannienne affine. On note Ly = O, alors K est le stabilisateur de
Ly dans G(F) et

Z (k) ={L C F* | L est un réseau dans F*} = G(F)/K.

La grassmannienne affine n’est pas réduite comme un ind-k-schéma, mais puisque nous
nous intéressons qu’a l’aspect géométrique-topologique de la grassmannienne affine, nous
allons travailler avec sa structure réduite. Dans ce sens, le ind-k-schéma s’identifie avec
leur points rationnels sur k.

On note ind : &" — Z l'application ind(¢gK) = ind(gLo) = val(det(g)), V¢K € 2 .
Pour n € Z, on note 2™ = ind '(n); les 2™ sont les composantes connexes de
2. Puisque le morphisme val(det) : GL4(F) — Z est surjectif, toutes les composantes
connexes sont isomorphes a la composante neutre 2" (). Pour plus de détails sur la
grassmannienne affine, on s’envoie a [BLJ.

On va définir une ordre <, sur X,(7T'), on commence par <;. Soit u,v € X (T),
alors p < v si et seulement si

w < vy
[ R Z s o %

/vL1++,ud — y1_|_..._|_]/d_

Puis on pose Wy <; Wv. Pour tout w,w’ € W/W,, ot W, est le stabilisateur de y,
on pose wp < w'p si et seulement si w’ <p w, ot <p est I'ordre sur W/W,, induite par
celle de Bruhat-Tits sur W par rapport a B. Puis, pour v,v" € X,(T), on pose

v,V = e <™.

Théoréme 2.1 (Bruhat-Tits). Pour a = (a1, - ,aq) € Z%, on a un pavage en espaces

affines
2= || LvK/K

veXL(T)
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ot [z,uK /K est isomorphe a Uespace affine

Mg, 5
D 8ij&

(cvi,j i ;) ER(G,T),
—a ;i (za)<ni,j<ag,5(v)

De plus, [,v'K/K C [,vK/K si et seulement si v’ <p, v.

Démonstration. En utilisant la translation par e~2 sur la grassmannienne affine, il suffit
de montrer le théoreme pour a = 0. Pour la démonstration de la premiére partie, on
peut voir [IM] par exemple. Pour la relation d’adhérence, en utilisant les T-orbites de
dimension 1 sur la grassmannienne affine, on se raméne au cas G = GLy, ol on peut
vérifier directement. O

On va réécerire le théoréme ci-dessus sous la forme d’une décomposition de Bialynicki-
Birula. On note A\, € X,.(7T) le co-caractére défini par

:\a(t) = (tdv diag(td_a1d7 td_l_a2d7 T tl_add))7 tek”

Considérons Daction de G,, sur 2" induite par le co-caractére Ay € X,(T). L'ensemble
des points fixes 2% est discret et égale & {vK, v € X,(T)}. De plus, on a

IwK/K ={Le 2 | lim Aa(t)L = vK}.
—

Ici, la limite porte le sens suivant : Soit N € N assez grand tel que L € Xy, alors
le morphisme Aj, : G, — 2" défini par A, () = \a(t)L, Vt € k> se factorise par Xy _n

puisque Xy, _n est stable sous I'action de T'. Et il se prolonge & un morphisme unique
AL A = Xy _n puisque Xy _x est propre, la limit en question est définie comme

lim \a(t)L = A (0),

t—0

qui ne dépend que de L.

2.2.1 Pavage triangulaire

Pour m € Z, on note
3{‘>m = lim XNm-
= N—+o0 ’

C’est un sous ind-k-schéma fermé T-invariant de 2. On a
Zom(k)={Le 2 | L Ce"Ly}.

On observe que L € 25,,(k) si et seulement s’il admet une base {b; = ijl aije;
sur O tel que
val(a; ;) > m.

C’est équivalent a 1’égalité

Zm= || DEK/K

veZ4 v;>m, Vi
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Proposition 2.2. Soient a = (ay, -+ ,aq) € Z¢ et w € X, (T).

1. Pour w & 25, Uintersection Z>pm N LawK /K est vide.

2. Pour w € 2%, Uintersection X5, N LawK /K est isomorphe a un espace affine
standard. Plus précisément, 25, N LwK /K = JamowWK/K = Jamw, 00 Jamw
est la sous-k-variété de I, formée des matrices (x; ;) telles que x;; =1 et que

m;; < val(zy;) < aqj(w),  Vi# g,

ol m;; = max(—a; ;(za), m — w;) = max(a; — a; + =L, m — w;).

3. Par conséquent, on a un pavage en espaces affines

Lom= || 2imNILwK/K

weg%;Tm

L’inclusion (2>, N LawK/K) C (25, N LawK/K) implique que v <, w.

Démonstration. 1. On raisonne par 'absurde. Supposons qu'il existe w ¢ 25,,, tel
que lintersection 25, N [awK /K est non-vide et prenons y € 25, N LwK/K.
Puisque 2%, est fermé et invariant sous I’action de 7', on a

w = 15% Xa(t)y € 2o,

d’ott une contradiction. L’intersection 25, N [awK/K est donc vide.

2. Pour w € 25,,, un réseaux L € IawK /K admet une base unique {b;}&, sur O

de la forme
d
bi =¥ <6i + Z am'ej) RS F

J=1,j#i

tel que
— 1
_Oéj,i(xa) =a; —a; +—< Val((l]ﬂ) < ajﬂ-(w).

d
On a L € Z5,, si et seulement si

val(aj;) + w; = m,
d’ott la description précise de l'intersection 2>, N [awK /K dans la proposition.

]

On va passer aux composantes connexes de la grassmannienne affine.

Définition 2.1. Pour v € X, (T'), la variété fermée

Sch(v) == WK/K = | | IwK/K

w=<Jv

est appelée une variété de Schubert affine.
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Corollaire 2.3. Soit v € X (T) tel que vy > vy = -+ = vg, soita = (ay,- -+ ,aq) € Z°.
Alors on a un pavage en espaces affines

Sch(v) = |_| Sch(v) N LwK/K.

weSch(v)T

L’intersection Sch(v) N [LawK /K = JaywwK/K, 00 Japw est la sous-k-variété ouverte
et fermée de I, formée des matrices (xz; ;) telles que x;; € O et que

Val<$i7j) Z mm, VZ 7é j,

ot m;; = max(a; — a; + =, vg — w;). De plus, l'inclusion

Sch(v) N LawK/K C (Sch(v) N [iw'K/K)

implique que w <, w'.

Démonstration. La variété de Schubert affine Sch(v) est I'une des composants connexes
de Z,,. En fait, on a
Sch(v) = Zs,, N 2 Orttva),

le corolaire se déroule de la proposition 2.2.

2.2.2 Passage au dual

On définit un accouplement
Tr: F'x F'— F
par Tr((z;), (1)) = S0, z;:. Pour L € 2, on note
LY ={ye F* | Tr(z, y) € O,Vz € L}.

Alors LY est un réseau et (LY)Y = L. Ainsi on définit une involution ¥ sur la grassman-
nienne affine 2.

Pour m € Z, on a
Y= Fam i ={L€Z | LDeMLy}.

Lemme 2.4. Pour g € G(F), L€ 2, on a (gL)" = (¢")"'L".

Utilisant ce lemme, on trouve une version duale du corolaire 2.3.

Corollaire 2.5. Soit v € X[ (T) tel que vy = -+ = vg_1 > vy, soit a = (a1, ,aq) €
7. Alors on a un pavage en espaces affines

Sch(v) = I_l Sch(v) N LwK/K.

weSch(v)T
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Lintersection Sch(v) N LawK /K est égale o J;} jwK/K, 06 Jay. est la sous-k-variété

a,v,w
ouverte et fermée de I, formée des matrices (x; ;) telles que x;; € O et que

val(xm) Z mi,j, Vi 7& j,

ot 1 ; = max(a; — a; + =L, —v1 +w;). De plus, l'inclusion

Sch(v) N ,vK/K) C Sch(v) N [LwK/K)

implique que v <j, w.

2.3 Pavages en tranches de la grassmannienne affine tronquée

On fixe v € X (T) tel que v; > vy = -+ = v4_1 > vg. Le but de cette section est de
construire une famille de pavages non standard de la variété de Schubert affine Sch(v).

2.3.1 Quelques fibrés vectoriels sur la grassmannienne affine

Définition 2.2. Soit S un schéma de type fini sur k, le S-schéma f : £ — S est appelé
un fibré en O-modules sur S s’il satisfait aux conditions suivantes :

1. Il existe une action de O sur F et une loi d’addition
+:ExgFE— F

qui est O-bilinéaire.
2. 1l existe un O-module de type fini M et un recouvrement (U;);c; de S tel que on
a des trivialisations qui sont compatibles avec les structures des O-modules :

@iIEXSUi—)MXUi, Vi e J.

Définition 2.3. Soit S un ind-k-schéma, un morphisme entre les ind-k-schémas f :
E — S est appelé un fibré en O-modules s’il satisfait a la condition 1 dans la définition
ci-dessus et que pour tout sous-k-schéma fermé de type fini S de S, la restriction fg :
& Xg S — S est un fibré en O-modules sur S.

On rappelle que on a 2" = lim,,_, ;00 X, —p, OU
Xpn={LE X | e"Ly C L Ce "Ly}
Proposition 2.6. Pour toutn € N, VgK € X,, _,,, on a
eg(0) C Ad(g)g(0) C e ™g(O).

Démonstration. Pour gLy € X,, _,, on a g 'Ly € Xp,—pn aussi. Par gLy C €Ly, on
obtient val(g; ;) > —n. Parallélement, on a val((g~'); ;) > —n. Donc

Ad(g)s(0) C £7*"g(0).
Le méme argument pour g~ 'Lg € X,, _,, implique que
Ad(g7")g(0) C e7*g(0),

d’oul la proposition. O
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Sur X, _,, onnote L, ; et L, les fibrés en O-modules constants e2ng(0) x X —n et
e2"g(0) x X, —n respectivement. On note IC,, le sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel
constant L, o/L,; dont la fibre sur gK € X, _, est Ad(g)g(0)/e*"g(O). On note K,
'image inverse de IC,, sous la projection naturelle Lno— Lpo/Ly;. Evidement, /C,, est
un fibré en O-modules sur X,, _,,.

Définition 2.4. Le fibré en O-modules K := lim, ,, K, sur 2 est appelé le fibré
tautologique.

Le fibré tautologique K peut étre vu comme le sous fibré en O-module du “fibré
vectoriel” constant g := gr X 2" dont la fibre sur gK est Ad(g)g(O).

On peut écrire I autrement. Le groupe K agit sur G(F') x g(O) par la formule :
k- (ga (I) = (gk7 Ad(k_l)a)
On note K := G(F) x gg(O) le quotient de G(F)xg(O) par K. Alors K = G(F)x kg(O).

Soit Z un sous-k-schéma de 2~ de type fini. Soit V' un sous-O-module de type fini
de gr, on note V le fibré en O-modules constant V x 2~ sur la grassmannienne affine
Z". Dans la suite de la thése, on va traiter souvent la restriction & Z du quotient de
type

7
VK
La question est de déterminer s’il est un fibré vectoriel.

Lemme 2.7. Soit R un anneau local réduit noetherien, soit M un R-module de type fini.
Soient s le point spécial de Spec(R), my, -+ ,m les points génériques correspondant aux
composantes irréductibles de Spec(R). On suppose que dimy s (M ®k(s)) = dimy,) (M ®
k(n:)), 1 =1,--- 1, alors M est un R-module libre.

Démonstration. Soit d = dimy) (M ® k(s)). Prenons my,---,mg € M tel que leur
réduction forment une base de M ® k(s) sur k(s). Alors le lemme de Nakayama im-
plique que myq, - -+, my engendre M. Soit N le noyau du morphisme R? — M défini par
(r)e, — S0 rim;. Puisque dimy () (M ® k(n;)) = d, on a N ®p k(n;) = 0. Ceci im-
plique que N = 0 car l'inclusion naturelle R — @2:1 k(n;) est injective par I'hypothése
que R est réduit.

]

Corollaire 2.8. Soit R un anneau local réduit de type fini. Soient s le point spécial de
Spec(R), n1,- -+ ,m les points génériques correspondant aux composantes irréductibles de
Spec(R). Soient E un R-module libre de type fini, Ey, Fs deux facteurs directes de E.
On suppose que

dimye) (Eh @ k(s) N Ey @ k(s)) = dimy,) (Er ® k() N Ey @ k(n;)), i=1,--- L

Alors E1 N Ey est un R-module libre.

Démonstration. Considérons le morphisme

¢IE1@E2—>E
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défini par (a,b) - a — b, Ya € Ey, b € Es.
L’hypothése implique que

dimy(s) (Im(¢) ® k(s)) = dimk(m)(lm<¢) ®k(n;)), i=1,---,L

Donc Im(¢) est un R-module libre d’aprés le lemme 2.7. Ceci entraine que ker(¢) l'est
aussl.

[]

Corollaire-Définition 2.9. Soit Z un sous-k-schéma réduit de % de type fini. Soit
V' un sous-O-module de type fini de gr. On suppose que dimg(V/V N Ad(g)g(O)) est
indépendent de g pour gK € Z, alors les V/V N Ad(g)g(O) s’organisent en un fibré
vectoriel que on notera V /V N K sur Z.

Démonstration. Choisissons N € N assez grand tel que Z C Xy _n. D’apreés la propo-
sition 2.6, on a
Lni|zC K |2C Lz |z -

Alors les quotients
V + Ly

L
sont des sous-fibrés vectoriels de dimension finie sur Z de Ly /Ly 1. De plus, pour tout
gK € Z, on a

/C/ = KN|Z, V/ =

V+5Ng((’))

14 _ IBrE)
VN Ad O)  V+eNg(0) ~ Ad(9)a(0)
(99(0) ~ Lol Mot

L’hypothése implique que l'intersection V' N K’ est équi-dimensionel sur Z, donc il est

un fibré vectoriel d’aprés le corolaire 2.8. Ainsi le quotient ﬁ/]@ est le fibré vectoriel que

l'on cherche. [l

2.3.2 Reétractions aux sous-groupes de Levi

Pour tout P € FY(T), on définit, suivant Arthur, le cone dans (a$)*
0§ = {r € (a5)* | Va € ®(Np,T), a¥(x) >0, et Yoo € ®(Mp,T), a"(z) = 0.}
Définition 2.5. Le complexe dans (a$)* défini par
A={ap | PeF(D)}
est appelé le complexe de Weyl.
Le complexe de Weyl est une réalisation géométrique du complexe de Coxeter associé
au groupe de Coxeter (W, {s;}9=!). On s’envoie dans [Bour| pour plus de détails.

Pour o € A, on note P, € FY(T) le sous-groupe parabolique tel que o = aIGDU. On
note P, = M, N, la décomposition de Levi telle que T' C M, .

On note A’ I'ensemble des simplexes de A de dimension 7. Les sous-groupes para-
boliques maximaux de G contenant 7' sont indexés par Al. Soit ¢ € Al, on note @,
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le générateur de l'intersection de o et le réseau des poids de G par rapport a T'. Les

w, sont des permutations des poids fondamentaux (c;)?= sous I'action du groupe de

Weyl. On définit les co-poids @) € a$ par les équations

a(w)) =w,(a"), Vae ®(G,T).

(e

On note x, € X,(T) le générateur du semi-groupe X,(7) N Nw. Plus généralement,
pour 0 € A’ soit do N A = {oy,---,0;}. On définit x, = Xo, + -+ + Xo,;, alors
P, € FE(T) est le sous-groupe parabolique associé & x,, i.e. on a

Lie(PU) = @ 9ij-

a;,5(X0)>0

Définition 2.6. On définit la rétraction f, : 2~ — 2 M7 par

fo(x) = lim x,(t)x.

t—0

Dans la suite, en tant que sous-indice, on identifie ¢ € A et le sous-groupe parabo-
lique P,. Quand o € Al, on les identifie aussi avec w,.

Pour o € Al on peut l'identifier avec un sous-ensemble nontrivial J, C {1,--- ,d}
de la maniére suivante :

i€J, = w.(o;) >0,Vj#1i.

Pour J C {1,--- ,d} nontrivial, on note .J le complément de J et

GLJ = Autk( @ ]{361)

icJ
Fixe ¢ € R\Z. Pour n € Z, on note
Ri(n)={ve X.(T) | ws(v) =n;v;>c, Vie Jy;;v; <c VjéJ,}

On note
Sén)= | | IK/K.

vERS (n)

Lemme 2.10. La rétraction
fs:85(n) — S¢(n) N 2 Mo

est une fibration en espaces affines, en particulier sa restriction o IvK/K [’est aussi
pout tout v € RS(n).

Démonstration. En utilisant la récurrence, il suffit de montrer I’énoncé dans le cas ou
P, est un sous-groupe parabolique maximal.
Par définition, on a

Semyn2M = | ) IMuK/K.

vERS (n)
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On note N, 1 = N,(F)NI. Pour mvK € S¢(n) N 2 M m € Mo on a

no‘,[ ~ na,]
Ny NAd(mv)g(O)  n,rNAd(v)g(O)’

2

car IMs normalise n, 7. La dimension de la dernier terme est

Yo (@) +lalw)]) = dws(v)+ Y (lalw)))

a€®(N,,T) a€®(N,,T)

= dn+ Y (le(@)))

a€®(Ny,T)

qui est constante pour v € RS(n), ou xy € t est défini dans I'exemple 2.1. Donc les
dimensions de n, ;/n, 1 N Ad(g)g(O) sont constantes pour gK € S¢(n) N 2 M-, D’apres
le corolaire 2.9, ils s’organisent en un fibré vectoriel 0, ;/n,; N K.

Par Iisomorphisme canonique

-1 K o ncr,I \v/ [Ma RC
fo’ (mv ) no-J m Ad(mv)g(@)’ m G Y v G U(n)7

on obtient que S¢(n) est un i, /0, ; N K-torseur sur S¢(n) N 2" M= d’ou la proposition.

O

Pour w € X, (T'), P € F(T), on dit que w est positif par rapport a P si
a(w) >0, Vae®(Np, T),

ou Np est le radical unipotent de P. On dit qu’il est négatif par rapport a P si —w est
positif par rapport a P.

Proposition 2.11. Soit 0 € Al. Soit a € Z¢ tel que a est négatif par rapport a P,.
Alors on a un pavage en espaces affines

Sy = || S;(n)NLwK/K,

wERS (n)

Uinclusion SS(n) N LawK /K C S¢(n) N Law' K/ K implique que w <, w'. De plus, on a
lintersection

Sé(n) N LawK/K = (NU(F) N I)Hg,c;aﬁwwK/K,

ot Hyea = Hy X H2_1 avec

1. Hy est la sous-k-variété ouverte et fermée de GL,, (F) formée des matrices (z; ;)
telles que ;; € O et que

val(z; ;) > m; , Vi,j € Jg; i # J,

ot m; ; = max(a; — a; + =, [c] — wy).
2. Hj est la sous-k-variété ouverte et fermée de GLj (F') formée des matrices (z; ;)
telles que x;; € O et que

Val(xi,j> Z mi,j7 Vl,] € J_U;i 7é jv

ol mi,j = max(ai — Gy + %, —LCJ + wz)
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Démonstration. Soit A € X*(T) le co-caractére défini par

Aa(t) = (14, diag(td—ad pd-1mazd .. ylmaadyy = g ¢ X
Pour w € X,(T), on a
LwK/K ={z € 2 | lim Aa(t)z = wK?Y.
Donc
Sé(n) N LawK/K ={z € S5(n) | 11—{% Aa(t)z = wK}.

Pour u € N,(F)N1I, x € S¢(n), on a

lim A (t)uz = m[Ad(Xa(t))u]Aa(t)z = lim Xa(t),

t—0 t—0 t—0

parce que a(a) < 0, Va € ®(N,,T), d’ou 'égalité

lim A (t)z = lim Aa (8)[fo (2)]. (1)

t—0 t—0

Cette égalité implique que le pavage non standard se factorise par la fibration f, :
S¢(n) — S¢(n) N 2 M. Plus précisément,

S¢(n) N LawK/K = (N, (FYNI)-[(S¢(n)n ZM)n IMwK/K]. (2)
Remarquons que

Semyn M =) IMooKM /KM
vERS (n)

_ GLj,,(n1) GLj, ,(n2)

= 2 XX

pour certaines indices nq,nq € Z.

- . . GLj_,
Donc la proposition se raméne aux corolaires 2.3 et 2.5, pour %fi]‘] o) ot < LI;J"" (n2)
respectivement.

Corollaire 2.12. La rétraction
fo i (No(F)NI)HyawwK/K — Hy e K™ J KM

est une fibration en espaces affines.

Démonstration. D’aprés la démonstration ci-dessus, le pavage non standard factorise
par la fibration f, : S¢(n) — S¢(n) N 2 ™7 qui est une fibration en espaces affines par
le lemme 2.10. Donc aprés le pavage non standard, la restriction de f, a chaque pavé
reste une fibration en espaces affines.

]
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2.3.3 Pavage en tranches

On passe au pavage de la variété de Schubert affine Sch(v), v € X} (T) tel que
V1 > Vg = - = Vg_1 > vg. On note

R(v) = UW A e X (T) | v <v; @wi(v') = wi(v)}

et S(v) = Uyepq [ K/K, c’est une sous-variété ouverte de Sch(v). Dans la suite, on

va paver S(v) en espaces affines. Le lemme suivant nous permet de paver Sch(v) par
récurrence.

Lemme 2.13. Soit v € X (T) tel que vy > vy = -+ = vg_1 > vyg. S’il existe v € X (T)
tel que
Sch(v) = Sch(v) U S(v),
alors on a U1 > Uy = -+ = Ug_1 > Vy.
Démonstration. Dans le cas ot v > vy = -+ =vg,ona vy > vy +d, et v = (v; —d +

1,’02+1,"‘,’Ud—|—1).

Dans le cas ot vy = -+- = vg_1 > vg,onavy >vg+d, et v=(vy—1,--+ 041 —
1, Ud+d—1).
Dans le cas ot vy > vy =+ =041 >vg,onav = (v —1, vg, -+ 041, vg+1). O

D’abord, on construit une partition de R(v). On prend ¢ € R\Z tel que

vy < c<wvg+1, Sl v > Vg ="+ =Vg_1 > Vg,
Vg1 — 1 <ec<wg_q, Siv>vUy=--+=10g_1> V4.

On écrit RS(v) = RS(w;(v)), ot w; est 'unique poids fondamental dans 'orbite
Ww,. On note S&(v) =J y Iv'K /K. Alors on a la partition disjointe

v'€RS (v

R(v) = |_| RS (v).

oeAl

On va ensuite ordonner les S¢(v). Pour 1 <r < d — 1 fix¢, 'union
Sew) = U B, (0) =W BE, ()
geWwW

peut étre ordonné par l'inverse de l'ordre de Bruhat-Tits de ¢ € W. Donc il reste a
ordonner les S,(v). on distingue entre deux cas.

(D) vy >vg ="+ =w4_1 > vg et vy <c<uvg+ 1.

Pour 1 <r <d—1 tel que v;1 — v, > r, on note

/U(T):('Ul_r—i_la U2+17"'7UT+17 vr‘+17'“avd)-



28 PAVAGES NON STANDARD DE LA GRASSMANNIENNE AFFINE

vy = C,
/

FIGURE 1 — L’ordre de pavage pour GLs—premier cas.

Lemme 2.14. Pour 1 <r <d—1 tel que vi —v, <r —1, R, (v) est vide. Pour r tel
que vy — U 2T, 0N a

R (v)={v' € X.(T) | V' < v"); @, (v) = @, (v)}.

w

Démonstration. Pour r tel que vy — v, < 7 — 1, RZ (v) est vide. Sinon, prenons un
élément w dedans, alors w; > ¢ > v; et donc w; > v; + 1 pour ¢ = 2,--- | r. Parce que
n<v+r—1l<c+r—1,ona

iwi >c+i(vi—|—1) Zc—l—?“—l-l-zr:w er:%
Py P i=2 =1

contradiction a I’hypothése que w < v.
Pour 7 tel que v; — v, > 7. On a l’égalité dans la proposition car v est le plus

longue élément dans RZ, (v). O

Donc, on a l'égalité
d—1
Sch(v) U | J Si(v) = Sch(v™),
ce qui donne l'ordre entre les S;(v) et donc finit ordonner les S¢(n). Pour lordre de
pavage pour GL3 dans ce cas, voir la figure 1.
(2) vy >vg=-=wvg1>vget vg1—1<c<vg.

Pour 1 <r <d—1 tel que v,41 — vg > d — r, on note
Uy = (U1, 0 Uy Uy — Ly yvg — L vg +d — 1 —1).

Lemme 2.15. Pour 1 <r <d—1 tel que v,41 —vg < d—r, RS(v) est vide. Pourr tel
qUE Vpy1 — Vg > d—1, on a

RS, (v) ={v € X,(T) | v < vpy; @, (V') = wr(v) }-

w
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La démonstration est similaire a celle du lemme précédent.
Donc, on a l'égalité

Sch(v) U U Si(v) = Sch(v()),

ce qui donne 'ordre entre les S;(v) et donc finit ordonner les S¢(n). Pour l'ordre de
pavage pour GLj3 dans ce cas, voir la figure 2.

FIGURE 2 — L’ordre de pavage pour GL3-deuxiéme cas.

Finalement, étant donné a, € Z? pour tout o € A! tel que a, est négatif par rapport
a P,, on peut paver S%(v) en espaces affines avec I'Iwahori I, d’aprés la proposition 2.11.
De cette maniére, on construit un pavage non standard de S(v). Comme on a remarqué,
cette processus peut étre continué sur Sch(v) avec autres parameétres ¢ € R\Z adaptés a
0. Par récurrence, on construit un pavage non standard de Sch(v), on I'appelle le pavage
en tranches de Sch(v).

3 Application aux pavages de la fibre de Springer af-
fine

3.1 Rappel sur les fibres de Springer affines

Les fibres de Springer affines ont été introduites par Kazhdan et Lusztig dans [KL].
Etant donné un élément v € g(F) semi-simple régulier, la fibre de Springer affine Z,
est par définition le sous-ind-k-schéma fermé de la grassmannienne affine 2" défini par

2, =1{9 € G(F)/K | Ad(g)"'y € g(O)}.
Il est évident que 27, ne dépend que la classe de conjugaison de v et que 27, =
Ztald, Va € O,

On note T, = Zg,. (), A, le sous-tore non-ramifié sur F' maximal de 7’,. On note A
le groupe abélien engendré par x(¢) € A, (F), x € X.(4,).
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Définition 3.1. Un élément semi-simple régulier v € g(F') est dit entier si ses valeurs
propres sont entiéres dans F'.

Proposition 3.1 (Kazhdan-Lusztig). Soit v € g(F') un élément semi-simple régulier,
le ind-k-schéma Z, est en fait un schéma localement de type fini et de dimension finie.
1l est non-vide si et seulement si 7y est entier.

Le groupe discret A agit librement et proprement sur Z.,. Le quotient 2~ /A est
représenté par un k-schéma projectif et le k-morphisme quotient %, — 2., /A est un
revétement étale galoisien.

Dorénavant, on suppose que v € g(F) est un élément semi-simple régulier entier.

Proposition 3.2 (Bezrukavnikov-Kazhdan-Lusztig). La dimension de Z., est donnée
par la formule

) 1
dim(.25) = 5(5“1 — &),
ot

0, = val(det(ad(v); g/t,)), ¢, =dim(7;) — dim(A,).

On renvoie & [Be| pour la démonstration.

3.2 Formes minimales des valuations radicielles non-ramifiées

Les valuations radicielles ont été introduites par Goresky, Kottwitz et Macpherson
dans [GKM4]. Dans la suite, on propose une classification des valuations radicielles
non-ramifiées pour GL,.

3.2.1 Classes de G(F)-conjugaison des tores maximaux de Gp

Rappelons que £ est algébriquement clos de caractéristique p tel que p = 0 ou p > d.
On note F* la cloture séparable de F' dans F et on note F* = Unen, pin F(e'/™) 'extension
modérément ramifiée maximale de F. En fixant un systéme ((,) de racines n-iémes de
I'unité, tel que (', = G, Ym, n € N, on obtient un isomorphisme

Gal(F'/F) =] Z.
I#p
Le groupe Gal(F*/F) admet une filtration
1= I" = Gal(F*/F) —» [[ 2 — 1,
l#p
ou I? = Gal(F*/F") est le sous-groupe pro-p maximal de Gal(F*/F).

Soit G un groupe réductif sur k, 7' un tore maximal de G, W = Ng(T')/T le groupe
de Weyl. On va rappeler la classification des classes de G(F')-conjugaison des F-tores
maximaux de Gp.
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Soit S un F-tore maximal de G, il existe g € G(F”) tel que S = Ad(g)T. Pour
7 € Gal(F*/F), on note x, = g7 '7(g). On a x, € Ng(T), et il est facile de vérifier que
T € Gal(F*/F) — x, € Ng(T) est un 1-cocycle, qui définit un élément de H'(F, Ng(T))
indépendant du choix de g. Cette construction nous donne une bijection entre les classes
de G(F)-conjugaison des tores maximaux de G et

ker{ H'(F, No(T)) — H\(F, G)}.

Utilisant la suite exacte 0 — T — Ng(T) — W — 0, et le fait que H'(F, T) =
H?(F,T) = 1(essentiellement le théoréme 90 de Hilbert et la théorie de corps de classe
locale, voir [Se|, page 159 et page 189), on a

HY(F, Ng(T)) = H'(F, W) = Hom(Gal(F*/F), W)™,

ou W agit sur Hom(Gal(F*/F'), W) par conjugaison sur W. On a donc une bijection
entre les classes de G(F')-conjugaison des tores maximaux de G et

ker{Hom(Gal(F*/F), W)V — H'(F, G)}.

Pour G = GLg,ona W = &, et H'(F, GL4) = 0. Les classes de conjugaison dans G4
sont en bijection avec les partitions de d. Par une partition de d, on entend un r-uplet
(n,---,n.) € N, r=1,--- ,d quelconque, tel que Y ! _n; =detng >--->n, > 1.

Par hypothése, on a p =0 ou p > d et donc (p, d!) = 1. L’ensemble

Hom(Gal(F*/F), W)" = Hom( ] Zi, &4)°

l#p
est en bijection avec l'ensemble des partitions (ni,---,n,) de d. Remarquons que
(ns,p) =1carn; <d <p.
. 1 1
Etant donnée une partition n = (nq,--- ,n,) de d, on note F,,, = F (e ) = k((e))

et Fy, = [, Fy,, c’est un algebre semi-simple de degrée d sur F'. La multiplication de
F, sur lui-méme nous permet de le plonger dans End(F},) = gl,(F'). On note T;, I'image
de F*; c’est un tore maximal de GLg4 . Le résultat des paragraphes précédents nous

dit que tous les tores maximaux de GLg r & GL4(F')-conjuguaison prés s’obtiennent de
cette manieére.

Définition 3.2. Un tore maximal de GLg4 est dit elliptique s’il correspond a la partition
(d), il est dit non-ramifié s’il correspond a la partition (1,---,1) de d.

Définition 3.3. Un élément semi-simple régulier v € g(F) est dit elliptique si son
centralisateur T, est elliptique, et non-ramifié si T, lest.

3.2.2 Valuations radicielles pour GL,

Soit G = GLg4, v € g(F) un élément semi-simple régulier. On note 7/ € t(F*') un
élément qui est G(F)-conjugué a «. On associe a 7/ un couple (w,r) de la maniére
suivante : soit ¢ € Gal(F!/F) I'élément tel que o(s'/") = (,e'/", alors w € W est
I'unique élément tel que wo(v') = +/, et r : ®(G,T) — Q est la fonction r(a) =
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val(a(y')). En choisissant un autre " € t(F") conjugué a v, on a v/ = w'(y’) pour
certain w’ € W. Soit (w”,r") le couple associé a ", alors w” = w'ww'~! et r” = row'~1.
Dans ce cas, on dit que (w,r) et (w”,r”) sont équivalents et on appelle cette classe
d’équivalence de (w, ), la valuation radicielle associée a .

Lemme 3.3. Soit v € g(F) un élément semi-simple régulier, (w,r) la valuation ra-
dicielle de vy, alors la classe de G(F)-conjugaison du tore maximal T, correspond a la
classe de conjugaison de w € W.

Démonstration. Choisissons 7' € t(F!) tel que v = gv¢g7!, g € G(F). On a T, =
Ad(g)Tr puisque v est régulier. On note (w, ) le couple associé¢ & 7' et x = g 'o(g).
On a I’égalité

Ad(z)o(v) = g lo(g)o(v)alg")g =g 'o(Ad(g)Y)g
= g lo(Mg=9"r9=",

~

donc w = x dans N(T')/T =W, d’ou le lemme. O

Définition 3.4. La valuation radicielle est dit équivaluée si pour un de ses représentants
(w,r) (et donc pour tous), la fonction r est constante. Elle est dite non-ramifiée siw = 1.

Pour v non-ramifié¢, sa valuation radicielle I'est aussi. Dans la suite, on va classifier
les valuations radicielles non-ramifiées pour GLgy; c’est équivalent & mettre + sous une
forme favorable.

Définition 3.5. L'élément v € t(F) est dit en forme minimale s’il satisfait a la condition

val(y j (7)) = min {val(oy(v))}, Vi,j=1,---,d,i<}.

i<i<j—1

Dans ce cas, le (d — 1)-uplet (val(aq(7)),- -+, val(ag_1(7))) est aussi appelé la valua-
tion radicielle de 7.

Proposition 3.4. Tout élément v € t(F) est conjugué a au moins un élément en forme
minimale.

Démonstration. On va montrer la proposition par récurrence. Pour G = GL,, le résultat
est évident. On suppose que pour G = GL,,, n < d, la proposition est démontrée.

Soit v = diag(y1, - ,74), soit v = max{val(a,;(7)), 7 # j}. Soit 71 =
diag(vr(1), - -+ s Vr(a)) 'une des sous-matrices équivaluées de valuation v de vy qui est
de taille maximale. On note 75 = diag(Vr(at1), - s Vr(@)), €t ¥ = diag(y1,75)-

Lemme 3.5. Pour a+1 < i < d fizé et 1 < j < a, les valuations val(a; (7)) =
val(ay (7)) sont toutes les mémes et strictement plus petites que v.

Démonstration. S'il existe a +1 < iy < d, 1 < jy < a tel que val(e, j, (7)) = v, alors
pour tout 1 < 5 < a, les inégalités

v = val(aiy,;(7')) = min{val(aiy j, (7)), val(a, ;(7))} = v
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entrainent que val(a;, ;(7')) = v, i.e. que la matrice diag(Vr(1), " s Vra» Vigsio) €St équi-
valuée de valuation v, contradiction & ’hypothése que 7] est de taille maximale. Donc
val(a; (7)) < v, pour tout a+1<i<d, 1<j<a.

Par conséquent, pour tout 1 < k,l < a, on a

val(ei k(7)) = min{val(a;; (7)), val(air(v')) = v} = val(ai (7).

]

Donc on peut “contracter” ~f en un élément 6; € F tel que val(d;) = v et les
valuations radicielles ne changent pas & 'extérieure de ~;. On note 6 = (d1,75). On
observe que la matrice ] est toujours de taille strictement plus grande que 1, donc ¢
est de taille strictement plus petite que d — 1. Par I’hypothése de récurrence, § admet
une forme minimale 7/(9). En remplagant I’élément 6; dans 7/(J) par 74, on trouve une
forme minimale de ~. O]

Remarque 3.1. En général, un élément ~ peut étre conjugué a plusieurs éléments en
forme minimale. Par exemple, pour GL4, m,n € N, m < n, les éléments

diag(e™ — ", —e™ — ", =™ + ", 2™ + 2e™)

et
diag(e™ — ", 2e™ 4 2e", —e™ 4", =™ — ")

sont en formes minimales et conjugués.

3.3 La conjecture de pureté
3.3.1 Pureté de ind-k-schéma

Soit X une variété algébrique projective sur k, on note H* = H*(X,C) si k = C, et
H* = H*(X,Q;) pour un nombre premier [ # p si k = F,. D’aprés Deligne dans [D1],
il existe une filtration croissante W, par le poids sur H* tel que pour f : X — Y un
morphisme de variétés algébriques projectives sur k, le morphisme induit f*: H*(Y) —
H*(X) est strictement compatible a la filtration par le poids. La cohomologie de X est
dit pure si

CrV(H") = W (H") /W1 (H) =0,  pour m # i.

Exemple 3.1. Soit X une variété algébrique projective sur k, on suppose que X admet
un pavage en espaces affines, i.e. qu’il existe une filtration croissante exhaustive Xy C
X; C -+ de X telle que X; est fermé et X;\X; 1 est isomorphe & un espace affine
standard, Vi. Alors X est pur.

Le théoréme suivant joue un role central dans la géométrie algébrique, voir [Weil IJ.

Théoréme 3.6 (Deligne). Soit X une variété algébrique projective et lisse sur k, alors
X est pur.
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Passant par dualité a ’homologie H,.(X) := (H*(X))*, on obtient une filtration
croissante W, sur H,,
W (H;) = (H'/W_,_1H")".

Pour f: X — Y un morphisme de variétés algébriques projectives sur k, le morphisme
fe: Ho(X) — H.(Y) est strictement compatible a la filtration par le poids.

On suppose maintenant que X est un ind-k-schéma, i.e. qu’il existe des variétés
algébriques projectives X; sur k et des immersions fermées X; — X, telles que X =
lim; , o X;. Puisque les immersions sont strictement compatibles avec la filtration par
le poids, I'homologie H,(X) = lim;_,; H.(X;) hérite d’une filtration par le poids W,
induisant celle de H,(X;) pour chaque i. Cette filtration ne dépend que de X a cause de
la stricte compatibilité avec les morphimes. On dit que X est pur si Gr!Y (H;(X)) =0
pour m # i. Par définition, si X, est pur pour tout n, alors X est pur. C’est le cas si
tous les X,, admettent des pavages en espaces affines.

3.3.2 Conjecture de Goresky, Kottwitz et Macpherson

Conjecture 3.1 (Goresky-Kottwitz-Macpherson). Pour tout élément v € g(F') semi-
simple régulier entier, la fibre de Springer affine 27, est pure.

Remarque 3.2. Parce que la cohomologie ne dépend que la structure réduite du schéma,
dorénavant on travaille avec la structure réduite de la fibre de Springer affine.

Théoréme 3.7 (Goresky-Kottwitz-Macpherson). Pour tout élément v € g(F) semi-
simple régulier entier équivalué, la fibre de Springer affine 2, est pure.

Pour la démonstration, voir [GKM1|. On rappelle ici rapidement leur pavage pour
G = GL,.

Définition 3.6. Soit v € g(F') un élément semi-simple régulier équivalué de valuation
s € Q. On dit que 7y est sous forme normale siy € g,, s et son image ¥ sous l'application
G205 —> Ouo.s/Oao.s+ = 8(T0,5) < g est semi-simple réguliére dans g, ot zg € t a été
défini dans 'exemple 2.1

Lemme 3.8. Soit v € g(F) un élément semi-simple réqulier équivalué entier, alors
est conjugué a un élément a + ', avec a € O et ' sous forme normale.

Remarque 3.3. Puisque 27, ne dépend que de la classe de conjugaison de v et que
Xy = Zyta, Va € O, pour comprendre la géométrie de 27, on peut toujours supposer
que 7y est sous forme normale si v est équivalué.

Démonstration. Premiérement, considérons un élément v € g(F) elliptique équivalué de
valuation n+ %, r € N, 0 <r < d— 1. Par la classification des tores maximaux, on peut
supposer que F(v) = F; = k((e¥/9)).

Lemme 3.9. On peut écrire v = a +ue™ta, aveca € O, u € Op, et (r,d) = 1.

Démonstration. Parce que 7 est elliptique, les valeurs propres de v € g(F') sont les

conjugués galoisiens de v dans F. On écrit v = j:og a;e?, a; € k. Soit ig le plus petit
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entier tel que a;, # 0 et d {ip. Puisque val(7(vy) — 7'(v)) = io/d, V71,7 € Gal(F;/F), on
aiyg=nd+ret(r,d) =1

O
On prend 7' = ue"*i. On identifie Endp(F,) = gr a 'aide de la base
{gT’ g d o 71}
de Fy sur F', et on plonge F,; dans gy par multiplication sur lui méme, alors 7' a la forme

_ 0 6n1dd_r
’}/ = Uo |:€n+11dr 0 :| mod gw,n-‘,—’“ji'l? (3)

ot Uy € kX, up = u mod £/?OF,. On voit que 4’ est sous forme normale.

En cas général, pour v équivalué de valuation n+%, n € N, 0 <r < d'—1, (r,d') = 1,
T, est conjugué soit a Ty ... ) s0it & T(g .. #1). Dans le premier cas, v est conjugué a
une matrice diagonale par blocs, diag(yi,- -+ ,7a/a), telle que chaque bloc ; € T(4y est
elliptique dans GLy. Par le lemme au dessus, on peut supposer que v; = a; +7;, a; € O
et que 7; est sous forme normale. Par '’hypothése “équivalué”, on a a; = - - = ag/a = a,
de sorte que «y est conjugué a a+ (74, -+ ,7, / &), qui est sous forme normale. L’argument

est le méme pour le deuxiéme cas. O

Théoréme 3.10 (Goresky-Kottwitz-Macpherson). Poury € g(F) équivalué sous forme
normale, 'intersection ITwK/K N 2., est isomorphe & un espace affine pour tout w €
X.(T). La décomposition X = | |,cx, i IwK/K N Z, donne un pavage de 27 en
espaces affines.

3.4 Une proposition technique

Prenons un sous-groupe parabolique maximal P = M N. Soit v € m(F) C gl;(F) un
élément semi-simple régulier entier. Soit U C Np un sous-groupe ouvert et fermé.

Lemme 3.11. Considérons la rétraction
fp:U%Mﬂ%%%M.
Soit gKM € %YM, alors fp'(gK™M) est isomorphe canoniquement

u ad(v)u
uNAd(9)g(0)  ad(v)un Ad(g)g(0) } ’

ker {ad(v) :

Démonstration. Pour gK™ € EKWM, soit u € u, alors

(1+ugK e Z, < Ad(l+u)'y € Ad(g)g(0O)
= - [u, 7] € Ad(9)g(0)
= [u, 7] € Ad(g)g(0),

d’ou le lemme (dans le deuxiéme ligne on utilise le fait que P est maximal). O
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Proposition 3.12. Soient P = MN € F(T) maximal, U C Nr un sous-groupe ouvert
et fermé. Soit X une sous-variété de %YM. On suppose que les dimensions

i (u N Adl(lg)g(O)) o <fvtd(’y)u8bf(ﬁjl Szgitq)g(@)) ’

sont indépendantes de g pour tout gK € X. Alors la rétraction

prXﬂ:%y—)X

est une fibration en espaces affines.

Démonstration. D’apreés le corolaire 2.9, les u/un Ad(g)g(O), gK € X, s’organisent en
un fibré vectoriel u/uN K. Il en est de méme pour 1’ := ad(y)u. Donc le noyau

u u
K= ker{ad(y) LEoE ﬁ’ﬂlC}

est un fibré vectoriel sur X car le morphisme est surjectif. D’aprés le lemme 3.11, la
rétraction en question est un K, ,-torseur, donc elle est une fibration en espaces affines.
m

Remarque 3.4. La condition que la dimension de u/un Ad(g)g(O) est indépendante de
g pour tout gK € X est équivalent a la condition que la rétraction

fpiUX = X

est une fibration en espaces affines. Dans la suite, on utilise aussi cette condition alter-
native.

Lemme 3.13. Soient P = MN € F(T) mazimal, H C Mp, U C Np des sous-groupes
ouverts et fermés. On suppose que H normalise U. Soit X une H-orbite dans 2™,
alors la dimension u/u N Ad(g)g(O) est indépendante de g pour gK € X.

Démonstration. Fixe gK™ € X, pour tout h € H, on a

u u

a2

uN Ad(hg)g(0) ~ unAd(g)e(0)’

car H normalise U, d’oil le lemme. O

Corollaire 3.14. Soient P = MN € F(T) mazimal, H C Mp, U C Np des sous-
groupes ouverts et fermés. On suppose que H normalise les algébres de Lie u et ad()u.
Soit X une H-orbite dans 2™ . Alors la rétraction

frPUXNZ, - XnZM

est une fibration en espaces affines.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.13, la dimension de u/uN Ad(g)g(O), est indépen-
dante de g pour gK € X. Il en est de méme pour les ad(y)u. Donc le corolaire se déroule
de la proposition 3.12. O
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3.5 Pavage pour GL; dans un cas particulier

On suppose que v = (71,72) € (gl X gly_1)(F) C gly(F) tel que ay;(y) = ny, @ =
2,--.d ety € gly_;(F) est équivalué de valuation ny + 7,7 € Q,0 < r < 1, n; <
ng, n1,ny € N. On peut supposer que v, € gl;_;(F) est sous forme normale sans perte
de généralité.

Théoréme 3.15. Pour tout m € Z, la variété Z>_,, N Z, admet un pavage en espaces
affines, donc Z, est pur.

Démonstration. On pave 25 _,, avec I'Twahori I' = Ad(diag(e®™,1,--- ,1))I. Pour w €
ZT_m, on note C(w) = Z>_,, N I'wK /K. Par la proposition 2.2, on a un pavage en

espaces affines

2om= || Cw)

weﬁt’g_m
et
@
Clw)=1| . o | wK/ K, my, = —m — w;.
prep @
On note
*
% % *
P:Psldwd—l_ :
% % *

Soit P = M N sa factorisation de Levi standard. D’apreés le corolaire 3.14, la rétraction
forawar : Clw) N 2y = IMwKM /KM 0 27V

est une fibration en espaces affines. En effet, on prend

pr 1
alors C'(w) = UI'MwK /K. 1l est évident que I normalise u = Lie(U) et ad(y)u.

De plus, Vintersection I"w K™ /KM 0 2 M est isomorphe a un espace affine par le
théoréme 3.10 puisque v € m(F') = (gl; x gly;_;)(F') est équivalué et sous forme normale,
donc C(w) N 2, est aussi isomorphe & un espace affine.

]

3.6 Pavage pour GLg

Soit G = GLg, on fixe un élément v € g(F) semi-simple régulier entier. Parce que
char(k) = p > 3, par la classification des tores maximaux, T, est conjugué soit a (1 11y,
soit a T(l,Z)a soit a T(g).
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Pour 7 non-ramifi¢, Lucarelli a montré dans [Lu] :

Théoréme 3.16 (Lucarelli). Soit v € t(11,1)(O) un élément régulier sous forme mini-
male avec valuation radicielle (nq, na), ot ny,ne € N, ny < ng. Alors Z, admet un
pavage en espaces affines.

Pour + elliptique, un pavage en espaces affines de 2, a été construit par Goresky,
Kottwitz et Macpherson.

Lemme 3.17. Tout élément v € t3)(F) est équivalué.

Démonstration. Parce que F(y) = k((¢'/?)) est une extension galoisienne de F, les
valeurs propres de v sont des conjuguées galoisiennes. Soit v, l'une des valeurs propres
de v, on écrit v1 = Y .o a;e"3. Soit iy I'entier minimal tel que a;, # 0 et 3 { 4g, alors
val(a(y)) = ip/3, Yo € ®(G,T), i.e. v est équivalué. O

Donc pour 7 elliptique, 27, est pur par le théoréme 3.10 de Goresky, Kottwitz et
Macpherson.

Pour 7 € t(9)(F'), sl est équivalué, 27, est pur par le théoréme 3.10. Sinon, on a

val(ag 2(7)) = val(ai3(7)) = n1,  val(aas(y)) = ne + %,

pour certain nq,ne € N, ny < ny. Dans ce cas, 2, est pur par le théoréme 3.15.

En conclusion, on a

Théoréme 3.18. Pour tout v € gly(F) semi-simple régulier entier, Z-, est pur.

Dans la suit, on va utiliser les pavages non standard en tranches de la grassman-
nienne affine tronquée que l'on a construit dans §2.3.3, pour paver les fibres de Springer
affines 27, v non-ramifié. Ce pavage est plus “flexible” que celui de Lucarelli, et il est
indisponible pour paver la fibre de Springer affine pour GL, dans le cas non-ramifié.

On fixe un élément ¢ € R\Z et on utilise les notations de §2.3.2.

Théoréme 3.19. Soit v € +(O) un élément régulier sous forme minimale avec valuation
radicielle (ny, ng), ot ny,ny € N, ny < ny. Soit a = (ny,ng, ny). Alors pour tout n € N,
on a

1. Pour w € RS (n) U R; . (n), Uintersection TwK/K N %, est isomorphe a un

S13W2
espace affine standard.
2. Pouri = 2,3, we R _ (n), Uintersection S5 __ (n) N I_swK/K N Z, est iso-
morphe a un espace affine standard.
3. Pouri=2,3,w € R;,_ (n), Uintersection S5, _ (n)NLawK/KNZ, est isomorphe

a un espace affine standard.

En conclusion, les intersections SS(n) N 2., sont purs, pour tout o € Al



3.6 - Pavage pour GLg3 39

Démonstration. 1. On montre que le cas w € RS, (n), I'autre cas étant pareil.
Rappelons que

RS (n) ={w e X (T) | w1 >c; w; <, i=2,3; wi(w) =n}.
On note

P=P, =

* K% X
* X X

Soit P = MN sa factorisation de Levi standard. Soit U = N(Q), alors on a
IvK/K = UIMwK /K. Parce que I normalise u = Lie(U) et ad(~y)u, la rétraction

fpiIwK/KNZ, — IMoKM /KM 2.

est une fibration en espaces affines d’aprés le corolaire 3.14.

L’intersection I?wK™ /| KN %VM est isomorphe & un espace affine par le théoréme
3.10 puisque v € m(F) = (gl; x gly)(F) est équivalué et sous forme normale.
L’intersection JwK /K N %, est donc isomorphe & un espace affine.

C

¢ 5w, (1), Vautre cas étant pareil.

2. On montre que le cas w € R
Rappelons que

R§13wl(n) ={w e X (T) | ws>c;w; <c,i=1,2; (s1301)(w) = n}.
On note
x %
P=PFP .5 =|*x *
x %k

Soit P = M N sa factorisation de Levi. On note U = N(p). Soit m,, = —|c]| + wo,
on note
H = " N Ad(diag(1,e™, ™)) KM,

qui est un groupe de Lie. D’apreés la proposition 2.11, on a

S oo (n)NIywK/K =UHwK/K.

513W1

Et par le corolaire 2.12, la rétraction
fp: UHwWK/K — HwuK /KM

est une fibration en espaces affines.

On prend = = (1,%,%) €tety =124 (n,ne0). Alors u = Lie(U) = n, et
ad(y)u = n, . Puisque H C M, = '™, il normalise ad(y)u. Le lemme 3.13 et la

—a’
proposition 3.12 impliquent que la rétraction

fp: UHWK/K N2, — HwK™ /KM n 2 M

est une fibration en espaces affines. Puisque v est équivalué par rapport a M =
GLy x GLy, l'intersection HwK™ /KM N Z M est isomorphe a un espace affine.
Par conséquent, S¢ _ (n) NI_,wK/K N Z, est isomorphe & un espace affine.

$13W1
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3. On montre que le cas w € RZ, (n), Pautre cas étant pareil.

Rappelons que
R, (n) ={w e X,(T) | ws < ¢ w; > ¢, i=1,2; wy(w) =n},

On note

* %X
* X

P=P,, =

* ¥ ¥

Soit P = M N sa factorisation de Levi. On note U = N(O). Soient m,, = [¢]| —ws,
et

H = I N Ad(diag(e™,1,1)) K™,

qui est un groupe de Lie. D’aprés la proposition 2.11, on a
Se,(n) N LawK/K = UHwK/K.
Et par le corolaire 2.12, la rétraction
fp: UHWK/K — HwK" /KM

est une fibration en espaces affines.

On prend z = (1,2,3) € tet y = 2 — (n1,n2,0). Alors u = Lie(U) = n,q et
ad(y)u = n, . Puisque H C M, = IM il normalise ad(y)u. Le lemme 3.13 et la
proposition 3.12 impliquent que la rétraction

a ?

fpiUHWK/K N 2, — HoKM /KM n 2™

est une fibration en espaces affines. Puisque v est équivalué par rapport a M =
GLy x GLy, l'intersection HwK™ /KM n %WM est isomorphe & un espace affine.
Par conséquent, S¢, (n) N [ywK/K N %, est isomorphe & un espace affine.

]

En utilisant le pavage en tranches de la grassmannienne tronquée que I’'on a construit
dans §2.3.3, on obtient

Corollaire 3.20. Pour tout w € X (T'), la sous-variété fermée Sch(w) N 2, de Z,
admet un pavage en espaces affines. En particulier, elle est pure.

3.7 Pavage pour GL, dans le cas nonramifié

Soit v € t(O) un élément régulier entier, le but de cette section est de démontrer le
théoréme suivant :

Théoréme 3.21. Pour tout m € N, l'intersection Z>_,, N Z, admet un pavage en
espaces affines. Par conséquent, la cohomologie de 2~ est pure.
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Le reste de la section est consacré a la démonstration du théoréme. D’abord on fait
certains simplifications. Puisque on peut toujours translater le pavage de la composante
neutre %(0) vers les autres composantes par des éléments dans T, (F'), il suffit donc
de paver la composante neutre. Pour simplifier les notations, on néglige l’exposante (©).
Puis, quitte a conjuguer par le groupe de Weyl, on peut supposer que v € t(O) est en
forme minimale avec valuation radicielle I'un des deux types suivants :

<n17n27n3)7 ny S no S ns,

1.

2. (n1, m, na), n < njp < no.

Pour les deux types, on commence par paver Z>_,, avec
I' = Ad(diag(¢*™,1,1,1))1.

On note C(w) = Z>_,,N'"wK /K. D’aprés la proposition 2.2, on a un pavage en espaces
affines

2om= || Cw)

we%gim
et
O
Clw)=1 . o | wK/K, my, = —m — w;.

Pour —m < b < 3m, b € Z, on note

Ry={we 2L, w=0b} Vi=|]Clw).

weE Ry

Alors 25_,, = Smo et

b=—m
3m
V= Jv
i=b

Voir la figure 3 pour ce découpage. Pour démontrer le théoréme 3.21, il suffit donc de
paver chaque V, N 2.

FIGURE 3 — Découpage de ,%”ZT_m en Ry.
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On note
%
* % % %
P=Pyw = ¥ ok k%
ko ok ok ok
Soit P = M N sa factorisation de Levi. On note
1
- pmt 1
U= N(p b) - p—m—b 1 )
—m—b

p
alors C'(w) = UIMwK /K.

Lemme 3.22. La rétraction
fp:Vy=Vna2™M

est une fibration en espaces affines.

Démonstration. On montre d’abord que la dimension de u/un Ad(g)g(O) est indépen-
dante de g pour gK € V, N Z™M™. Pour g € IM, w € Ry, on a

u N u
uNAd(gw)g(O)  unAd(w)g(O)’

car I'™ normalise u. Et la dimension du dernier terme est

Z[(wz —wy) — (—m —wy)] =3m —wy; = 3m —b.

1=2

Donc les u/u N Ad(g)g(O) s’organisent en un fibré vectoriel o/t N K sur V, N 2°M. La
rétraction en question est un torseur sous ce fibré vectoriel, d’oit le lemme. O]

De plus, puisque M = GL; x GL3, la projection vers le deuxiéme facteur donne un
isomorphisme
V,n M grlls(-h)

Dans la suite, on distingue entre les deux types.

3.7.1 Premier type

On va couper V, en parties localement fermées telles que la restriction de la fibration
fpe 2NV, — 2Mny,

sur chaque partie est une fibration en espaces affines.

On fixe c € R tel que

—-m+n —1<c<-—-m-+n;.
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FIGURE 5 — Découpage de R}, pour ¢ > [%b]

Pour © = 2, 3,4, on note

Ei = {weRblwi<C;wj>C,Vj7é1>i}a

et on note
{weRy | wj>c,Vj#1}, sic<|[F],

2o = . i
{weR, | wj<c,Vj#1}, sic>[F].

Alors Ry = ¥ U 7, (3; U ¥). Pour tout ¢, ¢’ € Z, on note

z:i,c’ = {’LU € Z’L ‘ w; = Cl}, EZCN = {w € E;k ‘ w; = C” .

Les figures 4 et 5 donnent les images pour les découpages dans les deux cas.
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Lemme 3.23. La rétraction
fp: 2,0V, — %Mﬂ%

induite une fibration en espaces affines

feo2n | Clw)— 20 | Cw),

wEX weXp

*
il

et de méme quand on remplace Xo par 3 s, X

Démonstration. Puisque on a déja le lemme 3.22, d’aprés la proposition 3.12, il suffit de
montrer que la dimension de

ad(y)u
ad(y)uN Ad(g)e(0)

est indépendante de g pour gK dans 2. N, ey, C(w). Méme argument si on remplace
Yo par X, 3

Pour w € Ry, on a C(w)N ZM = MwK/K. Pour g € I™ on a

ad(y)u N ad(v)u
ad(y)u N Ad(gw)g(0)  ad(y)un Ad(w)g(O)’

car I™ normalise ad(y)u. La dimension du dernier terme est

4
Zmax{wi +m —ny, 0}.
=2

=b
3

=b
3

1. Pour ¢ > [ }, w € Y, la dimension est 0.

2. Pour ¢ < [ }, w € Xy, la dimension est

Z(wj +m —ny) =3(m—ny) — b,

Jj=2

constante sur Y.

3. Pour w € ¥; +, la dimension de la fibre est
4
Z (wj+m—mny) = 2(m—ny)—b—~¢,
=2, 5#i

constante sur X; .

4. Pour w € ¥, la dimension de la fibre est
wi+m—n; =c +m—nq,

constante sur X7 .
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Puisque M = GL; xGLg3, d’aprés le théoréeme 3.19 et le corolaire 3.20, les intersections

20 ) cw), 2Mn | cw), 2Mn |J Cw),

wEX wEEi’c/ U)GE;C,,

admettent des pavages en espaces affines, et on a vu comment les ordonner pour en
déduire un pavage en espaces affines de %M N V. D’aprés le lemme précédent, les
intersections

2,n Jcw), 2n |J Cw), 2n |J Cw),

weEg wEZi’C/ wEE;C,,

admettent aussi des pavages en espaces affines, et en utilisant le méme ordre que leurs
analogues ci-dessus, on en déduit un pavage en espaces affines de 27, N V};. Le théoréeme
est donc démontré pour ce type.

3.7.2 Deuxiéme type

On pave V}, avec I'Iwahori I} = Ad(e?)I’, on
a=(n, —n,n; —n,0,0) € N*.
On note Cy(w) =V, N ILwK /K. Soit
H = I'™ 0 Ad(diag(1,1,e™», ™)) KM,
ot m,, = —m — wsy. Alors les mémes arguments que ceux dans la démonstration de la
proposition 2.11 et du corolaire 2.12 montrent que
Lemme 3.24. On a un pavage en espaces affines

%: |_| Ca(w)7

weRy,
ot Ca(w) = UHwWK /K, et la rétraction
fp:UHwWK/K — HuK" /KM
est une fibration en espaces affines.
Lemme 3.25. La rétraction
P 25N Ca(w) = M N HuKY /KM

est une fibration en espaces affines.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.12 et le lemme 3.24, il suffit de montrer que la

dimension
ad(7)u
ad(y)un Ad(g)g(O)

est indépendante de g pour gK € HwKM /KM, D’aprés le lemme 3.13, il suffit de
montrer que H normalise ad(y)u. Soit

x=(1,3/4,2/4,1/4) € t, y=a—(0,n1,n,n).

Alors u = Lie(U) =0y _ym_p-1 et ad(y)u =0y _pp1, et donc H C M, = I’ normalise
ad(y)u. O
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FIGURE 6 — Ry, dans Rjp.

On note

Ru={weRy | wy>-m+n —n}, V= || Calw).

wWE Ry

C’est une sous-variété fermée de V. Voir le figure 6 pour avoir une idée de Ry;. Dans
les lemmes 3.26, 3.27, on va paver (V;\Viy1) N 2, et Viy N 2, en espaces affines. La
réunion de ces deux pavages nous donnera un pavage en espaces affines de V, N .2, ce

qui terminera la démonstration pour le deuxiéme type.

Lemme 3.26. La sous-variété ouverte (Vi\Vi) N 2, de V, N 2, admet un pavage
en espaces affines. Plus précisément, pour w € Ry\Rp, Uintersection Cy(w) N 2, est

isomorphe a un espace affine.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.25, il suffit de montrer que HwK™ /KM N 2 M est

isomorphe a un espace affine. Puisque

wy —wj <wy — (—m) <ng—n, j=34,

on a
(@]
@]
MM _ M oM
HwK" /K" = P O 0 wK" /K
pre p O
On note
(@) 1
,_ O o 1
i = O 0|’ U= pe 1
p O pre 1

Ce sont des groupes de Lie et on a HwKM /KM = U'H'wKM /KM Yw € Ry\Rp;. On

note
*

P =

* % %
* ¥
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et P’ = M'N’ sa factorisation de Levi. Parce que H' normalise u’ et ad(y)w’, le corolaire
3.14 implique que la rétraction

for : UHwKM /KM 0 2 — HwK™ KM 0 2"

est une fibration en espaces affines. De plus, l'intersection H'wK™' /KM N Q’WM/ est
isomorphe a un espace affine car M’ = GL; x GL; x GLs.

Pour terminer le pavage, il reste a préciser 'ordre entre les Cp(w), w € Rp\Rp;. Clest
donné par l'ordre <.

O

Lemme 3.27. L’intersection Vi, N 2., admet un pavage en espaces affines.

Démonstration. En utilisant le lemme 3.25, on va déduire un pavage de V33 N .27 d’'un
pavage de Vi N 2N,

Pour w € Ry, on a
Ca(w) = HuKM KM = I"MwKM | KM,

La composition de la translation sur 2™ par e~ et la projection a la facteur GLs de
M = GL; x GL3 donne un isomorphisme

Vi N @M %EG_L%,(—b—I-n—m)‘ (4)

Avec cet isomorphisme, on peut translater le pavage pour GL3 & un pavage pour Vi N
Z M. On fixe ¢ € R tel que

n—m-—1<c<n-—m.

On note wy = wy — (n1 —n) et wj = w;, j = 3,4. Pour i = 2,3, 4, on note

~

Y = {we Ry | w; <c, wj>c Vj#1,i},
/

¥ o= {weRbl|w‘>c,wj<C,Vj7é1,Z‘},

SN

et on note
0:{{w€Rb1 | W) >c, Vj#1}, sic< [%},
{we Ry | w)<c, Vj#1}, sic> [%}
Alors Ry = Y U, (% U X:). Pour tout ¢, ¢ € Z, on note
Yie={wel |w=C}, Ei.={weX | w=Cc}

Ce découpage est analogue de celui indiqué dans les figures 4 et 5.

Lemme 3.28. La rétraction
fpe 20V = ZMNVy

induite une fibration en espaces affines
fro 20 | ] Ca(w) = 220 || Calw),
weg wWEXQ

et de méme si on remplace Yo par 3, 37 0.
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Démonstration. Par le lemme 3.22, la rétraction fp : Vi; — Vi N 2™ est une fibration
en espaces affines. D’aprés la proposition 3.12, il suffit de montrer que la dimension de

ad(y)u
ad(y)un Ad(g)g(0)

est indépendante de g pour g K dans %M ﬁ|_|wGEO Ca(w). Méme argument si on remplace
Yo par X o, X e

Pour w € Ry, on a Cy(w) N ZM = HwK/K. Pour g € H, on a

ad(y)u ~ ad(y)u

ad(y)u N Ad(gw)g(0)  ad(y)un Ad(w)g(O)’

car H normalise ad(vy)u. La dimension du dernier terme est

4
max{wy +m —ny, 0} + Zmax{wi +m —mn, 0}.
i=3

1. Pour ¢ < [%}, soit w € ¥y, la dimension est

4
(w2+m—n1)+2(wj+m—n)
§=3
=3m—0b—ny — 2n,
donc constante sur .
2. Pour ¢ > [%L soit w € Xy, la dimension est 0.

3. Pour w € ¥; +, la dimension de la fibre est

{Z(m—n)—b—c’ sii =2,

2m—n; —n—b—c sii=3,4,

donc constante sur X; ».

4. Pour w € XF ,,, la dimension de la fibre est

i,c!"

"+m—mny sii=2,
d"+m—n sii=3,4,

donc constante sur X7 .

Par I'isomorphisme (4), les intersections

2N || Ca(w), 2Mn || Calw), 2Mn || Ca(w)

wEXg wex,; wEE:’C,,
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admettent des pavages en espaces affines d’aprés le théoréme 3.19 et le corolaire 3.20.
Comme expliqué dans la construction de §2.3.3, on peut les ordonner pour en déduire
un pavage en espaces affines de %M N V1. D’aprés le lemme précédent, les intersections

2,0 || Ca(w), 250 || Calw), 2,0 || Ca(w)

wEXg we; wezzc,,

admettent aussi des pavages en espaces affines. En utilisant le méme ordre que leurs
analogues ci-dessus, on en déduit un pavage de 25, NV, en espaces affines. n

Remarque 3.5. 1. Avec des pavages similaires, on peut montrer : pour ¢ € R\Z,
n € Z, les sous-variétés localement fermées 27, N Sg (n) admettent un pavage en
espaces affines pour les w, conjugués a w;, ws.

2. La méthode que l'on a développé pour paver les fibres de Springer affines
pour GL, peut étre généralisée aux groupes classiques de rang 2 et 3 sans
grandes difficultés. Pour v € gl; non-ramifié de valuation radicielle minimale
(ny,n9,m3,m3), n1,n9,n3 € N, ny < ny < ng, on peut aussi construire un pavage
en espaces affines de 2, par des méthodes similaires.

3. La difficulté principale pour généraliser cette méthode & GLg4, d > 5 est due au

fait que les intersections 27, N S,(v) ne sont pas pure si w, n’est pas conjugué a
w; ou wy_1 sous l'action de W.
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On va introduire une notion de &-stabilité sur la grassmannienne affine 2", c’est un
analogue local d’une notion de stabilité introduite par Chaudouard et Laumon dans [CL].
On montre d’abord que le quotient 2°¢/T existe comme un ind-k-schéma par une com-
paraison de la notion de &-stabilité et la stabilité en théorie géométrique des invariants
de Mumford. En utilisant la filtration de Harder-Narasimhan, la partie non-£-stable
peut étre réduite aux parties ¢M-stables de 2™, M € L(T), ce que on 'appellera la
réduction d’Arthur-Kottwitz. Enfin, on calcule la séries de Poincaré du quotient 27°¢/T.

Dans cette section, on se restreint a la composante connexe neutre 2 (). Pour sim-
plifier les notations, on la note encore 2 .

4 La notion de ¢-stabilité

4.1 La notion de ¢-stabilité sur la grassmannienne affine

Soit P € FY(T), on rappelle que I'on a une rétraction fp : 2 — 2ZM. Plus
généralement, pour M, L € L(T), M C L, P € PX(M), on définit la rétraction f5 :
2l — M comme la restriction de fp & 2°F.

Pour M € L(T), on note Ay = Hom(X*(M),Z). On définit I’application
ind . 2M 5 Ay,

comme la composition de f& et du plongement X, (T') — Hom(X*(M),Z) en identifiant
2T et X,.(T), ou B' € PM(T) est arbitraire. Les composants connexes de 2" sont les
ind™~1(\), A € Ay

Définition 4.1. On définit I'application Hp : 2" — af, comme la composition de
ind™ o fp et la projection naturelle Ay — a$).

Proposition 4.1 (Arthur). Soient B', B” € P(T) deux sous-groupes de Borel adjacents,
on note aé“Bﬁ la co-racine qui est positive pour B’ et négative pour B". Alors pour tout
reZ, ona

Hp/(x) — Hpn(x) = n(z, B', B") - apy g,

avec n(x, B, B") € N.

Pour la démonstration, on s’envoie a [A|, page 221, lemme 3.6.

Définition 4.2. Pour z € 27, on note Ec(z) l'envelope convexe dans a$ des
Hp/(x), B' € P(T).

Définition 4.3. Soit £ € af, on dit que £ est générique si () ¢ Z, Va € ®(G,T).

Dans la suite, on suppose toujours que & € ag est générique.
Définition 4.4. Pour z € 2, on dit que x est £-stable si & € Ec(x).

Proposition 4.2. Soit £ € t tel que Zlefi = 0. Soit B; = Fe;, un réseau L € X
d’indice 0 est £-stable si et seulement si pour tout permutation 7 € Sy, on a

&yt & Snd(LN(Bry @ -+ @ Erpy)), i=1,--,d.
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Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour B’ = 7B, fg(L) = p™ @ ---Hp™, on a
O

On note Z°¢ le sous ind-k-schéma ouvert des points &-stables de 2", 11 est invariant
sous I'action du tore maximal T. Puisque ¢ est générique, 'action de T/G,, sur 2
est libre, ott G,, est le tore central de GLg. Pour £, & € a¥, il existe A € X, (T) tel
que 2°¢ = A(e)Z°¢. Donc le “quotient” 2°¢/T ne dépend pas du choix de ¢ (le sens du

quotient sera donné dans §4.3).

4.2 Rappel sur la théorie géométrique des invariantes de Mum-
ford

Soient H un groupe réductif sur k£, X une variété algébrique sur k, o0 : H x X — X
une action de H sur X. Soit £ un faisceau inversible ample H-équivariant sur X.

Définition 4.5. Une paire (Y, ¢) formée d’une variété algébrique Y sur k et d’un mor-
phisme ¢ : X — Y est appelée un quotient catégorique de X par H si

1. le diagramme

Hx X—2-X
lpz i¢>
x—2 -y

est commutatif.

2. pour toute paire (Z, 1) formée d’une variété algébrique Z sur k et d’'un morphisme
Vv X — Z tel que ¥ o 0 = 1 o py, il existe un morphisme unique ¢ : Y — Z tel

que P = p o ¢.

Si un quotient catégorique de X par H existe, alors il est unique & isomorphisme
unique prés. On le note X//H.

Définition 4.6. Une paire (Y, ¢) formée d’'une variété algébrique Y sur k et un mor-
phisme ¢ : X — Y est appelée un quotient géométrique de X par H si

1. elle est le quotient catégorique de X par H,

2. ¢ est surjectif, et pour tout point géométrique y € Y, ¢~ '(y) consiste d’une seule
H-orbite.

Si le quotient géométrique existe, on le note X/H .

Définition 4.7. Soit z un point géométrique de X,

1. on dit que x est semi-stable §'il existe une section s € H°(X, L") pour certain
n € N tel que s(x) # 0 et P'ouvert X est affine et H-invariante.

2. on dit que x est stable s’il est semi-stable et I'action de H sur X, est fermé, i.e.
pour tout point géométrique y € X, la H-orbite de y est fermée dans Xj.
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On note X%, X* les sous-variétés ouvertes des points semi-stables et stables respec-
tivement.

Théoréme 4.3 (Mumford). Soient H un groupe réductif sur k et X une variété algé-

brique sur k munie d’une action de H. Soit L un faisceau inversible ample H -équivariant
sur X. Alors

1. le quotient catégorique de X*° par H existe, c’est une variété quasi-projective,

2. le quotient géométrique de X' par H emiste, c’est une sous-variété ouverte de
X*//H.

Pour la démonstration, on s’envoie dans [M]|, page 38, théoréme 1.10.

Corollaire 4.4. Soient H un groupe réductif sur k et X une variété algébrique sur k
munie d’une action de H. Soit L un faisceau tnversible ample H -équivariant sur X. On
suppose que X est projectif et que X*5 = X' alors le quotient géométrique X' /H est
projectif.

Démonstration. Par I'hypotheése, on a X*/H = X5 //H. Parce que X est projectif, on
a X*//H = Proj(R(X)"), ot R(X) = @2 H(X, £®"). Donc X est propre, il est
ainsi projectif car il est quasi-projectif.

]

Dans la suite, on suppose de plus que X est projectif sur k. Soit = un point géomé-
trique sur X, soit A : G,, — H un homomorphisme de groupes algébriques. Le groupe
G, agit sur X par \. Puisque X est projectif, le point lim; ,o A(¢)x existe, on le note .
C’est un point fixe de G,,. Parce que £ est H-équivariant sur X, G,, agit sur la fibre
L,,. Evidement 'action est donnée par un caractére de G,,,, a: t — t", r € Z. On note
pE(x,A) = —r.

Théoréme 4.5 (Hilbert, Mumford). Soit H un groupe réductif sur k, soit X une variété
algébrique projective sur k admettant une action de H, soit L un faisceau inversible
ample H-équivariant sur X. Alors pour tout point géométrique x de X, on a

1. x € X*% si et seulement si u*(x, \) > 0 pour tout A\ € Hom(G,,, H).
2. x € X* si et seulement si p“(x, \) > 0 pour tout X € Hom(G,,, H).

Exemple 4.1. Soient Vi, - - -, V;; des espaces vectoriels sur k de dimension dim(V;) = N;.
On note X la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension n dans
Vi@V

On a le plongement de Pliicker ¢ : X — PM M = (N1+'7'L'+Nd) —let £L=1"Opum(1) est
muni d'une Aut(V; @ - - - @ Vj)-linéarisation naturelle.

Considérons l'action du tore T'= G¢, sur X tel que le i-iéme facteur de T' agit sur
V; par homothétie. Etant donné r;,s; € N, ¢ = 1,--- ,d — 1, considérons le sous tore

S C T défini par
t
S = - tTdfl 3 tz S ]{?X . (5)
d—1
R
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On va expliciter la condition de stabilité (resp. semistabilité) sur X sous l'action de S
par rapport au fibré en droites L.

Lemme 4.6. On a W € X° si et seulement si
W=W,®---d Wy,

ou W; C V; est un sous-espace vectoriel.

Soit n = (ny,- -+ ,nq_1) € Z971 on note A\, € X,(9) le co-caractére

tnlrl

An(t) =

tnd—lrd—l

= S ngsi
La condition de stabilité est équivalente & la condition que —u*(W, \,) < 0 pour tout
n € Z% . A permutation prés, on peut supposer que

d—1
nry < ---<nyr, < — E 185 < Mip1Tip1 < -+ < Ng—1Tg—1- (6)
Jj=1

Si
W Ay (W = Wy @ --- & Wi,

t—0

ou W; C V; est un sous-espace vectoriel de dimension a;, on a les relations

ap = dim(W)—dim(Wn(Vo@--- & Vy)), (7)

a; = dm(Wn(V;@&---aVy)) —dim(Wn Vi - & Vy)),
ag = dlm(Wﬁ(V;_H@@‘/d)) —dim(Wﬂ(\/iHEB---EBVQ_l)),
aip1 = dim(WN Vi @@ V) —dim(W N (Viga® -+ - & Vaq))

ag—1 = dim(WnNVy).

Ainsi la condition de stabilité s’explique en
d—1 d—1

—/f(W, An) = Z a;n;r; — Qg Z n;s;
i=1 j=1

d—1 d—1
= Z a;(niri —nyry) — ag (nlrl + Z nm) +nnir; <0, (8)

=2 j=1
(on utilise la relation n = aj + - - - + a4 dans la deuxiéme égalité.)

L’inégalité (8) est une question de valeur maximale d’une fonctionnelle linéaire sur
une région convexe, il suffit de considérer la condition sur le bord, i.e.

d—1
Ty = =Ny Ty < Mg 1Tip41 = =" = — E njS; =+ = Ng_1Td—1, (9)
j=1
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pour 1 < iy <17, ou

MATL == = Y NS = = MigTiy < MigaTige1 = +c 0 = Na1Td-1, (10)

pour i+ 1<ig<d-—1.
L’inégalité (9) nous donne
d—1 10
n < O, ni0+1ri0+1 ]_ —+ Z /’I“J = —Nnim Z Sj/T‘j,

j=io+1 J=1

et donc l'inégalité (8) implique que

(1 + Z] lo-i-l Sj/rj)

ai+1—|—~~~—|—ad< ,1§20§’l (11)
’ 1+ Z S]/TJ
L’inégalité (10) nous donne
d—1 10
n < O, Nig+1Tip+1 Z S]’/T’j = —n1T1(1 + ZSJ'/T]'),
j=io+1 =1
et donc l'inégalité (8) implique que
n S
Qiggr 4 4 g1 < (Eizivs /73) Lit+1<ig<d—1. (12)

d—1
+2 5o 55/T5
On peut exprimer les inégalités (11) et (12) comme des inégalités sur dim(W N (V;, &
-~ @V;,)) alaide de la relation de dimension (7).

On note x = (x1,- -+ ,x4) € t, avec

1 I3 7 .
Ty = xr; = Si/T: i=1,---.,d—1.

1—1—2Z lsz/ri’ 1—1—2Z 181/’/’1"

d : A .
On remarque que y :_, x; = 1. Les calculs ci-dessus peuvent étre reformulés comme
suit :

Proposition 4.7. Un sous-espace vectoriel W C Vi®- - -®V, est S-stable si et seulement
st, pour tout permutation T € Sy, on a

dim(W)(l‘T(l)—i- “ X ) <dlm(Wﬂ(VT(1)@-~'@VT(i))), 1=1,---,d—1.

On a le méme résultat pour la condition d’étre S-semi-stable avec “<” remplacé par
14 <77‘
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4.3 Comparaison de deux notions de stabilité

On rappelle que
Z = lim %Sn’

n—+o00
ou
F<n = {L est un réseau dans F* d’indice 0, L D "Ly}

Lemme 4.8. La variété X<, est une fibre de Springer.

Démonstration. Pour L € Z<,, on a automatiquement l'inclusion L C g=dnr. . On
note Gr,4 42 la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension nd dans fnd®
On plonge la variété Z<, dans Gr,g,qs par le morphisme injectif p,, : Z<, — Grugnae
défini par

pu(L) = L/e"Ly C Y=Ly /" L.

L’image de p,, est la fibre de Springer
Yn = {V € Grnd,nd27 NV C V}7

oit N € End(e'=9"L,/e"Ly) est I'endomorphisme défini par multiplication par e. [

Pour la raison de dimension, on utilise une autre immersion p,- : 2%, — GIpd(d—1)nd2-
, . 1o 4 s 2 _
On définit une forme bilinéaire sur k"¢ = (1-dn[, /€™ Lo tel que

1—d)n+i n—1+1 _ s sl R
(6( ) ej75 6]‘/) _5i,i’5j,j’7 1,1 = Oa 7dn_ ]-a 1) = ]-a 7d7

Pour un sous espace vectoriel V' C k”d2, on note V* pour le complément orthogonal
de V par rapport a cette forme bilinéaire. Il induit un isomorphism * : Grpgne —
GIpd(d—1)naz- S0it pi (L) = pu(L)*+, VL € 2Z<,. On note encore Y;, pour 'image de 2%,
dans Gryq(d—1),nq2 SOUS pr.

Proposition 4.9. Le quotient %én/T est une k-variété projective.

Démonstration. Puisque le quotient 2°¢/T ne dépend pas du choix de &, on peut
supposer que ¢ € X,.(T) ® Q, 25:1 & = 0, et que & est positif et assez petit pour
1=1,---,d—1.

On note V; = p(l_d)”ei/Pnei- On note W = Pﬁ(L) €Y, C Grygg—1)na- Pour 7 € Gy,
on a l’égalité

dim(W N (Ve @ -+ @ Vi) = ind(L N (Erry @ -+ @ Erp))) +n(d —1)i. (13

_ &+n(d-1)

On note x; = nd(dT) - L’hypothése sur £ entraine que z; € Q, x; > O et Zle x; = 1.

Prenons r;, s; € N, tel que

1 s
/T =1, ,d—1.

Tq = — RS — , b
1+ s/ 1+ 300 si/r;

On introduit S,, C T' comme dans (5) pour les r;, s; ci-dessus.
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D’aprés I'égalité (13), on a
57(1) + -+ 57(2') < ind(L N (ET(l) D---D Eﬂj)))7 (14)
si et seulement si

dim(W)(zr) + -+ 4 2r)) < dm(W N (Vo) @ - @ Vegy))). (15)

Utilisant la proposition 4.2 et la proposition 4.7, on a
Le 2%, <= WeYs

Puisque £ est supposé d’étre générique et que &; est positive et assez petit pour ¢ =
L,---,d—1,1e“<” dans I'inégalité (15) est équivalent a “<”. C’est a dire que la condition
de stabilité sur Y;, coincide avec celle de semi-stabilité, et donc le quotien Y,5*/S,, est une
k-variété projective d’aprés le corolaire 4.4. Ainsi 225, /T = 25, /S, est une k-variété
projective. - - O

Définition 4.8. On définit le quotient 2°¢/T comme le ind-k-schéma
28T = lim 2%,/T.

n—-+0o00

5 La réduction d’Arthur-Kottwitz

Soit P € F(T), P = MNp la factorisation de Levi standard. On note ®p(G, M)
I'image de ®(Np, T) dans (a$;)*. Pour un élément a € a§;, on définit un cone dans a;,

Dp(a) ={y € af;|a(y —a) >0, Va € ®p(G, M)} .
Définition 5.1. Soit z € .27, on définit une demi-cylindre Cp(z) dans a$ par
Cp(x) = 7" H(E (fr(2))) Ny (Dp(Hp(x))).

Par définition, on a la partition

af =Bc(z)u | J Cp(a).
PeF(T)
P#G

et les intérieurs de ces parties sont deux a deux disjoints. La figure 7 donne une idée du
découpage de a$ en Ec(z) et Cp(x) pour G = GLs.

Par conséquent, pour x ¢ 2°¢, il existe qu'un seul sous-groupe parabolique P € F(T')
tel que ¢ € Cp(x) car € est générique. Dans ce cas, fp(z) € ZM est ¢M-stable, o
M =aM(E) € ap'.

On définit
Sp = {LL' S %‘f € CP<.Z'>}

Lemme 5.1. On a la stratification de la grassmannienne affine

=20 || sk

PeF(T), P£G
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CB (m)

FIGURE 7 — Ec(z) et Cp(z) pour GL3.

Pour P € P(M), on note P~ le sous-groupe parabolique opposé de P par rapport a
M. On note Ay p = Dp-(Epr) N Apr, ot Eap = mar(€) € a§). On a la partition disjoint

AM: |_| AM,p.

PeP(M)
On définit
M = ind™ V(A p), XM = M g M

On rappelle que 2™ se plonge naturellement dans .2~ par le morphisme injectif
M
gKM /KM — gK/K,Vg € M(F). De cette maniére, %Iiw’f se plonge naturellement
dans Sp.

Proposition 5.2. On a Sp = Np(F)%liw’éM.

Démonstration. Par définition, on a fp(Sp) C %PM’gM, donc Sp C Np(F)%IiVI’EM.

Pour l'inclusion inverse, soient x € %PM’gM C Sp, u € Np(F), alors fp(ux) = fp(z)
et donc Hp(uzx) = Hp(z). Ceux-ci impliquent que Cp(ux) = Cp(z), donc ux € Sp. O

En conclusion, le lemme 5.1 et la proposition 5.2 nous permettent de réduire la partie
non-¢-stable de la grassmannienne affine 2" aux parties £M-stable de 27, M € £(T).
On appelle cette processus la reduction d’Arthur-Kottwitz.

6 Séries de Poincaré de 2°¢/T

Dans cette section, on fixe un nombre premier [ # p.
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6.1 Séries de Poincaré de la grassmannienne affine

Comme dans §3.3.1, pour un schéma séparé X de type fini sur k, on note
Hy(X) = (H'(X,Q))", Hi(X) = (H(X,Q))",

et son polyndéme de Poincaré

2dim(X)

Px(t) = Z dim (H,(X))t'.

Soit X un ind-k-schéma, X = lim,,_,, X,,, on a définit

n—0o0

Si dim(H;(X)) < 400 pour tout ¢ € N, on note
Px(t) =) dim(H;(X))t"
=0

sa séries de Poincaré de X.

Pour la grassmannienne affine, on a dim(H;(2")) < 400, Vi € N. C’est a cause de
la décomposition de Bruhat-Tits et du fait que le cardinal de ’ensemble

{v e X.(T), ind(v) =0, {(v) =1}

est fini pour tout I € N, ici £(v) est le longeur de v € X.(T) C 1% par rapport a
I'Twahori standard. Sa séries de Poincaré a été calculé par Bott dans [B| par des méthodes
topologiques. Une démonstration plus combinatoire se trouve dans [IM]. Nous donnons
ici une démonstration élémentaire.

Proposition 6.1 (Bott). La séries de Poincaré de la grassmannienne affine est

d—1

Py(t) =[] -

=1

Démonstration. On montre par récurrence. Pour d = 2, on a

—+00

Py(t)=) "= (1-)"

n=0
On suppose que la proposition est démontrée pour d’ < d. On note Py = Pyc,.

On pave Z~_,, avec le sous groupe de Borel B. Par la proposition 2.2, on a le pavage
en espace affine

2on= || 2:anBUE/K

UGQ;T?TL
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1 --- p“ij
2N BuK/K = .1 | vK/K,

ou Q55 = —N — Vj.

On note Ay,(v) = \%ﬁ}g’“’) N BvK/K(F,)|. On compte %ZG_L;(FQ) de la maniére
suivante :

1. L’application v — v' = v+ (—d+1,1,--- ,1) donne une bijection entre I’ensemble
{ve X (T)N Z>_,, v1 > —n+d} et Pensemble X, (T) N Z>_,4+1. De plus, on a

Ad,n(v) = qd(dil)Ad,nfl(vl)'

2. Pour v € X, (T)N 25, tel que —n < vy < —n+d—1, on note v = (va, -+, va).
On note B = BSla—1 K = KGLa-1 alors

Aga(v) = ¢V 22000 0 BUE K (F,)|

En conclusion, on a

(2SR = "I 25 (Fy)| +
—n+d—1

Z q(d 1)(n+wv1) |%GLd 1,(—v1) (Fq)|

v1=—n

Utilisant I'égalite |25 ,(Fy)| = Pa._,(¢"/?), et passant n a Dinfini dans D'égalite
ci-dessus, on trouve I’équation

2d(d—1) 1 - th(d_l) d72 2i\—1

done Py(t) = [T (1 — %)~ O

6.2 2°¢/T est homologiquement lisse

Le but de cette section est de démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.2. Pour tout n € N, la variété %gfn/T est homologiquement lisse. En
particulier, elle est pure et satisfait a la dualité de Poincaré.

La stratégie est d’utiliser une comparaison des singularités de 2Z>_, et celles du
cone nilpotent A, qui a été observée par Lusztig dans [L] et généralisé par Mirkovic et
Vybornov dans [MVyl].
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On fait une petit rappel de [Weil II]. Soient X un schéma séparé de type fini sur F,
f: X — Spec(F,) le morphisme structurel, on a le complexe dualisant

Kx=7f !Qz-
Si X est une variété lisse irréductible de dimension d, alors

Kx = Q;(d)[2d].

Pour K € D%(X), on note D(K) = RHom(K, Kx).
Définition 6.1 (Deligne). 1. Soit F un faisceau sur X.

(a) On dit que F est ponctuellement pur sl existe un entier n € Z, le poids de F,
tel que pour tout point fermé x € | X|, toute valeur propre a de le frobenius
F* sur F, soit pure de poids n, i.e. |¢(a)] = ¢*/? pour tout isomorphisme
L Q= C.

(b) F est mizte s’il admet une filtration finie de quotients successifs des faisceaux
ponctuellement purs. Les poids de ces quotients sont les poids ponctuels de

F.

2. Un complexe K est mizte de poids < n si le faisceau H'(K) est mixte de poids
<14 n pour tout 7.

3. Un complexe K est pur de poids n si K est mixte de poids < n et D(K) est mixte
de poids < —n.

Le résultat principal de [Weil II] est le suivante.

Théoréme 6.3 (Deligne). Soient f : X — Y un morphisme de variétés algébriques sur
F,, F un faisceau sur X mizte de poids < n. Alors R'fiF est mizte de poids < n +i.

Corollaire 6.4 (Deligne). Soient f : X — Y wun morphisme propre de variétés algé-
briques sur F,, K € D%(X) un compleze pur. Alors Rf.F est pur du méme poids.

Soit X une variété algébrique purement de dimension d sur F,, soit U une sous-
variété ouverte dense lisse de X, soit j : U — X l’inclusion naturel. On note le complexe
d’intersection de X

1C% = j!*al [d]

Théoréme 6.5 (Gabber). Soit X une variété algébrique purement de dimension d sur
F,, alors IC% est pur de poids d.

Le théoréme a été montré dans [BBD], page 135, corolaire 5.3.2.

Définition 6.2. Soit X une variété algébrique purement de dimension d sur Spec(F,),
on dit que X est homologiquement lisse si

IC;( = Ql [d]

Corollaire 6.6. Soit X une variété algébrique homologiquement lisse sur Spec(F,),
alors X est pur et satisfait a la dualité de Poincaré.
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Pour p € X (T), on a Sch(u) = InK/K = KuK/K et on a la stratification en
K-orbites
Sch(p) = | | KAK/K.

A<

Donc Sch(u) est equisingulier le long de KAK /K. Ainsi, pour comprendre les singularités
de Sch(u) le long de KAK /K, il suffit d’étudier celles d'une “slice” transverse a KAK /K.

On note L<°G = {g € GLy(k[[e7]]), g =1 mod e~'}. On note Ly = pMe; @ --- D
p)‘ded.

Lemme 6.7. Pour A € X (T), lUorbite L<°G - Ly est une slice transverse a KAK/K
passant par le point Ly dans la grassmannienne affine Z .

Pour la démonstration, on s’envoie dans [BL].

Soit N € N, on note N le cone nilpotent dans gly. Une propriété importante du
cone nilpotent est

Théoréme 6.8 (Borho-Macpherson). Le cone nilpotent N est homologiquement lisse.

On s’envoie dans [BM] pour la démonstration.

On note p(N) 'ensemble de partitions de N. Pour A € p(/N), on note u, la matrice
de Jordan de type A et O, l'orbite de u, sous l'action de conjugaison de GLy. Pour
i € p(N), on a la stratification en GLy-orbites

o.= || o

A=, AEP(N)

Donc O_ﬂ est equisingulier le long de O,. Ainsi, pour comprendre les singularités de O_u
le long de Oy, il suffit d’étudier celles d’une slice transverse a Oy dans O,,.

Dans [MVy], Mirkovic et Vybornov ont construit une slice transverse a Oy dans O,,,

rappelons leur construction. Soit A = (Ay,---,\.), on note {e;;, i = 1,--- , A\;;j =
1,---,r} la base standard de k" telle que
'LL)\GLJ‘ :0, et uAem:ei,l,j, 222, ,)\J,jzl, ,T.

On note V; = @;\;1 keij, j=1,---,r. A laide de cette base, on identifie

gly = € Hom(V;, V).

On note u; = uyly,, et

C = @ Hom(ker(u?j), ker(u;)),

7’7.]:17 T
N .
ou u; est la transposée de u;.

Lemme 6.9 (Mirkovic-Vybornov). La sous-variété (uy+C )NO,, est une slice transverse
de Oy a uy dans O,,.



6.3 - Séries de Poincaré 63

La démonstration est un calcul de I'image de ad(u,) : gly — gly. On s’envoie dans
[MVy| pour plus de détails.

Mirkovic et Vybornov font I'observation suivante : pour A € X (T'), et m € N, m >
A1, on note m — A = (m,--- ,m) — \; alors

KMNK/K ={Le Z,e"Ly C L, € € End(L/e™Ly) est nilpotent de type m — A},

On peut voir m — A comme une partition de dm.

Théoréme 6.10 (Mirkovic-Vybornov). Pour A, € X (T), A < u, il existe un isomor-
phisme

(Um-x+C)N O, = (LG - Ly) N Sch(p).

Pour la démonstration, on s’envoie dans [MVyl].

Par conséquent, les singularités de Sch(u) le long de KAK/K sont les mémes que
celles de Oy, le long de Op,—y. En particulier, on a

Corollaire 6.11. Pour n € N, la variété X<, est homologiquement lisse. Donc la
variété 2s_n, = 22, lest aussi.

Démonstration. Prenons = (n,---,n,—(d — 1)n) € X (T), on a Z<, = Sch(u) et
On—,, est le cone nilpotent de gl,,. Le corolaire résulte du théoréme 6.8. O

Démonstration du lemme 6.2. Parce que 3&”57” est ouvert dans Z>_,, 3{257” est homo-
logiquement lisse. Il est un 7'/G,,-torseur sur %é_n /T car 'action de T'/G,, est libre.

En particulier, la projection naturelle %;n — %257” /T est un morphisme lisse sur-
jectif. D’aprés |G|, corolaire 17.16.3, localement elle admet une section étale. Donc le
torseur est trivial localement pour la topologie étale. Ceci implique que 5{25_” /T est

homologiquement lisse car 5&”25_” I'est. O]

6.3 Séries de Poincaré

Lemme 6.12. Soit £ € t tel que Elefi =0,0< af <1,Va € (G, T). On a
dim(25_,) = nd(d — 1), et la sous-variété fermée Xs_,\Z=_ est de dimension au

plus n(d — 1)?, i.e. sa codimension est au moins (d — 1)n dans Z>_,.

Démonstration. On note v = ((d — 1)n,—n,---,—n) € X.(T), alors dim(Z>_,) =
dim(/vK/K) =nd(d —1) car 25_, = [VK/K.

La dimension dans le lemme est

max{dim(Sp N Z>_,), P € F(T), P # G}.

Il suffit de regarder les Sp out P est un sous-groupe parabolique maximal standard.
Soit P = P,.,1 <r <d—1. Soit P = MN la factorisation de Levi. Alors M =
GLT X GLd_r.
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On identifie Ay et {(A1, A2) € Z2 | A\; + Ay = 0} avec le morphisme
val o det : M(F) — Z*.

Soit A = (A1, X2) € Ay p, alors A; < 0. On note X* = H'(\) N 25, alors Sp =
SpN XM\ e Ay p, sont des composants connexes de Sp N Z>_,,. Donc il suffit de
majorer la dimension de X*.

On pave 2Z%_, avec le sous-groupe de Borel B. Pour w € 27, on note C(w) =

Z>_, N BwK/K. Puisque B C P, on a

Xt = |_| C(w).

we(XM)T
D’apres la proposition 2.11, on a
1 oo pYi
1
ou a;; = —n — w;. Donc il est de dimension

d—1 r d—1

S (d—i)wi+n)=> (d—i)(wi+n)+ Y (d—i)(w;+n).
i=1 i=1 i=r+1

La question est de majorer cette dimension sous les conditions que w; > —n et que

T d
sz‘z)qﬁ(), Z w; = =\ > 0.
i=1 i=r+1
Elle prend la valeur maximale quand
W1 = =M+ (d—r—1)n, weyg =+ =wy = —n.
Donc on obtient
dim(XY) < d—D)((r—1n+ +n)+(d—r—1)((d—7—1)n—X\ +n)
= d=Drn+(d—r—1)(d—-7)n+r\ <(d—1)°n

Donc

Codim(25_,\2<_,) > nd(d—1)—(d—1)*n=(d—1)n.
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Pour n € N, on note 7,, opérateur de troncature sur k[[t]] défini par
Tn (Z aiﬁ) = Z ait’.
i=io i=io
Théoréme 6.13. La séries de Poincaré de 2°¢)T est

d—1

Pyejr(t) = (1712)“ H(l — )

i=1

De plus, on a
H2¢+1(%£/T) =0,

et le frobenius agit sur Hoy(2°¢/T) par ¢~%, Vi > 0.

Démonstration. On a la suite exacte

o Hi( Pl \ZEL) = Hi(250) = Hio 25.,) = Hia( 2o\ 25_,) — -

D’aprés le lemme 6.12, dim(2%_,\2%_,) < n(d — 1), donc on a
Hy( 25, \Z5,) =0, i>2n(d—1)2+1,
et

Hyo(25.,) = Hi(2>_), i >2n(d—1)>+2.

Parce que Z~_,, et &ngn sont homologiquement lisses, ils satisfont & la dualité de
Poincaré, ce qui entraine

Hy(ZE ) = Hi(25_,), 0<i<2n(d—1)-2, (16)

car dim(25_,) = dim(%é_n) =nd(d —1).

Parce que T'/G,, agit librement sur %ﬁ_n, on a

Hi(‘%zg—n/T) = Hi,T/Gm(%ZE_n)
= P Hi(2E,)® Hy(B(T/G,)), (a7

i1+ia=1
ou B(T/G,,) est l'espace classifiant des T'/G,,-torseurs.

Combinant les égalités (16) et (17), on obtient que
Taa-tn-2Pys_ ()] = Taayn2l(1 = )" Por (1)), (18)

et
Hy (25_,)T) =0, 0<i<(d—1)n-2,

et le frobenius agit sur Hy;(25_ /T) par ¢~%, 0 < i < (d—1)n — 1, parce qu’il agit ainsi

sur H,(Z>_,) et HJ(B(T/Gy,)).
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Comme
d—1

im 7 (Pa (0) = Por(t) = [ = )7

i=1

on peut prendre la limite de deux cotés de 'égalité (18), et obtient :

d—1

Pyep(t) = Tl)dl H(1 — )7

Ceci entraine que on peut prendre la limite de deux cotés des égalités (16) et (17),
et obtient

HA(2IT) = @ Hi(2) ® Hy(B(T/G)

i1+ia=1

Par conséquent, on a
H2i+1(<%§/T) = 0>

et le frobenius agit sur Hy;(2°¢/T) par ¢~*, Vi > 0.
[l

Remarque 6.1. Le tore pivotant G,, agit sur le quotient 2°¢/T. Ceci entraine un pavage
en espaces affines de 2°¢ /T pour GLy, mais pour GLg, d > 3, les points fixes (2°¢/T)®m
ne sont pas discrets.

7 Domain fondamental de la fibre de Springer affine

On considére de nouveau les fibres de Springer affines. Soit v € t(O) un élément
régulier. Etant donné un point z = gK € 2, on dit qu’il est régulier si I'image de
Ad(g™')y sous la projection naturelle g(O) — g(k) est un élément nilpotent régulier
dans g. On note 27 la sous-variété ouverte des points réguliers sur 2.

Proposition 7.1 (Bezrukavnikov). Le groupe T'(O) agit transitivement sur 27.

En particulier, le groupe abélien A engendré par x(¢) € T(F'), x € X.(T) agit libre-
ment et transitivement sur les composantes connexes de 2. Pour la démonstration,
on s’envoie dans |Be].

Dans [GKM3|, Goresky, Kottwitz et Macpherson ont donné une description des
points réguliers de 2. Pour B, B” € P(T) deux sous-groupes de Borel adjacents,
on note

n(v, B, B”) = Val(aB’,B” (7))-

D’aprés la proposition 4.1, pour tout x € 2", on a
HB/(ZL') — HB//(QT) = n(x, B/, B”) . aé’,B’”
avec n(x, B', B") € N.

Théoréme 7.2 (Goresky-Kottwitz-Macpherson). Soit x € Z,.



1. Pour tout couple B', B" € P(T') de sous-groupes de Borel adjacents, on a
n(z, B, B") < n(vy, B, B").

2. Le point x est réqulier si et seulement si pour tout couple B', B" € P(T) de sous-
groupes de Borel adjacents, on a l’égalité

n(z, B', B") = n(vy, B', B").

On fixe un point o € 27

Définition 7.1. On note D, la sous-variété de 2, formée des points z tel que

Ec(z) C Ec(x).

Par le théoréme 7.2, D, est une sous-variété fermée de 2. Par la proposition 7.1,
D, ne dépend pas du choix de z et

2, =|JAD,.
AEA

Donc on obtient

Proposition 7.3. La sous-variété fermée D, est un domaine fondamental de 27, sous
laction de A.

Remarque 7.1. On espére que la pureté de la fibre de Springer affine peut étre ramené
a la pureté de son domaine fondamental.
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