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AUTOMORPHISMES REELS D’UN FIBRE,
OPERATEURS DE CAUCHY-RIEMANN ET
ORIENTABILITE D’ESPACES DE
MODULES

Rémi CRETOIS

Résumé. — L’ensemble des opérateurs de Cauchy-Riemann réels sur un fibré
vectoriel complexe N muni d’une structure réelle cy au-dessus d’une courbe réelle
(X4, cs) est un espace affine de dimension infinie. Le fibré déterminant au-dessus
de cet espace est un fibré en droites réelles dont la fibre en un opérateur 9 est la
droite A" HJ (X, N) 11 ® (AmaxHé%(Eg, N)H)*. L’objet de cette these est I’étude
de I'action des automorphismes du fibré (N, cy) sur les orientations de ce fibré
déterminant ainsi que de ses conséquences sur ’orientabilité des espaces de modules
de courbes réelles dans une variété symplectique réelle.

Nous commengons par interpréter ’action des automorphismes qui induisent
I'identité sur le fibré en droites complexes det(/N) en termes d’action sur les
structures Pin® de la partie réelle de N. Un tel automorphisme préserve les
orientations du fibré déterminant si et seulement s’il échange les structures Pin™
d’un nombre pair de composantes de RV.

Nous remarquons ensuite qu'un automorphisme au-dessus de l'identité agit sur
les classes de bordisme de structures Spin réelles de (X, cs;) et nous utilisons
cette action afin d’obtenir une description en termes topologiques de 'action sur
les orientations du fibré déterminant. Nous montrons en particulier que lorsque
N est de rang un et que son degré a méme parité que g + 1, alors 'action
d’un automorphisme de N au-dessus de l'identité sur les orientations du fibré
déterminant coincide avec son action sur les classes de bordisme de structures
Spin réelles de (X, cy) de méme premiere classe de Stiefel-Whitney que la partie
réelle de N.

Enfin, pour comprendre 'action des automorphismes de (N, ¢y) qui ne relevent
pas l'identité, nous introduisons la notion de relevé d’un difféomorphisme de ¥,
associé & un diviseur compatible avec (N, cy) et nous calculons le signe de I'action
d’un tel relevé sur les orientations du fibré déterminant.

Dans une derniére partie, nous appliquons les résultats obtenus a ’étude de
I'orientabilité des espaces de modules de courbes réelles dans des variétés symplec-
tiques réelles. Nous calculons en particulier la premiere classe de Stiefel-Whitney
de I'espace de modules des courbes réelles dans ’espace projectif complexe de
dimension trois.
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Abstract. — We consider a complex vector bundle N equipped with a real
structure cy over a real curve (X,,cy). The set of all real Cauchy-Riemann
operators on (NV,cy) is an infinite dimensional affine space. The determinant
bundle over this space is a real line bundle Det(N) whose fiber at an operator 9
is the line A HO(S,, N),; @ (AmaxHé(Eg, N)H)*. The aim of this work is to
study the action of the the automorphism group of (N, cy) on the orientations
of Det(N) and to deduct some results concerning the orientability of the moduli
spaces of real curves in a real symplectic manifold.

We first compute the action of the automorphisms which induce the identity on
the complex line bundle det(N) in terms of Pin® structures on the real part of
(N, cy). We show that such an automorphism preserves the orientations of Det(N)
if and only if it exchanges the Pin* structures of an even number of components
of RN.

We then note that an automorphism of (N, cy) which lifts the identity of X,
acts on the bordism classes of real Spin structures on (X, ¢s). We use this action
to give a topological description of the action on the orientations of Det(N). We
show for example that when N is a line bundle such that deg(N) =g+ 1 mod 2,
then the action on the orientations of Det(/N) of an automorphism lifting idy is
the same as its action on the bordism classes of real Spin structures on (X, cx)
which have the same first Stiefel-Whitney class as RIV.

Finally, we introduce the notion of a lift of a diffeomorphism of ¥, associated to
a divisor compatible with (IV,cy). Those are automorphisms of (N, cy) for which
we can compute explicitly the action on the orientations of Det(N).

The last part is devoted to some applications to the study of the orientability
of moduli spaces of real curves in a real symplectic manifold. We compute for
example, the first Stiefel-Whitney class of such moduli spaces in the case of the
complex projective space of dimension three.
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Une variété symplectique (X, w) est dite réelle si elle est munie d’une involution
cx + X — X anti-symplectique. Dans ce cas, on note RJ,(X) I'ensemble des
structures presque complexes sur X qui sont compatibles avec w et pour lesquelles

cx est anti-holomorphe. Prenons d € Hy(X,Z) tel que (cx).«.d = —d et fixons
dim X
g,m € N de telle sorte que ¢;(X)d+ (n —3)(1—g)+m > 0,oun = 1r121 )

Pour chaque J € RJ,(X), 'espace de modules RMY (X, .J) est I'ensemble des
courbes réelles J-holomorphes dans X qui sont de genre g, de degré d et munies
de m points marqués. Lorsque J € RJ,(X) est générique, RMY (X, J) est une
variété de dimension ¢;(X)d + (n — 3)(1 — g) + m. Le point de départ de cette
these est la question suivante : quelle est la premiere classe de Stiefel-Whitney de
R/\/lg’m(X ,J)7?

Dans leurs travaux sur ’homologie de Floer, Fukaya, Oh, Ohta et Ono ([11])
ont introduit la notion de sous-variété relativement Spin et montré que lorsque
RX est relativement Spin, 'espace des disques pseudo-holomorphes a bord dans
RX et sans point marqué est orientable. D’autre part, Welschinger ([30], [29] et
[31]) a montré 'importance de ce probleme en géométrie énumérative réelle. La
définition de ses invariants lui a notamment permis de donner un représentant
géométrique du dual de cette premiere classe de Stiefel-Whitney dans le cas des
variétés projectives réelles lisses et convexes de dimension deux et trois. Ce résultat
a ensuite été précisé par Puignau ([24]). De son c6té, Cho ([7]) a repris la définition
des invariants de Welschinger en utilisant les techniques de [11], de méme que
Solomon ([27]) qui les a étendus a des surfaces a bord de genre plus élevé et aux
variétés symplectiques de dimension six quelconques.

Avant de s’attaquer a la question de 'orientabilité des espaces de modules de
courbes réelles dans des variétés réelles on s’intéresse au probléme « linéaire »
associé que nous décrivons maintenant. Soit 3, une surface compacte connexe
sans bord et orientée de genre g. Une structure réelle sur ¥, est la donnée d’une
involution ¢y, : ¥, — ¥, qui renverse 'orientation. Nous dirons alors que le couple
(X4, cs) est une courbe réelle. Notons RJ(X,) 'ensemble des structures complexes
de ¥, compatibles avec 'orientation fixée et pour lesquelles cs; est anti-holomorphe.
Considérons un fibré vectoriel complexe N sur ¥,. Une structure réelle sur IV est
une involution ¢y : N — N, C-antilinéaire dans les fibres et qui reléve cx.

Définition. — Fizons une structure compleze J € RJ(X,), un entier k > 1 et
un réel p > 1 tels que kp > 2. Un opérateur de Cauchy-Riemann réel sur (N, cy)
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est un opérateur C-linéaire
O: LFP(8,, N) — LF 1P (8, A™Y, @ N)
équivariant sous action de cy et vérifiant la régle de Leibniz :

Vf € CX(5,,C), Yo € (S, N), D(fo) = 0y(f) @ v+ F3(0),
ot Oy = ;(d—kiodoj).

La structure réelle ¢y induit une involution C-antilinéaire sur ’espace de Banach
L*?(3,, N) des sections L*F de N et sur LF1?7(2,, A®'Y, ® N). Nous notons
avec un indice +1 (resp. —1) le sous-espace propre associé a la valeur propre +1
(resp. —1). Un opérateur de Cauchy-Riemann réel d induit par restriction un
opérateur Fredholm de L*?(X,, N),; dans LF=1#(X,, A'Y, @ N),;. Nous notons
respectivement HJ(X,, N)11 et H5(X,, N)41 le noyau et le conoyau de 'opérateur
obtenu. Par régularité elliptique, ces deux espaces vectoriels ne dépendent ni de k
ni de p. Il existe sur 'ensemble RC(N) des opérateurs de Cauchy-Riemann réels sur
(N, cn) un fibré en droites réelles Det(N) dont la fibre au-dessus de opérateur 0
est son déterminant Det(0) = AR H)(5,, )4 ® (AﬁlaXHé(Eg, N)H)*. Comme
RC(N) est un espace contractile, le fibré Det(/NV) est orientable. La majeure partie
de ce mémoire est consacrée a I’étude de l'action des automorphismes de (N, cy)
sur les orientations du fibré Det(N).

On peut considérer plusieurs formulations de ce probleme. Une premiere consiste
a se donner explicitement un automorphisme de (N, ¢y) puis a calculer son action
sur les orientations de Det(/N). Une seconde, plus forte, est : relier 'action des
automorphismes de (NN, cy) sur les orientations de Det(/N) a leur action sur des
objets topologiques. Plus précisément, il s’agit de déterminer exactement a quelles
conditions topologiques un automorphisme préserve les orientations de Det(N).
Enfin, une troisieme formulation encore plus exigeante consiste a trouver un fibré
en droites réelles sur RC(N), défini en termes topologiques et canoniquement
isomorphe a Det(V). Nous parvenons dans cette thése a répondre complétement
a la premiere question, et a la seconde dans le cas des automorphismes au-dessus
de l'identité. En ce qui concerne les automorphismes relevant un difféomorphisme
non trivial, nous arrivons a répondre a la deuxieme formulation lorsque la courbe
(X4, cx) est séparante, c’est-a-dire lorsque X, \ RX, n’est pas connexe, ou bien
lorsque le fibré (N, cy) est de partie réelle orientable et est muni d'une structure
Spin réelle. Enfin, nous résolvons le troisieme probleme dans le dernier chapitre
en faisant les mémes hypotheses que précédemment.

La premiere partie de ce mémoire consiste en des préliminaires concernant les
automorphismes d’un fibré réel (IV, cy). Nous décrivons notamment la structure
des classes d’homotopie de tels automorphismes. Deux sous-groupes du groupe
RAut(N) des automorphismes de (N, cy) apparaissent alors. Le groupe RGL(N)
des automorphismes au-dessus de l'identité et parmis ceux-ci, le groupe RSL(N)
des automorphismes de déterminant 1. Nous montrons de plus qu’'un automor-
phisme de déterminant 1 est déterminé a homotopie pres par sa restriction a la
partie réelle de N.

Partant des remarques de cette premiere partie, nous divisons notre étude en
trois. Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux automorphismes de
(N, cn) qui sont de déterminant 1. Nous relions I'action de ces automorphismes
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sur les orientations de Det(N) & leur action sur les structures Pin™ de la partie
réelle de N. En particulier, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme. — Soit t un automorphisme de (N,cy) relevant l'identité et de
déterminant 1. Alors t préserve les orientations du fibré Det(N) si et seulement
si le nombre de composantes de RN dont les structures Pin® sont échangées sous
l'action de t est pair.

Ce résultat fournit donc une premiere réponse a la seconde formulation de la
question qui nous intéresse.

Dans la suite du mémoire, nous supposons que les courbes réelles considérées
sont de partie réelle non vide. Le cas d’une courbe sans point réel reste a traiter,
ce que nous avons l'intention de faire prochainement.

Dans le troisieme chapitre, nous passons a I’étude des automorphismes de
(N, cy) qui relévent 'identité. Nous commengons par nous ramener au cas ou N
est un fibré de rang 1 en remarquant que l’action sur les orientations de Det(N)
d’un élément f de RGL(N) est la méme que celle de son déterminant sur les
orientations de Det(det(/N)) si et seulement si le nombre de composantes de RN
dont les structures Pin* sont échangées par f est pair. Nous montrons alors qu'un
automorphisme de (N, cy) au-dessus de l'identité agit sur les classes de bordisme
de structures Spin réelles de (X4, cx). Etant fixée une structure complexe sur
(X4, cs), une structure Spin réelle de (3, cx) est la donnée d'un fibré en droites
holomorphe L admettant une structure réelle et dont le carré est isomorphe au
fibré canonique Ky. Une telle structure Spin réelle posséde une premiere classe
de Stiefel-Whitney qui n’est autre que w;(RL). On dit que deux structures Spin
réelles sont dans la méme classe de bordisme réelle si elles ont méme premiere
classe de Stiefel-Whitney et si elles sont bordantes en tant que structures Spin,
c’est-a-dire si elles ont méme invariant d’Arf. Nous relions ensuite 1'action des
¢léments de RGL(N) sur les orientations de Det(V) a leur action sur ces classes
de bordisme de structures Spin réelles. Nous démontrons en particulier :

Théoréme. — Soit (N,cy) un fibré vectoriel complexe de rang 1 muni d’une
structure réelle sur (X4, cx), de partie réelle non vide. Si deg(N) = g+ 1 mod 2,
alors laction d’un automorphisme f € RGL(N) sur les orientations de Det(N)
coincide avec l'action de f sur les classes de bordisme de structures Spin réelles
de (X4, cx) de méme premiére classe de Stiefel-Whitney que RN .

Lorsque deg(N) = g mod 2, Pautomorphisme — idy préserve toutes les struc-
tures Spin réelles de (34, cs), mais renverse les orientations de Det(/N) d’apres le
Théoreme de Riemann-Roch. Nous modifions I’énoncé du Théoreme précédent en
tenant compte de I'action de f sur les orientations des composantes orientables de
RN afin d’obtenir, comme dans le cas des automorphismes de déterminant 1, une
interprétation en termes topologiques de I'action de RGL(N) sur les orientations
de Det(NN) (voir le Théoreme 3.5).

En guise d’application, nous calculons la premiere classe de Stiefel-Whitney du
fibré en droites réelles induit par le fibré déterminant sur le groupe de Picard réel
d’une surface de Riemann réelle (3,, ¢s;) (voir les Théoremes 3.6 et 3.7).

Dans la quatrieme partie nous prenons en compte la contribution des automor-
phismes de (N, cy) qui ne relevent pas 'identité. Nous commengons par traiter le
cas particulier ou N est le fibré tangent a la courbe. Ceci nous permet de calculer
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l'action du groupe I'(X,, cxy) des difféotopies réel sur les orientations de l'espace
de Teichmiiller réel T (X, cx).

Théoréme. — Soit (¥,,cx) une courbe réelle de genre au moins deux. L’action
d'un élément ¢ de I'(X,, cx) sur les orientations de l’espace de Teichmuiiller

réel associé a (X, cx) est donnée par le signe du déterminant de 'application
Px Hl(zg?R)Jrl - H1<EQ’R)+1~

Dans le cas général, nous nous ramenons de nouveau au cas d'un fibré de rang
1 et nous considérons des diviseurs D = Z a;T;, a; € Z et x; € X4, invariants par

(3
cx, et tels que

— D est de degré deg(N) et
— pour chaque composante réelle (RX,) de Xy, le diviseur Dygs,), = Z a;x;
z;€(RXg)s
est de la forme az, ot z € (RX,)s et a € {0, 1,2} et sa parité est donnée par
wi (RN)([RS,),).
Ces diviseurs seront dits compatibles avec (N, cy). Nous autorisons des points
réels de multiplicité 2 afin que lorsque RV est orientable, on puisse toujours choisir
un diviseur compatible divisible par deux. Ceci nous est utile pour étudier ’action
des automorphismes d’un tel fibré N qui préservent une structure Spin réelle de N
(voir Corollaire 4.4). Nous introduisons la notion de relevé d'un difféomorphisme
associé a un diviseur compatible avec (N, cy). Deux tels relevés ont méme action
sur les orientations de Det(/N), et nous calculons le signe de celle-ci :

Théoréme. — Soit (N,cn) un fibré en droites complezes sur (¥, cs) de partie
réelle non vide. Soit D un diviseur compatible avec (N, cy) et ¢ € RDif fT(E,, w;(RN))
tel que p.D = D. Le signe de l'action d’un relevé ®p € RAut(N) de ¢ associé d

D sur les orientations du fibré Det(N) est donné par

e(ip)e(oy) det(y"),

ot p|p est la permutation des points du support de D comptés avec multiplicités
induite par o, 05 est la permutation induite par @ sur les orientations des
composantes de RY, qui contiennent des points de D, et ¢* est l'automorphisme

de H(X,,R)_1 induit par ¢.

Ce théoreme répond a la premiere formulation de notre probléeme. Lorsque
(X4, cx) est séparante ou lorsque (N, cy) est de degré pair et de partie réelle
orientable, nous parvenons a caractériser topologiquement ces relevés (voir les
Corollaires 4.3 et 4.4), obtenant une réponse partielle a la seconde formulation de
la question de départ.

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré a ’étude proprement dite de
I'orientabilité des espaces de modules de courbes réelles dans des variétés réelles.
Pour toute permutation 7 de {1,...,m} et d’ordre 2, nous notons R, M?  (X)
la réunion des composantes connexes de R./\/l;m (X) qui contiennent les courbes
réelles dont I'action de la structure réelle sur les points marqués est donnée par la
permutation 7. Nous obtenons des résultats dans deux cas : lorsque les courbes
considérées sont séparantes, et lorsque la partie réelle de la variété ambiante est
orientable. Comme nous ’avons noté précédemment, le premier cas a déja été
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étudié par d’autres auteurs, nous retrouvons leurs résultats. Nous obtenons par
exemple :

Théoréme. — Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle de dimension au
moins 6. Supposons que la partie réelle de X admet une structure Spin. Soient
d € Hy(X,Z) tel que c1(X)d > 0, m > 3, et 7 une permutation de {1,...,m}
d’ordre 2 admettant un point five. Alors pour tout J € RJ,(X) générique, la
variété R, Mg, (X, J) est orientable. O

Le second cas est nouveau et nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme. — Soit X5 une hypersurface lisse de degré 6 de CPN, N >4, N =0
ou 3 mod 4, de partie réelle non vide et vérifiant d = N+1 mod 4 et 6 < N+ 1.
Soit d € Hyo(Xs,Z), m > 1 et 7 une permutation de {1,...,m} d’ordre 2 et ayant

au moins un point five. Pour J € RJ* (X;) on a

wy (R MY (X5,0)) = wi (R (TL57")) + (6 = Dws (det(H' (3, R) 1)),

ou det(H'(X,,R)_1) et R (TiZ;”) sont les fibrés sur R, M2 (X5) de fibres res-
pectives det(H'(X,,R)_1) et R (Tg]g“) au-dessus de [u, Jx, J, z].

Notons que ce dernier Théoréme recouvre par exemple le cas de CP3.
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CHAPITRE 1

LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES
D’UN FIBRE REEL

Soit X, une surface compacte connexe sans bord orientée de genre g. On dit
que le couple (¥, cs) est une courbe réelle si ¢y, : ¥, — X, est une involution
renversant 1’orientation. Les points fixes d’une telle involution forment une sous-
variété de dimension 1 de ¥, non nécessairement connexe ou non vide, notée R>J,
(voir [22]). La lettre k désignera toujours le nombre de composantes connexes
(RX))1, ..., (RE,), de RY,, et nous supposerons & partir de maintenant que k est
non nul.

Considérons un couple (N, cy) formé d’un fibré vectoriel complexe 7y : N — X,
et d’une involution ¢y : N — N C-anti-linéaire dans les fibres et relevant cs.
On dira que le fibré N est muni d’une structure réelle, et on notera RN le fibré
vectoriel réel sur RY, formé des points fixes de cy. Nous noterons généralement
(RN); la restriction du fibré RN au-dessus de (RX,);.

Nous appellerons morphisme entre deux fibrés vectoriels complexes munis de
structures réelles my : (N, en) — (8g,¢n) et w2 (V' enr) — (X}, csv) une paire
(P, ¢) composée

— d"un difféomorphisme ¢ : (3, cs) — (X, csv) Z/2Z-équivariant et préservant

les orientations

— d’une application ® : (N,cy) — (N, ent) Z/2Z-équivariante, C-linéaire dans

les fibres et faisant commuter le diagramme

(N, en) —2> (N, )

| |

(Eg’ CE) ? (Zlg, CE’)-

Nous dirons que ® est un morphisme au-dessus de ¢, ou encore que P releve ¢.

Nous rappelons tout d’abord un résultat de classification de ces fibrés a isomor-
phisme pres qui nous sera utile par la suite (voir par exemple les Propositions 4.1
et 4.2 de [5]).

Lemme 1.1. — Deux fibrés vectoriels complexes munis de structures réelles
(N,cn) et (N',enr) sont isomorphes au-dessus de lidentité sur (X,,cs) si et
seulement si ils ont méme rang, méme degré et si leurs parties réelles ont méme
premiere classe de Stiefel-Whitney. [
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Nous noterons RAut(N) le groupe des automorphismes réels de (N, c¢y). Remar-
quons que le difféomorphisme sous-jacent d’un élément de RAwut(N) doit préserver
la premiere classe de Stiefel-Whitney du fibré RN, w;(RN) € HY(RX,, Z/27Z).
Nous noterons RDif f+(X,, w;(RN)) le groupe formé de ces difféomorphismes.
Enfin, le noyau de la projection RAut(N) — RDif fT(X,, wi(RN)) sera noté
RGL(N).

Nous noterons d’autre part RJ(X,) I'ensemble des structures complexes sur
(X4, cs) qui rendent ¢y, anti-holomorphe. Cet espace est non vide et contractile
(voir [22], [28] et [30]).

Lorsqu’une telle structure complexe J € RJ(%,) est fixée, nous noterons

_ 1
8J:§(d+@'0doj)

qui est la partie C-antilinéaire de la différentielle extérieure d. Rappelons aussi la
définition suivante.

Définition 1.1. — Un opérateur de Cauchy-Riemann sur un fibré vectoriel com-
pleze N sur une surface de Riemann X, munie d'une structure complexe J est un
opérateur C-linéaire

0:T(Z,,N) = T(3,,A”Y, ® N)
vérifiant la régle de Leibniz :

Vf e C>®(%,,C), Yv e (S, N), 9(fv) = 9,;(f) @ v+ fo(v).

Pour tout fibré vectoriel complexe (N, cy) sur (X,,cx) muni d'une structure
réelle nous noterons RC;(NN) l'espace des opérateurs de Cauchy-Riemann sur
N équivariants sous l'action de la structure réelle cy. Cet ensemble forme un
espace affine de dimension infinie (voir [21]). Nous noterons d’autre part RC(XN)
I’ensemble des paires (0, J) ot 0 est un élément de RC;(N).

Comme les opérateurs que nous considérons sont Z/2Z-équivariants, la structure
réelle ¢ induit une involution linéaire sur leurs noyaux et conoyaux. Nous noterons
avec un indice +1 (resp. —1) les sous-espaces propres associés a la valeur propre
+1 (resp. —1) de cette involution.

Notons que les dimensions des noyaux et conoyaux d’un opérateur de Cauchy-
Riemann réel ne sont pas constantes sur tout RC(N). L’union de tous les noyaux
ou de tous les conoyaux au-dessus de RC(N) ne forme donc pas un fibré vectoriel.
Toutefois, on peut définir un fibré en droites réelles noté Det (V) sur RC(N) dont la
fibre au-dessus de I'opérateur 0 est son déterminant Det(0) = AR H3(Xg, N)11®
(AR H3(Xg, N)11)* (voir [21]). Comme RC(N) est contractile, ce fibré est orien-
table, mais non canoniquement orienté.

Afin d’évaluer ce défaut d’orientation canonique, nous étudions dans les §2, 3
et 4 de la présente these 'action des automorphismes réels de (N, cy) sur le fibré
Det(N).

Cette action est définie de la fagon suivante. Tout d’abord, les automorphismes
réels de (N, cy) agissent sur les espaces de sections de N et de (0, 1)-formes a
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valeurs dans IV d’une part et d’autre part sur les structures complexes de (X, cx)
respectivement par
(B, 0)ss = B(s) 0 ¢~

(@, 0)*a =0 'oaods et

(®,0)*J =dptoJodo
ou s est une section de N, a est une (0, 1)-forme a valeurs dans N et J une structure
complexe sur la surface (voir [30]). De plus, cette action est Z/2Z-équivariante.
Ceci induit une action sur 'espace RC(N)

(®,0)"(0,7) = ((®,0)" (0((,0).)) , (®,0)"])
et donc sur le fibré Det (V).

Rien ne garantit qu’en agissant sur ce fibré les automorphismes réels de (N, cy)
préservent ses orientations. Nous allons donc étudier plus précisément 1’action des
automorphismes réels du fibré (IV, cy) sur les orientations du fibré Det(N).

Remarquons tout d’abord que cette action ne dépend que de la classe d’homo-
topie de 'automorphisme réel de (N, cy). Ainsi, nous commengons par décrire
la structure des automorphismes réels d’un fibré vectoriel complexe muni d’une
structure réelle (N, cy) sur (2,, cxy) pris a homotopie pres.

Introduisons pour cela le sous-groupe

RSL(N) :={® € RGL(N) | Vz € &,, det(®,) =1}
des éléments de RGL(N) de déterminant 1.

Lemme 1.2. — Les suites suivantes sont exactes :

(1) 0 — RGL(N) — RAut(N) ™5 RDif f+(2,, w1 (RN)) =0
(2) 0 — RSL(N) — RGL(N) <% RC>®(3,,C*) — 0

(3) 0 — ker(rest) — RSL(N) =5 mo(SL(RN)) — 0

ou :

rest : RSL(N) — mo(SL(RN))
P — [(I)|RN]
De plus, ker(rest) est connexe.
Notons avant de passer a la démonstration que I'application det est définie
comme la composée de
RGL(N) — RGL(det(N))
o — det(P)
et de Iisomorphisme canonique RGL(det(N)) = RC*®(3,, C*).
Démonstration. — (1) Vérifions la surjectivité de my. D’apres le Lemme 1.1
nous avons un isomorphisme

(+) (V. ex) 2 (det(N), cauny) © (€01, cony)

ot (C#M)=1 cong) est le fibré trivial de rang rg(N) — 1 sur (3,,cx), et
det(N) = A™*N. Il nous suffit donc, si ¢ est un élément de RDi f f*(3,, wi (RN)),
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de trouver des relevés de ¢ en des automorphismes réels de chacun des rg(V)
sous-fibrés en droites fournis par l'isomorphisme ().

Or, de tels automorphismes sont donnés par des sections des fibrés
¢*(det(N), caer(ny) @ (det(IV), caey(vy)* et ¢*(C, conj) ® (C, conj)* ne s’annu-
lant jamais. Comme ¢ préserve les premieres classes de Stiefel-Whitney des
fibrés Rdet(N) et RC, le Lemme 1.1 nous dit que les deux fibrés précédents
sont isomorphes au fibré trivial (C, conj). Ils admettent donc des sections qui
ne s’annulent jamais.

(2) Si f est un élément de RC*(X,, C*), on obtient, grace a I'isomorphisme (x),
un automorphisme de (N, cn) @ = f @ idgev)-1 vérifiant det(Py) = f.

(3) Etudions tout d’abord la surjectivité de rest. Fixons pour cela une classe [¥]
dans m(SL(RN)). Choisissons aussi deux ouverts emboités RV; C RV; C RU;
homéomorphes & des intervalles sur chaque composante (RX,);, et k paires
d’ouverts emboités disjointes V; ¢ V; Cc Uy,..., Vi C Vi C U de Xy
invariants sous l’action de cy et homéomorphes a des disques, tels que
UiNRY, = RU; et V; N RY, = RV,. Prenons un représentant ¥ de la
classe [V] tel que ¥ soit 'identité en dehors des RV;. En trivialisant (N, cx)
au dessus des U;, Wy nous fournit & chemins dans SL,,nv)(R) dont les
extrémités se recollent en l'identité. Ces lacets peuvent étre homotopés dans
S Lig(n)(C) (qui est simplement connexe) sur le lacet constant égal a I'identité.
Ainsi, pour chaque 7 on peut prolonger W sur une composante de U; — RU;
puis sur tout U; grace a la structure réelle de (IV, cy) de sorte que ce pro-
longement soit 1'identité sur U; — V;. On obtient un automorphisme réel de
(N, cn) relevant la classe [¥] en prolongeant en dehors des U; par 'identité.

Considérons enfin la connexité du noyau de rest. Fixons une triangulation T’
de (3, cy) invariante sous 'action de cs;. Prenons ® un élément de ker(rest).
On peut supposer que la restriction de ® a RY, est I'identité. On homotope
® sur id progressivement :

1. tout d’abord au-dessus des sommets de 7T,

2. puis au-dessus des arétes de T', ce que I'on peut faire puisque (S Lyg(n(C))
est trivial,

3. et enfin au-dessus des faces de T', ce qui est possible car m3(S Lyg(n)(C))
est trivial.

]

Remarque 1.1. —
— Sirg(N) >3, m(SL(RN)) = (Z/2Z)", ott k = by(RY,).
— Le cas rg(/N) = 2 est particulier. Le Lemme 1.3 en donne une description.
— Lorsque rg(V) = 1, l'application det : RGL(N) — RC*(%,, C*) dans la suite
exacte (2) est en fait un isomorphisme, et le groupe RSL(N) est trivial.

Lemme 1.3. — Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe de rang 2 muni d’une
structure réelle sur (¥, cs). Alors, le groupe mo(SL(RN)) est isomorphe a
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ZF x (Z)22)*, on
ky =card{1 <i <k | w (RN)([RY,];) =0}
et k- =card{l <i <k | w1 (RN)([RE,];) # 0} .
De plus, avec les notations du Lemme 1.2 et sous cet isomorphisme, 'image de
rest(— id) € mo(SL(RN)) = Zk+ x (Z/27Z)" par Uapplication de réduction modulo
2 Tk x (2)272)* — (Z)2Z)* est égale d (wi (RN)([RS,]), ..., wi (RN)([RS,]x)).

Démonstration. — Fixons 1 < ¢ < k. Nous distinguons deux cas, suivant que
(RN); = (RX,); est orientable ou non.

Si wi (RN)([RX,];) = 0 : Nous pouvons dans ce cas trivialiser le fibré (RN);.
Dans cette trivialisation, un automorphisme du fibré a homotopie pres est
donné par une classe dans le groupe fondamental de SLy(R). Or, ce groupe
fondamental est isomorphe a Z. Dans le cas particulier de — id, nous obtenons

-1 0

0 1 ), qui est homotope au lacet constant égal

le lacet constant égal a <
a l'identité.

Si wi(RN)([RX,],) = 1 : Le raisonnement employé ici s’inspire de [27]. Le fibré
(RN); est isomorphe au fibré [0,1] x R?/(0,v) ~ (1,7(v)) ot r(zy,xs) =
(1, —x32). Sous cet isomorphisme, un élément de SL((RN);) correspond a
une application f : [0,1] — SLy(R) vérifiant f(0) = rf(1)r. Cette derniere
condition se réécrit grace a la décomposition polaire, produit d'une rotation
par une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement

ft) = row) ( Aét) Cﬁ) )

N0
en 6(0) = —60(1) mod 27 et a(0) = —a(1). D’autre part, cette décomposition
fournit aussi une rétraction de SLs(R) sur SO(R)

h: [0,1] x SLa(R)  — SLy(R)

SER Y R S

qui préserve les conditions précédentes. En appliquant cette rétraction, nous

positifs,

obtenons une homotopie h(s, f) joignant f a ry. Ainsi, une classe d’homotopie
d’éléments de SL((RN);) correspond a une classe d’homotopie d’applications
0 :10,1] — R/27Z avec §(0) = —0(1) mod (27), c’est-a-dire & une classe
d’homotopie de sections d’une bouteille de Klein (vue comme fibré en cercles
au-dessus du cercle). Or, il n’y a que deux telles classes qui sont définies par
les lacets 6(t) = 0 et §(t) = 7. Le premier correspond a id, le second a — id.

]

Notation 1. — On note rests la composée de rest avec la réduction modulo 2
7o(SL(RN)) = mo(SL(RN))/2m0(SL(RN)) = (Z/22)",

et on notera avec un indice ¢ entre 1 et k les composantes de rest,.






CHAPITRE 2

ETUDE DES AUTOMORPHISMES REELS
DE DETERMINANT 1

Nous nous intéressons dans cette section a l'action du groupe RSL(N) des
automorphismes réels de déterminant 1 d’un fibré (N, cy) sur le fibré Det(N).

Comme nous 'avons noté dans la Remarque 1.1, lorsque le rang de N est égal
a 1 le groupe RSL(N) est trivial et agit donc trivialement sur le fibré Det (V).
Nous supposerons dans cette section que N est de rang au moins deux.

D’apres le Lemme 1.2, cette action se factorise a travers le morphisme resto
et nous commencons par réinterpréter ce morphisme en termes d’action des
automorphismes sur les structures Pin™ de RN. Nous étudions ensuite 1’action
des automorphismes de déterminant 1 sur le fibré Det(V). Nous démontrons en
particulier le résultat suivant.

Théoréme 2.1. — Soitt € RSL(N). Alors t préserve les orientations du fibré
Det(N) si et seulement si le nombre de composantes de RN dont les structures
Pin* sont échangées sous l'action de t est pair.

Ce résultat fournit donc une interprétation topologique de 'action de RSL(N)
sur les orientations du fibré Det(N). En guise d’application, nous donnons une
condition nécessaire et suffisante pour que le fibré déterminant au-dessus d’un
lacet d’opérateurs de Cauchy-Riemann soit orientable.

2.1. Automorphismes réels et structures Pin™ sur RN

Commencons par quelques rappels au sujet des structures Pin®. Prenons un
entier n > 2. Le groupe GL,(R) a un revétement double (topologique) non
trivial au-dessus de chaque composante connexe qui admet deux structures de
groupe distinctes relevant celle de G L, (R). Ces deux groupes sont notés éfn+(R)
et foni(R). Fixons maintenant un fibré vectoriel réel V' de rang n au-dessus
d’'une base B et notons Ry le fibré principal des reperes associé. Ce fibré a pour
groupe structural GL,(R). Une structure GL,  sur V est la donnée d'une classe
d’isomorphisme de paires composées d’un fibré principal Pé\i:l: sur B de groupe

—~ +
structural GL,, (R) et d'un morphisme de fibrés Pé\i:l: — Ry, revétement double

équivariant pour les actions de GL,(R) et C?Eni(R).
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Remarque 2.1. — La définition que nous donnons ici ne differe que peu de la
définition usuelle des structures Pin® utilisant les groupes O, (R) et PinF(R)
(voir par exemple [17]) au lieu de GL,(R) et éfni(]R), car GL,(R) se rétracte
sur O, (R). Nous avons une correspondance naturelle entre les structures Pin*
et @ni. Ceci nous permet donc de parler de structures Pin® sans se soucier de
fixer de métrique sur les fibrés considérés.

Pour terminer, notons que I'obstruction & l’existence d’une structure Pin®
(resp. Pin~) sur le fibré V' est donnée par la classe caractéristique wq(V') (resp.
wo (V) +wi(V)) (voir [17]).

Les fibrés (RN); ayant pour bases des cercles, nous avons ws((RN);) = 0 et
wi((RN);) = 0. Ils admettent donc un ensemble de structures Pin® que nous no-
terons Pin®((RN);). Ces ensembles sont des espaces affines sur H'((RX,);, Z/27)
(voir [17]).

D’autre part, les éléments de RSL(N) agissent sur ces structures par tiré-en-
arriere : pour ® € RSL(N), P et P’ deux structures Pin* sur (RN);, nous avons
d*(P') = P il existe un morphisme ® : P — P’ tel que le diagramme suivant
commute

P P

L

Rrn), — Rrn),-
Pl (®N);

Cette action est en fait une action par translation sur Pin*((RN);) et fournit un
morphisme

7:RSL(N) — HY(RY,,Z/27) = (Z/27)".

Nous rappelons enfin le lemme suivant (voir [27], Lemme 2.6) qui relie 'action
des automorphismes réels de N sur les structures Pin™ de RN et les classes
d’homotopie de leurs restrictions a RN.

Lemme 2.1. — Les applications resty et 7 sont égales. [

Plus généralement, si M est un fibré vectoriel réel de rang au moins 2 sur un

cercle, alors

— lorsque M n’est pas orientable, il y a exactement deux classes d’homotopie
d’automorphismes de déterminant 1 de M ; 'une (celle de l'identité) préserve
les structures Pin® de M, l'autre les échange.

— lorsque M est orientable et de rang au moins 3, il y a exactement deux classes
d’homotopie d’automorphismes de déterminant 1 de M ; I'une préserve les
structures Pin®™ de M, 'autre les échange.

— lorsque M est orientable et de rang 2, les classes d’homotopie d’automor-
phismes de déterminant 1 de M sont toutes multiples de celle provenant d’un
générateur de 7 (SO5(R)); les multiples pairs préservent les structures Pin®
de M, les multiples impairs les échangent.
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2.2. Action des automorphismes réels de déterminant 1 sur les orien-
tations du fibré déterminant

Prenons tout d’abord une structure complexe J € R.J(3,) qui sera fixée pendant
tout ce paragraphe.

Nous allons établir le Lemme 2.2 avant de démontrer le Théoreme 2.1. Si
(L, cr) est un fibré en droites holomorphe muni d'une structure réelle sur (3, cx),
nous noterons M (L), l'espace des sections méromorphes de L qui sont Z/2Z-
équivariantes. Pour une telle section o € M(L),1, nous noterons respectivement
divg(o) et dive (o) les diviseurs de zéros et de poles de o.

Si (M, cp) est un autre fibré en droites holomorphe sur (X, cy), alors une
section ¢ € M(M ® L*);; définit un nouveau fibré en droites holomorphe
(F, = graphe(o),cr) de la facon suivante. Si on note Uy, = X, — dive(0)
et Us,» = By — divg(o), alors

Fuy, ={(v,o(v)), ve L} C L& M, Fy, ={(c"(w),w), we M} C L M.

Ici o est 'élément de M(L ® M™*),; vérifiant 0*o = 1. D’autre part, F,, C L& M
est naturellement muni de sa structure réelle ¢y venant de celle de L & M. On
remarque de plus que

F, = L., quand z € divy(0o)
F, = M,, quand z € div,.(0).

Pour tout supplémentaire complexe (non nécessairement holomorphe) (G, c¢g) C
(L® M, crgn) de F,, on note respectivement rg_, rp, 7y les réflexions par rapport
a G,M,L et d’axes F,,L,M, et t;,, = rp, o, tye = TR, © Ty Les classes
d’homotopie de t, et ¢y, ne dépendent pas du choix de (G, cg).

Le lemme suivant étudie un cas particulier de I'action qui nous intéresse.

Lemme 2.2. — Soient (L,cr) et (M,cy) deux fibrés en droites holomorphes
munis de structures réelles sur (3g, cx). Fizons 0 € M(M ® L*)44, et

(F, = graphe(o),cr) C (L@ M, cran). Choisissons un supplémentaire complexe
(G,cq) de F,. On a alors :

(i) tro (resp. taro) préserve les orientations du fibré Det(L® M) si et seulement
si deg(L) — deg(F,) (resp. deg(M) — deg(F,)) est pair.
(7i) deg(L) = deg(F,) + card(dive(0)) et deg(M) = deg(F,) + card(dive(o)).

(iii) (resty);(tr,s) = card(dive(opry,)) mod 2 et
(rests);(trr,s) = card(divo(ors,)) mod 2.

Remarquons avant de le démontrer que ce lemme implique le Théoreme 2.1
pour les automorphismes tr, et ta . Ces trois points nous assurent en effet que

les automorphismes ¢, , et ty, préservent les orientations du fibré Det(L & M)
k k

si et seulement si Z rests);(tLo) et Z rests);(ta,,) sont pairs. En appliquant le

—1
Lemme 2.1 nous obtenons le Theoreme 2.1 dans ce cas.
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Démonstration. — (i) Nous démontrons ce premier point seulement pour ¢y,

(iii)

le résultat pour ¢/, se traitant de facon tout a fait analogue. Notons 0y,
(resp. Opear) Vopérateur de Cauchy-Riemann sur L (resp. sur L @ M) associé
a la structure holomorphe du fibré (voir [18]). L’automorphisme —1: L — L
fixe Iopérateur 0 et agit sur la droite Det(d;) par multiplication par
(—1)dim(ker(9p))+dim(coker(d1)) - Aingi, I'automorphismery, : L& M — L & M
fixe 'opérateur Opgys et agit sur la droite Det(Ozgas) = Det(d1) ® Det(0)
par multiplication par (—1)dim(ker(@c)+dim(coker(d2)) Dong 7, préserve les orien-
tations de la droite Det(dzaa) (et donc du fibré Det(L @ M)) si et seulement
si dim (ker(9y)) 4 dim(coker(dz)) est pair. Or, le Théoréme de Riemann-Roch
affirme que dim(ker(0;)) — dim(coker(dy)) = deg(L) +1 — g.

Fixons ensuite un opérateur de Cauchy-Riemann réel d; sur G et appli-
quons le méme raisonnement que précédemment aux fibrés F, et G. Nous
voyons alors que 'automorphisme r5 préserve les orientations de la droite
Det(dr,) ® Det(dg) (et donc du fibré Det(F, & G) = Det(L & M)) si et
seulement si deg(F,) + 1 — g est pair.

Ainsi, 'automorphisme ¢, , = 7, o ry préserve les orientations du fibré
Det(L @ M) si et seulement si deg(L) + deg(F,) + 2 — 2¢g est pair. D’ou le
premier point.

Soit une section o, € M(L); telle que ses poles et zéros soient disjoints de
ceux de 0. Posons op = (0,,0(01)) € M(F)41, et notons pryy : L&EM — M
la projection naturelle. Alors

divo(or) = divg(or)
divee(0r) = dive(op) — dive (o)
et
divo(pra(or)) = dive(or) + dive(o)
divee (pry(or)) = dive (or).

D’ou en soustrayant ces égalités, deg(L) = deg(F,) + card(dive(0)) et
deg(M) = deg(F,) + card(dive(o)).
Nous distinguons deux cas, suivant que (RL & RM); est orientable ou non.

Si (RL ® RM); est orientable, on le trivialise. Les automorphismes ¢y, ,
et ty, induisent alors deux lacets dans SLy(R). On calcule (rests);(tro)
et (rests);(taro) en comptant la parité des classes d’homotopie des lacets
précédents dans 7 (SLa(R)) = Z. Or ces parités se mesurent en comptant le
nombre de demi-tours que fait (RF); respectivement par rapport a (RL);
et (RM);. En effet, en prenant une trivialisation telle que (RL); et (RM);
soient orthogonaux, et en homotopant (RG); sur 'orthogonal de (RF,); ces
deux lacets dans SLy(R) sont en fait homotopes a des lacets de rotations
d’angles égaux respectivement au double de 'angle entre (RL); et (RF,); et
au double de l'angle entre (RM); et (RF,);.

Nous avons donc (rests);(t1,,) = card(divo(ojrs,)) mod 2 et (vests);(trro) =
card(dive (ojrs,)) mod 2. On conclut en remarquant que dans ce cas
card(dives (ojry;,)) = card(divo(ojrs,)) mod 2.
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Si maintenant (RL & RM); n’est pas orientable, deux cas se présentent :

— s0it on peut homotoper le fibré (RF'); sur le fibré (RL); (si
card(dive (ojrs,)) = 0 mod 2) et alors, d’apres le Lemme 1.3,
(resty)i(tr,s) = (resty);(id) = 0 = card(divee(ojry;,)) mod 2 et
(reste)i(tare) = (resty);(—id) = 1 = card(divo(ojry,)) mod 2.

— soit on peut homotoper (RF); sur (RM); (si card(divo(ops,)) = 0
mod 2) et alors (rests);(tr,) = (rests);(—id) = 1 = card(diveo(ojrs;,))
et (rests);(tar,s) = (resty);(id) = 0 = card(divo(ors;,))-

Ce qui conclut la démonstration du troisieme point.
O

Démonstration du Théoreme 2.1. — Remarquons tout d’abord qu’il nous suffit
de traiter le cas rg(N) = 2. En effet, pour tout sous-fibré (N’ cy/) de N de rang
2, 'application

RSL(N') — RSL(N)
t —  teid
commute avec Ty et Tys et induit une surjection au niveau des classes d’homotopie.

Supposons donc que rg(N) = 2 et prenons ¢t € RSL(N). Fixons de plus un
opérateur de Cauchy-Riemann induisant une structure holomorphe sur N faisant
de ce dernier un fibré vectoriel holomorphe décomposable en une somme de deux
fibrés en droites holomorphes (L, cp) et (M, cpy).

Prenons o+ une section méromorphe et Z/27Z-équivariante de M ® L*. Pour
toute fonction méromorphe f sur 3,4, on obtient une nouvelle section o = foer-
dont on controdle la parité des podles et des zéros sur chaque composante réelle de
¥, en modifiant les pdles et les zéros de f. On peut en effet considérer f comme
section holomorphe d'un fibré Os(x1 +...+x,) (pour n assez grand) ou 'on place
les points z; sur RY, pour changer a volonté la parité de ses zéros et poles (qui
est la méme sur chaque composante de RY,). En particulier, prenons f de telle
sorte que (resty);(t) = card(divo(ory,)) mod 2 pour tout 1 < i < k. Le Lemme
2.2 nous assure alors que resto(t) = rests(tr,,), donc t et t;, ont méme action
sur les structures Pin® sur RN d’apres le Lemme 2.1. D’autre part, I'action d’un
automorphisme sur les orientations du fibré Det(/N) ne dépend que de son image
par resty et non par rest. La conclusion du Théoréme découle ainsi du Lemme
2.2. O

2.3. Lacets d’opérateurs de Cauchy-Riemann et structures Pin®

Nous décrivons ici 'orientabilité du fibré déterminant au-dessus de certains
lacets d’opérateurs de Cauchy-Riemann réels. Pour ce faire, supposons fixée une
structure complexe J € RJ(X,). Considérons une famille N, — CP!, z € CP*,
de fibrés vectoriels complexes sur (X, cs). Nous supposerons de plus que les fibrés
N, admettent des structures réelles cy, lorsque z est dans RP?.

Nous disposons donc de k familles (RN,);, 2 € RP!, de fibrés vectoriels réels
sur RY,. A z € RP! fixé, chacun de ces fibrés (RN,); admet une structure Pin™;
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toutefois, lorsque z varie, il n’est pas garanti qu’il existe une famille continue de
telles structures sur tout RP!. Si c’est le cas, nous dirons que la famille (RN,);
admet une structure Pin*. -

Si nous prenons maintenant un lacet (0,),crp1 d’opérateurs de Cauchy-Riemann
réels sur (N, cn.).erpt, nOUs obtenons naturellement un fibré en doites réelles

Det(d,) — RP'. Nous dirons que le lacet (9,).crp1 est orientable si le fibré Det(0,)
est orientable.

Exemple 2.1. — Un exemple de tel lacet est obtenu de la fagon suivante.
Considérons une extension 0 — (F,cp) — (M,cy) — (G,cq) — 0, ou F,G
(resp. M) sont des fibrés en droites (resp. de rang 2) holomorphes sur 3. Celle-ci
admet une classe d’extension u € H'(X,, F® G*)11. Comme H*(X,, F® G*);1 =
[(8y, A% @ (F ® G*))4+1/im(Opec+)+1, on notera fi un représentant de y dans
(X, A%Y, @ (F ® G*))41. La classe p induit une déformation (N,).ec, de fibre
exceptionnelle Ny = F' & G et trivialisable sur C*, de fibre générique N, = M,
z € C*. Cette déformation s’étend donc a tout CP', et on obtient un lacet
OF Tl

d’opérateurs donnés par 0, =
0 Ja

>, x € R. L’orientabilité de ce lacet est

alors décrite par le Théoréme 2.2.

Le résultat suivant donne une condition topologique sur I'orientabilité des lacets
d’opérateurs considérés (comparer avec la Proposition 8.1.7 de [11]).

Théoréme 2.2. — Fizons une structure complexe J sur (3,4, cx). Soit N, —
CP!, 2 € CP, une famille de fibrés vectoriels complexes de rang au moins 2 sur
(3,, cs) admettant des structures réelles cn, lorsque z € RP'. Supposons de plus
qu’il existe un point réel p € RY, tel que le fibré (RN,), sur RP! soit orientable.
Alors, un lacet (0,),cppr d’opérateurs de Cauchy-Riemann réels sur (N,),cpp est
orientable si et seulement si les familles (RN,); qui n’admettent pas de structure
Pin® sont en nombre pair.

Faisons tout d’abord quelques remarques préliminaires a la démonstration de
ce Théoreme. Fixons les deux ouverts de cartes affines 0 € Uy et oo € U; de
CP'. Les familles (N,,cy.) — RP! 2 € RP!, de fibrés vectoriels complexes
munis de structures réelles sur (3, cs;) sont classifiées par H'(RP', RGL(N))
(ou (N,,cn.) = (N,cy) pour z € RP'). Une telle famille est donnée par une
application de recollement

{R%mRme’ﬁ RU, NRU; x N
(2,6) — (2,t:(¢))

ou t, = idy pour z > 0 et t, € RGL(N) pour z < 0. Toutefois, si ’on impose
que cette famille s’étende sur tout CP?!, il faut que ¢, pour z < 0 soit homotope
dans GL(N) a idy, et on obtient alors un prolongement donné par I’application
de recollement
{%mme—+%mme
(26 = (56
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ou (t,),ec~ est une famille d’éléments de GL(N) prolongeant (t,).cg+. Or, I'exis-
tence d’'une telle homotopie est équivalente a ce que le déterminant det(t,) €
RC>(X,, C*) soit homotope a la fonction constante 1 dans l'espace C*(X%,, C*)
pour tout z € R*. Si nous supposons de plus qu'il existe un point réel p € RY, tel
que le fibré (RN,), sur RP' soit orientable alors forcément det(t,) pour z < 0 est
homotope dans RC>(X,, C*) a la fonction constante égale a 1.

Nous pouvons ainsi supposer que les familles considérées sont données par des
applications de transition qui, restreintes & RP! sont dans RSL(N).

Démonstration du Théoréme 2.2. — Prenons une famille N, — CP! de fibrés
vectoriels complexes sur (X, cs) comme décrit dans ’énoncé du Théoreme 2.2.
Elle est donnée par une application de recollement
{ UNUy xN — UyNU; x N
(2,€) = (2, 6:(8))
ou lorsque z € R*, ¢, = idy pour z > 0 et t, € RSL(N) pour z < 0.

D’une part, une des familles (RN,);, z € RP!, admet une structure Pin* si
et seulement si les ¢, z € R*, agissent trivialement sur les structures Pin™ sur
(RN);.

D’autre part, le fibré déterminant associé a un lacet (9,),cgpr d’opérateurs de
Cauchy-Riemann réels sur (V,).cpp1 est donné par les changements de cartes

UoﬂUlﬂRPIXR — UoﬂUlﬂRPIXR
(z,v) — (z,t,.0).
Le Théoreme 2.1 nous assure alors que ce fibré est orientable si et seulement si

le nombre de composantes de RN dont les structures Pin® sont échangées sous
I’action de t, est pair. Ce qui conclut la démonstration du Théoréme 2.2. O






CHAPITRE 3

ETUDE DES AUTOMORPHISMES REELS
AU-DESSUS DE L’IDENTITE

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a 'action des éléments de RGL(N)
sur les orientations du fibré Det(/N). Nous remarquons tout d’abord qu’il suffit de
traiter le cas ou N est un fibré en droites complexes. En effet, d’apres le Lemme
1.1 nous avons un isomorphisme

(%) (N, cen) = (det(NV), caen(ny) @ (CeM=L cong).
Ainsi, un élément f € RGL(N) se décompose sous l'isomorphisme (x) en

f = (det(f) @ idgwn-1) o ((det(f) @ idgun 1) o f) .

Or, l'automorphisme (det(f) @ idgav-1) o f est un élément de RSL(N), et
son action a été étudiée au paragraphe précédent. D’autre part, étudier I'action
de I'automorphisme (det(f) ® idge)-1) sur les orientations de Det(V) revient
a étudier celle de det(f) sur Det(det(N)). On remarque enfin (voir [17]) que
(det(f) @ iderev)—1) agit trivialement sur les structures Pin® sur les (RN),.

Nous allons done étudier les automorphismes réels au-dessus de lidentité des
fibrés en droites complexes munis de structure réelles sur (£, cx). Or ceux-ci
s’identifient canoniquement aux fonctions

RC¥(E,,C*) = {f:35, = C" | foes = f}.

Nous noterons [(2, cs), (C*, conj)] I'espace des fonctions C* sur ¥, a valeurs
dans C*, Z/27Z-équivariantes, prises a homotopie pres.

Cette section est divisée en trois parties. Dans un premier temps, nous étudions
'action des automorphismes réels sur les structures Spin réelles de (24, c5;). Dans
un deuxieme temps, nous relions cette derniere action a celle sur les orientations
du fibré déterminant et démontrons en particulier les résultats suivant (voir §3.2).

Théoréme 3.1. — Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe de rang 1 muni d’une
structure réelle sur (34, cs), de partie réelle non vide. Soit f € RGL(N) =
RC>(X,,C*). Si f est positive sur RY, et préserve une structure Spin réelle sur
(X4, cx) alors f préserve les orientations du fibré Det(N).

Théoréme 3.2. — Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe de rang 1 muni d’une
structure réelle sur (34, cs), de partie réelle non vide. Soit f € RGL(N) =
RC>(%,,C*). Sile degré de N n’est pas de méme parité que le genre de X4, alors
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Uaction de f sur les orientations du fibré Det(N) coincide avec laction de f sur
les classes de bordisme de structures Spin réelles de (34, cx) de méme premiére
classe de Stiefel-Whitney que RN,

Lorsque le degré du fibré N a méme parité que le genre de Y , 'automorphisme
— id renverse les orientations du fibré Det(/NV) d’apres le Théoreme de Riemann-
Roch, et le Théoreme 3.2 doit étre modifié en tenant compte du signe de f sur
les composantes orientables de RN (voir le Théoréme 3.5). Nous obtenons alors
comme au paragraphe précédent une interprétation topologique de 'action de
RGL(N) sur les orientations de Det(N).

Nous terminons en déduisant la premiere classe de Stiefel-Whitney du fibré
induit par le fibré déterminant sur le groupe de Picard réel d’'une courbe (X, c5).

3.1. Automorphismes réels et structures Spin réelles

Nous exposons dans ce paragraphe quelques préliminaires algébriques et topolo-
giques a l'étude de 'action des éléments de RGL(N) sur les orientations du fibré
Det(N). Nous commengons par expliciter la structure du groupe [(£,, ¢x,), (C*, conj)].
Puis, nous rappelons quelques notions & propos des structures Spin réelles sur
une courbe réelle. Nous décrivons enfin I’action des éléments de RGL(N) sur ces
structures. Rappelons aussi que toutes les courbes réelles que nous considérons
sont de partie réelle non vide.

3.1.1. Structure de [(X,, cx), (C*, conj)]. — Rappelons tout d’abord quelques
résultats sur la topologie des courbes réelles (voir par exemple [22] et [23]). Si
Yy, — RY, a deux composantes connexes, nous dirons que la courbe réelle est
séparante. On rappelle que lorsque la courbe est séparante k = by(RX,) est congru
g+1—Fk

5 , qui est le genre d’une des

a g + 1 modulo 2. On pose dans ce cas m =

composantes de ¥, — R¥,.

Définition 3.1 (voir [23] et Figure 1). — On suppose que RY, est non vide,
et soit p € RY,. Une base symplectique réelle de Hy(X,,7Z) est une base symplec-
tique (@i, b;)i=1..4 vérifiant de plus

si (Xg,cx) n'est pas séparante :

1. (ex)u(a;) =a;,i=1,....,9
2. (Cz)*(bl) = —bi, 1= 1,...,]{?— 1

3. (Cz)*(bz) = —bz + a;, 1= k?, .3
g

4. p se trouve sur la composante de R¥, homologue a Zai
i=1

si (Xg,cx) est séparante :
1. (cs)e(a) =a;,i=1,... k=1
2. (cn)u(bi) = =bi,i=1,...,k—1
3. (en)s(@;) = Gizm, i =k,...., k+m—1
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4. (c2)e(bi) = =biym, i =k,....k+m—1
k—1

5. p se trouve sur la composante de RX, homologue a Z a;.
i=1

L’existence d’'une telle base est démontrée par Natanzon dans [23].

Nous allons décrire une famille B génératrice d’éléments de [(X,, cx), (C*, conyj)],
ce qui nous sera utile par la suite. Pour cela, fixons une base symplectique
réelle (a;,b;) de Hy1(X,,Z) en imposant de plus que les éléments de cette base
soient représentés par des courbes simples disjointes lorsque c’est possible, que
a; = [RE,]; pour i € {1,...,k—1}, et que pour une courbe séparante, les courbes
g, . . ., a4 soient globalement stables par ¢s. Nous numéroterons de plus (RX,),
la composante sur laquelle se trouve p (voir Figure 1).

(RX4)o

FIGURE 1. Une base symplectique réelle pour g =4, e(34) =1let k=3
a gauche et g =4, €(34) =0 et k =2 a droite

Remarquons qu’une fois fixée une telle base symplectique, les composantes de
R, sont orientées.

Construisons maintenant la famille génératrice B :

si (X4, cs) n’est pas séparante : On commence par choisir des petits voisinages
tubulaires A; C ¥, invariants par cs, ayant pour ames les courbes a;, et
disjoints les uns des autres. On choisit ¢ € [—1, 1] une coordonnée transverse
a a; dans A; de telle sorte que a; soit la courbe de niveau t = 0, et 0 €
a; = S' C C lautre coordonnée. Nous imposons de plus que 6 croit le
long de a; et que le difffomorphisme entre A; et S* x [—1,1] donné par les
coordonnées (6,t) préserve les orientations. On suppose aussi que dans ces
coordonnées, la structure réelle s’écrit cx(t,6) = (—¢t,0)sii =0,...,k— 1
et ex(t,0) = (—t,—0) si i = k,...,g. On obtient alors les fonctions (&
homotopie pres) fi, t = 0,..., g, réelles, en posant f;(t,0) = — '™ sur A; et
en prolongeant par 1 ailleurs (voir Figure 2).
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FiGure 2. Construction de f;

si (X4, cx) est séparante : On procede de la méme fagon que précédemment
pour obtenir k fonctions fy, ..., fr_1 associées aux k courbes ag,...,ar_1.
On construit ensuite g + 1 — k autres fonctions fr, gk, - -, fearm—1, Gkrm—1 €N
définissant f; (resp. g;) de la méme fagon localement autour de a; (resp. b;)
puis en prolongeant griace a ¢y au voisinage de a; i, (resp. bii,,) et par 1
ailleurs.
Nous montrons dans la suite que les éléments de [(X,, cx), (C*, conj)| sont, a
peu de choses pres, totalement déterminés par leurs indices le long des courbes
dans Y.

Lemme 3.1. — L’application de calcul d’indice
ind: RC®(%,,C*) — RHom(H(%,,Z),Z)
1 df
Foom g [T

passe au quotient en un morphisme
ind : [(2,, cx), (C*, conj)] — H'(S,,Z) 4

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que le changement d’espace d’arrivée

est conséquence du théoreme des coefficients universels et du calcul suivant : pour
feRC®(E,,C*) et c € Hi(X,,Z)

((es)"(ind(f))(e) = (ind(f))((e )())
1
- T/ ) (0) 7
/ d(f ocs)
2Z7T focs
(ind(f))(c)
—(ind(f))(e).

Puis, comme H'(3,,7Z)_; est discret, deux éléments de RC*(X,, C*) qui sont
homotopes ont méme indice, et ind passe bien au quotient. O

Exemple 3.1. — Calculons les indices pour la famille B ; I'exposant PD indique
que nous prenons le dual de Poincaré de la classe de (co)homologie considérée.
Nous avons les cas suivant :
si (34, cs) n'est pas séparante : ind(f;) = (a;)"P pouri=1,...,g.
si (34, c) est séparante : ind(f;) = (a;)"P pour i = 1,...,k — 1, ind(f;) =
(a; + aipm)FP et ind(g;) = (b; — biy) P pouri =k, ..., k+m —1.
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Posons ensuite
RC*(3,,C")g :={f € RC™®(X,,C") | Jg : ¥, — C,Z/2Z-équivariante, f = exp(g)}.

C’est donc 'ensemble des fonctions sur X, qui admettent un logarithme Z/27Z-
équivariant.

Lemme 3.2. — RC>®(X,,C")y est la composante connexe de la fonction constante
égale a 1 dans RC>®(X,, C*). Ainsi, on a

(g, ¢5), (C*,conj)] = RC™(X,, C*) /RC>(X,, C*),.

Démonstration. —  — RC®(X,,C*")y est ouvert : si f € RC®(3,,C*) et g €
RC>(3,, C) vérifient

1/~ explo)| < 5 inf lexp(o)

alors
1
/ -1 < =
exp(g) 2
donc il existe h € RC®(3,, C) avec
S
= exp(h).
exp(g) ")

De plus, exp(hrs) € R%, et donc hocy — h = 4irk, pour un k € Z. Ainsi
[ =exp(h —2irk + g) € RC>®(3,, C*)o.
— RC>®(X,,C*) est fermé car

RC®(S,,C*) \ RC®(3,,C*)y = | | FRC™(,, T),.
FERC>®(X4,C*)\RC>®(X4,C*)o

— Enfin, 1 € RC™(X,, C*),.

m
Lemme 3.3. — La suite suivante est exacte :
(%) 0— 7Z/27 = (g, cx), (C*, cony)] Ind, HY(X,,Z)_1 — 0.
De plus, la famille B engendre [(£,, cs), (C*, conyj)].
Démonstration. —  — La surjectivité du morphisme ind provient directement

de "Exemple 3.1 : 'image de B par ind engendre H'(X,,Z)_;.

— Si f est dans le noyau de ind, alors en particulier elle a le méme signe sur
chaque composante de RY,. Quitte a la multiplier par —1, nous pouvons
supposer que f est positive sur RY,. Montrons que la fonction f admet un
logarithme Z/27Z-équivariant. Notons pour cela 7 : ZNg — X4 le revétement
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universel de X,. Comme XTg est simplement connexe, il existe G : XTg — C
telle que le diagramme suivant commute

I

2

ﬂl\texp
) pp— gL
975 C~.

De plus, si z, 2" € fg vérifient w(z) = m(2’), alors on a G(z) = G(2’). En effet,
prenons un chemin continu 7 : [0, 1] — ZTg reliant z a 2z’. On obtient un lacet
mory € m(Xy, m(z)) dont I'image par f est un lacet contractible dans C* car f
est d’indice nul. Par définition, G(z) et G(z’) ne différent que par I'action de
fomory € m(C*) qui est nul. Ainsi G(z) = G(2’) et on en déduit qu’il existe
g € C*(%,,C) telle que exp(g) = f. De plus, comme f est Z/27Z-équivariante
et positive sur RY,, il existe k € Z tel que g o cs, — g = 4imk. Ainsi g — 2imk
donne un logarithme Z/2Z-équivariant de f.

D’apres le Lemme 3.2, la classe de f dans [(3, cx), (C*, conj)] est donc
celle de la fonction constante égale a 1.

Le noyau de ind est donc constitué des deux éléments 1 (qui admet un
logarithme 7 /27Z-équivariant) et —1 (qui admet un logarithme qui n’est pas
7/ 2Z-équivariant).

O

Remarque 3.1. — La démonstration du Lemme 3.3 montre méme que la suite
(%) est scindée. En fait nous avons un isomorphisme non canonique

(B4, ¢5), (C*, conj)] = Z)2Z x [(Xy, cx), (C*, conj)l,,, = Z/2Z X HY(%,,Z)_,

ol [(Xy, cn), (C*, conj)l,,, est le sous groupe de [(3, cx), (C*, conj)] composé des
fonctions positives sur la composante (RX,)y. Si on place le point p € RY, sur
une autre composante (RX,);, nous obtenons l'isomorphisme

Z)27 x H\ (S, Z)_, — ZJ2Z x H'(S,,Z)_,
(€, ) — (e + a(by), a).

3.1.2. Structures Spin réelles sur (X, cy). — Nous rappelons quelques faits
a propos des structures Spin sur ¥, (voir [2], [16], [20] et [23] par exemple) Nous
supposerons que (X4, cy) est munie d'une métrique riemannienne réelle, que son
genre g est au moins 1, et que RY, # (). Le choix de la métrique n’influe pas sur
les résultats que nous allons énoncer, pour la méme raison mentionnée dans la
Remarque 2.1.

Notons Ry: le fibré principal des repéres orthonormés directs du fibré tangent
a X,. Ce fibré a pour groupe SOy(R) ; celui-ci admet un revétement double non
trivial Spin(2) (voir [3]). Une structure Spin sur £, est la donnée d’une classe
d’isomorphisme de paires composées d'un fibré principal 7 : Pg,;, — X, de groupe
Spin(2) et d’'un morphisme de fibrés Ps,;,, — Ry équivariant pour les actions
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de SO2(R) et Spin(2). L'obstruction a l'existence d’une telle structure Spin est
donnée par la seconde classe de Stiefel-Whitney de la surface. Or comme celle-ci
est orientable, sa caractéristique d’Euler est paire. Nous avons donc wy(T%,) = 0,
et la surface admet une structure Spin.

Les structures Spin sur ¥, forment un ensemble Spin(3,) qui est en bijection

avec les éléments de H' (R, Z/27Z) non triviaux dans les fibres. Plus précisément,
2 ™

la suite spectrale de Leray-Serre associée & la fibration SOy(R) <& Rf; & %,
donne :

(x)  0— HY(S,,Z/2Z) = H (R, Z/2Z) 5 H'(SO5(R), Z/2Z) — 0

et Spin(3,) = {¢ € HY(RL,Z/2Z) | i*(¢) # 0}. C’est un espace affine sur
HY(X,,Z/2Z).

On note z € H((RY,Z/27) la classe de la fibre. Johnson dans [16] affirme
alors que pour tout a € Hy(3,,Z/27), on a un relevé canoniquement associé
a € Hi(RY,Z/27Z). Si a s’écrit comme une somme de courbes simples a;, 1 < i < m,
on note alors a les éléments de H,(RY, Z/27Z) induits par les champs de vecteurs

m
tangents unitaires de ces courbes, et on pose a = Z al + mez. Toutefois, ce relevé
i=1
ne scinde pas la suite duale a (x). En effet, si on note e le produit d’intersection
sur Hy(X,,7Z/2Z), nous avons

atb=a+b+(aeb)z

Cette derniere égalité nous fournit une identification entre structures Spin sur ¥,
et formes quadratiques sur Hy(X,,Z/27) en associant a ¢ € Spin(X,) I'application

@ H\(S,Z)2L) — ZJ2Z
a = (C,a)

ot le crochet de dualité est donné par H' (R, Z/27) = Hom(H, (R, Z/27),7./27)
(coefficients universels).

D’autre part, comme remarqué par Atiyah [2], étant fixée une structure complexe
sur X,, ses structures Spin sont aussi en correspondance avec I’ensemble S(X,)
des racines carrées holomorphes du fibré canonique Ky. Si { est un élément de
Spin(¥,), on notera L¢ I'élément de S(X,) associé de la facon suivante. La structure
¢ vue comme élément de H'(RY,7Z/27) correspond a un revétement double (&
isomorphisme prés) du U; = SOy (R) fibré principal Ry dont la restriction & la
fibre est z € Uy — 2 € Uy, et donc & un fibré en droites complexes L et un
isomorphisme a : L7 — Ky (& isomorphisme prés). Le fibré L hérite alors d'une
structure holomorphe rendant a holomorphe. L’ensemble S(X,) admet de plus
une forme quadratique naturelle (voir [2] ou [13]).

Théoréme 3.3 (Relation de Riemann-Mumford). — L’application

p: S(ZE,) — 7)27
L +— dimH°L) mod 2

est une forme quadratique associée au produit cup sur H'(X,,7Z/27). [
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Lorsqu’on « linéarise »cette forme en L., on obtient

vr.(a) = qc(a), Ya € Hi(X,,Z/27)

ot pr (a) = ¢(L¢ +a"™) — ¢(L¢).
On identifiera dans la suite

Spin(¥,) = {q: Hi(X,,Z/2Z) — Z/2Z, quadratique}
{LeS(E,y)}.

Nous allons maintenant utiliser la structure réelle sur 3;. Nous noterons (cs).
et (cx)* les automorphismes de Hy(3,,Z/27) et H'(3,,Z/27) induits par cs.
L’action de ¢y sur S(X,) est induite par celle de ¢y sur les diviseurs.

Notons J la structure complexe fixée sur X, et supposons quitte a changer la
métrique que J est orthogonale pour la métrique fixée sur 3,. Posons ¥, la surface
Y, munie de l'orientation opposée et de la structure complexe —.J. Considérons le
morphisme

R: RY — R‘g
(z, (v, Jv)) = (2, (v,—Jv)).

Nous obtenons alors une involution
(des o R)* @ Spin(32,) — Spin(X,).

Définition 3.2. — L’ensemble des structures Spin réelles sur (3,4, cx) est len-
semble RSpin(X,) = Fix((dey o R)*).

Nous rappelons le lemme suivant (voir par exemple [8]).

Lemme 3.4. — Supposons que RE, # 0, et soit ( € Spin(3,). Alors les trois
conditions suivantes sont equwalentes .

(i) ¢ € RSpin(%,),
(ii) (cs)"qc = qc,
(iit) (cs)*L¢ = L.
Démonstration. — (i) < (ii) : Pour ce premier point nous montrons directe-
ment que g¢ © (¢s)s = Qdesor)<¢- Prenons a = iai € Hi(Xy,Z/27Z) ot les a;

i=1
sont des courbes simples. Par définition,

q(ngOR)*C( ) < dCE @) R Z a; + mZ
=1

qc o (eg)ula) = (¢, (es ;+mz
i=1

Or, d’'une part, (des o R).(z) = z. D’autre part, si @l est induit par le
champ de vecteurs unitaires v; tangent a a;, c’est-a-dire si Ef = (v;, Jv;),
alors le lacet (des).(al) = (deg(v;), —Jdes(v;)) € H\(R{,Z/27) est obtenu a

partir du lacet (cz)*(ai; = (des(v;), Jdes(v;)) € Hi (R, Z/27) en renversant
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I'orientation de X,. Nous avons donc (des o R), ( EZ) = (es)i(a; ;, ce

i=1 i=1
qui conclut cette premiere équivalence.

(17) < (i7i) : Remarquons tout d’abord que ¢ o (¢x)* = ¢. En effet, si L est
un élément de S(3,), un relevé anti-holomorphe ¢ : (cg)*L — L de cx
(voir par exemple [29]) nous donne un isomorphisme o € H%(3,, (cg)*L)
coogocy € H' (X, L). Ceci implique que ¢ o (cg)* = ¢ puisque si L? = Ky,
alors ((cx)*L)? = Kx. On en déduit que pour tout ¢ € Spin(%,), on a
@r. © (C2)s = P(eg) L. Alnsi, nous avons ¢; o (cx). = g¢ si et seulement si
(CE)*LC = Lc.

[

Remarque 3.2. — Lorsque RY, # (), la condition (¢x)*L = L pour un L € S(X,)
équivaut a l'existence d’une structure réelle anti-holomorphe relevant cy sur L
(voir par exemple [29]). Une telle structure n’est toutefois pas unique : deux relevés
different d’un facteur complexe constant.

Lemme 3.5. — L’ensemble RSpin(X,) est un espace affine de direction F =
Fix((es)*) € HY(X,,Z/27).

Démonstration. — En effet, si ¢ et ¢’ sont deux éléments de RSpin(X,), alors
q— ¢ est un élément de H'(3,,Z/27Z) et (¢—q') o (¢s)« = ¢— ¢'. Réciproquement,
si ¢ € RSpin(¥,) et o € F, alors ¢ + « est un élément de Spin(X,) qui vérifie de

plus (cx)*(¢ + o) = ¢+ a. Donc ¢ + o € RSpin(%,). O
Remarque 3.3. — L’isomorphisme de dualité de Poincaré
Hy(%,,2/2Z) — HYX,,Z/27Z)
a — ae

commute avec (cx). et (cg)*, de sorte que F est le dual de Poincaré de Fix((cx).) C
Hy(X,,Z/2Z). De plus, si 'on prend une base symplectique réelle (a;,b;) de
Hy(34,Z), elle induit une base de Hy(X,,Z/27Z), et Fix((cs).) est le sous-espace
engendré par ai,...,ay,b1,...,b_1 lorsque la courbe n’est pas séparante, et par
1y ooy Qf—1, A + Qkgmy - - -5 Agtm—1 T Qg, b17 s 7bk717 bk + bk+m7 s 7bk+mfl =+ bg
si la courbe est séparante. Dans les deux cas, nous notons que le Z/2Z-espace
vectoriel F' est de dimension g + k£ — 1 et qu’il contient la réduction modulo 2 F'~
de H'(3,,7)_1 comme sous-espace de dimension g.

3.1.3. Action de [(X,,cx), (C*, conj)] sur RSpin(X,;). — Revenons mainte-
nant aux automorphismes réels sur les fibrés en droites complexes munis d’une
structure réelle. Notons F; la réduction modulo 2 de Hy(X,,Z) 41, de sorte que
F, et F~ sont duaux de Poincaré. La réduction modulo 2 du morphisme d’indice
indy : [(2y,cx), (C*,cong)] — HYZ,,Z/2Z) = Hom(H\(%,,Z/2Z), Hi(C*,Z/27Z))
S > e

a pour image F'~ d’aprés le Lemme 3.3 (voir la Remarque 3.3).
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Remarque 3.4. — On peut méme expliciter ce morphisme a ’aide d’une base
(d;) de Fy que I'on complete en une base (d;, e;) symplectique de Hy(X,,Z/27Z) :

(£ = 3 foleo)d:

D’autre part, les éléments de [(X4, cs), (C*, conj)] s’identifiant canoniquement
aux classes d’homotopie des automorphismes réels du fibré tangent a ¥, ils
agissent par tiré en arriere sur les structures Spin réelles sur X,.

Lemme 3.6. — L’action de [(Xy,cx), (C*, conj)| sur RSpin(X,) s’identifie a
l’action par translation de F~ sur ce méme espace grace au morphisme inds.

Démonstration. — Prenons un élément f de [(X,, cx), (C*, conj)], un automor-
phisme @, € RGL(TY,) égal a f dans [(X,, cx), (C*, conj)] et une structure Spin
qc sur X,. Soit a € Hi(X,,Z/2Z) une courbe simple sur ¥,. Nous avons par
définition
facla) = (®5)°¢ a)
= (C.(29)(T +2))
Or, l'action de (®y), sur la classe de la fibre z est triviale, et en trivialisant 7%,
le long de a, on voit que l'action de (®), sur le champ de vecteur tangent a a est
donnée par l'indice de f le long de a. Plus précisément, (®;),(@) = @ + f.(a)z.
Ainsi
facla) = (¢, @+ fu(a)z+2)
= qcla) + f.(a)
car (C,z) = 1. O
Supposons que RY, # () et notons
H!, (RS, Z/2Z) = {w € H\(RS,, Z/2Z) | w([RS,]) = g+ 1 mod 2},
et pour tout w € Hy ,(RY,, Z/27),
RSpin(X,, w) := {L € RSpin(X,) | wi(RL) = w}
On en déduit la partition

(%) RSpin(X,) = | ] RSpin(X,, w).

weH] | (RSg,Z/2Z)

Proposition 3.1. — Supposons que R¥, # 0. La partition (x) est la réunion
des orbites de laction de [(X,, cx), (C*, conj)] sur RSpin(X,). En particulier, ce
sont des espaces affines sur F'~. De plus, chaque orbite se réécrit

RSpin(Xy, w) = {q € RSpin(%y) | qu,(rs,,z/22) = 1 — w}.

Avant de passer a la démonstration, donnons le Lemme 3.7 que I'on peut trouver
chez Natanzon (Lemma 3.2 p.72 de [23]).

Lemme 3.7. — Soit ¢ € RSpin(X,) et a une courbe simple connexe sur 3.
Supposons que RE, # ().
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1. Sics(a) =a et aNRE, =0 (c’est-a-dire que a est une courbe globalement
stable par cs ) alors q(a) = 1.

2. Sics(a) Na =10 alors q(a+ cx(a)) = 0.
[

Démonstration de la Proposition 3.1. — Commencons par démontrer que pour
w € Hy,,(RY,, Z/27) nous avons I'égalité

{L e RSpin(X,) | wi(RL) = w} = {q € RSpin(%,) | qu, (s, z/22) = 1 — w}.
Prenons pour cela ¢ € RSpin(¥,). Par définition

—_——

QC<[REQ]i) = (C, [Rzg]i>>

ce qui signifie que ¢¢([RX,];) vaut 1 si et seulement si le lacet [RY,]; dans Ry
ne se releve pas dans la structure Spin donnée par (. Or, ceci est équivalent a
I'existence d’'une section de (RL(); ne s’annulant pas (voir [23]). Donc

Q| iy (Rsy z/2z) = 1 — wi(RL).
D’autre part, si f est un élément de [(X,, cs), (C*, conyj)] et ¢ € RSpin(X,, w),
alors grace au Lemme 3.6
(f‘Q>|H1(]REg,Z/QZ) = q|H\(R%,,2/22) T f*|H1(Rzg,Z/QZ) =1-w

car f, est un élément de F'~. Donc l'action de [(2,, ¢x2), (C*, conyj)] préserve chacun
des ensembles RSpin(X,, w).

Puis, si ¢,¢' € RSpin(¥X,,w), le Lemme 3.7 nous assure que (¢ — ¢')|r, =0 et
donc que ¢ — ¢’ est un élément de F'~. Ainsi 'action de [(£,, cx), (C*, cony)] est
transitive sur RSpin(3,, w). O

Définition 3.3. — Si ( est un élément de RSpin(X,, w), nous dirons que w €
HY(RX,,Z/2Z) est la premiére classe de Stiefel-Whitney de la structure Spin (,
et nous écrirons we = w.

Rappelons d’autre part (voir [16] par exemple) qu’étant donnée une structure
Spin q sur X, on définit son invariant d’Arf :

Arf(q) = 3 q(ai)q(bi) € Z/2Z

pour (a;, b;) une base symplectique de Hy(X,,Z/27). Cette expression ne dépend
pas de la base symplectique choisie et détermine la classe de bordisme de (24,9),
élément de Q57" = 7,/27 (voir [17]).

Lemme 3.8. — Pour f € [(£,,cx), (C*,conj)] et ¢ € RSpin(%,),
Arf(f.q) = Arf(q) + q((f)FP).

En particulier, si ¢ est une structure Spin réelle de méme classe de Stiefel- Whitney
que q, alors,

Arf(f.q) — Arf(q) = Arf(f.q") — Arf(¢').
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Démonstration. — Prenons une base symplectique (a;, b;) de Hy(X,,Z/2Z) comme
dans la Remarque 3.4. Alors

Arf(f.q) = Z(q(ai) + f*(ai))(Q<bi) + f*(bi))
= 2 alada(b) + > ale) fo(b) + 3 albi) fo() + 3 fo(ai) £ (b,

Mais, comme f, est un élément de F'~ qui est le dual de Pomcare du lagrangien
F+7
Arf(f.q) = Arf(q —|—Zq a;)f.

et g étant linéaire sur ce méme lagrangien, nous obtenons la premiere affirmation,

Arf(f.q) = Arf(q +q<Zf* )

Puis, pour ¢, ¢’ et f comme dans I’énoncé, il existe g dans [(X,, ¢x), (C*, conj)]
tel que g.¢ = ¢’ (Lemme 3.6 et Proposition 3.1). Donc ¢'((f.)*P) = q((f.)FP) +
g-((f+)FP). Mais comme (f,)FP et (g,)FP sont tous les deux dans le lagrangien
F,, nous avons g,((f.)FP) = 0, ce qui prouve la seconde assertion. O

Le Lemme 3.8 assure que 'application
Az (fow) € [(Zg, ex), (C*, conj)] x Hyyy (RS, Z/22)

= a((f)"°) = Arf(f.q) — Arf(q) € Z/2Z

est bien définie indépendamment du choix de ¢ € RSpin(X,, w). Cette application
A mesure I'action de [(X,, ¢x1), (C*, conj)] sur les classes de bordisme des structures
Spin réelles de 3.

Lemme 3.9. — Pour toutw dans H,, |(RYy, Z/27), Uapplication A = A(.,w) :
(g, cx), (C*,conj)] — Z/2Z est un morphisme.

Démonstration. — Ce lemme résulte du fait que les formes quadratiques q €
RSpin(X,) sont linéaires en restriction au lagrangien I, qui est le dual de Poincaré
de F~. O
Définition 3.4. — On dit que deux structures Spin réelles C et ' sont bordantes

si et seulement si elles ont méme premiére classe de Stiefel-Whitney et si (¥, ()
et (X4,(") sont bordantes.

Les lemmes précédents montrent que le groupe [(X,, ¢x), (C*, cony)] agit sur les
classes de bordisme réelles sans changer leur premiere classe de Stiefel-Whitney et
que cette action est donnée par I'application A.

3.2. Action des automorphismes réels sur les orientations du fibré dé-
terminant et structures Spin réelles

3.2.1. Enoncés. — Nous pouvons maintenant rappeler 1’énoncé suivant qui
donne une interprétation topologique de l'action de RGL(N) sur les orientations
de Det(N) lorsque deg(N) =g+ 1 mod 2.
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Théoréme 3.4. — Soit (N, cy) un fibré vectoriel compleze de rang 1 muni d’une
structure réelle sur (X4, cx), de partie réelle non vide. Soit f € RGL(N) =
RC>(X,,C*). Si le degré de N n'est pas de méme parité que le genre de 3,, alors
Uaction de f sur les orientations du fibré Det(N) coincide avec l'action de f sur
les classes de bordisme de structures Spin réelles de (X4, cx;) de méme premiére
classe de Stiefel-Whitney que RN. Ainsi, f préserve les orientations de Det(N)
si et seulement si A(f, w1 (RN)) = 0.

Remarque 3.5. —

— Nous traitons le cas ot deg(N) = g mod 2 dans le Théoréeme 3.5 mais notons
dés maintenant que 1’énoncé précédent n’est plus vrai dans ce cas. En effet,
la fonction constante égale a —1 préserve toujours les classes de bordisme de
structures Spin réelles de X,, mais son action sur les orientations du fibré
Det(N) n’est triviale que lorsque deg(N) +1—g¢g =0 mod 2.

Nous pouvons formuler cette remarque de facon différente. Soit NV une
déformation réelle de fibrés en droites holomorphes sur (¥£,, c5) au-dessus
d’une base (B, cg). C’est-a-dire que pour b dans B (resp. dans RB), N, est
un fibré en droites holomorphe (resp. réel) sur X, et N est un fibré en droites
holomorphe réel sur B x X,. Notons m : B x ¥, — B. Alors le groupe de
Picard réel R Pic(B) agit sur N par L € RPic(B) — 7*L ® N. Fibre & fibre,
cette action ne change pas N;. Par contre la déformation globale n’est plus la
méme.

En prenant en particulier B = CP', L = O¢p1(1) et deg(N;) = ¢ mod 2,
cette action change l'orientabilité du fibré déterminant Det(N') au-dessus de
RB = RP.

— Dans le cas particulier ou la courbe est de genre zéro, le Lemme 3.3 nous
dit qu’il n’y a essentiellement que deux automorphismes de fibrés en droites
holomorphes réels sur la sphere au-dessus de 'identité : I'identité et la multipli-
cation par —1. Pour la sphere, nous n’avons donc pas besoin de structures Spin
réelles. Un automorphisme n’échangera les orientations du fibré déterminant
que s’il est négatif sur I’équateur et si le degré du fibré est pair.

Comme le suggere la Remarque 3.5, nous devons prendre en compte le signe des
éléments de RGL(N) sur la partie réelle de ¥, de fagon plus précise pour obtenir
un résultat plus général. C’est ce que nous faisons maintenant.

Tout élément f de [(X,, cx), (C*, conj)] induit un morphisme de calcul de signe

¢« Hy(RY,, Z/27) — 7|27

de la fagon suivante. Le quotient |;| restreint a chaque composante de RY; est

un élément de {—1,1}. La fonction

1 Ry, - z/22

/]
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est donc localement constante. Elle définit donc un morphisme de Hy(RX,, Z/2Z) —
(Z/2Z)* que I'on compose avec le morphisme d’augmentation (Z/2Z)* — 7 /27
pour obtenir ;.

Remarque 3.6. — Si nous choisissons une base symplectique réelle (a;, b;) de
H,(X,,7Z), alors les morphismes f, € F'~ et e sont reliés par

er([REi) = fulbi) + €7 ([R5 ).

Posons

Bo(f): HYRX,,Z/2Z) — 727
w (1 —wPP).

Cette application mesure l'action de f sur les orientations de la droite réelle

Q(RL),, pour tout L € RSpin(E,, w) et z; € (RX,);.
w1 (RL)([RXg]i)=0

Lemme 3.10. — Pout tout f élément de (X, cx), (C*, cony)], les applications
Bo(f) et A(f) sont deuz formes affines de méme direction.

Démonstration. — Soient w et w’ deux éléments de H, |
et ¢ € RSpin(¥X,,w’). Prenons une base symplectique réelle (a;,b;) de Hy(X,,Z).
Elle induit une base ¢ = a1,...,Ck-1 = Ar_1,Ck = Ak + Qprm,- - Chtm-1 =
Aftm—1 F Qgy Chtm = bk — by -+, Cg = bpym—1 — by (r€sp. ¢4 = aq,...,¢4 = ay)
de Hy(X,, Z)+1 lorsque la courbe est séparante (resp. non séparante). On complete
cette derniere en une nouvelle base symplectique de H;(X,,Z) en posant d; =
bi,...,dy—1 = bp_1,dp = b, ..., dirm—1 = bpym—1,dpsym = Ak, ..., dg = Qppm—1
(resp. dy = by,...,d; =b,). On a

(f*)PD = Z I+ (di)ci-

A(f)(w) = A(H)(w') = (¢- ) fuldi)e:)

(RX,,Z/2Z), g € RSpin(3,, w)
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k=1
d’apres la Remarque 3.6. Puisque Y _(w — w')([RE,);) = (w — w')([RE,]o), on a

APw) — AP)w) = (zw RS RS
_€f< (0 w) RE])) [Rzg]gD>
- (kle ) (R R, P

Ainsi
A(f)(w) = A(f)(w') = Bo(f)(w) — Bo(f)(w).
O

Autrement dit, un élément f € [(Xy, cs), (C*, conj)] agit de la méme facon sur les
classes de bordisme de structures Spin réelles de premiere classe de Stiefel-Whitney

w et sur les orientations de (0%9) (RL),, pour tout L € RSpin(X,, w) et
w1 (RL)([RXg]:)=0
€ (RX,);, a une constante (ne dépendant pas de w) pres. C’est cette constante

Stop(f) qui nous intéresse.

Définition 3.5. —  — Pour f dans (X, cs), (C*, conj)] etw € H, (R, Z/27),
on pose Stop([f) = Bo(f)(w) + A(f,w) € Z/2Z.
— Etant donné (N,cn) — (X, cx) un fibré en droites complezes muni d’une
structure réelle, et f € RGL(N), on pose

sn(f) = S10p(f) + Bo(f) (w1 (RN)) € Z/2Z.

Exemple 3.2. — Calculons la valeur de sy, sur la famille B. Fixons pour cela
q € RSpin(3,, w).

— Pouri=0,...,k—1, d'une part A(f;,w) = q([RE,];) =1 — w([R%,];), et
d’autre part, comme f; n’est négative que sur la composante (RX,); de RX,,
Bo(f)(w) =1 —w([RX,];). Nous avons donc dans ce cas Sip(fi) = 0.

— Si (¥, cp) nest pas séparante et ¢ € {k, ..., g}, d'une part A(f;, w) = q(a;)
1 car a; est globalement stable (voir Lemme 3.7), d’autre part So(f)(w) =
car f; est positive sur RE,. Nous avons donc s,(f;) = 1 dans ce cas.

— Si (X4, cx) est séparante et ¢ € {k,...,k+m — 1}, d'une part A(f;,w) =
q(a; + cs(a;)) = 0 et A(gi,w) = q(bi + cs(b;)) = 0 d’apres le Lemme 3.4,
d’autre part f; est positive sur R¥, donc fy(f;) = 0. Nous avons donc dans

ce cas Siop(fi) = Stop(gi) = 0.

0

Remarque 3.7. —
— Lorsque deg(N) = g+1 mod 2, nous pouvons prendre wi (RN) € H,, (RX,, Z/27)
pour calculer s;,,. Nous avons alors dans ce cas sy = Awi(BN),
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k-1 9
— Comme —1 = [] fi € [(Zy, ¢s), (C*, conj)] (resp. =1 =[] fi € [(Zy, ex), (C*, conj)])
=0 i—0

lorsque la courbe est séparante (resp. non séparante), ilZ suit de 'exemple 3.2
que Sgp(—1) = 0 (resp. Stop(—1) = g —k+1 mod 2). D’apres le Lemme 3.3,
sig—k+1=0 mod 2, s, passe au quotient en un morphisme de '~ a
valeurs dans Z/27Z. 1l en est de méme pour sy si deg(N) =g+ 1 mod 2.

— Lorsque la courbe est séparante, I’'Exemple 3.2 et le Lemme 3.3 nous montrent
que le morphisme sy, est nul (comparer avec [12]). Ainsi, dans ce cas, le signe
sn(f) se calcule simplement en regardant le signe de f sur les composantes
de RY, ot RN est orientable et en en faisant le produit.

Dans le cas général, si nous choisissons une composante connexe particuliere (RX,),
de RY,, la Remarque 3.1 nous permet de définir s;,, sur le produit Z/27Z x F~. Si
nous prenons une autre composante (RX,);, alors le morphisme obtenu se déduit
du précédent en le composant a droite par I'isomorphisme donné dans la Remarque
3.1.

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat en tout degré.

Théoréme 3.5. — Soit (N,cn) un fibré en droites complexes sur (¥4, cs) de
partie réelle non vide et f € RGL(N). Alors l'automorphisme f préserve les
orientations du fibré Det(N) si et seulement si sy(f) = 0.

Corollaire 3.1. — Si f est positive sur RY, et préserve une structure Spin
réelle de ¥, alors f préserve les orientations de Det(N).
Si (X, cx) est séparante, alors f préserve les orientations de Det(N) si et seule-

ment si f échange les orientations d’un nombre pair de composantes orientables
de RN.

Démonstration. — Ceci suit du Théoreme 3.5, du Lemme 3.10 et de la Remarque
3.7. O

Le Théoreme 3.4 est un cas particulier du Théoreme 3.5 grace a la Remarque
3.7. Remarquons aussi que le signe sy se décompose en une partie « purement
topologique »ne dépendant pas du fibré N et une contribution de la partie réelle
de N.

Pour démontrer le Théoréeme 3.5 nous commencons par étudier le cas ou N
est de degré 0 en décrivant explicitement l'action des automorphismes sur les
conoyaux des opérateurs de Cauchy-Riemann réels sur N. Dans un deuxieme
temps, nous réduisons le cas général au cas du degré 0.

3.2.2. Conoyaux d’opérateurs de Cauchy-Riemann réels. — L’objet de
cette section est de décrire le conoyau réel d’un opérateur de Cauchy-Riemann
sur le fibré en droites complexes trivial (C, conj) — (X,, ¢x). Nous supposons de
plus que g est non nul.

Pour une structure complexe J sur Y, qui rend cs; anti-holomorphe, nous notons

_ 1
0y lopérateur de Cauchy-Riemann réel §(d +iodoJ) sur le fibré en droites
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complexes trivial. Dans le cas ou (X, cx) est séparante, nous aurons aussi besoin
d’une fonction u : ¥, — C, Z/2Z-équivariante, valant 0 au voisinage de RX,,
¢ sur une hémisphere et —i sur 'autre. Cette fonction n’est pas unique, nous
faisons donc un choix. Nous choisissons aussi une base symplectique réelle (a;, b;)
de Hy(X,,Z). Remarquons qu’elle induit une orientation sur chaque composante
de RY,. D’autre part, les fonctions de la famille B construites au §3.1.1 et que
'on utilise ici ne sont pas (généralement) a prendre & isotopie pres, mais sont bien
des représentants précis et choisis de leurs classes. En effet, si 0 est un opérateur
de Cauchy-Riemann réel sur (C, conj), alors nous utiliserons le morphisme

RC>*(%,,C*) — H3(%,,C)pa
a(f)
P

f —

Lorsque 0 = d;, une fonction f € RC*(%,, C*) admettant un logarithme g €
RC>(%,,C) s’envoie sur d;(g) = 0 € HéJ(Zg,Q)H par ce morphisme. Cette
application est donc bien définie sur [(2,, cs1), (C*, conj)] lorsque 0 = d;. Ce n’est
toutefois plus le cas lorsque 9 # 0;. En effet, un opérateur 0 sur le fibré trivial
s'écrit 0y + a, avec a € I'(%,, A?,’lZg)H, et pour g € RC>®(X,,C),

desplo) _ 5L
exp(g) 1) +

ce qui n’est pas en général dans I'image de 0.

Lemme 3.11. —  Si (X,,cx) n'est pas séparante : une base de H(%J(Zg,@)ﬂ

éJ(fl) 5J(fg)
7 e fg .

Si (X, cx) est séparante : une base de HéJ(Zg,Q)H est donnée par les formes

95(f1) 95(fre1) 95(fr) uéJ(fk) 05 (frsm=1)  Os(frym—1)

est donnée par les formes

s, : , e LU ou en-
i Jr1 I Ir Jhtm—1 Srrm—1
0 0y(fr—1) O 0 0 e 0 —_—
core J(fl)’.”, 7 (fx 1)7 J(%))u J(gk)j.”’ 7(gr+ 1)7u 7 (gr+ 1)'
fi Je-1 Ik 9k Gk+m—1 Jk+m—1
Démonstration. — Soit (wy,...,w,) une base de HgJ(Eg, Ky,) vérifiant

1
R
/al Wi T i

Nous différencions les deux cas :

Si (3, cs) nest pas séparante : Posons w! = % —5% -+ cette nouvelle famille

j 2
forme une base de Hg}(Eg, Ky)_1. D’autre part, en reprenant les notations du

§3.1.1, on remarque que pour tout [ € {1,...,g}, fija, admet un logarithme
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log( fi4,) valant i7 sur ;. On a alors

9;(f) Ao — / 9;5(f) Ao
s i / A fi /
= [ d(log(fua)s)

1

= / 10g<fl|Az)w}

9(Ar)
= 27 5 Wwj
= 5j,l‘

Si (¥, cs) est séparante : Posons w) = @ pour j =1,....k+m—1et
wj = % pour j =k,...,k+m —1; de méme, cette famille forme une
base de HgJ (X4, Kx)_1. Dans ce cas nous avons

) .
Jj(clfl) AW =051, pour j,l=1,... . k+m—1
) :
/u‘]J(lel)/\w;’: i1 pour j,l=Fk,....k+m—1
Faisons le calcul dans le second cas, et fixons j,l € {k,...,k+m —1}. De
méme que précédemment, f;4, admet un logarithme log( f;4,) valant i sur
a;, et on a
) ) )
/u J(fl)/\w;/ _ / i J(fl)/\w;-/—}— i J(fl)/\w;/
) fi A i Altm fi _
0 0
— / i s(i) Awji + —c% (l s(f) /\w}’)
Al fl _ Al+7n fl
0
= 2%%Re (/ iij(fo A w}')
Ay i
- . "
= 2%Re <Z/Ald(ln(flz41)wj)>
= 2%Re z/ In W
(i [, mtha
= —47Re (/ w}’)
ay
= 27Tf)%e<i/wj—i/ wj>
ap Al+m
- 5j,l'
La dualité de Serre (voir [30]) nous fournit alors le résultat. O

Nous allons maintenant rayonner dans RC;(C) a partir de 'opérateur d; en
partant dans les directions fournies par 1'action des automorphismes construits au
§3.1.1 sur cet opérateur. Posons pour f € RC>®(X,, C*)

95(f)
f
On remarque que d’apres le Lemme 3.11, si ind(f) # 0, alors le fibré holomorphe
(C, 53 #) est isomorphe au fibré trivial si et seulement si ¢ est entier. En effet, si
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g € RGL(C) est un tel isomorphisme, alors nous avons

-0 - - 0
() 5, +120) _ g5, = 5, 4 219)
f g
Si 'on décompose f et g grace a la famille B, %(J) et %:9) s’écrivent comme

combinaisons linéaires a coefficients entiers, donnés par les indices de f et g, des
formes apparaissant dans le Lemme 3.11. L’égalité (%) impose donc que ¢ doit étre
entier.

En particulier, lorsque ¢ n’est pas entier, le noyau de 1'opérateur 53 s est nul,
et son conoyau est de dimension g — 1. Plus précisément, nous avons le résultat
suivant.

Proposition 3.2. — Soit (X,, cx;) une surface de Riemann réelle de genre g non
nul et de structure complexe fivée J € RJ(X,). Sit est un réel non entier, alors :
Si (X4, cx) n'est pas séparante : pour toutl € {1,...,g}, une base de Hj, (3,,C) 4
I fy

est donnée par les formes
—_—

= 0,(f1)  9s(f) _0s(fy)
fl ) ) fl ) s g fg
Si (g, cx) est séparante : une base de Hy, (3,4, C)1y est donnée par les formes
g f1
_0s(h) 9;5(f) C0(fem) 0(fe)
1 — 7 s yee Qg1 = —F Qg = — o,
fi_ Ji ) feer T Sk
Ot = ua‘](fk), ey Qg = Lj(fg_m), g = ua‘](fg_m) sil1<IlI<k-—1,
fk fg—ﬂ\ /\ fg—m
s(f1) a,(f1)  9s(f1) 05(fy-m)
ou par les formes ay = e LU ey Qg = ———— =
) h fr ok ’ fom 7
uW,aHm:@J(u) sik<I<k+m-—1=g—m.
g—m
De méme, une base de H(%t (X4,C)41 est donnée par les formes
J,9;
L= aJ(fl)’“.7 aJ(gl),ua](go,...,ozg,m _ aJ(gg—m)jag _ uaJ(gg—m)’
fi g g Gg—m Gg—m
Qi = 0y(u) pourl=Fk,....k+m—1=g—m.
Nous commengons par un résultat intermédiaire. Prenons f = f;, 1 € {1,...,¢},

une des fonctions de la famille B, et soit A = (Aq, ..., N, Ag) un (g — 1)-uplet
de réels (g est non nul). Posons

Fry: RI(S,) xR\Zx L'P(S,,C)sy — &,
B g
(J.t,v) = 9= Aoy

j=1
i#l

ou p > 2 et &Y est le fibré sur RJ(X,) de fibre au-dessus de J les (0, 1)-formes

pour J & valeurs complexes LP(%,,AY'S,) 1. Considérons M, = Fry({o}).

Notons 77 : My, — R\ Z la projection sur le second facteur. -
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Lemme 3.12. — Soit (X, cx) une surface compacte réelle orientée de genre g
non nul. Supposons que A n’est pas nul. Alors :

1. My est une sous-variété de RJ(3,) x R\Zx L'"*(3,,C)11. Plus précisément,
0 est une valeur régulicre de FYy .

2. La différentielle dms ) est surjective en tout point de My y.

Démonstration. — Supposons que My est non vide. Nous montrons en fait un
résultat qui implique directement les deux points du Lemme. Fixons (J,t,v) €
M, et montrons que

Aty Fra(50,.) : (J,w) € TYRI(S,) x LM(%,,C) 4y

- 1 . o '

= Oyt gliodvo S tiodf o d) =3 di(]) € (S A5
J=1
J#l

Low

. 1,1 . : 1 .
est surjective. Ici, a;(J) désigne —(—iodf;oJ), =(—iodf;oJ), ou z(ioduoJ)
2 fj 2°f; 2

R AN AN
J(fj), u sJ5) ou d;(u).
fi fi
Déja, I'image de d(j1,0)Ffa(.,0,.) est fermée et son conoyau est de dimension
finie, car 'opérateur 837]0 est Fredholm. Supposons que d(j¢.)Fra(-,0,.) n'est
pas surjective et prenons donc w € LP'(X,, Kx) non nulle telle que pour tout
(J,w) € TYRJ(Z,) x L'?(X,,C) 41

(%) /E w A dg FraJ,0,w) = 0.

selon que «; vaut

En particulier, en prenant J = 0, nous avons pour tout w € L*?(%,, C) 4,
wAd w=0.
feon i

) _,

D’aprés le Théoréme C.2.3 de [21], w € L'P(%,, Kx) et vérifie 9w +twA

Par régularité elliptique et d’apres le Lemme de prolongement unique (voir [15],
[14] ou [4] par exemple), w est lisse et ne s’annule qu’en un nombre fini de points.
Supposons dans un premier temps que nous ne sommes pas dans le cas ou la

courbe est séparante et | > k et A\j1,,, # 0. Montrons qu’il existe un ouvert U
g

non vide de X, \ U A;, invariant par cx, et sur lequel w et dv sont non nulles.
j=1

Comme le lieu des zéros de dv est fermé, 'existence de U est équivalente au fait

g
que dv ne soit pas partout nulle sur 3, \ U A;. Nous raisonnons par I’absurde et
j=1
g g
supposons donc que v est localement constante sur 3, \ U A;. Comme X, \ U A,
j=1 Jj=1

est connexe, v y est constante. Par hypothese, il existe n € {1..., g} \ {{} tel que
A # 0. Nous distinguons plusieurs cas.
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— Supposons tout d’abord que la courbe n’est pas séparante. Découpons alors
¥, le long d’une courbe homologue a 0 de sorte a obtenir un tore privé d'un
disque sur lequel seule la fonction f,, varie. En recollant un disque pour obtenir
un tore 1" (voir Figure 3) nous pouvons y prolonger v et f,, et nous avons
alors I’équation B

Oypfn
fn

sur le tore T'. Or, d’apres le Lemme 3.11, ceci n’est pas possible, et nous

5JTU = )\n

obtenons une contradiction.

=

v = cste

FI1GURE 3. Le tore T découpé

— Si la courbe est séparante et n < k, nous pouvons utiliser le méme raisonne-
ment.

— Supposons enfin que la courbe est séparante, que n > k et que si [ > k alors
[ +m # n. Découpons alors ¥, le long de deux courbes complexes conjuguées
et homologues 1'une de 'autre de sorte a obtenir une surface de genre deux
privée de deux disques sur laquelle seule la fonction f, (resp. f,_,,) varie si
n < g—m (resp. si n > g —m). En recollant deux disques pour obtenir une
surface de genre deux ¥’ (voir Figure 4) nous pouvons y prolonger v, u et
fn (resp. fu—m) sin < g—m (resp. si n > g —m), et nous avons alors les

équations
a 5 ,fn é ,fn .
0y, v = /\n% + At J?n sin<g—m,
a 5 /fn—m 5 /fn—'m .
8]2,2] = An_m% + )\"u% S1n > g—m,

sur la surface /. Or, d’apres le Lemme 3.11, ceci n’est pas possible, et nous

obtenons a nouveau une contradiction.
g

Prenons alors U C X, — U Aj un ouvert invariant par cx tel que wjy et dvjy ne
j=1
s’annulent pas, et £ une (0, 1)-forme pour J a valeurs complexes, Z/2Z-équivariante

sur Y4, a support inclus dans U et telle que / w A€ # 0. Comme dv ne s’annule
b

pas sur U, posons J = (dv) " o (—i) 0 & € TyRJ(X,) et nous avons

/ WA disg Fra(J,0,0) = / WAEHD,
> - >

9

car le support de J est inclus dans ¥, — ] A;. Ceci est en contradiction avec (x),
j=1

et dsewFra(.,0,.) est donc surjective.
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v = cste

v = cste

FIGURE 4. La surface ¥/ découpée

Supposons maintenant que la courbe est séparante, que [ > k et que A\, est
g
non nul. Montrons qu’il existe un ouvert U non vide de X, \ U A;, invariant par
§=0
s, et sur lequel w et dv sont non nulles. On raisonne a nouveau par l'absurde, et

g g
on suppose que v est localement constante sur 3, \ | J A;. Sur X, \ |J 4;, v vérifie
J=0 Jj=1
~ ~ g
050 = NymOyu. 1l existe donc ¢ € R tel que v = A\jypu + ¢ sur X\ U A; car
=1

d(v — u) s’annule un nombre infini de fois sur ce méme ensemble. Si 'on découpe
maintenant un tore contenant A; et qu’on le rebouche comme précédemment, nous
avons sur ce tore T’

. )
0 JrU + tULfl = 0.
Ji
Or, 'opérateur 53@ 1, est injectif lorsque ¢ n’est pas entier. En effet, dans le cas
) )
contraire il existerait g € C>(T, C*) tel que t?fl = %19 gy utilisant les mémes
1

g
techniques que dans le Lemme 3.3, on peut démontrer que g est homotope a un
produit de la forme (f;)?(g;)? avec p,q € Z. On a donc 1'égalité

5JTfl 5JTg éJTfl 5JTgl
*) Ji g T Ty

dans H é‘IT (T, C). Prenons alors w € HgJT(T, Kr) tel que

/ 1
W= —.
a 20w
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On fait le produit extérieur par w puis on integre I’égalité () pour obtenir comme
dans le Lemme 3.11
t=p+gq / w
b

Le second terme de cette égalité est entier ou complexe alors que ¢ ne I’est pas.
Donc 5§T7 1, est bien injectif et v est nul sur T'. Toutefois, ceci n’est pas possible
car on aurait alors ¢ = \j1 2 € R.

On raisonne ensuite de méme que précédemment pour montrer que d(z)Fr (., 0, .)
est surjective.

Ceci nous donne immédiatement le premier point du Lemme. Quant au deuxieme,
d(se.0)Tr est surjective si et seulement si pour tout ¢ € R il existe (J,w) €
TyRJI(E,) x L'P(S,,C) 4y tel que (J,£,w) € TiysyM;a = ker(d(ss0)Ff.p)- Autre-
ment dit, d(j;.)7sx est surjective si et seulement si

Vi € R, H(J, w) < TJRJ(Eg) XLl’p(Eg, C)+1, d(J,t,v)Ff,A(j, 0, w) = —d(Jﬂg’U)Ff’A(O, t', 0)

Mais cette derniere assertion est vraie car d(js.)Fra(.,0,.) est surjective. O

95(f1)

Démonstration de la Proposition 3.2. — Premier cas : le support de

est connexe. Prenons f = f; correspondant a une courbe stable ou globalemlent
stable a = a;, et soient Aq, ..., ):l, ..., Ag des réels.

Nous établissons tout d’abord le résultat quand ¢ est rationnel. Ecrivons donc
t= % (pANqg=1,et g >1). Supposons qu'il existe une fonction v; vérifiant

Jf () Z/\ Q;
J?él

Notons r, : iq — ¥, le revétement a ¢ feuillet associé aae. € Hom(H,(X,,Z),Z/qZ)
(voir Figure 5). Alors le relevé f=fo 7q de f sur Zg admet une puissance t-ieme
(non unique, on en choisit une notée ft) On note 7, et fJ les relevés respectifs de
veet fi, 7 e{l,..., 9} \ {l}; d; désignera aussi le relevé de 9;. Les fonctions fj
s'écerivent f; = fio X ... X fjq-1, ot les f;,, sont des fonctions du méme type que
celles construites au §3.1.1, a partir des relevés a,p,...,a;,-1 de a;; chacune ne
varie donc que dans un des feuillets (voir Figure 5).
Celles-ci sont numérotées de sorte que fa;,, = ™

0,0, ) = '8 (00),

a; . Comme

on a

Utf Z /\ Z e2z7rnt
J#l
Or, si le terme de gauche est dans I'image de 'opérateur dy, ce n’est pas le cas

de celui de droite si un des A; est non nul. Ceci se vérifie en effet en utilisant par

exemple une famille libre de ¢(g — 1) formes holomorphes (w; ) 01<<];él<gl sur Z
nx~q
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Feuillet 1
ft — e2imt

Feuillet 0
fr=1

FIGURE 5. Revétement et relevés

s : o s 1
associée a la famille (a;,,) ISi#1sgs c’est-a-dire telles que
<n<q—

1
Wrs = —0 j,n),(r,s)
/W 57— 06m).(r9)
Alors, pour tout j,r € {1,...,9} \ {l} et n,s € {0,...,¢ — 1}, on a comme dans
le Lemme 3.11

05 (f3m)
\/g;q a]7n /\ w’ﬂs = i‘;q fj;n /\ wT’,S = 5(j,n),(r,s)7
si (X4, cx) n'est pas séparante ou si (X, cx) est séparante et j,r < k+m — 1, et
Qs (fi—mmn) ,
/g;q ajvn /\ w7‘73 = /i‘;q u f]_m7n /\ wT,S = Zé(j—m,n),(ns))

si (Xg,cx) est séparante et j > k+m — 1 et r < k+ m — 1. Nous pouvons
maintenant calculer

g q—1
/) ~ 7t 2imnt
/Nq wrs A Og(Uif') = /Nq Wrs A Z Aj Z e oy,
Eg Eg 7j=1 n=0
J#l
ce qui donne

0 = A\ e*™ si (X, cx) n'est pas séparante ou si (3, cx) est séparante et r < k
0= (A + i\rim) €2 si (3, cx) est séparante et k <r < k+m — 1.

Ainsi tous les \; sont nuls.

Passons maintenant au cas ou ¢ n’est plus forcément rationnel. Si nous supposons
par I'absurde que M, est non vide et que A n’est pas nul, alors d’apres le Lemme
3.12, m¢ ) est une application ouverte et son image contient donc un rationnel.
Mais ceci contredit la premiere partie de la preuve. My est donc vide, ce qui
conclut ce premier cas.
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9, (f)

!
Prenons f = f; correspondant a une paire de courbes simples notée c. Nous ne

Deuxiéme cas : le support de a deux composantes connexes.

montrons ici que le fait que la forme o, = 0;(u) n’est pas dans I'image de
I'opérateur 537 s> le reste se montrant comme dans le premier cas.

Commencons par le cas t = %’, pAq=1et g > 1. Supposons par l'absurde
I'existence d’une fonction v, vérifiant

53,]”(@15) = 5](u)

En raisonnant comme précédemment sur le revétement a ¢ feuillets associé a c e .,
et en dénotant avec un tilde les relevés des diverses fonctions, voir Figure 6, on a

95 (0 f") = 10, (a).

) , , /
La surface X, est séparée en deux composantes connexes par les relevés de RY,.

Feuillet 0 Feuillet 1
}Et -1 ft — g2imt

FIGURE 6. Revétement et relevés pour une courbe séparante

Nq7+ ~ . . . . ~ . . .
Prenons ¥, celle ou la partie imaginaire de @ est positive, et restreignons-y
q—1
I’équation précédente. Définissons la fonction a par at = Z Up, OU U, = U
n=0
sur le n-iéme feuillet et w, = ¢ ailleurs. Ainsi 9;(a*) = 9,(a), et flo (at) =
q—1
— . S
Z e*™™ 9;(u,), de sorte que nous obtenons une fonction holomorphe h; sur g
n=0
donnée par

q—1
ht — ftvt _ Z eQMrnt Up
n=0
De plus,
S N it |
(05, ) € U (e¥™(i +R)) = B,
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car sur une composante réelle du n-ieme feuillet, n € {0,...,¢ — 1}, on a 7, € R,
q—1

ft=e¥™ u, =0etu; =isij#n, tandis que »_ e*™" = — ¥,
=0
J#n

oot e
Comme h; est une application ouverte, nous avons 0(ht(29q )) C ht(a(qu

),

et comme ZNQ(H est compacte, I'image de h; est compacte. Prenons un disque B
dans C centré en 0 contenant I'image de h; et de rayon minimal. Notons [ un des
points d’intersection du bord de ce disque avec le bord de I'image de h;. Alors [
est un point d’intersection entre deux droites de F,. En effet, d'une part I est dans

ht(8(29q7+)) qui est inclus dans P, d’autre part si I n’était pas a I'intersection de
deux droites, alors on aurait un petit intervalle centré en I sur la droite contenant
I qui serait inclus dans le bord de I'image de h;. Ceci contredirait la minimalité
du rayon du disque B.

Notons D et D' les deux droites de P, s’intersectant en /. Comme P, ne contient
qu’'un nombre fini de droites, au voisinage de I le bord de I'image de h; est inclus
dans D U D’ et I'intérieur de I'image est contenue dans un des secteurs découpés
par D et D' (voir Figure 7).

N

D

FIGURE 7. Image de h; au voisinage de I (partie hachurée)

Prenons n € {0,...,q—1} tel que D = e*™(i+R) et considérons la restriction
hyn de hy au feuillet n. Prenons un petit voisinage V' de I. Comme h,,; est une
application ouverte, V' Nim(h, ) est d’intérieur non vide. Le bord de 'image de
hy au voisinage de I n’est donc pas completement inclus dans D. Ainsi, dans
tout voisinage de I il existe un point qui est dans d(im(h,,;)) mais pas dans D. On
peut donc construire une suite de points (I, ),ey de O(im(h,.)) \ D qui converge
vers I. De plus, les antécédents de ces points par h,; sont dans le bord du n-ieme
feuillet mais pas dans la partie réelle. Quitte a extraire, on obtient donc une suite
de points du n-ieme feuillet qui converge vers un point x qui est dans 'intérieur
de Xqu’Jr et tel que hy(x) = I. Ceci est en contradiction avec le fait que h; est une

. . S ¢+
application ouverte sur X, .
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Le cas ol t n’est pas rationnel découle comme précédemment du Lemme 3.12. [

3.2.3. Action des automorphismes réels sur le fibré déterminant. —
Passons maintenant a 1’étude de I'action des automorphismes réels sur les orienta-
tions du fibré déterminant. Démontrons tout d’abord le résultat suivant.

Proposition 3.3. — Soit (N,cy) un fibré vectoriel complexe de rang 1 sur
(X4, cx) de partie réelle non vide. Firons une base symplectique réelle (a;,b;)
de Hi(X4,Z) et notons B la famille génératrice de RGL(N) associée (voir §3.1.1).
Nous avons alors les deux cas suivant.
~ Si la courbe (X4, cx) est séparante, l'automorphisme f; € B, 0 < j < k —
1 renverse les orientations du fibré Det(N) si et seulement si (RN); est
orientable, alors que les automorphismes fir, g, .-+ fmak—1, 9mik—1 € B les
préservent toujours.
— Si la courbe (X4, cx) n'est pas séparante, lautomorphisme f; € B, 0 < j <
k — 1 renverse les orientations du fibré Det(N) si et seulement si (RN);

est orientable, alors que les automorphismes fi,..., f, € B les renversent
toujours.
Remarque 3.8. — Le cas ou le genre g est nul se traite aisément. Nous avons

dans ce cas un seul élément dans B, et celui-ci est homotope a la fonction
constante égale a —1. Or celle-ci préserve les orientations si et seulement si
dim(H°(3,, N)41)—dim(H'(X,, N);1) = deg(N)+1 est pair, donc si et seulement
si RN n’est pas orientable.

La démonstration de la Proposition 3.3 se fait en deux temps. Nous commen-
gons par traiter le cas du fibré trivial, puis nous utilisons des transformations
élémentaires négatives pour nous ramener a ce cas.

3.2.3.1. Le cas du fibré trivial. —

Proposition 3.4. — Soit (3,4, cs;) une courbe de partie réelle non vide. Fizons
une base symplectique réelle (a;,b;) de H1(X,,7Z) et notons B la famille génératrice
de RGL(C) associée (voir §3.1.1). Nous avons alors les deux cas suivant.
~ Si la courbe (X4, cx) est séparante, 'automorphisme f; € B, 0 < j < k —
1 renverse les orientations du fibré Det(C), alors que les automorphismes
fes Gk - s frnak—1, Gmak—1 € B les préservent.
— Si la courbe (X4, cx) n'est pas séparante, tous les éléments de B renversent
les orientations du fibré Det(C).

Fixons une structure complexe J € RJ(X,). La Proposition 3.2 donne une
trivialisation du fibré Det(C) au-dessus des intervalles ouverts (53p)t€]n’n+1[, n € Z.
Toutefois, sous 'action d’un des automorphismes f considérés dans 1I’énoncé,
un intervalle ouvert (53 f)temnﬂ[, n € 7, est envoyé sur l'intervalle consécutif
(537 )icint1nt2)- Avant de démontrer la Proposition 3.4, commengons par décrire
le rapport entre les trivialisations du fibré Det(C) au-dessus de ces intervalles

consécutifs. Nous introduisons pour cela les opérateurs suivants :
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Si (X4, cn) n'est pas séparante :

Cbl}l’o : (U, >\1, e Xl, ceey )\g) € LLP(EW (C) x R91
_ g 5
— atJ,fl(U) + Z /\nM

€ L7 (3g, A} (%))

Si (X, cx) est séparante et 1 <1< k—1:

O (VA e A A) € lep(zg,(:) x R

05 (fn
Jfl +Z)‘ Jf

il
: Wi | ( ff L A"*W“&f({n)) € L(%;, A5 ()
Si (24, cs) est séparante et k <1 <k+m—1:
A (U, A, Ay Ay) € LMP(2,,C) x RIT
= anl( v) + ki:l)\né‘]](cf")
n=0  Jn )
+m+§2 (Ana‘]}f”) + An+muaJJ(cfn)> + Moy (1) € IP(5,, A% (3,))
i " n
et
o |1 (v, Al,...,X,,... \) € L'(3,,C) x RS
0} (V) + Z)\ % f"
+ m% 1 ( : ) + An+muan(fn)> N (1) € LP(5y, A%(5,).

Ceux-ci sont Fredholm d’indice 0 et sont surjectifs lorsque ¢ n’est pas entier d’apres
la Proposition 3.2. Ces familles d’opérateurs rencontrent toutes des murs lorsque ¢
est entier : leurs noyaux deviennent d’'un coup non triviaux, de dimension 1 pour
les deux premiers et de dimension 2 pour les deux derniers.

D’autre part, les déterminants des opérateurs ®! sont par définition canonique-
ment isomorphes & ceux des opérateurs 9% correspondant. On a donc (dans tous
les cas) pour ¢ non entier

Det(0%) = Det(®") = R.

Le Lemme suivant permet de décrire les trivialisations du fibré Det(C) au dessus
des droites 9%.
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Lemme 3.13. — Les familles d’opérateurs (@f,_)teR ont des traversées de murs

réqulieres, c’est-a-dire que leurs dérivées par rapport a t aux valeurs entiéres
fournissent des isomorphismes entre leurs noyauz et leurs conoyaux.

Notons que la condition de traversée reguliere est celle donnée par McDuff-
Salamon dans [21] (Appendice A). C’est une condition strictement plus forte que
la transversalité de la famille a la sous-variété des opérateurs Fredholm d’indice 0
dont le noyau est de dimension fixée non nulle, sauf dans le cas d’un noyau de
dimension 1 ou les deux conditions sont équivalentes.

Démonstration. — Montrons le par exemple pour ¢ = 0. Si (£,,cx) n'est pas
séparante et 1 <1 < g (resp. si (¥, cs) est séparante et 1 <1 < k — 1), alors
1? noyau de CID%’O (resp. ®f ;) est engendré par (1,0,...,0) et son conoyau par
0
J}fl) d’apres le Lemme 3.11. Or
l
' (1)
0 _
fl,0<1a07 70) - fl
' ds(f1)
0 _
B)1(1,0,..,0) = =

Ce qui conclut ce cas.
Si (¥4, cx) est séparante et k < [ < k+m — 1, alors le noyau de @} | est
engendré par (1,0,...,0) et (u,0...,0,—1,0,...,0) (le —1 est en position [ + m)
(1) . 9s(f1)

et son conoyau par T et uT d’apres le Lemme 3.11. Or
! !
: 9;(f1)
®% 1(1,0,...,0) = 7
, )
(IDOZ 1(u,0,...,0,—1,0,...,0) = UM
’ Ji
Ce qui termine la démonstration. n

Le Lemme 3.13 nous permet d’énoncer la Proposition suivante, tirée de [21]
(Proposition A.2.4 p.499), qui nous renseigne sur la trivialisation du fibré Det(C)
au dessus des familles d’opérateurs voulues.

Proposition 3.5 ([21]). — Soient t; < ty deux réels non entiers séparés par
un unique entier to. Toute trivialisation du fibré Det(C) au-dessus du chemin 0%
fournit un isomorphisme Det(0%) = Det(®) = R — Det(0?) = Det(d?2) = R
de signe donné par la parité de la dimension du noyau de ®%. [

Démonstration de la Proposition 3.4. — Fixons une structure complexe J € RJ(%,).
Supposons que g est non nul, le cas de la sphere étant traité dans la Remarque 3.8.
Notons f un des automorphismes considérés dans I’enoncé. Prenons 'opérateur
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__1
de Cauchy-Riemann réel 9, ? sur (C, conj). En agissant sur cet opérateur, I'auto-

morphisme f € RC*(X,, C*) fournit d’apres la formule de Leibniz 'opérateur

et un isomorphisme

__1 _1 =1 1
(%) Det(0,7) = Det(®, 25, ) = R = Det(0j ;) = Det(®; .5, ) = R.

1
2

Comme f envoie la base de H' | (¥,,C);; donnée dans la Proposition 3.2 sur
BJ’f

1 1

la base de H;% (34,C)+1 donnée de la méme facon et que @2y ) et ©7 . |
J.f

sont construits a l'aide de ces bases, 'isomorphisme (x) est positif. D’apres la

Proposition 3.5, il ne coincide avec celui induit par la trivialisation du fibré
déterminant que lorsque la dimension du noyau de @?’E(EQ) est paire.

Nous retrouvons ainsi les différents cas mentionnés dans I’énoncé de la Proposi-

tion.

— Si (X,,cx) est séparante, les noyaux des ®° induis par les automorphismes
ey Grs - s fktm—1, Gk+m—1 sont tous de dimension 2. Ces automorphismes
préservent donc les orientations de Det(C).

— Si (X,, csy) n'est pas séparante, le noyau de (I’(}j,p j €{k,..., g}, est de dimen-
sion 1. Un automorphisme f;, j € {k,..., g} renverse donc les orientations
de Det(N).

— Le noyau de <I>(}j71, j €40,...,k— 1}, est de dimension 1. L’automorphisme
fi» 7€{0,...,k— 1} renverse donc les orientations de Det(C).

O

3.2.8.2. Transformations élémentaires. — Nous considérons maintenant (N, cy)
un fibré en droites complexes muni d’'une structure réelle sur (X,, cx), que 'on
suppose de partie réelle non vide. Fixons une structure complexe J € RJ(%,).
Prenons un opérateur de Cauchy-Riemann réel 0 € RC;(N). Notons N le faisceau
des sections holomorphes de (N, d).

Définition 3.6. — La transformation élémentaire réelle négative en v € R,
du faisceau N est le faisceau localement libre N_, muni d’une structure réelle
défini par la suite exacte

(%) 0N, =N =5 N, —0.

Le faisceau N_, est de rang un, de degré deg(N) — 1, et sa partie réelle est de
premiére classe de Stiefel-Whitney wi(RN) — [RE,]%.

Si{z,Z} est une paire de points complexes conjugués de ¥, alors la transforma-
tion élémentaire réelle négative en {z,zZ} du faisceau N est le faisceau localement
libre N_._5 muni d’une structure réelle défini par la suite ezacte

ev

() 0—+N_.z—>N—-"5N,&N; —0.

Le faisceau N_, 5 est de rang un, de degré deg(N) — 2, et sa partie réelle est de
premieére classe de Stiefel-Whitney w,(RN).
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Si (F,cr) est un faisceau holomorphe muni d’une structure réelle sur (3, cx),
I'involution ¢z induit des involutions sur H%(X,, F) et H'(3,, F) et on notera
avec des indices +1 leurs espaces propres associés a la valeur propre 1. On écrira
aussi Det(F) = A™ (HY(3,, F) 1) @ A (HY(S,, F)i1)"

Lemme 3.14. — Si N_, est la transformation élémentaire réelle négative en
x € RY, de N, alors on a un isomorphisme canonique

Det(N) = Det(N_,) @ R(N,).

Si N_._= est la transformation élémentaire réelle négative en {z,z} de N, alors
on a un isomorphisme canonique

Det(N) = Det(N_,_z) @ det(A,),

ol

A. = {(v,en(v)) € N. & Nz},
Démonstration. — Ces deux isomorphismes proviennent directement des suites
exactes longues de cohomologie associées aux suites exactes (%) et (sx). O

Aprés une transformation élémentaire négative en x € RY, du faisceau N nous
retrouvons un fibré en droites holomorphe réel (N_,, O_s, cN,—y) dont le faisceau
des sections holomorphes est naturellement isomorphe au faisceau N_, de la
facon suivante. Prenons une carte locale holomorphe (U, §) de X, centrée en z
et Z/27-équivariante. Le fibré N_, est alors obtenu en recollant N|x Nz} et Nop
par 'application de recollement

(%) Nune\eh = NiE\epnu
&v) = (& 80).

Nous pouvons faire de méme avec une transformation en une paire complexe
conjuguée {z,%} pour obtenir un fibré holomorphe (N_,_z, 0_,_s, CN.—2-%).

Une fois le fibré N_, fixé, nous avons deux inclusions naturelles Z /27Z-équivariantes
(voir aussi [26])

iy LFP(Dy, N_p) — LEP(S,, N)_,
g LEIP(5, AOIS, @ N_,) — LF12(5,, A%1S, @ N),

ok >1,p>2et LF?(S,, N)_, désigne les éléments de L*P(X,, N) qui s’annulent
en 2. On remarque que si @’ est un autre opérateur de Cauchy-Riemann sur N, alors
sa restriction a L*P(X,, N_,) a travers i_, est a valeurs L*17(X, A%Y, @ N_,).
En effet, s € L*P(3,, N)_, est dans I'image de i_, si et seulement si il existe
s’ € LFP(%,, N) tel qu'on ait s = £s’ au voisinage de z. Donc 9'(s) = J'(£s) =
€0'(s') € j_a (kal’p(Eg,Ao’lEg ® N_x)) car £ est holomorphe. On a I'analogue
pour les transformations en deux points complexes conjugués. On obtient donc
deux applications
t_:RC;(N)— RC;(N_,)
ett_, z:RC;(N)— RC;(N_,_3).
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De plus, 'injection i_, (resp. i_,_z) induit un isomorphisme entre le faisceau des
sections holomorphes de (N_,,t_,(0")) (resp. de (N_,_z,t_._=(9'))) et le faisceau
des sections holomorphes de (N, ') qui s’annulent en z (resp. en z et %).

Ces fibrés N_, et N_,_ s ne sont pas canoniquement définis. Toutefois les
isomorphismes i_, et i_, > nous donnent avec le Lemme 3.14 (voir aussi [26],
Lemma 2.4.1),

Lemme 3.15. — Soit (N_y,cn ) (resp. (N_._z,cN—.—3)) un fibré vectoriel
complexe muni d’une structure réelle associé a une transformation élémentaire
réelle négative de N en x € RE, (resp. en {z,Z}). Nous avons des isomorphismes
canoniques
Det(N) = ((t—,)" Det(N_)) ® R(,)
Det(N) = ((t-.-=)* Det(N_z)) @ det(A.).

]

Nous pouvons de plus déterminer la fibre de N_, (resp. N_,_z) au-dessus de x
(resp. z et Z).

Lemme 3.16. — Les injections i_, et i_,_z induisent naturellement des isomor-
phismes
(N_a)o = T2Z, ® N,
(N—z—*>z - T;Eg ® N,
et (N_,—z)z = T¥3, ® N3).

Démonstration. — Nous faisons la démonstration dans le cas d'une transformation
¢élémentaire en un point réel, l'autre cas étant analogue. Fixons un opérateur
0 € RC;(N). Prenons un élément v dans (N_,), et considérons une section locale
holomorphe s, de (N_,,t_,(9)) définie sur un voisinage de z et telle que s,(x) = v.
Alors i_,(s,) est une section locale holomorphe de (N, 0) qui s’annule au point z.
On peut donc définir sa dérivée en x V(i (sy)) = pryody(i—z(sy)) € Ti¥, ® Ny,
ot pry : T(z0)N — N, est la projection parallelement au tangent a la section nulle
de N.

Vérifions tout d’abord que si & € RC;(N) est un autre opérateur et s est une
section locale holomorphe de (N_,,t_(9')) valant v en z, on a V,(i_.(s,)) =
V. (i—4(s))). Supposons dans un premier temps que v est non nul. Il existe alors une
fonction f a valeurs complexes définie sur un petit voisinage de x, telle que s/ = fs,.
En particulier f(z) = 1. De plus, d,(i_.(s))) = da(fi_»(80)) = i_o(s,)(2)d(f) +
f(@2)de(i—z(sy)) = de(i—s(Sy)). Done Vi(i—x(sy)) = Va(i—x(s))). Si v est nul, une
section sg s’écrit fs ou s est une trivialisation locale de N_, au voisinage de x
et f est une fonction a valeurs complexes définie sur un petit voisinage de = et
s’annulant en . On trouve alors d,(i_(so)) = 0, donc V,(i_,(so)) = 0.

On obtient donc une application linéaire

(N_z)z — Tr%,®N,

() v Val(icaSy),
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bien définie indépendamment du choix de 'opérateur et de s,. Vérifions maintenant
que celle-ci est injective. Prenons § une section locale holomorphe de (N, 0)
ne s’annulant pas au voisinage de x. Alors, il existe s une section locale de

(N_z,t_(0)) telle que i_,(s) = &5. Donc V. (i_,(s)) = pro(d.£5) # 0. Comme
(N_.). est de dimension 1, on en conclut que 'application (V) est injective. Par
égalité des dimensions, c¢’est un isomorphisme. O

Démonstration de la Proposition 3.3. — Fixons une structure complexe J € RJ(3,).
Prenons un point x;, 1 <+¢ < k_, sur chaque composante connexe de R¥, ou RN

| deg(N) — k|

est non-orientable, et choisissons [ = points 21, ..., 2 € ¥, \ RY,.
Supposons tout d’abord que deg(NN) — k_ est positif. En effectuant des tranforma-
tions élémentaires réelles négatives en x = (1,...,x_,21,¢5(21), ..., 21, c5(2)),
on obtient un fibré en droites complexes muni d’une structure réelle (N, cyv)
de degré zéro et dont toutes les composantes réelles sont orientables. D’apres le

Lemme 3.15 nous avons un isomorphisme canonique

() Det(N) = ((t_)* Det(N')) ® det (é; RN@) ® det (@lg Azi> .

i=1 i=1

Fixons f un des automorphismes considérés dans I’énoncé. D’apres I'isomorphisme
(x) le signe de l'action de f sur les orientations de Det(N) est donné par le signe
de son action sur les orientations de Det(N’) si f est positive sur un nombre
pair de composantes non-orientables de RN et par son opposé sinon. Enfin, en
choisissant un isomorphisme entre (N’,cy/) et (C, conj) on voit que le signe de
I'action de f sur les orientations de Det(N’) est le méme que sur les orientations
de Det(C).

Vérifions pour finir les différents cas.

— Si (X, cx) est séparante, les automorphismes fi, g, - - -, fitm—1, Ghtm—1 sont
tous positifs sur RY, et d’apres la Proposition 3.4 ils préservent les orientations
de Det(C). Ils préservent donc les orientations de Det(N).

— Si (¥,,cx) nest pas séparante, un des automorphismes f;, j € {k,..., g}
est positif sur toutes les composantes de RY,, et d’apres la Proposition 3.4
il renverse les orientations de Det(C). Il renverse donc les orientations de
Det(N).

— Un des automorphismes f;, j € {0,...,k — 1} est positif sur toutes les
composantes de R}, sauf sur la j-ieme, et d’apres la Proposition 3.4 il renverse
les orientations de Det(C). Il préserve donc les orientations de Det(V) si et
seulement si (RNV); n’est pas orientable.

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 3.3. O]
Démonstration du Théoreme 3.5. — Ce Théoreme découle maintenant de la Pro-
position 3.3 de 'Exemple 3.2 et du Lemme 3.3. O

3.3. Fibré déterminant sur le groupe de Picard

Nous donnons maintenant une application du Théoreme 3.5.
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Commencons par faire quelques remarques concernant le groupe de Picard réel
(voir par exemple [12]). Soit (X, ¢s) une surface de Riemann réelle de genre g > 1.
Nous supposerons que sa partie réelle est non vide.

Notons RL(X,) I'ensemble des fibrés en droites holomorphes réels sur (X, cx).
Nous avons sur RL(X,) un fibré en droites réelles Det de fibre A™* (HY(%,, L)+1)®
Am@ (HY(3,, L))" au-dessus de (L, cr).

Considérons R Pic(3,) le groupe de Picard réel de (¥,,cx). Nous avons une
application naturelle RL(X,) — R Pic(X,) qui consiste & associer a un fibré en
droites holomorphe réel sa classe d’isomorphisme. Toutefois, comme le montre la
Remarque 3.5, un lacet dans R Pic(3,) ne correspond pas a une déformation a
isomorphisme pres de fibrés en droites holomorphes réels.

Nous pouvons cependant associer a un tel lacet ([L];)icpo,1]) un élément de F'~,
de la fagon suivante. Choisissons un chemin d’opérateurs de Cauchy-Riemann réels
(Ot)tefo,1) sur un fibré en droites complexe muni d’une structure réelle (L, cy) fixé
se projetant dans R Pic(X,) sur le lacet ([L];):cp0,1). En prenant un automorphisme
réel f € RGL(L) tel que f*0; = 9, nous obtenons, d’apreés le Lemme 3.3, un
élément indy(f) de F'~. D’autre part, si ¢ € RGL(L) est un autre automorphisme
vérifiant ¢*0; = 0y, alors ¢ est homotope & plus ou moins I'automorphisme f (car
I'automorphisme —1 fixe les opérateurs de Cauchy-Riemann). Cette construction
nous fournit un morphisme de « monodromie »

p: Hi(RPic(X,),Z/2Z) — F~.
D’autre part, nous introduisons comme Gross et Harris (voir [12]) le morphisme

deg xwy : RPic(S,) — Zx H'(RS,,Z/2Z)
(Lycr) +—  (deg(L),w;(RL)).

Pour d € Z et w € HY(RX,,Z/2Z) tels que w([RY,]) = d mod 2, nous noterons
R Pic? (2,) = (deg xw;)~!(d, w). Remarquons que
R Pic(3,) = || R Pic? (%,).
(d,w)€Zx H' (RS, Z,/27,)
w([R¥4])=d mod 2
Comme nous 'avons noté dans la Remarque 3.7, lorsque d et w([R¥,]) sont
congrus a g — 1 modulo 2, le morphisme A" est bien défini sur F'~.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant.

Théoréme 3.6. — Soit (¥, cs) une surface de Riemann réelle de partie réelle
non vide. Soit d € Z et w € H'(RX,, Z/27Z) tels que d = w([RY,]) = g—1 mod 2.
Le fibré Det sur l’ensemble des fibrés en droites holomorphes réels de degré d et
de partie réelle de premiere classe de Stiefel-Whitney w descend sur ]RPinU(Eg)
en un fibré noté Det’. De plus, la premiére classe de Stiefel-Whitney de ce fibré
est donnée par :

w; (Det?) = A o p.

Comme nous 'avons déja vu au §3.2, le fibré Det ne descend pas en un fibré sur
R Pic(3,) tout entier. En effet, si (L, cr,) est un fibré en droites holomorphe réel,
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—1 en est un automorphisme holomorphe. Or comme nous ’avons déja remarqué,
—1 préserve les orientations de Det(L) si et seulement si deg(L) + 1 — g est pair.
Ainsi, le fibré Det ne descend que sur les composantes de R Pic(X,) formées des
fibrés dont le degré est de méme parité que g — 1, et le Théoreme 3.6 donne sa
premiere classe de Stiefel-Whitney.

Pour étudier 'autre cas, nous fixons un point p € RX, et considérons le
fibré Det, sur RL(X,) de fibre A™ (HY(X,, L)1) ® A™> (HY(X,,L)+1)" @ RL,
au-dessus de (L, cyp).

Pour w € H'(RY,, Z/2Z), notons w, € H, ,(RY,, Z/2Z) 'unique classe égale
a w partout sauf peut-étre sur la composante de R¥, contenant p. Nous pouvons
maintenant énoncer la suite du Théoreme 3.6.

Théoréme 3.7. — Soit (¥,,cx) une surface de Riemann réelle de partie réelle
non vide et soit p un point réel de ¥,. Soit d € Z et w € H'(RX,,Z/2Z) tels
que d = w([RX,]) = g mod 2. Le fibré Det,, sur l’ensemble des fibrés en droites
holomorphes réels de degré d et de partie réelle de premiére classe de Stiefel-
Whitney w descend sur RPici(Zg) en un fibré noté Detiw. De plus, la premiére
classe de Stiefel-Whitney de ce fibré est donnée par :

wl(Detz’w) = A" o p.

Avant d’entamer la démonstration notons d’apres la Remarque 3.1 qu’en dépla-
cant le point p sur une autre composante connexe de RX,, on ajoute co u a la
classe du Théoreme 3.7, ou ¢ est une courbe simple globalement invariante par
cx. et reliant les deux composantes connexes de RY, en question, et pour tout
a € Hi(RPic(X,),Z/27Z), co u(a) = (u(a))(c).

Soulignons d’autre part que si le fibré Det,, est défini comme un produit tensoriel
de Det avec RL, sur RL(S,), ce n'est plus le cas pour Det], , sur R Picl, ().

Démonstration des Théoremes 3.6 et 3.7. — Prenons une base symplectique réelle
de Hy(X,,Z) avec p comme point base. Choisissons un fibré vectoriel complexe
(N, cn) de rang un sur (X4, cx). Posons d = deg(N) et w = w;(RN). Nous savons
qu’a chaque opérateur de Cauchy-Riemann sur N correspond une unique structure
holomorphe et réciproquement (voir [18]). Nous avons donc un isomorphisme

R Pic? (2,) =2 RC;(N)/RGL(N)

De plus, le tiré en arriere du fibré Det(/N) par cet isomorphisme est le fibré Det.
D’autre part, le lacet dans RC;(N)/RGL(N) engendré par un automorphisme
f € RGL(N) associé a une courbe a € Hy(X,,7Z)41 est envoyé sur un lacet
de monodromie a® € F~. Les Théorémes 3.4 et 3.5 nous permettent alors de
conclure. []

Exemple 3.3. — Prenons par exemple le cas du genre g = 1. Chaque composante
R Pic® (2;) est alors un cercle auquel est associée une monodromie £ £, oti f est
une des deux fonctions de la famille B construite au §3.1.1. Comme nous supposons
que la partie réelle de ¥J; est non vide, celle-ci a une ou deux composantes.
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Lorsqu’elle en a deux, la courbe est séparante. Si d est pair, alors w a la méme
valeur sur chaque composante de RY;. Si nous appliquons alors le Théoreme 3.6
en utilisant le Théoreme 3.4 et I’Exemple 3.2, nous avons

wi(Dety, ) ([RPic, (21)]) = A“(f) = 1 — w([RE4]o)

et nous voyons que le fibré déterminant est orientable exactement sur les com-
posantes du groupe de Picard ot w # 0. Si d est impair et p un point sur la
composante oit w est non nulle, alors w, = 0 et de méme que ci-dessus, le fibré
Detzw n’est pas orientable. Si p est sur la composante ou w est nulle, alors Detgyw
est orientable.

Lorsque RY); n’a qu’'une seule composante, la courbe n’est pas séparante. En
raisonnant comme précédemment, lorsque d est pair, et le fibré déterminant n’est
orientable sur aucune des composantes du groupe de Picard. Lorsque d est impair,
W, est nulle et Detsz n’est pas orientable.

Remarque 3.9. — Nous avons en fait calculé la premiere classe de Stiefel-
Whitney du déterminant de la cohomologie de la partie réelle des fibrés universels
de Poincaré décris par Biswas et Hurtubise dans [6] lorsque la courbe (X, cx;) est
de partie réelle non vide.



CHAPITRE 4

ETUDE DES AUTOMORPHISMES REELS

Considérons un fibré vectoriel complexe muni d’une structure réelle (N, cy)
sur (X4, cs), que I'on suppose de partie réelle non vide. Nous avons étudié aux
§§2 et 3 l'action des automorphismes de (IV,cy) au-dessus de 'identité sur les
orientations du fibré Det(N). Plus précisément, nous avons exprimé en termes
topologiques cette action. Nous voulons maintenant faire de méme avec les éléments
de RAut(N). Il nous faut donc prolonger sur tout RAut(N) les morphismes
7 :RSL(N) — (Z/27)%, défini au §2.1, et sy : RGL(N) — Z /27, défini au §3.2,
qui codent topologiquement 1’action des automorphismes au-dessus de I'identité
sur les orientations de Det(N).

Une premiere partie du travail a consisté a étudier I’action des automorphismes
au-dessus de I'identité sur le produit des structures Pin® de chaque composante
de RN. Les éléments de RAut(N) agissent encore sur celles-ci. En effet, un
automorphisme (®, ¢) € RAut(N) induit une permutation ®,+ de I’ensemble a
20p(RY,) éléments formé des structures Pin® sur chaque composante de RN,
dont nous notons e(®,+) la signature. De plus, la restriction du morphisme
(®, ) € RAut(N) — e(Pp=) € {—1,1} a RSL(N) coincide avec la composée du
morphisme 7 : RSL(N) — (Z/27)* défini au §2 et du morphisme d’augmentation
p: (Z)27)% — 7Z/27Z. Dans le §4.1, nous décrivons plus précisément l'action
de RAut(N) sur les structures Pint de RN en soulignant notamment qu’en
général les actions d’un automorphisme de (N, cy) sur les structures Pin™ et
Pin~ different. Ces remarques nous permettent de supposer dans la suite de
notre étude que N est de rang 1. En effet, nous montrons de la méme fagon que
dans le §3, que 'action d’un automorphisme (®, ¢) sur les orientations du fibré
Det(N) peut se décomposer en trois termes : son action sur les structures Pin® de
RN, l'action de (det(®), p) € RAut(det(NV)) sur les orientations de Det(det(V))
et I'action du relevé naturel ®, € RAut(C®™ 1) de ¢ sur les orientations de
Det(C8™ )_1). Nous étudions cette derniere action au §4.2, en introduisant pour
tout p € RDiffT(3,,w;(RN)) Pautomorphisme induit ¢* de H*(3Z,,R)_1, ce
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qui nous permet d’obtenir la situation suivante

RGL(N) RAut(N)

/Epil(—l)‘w (€p+7det(¢*)rg(m_1)lsdet(f‘N

[ 7)27 x 7.)27. 7.)27. x 7./27. x /2.

N |

7.)27 7.)27

0

RDif f* (2, w (RN)) —0

ou les fleches courbes calculent le signe de 1'action sur les orientations de Det(N),
et les deux fleches du bas sont les morphismes d’augmentation. Nous avons noté
Eaet(N) : RAut(N) — Z/27 le morphisme qui associe a un automorphisme le signe
de l'action de son déterminant sur les orientations de Det(det(N)). Pour décrire
completement 'action de RAut(N) sur les orientations de Det(V), il nous suffit
donc d’étudier ce dernier morphisme, ce que nous faisons au §4.4. Il nous suffit
pour cela de traiter le cas du rang 1.

Supposons donc maintenant que (N, cy) soit un fibré en droites complexes. Si
nous ne parvenons pas a obtenir de résultat pout tout le groupe RAut(N) (voir
Remarque 4.5), nous pouvons toutefois décrire I’action sur les orientations de
Det(N) des sous-groupes suivants : en prenant un diviseur D associé a (N, cy) (voir
§4.3) et en notant RDif f5(2,, w1 (RN)) le sous-groupe de RDif f*(3,, w (RN))
constitué des difféomorphismes fixant D, nous considérons RAutp(N) le sous-
groupe de RAut(N) relevant RDif f5(2,, w1 (RN)). Nous définissons pour cela
au §4.3 la notion de relevé d'un difféomorphisme associé a un diviseur et obtenons
au §4.4

Théoréme. — Soit (N,cy) un fibré en droites complexes sur (£, cs) de partie
réelle non vide. Soit D un diviseur associé a (N, cy) et ¢ € RDif fT(Z,, w1 (RN))
tel que p.D = D. Le signe de l'action d’un relevé ®p € RAut(N) de ¢ associé d
D sur les orientations du fibré Det(N) est donné par le produit

en(p) = e(pp)e(ol)) det(v*),

ot p|p est la permutation des points du support de D comptés avec multiplicités
induite par o, 05 est la permutation induite par @ sur les orientations des
composantes de RY, qui contiennent des points de D, et ¢* est l'automorphisme

de H'(X,,R)_1 induit par .

Alinsi, nous pouvons résumer la situation grace au diagramme suivant

(%)

0 RGL(N) RAutp(N) RDif f5(2y, w1 (RN)) —=0
ot lH)SN <ep+,<71>5N@°’P51>>l<sD(<;),det<w)rg < lsnw
7.)27 x 7.)]27. ; 7)27 x T.J27 x 727 x )27 7./27.

e |

7./21. 7./21.
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ol les fleches courbes calculent a nouveau 'action des automorphismes sur les
orientations de Det(/V). Nous obtenons donc une description complete de 'action
des sous-groupes RAutp(N) de RAut(N) sur les orientations de Det(N).

Lorsque la courbe (3, cx;) est séparante ou lorsque (N, cy) est de degré pair
et de partie réelle orientable, nous arrivons a caractériser topologiquement les
relevés associés a des diviseurs (voir §4.4.3). Nous discutons le cas général dans la
Remarque 4.5.

Nous étudions également au §4.2 le cas particulier du fibré tangent a la courbe
(X4, cs) et en déduisons

Théoréme. — Pour g > 4, la premiére classe de Stiefel-Whitney de [’espace des
modules Mg .. des courbes de genre g admettant une involution anti-holomorphe
dont la partie réelle est séparante (resp. non séparante) sie =1 (resp. sie =0)
et a k composantes connexes est donnée par wi(Mgpe) = w1 (H1(Xg, R)4q).

4.1. Action des automorphismes sur les structures Pin®

Comme nous 'avons mentionné plus haut, les éléments de RAut(N) agissent
sur les structures Pin® de RN. Ceci va nous permettre de nous ramener au cas
du rang 1 comme au §3 (voir Proposition 4.2). Avant cela, nous remarquons
dans la Proposition 4.1 qu’en général 'action d’un élément de RAut(N) n’est
pas la méme sur les structures Pin™ et sur les structures Pin~ de RN. Plus
précisément, prenons (N, cy) un fibré vectoriel complexe muni d’une structure
réelle sur (X, ¢xy) et considérons un diffomorphisme ¢ € RDif f+(X,, w;(RN)). Il
induit une permutation o, sur I'ensemble a 2k ¢éléments formé des orientations des
composantes connexes de RY,. Cette permutation laisse stable le sous-ensemble a
2k_ éléments formé des orientations de composantes connexes de RY, sur lesquelles
RN n’est pas orientable. Notons o, la permutation induite sur cet ensemble.

Proposition 4.1. — Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe de rang au moins

deur muni d’une structure réelle sur (X, cs), de partie réelle non vide, et soit
(@,) € RAut(N). On a e(®p+) = &(Py-)e(0,).

Commengons par donner une autre définition des différentes signatures interve-
nant dans I’énoncé. Le difféomorphisme ¢ induit une permutation des composantes
connexes de RY, dont on note ¢; ...¢...cy, la décomposition en cycles disjoints.
On suppose de plus que le support des cycles ¢y, ..., ¢ est formé des composantes
de R, sur lesquelles RN n’est pas orientable. On note I(c;) la longueur du cycle
C;.

On associe alors a chaque cycle ¢;

— deux éléments sp=(c;) € {—1,1} : soit (RX,); dans le support de ¢;, alors

sp+ (;) vaut 1 si @) (qui envoie la composante (RN); sur elle-méme) préserve
les structures Pin®™ de (RN); et vaut —1 sinon.
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— un élément s,(c;) € {—1,1} : soit (RX,); dans le support de ¢;, alors s,(c;)
vaut 1 si ¢! (qui envoie la composante (RY,); sur elle-méme) préserve les
orientations de (RX,); et vaut —1 sinon.

Lemme 4.1. — Les signes sp=(c;) et sy(c;) ne dépendent pas du choiz de la com-

m l
posante (RX,); choisie. De plus, on a e(®px) = [[ sp(ci), et e(o,) = [[ sp(ci).
i=1 i=1

Démonstration. — Traitons le cas de o, 'autre étant tout a fait analogue. Fixons
un cycle ¢;, 1 < i <. Son support est formé de I(¢;) composantes connexes de
RY,. Si ¢ est un cycle de la décomposition en cycles disjoints de o dont le
support contient une orientation d’une des composantes du support de ¢;, alors
I(c}) vaut soit I(c;) soit 2{(c;). Ainsi deux cas se présentent (voir Figure 1) :
— soit s,(c;) = 1, autrement dit (c;)!“) préserve les orientations de (RX,);, et
l(c;) = Uci),
— soit s,(c;) = —1, autrement dit (c})"“) échange les orientations de (RY,);, et
l(ch) =2l(c).

“m - -®m - P

o # () (o) &(o) () 2() () H(o)
“®m—®m — . T
0 (o) () =2(0)  (c))) (o)
(R%,); ci(RS,); A TRS,); ¢TI (RE),
P H — B -

= () @0) () (o) (P10 2(0) () (0)

)

-0 . H - N
0 ¢;(0) () 2(0) ()" 7}(o)
I(c;)—2 I(c;)—1
(RX); ci(REy); Ci( : (RX); Ci( ) (RX);
FIGURE 1. Le cycle ¢; lorsque s, (c¢;) = 1 en haut, et lorsque s, (c;) = —1
en bas.

Dans le premier cas, il existe un autre cycle ¢/ dont le support est formé des
orientations opposées a celles de ¢,. Dans le deuxieme cas, la support de ¢, contient
toutes les orientations des composantes formant le support de c¢;.
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La décomposition en cycles de supports disjoints de o, est donc de la forme

II () II ¢
sp(ci)=1 sp(ci)=—1

Dans le premier produit, comme les cycles ¢ et ¢/ sont de méme longueur, leurs

, se compensent. Ainsi

contributions au calcul la signature de o

l

elo,) = H (—1)2“”)_1 = H S,(¢;).

selei)=—1 i=1

]

Démonstration de la Proposition 4.1. — Grace au Lemme 4.1 on peut réécrire
Iégalité
e(Py+) = e(Pp-)e(o,)

sous la forme
m l

f[ Sp+(c;) = H Sp-(¢;) H 5,(¢i).

i=1 i=1

Ainsi, il suffit de démontrer que pour chaque cycle ¢;, action de &%) sur les
structures Pin™ de (RN);, ou (RX,); est dans le support de ¢;, coincide avec celle
sur les structures Pin~ de (RN); si et seulement si (RNN); est orientable ou bien
(RN); est non orientable et (') préserve les orientations de (RY,);.

Remarquons d’abord que si ¢!(%) préserve les orientations de (RX,); alors on
peut homotoper ®!“) en un automorphisme de (RN); qui reléve I'identité sur
(RX,);. Or I'action d’un tel automorphisme est la méme sur les structures Pin™
et Pin~.

Supposons maintenant que ¢'(%) échange les orientations de (RX,);. On choisit
un isomorphisme entre (RN); et le modele [0,1] x R"/(0,v) ~ (1,rv), ot r est
l'identité si (RNV); est orientable, et la symétrie orthogonale d’axe e; = (1,0, ...,0)
sinon. L’automorphisme @fEfRf}V)j induit un automorphisme f du modele, et quitte
a ’homotoper, on peut supposer qu’il est de la forme f(¢,v) = (1 — ¢, f;(v)) ou
fi est un élément de O, (R) et fo = rfir. Or, deux relevés de t — 1 — t différent
d'un automorphisme au-dessus de I'identité et on sait que ces derniers agissent de
la méme maniere sur les structures Pint et Pin~. Il suffit donc d’étudier 1'action
de Pautomorphisme g : (t,v) — (1 —t,v) sur les structures Pin™ et Pin~ de
[0,1] x R"/(0,v) ~ (1,7v).

Notons 7y : PinE(R) — O, (R) les revétements doubles et considérons les struc-
tures Pin® sur [0,1] x R"/(0,v) ~ (1,7v) données par [0,1] x PinE(R)/(0,p) ~
(1,ep) LA [0,1] x O,(R)/(0,v) ~ (1,7v) avec 7+(ef) = 7. Un relevé §* de g
au niveau des structures Pin® doit vérifier pour tout p € Pin(R), go mi(p) =
7+ o G (p). Donc les seuls relevés possibles de g sont §= : (¢,p) — (1 —t,p) ou
g*: (t.p) = (1= t,—p).

Or ces relevés doivent aussi vérifier pour tout p € Pint(R), 55 (p) = €747 (e5p).
Mais ceci n'est possible que si efef” = 1. Ainsi, si (RN); est orientable g préserve
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les structures Pin*, et si (RN); n’est pas orientable, g préserve les structures
Pin™* mais pas les structures Pin~. O]

Etant donné un difféomorphisme réel ¢ de (X4, cx), on définit 'automorphisme
¢, € RAut(C") au-dessus de ¢ par

¢,: C" — Ccr
(z,v) = (p(z),v).
Enoncons maintenant la Proposition 4.2 qui permet de décomposer le signe de
I'action d’un automorphisme sur les orientations de Det(/N) en trois termes.

Proposition 4.2. — Soit (N,cy) un fibré vectoriel complexe sur (¥4, cs) de
partie réelle non vide et & € RAut(N). Alors le signe de laction de ® sur les
orientations du fibré Det(N) est égal au produit du signe de Uaction de det(P) sur
les orientations de Det(det(N)) et du signe de laction de ®, sur les orientations
de Det(CP8N™Y) i et seulement si e(Dpr) = 1.

Démonstration. — D’apres le Lemme 1.1, il existe un isomorphisme f : (N, cy) —
(det(N) @ COrsMN)—1 Cdet(N) D@ cgrg(N)fl) au-dessus de 'identité. Grace a cet iso-

morphisme ® a méme action sur les orientations de Det(N) que fo ®o f~! sur
les orientations de Det(det(N) @ C®*#™) 1) Ecrivons maintenant

fo®o f! = (det(®) ® ®,) o0 ((det((I)) O P,) Tofodo f_l) :

L’automorphisme g = (det(®)® ®,) ' o fodPo f! est au-dessus de I'identité et
€(gy+) = 1 si et seulement si (Pp+) = 1. Pour montrer cela, il nous suffit de vérifier
que £((det(®) @ ®,),+) = 1. En reprenant les notations de la démonstration de
la Proposition 4.1, on vérifie pour chaque cycle ¢; de la décomposition en cycles
disjoints de ¢ps, que action de (det(®) & ®,)"“) sur les structures Pin' de
R(det(N) @ C®#M 1), (ot (RY,); est dans le support de ¢;) est triviale. Le cas
olt (¢ préserve les orientations de (RY,); est traité dans [17]. Supposons donc le
contraire. On choisit un isomorphisme entre (R det(N)); et [0, 1]xR/(0,v) ~ (1, rv)
ou r vaut 1 si (RN); est orientable et —1 sinon. On obtient alors un isomorphisme
entre R(det(N) @ C®#™ 1), et [0,1] x RN /(0,v) ~ (1,7v), olt r est I'identité
si (RN); est orientable, et la symétrie orthogonale d’axe e; = (1,0,...,0) sinon.
L’automorphisme (det(®) & ®,)") induit un automorphisme h du modele, et
quitte a 'homotoper, on peut supposer qu'il est de la forme h(t,v) = (1 —t,r'v),
ot 7’ est I'identité si det(®)! ) est positif sur (RN);, et la symétrie orthogonale
d’axe e; = (1,0,...,0) sinon. A nouveau, comme dans la Proposition 4.1, on
remarque que dans tous les cas, h préserve les structures Pin™ du modele. Ainsi,
on a e((det(®) @ ®y,),+) = 1.

De plus, I'action de det(g) = det(®)~! o det(f) o det(P) o det(f)~! sur les
orientations de Det(det(NN)) est triviale. Donc I’action de g sur les orientations de
Det(det(N) @ C¥8M 1) est triviale si et seulement si e(®p+) = 1.

Ainsi, on a (®p+) = 1 si et seulement si le signe de I'action de ® sur les
orientations de Det(/N) est le méme que celui de 'action de (det(®) & P.,) sur les
orientations de Det(det(N) @ C®#™~1) lequel est donné par le produit du signe
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de l'action de det(®) sur les orientations de Det(det(N)) et du signe de I'action
de ®,, sur les orientations de Det(C®M 1), O

L’action de @, sur les orientations de Det(C") est étudiée dans le §4.2.1, et le
cas du rang 1 est traité au §4.4.

4.2. Action du groupe des difféotopies réel sur ’espace de Teichmiiller
réel

4.2.1. Action des difféomorphismes sur Det(C) et Det(Ky). — Soit (£, cx)
une courbe réelle et considérons tout d’abord le fibré vectoriel complexe trivial
de rang n > 1, C" muni de la structure réelle naturelle notée conj. La suite
exacte (1) du Lemme 1.2 est naturellement scindée pour ce fibré par ’application
p € RDiff(¥,) — ®, € RAut(C"). Le déterminant de I'automorphisme @,
nous fournit une section réelle du fibré (¢*(C,conj)) ® (C,conj)* qui devient
donc isomorphe & (C, conj). Ainsi un élément de RAut(C") agit encore sur les
structures Spin réelles sur (X4, cs) a travers son déterminant. A partir de cette
action, on définit comme au §3.2 le signe s¢»(®) € {0, 1} pour un automorphisme
(P, ) € RAut(C").

D’autre part, un difféomorphisme réel ¢ de (2,, ¢5;) induit un automorphisme
¢* du lagrangien H'(3,,R)_;.

Proposition 4.3. — Le signe de laction d’un élément (®,¢) de RAut(C") sur
les orientations du fibré déterminant Det(C") est donné par

(e) £y (D) (—1)= () det ()" € {~1,1}.

La Proposition 4.3 correspond au cas particulier du fibré trivial et du diviseur
nul dans le Théoreme énoncé au début du §4. Notons que les deux premiers termes
gy (@) et (—1)°c"(® sont analogues & ceux obtenus aux §2 et 3 respectivement,
et ne font pas intervenir le difféomorphisme ¢, au contraire du troisieme terme
det(p*)".

Commencons par quelques remarques. La projection (9, J) € RC(C") — J €
RJ(3,) admet une section naturelle J € RJ(X,) — (93", J) € RC(C"), ou

1
0y = i(d +i¢odo J). Le fibré déterminant est donc défini sur RJ(X,), et est

encore trivialisable sur cet espace qui est contractile. De plus, il s’écrit
*\ @n
Det(C")rss,) = (H(Z5, On1 @ (AH(5,,C)a) )

ot H'(%,,C)41 et H'(Xy,C) 41 sont les fibrés sur RJ(X,) de fibres respectives
}{gJ(EQ,Q)H et I} (34, C) 1 au-dessus de J. D’autre part, comme (®,)*(9;, J) =
(Oprg,9*J), action de 'automorphisme @, sur les orientations du fibré Det(C")
est donnée par son action sur celles de Det(C")r(s,). Nous pouvons maintenant

énoncer le résultat intermédiaire suivant.

Lemme 4.2. — Nous avons un isomorphisme canonique

Det(C")ry(s,) = det(H' (34, R)-1)*",
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ou HY (3, R)_; est le fibré trivial au-dessus de RJ(X,) de fibre H(X,,R)_1, tel
que pour tout p € RDif fT(%,), le diagramme

() Det(C") s (s,) — det(H!(Zg, R)_1)*"
(%»l iwﬂ)*
Det(C") s (s,) — det(H' (Zg, R)-1)*"

commute.

Démonstration. — D’une part, I’évaluation des fonctions J-holomorphes réelles
sur (X, ¢s) donne un isomorphisme canonique

HO(Zgag)-‘rl ﬂ> K

qui nous permet de dire que ®,, agit trivialement sur la partie H°(X,, C) 1. D’autre
part, nous avons par dualité de Serre

(H'(2y. C)1)” = HO(S,, Ks)_y,
ot HO(X,, Kx)_1 est le fibré sur RJ(X,) de fibre H(X,, Ky ;)1 au-dessus de J,
et le diagramme suivant commute
(M (25, ©)a)" 555 HO(Sg, Kv) o
’f<<1>:2>l i(dwr
(H'(2g,C)1)” Serre HO(By, Ks)-1.

Enfin, 'intégration des (1, 0)-formes J-holomorphes le long des lacets sur £, définit
une dualité

HO (X, Ks) 1 X Hi(Zg,R) 41 — iR,

ot H1(Xy, R)4q est le fibré trivial sur RJ(X,) de fibre Hq(X,, R)41, et nous avons
a nouveau un diagramme

HO(Xg, Kx)-1 — (H1(Xg,R)41)"
(dsol)*l l(s@l)*
HO(Ey, Kx)o1 — (H1(28g,R)41)"

qui commute grace a la formule du changement de variables pour w € H gK (X4, Ky)
3

et ¢ € Hy(%,,Z) .
/ccuodgo’1 = /cp_lcw.
Tout compte fait, nous avons un isomorphism*e
Det(C")jr(s,) = det(H' (2, R)-1)*"

et le diagramme (*) commute bien. O
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Démonstration de la Proposition 4.3. — Vérifions le résulat tout d’abord pour
un automorphisme de la forme @, avec ¢ € RDif f+(%,). Par construction, nous
avons gy=(P,) =1 et scn(P,) = 0. Le signe topologique (¢) est donc simplement
égal a det(p*)™.

D’autre part, le Lemme 4.2 nous montre que 'action de ®,, sur les orientations
du fibré Det(C")jrs(s,) est la méme que celle de (p~")* sur det(H' (X, R)_;)®"™.
On retrouve ainsi le signe (g) pour ®.,.

Pour un automorphisme (@, ¢) € RAut(C") quelconque, on commence par le
décomposer en f o ®,, ou f € RGL(C"). Or, nous avons déja calculé le signe de
I'action de @, et d’apres les Théorémes 2.1 et 3.5, le signe de celle de f est donné
par ey« (f)(—1)*¢"Y). Le produit des deux signes nous donne le résultat voulu. [J

Remarque 4.1. — Le Lemme 4.2 nous permet de préciser le résultat obtenu
dans la Proposition 4.2. Nous obtenons en effet que le signe de I'action d’un
automorphisme ® € RAut(N) est le produit de g,+(®) par det(p*)8™M =1 et par
le signe de 'action de det(®) sur les orientations de Det(det(N)). Il reste encore
a décrire cette derniere action, ce que nous faisons aux §§4.3 et 4.4.

Lemme 4.3. — Il existe un isomorphisme canonique
Det(Kz)UR](Eg) = det(Hl(Eg, R)_l),

ot Det(Kx)jr(s,) est le fibré surRJ(E,) de fibre N9 HO(Sy, K 1) 11@(H (Sg, Kx.)11)"
au-dessus de J, tel que pour tout ¢ € RDif f*(X,), le diagramme

Det(Ks)iri(n,) — det(H' (34, R)-1)
(dw‘l)*i i(so‘l)*
Det(Kg)“RJ(gg) —— det(Hl(Zg, R),l)

commaute.
Démonstration. — On procede comme dans le Lemme 4.2, sans avoir besoin de
la dualité de Serre. O]

4.2.2. Action des difféomorphismes sur Det(TY,). — Le Lemme 4.3 per-
met aussi d’étudier le cas du fibré tangent a la courbe réelle. Rappelons pour cela
qu’étant donné un opérateur de Cauchy-Riemann réel 0 sur un fibré vectoriel
complexe (N, cy), on a un opérateur 0* sur (N*, cy-) défini par

(%) (0%a)(v) = ds(a(v) — a(dv),

pour o € ['(X,, N*) et v € ['(¥,, N).

Lemme 4.4. — L’opérateur O* est bien défini et est un élément de RC(N*). Par
exemple, pour les fibrés T'Y, ; et Kx 5, on a

éTz_jJ = %(VJ—FJOVJOJ),
GKE,{: %(d ‘|:Z odo J),

* —
aTZ,J - aKz,b



60 CHAPITRE 4. ETUDE DES AUTOMORPHISMES REELS

ou V7 est la connexion de Levi-Civita associée a une métrique induite par J.

Démonstration. — Fixons a € I'(X,, N*). Il nous faut vérifier que O*a tel que
donné par 1'égalité (x) ne dépend que de la valeur en chaque point de la section
v e I'(X,, N). Prenons pour cela une fonction f € C*(3,, C). Nous avons alors

0s(a(fv)) = a(d(fv)) = a(v)ds(f) + [0s(a(v)) — a(0s(f)v) — fa(dv)

= f(9s(a(v)) — a(dv)),
ce qui montre que 0*« est bien défini. La formule de Leibniz se montre de la méme
facon.
D’autre part, une métrique associée a J s’écrit A(z)dz®dz dans des coordonnées
10X\ 0 J 0 _ idxd

s . J Q _ 190X 0 Kol 10X 0
locales holomorphes. On vérifie alors que V 25: = X0 0 et V; 29: = Xo:0e

Ainsi, V/ % +io V% o4 = 0. Donc la structure holomorphe sur 7%, ; est induite
= 1
par l'opérateur dp, j = §(VJ +JoV7 o).
Enfin, toujours dans des coordonnées locales holomorphes, on prend w = wdz
et £ = s% et on calcule

0(w(€) =ds(ws)
= wd;(s) + 0 (w)s
= w(0ry,5€) + (Okz,gw)(§),

ce qui montre que 01, ; = Oxy, - 0

Comme on a une bijection entre RC(N) et RC(N*) on peut comparer les fibrés
Det(N) et Det(N*), ce qui est I'objet de la Proposition 4.4.

Proposition 4.4. — Soit (N,cy) un fibré vectoriel complexe muni d’une struc-
ture réelle sur (¥, cs). Supposons que RN est orientable. On a un isomorphisme
canonique Det(N) = Det(IN*)*, ou Det(N*)* est défini au-dessus de RC(N) grice
a la correspondance O — 0.

En particulier, si (®,p) est un automorphisme de (N,cy) alors son action
sur les orientations du fibré Det(N) est la méme que celle de (*®~1, ) sur les
orientations de Det(N*).

Démonstration. — Considérons la suite exacte
0= N—->NgN"—= N"=0.

Gréce & la correspondance 0 € RC(N) — 0* € RC(N*), on a un isomorphisme
canonique

Det(N) = Det(N & N*) ® Det(N*)*,
ot la fibre de Det(N @ N*) au dessus de 0 € RC(N) est Det(0 @ 0*).

De plus, nous avons des structures Spin naturelles sur chaque composante
de RN @& RN* données de la fagon suivante. Fixons une structure Spin sur une
composante (RN);. Celle-ci induit une décomposition de (RN); en somme directe
de fibrés en droites réelles orientables définie a homotopie pres. Par dualité, on
obtient alors, a homotopie pres, une décomposition en somme directe de fibrés en
droites réelles orientables de (RN); @& (RN*); ainsi qu’une orientation canonique
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sur ce méme fibré. Nous avons donc une structure Spin sur (RN); & (RN*);. De
plus, cette structure ne dépend pas du choix de structure fait sur (RNV);.

Prenons alors un isomorphisme f: N @ N* — C2#W) tel que

— det(f) : det(N @& N*) = C — det(C*#™)) = C vaut 1 et

— [ envoie la structure Spin naturelle de chaque composante RN & RN* sur

celle naturelle de la composante correspondante de R(C?"#)),

Remarquons qu'un tel isomorphisme est uniquement défini a homotopie pres :
un autre tel isomorphisme différera de f par multiplication a droite par un
automorphisme de C2®™) de déterminant 1 et préservant les structures Spin
sur R(QQrg(N )). Or d’apres le Lemme 1.2 ces automorphismes sont homotopes a
I'identité.

Nous avons ainsi grace a la Proposition 4.3 un isomorphisme canonique entre
Det(N @ N*) et det(H(Z,,R)_1)®2"#™). Comme ce dernier fibré est canonique-
ment trivial, nous obtenons I'isomorphisme voulu dans 1’énoncé. O

Remarque 4.2. — Insistons sur une conséquence de la Proposition 4.4. Si
(N, cn) et (N', cnr) sont deux fibrés vectoriels complexes sur (X, cx), 0 € RC(N)
et & € RC(N') alors on n’a pas en général d’isomorphisme canonique Det(0®0') =
Det(9) ® Det(9). En effet, en prenant N de rang 1, N’ = N* et & = 0*, I'action
d’un élément de (®,¢) € RAut(N) sur les orientations de Det(N) ® Det(N*)
est triviale d’apres la Proposition 4.4, alors que l'automorphisme induit sur
N @ N* = C est ®, dont I'action sur les orientations de Det(N ® N*) = Det(C)
est donnée par det(¢*) d’apres la Proposition 4.3.

Nous avons comme corollaire immédiat du Lemme 4.3 et de la Proposition 4.4
le résultat suivant.

Corollaire 4.1. — Nous avons un isomorphisme canonique

Det(TEg)mJ(gg) = det(Hl(Zg, R)+1),
ot Det(TE)rys,) est le fibré sur RJ(E,) de fibre H*(3,, TSy ;) 1 @(A™H (g, TSy 1) 11)"
au-dessus de J, tel que pout tout ¢ € RDif f+(X,), le diagramme

Det(T%) s (5,) — det(Ha(3g, R)11)

) lw*

Det(ng)“RJ(Zg) —_— det(?—[l (Eg, R)+1)

commute. L]

4.2.3. Espace de Teichmiiller réel. — Afin de simplifier I’exposé, nous sup-
posons dans ce paragraphe que les courbes considérées sont de genre au moins deux.
Nous commengons par rappeler quelques faits concernant ’espace de Teichmiiller
réel associé a une courbe réelle (X, cx) (voir en particulier [25] et [9]).

Le groupe Dif f(2,) des difféomorphismes de X, agit sur I'ensemble J(X;) des
structures complexes sur X, par tiré en arriere :

(*) (p,J) € Dif f(5y) x J(Eg) = ¢"J = s(¢)de™" o Jodg,
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ou s(yp) vaut 1 lorsque ¢ € Dif f+(X,) et —1 sinon.

Définition 4.1. — L’espace de Teichmiiller T (X,) associé d la surface compacte
orientée X4 est le quotient de ’ensemble des structures complexes de ¥, compatibles
avec son orientation par l'action du sous-groupe Dif fo(X,) de Dif f(X,) formé
des difféomorphismes homotopes a l’identité,

T(Xg) = J(3g)/Dif fo(3).

L’espace de Teichmiiller réel associé a la courbe réelle (¥, cx) est le quotient
de RJ(X,) par Uaction du sous-groupe RDif fo(X,) de Dif fo(X,) formé des
difféeomorphismes homotopes a l’identité qui commutent avec cs,

T (X, cn) = RJ(E,)/RDif fo(3y).

Lemme 4.5. — Soit ¢ € Dif fo(3,). S’il existe J € RJ(X,) telle que p*J €
RJ(X,), alors ¢ commute avec cs.

Démonstration. — Comme ¢*J € RJ(X,),

(pocsop™ )T = (p 1) (c2) (¢*J)
= (¢7)"e"J
—J

Le difféomorphisme cs; 0 p o cx; 0 01 est donc un automorphisme pour J. Il est de

1

plus homotope a 'identité. Ainsi cxopocsop ™' =id, et cxop=pocy. [

Le Lemme 4.5 nous assure que l'inclusion RJ(X,) — J(X,) induit une injection
de T(X,, cx) dans T(X,). De plus, I'image de cette application est contenue dans
le lieu fixe T(X,), C T(X,) de l'action de ¢y sur 7 (X) induite par ().

Proposition 4.5. —  (Kravetz [19]) L’espace T (X,,cx) est homéomorphe d
la boule unité ouverte d’un espace vectoriel réel normé de dimension 3g — 3.
(Earle [9]) L’injection T (X, cx) — T(,)

s, €5t un homéomorphisme.

L’espace de Teichmiiller réel est donc contractile et hérite d'une structure de
variété analytique réelle venant de celle de T(X,).,,. En particulier, I’espace de
Teichmiiller réel associé a une courbe réelle est toujours orientable.

D’autre part, I'action du groupe Dif fT(¥X,) (resp. RDif fT(¥,)) sur J(X,)
(resp. sur RJ(X,)) descend en une action du groupe des difféotopies (resp. du
groupe des difféotopies réel) sur I'espace de Teichmiiller (resp. réel).

Définition 4.2. — Le groupe I'(X,) des difféotopies de ¥, est ’ensemble des
classes d’homotopie de difféomorphismes de X, préservant l'orientation fixée,
F(Zq) = Difer(Eg)/DiffO(Eg)-

Le groupe I'(3,, cs) des difféotopies réel de (£, cx) est ['ensemble des classes
d’homotopie de difféomorphismes réels de (£,,cs;) préservant lorientation fizée,

(24, cx) = RDif f7(5,)/RDif fo(Ey).
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Nous avons a nouveau une action de ¢y sur I'(X,) par conjugaison. Notons
['(X,)es son lieu fixe.

cs

Lemme 4.6. — L’inclusion naturelle I'(3,, cs) — I'(2,) a pour image I'(2,)cy. -

Démonstration. — Fixons un difféomorphisme ¢ € I'(X,)., et montrons qu’il

[&>)
est homotope a un difféomorphisme réel. Choisissons une structure complexe

J € RJ(X,). Alors par définition, il existe ¢» € Dif fo(3,) tel que

Czopocy =pou,
et
(cs) @™ = (cg) @™ (cs)" T =¥ " .

Donc ¢*J est un élément de T (X,)... D’apres la Proposition 4.5, il existe un
difféeomorphisme v homotope a l'identité tel que v*¢*.J est réelle. Alors, le diféo-
morphisme ((¢ 07) o es)o(cx o (9 07)) ™" est un automorphisme pour la structure
complexe J et est homotope a l'identité. Comme la surface X, est de genre au
moins deux, ce difféomorphisme est égal a I'identité. D’ou (po~y)ocy = cgo(po7y).
Ainsi ¢ est homotope a ¢ o~y qui est réel. O]

Remarquons avant de poursuivre que ’on pourrait aussi définir les groupes de
difféotopies en considérant les difféomorphismes a isotopie pres. Il n’est pas évident
a priori que 'on obtienne les mémes groupes. C’est 'objet de la Proposition 4.6.

Proposition 4.6 (Earle-Eells [10]). — Les groupes Dif fo(X,) et RDif fo(2,)
sont les composantes connexes de l'identité des groupes Dif f(X,) et RDif f(¥,).

Démonstration. — On rappelle simplement rapidement la preuve élégante que
'on trouve dans Earle-Eells [10]. Faisons le cas de RDif fo(X,). D’apres la Propo-
sition 4.5, le quotient 7 (X,, cx) est contractile. L’espace RJ(X,) étant lui aussi
contractile (voir [30]), la suite exacte longue d’homotopie associée a la fibration
RDif fo(X,) — RJ(E,) = T (X, cs;) donne 'annulation de tous les groupes d’ho-
motopie de RDif fo(X,). Cet espace étant une variété de Fréchet, 'annulation de
tous ses groupes d’homotopie nous assure qu’il est contractile. Comme il contient
la composante connexe de l'identité dans RDif f(X,), il y est égal. O]

Théoréme 4.1. — Soit (3,4, cx) une courbe réelle de genre au moins deux. Le
fibré des orientations de T (3,4, cx) est canoniquement isomorphe au fibré trivial
det(?—[l (Zg, R)_H).

En particulier, laction d’un élément ¢ de I'(X,, cx;) sur les orientations de ['es-
pace de Teichmiiller réel associé a (X4, cs) est donnée par le signe du déterminant
de Uapplication ¢, : Hi(34,R) 41 — Hi(X,,R) 4.

Commengons par décrire le fibré tangent a 7 (X, cx).

Lemme 4.7. — Le fibré tangent a T (3, cx) est le fibré HY(3,,T%,)-1 de fibre
HY(X,,TY, ;)1 au-dessus de J € T(X,,cx).
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Démonstration. — D’apres [30], la fibre du tangent a RJ(X,) au point J est

D(Sg, AY' S @ TS 5) 1 = {J € T(Sy, End(TS,)) | JJ =—1J, .
—deg o Jodeg = J}.

I nous reste a voir quelle est I'action de I'algebre le Lie de RDif fo(X,) sur cet
espace. Prenons un chemin ¢, € RDif f(X,) tel que ¢ = id et %“:0 =X e
[(%,,T%,)11. Notons V7 la connexion de Levi-Civita pour une métrique associée

a J. Dérivons en zéro le chemin ¢} J :

dlgi)  _ d(dgi ' o Jodyy)
dt =0 dt |t=0
=—(V/X)oJ+Jo (V/X)
== JéTZg”]X
= 8T297J(JX),

car V7 est sans torsion, V/J = 0 et drs, s est C-linéaire. Or la multiplication
par J est un isomorphisme entre I'(X,, T%,) 11 et I'(X,, T5,)_1. Ainsi, la fibre du
tangent a 7 (X, cs) est le quotient

T(Sy, AY' Sy @ TSy 5)-1/0rs,0 T(2, TSy) 1) = HY(Sy, TSy 0) 1.
O

Démonstration du Théoréeme 4.1. — D’apres le Lemme 4.7, on souhaite étudier
action du groupe des difféotopies réel sur les orientations du fibré H'(Z,, TS,) 4
au-dessus de l'espace de Teichmiiller réel. Or, la multiplication par J donne
un isomorphisme entre H'(3,, T3,)_1 et H'(3,, T3,)+1. Le Théoréme découle
maintenant du Lemme 4.1. O]

Le Théoreme 4.1 permet de calculer comme corollaire immédiat la premiere
classe de Stiefel-Whitney du quotient T (X, cs)/I'(E,, c5).

Définition 4.3. — L’espace des modules M. des courbes de genre g admet-
tant une involution anti-holomorphe dont la partie réelle est séparante (resp. non
séparante) sie =1 (resp. sie =0) et a k composantes connezes est le quotient

Mgke =T (Eg, cn)/T(Xg, cz),
ot (X4, cx) est de type topologique (g,k,¢).

Toutefois, 'action de I'(X,, ¢5) sur T (X, cs) n’est pas libre, et le quotient a
des singularités qui correspondent a des courbes ayant des automorphismes.

Proposition 4.7. — Si g est strictement plus grand que trois alors l’ensemble
des structures complezes sur (X4, cs) admettant au moins un automorphisme réel
non trivial est de codimension au moins deuzr dans T (X, cs).

Démonstration. — On rappelle simplement rapidement le schéma de la preuve
(pour plus de détails, on pourra lire Arbarello-Cornalba-Griffiths [1] Chapter XII,
Proposition (2.5)).
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Soit J est une structure complexe sur (3, cx;) admettant un automorphisme
¢ d’ordre premier p > 1. Alors, le groupe des automorphismes réels de J agit
linéairement sur un voisinage de J dans T (3, cx), et la dimension du sous-espace
sur lequel ¢ se propage est égale & la dimension d de H'(3,, T3, ;)¥; qui est
le sous espace vectoriel de H'(X,, TY, ;)_; formé des éléments p-invariants. En
notant ¢’ le genre de la courbe ¥,/¢ et h le nombre de points ramifiés de la
projection, on obtient

d=3g —3+h.

La formule de Riemann-Hurwitz donne aussi
1
3g—3—d=(p—-1)(3¢ —-3)+ ih(?)p —5).
On conclut en étudiant les différents cas selon le genre ¢'. O

Notons M7 ;. le sous-ensemble de M, ;. formé des courbes sans automor-

phisme.

Corollaire 4.2. — Pour g > 4, la premiére classe de Stiefel-Whitney de M, .
est donnée par

wi (MG, ) = wi(Hi(Eg, R)41).

4.3. Automorphismes associés a un diviseur

Nous passons maintenant au cas général d’un fibré en droites complexes (N, cy)
muni d’une structure réelle sur (X, cy), de partie réelle non vide. Fixons un
diviseur D = > a;x;, a; € Z et z; € 5, invariant par ¢ et tel que

— D est de dlegré deg(NN) et
— pour chaque composante réelle (RY,), de Xy, le diviseur Dgs,), = Z a;T;
2, €E(REg)s
est de la forme az, ot z € (RX);s et a € {0, 1,2} et sa parité est donnée par
wi (RN)([RE,],).
On dira qu'un tel diviseur est compatible avec (IV, cy). Notons que nous autorisons
des points réels de multiplicité 2 car nous en aurons besoin dans le Corollaire 4.4.

Le diviseur D nous fournit des sections privilégiées de la projection (9,.J) €
RC(N) — J € RJ(Z,).
Définition 4.4. — Une section Op : J € RJ(Z,) — @, J) € RC(N) sera
dite associée a D si pour chaque J € RJ(X,) le fibré (N,0p )
Os, (D).

Une section Op associée a D induit un fibré en droites réelles sur RJ(%,)

est isomorphe a

dont la fibre au-dessus de J € RJ(X,) est 'ensemble des sections méromorphes
réelles de (N, cy,0p.s) ayant D pour diviseur. Comme RJ(X,) est contractile, ce
fibré en droites est orientable. Un couple formé d’une section Op associée a D et
d’une orientation du fibré en droite induit sur RJ(X,) est appelé section polarisée

associée a D, et on le notera 0}).



66 CHAPITRE 4. ETUDE DES AUTOMORPHISMES REELS

Remarque 4.3. — Le quotient de RC(N) par l'action de RGL(N) est le groupe

de Picard universel RPichig(%\]]\;)(Eg), qui est un fibré principal sur RJ(3,) dont

le groupe est la Jacobienne de ;. A un diviseur D compatible avec (N, cn)
est associée une section Oyx (D) : RJ(%,) — RPicielg(](R]\]f\;)(Eg) de ce fibré. Le
sous-ensemble RCp(N) des éléments de RC(N) qui se projettent sur cette section
forme un fibré principal sur RJ(3,) de groupe RGL(N)/R*. Nous avons donc la
situation suivante

RCp(N)——RC(N) RPic, 500 (3,)

e
9p RJ(%,) zg (D)

Autrement dit, les sections associées a D sont les sections du fibré RCp(N) —
RJ(%,). En particulier, pour chaque structure complexe J € RJ(%,), il existe
un voisinage J € V. C RJ(Y,), des familles continues de coordonnées locales
J'-holomorphes ({4, ) ey sur des voisinages disjoints Z/2Z-équivariants U,, des
x;, et une famille continue d’isomorphismes entre (N, (%, J,CN) ey et les fibrés
en droites holomorphes réels définis comme le recollement de (3, \ {z;}) x C et
U,, x C par les changements de cartes

Eg\{zi}) NUs; xC = Uy, N(Eg\ {z:}) x C
(z,0) — (2, Cyr 2y (2)%0).

De plus, nous pouvons décrire comment passer d’une section associée a D a une
autre.

Lemme 4.8. — SiOp et 0, sont deux familles d’opérateurs de Cauchy-Riemann
sur (N,cy) associées au diviseur D, alors il existe une application continue
F:RJ(Z,) — RGL(N) telle que pour tout J dans RJ(Sy) on a Op ;= F;0) ;.
De plus, cette application est unique a multiplication par une fonction continue de
RJ(3,) dans R* pres.

Si les familles d’opérateurs sont polarisées et que l'on impose que F préserve
les polarisations, alors I est défini de fagcon unique a homotopie pres.

Démonstration. — Le groupe RGL(N)/R* des automorphismes de N modulo les
automorphismes constants agit librement sur RC(NN). En effet, un élément de
RGL(N) = RC*(X,, C*) qui préserve un opérateur de Cauchy Riemann sur N
est holomorphe, et est donc de la forme v € N +— \v € N, avec A € R*.

Par définition, pour chaque J dans RJ(X,) il existe un voisinage V de J et
une unique application continue [F] de V' dans RGL(N)/R* telle que pour tout
J' dans V on a dp y = [F|5,0p ;. Par unicité, [F] est en fait définie sur tout
RJ(3,). Puis, comme RJ(X,) est contractile [F] admet un relevé dans RGL(N),
c’est-a-dire une application continue F' : RJ(X,) = RGL(N) telle que pour tout
J dans RJ(Zy) on a dp,y = F;0, ;.
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Si les deux familles sont polarisées, alors soit [’ soit — F préserve les polarisations,
et deux familles d’automorphismes qui envoient une famille polarisée sur I'autre
different d’une fonction continue sur RJ(3,) a valeurs dans R? . [

On associe maintenant a un difféomorphisme ¢ € RDif f*(2,, wi(RN)) qui
fixe globalement le diviseur D et a une section 97, polarisée associée & D un relevé
) a5 € RAut(N) de ¢, bien défini & homotopie pres.

Lemme 4.9. — Pour tout difféomorphisme ¢ € RDif f+(2,,w;(RN)) tel que
w.D = D et toute section polarisée 53 il existe une application continue Pg+ :
RJ(X,) = RAut(N) telle que pour toute structure complexe J sur (X, cx), Pyt
est un relevé de ¢ vérifiant

* My — At

55,](8D,J) - aD,<,0*J‘
De plus, deuz tels relevés sont égaux a multiplication par une fonction continue a
valeurs positives pres.

D’autre part, si 55 est une autre section polarisée associée a D, alors il existe
une application continue F' : RJ(X,) — RGL(N) telle que

(I)égJ = FJ_1 O (I)égr,J o F<P*J'

Démonstration. — On remarque que si & € RAut(N) est un relevé de ¢, alors
il envoie la section polarisée J}, sur une autre section polarisée 9. En effet,
pour J € RJ(Y,), on peut prendre une section méromorphe sp du fibré (N, 0p_s)
ayant D pour diviseur, et la section ®~!(sp) est alors une section méromorphe
de (N, ®*0p ;) ayant ¢*D = D pour diviseur. Ainsi (N, ®*0p ;) est isomorphe &
Os,, o+7(D), et ®*Jp est bien associée a D.

Puis, d’apres le Lemme 4.8, il existe une application continue F': RJ(%,) —
RGL(N) telle que pour tout J dans RJ(Zy) on a ®*9f, ; = (Fipry)* 0} -, L'ap-
plication ® o Fi.; vérifie bien I’énoncé.

L’unicité provient de I’affirmation analogue dans le Lemme 4.8. O]

Remarquons que comme RJ(3,) est contractile, le Lemme 4.9 nous donne en
fait un moyen d’obtenir un relevé de ¢ associé au diviseur D tel que pour deux
tels relevés I'un est homotope a un conjugué de 'autre. En particulier tous ces
relevés de ¢ ont la méme action sur les orientations du fibré Det (V).

Définition 4.5. — Soit ¢ € RDif ft(3,, w(RN)) tel que ¢.D = D. On
dira qu’un relevé ®p de ¢ est associé a D s’il existe une famille continue
Op : RJI(E,) — RAut(N) d’automorphismes de N relevant ¢ et préservant

une section polarisée associée a D, telle que ®p soit homotope a tous les ®p ;,
pour J € RJ(X,).

Remarque 4.4. —
— Si 'on impose simplement a un relevé ®p de ¢ de préserver une section
sans se soucier de sa polarisation, alors —®p préserve encore une section
associée a D. Toutefois, lorsque le degré de N vérifie deg(N) = ¢g mod 2, &p
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et —Pp n’ont pas la méme action sur les orientations du fibré Det(N). D’ou
I'importance de la polarisation dans notre définition.

— Plus précisément, le choix d'une polarisation induit par restriction une orien-
tation sur chaque composante orientable de RN. Ainsi, si ®p préserve une
polarisation, en particulier & préserve les orientations des composantes de
RN fixées.

— Si le difféomorphisme ¢ est 'identité, alors les automorphismes ¢ au-dessus
de ¢ et associés & D sont tous homotopes a l'identité dans RGL(N). En
particulier, tous ces automorphismes préservent les orientations du fibré
Det(N).

— L’automorphisme &, € RAut(C) défini au §4.2.1 est un relevé de ¢ associé
au diviseur 0.

4.4. Action d’un automorphisme associé a un diviseur

4.4.1. Enoncé. —

Lemme 4.10. — Soit (N, cn) un fibré en droites complezes sur (34, cx;) de partie
réelle non vide. Soit D un diviseur associé a (N, cn) et o € RDif f5(2,, wi(RN)).
Deuz relevés ®p et O, de ¢ associés a D ont la méme action sur les orientations

du fibré Det(N).
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du Lemme 4.9. O

Un difféomorphisme ¢ € RDif f5(2,, w1 (RN)) induit une permutation ¢ p sur
les points du support de D comptés avec multiplicités. Par exemple si ¢ échange
un point z avec son conjugué alors s,z est le produit de deux transpositions et
sa signature vaut un. Nous noterons de plus 05 la permutation induite par ¢ sur
les orientations des composantes de RY,; qui contiennent des points de D. Nous

noterons ep(y) = e(al)e()p) det(*).

Théoréme 4.2. — Soit (N,cn) un fibré en droites complexes sur (¥4, cs) de
partie réelle non vide. Soit D un diviseur associé d (det(N), caer(n)) €l ¢ €
RDif f5(3,, w1 (RN)). Le signe de Uaction d’un relevé ®p € RAutp(N) de ¢
associé a D sur les orientations du fibré Det(N) est donné par ep(p).

Si ® € RAutp(N) est un relevé quelconque de @, alors le signe de son action
sur les orientations de Det(N) est

(— 1)@t De (D)ep(p).

La démonstration du Théoreme 4.2 occupe tout le §4.4. Notons tout de méme
que la deuxieme partie du Théoreme se déduit de la premiere ainsi que des
Théoremes 2.1 et 3.5 et de la Proposition 4.2.

Remarque 4.5. —
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— Soulignons qu’étant donné un élément (P, ¢) € RAut(N) on peut toujours
l'isotoper sur un élément de RAutp(N). Toutefois, ce dernier automorphisme
n’est en général pas unique a homotopie pres dans RAutp(N); plus pré-
cisément, il se peut que 'on obtienne deux éléments de RAutp(N) qui
se projettent sur deux difféomorphismes de RDif f5(2,, w1 (RN)) qui ne
sont pas homotopes dans RDif f(3,, wi(RN)). Or, le signe ep donné dans
le Théoreme 4.2 dépend de la classe d’isotopie du difféomorphisme dans
RDif (3, w1 (RN)). Ainsi, il est possible que deux relevés associés a D de
deux éléments distincts de RDif f5(2,, w1(RN)) ne soient pas homotopes
dans RAut(N) méme si les difféomorphismes sous-jacents sont isotopes dans
RDif f*(X,, wi(RN)).

Par exemple, si la courbe (3, c5;) n’est pas séparante et que le diviseur
D contient une paire de points complexes conjugués apparaissant avec une
multiplicité impaire, alors on peut isotoper dans RDif f(X,, w;(RN)) un
difféomorphisme ¢ préservant D et fixant cette paire de points sur un difféo-
morphisme ) préservant a nouveau D mais échangeant les points. On voit
alors que ®p relevant ¢ et Wp relevant ¢ n’ont pas la méme action sur les
orientations de Det (V).

Ceci pose probleme pour prolonger le résultat du Théoreme 4.2 sur le
groupe RAutp(N) a tout RAut(N).

— Au §3, nous avons introduit 'action d’un automorphisme f au-dessus de
l'identité sur les structures Spin réelles de (X,, cs) en le considérant comme
une section du fibré canoniquement trivial N®N*. Sil’on considére maintenant
un automorphisme (@, p) € RAut(N), celui-ci correspond a une section du
fibré (¢*N) ® N* qui n’est en général pas canoniquement trivial. Trivialiser
ce fibré revient d’ailleurs a choisir un automorphisme précis de N au-dessus
de . Il semble donc qu'un automorphisme quelconque n’agisse en général
pas naturellement sur les structures Spin réelles sur (X, cx). Ainsi, il parait
difficile de prolonger le signe défini au §3 sur tout RAut(N) comme nous
pouvons le faire pour g,+. Cette remarque est a rapprocher du fait suivant.
Pour exprimer 'action d’un automorphisme au-dessus de l'identité sur les
orientations du fibré Det(/NV), nous avons « scindé »son action en deux parties :
nous avons en fait scindé la suite exacte (2) du Lemme 1.2 afin de décomposer
un automorphisme au-dessus de I'identité en une partie de déterminant 1 et
en une partie agissant trivialement sur les structures Pin®. Nous voulons
maintenant faire de méme avec les éléments de RAut(N). Or, la suite exacte
(1) du Lemme 1.2 n’est en général pas scindée. Ainsi, si nous pouvons imposer
a un relevé ® € RAut(N) d'un difféomorphisme ¢ € RDif (X, w;(RN))
d’agir trivialement sur les structures Pin® afin d’éliminer du calcul du signe
de son action la contribution déja étudiée des éléments de RSL(N), nous ne
pouvons pas en général éliminer la contribution des éléments de RGL(NV).
En nous restreignant aux sous-groupes RAutp(N) de RAut(N), c’est ce que
nous parvenons a faire.
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4.4.2. Etude de l’action des automorphismes associés & un diviseur. —
Nous démontrons maintenant le Théoreme 4.2. Considérons un fibré en droites
complexes (N, ¢x) muni d’une structure réelle sur (3, cx;), que I'on suppose de par-
tie réelle non vide. La démonstration du Théoreme 4.2 consiste a se ramener au cas
déja traité du fibré trivial sur la courbe (voir §4.2.1) au moyen de transformations
élémentaires négatives (voir §3.2.3.2). Fixons pour cela une structure complexe
J € RJ(X,). Prenons un opérateur de Cauchy-Riemann réel 9 € RC;(N). Notons
N le faisceau des sections holomorphes de (N, 9).

Soit D' = > ax; + Y bi(z; + %) un diviseur effectif associé a un fibré en

z;€RT, 2€%,

droites complexes muni d’une structure réelle. On notera 17 le diviseur D’ dont on
a numéroté les points du support de la fagon suivante : x1,...,2,, 21,21, ..., 21, 2.
On peut définir de maniere évidente la transformation élémentaire réelle négative
en D' de N, que I'on notera N 4, en effectuant dans 'ordre donné par la
numérotation fixée les transformations élémentaires en chacun des points de D’.
On notera aussi

b—1
Ay =R P ((T;“j 5" @ N, @ (TE8,)" ® Nz)
m=0
a;—1
RN, = EB (T;‘Z_REQ)m ® RN,,
m=0

r !
et N = D RNo, D A,
i=1 j=1

Munis de cet outil, nous pouvons démontrer la Proposition suivante qui affirme
que les automorphismes associés a des diviseurs se comportent bien lors de
transformations élémentaires réelles négatives.

Proposition 4.8. — Soit (N,cy) un fibré en droites complexes muni d’une
structure réelle sur (34, cs), que l'on suppose de partie réelle non vide. Soit D un
diviseur associé a (N,cy) et D' un diviseur effectif invariant par cs; dont les points
réels sont de multiplicités 0, 1 ou 2. Soit enfin ¢ € RDif fT(Z,, w(RN)) tel que
oD =D et o, D' =D et p € RAut(N) un relevé de ¢ associé au diviseur D.
Pour toute numérotation D' de D', il existe un fibré en droites complexes (N', cxi)
et un automorphisme ®p_p € RAut(N') au-dessus de ¢ tels que

— D — D’ est un diviseur associé a (N',cyv),

~ Op_pr est associé a D — D',

— le signe de l'action de ®p_p sur les orientations du fibré Det(N') est le
produit des signes de l'action de ®p sur les orientations de Det(N) et de son
action sur det(Nﬁ).

Démonstration. — Fixons 0}, une section polarisée associée 4 D et une structure
complexe Jy € RJ(X,) telle qu'il existe Up : RJ(5,) — RAut(N) associée a 9},

avec ¥p j, = ®p. Choisissons une numérotation D’ de D'.
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On effectue la transformation élémentaire négative en 17 pour chaque 5,37 J pour
obtenir une famille continue de fibrés en droites holomorphes (N D Op_ D'.J)JeR T(Zg)-
Remarquons aussi que par construction, les opérateurs de Cauchy-Riemann
Op_pr.y sont associés & D — D' et sont polarisés. Comme RJ(3,) est contractile,
il existe une famille continue d’isomorphismes de fibrés en droites complexes
Fy: Nfﬁ,Jo — N75;7J bien définie a homotopie preés. On peut de plus supposer
que Fj, est l'identité. En tirant en arriere les opérateurs polarisés IOp— D'.J, ON
obtient une section polarisée 0}, j,, associée & D — D' sur N,ﬁy e

Notons que les automorphismes ¥ induisent par ce procédé une famille d’au-
tomorphisme ¥p_p : RJ(X,) — RAut(NiﬁzJo) qui est associée a D — D'. De
plus, d’apres les Lemme 3.14, 3.15 et 3.16, on a un diagramme commutatif

Det(éDJo) _— Det(éD_D,,JO) ® det(N|l7)

‘PDl J(\IIDD’,JO(X)(DD

Det(gD,cp*Jo) _ Det(éD,D/M*JO) ® det(N‘[.)?)

Ainsi, le signe de 'action de Wp_pr s, sur les orientations du fibré Det(N_z;

)

—D'.J
est le produit des signes de l'action de ®p sur les orientations de Det(N) et de

son action sur det(NlB;). O
Lemme 4.11. — Sous les mémes hypothéses que la Proposition 4.8, le signe de

D’).

laction de ®p sur les orientations de det(Nﬁ;) est égal a (o pr)e(o,

— r l
Démonstration. — Notons D' = > a;x; + »_bj(z; + z;). Remarquons que la
=1 =1

signature £(¢|pr) s’écrit comme le produit e(¢ p, )e(w|pr—py ), de méme que le
£ g9

signe de I'action de ®p, sur les orientations de det(4V, ‘5;) se décompose en le produit

T
du signe de son action sur les orientations de det(N —) = det(@RN,,,,) et sur

| Dy
RSg im1

l
les orientations de det(]\ﬂm) = det(G}1 Ay,z).-
]:
Pour le premier signe on peut procéder de facon analogue au Lemme 4.1 dont
on reprend les notations : on décompose ¢ p;  en produit de cycles disjoints ¢;
g
de longueur [(¢;). On prend ensuite z; dans le support d'un cycle ¢; et on choisit

un vecteur non nul e € RN,,. Supposons tout d’abord que la multiplicité de z;
I(c;)—1
est un. On a une orientation de det( @ RN,i(,,)) donnée par
j=0

eNPpe) A... ABLD(e).
L’image par ®p de cette orientation est égale a

(1)1 (e) ADple) A... ADT T e).
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Choisissons une orientation de (RX,); et trivialisons RN au voisinage de x; de
telle sorte qu'une polarisation soit donnée par une fonction qui est négative a
gauche de z; et positive a droite. Alors, si ') préserve les orientations de
(RX,);, on a q)l,gci)(e) = Me, avec A > 0 car ®p préserve une polarisation. Dans
le cas contraire on a @3(;“(@) = MXe, avec A < 0. Supposons maintenant que la
multiplicité de z; est deux. Fixons un vecteur non nul ¢ € T RY,. Une orientation
Z(Ci)—l
de det( @ RNsgi(z,)) est donnée par
§=0
(eAt@e) A (Pp(e) Adp(t)@Bp(e))A. .. A(DEI () A(dp) )1 (1) @@\ (e)).

L’image par ®p de cette orientation est égale a

(@57 (e) A (dp) (1) @ B (€)) A (@p(e) Adp(t) ® %(e))
A (@57 (e) A (d)' 1<>®<1>< 7 (e).

Dans ce cas, on obtient la méme orientation si et seulement si (dp)!(¢)(t) = At
avec A > 0.

En faisant le produit de ces actions sur tous les cycles on obtient le signe de
I(c;)—1
Paction de ®p sur les orientations de det(() @5 RN,,yi(,)) donné par
¢ 3=0

H (—1) (e:) o(c) H Sp(c;) = cp‘D ) (05).
ila;=1 ila;=2

est obtenu en conjuguant ®p
REg

Enfin, 'automorphisme ®p restreint a N| o

l(Ci)—l
restreint a @ @ RNg,pi(2;) avec la matrice de permutation envoyant la numé-
Cj j:()
3 7z / /7 . Ve 7z ..
rotation donnée par Dpy, sur la numérotation donnée par la décomposition en

cycles de ¢ D, - Donc le signe de I'action de & sur les orientations de det(NlD,—>)

D/
est encore €(g0|%2g)5(0@ ).
Pour le second signe, on remarque que le choix de la numérotation de D' — Dpy,
induit une orientation sur det(N, IW) venant des 'orientation complexe de N
g
aux points z;. De plus, si ¢ ne fait qu’échanger un point avec son conjugué, alors

®p renverse l'orientation de det(]\ﬂW) si et seulement si ce point apparait
9

avec une multiplicité impaire dans D’. En raisonnant a nouveau comme dans

le Lemme 4.1 on voit que si 'on compte les multiplicités des points complexes

conjugués de D', la signature de ¢p_ py,. est égale au signe de l'action de ®p
g

sur les orientations de det(N‘W) O
Démonstration du Théoréme 4.2. — Ecrivons D sous la forme D = Dt — D~

ot D et D~ sont effectifs et a support inclus dans le support de D. D’apres
la Proposition 4.8 appliquée & ®p et a une numérotation arbitraire D™ de D™,
nous avons un fibré en droites complexes (N, cy/) et un automorphisme ®_p- €
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RAut(N') associé a —D~ tel que le signe de l'action de ®_p- sur les orientations
du fibré Det(N’) est le produit des signes de I'action de ®p sur les orientations de
Det(N) et de son action sur det(N|[T+>)‘

Appliquons une nouvelle fois la Proposition 4.8 a I'automorphisme ®, <

RAut(C) et au diviseur numéroté D~. Nous obtenons un fibré en droites complexes
(N",enr) et un automorphisme @ - € RAut(N") associé a —D~ tel que le signe
de I'action de @’ ,,_ sur les orientations du fibré Det(NN") est le produit des signes
de l'action de @, sur les orientations de Det(C) et de son action sur det(@lD—g).
Ce dernier signe est égal a e(¢p-).

Prenons un isomorphisme f : (N’ cy/) — (N”, cyn). Alors fo® o f~! est
un automorphisme de N’ associé a —D~. Ainsi les signes des actions de ®_p-
et de ® ,,_ sont les mémes. D’apres la Proposition 4.3, le signe de ®p est donc
donné par le produit de det(¢*) avec e(¢|p-) et avec le signe de I'action de ®p
sur det(N|[T+>). D’apres le Lemme 4.11, ce dernier signe est égal a 6(@‘D+)€(J£),
ce qui conclut la démonstration. O

4.4.3. Deux cas particuliers. — Nous précisons I’'énoncé du Théoreme 4.2
dans deux cas particuliers : lorsque la courbe (X, ¢x) est séparante puis lorsque la
partie réelle du fibré (N, cy) est orientable. Nous retrouverons ces deux cas au §5.
Un automorphisme ® € RAut(N) induit une permutation @, des orientations
des composantes orientables de RN. D’autre part, un difféomorphisme ¢ €&
RDif f+H(2,, wi(RN)) d'une courbe (£, cs) séparante induit une transposition
o7 sur les deux orientations complexes de RY,, et une permutation Yy, des
composantes connexes de RY, sur lesquelles RN n’est pas orientable.

Corollaire 4.3. — Soit (N, cn) un fibré vectoriel complexe sur (X4, cs) que lon
suppose séparante. Soit o € RDif fH(X,, w1 (RN)) et ® € RAut(N) un relevé de
@. Le signe de laction de ® sur les orientations du fibré Det(N) est donné par

Ep+ (@)g(tl)o)gN(gp),
N deg(N)+k_ . .
ol en(p) = e(op9) ™ = £(PRs,) det(¢*)® ™) ne dépend que de ¢ et de (N, cy).
Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas du rang 1, pour conclure ensuite
comme dans la Remarque 4.1 du §4.2.1. Nous supposons donc que N est un fibré
en droites.

Prenons un diviseur D compatible avec (N,cy) s'éerivant D = > x; +
IieD‘Rzg

deg(N) — k_
%(z +Z) et un difféomorphisme ¢’ € RDif f+(3,, w;(RN)) vérifiant

©.D = D. Commengons par vérifier le résultat pour un automorphisme ®p, relevé
de ¢’ associé a un diviseur D.

Comme (X4, cx) est séparante, deux cas se présentent. Soit ¢’ préserve les
orientations complexes de RY, et alors la permutation 05, induite par ¢’ sur les
orientations des composantes de RY, sur lesquelles RN n’est pas orientable est de

signature 1 car ses cycles viennent par paires de méme longueur. Soit ¢’ échange
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les orientations complexes de RY, et alors on vérifie que la signature de 03 vaut
(=1)*-. Nous avons donc £(c)) = 6(0?5,29)’“*. De plus, la permutation ¢, induite
par ¢’ sur les points de D comptés avec multiplicité se décompose en un produit
d'une permutation dont le support est dans RY; et d’'une permutation dont le

support est constitué des points complexes conjugués de D. Nous avons alors
e(elp) = e((¢)gs,) x g(afﬁg)w. Ainsi op(¢') = on(¢’). Enfin, comme
nous l'avons écrit dans la Remarque 4.4, une polarisation induit une orientation
pour chaque composante orientable de RN. Ainsi (®p,) = 1 car &p préserve
une polarisation. D’apres le Théoreme 4.2 nous avons bien le résultat pour ®p.
Prenons maintenant un ® € RAut(N) quelconque relevant ¢ € RDif (X, w1 (RN)).

Comme tous les termes dans I’énoncé sont invariants par homotopie, on peut
homotoper ® pour supposer que p,D = D pour un D s’écrivant comme ce-
lui ci-dessus. En choisissant un relevé &, de ¢ associé a D, on remarque que
O = (Do (Pp) !)odp. D’apres le Corollaire 3.1 le signe de 'action de (®o (Pp)~!)
est donné par e((® o (Pp)~'),). En multipliant avec le signe pour ®p, on retrouve
le résultat voulu. O]

Ainsi, lorsque la courbe est séparante, on peut prolonger les morphismes donnés
dans le diagramme () de 'introduction & tout RAut(N).

Lorsque la courbe n’est pas séparante, nous ne trouvons pas de résultat aussi
général que le Corollaire 4.3. Nous pouvons toutefois préciser le Théoreme 4.2.
Nous utilisons pour cela des structures Spin non plus seulement associées a la
surface ¥, mais a un fibré vectoriel complexe muni d'une structure réelle (IV, cx)
(qui est supposé de degré pair). Les définitions sont les mémes qu’au §3.1.2, mais
nous insistons sur quelques points. Tout d’abord, nous n’avons plus de notion
de forme quadratique associée a un structure Spin (donc plus d’invariant d’Arf).
D’autre part, si on a encore une bijection entre les structures Spin sur N (muni
d’une structure holomorphe) et les classes d’isomorphisme de racines carrées de
son fibré déterminant det(N) (voir [2]), celle-ci dépend de la structure holomorphe
sur N. Ainsi lorsque nous parlerons d’une structure Spin sur N comme d’une
racine carrée du fibré déterminant, nous ferons attention a préciser 'opérateur de
Cauchy-Riemann sur N considéré.

Enfin, comme nous considérerons des structures Spin réelles sur (IV, cy) (lorsque
w1 (RN) = 0), remarquons qu’une telle structure donnée par un fibré en droite
holomorphe L induit une semi-orientation sur le fibré RNV ; c’est-a-dire que si nous
fixons une orientation sur une des composantes de RN, toutes les autres sont
automatiquement orientées (voir [8]). De plus, comme nous supposons toujours que
R, est non vide, la structure réelle cqey(vy se reléve en une structure réelle ¢y, sur L
unique a multiplication par ¢ pres. Le choix d’un tel relevé fixe une orientation sur
RN, et l'autre relevé induit 'autre orientation. Si un automorphisme ® € RAut(N)
préserve une structure Spin réelle { sur NV, alors ® induit une permutation @,
sur les semi-orientations associées a &.
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Par ailleurs, la premiere classe de Stiefel-Whitney d’une structure Spin réelle
est toujours bien définie et ne dépend pas de la structure holomorphe choisie sur
N.

Corollaire 4.4. — Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe sur une courbe (34, )
de partie réelle non vide. Supposons de plus que le degré de N est pair et que la
premiére classe de Stiefel Whitney de RN est nulle. Soit ¢ € RDifft(X,) et
O € RAut(N) un relevé de ¢ qui préserve une structure Spin réelle £ sur N de
premiére classe de Stiefel-Whitney w € H'(RX,,Z/27). Le signe de 'action de ®
sur les orientations du fibré Det(N) est donné par

Ep=* (@)6(@075)1—96(0}5) det(¢*)rg(N)7

ot oy est la permutation induite par ¢ sur l’ensemble des orientations des compo-

santes de RY, sur lesquelles w est non nulle.

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle du Corollaire 4.3 et
nous supposons a nouveau que N est de rang 1. Fixons un point x; sur chaque
composante de R, sur laquelle w est non nulle et prenons un diviseur D associé

! N _ o
a N de la forme D = ZQ%-FQM

i=1 _

¢ € RDifft(%,) tel que ¢, D = D. Fixons une section polarisée 9}, associée

a D, un relevé ®p de ¢’ associé a D et une structure J € RJ(X,) tels que
Vérifions que I'automorphisme ®p préserve la structure Spin réelle de premiere

(z + z) et un difféomorphisme

classe de Stiefel-Whitney w donnée par Oy, J(%) que nous noterons &’. Remarquons
tout d’abord qu’une section méromorphe s associée a 5[), s induit une structure
Spin sur N : au-dessus d’un lacet sur X, qui ne passe pas par un des points z;,
z ou z, s donne une trivialisation de det(N) qui, par définition se releve dans la
structure Spin induite. Si on homotope un lacet v sur ¥, pour le faire traverser
un des points z ou Z et obtenir un lacet 7/, alors on a

deg(N) — 21

4

ou f est la classe de la fibre. Si on homotope un lacet v sur X, pour le faire

[son]=[so7]+2 f=[sov]€ Hi(Ri,n, Z/22),

traverser un des points x; et obtenir un lacet 4/, alors on a
[soqy]=[soq]+2f =[so7] € Hl(RaLet(N), 7./27.).

De plus, la structure Spin réelle donnée par Os, J/(%) est la méme que celle
induite par une section méromorphe associée a 5,3, g. Alinsi, les structures Spin
réelles données par les Os, | J/(%> sont toutes les mémes, et comme det(Pp) envoie
une section méromorphe associée a 5D7 J sur une section méromorphe associée a
5D7(<p/)* 7, ©p préserve bien une structure Spin réelle. Notons de plus que comme
¢ préserve une polarisation, on a €((®p),e) = 1. Le résultat est donc vrai pour
®p d’apres le Théoreme 4.2.

Prenons maintenant un ® comme donné dans I’énoncé. Puisque ® préserve &,

on a p*w = w. Comme tous les termes considérés dans le signe sont invariant par
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homotopie, on peut supposer que ¢, = D. En prenant un relevé ®p associé a
D, on note ® = (® o (®p)~!) o @p. Choisissons un automorphisme f € RGL(N)
qui envoie la structure Spin réelle & sur & (I'existence de f est donnée par
la Proposition 3.1). Le signe de laction de ® o (®p)~! est le méme que celui
de fodo f~lo(®p)~t. Or, ce dernier automorphisme préserve une structure
Spin réelle sur N, donc on a indy(fo®o f~1o(Pp)~') =0 (voir §3.1.3). Donc
fo®ofto(®p)~! préserve une structure Spin réelle de 3, et d’aprés le Corollaire
3.1, le signe de I'action de fo® o f~1 o (®p)~! est donné par

e((fo®o f o (Rp) )og) MM = g(,¢)! 7.

En multipliant avec la signe obtenu au début pour ®p on obtient le résultat
attendu. O



CHAPITRE 5

ORIENTABILITE DES ESPACES DE
MODULES DE COURBES REELLES

Soit (X, w, cx) une variété symplectique réelle de dimension 2n au moins 6. Nous
nous intéressons a l'orientabilité des espaces de modules de courbes réelles dans
X. Nous rappelons tout d’abord succintement la construction de ces espaces (en
suivant principalement [26] et [30]) ainsi que le rapport avec le fibré déterminant.
Nous énoncgons ensuite des résultats concernant leur orientabilité.

5.1. Espaces de modules et fibré déterminant

Soit 3, une surface réelle compacte orientée de genre g, et [ un entier assez grand.
Nous notons comme précédemment J(X,) (resp. J,(X)) I'espace des structures
complexes de classe C! sur 3, compatibles avec 'orientation fixée sur la surface
(resp. sur X et compatibles avec w). Le sous-ensemble R.J,(X) de J,(X) est formé
des structures presque complexe J telles que cy est J-antiholomorphe.

Définition 5.1. — Une courbe pseudo-holomorphe paramétrée de genre g dans
X est un triplet (u, Jg, J) € LFP(5,, X) x J(X,) X J,(X), ot 1 K k < et 2 < p,
vérifiant

du+ Joduo Jy =0.
On dit qu’une courbe pseudo-holomorphe (u, Jx, J) réalise la classe d € Ho(X, Z)
si u.([E4]) = d. Enfin, une courbe (u,Jx, J) est dite injective quelque part s’il
existe un ouvert non vide U C X, tel que u est une tmmersion sur U et

Vo € U, v Hu(z)} = {z}.

Définition 5.2. — Pour d € Hy(X,Z), et m € N, on note PZM(X) lespace de
modules des courbes pseudo-holomorphes paramétrées de genre g dans X, injectives
quelque part, réalisant la classe d, avec m points marqués, c’est-a-dire,

P (X)) = {(u, Jx, J,2) € LF(S, X) x J(5,) x Ju(X) x £ | du+JoduoJs = 0

us([3g]) = d
u est injective quelque part
Vi<i#j<m, z#z2}.
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Fixons une permutation 7 de {1, ..., m} d’ordre 2 admettant au moins un point
fixe. Comme expliqué dans [30], le groupe Dif f(X,) des difféomorphismes de
classe C'1 de 3, agit sur ij(X ) par reparamétrage :

(&, (u, Js, J,2)) € Dif f(Z4) x Py, (X)

L) wed™ (67 s, J 9(2)) si ¢ € Dif f(5)
(u o, _(¢71)*J2, J, (¢(ZT(1))7 e qb(zf(m)))) sinon.

Une courbe pseudo-holomorphe est dite réelle si elle est fixée par 'action d’un
élément non trivial ¢y, de Dif f(X,) qui est alors unique (autrement dit, une courbe
n’est fixée que par un seul difféomorphisme). De plus, le difféomorphisme cy est
une involution qui renverse 'orientation fixée sur ¥4, c’est-a-dire une structure
réelle. A chaque structure réelle cx, est alors associé R, P;{m(X ), U'ensemble de ses

points fixes dans Pgﬁm(X ). Notons RTP;m(X ) la réunion de tous ces ensembles.
Remarquons qu’une structure réelle ¢y agit sur 27" par

(2155 2m) = (e2(2r), - - - e2(Zr(m)))-

Sur une courbe réelle marquée, la configuration de points z est un élément de
R (X7), le lieu des points fixes de 'action de cs sur X

Etant donnée une courbe (u,Js,J,z) € ReP? (X), le fibré B, = w'TX
est muni d'un opérateur de Cauchy Riemann réel généralisé noté D, dont la
partie J-linéaire induit un structure holomorphe sur E, (voir [15]). L’application
du : T, — E, devient un morphisme analytique de faisceaux holomorphes. Le
faisceau quotient A, défini par

0T, 2% B, —» N, =0

se scinde en O(N,,) DN ot N, est un fibré holomorphe et A5 est un faisceau
gratte-ciel supporté aux points critiques de u. En particulier, lorsque u est une
immersion, le faisceau N, est en fait le faisceau des sections d’un fibré vectoriel
holomorphe N,. Tous ces objets sont munis de structures réelles provenant de
celles de X, et de X. De plus, I'opérateur D passe au quotient en un opérateur de
Cauchy Riemann réel généralisé D sur N,,.

Nous voulons maintenant considérer des courbes non paramétrées. Pour cela,
nous notons M$ (X) (resp. R, MY (X)) le quotient de P¢, (X) (resp. R, PS,, (X))
par I'action (libre) de Dif f*(X,). Rappelons le résultat suivant (voir [30] et [15]).

Proposition 5.1. — La projection naturelle m : R, MY, (X) = RJ,(X) est une
application Fredholm entre variétés de Banach, d’indice indg(m) = ¢1(X)d + (n —
3)(1—g) +m. En un point [u, Js, J, 2] € R,MY, (X) associé d la structure réelle
cx, le conoyau de dyy, s 5,7 est isomorphe a H%(Eg, Ny)y1 et son noyau entre

dans la suite exacte
0 = Ry, (T57") = ker(dpy,sg.147) <5 HE(Sg, No) 1 — 0.

ot IT: ReMY (X)) — RMY ((X) est le morphisme d’oubli des points marqués.
En particulier, pour une structure presque complexe J € RJ,(X) générique,
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R, M (X, J) =7 {J} est une variété lisse de dimension c¢y(X)d+ (n —3)(1—
g) +m.

Nous noterons RJ (X)) le sous-ensemble de R.J,(X) formé des valeurs régu-
lieres de .

Nous voulons étudier I'orientabilité de R, MJ (X, J) pour J € RJ(X).
Ceci revient a étudier I'orientabilité du fibré déterminant det(TR, M, (X, J)).
Considérons pour cela le fibré en droites réelles Det sur R,P¢ (X) de fibre
A HO (S N, ) 41 ® (AmaXHlﬁ(Zg, Nu)+1)* au-dessus de (u, Jy, J, z). Le groupe
Dif f*(X,) agit naturellement sur Det, et en passant au quotient, on obtient un
fibré noté Det sur R, MY (X). Nous notons Det; sa restriction & R, MY, (X, J).

D’apres la Proposition 5.1, nous avons alors det(TR, M, (X, J)) = det(Re, (TéZ?) )®
A" HO (S, Nu) 1 = det (R, (T.57)) @ Det .

Une partie importante de I'orientabilité de R, M, (X, .J) est donc contenue
dans I’étude de Porientabilité du fibré Det et de I'action du groupe Dif fT(%,)
dessus. C’est ce que nous avons commencé dans les parties 2, 3 et 4, ce que nous
poursuivons dans les paragraphes suivants.

5.2. Orientabilité du fibré déterminant

Commencons par quelques remarques. Pour étudier I'orientabilité du fibré Det,
nous pouvons tout d’abord nous intéresser au fibré Det sur RTP;m(X ). Pour
décrire la premiere classe de Stiefel-Whitney de Det, on procede de la facon
suivante. On choisit une courbe dans R,P¢, (X) et un lacet 7 paramétré par
[0, 1] passant par cette courbe en 0 et en 1 puis on trivialise la famille de fibrés
(Nw(t))te[o,l}- On obtient alors un automorphisme f de N, au-dessus de l'identité
et le fibré Det n’est orientable au-dessus de y que si 'action de f sur Det(N,))
préserve les orientations.

Nous avons décrit I'action de f au §3 en utilisant son action sur les classes de
bordisme de structures Spin réelles sur la surface. Cette description n’est toutefois
pas satisfaisante dans la cas présent. En effet, nous voudrions pouvoir exprimer
la premiere classe de Stiefel-Whitney de Det en fonction de la premiere classe de
Stiefel-Whitney d’un fibré décrit en termes purement topologiques. Or, si 'on
considere sur RTPjvm(X ) le fibré dont la fibre au-dessus d’une courbe est formée
des structures Spin sur ¥4, celui-ci est trivial et n’a donc aucun rapport avec
Det. Ceci est a rapprocher des remarques que nous avons faites au début du
§4 : nous n’avons aucun moyen de définir en général I’action d’un isomorphisme
g: (N,cn) = (M, cp) sur les structures Spin réelles sur la surface. L'action que
nous avons définie au §3 n’est en ce sens pas naturelle.

Nous pouvons toutefois donner des résultats sur 'orientabilité de Det dans deux
cas particuliers.

5.2.1. Le cas séparant. — Nous pouvons partitionner R, M¢? (X) (resp.
R,PZ, (X)) en sous-ensembles RiPMZ  (X) (resp. RiPP?, (X)) qui contient
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les courbes réelles séparantes et RI*PMJ (X)) (resp. R2*PP2 (X)) qui contient
les courbes réelles non séparantes.

Remarquons que sur Rng,m(X ), nous avons une fonction localement constante
k_ a valeurs dans {0,...,g+ 1} qui associe a la courbe [u, Js, J, z| le nombre de
composantes de R, >, sur lesquelles RE, n’est pas orientable.

Considérons sur RTP;{m(X ) les fibrés en droites réelles P+, Ox associés aux

k
Z/2Z-fibrés principaux de fibres respectives (X) Pin*((RE,);) et
i=1
k

X o((RE,);) (ouo((RE,);) est ’ensemble des orientations de (RE,,);)
i=1
w1 (RE)([Re 415)=0

au-dessus de [u, Jy, J, z]. Notons det(H'(3,,R)_1) et R, les fibrés en droites

réelles sur R, P, (X) de fibres respectives det(H'(3,,R)_1)) et Ry (rp,) =

det( &y Vectr((RE,);)) (ou Vectr(e) est 'espace vectoriel de dimen-
w1 (RE)([REg]5)=1

sion 1 sur R engendré par e) au dessus de [u, Jx, J, z].

Enfin, lorsque la courbe (X, ¢5) est séparante notons H,,, 'ensemble constitué
des deux orientations de R, >, provenant de I'orientation fixée sur ¥,. Posons H
le fibré en droites réelles sur RE*P? (X)) associé au Z/2Z-fibré principal de fibre
H., au-dessus de [u, Jx, J, z].

Tous ces fibrés en droites sur R¥*P¢, (X) induisent des fibrés sur R¥? M¢ (X))

que nous noterons de la méme fagon.

Théoréme 5.1. — Le fibré Det sur Riep/\/l;’m(X) est canoniquement isomorphe
aux fibrés en droites
e1(X)d—k_

det(H'(Z,,R) )" '@ H 2z ®R,®P ®O0x

et
c1(X)d+k_

det(H' (S, R)_)" '@ H 2z  ®R,®P"®Ox.

La différence entre le cas Pin™ et Pin~ vient ici principalement de la remarque
suivante (voir [17]). Si F est un fibré vectoriel réel orientable sur le cercle, alors
il existe une correspondance canonique entre Pin™(F') et Pin~ (F') qui consiste
a associer a une structure Pin™ sur F les deux structures Spin sur F opposées
I'une de I'autre obtenues en fixant une orientation sur F'. Si F' n’est pas orientable,
cette correspondance n’existe plus.

La démonstration du Théoreme 5.1 occupe les §5.3.1 et 5.4.

5.2.2. Le cas Spin. — Pour d € Hy(X,Z) tel que ¢1(X)d est pair, notons
R, M%0 (X) (resp. R,P&) (X)) I'union des composantes de R, MY, (X) (resp.
R, PO (X)) sur lesquelles nous avons w; (RE,) = 0. Considérons R, M%5P"(X)
(resp. R, P4EP"(X)) le revétement a 297571 feuillets associé au (Z/2Z)9F!-
fibré principal sur R, M%0 (X) (resp. R. P9 (X)) dont la fibre en [u, Jg, J, 2]
est formée des structures Spin réelle sur E,. Nous disposons sur RTM;l:flpm(X )
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du fibré en droites réelles O™ associé au Z/2Z-fibré principal dont la fibre au-
dessus de ([u, Jx, J, z],£) est composée des deux semi-orientations de RE associées
a & D’autre part, sur chaque composante connexe de RTP;’ipi”(X ), toutes les
structures Spin réelles ont méme premiere classe de Stiefel-Whitney. On définit
donc le fibré H)(RY,, R) sur R, P3P (X) de fibre Q) H'((RX,);,R) au-
w([R];)=1

dessus (u, Jy, J, z,£), ou € est de premiere classe de S‘(c[iefé]l—)Whitney w. On note
encore H, (R, R) le fibré induit sur R, M&577(X).

Théoréme 5.2. — Soit d € Hy(X,7Z) tel que c1(X)d est pair. Le fibré Det sur
R, MESvin(X) est canoniquement isomorphe au fibré

det(H'(2,,R)_)"" ® H}(RS,, R) @ (OF™)' 9 @ .
La démonstration du Théoréme 5.2 occupe les paragraphes 5.3.2 et 5.4.

5.2.3. Exemples. — Avant de passer aux démonstrations, nous donnons quelques
applications des Théoremes 5.1 et 5.2.

Considérons tout d’abord le cas des courbes séparantes. Il a déja été traité par
plusieurs auteurs. Welschinger dans [31] a calculé la premiere classe de Stiefel-
Whitney du compactifié de 'espace RTMZ, a0a(X) lorsque (X, w, cx) est une
variété symplectique réelle fortement Semi—posigtive dont la partie réelle est Pin™.
Le Théoreme 5.1 et le Lemme 5.1 nous permettent de retrouver une partie de ce
résultat (voir Corollaire 5.1).

Lemme 5.1. — 1. SiT n'est pas l'identité, alors le fibré R (Téﬁ’;) sur REPME (X))
est orientable.

2. Le fibré R (T£E$> est orientable sur les composantes connexes de R;S” Mgm(X )
qui regroupent les courbes dont au moins une composante de la partie réelle
contient trois points marqués.

3. Le fibré R (nggl> est orientable sur les composantes connexes de RTM;Q;ZZPM(X)
qui regroupent les courbes dont toutes les composantes de la partie réelle
contiennent trois points marqués.

Démonstration. — Prenons [ug, (Js)o, Jo, 29 € R-MY, (X) et choisissons un la-
cet v:[0,1] = R, M (X) tel que v(0) = v(1) = [uo, (Jx)o, Jo, 2o]. Ce lacet se re-
léve en un chemin (uy, (Jx)i, Jt, 2¢)ejo,1) dans RTP;W(X) joignant (ug, (Jx)o, Jo, 20)
a (u1, (Jo)1, J1, 21) = ¢.(uo, (J)o, Jo, 29), ot ¢ € RDif fT(X,). On obtient alors
une trivialisation de R (TgtEgm) au-dessus de [0, 1] en choisissant une famille conti-
nue ¢, € RDiff+(%,), t € [0,1], telle que pour tout t € [0,1], ¢; '(2,) = 2, La
valeur de la premiere classe de Stiefel-Whitney du fibré R (TéEgl) appliquée a
7 est alors donnée par le signe de l'action de d¢; ! o dg sur les orientations de
R (T.,%m).

Dans le premier cas, z, contient au moins une paire de points complexes conju-
gués. En particulier, ¢7' o ¢ fixe ces deux points. Comme les courbes considérées
sont séparantes, cela implique que ¢! o ¢ préserve les deux orientations de RY,
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provenant de l'orientation fixée sur ,. Ainsi, ¢;' o o préserve les orientations de
R (T.,%m).

Dans le second cas, ¢7 ' o ¢ fixe trois points sur une des composantes de RY,.
En particulier ¢! o ¢ préserve les orientations de cette composante. A nouveau,
$7' o ¢ préserve les orientations de R (Tgo E’;).

On traite le point 3 comme les deux précédents, en notant cette fois que comme
la courbe n’est plus forcément séparante, les actions de ¢7 ' o ¢ sur les orientations
des composantes de R, sont a priori indépendantes les unes des autres. O

Corollaire 5.1. — Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle de dimension
au moins 6. Supposons que la partie réelle de X admet une structure Spin. Alors
pour tout d € Hy(X,7Z) tel que ¢;(X)d >0, m > 3, et J € RJ,(X) générique, la
variété R, Mg, (X, J) est orientable. O

D’autre part, en s’appuyant sur des travaux de Fukaya-Oh-Ohta-Ono [11],
Solomon dans [27] a étudié 'orientabilité des espaces de modules de courbes a
valeurs dans (X, w, cx) de partie réelle relativement Pin®, et dont la source est
une surface de Riemann a bord de genre quelconque et munie d’une structure
conforme fixée.

Pour ce qui est du cas Spin, on note que nous n’obtenons dans le Théoreme 5.2
qu’un résultat concernant un revétement de 1’espace de modules qui nous intéresse.
Il existe toutefois une famille de variétés donnée dans le Lemme 5.2 pour laquelle
on peut obtenir un résultat plus précis (voir Corollaire 5.2).

Lemme 5.2. — Soit Xs; C CPYN une hypersurface complexe lisse de degré §.
Supposons que N est supérieur ou égal a quatre et vérifie N =0 ou 3 mod 4, que
0=N+1 mod 2 et que X5 est de partie réelle non vide. Alors Xs admet une
unique structure Spin réelle &y, et sa partie réelle est Spin. De plus, si 6 = N + 1
mod 4, alors la premiére classe de Stiefel-Whitney de &, est nulle.

Démonstration. — Notons i l'inclusion de X; dans CPY. D’aprés la formule
d’adjonction, nous avons ¢;(Xs) + 6i*h = (N + 1)i*h, ou h est le générateur
de H?(CPN,Z). Comme § = N + 1 mod 2, ¢;(Xs) est divisible par deux dans
H?(X5,7Z). En particulier X5 admet une structure Spin. D’autre part, d’apres le
Théoréme de 'hyperplan de Lefschetz, on a H'(Xs,Z/27Z) = H (CPN,Z/2Z) =
{0}. Ainsi X admet une unique structure Spin, qui est donc réelle, et que ’'on
note &g.

L’existence de & implique que RXj; est orientable. De nouveau grace a la
N(N +1)

formule d’adjonction on a ws(RXs) = TzﬁQ, ol t est le générateur de
HY (RPN ,Z/2Z). Ainsi, sous les hypotheses faites sur N, wy(RX;) = 0 et RX;
est Spin. O

Notons que CPN~! vérifie les hypotheéses du Lemme 5.2 lorsque N est pair. En
appliquant le Théoreme 5.2 et la Proposition 5.1 aux cas mis en avant dans le
Lemme 5.2, on obtient le Corollaire 5.2 suivant.
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Corollaire 5.2. — Soit X5 une hypersurface lisse de degré § de CPN, N > 4,
N =0 ou 3 mod 4, de partie réelle non vide et vérifiant ) = N +1 mod 4 et
0 < N+1. Soitd € Hy(X5,Z), m > 1 et 7 une permutation de {1,... m} d’ordre

2 et ayant au moins un point fize. Pour J € RJ% (X5) on a

w (R MG, (X5, 1)) = wi (R (T257)) + (8 — 1wy (det(H' (g, R)_1)).

Démonstration. — D’apres le Lemme 5.2, la partie réelle de Xs est Spin, donc la
premiere classe de Stiefel-Whitney de (Of(p "1-9 @ BE est nulle. D’aprés ce méme
Lemme, X5 admet une unique structure Spin réelle qui est de plus de premiere
classe de Stiefel-Whitney nulle. Cette structure fournit une section du revétement
R, M&5pin(Xs) — M (X5). On conclut alors grace au Théoréme 5.2 et a la
Proposition 5.1. O

5.3. Suites exactes courtes de fibrés vectoriels complexes

Nous commencons par nous intéresser au probleme « linéaire » suivant. Soit
(X4, sn) une courbe réelle de partie réelle non vide et J € RJ(X,). Considérons
une suite exacte

S§:0— (¥, des) = (E,cg) = (N,ey) — 0

de fibrés vectoriels complexes, ou 7%, est muni de la structure complexe J. Existe-
t-il un isomorphisme ¢s défini canoniquement entre le fibré Det(N) et un fibré en
droites réelles T donné en termes topologiques a déterminer ?

Précisons tout de suite ce que nous entendons ici par canoniquement. Si

§:0— (TS, deg) — (E' ep) = (N en) = 0

est une autre suite exacte de fibrés vectoriels complexes avec N’ de méme rang que
N, nous dirons qu’'un couple (F, f) formé de deux isomorphismes F : (F,cg) —
(E'yepr) et f @ (N,ey) — (N',enr) et un isomorphisme entre S et S’ si le
diagramme

0—— (T%,,des) —= (E,cg) — (N, cn) — 0

iid \LF if
0—— (T%,,des) —= (E,cp) — (N, cn) — 0

commute. Nous voyons alors 7 comme un foncteur de la catégorie G des suites
exactes du méme type que S dont les morphismes sont décrits plus haut dans ® qui
est celle des fibrés en droites réelles. Nous avons un autre foncteur Det : & — D
qui & S associe Det(N). Les isomorphismes ¢ doivent alors vérifier

T(F, f) o ¢s = ps o Det(F, f).

Nous considérons dans la suite les deux hyptoheses suivantes :

— la courbe (X,, c5;) est séparante.

— la partie réelle du fibré (E, cg) est orientable. En particulier £ admet une
structure Spin réelle, et on suppose une telle structure ¢ fixée.
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Nous répondons a la question posée plus haut sous ces deux hypotheses dans les
Propositions 5.2 et 5.3.

5.3.1. Le cas séparant. —

Proposition 5.2. — Soit Jy € RJ(X,) et
S:0— (T%,,des) = (E,cg) = (N,en) = 0

une suite exacte de fibrés vectoriels complezes. Supposons que (X4, cx,) est séparante.
Si N est de rang un, il existe un isomorphisme canonique

deg(E)—k_
¢s : Det(N) — det(H' (S5, R)_1)®(Hey) ™ 2 @Ry rm)® X o((RE),).
w1 (RE)([REg];)=0

Si N est de rang au moins deux, alors il existe deux isomorphismes canoniques

deg(E)+k_

¢% : Det(N) — det(H'(S,,R)_1)®™ @ (H,,)~ =

)

k
i=1 w1 (RE)([RX4];)=0

et

deg(E)—k_

¢35 : Det(N) — det(H(2,,R)_1)®™ @ (H,,)~ 2

)

k
i=1 w1 (RE)([RX4];)=0

De plus, tous ces isomorphismes sont équivariant pour laction de RDif fT(X,).

Précisons la derniére affirmation de la Proposition 5.2. Etant donné un difféo-
morphisme ¢ € RDif f*(X,), on peut tirer en arriere la suite exacte S pour en
obtenir une nouvelle ©*S. De plus, on a un isomorphisme ¢* : o*N — N qui
induit un isomorphisme ¢* au niveau des fibrés déterminants. Nous affirmons
alors que ¢* 0 ¢yrs = P50 P*.

Notons d’autre part qu’un isomorphisme (F f) entre deux suites exactes agit
naturellement sur les fibrés en droites réelles trouvés dans la Proposition 5.2, et ¢’est
cette action que nous considérons lorsque nous affirmons que les isomorphismes
¢ sont canoniques. Nous décrivons de plus la relation entre les actions de F' et
de f sur les orientations des différents fibrés déterminants dans le Lemme 5.3.
Nous donnons un énoncé plus général que nécessaire pour la démonstration de la
Proposition 5.2, mais dont nous aurons besoin plus tard.

Lemme 5.3. — Soit (E,cg) et (N,cy) deuz fibrés vectoriels complexes sur
(X4, cx) de partie réelle non vide et tels que rg(E) =rg(N)+1. Soit m: (E,cp) —
(N,cn) un morphisme surjectif de fibrés vectoriels complexes. Soit J € R(¥,),
@ € RDif fT(3y, w1 (RN)) et une famille continue (Jy)icpp,) d’éléments de RJ (%)
telle que Jy = p*J et J; = J. Soit enfin i, : (I'S,,des) = (E,cg) une famille
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continue de morphismes injectifs de fibrés vectoriels complexes (ot T'YE, est muni
de la structure compleze J;) tels que pour chaque t € [0,1] la suite

0TS, % ES N0

est exacte. Soit (f,¢) un élément de RAut(N), (F,y) un élément de RAut(E)
tels que le diagramme

(+) 0—>T8 2> p—">N—>0

v o]

0—=T% —FE N 0

1

commute. Alors le signe de Uaction de f sur les orientations du fibré Det(N) est
le produit du signe de F sur les orientations de Det(E) par det(p*).

Démonstration. — Fixons deux familles continues d’opérateurs de Cauchy-Riemann
réels (Op,t)icio,1) sur £ et (Ony)icp1) sur N telles que pour chaque ¢ € [0,1], on a
une suite exacte de fibrés holomorphes

0= (T2, drs, 1) % (B,05,) = (N,dn,) — 0,

et vérifiant 5E70 =F *5E,1 et 5}\/,0 = f*éNJ. On obtient alors un isomorphisme
canonique entre fibrés en droites réelles sur [0, 1]

Det(éﬂt) = Det(éng”]t) & Det(éMt)
et un diagramme commutatif

Det(éﬂo) e Det(éng”]O) &® Det(éMQ)

r| Jases

Det(ém) = Det(éng,Jl) & Det(éN,l)’

ce qui donne le résultat voulu en utilisant le Lemme 4.1. O

Nous commengons par considérer le cas ou N est de rang un. Introduisons pour
cela la définition suivante.

Définition 5.3. — Soit Js € RJ(S) et 0 — (TS, des, Ors, 5,,) — (B, cp, 05) —
(N, cn,0n) — 0 une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes réels, ou N est
de rang un.



86 CHAPITRE 5. ESPACES DE MODULES

La transformation élémentaire réelle négative en x € RY, de cette suite exacte
est définie par le diagramme commutatif suivant

0 0 0

0 T, &y N, 0

0 Ty, £ N 0

0 0 E, /7?;9 Nm 0
0 0

La transformation élémentaire réelle négative en une paire de points complexes
conjugués {z,z} de ¥, de cette méme suite exacte est définie par le diagramme
commutatif

0 0 0

0—1T%, £ .z N.z:—0

0——=T%, £ N 0

0 0 NZ@J;:HNZ@JZHO
0 0.

Remarquons que les faisceaux N_, et £_, sont localement libres, de rangs
respectivement un et deux, de degrés respectifs deg(N) — 1 et deg(E) — 1, et
leurs parties réelles sont de premieres classes de Stiefel-Whitney respectives
w1 (RN) — [RE,]% et w1 (RE) — [RY . Quant aux faisceaux N_, z et €, 3
ils sont aussi localement libres, de rangs respectivement un et deux, de degrés
respectifs deg(N) — 2 et deg(FE) — 2, et leurs parties réelles sont de premieres
classes de Stiefel-Whitney respectives wy(RN) et w,(RE).

De méme qu’au §4.4, nous pouvons effectuer une transformation élémentaire
négative en un diviseur effectif D d’une suite exacte de fibrés holomorphes réels
§, et retrouver une suite exacte de fibrés holomorphes réels S & ainsi qu'une
application naturelle

t 5 :RC;(N) = RC;(N_5).
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Nous notons avec des indices —B les deux nouveaux fibrés vectoriels complexes
obtenus.

Lemme 5.4. — Soit Jy, € RJ(X,) et
S:0— (T%,,des, Ors p,) — (B, cx,05) — (N, cn, On) — 0
une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes réels, ou N est de rang un. Fizons
B =D" — D—_> un diviseur numéroté associé a E, ou DT et D™ sont effectifs.
Soit S,D'ﬁ une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes réels associée a la

tranformation élémentaire réelle négative en Dj de la suite S. Alors,

(i) une orientation sur une composante orientable de RE induit naturellement
une orientation sur la composante correspondante de RE o

(ii) une orientation de (RN),, pour x; dans le support réel de D induit natu-

rellement une orientation sur (RE_52)q,.

Démonstration. — (i) Ce premier point est immédiat car on n’effectue pas de

transformation sur les composantes de RE qui sont déja orientables.

(i) Prenons un point z € RY, dans la support de D*. D’apres le Lemme 3.16
on a un isomorphisme canonique

(N_ﬁ)x =T;Y,® Ng.
Dongc, une orientation de (RN), induit canoniquement une orientation de
T;RE; @ (RN_-2), = det(RE_—2),.
[

Lemme 5.5. — En reprenant les notations du Lemme 5.4, si S,ﬁ et 8 52
sont deux suites exactes de fibrés vectoriels holomorphes réels associées a la

tranformation élémentaire réelle négative en DT de la suite S, alors il existe un

isomorphisme (F, f) entre S 2 et S:E: tel que

(i) le diagramme suivant commute

Det(N) Det(N)

((t_52)"Det(N_=2)) det(N5z) —= ((15'_]3_+>)*<Det(N'_D+
(ii) et étant données des orientations des composantes orientables de RE et
des orientations des (RN),, pour x; dans le support de DT, F préserve les

orientations induites sur les composantes de RE_EZ et RE' o

Démonstration. — Les deux isomorphismes F' et f sont induits par les isomor-
phismes naturels

ON —,c. =2)=N —=0(N —c

57)

_DT'“N,—DF _D¥ _pt’ N/, -Dt”
_ — /
OB _52¢p 5t) =€ 57 = O oicp, 52)s
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ot ’'on a noté avec un O le faisceau des sections holomorphes d'un fibré holomorphe.
Les propriétés (i) et (ii) découlent alors des Lemmes 3.15 et 3.16. O

La démonstration de la Proposition 5.2 se fait en deux temps. Nous étudions
tout d’abord le cas ou N est de rang un a ’aide de transformations élémentaires,
puis nous passons au cas du rang supérieur en utilisant notamment le Lemme 5.6.

Lemme 5.6. — Soit M un fibré vectoriel réel sur le cercle S* de rang m au
moins deuz.

(i) Il existe une bijection canonique Pin~ (M) — Pin~ (M & (det(M))*).
(ii) Si M est orientable, il existe une bijection canonique Pin™ (M) — Pin* (M@
(det(M))").
(7ii) Si M n’est pas orientable, alors chaque orientation du cercle induit canonique-

ment une bijection Pin™ (M) — Pint(M @ (det(M))*). Les deux bijections
obtenues sont différentes.

Démonstration. — Le premier cas est traité dans le Lemme 1.7 de [17]. Pour
le second cas, on remarque qu’'une structure Pint sur M est donnée par une
décomposition de M en somme de fibrés en droites réelles orientables sur S*'. Une
telle décomposition induit une décomposition du méme type de M @ det(M), donc
une structure Pint sur M @ det(M).

Passons au troisieme cas. La démonstration est analogue a celle du Lemme
1.7 de [17] mais nous la donnons completement. Fixons une fois pour toute un
des éléments e de l'algebre de Clifford de R™ & R qui se projette dans O, (R)
sur la reflexion par rapport au dernier facteur R et vérifiant > = 1. Prenons
une orientation de S!, deux intervalles ouverts U, et U; recouvrant le cercle, des
fonctions de transition pour M g¢;; : U; N U; — Oy, (R), et une structure Pin® sur
M donnée par des relevés Gy; : U; N U; — Pin (R) de g;;. L'intersection Uy N Uy
est formée de deux composantes connexes V) et Vi que I'on numérote de fagon a ce
que det(go1) = 1 sur Vj et det(go1) = —1 sur V5. Quitte a changer la numérotation,
on peut supposer que si 'on passe de Uy a Uy en suivant l'orientation donnée sur
St alors on traverse Vj avant de sortir de Uy (voir Figure 1).

Notons 7 l'inclusion naturelle de Pin; (R) dans Pin;, ,;(R). On définit alors une
structure Pin™ sur M & (det(M))* en recollant Uy x Pin,!,;(R) & Uy x Pin,,_;(R)
par les fonctions de transition

H01:1 H10:H0_11:1 surVO
H()l = i(Gm)G HlO = Ho_ll = —i(GOl)e sur Vvl
On a utilisé ici le fait que i(Gp;) et e anticommutent car det(gp;) = —1 sur V;.

Si on change 'orientation de S', la structure obtenue change aussi. En effet,
si on avait la méme alors il existerait deux applications f; : U; — Pin}(R),
1= 0,1 telles que

1. 7(f;) = id € Oy (R), ot 7 : Pint 1 (R) = Opi1(R) est le revétement

double,

2. sur %7 .]2:0 = .flu
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U1 UO
Vo Vi Vo Vi
Uo Ul
H01 = H()l = i(G01)63 H(l)l = HlO =1 H(/J] = H10 - —i(G()l)(i

FIGURE 1. Structures Pin™ sur M & (det(M)*)

3. sur ‘/1, —’i(G01)6f0 = fﬂ(G(n)@.

Les deux premiéres conditions impliquent que fy = +1 = f; sur Vj. La troisiéme
condition est alors impossible a réaliser. Les deux structures obtenues sont bien
distinctes. ]

Fixons quelques notations avant de passer a la démonstration de la Proposition
5.2.
Notation 2. — Pout tout J € RJ(X,) et n € N, on note (Ej,, g, Op.in) =
(T8, ® Ky ®C", crs exsac Ors,s ® 0ky, s ®OET) et (Nyn, ¢Numy On,yn) = (Ks @
C", cxpact Oy ©® 58}) Ce sont deux fibrés holomorphes réels sur (X, cs) qui
rentrent dans la suite exacte

Sin:0— (TE,,des, 5TE,JE) — (EJjns CEIn, gE,J,n) — (Nyn, CN,Jns éN,J,n) — 0.

Démonstration de la Proposition 5.2. — Premier cas : rg(N) = 1. Fixons D=

l? — 172 un diviseur numéroté associé a E, ou Dt et D~ sont effectifs. En
reprenant les notations du Lemme 5.4, on effectue la transformation élémentaire
réelle négative en Dj de la suite S et la transformation élémentaire réelle négative
en D~ de la suite S pour obtenir deux suites exactes de fibrés vectoriels complexes
87D—+> et S 10D qui sont isomorphes. Nous avons aussi d’apres le Lemme 5.5
deux isomorphismes canoniques

Det(N) = ((t_52)* Det(N_—2)) ® det(N )

_ _ |D*
Det(@KZ,J) = Det(@

(*) KZ,J,—D-J> ®det((Kz)‘[TJ)-

On remarque maintenant que la partie réelle du fibré E;y = TY, @ Ky, est
naturellement orientée. D’apres le Lemme 5.4, la partie réelle du fibré E Jo0-D°
est naturellement munie d’orientations.

D’autre part, pour chaque choix d’orientation des composantes orientables de RE
et des fibres (RN), pour x € RY, dans le support de DT on obtient une orientation

de RE,D'L d’apres le Lemme 5.4. De plus, les composantes de RE,H (resp. de
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RE o _D—g) héritent d’une structure Pin® naturelle venant de la suite exacte S_[Tg

(resp. de SJ,O,—D_J)' Prenons alors un isomorphisme (F, f) entre S oy et SJ’()’_D—)
tel que F envoie les orientations choisies et les structures Pin®™ naturelles de
RE—F sur les orientations et structures Pin® naturelles de RE S0 D’apres le
Corollaire 3.1 et le Lemme 5.3 deux tels choix d’isomorphismes induisent la méme
correspondance entre les orientations de Det(NN_-2) et celles de Det((Kyx) -2).

En combinant avec les isomorphismes (x), on obtient un isomorphisme

Det(N) = Det (g, 7) ® det((Ky) 52) ® det(N 52).

|D*
De plus, d’apres le Lemme 4.3, nous avons un isomorphisme naturel
Det(Ox,,) = det(H*(Z,,R)_1).
Différents choix d’orientation des composantes orientables de RE et des fibres

(RN), pour z € RY, dans le support de D" donnent différents isomorphismes.
Grace au Lemme 5.4 et au Corollaire 3.1, on a donc un isomorphisme noté ¢z

Det(N) = det(H'(Z,,R)_1) @ det((Kx) =)

|D~
ke
® det(N 572) ® (QRN,,) @ X o((RE),).
i=1 w1 (RE)([RE,);)=0
On remarque enfin que choisir une orientation sur det( (X’ g)l 52) @det(V, Dt_p? )
—DTrsy
deg(E)—k_
revient a choisir une orientation de (ch)% et choisir une orientation de

det(]\ﬁﬁmq) ® (®'=, RN,,) revient & choisir une orientation de R, rE)- Or ces

deux fibrés héritent d'une orientation venant de la numérotation de B L’isomor-
phisme ¢5 obtenu donne donc un isomorphisme
Det(N) = det(H'(%,,R) ;) ® X o((RE),).
w1 (RE)([RX]i)=0
D’apres le Lemme 5.5, cet isomorphisme ne dépend pas du choix des suites

S petS 0D fait apres les tranformations élémentaires.

Si maintenant Bt est une famille continue de diviseurs numérotés et associés a
E on obtient en répétant le procédé ci-dessus une famille continue d’isomorphismes
qut. De plus, si D et D' sont deux numérotations du méme diviseur, on voit
grace au Lemme 5.5 qu’ils induisent les mémes isomorphismes si et seulement si
leurs numérotations induisent les mémes orientations de (HCE)W ® Ry, (rE)-

On obtient donc I'isomorphisme ¢g voulu. Le caractére canonique de ¢g découle
du Corollaire 3.1 et du Lemme 5.3.

Pour établir que I'isomorphisme est équivariant pour I'action d'un ¢ € RDif f*(%,),
on peut reprendre la démonstration en faisant les t%sformations parallégment
pour S en D7 et ¢*S en go*Dj, et pour S;p en —D~ et Sy-50 en —p*D~. On
conclut alors en utilisant les Lemmes 3.15 et 3.16 et la Proposition 4.3.

Deuxiéme cas : rg(N) = n > 2. Posons M = N @ Ky ® (det(N))* et
G =FE® Ky ® (det(N)*). Le fibré M est donc de degré 2g — 2 et nous avons une
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suite exacte
S:0— (TY,,des) — (G, cq) — (M, cpr) — 0,

qui est isomorphe a la suite S;,,. De plus, comme det(G) = det(E)®(det(E))* = C,
la partie réelle de GG est naturellement munie d’orientations. Notons que le fibré
RE}j, admet des orientations et des structure Pin™ naturelles. Pour chaque choix
de structures Pin* sur la partie réelle de GG, on prend un isomorphisme (F, f)
entre S et Sy, tel qu'il envoie les orientations naturelles de RG et le choix de
structure Pin® sur les orientations et structures Pin® naturelles de REj,,. D’apres
le Théoreme 2.1, le Corollaire 3.1 et le Lemme 5.3 deux tels choix d’isomorphismes
induisent la méme correspondance entre les orientations de Det(M) et Det(N,,).
D’apres les Lemmes 4.2, 4.3 et 5.6, on a donc deux isomorphismes canoniques

(%) Det(M) = det(H'(2,,R)_,)""' @ (H,, )" ® (%) Pin™((RE);)
et
() Det(M) = det(H'(%,,R)_1)""' ® (%) Pin~ ((RE);).

D’autre part, la dualité de Serre et la C-linéarité des opérateurs considérés nous
donnent un isomorphisme Det(Ky @ (det(N))*) = Det(det(N)). Donc d’apres le
cas du rang un traité plus haut appliqué a la suite exacte

0— (ng, dCZ) — (ng &P det(N), CTEgEBdet(N)) — (det(N), Cdet(N)) — 0

on a un isomorphisme canonique

deg(E)—k_

(x % %) Det(Ky ® (det(N))*) = det(Hl(Eg,R),l) ® (Hey) ™ 2

® Ry, (rE) ® X o((RE);).
w1 (RE)([R%]:)=0

Maintenant, pour chaque dy € RC(N), on a un opérateur 5KE®(det(N))* €
RC(Kx®(det(N))*) donné par la dualité de Serre. Ceci nous donne une application
RC(N) — RC(Kyx ® (det(N))*) x RC(M) et nous permet donc de restreindre
les fibrés Det(Kyx ® (det(N))*) et Det(M) a RC(N). Nous avons de plus un
isomorphisme canonique

Det(N) = Det(M)|Rc(N) & Det(Kg X (det(N))*)URc(N).

En combinant ce dernier avec les isomorphismes (x), (%) et (x * ), on obtient les
isomorphismes ¢3¢ voulus. ]

5.3.2. Le cas Spin. —

Proposition 5.3. — Soit Jy, € RJ(E,) et

S:0— (T%,,des) = (E,cg) = (N,en) = 0
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une suite exacte de fibrés vectoriels complexes. Supposons que le fibré RE est
orientable. Fixons une structure Spin réelle & sur E de premiére classe de Stiefel-
Whitney w € H'(RX,,Z/27Z). Si N est de rang un il existe un isomorphisme
canonique

pse: Det(N) — det(H'(Z,,R) 1) ® ® H'(RY,);, R) @ (O)' 77,

w([RE,i)=1
ot O¢ est le fibré en droites réelles associé au Z/2Z-fibré principal trivial sur
Det(N) de fibre composée des deuz semi-orientations de RE induites par €.
Si N est de rang au moins deux, il existe un isomorphisme canonique

9% Det(N) — det(H'(Z,,R)_)* M e & H'(RE),R)

w([Rg]:)=1
k
® @) Pin*((RE);) ® (O¢)' ™.
i=1
De plus, tous ces isomorphismes sont équivariants pour Uaction de RDif f(¥,).

La démonstration de la Proposition 5.3 suit le méme schéma que celle de la
Proposition 5.2. On commence par traiter le cas ou N est de rang un a l'aide de
transformations élémentaire et des Lemmes 5.7 et 5.8.

Lemme 5.7. — Soit Jy € RJ(X,) et
S:0— (ng,ng,éTg,JE) — (E,CE,éE) — (N, CN,éN) —0

une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes réels, ou N est de rang un.
Supposons fizée une structure Spin réelle & sur E de premiere classe de Stiefel-
Whitney w € H' (R, Z/2Z). Prenons un point x; sur chaque composante (RY,);
de la partie réelle de ¥, sur laquelle w est non nulle et firons D = Z 2x;42l(2+72)

un diviseur effectif avec [ > 0.
Soit S 7 une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes réels associée a

la tranformation élémentaire réelle négative en B de la suite S. Alors E_5
est naturellement muni d’une structure Spin réelle § & de premiére classe de
Stiefel-Whitney nulle. De plus, le choiz d’une orientation sur RE associée a
la semi-orientation fizée par & induit naturellement une orientation sur RE
associée a la semi-orientation fizée par § 5.

Démonstration. — La structure Spin réelle £ est donnée par une racine carrée
Le¢ du fibré en droites holomorphe (det(E), Oget(r))- Le fibré en droites (L¢) 5 =
2

Le @ O(—2) est alors une racine carrée de (det(E_3), 5]5,—3) et donne donc une
structure Spin réelle sur £ 5 de premicre classe de Stiefel-Whitney nulle.

Pour les orientations, fixons un isomorphisme o : L7 — (det(E), Jg) et une
structure réelle sur L¢ rendant o réel. On a alors choisi une des orientations
associée a la semi-orientation donnée par L¢. En effet, en prenant le carré d’une
section méromorphe réel s¢ de L¢, on obtient alors une section méromorphe sg
de (det(E),0g) dont les zéros et les poles sont d’ordres pairs, ce qui induit des
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orientations sur RE. D’autre part, le fibré (L¢) 3 hérite d’une structure réelle
venant de celle de L¢. Puis, I'isomorphisme o induit un isomorphisme a4 donné
par

0 = (L)’y —  (Le)?

a gl Ja

0 — det(E 5) — det(E).
On obtient donc une orientation sur RE % qui est associée a la semi-orientation
de & 3. O

Lemme 5.8 — En reprenant les notations du Lemme 5.7, st S 3 et S/—B sont
deux suites exactes de fibrés vectoriels holomorphes réels associées a la tranforma-
tion élémentaire réelle négative en D de la suite S, alors il existe un isomorphisme

(F, f) entre S_3 et S" 5 tel que
(i) le diagramme suivant commute

Det(N) Det(N)
| i

((¢_52)" Det(N_52)) @ det(N 52) — ((t’ )" Det(N'

- - -D -p¥ |DF

))  det(N —),

(ii) F envoie § 5 sur fLB, et étant donnée une orientation sur RE associée a
§, F' préserve les orientations induites sur RE 5 et RE’_B.

Démonstration. — Le démonstration est la méme que celle du Lemme 5.5. [

Démonstration de la Proposition 5.3. — Premier cas : rg(N) = 1. La démons-
tration dans ce cas est presque identique a celle de la Proposition 5.2. Nous
nous contentons d’en donner le schéma. Nous fixons un point x; sur chaque

composante de R, sur laquelle w est non nulle et prenons un diviseur =

’ deg(E) — 21 — —
> 2xi+2eg(4)(z+z) = Dj—D’7 ou Dj et D~ sont effectifs. On effectue la
i=1

transformation élémentaire réelle négative en Dj (resp. en D ) de S (resp. de Syp).
On remarque de plus que E ;o admet une structure Spin naturelle § correspondant
a la racine carrée triviale de (det(Ep), Cde(zy,), 5det(EJ’0)) = (C, cony, 5Q7J2), et
que sa partie réelle hérite d'une orientation compatible avec &. En utilisant les
Lemmes 5.3 et 5.7 et le Corollaire 3.1, on parvient alors a relier les deux suites
exactes obtenues apres les transformations élémentaires. On obtient alors de la
méme fagon que dans la Proposition 5.2, grace au Lemme 4.3 un isomorphisme
canonique Qs ¢
Det(N) =det(H'(Z,,R)_1))® &  H'(RZ);,R)® (0)' .
w([RE]i)=1

Deuxiéme cas : rg(N) = n > 2. Le raisonnement est & nouveau identique &
celui de la Proposition 5.2. En reprenant les notations adoptées dans la démonstra-
tion de la Proposition 5.2, il nous suffit de remarquer que G = E @ Ky ® (det(NV))*
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est naturellement muni d’une structure Spin et que RG est naturellement orienté
de fagon compatible avec celle-ci. On obtient alors grace au Lemme 5.3 et au
Corollaire 3.1 un isomorphisme canonique

Det(M) = det(H'(Z,,R) ;)" ® é Pin*((RE),).

On conclut de la méme fagon que dans la démonstration de la Proposition 5.2. [

5.4. Démonstration des Théorémes 5.1 et 5.2

Avant de démontrer les Théoremes 5.1 et 5.2, rappelons la Proposition suivante
qui est démontrée dans [30].

oq ’ d
Proposition 5.4. — L’ensemble des courbes [u,Js, J, z] € R;MG, (X) pour
lesquelles u n’est pas une immersion est une sous-variété immergée de codimension

n—1 dans R, MY (X). O

Comme nous supposons que X est de dimension 2n au moins 6, nous avons
n—1 > 2 et nous pouvons donc nous restreindre a considérer des courbes immergées
’ . s . 1es 2 d
pour étudier orientabilité de R, Mg, (X, J).

Démonstration des Théoréemes 5.1 et 5.2. — Les démonstrations pour les deux
Théoremes sont identiques. Traitons par exemple le cas Spin. D’apres la Proposi-
tion 5.4, il nous suffit de considérer les différents fibrés en droites réelles seulement
au-dessus des courbes immergées. Considérons donc (u, Jx, J, 2, §) € R, PSP (X)
une courbe immergée. Prenons un chemin continu d’opérateurs de Cauchy-Riemann
généralisés sur N, joignant D, a un opérateur C-linéaire. D’aprés la Proposition
5.3, ce chemin induit un isomorphisme canonique

Det(N), = det(H'(Z4, R)-1); " @ (H, (RS, R)), ® (OF™),7% @ By

De plus, celui-ci est équivariant pour l'action de RDif f*(X,). Enfin, comme
I’espace des opérateurs de Cauchy-Riemann généralisés sur N, est affine, I'isomor-
phisme obtenu ne dépend pas du chemin choisi. On obtient ainsi 'isomorphisme
canonique voulu. O]

En guise de remarque finale, nous démontrons la Proposition 5.5 qui découle
directement des Théoremes 5.1 et 5.2 mais dont la démonstration donnée ici nous
permet de relier plus directement les résultats du §4 avec les espaces de modules.

Proposition 5.5. — La premicre classe de Stiefel-Whitney du fibré Det sur
RiP M (X) est égale d celles des deux fibrés

c1(X)d—k_

det(HY(Z,,R) )" '@ H 2  ®R,®P ®O0x
et

e (X)d+k_

det(H'(S,,R) )" '@ H 2  ®R,®P"®Ox.
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Soit d € Ho(X,Z) tel que c1(X)d est pair. La premiére classe de Stiefel-Whitney
du fibré Det sur R MEoP(X) est égale d celle du fibré

det(H'(Zg, R)-1)" " ® H,(REy,R) ® (OF™)' 77 @ P~

Démonstration de la Proposition 5.5. — Faisons la démonstration dans le cas sé-
parant, 'autre se traitant de la méme maniere. Fixons (u, Jy, J,z) € R¥*PZ(X)
une courbe immergée. Prenons un élément ¢ € RDif f(3,, wi(RN,)) tel que
o.(u, Jx, J, z) et (u, Js, J, z) sont dans la méme composante connexe de R¥*P4 (X)),
Joignons les par un chemin continu (u¢, (Jx), Ji, 2¢)tefo)- Prenons des triviali-
sations (F})ico,1) et (fi)ieo, des familles de fibrés vectoriels (Ey,,cg,, )iclo,1) €t
(Nu,, en,, )icfo) telles que le diagramme

E,——= N, 0
o
E Ut ik N Ut O

commute. On obtient alors un isomorphisme (Fi, f1) entre la suite
0—Tx, 2% B, 5 N, — 0.
et la suite
0= Ty “52 (071 (Ba) 5 (¢7)"(Na) = 0
Soulignons que dans ces deux suites, 7%, est muni de la structure complexe

(¢™1)*Js. Nous avons donc deux isomorphismes (o~ !)* o F; € RAut(E,) et
(e™H* o f1 € RAut(N,) tels que le diagramme

Flodu

0 TY, E,—/=N 0
idwl i(wl)*oFli (™ H*of1
0 P> E, N 0

9 qu T

commute. Cette fois, 7>, est muni de la structure Jy;, dans la deuxieme suite. Il
nous suffit maintenant d’évaluer I’action de automorphisme (p=1)* o f; sur les
orientations de Det(N,,) et de la comparer avec I'action de ((¢™1)*o Fy, (o~ 1)* o f1)
sur les orientations de

c1(X)d+k_
(%) det(H'(Zg,R)_1)l " @ Hu 2 ® (Ry)u ® B @ (Ox)u
et
c1(X)d—k_
(s5) det(H' (S, R)_1)1 " @ He @ (Ry)u @B, ® (Ox)u.

D’apres le Lemme 5.3, le signe de laction de (¢~')* o fi sur les orientations
de Det(N,) est donné par le produit de det((p~1)*) et du signe de I’action de
® = (¢~ 1)* o F} sur les orientations de Det(E,). On est donc ramené & vérifier
que ce dernier signe coincide avec le signe de 'action de ® sur les orientations de
(%) et (x*) multiplié par det((¢~')*). Nous utilisons pour cela le Corollaire 4.3.
Remarquons tout d’abord qu’il suffit de le vérifier dans un des deux cas car
le Lemme 4.1 nous permet alors de conclure. Prenons par exemple le cas (x) et
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détaillons chacun des termes apparaissant dans le Corollaire 4.3. Tout d’abord, on
retrouve dans le signe op(p™!) le signe de 'action de @ sur det(H'(X,,R)_;)"'®

c1(X)d+k_

H., * & (R,), multiplié par det((¢~')*). Puis, les signes e(®,+) et e(P,)
coincident respectivement avec l'action de ® sur B/ et sur (Ox),. On retrouve
bien tous les derniers termes du signe donné dans le Corollaire 4.3, ce qui conclut
la démonstration de la Proposition 5.5. O]
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