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Introduction générale

Les métamatériaux électromagnétiques sont des matériaux composites artificiels dont la structure
interne, d’échelle typique bien en-dessous de la longueur d’onde incidente, interagit avec les ondes de
sorte a engendrer des réponses inhabituelles, extrémes, voire inconnues dans les matériaux naturels (mag-
nétisme artificiel, valeurs extrémes de la permittivité électrique, indice nul,etc.). Les années récentes ont
vu un engouement particulicrement fort pour le domaine des métamatériaux, a la fois pour les nou-
velles questions fondamentales qui ont été soulevées, mais également dans la perspective de mettre
au point des applications potentiellement révolutionnaires (super-résolution, camouflages électromag-
nétique, technologie des antennes,etc).

Nombre de schémas de métamatériaux comprennent une collection d’éléments résonants de taille
tres inférieure a la longueur d’onde; les propriétés intéressantes émergent alors au voisinage de ces
résonances. Afin de contrdler les résonances dans le matériau, les résonateurs doivent étre fabriqués
avec un certain degré de précision et organisés dans la structure. Les méthodes de fabrication peuvent
&tre soit « descendantes » (top-down), soit « ascendantes » (bottom-up). La fabrication de métamatériaux
tridimensionnels, en particulier, est difficile avec les méthodes descendantes. Dans le cadre de projets de
recherche en cours a Bordeaux (projet SAMM du GIS - Advanced Materials in Aquitaine) et avec des
partenaires européens, notre travail de these s’est focalisé sur I’étude théorique de structures qui puissent
étre fabriquées par la voie, montante de la chimie et de 1’auto-assemblage.

Plus précisément, nous nous sommes intéressés aux métamatériaux formés par assemblage de partic-
ules diélectriques résonantes opérant a des fréquences de travail dans la gamme térahertz, gamme pour
laquelle existe un intérét fort en termes de dispositifs de controle des ondes. La problématique principale
de nos travaux a été de comprendre s’il était possible de transposer avec succes des schémas proposés
précédemment dans la littérature pour la gamme gigahertz ; en raison des fortes modifications des pro-
priétés des matériaux en allant vers le térahertz, en particulier la diminution de leur permittivité, cette
transposition ne se limite pas a un simple changement d’échelle des résonateurs — il est nécessaire de
revisiter et ré-étudier les structures proposées.

Dans le premier chapitre de mémoire, nous introduisons le domaine des métamatériaux électromag-
nétiques et quelques-unes de leurs applications ; puis nous ferons des rappels d’électromagnétisme en
soulignant les points qui peuvent devenir délicats dans le cas des métamatériaux, notamment ceux a
indice négatif.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation des différentes outils théoriques et analytiques
utilisées pour la modélisation des milieux composites : théorie de Mie de diffusion de la lumiere par
une sphere, théorie du milieu effectif de Maxwell Garnett, et simulation numérique par éléments finis,
méthode numérique que nous avons largement utilisée au cours de notre doctorat.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons nos travaux sur des assemblages de spheres diélectriques
résonantes, et la possibilité d’obtenir des effets de magnétisme artificiel dans le térahertz. Nous com-

11



12 Introduction générale

mencerons par lister les matériaux constitutifs des particules résonantes remplissant les conditions suff-
isantes pour engendrer du magnétisme artificiel. Nous étudierons les propriétés de ces assemblages a
travers la théorie de Maxwell Garnett, afin de présenter un « cahier des charges » (concentration, taille)
aux chimistes intéressés par la réalisation de telles structures. Nous procédons ensuite a des simulations
numériques permettant de vérifier les résultats analytiques, enfin, nous comparerons nos résultats avec
une analyse modale des structures établie dans le cadre de I’approximation du dipdle unique.

Dans le quatrieme chapitre, nous étudions a travers un modele de Maxwell-Garnett généralisé I’influ-
ence de la polydispersité en taille des particules sur les propriétés décrites dans le chapitre précédent, en
cherchant a évaluer quelle peut étre la marge de tolérance dans la qualité de la fabrication des résonateurs,
afin par exemple de garder les effets de perméabilité magnétique. Nous chercherons également a com-
prendre dans quels cas la polydispersité est néfaste et dans quels cas elle pourrait étre éventuellement
tournée a notre avantage.

Enfin, la derniere partie de notre travail est consacrée a I’étude de métamatériaux a indice négatif,
dans la gamme térahertz, obtenus en tant qu’assemblages denses et bidisperses de spheres (deux tailles).
Nous calculons les propriétés attendues selon le modele de Maxwell Garnett, puis les confronterons avec
les résultats issus des simulations numériques. Nous procédons finalement a une analyse fine en termes
de modes Bloch de la structure périodique et en extrayons les valeurs de 1’indice correspondantes.



Chapitre I

Introduction

Que sont les métamatériaux ? Du point de vue sémantique, le préfixe "méta" signifie "au-dela de"
en grec; le terme métamatériau désigne donc une classe de matériau dont les propriétés vont d’une
certaine maniere au-dela de celles des matériaux classiques. Plus précisément, on entend par cela des
milieux dont la structure interne interagit avec une onde incidente (acoustique ou électromagnétique)
de sorte a créer des propriétés macroscopiques dites "effectives" inhabituelles, voire inobservées dans
les matériaux naturels. Dans le cas des métamatériaux électromagnétiques, qui nous a occupé dans le
cadre de nos travaux de these, les parametres électromagnétiques fondamentaux décrivant I’interaction
onde-matiere sont la permittivité électrique et la perméabilité magnétique ; les métamatériaux permettent
par exemple d’atteindre, selon les structures proposées et les gammes de fréquence visées, des valeurs
"extrémes" de la permittivité, soit inhabituellement grandes, soit au contraire proches de zéro. De méme,
certaines structures permettent d’obtenir des valeurs non-triviales de la perméabilité effective dans les
gammes fréquentielles ou elle est est naturellement égale a I’unité, donnant naissance a un magnétisme
artificiel.

Si on peut retracer dans I’histoire scientifique du XX°® siecle plusieurs occurrences de métamatériaux
"précurseurs” dans différentes branches de 1’électromagnétisme et de la radio-ingénierie [1], I’essor réel
de ces derniers en tant que domaine a part entiere, avec une dynamique d’ensemble et construite sur
des concepts communs date du début des années 2000. Environ dix ans plus tard, on peut dénombrer
une réelle communauté des métamatériaux, comptant parmi ses rangs aussi bien physiciens, chimistes
qu’ingénieurs en télécommunications.

Dans ce chapitre introductif, nous dressons un rapide état de I’art des travaux sur les métamatéri-
aux, notamment les métamatériaux formés de particules diélectriques. Nous rappellerons les événements
scientifiques qui ont conduit a la naissance de cette branche de 1’électromagnétisme et établirons une
liste succincte d’applications potentielles. Puis nous rappellerons quelques notions classiques sur I’élec-
tromagnétisme et la lumiere, ainsi que sur 1’électromagnétisme dans les milieux [2, 3], qui seront utiles
pour la lecture de ce mémoire.

D’un point de vue historique, les premieres idées sur la nature de la lumiere ont été développées
dans I’antiquité par les philosophes et mathématiciens grecs qui établirent a cette époque les lois de la
réflexion. Il fallut ensuite attendre le début du XVII® siecle pour que de nouvelles avancées fassent leur
apparition. Snell (1580-1626) énonga en 1621 les lois de la réfraction, mais sans les publier, et elles ne
furent diffusées que grace a Descartes (1596-1650).

Peu apres, les premiers effets d’interférences observés et connus aujourd’hui sous le nom d’anneaux
de Newton furent découverts de maniere indépendante par Boyle (1627-1691) et Hooke (1635-1703). Ce
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dernier fut également le premier a considérer la lumiere comme une vibration se propageant a vitesse
infinie ou extrémement grande. Il fallut attendre 1675 pour que Romer (1644-1710) prouve, en observant
les éclipses des satellites de Jupiter, que la vitesse de propagation de la lumiere était en fait finie. La
théorie ondulatoire de Hooke fut grandement améliorée par Huygens (1629-1695) qui put ainsi retrouver
les lois de la réflexion et de la réfraction. Cependant, a la méme époque, Newton (1642-1727) découvrit
que la lumiere blanche pouvait étre décomposée en plusieurs couleurs par un prisme et refusa la théorie
ondulatoire de la lumiere au profit d’une théorie corpusculaire. La théorie ondulatoire de Hooke et Huy-
gens fut ainsi ignorée pendant pres d’un sieécle en raison de la grande autorité scientifique dont jouissait
Newton a cette époque.
La théorie ondulatoire de la lumiere revint au premier plan lorsque Young (1773-1829) découvrit et
étudia, en 1801, les phénomenes d’interférences de la lumicre a travers des fentes, et surtout, grace a
Fresnel (1788-1827), qui, synthétisant les travaux de Huygens et de Young, put expliquer aussi bien la
propagation rectiligne de la lumiere que les phénomenes de diffraction. Fresnel déduit aussi les lois des
coefficients de réflexion et transmission a I'interface entre deux milieux.
Cependant, I’avancée la plus importante en ce qui concerne notre compréhension de la lumiere fut I’ ceu-
vre de James Clerk Maxwell (1831-1879). En faisant la syntheése des travaux en électricité et en mag-
nétisme, notamment ceux de Faraday (1791-1867), il comprit que la lumiere, I’électricité et le mag-
nétisme étaient des phénomenes liés et que la vitesse de propagation de la lumiere pouvait étre calculée
a partir de considération électriques et magnétiques. Il établit ainsi (ce qui fut confirmé expérimentale-
ment par Hertz (1857-1894)) que la lumiere visible est en réalité un rayonnement électromagnétique (un
champ électrique et magnétique oscillant de pair) qui n’occupe qu’une faible part du spectre électromag-
nétique.
Cette onde électromagnétique est caractérisée par sa fréquence de vibration v, ou encore sa période tem-
porelle T = 1/v. Dans le vide, la longueur d’onde de la vibration A est reliée a sa fréquence par la vitesse
de la lumiere c. c

A=cT = v

Suivant la fréquence, les ondes électromagnétiques prennent différentes appellations comme on peut
le voir sur la FIGURE L.1. La lumiere visible ne correspond qu’a une toute petite partie du spectre élec-
tromagnétique avec des longueurs d’onde comprises entre 400 et 745 nm.

~km 30cm 1 mm 100pm 10 nm 5 pm Longueur d'onde A,
l

>
>

Ondes radio | Micro-ondes | Terahertz | Infrarouge IUItra Violet | Rayons X | Rayons Y

~ kHz 1GHz ~ 300GHz 3THz 30PHz 30 EHz Fréquence v

745 nm 400 nm

405 THz 750 THz

Lumiére visible

FIGURE 1.1 — Spectre électomagnétique

Les équations de Maxwell furent une révolution et permirent le développement de nombreuses ap-
plications encore inimaginables il y a plus d’un siécle. Ces équations sont toujours utilisées de manicre
intensive aussi bien dans 1’industrie qu’au niveau fondamental.
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C’est en considérant certaines solutions inexplorées de ces équations que les métamatériaux sont nés.
Nous reviendrons, dans la suite, plus en détails sur leur naissance, et nous nous intéressons maintenant a
la définition précise, la plus générale, que 1’on puisse trouver sur les métamatériaux.

Comme nous I’avons déja mentionné plus haut, et comme nous le reverrons en détail dans la seconde par-
tie de ce chapitre, les propriétés électromagnétiques des matériaux naturels "simples" sont représentées
par deux grandeurs de premicre importance, intervenant dans les équations de Maxwell : la permittivité
électrique € et la perméabilité magnétique u. Ces grandeurs, qui en général dépendent de la fréquence v,
décrivent la réponse du matériau a une excitation électrique et magnétique, respectivement.

On peut alors chercher a représenter I’ensemble des matériaux dans un plan contenant toutes les
valeurs (réelles) possibles de u et € (voir la FIGURE 1.2). Pour des fréquences v supérieures a quelques
dizaines de gigahertz, les matériaux naturels ont une perméabilité u trés proche de 1, se rangeant sur
autour de la ligne u = 1. On appelle diélectriques ceux de ces matériaux qui possedent une permittivité €
positive et métaux ceux qui ont une permittivité négative (en-dessous d’une certaine fréquence plasma).
En examinant cette figure, il apparait clairement que les matériaux naturels ne représentent qu’une petite
partie des valeurs possibles de € et u. Les métamatériaux ont ainsi pour ambition, du moins dans le
principe, d’explorer les propriétés des matériaux occupant le reste du plan (€, u).

7
1 Matériau a Matériau a ¥ haute
indice perméabilité
proche de 0
métaux 1% diélectriques
Matériaux
classiques 0
Matériau a Matériau a
indice permeéabilité
négatif négative

FIGURE 1.2 — Représentation schématique des matériaux classiques et des métamatériaux pour des
fréquences v allant au dela de quelques dizaines de gigahertz dans le plan (€, u). Les matériaux classiques
(métaux et diélectriques) ont une perméabilité proche de 1 pour ces fréquences. Le reste des possibilités
correspond potentiellement aux métamatériaux.

De manicre générale, ces propriétés sont atteintes en utilisant des résonateurs de tailles typiques d
tres inférieures a la longueur d’onde de fonctionnement (d < Ay/10).
Nous avons aussi mentionné sur la FIGURE 1.2, les types de métamatériaux les plus importants : les mé-
tamatériaux a haute perméabilité, perméabilité négative, et enfin a indice négatif et proche de zéro.
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I.1 Contexte et motivation de la these

I.1.1 Métamatériaux : les travaux fondateurs

Nous retragons ici, dans ses grandes lignes, 1’histoire de 1a naissance et du développement du domaine
des métamatériaux ; cette présentation suit celle de [1].

I.1.1-a Les travaux de Veselago

Tout commencga en 1964 quand V. Veselago se demanda, d’un point vue conceptuel, quelles pro-

priétés auraient un matériau dont la permittivité et la perméabilité seraient négatives dans la méme gamme
de fréquence [4]. En appliquant les équations de Maxwell pour une onde électromagnétique plane dans
un tel milieu, Veselago remarque que le triedre formé par le vecteur d’onde, le champ électrique et le
champs magnétique est indirect, tandis que dans le cas classique, ce méme triedre est connu pour étre di-
rect. Par ailleurs, Veselago observe que, dans le méme temps, le triedre formé par le vecteur de Poynting,
le champ électrique et le champ magnétique reste en revanche direct, ce qui signifie que pour ces milieux,
le vecteur d’onde et le vecteur de Poynting pointent dans des directions opposées — situation inédite a
priori. L’ orientation du vecteur d’onde donnant le sens de propagation de la phase et I’orientation du
vecteur de Poynting celui de la propagation de 1’énergie (cf. 1.2), Veselago conclut que dans ce type de
matériau la phase et 1’énergie se propagent dans des directions opposées.
A partir des lois de la réfraction de Snell et des relations de passages entre deux milieux, il montre égale-
ment que I’indice d’un tel milieu est négatif, dans le sens ou, lors du passage d’un milieu d’indice positif
a négatif (ou inversement), tout rayon est réfracté du méme coté de la normale au plan d’incidence (dans
un dioptre classique, le rayon "traverse" la normale a la réfraction).

Cependant, comme le souligne Veselago dans la partie finale de sa publication théorique, I’absence
de matériaux a perméabilité négative rendait, a cette époque, impossible la démonstration expérimentale
de ses résultats et le sujet resta lettre morte pour de longues années.

LI.1.1-b  Confirmation expérimentale

Pour que le sujet se lance réellement, il fallut attendre la fin des années 1990, avec J. Pendry et son

équipe qui réalisent des travaux sur les réseaux de fils métalliques (“wire medium” en anglais) [5, 6] et
sur les résonateurs en forme d’anneaux coupés (split-ring resonators ou SRR) [7]. Ces deux types de
milieux sont constitués de résonateurs dont les tailles caractéristiques sont trés inférieures a la longueur
d’onde incidente, et permettent respectivement d’obtenir une permittivité et une perméabilité négative,
dans la gamme micro-onde.
Des lors, tous les outils sont réunis pour la vérification expérimentale des travaux de Veselago, et ce
fut le groupe de D. Smith qui fabriqua en 2001 le premier matériau a perméabilité et permittivité néga-
tive simultanées dans la gamme micro-onde (voir FIGURE 1.3). Ces chercheurs montrérent que pour un
matériau dont un seul des parametres est négatif, les ondes ne peuvent se propager (comme attendu) mais
que la propagation est bien restaurée dans un milieu ol les deux parametres sont négatifs (comme 1’avait
prédit Veselago)[9]. Dans une seconde publication [8], ils confirmeérent ensuite grace a un montage met-
tant en jeu un métamatériau taillé en forme de prisme, que 1’on a bien un indice de réfraction négatif avec
ce type de matériau.
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FIGURE 1.3 — Le premier métamatériau (bidimensionnel) a indice négatif dans la gamme micro-onde. Il
est constitué de SRRs et de fils en cuivre déposés sur un substrat de fibre de verre. La cellule unitaire a
une taille de 5 mm et le métamatériau est concu pour fonctionner dans une gamme de longueurs d’onde
autour de 3cm [8].

L1.1-c Possibilité d’imagerie parfaite

L’existence, des lors prouvée, de matériaux a indice négatif était certes chose sensationnelle, mais
sans applications potentielles. On peut supposer que le sujet aurait sans doute été condamné a un oubli
progressif sans la publication de J. Pendry intitulée « negative refraction make a perfect lens » parue
en 2000 [10]. Pendry poussa un peu plus loin les travaux de Veselago, en examinant la cette fois la
transmission et la réflexion d’une lame a face parallele d’indice n = —1. Il montra que ce type de structure
focalise non seulement le champ lointain (comme une lentille classique), mais aussi la partie évanescente
du champ (c.f. FIGURE 1.4). Une lentille de cette sorte, que Pendry nomme « super-lentille », offre donc
des possibilités d’imagerie parfaite, permettant potentiellement de franchir la limite de diffraction des
lentilles usuelles.

Notons, cependant, que la limite de diffraction n’était déja plus une limite infranchissable puisque les
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FIGURE 1.4 — Schéma issu de [11], illustrant le principe d’une superlentille . Le champ lointain (A) ainsi
que le champ évanescent (B) issues de 1’objet sont focalisés au méme point image, donnant ainsi, dans le
principe, une image de résolution idéale.

techniques d’imagerie du champ proche (SNOM) existaient déja. Cependant, la découverte de Pendry
permettait d’imaginer faire une image, de maniere quasi instantanée et dans sa totalité, d’un échantillon,
sans avoir besoin de le scanner point par point (processus pouvant demander un certain temps) comme
on le faisait avec un SNOM. De ce fait, cette brillante idée, qui fit grand bruit et suscita de vifs débats,
agit vraiment comme point de départ de la branche des métamatériaux.
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1.1.2 Développement du domaine

A partir de la découverte de Pendry, de nombreuses équipes de recherches s’intéressérent a la physique

des milieux électromagnétiques complexes et & ses applications pour I’'imagerie et les télécommunica-
tions. Le champ des métamatériaux s’élargit alors grandement, de nouvelles applications apparurent (la
plus spectaculaire étant certainement "I’invisibilité", ou « cloaking » en anglais) et des vérifications ex-
périmentales furent réalisées dans chaque partie du spectre électromagnétique.
Le but de ce paragraphe n’est pas de faire une liste exhaustive de tout ce que I’on peut rencontrer sous
le terme de métamatériaux, dont une grande partie est par exemple présentée dans [12]. Nous présentons
plutdt trois exemples-phares d’applications les plus importantes — méme si elles restent pour certaines
lointaines.

I.1.2-a Miniaturisation d’antennes et de circuits

C’est certainement I’application la plus concréte des métamatériaux, puisqu’il existe par exemple
déja des téléphones portables a antennes métamatérielles (par exemple le LG Chocolate BL40, commer-
cialisé en 2009). Les résonateurs électriques et magnétiques développés dans la gamme gigahertz ont été
beaucoup étudiés et adaptés pour des applications en télécommunications, et les techniques de fabrica-
tion dans ces gammes de fréquence sont aisées. Ainsi, les progres récents, réalisés notamment en matiere
d’accordabilité et de magnétisme artificiel, permettent d’améliorer les caractéristiques des antennes (en
termes notamment de miniaturisation et d’amélioration de leur directivité).

L.1.2-b  Super résolution

Les super-lentilles sont des systemes treés prometteurs qui pourraient permettre d’améliorer fortement
certaines techniques d’imagerie, en exploitant non seulement le champ lointain mais aussi ses parties
évanescentes. Cependant, dans la situation canonique, ces lentilles nécessiteraient un indice n = —1 avec
un niveau faible de pertes, ce qui en fait des dispositifs trés complexe a fabriquer. J. Pendry , dans son
article [10], proposa une maniére plus simple d’obtenir une image sub-longueur d’onde en utilisant des
lentilles métalliques dans la limite électrostatique. Ce type de lentille, bien que ne possédant pas d’indice
négatif, permet la résolution sub-longueur d’onde ainsi que cela fut démontré expérimentalement en 2005
par Fang [13].

Devant la difficulté pour réaliser des super-lentilles, les équipes de chercheurs développerent d’autres
systemes exploitant les propriétés des métamatériaux pour obtenir une résolution sub-longueur d’onde.
Parmi ces nouveaux dispositifs, on peut citer les réseaux de fils [14, 15] fonctionnant en régime dit de
canalisation, les réseaux de nanoparticules [16] et, les hyper-lentilles utilisant des structures de forme
sphériques et anisotropes [17, 18, 19].

Les cristaux photoniques, bien que n’étant pas a proprement parler des métamatériaux (car les distances
entre éléments constitutifs sont de 1’ordre de la longueur d’onde), peuvent aussi amener a des effets de
réfraction négative et de super résolution, comme cela a été démontré dans [20, 21].

L.1.2-c Camouflage électromagnétique (cloaking)

Cette application, bien que relevant quasiment de la science-fiction, a particulierement capté 1’atten-
tion du grand public sur les métamatériaux. L’idée est (a nouveau) née d’une publication de J. Pendry
en 2006 [22] concernant le contrdle des champs électromagnétiques, et a été vérifié expérimentalement
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dans la gamme micro-ondes dans [23]. Elle est basée sur les transformations géométriques de la relativité
générale permettant de contrdler en chaque point de I’espace le parcours des ondes électromagnétiques,
faisant apparaitre des potentialités lointaines telles que la cape d’invisibilité d’Harry Potter (“invisible
cloak” en anglais qui a donné son nom a I’application sus-nommée). Le guidage du trajet des rayons
lumineux se fait grace au contrdle des propriétés électromagnétiques du matériau (€, u) a 1’échelle locale.
Ce type d’application ne nécessite pas une permittivité et perméabilité négative, mais de pouvoir con-
troler et varier leur valeurs dans I’espace.

Une validation de cette théorie .

I.1.3 Vers les métamatériaux a indice négatif, 3D et isotropes

Nous nous restreignons dans cette section a la sous-catégorie de métamatériaux qui a formé un des
centres d’intérét principaux de nos travaux de these : les métamatériaux a indice négatif.
Les métamatériaux a indice négatif ont été les premiers métamatériaux a avoir été imaginés et parmi les
premiers a étre fabriqués (dans la gamme micro-onde), et nous verrons qu’ils existent maintenant sous
une multitude de formes, dans différentes régions du spectre électromagnétique ; nous mentionnerons
également les méthodes de fabrication utilisées. Apres la présentation des travaux de la littérature récente
sur ce sujet, nous aborderons plus spécifiquement au coeur de la problématique de nos travaux, a savoir
la modélisation de milieux formés de spheres diélectriques pour 1’obtention de métamatériaux a indice
négatif, isotropes et tri-dimensionnels.

I.1.3-a Métamatériau a indice négatif

Comme nous I’avons expliqué auparavant, les premiers métamatériaux a indice négatif étaient com-
posés d’un agencement de résonateurs €lectriques et magnétiques de dimensions millimétriques, résonant
dans la gamme micro-onde. Depuis, de nombreuses équipes de recherches ont cherché a faire évoluer ces
structures pour qu’elles fonctionnent dans d’autres gammes de fréquences (cf. FIGURE L.5). La gamme
des fréquences visibles étant particulierement visée puisque des applications d’imagerie sub-diffraction
seraient une véritable révolution en physique, chimie, biologie et médecine.

Les fréquences de résonance de tels systemes variant comme ’inverse de la taille des résonateurs, il est
nécessaire, pour les faire fonctionner a plus haute fréquence, de miniaturiser les résonateurs [24], ce qui
constitue, a partir du domaine submillimétrique et au-dela, 1’obstacle majeur pour leur fabrication [25].

Permittivité négative A 1’époque de Veselago, on connaissait déja des matériaux a permittivité néga-
tive dans une gamme de fréquence donnée tels que les plasmas gazeux et les métaux. Comme nous
I’expliquerons au paragraphe 1.2.5-b, dans ces matériaux la permittivité est négative pour des fréquences
inférieures a la fréquence plasma (pour les métaux usuels, celle-ci se situe dans la gamme UV). Pour
obtenir une permittivité négative dans la gamme micro-onde, on peut utiliser des “wire medium” comme
proposé par Brown en 1953 [26] et Rotman [27]. Cette idée fut ensuite reprise par Pendry a la fin des
années 90 puis utilisée pour la fabrication du premier métamatériau. On sait maintenant fabriquer des
structures donnant une permittivité négative pour quasiment tout le spectre électromagnétique, a partir
de tels milieux a fil soit a partir de structures plasmoniques.

Perméabilité négative Veselago avait déja pointé dans sa publication le fait qu’aucun matériau ne pos-
sede naturellement de perméabilité négative a haute fréquence. Hardy et Whitehead [28] proposerent
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FIGURE L5 — Evolution des fréquences de fonctionnement des métamatériaux a perméabilité négative
(triangles vides) et a indice négatif (triangles pleins).

en 1981 des structures métalliques en forme d’anneau coupé (“split-ring” en anglais) fonctionnant dans
le micro-onde et dont les courants induits donnent naissance a une forte réponse magnétique. Pendry
reprit et améliora ces structures, pour montrer en 1999 qu’elles pouvaient donner naissance a une per-
méabilité négative dans la gamme micro-onde [7]. Avec I’émergence des métamatériaux et des moyens
technologiques de miniaturisation par lithographie, plusieurs groupes étendirent ces structures de “split-
ring resonators” (SRR) pour les faire fonctionner jusque dans le proche infrarouge [29, 30, 31] (c.f.
FIGURE 1.6).

Le principal inconvénient de ces structures planes est leur anisotropie, mais il existe cependant des
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FIGURE 1.6 — Exemple de métamatériaux a perméabilité négative a base de résonateurs de tailles
nanométriques et fonctionnant dans I’infrarouge (Ao =~ 1.5 um) issu de [30] (a gauche) et de [31] (a
droite).

moyens de les rendre isotropes [32].

Indice négatif L’idée originale pour obtenir des métamatériaux a indice négatif était de superposer, a
la méme fréquence, I’effet de permittivité et de perméabilité négatives grace aux structures proposées
ci-dessus. Cependant, il ne s’agit pas de 1’'unique solution et il existe des structures dont les mémes
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constituants élémentaires donnent a la fois une perméabilité et permittivité négative. Parmi ces structures,
nous pouvons citer les paires de batonnets métalliques [33], les structures fishnet [34, 35], les structures
en forme omega [36] ou des structures dendritiques [37] (c.f. FIGURE L.7).
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FIGURE 1.7 — Différents types de métamatériaux a indice négatif. En a) des paires de batonnets d’or de
780nm de long donnant un indice négatif a Ao ~ 1.5 um (figure tirée de [33]). En b) structure fishnet issue
de [35] donnant un indice négatif a Ay = 780nm. En ¢) structure omega de dimensions millimétriques
tirée de [36], donnant un indice négatif a v = 12.6 GHz. En d) représentation de la cellule unitaire, de
dimensions millimétriques, de la structure dendritique proposée dans [37], donnant un indice négatif aux
alentours de v ~ 10 GHz,

Méme si certaines des structures introduites dans ce paragraphe peuvent fonctionner dans le visi-
ble, elles sont sont intrinsequement bidimensionnelles car issues de processus de lithographie, fortement
anisotropes et posseédent des pertes spécifiques associées aux courants électroniques dans les métaux les
composant. On peut en superposant plusieurs couches les rendre partiellement tridimensionnelles, et il
existe aussi des moyens de les rendre isotropes [38], mais ces structures restent complexes et coliteuses
aréaliser a des échelles nanométriques. Ces limitations rendent ces structures inadéquates pour de nom-
breuses applications, notamment pour réaliser des superlentilles dans le visible ; de nouvelles structures
doivent donc étre imaginées pour aller plus loin.

1.1.3-b Métamatériaux tridimensionnels et isotropes a base de particules diélectriques

Une alternative aux métamatériaux plans et métalliques présentés dans le dernier paragraphe, sont les
métamatériaux a base de particules sphériques résonantes immergées dans un milieu hote. L’ utilisation de
spheres bien plus petites que la longueur d’onde de travail assure 1’isotropie de ces métamatériaux dont
les propriétés proviennent des résonances plasmon dans le cas de spheres métalliques, ou des résonances
dipolaires de Mie dans le cas de spheres diélectriques.
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Un moyen envisagé pour fabriquer ces métamatériaux pour les rendre réellement tridimensionnels est
d’utiliser les méthodes d’auto-assemblage. Peu avant le commencement de nos travaux de these, plusieurs
projets ayant pour objectif 1’élaboration de métamatériaux ont été lancé par des équipes complémentaires,
issues de différents laboratoires européens et bordelais, dont le Centre de Recherche Paul Pascal ol une
partie de notre thése de doctorat a été préparée.

La particularité de ces projets et d’utiliser I’auto-assemblage, une des spécialités du centre de Recherche
Paul Pascal. A I’inverse des méthodes classiques de lithographie donnant des métamatériaux bidimen-
sionnels, 1’auto-assemblage est une technique dite « ascendante » (« bottom-up » en anglais), basée sur
la synthese chimique associée a des méthodes physico-chimiques permettant une mise en forme et une
structuration tridimensionnelles. Le principe est d’exploiter les progres réalisés en matiere de synthese
de nano- et microparticules et de les utiliser comme bloc élémentaire résonant donnant la réponse élec-
tromagnétique locale voulue.

Les capacités actuelles de synthese de nanoparticules permettent en particulier d’envisager la fabrication
de résonateurs nanométriques pour la création de métamatériaux fonctionnant a des longueurs d’onde
visibles : le savoir-faire des chimistes permet maintenant la synthése de toute sorte de structures hybrides
(coeur-écorce, particules “Janus”, batonnets, ...) de différentes compositions, formes et tailles, qui de-
vraient satisfaire les exigences des théoriciens concevant les métamatériaux.

Pour le lecteur désireux d’en savoir plus sur les possibilités des syntheses chimiques et des techniques
d’auto-assemblage, une description plus compléte peut étre trouvée dans [39].

Néanmoins, la gamme visible n’est pas la seule ou des applications métamatériaux seraient intéres-
santes : la gamme térahertz en est un autre exemple. C’est dans ce contexte que nos travaux de these
ont porté sur 1’étude théorique de métamatériaux a indice négatif, tridimensionnels et isotropes dans la
gamme térahertz, qui puissent étre fabriqués a partir de particules di€lectriques organisées dans 1’espace
par des méthodes d’auto-assemblage.

Les métamatériaux a base d’éléments diélectriques résonants ont connu un essor dans les dernieres
années comme une alternative aux structures métalliques ; on pourra notamment en trouver une revue
complete dans la référence [40]. Nous présentons ci-dessous un bref état de I’art des principales avancées
théoriques et démonstrations expérimentales pour les métamatériaux a base de particules diélectriques
résonantes de Mie.

Les premiers travaux théoriques sur des matériaux composites constitués de particules sphériques im-
mergées dans un milieu-hdte diélectrique ont été produits par L. Lewin en 1947 [41], bien avant que la
notion de métamatériau existe. Dans cet article précurseur, Lewin montre comment calculer la permittiv-
ité et perméabilité effective du matériau composite en utilisant les coefficients de Mie, et mentionne la
possibilité d’obtenir un matériau possédant des propriétés magnétiques autour de la résonance des par-
ticules, alors méme qu’aucun des matériaux le constituant n’a de propriétés magnétiques.

Apres I’émergence des métamatériaux, les premiers designs faisant usage des résonances de Mie de par-
ticules diélectrique furent I’oeuvre de S. O’Brien et J. Pendry qui prouverent également que 1’on peut
obtenir une forte réponse magnétique (et méme une perméabilité négative) dans la gamme gigahertz a
partir de cylindres diélectriques de fortes permittivité [42]. K. Huang et al. montrérent un peu plus tard
la méme chose dans I’infrarouge a partir de cylindres de matériaux polaritoniques résonants[43].

Les travaux sur les spheres diélectriques, qui ont 1’avantage par rapport aux cylindres de donner une
réponse isotrope, furent initiés en 2003 par C. Holloway et al. [44] qui démontreérent théoriquement que
I’on peut obtenir un métamatériau a indice négatif a partir de spheres formés d’un matériau diélectrique
et magnétique immergées dans un milieu hote. Cependant, les valeurs géantes requises dans ce schéma
pour les perméabilités du matériau constitutif des spheres semblent impossibles a obtenir en pratique.
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Poursuivant la voie ouverte par Lewin, un cas plus réaliste, exploitant les propriétés a résonance (de
Mie) de spheres purement diélectriques est publié par O. Vendik et al.en 2005 [45]. Ces travaux mon-
trent comment obtenir un MTM a indice négatif dans le gigahertz avec des arrangements bidisperses de
particules diélectriques de haute permittivité. Une amélioration de ce calcul, avec la prise en compte des
contributions des deux types de spheres, fut apportée par L. Jylhi et al. en 2006 [46].

En 2005, & quelques mois d’intervalle, V. Yannopapas et al. [47] et M. Wheeler et al. [48], calculerent
théoriquement qu’avec des spheres formé du méme matériau polaritonique que [43], il est possible
d’obtenir des propriétés de magnétisme artificiel a des fréquences infrarouge. Un an plus tard, M. Wheeler
et al. [49] calculerent qu’il est également possible d’obtenir un indice négatif a partir de particules
sphériques coeur-écorce, combinant une résonance magnétique et électrique. Plusieurs confirmations
expérimentales de ces publications théoriques furent réalisées, démontrant 1’obtention de la permittivité
négative [50, 51], la perméabilité négative [50, 52, 53, 54, 55], et I'indice négatif dans certains de ces
schémas [56, 57, 58, 52, 59].

A I’exception de [44], ces travaux théoriques et vérifications expérimentales ont tous comme point com-
mun ’utilisation des résonances de Mie de diélectriques de forte permittivité.

I est intéressant de constater que 1’ensemble des travaux que nous venons de mentionner sur les
structures a base de particules diélectriques ont été effectués soit dans la gamme micro-ondes (de 1
a 20GHz) en considérant des céramiques ferroélectriques, soit dans I’infrarouge (au dela de 3 THz) en
utilisant les résonances polaritoniques de matériaux. Le seul résultat dans la bande térahertz intermédiaire
(allant de 20 GHz a 3 THz) est une démonstration expérimentale des résonances de Mie d’une couche de
cubes de TiO, obtenus par lithographie, donnant une permittivité négative et une perméabilité négative
(a des fréquences distinctes) [60].

Dans le cadre de notre doctorant, nous nous sommes donc intéressés a cette dernieére gamme des
fréquences térahertz, non complétement élucidée du coté des schémas théoriques ; en particulier, la trans-
position des schémas validés dans la gamme micro-onde au térahertz ne découle pas d’une simple mise
a I’échelle, car les propriétés des matériaux constitutifs des particules changent complétement entre ces
deux gammes. L’ objectif de nos travaux a donc été de donner les éléments théoriques nécessaires pour
la réalisation pratique d’un métamatériau a perméabilité, puis a indice négatif, dans la gamme térahertz
a partir de particules diélectriques résonantes (matériau constitutif, taille des sphéres, concentration dans
la matrice, tolérance sur la dispersion en taille, etc.).

Dans la section qui suit, apres les rappels des lois de base de I’électromagnétisme, nous présentons
les outils spécifiques utilisés pour la description analytique des milieux composites ainsi que pour leur
simulation numérique.
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I.2 Propriétés électromagnétiques des matériaux et métamatériaux

Dans cette section nous rappelons les bases d’électromagnétisme nécessaire a la compréhension de
ce manuscrit. Nous commengons par rappeler les équations de Maxwell et leurs conséquences pour la
propagation des ondes électromagnétiques dans le vide et les milieux.

1.2.1 Propagation de la lumiere dans le vide

Nous nous intéressons tout d’abord aux équations régissant la propagation des ondes dans le vide
sans considérer la question de leurs naissances. Ces équations décrivent le comportement des champs
électriques E et magnétiques B d’une onde électromagnétique.

L.2.1-a Les équations de Maxwell dans le vide et I’équation d’onde

Les équations de Maxwell dans le vide sont les suivantes :

V-B=0 (1.1a)

V.E=0 (1.1b)
JB

VXE=—=- (L.1c)

VxB :‘U()Eo?;;: (I.ld)

ol les grandeurs €y ~ 8.854-10712F/m et g ~ 1.257-10"%H/m sont la permittivité et la perméabilité
du vide, respectivement.
En utilisant (I.1c) et (I.1d), on obtient la relation :
0’E
V(V-E) — V’E = —upep = -
Or, d’apres 1’équation (I.1b), V-E = 0, ce qui permet d’obtenir la classique équation d’onde (équation

de d’Alembert) :
2

o°E
V?E —ggup=— =0 1.2
0HO= 5 (L2)
La méme relation est obtenue pour B a partir du rotationnel de (I.1d) :

2

d
VB — g0

L1.2.1-b Les ondes planes monochromatiques

De maniere générale, les solutions des équations d’onde (1.2) et (I.3) peuvent étre extrémement com-
plexes. Cependant, les équations de Maxwell étant linéaires, le théoreme de superposition de Fourier
permet de décomposer toutes solutions de (I.2) et (I.3) en une somme d’ondes planes. On peut donc
considérer la solution particuliere en onde plane suivante pour étudier les solutions de 1’équation d’onde
12):

E(r,1) = Ege/kr—0) (1.4)
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Cette équation décrit une onde de pulsation ® et d’amplitude |Eq| se propageant suivant la direction du
vecteur d’onde k. Eg a des composantes réelles pour une polarisation rectiligne et complexes pour une
polarisation elliptique. Le vecteur d’onde k décrit la direction et le sens de propagation de I’onde.
Soulignons que nous avons choisi la convention habituellement utilisée par les opticiens pour la représen-
tation harmonique du champ en e /. On peut proposer exactement la méme solution pour B :

]3(1,7 l,) — Boei(kl‘fw[) ,

Ces champs sont des vecteurs du plan complexe dont seule la partie réelle a une signification physique et
peut étre mesurée expérimentalement :

Re(E) = Re(Eoei(kr_mt)), Re(B) = Re(Boei(kr—mz‘))

En prenant comme base celle des ondes planes, les opérateurs élémentaires s’écrivent :

d

V=ik e ==
ik e o

—io €L5)

En appliquant la solution en onde plane (I.4) aux équations de Maxwell dans le vide, celles-ci deviennent :

ik-B=0 (16a)

ik-E=0 (L6b)
ik x E = ioB (L6¢)
ik x B = —iupeoOE (L6d)

D’apres (I.6a) et (I1.6b), k L E et k L B ce qui assure que le vecteur d’onde k est perpendiculaire au plan
de polarisation formé par E et B d’une onde plane dans le vide : c’est une onde dite transverse électrique
et magnétique (TEM). De plus, d’apres (1.6¢) ou (1.6d), le triedre k, E, B est directet B | E.

I.2.1-¢c Relation de dispersion dans le vide

Nous résolvons maintenant 1’équation d’onde (I.2) en prenant comme solution une onde plane se
propageant dans le vide avec le vecteur d’onde Ky :

E(r,1) = Ege'*or—o0)

2
On définit le laplacien vectoriel A = V2 et I”opérateur 32 a I’aide du vecteur kg de la méme maniere que
(L5):
2 2 9? 2
A=V =—k == =—
O o2

En remplagant ces valeurs dans I’équation d’onde (I.2), on obtient :

_k(z)E + O)ZSO/J()E =0
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On obtient ainsi I’équation de dispersion :
k& = w’eouo @7

On définit la vitesse de propagation de la lumiere dans le vide ¢ :

1
c= ~3-108m/s
v/ Eolo /

D’apres (1.7), on trouve également que le module du vecteur d’onde dans le vide a pour expression :

O 2«
k = — = —
kol c N

ouAy=cT = % est la longueur d’onde dans le vide.

1.2.2 Propagation de la lumiére dans un milieu

Apres ces rappels sur la propagation des ondes électromagnétiques dans le vide, nous résolvons
maintenant les équations de Maxwell pour des ondes électromagnétiques se propageant dans un milieu
supposé homogene et linéaire.

L.2.2-a Les équations de Maxwell dans les milieux et I’équation d’onde

Dans un milieu matériel, les équations de Maxwell sont les suivantes :

V-B=0 (1.8a)
V-D=p (1.8b)
dD
VxH—§+J (1.8¢)
oB
VXE = 35 (1.8d)

ou D est le vecteur déplacement électrique, H le vecteur excitation magnétique, p la densité volumique
de charges libres et J le vecteur densité de courant, issue de ces charges libres.
Les relations constitutives reliant les vecteurs D et B a E et H sont pour un matériau linéaire :

i

B-(08

oll € est le tenseur de permittivité, 11 le tenseur de perméabilité et z et E sont les tenseurs traduisant le cou-

ey INell

plage magnéto-€lectrique. Dans le cas bi-anisotrope le plus général, le nombre de parametres constitutifs
du matériau est de 36 (4 x 9 coefficients pour chaque tenseur). Ces parametres sont complexes pour un
matériau ayant des pertes, représentées par les parties imaginaires. o

En I’absence de couplage magnéto-électrique et pour un matériau isotrope, les tenseurs Z = E = 6, E=¢1
etu=up 1,1 représentant le tenseur unité de rang 2. Dans ce cas le nombre de parametres se réduit a 2 et
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les relations constitutives deviennent scalaires :

D =€¢E =¢p¢,E (I.10a)
B = uH = you H (1.10b)

ou & est la permittivité complexe relative du milieu et y sa perméabilité complexe relative. Dans le
cas du vide, & = y; = 1, et par substitution dans (I.8), on retrouve les équations de Maxwell (I.1) du
paragraphe précédent. Dans la suite de cette partie, nous considérerons un milieu neutre (p = 0) et non
conducteur (J = 0). Les équations de Maxwell deviennent alors :

V.-B=0
V-D=0
JE
VxB = ue—
% H ot
oB
VXE = ——
% ot

c’est-a-dire qu’elles ont a méme forme que dans le vide, en remplacant €g et tg par les parametres € et
u correspondant au milieu considéré. En manipulant ces équations comme dans la partie 1, on obtient
I’équation d’onde dans le milieu matériel :

0°E
VZE—Sluﬁ =0 (L.11)

Il est important de remarquer que la condition de milieu non conducteur n’est pas impérative et qu’on
peut retrouver la méme forme d’équation en considérant un milieu de conductivité complexe ©, pour
lequel J et E obéissent a la relation :

J=0E

L’équation de Maxwell (1.8c) devient alors :

JE oE

. JoE
Or avec une dépendance temporelle en e ', on a 5= —ioE, et on peut donc récrire :
VB — iGBE+SaE B i6+8 JoE . JoE
Moo ) o o ey

Avec la permittivité généralisée :

16]
£eq = 16 te (1.12)
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Les équations de Maxwell ont alors a nouveau la méme forme que dans le vide :

V-B=0
V-D=0
oE
VXB :‘Ugéqg
JB
VXE=——
X ot

1.2.2-b Relation de dispersion dans les milieux

Nous résolvons maintenant 1’équation (I.11) en utilisant, comme précédemment, une solution partic-
uliere sous la forme d’une onde plane de vecteur d’onde Kk :

E(r,1) = Ege/kr=0)

En appliquant cette solution particuliere aux équations de Maxwell dans un milieu, celles-ci deviennent :

k-B=0
k-E=0
k xE = auH

k x H = —g,0F

Elles se résolvent alors de la méme maniere que précédemment et on obtient 1’équation de dispersion
suivante :
2 2
k™ = o gsqu (1.13)

I1 est a noter que pour un matériau réel présentant des pertes, €4 et u sont complexes, donc k est aussi
une grandeur complexe. Sa partie réelle décrit la propagation de 1’onde alors que sa partie imaginaire
I’atténuation de cette derniere dans le milieu.

1.2.2-¢ Indice optique d’un milieu

On définit I’indice optique d’un milieu par la relation :

ce qui donne : n? = k? [k} = (€cqut) / (€010) = Extty, d’0U :
n=(equr)'/? (1.14)

avec les parametres €, u;, qui sont en général complexes.
Cette expression est bien définie lorsque les deux parties réelles de €, et de y, sont positives, ou lorsqu’une
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des deux est négative (comme c’est le cas pour les matériaux classiques). Mais lorsque les deux parties
réelles sont négatives simultanément, il faut considérer avec attention la définition de la racine carrée
complexe et notamment faire un choix adéquat de la coupure de branche de la fonction racine dans le
plan complexe.

Pour illustrer la situation, nous avons représenté en exemple sur la FIGURE 1.8, les arguments de €,
Ur, du produit €; - 4 et de n dans le plan complexe, pour deux coupures de branche différentes. En utilisant

imaginaire <b> imaginaire

réel réel

81-'”[' 61'./"['1'

FIGURE 1.8 — Représentation dans le plan complexe des arguments de €., y;, de leur produit et de n =
(g:u;)'/? dans le cas d’une coupure de branche : (a) | —oo,0] (b) ]0,00].

la coupure de branche (a) sur cette figure, tout nombre complexe z = pe™® de module p et d’argument 0
s’écrit :
CRSHES %11

L15
p € [0, +oof L1

Dans I’exemple de la figure, on voit que, lorsque les parties réelles de €, et u; sont simultanément néga-
tives (avec des parties imaginaires positives), I’indice n du milieu est avec cette définition positif mais
avec une partie imaginaire négative, ce qui va a I’encontre du principe fondamental de passivité. De plus,
pour le cas de &, et de y; strictement réels (sans pertes) et négatifs, on voit qu’il y a une ambiguité puisque
0 = —m ou m, et suivant ce choix on obtient soit un indice positif : n = ++/Re(€&;)Re(u;), soit négatif :
n= —y/Re(g)Re(y;). Ce choix de coupure dans le plan complexe est donc a proscrire pour la définition
de la racine carrée complexe.

Maintenant, en utilisant la coupure de branche (b), tout nombre complexe z est défini par :

0 € [0,2n]

L16
p € [0, +oof (L1

Comme on peut le voir sur la figure, en reprenant comme précédemment le cas de parties réelles de &,
et u simultanément négatives (avec des parties imaginaires positives), on observe que I’indice n a cette
fois une partie réelle négative et une partie imaginaire positive, respectant le principe de passivité. De
plus, pour le cas de €, et de u; strictement réels (sans pertes) et négatifs, on a pour ces deux nombres
complexes un argument 8 = +x. Le produit €. a donc un argument égal a 2, et I’indice a un argument
0 = 2n/2 = 7, c’est-a-dire qu’il est réel négatif. On trouve bien ainsi la formule donnée par Veselago
pour un milieu sans pertes de permittivité et de perméabilité simultanément négatives :

n=—\/€u pour & < 0, <O 1.17)
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qui correspond a un indice optique négatif. C’est ainsi la coupure de branche du cas (b) qui doit étre
retenue pour donner des solutions physiquement acceptables de I’indice optique dans le cas général de
valeurs quelconques de la permittivité et de la perméabilité.

1.2.2-d Impédance d’un milieu

L’impédance est une notion de premiere importance en électronique ou dans la description des lignes
a transmission. Cette notion peut s’étendre a de nombreux domaines de la physique, et, comme de nom-
breuses théories des métamatériaux utilisent le formalisme des lignes a transmission, il est utile de définir

cette notion en électromagnétisme :
[Eol

7 =
[Ho|

Cette définition donne, en utilisant les équations de Maxwell :

Z:

z= /" =37660
€0

u
< (1.18)

Dans le vide, cette impédance vaut :

1.2.3 Théoréme de Poynting et flux d’énergie
L.2.3-a Théoreme général

Nous rappelons ici le théoréme de Poynting, décrivant la conservation de I’énergie, a partir des équa-
tions de Maxwell. Le détail de la démonstration pourra €tre trouvé dans I’ Annexe 1.
On définit le vecteur de Poynting IT :
II=ExH (1.19)

Le théoreme de Poynting appliqué a un volume V, d’élément de surface dX et de vecteur n sortant et
normal a la surface est :

- ffimnez = [[f,-Bav-e [[f e surrav

Cette relation traduit la conservation de 1’énergie, en indiquant que le flux entrant d’énergie électromag-
nétique (lié au vecteur de Poynting) est égal a la puissance dissipée par effet Joule (liée a J-E) plus la
variation d’énergie électromagnétique dans le volume V. On constate également que le flux du vecteur
de Poynting a travers une surface donne donc la puissance rayonnée a travers celle-ci, ¢’est-a-dire le flux
d’énergie par unité de temps. Le vecteur de Poynting donne ainsi la direction du flux d’énergie porté
par une onde électromagnétique. On voit que par définition (46) les vecteurs I1, E, H forment un triedre
direct.
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1.2.3-b Forme du théoréme pour des champs harmoniques en notation complexe

Pour des champs harmoniques en notation complexe, le théoreme de Poynting s’écrit (démonstration
dans I’ Annexe I) :

_ @SS Re(IT) -ndE = % jﬂv [(Re(6) + oIm(e))|E|> + olm(u)|H|?)] dV (1.21)

Cette relation montre que le flux moyen (sur une période) entrant dans le volume V y est dissipé, sous
I’effet de la conductivité, de la permittivité, et de la perméabilité du milieu. Dans un milieu diélectrique
(6 =0), on voit ainsi que les pertes sont directement données par les parties imaginaires de € et de u.

L1.2.4 Vitesses de phase et de groupe
LI.2.4-a Vitesse de phase

Nous considérons maintenant une onde plane monochromatique se propageant suivant 1’axe des x,
de vecteur d’onde k = k &,. Nous supposons en plus que le milieu est sans perte, et donc que & est réel.
L’équation de I’onde est la suivante :

E = Ege/(—o) (1.22)

et la phase totale de cette onde est égale a kx — ot 4 @, avec @ la phase a I’origine associée a Eg.
Si on cherche a connaitre la vitesse de déplacement d’un point (immatériel) de I’onde associé a une phase
donnée, on écrit que la phase de ce dernier reste inchangée apreés un déplacement Ax en une durée At.

kx — ot + @ = k(x + Ax) — o(t + At) + ¢
N Ax  ®
Atk
cette vitesse de propagation, dite vitesse de phase v, est donnée par :

Ax

=—=— 1.23

TN T & (1.23)

Dans le vide, on en déduit d’apres 1’équation (I.7) que la vitesse de phase est :
o 1
Vo = — = =C
* ko \Eoro
n

Dans un milieu avec pertes, k devient complexe et la vitesse de phase est alors donnée par vy = m

[2]. D’apres (I.13) on a :
1 c

"~ Re(\/ew)  Re(n)

Comme nous 1’avons mentionné en introduction, dans un métamatériau a indice négatif, la vitesse de

phase devient négative et pointe dans une direction opposé au vecteur de Poynting.

L1.2.4-b Vitesse de groupe

La notion de vitesse de groupe est une notion parfois délicate, dont ’'usage dans certains cas fait
I’objet de nombreux débats. La démonstration et les commentaires que nous livrons ici sont tirés de
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[61] et [3]. Jusqu’a présent, grace au principe de superposition, nous avons considéré seulement le cas
d’ondes planes monochromatiques, de fréquence parfaitement définie. Cependant, en réalité, ce type
d’onde idéale n’existe pas. En effet, d’apres le principe d’incertitude d’Heisenberg :

A®AL > 1,

pour une onde monochromatique (A® = 0), la durée d’émission du train d’onde doit étre infinie (Ar = ).
En pratique, la durée de I'impulsion lumineuse étant finie, il existe nécessairement un étalement des
fréquences : Aw # 0.

Nous considérons maintenant une impulsion lumineuse sous la forme d’un paquet d’ondes planes se
propageant le long de ’axe (Ox), et décrite par un scalaire par souci de simplicité (par exemple une
composante du champ réel). Lorsque le milieu est dispersif, ® = w(k), chaque fréquence présente dans
I’impulsion a sa propre vitesse de phase. En utilisant les notations de Fourier, on peut écrire cette onde
sous la forme :

1 oo o
ule 1) = | AGk)eto®rak (1.24)

F
ou la fonction A(k) représente le spectre, en fréquences spatiales, de I'impulsion lumineuse (pour une
onde monochromatique, A (k) est une fonction delta de Dirac).

La propagation d’une impulsion de spectre étroit ou, de maniere équivalente, d’un milieu faiblement
dispersif peut étre traité de la maniere approchée suivante. La relation de dispersion s’écrit :

do
ok) =0+ —

k— ki
5 (k—ko) +

o

En remplagant dans 1’expression (1.24), on obtient :

it(%;’ k()-())())
e o o ik(x— 92| 0 _ dﬁ
— f_wA(k)e ok = | x—

ir( 5 U)Oko—(ﬂo)

u(x,t) ~ t,0

o

Ainsi a un facteur de phase pres, cette impulsion se propage, sans distorsion dans le matériau, avec une

vitesse, dite de groupe :
_do

== (1.25)
dk |,

Ve
La vitesse de groupe correspond a la vitesse de propagation de 1’enveloppe de I’impulsion. Si on con-
sidere 1’énergie associée a I’amplitude de cette impulsion, il est clair que dans le cadre des conditions
énoncées, 1’énergie se propage a la vitesse de groupe, puisque c’est la vitesse de propagation de I’'impul-
sion.
Pour un milieu dispersif, on a :

k=n(@)2
C

et ainsi, la vitesse de groupe est égale a :
c

Lo
" om

Vg =
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Pour des matériaux non dispersifs les vitesses de groupe et de phase sont égales. Dans le cas le plus
général, il n’existe cependant aucune relation entre la vitesse de phase vy et la vitesse de groupe vq,
comme cela a été démontré pour des matériaux a indice positif [61], ainsi que récemment, pour les
métamatériaux a indice négatif [62]. Il est important de noter que deés que 1’absorption devient importante,
I’approximation utilisée n’est plus valide et la notion de vitesse de groupe perd, dans la plupart des cas,
son sens [3].

1.2.5 Comportement électromagnétique des différents types de matériaux

Nous décrivons, dans cette partie, le comportement électromagnétique des différents types de matéri-
aux naturels. Comme nous avons pu le voir un peu plus haut avec les relations constitutives (I.10), chaque
matériau est caractérisé par un jeu de parametres € et y, qui donne sa réponse électrique et magnétique,
respectivement. Cependant, il est a noter que de manieére générale, ces grandeurs sont dépendantes de
la fréquence, et ainsi, leurs dénominations et caractéristiques (matériau magnétique, conducteur, diélec-
trique, etc ...) dépendent fortement de la gamme de fréquence considérée. Nous verrons, par exem-
ple, qu’un métal est un bon conducteur seulement a basse fréquence, et qu’il devient diélectrique a des
fréquences suffisamment hautes.

Le classement des matériaux proposé ci-dessous est qualitatif, non exhaustif et ne considere que les
matériaux isotropes.

L1.2.5-a Propriétés des matériaux magnétiques

Les matériaux présentent des propriétés magnétiques quand leur perméabilité est différente de uyg.
Ceux pour lesquels u > gy sont dits paramagnétiques, et ceux pour lesquels u < ug sont dits diamagné-
tiques. Les champions dans ces catégories sont le Bismuth, élément le plus diamagnétique, et le Fer, qui
dans certaines conditions peut présenter une perméabilité tres élevée (ferromagnétisme). Cependant, ces
comportements magnétiques sont trés sensibles a la fréquence et parfois a la température (pour les ferro-
magnétiques). Ainsi, on n’observe plus de comportement magnétique pour des fréquences supérieures a
quelques dizaines de gigahertz. Nous verrons dans la suite qu'un des objectifs de la fabrication de méta-
matériaux est d’obtenir des propriétés magnétiques aux fréquences ou le magnétisme naturel disparait.

1.2.5-b Diélectriques et métaux

Lorsque le magnétisme est absent (u = up), et on peut classer les matériaux en deux catégories

différentes suivant qu’ils possedent ou non des charges libres :

— les diélectriques sont des matériaux qui ne possédent pas de charges électriques libres. Ce sont
des isolants électriques dont la permittivité est positive . Dans certaines gamme de fréquences, leur
permittivité peut atteindre des valeurs élevées (¢ > 1000 dans le GHz par exemple).

— les métaux sont des matériaux qui possedent des électrons libres. Leurs propriétés électromagné-
tiques sont étroitement liées au comportement des électrons libres et dépendent fortement de la
fréquence.

Dans la suite, nous résolvons I’équation de dispersion (I.13) pour ces deux types de matériaux et nous

verrons ainsi comment les ondes se propagent dans ces matériaux.
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Les diélectriques Les diélectriques sont des matériaux non conducteurs dont la partie réelle de la
permittivité est positive. Nous décomposons la permittivité du matériau de la maniere suivante : € =
e +i-¢” ol ¢ =Re(e) ete” =Im(e).

Dans ce cas, I’équation de dispersion (I.13) avec € > 0 donne :

K = oug(e' +i-€")

/ 4 i
k=xw+\/€ o 1+l'?

e’ o .
En regle générale, o < 1 et nous pouvons effectuer un développement limité du dernier terme :

1 8//

k~ tw\/€ 1+i-——
.U0< +1 28,)

En ne gardant que la solution positive, ¢’est-a-dire celle représentant les ondes qui se propagent dans le
sens positif, on peut réécrire le vecteur d’onde de la maniere suivante :

k=o+if
@/t
avec L= 0\/petB=¢"—,/—.
o et B 5\

En remplagant k dans 1’équation de 1’onde plane se propageant suivant I’axe des x (I1.22), on obtient :

E — Eoei(kxf(l)t) — Eoei(()(.xf(ot)eff)x

Cette solution représente une onde atténuée se propageant suivant I’axe des x. On remarque que seul le
facteur d’atténuation B dépend de €”. Comme établi avec le théoreme de Poynting (c.f. 1.2.3), la partie
imaginaire de la permittivité décrit les pertes du diélectrique ; dans les matériaux présentant des valeurs
de € élevées, I’onde peut se propager mais est fortement absorbée.

Les métaux Les métaux sont des matériaux conducteurs, et, comme nous 1’avons expliqué a la section
1.2.2-a, on peut leur assigner une permittivité équivalente (I.12) qui dépend de leur conductivité ¢ et de
la contribution des électrons liés €j;g; :

€q = (ic((;)) +81iés(0))> (1.26)

Leur conductivité est principalement due aux électrons libres dont le comportement peut &tre décrit par
le modele de Drude [63]. Grace a ce modele, on peut obtenir la conductivité du métal en fonction de la
densité de charges N du matériau, de la charge de 1’électron e, de la masse de I’électron m et du taux de
collisions v :

Neé?
m(y— i)
On peut distinguer deux types de comportement de la conductivité : & basse fréquence (® < ) et a haute
fréquence (® > ).

o(w) =
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A basse fréquence (o < y) A basse fréquence, le taux de collisions est dominé par les collisions
des électrons avec le réseau (loi d’Ohm), et y est de I’ordre de 10'4s~!. Donc pour des fréquences
v < 10'*Hz, la dépendance en fréquence est négligeable, la conductivité est essentiellement réelle et
tend vers la valeur de la conductivité statique réelle o :

Neé?

Pour: y>o = o(0)~cy=—
nry

De plus

0o T N . . . ..
0)’ > |ejigs(®)], on peut ainsi négliger entierement la contribution des électrons liés dans

I’expression (1.26). Dans ces conditions, la permittivité équivalente vaut :

o)
8/ ~ —
€q ®

L’équation de dispersion (I.13) s’écrit alors :
I = W’€gqiy = iOGOUy

d’ou :
k = /@Gy €'

En ne gardant que la solution positive c’est-a-dire celle représentant les ondes qui se propagent dans
le sens positif, on peut, comme dans le paragraphe précédent réécrire le vecteur d’onde de la manicre
suivante :

k=a+ip

Avec o= = \/®Goup/2.

En remplagant k dans 1’équation de 1’onde plane se propageant suivant I’axe des x (I1.22), on obtient :
E= Eoei(kx—mt) _ Eoei(oax—(nt)e—ﬁx

Cette solution représente une onde atténuée se propageant suivant 1’axe des x. Le facteur d’atténuation
B est proportionnel a /6. Pour les bons conducteurs, la conductivité statique peut atteindre des valeurs
de I’ordre de 108 S/m (cuivre par exemple), le terme e~ P* décroit ainsi rapidement avec la distance x et
I’onde ne pénetre par dans le matériau. On peut définir la profondeur de pénétration du métal comme la
distance pour laquelle I’onde est atténuée d’un facteur e ~!. Puisque 1’énergie électromagnétique ne peut
pénétrer a I'intérieur du matériau, celui-ci est réfléchissant aux longueurs d’ondes considérées.

A haute fréquence (o >7) A haute fréquence, la conductivité change radicalement de comporte-
ment et sa partie imaginaire n’est plus négligeable. Nous nous restreignons ici a décrire les métaux dits de
Drude, pour lesquels le modele de Drude reste valable. On supposera que les modes de polarisation des
électrons liés ne peuvent répondre suffisament vite aux fréquences considérées, et donc que €jigs () ~ €.
En remplagant I’expression de la conductivité dans I’équation (I.26), on obtient :

.N 2
€eq(®) = & (1 + le)

me(Y— im)
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0)2
geq(@) =¢p [ 1— ——L— 1.27
«a(®) =€ % + ioy @27)

2

Ne Cal ) s . .
avec @p = Py la fréquence plasma du métal considéré. Pour ® > v, I’équation (1.27) devient :
me

Ainsi, au-dessus de la fréquence plasma (0 > ®p), € > 0 : le matériau se comporte comme un diélectrique,
transparent aux ondes €lectromagnétiques. Pour ® < @, € < 0 et nous devons résoudre 1’équation de
dispersion pour ce nouveau cas. Avec €s4(0) = —|€sq] :

I = — 7 [esq|uo

k= :|:i(1)\/ ‘Séq‘yo

En prenant la solution positive et en remplacant dans (1.22), on remarque qu’elle n’a plus de terme
propagatif :
E— Eoei(kx—wt) _ Eoe—iwte—mw/\séqwox

En effet, il s’agit d’une onde évanescente dont I’amplitude diminue exponentiellement. L’ onde ne pénétre
pas dans le matériau et tout comme dans le cas a basse fréquence, elle est réfléchie. Les miroirs usuels ex-
ploitent cette propriété de haute réflectance, car ils comportent une fine couche de métal dont la fréquence
plasma est situé dans 1’ultraviolet .

Concluons en signalant que la théorie de Drude seule ne permet une description précise de certains
métaux (notamment 1’or et I’argent) au-dela des fréquences infrarouges. En effet, la contribution des
électrons liées devient parfois tres importante a ces fréquences élevées (a travers les transitions interban-
des décrites par un modele d’oscillateurs de Lorentz) et ne peut donc pas étre négligée dans le calcul des
propriétés optiques de ces métaux.

I.3 Conclusions

Ce chapitre d’introduction nous a permis de présenter I'univers des métamatériaux et d’aborder
leurs principales propriétés. Apres avoir détaillé les principales caractéristiques (composition, fréquences
de fonctionnement, méthodes de fabrication) des métamatériaux a indice négatif, nous avons pu ex-
poser la problématique de cette theése a savoir la modélisation de métamatériaux a indice négatif, tri-
dimensionnels et isotropes dans la gamme THz, et fabriqués par des méthodes d’auto-assemblage a base
de spheres diélectriques . Afin de pouvoir y répondre, nous avons, dans la seconde partie de chapitre
rappelée les bases d’électromagnétisme nécessaire a la compréhension de ce manuscrit ainsi que des pré-
cautions a prendre lorsqu’on a affaire aux métamatériaux.

Dans le chapitre suivant, nous présenterons les outils analytiques et numériques que nous avons
utilisés pour 1’étude des métamatériaux a bases de spheres diélectriques.



Chapitre 11

Outils analytiques et numériques

Dans notre travail de thése, nous nous sommes intéressés aux métamatériaux formés de particules
sphériques dispersées dans un milieu diélectrique hote. Dans ce chapitre, nous présentons les outils math-
ématiques et numériques utilisés dans nos travaux. Le principe des métamatériaux que nous avons étudiés
repose sur I’accumulation des résonances individuelles de particules sphériques afin d’obtenir la réponse
globale désirée. La premiere étape nécessaire est ainsi la description de la réponse individuelle des par-
ticules. Ce probleme a été résolu par Mie au début du Xx° siecle.

II.1 Théorie de Mie : diffusion de la lumiere par une particule sphérique

Cette théorie fut établie au début du XX°® siecle et sa paternité fut attribué a Mie mais Lorenz semble
aussi étre un bon candidat. Elle résout de maniere analytique et exacte le probleme de la diffusion d’une
onde par une particule sphérique. Malgré son importance, elle n’a été utilisée en pratique qu’apres 1’ar-
rivée des ordinateurs de forte puissance, en raison de la complexité de ses solutions. Le principe est de
calculer a I’aide des conditions de passage entre deux milieux, le champ diffusé et le champ intérieur a la
sphere quand celle-ci est illuminée par une onde plane. Nous reprenons ici largement la présentation de
Bohren & Huffman [64]. Pour mener a bien le calcul, il est nécessaire dans un premier temps d’exprimer
I’onde plane sur une base d’harmoniques sphériques plus adaptée a la géométrie du probleme.

II.1.1 Les harmoniques sphériques vectorielles

Les champs E et H dans un milieu linéaire, homogene, isotrope satisfont les équations d’onde (I.11)
qui peuvent se récrire dans le cas d’une onde plane de vecteur d’onde k et de pulsation ® :

V2E + k’E = 0, VH+K*H =0, (IL1)

ot k2 = o’u € d’apres I’équation de dispersion (I.13).
Nous avons de plus, d’apres les équations de Maxwell :

V.E=0, V-H=0, (I1.2)

VxE=iouH, VxH=—iweE. (IL3)

37
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Nous cherchons a établir une base d’harmoniques sphériques vectorielles qui soit compatible avec les
équations (II.1), (I.2) et (II.3) et permette ainsi de décomposer E et H. Construisons, pour cela, un
vecteur M a partir d’une fonction scalaire A, pour I’instant quelconque, et d’un vecteur arbitraire con-
stant ¢ :

M = Vx(cA)

La divergence d’un rotationnel étant nulle, M satisfait la relation :
V-M=0

On trouve alors que :
VM + k*M = Vx[c¢(VZA+K*A)]

M satisfait donc I’équation d’onde (II.1) si A satisfait 1’équation scalaire :
VA+KA=0 (IL4)

On peut également construire le vecteur N de divergence nulle tel que :

B VxM

N
k

On peut montrer que ce vecteur vérifie également I’équation d’onde [64] :
VIN+KEN=0

et que son rotationnel est relié a M par :
VXN = kM

Donc les vecteurs N et M vérifient les propriétés (I1.1)(I1.2)(I1.3) et possédent ainsi toutes les propriétés
d’un champ électromagnétique. Ainsi la résolution vectorielle de 1’équation d’onde est ainsi ramenée au
probleme plus simple de la résolution de I’équation scalaire en A. Cette fonction scalaire A est appelée
fonction génératrice des vecteurs harmoniques M et N et le vecteur ¢ est appelée vecteur pilote.

Le choix de la fonction génératrice est déterminée par la géométrie du probleme et, dans ce cas, nous
utiliserons un A vérifiant I’équation d’onde scalaire en coordonnées sphériques p,0,¢ (FIGURE IL.1). Le
choix du vecteur pilote ¢ est moins évident et nous pourrions choisir un vecteur ¢ arbitraire. Cependant,
dans le cas d’une sphere, le plus simple est de choisir ¢ = p, ce qui donne un vecteur M partout orthogonal
au vecteur rayon p.

L’équation scalaire (I1.4) exprimée en coordonnées sphériques s’écrit :

1 9 ([ ,0A 1 9 (. 0A 1 PN,
p% (p ap>+p2811’leae <81neae>+p28ine&¢2+k A=0 (IL.5)

On en cherche des solutions particulieéres sous la forme de variables séparées :

A(p,6,0) = R(p)©(8)P(9)
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z

FIGURE II.1 — Systéme de coordonnées sphériques associé a la sphere diffusante de rayon r (en couleur).

La séparation des variables entraine, par substitution dans (II.5), I’obtention d’un systeme de 3 équations :

e,

agr Tme=0 (IL.6a)
1 d (. dO m?

P (sme%) + [n(nJr 1) — smze] ®=0 (IL6b)
d [ ,dR ) s

dp \" dp - DIR = L

dp <P dp) + [k*p" —n(n+1)]JR=0 (IL6¢)

ou m et n sont des constantes dites de séparation.
Les solutions linéairement indépendantes de (I1.6a) sont de la forme :

@, = cos(mo) ®, = sin(mo)

avec m entier.

L’équation (I1.6b) quant a elle a pour solutions les fonctions de Legendre associées P (cos0) du premier
type, de degré n et d’ordre m. Ces fonctions sont orthogonales entre elles.

Enfin, les solutions linéairement indépendantes de 1’équation (I1.6¢) sont les fonctions de Bessel sphériques
du premier type j,(u) et du second type y,(u). Pour simplifier les calculs qui vont suivre, il est utile d’in-
troduire les fonctions de Bessel du troisieme type (ou fonctions de Hankel), qui sont également solutions
de (IL.6¢c), en tant que combinaisons linéaires de j,(u) et y,(u) [64] :

W () = ) +iva(u), B () = i) — iy ()

Grace aux solutions du systeme d’équations (I1.6), on peut construire les fonctions génératrices qui sat-
isfont I’équation (IL.5) :

Aemn = cos(m) Py (cos0)z, (kp) (IL.7)
Aomn = sin(md) P (cos0)z, (kp) (I1.8)
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ou z, désigne I'une des trois fonctions de Bessel sphérique, dont le choix est déterminé par les conditions
aux limites. De plus grace a la complétude des familles de fonctions composant Ay, €t Agpy, celles-
ci forment également une base complete et toute solution de (II.5) peut étre décomposée en une série
infinie des fonctions (II.7) et (IL.8). Les harmoniques sphériques vectorielles associées a ces fonctions

sont alors :
Memn =Vx (pAemn) Momn =Vx (pAomn)
VxM VxM
Nemn = % Nomn - %

I1.1.2 Le développement de Mie

Nous considérons maintenant la diffusion d’une onde plane polarisée suivant la direction €, se
propageant suivant la direction €, dans un milieu-hote d’indice ny, = /€nun, par une particule sphérique
de rayon r et d’indice n, = /€pup. Dans ce qui suit, nous utiliserons I’indice « h » pour tout ce qui con-
cerne le milieu-hdte et I’indice « p » pour tout ce qui concerne les particules. L’équation de I’onde plane
est la suivante :

E; = EyeiknPcosdg (I1.9)
H; = HpePcosfg, (I1.10)

. . knE
avec kn, = ko - np, le module du vecteur d’onde dans le milieu-héte. L’ expression de Hy = % est obtenue
Lh
en utilisant I’équation (I1.3).

On peut ensuite exprimer cette onde plane sur la base des harmoniques sphériques vectorielles précé-
dentes, ce qui donne, apres un calcul fastidieux [64] :

2n+1
14:,49021 o) (Ml — N (L11)

Le champ magnétique correspondant est obtenu a partir du rotationnel de (II.11) :

EOZZ 2”“ ( ()+N()) (IL12)

eln oln

L’exposant (1) dans ces équations signifie que la dépendance radiale de la fonction génératrice est spé-
cifiée par j,. En effet, le champ incident étant fini a 1’origine, j, est la fonction appropriée pour décrire
son comportement : z,(kp) = j,(kp) [64].

Nous voulons aussi développer le champ diffusé par la sphere, (Eg,Hy), ainsi que le champ a I'intérieur de
la sphere, (E,,Hp), sur la base des harmoniques sphériques vectorielles. Pour cela, on écrit la condition
de continuité des composantes tangentielles des champs E et H au passage de la surface de la sphere.
Dans le cas général, ces conditions de passage en tout point x appartenant a la surface S de normale fi
s’écrivent :
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Ce qui, dans la configuration géométrique utilisée (FIGURE II.1), se traduit par :
(Ei+E,—Ey) x& = (H;+H,—Hy) x & =0 (L.13)

Cette derniere condition, avec I’orthogonalité entre les harmoniques sphériques et la forme de I’expansion
du champ incident, dictent la forme du champ diffusé et du champ a I’intérieur de la sphere. Le champ a
I’intérieur de la sphere étant fini en son centre, la dépendance radiale de la fonction génératrice est donc,
la aussi, spécifiée par j, (exposant (1)) :

= i E, (M), —id,N(),) (IL14)
Hy=— oo ZE (M) + i) (IL15)
P n=

ici E, =1"Eo(2n+1)/n(n+ 1) et le vecteur d’onde dans la sphere k, = kon,.

Pour le champ diffusé, bien que les fonctions j, et y, puissent décrire correctement le comportement
du champ, il est plus commode d’utiliser la fonction h,(,” qui se comporte a I’infini comme une onde
sphérique sortante. Ainsi, la forme du champ diffusé est :

E, = ZE (iaNG), — ML) (IL16)

S (3) 3)
H, — ) ZE (zb N +anM€1n) (IL.17)

ol I’exposant (3) indique que z,(kp) = s (kp).

Le champ électromagnétique diffusé par la sphere a été écrit comme une série infinie d’harmoniques
sphériques vectorielles. Le champ diffusé par la sphere est donc une superposition de ces modes (har-
moniques sphériques) pondérés par les coefficients a, et b,. Nous pouvons déterminer les coefficients de
diffusion de Mie en projetant I’équation (II.13) sur &g et &y. Tout d’abord, on obtient les coefficients de
Mie du champ a I’intérieur de la sphere :

(D) [T (1)) — o (1) [ (1))

: o 5 : (11.18)
tp Jn(mT) [thy” (T)]" — nhn” () [mTj (m)]’

n =

ypmjnm[rh“)(r)r upmh“(r) [0 (%)]’
g2 o (m) [th” (1)) — iyl (T) [t ()]

ainsi que, les coefficients de Mie du champ diffusé par la sphere

d, = (I.19)

g () [ (V) = () () (11.20)
v () s (3)) — phh) (%) [t ()

Hp Jn (M) [T (T)] — i jin () [T ()]
tip (M) [T ()] — ik (%) [t (m) !
Dans les équations (II.18), (IL.19), (I1.20), (I.21), deux quantités importantes ont été introduites : le

parametre de Mie T, qui compare le rayon r de la particule a la longueur d’onde A, dans le milieu-hote

by = I.21)
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(M = Ao/np ol A est la longueur d’onde dans le vide) et le rapport des indices m entre la particule et le

milieu-hote :
2nnr ky np

s m—= ——= —
Ao kn  nn
Lorsque la perméabilité de la sphere et du milieu-h6te sont égales, les coefficients du champ diffusé

T=kyr = (11.22)

peuvent s’écrire de maniere plus simple :

_ my(mo)y,, (1) — Y (1), (m1)

a, = (I1.23)
my, (mt)€},(t) — &, (T)y;, (mr)
Y (M), (T) — my, (1), (m1)
by = (11.24)
W (M), (T) — mEy(T)y;, (m)
ou ’on a fait intervenir les fonctions de Ricatti-Bessel :
V) = wju(ue),  Ealu) = uhi (1) (I1.25)

Il est ainsi possible, grace a cette théorie, d’exprimer de maniere analytique le champ diffusé par une
sphere sous forme d’une série infinie d’harmoniques sphériques. Nous nous intéressons maintenant aux
résultats prédits par cette solution de Mie, en étudiant le comportement des coefficients du développement
de ce champ, en particulier les premiers d’entre eux.

II.1.3 Coefficients dipolaires de Mie

Le développement en série décrit ci-dessus est un développement multipolaire et les coefficients
intervenant dans ce développement sont par conséquent des coefficients multipolaires. Les coefficients
a, sont les coefficients multipolaires électriques d’ordre n et les b, sont les coefficients multipolaires
magnétiques d’ordre n. Les coefficients d’ordre les plus bas sont particuliecrement importants et sont
appelés, pour n = 1, coefficients dipolaires, pour n = 2, coefficients quadrupolaires. Dans ce qui suit, nous
examinons le comportement de ces coefficients pour des particules non-magnétiques dans un milieu-hote
€galement non magnétique (un = yp = to). Nous nous intéresserons au cas ou les particules sont tres
petites devant la longueur d’onde et ensuite, au cas ou le contraste des indices est grand.

II.1.3-a Coefficients de Mie pour des particules petites devant la longueur d’onde

Bien que la théorie de Mie soit une théorie analytique exacte, il est difficile, a cause de la complexité
des coefficients, de comprendre intuitivement la diffusion des ondes par une sphere. Afin d’éclaircir la
situation, nous nous intéressons, en considérant des expressions approximées des coefficients, aux cas ou
les particules sont trés petites devant la longueur d’onde incidente, ¢’est-a-dire quand T < 1 et |m|t < 1.
C’est aussi une configuration souvent rencontrée dans la pratique.

On peut écrire le développement limité des premiers coefficients de diffusion d’une sphére quand T — 0
[64] :

RBm2—1 20 (m-2)(m>—1) 4 (m>—1\"
_ _ RN o(t’ 11.26
NETTR 2 5 m2? 9 ( 2+2> +ol) (11.26)
v, 5 ;
by =——(m?—1)+0(1) (11.27)
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it m*—1 ;
__Bm= 1.2
a 152m2+3+0(’t) (11.28)
by =0(7") (I1.29)

3 sont dominants devant ceux en T°, et donc dans ces conditions

Quand T < 1 et |m|t < 1, les termes en T
le coefficient |a;| > |b;

le coefficient dipolaire électrique est dominant dans le développement du champ diffusé. Il est a noter

, |az|. On voit donc que pour des particules trés petites devant la longueur d’onde

que le premier terme de a; (en 7°) est celui traduisant le phénomene de diffusion de Rayleigh (diffusion
pour des particules tres petites devant la longueur d’onde).

En observant de plus prés I’équation (I1.26), on remarque que pour m> = —2, les dénominateurs de
cette équation s’annulent, ce qui correspond physiquement a une résonance du coefficient a;. Cette ré-
sonance dépend uniquement du contraste des indices m entre particules et milieu-hote ; elle a lieu quand
ng /nﬁ = —2, ¢’est-a-dire quand €, = —2¢. Si on considere un milieu-hote di€lectrique avec €, > 0, la
condition précédente n’est remplie que si €, < 0, c’est-a-dire que cette résonance ne se produit que pour
les métaux en-dessous de leur fréquence plasma. Elle est connue sous le nom de résonance plasmon de

la particule.

I1.1.3-b Résonances de Mie dipolaires et quadrupolaires pour des particules diélectriques d’indice
élevé

Dans ce paragraphe, nous considérons encore des particules tres petites devant la longueur d’onde

mais en nous restreignant a des particules diélectriques avec un indice élevé (Re(m) ~ 10 ). Nous nous
intéressons a un autre type de résonances qui sera central dans la suite de ce manuscrit de these : les
résonances de Mie de la particule.
Suivant les équations de la section précédente, la résonance plasmonique dans le terme a; n’existe plus
puisque, pour ce type de particule, €, > 0. De plus, quand |m| est suffisamment grand le coefficient b;
devient dominant sur a, et la diffusion de la particule pour T petit est décrite par les seuls coefficients
dipolaires a; et by. Ce résultat est confirmé par la FIGURE II.2, sur laquelle nous montrons le module
des premiers coefficients de Mie en fonction du parametre de Mie T pour une sphere d’indice élevé
et sans pertes (m = 10, réel). On voit clairement sur cette figure que les coefficients dipolaires sont
plusieurs ordres de grandeurs supérieurs aux quadrupolaires sauf aux alentours de T = 0.45, ou le terme
quadrupolaire magnétique b, devient dominant sur les coefficients dipolaires; ce comportement n’est
observé que lorsque le matériau ne présente pas de pertes et nous verrons dans le prochain chapitre que
lorsque celles-ci sont prises en compte, les termes dipolaires restent dominants partout. Nous remarquons
aussi sur la FIGURE des résonances, aux alentours de T = 0.3 pour b; et de T = 0.45 pour a; et b,. Ce sont
les résonances de Mie de la particule, et en particulier, celles de a; et by sont les résonances dipolaires de
Mie d’ordre le plus bas. La résonance qui apparait, a fréquence la plus basse, est la résonance dipolaire
magnétique, suivie a fréquence plus haute de la résonance dipolaire électrique. Cette derniere a lieu
a la méme fréquence que la résonance quadrupolaire magnétique. Notons que ces résonances ne sont
pas prévues par les développements limités du paragraphe précédent (aucun terme ne diverge dans les
équations (I1.27) et (I1.29)). Nous reviendrons sur ces résonances et leur expression mathématique en
détail au cours des prochains chapitres.
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FIGURE II.2 — Premiers coefficients de Mie en fonction de T pour un matériau sans pertes d’indice élevé
(m=10).

II.2 Du microscopique au macroscopique : homogénéisation

Les équations de Maxwell dans les milieux telles que nous les avons écrites jusqu’ici sont des ver-
sions macroscopiques dans lesquelles on ne considere que la réponse moyenne du matériau a une exci-
tation électromagnétique. Elles sont obtenues en moyennant les équations de Maxwell microscopiques
qui prennent en compte les densités de courants et de charges microscopiques. Le jeu de parametres
macroscopiques du matériau homogene € et u correspond donc a une moyenne spatiale de la réponse
individuelle des constituants élémentaires du matériau. Cette approche, basée sur une homogénéisation
du matériau, n’est possible que lorsqu’il existe une séparation d’échelle entre, d’une part, la longueur
d’onde du rayonnement et d’autre part a la taille des constituants élémentaires du matériau ainsi que la
distance typique entre eux. Heureusement, pour les plupart des matériaux usuels, ces dimensions sont
plusieurs ordres de grandeurs plus petites que la longueur d’onde, et on peut donc utiliser les équations
de Maxwell macroscopiques pour décrire leur comportement électromagnétique sur une grande partie du
spectre. Pour commencer, nous illustrerons cela avec I’exemple classique d’un cristal solide atomique
pour des longueurs d’ondes visibles et nous introduirons la notion de dipdle. Nous rappellerons ensuite
la description de Clausius-Mossotti qui relie les polarisabilités microscopiques des constituants élémen-
taires d’un matériau a ses parametres macroscopiques. Pour finir, nous aborderons la théorie de Maxwell
Garnett, théorie du milieu effectif permettant la description de certains types de matériaux composites.

II.2.1 Ordres de grandeur dans un cristal solide

Les matériaux cristallins sont composés d’atomes régulierement espacés et formant une maille parti-
culiere. Dans la plupart des cristaux, la distance entre plus proches voisins a est de I’ordre de I’angstrom
ou de la dizaine d’angstroms. Pour se faire une idée de la gamme spectrale sur laquelle les équations
de Maxwell macroscopiques décrivent correctement le comportement électromagnétique d’un cristal, on
peut évaluer le nombre d’atomes du cristal par longueur d’onde. Prenons I’exemple d’un cristal commun,
le sel ou chlorure de sodium : la distance entre plus proches voisins est a = 5,6 A. Le nombre d’atome
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par longueur d’onde, pour une illumination dans le bleu-vert (A ~ 500 nm), est :

A _500-10"°

Ainsi, chaque longueur d’onde incidente excite la réponse d’environ 1000 atomes. Une telle réponse va
donc étre une réponse collective et justifie I'utilisation des équations de Maxwell macroscopiques. La
limite supérieure généralement acceptée pour considérer un milieu homogene moyen et lui appliquer les
équations de Maxwell macroscopiques est d < 1—)6 (avec d la taille des particules ou la distance inter-
particule). Pour les cristaux usuels, cela correspond a des longueurs d’onde minimales d’environ 10 nm
(rayons X). En-deca de cette limite, les détails microscopiques (comme la structure du champ électro-
magnétique entre les atomes) et les phénomenes de diffraction doivent étre pris en compte (I’étude de la
structure des cristaux par diffraction X en est un exemple connu).

I1.2.2 Champs dipolaires et polarisabilité

Ici nous rappelons les bases sur les champs dipolaires électriques et magnétiques. Ces grandeurs
seront de premiere importance pour la suite. Les définitions utilisées ici sont celles de [3].

Dipole électrique On appelle dipdle électrostatique un ensemble de 2 charges +¢ séparées par une
distance d (voir FIGURE II.3). Le moment dipolaire électrique associé a un tel dipdle est p = ¢-d.
Cette notion assez simple de dipdle électrostatique peut &tre généralisée pour décrire de nombreux

p
+q Td
—q

FIGURE I1.3 — Dipole électrostatique.

systemes plus complexes. On consideére maintenant la situation de la FIGURE I1.4, avec un ensemble de
N charges électriques g;, positives et négatives dont I’ensemble est neutre, définies par leurs positions
d;(t), dépendant du temps. On peut montrer que lorsque I’on se place a grande distance de I’ensemble

A

qi P
p

N N
FIGURE I1.4 — Ensemble de > charges positives et ) charges négatives qui a grande distance peut étre
assimilé a un dipdle.
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de charges, c’est-a-dire |p| > |d;|, le champ rayonné en P est en premiére approximation équivalent au
champ rayonné par le moment dipolaire [65, 3] :

p(t) =Y qidi(1) (IL31)

Les champs électriques et magnétiques rayonnés dans le vide par un dipdle électrique définis par (I.31)
sont, en réutilisant les notations de II.1 :

{kZ(ép xp) x & + [38,(&,-p) — p| (plz B l{f) }

1 eikp

:47t£o p
ekp 1

H=""(e [

47 (& xp) p < ikp>

Dipole magnétique On appelle dipdle magnétique une boucle de courant de surface S parcourue par

(I1.32)

un courant d’intensité /. Le moment dipolaire magnétique m d’un tel dipdle, représenté sur la FIGURE
IL.5, est orienté suivant la normale fi a S et sa valeur est proportionnelle a I’intensité du courant dans la
boucle : m = S-/-fi. Son nom provient du fait que cette boucle de courant produit un champ magnétique

m

I

FIGURE II.5 — Dipdle magnétique.

équivalent au champ électrique produit par un dipdle électrique. Ces champs sont :

1 eikp 1 ik
— o ) e+ ey ) - (- ) |
P P P (I1.33)
Zy ) eikp 1 :
E:——4nk (€p xm) 5 <1_ikp>

Polarisabilité A grande distance, de nombreux systémes complexes peuvent étre assimilés a des dipdles.
Les atomes, formés d’un nuage électronique capable de se déformer autour d’un noyau positif, peuvent
étre considérés comme des dipdles électriques microscopiques. Il en est de méme pour les molécules,
comme la molécule d’eau. Sous I’action d’un champ électrique, le barycentre des charges positives et
des charges négatives ne sont plus confondus et on peut leur associer un moment dipolaire électrique p.
La polarisabilité électrique o de la molécule est définie comme la relation entre p et le champ électrique
local Ejgcar :

P = €00Ecal (IL.34)

On définit de la méme maniére la polarisabilité magnétique  comme la relation entre le moment dipolaire
magnétique m et le champ magnétique local Hjoc, :

m = o BHlocal (IL.35)



1.2 Du microscopique au macroscopique : homogénéisation 47

11.2.3 Théorie de Clausius-Mossotti

Cette théorie développée a la fin du XIX° siecle [66, 67], permet d’établir une relation entre les
parametres macroscopiques € et y du matériau et les polarisabilités individuelles électriques o et mag-
nétiques P des atomes ou molécules le constituant. Elle est valide pour des champs statiques et quasi-
statiques. La démonstration qui va suivre est largement inspirée des références [68, 69], dans lesquelles
le lecteur pourra trouver davantage de détails. La relation ne sera établie que pour le champ électrique,
mais la symétrie des équations entre champ électrique et magnétique la rend tout aussi valide pour la
perméabilité.

Nous considérons maintenant un cristal diélectrique en régime quasi-statique (d < %). Sous I’action
d’un champ électrique, chaque atome du matériau donne naissance a un dip6le électrique microscopique
p- Chacun de ces dipoles élémentaires est relié au champ local Ejoc, par la polarisabilité oo des atomes
ou molécules :

P= 8OO(/Elocal (1136)

Du point de vue macroscopique, I’ensemble de ces dipdles donne lieu a la polarisation macroscopique
du matériau. Le vecteur polarisation P est défini comme le moment dipolaire par unité de volume du
matériau :

1
P=2) P
n
Pour un matériau homogene, un champ électrique uniforme génere une polarisation P uniforme et :

P = Np, (I1.37)

avec N le nombre d’atomes ou molécules par unité de volume.
La relation entre cette polarisation et les champs macroscopiques E et D est :

D=¢E+P

La susceptibilité électrique % est définie comme la relation entre le champ électrique et le vecteur polari-
sation :
P =¢yXE (I1.38)

On a alors
D = (1 +y)eE = &&E,

c’est-a-dire :
&= (1+y) (I1.39)

En combinant les équations (I1.38), (I1.36) et (I.37), on obtient une relation entre la polarisabilité micro-
scopique et la susceptibilité macroscopique :

XE = NoEocal (11.40)

Pour connaitre 1’expression de %, il nous reste a expliciter la relation entre le champ local et le champ
macroscopique. On définit dans ce but les champs Eg, E{, E; et E; (cf. FIGURE IL.6).
Sous I’action du champ appliqué Eg le matériau se polarise, donnant naissance au champ dépolarisant
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Eo Champ appliqué
_— D
Champ des atomes
dans la cavité

(b)

E-> Champ du aux charges
——> alasurface de la cavité

FIGURE I1.6 — Définition des champs macro et microscopiques existant dans un matériau diélectrique
cristallin soumis a un champ Eg. (a) Matériau global. (b) Cavité spherique de Lorentz pour une maille
cubique.

E;. Le champ macroscopique vaut donc :
E=E,+E

Au niveau microscopique, on peut considérer par la pensée que chaque atome situé loin des fronticres du
matériau fait partie d’une cavité sphérique telle que représentée sur la FIGURE I1.6. Le champ local au
niveau de 1’atome considéré peut ainsi étre décomposé comme la somme des deux champs précédents,
plus le champ des parois de la cavité E; et celui dii aux autres atomes de la cavité Es :

Eiocal = Eo +E1 + Ez +E3 (I1.41)

Le champ de la cavité sphérique E;, aussi appelé champ de cavité de Lorentz, se calcule selon les méth-

odes classiques et, est égal a :

1
E,=-—P
2 RI

Le champ Ej est le seul qui dépende de la structure cristalline. Sur la FIGURE II.6, nous avons choisi de
représenter le cas référence, le cas d’un réseau cubique. Pour ce type de réseau E3 = 0, car, par symétrie,
les contributions de I’ensemble des atomes de la cavité s’annulent en son centre.

On trouve alors, pour un réseau cubique :

1
Elocal — E+E2 =E+_—P
380

En remplagant Ejocy dans 1’équation (I1.40), on trouve :
1
YE =No(E+ ng),

ce qui donne :

No ot -1+ _ 3+2Na
(1-Nay & &= BN

X:
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La permittivité du milieu macroscopique s’écrit ainsi :

34+2Na
€= 11.42
3 Na (IL.42)
On peut appliquer exactement le méme raisonnement a des dipoles magnétiques, et on trouve ainsi 1’ex-
pression équivalente pour la perméabilité macroscopique u d’un cristal :
3+2NB

= uyg——— 11.43
H=HZNR (11.43)

Il s’agit des formules de Clausius-Mossotti [66, 67] qui peuvent aussi s’exprimer sous ces formes :

ety _Na  u-m _NB
8—1—280_ 3’ ,u—|—2,uo_ 3

(IL44)

11.2.4 Théorie du milieu effectif : Maxwell Garnett

Les théories du milieu effectif sont des théories d’homogénéisation, permettant de déduire le com-
portement macroscopique moyen d’un matériau a partir d’une connaissance de sa réponse microscopique.
Il existe plusieurs théories du milieu effectif, parmi lesquelles celle de Clausius-Mossotti que nous avons
décrite au chapitre précédent. Pour des structures composites présentant des inhomogénéités a une échelle
plus grande que 1’atome ou la molécule, des modeles souvent utilisés sont ceux de Bruggeman [70] et
de Maxwell Garnett [71]. La théorie de Bruggeman est une théorie du milieu effectif essentiellement
utilisée pour décrire le comportement de milieux composites biphasiques (voir la FIGURE I1.7), en trai-
tant de maniere symétrique les deux phases. La théorie de Maxwell Garnett quant a elle est utilisée pour
décrire les milieux composites formé d’inclusions discretes dans un milieu hote ; ce modele introduit par
nature une asymétrie entre inclusions et milieu-hote. Les milieux composites que nous étudierons dans
la suite seront exclusivement composés de spheres dispersées dans une matrice-hote, et, par conséquent,
nous nous intéresserons uniquement a la théorie de Maxwell Garnett dans ce qui suit.

FIGURE I1.7 — Exemple de milieu composite bi-phasique pouvant &tre décrit par la théorie de Bruggeman

I1.2.4-a Principe de base

La théorie de Maxwell Garnett, ainsi que nous venons de le mentionner, cherche a exprimer les
parametres effectifs €. et pegr décrivant le comportement macroscopique de milieux composites d’inclu-
sions discretes. Sur la FIGURE 11.8 est représenté un milieu composé de spheres matérielles insérées dans
un milieu-hdte pouvant étre décrit par la théorie de Maxwell Garnett.
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FIGURE II.8 — Exemple de milieu composite pouvant étre décrit par la théorie de Maxwell Garnett

La théorie de Maxwell Garnett est basée sur une généralisation des formules de Clausius-Mossotti

(IL42) et (1143) :
34 2Na, 3+2NB,

S = 11.45
N3N, MM 3TN (L.45)

Eeff =

ou €, et up sont les parametres électromagnétiques du milieu-hote et ou, au lieu de considérer des polar-
isabilités atomiques ou moléculaires, on tient compte des polarisabilités dipolaires électriques et magné-
tiques o, et B, des particules dans la matrice. Cette homogénéisation de la réponse électromagnétique
n’est strictement valide que pour des longueurs d’onde treés supérieures au rayon des particules et pour
des réseaux a symétrie cubique. Pour les autres réseaux, le champ E3; du paragraphe précédent est de
maniere générale différent de 0, et on doit alors le calculer numériquement pour obtenir I’expression du
champ local. Dans le cas particulier d’une structure amorphe (désordonnée), E; = 0 en moyenne, mais
les fluctuations peuvent jouer un role important.

Selon I’expression qui sera prise pour 0, et By, on a affaire a la théorie classique ou étendue de Maxwell
Garnett.

11.2.4-b Modéle de Maxwell Garnett classique

Dans cette version du modele, on considere des spheres de rayons trés petits devant la longueur
d’onde dans le milieu-hdte A, > r, et on se place dans 1’approximation quasi-statique (champ uniforme
a I’échelle des inclusions) [72, 73]. On utilise par conséquent la polarisabilité sous champ quasi-statique
de particules sphériques de rayon r, donnée par [64] :

3 €& —&n

11.46
€p +2€y ( )

apquasi—statique = 47U’
ol g, et &, sont respectivement les permittivités des particules et de la matrice-hote.
En remplacgant cette expression dans 1’équation (I1.45), on obtient apres réarrangement, 1’équation de

Maxwell Garnett :
€ — &

Eeff = €h + 3 f€
off = €n + 3 f h8p+2€h—f(€p—€h)

(IL.47)

ou f = i7tN 73 est la fraction volumique en particules.

La théorie classique de Maxwell Garnett a initialement été élaborée pour décrire la permittivité effective
d’un milieu composite. Elle donne de bons résultats dans la description, par exemple, d’inclusions mé-
talliques de petites tailles dispersées dans un milieu-hote. Il existe dans 1’approximation quasi-statique
une formule analogue pour la perméabilité, que nous ne donnons pas ici, d’une part en raison de la com-
plexité de I’expression de la polarisabilité statique magnétique, et d’autre part pour une raison physique :
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sous champ quasi-statique (T — 0), le coefficient dipolaire électrique est largement dominant sur le dipo-
laire magnétique et les effets magnétiques sont ainsi négligeables (cf. FIGURE 11.2).

Il est a noter que cette théorie est tres largement utilisée et ses limites et extension font 1’objet de débats
dans la communauté [74].

I1.2.4-¢c Théorie de Maxwell Garnett étendue

Avec I’approche de Maxwell Garnett classique, les effets des résonances de Mie (notamment magné-
tique) des spheres diélectriques ne sont pas décrites. Pour les prendre en compte, il existe une extension
de cette théorie, dans laquelle on n’utilise plus la polarisabilité sous champ statique mais la polarisabilité
dynamique dérivée de la théorie de Mie [75, 73]. Le calcul de cette polarisabilité dynamique est expliqué
ci-dessous.

Polarisabilité dynamique de Mie Afin de calculer la relation entre la polarisabilité et les coeffi-
cients dipolaires de Mie nous réutilisons ici le formalisme de la section IL.1.
En régime quasi-statique (A, > r), on peut en bonne approximation, décrire les spheres comme des
dipdles électriques et magnétiques. En ne retenant que le terme dipolaire (n = 1) dans le développement
de Mie (I1.17), les champs diffusés par les spheres sont :

E, = E(iayN3) = byM) (I1.48)
k

H, = —E, (ib)NY) +aM)) (IL.49)
Otn

. 3. . o
ou E| = —iEy et Ey est 'amplitude de 1’onde incidente.
Chacun de ces coefficients dipolaires de Mie b; et a; donne naissance a un champ électrique et magné-
tique que I’on peut séparer de la maniere suivante :

3. 3

E; = _EIEOblMEJSI)l Hy, = —EHOblNS)l (I1.50)
3 3.

E, = —5EoaiNy) H,, = JiHoai M) (IL51)

L’idée est ensuite de comparer ces champs aux expressions des champs des dipdles électriques (I11.32) et
magnétiques (I1.33), ce qui permettra d’exprimer la polarisabilité des spheres en fonction des coefficients
dipolaires de Mie, a; et b;. Pour cela, développons I’expression du champ magnétique Hj,, dii au terme
b.

3

L’expression du vecteur NG

o11» €n coordonnées sphériques est donnée dans [64] :

hy (knp)
khp

[knp - 1 (knp)]'
khp

NS])I =2sin¢sin0-7;(cos6) &+ (€gsin¢ -7y (cos0) + &y cos - (cosH))

(I1.52)
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P!(cos@) dP!(cos9)

do

avec Ty (cos8) = =1letT(cosO) = = cos 6.

On en déduit I’expression du champ Hy, :

3 hy (k knp -1y (knp)]'
H,, — —>Hob, {2sin(])sin6 1kaR) g 1 (@psindoosd-+ & cost) [hpl(hp)]} (IL53)
2 khp khp
qui peut étre mise sous la forme [49] :
H,, — 3 Hobi e? {kz(é X 8,) X &+ [38(8p -8,) — &) ( : ikh) } (I154)
b = 5 €y) — =T .
1 2 kﬁ p h\%p y p PP ®y y p2 P
On peut identifier a I’expression classique de rayonnement magnétique dipolaire (I1.33) :
1 einP . . R 1 ik
Haipolaire = m {kﬁ(ep xm) x & +[3¢&,(é,-m) —m| (p2 — ph> } , (I1.55)

ce qui permet de retrouver la valeur du moment dipolaire magnétique de la spheére m = f3, Hi\pzo =
BpHoé,, et donne 1’égalité suivante :
BpHo 3 iHob,
an 2 K

(11.56)

On en déduit ainsi la valeur de polarisabilité magnétique de la sphere, issue de la théorie dynamique de
Mie, en fonction du coefficient dipolaire magnétique :

1
Bp = 6Tib; (L57)
ki,
On peut mener le méme calcul pour le coefficient dipolaire électrique a;, on obtient alors la relation
équivalente :

1
0 = 6Tia 5 (IL58)
h

Expression de Maxwell Garnett étendue Les polarisabilités quasi-statique (I1.57) et (IL.58) peu-

. . . 21ry/€ ) )
vent étre récrites en fonction du parametre de Mie T = Th'uh défini dans I’équation (I11.22) :
0

3 3
op = 6Tia, & Bp = 6mib; 3 (I1.59)

En substituant dans la formule de Clausius-Mossotti (I1.45), on obtient les parameétres effectifs du milieu
composite selon la théorie de Maxwell Garnett étendue :

T +3ifa 3 +3ifb,

, _ 1160

Eeff = €p

Nous verrons dans la partie suivante que les résonances des coefficients de Mie a; et by, induiront des
résonances de ces parametres effectifs.

On peut enfin remarquer que la formule de Maxwell Garnett classique découle de la formule étendue.
En effet, quand T < 1, on peut considérer le terme en t> de I’expression (I.26) comme une bonne
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approximation de a; :

20 m* — 1
3 mA42
En remplacant cette expression de a; dans I’équation (I1.60), on retrouve 1’expression de Maxwell Garnett
classique (I1.47).

ay = — +0(7)

11.2.4-d Discussion sur les limites de validité de la théorie de Maxwell Garnett

Correction radiative L’expression de la polarisabilité (I1.46) est exacte seulement en régime statique
(v — 0) et perd sa validité a fréquence non nulle. On peut facilement comprendre pourquoi en considérant
des particules sans perte (g, réel), pour lesquelles la polarisabilit€ donnée par (I1.46) est également réelle.
Pourtant, on sait que pour des fréquences finies, un dip6le éclairé par une onde plane diffuse une partie
de I’énergie incidente et donc atténue 1’onde plane, ce qui doit se traduire par une partie imaginaire dans
I’expression de la polarisabilité [76]. La polarisabilité statique donnée par 1’expression (I1.46) contredit
donc le principe de conservation de 1’énergie [77]. Ce probléme peut étre corrigé en modifiant Iégérement
I’équation (I1.46) de la maniere suivante :

&+ 26 ‘ZT3>1 (IL61)

3
oy, =4nr’ | ——— —i—
pslauque < Sp _ Eh 3
ol le second terme caractérise la relaxation par radiation des spheres ; cette correction est connue sous le
nom de correction radiative. Pour des fréquences nulles, on retrouve I’expression originale (I1.46).
Lorsque I’on utilise la polarisabilité dynamique (I1.59) dépendant des coefficients dipolaires de Mie :

r3 r3
O = 6miar 5. Pp=6mib) (IL62)

’ Za1d z . ez —1 - . .
et que I’on réalise un développement limité de o,y pour T petit, on obtient :

m2+2 3m2-2 ., 273 !
m2_1—§m2_1r2—17+0(r4) , (11.63)

~ 3
o R 4mr

et on remarque que le troisieme terme a I’intérieur du crochet correspond a la correction radiative pour
la polarisabilité statique. Ce terme est aussi présent lorsque 1’on développe de la méme maniere ,. On
se rend ainsi compte que 1’expression de la polarisabilité (I1.59) ne nécessite aucune correction pour
satisfaire la conservation de I’énergie [77].

Suppression de la correction radiative pour les réseaux périodiques Pour les réseaux périodiques,
il a été démontré dans [78], qu’en considérant que les particules interagissent entre elles seulement via
I’interaction dipdle-dipdle retardée, les pertes radiatives globales dans la structure s’annulent. En effet, les
pertes radiatives individuelles au niveau d’une particule sont exactement compensées par le rayonnement
recu des autres particules du réseau par effets d’interférence du champ d’interaction entre particules
[79]. Ainsi, lorsqu’on place une particule dans un réseau, il faut donc éliminer le terme radiatif dans
I’expression de la polarisabilité en 1’ajoutant de maniére ad hoc :

3

k
—1 +h
— 11.6
o+ ( 4)
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ou o est soit (II.61), soit (I1.59).
En utilisant cette suppression des pertes radiatives pour les réseaux périodiques, la relation de Maxwell
étendue devient :

3i 3ifb
1—a1+7l{3a1 1—b1+7l{31
Eeff = 8h1—3ifa1’ HUeff = ,Uhlb—?’ifbl (I.65)

Domaine de validité et extensions Dans ce qui précede, nous avons dit que les limites de validité de
la théorie de Maxwell Garnett, sont les mémes que celles de la théorie de Clausius Mossotti :
— Elle est valable en régime quasi-statique, ¢’est-a-dire pour des longueurs A;, d’onde trés supérieure

aux rayons des particules et aux distances d entre particules (avec pour limite supérieure d < ?8).

— Les distances d entre particules doivent étre grande par rapport aux rayons r des particules pour
pouvoir négliger les interactions multipolaires entre particules (typiquement r < d/3) [80]. Cette
hypothése est équivalente a I’hypotheése d’un régime de faible dilution.

— Enfin, elle reste valable tant que les contributions des plus proches voisins (champ E3 dans (I11.41))
s’annulent (comme c’est le cas pour un réseau cubique) ou, de maniere équivalente, quand on peut
négliger les couplages entre particules.

Une discussion tres intéressante sur cette derniére hypothese est faite par Mallet et al. dans [81]. Dans
cette publication, les auteurs démontrent que la théorie de Maxwell Garnett reste valide pour des sys-
temes désordonnés, y compris en présence de multidiffusion, lorsque les positions des particules sont
non-corrélées entre elles (ou plus exactement, quasiment non-corrélées, puisque pour des spheres dures,
la condition de non-pénétration entraine de fait une certaine corrélation de position). De plus, ces auteurs
montrent que ce résultat pour les milieux désordonnés reste valide pour des fractions volumiques rela-
tivement haute (jusqu’a environ f = 20%).

Parmi les nombreuses extensions de cette théorie, on peut aussi citer [82, 83] ou les auteurs incluent les
interactions multipolaires pour pouvoir décrire des systémes dans lesquels les distances entre particules
sont petites.

I1.2.4-e Formulation alternative de Lewin

Une formulation approchée de la théorie de Maxwell Garnett a été développée par Lewin en 1947
dans [41]. Dans cette publication, Lewin propose une approximation des coefficients dipolaires de Mie
autour des résonances dipolaires d’ordre le plus bas.

Comme nous I’avons signalé a la section II.1.3-b, les développements limités des coefficients dipolaires
de Mie pour 7 petit (équations (I1.26) a (I1.29)), ne rendent pas compte de ces résonances dipolaires
puisqu’on n’observe aucune singularité de a; ou by (pour Re(m) > 0). Il faut donc une approximation
plus fine compatible avec le fait que ces résonances apparaissent pour Re(m) grand. Les coefficients
dipolaires exacts a; et by, en utilisant (IL.20) (I.21) et (I1.25), peuvent étre écrits sous cette forme :

2w ()i (5) = my () (o)
ar =g ) ; (I11.66)

i (O (1) — ) (1) ()

_ Y1 (M)W (T) — iy (V)W (m)
ppW1(mT)E} (1) — unmE: (T) ) (m)

by (IL67)
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Autour des résonances comme illustré par la FIGURE II.2, T < 1 mais Re(mt) ~ 1. Ainsi, Lewin a eu
I’idée de garder I’expression exacte des termes en mT et de réaliser un développement limité des termes
en T seulement. Les expression approchées des termes en T sont les suivantes :

W) =3P H0() WD) =21+0) &LD=—L+00) EE=15+0(1) L)

Les expressions exactes des termes y; (mt) et W} (m7t) sont :

_ sin(mt)

Wi (mT) — cos(mt) (11.69)

mT

cos(mt)  sin(mt)

V| (mt) = sin(mt) + (TR

(IL.70)

En utilisant ces expressions dans (I1.66) et (II.67), on obtient alors de nouvelles expressions approchées
des coefficients de Mie :
2 ;e —gpF(mt 2 — upF (m7
o =2 ST 8F Y 20 i = pF (mT) a7
3 2ep+epF(mr) 3 2uy+ppF (mr)
2 [sin(u) — ucos(u)]

est la fonction de Lewin.
(u? —1)sin(u) + ucos(u) W

ou: F(u)=

Et, en utilisant I’équation (II.60), on obtient une nouvelle formulation approchée de la formule de Maxwell
Garnett :

1_2f &, — epF (m1) Y U — upF (m7)
B 2ep + epF (mr) B 2up + ppF (m)
Eeff = €p F et Ueff = U F (IL72)
Lo (mt) |4tk (mt)
2ep + €, F (m1) 2up + ppF (m)

Dans la suite, on se référera a cette approximation sous le nom d’approximation de Lewin.

Ce calcul approché a I’avantage de simplifier les coefficients dipolaires de Mie et ainsi de pouvoir cal-
culer I’expression de Maxwell Garnett en limitant les ressources utilisées par 1’ordinateur. Les positions
des résonances sont prédites de maniere correcte comme on peut voir sur la FIGURE 11.9, mais une des
contreparties quand on utilise ces expressions, est le manque de précision sur les amplitudes a la réso-
nance.
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FIGURE I1.9 — Comparaison des coefficients dipolaires exacts (théorie de Mie) et issus de 1’approximation

de Lewin.

Notons qu’il est possible, pour améliorer la précision de I’approximation de pousser plus loin I’ordre

des développements limités (I11.68).
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II.3 Simulation numérique de métamatériaux par la méthode des élé-
ments finis

Jusqu’a présent nous avons explicité les outils analytiques destiné a modéliser nos métamatériaux.
Ces théories ont toutes leurs limites et afin de déterminer leurs domaines de validité, nous avons aussi
étudié nos systemes par des méthodes numériques. Pour cela, nous avons utilisé le logiciel commercial
d’éléments finis de la société Ansys HFSS® (http://www.ansoft .com/products/hf/hfss/).

Ces simulations numériques sont tres largement utilisées dans la communauté des métamatériaux puisqu’elles
font office d’expérience virtuelle en approximant numériquement la solution physique des équations

de Maxwell. Ainsi, des effets physiques souvent ignorés dans les méthodes analytiques (tel que 1’effet

du champ proche ou des moments multipolaires d’ordres élevés) sont présents dans ce type de calcul
numérique.

Dans cette partie, nous expliquerons tout d’abord la méthode des éléments finis et comment nous I’avons
utilisée avec le logiciel HFSS®. Nous aborderons ensuite les différentes méthodes d’extraction des
parametres effectifs des structures étudiées (permittivité, perméabilité, etc ...) et les problemes qui en
découlent.

11.3.1 La méthode des éléments finis

I1.3.1-a Caractéristiques principales des éléments finis et comparaison avec les autres méthodes
disponibles

Les méthodes numériques les plus connues et les plus utilisées en électromagnétisme, plus parti-
culicrement dans le domaine des métamatériaux, sont la méthode des différences finies temporelles
(FDTD), la méthode des éléments finis (FEM). Bien que ces deux méthodes permettent de résoudre
des équations différentielles numériquement (dans notre cas les équations de Maxwell), il existe d’im-
portantes différences entre elles, chacune avec ses points forts et ses points faibles.

La FDTD est une méthode développée par Kane Yee en 1966, et basée sur la discrétisation des opéra-
teurs différentiels par la méthode des différence finies. C’est une méthode temporelle, ce qui permet en
utilisant comme source une impulsion large bande, de couvrir a partir d’une seule simulation un grand
domaine spectral. Cela permet aussi d’observer I’évolution temporelle des champs (notamment le régime
transitoire) et donc d’avoir une bonne intuition de ce qui se passe dans la structure [84].

La FEM est une méthode fréquentielle, qui donne seulement acces a la solution en régime stationnaire a
une fréquence donnée. Ainsi, pour obtenir le résultat sur une large bande fréquentielle, il est nécessaire
de résoudre les équations pour chaque fréquence. Il en résulte des temps de simulation supérieurs a ceux
de la FDTD mais une précision sur les fréquences de résonances supérieure. La FEM possédait aussi
I’avantage sur la FDTD d’utiliser un maillage non-uniforme qui permet de donner plus de détails sur les
régions d’intérét (notamment pour des géométries complexes), mais maintenant, les dernieres version de
la plupart des logiciels FDTD permettent de créer de tels maillages. Ces différences font que de maniere
générale la FDTD est tres économe en ressources informatiques alors que la FEM nécessite une puis-
sance de calcul relativement élevée, notamment pour les structures complexes.

Dans la suite, nous nous intéresserons principalement aux résonances de Mie de spheres diélectriques
en régime stationnaire ; nous avons ainsi choisi d’utiliser la FEM comme méthode de simulation pour
comparer avec les résultats des calculs analytiques.
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I1.3.1-b  Principe de la méthode

La méthode des éléments finis est une méthode généraliste de résolution d‘Equations aux Dérivées
Partielles (EDP). C’est une méthode populaire, initialement développée dans les années 1940 pour des
problemes de mécanique des structures, qui a ensuite été utilisée dans de nombreux domaines de la
physique et de I’ingénierie, notamment en électromagnétisme. Cette méthode résout numériquement les
équations aux dérivées partielles avec des conditions aux limites. Cette résolution numérique approchée
est obtenue en discrétisant la géométrie du probleme en plusieurs sous-domaines dont 1’ensemble est
appelé maillage (Voir FIGURE II.10). Plus le maillage est fin, plus I’approximation de la solution sera
bonne. Pour des systémes a deux dimensions, les éléments de base du maillage seront des triangles ; a 3
dimensions, ce seront des tétracdres. De tels éléments géométriques ont la capacité de pouvoir s’ adapter
a n’importe quelle géométrie, notamment les structures courbes.

FIGURE II.10 — Maillage bidimensionnel d’une structure comportant des spheres.

De maniere générale, la méthode de résolution est basée sur la formulation variationnelle et les résidus
pondérés. Afin de comprendre intuitivement la méthode, nous nous limiterons a I’expliquer pour un
systeéme a une dimension, dans lequel le domaine géométrique est simplement un intervalle [a,b]. Des
descriptions détaillées de la généralisation a 3 dimensions sont disponibles dans les références [85, 86].

On considere un systéme décrit par 1’équation différentielle :

Llu(x)] = f(x) (11.73)

avec L un opérateur différentiel linéaire (correspondant dans notre cas aux équations de Maxwell), f
une fonction, # une solution exacte du probléme et x la variable. Pour que le probléme soit complet, on
considere les conditions aux limites u(a) et u(b) connues.

On cherche une solution approchée i(x) de la fonction u(x), sous la forme d’une combinaison linéaire
de fonctions @;, linéairement indépendantes et formant une base :

N
i(x) =Y cigi(x) (I1.74)
i=1
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Les @;, appelées fonctions d’interpolation, sont la plupart du temps des polyndmes de degré variable. Les
c; sont les coefficients de pondérations a déterminer pour obtenir la solution approchée.
En substituant la solution approchée dans I’équation différentielle, le résultat n’est plus égal a f et il
existe un résidu r :

Lla)—f=r(@)#0 (I1.75)

On peut cependant évaluer la meilleure approximation possible de u en utilisant la méthode des résidus
pondérés. Cette méthode consiste 2 minimiser le résidu’ sur le domaine de définition. Pour cela, on
construit I'intégrale R; du produit du résidu r par une fonction de pondération w;, et on écrit :

Vi, Rj=0= fb Plii(x)]w; (x)dx (1L.76)

Pour la fonction exacte u(x), cette égalité est vraie quelles que soient les fonctions de pondération w;
car I’intégrand s’annule pour tout x. Pour la fonction approchée ii(x) et pour un type de fonction de
pondération w; donnée, cette intégrale s’annule seulement lorsque le résidu est minimum (on peut le
comprendre intuitivement avec la méthode des moindres carrés expliquée ci-dessous).

A partir de cette intégrale, on peut écrire pour la solution approchée 1’expression :

Y. " (Lleig ()] — £ () w; (x)dx = 0 a7

qui donne un systeme matriciel dont les coefficients ¢; sont les inconnues. Pour résoudre un tel systéme,
on a besoin d’autant d’équations que d’inconnues et on doit donc choisir un nombre N de fonctions de
pondération. La solution (c’est-a-dire I’ensemble des {c;}) est finalement obtenue en inversant la matrice
obtenue par des méthodes spécifiques.

Nous allons expliciter maintenant deux types de fonctions de pondération utilisées dans la méthode
des résidus pondérés.

Méthode des moindres carrés Cette méthode permet de comprendre de maniere intuitive la méthode
des résidus pondérés.

Pour obtenir la meilleure approximation possible de «, on veut un résidu qui tende vers O sur le domaine
de définition [a, b]. Pour cela, on cherche & minimiser la somme continue du carré du résidu de (IL.75) :

% Lh P [i(x)]dx (IL78)

Le minimum d’une telle fonction est obtenu en écrivant que les dérivées par rapport aux coefficients c;
sont toutes nulles :

b Or
i c—dx = 1.
Vi, f o dx=0 (IL.79)
En examinant cette expression, on constate qu’elle est équivalente a I’équation (I1.76) avec :
d
w; = 2 (I1.80)
aCi

1. en réalité il s’agit d’une moyenne pondérée du résidu.
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Dans la méthode des moindres carrés, les fonctions de pondération sont les dérivées du résidu par rapport

aux c;.

Méthode de Galerkin Cette méthode mise au point par le mathématicien russe Galerkin utilise comme
fonction de poids les fonctions de bases @; :

wi = Q; (IL.81)

La justification mathématique d’un tel choix est que les fonctions de pondération w; sont orthogonales
aux résidus sur le domaine de définition.
La méthode de Galerkin peut €tre aussi vue comme une extension de la méthode des moindres carrés.
Plut6t que de prendre la dérivée du résidu par rapport a c¢;, la dérivée de la fonction approchée i est
utilisée : ~
wi = % =@ (I11.82)
aCi

I1.3.2 Le logiciel HFSS®

Il existe une grande variété de codes d’éléments finis, mais on peut en distinguer deux catégories, les
codes généralistes et les codes spécialisés. Les premiers permettent de résoudre n’importe quel systeéme
d’EDP mais ne sont pas optimisés au point de vue des ressources informatiques mises en jeu. Les codes
spécialisés permettent, quant a eux, de résoudre de maniere optimisée les EDP d’un systéeme particulier :
dans notre cas, nous utilisons le code spécialisé HFSS®.

HFSS, abréviation de « High Frequency Structure Simulator », est un logiciel commercial d’éléments fi-
nis de la société Ansys. L’équation différentielle (II.73) résolu par son code d’éléments finis est I’équation
d’onde suivante :

Vx [u ' VX E] —k}e,E=0 (11.83)

Il s’agit d’un code fréquentiel car cette équation doit étre résolue pour chaque valeur de ko = 2mv/c,
directement reliée a la valeur de la fréquence v. Ce code est tridimensionnel et produit un maillage
tétraédrique adaptatif. La résolution par éléments finis de ces structures, associée a un calculateur intégré
permet la visualisation des différents champs et grandeurs physiques.

La plupart des structures simulées dans la suite de ce manuscrit, seront des systemes infinis dans deux
directions de 1’espace d’arrangements cristallins de spheres diélectriques, immergées dans un milieu-
hdte, et, excités par une onde plane (voir FIGURE II.11). La simulation de structures infinies est rendue
possible grace a I’utilisation de conditions aux limites « perfect E » et « perfect H » proposées par HFSS®
sur les surfaces de la cellule unitaire, dans les directions x et y. Ces conditions miment respectivement des
conducteurs électriques et magnétiques parfaits, et par conséquent les champs E et H sont respectivement
normaux a ces plans. On peut d’autre part exploiter les symétries au sein de la cellule unitaire du cristal :
en effet, on sait d’apres les lois de I’électrostatique et de la magnétostatique, que le champ E est normal
a tout plan d’antisymétrie électrique et tout champ H est normal aux plans de symétrie magnétique. En
plagant donc les conditions aux limites « perfect E » et « perfect H » de maniére appropriée sur les plans
de symétries et d’antisymétrie de la cellule unitaire, on peut ainsi a la fois simuler la périodicité du réseau
et réduire la taille de la région simulée. Nous avons la plupart du temps utilisé le mode « wave-port ex-



II.3  Simulation numérique de métamatériaux par la méthode des éléments finis 61

=
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FIGURE II.11 — Structure cristalline infinie selon les direction x et y et comportant 5 couches de particules
selon la direction de propagation z.

citation » qui permet d’exciter la structure, ainsi que de déterminer sa transmission et sa réflexion [87].
Ce mode d’excitation simule un guide d’onde semi-infini, dont la section transversale est celle délimitée
par la surface dessinée, faisant office de source ou de récepteur de la structure tri-dimensionnelle. Cepen-
dant, les guides d’ondes ne sont pas TEM, et il nous faut donc, pour rendre 1’onde plane en entrée, choisir
de maniere appropriée les conditions aux limites en contact avec le « wave-port » (perfect E, perfect H)
(FIGURE II.12). Dans cette configuration, I’onde plane entre avec une incidence normale sur la structure ;
il n’est pas possible de changer 1’angle d’incidence, car les conditions aux limites employées ne seraient
alors plus valides.

Structure vue de face Vue 3D de la structure
Perfect E ———hn
Porfect E— e
Waveportl — ~ n —
Perfect H Perfect H I o o ,o = Waveport2
E E k L \; : Quart de sphere
Perfect H
H Perfect E H

FIGURE II.12 — Géométrie et conditions aux limites utilisées dans HFSS® pour simuler la structure de la
FIGURE II.11 avec une incidence normale.

I1.3.3 Extraction des parameétres effectifs

Dans nos travaux, nous nous intéressons tout particulierement aux parametres effectifs des structures
étudiées (indice, perméabilité, permittivité, etc.). Ces parametres effectifs doivent &tre extraits a partir
des coefficients de réflexion et transmission complexes de la lame de matériau composite simulée avec
HFSS®. Avec le mode d’excitation en incidence normale expliqué ci-dessus, ces coefficients de réflexion
et transmission se présentent sous la forme de parametres S, avec Sy le coefficient de réflexion et S le
coefficient de transmission :

S11 :Mue_iq’”, SH1 :M21e_i¢21 (11.84)

ou My1,M>1,011,021 sont respectivement les modules et les phases de la réflexion et de la transmission.
La procédure classique pour effectuer I’extraction des parametres effectifs a partir des coefficients de
réflexion et transmission, est connue sous le nom de méthode de Nicolson-Ross-Weir (NRW) [88, 89].
Elle fut utilisée dans le cadre des métamatériaux pour la premiere fois dans [90] et, a ce jour, c’est de



62 Chapitre II.  Outils analytiques et numériques

loin la procédure la plus utilisée pour 1’extraction des parametres effectifs de milieux composites.
Cependant, dans de nombreux cas, la méthode de NRW mene a des résultats partiellement erronés, no-
tamment des violations des principes fondamentaux de la physique sur certaines gammes de fréquence
[91]. Pour pallier a ces erreurs, il existe des extensions de la méthode de NRW [92], ainsi que des méth-
odes d’extraction alternatives [93, 91]. Dans ce qui suit, nous expliquerons le principe de la méthode
NRW ainsi que ses limites. Nous verrons ensuite, une seconde méthode d’extraction due a Scher et
Kuester.

I1.3.3-a  Extraction par la méthode de Nicolson-Ross-Weir

Principe de la méthode La méthode de Nicolson-Ross-Weir (NRW) est basée sur 1’inversion des for-
mules de Fresnel des coefficients de réflexion et transmission en onde plane pour des couches de milieux
continus, et permet ainsi d’extraire 1’indice nq¢ et I’'impédance z.g d’un milieu composite a partir d’une
simulation ou d’une expérience [88, 89]. Elle n’est valide qu’en incidence normale. Cette méthode a été
appliquée en premier dans le contexte des métamatériaux par Smith et al. [90]. Sa validité est soumise
aux conditions suivantes : pour pouvoir assigner un indice a un matériau, il faut qu’un seul mode propa-
gatif existe dans celui-ci a la fréquence considérée. Comme nous I’avons déja vu dans la section I1.2, dans
le cas de I’étude de milieux non-continus, 1’existence, et donc I’extraction de parametres effectifs, n’est
possible que dans le cas ou la longueur d’onde incidente est trés supérieure aux tailles et aux distances
entre les constituants élémentaires du milieu composite.

La méthode NRW est simplement basée sur le calcul classique d’interférence donnant la transmission et
la réflexion d’une couche de matériau en fonction de son indice (effectif), de son impédance (effective)
et son épaisseur. En inversant ces formules, on déduit les valeurs neg et zegr en fonction de I’épaisseur d
de la couche simulée 2 du coefficient de transmission ¢’ = S, et de réflexion r = S1; [90] :

1
arccos </[1 —(r* - t’z)]>
2
2 + (IL.85a)

R _ 4R
e(rten) ¢ kd kd

(IL.85b)

Im (l’leff) = +Im

(11.86)

ol i un entier .

Grace a I’argument physique de passivité, qui, avec la convention e ™' se résume a Im(neg) > O et
Re(zest) > 0, on peut lever I’ambiguité sur le signe de (I1.86) et (I1.85). Le choix de 1’entier m est plus
subtil et peut mener a des ambiguités dues au choix de la branche a retenir de la fonction arccos prise
dans le plan complexe. Ces ambiguités peuvent amener a 1’obtention d’un indice présentant des artefacts
sous forme de sauts discontinus, a priori dépourvus de sens (cf. FIGURE I1.13). Dans nos travaux, pour
remédier a cela, nous avons développé une procédure numérique nous permettant d’identifier automa-
tiquement la branche adéquate. Le principe et les scripts associés a cette procédure de « recollement » des

branches sont expliqués en détails en annexe de ce mémoire (page 175). L’idée est qu’a chaque saut dis-
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FIGURE II.13 — Extraction de I’indice effectif a partir des parametres S en utilisant la formule (I1.85). a)
indice brut; b) indice aprés application de la procédure de recollement des branches, rendu continu.

continu dans ’indice brut, on doit déterminer quelle nouvelle branche doit étre adoptée pour assurer
la continuité de I’indice. Notre analyse mathématique développée en annexe montre que le choix de la
nouvelle branche en fonction de I’ancienne est univoque. En revanche, il est toujours nécessaire de faire
«manuellement » un choix pour la premiere branche sur laquelle démarrer 1’extraction a basse fréquence.
Ce choix peut parfois revétir un certain arbitraire (.. .et il nous a été donné de noter quelques erreurs fla-
grantes d’extraction dans la littérature dues a ce point précis). Dans notre cas de matériaux résonants,
ce choix est guidé par le fait qu’a basse fréquence, loin de toute résonance, les parametres effectifs
doivent rejoindre une valeur constante ou quasi-constante (ainsi, dans le cas de matériaux constitutifs
non-magnétiques, les perméabilités magnétiques s extraites doivent rejoindre la valeur peg = 1).

A partir de I’indice et de I"impédance effectifs, on peut également obtenir les parametres effectifs €.
et uesr a 1’aide des formules :

Neff

Eeff = —, Heff = Teff * Zeff (I1.87)
eff

Limitations de la méthode NRW Ainsi que nous 1’avons noté, la méthode d’extraction NRW peut
dans certains cas amener a des résultats partiellement erronés. Dans [92], Chen et al. établissent une liste
des erreurs éventuelles pouvant se produire lorsque 1’on utilise cette méthode pour déduire les parametres
effectifs. Ils font état de trois types d’erreurs : le premier type d’erreur possible résulte d’une indétermi-
nation dans les limites du matériau, et donc dans I’épaisseur exacte de la couche étudiée. Pour un milieu
composite, formé par exemple de sphéres dans un milieu-hote, les frontieéres du matériau sont difficiles a
déterminer (sommets des spheres ? milieu des spheres ? limite de la maille unité ?), ce qui peut entrainer
une indétermination de I'impédance effective. Pour remédier a cela, les auteurs déterminent par optimi-
sation les limites du matériau en cherchant une impédance indépendante de I’épaisseur du matériau. Le
second type de probleme, est bien entendu celui de la détermination des branches appropriées (choix de
Pentier m dans (47a)). Un troisieme probléme apparait quand un des parametres S approche de zéro :
dans ce cas, I'impédance extraite présente des pics parasites sans signification physique (on peut en voir
un exemple dans la FIGURE V.21).

Enfin, une dernicre difficulté vient du fait que ’on souhaite extraire des propriétés effectives de
volume pour les structures étudiées, correspondant a des milieux infinis dans toutes les directions de
I’espace, mais que dans les simulations, ces dernieres sont nécessairement finies dans la direction de
propagation. Ainsi, les effets de taille finie liés a la présence des interfaces ne peuvent étre a priori
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éliminés, ceci étant tout particulicrement vrai dans le cas de matériaux composites dans lesquelles la
séparation d’échelle entre la taille des inclusions et I’épaisseur n’est pas nécessairement trés marquée.
L’hypothese sous-jacente a I’extraction NRW est qu’a partir d’un certain nombre de couches, a déter-
miner au cas par cas, les valeurs extraites en NRW rejoignent celles de volume. Ces difficultés nous ont
poussé a considérer une autre méthode d’extraction, que I’on puisse comparer indépendamment aux ré-
sultats obtenus selon NRW. Cette méthode alternative, basée notamment sur les réflexions de Simovski
sur le sujet [94, 95], a été développée par Scher et Kuester dans [93].

11.3.3-b Méthode d’extraction de Scher et Kuester

Nous nous intéresserons ici a la méthode d’extraction des parameétres effectifs proposée par Scher et
al. [93], dans laquelle les propriétés de volume du métamatériau sont déduites du champ diffusé non pas
par un certain nombre de couches estimé suffisant pour reproduire un matériau infini dans la direction de
propagation, mais par une seule couche planaire de particules. Il est a noter que les équations utilisées par
les auteurs de cette publication ont été écrites avec la convention e/® pour la dépendance temporelle. Par
souci de cohérence avec le reste de ce manuscrit, nous les avons réécrites avec la convention temporelle
e ' en remplacant j par —i.

Nous commencons par considérer un métamatériau infini dans les trois directions de 1’espace, formé
par un arrangement rectangulaire (orthorhombique) de particules dont la cellule unitaire est représentée
sur la FIGURE 11.14, avec a, b et d les parametres de maille dans les directions x, y et z respectivement.
Pour simplifier le probleme, on utilise I’approximation des dipdles ponctuels (« point-dipole approxi-

FIGURE II.14 — Cellule unitaire du métamatériau d’extension infinie considérée pour la procédure d’ex-
traction de Scher et Kuester.

mation » en anglais) dans laquelle les champs produits par une particule individuelle sont approximés
par ceux produits par un dipole ponctuel situé au centre de la particule. Dans cette approximation, les
contributions dues aux multipdles d’ordre supérieur sont négligées. Par conséquent, cette approche est
restreinte a des particules de dimensions suffisamment petites devant la longueur d’onde pour que la
variation du champ local sur le volume de la particule puisse étre ignorée.

Pour obtenir les parametres effectifs de ce métamatériau tridimensionnel, Scher et Kuester font appel a
la formule de Clausius-Mossotti :

.. N(xjj r NOij
8fjeff =14+ ——r :“f{eff =1+ —"— (11.88)
’ 1—CiiNoy/ ’ 1 —CJ/iNoy;

pour j =x,y ou z.
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Dans cette formule, N = 1/(abd), le paramétre C// représente la constante dite de couplage dynamique
du réseau, et océj et oc{/{ sont les composantes diagonales des tenseurs de polarisabilité électrique et mag-
nétique selon I’axe j. Notons que, sur le principe, cette méthode d’extraction permet la description de
différents types de particules (ellipsoides, cylindres, etc.). Dans ce qui suit ne sera considéré que le cas
de particules sphériques isotropes.

Dans leur publication, Scher et Kuester donnent les expressions générales du facteur de couplage dy-
namique du réseau C//, pour une maille orthorhombique quelconque ; nous nous intéressons au cas plus
simple qui nous concernera par la suite, celui d’une structure cubique avec a = b = d. Aux fréquences
de travail pour lesquelles on peut considérer que les distances entre particules sont tres petites devant a la
fois la longueur d’onde dans la structure et dans le vide, ce facteur de couplage dynamique C// tend vers

sa valeur statique cg' /. Ainsi on peut utiliser dans la formule (I1.88) 1’approximation suivante :
. . K3
Cli=cli — 7 11.89
Y (I1.89)

ou, dans le cas cubique, la constante de couplage statique entre les couches est simplement réduite au
facteur de Lorentz : CJ/ = 1/3.

Afin d’obtenir les valeurs des parametres effectifs issus (I1.88), il reste a calculer les polarisabilités
des particules : I’idée est alors de les évaluer a partir de la réponse d’une seule des couches qui le forment,
éclairée par une onde plane en incidence normale comme représenté sur la FIGURE I1.15. On choisit donc

: b :
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FIGURE II.15 — Couche plane de particules excitées par une onde plane en incidence normale. Cette
excitation induit un dipdle électrique p et un magnétique m
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de considérer une couche infinie du matériau dans le plan (&, €,), le métamatériau tridimensionnel dans
son ensemble étant composé d’une infinité de ces couches superposées dans la direction z et séparées par
la distance d. L’ onde plane incidente, définie par Ejp. = &, Epe’*o? et Hype = éyHof:"kOZ , induit la polarisation
de la couche et donne naissance aux dip6les électriques p = &,|p| et magnétiques m = &,|m|.

Chaque dipdle est relié¢ aux champs locaux Ej,. et Ho, superposition des champs incidents et des champs



66 Chapitre II.  Outils analytiques et numériques

produits par les autres dipOles de la couche, via les polarisabilités électriques et magnétiques :
P= sooc’]f:"Eloc (11.90)

m = 10 Hioc I1.91)

A partir de ces expressions des dipdles, Scher et Kuester calculent les expressions pour les champs
locaux exercés sur chaque particule dans la couche, puis pour le champ lointain total rayonné par la
couche lorsqu’elle est illuminée par I’onde plane. De cette derniere expression, ils peuvent déduire les
parametres S théoriques de la couche, traduisant la réflexion et la trasmission de I’onde plane a la traver-

sée de la couche. Enfin, en inversant ces dernieres relations, ils trouvent I’expression des polarisabilités
des spheres en fonction des parametres S :

—ia3 (Slle—iZkol +S216—i2kol _ 1)

o = : : 11.92
B koa — iCE (Syye 2kl 4§y e~i2kol — 1) ({L92)
- 3 —i2kol —i2kol
. —ia’(—S o 1§ of 1
w_ ia>(—Sie +821€ ) (I1.93)

koa — icgy(—Slle*iZkol -l-Szle*iZkol — 1)

ou Cy* = ng sont les coefficient de couplage intra-couche donnés par les expressions suivantes :

2a & ko2 1
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+m[—2(—ikoa+ 1)(¢2 Int— +e %) + dikoa(t, Inz_) + 3]} —ia® {—2;2 + 6;1} (11.94)

avec Ky(x) I’ordre zéro de la fonction modifiée de Bessel (comme défini a la section 9.6 de [96]),

2mm\ 2 21\ 2

et
tp=1—eha —y —1_gtikoa (11.96)
l l Perfect H
— o e\ IPen‘ecl‘E 7.
- — . i b / [
@) ! ! A Q I qa 2
§ Elncv : v : i) a/2 / § E I-. /
= : : = : >
= 331 ' a ' Per;‘(e\(:/tE 3 a/:i Perfect E
. cellule | X [
élémentaire U

FIGURE II.16 — Structure HFSS® a simuler pour obtenir les résultats par la méthode de Kuester.

Pour calculer les parametres effectifs du matériau tridimensionnel, on procéde donc a une simulation
numérique de la réponse d’une seule couche de particules a I’aide de HFSS®, représentée sur la FIG-
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URE II.15 (en prenant comme configuration de cellule de simulation celle définie par la FIGURE I1.16).
Ceci donne acces aux valeurs simulées des parametres S de la couche, a partir desquels on retrouve les
polarisabilités grace aux équations (11.92) et (I.93). On introduit finalement les valeurs de ces polaris-
abilités dans les formules (I1.88), ce qui donne finalement les valeurs des parametres effectifs €, ¢fr et iy efr
recherchées pour le matériau tridimensionnel comportant une succession infinie de couches.

On voit donc ainsi que la méthode de Scher et Kuester permet de s’ affranchir des problemes de taille
finie que I’on peut rencontrer dans la méthode NRW, car elle reconstruit la réponse d’un matériau tridi-
mensionnel a partir de la réponse d’une seule de ses couches. Cependant, elle suppose une connaissance
de la structure et de I’organisation (forme des particules et type de réseau) du matériau composite étudié.

II.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes théories et méthodes permettant de modéliser
les métamatériaux a bases de spheres diélectriques.

Premierement, nous avons exposé la théorie de Mie permettant de décrire de maniere exacte la diffu-
sion de la lumiere par une sphere isolée, en fonction du contraste entre son indice et celui du milieu-hodte,
ainsi que du rapport entre sa taille et la longueur d’onde incidente. Nous avons vu que pour des matériaux
diélectriques de permittivité élevée, cette théorie prévoit des résonances magnétiques et électriques dom-
inant la réponse électromagnétique de la sphere pour des tailles de particules petites devant la longueur
d’onde.

Nous avons ensuite abordé la théorie de Maxwell Garnett, théorie du milieu effectif permettant la
description électromagnétique de milieux composites constitués d’inclusions discrétes dans un milieu
héte. Parmi les nombreuses extensions de cette théorie largement utilisée et discutée dans la littérature,
nous nous sommes intéressés a une extension prenant en compte la diffusion dipolaire de Mie. Les
principales limites de validité de cette théorie ont aussi été discutée.

Enfin, dans la derniere partie de ce chapitre, nous avons présenté la méthode des éléments finis ainsi
que I’outil de simulation que nous avons utilisé : le logiciel HFSS®. Nous avons décrit deux méthodes in-
dépendantes d’extraction des parametres effectifs, la méthode de NRW et la méthode de Scher et Kuester.
Nous serons ainsi en mesure d’avoir des données numériques que nous pourrons comparer aux prédic-
tions des modeles analytiques sur les différents systemes étudiés.






Chapitre 111

Magnétisme artificiel dans la gamme
térahertz

Dans cette partie nous allons aborder les résultats issus de notre travail concernant le magnétisme arti-

ficiel dans la gamme de fréquence térahertz. Ces travaux, visant a réaliser en pratique des métamatériaux
a perméabilité négative dans le térahertz, ont été réalisées en collaboration avec une équipe de chimistes !
de I’Institut de Chimie de la Matiere Condensée de Bordeaux (ICMCB) dont le but était la fabrication des
résonateurs diélectriques, et, une équipe de physiciens > du Laboratoire Ondes et Matiéres d’ Aquitaine
(LOMA) dont le but était de mesurer les propriétés électromagnétiques des (méta)matériaux. Nous con-
sidérerons la gamme de fréquence allant de 200 GHz a 1 THz.
Pour obtenir un fort magnétisme dans cette gamme de fréquence, nous utiliserons les mémes principes
que dans [47, 48], c’est a dire, exploiter la résonance magnétique dipolaire de Mie des particules indi-
viduelles pour donner une réponse macroscopique dont la perméabilité est différente de 1. Ce chapitre
s’organisera de la maniere suivante :

— Premieérement, nous aborderons la condition de résonance magnétique dipolaire et nous verrons
ce qu’elle implique quant au choix du matériau pour les résonateurs (permittivité élevée et faibles
pertes).

— Ensuite, en fonction de ces contraintes, nous examinerons différents matériaux susceptibles d’&tre
utilisé comme résonateur diélectrique dans la gamme de fréquence 200 GHz-1 THz.

— nous verrons ensuite les résultats obtenus avec Maxwell Garnett et leur comparaison avec des
simulations numériques des éléments finis, cela pour différentes fractions volumiques et différents
types de réseau.

III.1 Résonance magnétique de matériaux diélectriques dans le domaine
térahertz

Dans cette partie, nous étudions d’abord la condition de résonance magnétique dipolaire de Mie,
puis, nous en déduisons les valeurs des permittivités du matériau requises pour réaliser un résonateur
magnétique.

U. Chung, S. Mornet et M. Maglione
R.

1.
2. Yahiaoui et P. Mounaix
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III.1.1 Conditions d’apparition des résonances dipolaires de Mie

Ainsi que nous I’avons vu précédemment, pour des spheres diélectriques d’indice élevé (Re(m) grand),

il existe des résonances magnétique et électrique de Mie. Lors de ces résonances, de forts courants de
polarisation apparaissent a intérieur de la particule donnant naissance 2 un moment magnétique ou élec-
trique. Pour un milieu composé de ces spheres concentrées a une fraction volumique suffisamment haute
dans un milieu-hdte, cette résonance individuelle peut donner une réponse magnétique et/ou électrique
macroscopique du métamatériau. C’est la base de la démarche suivie dans notre travail. Dans ce para-
graphe nous n’allons pas considérer les pertes diélectriques, le parametre m étant ainsi réel, mais ces
résultats restent valides pour m complexe, en prenant la partie réelle des grandeurs.

Ainsi, pour obtenir une idée du comportement des résonances dipolaires de Mie, reprenons les expres-
sions exactes des coefficients dipolaires de Mie (I1.23) et (I11.24) :

— my (mo)y) (1) — i (7)) (m1)
— myy ()& (1) — & (D) (m) (IL.1)

_ Yi(m)y (1) —my (v)y) (mr)
im0 (1) —mE (1) () (I1.2)

Les résonances de ces coefficients ont lieu lorsque leur dénominateur est proche de zéro (minimum).
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FIGURE III.1 — Premiers coefficients de Mie en fonction de T pour un matériau sans pertes d’indice élevé
(m = 10).

Pour plus de clarté, nous rappelons la FIGURE (I1.2) et allons 1’analyser en détail, afin de comprendre le
comportement des résonances de ces coefficients. Nous cherchons le terme dominant de leur dénomina-
teur, pour un régime ou T << 1, m > 1 et mt ~ 1 (cf. FIGURE IIL.1).

Dans ces conditions, les termes dominants du dénominateur seront ceux comportant le terme m, ainsi,
le terme my (m7)&) (1) est dominant pour a;, le terme m&, (t)y) (mt) pour b;. De plus les fonctions de
Bessel étant des fonctions oscillantes, le comportement des racines du produit de 2 de ces fonctions va
étre dicté par celle de fréquence la plus élevée, c’est-a-dire par la fonction comportant le terme m.
Ainsi, la fonction dont les racines dictent les résonances de a; sera, en premiere approximation, y; (mt) :

_ sin(mr)

Yy (mt) = e cos(mt) (IIL.3)
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Les minima de cette fonction donnent les résonances du coefficient dipolaire @; comme on peut le voir
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FIGURE II1.2 — Pour le coefficient dipolaire électrique a;, la premiere résonance est obtenue lorsque la
fonction |y (mt)| est minimale (matériau avec m = 10).

sur la FIGURE III.2 et, en trouvant ce minimum, on peut donc avoir une idée de la valeur du parametre mt
a la résonance. Comme on le voit sur la FIGURE II1.3 la fonction y; tend vers cos(mt) quand T dépasse
0.3. Ainsi, la résonance électrique dipolaire fondamentale de a; est donnée, en premiere approximation,
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FIGURE III.3 — Comportement de la fonction y (mT) qui tend vers — cos(mT) pour T grand.

. . 3n B .
par le premier zéro de cos(mt) pour T > 0.3, c’est a dire pour mt = — = 4,7. Certes il existe un écart

entre cette valeur et la valeur exacte du premier zéro de |y (mT)

, qui a lieu pour mt ~ 4,44, mais cette
approximation permet néanmoins de faire une rapide évaluation de la position de la résonance (voir FIG-
URE IIL.1).

Pour avoir un idée des résonances de b1, on développe le dénominateur de (I11.2) :
4in*m’7® (isin(t) + cos(t)) [sin(mt)m? (1 — it) + cos(mt)mt — sin(m7)] (I11.4)

Comme nous I’avons dit précédemment les termes dominant sont ceux comportant le terme de puissance
de m la plus haute et les fonctions oscillantes dominantes celles dépendant du produit m-T. Dans 1’ex-
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pression (I11.4) il s’agit du terme en sin(mt)m? dans I’expression entre [ ]. Ainsi la fonction dont les

racines dictent les résonances de b; sera, en premiére approximation, la fonction |sin(mt)| comme on

peut le voir sur la FIGURE III.4. On peut en tirer des conditions de résonances trés simples ; Pour b,

0.1
0.01 |
0.001 |

0.0001 k

1e-05 | ' '
01 02 03 04 05 06

Paramétre de Mie T

FIGURE IIL.4 — Résonance dipolaire magnétique de Mie est donné par la fonction |sin(mt)| (matériau

avec m = 10)

celles ci auront lieu pour les minima de la fonction |sin(mt)|, ¢’est-a-dire pour :

mt=kn keN

Ainsi la résonance magnétique dipolaire fondamentale aura lieu pour mt = 7.

III.1.2 Résonances de Mie magnétique dipolaire et condition du milieu effectif

(I1L.5)

Nous nous intéressons maintenant uniquement a la résonance dipolaire magnétique de Mie d’un
matériau diélectrique de permittivité complexe. Nous tiendrons dorénavant compte des pertes du diélec-

trique et, dans ce cas, la condition de résonance fondamentale de b; devient :
Re(t-m)~mn

n ‘o <
car m = —2 est un nombre complexe pour un matériau possédant des pertes.

Th
En explicitant les parametres, on obtient :

Re(t-m) = Re (Mnhr."p) _ 2nRe(mp)r _ 2mr

Mo m o Mo

M
ou A, = =0 __ est la longueur d’onde  I'intérieur de la particule.
Re(np)

Donc d’apres 1’équation (I11.6), on a :

(111.6)

(I11.7)

(IIL.8)
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En d’autres termes, cette résonance a lieu quand la longueur d’onde A, a I’intérieur de la particule est de
I’ordre du diametre d de la particule. Il s’agit de la résonance de cavité fondamentale de la particule.

Ap = d
FIGURE III.5 — Résonance dipolaire magnétique fondamentale de Mie

Le but de ces travaux est d’obtenir un matériau effectif dont la perméabilité est négative dans le térahertz.
Il nous faut utiliser des particules bien plus petites que la longueur d’onde d’intérét pour pouvoir consid-
érer le milieu comme homogene. On peut connaitre le rapport entre la longueur d’onde incidente et le
diametre des particules a la résonance,en remplagant A, dans la formule (II1.8) :

A
dr =2 (IIL.9)
Re(np)
Ce qui signifie que si I’on prend comme condition de validité du milieu effectif
o
—>d 11.10
0> (IIL10)
il nous faut un matériau dont la permittivité vérifie
Re(np) > 10. (IL.11)

. L. oy . . / .o
Pour un milieu non magnétique, n, = /€,. En utilisant les notations habituelles &, = €, +i-€, pour la
fonction diélectrique, I’'indice s’écrit :

1/2
8//
= (e +igl) P = (14i2 ] | 11.12
np = (g, +iey) > + l% ( )
ce qui donne pour un milieu de pertes faibles,
1/2 € 1/2
gy (1422 ) > Re(m)~Re (&) (IIL.13)
P
La condition (III.11) avec la permittivité s’écrit donc :
Re(ep) > 100 (111.14)

Ainsi, il est nécessaire d’utiliser un matériau d’indice optique élevé pour faire office de résonateur du
milieu-composite.

Cette condition peut étre remplie de 2 manieres : la premiere en utilisant des matériaux polaritoniques
pres de leur résonance comme dans [43, 47, 48]. La deuxieme possibilité est d’utiliser des matériaux
ayant, hors résonance, une permittivité élevée. L’avantage de la seconde option est que I’on est loin de
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v en THz | nombre d’onde en cm~! | A en um
0,3 10 1000
0,5 16,7 600

1 334 300
2 66,7 150
3 100 100

TABLEAU III.1 — Equivalences entre fréquence (en THz), nombre d’onde (en cm et longueur d’onde
(en pm)

toute résonance du matériau, et ainsi, de toutes les pertes qui y sont liées.
Dans la section suivante, nous examinons la liste de matériaux susceptibles de posséder les propriétés
adéquates pour réaliser un métamatériau a perméabilité négative dans le domaine térahertz.

III.1.3 Matériau de haute permittivité dans la gamme térahertz

Nous restituons ici la recherche bibliographique que nous avons effectuée afin de trouver le meilleur
matériau possible pour réaliser les résonateurs dans la gamme de fréquence allant de 200 GHz a 1 THz.
Ces travaux ayant pour but la réalisation pratique des métamatériaux, le meilleur matériau possible sera
celui ayant la plus haute permittivité réelle combinée a un niveau de pertes l% plus bas possible.

Le niveau de pertes du matériau sera caractérisé par le parametre tan(3) = 8—,p.

Nos collaborateurs expérimentateurs nous ont signalé que pour un niveaup de pertes tan(d) > 5%, la
mesure des propriétés commence a devenir difficile en raison d’une trop forte absorption entrainant un
rapport signal sur bruit élevé. Cette condition sur les pertes associées a la condition (III.14) sur la partie
réelle 8;) forment le couple de contraintes qui guidera nos choix.

Nous avons ainsi commencé par rechercher des matériaux pouvant présenter intrinséquement des per-
mittivités élevées dans la gamme de fréquence THz. La premiere idée est de considérer les céramiques
couramment utilisée dans la gamme micro-onde (aux alentours de la dizaine de GHz) pour leurs bonnes
propriétés diélectriques. La liste des matériaux que nous avons considérée a été établie sur les indications
de nos collaborateurs chimistes de 'ICMCB, en tenant compte de la difficulté de leur synthese ou d’ap-
provisionnement.

Les données collectées sont soit issues de la littérature, soit issues de mesures effectuées par nos collab-
orateurs du LOMA. Pour avoir facilement une idée des fréquences utilisées dans les différentes mesures
expérimentales, nous introduisons le TABLEAU de conversion III.1.

III.1.3-a Titanate de Baryum Strontium (Ba;.,SryTiO3, BST)

Le BST est un matériau ferroélectrique de la famille des Perovskites qui est couramment utilisé dans
la gamme micro-onde pour ses propriétés diélectriques exceptionnelles (permittivité « géante »). Les
férroélectriques ont en commun le leur changement d’état en dessus de la température de Curie 7¢ ol ils
deviennent paramagnétiques. L’exploitation de ce changement de propriétés avec la température permet
d’envisager une accordabilité des structures composés de ces matériaux.
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Données expérimentales Nous avons recueilli des données pour plusieurs stoechiométries de Ba xSty TiO3.
Les premieres données expérimentales sont issues du travail du groupe de J. Petzelt [97] sur un film de
420 nm d’épaisseur de Bag 1Srp9TiO3, déposé par épitaxie selon la méthode MOCVD (Metal-Organic
Chemical Vapour Deposited) directement sur un substrat de saphir (orienté (0001)). L’étude de la fonc-
tion diélectrique de ce film a été effectuée par transmission. Les spectres de transmission obtenus ont été
ajustés par un modele d’oscillateur harmonique amorti pour déterminer les parametres du mode trans-
verse optique (TO), puis, la fonction diélectrique. Les résultats sont présentés sur la FIGURE II1.6. Les

00 Film BST1 Temperature:
400 -3 10K
300 £ ---- 150 K
! N
100 ~=-=-300 K
0k
300l 7
L i'-'l-.
e
_ 200 )} 7
-w JIl _! 4 \\
Pl fr .
100 L/
L \‘x.ﬁ__
i
0 L ! s 1 1 L ! s
0 50 100 150 200 250

Frequency (cm’)

FIGURE IIL.6 — Fonction diélectrique réelle et imaginaire de Bag ;Sro9TiO3 en fonction du nombre
d’onde en cm ™!, selon la référence [97].

deuxiemes données expérimentales concernent un film de 500 nm d’épaisseur de Bag 5Sro 5TiO3, déposé
sur un substrat de saphir de 500 um par méthode sol-gel [98]. L’étude de la fonction diélectrique de ce
film a été effectuée par spectroscopie térahertz en transmission dans le domaine temporel (en anglais :
THz Time Domain Spectroscopy (THz-TDS)). Les résultats des mesures ainsi que ceux issu d’un modele
Cole-Cole [99] sont représentés sur la FIGURE II1.7.

Conclusions A la vue des données expérimentales, on remarque que les valeurs de g’ sont tres élevées
(tan(3) > 10%) dans tout le domaine d’étude térahertz (voir la TABLEAU IIL.1 pour la conversion) pour
les deux types de BST considérés ; on peut donc prévoir que 1’absorption étant importante, la mesure en
transmission sera impossible et qu’un matériau contenant ce type de résonateur sera certainement trop
opaque aux ondes térahertz.

Le Bag 1519 9TiO3 et Bag 5519 5TiO3 ne semblent donc pas étre de bons « candidat » pour 1’élaboration
d’un matériau a permittivité négative. Cependant, on ne peut pas écarter completement le BST car il se
peut que pour d’autres stoechiométries, les valeurs des pertes soient plus faibles dans le domaine térahertz.
Dans le cadre de ce travail nous ne considérerons pas ce matériau.
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FIGURE III.7 — Fonction di€lectrique réelle et imaginaire de Bag 5Sro sTiO3 en fonction de la fréquence
modélisé par une fonction Cole-Cole (traits pleins) et mesuré par TDS (points triangulaires), selon la
référence [98].

III.1.3-b L’oxyde de Magnésium (MgO)

Dans la gamme micro-onde, le MgO est connu pour ses propriétés diélectriques intéressantes et est
utilisé comme barriere isolante dans les jonctions tunnels par exemple.

Données expérimentales Les mesures expérimentales ont été réalisées sur un cristal de MgO commer-
cial (fourni par le laboratoire de I’Intégration du Matériau au Systeme (IMS) auquel j’appartiens) de 500
um d’épaisseur, et caractérisé par spectroscopie térahertz en transmission dans le domaine temporel (en
anglais : THz Time Domain Spectroscopy (THz-TDS)). Ces mesures sur MgO ont été effectuées par P.
Mounaix et R. Yahiaoui du LOMA. La permittivité obtenue a partir de ces mesures est présentée sur la
FIGURE IIL.8. Il est a noter que la partie o tan(d) devient négative est erronée, et correspond en réalité
a des incertitudes sur la mesure. Nous remarquons que les pertes de MgO sont tellement faibles qu’il
devient difficile de les mesurer.
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FIGURE III.8 — Permittivité diélectrique (a gauche) et pertes (a droite) de MgO en fonction de la fréquence
en THz, mesurées au CPMOH par R.Yahiaoui et PMounaix.
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Conclusions La permittivité du MgO est quasi-constante dans le domaine térahertz, avec pour valeur
Re(ei)) = 10. D’apres le critere de résonance donné par 1’équation (II1.6), le parametre de Mie a la
résonance vaut : .
TR —. .15

Re(m) (L.15)
Avec Re(m) ~ /10 & 3,16, cette condition nous donne T ~ 1 pour MgO. Dans ces conditions, 1’hy-
pothese T < 1 n’est bien sur pas du tout valide. La permittivit¢ de MgO est trop faible pour en faire un
bon candidat (du moins sur la base de 1’échantillon étudié au LOMA). Dans ce cas, on se situe hors du

champ des « matériaux effectifs »(homogenes) et on entre dans celui des cristaux photoniques.

III.1.3-¢ Titanate de Magnésium (MgTiO3)

Le titanate de magnésium est aussi un matériau tres utilis€é comme céramique diélectrique.

Données expérimentales Les données expérimentales collectées proviennent des travaux conjugués
des groupes de V. M. Ferreira et J. Petzelt sur des cristaux de MgTiOs sous forme ilménite [100]. Les
propriétés diélectriques des cristaux ont été établies par mesure de réflectivité ou de transmission et sont

présentées sur les FIGUREs II1.9 et I1I.10.
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FIGURE I11.9 — Permittivité de MgTiO3 (€ en pointillé et € en trait plein ) en fonction de la fréquence
en cm ™, selon la référence [100].
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FIGURE II1.10 — Pertes diélectriques (SN) de I’échantillon n° 1 mesurées par transmission (T) et par réflec-
tivité (R). Les pointillés sont une extrapolation linéaire des mesures expérimentales vers la gamme des
micro-ondes (selon la référence [100]).

Conclusions D’apres (I11.9), avec une permittivité diélectrique moyenne de 1’ordre de 23, la taille des
particules a la résonance pour MgTiOj3 serait de :

d%—xﬂ ,

779 (I11.16)

soit des particules environ 5 fois plus petites que la longueur d’onde incidente. Ceci est a la limite de ce
qui est acceptable pour considérer le matériau comme homogénéisable. Cependant, le faible niveau de
pertes a basse fréquence (tan(3) < 2,5%) en fait un candidat a retenir.

II1.1.3-d Tantalate de Lithium (LiTaO53)

L’utilisation de LiTaOs a été suggérée dans plusieurs publications [43, 47, 48] pour former des
résonateurs dans I’infrarouge ou sa résonance polaritonique permet d’atteindre des permittivités tres
élevées. Néanmoins, méme loin de cette résonance, a plus basse fréquence, en particulier dans le téra-
hertz, sa permittivité reste tres élevée.

Données expérimentales Les mesures expérimentales ont ét€ menées par nos collaborateurs du LOMA,
sur un échantillon cristallin de LiTaO3z de 100 um d’épaisseur, par spectroscopie térahertz en transmis-
sion dans le domaine temporel (THz-TDS). Les valeurs de 8;) correspondent bien a celles mesurées dans
la littérature ([48] [101]) mais celles de 81; sont un peu plus élevées (de I’ordre de 2% selon [48] et [101]).
Les résultats sont présentés sur la FIGURE IIL.11.

Conclusions Avec une permittivité diélectrique moyenne de I’ordre de 47, la taille des particules a la
résonance pour LiTaO3 serait de :

Ao
dN6,86’

soit des particules environ 7 fois plus petites que la longueur d’onde incidente. Malgré des pertes rela-

I11.17)

tivement importantes (tan(d) ~ 5%), LiTaO3 semble ainsi avoir de bonnes propriétés pour 1’élaboration
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FIGURE HI.11 — Permittivité diélectrique (a gauche) et pertes (a droite) de LiTaO3; en fonction de la
fréquence en THz, mesurées au LOMA.

d’un matériau a perméabilité négative.

III.1.3-e Dioxyde de Titane (TiO,)

TiO, est un matériau pouvant se trouver sous trois formes cristallines a température ambiante et
pression atmosphérique : rutile, anatase ou brookite. La forme rutile est la forme stable, les deux autres
sont méta-stables. La forme anatase est stable a basse température et se transforme en rutile a haute
température. La forme brookite est difficile a obtenir et peu étudiée [102]. Sous la forme rutile, TiO;
adopte une structure cristalline tétragonale et présente ainsi une permittivité anisotrope [103].

Données expérimentales Nous possédons trois séries de mesures effectuées par différentes équipes
pour ce matériau. Les premieres données proviennent des équipes de P.H. Bolivar et H. Kurz [104]. Un
cristal de TiO; a été étudié par spectroscopie térahertz résolue en temps a 1’échelle picoseconde (THz-
TDS), associée a un cryostat pour 1’étude de la dépendance en température. Ni La forme cristalline, ni la
méthode de fabrication du cristal ne sont explicitées dans la publication. Pour obtenir la fonction diélec-
trique, la transmittance d’un échantillon d’épaisseur d = 1000 + 2um est mesurée. La FIGURE III.12
présente les résultats obtenus par ce groupe entre 0,2 et 0,8 THz (au-dessus de 0,8 THz, I’échantillon est
optiquement épais et la transmission est nulle).

Le second jeu de données est issu des travaux de Matsumoto et al. [105]. Ces chercheurs ont mesuré la
permittivité d’un cristal rutile de TiO, par spectroscopie térahertz dans le domaine temporel (THz-TDS).
Les résultats de la mesure pour un monocristal de rutile et un polycristal sont présentés sur la FIGURE
II1.13. Dans la forme polycristalline de TiO;, les orientations cristallines sont aléatoires et la permittivité
mesurée est une moyenne des contributions paralleles et perpendiculaires. On remarque sur cette figure
que la partie réelle de la permittivité est plus élevée dans le cas du polycristal accompagné par une partie
imaginaire elle aussi plus élevée. Les résultats pour un monocristal concordent bien avec les résultats
du groupe P. H. Bolivar et H. Kurz, ce qui permet de supposer, que les mesures de ces derniers étaient
également réalisées sur un monocristal de rutile.

Les dernieres mesures ont été effectuées par nos collaborateurs du LOMA sur un monocristal de TiO;
cristallisé sous forme rutile et de 1,48 mm d’épaisseur, par spectroscopie térahertz en transmission dans
le domaine temporel (THz-TDS). Les mesures ont été effectuées en faisant varier 1’orientation du cristal
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FIGURE IIL.12 — Mesures de la permittivité réelle € et des pertes tan(8) de TiO, en fonction de la
température selon la référence [104].
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FIGURE III.13 — Permittivité diélectrique d’un monocristal (gauche) et d’un polycristal (droite) mesurée
par THz-TDS dans [105].
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de 0 a 90 degré et sont présentés sur la FIGURE III.14. Pour une orientation de 30 degré, le résultat
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FIGURE III.14 — Permittivité diélectrique (2 gauche) et pertes tan(d) (a droite) d’un monocristal de TiO;
mesurée par THz-TDS par nos collaborateurs du LOMA, pour différentes orientations du cristal.

concorde bien avec les résultats des mesures précédentes.

Conclusions En choisissant la situation la moins favorable ; c’est a dire en prenant pour la permittivité

la plus petite des valeurs (Re(i—:;) = 94), la taille des résonateurs a la résonance pour TiO, vaudrait :

(IL.18)

c’est a dire, des particules environ 10 fois plus petites que la longueur d’onde incidente. Ainsi, avec des
pertes faibles et une treés grande perméabilité dans tout le domaine térahertz, TiO, semble &tre un tres
bon candidat pour I’élaboration d’un matériau a permittivité négative.

II.1.3-f Conclusion générale

Choix des matériaux Pour résumer nos conclusions, nous avons dressé le TABLEAU récapitulatif II1.2.
Sur ce tableau, on se rend compte que les propriétés remarquables (haute permittivité et faibles pertes)

Matériau ¢ g’
BST [97] >100 | ok <50 X
MgO 10 | x | <2,25 | ok
MgTiO; [100] 23 ~ | 0.575 | ok
LiTaO; 45 |ok | 225 |ok
TiO, [104, 105] 94 ok 2,35 ok

TABLEAU III.2 — Tableau récapitulatif des matériaux diélectriques possédant les propriétés diélectriques
requises pour etre de bons résonateurs dans le térahertz.

des céramiques ferroélectriques (MgO, BST , MgTiO3) dans le micro-onde, changent drastiquement dans
la gamme térahertz. Ces matériaux ne sont plus de « bons »diélectriques dans cette gamme de fréquence.
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Nous pouvons essentiellement retenir trois matériaux pour la réalisation d’un milieu a permittivité
négative. Parmi ceux-ci, TiO,, deja utilisé pour des applications dans le THz [106, 60, 107], qui concilie
une grande permittivité réelle et peu de pertes, semble le plus prometteur. En deuxieme position, LiTaO3,
avec une permittivité moyenne mais des pertes de 1’ordre de 5%, semble aussi avoir les propriétés suft-
isantes pour créer un métamatériau a perméabilité négative. MgTiOj3 se situe a la limite des matériaux
envisageables.

IIL.2 Prédictions analytiques pour I’obtention de matériaux magnétiques

Dans cette section, nous étudions la perméabilité effective de métamatériaux réalisé a partir des
matériaux constitutifs discutés dans le chapitre précédent. Nos prédictions sont basées sur la théorie
analytique de Maxwell Garnett étendue, expliquée dans le chapitre II et donnée par :

3 .
T+ 3ifb;
Metf = Mn——3— (IIL.19)
T — Elfbl
L’un des objectifs principaux de ce travail était de fournir & nos collaborateurs chimistes des abaques
destinées a guider les syntheses chimiques (tailles, concentration des particules résonantes a produire,

selon le matériau constitutif choisi et la fréquence de travail).

II1.2.1 Prédictions analytiques pour MgTiO;
IIL.2.1-a Calcul de la perméabilité effective

Dans ce paragraphe, nous appliquons les résultats obtenus dans la section I11.2.4 a un métamatériau
composés de spheres diélectriques de MgTiOs3 incluses dans un milieu hdte de parametres €, = up = 1.
Pour les calculs avec la théorie de Maxwell Garnett, nous avons utilisé un ajustement (par régression
linéaire) des permittivités des FIGUREs II1.9 et I11.10 pour des fréquences comprises entre 0,2 THz (6,67
cm™ ') et 3 THz (100 cm™'). Les équations des courbes utilisées sont (avec v la fréquence en THz) :

g,=0,41-v+22,12
g, = 0,0206-v> +1,1137v — 0,0221

et les résultats sont présentés sur la FIGURE III.15. Nous avons utilisé 1’équation (I1.60) pour calculer
la perméabilité effective d’un tel métamatériau. Les pertes étant forte (tand > 5%) pour des fréquences
supérieures a 700 GHz, nous avons choisi de ne présenter les résultats de Maxwell Garnett que pour des
fréquences inférieures.

Nous montrons sur la FIGURE II1.16 un cas typique de perméabilité effective calculée a partir de la for-
mule de Maxwell Garnett étendue (II1.19) pour un milieu composite composé de telles spheres de rayon
r =105 um.

La perméabilité présente une allure caractéristique d’une résonance, avec pour la courbe réelle, une ré-
gion de fort magnétisme (positif) aux alentours de 260GHz et une région de perméabilité négative entre
290 et 305GHz. Nous avons aussi reporté sur ce graphe le parametre de Mie (échelle du haut sur la
figure). En comparant a la FIGURE III.17, nous vérifions que 1’approximation dipolaire est bien valide
dans I’ensemble de cette gamme de fréquence : on observe que pour MgTiOs le coefficient dipolaire
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FIGURE III.15 — Ajustement de la permittivité de MgTiO3 mesurée dans [100], et utilisé dans nos calculs.
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FIGURE III.16 — Perméabilité effective calculée avec la formule de Maxwell Garnett étendue pour des
particules de MgTiO3 de rayon » = 105 um et fraction volumique f = 0.2.

magnétique b et dipolaire électrique a; ont des amplitudes de plusieurs ordres de grandeurs plus élevées
que les coefficients quadrupolaires b, et a;.

II1.2.1-b Abaque pour la synthése chimique

Pour guider le travail de nos collaborateurs chimistes, nous avons calculé a leur demande une abaque
indiquant les rayons et les fractions volumiques requises pour obtenir une perméabilité négative a une
fréquence de travail donnée. Cette abaque est représentée sur la FIGURE III.18. Une ligne sur la figure
représente la valeur Re(uerr) = O (centre de la résonance) ; a I’intérieur de la courbe, la perméabilité est
négative et en-dehors, positive. Différentes fréquences sont considérées. Pour avoir Re(uesr) < 0 a 400
GHz, on peut par exemple prendre des spheres de 80 wm de rayons a une fraction volumique supérieure
a 20 %. Nous remarquons que lorsque I’on se déplace vers des fréquences plus élevées, la fraction
volumique nécessaire pour obtenir la perméabilité négative est plus importante. Cela s’explique par le fait
que les pertes croissent avec la fréquence pour MgTiOs et donc, que la quantité minimale de résonateurs
nécessaire pour obtenir Re(uer) négatif est plus élevée. Pour conclure sur MgTiO3, on peut dire qu’il se
place vraiment a la limite des matériaux envisageables, car en plus d’avoir a la résonance des particules
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FIGURE II1.17 — Amplitude des coefficients de Mie pour une sphere diélectrique de MgTiO3 de permit-
tivité € = 23+ 0.3i.
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FIGURE III.18 — Abaque pour MgTiO3; montrant la zone de perméabilité négative (a I'intérieur de la
courbe) en fonction de la fraction volumique et du rayon des particules.

de tailles légerement inférieures a la longueur d’onde (7 relativement élevé a la résonance), il faut pour
obtenir une perméabilité négative des fractions volumiques minimales de 1’ordre de 20%, soit des valeurs
déja élevées pour la fabrication du matériau.

I11.2.2 Prédictions analytiques pour LiTaO;
I11.2.2-a  Calcul de la perméabilité effective

Dans ce paragraphe, nous appliquons de nouveau, les résultats obtenus dans la section 11.2.4 & un
métamatériau composés de spheres diélectriques de LiTaOj3 incluses dans un milieu hote de parametres
€, = un = 1. Nous avons procédé a un ajustement (par régression linéaire) de la permittivité du LiTaO3
dont les mesures expérimentales ont été présentées a la section précédente(FIGURE II1.19). Les équations
des droites apres ajustement en fonction de la fréquence v (en THz) sont les suivantes :

€,=2,19-v+43,45 (I11.20)
g,=1,62-v+0,41

Comme précédemment, nous avons utilisé 1’équation (I1.60) pour calculer la perméabilité effective d’un
tel métamatériau. Nous montrons sur la FIGURE III.20 un cas typique de perméabilité effective pour un
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FIGURE III.19 — Régression linéaire des points expérimentaux de la figure III.11 (selon 1’ajustement de
I’équation (I11.20)).

milieu composite composé de telles spheres de rayon r = 45 um. La perméabilité présente, dans ce cas
aussi, 1’allure caractéristique d’une résonance, avec pour la courbe réelle, une région de fort magnétisme
(positif) aux alentours de 470GHz et une région de perméabilité négative entre 480 et S10GHz.

En comparant les FIGURES II1.20 et II1.21, nous vérifions la aussi, que I’approximation dipolaire est bien
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FIGURE III.20 — Perméabilité effective calculée avec la formule de Maxwell Garnett étendue pour des
particules de LiTaO3 de rayon r = 45 um et fraction volumique f = 0.2.

valide dans I’ensemble de cette gamme de fréquence : b; et a; ont des amplitudes de plusieurs ordres de
grandeurs plus élevées que b, et as.

II1.2.2-b  Abaque pour la synthese chimique

Pour guider le travail de nos collaborateurs chimistes, nous avons calculé le méme type d’abaque que
pour MgTiO3 indiquant les rayons et les fractions volumiques requises pour obtenir une perméabilité
négative a une fréquence de travail donnée. Cette abaque est représentée sur la FIGURE II1.22. Comme
précédemment, une ligne sur la figure représente la valeur Re(uesr) = O (centre de la résonance) ; a I’in-
térieur de la courbe, la perméabilité est négative et en-dehors, positive. La aussi, nous remarquons que
la fraction volumique minimale pour obtenir u.¢ négatif augmente avec la fréquence et donc avec les
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FIGURE II1.21 — Amplitude des coefficients de Mie pour une sphere diélectrique de LiTaO3 de permit-
tivité € =47 + 2, 8i.
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FIGURE II1.22 — Abaque pour LiTaO3; montrant la zone de perméabilité négative (a I’intérieur de la
courbe) en fonction de la fraction volumique et du rayon des particules.

pertes. Selon ces documents, il faut pour LiTaO3 au moins 10 % en fraction volumique pour obtenir
une perméabilité négative. Dans ces conditions, et avec un parametre de Mie a la résonance de I’ordre
de T = 0.45, LiTaOj3 reste un bon candidat pour la réalisation pratique de métamatériau a perméabilité
négative.

II1.2.3 Prédictions analytiques pour TiO,
I11.2.3-a  Calcul de la perméabilité effective

Dans cette section, nous appliquons les résultats obtenus dans la section I1.2.4 a un métamatériau
composés de spheres diélectriques de TiO, incluses dans un milieu hote de parametres €, = up = 1.
Comme nous 1’avons vu dans la partie précédente, ce matériau sous sa forme rutile donne une réponse
diélectrique anisotrope. Cependant, ce comportement ne pose pas de probleme puisque I’on remarque, a
partir des résultats de la FIGURE III.13, que la permittivité d’un polycristal de TiO; est plus élevée que
celle d’un monocristal. Nous avons ainsi choisi parmi les résultats expérimentaux, la situation la plus
défavorable qui correspond a la permittivité mesurée dans [104], pour modéliser la réponse diélectrique
du TiO,. L’ajustement de la permittivité mesurée dans [104] et utilisé dans nos calculs de milieu effectif
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est représenté sur la FIGURE II1.23. Les équations des courbes issues de I’ajustement en fonction de la
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F1GURE III.23 — Permittivité de TiO, mesuré dans [104] et utilisée dans nos calculs.

fréquence v (en THz) sont :

g, =3,33-v+92,34 I11.21)
€,=0,28-v?+7,64-v—1,54 (I11.22)

Nous utilisons une nouvelle fois 1’équation (I1.60) pour calculer la perméabilité effective d’un tel mé-
tamatériau. Les pertes augmentant fortement avec la fréquence, nous avons choisi de ne présenter les
résultats de Maxwell Garnett que pour fréquences inférieures a 500 GHz. Nous montrons sur la FIGURE
II1.24 un cas typique de perméabilité effective pour un milieu composite composé de telles spheres de
rayon r = 50 pm.

La aussi, la perméabilité présente une allure caractéristique d’une résonance, avec pour la courbe réelle,
une région de fort magnétisme (positif) aux alentours de 290GHz et une région de perméabilité négative

entre 305 et 315GHz. Les conclusions sont les mémes que pour les matériaux précédents et 1a aussi en
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FIGURE III.24 — Perméabilité effective calculée avec la formule de Maxwell Garnett étendue pour des
particules de TiO; de rayon r = 50 um et fraction volumique f = 0.09.

comparant a la FIGURE II1.25 on observe que le régime dipolaire est bien valide.

En prévision des résultats de la partie suivante, dans laquelle nous considérerons uniquement le TiO;,
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FIGURE II1.25 — Amplitude des coefficients de Mie pour une sphere diélectrique de TiO; de permittivité
€ =94 42, 35i (peut etre changer cette valeur pour prendre celle a 300 GHz).

nous montrons aussi les résultats de la théorie de Maxwell Garnett pour la permittivité, I’'indice et I'im-

pédance sur la FIGURE I11.26
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FIGURE II1.26 — Perméabilité, permittivité, indice et impédance effective calculée avec la formule de
Maxwell Garnett étendue pour des particules de TiO, de rayon r = 50 um et fraction volumique f = 0.09.

II1.2.3-b  Abaque pour la synthése chimique

De méme que pour les autres matériaux, nous avons calculé une abaque pour guider le travail de
nos collaborateurs chimistes. Cette abaque est représentée sur la FIGURE II1.27. Encore une fois, nous
remarquons que la fraction volumique minimale pour obtenir g négatif augmente 1égerement avec la
fréquence et cela a cause d’un niveau de pertes croissant avec la fréquence. Selon ce document, la fraction
volumique minimale pour obtenir une permittivité négative est inférieure a 5 %. Dans ces conditions, et
avec un parametre de Mie a la résonance de 1’ordre de T = 0.32, TiO, est un treés bon candidat pour la
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FIGURE III.27 — Abaque pour TiO, montrant la zone de perméabilité négative (a I’intérieur de la courbe)
en fonction de la fraction volumique et du rayon des particules.

réalisation pratique de métamatériau a perméabilité négative.

I11.2.4 Effet de la permittivité du milieu-hote

Jusqu’a présent, nous avons discuté les résultats obtenus en considérant un milieu héte de permit-
tivité €, = 1, ce qui signifie que toutes les courbes présentées dans ce document ont été réalisées pour
des particules sphériques dispersées dans le vide. Evidemment, pour la réalisation pratique de ces méta-
matériaux, nous devrons choisir un matériau pour le milieu-hote de permittivité €, différente de 1. Pour
comprendre I’influence d’un tel changement, sur la figure II1.28, ont été tracés les zones de perméabilité
négative quand €y, varie (nous avons pris I’exemple du TiO, a une fréquence de v = 270 GHz). On con-
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FIGURE III.28 — Variation des contours des régions de perméabilité négative lorsque le milieu-hote
change (variations de &), dans le cas du TiO; a une fréquence de v = 270 GHz.



90 Chapitre III.  Magnétisme artificiel dans la gamme térahertz

state que plus le contraste entre la permittivité du milieu-hote et celle des particules est important, plus
la fraction volumique nécessaire pour obtenir la permittivité négative est faible.

Autrement dit, plus le contraste particules/milieu-hdte est grand, plus les zones de perméabilité néga-
tive sont étendues et profondes. On peut noter qu’en revanche, une variation de €, n’entraine pas de
déplacement de la résonance en termes de rayon des particules devant étre utilisées pour travailler a une
fréquence donnée.

II1.2.5 Conclusions

Nous avons ainsi vu dans cette section, les résultats de la théorie de Maxwell Garnett étendue

lorsqu’on I’applique a des résonateurs diélectriques dans le térahertz. La perméabilité calculée présente
une résonance dont la position fréquentielle dépend de la partie réelle de I’indice, et du ratio entre rayon
et longueur d’onde (équation (II1.6)). L’amplitude de la résonance dépend, quant a elle, du contraste en-
tre la permittivité des particules et du milieu hote, de la fraction volumique, et enfin des pertes (partie
imaginaire de 1’indice).
Finalement, nous souhaitons insister sur les limitations théoriques auxquelles sont soumises ces calculs :
toutes les prédictions présentées ici sont fondées sur la théorie de Maxwell Garnett étendue, discutée au
paragraphe I1.2.4-d, et dont la validité n’est vérifiée que pour des particules suffisamment petites vis-a-vis
de la longueur d’onde incidente, et des fractions volumiques faibles (< 20%). Enfin, nous rappelons que
nous nous sommes limités dans les calculs au cas de particules résonantes parfaitement sphériques et de
taille parfaitement définie. Ces aspects devront €tre repris a plus long terme pour d‘écrire correctement
les milieux réels auto-assemblés.
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III.3 Simulations numériques par éléments finis

Dans cette partie, nous allons utiliser I’outil de simulations numériques décrit au paragraphe I1.3, pour
vérifier de maniere numérique les fréquences, amplitude et forme des résonances analytiques de la partie
précédente. Comme nous 1’avons signalé dans le chapitre précédent, la relation de Clausius Mossotti
et la théorie de Maxwell Garnett qui en découle, décrivent correctement des arrangements cubiques a
faible fraction volumique. Dans cette partie, nous allons dans un premier temps vérifier I’accord entre les
résultats analytiques et des simulations numériques dans ces conditions, puis nous verrons ensuite 1’effet
d’une augmentation de la fraction volumique et d’un changement de réseau.

III.3.1 Arrangement cubique

Dans cette partie, nous avons utilis€ HFSS pour simuler un arrangement cubique tri-dimensionnel de
spheres de TiO, de 50 um de rayon dans le vide. La permittivité utilisée pour les simulations est celle du
issu de I’ajustement (V.6) de la section précédente. Comme nous 1’avons expliqué auparavant, la structure
utilisé dans ces simulations est rendue infinie suivant les deux directions perpendiculaires a la direction
de propagation grice a I'utilisation conditions aux limites appropriées (cf section 11.3.2). Il nous reste
a choisir le nombre de couches de spheres suivant la direction de propagation. Un exemple de structure
simulée avec 5 couches de spheres le long de la direction de propagation est montré sur la FIGURE III1.29.

Structure vue de face Vue 3D de la structure
Perfect E o —

Port d'entrée
Perfect H Perfect H ——— D - - ' Port de sortie

E1 ET<k e —— — Quart de sphere

H Perfect E H

FIGURE II1.29 — Structure de quarts de spheres utilisée pour les simulations dans HFSS. Les conditions
aux limites Perfect E et Perfect H permettent de rendre la structure infinie suivant les directions de E et
H.

IIL.3.1-a Influence de I’épaisseur du matériau (nombre de couches de sphéres)

Pour étre slir que nous ne sommes pas confronté a un régime de “taille finie”, nous avons effectué
une série de simulations pour connaitre 1’effet du nombre de couches de spheres suivant la direction de
propagation. Les simulations ont été effectuées en utilisant des spheres de TiO, de 50 pm de rayons con-
centrées a une fraction volumique de 9%. Avec ces parametres la distance entre sphéres est d’environ
180 um. La perméabilité effective extraite grace a la méthode de Nicholson-Ross suivie de la procédure
d’extraction expliquée dans la section précédente, est représentée sur la FIGURE II1.30 pour un nombre
de spheres allant de 1 a 9. Les résultats de ces simulations sont strictement identiques pour un nombre de
couches de spheres allant de 2 a 9. On observe une tres légere différence d’amplitude de résonance dans
le cas d’une seule couche. Ainsi, nous voyons que lorsque I’on travaille sur la perméabilité négative, le
nombre de couche de spheres importe peu, pourvu que I’on utilise plus d’une couche lors de la simula-
tion. Une interprétation possible d’un tel comportement est que le champ pénetre peu dans la structure a
la résonance puisque lorsque u est négatif le matériau se comporte comme un miroir magnétique, et, le
nombre de couche de spheres n’intervient pas. C’est d’ailleurs ce que 1’on observe effectivement quand
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FIGURE II1.30 — Influence du nombre de couches de spheres sur la perméabilité effective pour des spheres
de 50 pm de rayons concentrées a une fraction volumique de 9%.

on visualise le champ électromagnétique dans la structure a la résonance (FIGURE 1I1.31) pour différentes
valeur de la phase totale ® de 1’onde. Ce résultat distingue le comportement de ce matériau de celui d’un
cristal photonique pour lequel les effets sont dus a la périodicité du réseau et non aux propriétés de ré-

sonances intrinséque des particules. Dans la suite, nous avons choisi dans la plupart des cas de travailler
avec 5 couches de spheres.
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FIGURE II1.31 — Amplitude du champ Magnétique en fonction de la distance en pm sur une droite passant

par le centre des spheres a la fréquence de résonance a 309 GHz. Le champ a été tracé pour différentes
valeurs de la phase totale ® (en degré).

II1.3.1-b Comparaison avec les prédictions analytiques pour un réseau cubique

Nous comparons ici les résultats issus de simulation numérique en utilisant un réseau cubique de
spheres de TiO, avec une faible fraction volumique en TiO; (f = 9%). Les résultats numériques sont
extraits par la méthode de Nicolson-Ross ainsi que par la méthode de Scher.

Il est important de souligner qu’il existe une différence importante dans la maniere dont nous obtenons les
parametres effectifs avec les différentes méthodes. En effet, les parametres effectifs analytiques €esf, tefr
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sont obtenus directement grice a la formule (IL.60). On peut ensuite obtenir ’indice et I’impédance ef-
fective de Maxwell Garnett en utilisant les formules (I1.87).

Dans la méthode de Scher, la polarisabilité est obtenue grace aux spectres de transmission et de réflexion
d’une seule couche de spheres, puis les parametres effectifs €. et tefr sont calculés a partir de de formule
de Clausius-Mossotti. L’indice et I'impédance sont ensuite déduits de la méme maniere que précédem-
ment.

Enfin, dans la méthode de Nicolson-Ross, nous extrayons, a partir du spectre de transmission et de réflex-
ion, I’indice et I'impédance effective, puis a I’aide des formules (I1.87), nous en déduisons la permittivité
et perméabilité effective.

Pour cette raison, nous avons comparé pour les trois méthodes, non seulement la permittivité et perméa-
bilité effective, mais aussi 'impédance et 1’indice effectif. Les résultats pour I’extraction de Scher sont
montrés sur la FIGURE II1.32, ceux pour I’extraction de Nicolson-Ross sur la FIGURE II1.33.
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FIGURE II1.32 — Parametres effectifs extraits avec la méthode de Scher pour un arrangement cubique de
spheres de TiO, de 50 um de rayons et concentrées a une fraction volumique de 9%.

Enfin sur la FIGURE I11.34, nous montrons la comparaison des parties réelles pour les 3 résultats. En
comparant les parties réelles de I’'impédance effective sur la FIGURE II1.34, on remarque que les trois
méthodes concordent bien, avec cependant une amplitude plus faible pour le résultat de la théorie de
Maxwell Garnett. En ce qui concerne I’indice effectif, I’accord entre les résultats de MG et NRW est trés
bon alors que le résultat par la méthode de Scher prévoit une amplitude de résonance plus importante.
Ces effets se répercutent sur la perméabilité effective, et on observe un trés bon accord entre NRW et
MG, un accord sur I’amplitude de résonance un peu moins bon avec la méthode de Scher. Malgré cette
différence, 1’accord entre les perméabilités simulées et calculées reste tres bon. Les perméabilités issues
de la simulation montrent les mémes caractéristiques que celles obtenues par le calcul, notamment une

zone négative.
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FIGURE II1.33 — Parameétres effectifs extraits avec la méthode de Nicolson-Ross-Weir pour un arrange-
ment cubique de spheres de TiO, de 50 um de rayons et concentrées a une fraction volumique de 9%.

En ce qui concerne la permittivité effective, on remarque que la méthode de Scher concorde tres bien
avec le résultat de Maxwell Garnett. Le résultat extrait par la méthode NRW montre une résonance non
prévue par le calcul de Maxwell Garnett. Cette résonance est souvent appelée « anti-résonance » car
la partie décroissante est située a basse fréquence contrairement a la résonance magnétique. Cette anti-
résonance a lieu a la méme fréquence que la résonance en perméabilité et a été observé dans de nombreux
travaux (par exemple [108, 109]) lors de I’extraction des parametres effectifs avec cette méthode. En
examinant la FIGURE II1.33 on se rend compte que cette résonance de la partie réelle de la permittivité
est accompagnée d’une partie imaginaire négative, violant ainsi la condition de passivité du milieu. On
peut aussi remarquer dans I’impédance extraite par la méthode NRW qu’elle présente de tres 1égers « pics
parasites » aux alentours de 270 GHz et de 350 GHz. Ce artefacts, n’apparaissant pas dans |’ extraction par
la méthode de Scher (c.f. FIGURE II1.32), sont typique des problémes liés a I’extraction par la méthode
NRW dont nous avons parlé dans la partie extraction [91].

Cependant dans la suite de ce chapitre, nous ne nous intéresserons qu’a la perméabilité effective et par
conséquent, nous utiliserons dans la suite seulement la méthode NRW pour I’extraction des parametres

effectifs.

III.3.1-c Influence de la fraction volumique

Nous étudions maintenant 1’effet de la fraction volumique sur la perméabilité effective et nous com-
parons avec les parametres effectifs calculés a partir de la théorie de Maxwell Garnett. Les résultats
numériques du calcul de la partie réelle de la perméabilité pour des réseaux cubiques a différentes frac-
tions volumiques, sont comparés, a ceux du calcul par la théorie de Maxwell Garnett sur la FIGURE
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FIGURE III.34 — Comparaison des résultats analytiques et numériques de la partie réelle des parametres
effectifs, avec un arrangement cubique, pour des spheres de TiO, de 50 um de rayons et concentrées a

une fraction volumique de 9%.

II1.35. Pour les fractions volumiques les plus faibles, nous observons un trés bon accord entre les ré-
sultats analytiques et simulés. Pour des fractions volumiques de 20 et 30%, on se rend compte que la
fréquence de résonance est bien prédite par les résultats analytiques, mais pas I’amplitude. Comme nous
I’avons mentionné plus tot, la théorie étendue de Maxwell Garnett perd sa validité a haute fraction vo-
lumique, en raison des phénomenes de couplage entre particules. Ce couplage est négligeable quand les
particules sont loin les unes des autres (i.e. quand la fraction volumique est faible) mais devient impor-
tant & hautes fractions volumiques (voir I’étude de Wheeler dans [110]). On peut donc dire que le bon
accord (relatif) observé ici entre théorie de Maxwell Garnett et simulation par éléments finis est plutdt

une bonne surprise.

II1.3.2 Effet de ’arrangement des particules

Comme nous I’avons expliqué auparavant, la théorie de Maxwell Garnett, basée sur celle de Clausius-
Mossotti est seulement valide quand les contributions dues aux plus proches voisins s’annulent sur les
noeuds du réseau, ce qui est le cas pour un réseau cubique. Cependant, nous avons aussi mentionné
que les travaux de [81] démontrent que cette théorie est aussi valable pour un systeme désordonné pour
lequel les positions entre particules sont décorrélées. Afin de vérifier cela, nous examinons ici I’effet de la
répartition des particules dans le matériau sur la perméabilité effective. Ces travaux étant destinés a plus
long terme a la modélisation de milieux auto-assemblés dans lesquels les particules peuvent étre réparties
de maniere quasi périodique mais avec des fluctuations non négligeables, nous aurions aimé effectuer
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FIGURE II1.35 — Comparaison de la partie réelle de la perméabilité effective pour des résultats analytiques
et numériques avec un arrangement cubique (rayon des spheres 50 pm)

une simulation avec des spheres aléatoirement réparties dans un milieu-hdte et en extraire la perméabilité
effective. Malheureusement, une simulation de ce type avec HFSS est actuellement impossible a cause
de la taille de la matrice a inverser et, nous nous contenterons de simulations dans lesquelles les positions
des particules seront fortement corrélées.

L’arrangement cristallin, ainsi que la polarisation de 1’onde utilisés, sont paramétrés selon le schéma de
la FIGURE 1I1.36.

FIGURE II1.36 — Définition des longueurs élémentaires suivant chaque direction cristalline par rapport a
la polarisation de 1’onde incidente utilisée.

La fraction volumique en utilisant ces parametres a,b,c est :

_4 T
" 3a-b-c

S (I11.23)

Dans cette section nous étudions le comportement de la perméabilité effective quand les parametres
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a,b,c varient.

Afin d’avoir acces a I’effet de la répartition des particules uniquement, nous travaillons a fraction vo-
lumique constante. De plus, par souci de cohérence avec les résultats du paragraphe précédent, nous
considérons des spheres de TiO, de 50 pm de rayon concentrées a une fraction volumique de 9% dans
un milieu-hote tel que &, = 1, u, = 1. A cette fraction volumique et pour ces tailles de spheres, le réseau
cubique correspond a des parametres de maille a = b = ¢ =~ 180 um. Sur les différentes courbes présen-
tées dans la suite, nous avons dans chacun des cas représenté les résultats pour un réseau cubique (ou
de maniere équivalente le résultat pour a = b = ¢ ~ 180 um), qui, d’apres la FIGURE 111.34, sont trés
proches de ceux de la théorie de Maxwell Garnett et permettent ainsi la comparaison avec celle-ci.

II1.3.2-a Réseau orthorhombique

Nous étudions, dans un premier temps, I’effet d’un changement des parametres de maille dans chaque
direction cristalline, en simulant des réseaux orthorhombiques de fraction volumique constante. Un
réseau orthorhombique est un réseau orthogonal dont les parametres de maille vérifient : a # b # c.
Les résultats présentés sur les FIGURES II1.37, II1.38, II1.39, montrent I’évolution de la perméabilité
quand le réseau change, en gardant un des parametres constant. Il est difficile de déterminer exactement
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FIGURE II1.37 — Comportement de la partie réelle de la perméabilité effective avec une fraction volu-
mique de 9% pour des réseaux orthorhombique en gardant a constant.

I’influence de chaque parametre de maille dans I’allure de la perméabilité effective, car les parametres
a,b,c n’évoluent pas de maniere indépendante (a cause de la condition de fraction volumique constante).
Cependant, on peut extraire des comportements généraux au vu de ces courbes.

On remarque que dans le cas ol a est constant et que b et ¢ sont modifiés (FIGURE II1.37), la position
de la zone négative ne change pas. De plus, on remarque que lorsque a augmente (FIGUREs I11.38, 111.39
avec b et ¢ donnés par les Iégendes), la zone de résonance se déplace vers les hautes fréquences.

Pour ce qui est de ¢, on se rend compte que lorsqu’il est constant (FIGURE I11.39), I’amplitude de réso-
nance est tres peu modifiée, et quand ce parametre augmente par rapport a sa valeur en réseau cubique,
I’amplitude de résonance diminue tres rapidement (FIGUREs 1I1.37, I11.38).

L’influence de b a partir de la FIGURE II1.38 est plus difficile a déterminer, puisqu’on observe aussi les
variations de c et a qui provoquent des changement notables dans la forme de .
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FIGURE III.38 — Comportement de la partie réelle de la perméabilité effective avec une fraction volu-
mique de 9 % pour des réseaux orthorhombique en gardant b constant.
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FIGURE III.39 — Comportement de la partie réelle de la perméabilité effective avec une fraction volu-
mique de 9 % pour des réseaux orthorhombique en gardant ¢ constant.

A la vue de ces courbes, on constate que la perméabilité effective, a cette fraction volumique, est
sensiblement affectée seulement par des changements extrémes dans 1’aspect de la maille. Pour des vari-
ations relatives dans I’aspect de la maille inférieures a environ 70%, la perméabilité reste négative a des
fréquences proches de celle prédite par les calculs de la théorie de Maxwell Garnett. Seules des varia-
tions relatives supérieures a 70%, correspondant a de trés fortes inhomogénéités de maille, provoquent
des changements importants dans la perméabilité (changement de fréquence de résonance , perte de la
zone négative) conformément aux conclusions tirées dans [81].

II1.3.2-b Réseau tétragonal

Pour confirmer cette tendance, nous nous intéressons au comportement de la partie réelle de la per-
méabilité lorsque I’on fait varier ’'un des parametres a, b, c, le réseau étant ainsi tétragonal. Un réseau
tétragonal est un réseau orthogonal dont deux paramétres de mailles sont égaux, par exemple : a = b # c.
Afin de connaitre les limites pour obtenir une perméabilité négative, nous changeons le parametre en
question jusqu’a ce que la perméabilité effective ne soit plus négative ou que les spheres soient en quasi-
contact. Nous conservons une fraction volumique constante, et ainsi, 8 mesure qu'un des parametres
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augmente, les deux autres diminuent de pair.

effet de ¢ Nous avons simulé différents réseaux de parametre a variable. Bien siir, pour obtenir une
fraction volumique constante, les parametres b et ¢ doivent aussi varier , suivant I’équation :

(I11.24)

La direction de a est celle de la polarisation du champ magnétique incident. On a la confirmation, sur la
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FIGURE 111.40 — Influence de la longueur a dans le comportement de la perméabilité effective pour des
particules de TiO, de 50 um de rayon concentré a une fraction volumique de 9%.

FIGURE 1I1.40, que quand on éloigne les spheres suivant la direction parallele au champ magnétique, la
fréquence de résonance est déplacée vers les hautes fréquences. On remarque aussi que 1’amplitude de la
zone négative est moins élevée mais sur une plus large plage de fréquences. Cependant, nous remarquons
que méme en poussant au maximum I’ anisotropie du réseau (a trés grand), on n’atteint pas de régime ol
la zone négative de le perméabilité disparait.

effet de » Nous avons simulé différents réseaux de parametre b variable. La aussi, pour obtenir une
fraction volumique constante, les parametres a et ¢ doivent varier, suivant I’équation :

(I11.25)

Quand on éloigne les spheres suivant la direction parallele au champ électrique, on observe clairement
sur la FIGURE II1.41 que la fréquence de résonance est déplacée vers les basses fréquences, ainsi que
I’amplitude de la résonance diminue. Dans ce cas, on observe que la perméabilité n’ atteint plus de valeurs
négatives pour des valeurs de b extréme, correspondant a une variation relative de b de plus de 140% par
rapport au cas cubique.
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FIGURE II1.41 — Influence de la longueur b dans le comportement de la perméabilité effective pour des
particules de TiO, de 50 um de rayon concentré a une fraction volumique de 9%.

effetde ¢ Dans cette section nous montrons les résultats pour différents réseaux de parametre ¢ variable
Pour obtenir une fraction volumique constante, les parametres a et b obéisent a I’équation :

(I11.26)

Quand on éloigne les spheres suivant la direction parallele a la direction de propagation de I’onde, on
observe sur la FIGURE II1.42 un décalage vers les basses fréquences de la zone négative ainsi qu’une

diminution notable de 1’amplitude de cette méme zone. On remarque que la perméabilité cesse d’étre

FIGURE 1I1.42 — Influence de la longueur ¢ dans le comportement de la perméabilité effective pour des
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particules de TiO; de 50 um de rayon concentré a une fraction volumique de 9%.
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négative pour des valeurs de ¢ supérieure a 380 um. Cependant, cette valeur correspond a un cas extréme
ol les spheres se répartissent en couche tres dense (a = b ~ 123 um) avec une distance de séparation des
couches grandes.

Conclusions En conclusion de cette partie, nous voyons que seuls des changements drastiques de 1’ar-
rangement cristallin provoquent un changement radical dans le comportement de la perméabilité effective
pour ces milieux composites et a cette fraction volumique. Ces résultats confirment les conclusions tirées
dans [81], et on constate qu’il faut une répartition des spheres extrémement inhomogenes dans le milieu
composite pour empécher I’émergence d’une perméabilité négative. Ces résultats donnent bon espoir
pour la réalisation pratique d’un milieu auto-assemblé de spheres de TiO, présentant des effets magné-
tiques dans la gamme térahertz.

I11.3.2-c  Explication du sens de déplacement des résonances

Nous proposons ici une interprétation du décalage de la fréquence de résonance lorsque 1’on change la
forme du réseau cristallin. Cet explication est basée sur le calcul des fréquences de résonances entre paires
de dipdles électriques dont les conclusions sont tirées dans [111]. Nous savons, d’apres (11.33) et (I1.33),
que le champ électrique produit par un dipdle électrique a la méme forme que le champ magnétique
produit par un dipdle magnétique, et nous pouvons donc utiliser les résultats de [111] pour des dipdles
magnétiques. De plus, en extrapolant ces résultats, non plus a des paires de dipdles, mais a des chalnes
dont la distance entre maillons est variable, nous pouvons interpréter et expliquer les changements de
fréquence de résonance de la section précédente.

Dans le réseau tridimensionnel de la FIGURE I11.36, le couplage suivant les directions b et ¢ du réseau
correspondent au cas 1) de la FIGURE I11.43 et le couplage suivant la direction a correspond au cas
2). D’apres [111] dans le cas 1), lorsqu’on €loigne les spheres entre elles la fréquence de résonance

O, dé:
Om O

1) 2)

FIGURE II1.43 — Les deux cas de figures possibles d’orientation de dipdles deux a deux dans le réseau
tri-dimensionnel de la FIGURE I11.36.

de I’ensemble est déplacée vers les basses fréquences et dans le cas 2), elle se déplace vers les hautes
fréquences.

Ces résultats sont en accord avec nos conclusions de la section précédente puisque nous avions remarqué
qu’un éloignement des spheres suivant a correspond a un décalage de la fréquence de résonance vers
les hautes fréquences et qu’un éloignement suivant b ou c¢ provoque un décalage des fréquences de
résonance vers les basses fréquences. Cette interprétation permet aussi de comprendre le déplacement
des fréquences de résonance dans les cas orthorhombique des FIGURES II1.37, I11.38, et II1.39. Lorsque
I’on diminue simultanément a et que I’on augmente ¢ ou b, le déplacement vers les basses fréquences
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est encore plus grand. Par contre, lorsque 1’on laisse a constant comme sur la FIGURE II1.37 les effets
opposés de I’augmentation de c et de la diminution de b s’annulent.

II1.3.3 Effet de la suppression de la correction radiative liée a la périodicité du réseau

Dans ce mémoire, les réseaux étudiés sont des réseaux périodiques et, ainsi que nous 1’avons men-
tionné dans la section I1.2.4-d, pour ce type de réseau, il faut théoriquement supprimer les pertes radia-
tives.

Afin de voir I’effet de cette modification dans les cas concret que nous étudions, nous considérons ici,
comme dans la partie I11.3.1, des spheres de TiO, de 50 um de rayons a une fraction volumique de 9%
et nous calculons les parametres effectifs issus de la théorie de Maxwell Garnett étendue, basée sur la
polarisabilité dynamique de Mie : nous comparons le résultat avec cette polarisabilité non modifiée (in-
cluant les pertes radiatives) selon I’équation (I1.60) avec le résultat ot I’on retranche a la polarisabilité
le terme de pertes radiatives (équation I1.65). Ces résultats sont présentés sur la FIGURE II1.44. Nous re-
marquons sur cette figure que lorsque 1’on supprime les pertes radiatives, seule I’amplitude de résonance
est affectée, ainsi que le niveau de pertes (Iégérement) mais en aucun cas la position de la résonance.
Sur la FIGURE I11.45, nous comparons les résultats issus de la théorie de Maxwell Garnett étendue sans
pertes radiatives et ceux issus de 1’extraction par la méthode de Scher et de NRW. Sur cette figure, on
observe que les résultats de Maxwell Garnett privé de pertes radiatives s’accordent trés bien avec 1’ex-
traction par la méthode de Scher, alors que ce n’était pas le cas pour MG non modifié (FIGURE II1.34).
Or, nous rappelons que dans le calcul par la méthode de Scher, les pertes radiatives au sein du réseau
périodique sont également supprimées ; I’accord que nous observons semble ainsi naturel.

Si I’on compare maintenant la FIGURE I11.45 et la FIGURE 111.34, on constate que la méthode NRW
concorde, quant a elle, clairement mieux avec les résultats de la théorie de Maxwell Garnett étendue
ou les pertes radiatives sont conservées malgré la présence du réseau. Une interprétation provisoire que
nous pouvons proposer pour expliquer cette entorse au point de vue purement théorique est que, dans la
structure simulée, un grand nombre de mécanismes de pertes se conjuguent (par exemple multipolaires),
et se trouvent bien pris en compte dans le processus d’extraction de NRW. En revanche, les différentes
approximations inhérentes a la théorie de Maxwell Garnett ne permettent de prendre en compte que
les pertes dipolaires des particules. Ainsi, en omettant de supprimer les pertes radiatives dans le réseau
périodique, on « rattrape » en quelque sorte cette faiblesse de MG de maniere ad hoc. Nous avons donc
choisi, empiriquement, de ne pas tenir compte de la suppression des pertes radiatives au sein d’un réseau
périodique dans la suite de ce mémoire.
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FIGURE III.44 — Comparaison des résultats de la théorie de Maxwell Garnett étendue, en incluant ou non

les pertes radiatives.



Magnétisme artificiel dans la gamme térahertz

104 Chapitre II1.
T T T T T T T T T 25
Maxwell Garnett Maxwell Garnett
méthode Scher 7 méthode Scher
méthode NRW . L A 42
l. .,
4 HAS
Re(ueff) _ | :. AT vammmamannEs 15
P - % ..' 41
- 7 Y Re(Eeff)
-2 — - 4 0.5
_3 .

_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 o
3.0 260 280 300 320 340 360 380 260 280 300 320 340 360 38% 5
' ' ' ' Mellxwell Glarnett i ' ' I, Melxxwell Glamett i '

méthode Scher méthode Scher
25 méthode NRW b L méthode NRW == 19
1 1 1 1 1 1 0
260 280 300 320 340 360 380 260 280 300 320 340 360 380
Fréquence(GHz)

Fréquence(GHz)

FIGURE II1.45 — Modification des résultats présentés sur la FIGURE II1.34 en supprimant les pertes
radiatives au sein du réseau dans la théorie de Maxwell Garnett étendue.



1I1.4 Analyse modale dans I’approximation du dip6le unique 105

II1.4 Analyse modale dans I’approximation du dipole unique

Nous présentons ici I’analyse modale des structures de spheres que nous avons étudiées, menée par
Salvatore Campione (doctorant) et le Pr. Filippo Capolino de I’Université de Californie - Irvine dans le
cadre de I’approximation du dipdle unique (Single dipole approximation ou SDA).

Le principe fondamental de cette méthode réside dans le fait que les particules constituant le matériau
sont assimilées a des dip6les uniques (dans le cas ci-présent des dipdles magnétiques) et que toutes les
interactions entre ces dipOles sont prises en compte dans le calcul. Cette méthode d’analyse est expliquée
en détail dans la référence [77]. Pour que cette approximation soit valide, il est donc crucial que les
particules soient petites devant la longueur d’onde mais aussi que les distances entre particules soient
suffisamment grande, c’est-a-dire typiquement que le rayon des particules soit inférieur environ au tiers
du pas du réseau. Dans le cas contraire, les interactions multipolaires deviennent importantes et I’approx-
imation dipolaire n’est plus justifiée.

Dans la suite, nous rappelons les bases physiques de la SDA, puis nous montrons la comparaison avec
les résultats que nous avons obtenus par le calcul de la théorie de Maxwell Garnett et les simulations par
éléments finis .

II1.4.1 Modélisation par la SDA et structures étudiées

Nous considérons un réseau tridimensionnel de particules sphériques de TiO, de rayons r dont la
cellule unitaire est représentée sur la FIGURE II1.46. Chaque spheére du réseau est modélisée par un
dipdle magnétique donnant naissance au moment dipolaire :

my = B,H" (I11.27)

ou B, est la polarisabilité magnétique des particules, et H°¢ Je champ local, superposition du champ

v b

C :
(/x a

A

egle, () —

FIGURE II1.46 — Représentation schématique de I’arrangement tridimensionnel de spheres de TiO, im-
mergées dans un milieu hote de permittivité €, étudié en SDA. Les spheres sont de rayon r et le pas du
réseau suivant x, y, z est respectivement noté a, b, c.

incident et du champ produit par toutes les autres microparticules de 1’arrangement sur la sphere consid-
érée.
On utilise I’expression dynamique (I1.57), issue de la théorie de Mie, pour la polarisabilité :

1
By = 6mib; — (I11.28)
kh
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ou kp est le vecteur d’onde de I’onde excitatrice dans le milieu hote. On considére maintenant que les
spheres sont immergées dans un milieu hdte homogene de permittivité relative €y, et sont placées aux
positions :

r,=ro+d,, d, = nias; +nobsy + n3css (II1.29)

avec 81,$2,53 les vecteurs de base du réseau cristallin, ny,n2,n3 = 0,£1,£2,... , ro = x0€ + y0€, + 20€;
la position de la premicre sphere et a, b et ¢ les périodicités suivant x, y et z respectivement.

On suppose que ce réseau est excité par une onde plane de vecteur d’onde :
kg = k&, +k e, + k€, (111.30)
ce qui donne naissance dans chaque microsphere a un moment magnétique égal a
m,, = mge’™® (IIL31)

qui est relié au moment magnétique en ry par un simple effet de déphasage. Le champ magnétique local
agissant sur une microsphere a la position rp est donné par :

H'(r,kg) = H™(ro) + G (rg,ro,kg) -mg (I11.32)

ott H™ est le champ magnétique de 1’onde excitatrice. Gm(l‘o,ro,kB) est une fonction de Green régu-
larisée (sans discontinuités en r = rgp), définie comme Qoo(r,ro,kB) = G™(r,ro,kp) — G(r,rp). Cette
fonction de Green régularisée fait intervenir la fonction de Green dyadique du champ magnétique créé
au point r par I’ensemble du réseau périodique de microspheres pour un dipdle-source placé en ry :

G=(r,ro.kg) = Y G(r,ro+d,)e™ %, (IIL.33)
n

ainsi que la fonction de Green dyadique d’un dipdle unique placé dans le milieu hote (champ produit en
r,, par un dipole magnétique unité en r,) : G(r,,,r,). En supposant le milieu-hote homogene, la fonction
de Green du dipdle unique est simplement :

iknrmn 2 . 1 k2 .
Gt 1) = & Kkh 4 Hn ) - <“ 4 ik _ 3) fm,,f-m,,} : (I11.34)
r

2 3 2
4n Tmn  Tan Vi Tmn Tinn mn

Ol Fyypy = |y — | €t F, est le vecteur allant de la source en r, vers I’observateur en r,,. En substituant
alors I’expression pour le champ local (II1.32) dans (II1.27), on obtient :

mo = By [H™ (rg) + G (1, r0,kn) -mo (I1L35)
Ce qui mene au systeme linéaire
A(kg)-mg = B,H™ (ro) (I11.36)
avec A défini comme :
A(kp) =1—ByG” (r,ro, k). (I11.37)

ou I est le tenseur-unité. Les modes propres complexes pouvant se propager dans la structure sont ensuite
calculés a partir de ce systéme d’équations en 1’absence de source externe (H"™ = 0).
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II1.4.2 Résultats de la SDA et comparaison avec la théorie de Maxwell Garnett

Nous montrons ici les modes propres complexes, calculés a partir du systeéme d’équations (I11.36)
(II1.37), se propageant selon la direction z avec un vecteur d’onde :

k, =K.+ ik! (111.38)

avec des polarisations transverses (selon la direction x ou y). Nous précisons qu’il existe également
des modes longitudinaux se propageant dans la structure, cependant nous avons choisi de ne pas les
représenter car ce sont essentiellement des modes statiques sur 1’ensemble de la gamme de fréquence
d’intérét (k. ~ 0 pour ces modes longitudinaux).

Trois arrangements cubiques (i.e. a = b = c et s| = €,,8, = &,,83 = €;), que nous numéroterons I, II, et
3

. . : . 4mr .
I, ont ét¢ étudiés, pour différentes fractions volumiques f = ——— (voir tableau des structures TABLEAU

IIL.3. Le milieu hote est le vide, de paramétres {€g, o}, et la permittivité des spheres est celle de TiO,

Structure | r (um) | a (um) | f (%)
1 52 146,4 | 18,76

II 52 126,0 | 29,44

111 52 106,0 | 49,45

TABLEAU II1.3 — Les trois structures analysées en SDA

qui a €té prise constante pour I’intervalle de fréquence considéré (&, = 94 +2,35i). Nous avons vérifié,
en comparant les amplitudes des coefficients de Mie, que les effets électriques sont négligeables devant
les effets magnétiques (pour les fréquences considérées), justifiant ainsi la modélisation des spheres par
un dipdle magnétique uniquement.

Les résultats de I’analyse des modes propres issus de la SDA pour les structures I, II et III sont représentés
en trait pleins sur la FIGURE IIL51. Seuls les modes satisfaisant la condition de passivité (i.e. k. > 0) ont
été conservés.

Nous n’avons représenté sur cette figure que les deux modes dominants (c’est-a-dire les deux modes
ayant les pertes les plus faibles, soit k.’ les plus petits) se propageant dans chacune des structures. On
voit que les modes 1 sont des modes progressifs (forward mode) et les modes 2 des modes rétrogrades
(backward mode). On observe également que les pertes du mode 2 sont toujours nettement supérieures a
celle du mode 1, si bien que 1’on peut considérer que seul le monde 1 est observé en pratique.

Dans ce fait, il est possible de calculer I’indice de la structure correspondant a ce mode principal par :

KEPA = ko -nSPA (I11.39)

Cet indice n5PA dépend seulement du caractére magnétique de dip6les placés dans le vide, et ainsi il est

directement relié a la perméabilité effective par la relation n5PA = \/Heff> puisque dans le calcul de SDA

le milieu hote est le vide (€, = 1). On peut ainsi calculer la valeur de la perméabilité effective selon la
méthode SDA :

kSPAN 2
pr = (% = (57 (I1.40)
0
Nous donnons sur la FIGURE I11.48, les perméabilités effectives obtenues par la SDA, par la théorie
de Maxwell Garnett étendue, et extraites des éléments finis par la méthode NRW. Pour tous les types de



108 Chapitre III.  Magnétisme artificiel dans la gamme térahertz

courbe, on peut dire qu’elles ont toutes des formes typiques de résonance, et comme nous 1’avons dans
les sections précédentes, on peut également y observer que la zone de perméabilité négative s’élargit et

gagne en amplitude lorsque la fraction volumique croit.
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FIGURE II1.47 — Vecteurs d’onde des deux premiers modes transverses issus du calcul SDA. A gauche,
partie réelle du vecteur d’onde des modes k. en unités adimensionnées. A droite, partie imaginaire
du vecteur d’onde des modes k. en unités adimensionnées. Les ordonnées font apparaitre les valeurs
du vecteur d’onde renormalisé de 1’onde incidente, c’est-a-dire que 1’abscisse est proportionnelle a la

fréquence.

En comparant ces courbes, on remarque que I’accord entre les trois méthodes est trés bon pour la
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FIGURE II1.48 — Comparaison de la partie réelle et imaginaire de la perméabilité effective obtenue par
la SDA, par la théorie de Maxwell Garnett étendue et par I’extraction des parametres effectifs par la
méthode NRW des simulations par éléments finis.

structure I et se détériore au fur et a mesure que la fraction volumique augmente. Pour la structure III,
qui correspond a un cas tres concentré, on se rend compte que le résultat issu de 1’extraction NRW est
assez largement différent des résultats donnés par les deux autres méthodes. Ce dernier comportement
peut sans doute s’expliquer par le fait que pour de telles distances entre spheres, les modes multipolaires
d’ordres supérieurs (qui ne sont pris en compte ni dans la SDA ni dans la théorie de Maxwell Garnett)
deviennent dominant, et, les négliger conduit donc a des écarts importants.

Il est a noter que dans la formule de Maxwell Garnett étendue, nos collaborateurs ont choisi d’utiliser une
version dans laquelle a été supprimée la correction radiative en raison de la périodicité du réseau (II.65).
Nous notons cependant, que comme nous I’avons nous-méme observé a la section I11.3.3, les courbes
SDA seraient sans doute plus proches des valeurs obtenues par NRW, en gardant la correction radiative
dans le calcul, en particulier pour la structure III. Nous souhaitons ensuite comparer les résultats obtenus
par les différentes méthodes pour I'indice effectif du milieu. Il faut dans ce cas faire attention au fait



110 Chapitre III.  Magnétisme artificiel dans la gamme térahertz

Structure I
2 T T T

18 | MG —— |
1.6 [ SDA =====-- _
14} f LR NRW eeeeees i
=12 | AV -
3] H L
g 1r A\ 7
=08 | j E
=06 3 i
0.4 | .
02 | -
0 1 I I 0 1 I -
250 275 300 325 350 250 275 300 325 350

Fréquence (GHz) Fréquence (GHz)

Structure 11
I 2.5

4 T T T T T
v MG ——
- SDA ==eenes i
A NRW «eeeeees
E1.5 i ‘\‘ i
0 1 | .xb """
250 275 300 325 350 250 275 300 325 350
Fréquence (GHz) Fréquence (GHz)
Structure III
. 4
MG —— | 35
SDA =sesees
NRW ceeeeees 4 3
| "5
g 2
=15
12"
1 05
[, 0
250 275 300 326 350 250 275 300 325 350
Fréquence (GHz) Fréquence (GHz)

FIGURE II1.49 — Comparaison de la partie réelle et imaginaire de la perméabilité effective obtenue par
la SDA, par la théorie de Maxwell Garnett étendue et par I’extraction des parametres effectifs par la

méthode NRW.

que dans les résultats de la SDA négligent par construction tout effet diélectrique des particules de la
structure. Il est donc nécessaire de corriger manuellement la valeur de I’indice #5P* en tenant compte de
la présence d’un milieu hote de permittivité effective €. On pourrait étre tenté d’introduire cette per-
mittivité effective environnante des le début du calcul de SDA ; néanmoins, S. Campione et F. Capolino
ont pu montrer que les résultats ne sont pas treés bons pour ajuster les valeurs d’indice trouvées dans les
autres méthodes. Ceci n’est pas forcément surprenant car il faut garder a I’esprit que cette permittivité est
effective et non réelle pour le milieu hote, ainsi il n’est pas clair que les dipdles magnétiques percoivent

véritablement le milieu effectif lorsqu’ils rayonnent. Une autre approche, que nous adoptons ici, est de

corriger a posteriori I’'indice obtenu par SDA de la maniere suivante :

Re(nefr) = Re(n5P?) - /Re (&) (I1L.41)

pour la partie réelle. D’autre part, la partie imaginaire de €. étant tres faible, la correction sur les parties
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imaginaires peut étre négligée. Nous avons représenté I’'indice SDA corrigé, celui issu de la théorie de
Maxwell Garnett et enfin, celui extrait des éléments finis par la méthode NRW sur la FIGURE II1.49.

La aussi, on observe un élargissement de la zone de résonance lorsque la fraction volumique aug-
mente, ainsi qu’une augmentation des pertes. La comparaison de ces courbes amenent aux mémes con-
clusions que pour la perméabilité, avec un accord entre les différents résultats se dégradant lorsque la
fraction volumique croit.

Malgré les différences émergeant a fraction volumique élevée, ces résultats confirment bien que la de-
scription du milieu par MG réalisée dans ce chapitre pour des fractions volumiques inférieures a 20 %
reste bonne.

I11.4.3 Comparaison des résultats entre la SDA et les résultats des éléments finis

Dans cette section, nous comparons les modes dans la structure calculés a partir de la SDA avec
ceux qu’on peut trouver dans les simulations par éléments finis HFSS. Le calcul des modes a partir des
éléments finis a été fait par ajustement du champ magnétique le long d’une droite passant par le centre
des spheres comme représenté sur la FIGURE II1.50. Les parametres de la simulation sont ceux précisés

és
E z2=0 e?%_'ez 7= 52um z=1la
H&k L 4 A A A A A AAA A S

ceIIuIe unlta|re 11 cellules unitaires le long de la direction de propagation

FIGURE II1.50 — Droite passant par le centre des spheres, sur laquelle est relevée le champ magnétique a
ajuster par I’équation (I11.42).

par le TABLEAU IIL.3 et la structure comporte 11 couches de spheres (au lieu de 5) pour pouvoir utiliser
un maximum de points pour I’ajustement. Le champ magnétique incident est dirigé suivant &, et c’est
cette composante que nous ajustons, en supposant qu’il existe deux modes a I’intérieur de la structure ;
I’équation a ajuster au champ extrait est alors :

Hy(z) = Ae'ta1 "7 4 Beikea (IIL.42)

avec k; | et k5 les vecteurs d’ondes du mode 1 et 2 respectivement.
Nous signalons que ces ajustements, menés a bien par nos collaborateurs de Californie, sont tres délicats
a mener en raison du caractere non-linéaire de cette équation, la solution finale dépendant tres fortement
du choix des parametres initiaux.
Les résultats de ces ajustements sont montrés sur la FIGURE IIL.51 en traits pointillés. Pour la structure
I, on observe un trés bon accord entre les modes calculés par SDA et ceux ajustés a partir du champ de
HFSS. Cet accord se détériore lorsque 1’on augmente la fraction volumique pour les structures II et III.
De méme que pour les indices et les perméabilités, ce comportement s’explique en examinant les
distances entre particules. Pour la structure I, a =~ 3r et, comme nous I’ avons dit en introduction, il s’agit
de la valeur limite pour considérer que les spheres se comportent comme des dipdles. Dans ce cas, la
SDA décrit correctement le comportement de la structure I. En ce qui concerne les structures II et III,
les distances entre particules sont inférieures a cette valeur limite, et I’influence des multipdles d’ordre
supérieur devient non négligeable, mettant en défaut les prédictions de la SDA.
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FIGURE II1.51 — Modes transverse se propageant dans les différentes structures définies dans le TABLEAU
I11.3.

1I1.4.4 Conclusions sur la SDA

Cette section a été consacré aux résultats issus de la collaboration avec I’équipe de Filippo Capolino
sur I’approximation du dipdle unique (SDA) permettant de calculer les modes complexes se propageant
dans les structures périodiques. Apres avoir rappelé les principes de bases de cette méthode, nous avons
montré les différents modes se propageant dans des structures cubiques de spheres de TiO;. A partir de
ces modes, nous avons extrait la perméabilité effective ainsi que I’indice effectif que nous avons comparé
aux résultats de la théorie de de Maxwell Garnett et a ceux des éléments finis extraits part la méthode
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NRW. Ces résultats ont montré un bon accord pour une fraction volumique de 18,76% qui se dégrade avec
I’augmentation de la fraction volumique, confirmant ainsi les résultats des sections précédentes. A forte
fraction volumique, la comparaison des indices ainsi que celle des modes issus de la SDA et extrait par la
méthode NRW, ont mis en évidence des écarts importants. Une interprétation possible de ces différences
est 'importance des modes multipolaires d’ordre supérieurs pour les échantillons concentrés.



114 Chapitre III.  Magnétisme artificiel dans la gamme térahertz

II1.5 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons étudié les propriétés électromagnétiques (et en particulier magnétiques),

dans la gamme térahertz, d’'un métamatériau formé d’un ensemble ordonné de spheres diélectriques.
Nous avons tout d’abord examiné les principaux matériaux susceptibles de posséder une permittivité
élevée et de faibles pertes dans la gamme térahertz et avons retenu trois candidats : TiO,, LiTaOs3, et
MgTiO3. Nous avons, en utilisant la théorie de Maxwell Garnett, montré que les résonances de Mie de
spheres de tels matériaux donnent naissance a une forte réponse magnétique, avec notamment une zone
de perméabilité élevée et une zone de perméabilité négative. Nous avons aussi précisé les conditions
(taille des spheres, fractions volumiques) nécessaires a I’émergence d’une perméabilité négative avec ces
matériaux.
Ces résultats, en nous restreignant au meilleur candidat TiO,, ont été confronté aux simulations par élé-
ments finis. Apres avoir vérifié que le nombre de spheres utilisées dans la simulation n’avait que peu
d’importance, nous avons comparé le résultat issu des deux méthodes d’extraction du chapitre précédent.
Ces différents résultats concordent bien en ce qui concerne la perméabilité et nous avons ensuite con-
sidéré seulement I’extraction de NRW. Nous avons ensuite montré que pour un réseau cubique a faible
fraction volumique (inférieure a 20%) 1’accord entre les résultats de la théorie de Maxwell Garnett et
ceux des éléments finis est bon. Nous avons considéré I’influence de 1’arrangement cristallin en consid-
érant des réseaux tétragonaux et orthorhombiques, qui mettent en évidence un bon accord avec la théorie
de Maxwell Garnett lorsque les variations relatives dans 1’aspect de mailles sont inférieures a 70%. Au
dela de ces valeurs, des écarts importants sont observés entre la théorie de Maxwell Garnett et les simu-
lations, et confirment ainsi les résultats de Mallet et al. [81]. La derniére confrontation de ces résultats a
été faite en comparant la théorie de Maxwell Garnett avec une analyse modale des structures dans 1’ap-
proximation du dipdle unique (SDA). Dans cette méthode, chaque sphere est modélisée par un dipdle
magnétique et toutes les interactions entre dipdles sont prises en compte. La comparaison des modes
complexes, des perméabilités ainsi que des indices effectifs pour un réseau cubique de spheres de TiO;
pour différentes fractions volumiques a mis en évidence un bon accord pour la fraction volumique la
plus faible (18,76%), confirmant ainsi les résultats de ce chapitre. Pour les fractions volumiques les plus
élevées, un large désaccord a été observé avec le résultat des éléments finis, mettant ainsi en évidence
I’importance des modes multipolaires d’ordre supérieurs dans ces structures fortement concentrées.

Dans le chapitre qui vient, nous étudierons un autre parametre pouvant influencer la perméabilité
effective de milieux composites de spheres diélectriques : 1’effet de la dispersion en taille des résonateurs
dans la réponse magnétique du milieu.



Chapitre IV

Effet de la distribution en taille des
particules

Mon travail de theése s’inscrit dans des projets au long cours autour de systémes auto-assemblés con-
stitués de particules synthétisées chimiquement et dispersées dans un milieu hote permettant leur mise en
forme. La plupart des procédés chimiques intervenant dans la fabrication des particules (processus sol-
gel, syntheése en milieu aqueux), ne permettent pas un controle parfait de la taille et de la forme de ces
particules. Ainsi, en attendant I’évolution des techniques de syntheses, les métamatériaux auto-assemblé
fabriqués ressembleront vraisemblablement a celui représenté sur la FIGURE IV.1. Une mesure expéri-

FIGURE IV.1 — Milieu auto-assemblés constitués de particules synthétisée chimiquement.

mentale pour déterminer les parametres effectifs d’un tel matériau composite devrait montrer des écarts
avec les résultats « idéaux » montrés au chapitre précédent.

Comme premier pas pour la modélisation de tels matériaux composites, nous nous intéresserons, dans
ce chapitre, a I’effet d’une distribution en taille des résonateurs sphériques sur la réponse magnétique
effective. Cet effet est inhérent a une réaction chimique de synthese et porte le nom, en chimie, de poly-
dispersité en taille. L’ objectif de ce paragraphe est d’établir si cet effet est forcément néfaste (suppression
de la zone de perméabilité négative) ou bien si, en quantité maitrisée, il peut €tre intéressant.

Cette étude sur I’influence de la taille des résonateurs dans la réponse magnétique, peut étre mis en par-
allele avec les résultats sur les SRRs des références [112, 113, 114, 115], qui ont montré une grande
sensibilité de la résonance magnétique dans les parametres de taille des SRRs.

Nous rappelons la condition de résonance magnétique (II1.8) pour des spheres d’indice ny, :

~d (IV.1)
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qui montre que la fréquence de résonance dépend du diametre des spheres d. Ainsi, pour un milieu com-
posé de spheres de tailles différentes, chacune d’entre elles résonnera a une fréquence particuliere. On
peut présumer que si les écarts en taille sont trés importants, le recouvrement fréquentiel des résonances
de chaque particule n’aura pas lieu et le milieu composite ne présentera plus, collectivement, de zone de
perméabilité effective négative. Afin de vérifier cette hypothese et de déterminer la distribution en taille
maximale admissible pour conserver une zone de perméabilité négative, nous étudions dans ce chapitre
cet effet de maniere analytique.

IV.1 Théorie de Maxwell Garnett pour plusieurs tailles de particules (dis-
tribution polydisperse)

Nous établissons ici la formulation de Maxwell Garnett en considérant une distribution en taille de
particules sphériques. Nous nous inspirons ici, de la démarche suivie dans [46], ou la maniére de calculer
les parametres effectifs est clairement explicitée. Il s’agit d’appliquer la formule étendue de Maxwell
Garnett en considérant différentes tailles de résonateurs. Pour cela, on part de la formule de Clausius-
Mossotti pour plusieurs tailles de particules.

IV.1.1 Clausius-Mossotti pour plusieurs tailles de particules

Nous distinguons, dans ce qui suit, le cas ou la fonction de distribution en taille des particules est
discrete, et celui ol elle est continue.

T T T T T
a) Fonction de distribution discrete b) Fonction de distribution continue
Co [ .
=
< ] § S
Cy o .
CiLf—— .
0 1
Iy s s rq 0 "moyen
rayon des particules sphériques rayon des particules sphériques

FIGURE IV.2 — Exemples de fonction de distribution. a) Fonction de distribution discrete avec N = 4
tailles distinctes. b) Fonction de distribution continue : distribution gaussienne centré sur le rayon rmoyen
(distribution observable apres une synthese chimique).

IV.1.1-a Cas discret

Soit un matériau comportant des particules sphériques, distribuées selon N rayons ry distincts (k =
1,...,N), et ayant polarisabilités électriques o, et magnétiques ;. Chaque type est présent avec une den-
sité volumique ¢y (voir FIGURE 1V.2-a) ). En supposant que les réponses de chaque type s’additionnent,
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les formules de Clausius-Mossotti (I1.44) pour décrire un tel matériau ont pour forme :

eff —€n _ i Cr Ol Heff —Hh i ckPr (IV.2)
Eefr+2en = 3 Meff+2un /= 3
qui peuvent étre réécrites :
N N
342 Y cro 342 Y B
Eoff = B, el = fl——— (IV.3)
3— X ckO 3= Y% cif
k=1 k=1

IV.1.1-b Cas continu

Dans le cas d’une distribution continue de la taille des particules, on peut définir la fonction de
distribution de taille g normée (voir FIGURE IV.2-b) ) :

f: g(r)dr=1 (IV.4)

La densité volumique dc(r) de particules de rayon compris entre r et r + dr dans le matériau est définie
comme :
de(r) = cog(r)dr (IV.5)

avec ciot 1a densité volumique totale de particules.
Avec la meme hypothese d’additivité, les expressions de Clausius Mossotti pour un tel matériau sont
données par :

Eoff — € “o(r)a — B
eff h — Ctot f g(r) (r) dr, .ueff ,Llh — Ctot J‘ g(r)B(r) dr (IV6)
€eff + 2€ 0 3 Meft ~+ 2n 0

ou o(r), B(r) sont respectivement les polarisabilités électrique et magnétique des particules de rayon r.
Ces expressions peuvent étre récrites sous la forme suivante :

34 2ci0t f:g(r)oc(r)dr 3+ 2ct0r f:g(”)ﬁ(”)dr
=) ) ,ueff = ,uh oo
3 — Ciot jo g(ryour)dr 3 — Crot jo g(r)B(r)dr

Eeff = €p (IV.7)

IV.1.2 Maxwell Garnett étendu pour plusieurs tailles de particules

Pour obtenir la formulation de Maxwell Garnett étendue, on procéde comme dans le cas monodis-
perse en remplacant les polarisabilités par celle d’un dipdle.

IV.1.2-a Cas discret

Dans le cas discret on utilise :

r3 r3
oy = 6Tiar (r) =, B = 6miby(ri) = (IV.8)
Tk Tk
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et on définit la fraction volumique partielle f; de chaque taille de spheres :

4
fi= gnr,?ck. (IV.9)

On en déduit les expressions des parametres effectifs de Maxwell Garnett suivantes :

N .. N .,
3tfka1(rk) 31jkb1(rk)
1 +k§1 v 1+ k)gl e
Ceff =C€h——( s Meff = Mh—————— (IV.10)
1- ¥ 3ifiar (re) -y 3ifichi (re)
=1 2enT} Pl 2eT3
IV.1.2-b Cas continu
Dans le cas continu :
3 3

o(r) = 6miay (1) B(r) = 6fcib1(r);—3 (IV.11)

1?3’
Dans le cas d’un distribution continue, on ne peut pas exprimer la fraction volumique partielle f; comme
dans le cas d’une distribution discrete. Seule la fraction volumique totale est exprimable :

“ 4
Jot = f gncmtg(r)ﬁ dr (IV.12)
0

IV.2 Propriétés magnétiques d’un systeme avec deux tailles de spheres
distinctes

Nous étudions tout d’abord le probleme dans sa configuration la plus simple, avec deux tailles dis-
tinctes de spheres dans le milieu, en examinant le comportement de la perméabilité effective lorsqu’on
change 1’écart entre les rayons des spheres. Dans la suite, nous considérerons la permittivité des spheres
comme constante et, égale a la permittivité de TiO, a 300 GHz : g, = 93,336 + 0.778i.

Les courbes obtenues a partir de (IV.10) pour des spheres de tailles aux alentours de 50 um avec des
fractions volumiques f; = f> = 5% sont présentés sur la FIGURE IV.3. Nous voyons, comme on peut s’y

4 T T T T T 4 T T T T T T T T
o ry =50pm | 3t (b) o 71 = 50pum | o ry=50um |
Q@ r2 =48um e Q@ 72 =49.05pum Q@ 72 =49.3um
- io 2 - . -
—
]
/ 1= * *
’ Vv ° W
-1r B -1 E -1r B
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
260 280 300 320 340 360 380 260 280 300 320 340 360 380 260 280 300 320 340 360 380
Fréquence (GHz) Fréquence (GHz) Fréquence (GHz)

FIGURE IV.3 — Valeur de la permittivité réelle pour des milieux composites constitués de deux tailles de
spheéres r; et rp. La fraction volumique totale est de 10 % et chaque population est concentrée a 5%.

attendre, que lorsque les rayons sont tres différents (cas (a)), les résonances sont bien séparées et s’ad-
ditionnent individuellement. En rapprochant les rayons (de gauche a droite sur la figure), on rapproche
fréquentiellement les résonances qui s’interpénetrent et vont progressivement se fondre pour ne donner
qu’une seule résonance ; enfin, quand elles ont lieu sur la méme gamme de fréquence, on observe une
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augmentation de la profondeur de résonance.

Pour répondre a la question du moment a partir duquel la distribution en taille est néfaste aux « méta-
propriétés » du systéme, une réponse simple est de calculer la configuration a partir de laquelle la région
de perméabilité négative commence a se scinder en deux (cas (b) de la FIGURE 1V.3). Des lors, les
particules de différents types ne répondent plus collectivement (elles n’additionnent plus leurs « parties
négatives » les une aux autres), et la polydispersité devient néfaste.

IV.2.1 Critere pour élargir la zone négative

Nous cherchons maintenant a établir le critére qui détermine si la réponse des deux types de spheres
donne une seule zone négative (effet bénéfique de la polydispersité), ou donne des zones négatives sé-
parées (effet néfaste de la polydispersité). Nous cherchons donc quelles conditions dans 1’équation (IV.3)
induisent un changement de signe dans la partie réelle de la perméabilité. L’équation (IV.3) peut étre
réécrite de la facon suivante :

N
342 % ok
1

Heft = th———- (IV.13)
3— X cr
k=1
On sépare la partie réelle 1 et imaginaire d de la somme des polarisabilités :
N
n+id=Y cibr (IV.14)
k=1
en développant dans 1’équation (IV.13) et apres réarrangement, on obtient :
9+3n-2n2-28 = 95
Heft = Un = (IV.15)

(3-m)2+8&° +1(3—71)2+62

En supposant que le milieu-hdte a une perméabilité uy, réelle, le premier terme du membre de droite de
(IV.15) donne la partie réelle de uefr. Puisque le dénominateur de Re(uefr) est toujours positif, son signe
est donné par le signe de son numérateur, qu’il nous faut étudier.

Le numérateur de Re(uefr) se présente sous la forme d’un polyndme de degré 2 en 1 et d dont les racines
donnent les couples de valeurs {n;,d;} pour lesquelles Re(uefr) change de signe :

94+3n—212-28*=0 (IV.16)

Pour un niveau de pertes  fixé, on trouve les racines 1(9) suivantes :

3.1
==+ -1/81—-168° Iv.17
N=3%3 (IV.17)
Par définition,  est un nombre réel, ainsi, pour que ces racines existent et que la partie réelle de s
puisse changer de signe, il faut que le terme a I’intérieur de la racine carrée soit positif : 81 — 168> > 0,
soit
<225 (IV.18)

Un second, et non moins utile, critere peut aussi étre extrait quand on considere des particules sans pertes
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(8 =0). Les racines de 1’équation (IV.17) deviennent :
3
n= —5 ou 3 (6=0) (IVv.19)

La fonction 8 = §(v) dépend de la fréquence v ; nous verrons dans le prochain exemple que loin de la
résonance, les pertes sont pres de 0 et le critere de 1’équation (IV.19) nous permet alors de prédire de
maniére simple le changement de signe de Re (uefr).

En conclusion de cette étude analytique, on voit que les changements de signe de Re(ges), et donc
I’allure de la zone de perméabilité négative, dépendent du niveau global de pertes 8. Comme nous allons
le détailler dans la suite, & dépend essentiellement de 1’écart entre les rayons des particules.

IV.2.2 Application a un exemple concret

Nous ré-examinons ici les exemples illustratifs de la FIGURE IV.3 a la lumiére de I’étude analytique

précédente. Nous prenons en exemple un matériau composite fait de spheéres non-magnétiques de per-
mittivit€ €, = 93,336 + 0.778i et de rayons {ry, r,}, aléatoirement dispersées a la fraction volumique
{fi = f» =5%}, dans un milieu hote de parametres &, = up = 1.
Considérons maintenant, le comportement de la partie réelle de la perméabilité effective Re(ues) ainsi
que des parametres O et 1, pour différentes valeurs de {r|, r,} : pour chaque couple de valeurs {r;, r,},
nous examinons les changements de signe de Re(uefr) sur les courbes issues de la résolution numérique
de I’équation (IV.13) et les confrontons aux criteres établis au paragraphe précédent.

35 . . T T T T
3l
25+
S |
15 F
1k
05
0 , g ) X
260 280 300 320 340 360 380 260 280 300 320 340 360 380
Fréquence (GHz) Fréquence (GHz)

FIGURE IV.4 — Courbes pour illustrer les criteres (IV.18) (a gauche) et (IV.19) (a droite). La perméabilité
effective ainsi que les fonctions 1 et d sont représentées pour un matériau composés de spheres de TiO,
de permittivit€ €, = 93,336 + 0.778i, de rayons r; = 50 et r, = 48 um et avec une fraction volumique

fi=fr=5%.

Le premier cas considéré est représenté sur la FIGURE IV.4 et correspond a des spheres de rayons
relativement éloignés r; = 50 et r, = 48 um. Sur le graphe de droite, nous avons tracé d en fonction de la
fréquence, et on constate qu’il existe trois intervalles ot & < 2,25, on attend donc plusieurs changements
de signe de Re(uefr) : nous observons en effet quatre changements de signe sur la figure de gauche. De
plus, le dernier changement de signe, aux alentours de 325 GHz vérifient le critere de 1’équation (IV.19),
a savoir  petit et 1 &~ —1,5. On remarque également, comme attendu, qu’aux alentours de 320 GHz,
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N~ —1,5, mais a cause des pertes d supérieures a 2,25, on n’observe pas de changement de signe.
Cette exemple représente donc un cas « néfaste » de 1’effet de la distribution en taille (2 zones négatives
séparées) car I’écart entre rayons est trop grand.
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FIGURE IV.5 — Courbes pour illustrer les criteres (IV.18) (a gauche) et (IV.19) (a droite). La perméabilité
effective ainsi que les fonctions 1 et § sont représentés en fonction de la fréquence pour un matériau
composés de spheres de TiO; de permittivité €, = 93,336 +0.778i, de rayons r; = 50 and r, = 49,3 um
et avec une fraction volumique f; = fo = 5%.

Nous considérons maintenant le cas de spheres de rayons r; = 50 et r; = 49,3 um représenté sur la
FIGURE IV.5. Sur le graphe de droite, nous observons, par rapport au graphe équivalent de la FIGURE
IV4, que 8 < 2,25 seulement aux extrémes de la bande de fréquence. Ainsi, sur le graphe de gauche,
nous n’observons plus que deux changements de signe de Re(uefr), dont le second a 319 GHz vérifient les
deux conditions (IV.18) et (IV.19). Entre ces deux valeurs de fréquence , d est supérieur a 2,25 et ainsi,
les changements de signe sont interdits. Dans une telle configuration, la perméabilité effective présente
une large zone de résonance, avec un élargissement relatif de la zone négative d’environ 8% par rapport
au cas monodisperse.

Ce cas de figure représente donc un cas « bénéfique » de ’effet de la distribution en taille car la zone
négative est unique et plus large.

Enfin le cas ol la zone négative de Re(i.fr) est unique et, la plus large possible est représenté sur la

FIGURE IV.6. Cette situation « optimale » se produit quand le niveau de pertes dans la zone de fréquence
entre les fréquences de résonance des deux types de particules redescend juste a la valeur critique & =
2,25 (FIGURE IV.6 droite).
Dans ce cas, on n’a que deux changements de signe, et donc une seule région négative, mais de largeur
maximale possible : I’élargissement est d’environ 17% par rapport au cas monodisperse. En conclusion,
on voit que cette situation optimale est obtenue quand la différence de taille choisie telle que § atteint
juste 2,25 entre les résonances individuelles, mais sans passer en-dessous.

IV.2.3 Procédure d’optimisation de la largeur de la bande négative

L’ajustement des tailles du cas optimal de la section précédente peut étre réalisé par itérations suc-

cessives, mais aussi a I’aide d’une procédure basée sur le fait que § doit atteindre tout juste 2,25 entre les
résonances des particules individuelles.
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FIGURE IV.6 — Courbes pour illustrer les criteres (IV.18) (a gauche) et (IV.19) (a droite). La perméabilité
effective ainsi que les fonctions 1 et & sont représentés en fonction de la fréquence pour un matériau
composés de spheres de TiO; de permittivité €, = 93,336+ 0.778i, de rayons r; = 50 and r, = 49,05 um
et avec une fraction volumique f; = f> = 5%.

Nous considérons maintenant N tailles de populations de spheres, constituées du méme matériau, de
rayon {ry,...,ry} chacune concentrée a la fraction volumique fy = fio/N. La procédure présentée dans
ce paragraphe est utilisée pour générer, a partir du choix de r;, de maniere rapide I’ensemble des rayons
{ra,...,rn} donnant une zone négative de Re(tefr) la plus large possible.

Son principe est le suivant : nous choisissons une taille ry, et a I’aide de la condition (IV.18), nous cal-
culons le rayon r» qui correspond 2 la situation optimale. A partir du rayon r, trouvé, nous reprenons
le méme principe pour trouver le rayon r3 optimal, et la résolution s’effectue ainsi de proche en proche
jusqu’a ry. Il est important de noter que dans cette maniere de procéder, nous considérons les contribu-
tions deux a deux (entre r; et ri41) en négligeant 1’effet de toutes les autres tailles. Cet approximation
n’est valide que lorsque N = 2, et nous verrons les modifications a apporter a la procédure lorsque N > 2.

Nous montrons ici dans le cas N = 2, comment a partir du rayon r; obtenir le rayon r, optimal.
Pour N = 2, la fonction 8 est donnée par :

O =1Im(c1B1 + c2B2) (Iv.20)

En utilisant la formule (I1.59) et la forme de Lewin (I1.71) du coefficient magnétique dipolaire de Mie
pour des milieux non magnétiques (u, = up, = 1), la polarisabilité magnétique devient :

F(mtk) —1
B o g e, 2 V.21
P =4 () vz
En utilisant (IV.9), (IV.20) devient :
F(m’Cl)—l F(m’Cz)—l
0=Im|(3 3 Iv.22
m( N F ) T F ) av22)

Comme nous I’avons mentionné, les fractions volumiques sont égales f; = f> = fior/2. Nous faisons
maintenant 1’approximation, pour écrire la procédure, que les permittivités sont constantes sur I’échelle
de fréquence considérée et ainsi, le parameétre m est constant. Avec cette approximation, d ne dépend plus



IV.3  Configuration optimale pour plusieurs tailles de particules 123

2 .
T 0.
Ao

La condition optimale est réalisée si la somme des deux membres de IV.22 entre les résonances vaut la

quede T; =

valeur critique : Scritique =2.25. Pour écrire cette condition, nous utilisons la forme du membre de gauche
de I’équation IV.22 pour trouver numériquement, les deux valeurs de 7T : Tj,in €t Tpayx, pour lesquelles :

F(mt) —1 . 8critique
2+ F(mt)) 2

Im <3f1 (Iv.23)
ol Scritique =2.25.

A T’aide de ce AT = Tyux — Tiin trouvé, nous pouvons, en choisissant r|, connaitre la valeur de r, pour
que la somme des deux termes dans (IV.22) vaille 2,25, entre les résonances. C’est avec cette procédure
que nous avons générer les rayons pour la FIGURE 1V.6.

Ainsi que nous I’avons dit en introduction lorsque N > 2, la procédure perd son efficacité puisque
les contributions entre voisins éloignés sont négligés. Pour contrebalancer cet effet, on peut abaisser de
maniére empirique le Scritique jusqu’a observer une largeur maximale de la zone de Re(uefr) négative.

IV.3 Configuration optimale pour plusieurs tailles de particules

Dans la section précédente, nous avons compris comment se comporte la partie réelle de la perméa-
bilité quand plusieurs tailles de spheres sont présentes dans le milieu hote. Nous avons aussi trouvé un
critere pour optimiser la largeur de la bande négative dans le cas de deux tailles de résonateurs. Nous
considérons dans cette partie, I’effet de distributions en tailles discrétes et continues sur la partie réelle
de la perméabilité effective. Nous montrerons dans chacun des cas, la distribution en taille optimale,
c’est-a-dire, celle donnant la zone de Re(uefr) la plus large possible.

Dans cette section, en raison de la lourdeur des calculs, nous avons utilisé la forme de Lewin (II.71) du
coefficient magnétique dipolaire de Mie dans I’équation (IV.8) ou (IV.11).

IV.3.1 Distribution discrete

Nous voulons réaliser la zone de perméabilité négative la plus large possible, en utilisant un ensem-
ble de N tailles de spheres différentes, chacune concentrées a la méme fraction volumique f;. Pour cela,
nous reprenons la méme condition (IV.18) et nous utilisons la méme procédure que précédemment, pour
générer I’ensemble des rayons {ry,r,...,ry}.

A titre de remarque, la procédure utilisé pour générer 1’ensemble des tailles de spheres est optimisé pour
N = 2. Quand on augmente N, on doit changer la valeur seuil de & pour prendre en compte les contribu-
tions entre les r; et ;4 ; pour j entier et différent de 1.

Nous montrons, le résultat pour N = 10, des rayons de spheres aux alentours de » = 50 pum, et une fraction
volumique totale de 10% sur la FIGURE IV.7. Le calcul a été effectué en utilisant la formule (IV.10) avec
des tailles de spheres (montrées dans la cartouche de la FIGURE IV.7) allant de 50 a 47,8 wm chacune
avec une fraction volumique partielle de fy = 1%. Le matériau a pour permittivité celle de TiO, prise
a 300 GHz (e, = 93,336 + 0.7784i). La fonction 0 reste supérieure a 2,25 entre le premier et le dernier
changement de signe de Re(tf), assurant ainsi I’impossibilité d’un changement de signe supplémen-
taire. Cela se traduit sur Re(uefr) par une zone négative tres “étalée” en fréquence : dans le cas montré sur
FIGURE IV.7, I’élargissement de la bande négative est d’environ 35% par rapport au cas monodisperse.
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FIGURE IV.7 — Perméabilité effective (a), et fonction & (b), pour un matériau constitué de 10 tailles
de spheres de TiO,, chacune concentrées a une fraction volumique de 1%. La distribution en taille est
représentée dans le cartouche.

Une autre propriété intéressante que 1’on observe sur cette figure est le fait que la perméabilité est proche
de zéro sur une large gamme de fréquence. Bien siir, ces propriétés intéressantes pour la partie réelle sont
accompagnés, en contrepartie, d’un élargissement conséquent de la zone ot les pertes sont fortes.

IV.3.2 Distribution continue
IV.3.2-a Distribution en créneau

En prenant la limite du cas précédent quand N — oo, on obtient une fraction volumique en créneau
comme présenté sur la FIGURE IV.8. Dans ce cas, d’apres les équations (IV.4) et (IV.12), la fonction de
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distribution g(r) centrée sur r( est donnée par :

2r2 121 i
- L 3 SU Tpin < T < Tiax
Vinax — Tmin T
g(r) = (IV.24)
0 sinon

Nous avons calculé la perméabilité effective en utilisant 1’équation (IV.7) et (IV.11) pour ce type de
fonction de distribution en utilisant différentes largeur Ar. Nous représentons sur la FIGURE IV.9, la per-
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méabilité effective, présentant une zone de perméabilité négative de largeur Av, pour une fonction de
distribution en créneau de largeur Ar (représenté dans le cartouche). Le matériau et les fractions volu-

° Re(Uef) Distribution en taille
5F Im(ueff) """" ..'.".
4 ".‘ _ Ar
3 4
s, |
2 \\ 48 50
1 ’~.,~ rayon (um)
Av KN
‘—“qu
0 —_—
-1 ] ] | | |
290 300 310 320 330 340 350
Fréquence(GHz)

FIGURE IV.9 — Perméabilité pour une fonction de distribution créneau. Les spheres sont faites de matériau
di€lectrique, non-magnétique de permittivit€ €, = 93,336 +0.7784i et fior = 10%.

miques sont les mémes que dans le paragraphe précédent. Nous observons une zone négative large, plate
et proche de zéro pour la partie réelle de u.s. Ce cas de figure correspond au Av maximal que nous ayons
calculé et I’élargissement relatif de la bande et d’environ 35% par rapport au cas monodisperse.

Pour comprendre I’effet d’une distribution en créneau sur la largeur de la zone négative, nous avons
tracé, sur la FIGURE IV.10, la largeur de la zone négative Av en fonction de la largeur relative de la
distribution en créneau Ar/ry pour des fractions volumiques totales allant jusqu’a 20%. Premiérement,

45 T T T T

40 Fraction volumique

35 L totale:
—_ 20%
£ 30k Pt 15% =======
O 25 L o \ 10% =erveees
~ PR Y Oy s
Z20F L 5%

15 YR ’ -" "\

10 o

5 = , "". .’\

0 = 1. N 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Ar/ry

FIGURE IV.10 — Largeur de résonance en fonction de la largeur relative de la distribution en créneau

(ro = 50 um) pour des fractions volumiques allant de 5 a 20 %. Les spheres sont constitués du méme
matériau que dans la FIGURE IV.9.

on se rend bien compte qu’il existe un Ar/ry limite au-dela duquel Av = 0 : les effets de la distribution en
taille sont trop importants pour observer une zone négative. En de¢a de cette limite, et a partir du moment
ou la fraction volumique globale est suffisamment haute, il existe un intervalle Ar dans lequel les effets
de distribution en taille peuvent permettre un élargissement de la bande de perméabilité négative. Cet
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élargissement peut atteindre des valeurs de 55% par rapport au cas monodisperse (fraction volumique de
IV.3.2-b Distribution gaussienne

Le second type de distribution que nous avons considéré sont les distributions gaussiennes en taille,

importante a nos yeux, puisqu’elles sont sont susceptibles de découler d’une syntheése chimique. La

a(r)

1
o
Rayon

FIGURE IV.11 — Fonction de distribution gaussienne centrée sur ry et de largeur Ar.

g(r) =

fonction de distribution gaussienne, représentée sur la FIGURE IV.11 est donnée par :

262

c 12neXp<_(r_r0)2>

(Iv.25)
Nous avons choisi de définir la largeur de distribution comme la largeur & mi-hauteur de la gaussienne :

N
T
py)
D
2
=
9]
=

Ar =2+/21In20. Comme précédemment, nous calculons la perméabilité effective (IV.7) et (IV.11)) pour
différentes valeurs de la largeur a mi-hauteur Ar. Le résultat pour une distribution avec rg = 50 pm, et

Ar = 3,5 um est représenté sur la FIGURE IV.12. Comme pour les distributions en créneau, il existe
5

Distribution en taille

L)
A}
1)
.
1)
.
1)
.
1)
)
A
A
A
A
A\

Ar
“ 1
. 40 45 50 55 60

A\;\u rayon (um)
"' ‘#.‘t/—-—_

0 - \/

_1 1 1 1 1 1 1

240 260 280 300 320 340
Fréquence(GHz)

360 380

FIGURE 1IV.12 — Perméabilité pour une fonction de distribution gaussienne. Les spheres sont faites de
matériau di€lectrique, non-magnétique de permittivité &, = 93,336 +0.7784i et fio = 20%.

une gamme Ar pour laquelle la zone de perméabilité négative s’élargit. Nous avons tracé sur la FIGURE
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IV.13, la largeur de la zone négative Av observée en fonction de la largeur relative de la distribution de
la gaussienne Ar/ry pour des fractions volumiques totales allant jusqu’a 20%. On remarque que avec ce

Fraction volumique

totale:
20%
15%
10% --
5%

0.15

0.2

FIGURE IV.13 — Largeur de résonance en fonction de la largeur relative de la distribution gaussienne

(ro = 50 um) pour des fractions volumiques allant de 5 a 20 %. Les spheres sont constitués du méme
matériau que dans les figures précédentes.

type de distribution, I’élargissement de la zone négative est moins important que pour une distribution en
créneau. Cela s’explique facilement par le fait dans les « ailes » de la gaussienne la fraction volumique
n’est pas assez forte pour donner naissance a une perméabilité négative. Ce type de distribution en taille
n’est pas optimisé mais il est utile de connaitre la limite de distribution en taille acceptable pour ob-
server une réponse magnétique négative car ce genre de distribution est possible a I’issu d’une synthese

chimique.
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IV.4 Conclusions

Dans cette partie, nous avons compris comment, selon la théorie de Maxwell Garnett, s’ajoute les
contributions des différentes tailles de sphere dans la perméabilité effective. Nous avons extrait des con-
ditions analytiques, qui permettent de générer de large zone de perméabilité négative et proche de zéro,
en choisissant de maniere appropriée la distribution discrete ou continue de tailles de résonateurs. Pour
des fractions volumiques suffisamment élevée, I’élargissement peut atteindre des valeurs de 55% par rap-
port au cas monodisperse. Ces calculs nous permettent aussi de connaitre le désordre maximal a ne pas
dépasser pour conserver une zone de perméabilité négative et ainsi pourraient servir de guide lors d’une
synthese chimique.

Bien siir, ces calculs sont uniquement analytiques et des simulations numériques seraient nécessaires
pour vérifier un tel comportement. Cependant, la FEM qu’utilise notre logiciel de simulation HFSS est
tres gourmande en ressources ce qui rend quasiment impossible la simulation de systémes aléatoires non
périodisable.

En résumé, selon notre étude, nous pouvons dire que la polydispersité a deux effets majeurs : en faible
quantité, elle provoque un élargissement de la zone négative, jusqu’a une valeur critique. Au-dela de cette
valeur critique, la fraction volumique de chaque taille n’est plus assez élevée et la zone de perméabilité
négative disparait de maniere rapide. Ce comportement a déja été observé pour les systemes désordonné
de SRRs [112, 113, 114, 115], et en particulier, les auteurs de [115] montrent a partir d’expérience, de
simulations et de calculs théoriques sur des réseaux de SRRs désordonnés des résultats similaires aux
nodtres. Nous pouvons ainsi présumer que ces effets ne s’appliquent pas seulement a nos systemes, mais
aussi a tout milieu effectif dont la résonance dépend de la taille.

Pour finir, on peut imaginer exploiter le phénomene d’élargissement décrit dans ce paragraphe grice a
un bon contr6le de la dispersion en taille des résonateurs ; par exemple en utilisant des SRRs fabriqués
par techniques de litographie de diverses tailles comme dans [115], on peut envisager de créer de larges
zones de de perméabilité négative grice a un bon contrdle de la taille de ces SRRs.



Chapitre V

Assemblages denses de spheres bidisperses

Dans ce chapitre, nous poursuivons nos travaux en cherchant a rajouter a la perméabilité néga-
tive obtenue dans les chapitres précédents, un effet de permittivité négative dans la méme gamme de
fréquence, dans le but d’obtenir un matériau a indice effectif négatif. Nous étudions pour cela des ar-
rangements bidisperse de spheres diélectriques placées dans le vide (e, = up = 1).

V.1 Principe et travaux antérieurs

La premiere proposition pour réaliser des DNG a bases de structures périodiques bidisperses de
spheres diélectriques a été proposé par Vendik et al. dans [45]. Leur idée est d’étudier des structures
ordonnées de spheres du méme matériau mais avec une population de grandes billes et une population
de petites billes, dans une proportion relative a déterminer. En ajustant correctement les tailles relatives
des spheres dans ces arrangements, on peut observer que la résonance dipolaire électrique des grandes
sphéres a lieu a la méme fréquence que la résonance magnétique dipolaire des petites spheres (voir
FIGURE V.1). Ainsi, les auteurs considerent dans [45] une structure bidisperse de spheres idéales formée
de deux sous-réseaux cubiques imbriqués (un sous-réseau par type de bille), le matériau constitutif des
sphéres étant un matériau de permittivité égale a 1000 dans un milieu-hdte de permittivité égale a 10.
Ils montrent, en utilisant le formalisme de Lewin, que pour des spheres de 100 et de 70.5 um de rayons
concentrées a une fraction volumique de 3,4 et 1,2%, respectivement, que la superposition des résonances
électriques et magnétiques donne naissance a une bande d’indice négatif autour de 67 GHz. Ils vérifient
bien, par simulation FDTD et extraction des parametres effectifs, que 1’indice est négatif a une fréquence
proche de 67 GHz.

Le modele de Lewin montrant des imprécisions, comme nous 1’avons signalé dans la section 11.2.4-e,
deux autres modeles furent proposés. Le premier, nommé « modele de diffraction » fut élaboré par Vendik
et al. [116], et est basé sur le calcul du champ moyen diffusé par I’ensemble des spheres considérées
comme des diffuseurs dipolaires de Mie. Le second, exposé a la méme époque par Jylhi et al. [46], est
basée sur la formule généralisée de Clausius Mossotti, en tenant compte la contribution électriques des
petites spheres.

La comparaison des 3 modeles est effectuée dans [117], ou Vendik et al. montrent que les fréquences de
résonances ainsi que les amplitudes données par le modele de Lewin, le modele de diffraction et celui
de [46] different 1égerement. En comparant, les fréquences des bandes d’indice négatif pour ces trois
modeles avec les simulations FDTD, ils en déduisent que leur modele (de diffraction) est celui qui donne
la fréquence de résonance de maniere la plus précise.

129
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FIGURE V.1 - Principe de fonctionnement des arrangement bi-disperses de spheres. La polarisabilité
électrique o et magnétique B sont représentées en fonction de la fréquence, pour des tailles de spheres
ajustées afin que la résonance magnétique des petites ait lieu a la méme fréquence que la résonance
électrique des grandes (courbes en trait plein).

En utilisant ce dernier modele, ils étudient, dans [117] puis dans [118], I'influence de la partie réelle
et imaginaire de la permittivité du matériau constitutif sur la largeur de résonance ainsi que, pour les
systeémes de spheres présentant une distribution en taille, la largeur maximale permettant de garder un
indice négatif de maniere expérimentale. Ils montrérent expérimentalement dans [119] qu’en utilisant
des céramiques de type BST de permittivité € = 378 et pertes de tan(d) ~ 0.004 d’une seule taille (avec
une tres faible dispersion en taille), on obtient bien les résonances de perméabilité et permittivité aux
fréquences attendues.

Les modeles utilisés pour décrire ces arrangement bidisperses négligent les interactions entre spheres
et ainsi les réseaux considérés dans ces premicres publications sont des réseaux a symétrie cubique.
Les premiers réseaux envisagés ont été de types NaCl mais, Vendik et al. remarquent que la résonance
électrique est plus faible que la magnétique et proposent d’utiliser des systemes de type CsCl dans [119]
pour renforcer la premiere. Ils finalisent ces travaux sur les réseaux bidisperses avec une structure CsCl,
dans [120]. En considérant des spheres de 1.05 um et de 0.748 pm de rayons de céramiques diélectriques
de permittivité Re(ep) = 400, de pertes tan(8) < 0,003 et une fraction volumique totale de f = 10,32%,
ils montrent analytiquement et a partir d’une analyse des spectres de transmission issus des simulations
FDTD que I’indice est négatif aux alentours de 10 GHz.

L’objectif de ce chapitre est de reprendre ce principe pour I’appliquer a la gamme THz. Comme
nous 1’avons vu dans le chapitre III, les propriétés diélectriques des matériaux de haute permittivité de
la gamme THz sont beaucoup moins bonnes (pertes élevées) que celles des matériaux utilisés dans les
publications citées ci-dessus. Nous verrons que I’ obtention d’un indice négatif a ces fréquences constitue,
dans ces conditions, un défi a cause des fractions volumiques élevées nécessaires.

Dans ce qui suit, nous commencons par nous intéresser a la maniere de produire une permittivité effective
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négative avec des spheres de TiO;. Puis nous verrons, selon la théorie de Maxwell Garnett, dans quelles
conditions on peut obtenir un indice effectif négatif avec des arrangements bidisperses de ces spheres.
Dans un second temps, nous menons des simulations numériques sur les structures, afin de comparer
leurs résultats aux prédictions analytiques. Une analyse plus fine en termes de modes de Bloch est alors
mise en ceuvre afin de déterminer les valeurs de I’indice effectif.

V.2 Prédictions analytiques

V.2.1 Obtention d’une permittivité effective négative avec des spheres de TiO,
V.2.1-a Position de la résonance dipolaire électrique de Mie

Nous souhaitons engendrer une permittivité effective négative en utilisant la résonance électrique
dipolaire de Mie. Comme nous 1’avons vu a la section III.1.1, le coefficient dipolaire électrique est donné
par :

_ myi(mo)y; (1) — v (D) (mo)

= — (V.1)
my (mt)€} (1) — & (1)) (mr)
et possede une résonance dictée par y (m7) :
() sin(mt) (1) V2)
mt) = ——= —cos(m .
Vi mT
N N . . N 3n
En premiére approximation, la résonance fondamentale de ce coefficient, peut étre écrite Re(t-m) ~ >
. 2nnpr np . . .
ou nous rappelons que T = 0 etm= . En reprenant le méme calcul qu’a la section II1.1.2, on en
0 h
M
déduit le rapport entre la longueur d’onde a I'intérieur de la particule 7\,p = R (0 ] et le diametre de la
e(np
21 3n
sphere d = 2r a la résonance vaut PN —, soit :
7»p 2
2
Ap = §d V.3)

La condition de résonance est schématiquement représentée sur la FIGURE V.2 et correspond a I’ordre
fondamental de la seconde résonance de cavité de la sphere.
Cette approximation permet de prédire simplement la position de la résonance €lectrique dipolaire de

)\p%gd

FIGURE V.2 — Résonance dipolaire électrique fondamentale de Mie

la sphere a;, mais pour des calculs plus précis nous utiliserons la position exacte du premier zéro de
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|y (mt)|, qui est donnée par la condition (pour un matériau réel) :
Re(t-m) ~ 4,44 (V.4)

c’est-a-dire :
A, = 0,708-d (V.5)

V.2.1-b Permittivité effective selon le modéle de Maxwell Garnett étendu

Dans cette section, nous reprenons, pour la permittivité, les calculs de la théorie de Maxwell Garnett
que nous avons effectué dans le chapitre précédent pour la perméabilité. Nous utilisons maintenant la
formule de Maxwell Garnett étendue (I1.60), pour calculer la permittivité effective d’'un métamatériau
composés dune seule taille de spheres diélectriques de TiO, incluses dans un milieu hte de parametres
€, = up = 1. La valeur de la permittivité de TiO, utilisée est la méme que celle de la section II1.2.3,
c’est-a-dire :

€,=3,33-v+92,34 (V.6)
€,=0,28- v +7,64-v—1,54 V.7)

Nous avons examiné, dans un premier temps, les conditions minimales pour obtenir une permittivité ef-
fective négative avec ce type de systeme. Nous avons ainsi tracé 1’abaque de la FIGURE V.3 qui indique
les domaines de fraction volumique et de rayons a utiliser pour atteindre une permittivité négative a une
fréquence donnée. Nous remarquons, en examinant ce graphe, que la fraction volumique minimale pour
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FIGURE V.3 — Abaque pour TiO, montrant la zone de permittivité négative (zone surlignée) en fonction
de la fraction volumique et du rayon des particules.

obtenir un parametre effectif négatif est trés grande (supérieure a 20% dans le meilleur des cas alors que
I’on peut obtenir une perméabilité négative avec des fractions volumiques inférieures a 5%, cf. FIGURE
II1.27). Nous présentons sur la FIGUREV.4 la permittivité effective obtenue pour un matériau composite
de spheres de TiO, de 70 pm de rayon, concentrées a une fraction volumique de 30%. Comme pour les
perméabilités du chapitre précédent, la permittivité calculée présente une allure caractéristique d’une ré-
sonance, avec pour la courbe réelle, une région de forte permittivité positive et une région de permittivité
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FIGURE V.4 — Permittivitté effective pour des spheres de TiO, de 70 um de rayons concentrées a une
fraction volumique de 30%.

négative. Cependant, avec cette fraction volumique, on remarque sur les FIGURES V.3 et V.4 que cette
zone négative a une amplitude et une largeur treés faible en comparaison des amplitudes et de largeurs de
la perméabilité effective a la méme fraction volumique (FIGURE III.35).

Ainsi, ces résultats montrent que I’on peut obtenir une permittivité négative a partir de spheres diélec-
triques dans la gamme térahertz. En utilisant la résonance magnétique décrite au chapitre III, on peut
théoriquement, de la méme maniere que dans [120], avec des arrangements bi-disperses de spheres de
rayons ajustés comme sur la FIGURE V.1, obtenir un milieu a indice effectif négatif.

V.2.2 Rapport des tailles des spheres et arrangement géométrique

Nous considérons maintenant, un milieu composite composés de deux populations de tailles de
spheres de TiO, immergées dans un milieu hdte pour créer un milieu a indice effectif négatif. Nous
nous interrogeons ici sur la maniere d’arranger les deux types de résonateurs dans I’espace. Dans la
théorie de Maxwell Garnett, aucune distinction n’est faite a priori sur la structure utilisée (qui peut étre
aussi bien ordonnée que désordonnée). Cependant des fractions volumiques élevées sont nécessaires
pour I’obtention de I’indice négatif dans cette gamme de fréquence, et imposent donc un arrangement
géométrique assez dense pour les atteindre. Un systéme ordonné est ainsi préférable (et facilitera aussi

les simulations). Nous présentons ici 1I’étude des caractéristiques de la structure qui sera utilisée dans la
suite.

V.2.2-a Rapport entre les tailles des deux types de spheres

Nous calculons ici le rapport des tailles des spheres pour que les résonance dipolaires électrique des
grandes et magnétique des petites se produisent a la méme fréquence.
Nous appelons ry, le rayon des petites spheres donnant la résonance magnétique et r¢ le rayon des
grandes spheres donnant la résonance électrique. Avec ces notations, les conditions de résonances dipo-
laires de Mie (I11.6) et (V.4) s’écrivent Re(Tp, - mMima) = T, et Re(Te) - me)) ~ 4,44.
On veut que ces deux résonances se produisent a la méme fréquence, c’est-a-dire pour la méme longueur
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d’onde d’excitation Ay :

2nRe(np )rma i 2nRe (1) el

~ ~ 4,44 V.8
}\40 ) 7\’0 Y ( )

ounp . etny, sont les valeurs des indices des matériaux des petites et des grandes spheres, respective-

ment. Il s’ensuit :
Re(npy) ra 4,44

— V.9
Re(np, ) 7ma T
En particulier, si les matériaux formant les deux types de spheres sont identiques, on trouve :
4,44
Tel = ’Trma ~ 1,41 rpa (V.10)

On constate, comme expliqué qualitativement plus tot, que les spheres donnant la résonance électrique
re] doivent étre les plus grosses.

V.2.2-b Arrangement géométrique des spheres

Si nous voulons effectuer des simulations sur de tels matériaux, il nous est maintenant nécessaire
de construire la structure qui permette d’atteindre les fortes fractions volumiques requises. Comme nous
I’avons montré précédemment, les spheres donnant la résonance électrique, 7|, sont les plus grosses et
doivent &tre treés concentrées pour atteindre des valeurs de permittivité effective négative. La concen-
tration minimale en petites spheéres ryy, pour obtenir une perméabilité effective négative est, d’apres le
chapitre 111, beaucoup moins élevée.

Ainsi, il nous faut construire un arrangement cristallin avec une forte concentration en grandes spheres,
et, qui permettent, dans les interstices du réseau, I’introduction des petites spheres de rayon donné par
(V.10).

Nous avons utilisé, comme dans [120] un réseau de type cubique centré (maille CsCl), ou les spheres de
rayon r; forment un réseau cubique. Au centre de chaque cube se situe une sphere de rayon rp, comme
nous le montrons sur la FIGURE V.5. (Nous avons également considéré d’autres structures cristallines

FIGURE V.5 — Cellule unitaire de la maille cubique centrée de la structure CsCl utilisée.

classiques, parmi lesquelles celle-ci s’est révélée optimale en terme de densité).
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La compacité maximale du réseau formé par les spheres de rayon r. est obtenue lorsque celle ci sont en
contact suivant I’aréte du cube. Dans ce cas, a = 2rg|, et la fraction volumique en grandes spheres f;; est

égale a :
3

dmr
max el
= —=- 52,49 V.11
fel 3(2rel)3 ) T70 ( )

D’apres la FIGURE V.3, cette fraction volumique est largement suffisante pour obtenir une permittivité
effective négative.
Nous calculons maintenant /gant, 1’€space restant sur la diagonale du cube formée par les spheres de
rayon r concentrée a fo... . La longueur de la diagonale du cube, est égale i \/3a et I’espace restant est
donné par :

lrestant = V3@ — 27l (V.12)

Dans le cas ou les grandes spheres sont en contact suivant I’arréte du cube, a = 2r,, d’our :
lrestant = 2re1 (V3 —1) (V.13)
En utilisant (V.10), on obtient :
restant = 2+ (1,41 7ima) (V3 = 1) > 2+ rimg (V.14)

Nous voyons donc que quand les grandes spheres sont concentrées au maximum, 1’espace restant sur la
diagonale est supérieur au diametre des petites particules, laissant effectivement la possibilité de constru-
ire le systeme méme a haute fraction volumique en grandes particules.

Il nous reste maintenant a vérifier qu’avec un tel arrangement cristallin, la fraction volumique en petites
spheéres fma est suffisante pour obtenir une perméabilité effective négative. La fraction volumique f,, en
petites particules vaut :

amrs.  fa
= ~ V.15
S =35 1,413 (V.15)
Ainsi lorsque I’arrangement atteint sa compacité maximale :
0,524
MAX Tae "~ 18,7% (V.16)

D’apres le chapitre 111, cette fraction volumique est largement suffisante pour obtenir une perméabilité
effective négative.

Nous connaissons maintenant 1’arrangement géométrique nécessaire, le rapport entre les rayons des
spheres ainsi que le rapport des fractions volumiques adéquats pour construire notre métamatériau dans
une simulation et le comparer aux résultats analytiques.

V.2.3 Structures étudiées

Sur I’ensemble des structures que nous avons étudiées numériquement ou analytiquement au cours
de nos travaux sur les assemblages bidisperses de particules, nous présentons dans le TABLEAU V.1,
les structures I a V que nous avons choisies de détailler dans ce chapitre en tant qu’exemples typiques
des effets observés. Dans tous les cas, comme la permittivité varie relativement peu avec la fréquence
et par souci de simplicité, nous avons considéré une permittivité constante. La structure I correspond a
un arrangement dont les tailles ont été ajustées pour donner un indice négatif a 300 GHz, pour laquelle
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la permittivit€ €, = 93,336 + 0,7784i pour le TiO; a €té choisie a cette fréquence (valeur identique a
celle utilisé dans les chapitres précédents). Pour les structures de II & V, nous avons considéré différentes
fractions volumiques avec une permittivité présentant des pertes bien plus élevées que pour la structure
I: &, =94 +2,35i, valeurs correspondant a une fréquence autour de 500 GHz. Ces structures nous
permettront de voir 1’effet de la fraction volumique et des pertes.

Structure €p el (UM) | Fma (M) | a (um) | fe1 (%) | fma (%)
1 93,336+ 0,7784i 70 50 168,56 30 10,9
II 94 42,35 52 37 108,0 46,8 16,86
111 94 +2,35i 52 37 114,0 39,75 14,32
v 94 4-2,35i 52 37 126,0 | 29,44 10,61
\" 94 +2,35i 52 37 146,4 18,76 6,76

TABLEAU V.1 — Caractéristiques des différentes structures considérées dans ce chapitre.

V.2.4 Prédictions analytiques sur les assemblages bidisperses de sphéres

Dans cette section, nous utilisons la formule de Maxwell Garnett étendue pour calculer la permittivité
et perméabilité effective des aseemblages bidisperses de spheres. Nous rappelons ici le modele utilisé
dans [46] qui est basé sur la formule de Clausius-Mossotti généralisée et peut s’écrire sous cette forme :

1 Jifaar (rel) 3ifma1 (rma) 3ifmab1 (rma)
+ 3 + 3 1+ —
€t = el Fina Hert = b Fina (V.17)
¢ 1— 3ifelal (rel) . 3ifmaal (rma) ’ ¢ 1— 3ifmabl(rma) '
2t 203, 23

Cette formule a pour particularité de prendre en compte la contribution électrique des petites spheres de

3ifmaal (rma)
/t3
ma

rayons rpy, dans le calcul de la permittivité effective (terme ). Ce choix est justifié par la

valeur de permittivité différente de I’unité pour ces spheres.

Dans notre calcul, nous avons choisi d’inclure aussi la contribution magnétique des grandes spheres de
rayons re| dans le calcul de la perméabilité effective, qui n’est en réalité pas négligeable méme si elle est
non-résonante. Les relations utilisées sont ainsi :

3ifelal (rel) + 3ifmaal (rma) 1

-, N 3ifubi(re) N 3ifmab1(rma)

) Tha T Tna (V.18)
Eeff = € . . ) = ' j '
" hl _ 3ifaai(re) _ 3ifmaa1 (rma) et Iuhl — 3ifeibi (rel) - 3ifmab (rma)
) = 2 2

Nous déduisons ensuite, grace aux formules (I.14) et (I.18), I’indice ainsi que 1I’'impédance effective.

Les parametres effectifs pour la structure I a2 V sont représentés sur les FIGURES V.6 a V.10. Pour
les structure I a IV, nous observons qu’une partie réelle négative de I’indice effectif est prédite pour des
fréquences autour de 310 GHz pour la structure I, et autour de 420 GHz pour les structures II a IV. Ce
comportement est la conséquence d’une perméabilité et permittivité effective négatives simultanément a
ces fréquences, comme prévu par les calculs effectué précédemment. La structure V quand a elle, du fait
de sa fraction volumique plus faible ne présente pas de bande d’indice négatif.
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Il est a noter que les fractions volumiques totales permettant d’obtenir 1’effet d’indice négatif sont trés
élevées, bien au-dela du régime de validité de la théorie de Maxwell Garnett, entrainant notamment
des couplages entre particules (dipolaires et multipolaires) absents de la théorie. Il est ainsi difficile
d’accorder un statut plus que qualitatif a ces prédictions, et nous nous tournons vers les simulations
numériques par éléments finis pour analyser ces structures avec plus de fiabilité.

15 | : IM(pags 1

OFRNWAIUIITONO®
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Fréquence(GHz) Fréquence(GHz)

FIGURE V.6 — Parametres effectifs issus de la théorie de Maxwell Garnett, pour la structure I.
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FIGURE V.7 — Parametres effectifs issus de la théorie de Maxwell Garnett, pour la structure II.
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FIGURE V.8 — Paramétres effectifs issus de la théorie de Maxwell Garnett, pour la structure III.



V.2 Prédictions analytiques 139

10 T T T T T T T 4.5
8 I : Re(ueff) _] -4
6 | E Im(ueff) """" 1 MHCeff) =EEEEEE -4 3.5
.: 3

4 d 1 1 2.5
2 i . . ; 2

0 _m? “id“‘;‘n—.‘——- l.' 15
- P 41

2 r l/ 1 F S N __dos5
-4 I I I I I I bemmnbpes=gu=a=q=®" | . 0
150 200 250 300 350 400 450 500 150 200 250 300 350 400 450 500

4.5 T T T T T T T T T T T T 16
4 . - Re(zex) 414

351  [BIm(Ng) =mmm=n- 7 1.2
3 N 1

2.2 : N 0.8

15 i 0.6
1 .| 0.4

0.5 s K 0.2
0 . “mnmm=® VANLLLTTY 0

-05 I I I I I I I I I I I I 0.2
150 200 250 300 350 400 450 500 150 200 250 300 350 400 450 500

Fréquence(GHz) Fréquence(GHz)

FIGURE V.9 — Parametres effectifs issus de la théorie de Maxwell Garnett, pour la structure I'V.
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FIGURE V.10 — Parametres effectifs issus de la théorie de Maxwell Garnett, pour la structure V.
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V.3 Simulations numériques et extraction des parametres effectifs

V.3.1 Structure simulée

Nous présentons maintenant les résultats des simulations par éléments finis des structures de type
CsCl de spheres bidisperses de TiO, décrites dans la section V.2.2-b. Notre but est de vérifier I’exis-
tence d’une bande de fréquence a indice négatif prévue par le calcul de la théorie de Maxwell Garnett.
Contrairement aux matériaux du chapitre III qui se comportent comme des miroirs a la résonance car
seule la perméabilité est négative, ici, dans le cas d’un milieu a indice négatif, la propagation des on-
des a l'intérieur du matériau est permise. Afin de minimiser les effets de réflexions sur la face arriere
de la structure, nous avons décidé d’augmenter le nombre de cellule unitaire le long de la direction de
propagation par rapport au chapitre III, et comme on peut le voir sur la FIGURE V.11 nous avons utilisé
10 cellules unitaires le long de cette direction. Comme auparavant, les conditions aux limites perfect E

Vue 3D de la structure

Tel
Perfect E Port de sortie ‘ Quart de grande sphére

Port d'entrée
Quart de petite sphére

. JE:C
Structure vue de face Kine Hi,.

FIGURE V.11 — Structure de type CsCl utilisée pour les simulations et constitués de spheres de TiO, de
rayons rej et rm, dans le vide illuminées par une onde plane de vecteur d’onde ki..

(conducteur électrique parfait) et perfect H (conducteur magnétique parfait) permettent de périodiser la
structure et ainsi de simuler un milieu infini selon les deux directions perpendiculaires a la direction de
propagation.

V.3.2 Analyse et interprétation du spectre de transmission

Nous examinons, dans un premier temps, les spectres de transmission des structures I a V, comme
cela est fait dans [120] pour tenter d’identifier les résonances. Cette approche a 1’avantage d’éviter les
imprécisions éventuelles des procédures d’extraction des parametres effectifs. Afin de pouvoir interpréter
les spectres de transmission, nous rappelons un résultat du premier chapitre :

— Un matériau possédant dans la méme gamme de fréquence €.¢ < 0 et g > 0 se comporte comme
un miroir électrique : la propagation des ondes dans le matériau est interdite, ce qui se traduit par
une bande interdite dans le spectre de transmission.

— De méme, un matériau possédant dans la méme gamme de fréquence pegr < O et €. > 0 se com-
porte comme un miroir magnétique, ce qui se traduit, 1 aussi, par une bande interdite dans le
spectre de transmission.
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— Par contre, lorsque les deux parametres effectifs yesr et €6 sont positifs ou négatifs dans la méme
gamme de fréquence, les ondes peuvent se propager dans le matériau, ce qui se traduit par une
bande passante dans le spectre de transmission.

On définit la transmission par T = SOMA | o Jes spectres de transmission des structures I a V

incident
sont représentés sur les FIGURES V.12 a V.16.
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FIGURE V.13 — Transmission issue de la simulation de la structure II.
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FIGURE V.14 — Transmission issue de la simulation de la structure III.
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FIGURE V.15 — Transmission issue de la simulation de la structure I'V.
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FIGURE V.16 — Transmission issue de la simulation de la structure V.
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Tout ces spectres ont la méme forme générale et présentent deux bandes interdites majeures. De plus,
la bande interdite a plus haute fréquence se divise en deux sous-bandes dont la séparation est plus mar-
quée a forte fraction volumique. Nous analysons dans la prochaine section ce comportement en prenant
I’exemple particulier de la structure L.

V.3.2-a Analyse de la contribution des grandes sphéres seules

Afin de comprendre ce qui se passe quand on introduit les résonateurs, nous analysons dans un
premier temps le spectre de transmission de la structure I lorsque 1’on simule I’arrangement précédent
avec les spheres de rayon rpy, ou re seules. Nous avons représenté sur la FIGURE V.17 le spectre de
transmission de la structure I lorsque I’on a les grandes spheres de rayon r.| seules.

Transmission (dB)

Fréquence (GHz)

FIGURE V.17 — Transmission issue de la simulation pour la structure I avec les grandes spheres seules.

Nous commencons par analyser le spectre des grandes spheres de rayon r., représenté sur la FIGURE

V.17, obtenu pour un arrangement cubique simple & une fraction volumique de 30%.
On observe deux bandes interdites dans ce spectre de transmission, la premiere centrée sur 220 GHz et
la seconde centrée sur 310 GHz. La premiére de ces bandes, a plus basse fréquence, s’explique simple-
ment par la présence de la résonance dipolaire magnétique de Mie, comme nous pouvons le vérifier en
comparant avec le calcul de la théorie de Maxwell Garnett de la FIGURE V.6.

On peut en revanche remarquer que la bande interdite centrée sur 310 GHz comporte deux sous-
bandes. Il est facile de vérifier que ces sous-bandes correspondent & peu pres aux résonances dipolaire
électrique et quadrupolaire magnétique, dont on voit en observant la FIGURE II1.25, qu’elles ont lieu
exactement a la méme fréquence. Le dédoublement de la bande en deux sous-bandes distinctes pourrait
provenir de la séparation fréquentielle de ces deux résonances a forte fraction volumique, induite par
exemple par des effets de couplage. Pour confirmer cette interprétation, nous avons représenté sur la
FIGURE V.18 le champ vectoriel E a 307 GHz et 314 GHz, les fréquences correspondantes aux deux
pics, sur le plan (Ejn, Hiyc) formés par les champs incidents et passant par le centre des spheres de la
premiere couche. La taille de la structure simulée a été agrandi par soucis de clarté.

On remarque qu’a la fréquence de 307 GHz le champ électrique est orienté dans la méme direction partout
dans les spheres alors qu’a la fréquence de 314 GHz le champ électrique aux centres des sphere est opposé
au champ électrique présent sur les bords extérieurs des spheres. En comparant la forme du champ de
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FIGURE V.18 — Champ vectoriel E a 307 GHz et 314 GHz représenté dans le plan (E;,c, Hi, ) passant par
le centre des grandes spheres de la premiere couche du matériau.

la figure aux diagrammes de champs électrique de la page 98 de [64], on en déduit qu’a 307 GHz , le
vecteur E est proportionnel a N.1; et qu’a 314 GHz, il est proportionnel a M, 1. Or, d’apres la théorie de
Mie, le champ électrique a I’intérieur de la sphere (I1.14) s’écrit, en ne gardant que les termes dipolaire
(n=1) et quadrupolaire (n =2) :

(4 e o e

Ep = £y (ML) — idiN{} ) + Ba (eaM — idaN(l)) (V.19)
On en déduit que le champ vectoriel est dominé par le terme d; a 307 GHz et par le terme ¢, a 314 GHz, ce
qui confirme que nous avons bien affaire a une résonance dipolaire électrique & 307 GHz et une résonance

quadrupolaire magnétique a 314 GHz.

V.3.2-b Analyse de la contribution des petites sphéres seules

Nous analysons maintenant la contribution des petites spheres de rayons ry,, dispersées a une fraction
de 10,9% dont le spectre est représenté sur la FIGURE V.19. Nous observons une bande interdite dans le
spectre de transmission centrée sur 310 GHz, qui s’interprete simplement par la résonance dipolaire de
Mie magnétique associée aux petites spheres.

V.3.2-¢c Analyse du spectre complet

A T’aide des considérations précédentes sur les spectres associés aux sous-structures constituées d’un
seul type de sphere, nous sommes maintenant en mesure d’analyser le spectre de transmission de la struc-
ture I et représenté sur la FIGURE V.20. Nous remarquons sur cette FIGURE que la bande interdite a basse
fréquence est la méme que dans le cas des spheres de rayon r) prises seules ; ces dernieres dominent donc
entierement le comportement électromagnétique de la structure dans cette partie du spectre. On observe
ensuite une large bande passante due a 1’absence de résonances dans les spheres, puis enfin, 1a ou les
deux bandes interdites des contributions isolées concordent, on observe une large bande interdite et une
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FIGURE V.19 — Transmission issue de la simulation pour les petites spheres seules.
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FIGURE V.20 — Spectre de transmission lorsque 1’on simule les spheres de rayons ry, et re suivant le
schéma de la FIGURE V.11. Afin de pouvoir comparer avec les contributions nous avons représenté en
trait fin les courbes des FIGURES V.17 et V.19.

autre moins prononcée définissant une bande passante (relative) entre elles. Cette bande passante est a
I’endroit méme ot I’on s’attend a un indice négatif.

V.3.3 Extraction des parametres effectifs et comparaisons aux prédictions analytiques

Nous utilisons maintenant I’extraction NRW pour extraire les parametres effectifs de I’ensemble des
structures et les comparons aux résultats de la théorie de Maxwell Garnett.
Dans le cas des structures bi-disperses représentées sur la FIGURE V.11, nous n’avons pas d’autre choix
que d’utiliser la méthode NRW, car le calcul de la méthode de Scher est valable seulement pour un réseau
composé d’un seul type de particule.
Le résultat de I’extraction NRW a partir des parametres S de la simulation pour la structure I est présenté
sur la FIGURE V.21.
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Sur cette FIGURE, on observe une forte résonance magnétique dans peg autour de 220 GHz et une
forte résonance électrique dans €. vers 300 GHz. Ces résonances correspondent aux bandes interdites
observées dans le spectre de la partie précédente. En comparant les parties réelles des parametres effectifs
issus de la théorie de Maxwell Garnett et de la simulation représenté sur la FIGURE V.22, on remarque
que la résonance magnétique dans g aux alentours de 300 GHz a disparu ce qui a pour conséquence

que I’indice reste positif a ces fréquences.
Ces remarques restent valables pour les structures II a V dont les comparaisons avec la théorie de

Maxwell Garnett sont représentées sur les FIGURE V.23 a V.26 .

-

Fréquence(GHz)

Fréquence(GHz)

FIGURE V.21 — Parametres effectifs extraits de la simulation numérique pour la structure 1.
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FIGURE V.22 — Comparaison entre la partie réelle des parametres effectifs analytiques et numériques
pour la structure 1.
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FIGURE V.23 — Comparaison entre la partie réelle des parametres effectifs analytiques et numériques
pour la structure II.
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FIGURE V.24 — Comparaison entre la partie réelle des parametres effectifs analytiques et numériques
pour la structure II1.
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FIGURE V.25 — Comparaison entre la partie réelle des parametres effectifs analytiques et numériques
pour la structure IV.
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FIGURE V.26 — Comparaison entre la partie réelle des parametres effectifs analytiques et numériques
pour la structure V.

Sur ces FIGURES, on remarque que pour les parties basses fréquences, les résultats des éléments finis

et ceux de Maxwell Garnett concordent bien. Pour des fréquences supérieures, les parametres effectifs
ne concordent plus et surtout, pour les structures I a IV la bande de la partie réelle de I'indice effectif
n’apparait pas a la suite de I’extraction que nous faisons des résultats FEM. Pour les structures dont la
fraction volumique est plus faible (IV et V), I’accord entre indices est meilleur mais le fort désaccord en
impédance subsiste.
La qualité de I’accord a basse fréquence avec les prédictions de Maxwell Garnett est relativement sur-
prenant, étant donné les trés fortes fractions volumiques mises en jeu. Cependant, nous avions déja vu
dans le chapitre III que I’accord en ce qui concerne le magnétisme est relativement bon méme a fortes
fractions volumiques. Le désaccord au niveau de I’indice négatif peut s’expliquer par :

A
— La condition de milieu effectif cesse d’étre valide quand la longueur d’onde diminue (d ~ 686
2 310GHz), ce qui est appuyé par le fait que les résultats concordent 2 basse fréquence (i.e. pour

de grandes longueurs d’onde). Dans ce cas, la notion de permittivité et perméabilité perd son sens
[91].

— Des effets multipolaires non négligeables (quadrupdle magnétique notamment).

— Un couplage entre particules qui devient lui aussi non négligeable.

Ainsi la bande d’indice négatif prévu par la théorie de Maxwell Garnett n’est pas présente dans les
résultats des parametres effectifs. Pour en avoir le coeur net, nous reprenons dans la suite I’idée de Vendik
et al. dans [120], et utilisons les champs électromagnétiques a I’intérieur de la structure pour avoir une
idée plus intuitive des phénomenes physiques ayant lieu en son sein.
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V.3.3-a Inspection qualitative du champ

Pour essayer en premiére approximation de mieux comprendre ce qui se passe a ’intérieur de ces
structures bi-disperse, nous avons, pour la structure I, visualisé la propagation de 1’amplitude du champ
magnétique Hjjgpe sur une droite passant par le centre des petites spheres (représent€ sur la FIGURE V.27)
sous formes d’animations. Nous reportons ici les images issus de ces animations a différents instants de
la propagation, et cela pour trois différentes fréquences matérialisées par les points sur le spectre de
transmission de la FIGURE V.20.

E, CceIIuIeémitaire o = 168.56m Tel  Pma
.
me > =90 é L z=11la
* e, = 1854.15um

FIGURE V.27 — Ligne de la structure sur laquelle nous extrayons le champ magnétique. Les dimensions
sont celles de la structure I.

Propagation a basse fréquence Nous avons jugé utile de montrer a titre de référence, |Re(Hiigne )| sur
la droite de la FIGURE V.27 loin de toute résonance, a basse fréquence. Ce champ magnétique pour une
fréquence de 180 GHz est représenté sur la FIGURE V.28 pour différents instants de propagation. L’ onde
plane incidente se propage selon la direction des z positifs.

A cette fréquence, la transmission est quasiment égale a 1 (c.f. FIGURE V.20), et on a I’impression assez
nette que 1’onde se propage de gauche a droite a I'intérieur de la structure (vitesse de phase positive).

Propagation dans la bande passante attendue Nous montrons maintenant sur la FIGURE V.29 I’am-
plitude du champ magnétique dans la bande passante relative a une fréquence de 315 GHz (c.f. FIGURE
V.20).
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FIGURE V.28 — Module de la partie réelle du champ magnétique Hj;gpe a une fréquence de 180 GHz pour
différents instants de la propagation. On voit clairement la propagation de 1’onde dans le sens positif.
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FIGURE V.29 — Module de la partie réelle du champ magnétique Hj;gpe a une fréquence de 315 GHz pour

différents instants de la propagation.
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A partir de la visualisation du champ, il est trés difficile de comprendre ce qu’il se passe a I’ intérieur
de la structure. En effet, on ne peut pas clairement suivre un motif périodique se propageant dans la
structure.

Propagation dans la seconde bande passante La derniere fréquence a laquelle nous nous intéressons
est de 286 GHz et correspond au début de la seconde bande interdite du spectre de transmission (FIG-
URE V.20). Le champ correspondant est représenté sur la FIGURE V.30. Sur la figure, on observe assez

[Re[Hiigne (2, 1)]]

20 T T T

15 | t =to .
10 N

5 | 4

0 A AAA.ALAI | 20

- t_t0+12—10

- 15
20,0 | FANANY WIS
15.0 T -
100 | t=to+ 6

T
| t:t0—|—2_10

| | 1 | | - 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Z (mm)

FIGURE V.30 — Module de la partie réelle du champ magnétique Hj;gne a une fréquence de 286 GHz pour
différents instants de la propagation. On voit clairement la propagation de I’onde dans le sens négatif.

clairement les longueurs d’onde au sein de la structure. En raison de 1’absorption forte de I’onde a cette
fréquence, I’amplitude diminue de maniére rapide suivant les z positifs. Cependant, il est assez clair que
I’onde a I’intérieur de la structure se propage de la droite vers la gauche, c’est-a-dire dans le sens opposé
a celui de I’onde incidente. Cette observation qui correspond a une onde a vitesse de phase négative est
pour le moins surprenante puisque cette onde apparait loin de toute résonance, dans une région ou il n’y
a aucune raison, d’apres les calculs de la théorie de Maxwell Garnett, d’observer un tel comportement. 11
est a noter que malgré une transmission faible (—32dB), nous avons choisi cette fréquence de 286 GHz
car c’est celle ol la propagation dans le sens rétrograde est la plus claire. Cependant, pour des fréquences
proches, on observe aussi la propagation de phase dans le sens opposé a celle de 1’onde incidente.

Bien sir, la clarté de ces observations reste subjective ; nous devons donc utiliser une technique plus
rigoureuse pour identifier les modes pouvant se propager dans la structure, et c’est ce que nous ferons
dans le prochain paragraphe avec 1’étude des modes de Bloch dans la structure.
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V.4 Analyse des modes de Bloch dans la structure

Suite aux visualisations qualitatives du champ données dans la section V.3.3-a, laissant envisager la
présence d’une zone d’indice négatif, nous nous attachons maintenant dans cette section a en obtenir une
confirmation quantitative, en menant une analyse détaillée des modes de Bloch se propageant dans la
structure. Nous espérons ainsi pouvoir mettre en évidence la présence de modes de Bloch rétrogrades.
Nous nous inspirons ici de la méthode d’analyse utilisée par nos collaborateurs californiens (équipe de
F. Capolino, UC Irvine) dans la section II1.4.

V4.1 Méthodologie de détermination des modes de Bloch

Dans ce qui suit, nous avons choisi d’utiliser le champ H pour 1’ajustement mais cette méthodologie
est tout aussi valide pour le champ E. Nous avons ainsi extrait le module de la partie réelle du champ
magnétique |Re(Hiigne)

et le module du champ magnétique complexe ‘Hligne‘ sur une droite passant par
le centre des petites spheres de rayons rpy,, comme représenté sur la FIGURE V.27.

V.4.1-a Application du théoreme de Bloch et formes mathématiques des ajustements

Selon le théoreme de Bloch, le champ H dans la structure périodique infinie obéit a la forme [63,
121] :
H(r,) = uy(r)e/k r= o) (V.20)

Cette fonction uk (r) traduit la périodicité du réseau et pour tout vecteur R du réseau de Bravais, ug(r) =
ug (r+R). Dans notre cas (FIGURE V.27), la structure est périodique et infinie selon &, et &,, et seulement
partiellement périodique car non infinie selon €, ; cependant la taille de la cellule simulée est assez grande
pour pouvoir utiliser le théoréme de Bloch selon €, (en négligeant les effets d’interface).

La ligne sur laquelle est tracé le champ est définie par x =y = 0 et le vecteur d’onde incident est k =
(0,0,k;). En utilisant les propriétés d’isotropie de la structure (cubique), on sait que la direction de k est
non modifiée et on peut alors écrire la forme du champ sur la ligne :

Hligne(zvt) = ukz(ovoaz)eikfz'eiiw[ (V21)

avec ux_(z) = uy,(z+a) et a le pas du réseau selon la direction z.
Nous cherchons a déterminer le ou les modes de Bloch dominants dans la structure, correspondants a
un vecteur d’onde k. Pour cela, nous échantillonnons périodiquement la valeur du champ en prenant un
point par cellule unitaire :

p=20+p-a, avec peN (V.22)

Puisque uy_(z,) = ux (20), le champ aux points z,, a la forme :

eike iof _ " (Zo)eik:'zp el (V.23)

Hligne<zpvt) = uy,(zp) ree
On peut alors chercher une fonction d’ajustement Hgq(z), passant par ces points, sous la forme d’une
onde plane :

Hﬁt(Z,l‘) _ Aleik‘"" (z—z1) ,e—icot7 (V.24)
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dont I’amplitude A = u;_(z0) dépend du choix du point d’échantillonnage zo a I’intérieur de la cellule
unitaire, et z; traduit un éventuel déphasage de 1’onde plane en entrée.

L’équation (V.24) est seulement valable lorsqu’un seul mode de Bloch domine dans la structure. Lorsque
ce mode est réfléchi, la fonction d’ajustement devient :

Hﬁ[(Z,t) — |:Aleiszl “(z—z1) +A2€7[kz~1 -(Z*ZZ):| .e*i(l)t (V25)

Enfin, parfois deux modes de Bloch sont excités et coexistent, ce qui donne la forme du champ suivante
(sans réflexion) :
Hg(z,1) = [Ale""z-l Hema) +A2e"kz‘2'<z—zz>} e (V.26)

ou les parametres A1, B1,z1,z2 sont des grandeurs réelles et k 1, k; » sont des nombres complexes. Dans la
suite, les unités des grandeurs d’ajustement seront : les amplitudes A}, A, en kA /m, les distances z;,z, en
mm et les vecteurs d’ondes en rad/mm. Notons qu’on pourrait également considérer le cas plus complexe
de la coexistence de 2 modes avec leurs réflexions, mais celui-ci ne se présentera pas pour nous.

Dans le cas de deux modes, il est a noter que 1’ajustement des données par I’équation (V.26) est haute-
ment non-linéaire. Le résultat dépend tres fortement des parametres initiaux et il est possible d’obtenir
plusieurs solutions. De plus, nous n’avons a notre disposition que 11 points d’échantillonnage dans la
direction z, compliquant encore un peu la tache.

V.4.1-b  Choix du point d’échantillonnage z

En principe, le choix du point d’échantillonnage zo est sans conséquence pour la détermination
des vecteurs d’onde k, des modes de Bloch dans la structure. En pratique, cependant, les ajustements
numériques requis sont plus efficaces avec un choix optimal de zg. Nous comparons pour cela les ajuste-
ments obtenus a la fréquence de 180 GHz (ot aucun effet particulier n’est attendu), pour trois valeurs de
zo. Nous ne présupposons rien a priori sur la forme de 1’ajustement nécessaire , et choisissons la forme
la plus générale a deux modes (V.26).

Le cas a), présenté sur la FIGURE V.31, correspond a zg = a, c’est-a-dire des points d’échantillonnage
pris au centre des petites spheres de rayons ry,. Dans ce cas, I’ajustement selon la formule (V.26) donne
les valeurs suivantes :

A1 =2,03 Re(ky;)=28,30 Im(k,;)=0,0451 z; =0,127

(V.27)
Ay =0,224 Re(k.2) =—8,30 Im(k.2) =—0,0616 z,=0,0937

Le cas b) correspond au choix zo = a/2 et donc a des points d’échantillonnage situés a égale distance
entre les petites spheres. Dans ce cas, I’ajustement donne :

A =1,27 Re(k.;)=8,30 Im(k.;)=0,0447 z;=0,127 w28)
Ay =0,147 Re(k,n) =—8,28 Im(k,2)=0,00225 z;=0,0923 '

)

Le cas ¢) ne correspond a aucun un point de symétrie particulier de la structure et a été pris a zo = a/1,23.
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point est hors de la courbe). Les résultats dans les cas a) et b) concordent bien et montrent que seul
les parametres A1 et Ay dépendent du choix de zp (en ne considérant que les variations supérieures a
6-1073). On remarque aussi que les modes 1 et 2 sont, 4 peu de choses pres, opposés, k;1 = —k;». Ce
comportement est caractéristique de la présence d’un seul mode et de sa réflexion dans la structure (nous
y revenons ci-dessous).

Ainsi, avec le choix zg du cas a), 'amplitude du champ magnétique est plus importante limitant ainsi
Ierreur relative due aux imprécisions de la simulation. C’est aussi dans ce cas que I’on est le plus proche
de k; 1 = —k; > et nous conserverons donc ce choix, dans la suite (échantillonnage au centre des petites
spheres de rayons 7).

V4.2 Détermination des modes de Bloch sur ’ensemble du spectre

A T’aide de la méthodologie détaillée dans la section précédente, nous analysons maintenant les
modes de Bloch présents dans la structure sur I’ensemble du spectre de transmission pour la structure 1.

V4.2-a Modes de Bloch a basse fréquence

Nous reprenons 1’ajustement de la section précédente dans le cas a) représenté sur la FIGURE V.31,

effectué a basse fréquence (180 GHz), loin de toute résonance. Comme nous 1’avons dit, les deux modes
k1, k.2, donnés par (V.27) sont, a peu de choses pres, opposés. La partie imaginaire de la constante de
propagation du mode 2 est négative, ce qui indique que son énergie se propage dans le sens des z négatifs.
Ceci n’est possible qu’en cas de réflexion de I’onde incidente a la seconde interface : ce qui est confirmé
par le fait que ’onde a I'intérieur de la structure est relativement peu atténuée (FIGURE V.28) et que,
par conséquent, elle atteint la seconde interface ; et par le fait que 'impédance relative a 180 GHz est
diftérente de I’unité (cf. FIGURE V.21), entrainant une réflexion de I’onde. On déduit donc que le second
mode observé traduit la réflexion de 1’onde incidente sur la seconde interface avec k; 1 = —k».
En utilisant une forme a deux modes (équation (V.26)), il est parfois difficile d’obtenir un ajustement
convenable a cause de la grande sensibilité aux parameétres initiaux. Ainsi dans les cas ol 1’ajustement
a deux modes indique clairement la présence d’une réflexion, comme précédemment, la qualité de 1’a-
justement est grandement améliorée en supposant d’emblée k,» = —k,; afin de restreindre le nombre
de parametres d’ajustement, c’est-a-dire en ajustant avec la forme de I’équation (V.25). Le résultat du
nouvel I’ajustement par cette équation, représenté sur la FIGURE V.32, est le suivant :

A1 =199 Re(k.;)=8,30 Im(k,;)=0,0442 z; =0,505

(V.30)
Ay =0,230 7 =0,472

Nous observons que 1’ajustement est treés bon, et nous vérifions qu’il est tres proche du résultat dans le
cas a) de la section précédente (équation V.27). Comme la structure ne supporte qu’un seul mode de
Bloch a cette fréquence, nous pouvons, grace a I’équation k; | = kon, lui assigner un indice optique :

ny =2,20+0,012i (V.31)

La valeur de neg extraite par la méthode de NRW (FIGURE V.22), a la fréquence de 180 GHz, est
de 2,18 +0,012i. L’excellent accord avec la valeur ci-dessus valide ainsi la procédure d’ajustement
numérique des modes de Bloch.
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(a droite) du champ magnétique Hj;gpe relevé dans la structure a une fréquence de 180 GHz en utilisant

la fonction (V.25).

V.4.2-b Bande passante entre 235 et 290 GHz

Nous nous intéressons maintenant a la premiére bande passante, entre 235 et 290 GHz, apres la
résonance magnétique des grandes spheres de rayons re. L'inspection visuelle du champ a la fréquence
de 286 GHz (FIGURE V.30) a laissé entrevoir la possibilité d’une propagation rétrograde. Nous cherchons
maintenant a en faire la démonstration quantitative. Nous examinerons tout d’abord la situation a 286
GHz, plus facile a analyser, car I’onde se propage sans réflexion sur la face de sortie, puis la situation a
280 GHz ot I’analyse doit étre menée avec plus de soin, en raison de la présence d’une onde réfléchie.
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FIGURE V.33 — Résultat de I’ajustement de la valeur absolue de la partie réelle (a gauche) et du module
(a droite) du champ magnétique Hjigpe relevé dans la structure a une fréquence de 286 GHz.
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Analyse modale a 286 GHz (mode unique sans réflexion) Nous montrons 1’ajustement du champ a
une fréquence de 286 GHz sur la FIGURE V.33 a partir de I’équation (V.25). Cet ajustement donne :

A1 =197 Re(k.;)=+2,56 Im(k.)=1,77 z,=0,185

(V.32)
Ay =—0,0588 2, = 0,780

On remarque que B est tres petit et peut étre négligé devant A : ceci confirme que la réflexion sur la face
arriere est négligeable.
Le second point important est que le signe de Re(k; 1) ne peut étre déterminé, les deux signes donnant des
ajustements strictement équivalents (il est a noter que la méme indétermination existait pour I’ajustement
précédent (équation V.30), mais que dans ce cas, la propagation de 1’onde étant clairement progressive,
nous ne I’avons pas signalé).
A partir de la valeur du vecteur d’onde k- 1, on peut assigner un indice au matériau a la fréquence de 286
GHz :

n = +0,427+0,296i (V.33)

Pour déterminer le signe correct de n, on peut par exemple étudier la dépendance temporelle du champ
Hjigne afin de déterminer si sa propagation est progressive ou rétrograde. La visualisation brute de Hijgpe
peut étre difficile a interpréter. Nous montrons ci-dessous qu’une analyse un peu plus fine 1’améliore
grandement.

D’apres le théoreme de Bloch (équation V.21), le champ extrait sur une ligne de la structure est de la
forme (en supposant un seul mode de Bloch présent) :

Hiigne (2,1) =y (z)ee1 2o~ (V.34)

que nous avons ajusté par une fonction Hg((z,1) = A eilke1 - (=z)=0l] gyx points z = z;, d’échantillonnages
du champ Higpe avec pour valeurs des parametres celles données en (V.32). On remarque que :

|Re(Hiigne (z:1))| = |ux. (z) - cos [Re(ky,1) -z — oof] | -e k) (=21) (V.35)
Ainsi :

|Re(Hiigne(z,1))|  |u.(z) cos[Re(ks1) -z — o] |
‘Ale—lm(kz,l)-q - Ay

(V.36)

ot Im(k; ;) et A; sont connus par I’ajustement (V.32) (le rdle de A; est simplement celui d’une normalisa-
tion). On trace alors les valeurs du quotient de gauche dans 1’équation précédente issues de la simulation,
ce qui permet de mettre en évidence la fonction }ukz (z)-cos[Re(ky1)-z— (DIH et d’observer son évo-
lution. L’intérét est de pouvoir visualiser 1’évolution temporelle de 1’onde dans une représentation qui
s’affranchit de I’amortissement exponentiel e m(k1)*(z=21) Nous montrons dans la FIGURE V.34 le ré-
sultat de cette visualisation, avec un échantillonnage sur une demi-période. On voit alors trés clairement
sur la figure que 1’onde se déplace dans le sens des z négatifs au fur et a mesure que le temps croit. Cette
représentation, désormais non ambigiie, justifie alors de prendre un signe négatif pour la partie réelle de
I’indice extrait par ajustement (équation V.32).
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Nous en déduisons ainsi finalement la valeur de I’indice :

n=—0,427+0,296i (V.37)

Ajustement en présence d’un mode et de sa réflexion Lorsque la transmission devient plus forte,
I’onde peut atteindre la seconde extrémité de la structure pour donner naissance a une onde réfléchie.
Lorsque c’est le cas, il devient tres difficile de choisir le signe de 1’indice d’apres la simple représenta-
tion du champ dans la structure. Nous étudions a titre d’exemple, le champ a une fréquence de 280 GHz,
représenté avec son ajustement sur la FIGURE V.35. Les parameétres de cet ajustement, effectué en util-
isant I’équation (V.25), sont les suivants :

A; =146 Re(k.;)=+6,57 Im(k.;)=0,382 z,=0,196

(V.38)
Ar=1,21 2z =-0,770

ou le signe de Re(k; ;) est indéterminé.
Ceci correspond a un indice de :
n==£1.12+0.065i (V.39)

Pour trouver le signe, il nous faut aussi introduire la dépendance temporelle du champ dans la fonc-
tion d’ajustement et en observer 1’évolution a partir des résultats de la simulation. L’équation pour I’a-
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FIGURE V.35 — Résultat de I’ajustement de la valeur absolue de la partie réelle (a gauche) et du module
(a droite) du champ magnétique Hj;gpe relevé dans la structure a une fréquence de 280 GHz.

justement en introduisant la dépendance temporelle est :

Hi(z,1) = Ajelkel (G200 4 g ell—ker (z=22) o] (V.40)

Pour déterminer le signe de I’indice, nous procédons de la maniére suivante : nous réalisons un ajuste-
ment du champ simulé Hj;gne(fo) pris au temps 7o tel que ’amplitude en soit maximale (ce qui permet
d’optimiser la qualité€ de 1’ajustement et des valeurs de Ay,A3,k; 1,21 : nous obtenons ainsi I’ajustement
de I’équation (V.38).) Nous représentons ensuite le champ issu des simulations a un temps ultérieur #1,
que nous cherchons a comparer, sur la base de I’ajustement réalisée précédemment au temps #g, avec les
expressions mathématiques H (z,79)-e ("1 =10) et H. (z,19)-e~"1=%) ol H correspond a la valeur
positive de Re(k1) (onde progressive) et H correspond a la valeur négative (onde rétrograde). Une
seule de ces deux options permet d’ajuster correctement le champ simulé a t = #;, ce qui détermine de
manieére univoque le signe a retenir.

Pour illustrer cette procédure, nous montrons sur la FIGURE V.36 la justification du signe de Re(k; )
qui doit étre retenu dans (V.38). Les parametres utilisés pour 1’ajustement sont ceux de (V.38), et | =
to+0.14T.

Nous déterminons ainsi que le signe correct de Re(k; ;) est négatif. Ainsi, la vitesse de phase, et donc
I’indice sont négatifs a cette fréquence. La valeur de I’indice a la fréquence de 280 GHz est finalement :

n=—1.12+0.065i (V41)

2
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a) Ajustement au temps fo. b) Ajustement correct au temps 71 en choisissant la valeur négative de Re(k 1 ).
c) Les données simulées ne sont pas ajustées si I’on choisit la valeur positive de Re(k ).

V.4.2-¢c Bande passante entre 310 et 320 GHz

Nous analysons maintenant le comportement de la structure dans la « bande passante » comprise
entre 310 et 320 GHz, 1a ou la théorie de Maxwell Garnett prévoit un indice négatif. Nous montrons sur
la FIGURE V.37 I’ajustement du champ dans la structure a une fréquence de 315 GHz. Dans ce cas, il
a été nécessaire de recourir a la formule d’ajustement plus générale a deux modes (équation V.26). Le
résultat de 1’ajustement pour les vecteurs d’onde est le suivant :

ky1=23943.751 et k;p=-9,0941,45i (V42)

Ces résultats montrent qu’il existe (au moins) deux modes dans la structure, un rétrograde et I’autre
progressif, avec des niveaux de pertes comparables. Il est & noter comme nous 1’avons dit plus haut,
que les ajustements a deux modes sont difficiles et tres sensibles aux conditions initiales : on peut tout
aussi bien trouver d’autres valeurs des parametres d’ajustement, conduisant a un résultat acceptable, en
changeant les valeurs initiales. Cependant, toutes les valeurs des parametres trouvées par ajustement,
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FIGURE V.37 — Résultat de I’ajustement de la valeur absolue de la partie réelle (a gauche) et du module
(a droite) du champ magnétique Hj;gpe relevé dans la structure a une fréquence de 315 GHz.

ont pour point commun qu’elles sont la somme d’un mode rétrograde et progressif, qui coexistent dans

la structure. Il est ainsi impossible, puisqu’il existe plusieurs modes se propageant dans la structure,

d’assigner un indice effectif au matériau a cette fréquence.

V.4.3 Indice obtenu par ajustement des modes de Bloch

En appliquant les méthodes expliquées ci-dessus pour effectuer les ajustements par les modes de

Bloch, nous pouvons extraire un indice (avec son signe) pour 1I’ensemble des fréquences ot un seul mode
(et éventuellement sa réflexion) existe dans la structure I. Cet indice est représenté sur la FIGURE V.38

et comparé a celui obtenu avec HFSS par extraction a partir de la méthode NRW. L’indice extrait par

Re(n) ——
A Im(n) ---x---

B NRW Re(n)
NRW Im(n) ey

.
.

-“‘
.

160 180 200

FIGURE V.38 — Comparaison entre I’indice extrait par la méthode de NRW et celui obtenu par ajustement

du champ sur la droite pour la structure L.

ajustement montre de maniere générale un trés bon accord avec celui extrait par la méthode NRW, a

220 240
Fréquence (GHz)

260 280 300

2
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I’exception des zones ou les pertes sont importantes. Dans ces zones, il devient treés difficile de réaliser
I’ajustement et cela se traduit par une grande imprécision sur I’'indice obtenu par ajustement.
La conclusion majeure a tirer de cette figure, est 1’existence d’une zone ot I’indice effectif est négatif,
qui n’est prévu ni par la théorie de Maxwell Garnett, ni par I’extraction par la méthode NRW.

C’est un résultat remarquable qui montre 1’intérét de ces structures de spheres bidisperses.

Les indices, obtenus de la méme maniére pour les structures II a V, sont représentés sur la FIGURE
V.39. Dans tous les cas, on observe une zone d’indice négatif non prédite par la théorie de Maxwell

T T T T 5 T T T

Structure IT 1 4 Structure I11

\/ 4 -1 - NRW Re(n) -
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FIGURE V.39 — Comparaison entre I’indice extrait par la méthode de NRW et celui obtenu par ajustement
du champ sur la droite pour les structures IT a V.

Garnett, ni apparente dans les parametres extraits par la méthode NRW. On arrive a obtenir une zone
extrémement intéressante d’indice négatif aux alentours de -1, -2, avec des pertes tres faibles da au fait
que cette zone se trouve hors de la résonance. Ce résultat est potentiellement extrémement intéressant.
On peut aussi remarquer que pour la structure V, aucune bande d’indice négatif n’est prévu par la théorie
de Maxwell Garnett (cf. FIGURE V.10) ; pourtant, ’analyse modale met en évidence une bande d’indice
négatif.

Nous notons qu’en comparant les structures I a V entre elles, il ne nous a pas été possible de mettre en
évidence de tendances claires permettant de corréler simplement les caractéristiques observées comme
la profondeur de la zone négative, sa largeur avec la fraction volumique des spheres.

Ces résultats obtenus par une analyse fine des modes se propageant dans les assemblages bidisperses
de spheres montrent que se produisent des effets électromagnétiques complexes, probablement engendrés
par les couplages entre particules, avec pour conséquence 1’apparition de phénomenes comme des ondes
rétrogrades et des zones d’indice négatif qui échappent a la prédiction analytique, et méme aux techniques
simples d’extraction des parametres effectifs des simulations numériques utilisées habituellement.
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V.5 Discussion et conclusions

Dans ce chapitre, nous cherchons a étendre des schémas initialement proposés pour obtenir des

matériaux doublements négatifs dans la gamme gigahertz a la gamme térahertz, en considérant des as-
semblages bidisperses de spheres diélectriques, dans lesquels on s’arrange pour superposer en fréquence
la résonance électrique dipolaire des grosses spheres avec la résonance magnétique dipolaire des petites
spheres.
En choisissant comme matériau constitutif des spheres le dioxyde de titane TiO», nous avons dans un pre-
mier temps défini les conditions nécessaires, selon la théorie de Maxwell Garnett étendue, pour obtenir
une permittivité négative dans le térahertz. Dans un second temps, le rapport entre tailles de spheres
ainsi que I’arrangement géométrique pour observer 1I’émergence un indice négatif dans cette gamme de
fréquence ont été précisés. Nous avons ensuite calculé les parametres effectifs pour différentes structures
dont la fraction volumique totale est comprise entre 25 et 65%. Ces résultats analytiques ont montré que
pour pour observer une bande d’indice négatif, il est nécessaire d’utiliser de fortes fractions volumiques,
beaucoup plus élevées que pour obtenir le méme effet dans la gamme gigahertz.

Nous avons ensuite effectué une série de simulations numériques par éléments finis de ces différentes
structures. Une analyse des spectres de transmission pour identifier les résonances de chaque catégorie de
spheres a été menée, ainsi qu’une extraction des parametres effectifs par la méthode NRW. La comparai-
son des parametres effectifs avec ceux de la théorie de Maxwell Garnett a montré de profonds désaccord
pour des fréquences supérieures a la fréquence de résonance magnétique des grandes spheres, et en par-
ticulier, aucune bande négative n’apparait dans les parametres effectifs extraits des simulations.

Néanmoins, des visualisations directes de la propagation du champ nous a laissé penser que celle-ci
est complexe et appelle a une analyse plus fine en termes de modes de Bloch existant dans les structures.
Les ajustements du champ simulé a I’intérieur des structure sous la forme de modes de Bloch ont ainsi
montré qu’il est impossible d’assigner un indice a ces structures dans la gamme de fréquence dans laque-
lle I’'indice négatif est prévu par la théorie de Maxwell Garnett, en raison de la présence de deux modes
de Bloch dominants simultanément ; néanmoins, un de ces modes se trouve étre a propagation de phase
rétrograde. En outre, I’analyse modale de Bloch permet également, de mettre en évidence 1’émergence
d’une bande d’indice négatif a des fréquences inférieures, et ceci dans toutes les structures étudiées — y
compris dans les cas ou la théorie de Maxwell Garnett ne prévoit pas d’indice négatif. Nous avons ainsi
trouvé des zones particulierement intéressantes d’indice négatif accompagnées de pertes tres faibles, car
situées hors des résonances des spheres. En outre, les indices extraits de I’analyse modale correspondent
trés bien a ceux issus des méthodes d’extraction de type NRW, sauf dans les régions négatives ou la
méthode NRW donne un indice positif.

Ces résultats sur la présence d’un indice négatif restent cependant a confirmer, en particulier a cause
de la présence d’une discontinuité de I’indice lors du passage des valeurs positives aux valeurs négatives.
Ceci pourrait traduire éventuellement un changement de zone de Brillouin ayant échappé a notre analyse.
L approche adéquate pour lever cette ambiguité consisterait sans doute & faire une étude complete du
diagramme de bande de la structure bidisperse a la fagon des cristaux photoniques.

Enfin, s’ils sont confirmés, il reste a comprendre les mécanismes physiques exacts a I’origine de
ces comportements apparemment négatifs se produisant hors des zones de recouvrement des résonances
électriques et magnétiques des spheres. Il est a noter que des comportements similaires dans des milieux
monodisperses a hautes fractions volumiques ont récemment été observés dans la gamme GHz, et ont
été expliqués de manicre qualitative par la présence d’une onde de type magnéto-inductif (« Magneto-
inductive wave » en anglais) [120]. Ces ondes, introduites par Shamonina et al. en utilisant le formalisme
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des lignes a transmission, apparaissent lorsque des résonateurs magnétiques sont fortement couplés entre
eux [122].

Sur le chemin de la compréhension du mécanisme a I’ceuvre, une étape importante serait la générali-
sation de la méthode d’analyse SDA présentée dans le chapitre III sur les systémes monodisperses mod-
élisables par des dipoles magnétiques, au cas bidisperse, en tenant compte a la fois de dipdles mag-
nétiques et électriques et de leurs couplages mutuels. Cette généralisation est en cours dans I’équipe
de F. Capolino (UC Irvine). On pourrait également envisager une généralisation ultérieure introduisant
des couplages multipolaires, qui s’avérera peut-&tre nécessaire dans ces structures a trés forte fraction
volumique.






Conclusion Générale

Durant nos travaux de theése, nous nous sommes intéressé a la modélisation de milieux composites
constitués de spheres diélectriques de permittivité élevée, et avons étudié dans quelles conditions ces
matériaux montrent des propriétés magnétiques ou un indice négatif dans la gamme térahertz.

Dans la premiere partie de ce manuscrit, nous avons rappelé les bases de I’ électromagnétisme et intro-
duit les principales propriétés des métamatériaux électromagnétiques. Nous avons vu, a travers les tech-
niques usuelles de fabrication de ces dispositifs, I’avantage d’utiliser des techniques d’auto-assemblage
pour I’ obtention de métamatériaux tridimensionnels. Nous avons finalement dressé un état de 1’art rapide
des travaux récents consacrés aux milieux composites de spheres diélectriques, pour 1’obtention de mé-
tamatériaux a indice négatif.

Le second chapitre a ensuite été dévoué a la présentation des différentes théories utilisées pour la
modélisation des milieux composites : la théorie de Mie de diffusion de la lumiere par une sphere, la
théorie du milieu effectif de Maxwell Garnett, ainsi que de 1’outil de simulation numérique par éléments
finis, méthode numérique que nous avons largement utilisée au cours de notre doctorat.

Dans la troisieéme partie, nous avons étudié la modélisation de milieux composites de spheres diélec-
triques pour 1’obtention de métamatériaux présentant des propriétés de magnétisme artificiel dans la
gamme térahertz. Nous avons présenté nos résultats sur la recherche des meilleurs matériaux diélectriques
constitutifs pour les particules, devant a la fois étre de permittivité élevée et posséder de faibles pertes
dans cette gamme de fréquence. Les meilleurs candidats ont été retenus et leurs caractéristiques utilisées
pour effectuer des prévisions analytiques a partir de la théorie de Maxwell Garnett. Ces prévisions ont
montré qu’il est possible d’obtenir un matériau magnétique a ces fréquences, présentant notamment une
zone de perméabilité négative. Ces résultats, en ce qui concerne le meilleur candidat, TiO,, ont ensuite
été confrontés a des simulations numériques par les éléments finis et ont montré un bon accord pour
des faibles fractions volumiques et des réseaux cubiques. En ce qui concerne les réseaux non-cubiques
(réseaux tétragonaux ou orthorhombiques), I’accord avec la théorie de Maxwell Garnett étendue est bon
seulement tant que 1’anisotropie de la maille cristalline reste limitée. Enfin, nous avons présenté une
modélisation des structures étudiées a 1’aide de I’approximation du dipdle unique (SDA), effectuée par
I’équipe de Filippo Capolino de I’université de Californie (Irvine), que nous avons confrontée a nos sim-
ulations numériques. Ce modele, prenant en compte toutes les interactions dipolaires entre particules,
présentent un treés bon accord pour des réseaux cubiques de spheres de TiO, jusque des fractions volu-
miques modérées (jusque 20%), puis un désaccord croissant aux plus fortes fractions volumiques, que
nous attribuons a I’apparition d’interactions multipolaires lorsque la distance inter-particule diminue.

La quatrieme partie a quant a elle été consacrée a I’étude de I’influence de la distribution en taille des
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résonateurs sur les propriétés des assemblages étudiés dans le chapitre précédent. Ces résultats, basés sur
la théorie de Maxwell Garnett étendue, ont montré qu’une dispersion en taille trop importante est néfaste
pour I’émergence d’une zone de perméabilité négative, qui finit par disparaitre. Nous avons pu établir
une certaine marge de tolérance acceptable pour les processus de fabrication chimique. Néanmoins, dans
certaines configurations avec des distributions en taille contrdlées, nous avons mis en évidence que celle-
ci peut amener a élargir la zone de perméabilité négative par rapport au cas monodisperse, et qu’il était
possible d’obtenir ainsi de larges bandes de perméabilité proche de zéro.

Enfin, le cinquieme et dernier chapitre a été consacré a I’ étude théorique et numérique de métamatéri-
aux a indice négatif (toujours dans la gamme térahertz) formés d’un assemblage bidisperses de spheres
de TiO;, dans lequel les grandes sphéeres créent une résonance électrique se recouvrant en fréquence
avec la résonance magnétique des petites. Ce type de systeme a déja démontré un indice négatif dans la
gamme gigahertz. Nos calculs fondés sur la théorie de Maxwell Garnett étendue ont montré que, dans la
gamme térahertz, il faut trés fortement concentrer les structures pour qu’un indice négatif puisse émerger.
Nous avons ensuite procédé a une série de simulations numériques suivies d’extractions des parametres
effectifs qui n’ont pas confirmé ces prédictions. Nous avons alors procédé a une analyse modale, plus
fine, des modes de Bloch se propageant dans la structure ; cette analyse a permis de mettre en évidence
I’existence d’une bande d’indice apparemment négatif a des fréquences nettement inférieures a la zone
de recouvrement des résonances électriques et magnétiques des deux types de spheres, et ceci dans toutes
les structures étudiées — y compris dans les cas ol la théorie de Maxwell Garnett ne prévoit elle-méme
pas d’indice négatif. Nous avons ainsi mis en évidence des zones particulierement intéressantes d’indice
négatif accompagnées de pertes tres faibles, car situées hors des résonances des spheres. Le mécanisme
exact d’apparition de cette bande négative reste encore a élucider.

L’un des buts initiaux de nos travaux de these était de fournir un support théorique pour la fabrication
par des équipes de chimistes de métamatériaux formés de particules diélectriques de forte permittivité.
Néanmoins, toute synthése ou autre processus chimique implique I’apparition de distribution de taille,
de forme, et du désordre dans I’organisation spatiale de 1’assemblage. Il nous semble ainsi important,
comme prolongement des travaux de cette these, d’étudier comment a la fois les arrangements monodis-
perses (magnétisme artificiel) et bidisperses (indice négatif) sont affectés par un désordre de forme et de
position (la question du désordre en taille ayant été partiellement traitée dans le cadre de nos travaux).
Des efforts de syntheése chimique et d’assemblage sont actuellement en cours au Laboratoire Ondes et
Matiere d’ Aquitaine et devraient permettre d’obtenir des mesures expérimentales dans un avenir relative-
ment proche.

En ce qui concerne les arrangement bi-disperses, nos résultats demandent a &tre complétés par une
étude complete du diagramme de bandes selon une approche de type cristal photonique. Dans le cas
ou la bande d’indice négatif serait confirmée, les mécanismes physiques sous-jacents restent encore a
expliquer. De maniere tres intéressante, ce méme genre de comportement semble aussi €tre observé dans
les arrangements mono-disperses de haute densité [120], dans lesquels les couplages entre particules sont
prédominants. Un effort théorique dans ce sens serait donc extrémement utile.

On peut imaginer d’utiliser un modele de ligne a transmission dans lesquels les couplages sont ex-
plicitement pris en compte et ainsi mettre en évidence le, ou les phénomenes a I’origine de 1’émer-
gence d’un indice négatif. Alternativement, nos collaborateurs californiens (F. Capolino, UC Irvine) sont
actuellement en train de développer une description de type SDA pour les arrangements bidisperses, ten-
ant compte a la fois du caractere dipolaire électrique et magnétique des spheres et de leurs couplages
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mutuels. L’application de cette description nous permettra de comprendre si les mécanismes dipolaires
sont suffisants pour expliquer les phénomenes que nous avons observés dans les structures bidisperses

ou bien si des effets multipolaires doivent &tre évoqués.






Annexe I : Théoreme de Poynting

Théoreme général

Nous écrivons ici la démonstration du théoreme de Poynting, décrit au paragraphe 1.2.3, a partir des
équations de Maxwell. En prenant la différence entre I’équation de Maxwell-Ampere (I.8c) multipliée
par E et Maxwell-Faraday (1.8d) multipliée par H, on obtient I’égalité suivante :

OB aD
H:(VxE)~E-(VxH) = —H- =" —E- (azH) (43)

En identifiant le produit mixte suivant V- (E x H) = H- (VXE) — E- (VxH), I’équation (43) devient :

oB oD

En utilisant les équations constitutives (1.10), on obtient :

V-(ExH):—gt [; (sz—i—eEz)} ~J-E (44)

On définit le vecteur de Poynting IT :
II=ExH

et la densité volumique d’énergie électromagnétique w :

1
= — (eE*+uH?
w= > (eE° +uH")
Et la relation (44) devient :
ot

En intégrant cette expression sur un volume V :

~[[f, v-mav = vaJ'EdV“Lvaaav:dV

En utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski, et en notant n le vecteur normal sortant a la surface et
dX I’élément de surface, on obtient I’équation (1.20) :

_@Sn-ndz - ffva-EdV+ % fﬂv aat(eE2+yH2)dV
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Forme du théoreme pour des champs harmoniques en notation complexe

Dans cette section, nous rappelons la forme du théoréeme de Poynting lorsque les champs ont une
dépendance temporelle harmonique en e et que la notation complexe est utilisée. Seule la partie réelle
des grandeurs physiques a un sens expérimental mesurable. Ce sont donc a ces dernieres que nous devons
nous intéresser.

La moyenne temporelle d’une grandeur A quelconque sur la période T est :

_ 1 T
A= |, Ad
La partie réelle s’écrit :
1
Re(A) = 5(A +A")

et le produit de deux parties réelles de deux grandeurs physiques A et A, est :

Re(A()-Re(As) = — (A (r)e ™ + Aj(r)e™) - (As(r)e ™ +Aj(r)e'™)

N = A=

Re (A7(r)As(r) +A (I')A2(r)e_2imt)

En prenant la moyenne temporelle, le terme e 2! s’annule et le produit d’intérét devient :

Re(A1)Re(As] = 5Re (A} (r)As(r)) (45)

La puissance moyenne dissipée dans le matériau s’écrit Re(J)-Re(E) d’apres la section précédente. En
R |
appliquant la relation (45) : Re(J)-Re(E) = ERe (J-E).

Pour accéder a cette quantité, on part du complexe conjugué de I’équation (I.8c) multipliée par E :

1 1

En utilisant la relation V- (E x H*) = H*- (VXE) —E- (VxH"), on peut écrire :

1 1

EJ*-E: E[H*.(VxE)—V-(ExH*)—ian-D*]
et en utilisant (I.8d), on obtient :

EJ -E:E[—V-(EXH ) —io(E-D*—B-H")]

On définit le vecteur de Poynting complexe IT :

m- %(EXH*) (46)

1 1
53 E=-VII-ZioE-D" ~B-H')
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En supposant le milieu linéaire, isotrope, sans couplages magnéto-électrique (équation (1.10)), on ob-
tient : | !
EJ* ‘E=-V.II- iico(a*|E|2 —ulH|?)

En introduisant la conductivité complexe (I.2.2-a), J = oE, on obtient :
1
—VI=—2 (0" +iwe*)|E|* — iou|H|*]

En intégrant sur le volume V fermé par une surface S et en prenant la partie réelle, on trouve (1.21) :

— f, Re(IT)-ndz = % {]J, [(Re(o) + olm(e) |EP +olm(w)|H )] dv






Annexe II : Procédure d’extraction des
parametres effectifs

Comme nous I’avons mentionné dans la partie 11.3.3-a, I’extraction de Nicolson-Ross-Weir (NRW)
pose des problemes de choix de branche complexe quand 1’épaisseur selon la direction de propagation
est supérieure a plusieurs longueurs d’ondes. L’ origine de ces problemes vient de la présence la fonc-
tion arccos dans la formule d’extraction de I’indice (I1.85) a partir des coefficients de réflexion r et de
transmission ¢, complexes :

1 2 2
Re(n) = +Re o <2ﬂ[1(r - )]> 4 2mm (47a)
= kd kd
1 2 n
arccos 2—t/[1—(r —1"%)]
Im(n) = +Im o (47b)

ot ¢’ = et et m un entier. Dans ce qui suit, nous expliquons comment choisir automatiquement la
branche complexe dans cette extraction. Pour commencer nous détaillons les propriétés de la fonction
arccos dans le plan complexe, puis nous explicitons le script du programme Maple permettant d’effectuer
la procédure de maniere automatique.

Fonction arccosinus dans le plan complexe

On considere la fonction cosinus dans le plan complexe, qui a tout nombre complexe a associe un
nombre complexe b par I’équation
cos(a) =b, (a,b)eC. (48)

Nous avons représenté cette fonction sur la FIGURE 40 avec la partie imaginaire de b représenté par la
hauteur sur le graphe et la partie réelle par la couleur. Nous remarquons sur la figure que b n’a pas un
unique antécédent par la fonction cos. En effet tout les points de la figure ayant une méme hauteur et la
méme couleur sont les mémes points b qui correspondent a des points a de I’ensemble de départ différent.
Ainsi la fonction inverse, arccos dans le plan complexe :

arccos(cos(a)) = arccos(b) (49)
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cos(z + iy)

FIGURE 40 — Représentation de la fonction cos(x + iy) dans le plan complexe. La partie imaginaire est
représenté par la hauteur et la partie réelle par la couleur.

n’a pas une solution unique et toutes les solutions possibles (que 1’on peut identifier a partir de la figure)
de cette relation sont :
arccos(b) = +a+ 2km, keZ (50)

Avec ces solutions, on retrouve la forme des équations (47) et on comprend d’ou vient le facteur 27tm
intervenant dans la partie réelle.
La fonction arccos peut étre réécrite sous une forme plus explicite en partant de 1’égalité :

cos(arccos(b)) = b, beC (51)
on appelle u = arccos(b) et on développe la fonction cosinus sous forme exponentielle :

e e ™ =2b
= (&)’ —2b-e"+1=0

Ce qui donne pour arccos(b) = u, apres résolution de 1’équation du second degré :

arccos(b) = —iln (b +b?— 1) (52)

C’est cette forme qui est employée pour les calculs et griace a elle, on peut déterminer les parties du plan
complexe ou la fonction est multivaluée.
Une fonction multivaluée ne peut pas étre représenté de maniere continue dans le plan complexe. Les
lignes de discontinuités sont appelées coupures de branche (« branch cuts ») ; elles sont généralement
non uniques et choisies par convention pour simplifier les calculs. Dans notre cas, pour extraire les
paramétres effectifs, nous utilisons le logiciel Maple dont la coupure de branches pour arccos(x + iy) est
prise en :

y=0, et x€]—oo,—1[ U ]|l,o00] (53)
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comme représenté sur la FIGURE 41.

Im [arccos(x + iy)] Re [arccos(z + iy)]

FIGURE 41 — Partie imaginaire (2 gauche) et partie réelle (a droite) et de la fonction arccos(x+i-y). On
remarque la discontinuité en y = 0 dans Im (arccos(x+i-y)).

Script de recollement de branches

Afin d’éviter les erreurs du a la discontinuité de la fonction arccos lorsque I’on utilise la formule (47)
(indetermination de signe et de m), nous avons écrit une procédure permettant de choisir correctement
la branche et le signe. Nous avons représenté sur la FIGURE 42, I’indice effectif extrait des simulations,
avant, et apres correction par notre procédure. On remarque sur la courbe non-modifiée de nombreuses
discontinuités.

L’explication de la procédure qui suit dépend completement du choix des coupures de branche. De plus,
il a été développé avec le logiciel Maple et donc écrit dans la syntaxe de ce logiciel.
On considére maintenant un nombre complexe b = Ae’®, d’argument ¢ et de module A. Avec cette nota-

2.5 T T T T T 3.5 T T T T
oL H Re(Neg) | Re(Ner)
Im(negr) 3+ IM(Negr) 7
15 F —
1 - 5 2.5
2 Nk 1 . g 2
= — h— o
£ 05| \ V- - 5 1°
_l - - 1
-15 U — 05
eyl u 1 :
_25 1 1 1 1 0 1 1 1
260 280 300 320 340 360 260 280 300 320 340 360
Fréquence(GHz) Fréquence(GHz)

FIGURE 42 — Extraction de I’indice type réalisée en utilisant I’équation (II.85) sans procédure (2 droite)
et avec procédure (a gauche).
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tion, les discontinuités de la fonction arccos(b) ont lieu lorsque :
0 =0=%nm, neN (54)

Dans le cas de I’équation (47), nous avons b = % [1— (r> —'?)] qui est une fonction complexe dépendant
de la fréquence. Pour recoller correctement le signe et les branches de 1’indice il nous faut suivre le
« trajet »de la fonction ¢ dans le plan complexe, et, chaque fois qu’elle passe par la discontinuité, lui
appliquer la correction adéquate.

Le premier probleme que nous avons rencontré est inhérent a une fonction définie modulo 2T comme
I’est la fonction ¢. En effet, dans maple, la valeur de I’argument d’un nombre complexe est comprise
entre —T et T et de maniere générale cette fonction argument ne sera pas continue. Nous avons donc écrit
un script pour rendre I’argument de b continu. Ce script est la Procédure 1, intitulée arg, écrite ci-dessous
dans la syntaxe de Maple dont I’effet est représenté sur la FIGURE 43.

Procédure 1:

arg:= proc(a::1list)

local c,i,b;

c:=[evalf (argument (a[l]))]:

for i from 2 by 1 to nops(a) do

b:=evalf (-argument (a[i-1])+targument (a[i]));

if |bl<evalf (mt) then

c:=[op(c), c[i-1] + DbI;

else

if sign(evalf (argument (a[i])))<0 then

c:=[op(c),c[i-1]+(2n—argument (a[i-1])+argument (a[i]))];

else

c:=[op(c),c[i-1]-(2m+argument (a[i-1])—-argument (a[i]))];

end if;

end if;

end do;

Cs

end proc;

Maintenant que I’argument est devenu continu, on peut déterminer quand il rencontre les disconti-
nuités et effectuer le recollement adéquat de la fonction arccos. Pour cela, toutes les solutions possibles
données par I’équation (50) sont utilisées pour rendre 1’indice continu. Nous avons établi que le recolle-
ment adéquat est réalisé en prenant les valeurs indiqué sur la FIGURE 44 suivant la valeur de I’argument.
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FIGURE 43 — Effet de la Procédure 1 sur I’argument d’une fonction.
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FIGURE 44 — Schéma expliquant comment choisir le signe et de la valeur de m dans (47) en fonction de
la valeur de I’argument continu.

Les choix du signe initial ainsi que de la branche initiale de n.¢ dans (47) restent soumis a des con-

sidérations physiques. Le choix du signe initial est donné par la condition physique de milieu passif :
Im(n) > 0. Le choix de la branche initiale (choix de m initial) est fait a partir de la condition physique
suivante : hors de toute résonance la perméabilité effective du matériau, extraite de 1’indice effectif et

de I’'impédance effective, doit tendre vers 1. La Procédure 2, appelée acos, permettant de recoller de

maniere adéquate les branches a partir des valeurs de la FIGURE 44 est écrite ci-dessous. Elle est écrite

en syntaxe Maple et utilise la procédure arg.

Procédure 2:

acos:= proc(a::1list,branch, signe)

local i,c,e,b;

c:=arg(a)+[seq(2n - branch, i=1..nops(a))]:

b:=[ ];

for i from 1 by 1 to nops(a) do
e:=rhs(isolve ({ (1+1) - ®>|c[i]],1-®<|c[i]]}) [1]);

signe - sign(evalf (c[i])) -

b:=lop(b),

((-1)€ - arccos(al[i]) +2n - trunc(0.5+|el/2))

end do;

k[i] -d
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b;
end proc;

Grace a cette procédure, nous pouvons effectuer des simulations avec des structures de grandes épais-
seurs, et ainsi, étre plus proche de la simulation d’un métamatériau tri-dimensionnel dans lequel les effets

de bords sont plus faibles.
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Theoretical study of metamaterials made of resonant dielectric particles in
the submillimetric range : artificial magnetism and negative index of re-
fraction

Abstract :

This PhD work was dedicated to the theoretical and numerical study of metamaterials in the
terahertz range (or submillimetric) made of dielectric spheres embedded in a host medium. The
dipolar electric and magnetic Mie resonances of a set of dielectric particles can provide meta-
materials properties such as artificial magnetism or negative index of refraction.

In this work, the materials to use, as well as the sizes and the filling fractions of the spheres
to achieve magnetism in the terahertz range were precised. As a second step, we interested
in the size distribution effects on the effective permeability. We showed that this effect can
be detrimental to the emergence of metamaterials properties, but nevertheless, in a controlled
amount, polydispersity can generate a wide negative permeability zone with a magnitude close
to zero. Finally, we studied the electromagnetic behaviour of bidisperse array of TiO, spheres
with numerical simulations. A Bloch mode analysis of this kind of structure seems to proove
the existence of a negative index band for high filling fractions.

Keywords : Electromagnetism, metamaterials, dielectrics, terahertz, modelling, effective medium,
Mie resonances

Résumeé :

Ce travail de these a été consacré a I’étude théorique et numérique de métamatériaux pour la
gamme submillimétrique (domaine térahertz), formés de spheres diélectriques présentant des
résonances dipolaires de Mie électrique et magnétique, dispersées dans un milieu-hote.

Tout d’abord, les matériaux a utiliser ainsi que les tailles et fraction volumique des spheres per-
mettant 1’obtention d’effets de perméabilité ont été précisées. Ensuite, nous avons mené une
étude de la polydispersité en taille et donné les distributions en taille limite a ne pas dépasser
lors d’une synthese chimique. Nous avons également montré qu’une polydispersité controlée
pouvait engendrer un élargissement des zones de perméabilité négative ou une zone de per-
méabilité nulle. Enfin, nous avons étudié le comportement électromagnétique d’assemblages
bidisperses de spheres de TiO, par simulations numériques, et avons procédé a une analyse des
modes de Bloch, semblant indiquer 1’existence d’une bande d’indice négatif pour des fractions
volumiques élevées.

Mots clés : Electromagnétisme, métamatériaux, diélectrique, térahertz, modélisation, milieu ef-
fectif, résonances de Mie



