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Eléments finis courbes et accélération pour le transport de neutrons

Jean-Yves MOLLER

Résumé

La modélisation des réacteurs nucléaires repose sur la résolution de
I'équation de Boltzmann linéaire. Nous nous sommes intéressés a la ré-
solution spatiale de la forme stationnaire de cette équation. Apres discré-
tisation en énergie et en angle, I'équation hyperbolique est résolue nu-
mériquement par la méthode des éléments finis discontinus. Le solveur
MINARET utilise cette méthode sur un maillage triangulaire non struc-
turé afin de pouvoir traiter des géométries complexes (comprenant entre
autres des arcs de cercle). Cependant, 1'utilisation d’arétes droites intro-
duit une approximation de la géométrie. Autoriser l'existence d’arétes
courbes permet de coller parfaitement a la géomeétrie, et dans certains cas
de diminuer le nombre de triangles du maillage.

L’objectif principal de cette these est I'étude d’éléments finis sur des
triangles possédant un ou plusieurs bords courbes. Le choix des fonctions
de base est un des points importants pour ce type d’éléments finis. Un ré-
sultat de convergence a été obtenu sous réserve que les triangles courbes
ne soient pas trop éloignés des triangles droits associés. D’autre part, un
solveur courbe a été développé pour traiter des triangles avec un, deux
ou trois bords courbes.

Une autre partie de ce travail porte sur l'accélération de la conver-
gence des calculs. En effet, la résolution du probléme est itérative et
peut, dans certains cas, converger tres lentement. Une méthode d’accé-
lération dite DSA (Diffusion Synthetic Acceleration) permet de diminuer
le nombre d’itérations et le temps de calcul : un calcul de diffusion est
ajouté a chaque itération. L'opérateur de diffusion est un précondition-
neur de l'opérateur de transport. La DSA a été mise en oeuvre en utilisant
une technique issue des méthodes de pénalisation intérieure. Une analyse
de Fourier en 1D et 2D permet d’évaluer 1’accélération dans le cas de mi-
lieux infinis périodiques et de vérifier la stabilité du schéma lorsque de
fortes hétérogénéités existent.

Mots clés : transport neutronique, éléments finis, mathématiques appliquées, accélération
synthétique.
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Curved Finite Elements and acceleration for the neutron transport

Jean-Yves MOLLER

Abstract

To model the nuclear reactors, the stationnary linear Boltzmann equa-
tion is solved. After discretising the energy and the angular variables, the
hyperbolic equation is numerically solved with the discontinuous finite
element method. The MINARET code uses this method on a triangular
unstructured mesh in order to deal with complex geometries (like contai-
ning arcs of circle). However, the meshes with straight edges only ap-
proximate such geometries. With curved edges, the mesh fits exactly to
the geometry, and in some cases, the number of triangles decreases.

The main task of this work is the study of finite elements on curved
triangles with one or sevevral curved edges. The choice of the basis func-
tions is one of the main points for this kind of finite elements. We obtained
a convergence result under the assumption that the curved triangles are
not too deformed in comparison with the associated straight triangles.
Furthermore, a code has been written to treat triangles with one, two or
three curved edges.

Another part of this work deals with the acceleration of transport cal-
culations. Indeed, the problem is solved iteratively, and, in some cases,
can converge really slowly. A DSA (Diffusion Synthetic Acceleration) me-
thod has been implemented using a technique from interior penalty me-
thods. A Fourier analysis in 1D and 2D allows to estimate the acceleration
for infinite periodical media, and to check the stability of the numerical
scheme when strong heterogeneities exist.

Keywords : neutron transport, finite elements, applied mathematics, synthetic acceleration.

iv



Remerciements

Mes plus chaleureux remerciements a Jean-Jacques Lautard qui a été d’une aide inesti-
mable pendant cette these. Je tiens a lui exprimer ici toute ma reconnaissance.

Richard Sanchez et Simon Labrunie font aussi 1’objet de ma reconnaissance la plus com-
pléte. J'espere pouvoir suivre leur exemple dans ma carriere. Je garderai un tres bon souve-
nir des échanges que nous avons pu avoir.

Un grand merci a ces trois personnes qui ont encadré mon travail.

Christine Bernardi et Jean-Luc Guermond ont accepté d’étre les rapporteurs de ce mé-
moire. Je les remercie d’avoir pris le temps de lire ce manuscrit et de m’avoir permis de
I'améliorer.

Merci a Jean-Rodolphe Roche qui a accepté de faire partie de mon jury.

Mon doctorat s’est déroulé au CEA-Saclay, et plus précisément au SERMA/LLPR. J'ai
eu le plaisir de cdtoyer Anne-Marie, Christine, Didier, Erell, Frédéric (que je ne me lasserai
jamais de saluer), Piétro, Sébastien... ]’espere que nous aurons 1’occasion de nous recroiser.
Un petit clin d’oeil a Olga qui devra s’attaquer aux sources de Jean-Jacques ; travail difficile
qu’il aura a coeur de faciliter. Je n"oublie pas les autres collegues du SERMA et du CEA qui
m’ont accueilli avec bienveillance et qui ont contribué de pres ou de loin a ’avancement de
mon travail.

Je ne peux conclure ces remerciements sans mentionner mes parents et ma famille. Leur
soutien permanent a toujours été trés précieux. Je suis également reconnaissant envers mes
amis et mon entourage. Je n’oublie pas Sarah qui a été en premiere ligne surtout cette der-
niere année.



Vi



Table des matiéres

Introduction

1 Equation du transport des neutrons

1.1 Grandeurs neutroniques . . . . . ... .. ... ... .o
1.2 Sectionsefficaces . . ... ... . ...
1.3 Equationdetransport . . ... .. ... ... ... ... o
1.3.1 Equation de transport desneutrons . . . . ... ... ... L.
1.3.2 Equationstationnaire. . . . . .. ... ... ... ... . 0oL
1.3.3 Conditions auxlimites . . . . .. ... ... ... .. .. 0 L.

2 Résolution de 1’équation de transport

2.1 Approchestochastique . . . . .. .. ... ... L L Lo
2.2 Approche déterministe . . . . . . ... ... L L
221 Discrétisationenénergie . . . . . . .. ... oL
222 Discrétisationenangle . . . . ... ... .. L
223 Discrétisationenespace . . . .. ... ... ... L
2.3 Enchainementdescalculs . .. .. ... ... ... .. ... .. ... .. ....

3 Diffusion Synthetic Acceleration (DSA)

3.1 JustificationdelaDSA . . . . . . ...
3.1.1 Analyse de Fourier 1D du transport . . . ... ... ... ... .....
3.1.2 Lente convergence, fausse convergence . . . .. ... ..........
3.1.3 Accélération synthétique . . ... ... ... ... oL
3.1.4 Préconditionneur . . . . ... ... Lo Lo
32 Schémanumérique . . . ... ... . ... L
3.3 Méthodeutilisée . . . . . .. ... L
331 Termedebord. ... ... ... ... ... . ... ... . ... . ...
3.3.2 Résolution du systéme linéaire . . . ... ... ... ... ........
3.3.3 Diffusion anisotrope . . . . . ... ... . L o L o
334 Conditions aux limites . . . . . ... ... .. ... .. . 0 L.
34 AnalysedeFourier . ... ... ... ... ... .. ...
3.4.1 Analyse des équations discrétisées du transport . . . . ... ... ...
3.4.2 Analyse de Fourier du schéma accéléré . . . . ... ... ........
343 FPourier1D . . . . ... ...
344 Fourier2D . . . .. ...
35 Remarques . . . ... ... ... ...

4 Eléments finis courbes

41 Motivations pour les éléments finis courbes . . . . .. ... ... ...
411 Erreur géométrique. . . . . ... ...
412 Erreurnumérique. . . . . ... ...
413 Erreurtotale . . . ... ... ... L

vii



414 Maillage et conservation des volumes . . . . .. .. ... ... ... .. 48

42 Typesdebaseenvisagés . ... .. ... .. ... ... .............. 49
4.2.1 Baseparagéométrique . . . ... ... ... Lo 49
4.2.2 Basenon paragéométrique . . ... ... ... ... .. 50
423 Comparaison . . . .. . ... . ... ... e 51
4.3 Triangles avec plusieurs bords courbes : Utilisation des Nurbs . . . . . . . .. 52
431 Trianglea2bordscourbes: . ... ... ... ... .. ... ... .. 53
43.2 Trianglea3bordscourbes: . .. .. .. ... ... .. ... .. ..... 57
433 Paramétrisationetsymétrie . . . . ... ... Lo oL 60
434 Casparticulier. . . .. ... ... o Lo 60
4.4 Interpolation sur les éléments courbes paragéométriques . . . . . ... .. .. 62
441 Décomposition de la transformation Fx . . . ... ... ... ... ... 63
442 Inégalitésinversescourbes . . .. ... ... ... ... ........ 63
443 Erreurd’interpolation . ... ... ... ... ... ... .. .. 65
444 Remarque . . . ... ... ... 67
4.5 Exemple de transformation pour un triangle a un bord courbe . . . . . .. .. 67
451 Jacobien . . . ... 69
452 Rayonadmissible . . . . .. ... ... L oo oo 70
4.6 Sous-maillage directionnel . . . . . . ... ... L Lo L 72
4.6.1 Projection/relevement . . . . .. ... ... L o L 73
462 Ordrederésolution. . . . ... ........... .. .......... 75
463 Limitesduprocédé . . . ... .. ... ... . ... .. L. 75
47 Macro-maille. . . . . . L 76
Estimation d’erreur 79
51 Régularité du fluxangulaire . . . . . ... .. ... ... . o o Lo 79
51.1 Casdudisquehomogeéne . ... .. ... ... ... .. ... .. .. ... 80
512 Casducarréhomogene .. ... .. ... ....... ... ....... 83
5.2 Rappel sur les problémes variationnels et les éléments finis . . . . . ... ... 85
52.1 Le probleme pour une direction fixée . ... ... ... ...... ... 85
52.2 Le probleme pour toutes les directions . . . . . ... ... ... .. ... 86
5.2.3 Leprobleme variationnel discret . . . .. ... ... ... ... ... . 87
53 Résultats théoriques . . . .. ... ... ... Lo 89
531 Problemeabstrait . . . .. ... ... .. o L o 89
5.3.2 Estimations abstraitesd’erreur . . . .. ... .. ... ... .. ... 90
5.4 Convergence des élémentscourbes . . . . . ... ... .. o0 0L 92
541 Coercivitésur W(h) . . ... .. . 92
542 Conditioninf-sup . . . ... ... ... L L Lo 92
543 Convergence . . .. .. ... ... ... 94
55 Intégralesdebord . . . .. ... ... ... ... o 95
551 Normalemoyenne . ... ... ...... .. ... . ... ... ... 95
552 Intégrationnumérique . . . . . .. ... 100
Résultats numériques 103
6.1 Cas-tests . . .. ... . ... .. 103
6.1.1 Benchtransport . . ... .. ... ... .. ... ... . . 103
612 RJH ... ... 103
613 C5G7 . . . . e 104
6.14 Calculsprésentés . . . . .. .. ... ... .. 104
6.2 Accélération DSA . . . . ... 105
6.2.1 Comparaison des accélérations . . . .. .. ... ... ... ..... 105
6.3 Trianglescourbes . . .. .. ... ... .. ... ... L 108



6.3.1 Disque Homogene . . ... ... .... ... ... .......... 108

632 RJH . .. .. e 110

633 C5G7 . . o e 111
Conclusion 119
A Matrices pour une base paragéométrique 1 bord courbe 122
Al Intégralesdesurface . ... .. ... ... ... .. ... ... .. 122
A1l Intégralesdemasse. .. ... ... ... ... .. ... ......... 122

A12 Intégralesdetransport . . . ... .. ... .. ... ... .. .. ... .. 123

A2 Intégralesdebord . . . ... ... .. ... ... o 123

B Matrices pour une base non paragéométrique 1 bord courbe 124
B.1 Intégralesdesurface . ... .. ... ... ... ... ... .. ... .. .. ... .. 124
B.1.1 Intégralesdemasse. . . .. .. ... ... ... .. ... .. .. ... .. 124

B.1.2 Intégralesdetransport . . . ... ... ... ... ... ... ..., 124

B.2 Intégralesdebord . . . ... .. ... ... ... L o 124

C Introduction aux Nurbs 125
D Transformation pour un triangle a un bord courbe 127
E Matrice de Diffusion pour I’analyse de Fourier 2D pour le motif standard 130
Bibliographie 131

ix






Introduction

Les logiciels de modélisation de coeurs de centrales nucléaires constituent un outil im-
portant en terme de gestion du parc, d’approvisionnement, de prévision, et de sécurité. La
difficulté de réaliser des mesures physiques au sein des réacteurs et le cotit d’expérience in
situ expliquent pourquoi ces logiciels sont utilisés pour étudier différents types de réacteurs
et les exploiter efficacement. Ces enjeux et 1’évolution des capacités informatiques entrainent
une demande de codes de simulation toujours plus performants. La performance est notam-
ment estimée par la rapidité d’éxécution, le cotit en mémoire et la précision des calculs.

Le comportement d"un réacteur fait intervenir des domaines variés de la physique : la
neutronique, la thermohydraulique, la mécanique, le comportement des matériaux... La si-
mulation du comportement de la population neutronique joue un role essentiel puisqu’elle
permet de modéliser "énergie produite par les réactions nucléaires et de connaitre 1'évolu-
tion des concentrations du combustible. La population neutronique est régie par I’équation
de Boltzmann linéaire issue de la théorie cinétique des gaz. Pour les phénomenes étudiés,
on peut se ramener a I’équation de Boltzmann stationnaire. Cette équation reste cotiteuse a
résoudre du fait du grand nombre de variables.

Principalement a cause des ressources informatiques limitées, les neutroniciens ont com-
mencé par approcher I’équation de Boltzmann par I'équation de la diffusion pour modéliser
les coeurs de réacteurs. Cette approximation se justifie dans certains cas (par exemple, en
régime asymptotique), voir les théses [25, 52] pour le détail sur le traitement de l'opéra-
teur de diffusion. L’évolution des capacités informatiques permet aujourd’hui de résoudre
I’équation de Boltzmann. Deux grandes familles de méthodes apparaissent aujourd’hui :
I'approche stochastique et I’approche déterministe. Les méthodes déterministes permettent
des calculs rapides répondant notamment aux besoins de 1'industrie. Parmi ces méthodes,
celle des éléments finis est tres largement répandue non seulement en neutronique mais
aussi dans de trés nombreux champs de la physique (électromagnétisme, mécanique des
fluides, mécanique des structures...).

Les éléments finis ont été introduits au début du 20eéme siecle pour des problemes de mé-
canique des structures. En 1973, Reed et Hill ont proposé, pour des calculs de neutronique,
une méthode connue sous le nom d’éléments finis discontinus, voir [47]. Cette méthode
a rencontré un large succes et a été largement développée depuis, notamment en méca-
nique des fluides. Un domaine actuel de recherche sur ces méthodes concerne les domaines
géométriques contenant des formes courbes. Les méthodes d’éléments finis ont d’abord été
mises en oeuvre pour des maillages cartésiens, c’est-a-dire un réseau régulier de carrés ou
rectangles, puis pour des maillages non structurés sur des domaines polygonaux. Une des-
cription précise de la forme des frontiéres est une nécessité largement acceptée surtout pour
des méthodes d’éléments finis d’ordre élevé. Une partie de notre travail a été de proposer
une méthode pour traiter les frontieres courbes dans le cadre du transport neutronique.

L'autre partie de notre travail a été plus spécifique a la neutronique. Nous avons étudié



et mis en oeuvre une méthode pour accélérer les calculs de transport.

Les deux premiers chapitres présentent 1’équation de Boltzmann linéaire et sa résolu-
tion par une méthode déterministe. Nous détaillons au chapitre trois comment les calculs
sont accélérés par un préconditionnement. Le chapitre quatre explique comment nous dé-
finissons les éléments finis sur des triangles courbes et comment nous paramétrons de tels
triangles. Un résultat de convergence pour la méthode des éléments finis courbes est pré-
senté au chapitre cing. Les résultats numériques du chapitre six montrent le gain obtenu par
I'accélération et permettent une comparaison entre des calculs effectués sur des maillages
droits et sur des maillages courbes pour le transport neutronique.

Les calculs de flux ont été réalisés avec le solveur MINARET développé au SERMA (Ser-
vice d’Etudes de Réacteurs et de Mathématique Appliquée) et présenté en [38]. Les dévelop-
pements relatifs a I’accélération et aux éléments courbes ont été effectués directement dans
le solveur MINARET. Le lecteur intéressé pourra consulter les références [61, 62] ou d"autres
solveurs de transport neutronique sont présentés.



Chapitre 1

Equation du transport des neutrons

Avant d’introduire 1’équation de transport, nous présentons brievement les différentes
grandeurs neutroniques intervenant en tant qu’inconnues a calculer (flux angulaire, sca-
laire...) ou en tant que données du probléme (sections efficaces). L'équation du transport
neutronique est ensuite présentée. Nous nous intéresserons plus particuliéerement a la forme
stationnaire. La signification des différents termes est donnée.

Les variables permettant de repérer les neutrons sont :

— le temps t,

— I'énergie E,

— la direction de déplacement () (appelée aussi la direction angulaire),

— la localisation dans I’espace (x, v, z).

Les neutrons sont repérés par leurs coordonnées (temps, énergie, direction angulaire,
localisation spatiale) dans I’espace des phases Ry x R x §? x R® ou1 $? est la sphere unité.
Lorsque I'on s’intéresse a 1’équation stationnaire, le temps disparait de I'espace des phases
qui est alors de dimension six :

X= {(E,ﬁ,?) € Ry x §% x 1R3}.

Cette dimension élevée et la mémoire limitée des ordinateurs imposent certaines contraintes
sur les discrétisations des différentes variables. Notamment des étapes d’homogénisation
sont nécessaires avant de faire un calcul de coeur, voir par exemple [50].

1.1 Grandeurs neutroniques

L’équation de transport régit I'évolution de la population de neutrons. On note n(t, E, ), 7)
la densité angulaire de neutrons : n(t, E, Q,7)dEAQd?7 est le nombre moyen de neutrons a
un instant ¢t ayant une énergie dans l'intervalle [E — dE, E + dE| se déplagant dans le cone
angulaire autour de Q) a dQ) prés et se trouvant au point 7 a d°7 pres.

On définit la densité de particules N (t E,7) comme la somme de la densité angulaire sur
toutes les directions angulaires : N(t, E,7) = [, n(t,E, Q,7)dQ.

Comme 1'un des objectifs principaux de la modélisation des réacteurs nucléaires est de

connaitre 1'énergie dégagée dans les coeurs (ou les assemblages), il est plus commode d’uti-

liser les flux angulaire i et scalaire ¢ qui sont le produit des densités n(t, E, Q, 7)et N(t,E,7)
avec la vitesse des neutrons v = /2E/m :

w(tE,0,7) = on(t,E,0,7), ¢(tE7) = oN(tE,7) = / (1 E, 3, 7)d0d.
47
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Le flux angulaire et le flux scalaire sont des quantités toujours positives.

Le courant, noté T, donne le nombre de neutrons traversant une surface d’aire unité par
unité de temps. Considérant un élément d?r d’une surface de normale 7 au point 7, le nombre
de neutrons de vitesse v et de direction Q) qui vont le traverser dans le sens de 7 pendant
lI'intervalle de temps dt vaut :

n(t, E,Q,7)vdtd?r Q- i = ¢(t, E,Q, 7)Q - i drdt.
Cette expression conduit a définir le vecteur courant J :
J(t,E,Q,7) = ¢(t, E,Q,7)Q.

Les taux de réactions T = o¢ (o1 o est une section efficace) expriment le nombre d’in-
teractions des neutrons avec la matiere ayant lieu en un point de I'espace des phases. Ils
permettent par exemple de connaitre I'énergie produite par fission.

Signification physique du flux scalaire et du courant :
— le flux scalaire représente en un point de l'espace la densité de neutrons se déplacant
suivant toutes les directions angulaires avec la méme énergie,
— le courant représente le nombre de neutrons suivant une direction () traversant un
élément de surface, rapporté a l'unité de surface et I'unité de temps.

1.2 Sections efficaces

La notion de section efficace permet de quantifier la probabilité d’interaction d’un neu-
tron avec des atomes. Une section efficace peut étre de deux types : microscopique ou ma-
croscopique.

L'unité d’une section microscopique est le m?. Une analogie avec la mécanique classique
permet de se représenter intuitivement ce qu’est une section microscopique. Considérons
les neutrons et les atomes comme des spheres. Le choc entre un neutron (le projectile) et un
atome (la cible) a lieu si la distance entre les deux centres des deux particules est inférieure
a la somme des rayons. Dans ce cas, la section efficace de I'atome est 7TR? o1 R est le rayon
de I'atome. Voir la figure 1.1 tirée de la section 2.5.4 de [48].

projectile #

FIGURE 1.1 — Notion intuitive de section efficace

Cette notion de section efficace reste intuitive car les sections dépendent entre autres de
I'énergie des neutrons, du type d’atome rencontré et du type d’interaction étudiée. Les in-
dices associés aux sections indiquent le type d’interaction : t pour totale, s pour scattering
(=diffusion), f pour fission, a pour absorption...



Les sections efficaces macroscopiques X sont homogenes a l'inverse d"une longueur, elles
sont en m 1. La probabilité dP de collision d"un neutron avec un atome sur un petit parcours
dx s’écrit :

dP = Xdx.

Les sections macroscopiques et microscopiques sont reliées par :

S(tE,7) = Y 0(E)Ny (£ 7) (1.1)

ot N, indique la concentration de l'isotope x, en m~3, et 0 est la section microscopique de
l'isotope x, en m?.

Les sections macroscopiques interviennent dans I’équation de transport que nous résol-
vons. Dans la suite, par section efficace, nous entendrons section efficace macroscopique et

nous les noterons o.

Les sections de scattering (=diffusion) s dépendent de 1’énergie du neutron incident E’,
de sa direction angulaire (¥, de I'énergie du neutron sortant E et de sa direction angulaire
Q). Nous supposerons que la dépendance angulaire de ces sections est isotrope : les sections
ne dépendent que de I'angle entre les directions angulaires d’entrée (' et de sortie () des
neutrons. Ainsi, nous noterons les sections de scattering :

os(E, O, E, Q) = 0,(E,E, (Y - Q). (1.2)

L’hypothese d’isotropie est justifiée a I’échelle d'un réacteur. En effet, méme si, a I’échelle mi-
croscopique, les matériaux sont constitués de grains o1 'orientation est uniforme, a 1’échelle
macroscopique, ces grains sont orientés aléatoirement et donc aucune direction n’est privi-
légiée.

De notre point de vue, les sections efficaces sont des parametres connus et nécessaires
pour résoudre I'équation de transport. Cependant il est important de savoir que la tabula-
tion de ces données introduit une approximation non négligeable. La figure 1.2 indique la

dépendance de deux sections efficaces par rapport a 'énergie. 1 barn = 1024 cm?.

Les deux sections (orange et bleue) présentent de nombreux pics de résonnance. Pour des
calculs déterministes, les sections sont approchées par des sections multigroupes constantes
sur ces intervalles d’énergie. La mise en groupe consiste entre autres a définir ces intervalles
appelés groupes, puis a intégrer 1'équation du transport sur chaque groupe. Les sections
multigroupes sont définies pour préserver les taux de réactions. L'opération de mise en
groupe, c’est-a-dire passer de la fonction ci-dessus a une fonction escalier, n’est pas abor-
dée ici, voir [41].

D’autre part, les sections multigroupes sont constantes sur chaque maille du maillage géo-
métrique, ce qui introduit une approximation supplémentaire dans la modélisation.

1.3 Equation de transport

L’équation de transport est une équation de conservation des neutrons. Nous la pré-
sentons en expliquant les différents termes. Cette équation est obtenue en faisant le bilan
du nombre de neutrons présents dans un volume fixé quelconque et en considérant que
les neutrons représentent un gaz dans le réacteur (leur densité est plus faible que celle des
atomes). Voir [48] pour une présentation détaillée de cette équation.
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FIGURE 1.2 — Sections efficaces de capture et de diffusion élastique de 1'uranium 238.

1.3.1 Equation de transport des neutrons
En terme d’opérateurs, cette équation s’écrit :

190 S, Lo L B L
ga*lf(t, E,QO,7) = —Ly(t,E,Q,7) + DY(t, E, O, F) + F(t,E,7) + Qext (t, E, O, 7). (1.3)
Les différents opérateurs sont :

— le terme de fuite (selon la direction Q) et d’interaction avec les atomes :

Lp(t,E,Q,7) = Q- Vy(t, E,Q,7) + o (t, E, O, F)y(t, E, Q, 7), (1.4)
— l'opérateur de diffusion (ou de transfert, ou de scattering) en angle et en énergie, sous
I'hypothese (1.2) :
Dy(t,E,Q,7) = / acy / dE'o.(E E,( - Q)y(t, E, O, 7), (1.5)
4 0

— les fissions sont décrites par un spectre x(E), des sections de fissions ¢y supposées
isotropes et le nombre moyen v de neutrons libérés par fission. L'indice de sommation
i porte sur les isotopes présents en 7 :

Fy(t,E,7) — %in(g) /O 4E' (vey), (L E,7) | deVy(t B, 6, 7)

1 o o S
= L) | (voy), (L EL Pl EP). (1.6)
1
— Le terme Q. correspond a une source extérieure de neutrons.
Le terme de gauche de (1.3) est le taux de variation de la population sur l'intervalle

de temps dt. Les termes de droite listent les mécanismes faisant varier la population neu-
tronique dans le temps. Sont comptés négativement ceux qui retirent des neutrons du point



(t, E, Q),7) dans'espace des phases. [/équation de transport des neutrons est intégro-différentielle :
intégrale en angle et énergie, différentielle en temps et espace.
Rappel : Les sections ¢ représentent des sections efficaces macroscopiques.

1.3.2 Equation stationnaire

Pour mesurer la criticité d’un réacteur, les calculs sont faits en régime stationnaire (les
sections efficaces changent peu avec le temps), c’est-a-dire la dérivation en temps disparait
dans I’équation (1.3). L'équation de transport devient alors :

Ly(E, O, 7) = DY(E, O, 7) + FY(E, 7) + Qext (E, Q, 7). (1.7)

De plus, pour les réacteurs de centrale, la source Q. est nulle en régime stationnaire.
Donc le probleme exacte que ’on veut résoudre est :

Ly(E,O,7) = Dy(E,Q,7) + Fy(E, 7). (1.8)

Cependant, a cause de la précision finie des calculs et des approximations dues a la mo-
délisation numérique, vouloir résoudre numériquement (1.8) donne un flux nul ou infini.
Aussi est-on obligé d’introduire une valeur propre A pour résoudre numériquement le pro-
bleme suivant :

Trouver le plus grand A réel positif tel qu'il existe une fonction 1 positive solution de :

Ly(E,Q,7) = Dy(E, Q,7) + %FIP(E, 7). (1.9)

La valeur propre A est appelée le facteur effectif de multiplication et est notée kfs. Phy-
siquement, le k. exprime 1'état du coeur :

— si k,sr < 1, le réacteur est sous-critique : la production de neutrons par fission est
inférieure a la perte de neutrons, la réaction en chaine s’éteint;

— si kesr = 1, le réacteur est critique : la production de neutrons par fission compense
exactement la perte de neutrons;

— sik.fr > 1, le réacteur est sur-critique : la production de neutrons par fission est supé-
rieure a la perte de neutrons, la réaction en chaine s’emballe.

La valeur propre A permet I'existence d"une solution stationnaire et "mesure" I'écart de
stabilité de la géométrie du coeur par rapport au cas A = 1. Voir aussi [5, 21] et le paragraphe
3 du chapitre XXI de [18] qui décrit le spectre de I'opérateur de transport —L + D + F :
notamment, la plus grande valeur propre est associée a un flux positif.

Une autre maniere de comprendre 1’origine du probleme (1.9) est proposée dans [45].
Pour modéliser 1’évolution d'un réacteur sans source externe, le temps est discrétisé par
une suite (f,)seN. Lorsqu’un régime stationnaire est établi (pour des temps t, "grands"),
la distribution neutronique a un temps t,,1 est supposée proportionnelle a celle du temps
t,. Comme les calculs sont quasi-statiques, on est amené a résoudre le probléme a valeur
propre (1.9).

1.3.3 Conditions aux limites

Pour résoudre I'équation (1.9), des conditions aux limites sont définies sur la partie "ren-
trante" du bord de 1’espace des phases :

—

oy = {(E,Q,?) cx; TEID et O iy (7) < 0}, (1.10)
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oll fi.x¢ désigne la normale extérieure au domaine spatial D. Pour un réacteur, le flux entrant
estnul: ¢, =0.

Selon le probleme traité, diverses conditions aux limites peuvent étre appliquées (ré-
flexion, rotation, translation...). Dans le code que nous développons, les conditions aux li-
mites sur le flux angulaire ¢ sont de trois types :

— Condition de vide : le flux angulaire entrant est nul pour toutes les directions angu-

laires O).

— Condition de réflexion spéculaire ou de Neumann : pour une direction donnée sor-

tante, la direction réfléchie sur la face considérée est entrante.

— Condition d’albédo : une partie du flux angulaire est réfléchie.

Remarque sur le code utilisé :
Le flux est résolu pour un ensemble discret de directions angulaires. Pour des conditions de

symétrie, le flux dans une direction () est imposé égal au flux dans la direction réfléchie (Y.
Si la direction (' n’appartient pas a 'ensemble des directions pour lequel le flux est résolu,
alors elle est approchée par la plus proche direction de cet ensemble.



Chapitre 2

Résolution de I’équation de transport

Nous évoquons dans ce chapitre les méthodes de résolution numérique. Deux approches
se distinguent : I’approche stochastique et I’approche déterministe. L'approche stochastique
est brievement évoquée. L'approche déterministe est plus largement développée : les dis-
crétisations en énergie, direction angulaire et espace sont détaillées. Comme le flux apparait
dans tous les termes de I'équation, la résolution est itérative. L'ordonnancement des calculs
est régi par les discrétisations appliquées aux variables d’énergie, d’angle et d’espace.

2.1 Approche stochastique

La méthode stochastique (utilisant des calculs Monte Carlo) étudie des batches (~ groupes)
de neutrons dans le réacteur et simule leur évolution choc apreés choc. Un avantage majeur
de I’'approche stochastique est 1'utilisation des sections efficaces exactes : la dépendance en
énergie n’est pas approchée contrairement a I'approche déterministe. Comme les méthodes
stochastiques n’introduisent pas (ou peu) d’approximation, elles sont utilisées pour obtenir
des calculs de référence afin de valider des calculs déterministes.

Cependant, un grand nombre de neutrons est nécessaire pour avoir une idée précise
du comportement des neutrons dans le réacteur. En effet, la convergence des tests numé-
riques suit la loi des grands nombres et est donc en 1/+/N oi1 N est le nombre d’histoires
de neutrons étudiées. La lenteur de convergence de ce type de méthode est un inconvénient
par rapport aux méthodes déterministes. Cependant, la convergence ne dépend pas de la
dimension du probléme contrairement aux méthodes déterministes.

Les méthodes stochastiques permettent des calculs précis pour des problémes a source
mais introduisent (comme les méthodes déterministes) des approximations lors de la réso-
lution des problemes a valeur propre.

2.2 Approche déterministe

L’approche déterministe est utilisée pour résoudre I'équation de transport stationnaire
(1.9). Toutes les méthodes s’inscrivent dans un formalisme multigroupe pour la discrétisa-
tion en énergie, ce qui constitue une des approximations majeures de ces méthodes. Pour la
discrétisation des directions angulaires, nous présenterons deux méthodes : 'une collocative
(méthode Sy), 'autre projective (méthode PN). Spatialement, de nombreux schémas numé-
riques ont été étudiés dans la littérature, nous en mentionnerons deux : les caractéristiques
et les éléments finis discontinus.



2.2.1 Discrétisation en énergie

L’idée est de définir des sections efficaces multigroupes constantes sur des intervalles
d’énergie, voir [41]. Les intervalles sont notés [Eg, Eq_1] et I'ensemble {E, }o<o<c est classé
dans l'ordre décroissant : Eg > E; > ... > Eg 1 > E¢ > ... > Eg.

L'équation de transport (1.9) est intégrée sur un intervalle [Eg, E;_1]. On définit alors le

flux multigroupe :
Eg 1

Pe(Q,7) = / ¥(E,Q,7)dE, 2.1)

Eg
ainsi que la section totale multigroupe :
E,- IR E, N o
JE aERFET 5 alEAFET)

7) = = . , 2.2
st Je£ U, P)dE Ps(7) 22

ot1 ¢ est un flux scalaire de référence a définir. L'équation multigroupe s’écrit :
Lp (€0, 7) = Q- Vo (O, 7) + 01,4 (O, P)pg (U, 7) = Sg (1, 7). (2.3)
La source Sq s’écrit en fonction des noyaux de diffusion et de fission :

S.(Q,7) = /E e <D¢(E,ﬁ,?)+/1\F1P(E,?)> dE

8
o, 1 .
Sous I'hypothese (1.2), le noyau de diffusion multigroupe s’écrit :
G+1

Dep(Q,7) = [ dO Y o8 8( - Q) (V, 7). (2.5)

47 g/:1

Les sections de scattering o5 (E’, E, ()’ - Q)) sont discrétisées en énergie a partir d'un flux sca-
laire de référence ¢ :

, Jef " AE'B(E) [ dEou(EE, OV - )

oS8 Q) = 4 (2.6)
Pg

Cette section de diffusion multigroupe définit donc une matrice (Usg/’g )g,¢'» appelée matrice
de transfert (ou de scattering), représentant le passage d'un groupe a un autre suite a une
interaction avec un atome (choc, réaction n — 2n, ...).

Les sections de fission sont discrétisées de la méme fagon via le formalisme multigroupe.
Une fois I’énergie discrétisée, ’équation (2.3) doit étre résolue angulairement et spatialement
pour chaque groupe d’énergie.

Dans les définitions de sections multigroupes (2.2) et (2.6), le flux scalaire de référence
¢ est fourni par des calculs fins en énergie (c’es-a-dire avec beaucoup de groupes) sur des
cellules ou des assemblages. Cette étape introduit une approximation dans la définition des
sections efficaces.

2.2.2 Discrétisation en angle

Nous décrivons deux méthodes largement utilisées pour traiter la variable angulaire )
appartenant a la sphére unité S? = {ﬁ eR3, ||Q = 1}.
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— Laméthode Sy, dite des ordonnées discrétes est une méthode collocative. Elle consiste
a résoudre 1'équation de transport (2.3) pour un ensemble fixé de directions : pour
chaque direction (), le flux angulaire Pe,m est résolu spatialement puis projeté sur
les harmoniques sphériques qui constituent une base pour 1'ensemble des fonctions
définies sur S2. Seuls les moments jusqu’a un ordre arbitraire fixé sont stockés apres
chaque résolution spatiale. Par exemple, le flux scalaire ¢, (moment d’ordre zéro) est
calculé par une formule de quadrature :

¢ = i lP(ﬁ)dﬁ ~ Zw1n¢m- (2.7)

Chaque moment stocké est calculé par une formule de quadrature dépendant de I'ordre
du moment. Les différentes formules de quadrature sont définies par le choix des
couples (wy;, Q). La méthode des ordonnées discretes est utilisée dans les calculs
présentés par la suite. Elle est implémentée en utilisant les formules de quadrature
dites "Level Set Symmetric", voir [36] et la figure 2.1. Pour un N donné, une formule
SN possede W directions par octant. Si le calcul est fait en 2D, par symétrie, on
montre que les 4 octants supérieurs de la sphere unité suffisent.

FIGURE 2.1 - De gauche a droite sont présentées les directions angulaires (en rouge) des
formules Sy, S4, Ss. Les directions sont présentées sur un seul octant.

Des formules produits peuvent aussi étre utilisées et donner de meilleurs résultats
(exemple du Benchmark "C5G7" présenté au chapitre 6).

Les équations Sy produisent des oscillations non physiques, connues sous le nom d’ef-
fet de raie. En effet, ces équations n’autorisent la solution a se propager que selon un
ensemble fini de directions et non selon I’ensemble continu des directions associées a
I’équation du transport, voir [39].

Avec la méthode Sy, I'équation a résoudre spatialement s’écrit pour un groupe g et
une direction angulaire (), fixés :

o - Vipem(7) + 0t,g(F)Pgm(F) = Sgm (7). (2.8)

La dépendance angulaire du second membre S, ,, est détaillée dans la section sui-
vante : le noyau de scattering est projeté sur les polyndmes de Legendre et le flux
angulaire sur les harmoniques sphériques. L'équation (2.8) est résolue spatialement
par les éléments finis discontinus.

— La méthode PN projette 1’équation de transport sur une base tronquée des harmo-
niques sphériques. Des couplages entre les équations angulaires apparaissent (contrai-
rement a la méthode Sy). Cette méthode projective nécessite plus de calculs mais
gomme les effets de raie. D’autre part, la convergence en angle est connue contrai-
rement aux formules SN.
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2.2.3 Discrétisation en espace

L’équation a résoudre en espace a été écrite en (2.8). Elle est issue du formalisme multi-
groupe et des formules Sy. Sans les indices d’énergie et d’angle, elle s’écrit :

Q- Vy(7) + o (F)p(F) = q(7). (2.9)

Nous présentons deux méthodes : les caractéristiques et les éléments finis discontinus (EFD).

Caractéristiques

La méthode des caractéristiques est basée sur une intégration de 1’équation (2.9) le long
des trajectoires qui sont les droites de vecteur directeur (). Le terme de fuite peut étre vu
comme une dérivation sur ces droites :

Q- Vp(7) = (7 = 7o +503), (2.10)
ou 7y appartient au bord du domaine spatial. En supposant la section efficace constante sur
le domaine, 1’équation (2.9) s’écrit :

d - =
—SO0r s SOt — i~
e (zp(ro +sQ)e ) q(7o + sQ)). (2.11)
Apres intégration, I'expression du flux angulaire est :
— S —
(70 +sQ) = (7o) + / q(7 4 xQ)e~ )%y, (2.12)
0

Pour les zones homogenes, le calcul du flux revient au calcul d"une intégrale sur une droite.
D’autre part, une équation de transmission est utilisée pour définir un flux surfacique (contrai-
rement aux éléments finis discontinus, ot le flux transmis est le flux de la maille amont). Voir
la these [37].

Eléments finis

La méthode des éléments finis discontinus a été proposée par Reed et Hill en 1973 pour
des calculs de neutronique, voir [47]. Les calculs d’éléments finis continus présentent des
oscillations non physiques aux interfaces entre deux milieux différents associées a de fortes
variations du flux. Ces oscillations n’apparaissent pas avec les EFD. Cette méthode est étu-
diée dans [34] ol les auteurs montrent que le probléme discrétisé est bien posé : la méthode
est équivalente a une méthode de type Runge-Kutta. D’autre part, ils ont montré qu’'une
résolution triangle par triangle est toujours possible en 2D. Ce qui n’est plus vrai en 3D, voir
l'article [62]. Ils ont aussi montré que la convergence est en h* en norme L? si la solution est
dans H*1. La convergence est en #**1/2 pour la norme associée a la forme bilinéaire issue
de la formulation variationnelle, voir [20].

Choix des éléments finis discontinus pour une équation hyperbolique

Dans [20], un exemple d’équation hyperbolique en 1D montre la différence entre éléments
finis continus et discontinus : les éléments finis continus présentent des oscillations alors que
les EFD approchent correctement la solution. Pour des problemes hyperboliques du premier
ordre, la méthode des éléments finis continus a une constante de stabilité qui tend vers zéro
lorsque le pas de la maille & tend vers zéro. Ce phénomene perturbe la convergence. En uti-
lisant des EFD, cette constante de stabilité ne tend plus vers zéro lorsque le pas du maillage
tend vers zéro, ce qui justifie 'emploi de cette méthode pour ce type de probleme.
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La méthode des éléments finis consiste a projeter 1’équation sur un espace d’approxima-
tion de dimension finie. Pour ce faire, on multiplie (2.9) par une fonction de base v puis on
intégre sur une maille K.

/I<(()-V¢)U+/I<atlpv:/l<qv. (2.13)

Les éléments finis discontinus sont obtenus en imposant faiblement les conditions aux bords
pour chaque maille K :

Q-v v—i—/a v—l—/ Q-7 i”tvi”t:/ v+/ Q- amonty,int,
J @I+ [ oot [ Qe |y [qot [ Qe |y

(2.14)
La normale 7. de 0K est orientée vers 'extérieur de la maille K. La frontiere 0K_ (resp.
0K} ) est la frontiere entrante (resp. sortante) de la maille K :

0K ={7€dK,Q-ii(F) <0}, 0K, ={FeaK Q- ii(F) > 0}.

Soit K une maille donnée. Nous définissons le flux ™ (resp. ¢°**) sur le bord 9K comme le
flux obtenu par limite des valeurs intérieures (resp. extérieures) a la maille K. Soit x € 9K,

P (x) = Hm p(x — €fpyt), P (x) = lm Pp(x + €fext). (2.15)

e—0t e—0t

Toujours pour x € 9K, le flux """ selon la direction () est défini par :

PPt (x) = lim p(x — eQY). (2.16)

e—0t

Nous avons les égalités suivantes :
sur aKJ” lpamont — wint . sur aK,, lpamont — lPeXt. (2.17)

Nous simplifions les notations dans (2.14) en écrivant ¢ = i et v = v car la formulation
locale repose sur une intégration sur la maille K. Comme pour 7 € 9K_, Q- i(7) < 0, la
formulation (2.14) devient :

/ (ﬁ -Vy)v+ / v — / Q- HextPv = / qu — Q- ot ™0 (2.18)
K K aK_ K aK_

La premiere estimation de convergence en norme L? proposée dans [34] a été amélio-
rée et étendue dans [31] aux normes LF pour 1 < p < +o0 sous certaines hypotheses. Une
approche systématique de la preuve de la convergence basée sur une condition inf-sup est
proposée dans [20]. Nous avons utilisé ce point de vue pour montrer la convergence pour
des éléments finis discontinus courbes. Le taux de convergence en k 4 1/2 est montré étre
atteint dans [43] ou1 un maillage particulier est analysé. Dans [49], ’auteur étend la classe
de maillage ot une convergence en #**1/2 (et non en i**1) est observée. D’autre part, la
méthode des éléments finis discontinus a été largement étudiée pour des problemes ellip-
tiques [13], et pour des problemes d’advection-diffusion [28].

L’équation (2.14) revient a résoudre un systeme linéaire local :

Ay = f. (2.19)

Ce systéme est-il bien posé ? La démonstration est standard, voir [56] par exemple. On pose
¢ = v sur K dans (2.14), nous restons vagues sur la définition de v. On remarque que :

/(E)-VU)UZ —/(ﬁ-VU)U—l— Q- 7io? (2.20)
K K
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En définissant la trace par extension des valeurs intérieures, il vient :

o 1 L 1 L 1 o
Q-Voyo==[ Q-fiv*== Q-iiv*+ = Qi 221
/K( ) 2 Jak 2 Jak, 2 Jak_ @21)

S
S|

Ainsi

/(Q-Vv)zH—/Utvz—i—/ | Q-7 | o?
K K K-

1 , 1 )
:/Utzﬂ—l—f/ |Q-ﬁ]vz+7/ 17 | 2
K 2 Jok, 2 Jak_

Le systeme est bien posé a condition que 0; > 0y > 0 car, dans ce cas, la forme bilinéaire
associée a la matrice A est définie positive :

(2.22)

/I<(Q-Vv)v+/KUtv2+/aK_ Q-7 | 0 2 ool Pagg, (2.23)

La coercivité sera abordée plus en détail au chapitre 5.

Remarques :

- Les conditions aux limites dans (2.14) sont ajoutées et non retranchées pour assurer la coer-
civité de la forme bilinéaire.

- La condition oy > 0y > 0 doit étre vérifiée pour assurer l'inversibilité de la matrice locale
A. Or, dans certaines situations physiques, le cas 0; = 0 peut se présenter.

- L'utilisation de la normale exacte pour des intégrales de bord permet d’obtenir la coercivité
de la forme associée a la matrice A. Pour les éléments courbes, utiliser la normale moyenne
entraine une perte de la coercivité dans certains cas, c’est pourquoi la normale exacte doit
étre gardée dans les formules d’intégration numérique. Cette question est développée a la
section 5.5.

Le lecteur intéressé pourra consulter les références [20, 10, 14, 65] pour plus d’informations
a propos des éléments finis.

2.3 Enchainement des calculs

La valeur propre et le flux associé sont calculés itérativement, on parle d’itérations ex-
ternes :

Ly" 1 (E,Q,7) = Dy" I (E,Q,7) + %FI/J”(E, 7), (2.24)

le flux angulaire "+ est calculé a partir des sources de fission de l'itération externe précé-
dente 1. En intégrant les équations (1.7), pour ¥ = "+, et (2.24) sur 'espace des phases yx,
il vient :

L . Loy 1
/X AE Q7 (L1 (E,0,7) ~ Dy (E,0,7)) =y

/ dEdQdFEY"TY(E,7),  (2.25)
X

/X dEd0 a7 (L™ (E,0,7) — Dy (E,0,7)) % /X dE dQyd7Fy" (E, 7), (2.26)

ce qui permet de mettre a jour la valeur propre :

dE dQ d7 Fy"t\(E, 7
An X 1!]

/\n-i-l —_ _ )
[, dEdQyd7 Fy" (E, 7)

(2.27)
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A l'intérieur de chaque itération externe, 'équation (2.24) est résolue sur chaque groupe
d’énergie et s’écrit, apres discrétisation en énergie, presque comme 1'équation (2.3) :

L¢g+l(ﬁ,r) D ¢"+1(Q 7) + T g¢"(7). (2.28)

Nous réécrivons 1'opérateur de diffusion multigroupe d’apres 1’équation (2.5) :
G+1

Doyp(Q,7) Z dQ/agg L Q) (V7).

En omettant les indices d’énergie, le noyau o peut étre décomposé sur les polynéomes de
Legendre qui forment une base hilbertienne de Iespace de Hilbert L?([—1,1]) :

- L 1 & .
(Y- Q) = i n;o(Zn +1)05,, Py (QY - Q) (2.29)
avec, en écrivant y = o - ﬁ,
1
oo =27 [ o) Pa(m)dp (2.30)

En injectant cette série dans 1’expression de 1'opérateur de diffusion a un groupe d’énergie,
il vient :
. 1 & e,
Dy(Q) = — Y (2n+ 1)05,,1/ Py (G- Q) (V) dCY. (2.31)
4 = 4m
Nous utilisons la formule d’addition pour écrire un polynéme de Legendre comme somme
d’harmoniques sphériques :

47

P (Y- Q) = ST Z Y (Q) Y (). (2.32)

m=—n

L'opérateur intégral de diffusion s’écrit alors :

DY) = ) o / Y Y)Y (GG

47 ="n

_ Zasn Y vr@ / Y (O )y (O dCY. (2.33)

m=—n

Le flux (€)' est projeté sur la base des harmoniques sphériques :

PO =Y Y (@) on gy = [ p@)y;" (@) 234
n=0m= T

La propriété d’orthogonalité des harmoniques sphériques pour le produit scalaire sur la
sphere unité permet de simplifier I’expression de 1’opérateur de diffusion :

[ee]

Dp(Q) = ersn 2 YrQ) Y 2 lpq/ YV )YE ()G

m=—n p=0q=—p

= ZUsn Y (o (2.35)

m=—n

L'opérateur de fission n’est pas détaillé ici car son traitement est similaire a celui de
I'opérateur de diffusion. Voir aussi [48], section 14.4.1., et [21].
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ATl’itération n + 1, dans un groupe g, pour une direction Qm, le flux l[)”Jrl vérifie :
(i - V + 01, (F)) Pkt =SSt (F) + SEL, (7). (2.36)

Comme le flux angulaire 1/}”“ apparait encore dans la source SS”“, contenant le terme
de self-scattering (05%) issu du noyau de diffusion Dy, une itération supplémentaire, dite
interne, est ajoutée. Lors d’une itération externe n + 1, pour un groupe g fixé, on résout
spatialement a I'itération interne i 4 1 I’équation suivante pour chaque direction 0,

(O - V + 01, (F)) i1 = SSELM (P) + SFYL, (7). (2.37)

Les moments sur les harmoniques sphériques du flux angulaire (c’est-a-dire, le flux scalaire,
le courant...) sont calculés apres chaque itération interne afin de pouvoir recalculer la source
SS¢m ”H ’( 7) pour l'itération interne suivante. Le terme SF;,, contient les autres sources de

scattering ((f;,g avec g’ # g) et les sources de fission; il est mis a jour a la fin de chaque
itération externe.

Remarque :
Nous présentons au chapitre suivant une méthode d’accélération synthétique. Mais une
autre méthode d’accélération portant sur les itérations externes existe déja dans le code :
l'accélération de Chebyshev. Nous résumons la présentation qui en est faite au chapitre 5
de [59]. Pour résoudre 1’équation
(I-M)x =g, (2.38)

'algorithme itératif classique s’écrit, pour m > 0:
x(m ) = My 4 o (2.39)

La convergence dépend des valeurs propres de la matrice M. On peut modifier I’algorithme
en définissant un nouvel itéré, pour m > 0:

= i vi(m)x®. (2.40)
i=0

Dans le cas oil tous les x(!) = x, une contrainte sur les coefficients apparait : Y7, v;(m) = 1.
L’erreur par rapport a la solution exacte x de (2.38) peut s’écrire :

y(m) —x = pm(M)eo, (2.41)

ol p,, est un polynome tel que p,,; (1) = 1, et eg = x(¥) — x. Optimiser la convergence revient
a un probléme de minimisation du maximum d’un polynéme sur l'intervalle [—1,1]. La
solution de ce dernier probleme est donnée en termes de polynomes de Chebyshev.

En définissant p,, comme un polyndme de Chebyshev, on obtient une formule pour dé-
finir y("*1) en fonction de y™ et y("~1), avec m > 0

Y = @1 (My™ + gy 4y D), (242)

ol wy, 11 est défini en fonction des polynomes de Chebyshev et du rayon spectral de M. En
résumé, ’accélération de Chebyshev consiste a définir le nouvel itéré comme une combinai-
son linéaire des deux itérés précédents avec des coefficients adéquats.

Dans un calcul de transport, lors d"une accélération de Chebyshev, le flux scalaire ¢"*!
correspond a I'itéré y("*1), la matrice M correspond a I'opérateur de transport, et les sources
issues de la fission et du scattering multi-groupe correspondent a g. On pourrait envisager
d’accélérer tous les moments sur les harmoniques sphériques et pas uniquement le flux
scalaire.
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Chapitre 3

Diffusion Synthetic Acceleration
(DSA)

Les indices relatifs au groupe d’énergie sont omis pour plus de clarté.

Lors d'un calcul de criticité, le critere de convergence porte sur le flux scalaire (de chaque
groupe d’énergie) et sur la valeur propre : lorsque I'écart entre deux itérations externes suc-
cessives est en dessous d’un certain seuil pour ces deux grandeurs, I'algorithme est arrété.
Méme si le flux angulaire est résolu a chaque itération pour chaque direction, seuls les mo-
ments du flux angulaire sur les harmoniques sphériques jusqu’a un certain rang sont sto-
ckés. Dans le cas de chocs isotropes nous rappelons le schéma numérique d"une itération
interne :

Loyt = o' +4, (3.1)
o = Y wnyl (3.2)

L’équation (3.1) est résolue pour chaque direction angulaire, puis le flux scalaire est mis a
jour en utilisant I’équation (3.2). La donnée d’entrée est le flux scalaire ¢ et celle de sortie
est ¢l *1. Pour une itération interne, le critere d’erreur porte uniquement sur le flux scalaire.
Comme nous nous intéressons notamment a l’erreur entre deux itérations ¢! — !, nous
considérons plutdt le schéma ot la source g est nulle :

Loyt = o, (3.3)
o = Y wnyl (3.4)
m

Définition 3.0.1 Les fonctions propres du schéma numérique défini par les équations (3.3) et (3.4)
sont les flux scalaires ¢! tels que ' = w¢!, et w est la valeur propre associée i ¢'.

La vitesse de convergence de cette méthode dite de "source iteration" est quantifiée par le
rayon spectral p.

Définition 3.0.2 Le rayon spectral p du schéma numérique défini par les équations (3.3) et (3.4) est
défini par :
p = sup|w|, (3.5)

avec w valeur propre du schéma.

Asymptotiquement, c’est-a-dire pour | — +o0, on peut montrer que p est équivalent au
rapport entre l’erreur a l'itération / + 1 et l'erreur a l'itération /.

Définition 3.0.3 Un milieu est dit diffusif si le ratio c = > est proche de un.
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Nous donnons la définition suivante :

Définition 3.0.4 Un flux angulaire p(QY) est dit diffusif s'il est affine en la variable Q). De plus, il
s’écrit alors :

p(G) = (9 +3]-0). 36)

¢ et ] sont respectivement le flux scalaire et le courant.

Dans la premiere section, nous commengons par présenter une analyse de Fourier 1D du
transport pour un milieu homogene infini. Le rayon spectral p est alors égal au coefficient c
introduit ci-dessus. Dans des mileux diffusifs, le coefficient c peut prendre des valeurs trées
proches de 1, de l’ordre de 0.999. Dans ce cas, le schéma composé de (3.1) et de (3.2) converge
tres lentement. Dans cet exemple, le rayon spectral est atteint pour le mode nul. Cette ob-
servation a incité les numériciens a développer des méthodes d’accélération de convergence
en résolvant une équation de diffusion. D’autres justifications pour I'accélération sont expo-
sées dans la suite de la premiere section : ’algorithme de "source iteration" peut étre long a
converger et conduire a de fausses convergences; d'un point de vue mathématique, ’accé-
lération par la diffusion est un préconditionneur. Le schéma en quatre étapes ("Modified 4
steps") est exposé dans la deuxiéme section. L'instabilité de la méthode amene a 1'utilisation
d’un parametre issu des méthodes de pénalisation intérieure. Une analyse de Fourier du
schéma discrétisé en 1D et 2D (pour deux motifs géométriques) permet d’avoir une idée de
I'accélération possible et de vérifier que le schéma accéléré est stable.

Une littérature abondante recense les travaux menés autour des méthodes d’accéléra-
tion, voir par exemple [2, 23, 40, 58, 61, 62, 63]. La référence [2] dresse notamment un pa-
rallele entre les méthodes russes et occidentales. D’autre part, l'article [23] compare deux
méthodes d’accélération du transport Sy : I'une par la diffusion, I'autre par du transport
S». Les analyses de Fourier montrent que le rayon spectral de 1’accélération par la diffu-
sion est plus petit que celui correspondant a I’accélération par du transport S, voir la figure
2.1 pour un exemple de directions Sy. L'accélération par la diffusion a un rayon spectral
paiff < 0.23c, et 'accélération par le transport S; a un rayon spectral ps, = =, avec c in-
troduit dans la définition 3.0.3. Les auteurs observent que 1’accélération par la diffusion est
toujours meilleure que celle par le S,.

3.1 Justification de la DSA

3.1.1 Analyse de Fourier 1D du transport

L’analyse que nous présentons est tirée de l'article [33].

La géométrie 1D

Une géométrie 1D (suivant 1’axe z) est en fait une géométrie 3D homogene et infinie
sur les directions transverses. Le flux scalaire ¢ est défini comme 1'intégrale sur la sphere
S C R

p(x,y,z) = A P(Q, x,y,2)dQ). (3.7)
T
On peut simplifier 1’expression. Nous commengons par réécrire l'intégrale en posant Q=
cos & sin ¢

sinasing |, voir la figure 3.1 :
cos @

27 T
o(x,y,2) :/o doc/o Y(a, ¢, x,y,z)sinpdg. (3.8)
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Comme la géométrie est homogene en (x,y), le flux angulaire ¢ et le flux scalaire ¢ ne dé-
pendent que de la variable z. Le flux ¥ («, ¢, z) ne dépend pas non plus de I'angle « puisque

Z —
Q)

FIGURE 3.1 — Une direction Q) de S? est repérée par deux angles a € [0,27] et ¢ € [0, 77]. Le
vecteur Q- est le projeté de () dans le plan (x, ).

le probleme est axisymétrique. Nous obtenons ainsi

P(z) = Zn/onyp((p,z) singde. (3.9)

En posant y = cosg, le flux scalaire "1D" s’écrit :

1

¢z =27 [ y(p,z)dp. (3.10)

Uniquement dans cette section, le flux scalaire ¢ est normalisé en le divisant par 47, ce qui
donne le coefficient  dans 1'équation (3.12). De plus, maintenant que nous avons justifié
'expression du flux scalaire ¢(z), nous renommons la coordonnée z par x.

Analyse de Fourier

En 1D, c’est-a-dire pour une géométrie 3D homogene dans les plans 2D, le schéma de
"source iteration" s’écrit :

d 1+1/2
l’llljdix_{—o-tlpl+1/2 — Us¢l+q/ (311)

1 1
¢l+1 _ ¢l+1/2 = E [1 lpl+1/2(]1,x)d]1. (3.12)

Apres le changement de variable x' = 0;x, I’équation (3.11) peut se réécrire :

dy!1/2 1+1/2 !

ou ¢ = 05/0y. Nous avons réécrit g a la place de g/0;. En écrivant cette derniére équation a
l'itération [ et | — 1, on peut écrire :

d\Ifl+1/2

—+ yi2 — @l et ! = @12 (3.14)

19



gl+1/2 _ tle/z _ ¢l_1/2 ot @ — (Pl _ ¢l—1_ (3.15)
Si la fonction d’entrée du schéma de source iteration est ®(x) = ¢"** alors, si on pose
YIHY2(x,0) = f(p)e™, (3.16)
il vient :
flu) =5 +CZ. A P! = w(r)e, (3.17)
avee L d arctan A
wA) = %/_1 7 +)P:2y2 = (3.18)

Autrement dit, les fonctions e/** sont des fonctions propres du schéma numérique de "source

iteration" en 1D associées aux valeurs propres w(A). Le rayon spectral p est défini comme :

p = suplw(A)| =c. (3.19)
AeR

Cette analyse de Fourier dans une situation simple permet de conclure que 'erreur ne peut
pas étre réduite de plus d’un facteur ¢ entre deux itérations de transport. D’autre part,
d’apres I’équation (3.18), le rayon spectral est atteint pour le mode nul, A = 0, voir la fi-
gure 3.2. Lorsque A — 0, le flux ¢ s’écrit :

C

iAx _ 1—3i IAX 2 )
1+i)\ye c(1—iAp)e”™* 4+ 0(A7)

P2 ) = flp)e =

Donc, pour A — 0, le flux angulaire ¢ est linéaire en y a une correction prés en A2 : le flux
est "quasi-diffusif". Autrement dit, les modes A responsables de la lente convergence sont les
modes proches de zéro, et les flux associés sont quasi-diffusifs. Voila pourquoil’opérateur de
diffusion semble étre un bon préconditionneur pour le transport : les itérations de transport
ne réduisent pas les erreurs sur les modes diffusifs.
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FIGURE 3.2 - Graphe de la fonction A +— &<and,

3.1.2 Lente convergence, fausse convergence

Le schéma dit de "source iteration" s’écrit en terme d’opérateurs comme :

Lyt = syl +4. (3.20)
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L'opérateur L contient les fuites et les collisions. L'opérateur S traduit le scattering, et g
désigne une source extérieure. Le terme initial ¢° est défini par l'utilisateur. En inversant
I'opérateur L, cette équation peut s’écrire

1/)l+1 — Bl/)l +R

Pour le transport discrétisé en énergie, angle et espace, 'opérateur B agit sur un espace de
dimension finie et peut étre vu comme une matrice. La solution ¢ désigne alors la solution
exacte de ce probleme approché. Nous énongons le théoreme 1.4-3 de [16].

Théoreme 3.1.1 Soit A une matrice carrée quelconque et || - || une norme matricielle, subordonnée
ou non. Alors,
p(A) < [|A]].

De plus, étant donné une matrice A et un nombre € > 0, il existe au moins une norme matricielle
subordonnée telle que

1Al < p(A) +e.
Comme la solution exacte i vérifie ) = By + R, I’erreur a l'itération [ s’écrit :
-9 =By —¢') =..= B (p—y°). (3.21)
En une dimension, dans un milieu homogene infini, la valeur du rayon spectral p est égale
au coefficientc: p = ¢ = & < 1. D’apres le théoreme 3.1.1, il existe une norme || - || telle que
p<|[Bll<p+e<], (3.22)

pour € > 0 aussi petit que 1'on veut. Nous pouvons donc majorer 1'erreur en fonction du
rayon spectral p de 'opérateur B :

[ — "Il < 1IBII'lp — ¢°1] < (o + €)'y — 9°)I. (3.23)
Le coefficient ¢ étant tres proche de 1'unité dans des milieux diffusifs, la convergence est tres
lente.

D’autre part, ’équation (3.21) prise pour I — 1 donne aussi :

gy =By =By —y)+ By -y, (3.24)
et donc:
gy =(I=B) "By —y"). (3.25)
On peut écrire (I — B) ™! = ozoj B qui est une série absolument convergente pour une norme
|| - || vérifiant (3.22). Cette énciioture permet de majorer la norme
1= B)71 < =z

Nous pouvons écrire une autre estimation de 1’erreur :
|IB]]

Iy —¢'|l < (1 =B)7'BI|||l¢' — '] < W\W At (3.26)

Remarquer que % < 1!ﬁ|B"H < 179(;;). De plus, lorsque la valeur propre maximale est
simple et que 'indice d’itération I tend vers 1'infini, nous avons :

o =9Il el =L (327)

Le critere d’arrét des itérations est généralement I'erreur entre deux itérations successives.
L’estimation précédente montre comment la convergence peut étre faussée : pour un rayon
spectral p proche de un (cas des milieux diffusifs), le majorant peut étre non négligeable
méme si le critere d’arrét est faible.
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3.1.3 Accélération synthétique

Comme le schéma numérique accéléré comporte un calcul supplémentaire par rapport
au schéma de "source iteration", I'exposant [ + 1/2 est utilisé pour le flux angulaire calculé
par le transport :

Ly 2 = syl + 4. (3.28)

Le but est d’obtenir un flux angulaire ¢'*! beaucoup plus proche de la solution exacte § que
ne I'est y'*1/2. Comme v vérifie
Ly = Sp+q, (3.29)

on peut écrire :
Ly — ¢t = S@p—o')=Sp—¢'t2) +s@H2—yh),  (330)
(L=S)(p—y't1/2) = s(yp't/2—y, (3.31)
¢1 — ¢l+1/2 4 (L . S)fls(lpl+1/2 . wl) (332)

L'idée de I'accélération synthétique est d’approcher I'opérateur (L — S) par un opérateur M
d’ordre moins élevé et donc moins cotiteux. L'itéré ¢! est donc défini par :

¢1+1 _ ¢l+1/2 + M—15(¢l+1/2 _ ¢,l). (3.33)

Dans le schéma numérique accéléré, deux opérateurs interviennent. L'opérateur de trans-
port (d’ordre élevé) L qui est inversé pour calculer ¢'+1/2, voir I'équation (3.28). Puis 1'opé-
rateur M (d’ordre moins élevé ) qui permet d’ajouter une correction a '*1/2, voir I'équation
(3.33). Un point crucial est donc de bien choisir l'opérateur M. Il doit étre moins cotiteux
mais assez précis.

3.1.4 Préconditionneur

Définition 3.1.2 Soit A une matrice inversible. Le conditionnement x(A), pour une norme matri-
cielle subordonnée || - ||, est un nombre défini par :

x(A) = [|Al[[|A7H].

Ce nombre permet entre autres de connaitre la sensibilité d'un systeme linéaire par rapport
au second membre. En effet, soit le systeme

Ax =b.

Si une perturbation est appliquée au second membre b, la perturbation sur la solution x est
majorée par :

[|Ab]|
< x(A) 122 (3.34)
[|xl] [12]]
L’'inégalité (3.34) vient du calcul suivant :
|Ax]] _ [|AT'o— ATH(b+ Ab)|| _ [|ATM] [|Ab]]
- < I . (3.35)
[|x[] |A=1D]| |A=1D]]
_ _ b . oo
Et ||A71]| > ||A]I7YB]| = ||A]l > \Izl\‘*‘l‘bl\ qui est vrai puisque || - || est une norme

subordonnée (faire b = A(A~1b)).

Définition 3.1.3 Soit le systeme linéaire Ax = b avec A inversible. Une matrice P est un précon-
ditionneur de A si le conditionnement de la matrice P~' A est plus faible que le conditionnement de
A:

k(P71A) < k(A).

Le systeme P~' Ax = P~'b est dit mieux conditionné que le systéme Ax = b.
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En pratique, on préfere résoudre le systéme préconditionné car il nécessite moins d’itéra-
tions que le systeme initial.

Nous montrons que 1’accélération synthétique peut étre vue comme un préconditionne-
ment de 'opérateur de transport par un opérateur M a déterminer.

En inversant L et en notant A = [ — L™!S et § = L~!q, I'équation (3.29) s’écrit :

Ap =g (3.36)

L’équation (3.36) peut étre vue comme une équation matricielle ou A est la matrice du sys-
teme linéaire. En reprenant I'équation (3.20) du schéma de "source iteration" avec ces nou-
velles notations :

B (1 Ay +a. (3.37)

s.d.

L’équation (3.37) décrit une itération dite de Richardson.

Si, maintenant, nous nous intéressons au schéma accéléré, nous avons alors :
1+1/2 I | A
Y2 =(1- A +4, (3.38)
et d’apres I'équation (3.33)

é—ci-cl _ lPl+1/2+M_IS(lPl+1/2—1,DI)
= (I-AY +a+M'S(I-A)p' +4—¢)
= (I-A) 4+4+M1S(—Ap +4)
= ¢ — (I+ M)Ay + (I+ M715)4. (3.39)

Il ne reste qu’a définir P = [ + M!S, pour obtenir un schéma de Richardson préconditionné
pour I'équation (3.36), de préconditionneur P :

1 — (I — PA)Y + Pa. (3.40)

acc

En comparant (3.37) et (3.40), on voit que la suite (¢, ); résout itérativement le systeme
(3.36), alors que la suite (). ); résout le systeme

PAY = P4 (3.41)

Donc utiliser ’accélération synthétique revient a préconditionner le transport par un opéra-
teur P = [ + M~1S. De plus, en supposant M~ ~ (L — S) 1, il vient :

P~I+(L-S)'S=(L-8) " (L-S+S)=(I—-L1s)t=A"1 (3.42)

Autrement dit, PA ~ I, et la convergence devrait étre plus rapide avec ce schéma accé-
léré. Dans la section suivante, nous définissons 'opérateur M comme étant l'opérateur de
diffusion, notamment suite a 1’analyse présentée en 3.1.1.

3.2 Schéma numérique

Nous présentons maintenant le schéma numérique comprenant le calcul de transport
et le calcul de diffusion, voir [3]. Pour simplifier, nous nous plagons dans le cas des chocs
isotropes : la section o5 ne dépend pas de la variable Q).

L’équation dont nous accélérons la résolution itérative est :

Os

Q. Vg2 o gyt = -

¢ +s. (3.43)
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Le flux angulaire (Q}) comme fonction de L2(S?) peut étre projeté sur la base des har-
moniques sphériques, voir (2.34) et I'annexe C.4 de [48]. Les coordonnées sur cette base
orthogonale hilbertienne sont appelées aussi moments. Le flux scalaire ¢ = [, 1 (Q)dQ) et
le courant | = Jin Qy(Q)dQ) sont respectivement les moments d’ordre zéro et un sur les
harmoniques sphériques. Apres intégration de (3.43) sur la sphére unité 52 en la variable (3,
nous obtenons :

V. JH2 Ll 12 = 0,9t + 5, (3.44)

ottsy = [, s (Q0)dQ). La deuxiéme projection consiste a multiplier par la variable ) puis a
intégrer sur la sphere angulaire.

| (0-9¢2) Gy a2 =5, (3.45)
7T

oud = [, s(Q)QdO. Nous détaillons le calcul de I'intégrale [, (V- (Qy'*1/2))Q pour une
géométrie 1D, ot1 'appellation "1D" est a comprendre comme dans la sous-section 3.1.1. En
1D, le flux angulaire (u), —1 < u < 1, est projeté sur la base des polyndmes de Legendre
notés P,. Cette projection est tronquée a l'ordre N :

[ee]

P, x) =Y (20 +1)¢u(x) Pu(p) (3.46)

i=0

ot le coefficient ¢, (x) = w(p)dp. En 1D, (3.45) s’écrit :

1
2n+1 —1 H,x )

dy' 1/ 1+1/2
/Jﬂ " )Mdﬂ+0t/ g 2dp = / psdp. (3:47)

On développe

1 d¢l+l/2 ) d51+1/2
| S = Y @+ )™ [ (P (1))

n=0
dq>l+1/2 [+1/2
NGO ) (n )% [ kB
= .
(3.48)
Les polynomes de Legendre vérifient la relation de récurrence suivante :
(2n +1)uPy(p) = (n +1)Pyyq(p) + nPu_1(p), (3.49)

avec Py(u) = 1l et Py(i) = u. De plus, les polyndmes de Legendre forment une base ortho-
gonale pour le produit scalaire < u,v >= [ il uvdu. On reprend la somme de (3.48) :

l+1/2 l+1/2

3+ 1) 5 [ tup i = e+ )5 [ PG b )

oo I+1/2
= 3 M [ R (0 1P (1) + 2Py 1)

n=1

(3.50)
1+1/2 ) d 1+1/2

= T )™ [ R+ Ent i [ popeaody

1+1/2 1+1/2

4dg)

_ %% / Py (11)2d .
dx . 1(.”) H= 3 dx
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Donc (3.48) s’écrit :

3 a3

1 d 1+1/2 2 1+1/2 4 d 1+1/2
[ Y = po " 4,392 (351)

Finalement, I'équation scalaire (3.47) devient :

S 3 d + 20t 12 = 24 (3.52)

que l'on simplifie encore :

1 d¢l+1/2 2 d¢l+1/2 141/2
3 dx 3 dx 0o 359

Le calcul en 3D reprend les mémes idées. Les harmoniques sphériques remplacent les poly-
ndomes de Legendre. L'équivalent de (3.51) est donné par :

An(v (2N A = 5V(Plﬂ/z 4 §V P12, (3.54)

Le tenseur d’ordre deux ¢ = [, - %(3() ® QO — Dp(Q)dQ) est le moment d’ordre 2 du flux
angulaire '*1/2 sur les harmoniques sphériques. A comparer au polyndéme de Legendre

Py(u) = (3u® — 1). L'équation (3.45) devient :

%V(PI'H/Z @ ('bl+1/2_|_0j7+1/2 gl (355)

2
3
Dans le cas ou (pl 1/2 — 0 et § = 0, on trouve alors la loi de Fick pour un milieu isotrope,

que l'on écrit sans indice d’itération :

—

J= “30 th (3.56)

Pour un flux diffusif, les moments d’ordre strictement supérieur a un, notamment le

tenseur ¢,, sont nuls. Ces flux sont ceux a accélérer comme nous 1’avons vu en 3.1.1. En

réécrivant les deux équations (3.44) et (3.55) pour des flux linéaires en Q), on obtient un

systéme fermé a deux équations et deux inconnues (le flux scalaire ¢ et le courant J) vérifié
par la solution du transport :

VY2 4 g2 =gl s,

%V(PIH/Z_'_UJIH/Z —5,. (3.57)

L'itéré '+ est défini tel que ses deux premiers moments vérifient I’équation de la diffusion :

V- fl+1 + (thblH :Us¢l+1 + s,
1 _ ) (3.58)
§v¢l+1 4 O.t]l—‘rl =3.

Ainsi, I’erreur due aux flux diffusifs est réduite par ce préconditionnement. En soustrayant

le systeme (3.57) au systeme (3.58), on obtient une équation de diffusion sur l'erreur du flux
scalaire 6¢p = ¢p/*t1 — ¢! T1/2

-V (5 L9591 + (07 — 0)6¢ = o (9172 — ). (3.59)

t
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Nous rappelons que, pour obtenir cette équation de diffusion, les moments du flux angulaire
sur les harmoniques sphériques d’ordre strictement supérieur a un ont été supposés nuls.
Le flux scalaire de l'itération  + 1 s’écrit :

(PH_l — 4)1-1-1/2 +5¢l+1' (360)

Une itération accélérée est donc composée dun calcul de transport sur toutes les di-
rections angulaires, suivi d’une mise a jour du flux scalaire ¢**+1/2. Un calcul de diffusion

permet une estimation de l’erreur sur le flux scalaire. Le flux scalaire final ¢'*! est le seul
moment sur les harmoniques sphériques a étre accéléré.
Q- VL, V2 ol = ol +55, (3.61)
¢l+1/2 _ Zwm¢£11+1/2, (362)
m
= 1
=V (5 Vo) + (o =)o = ou(@! T2 — ¢, (3.63)
t
Remarques :
- Le courant peut aussi étre mis a jour a la fin d"une itération interne en écrivant :
o l+1 = 1+1 1
FHL = T2 0617 avee 6 T = —5 Vg,
t

- En faisant le parallele avec les méthodes de Richardson pour les systemes linéaires de
dimension finie, une modification envisageable de (3.64) serait d"utiliser un coefficient a :

(Pl-i-l — ¢l+1/2 + “54)14-1‘ (365)
La convergence est optimale si
2
= —,
Amin + Amax

ol Ayin et Ayay sont la plus petite et la plus grande valeurs propres de 1’opérateur de diffu-
sion, voir [46] p.128-129. N’ayant pas connaissance de ces valeurs pendant un calcul, nous
n’avons pas modifié I"équation (3.64).

3.3 Méthode utilisée

La section précédente a permis de présenter le schéma numérique employé pour accé-
lérer la convergence des itérations internes. L'équation de transport est résolue numérique-
ment par les EFD sur un maillage triangulaire. D’apres [4], 'équation de diffusion (3.63) doit
étre résolue avec la méme discrétisation que celle appliquée au transport. Une discrétisation
différente entraine la non conservation des neutrons dans le schéma numérique. Nous uti-
lisons donc les EFD pour résoudre I'équation de la diffusion (3.63). Pour rendre la méthode
stable pour n'importe quel pas de discrétisation, un coefficient de pénalisation apparait dans
I'équation de diffusion discrétisée.

Nous notons F = d¢!*! et nous écrivons la formulation variationnelle de (3.63) apres
intégration par parties. Pour F,v € H'(K) :

_ /BK(DVP Feut)0 + /I'((DVF) Vo + /K 0aFv = /Kas(q>l+1/2 — o). (3.66)

L’équation (3.63) a été intégrée sur la maille triangulaire K de frontiere dK. Pour des chocs
isotropes, le coefficient de diffusion D s’écrit D = 3% On écrit 0, la section d’absorption :
0, = 0t — 0s. Le vecteur 7,y représente la normale extérieure a K.

Puisque nous utilisons des EFD, I'inconnue F n’est pas définie clairement sur le bord 0K

de la maille K. Nous définissons l'intégrale f aK(DVF - Tlext)v dans la sous-section suivante.
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3.3.1 Terme de bord

Nous explicitons I'intégrale de bord de (3.66) sur une aréte e € JK. F et v sont maintenant
des fonctions de I'espace d’approximation défini par les EFD : F et v sont des polynomes par
morceaux défini sur les intérieurs des mailles K.

_ / (floxt - DVF)0 = / o [F] [U]+/e fipxt - {DVE} 0] + / it - {DVOY[E].  (3.67)

e Je
Les notations suivantes ont été utilisées :

) Fext | pint
[F] = F*—F",  {F} = 7‘; (3.68)

ot F&¥t(x) = el_z'>1z)1+F(x + €fdext) €t FiMt(x) = el_izz)aF(x — €fleyt) pour x € e. Les deux quantités

de (3.68) représentent respectivement le saut et la moyenne de la fonction sur le bord e. No-
ter que pour une fonction v de support inclus dans K, nous avons : [v] = —v.

Le troisieme terme du membre de droite dans (3.67) est ajouté afin de symétriser la ma-
trice de diffusion. Le premier terme est le terme de pénalisation faisant intervenir le para-
metre de pénalisation a,. Ce coefficient est un parametre clé pour rendre la méthode stable.
La stabilité est obtenue en rendant la forme bilinéaire associée a la formulation variation-
nelle coercive. Ainsi on peut appliquer le second lemme de Strang pour obtenir l’existence
de la solution approchée et une estimation d’erreur.

Comme les éléments 3D utilisés sont des prismes a base triangulaire, il suffit de multi-
plier par la hauteur du prisme pour passer du cas 2D au cas 3D.

Dans le cadre d'une résolution mixte d"un probléme elliptique, le choix du flux numé-
rique est discuté dans [13] : 1a valeur du parametre de pénalisation «, joue sur la convergence
de la solution numérique. En particulier, la solution numérique converge plus rapidement
si e est en O(h™1) que si a, est en O(1). D’autre part, une borne inférieure du parametre a,
est obtenue dans [19]. L'utilisation d"un tel parametre vient des méthodes de pénalisation
intérieure, voir [6, 19, 42, 61, 64].

Dans I'article [3], les auteurs définissent le parametre « par la formule suivante :
) wm|n-()m|%1:1/ In-QldQ (3.69)
4 47T Ju-0>0 ’

n~(3m>0

=
Il

les couples (wy,, f)m) sont donnés par les formules Sy. Le coefficient « dépend donc de la
formule Sy et de l'aréte traitée.

La définition (3.69) n’est pas satisfaisante car la méthode est alors divergente pour cer-
tains pas de maillage. Nous avons adopté la définition donnée dans la these de Wang,
voir [61] :

1
Ke = max(z,xe) (3.70)
avec
. — Cp1) D1 | C(p2) Dy
¢ 2 I 2 hy’
Les longueurs h; correspondent aux hauteurs perpendiculaires au coté e séparant les mailles

K et K; dont les fonctions de base sont de degré inférieur ou égal a p; et p, respectivement.
De plus, C(p) = Cp(p + 1) pour p > 1, avec une constante C fixée arbitrairement a 2, ce qui

(3.71)
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nous donne C(1) = 4. Pour p = 0, nous prenons C(0) = 2.

Nous avons interprété le coefficient de pénalisation x, en nous inspirant de la méthode des
volumes finis pour p = 0. En effet, le terme a calculer numériquement est : — [, n, - DVF.
Dans les volumes finis, le gradient sur le bord e est calculé comme la somme des taux de
variation de chaque coté de e en faisant apparaitre un terme de surface F,;; dans chaque

maille :
Fonit + Dy Fpi

- /(m -DVF)v ~ —ny-DVF = —(D2F2 — ’_Fl) (3.72)

hy h
ol n1 est la normale extérieure a la maille 1. Le signe ~ souligne que les équations discréti-
sées suivant la méthode des volumes finis et ou des EFD ne sont pas les mémes.
Dans la méthode des volumes finis, le flux de surface F,;; est défini comme une moyenne
pondérée des flux F; et F; :
hoFi +F;
hi+hy
En injectant I'expression de F,; dans la définition de la dérivée numérique (3.72), il
vient :

Fuii = (3.73)

_D1—|-D2

- /(711 -DVF)v ~ W(Fz — 1) = %ot finis[F] = Koot finis[F][0] (3.74)
e
Par analogie avec les éléments finis : [F]| = F, — F; et [v] = —1, car les volumes finis cor-

respondent aux éléments finis de degré zéro (avec donc une seule fonction de base qui est
constante et égale a I'unité sur la maille K). Ainsi, on peut définir un coefficient

D1+ Dy
Kool finis = m

Sil’on définit le flux de surface F,,;; comme la moyenne des flux F; et F; :

F+F
2 7

Fui = (3.75)

on obtient alors
- / fipxt - DVF & —1[F] (3.76)
e

ou x, a été défini en (3.71). En conclusion, le terme de pénalisation dans 1'intégrale de bord
peut étre compris comme 1'utilisation d"un coefficient du méme type que pour les volumes
finis mais utilisant un flux F,,;; de surface différent.

3.3.2 Résolution du systéme linéaire
Le systéme linéaire donné par la diffusion
Ax=1b (3.77)

est résolu par un algorithme itératif de gradient conjugué préconditionné. La méthode du
gradient conjugué s’applique a des matrices définies positives et converge en un nombre
fini d’itérations (égal au nombre d’inconnues). Le préconditionnement consiste a résoudre
le systeme

Pl'Ax =P b (3.78)

en utilisant une matrice inversible P a déterminer. L'utilisation d’un préconditionnement
permet de s’approcher plus rapidement de la solution exacte.
Décomposons la matrice A de la maniere suivante :

A=L+D+LT,
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ou D est la diagonale de A et L la partie triangulaire a diagonale nulle. Si on met en oeuvre
le préconditionnement SSOR (Symmetric Successive Over Relaxation), la matrice P s’écrit :

D w _1,D T
P_(w—f—L)Z_wD (w—l—L) (3.79)
ol w est le parametre de relaxation. La convergence de 1'algorithme est garantie lorsque
w €]0,2[.
L’'intérét du gradient conjugué est la rapidité des calculs (il n’est pas nécessaire d’aller jus-
qu’a la convergence) et le stockage de la moitié de la matrice puisque nous l’avons rendue
symétrique.

3.3.3 Diffusion anisotrope

La dérivation précédente de I'équation de diffusion portant sur I’erreur de flux a été me-
née sans prendre en compte 1’anisotropie des sections o5 : les termes d’ordre supérieur a un
dans le développement sur les harmoniques sphériques ont été négligés dans le selfscatte-
ring. Sil’on prend maintenant en compte des sections de scattering linéairement anisotropes,
I'équation de diffusion (3.63) se réécrit :

Os1

> . (TI+1/2 _ Tl
oo VU ., (380

V- <—D1§(5¢> + (01 — 050)0¢p = USO(¢I+1/2 - (Pl) o

1
3 (U't —0s1 )
changement dans la matrice de diffusion.

Le second membre de I'équation anisotrope comporte un terme de plus qui n’est ac-
tuellement pas pris en compte dans le code. L'accélération est donc moins efficace pour les
sections anisotropes mais reste stable au vu des calculs que nous avons effectués.

ouD; = . Le coefficient de diffusion D; différe du coefficient D = 3% C’est I'unique

3.3.4 Conditions aux limites

Pour résoudre 'équation de diffusion (3.63) les conditions aux limites utilisées portant
sur le flux scalaire ¢ sont :
-Condition de Dirichlet : le flux scalaire ¢ a une valeur imposée (en général nulle).
-Condition de réflexion ou de Neumann : la dérivée normale est nulle.
-Condition de Robin : une combinaison linéaire du flux scalaire ¢ et du courant J est nulle,
cette condition correspond au vide. En effet, la condition de vide se traduit par un courant
entrant [ nul, avec

—

0= Ji z/  Qy(Q)dd (3.81)
Aoyt Q2<0

Sous I'hypothese de la diffusion, le flux angulaire s’écrit $(Q) = (¢ + 3] - Q), ce qui
donne :

Tin __ = = =07 2y R\ _f—» R
A" = (/ﬁm.é@QdQ) ¢+3 (/ﬁm-ﬁ<00(] Q)d0> =27 < o flext + ]) . (382

Sous I'hypothese de la diffusion, I’expression du courant entrant est :

- 1.
A (3.83)

De plus, avec la loi de Fick (3.56) en milieu isotrope, on écrit | = —DV¢ avec D = 1/30;. En
projetant (3.83) sur 7., on obtient :

" 1
7 i = -2 — Ipag. (3.84)



ou 9, désigne la dérivée suivant la normale extérieure au bord e. Ainsi, sous I’hypothése de
la diffusion en milieu isotrope, la condition de vide exacte (3.81) s’écrit :

% + Do, = 0. (3.85)
La condition de Robin, avec les coefficients de (3.85), est exacte dans le cadre de la diffusion,
alors que la condition de Dirichlet est seulement approchée.

Numériquement, le terme de bord a calculer est — f . D9, Fv. Nous détaillons suivant les
conditions aux limites appliquées sur une aréte e.
-Pour les conditions de Dirichlet, on écrit — [, D9, Fv = [ a.[F][v] sachant qu’iln’y a pas de
maille voisine. Le coefficient «, est défini par (3.70) mais la définition de «, est :

ol p1, D1, hy sont les parametres de la maille touchant le bord par l'aréte e.
-Pour les conditions de Neumann, — [, D9,Fv = 0 = [, a,[F][v] donc a, = 0.
-D’apres (3.85), la condition de Robin revient a imposer

~ [Dauko=3 [Fo= [IFIl)

donc a, = 1. Imposer cette valeur a a, n’introduit aucune approximation pour un calcul de
diffusion. Mais pour un calcul d’accélération, une telle valeur introduit une inconsistance
avec le transport discrétisé. En effet, en réécrivant (3.81) et (3.82) pour un ensemble discret
de directions angulaires, on obtient :

0= Z wm(ﬁext : ()m) (P +3 Z wm(ﬁext : ﬁm)ﬁm : T (386)

ﬁext'Qm <0 ﬁext'0m<0

Pour rester consistant avec le transport Sy, on pourrait définir les coefficients de la condition
de Robin 0 = x¢ + 3/ - ] par les formules suivantes dépendant de la normale 7,,; considérée
et de la formule de quadrature :

Y wnliiest - Q) et i Y w(fient - Qo) Qe (3.87)

Aot Oy <0 Hoxt- QO <0

X

D’autre part, nous avons comparé 1'efficacité de 'accélération lorsque les matrices de
diffusion étaient construites pour des conditions aux limites de Dirichlet ou de Robin. La
condition de Dirichlet est une approximation mais la matrice est plus simple puisque cer-
taines lignes et colonnes ne possedent qu'un coefficient non nul (et égal a un) positionné sur
la diagonale. Finalement, les matrices construites avec des conditions aux limites de Robin
restent plus efficaces pour accélérer le transport. Les flux aux bords ne sont pas accélérés si
une condition de Dirichlet est appliquée.

Remarque :

En 3D, les éléments sont prismatiques et ont quatre degrés de liberté : trois radiaux et un
axial. Les trois radiaux sont de type Lagrange, le degré axial correspond a la dérivée du flux
suivant 1’axe vertical. En diffusion, pour imposer un flux scalaire nul sur le haut du réacteur
on considere une maille fictive (au-dessus de la maille supérieure) o1 le flux est 'opposé de
celui de la maille supérieure.
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3.4 Analyse de Fourier

L’analyse de Fourier permet d’avoir une estimation de 1’accélération pour des géométries
périodiques : elle quantifie ’accélération de convergence. De plus, la stabilité du schéma est
aussi vérifiée puisque l'on peut vérifier que le rayon spectral reste inférieur a 1. Dans cette
section, les sections de scattering sont supposées isotropes. Les courbes du rayon spectral p
du schéma numérique en fonction de la taille des mailles / sont présentées a la fin de cette
section.

3.4.1 Analyse des équations discrétisées du transport

En 1D, la droite des réels est découpée en intervalles [x;, x;;1]. L'équation de transport
est maintenant 1’équation (3.14) discrétisée via les éléments finis discontinus :

Xit1

1 1

Xit 1+1/2
siy>0, / l(ydex + ¥ DY odx — p(PV2 (x7) ¥ 2 (x))o(x) = ¢ ol

i Xi

<0 [0 e g () - W ol = o

o x; dx i+1 i+1 i+1 Jx,

(3.88)

La fonction v est une fonction de base de 1’espace d’approximation. Les flux calculés sur

chaque maille sont des vecteurs dont les coefficients sont les degrés de liberté associés aux

fonctions de base {v}. Le flux scalaire &' = ®,¢"** est donné en entrée de ce schéma nu-

mérique. ) un vecteur associé a la base {v}. Les flux angulaires a calculer sur l'intervalle
[x;, x;11] s’écrivent : ¥1H1/2 = ¥ g%,

Xit1

L’analyse de Fourier des équations discrétisées se ramene ainsi a un sytéme linéaire :
14+1/2
Ar(p) ¥ = MP. (3.89)

La matrice de masse M, Mp; = [

1
contient les décalages de phase e*(%i+1=%) ou ¢ (Xi—%i-1) suivant le signe de y, transmis par
les couplages sur les faces entrantes avec les voisins de la maille K = [x;, x;;1]. Pour l’analyse
de Fourier, on suppose que les intervalles sont de longueur constante & = x; 1 — x;.

Pour exprimer le flux scalaire a l'itération suivante, on reprend la définition :

vpv,dx, ne dépend pas du mode A. La matrice A, (p)

ait = aptz = L [ g T o) mel = 1 ((aaG0) ! mag) @),
(3.90)
Balayer le spectre du schéma numérique revient a étudier les valeurs propres de la matrice
% i —11 (Ax( ‘u))fl Mdy pour A € R. Comme les matrices de diffusion et de transport sont des
iAh

fonctions de e, il suffit de calculer les valeurs propres pour A € [0,27/h].

Remarques :
— Dans la pratique, le schéma utilisé est légerement différent puisque la résolution spa-
tiale du transport est effectuée pour un nombre fini de directions angulaires (directions
Sx). Nous devons calculer les valeurs propres de la matrice Yy, (Ax(in)) ' M.

— Sauf pour le cas 1D, le schéma numérique a été étudié pourn::les formules S2 (2 direc-
tions en 1D, 4 directions en 2D, 8 directions en 3D).

— Dans les analyses que nous avons menées, nous avons calculé les images par le trans-
port (et aussi le transport accéléré) de tous les vecteurs de base q)lA pour obtenir une
matrice dont les colonnes sont les q)l;“l.
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— Les analyses de Fourier ont été menées pour des éléments finis de degré un. Ainsi
en une dimension, les matrices sont de taille 2x2 pour un milieu homogene. En deux
dimensions, pour le motif "standard" (deux triangles par carré), les matrices sont de
taille 6x6, chaque triangle ayant 3 degrés de liberté, voir la figure 3.3. Pour le motif
"cellule”, les matrices sont de taille 24x24, voir la figure 3.4. Pour ce dernier cas, il est
possible d’accélérer les calculs en raison des symétries : en effet, il n’est pas nécessaire
de résoudre toutes les directions angulaires en S2 puisque le probléeme est invariant
par rotation d’angles 7t /2, t et 371 /2.

Nous explicitons les matrices 2 x 2 pour le transport en 1D.
Sipm >0:

1/2  1/2—e M 1/3 1/6 B 1/3 1/6
(”’”(—1/2 1/2 >+h<1/6 1/3>>TA_hC<1/6 1/3>¢A' (3.91)

sipy <0:
~1/2 12 1/3 1/6 L (1/3 1/6
(Vm < ~1/2+eM —1/2 > +h< 1/6 1/3 >)TA _hc< 1/6 1/3 )q’” (392)

Pour &, = < (1) > et ®, = ( (1) >, on obtient les ¥, a partir de (3.91) et de (3.92) pour les

i de la formule de quadrature. En sommant les ¥ (3, ), on obtient les q)l)fl qui donnent
les colonnes de la matrice 2 x 2 dont on cherche les valeurs propres. Pour un & donné, ce
processus est répété pour A € [0,271/h].

2 .2

3.4.2 Analyse de Fourier du schéma accéléré

Utilisant le schéma présenté a la section 3.2, nous effectuons une analyse de Fourier
en 2D sur deux motifs, essentiellement pour vérifier, qu’aucune zone d’instabilité suivant le
pas de maillage h n’existe. Les deux études correspondent a deux pavages différents du plan
2D. Le motif standard est la répétition d"un carré découpé en deux triangles remplis par des
milieux différents. Le motif cellule est un peu plus élaboré et a pour but de se rapprocher
du motif de la cellule présent dans les assemblages de réacteurs.

L’équation de diffusion discrétisée s’écrit :

/K(DVF).VU—F/KUQFU—F y (/eocg[F][v]—i—/eﬁ@.{DVF}[v]—i—/gﬁe-{DVv}[F])

ecoK
_ /KUS(¢1+1/2 — ¢
(3.93)
Un traitement similaire a celui présenté pour la résolution du transport non accéléré lui est

appliqué. Comme pour le transport 1D, nous donnons les matrices pour la diffusion non
symétrisée en 1D, en écrivant l'erreur F = Fpeih?

h(l—c) (2 1 1 _p—iMk 1 1— =Nt _1 4 =itk
{6<1 2>+“<—e“h 1 )T c1aed 1oem )ph

1
= I’ZC/ 5&)5]
0
(3.94)
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La fonctionf est définie pour £ € [0,1] par f(£) = f(x; + £x;,1) pour f définie sur [x;, x;;1].
Le second membre s’exprime en fonction de l'opérateur de transport. La diffusion symétri-
sée donne la matrice suivante :

h(1—c) (2 1 1 —e M 1 —e Al _ giAh 2~
—% (12 Tal _in 1 + ShD 2pith _piAh _ iAh Ex

1
0
(3.95)

Nous détaillons maintenant la mise en oeuvre de 1’analyse de Fourier en 2D pour le mo-
tif géométrique composé d'un carré divisé en deux triangles rectangles. Pour des EFD de
degré un, il y a donc six degrés de liberté par carré.

- Les données des deux milieux (01, 02, c1, ¢2) sont connues ainsi que 1’ordre Sy de résolu-
tion du transport. On considere un pavage carré de coté h, 1073 < h < 10°. Pour chaque i, le
nombre d’onde A est discrétisé sur l'intervalle [0, 7r/h]. Nous avons mis 50 points d’évalua-
tion par intervalle. Pour ne pas passer a c6té du maximum atteint pres de zéro, la discrétisa-
tion est raffinée lorsque i < 0.1. Le nombre d’onde A parcourt alors l'intervalle [0, 7t/ (10h)].
Ce choix est empirique.

- Pour un / et un couple (A, Ay) fixés, les valeurs propres du schéma accéléré sont calcu-
lées. Les images par le transport accéléré des vecteurs de la base canoniques sont calculées
et forment la matrice dont on cherche les valeurs propres.

- Pour calculer ces images, la matrice de I'opérateur de transport est calculée en fonction de
la direction résolue. Les faces entrantes déterminent les décalages de phase présents dans la
matrice de transport. Pour la matrice de diffusion, les décalages de phase dépendent de la
position du triangle dans le carré. Par exemple, voir la figure 3.3. Un triangle T1 est entouré
de trois triangles T2 : un dans le carré supérieur (avec un décalage de phase ¢*v"), un autre
dans le carré de gauche (avec un décalage de phase e~**+""), le dernier dans le méme carré et
donc sans décalage de phase.

En Annexe E, nous explicitons la matrice de diffusion pour le motif standard de la figure
3.3.

oo T1 T
T2 e T?.- g

FIGURE 3.3 — Motif standard
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Sur la figure 3.3, les degrés de liberté sont les points noirs (trois par triangle). Les points
rouges permettent de visualiser les décalages de phase entre carrés. Les triangles T1 et T2
correspondent a des milieux différents.

FIGURE 3.4 — Motif cellule

Sur la figure 3.4, les degrés de liberté sont les points noirs (trois par triangle). Les voisins
d’un motif n’apparaissent pas sur la figure, il n’y a donc pas de décalage de phase entre les
triangles dessinés ici. Les triangles impairs correspondent a un milieu, les triangles pairs a
un autre.

Apres avoir détaillé ’analyse de Fourier, les courbes d’accélération sont maintenant pré-
sentées : le rayon spectral du schéma accéléré est tracé en fonction du pas de la maille £,
1073 < h < 10%. Noter que lorsque le pas du pavage change, le milieu change. Aussi les
courbes présentées ne peuvent pas étre interprétées comme des courbes de convergence
pour un raffinement spatial. Pour tester I’accélération, les parametres 0,1 = 04, 012 = 09, €1
et c; sont modifiés pour vérifier la stabilité et la performance.

3.4.3 Fourier 1D

Le cas 1D correspond a un milieu homogene infini caractérisé par o; = 1 et o5 = 0.9.
Nous comparons sur la figure 3.5 I'accélération pour différentes formules d’intégration an-
gulaire (Sz, S4, Se, S12). Noter la convergence de la courbe du rayon spectral lorsque le
nombre de directions angulaires augmente.

Le coefficient de pénalisation « est défini en (3.70) comme un maximum entre 1/4 et une
fonction de h. Le coefficient « est égal a 1/4 pour h > hy,4 = 16/(30;), dont le logarithme
en base dix vaut : Injg 11,4 ~ 0.73, voir la ligne verticale en pointillés noirs sur la figure 3.5.

Le rayon spectral pour le transport non accéléré est p;qns = 0.9. Le rayon spectral du
schéma accéléré est au plus de 0.6 et généralement est inférieur a 0.5, donc I'erreur est divisée
par deux a chaque itération.

3.4.4 Fourier 2D

Voir les figures 3.3 et 3.4 pour la description des deux motifs pavant 'espace. Deux mi-
lieux sont présents et sont caractérisés par leur section totale 0} et 0y et leur section de
scattering isotrope o5 1 et 0 ». De maniére équivalente, nous utilisons les coefficients c; et ¢,
a la place des sections de scattering.
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Fourier 1D, ¢=0.939, alpha=max(0.25,4/(3tau))
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rayon spectral de I"accelération par diffusion
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FIGURE 3.5 — Analyse de Fourier en 1D pour un milieu homogene infini de coefficient ¢ =
0.9 pour des formules Sy, S4, Se, S12. Le parametre T = o;h est en abscisse avec
une échelle logarithmique pour 1073 < i < 10°.

Motif standard

- Sur la figure 3.6, nous comparons l'accélération symétrisée et I'accélération non sy-
métrisée. L'accélération symétrisée est légerement moins efficace que 1’accélération initiale.
Cette perte d’efficacité vient de I'ajout artificiel du terme de symétrisation.

or

(1]

as

04

03

0z

a1

FIGURE 3.6 — A gauche 'accélération non symétrisée, a droite I’accélération symétrisée. Les
courbes représentent le rayon spectral du schéma numérique en fonction du
pas h du motif standard. Nous avons fait varier i entre 103 et 10°. Les sections
efficaces des deux milieux sont proches : 031 =1, 051 = 099, 732 = 0.8, 052 =
0.9.

- Sur la figure 3.7, nous étudions 1'efficacité de 1’accélération lorsque la section o, varie.
Les autres parametres sont fixés a

Oi1 = ]-/

7

C1 = Cy = 0.999.

La section 03, prend cinq valeurs : 0.01,0.1, 1, 10, 100.

Le cas 03, = 1 correspond au cas d’un milieu homogene caractérisé par oy = 1 etc =
0.999. Sur la partie gauche de la figure 3.6 est aussi présentée une accélération pour un milieu
presque homogene différant par la valeur du parametre c qui est égal a 0.99.
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Comparaison de l'acceleration en faisant varier la section totale du milieu 2
1 T T T T T
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FIGURE 3.7 — Comparaison de l'accélération lorsque la section totale d"un milieu varie. Les
deux milieux ont le méme ratio ¢ = 0.999. Et la section totale o} 1 est fixée a 1.

D’autre part, les courbes 03, = 0.1 et 03, = 10 semblent quasi-identiques a un décalage
pres. Elles représentent une situation similaire : le cas 03 = 10 et 037 = 1 peut étre vu
comme 0';’2 =1let (Tt’,l = 0.1. De méme pour 03, = 0.01 et 03 » = 100.

Le rayon spectral se rapproche de 1 lorsque la différence entre les deux sections totales
augmente en échelle logarithmique. L'accélération est la moins efficace pour o2 = 0.01 ou

0t = 100. Cette dégradation est aussi observée dans les résultats de Wang, voir la partie
E1.b de [61].

- Sur les figures 3.8 et 3.9, nous continuons a ne faire varier que 03, avec ;1 = 1, c1 =
c2 = 0.999. Le parametre de pénalisation est changé : pour la figure 3.8, « = 1/4 et pour la
figure 3.9, a, = x, pour chaque coté e, voir (3.71).

Les rayons spectraux des figures 3.8 et 3.9 prennent des valeurs supérieures a 1 pour cer-
tains h. Ces courbes justifient d’avoir pris le maximum de 1/4 et k., pour obtenir un schéma
accéléré toujours stable, c’est-a-dire de rayon spectral toujours inférieur a 1.

- L'efficacité de 1’accélération est étudiée sur la figure 3.10 lorsque le parameétre c; varie.
Les autres parametres sont fixés a

01 = 1, Otp = 10, 1 = 0.999.

Le parametre c; prend cinq valeurs : 0.5,0.9,0.99,0.999,0.9999. La valeur du rayon spectral
est déterminée par le coefficient c; car la section totale 0 ; est petite devant 03 . On remarque
que l'accélération est moins bonne lorsque le parametre c, se rappoche de 1.

Motif cellule

Sur la figure 3.11, nous tragons 1'équivalent de la figure 3.7 pour le motif cellule.

Le cas homogene présente le méme rayon spectral que dans la figure 3.7. Une forte va-
riation du rayon spectral apparait en 1 = 0.1. Son origine n’est pas déterminée, elle ne
correspond pas a la variation du parametre de pénalisation défini en (3.70). Ce saut pourrait
étre dt a I'intégration angulaire : les formules S, utilisent des directions alignées avec les
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Arcélerations pour avec un paramétre de pénalisation éogal 3 104

rayon spectral

04+
— g2=001
az=0,1
0.2 r — g=1
— =10
o L 1 1 1 !
-3 -2 -1 0 1 2

log10¢h)

FIGURE 3.8 — Accélérations pour a = 1/4.

Accélérations pour un paramétre de pénalisation égal & 1K sigmaz h)

rayon spectral

0 1 | | 1 1

-3 -2 = 0 1 2
log10¢h)

FIGURE 3.9 — Accélérations pour «a, = &,.
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Arcélération pour différents o2

0&r
— c2=0.5
- c2=09
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=
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-3 - <] i 1 2 3
log1 gk

FIGURE 3.10 — Comparaison de l'accélération lorsque la section de scattering d’un milieu
varie. Les autres parametres sont fixés a : 01 = 1, 032 = 10, ¢1 = 0.999.

Comparaison de [“acceleration en faizant warier [a zection totale du milieu 2
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FIGURE 3.11 — Comparaison de 1’accélération lorsque la section totale d'un milieu varie. Les
deux milieux ont le méme ratio ¢ = 0.999. Et la section totale ¢} ; est fixée a 1.
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diagonales des carrés composant le motif.

Les courbes de 3.7 et de 3.11 présentent un maximum commun égal a environ 0.99. Pour
les deux motifs, ’accélération reste stable mais perd en efficacité lorsque les hétérogénéités
s’accroissent.

3.5 Remarques
Les méthodes d’accélération peuvent aussi étre utilisées pour les itérations externes.

D’autres méthodes d’accélération ont été développées. Dans [62], 'erreur sur le flux est
supposée étre la somme d’une erreur continue et d’une erreur discontinue. Une erreur uni-
quement continue donne une méthode peu efficace pour des mailles optiquement grandes
(c’est-a-dire, h >> T = oyh). Une méthode entierement consistante est présentée dans [63] :
I'équation discrétisée de la diffusion est basée sur une équation P1, c’est-a-dire une projec-
tion sur les deux premiers moments sur les harmoniques sphériques donnant un systéme
mixte d’inconnues ¢ et J. Lefficacité de plusieurs méthodes d’accélération, comme celles
de [40, 62], dépend du coefficient d’aplatissement des cellules géométriques. L'analyse de
Fourier dans [61] montre que 1'utilisation d"un coefficient de pénalisation élimine cette dé-
pendance : le maximum du rayon spectral ne varie quasiment pas en fonction du facteur
d’aplatissement.

L’équation de diffusion sur l’erreur (3.63) a été obtenue pour les équations continues.
Nous avons ensuite discrétisé cette équation avec les éléments finis discontinus. Ceci est dif-
férent d’obtenir directement I’équation de diffusion discrete a partir de ’équation de trans-
port discréete. Des termes supplémentaires apparaissent dans le second membre de (3.66).

Comme nous 1’avons dit en introduction, I'opérateur de diffusion a servi et sert aujour-
d’hui encore a approcher 1'opérateur de transport notamment pour les calculs de coeurs.
Comme il est maintenant possible de faire des calculs de diffusion dans le solveur, on peut
ne faire que de la diffusion en supprimant le balayage des directions angulaires. Cela permet
entre autres de comparer le solveur a d’autres solveurs de diffusion pour vérifier le calcul
des matrices de diffusion. Une autre approximation de 1'opérateur de transport est connue
sous le nom de méthode SPy, voir [22]. Briévement, cette méthode ne supprime pas comple-
tement la dépendance angulaire présente dans le transport, mais la simplifie, donc les cotits
de calcul sont moins importants que pour du transport exact. Par une manipulation sur les
sections efficaces, voir [8], les calculs SPy peuvent étre faits a partir d'un solveur de diffu-
sion. Ainsi, le solveur MINARET peut effectuer des calculs de diffusion, SPy et de transport
(accéléré).

Les calculs de transport peuvent étre parallélisés suivant les directions angulaires. La ré-
solution de la diffusion se fait quant a elle sur un seul processeur. Un développement futur
serait de paralléliser la résolution de la diffusion pour éviter ce goulot d’étranglement.

Actuellement, le solveur de transport est utilisé avec des polyndmes de degré zéro ou un,
et donc presque toujours avec des polyndomes de degré un (T'1). Nous avons testé deux types
d’accélération utilisant des polynomes de degré un ou zéro. Cette seconde accélération est
dite dégradée, dans ce cas, le schéma peut s’écrire T1DO : le transport de degré un est accé-
léré par de la diffusion de degré zéro. L'intérét du schéma T1DO0 est de réduire le temps de
calcul total. Certes, I’accélération dégradée est moins performante en nombre d’itérations
mais la résolution de la matrice DO de taille N,,,;; X Nyt (Nyei= Nombre de mailles du
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maillage) est plus rapide que la résolution de la matrice D1 de taille 3N, X 3Ny, Les
deux types d’accélération sont comparées a la section 6.2.

Nous introduisons les éléments courbes au chapitre suivant. Le transport courbe accé-
léré par de la diffusion droite semble étre toujours stable pour les calculs que nous avons
effectués. Aussi n’avons nous pas cherché a mettre en oeuvre les éléments courbes pour les
matrices de diffusion.
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Dans ce chapitre, nous avons commencé par justifier que la lente convergence du
transport est causée, dans certains cas, par des modes diffusifs. La lente convergence
entraine un temps de calcul important mais aussi peut entrainer une fausse conver-
gence vu les criteres d’arrét généralement utilisés. Pour accélérer la convergence des
calculs, un calcul supplémentaire est ajouté dans le schéma itératif. En considérant ce
schéma itératif comme une résolution itérative de systeme linéaire, 1’ajout d’un calcul
supplémentaire peut étre vu comme un préconditionneur du transport discrétisé. Le
choix de I'opérateur de diffusion comme préconditionneur vient de I’analyse de Fourier
1D présentée au début de ce chapitre.

Nous avons ensuite détaillé le schéma numérique itératif que nous avons mis en
oeuvre pour une itération interne. L'équation de diffusion résolue a été justifiée par une
projection sur les harmoniques sphériques. Pour assurer la stabilité du schéma itératif,
I'équation de diffusion est discrétisée par la méthode des éléments finis discontinus
(EFD). Et pour garantir la stabilité de la résolution numérique de 1’équation de la
diffusion par les EFD et aussi la stabilité du schéma itératif, nous utilisons un parametre
de pénalisation issu pour partie des méthodes de pénalisation intérieure.

Une analyse de Fourier a été réalisée en 1D pour plusieurs formules d’intégration
angulaire, et en 2D pour deux pavages hétérogenes du plan pour une formule d’inté-
gration angulaire Sy. Les courbes de stabilité montrent que le schéma reste stable pour
des géométries périodiques méme lorsque de fortes hétérogénéités sont présentes.

Plusieurs remarques ont fait ressortir des développements possibles ou des spécifités
de notre méthode.

41




Chapitre 4

Eléments finis courbes

Nous donnons la définition d’un élément fini a partir de [9, 14].

Définition 4.0.1 Un élément fini de RY est un triplet (K, Px, Zx) tel que :

- K est un sous-ensemble de R? d’intérieur non vide et de frontiere lipschitzienne ;

- Px est un espace de dimension finie N = dimPx contenant des fonctions a valeurs réelles définies
sur K;

- X est un ensemble de formes linéaires continues définies sur { 2(R?) + Px} dont le support est
inclus dans K ; cet ensemble est Px-unisolvent, c’est-a-dire, pour des scalaires a;, 1 < i < N, il existe
une unique fonction p € Py telle que

ui(p) =a;, 1<i<N.

L’ensemble 7(IR?) est 'ensemble des fonctions C* a support compact.
Remarque : Nous appellerons élément fini courbe un élément fini tel que K est une maille
courbe d’un maillage Tj,.

Les N formes linéaires y; d'un élément fini sont linéairement indépendantes. En particu-
lier, il existe N fonctions p; € Px, 1 < i < N, telles que
ui(pi) =05, 1<j<N,
et donc
N
Vp € Pi,p = 2#:‘(?)191‘-
iz
Les éléments finis de Lagrange que nous utilisons en 2D dans le code sont justement construits
de cette maniére. Les formes linéaires sont définies par y;(p) = p(a;), 1 <i < N, ott les 4;
sont des points des triangles K. Les points a; sont appelés degrés de liberté, et par dualité
nous appellerons aussi degrés de liberté les formes linéaires associées ;. Les fonctions de
base v; sont les polyndomes de Lagrange jusqu’au degré dim Px — 1.

Comme nous nous intéressons principalement aux éléments finis de type Lagrange, nous
pourrons parler de la maille K comme d’un élément fini en omettant le couple (Pk, Xk ). Cet
oubli est un abus de langage.

Une maniere de calculer les intégrales intervenant dans la formulation variationnelle
(2.14) est de passer par un élément fini de référence (K, P, % ). Nous introduisons la notion
d’éléments finis affinement équivalents pour des éléments finis de Lagrange.

Définition 4.0.2 Deux éléments finis (K, Pp,%p) et (K, Px,Xk) sont dits affinement équivalents
s'il existe une application affine inversible Fx : £ € K — Fx(%£) = Bx% + bx € R", telle que :

K = Fx(K),
Pe={p:K—>R;p=poF!, avecp € P}, (4.1)
a; = Fx(a;),
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ot les noeuds 4; (resp. a;) interviennent dans la définition des formes de Ly (resp. k).

Par exemple, la matrice de masse pour une maille K est composée des coefficients m;;
calculés comme suit :

mjj = /K’Ui’()]‘dx = /K@i@jdetBKdﬁ = detBKﬁ’lij. 4.2)

Donc, pour un maillage Tj, constitué de mailles droites, les éléments finis peuvent étre défi-
nis & partir d’un élément de référence (K, Py, X ;) et des applications affines Fx définies pour
chaque maille K du maillage Tj,.

Nous nous intéressons uniquement aux éléments finis triangulaires courbes : K est un
triangle courbe.

Dans ce chapitre, nous commencons par motiver l'utilisation d’éléments courbes : étre
plus précis en gardant le méme degré polynomial, et/ou utiliser moins de triangles dans
le maillage. Nous présentons ensuite deux types de base polynomiale pour des éléments
finis courbes. Nous explicitons une transformation Fx pour aller du triangle droit vers le
triangle a plusieurs bords courbes. Cette transformation permet de généraliser la notion
d’éléments affinement équivalents comme cela a déja été fait dans [14] pour des éléments
isoparamétriques, c’est-a-dire, pour des applications Fx polynomiales. Dans notre cas, Fx est
une fraction rationnelle, ce qui permet, entre autres, de décrire exactement des arcs de cercle
et non de maniere approchée comme avec les éléments isoparamétriques. La transformation
Fk est construite a partir des Nurbs (Non-Uniform Rational B-Splines). Nous évoquons aussi
une spécificité des éléments courbes pour le transport : les faces courbes peuvent étre a la
fois entrantes et sortantes. Nous présentons deux manieres de traiter cette situation : le sous-
maillage directionnel, et la macro-maille.

Dans la suite, par aréte courbe nous entendrons arc de cercle. D’autres formes géomé-
triques peuvent étre décrites au moyen des Nurbs, mais les arcs de cercle sont les seules
courbes présentes dans les réacteurs qui nous intéressent.

Nous notons ¢ la solution exacte du probléme suivant :

{ﬁ-Vz/J-l—m,D:q, 43)

IP\BD_ =0,

ot ) est fixée et ¢ € L2(D) est connue. La deuxiéme équation traduit une condition aux
limites de vide : le flux entrant est nul. La solution résultant de ’approximation des éléments
finis discontinus est notée ,. Nous notons de plus ; la solution du probleme suivant :

{ﬁ-wdwdwd = qa, @)

Yajap, =0,

ou Dy, est le domaine approché de D. Les sections o et la source g, sont définies a partir du
maillage et des sections exactes ¢ et de la source q. Pour des calculs de coeurs, les sections
exactes sont constantes par morceaux, donc les sections approchées ¢; prennent les mémes
valeurs sur les mailles correspondantes. La source est calculée a partir des flux des itérations
précédentes et des sections efficaces, donc, dans notre cas,

og=0 et q;=4q.
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4.1 Motivations pour les éléments finis courbes

Dans le domaine de la mécanique des fluides, l'utilisation d’éléments courbes permet
d’obtenir des erreurs plus faibles qu'avec des éléments droits. Dans [7], des éléments finis
discontinus sont utilisés pour résoudre les équations d’Euler stationnaires sur un domaine
avec des frontieres courbes. Pour obtenir une précision plus élevée avec des éléments finis
d’ordre élevé (k > 2), la frontiere géométrique doit étre approchée de maniere plus pré-
cise, ce qui reprend l'idée des éléments isoparamétriques. Toujours dans le méme domaine,
l'article [32] propose des schémas non conservatifs afin de mieux traiter les conditions aux
limites. Dans [53, 54], des calculs d’électro-magnétisme sont faits sur la géométrie exacte.
Une meilleure précision est d’ailleurs observée par rapport a des calculs utilisant des élé-
ments finis isoparamétriques.

Avec les triangles droits, I'erreur totale peut se décomposer comme la somme d’'une er-
reur géométrique et d'une erreur numérique. Ecrivons la différence entre la solution exacte
1 et la solution numérique obtenue par éléments finis droits ¢, ; en introduisant la solution
exacte sur la géométrie approchée 1 :

Y=tPna=  Y—Yi + Ya—Vna - (4.5)
N’ N’
Erreur géométrique  Erreur numérique
L'erreur totale est estimée avec une norme || - ||, définie pour une fonction v polyno-
miale par morceaux :
11y, = [1ol132p) +K; hiclI€2 - Vollzz ) + o™ = 071152 gy + 1111 on): (4.6)
€1y

K est une maille du maillage Tj, et F; désigne 'ensemble des arétes intérieures du maillage,
c’est-a-dire, ayant au plus un point sur le bord dD. Cette norme sera surtout utilisée au
chapitre 5. Comme la norme || - ||, contient des termes en gradient, il faut estimer 1’erreur

géométrique sur les flux mais aussi sur les dérivées du flux dans la direction Q).

4.1.1 Erreur géométrique

La différence 1 — 1, représente l'erreur géométrique : I'écart entre la solution du pro-
bleme exact et la solution du probleme approché. Cette différence est majorée par 1’écart
entre les deux géométries. En se placant le long de chaque caractéristique de vecteur direc-
teur (), on peut évaluer la différence entre les solutions ¢ et ¢;. Pour chaque point x dans
lI'intérieur du domaine, nous notons xq (resp. x( ) le point en amont sur la frontiere I" (resp.
I},) suivant la direction Q, voir la figure 4.1. Nous notons € = €(x) = |xg — x| la dis-
tance entre I' et I'j, sur la caractéristique contenant le point x. La section efficace ¢ est définie
comme une fonction le long de chaque caractéristique : ¢ = ¢(s). Nous définissons T et 7,
comme intégrales de ¢ sur la caractéristique :

(x) = / Co(s)ds, T (x) = / " o(s)ds.

0,h

Remarque : T et 7, sont appelées longueur optique. De plus, T(x9) = 0 et 7,(xp) = 0.
En amont de la frontiere I (resp. I';), le flux angulaire ¢ (resp. ¥;) est nul. La différence
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FIGURE 4.1 — Ecart entre la solution exacte pour la géométrie exacte de fontiére I' et pour la
géométrie approchée de frontiere I'y,

entre les flux angulaires peut s’écrire en fonction de la source g et de la section ¢ :

X X

g(s)e~ (=T gs — / g(s)e~(ME=1() g
Xo X0,h
X X

— [ g(s)e (W5 — / g(s)e~(T0)=7() s 47)

Xo X0,h
_ / O (s)e (FO-TO) g,
X0

$(x) = palx) = |

Nous évaluons la différence ¢'(x) — ¢/,(x) ot ¢’ (x) est la dérivée de 1 le long de la droite
de vecteur directeur (). Dans (4.8), toutes les dérivées f’ sont des dérivées suivant Q) : f/ =
() - Vf. Noter que les points xg et x( , sont des fonctions de x.

Y (x) = ia(x) = xq(xop)e T TTEOI) — g (xg)e ()T (R0)
—o(x) / P a(s)e T g,

0

(4.8)

La distance € = |xo — x| entre la frontiére I' et son approchée I';, qui est une ligne
droite par morceaux est en h? oti  désigne la borne supérieure de la longueur des segments
composant la ligne brisée. En effet, le théoreme des fonctions implicites permet de décrire
localement la courbe par une fonction réguliere x — F(x). Approcher la courbe par une
ligne brisée revient a utiliser un développement de Taylor a 1'ordre un, d’ot1 un reste en 1.
Si la source g, la section efficace ¢ et la frontiere I' sont régulieres, alors (4.7) implique qu’en
norme L? la différence ¢ — ¢, est en h2.

Pour estimer la différence ¢’ — ¢, en norme L?, nous majorons les termes de (4.8) en
introduisant des constantes C et C’ dont la valeur peut changer entre deux occurences :

X
cr(x)/ o q(s)e” "= gs < C(q,0)H?, (4.9)

0

et

x,8 (o)™ TR — g (e TOTTON < C (g (o) — x4 (x0))
C

RO (4.10)
(q(x0) (x0, — xp) + hxg p)-

<
<
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Le membre de droite de (4.10) est composé de fonctions régulieres de x car la frontiere I' est
supposée réguliere. On majore la différence sur le gradient sur une maille K fixée (h = hg) :

Ve K, |9 (x) — y(x)| < C+Chg = hi|[Q- V(9 — a)| |72y < Chig < Chy  (4.11)

pour hg suffisamment petit.

La norme || - ||w, contient des intégrales de bord. Les bords courbes sont approchés par
des bords droits, voir la figure 4.1. L'écart sur les bords droits est dominé de la méme maniére
que pour les intégrales sur les mailles K, voir (4.7).

En conclusion, I'erreur géométrique est en O(h?) pour la norme || - ||w, :

Hlp - l/)d| ‘Wh < Cgeomfphyshz- (4.12)

4.1.2 Erreur numérique

L'erreur numérique s’écrit ¢; — 1Py, 4. Sur un domaine polygonal Dj, pour une solution
Y4 suffisamment réguliere, les éléments finis discontinus droits suivent une convergence en

[1$a — Yra

ot C est une constante indépendante de £, voir [20, 31]. Nous obtenons ce méme résultat
pour des éléments courbes dans le chapitre 5. La norme || - ||y, associée a la formulation
variationnelle des EFD a été introduite en (4.6) et est utilisée au chapitre 5.

En norme L?, I'erreur est majorée par :

[ $a — Yna

voir [27]. Ce taux de convergence est optimal puisqu’égal a 'erreur d’interpolation.

La régularité des flux angulaires est limitée, méme pour des milieux homogenes. Pour le
disque homogene, nous montrons a la section 5.1 que ¢ n’est méme pas dans H?(Disque).
Cette faible régularité du flux pose la question du degré des éléments finis discontinus car
le taux de convergence en norme L? n’est plus k + 1 mais en min{k + 1,7} ot r est la ré-
gularité H"(Dj,) du flux. Une étude de convergence sur des maillages triangulaires a été
menée dans la these de Wang pour des domaines polygonaux, voir le chapitre II de [61].
Il apparait clairement que des approximations avec des éléments finis d’ordre k > 1 sont
intéressantes en terme de rapport précision sur temps de calcul. Les taux de convergence
observés numériquement en norme L? sont généralement en min{k + 1,7}. Dans les cas ot
les maillages sont "alignés" avec les directions résolues, c’est-a-dire avec les singularités du
transport, des convergences en k 4 1 en norme L? sont constatées numériquement. Dans les
cas ot les convergences sont en r, des domaines pré-asymptotiques existent ot1 la solution
numérique se rapproche de la solution exacte a un taux de k + 1. Pour la norme des éléments
finis discontinus || - ||w,, les mémes résultats sont observés avec un décalage de 1/2.

w, < CH Y2 g4 g, ) (4.13)

20y < CH [y | kr1(Dy ) (4.14)

4.1.3 Erreur totale

L’erreur totale avec des éléments finis droits s’écrit donc

’W,, < Cgeom—physh2 + Cnumhk+1/2- (4-15)

Y — ¢na

Pour une solution exacte suffisamment réguliere, il est inutile d’augmenter le degré de I'ap-
proximation polynomiale sur des triangles droits car I'erreur géométrique devient prépon-
dérante. Ce constat est une motivation en faveur des éléments courbes (et/ou isoparamé-
triques) : avec des triangles courbes, 1'erreur géométrique disparait. Seule reste 1’erreur nu-
mérique en h<+1/2,
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A priori, les constantes C4/%if et C2%rb ne peuvent pas étre comparées. On ne peut donc
pas conclure qu’un calcul avec des éléments finis courbes est plus précis qu'un calcul avec
des éléments finis droits. Les constantes C47%if et C2%"* rendent compte entre autres de la
qualité du maillage, voir le lemme 1.101 de [20] : plus un triangle est aplati moins l'interpo-
lation est bonne. Si I'on considére qu'un triangle courbe est un triangle droit déformé, nous
verrons a la section 4.5 que la norme de la déformation doit étre majorée.

Une autre approche pour évaluer la différence entre les deux solutions repose sur le théo-
reme 1.4.5 de [10] que nous énongons ci-apres. Il affirme que I'on peut étendre le domaine de
définition d"une fonction (d"un espace de Sobolev) a R" tout entier et que 1’on peut controler
la norme de la fonction étendue par celle de la fonction initale.

Théoreme 4.1.1 Soit D un domaine de frontiere lipschitzienne. Alors il existe un opérateur de
prolongement E : WKP(D) — WkP(R") défini pour tout entier k positif ou nul, et pour tout
1 < p < oo telle que

Yo € Wk (D), Evp =7, (4.16)
||Ev||Wkrl’(]R") < CHUHW’W(D)' '

oit la constante C est indépendante de v.

Une frontiere lipschitzienne dD peut étre décrite localement par une application lipschit-
zienne, et localement le domaine D est d’un seul coté de 0D.

En utilisant le théoreme 4.1.1, il est possible d’évaluer la différence des solutions exacte
et numérique sur la réunion des deux domaines de définition en écrivant :

DUDy, = (DND,)U(D\(DNDy))U(Dy\ (DN Dy)),

voir aussi la figure 4.2. Par exemple, sur D = D\ (D N Dy,), EyY = , et pour une solution
¢ € L*(D), on peut écrire en notant | A| 1’aire du domaine A :

EY — Egullro () < ||[E® — Enl| 1oy | DI'P
< || — Egul | ()| D7
< (19l zo(py + [EWnl =) IDIP
< (19 [l=(5y + Cllnl (D) ) IDIVP.

Le théoreme contient le cas p = co. Cet exemple théorique illustre comment l'erreur géo-
métrique intervient sur les domaines D \ (D N Dy) et Dy, \ (D N Dy). Les deux mesures
ID\ (DN Dy)| et |Dy\ (DN Dy)| sont en h? pour un maillage droit. L'erreur numérique
intervient sur D N Dy,.

Avec les éléments isoparamétriques, le domaine de calcul est différent du domaine exact.
Pour les éléments isoparamétriques de degré m > 1, 1’élément de référence n’est plus trans-
formé par une application linéaire mais par une application polynomiale de degré m. Les
éléments sont dits isoparamétriquement équivalents. La frontiere 0D est donc approchée
par un polynéme d’ordre m par morceaux mais n’y est, a priori, pas égale.

Dans notre cas, la solution calculée avec des maillages droits n’a pas le méme domaine de
définition que celui de la solution exacte. Le maillage droit, avec conservation des volumes,
peut étre vu comme un maillage isoparamétrique de degré un. Nous avons montré deux
méthodes pour estimer 'erreur globale : la premiére en estimant deux erreurs, de nature
géométrique et numérique, la seconde en utilisant le théoreme d’extension 4.1.1. D’autre
part, lutilisation de maillage droit pour le transport introduit une deuxieme approximation :
les frontiéres entrantes ne sont pas les mémes en droit et en courbe. Les formes bilinéaire
a(-,-) et linéaire f(-) sont approchées par a; et fj.

(4.17)
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FIGURE 4.2 — Maillage d'un disque a l'aide de six triangles droits équilatéraux. Les en-
sembles D N Dy, D\ (DN Dy), Dy \ (DN D) sont respectivement en bleu,
vert et rouge.

4.1.4 Maillage et conservation des volumes

Les maillages droits déplacent les points pour conserver les volumes en 3D, les surfaces

en 2D. Comme les maillage 3D sont prismatiques, nous nous placerons par la suite dans
des géométries 2D, le terme volume pouvant désigner une surface. L’algorithme de conser-
vation de volumes peut ne pas fonctionner lorsque certains points sont ancrés, c’est-a-dire,
ne peuvent étre déplacés. Cette situation n’existe pas avec des triangles courbes puisque les
frontieres ne sont pas approchées.
Lorsque les maillages comportent peu de mailles, les maillages possédant uniquement des
arétes droites peuvent étre loin de la géométrie exacte, voir la figure 4.3. Dans ce cas, com-
parer les calculs courbes et droits n’a pas beaucoup de sens car les géométries résolues sont
éloignées. A la rigueur, on peut comparer des calculs pour les géométries au centre et a
droite dans la figure 4.3.

FIGURE 4.3 — Quart de couronne maillé par des triangles droits avec et sans conservation de
volume, et par des triangles a deux bords courbes.

Un autre avantage des maillages courbes est la capacité de mailler plus de géométries
que des maillages droits : dans un domaine restreint, le mailleur droit ne peut déplacer
les points plus loin que la frontiere du domaine, voir la figure 4.4. Pour mailler un disque
de rayon r avec quatre triangles isocéles rectangles formant un carré, le coté du carré vaut
a = \/7r et les cOtés des triangles différents de I’hypoténuse sont de longueur b = /Zr.
Donc les points sur le cercle sont déplacés de § = (/5 — 1)r &~ 0.25r. Si l'écart entre le
disque et le carré I’entourant est de moins de ¢ le mailleur droit ne pourra pas conserver les
volumes avec cette disposition des sommets du maillage.

48



FIGURE 4.4 — A gauche, un disque entouré de vide, dont le contour est en vert, est maillé par
quatre triangles droits. A droite, une cellule représentée par un carré, de coté
100, contenant un disque, de rayon 46, est maillée avec des triangles courbes.

Une amélioration possible pour les couronnes serait 'emploi de quadrilateres courbes
plutot que de triangles a deux bords courbes. Dans 1'optique de calcul de coeur crayon par
crayon, un maillage possible d'une cellule avec ses couronnes serait d’utiliser une maille
pour le disque central (un triangle a trois bords courbes), puis trois quadrilateres courbes
sur chaque couronne. Enfin, I'espace entre le carré et la derniere couronne utiliserait un
maillage non conforme du fait du peu de mailles sur la derniere couronne. Cependant, la
précision du flux avec si peu de mailles doit étre surveillée avant d"utiliser un tel maillage.

4.2 Types de base envisagés

Les éléments finis évoqués ici sont de type Lagrange, de degré un. Mais la discussion

suivante s’applique a un degré quelconque et pourrait aussi étre valable pour d’autres types
d’éléments finis.
Un choix se présente pour les fonctions de base sur des triangles courbes. On peut garder
la méme base que sur les triangles droits : les lignes de niveau sont paralléles aux arétes
droites. Cette base est dite non paragéométrique (pour des triangles courbes). Ou bien, on
peut construire une base de trois fonctions qui s’annulent chacune sur un bord. Cette base est
dite paragéométrique. Nous décrivons maintenant ces deux types de base. Une comparaison
est ensuite dressée pour justifier notre préférence pour les bases paragéométriques.

4.2.1 Base paragéométrique

Les fonctions de base v sur le triangle courbe sont définies comme composées des fonc-
tions de base droites v avec un difféomorphisme F allant du triangle droit K vers le triangle
courbe K. Les triangles K et K ont les mémes sommets.

Le diagramme de la figure 4.5 correspond a la formule suivante :

v, =voF! (4.18)

Les fonctions v, ne sont pas polynomiales. Pour un triangle muni d’un bord courbe, nous
avons défini une transformation F décrite en Annexe D. Les intégrales d’éléments finis cor-
respondant a cette transformation F sont données en Annexe A. Lorsque le triangle posséde
plusieurs bords courbes nous avons eu recours aux Nurbs définis dans la section 4.3 pour
établir une transformation entre le triangle droit et le triangle courbe.
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FIGURE 4.5 — Diagramme de définition des fonctions de base courbes a partir des fonctions
de base droites et d’'une transformation entre le triangle droit et le triangle
courbe.

L’espace des fonctions de base paragéométriques de degré < k d’une maille K est noté
P(K). L'ensemble des fonctions polynomiales sur un élément de référence K est noté

k
P(K) = {A £,7) :Z “faveca; € R pour (%,7) EK}. (4.19)

Avec un abus de notation, I'égalité suivante signifie la méme chose que (4.18) :
P.(K) = Pi(K) o F 1.

Remarques :

- A chaque difféomorphisme F entre le triangle droit et le triangle courbe est associée une
base paragéométrique via la formule (4.18).

- Il n’est pas nécessaire que le triangle K ait les mémes sommets que le triangle courbe K.
En effet, avec la notion d’éléments affinement équivalents présentée au début de ce chapire,
le difféomorphisme F peut aussi aller du triangle de référence K vers le triangle courbe K.
L’ensemble de définition du difféomorphisme F peut étre un triangle droit quelconque. Par
la suite, 'ensemble de définition de F sera en général soit K soit K (le triangle droit ayant les
mémes sommets que le triangle courbe K).

Nous mentionnons 1’approche de Wachspress, voir [60], qui differe des éléments isopa-
ramétriques et de celle présentée ici. L'auteur construit des fonctions de base rationnelles
W; pour des polygones avec des bords algébriques. Cette élégante construction repose sur
les équations décrivant les bords et non sur 'application d"un difféomorphisme d'un élé-
ment de référence vers un élément courant. Une construction générale permet de construire
les fonctions de base en s’appuyant sur les intersections des cotés. Les degrés de liberté
sont de type Lagrange, les noeuds sont les sommets des polygones, et chaque fonction de
base s’annule sur les cotés opposés au noeud concerné. L'élément fini présenté dans [60] est
"équivalent" a un élément fini de degré un car les fonctions {1, x, y} sont des combinaisons
linéaires des W; :

Y Wilx,y) =1, Zx Wi(x,y) = x, Zyz =y.
i
Le degré de I'élément fini n’est pas une contrainte pour cette construction.

4.2.2 Base non paragéométrique

On garde la méme base sur le triangle courbe que celle déja utilisée sur les triangles
droits. Les matrices d’éléments finis sont aussi difficiles a calculer pour un triangle a un
bord courbe que pour un triangle a trois bords courbes. Il suffit de savoir calculer I'intégrale
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sur une "lune" (portion entre la corde et 1’arc de cercle) pour ensuite 1’ajouter ou la retrancher
a la matrice d’éléments finis du triangle droit. Le repere utilisé pour l'intégration est centré
au milieu de la corde correspondant au bord courbe et I’axe des abscisses est parallele avec
cette méme corde.

FIGURE 4.6 — Repere utilisé pour les calculs d’intégrales pour la base non paragéométrique.

Dans ce repere, les fonctions de base s’écrivent :

- Y
o4 = H
1 x xcy
B = ST T T H
1 x =xpy
= - —-+ == 4.2
= 2717 TH (4.20)

Les fonctions v 4, vp, v¢c sont les fonctions v de la formule (4.18). Les intégrales sont présen-
tées en Annexe B. Leurs valeurs sont évidemment indépendantes du repere utilisé pour les
calculer.

4.2.3 Comparaison

Avec les EFD, les conditions aux limites sont transmises faiblement a chaque triangle
par le flux amont ("upwind"). La discussion sur la transmission des conditions aux limites
ne porte donc pas uniquement sur les triangles courbes touchant le bord du domaine mais
sur tous les triangles courbes du maillage.

Pour des triangles courbes, la transmission des conditions aux limites dépend de la base
utilisée. Avec la base paragéométrique, les conditions aux limites transmises sont exactes :
elles respectent la courbure. Avec la base non paragéométrique, les conditions ne sont qu’ap-
prochées car les fonctions de base ne respectent pas la courbure. Prenons I'exemple d'un tri-
angle courbe dont I’aréte courbe est en contact avec le vide, voir la figure 4.7. Physiquement,
le flux est nul sur ce bord, voir les hachures dans la figure. Avec une base paragéométrique,
le flux transmis au bord est nul. Avec une base non paragéométrique, le flux est nul sur le
segment (en vert sur la figure) joignant les sommets appartenant au bord courbe.

De plus, pour les matrices de bord, comme les fonctions d"une base non paragéométrique
ne s’annulent pas sur les bords courbes, il faut calculer plus de couplages qu’avec une base
paragéométrique.

D’aute part, la base paragéométrique permet de transposer les résultats d’interpolation
par les polynomes sur les triangles droits aux triangles courbes. Avec des bases non para-
géométrique, nous ne connaissons pas de résultat équivalent.
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FIGURE 4.7 — Conditions aux limites transmises a un triangle selon la base utilisée.
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Enfin, de maniere empirique, les bases paragéométriques semblent plus robustes relati-
vement a la qualité du maillage que les bases non paragéométriques. En effet, lorsque des
maillages contiennent des arétes droites tangentes a des arétes courbes, les calculs divergent
avec la base non paragéométrique alors qu’ils convergent avec la base paragéométrique.

4.3 Triangles avec plusieurs bords courbes : Utilisation des Nurbs

Les Nurbs ont été utilisés comme un outil pour obtenir une transformation du triangle
droit vers un triangle a plusieurs bords courbes. Les Nurbs permettent d’obtenir une pa-
ramétrisation d’un triangle courbe en fonction de deux parametres (u,v) € [0,1] x [0,1].
Cet outil est aussi utilisé pour les triangles a un bord courbe car le couplage par les arétes
entre des triangles avec différents nombres de bords courbes nécessitent que les intégrales
de bords soient calculées de maniere cohérente. Utiliser des bases différentes entraineraient
de calculer plusieurs fois les intégrales de bord en fonction des bases présentes de chaque
coté de 'aréte.

La définition des Nurbs est mise en Annexe C. Pour 'utilisation qui en est faite ici, le lecteur
peut retenir qu’a partir des Nurbs, on peut obtenir une famille de courbes paramétrées ba-
sées sur les fractions rationnelles, plus précisément sur les b-splines.

L'utilisation des Nurbs en analyse numérique a été motivée par le fait que les géométries
de calcul sont produites par des outils de CAO (Conception Assistée par Ordinateur) basés
sur les Nurbs, donc les fractions rationnelles. Les solutions numériques sont généralement
calculées a partir de bases polynomiales. Utiliser les mémes familles de fonctions pour géné-
rer les géométries et résoudre numériquement les équations aux dérivées partielles permet
d’éliminer toute erreur de nature géométrique. Cette idée est aujourd’hui développée sous
le nom d’approche isogéométrique, voir [12, 29]. Concernant les éléments finis courbes, nous
présentons trois approches.

— L’analyse isogéométrique utilise les Nurbs pour décrire la géométrie et pour décrire la

solution numérique (les fonctions de base sont des fractions rationnelles).

— Les NEFEM (Nurbs Enhanced Finite Element Methods) utilisent des polyndmes stan-
dard sur la géométrie générée par des Nurbs, voir [53]. C’est équivalent a 1'utilisation
d’une base non paragéométrique.

— Notre approche consiste a décrire la géométrie par les Nurbs et a obtenir les foncions
de base en composant une transformation (issue des Nurbs) avec des polynomes stan-
dard définis sur des triangles droits.

Notre approche est la méme que celle proposée dans [15, 66]. L'utilisation des Nurbs permet
d’étre exact sur la géométrie et non d’approcher l'arc de cercle par des courbes polyno-
miales comme c’est le cas avec des éléments isoparamétriques. L'idée des éléments isopara-
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métriques, est d’avoir une erreur géométrique et numérique du méme ordre de grandeur.
Par exemple, Zlamal, dans [66], obtient un résultat de convergence avec des éléments iso-
paramétriques pour un probléme elliptique. Il s’appuie sur le lemme de Bramble-Hilbert et
passe des intégrales sur triangles droits aux intégrales sur triangles courbes par un difféo-
morphisme suffisamment régulier. Dans notre cas, 1’objectif est 1égerement différent de celui
des éléments isoparamétriques : nous voulons étre exacts sur la géométrie sans augmenter
le degré polynomial.

Nous donnons quelques éléments sur 1’approche isogéométrique a partir de [29].

- Une motivation premiere est de faire des calculs sur la géométrie exacte et non sur une
géométrie approchée. Un autre but est de diminuer les échanges de données entre la géo-
métrie et le modele numérique.

- L'idée principale est donc d’utiliser les mémes fonctions de base pour la géométrie et pour
I’analyse numérique.

- Le maillage est défini par un produit tensoriel de "knot" vecteurs, voir I’Annexe C, qui
divisent le domaine en éléments.

- Les degrés de liberté, appelés variables de controle, sont simplement les coefficients asso-
ciés aux fonctions de base. Comme pour les éléments finis, le support des fonctions de base
reste limité a un petit nombre d’éléments.

- Le h—raffinement et le p—raffinement sont possibles par I'insertion de "knot" vecteurs ou
I'élévation du degré des fractions rationnelles. Un troisieme raffinement, dit k—raffinement,
combinant i— et p— raffinements, est aussi disponible.

- Une différence avec 'interpolation polynomiale est la disparition du phénomene de Gibbs
pour des données discontinues si les données sont vues comme des points de contrdle asso-
ciés a des Nurbs.

4.3.1 Triangle a 2 bords courbes :

Pour le triangle a un bord courbe, nous avons pu écrire une transformation du triangle
droit vers le triangle courbe. Lorsque le triangle possede deux (ou trois) bords courbes les
Nurbs se révelent utiles pour paramétrer le triangle courbe. Le "knot" vecteur est le suivant :

u=140,0011,223,3,63}.
Ce vecteur U permet de définir les b-splines, données en (4.21), de degré deux qui servent a
décrire le bord du triangle. Les b-splines de degré deux sont suffisantes pour décrire un arc
de cercle, voir ’Annexe C pour la démonstration.

Paramétrisation du bord

Les b-splines sont définies pour u € [0, 3], voir la figure 4.8 :

(u) = 2u(l —u)ljy
Noo(u) = u Lo+ (2 — u) N
Nao (i) = 2(2 — u) (u — 1)1y (4.21)
Nyo(u) = (4 — 1)1 5+ (3 — u)* g
Nso(u) =2(3 — u)(u —2)1ppg
Nep(u) = (u—2)*1p 4.

La courbe S(u), pour u € [0, 3], décrivant le triangle courbe nécessite encore la définition
des points de contrdle P; et des poids associés w;. Il y a 7-1=6 points de contrdle disposés
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FIGURE 4.8 — En abscisse, le parametre u € [0, 3]. Les b-splines sont utilisées pour un triangle
courbe muni d’un, deux ou trois bords courbes. Le nombre de bords courbes
ne change pas la définition des b-splines.

comme l'indique la figure 4.9. Le point Ps est confondu avec le point Py pour fermer la
courbe.
Pour u € [0,3]:

6
S(u) = Zio@iNia( -y <)> P = sz (4.22)
Z] ow]NJZ( ) i=0 Z] ow]NJZ( )
Les fractions rationnelles R;(u) s’écrivent :
Riu) = —Ni2(1) (4.23)

2]6:0 w]'N]'Iz(M) ’
Pour u € [0,1], S(u) appartient a I'arc de cercle de Py vers P, et le point S(2 — u) décrit 1’arc
de cercle de Py vers P.

Paramétrisation du triangle

Pour décrire le triangle courbe, on paramétrise le bord, puis en partant du bord droit on
parcourt la surface a ’aide de segments (méme paramétrisation que le bord droit) joignant
les deux points S(u) et S(2 — u) appartenant chacun a un des deux arcs de cercle. Ces seg-
ments sont d’ailleurs les lignes de niveau correspondant a la fonction de base associée au
sommet opposé au bord droit.

Un point M(u,v) du triangle courbe est le barycentre des points S(u) et S(2 —
les coefficients (v,1 — v) :

u) avec

M(u,v) = (1—0)S(u) +vS(2 — u) (4.24)

avec (u,v) € [0,1] x [0,1]. La fonction (u,v) — M(u,v) correspond a la paramétrisation
du triangle a deux bords courbes. Elle est clairement bijective de [0, 1[x [0, 1] vers le triangle
fermé a deux bords courbes ABC privé du sommet B.

L'étape suivante pour construire des éléments finis courbes est de définir les fonctions de
base courbes 7; grace a cette paramétrisation. Les fonctions courbes v, que nous voulons
paragéométriques, sont définies par la formule (4.18). Il suffit donc de connaitre les fonc-
tions de base sur le triangle droit.
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FIGURE 4.9 - Triangle a deux bords courbes, avec I’emplacement des points de controle P;.
O; (resp. Oy) est le centre de I’arc de cercle PyP, (resp. P>Py). Le poids wy (resp.
w3) associé au point P (resp. P3) dépend du demi-angle au centre 6; (resp. 6;) :
wy = cos b (resp. w3 = cos B). Les autres poids sont égaux a un.
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Notre paramétrisation part d'un carré [0,1]? (et non d’un triangle) vers un triangle a deux
bords courbes. Noter la correspondance

A = M(0,0) = P,
B = M(1,0) = M(1,1) = P, (4.25)
C = M(0,1) = Py

Pour se ramener a une paramétrisation allant d"un triangle droit vers un triangle courbe, on
peut composer avec la réciproque de l'application z définie par

z:00,1> — Ky = {(£,9);0< £, 7 <let®+7 <1}

z(u,0) = (u,0(1 —u)). (4.26)

Sur le triangle de référence Kj, les fonctions de base pour des éléments finis de Lagrange de
degré 1 s’écrivent :

tA()?,]?> = 1-%2-7,
tB(J?,])) = X, (4.27)
te(%,9 7

En composant chacune des fonctions de (4.27) avec la réciproque de z, on peut écrire les
fonctions de base sur le carré pour (u,v) € [0,1] x [0,1] :

Oa(u,v) = (1—0)(1—u),
Oop(u,v) = u, (4.28)
Oc(u,v) = o(l—u).

et donc la fonction courbe v 4 associée a Py correspond a celle qui vaut un en (0, 0) et s’annule
sur les autres sommets du carré. Nous définissons vp par la formule suivante

U = 1-— VA — 0Oc (429)

car la transformation n’est pas définie pour le sommet B. Les lignes de niveau des fonctions
de base courbes sont indiquées sur la figure 4.10. Par exemple, les lignes de niveau de la
fonction vp associée au coté droit AC sont dessinées en rouge. La fonction vg vaut unen B et
zéro sur le coté AC. Il en est de méme pour les autres sommets et leur fonction associée. Nous
gardons la paramétrisation du carré vers le triangle courbe pour l'intégration numérique.

Les intégrales sur le triangle a deux bords courbes K gardent une expression difficile a
intégrer analytiquement a cause du jacobien correspondant a la paramétrisation (x,y) =
Fu,v) = (1—0)S(u) +vS(2—u):

u=1 ro=1
/Kf(x,y)dxdy:/uzo /U:O <(u,v)|Jr(u,v)|dudo (4.30)

avec g(u,v) = f(vS(u) + (1 —v)S(2 — u)). Pour expliciter le jacobien, nous écrivons la
matrice jacobienne DF(u,v) avec S(u) = (Sx(u), Sy(u)) :

[ vSy(u) — (1—0)Sy(2—u) Sy(u) — Sx(2 —u)
DF(”’”)_(vs’(u)—u—v)sy(z—u) 5y (1) — Sy(2 - ) (#.31)

Y
Le jacobien est le déterminant de la matrice jacobienne :

Je(1t,0) =(Sy (1) = Sy(2 = u)) (vS,(u) — (1= 0)S,(2 — u))

, , (4.32)
— (Sx(u) = Sx(2 —u))(vS, (1) — (1 —0)S,(2 — u)).
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FIGURE 4.10 — Les trois fonctions de base s’annulent chacune sur un coté.

La fonction S(u) est une fraction rationnelle par morceaux. Le dénominateur est un poly-
nome de degré quatre qui s’écrit comme un carré d’un polyndéme de degré deux. Une dé-
composition en éléments simples sur chaque intervalle pourrait conduire a une intégration
analytique des différentes intégrales. Cependant, pour les intégrales de bord, 1'intégration
numérique suffit comme nous le verrons en 5.5.2.

4.3.2 Triangle a 3 bords courbes :

Nous généralisons ce qui a été fait a deux bords courbes en utilisant la paramétrisation
du morceau de Nurbs S(u) pour u € [2,3] pour balayer le triangle. Pour le triangle & deux
bords courbes, il s’agissait d'un segment et donc la paramétrisation consiste a prendre le
barycentre des points S(u) et S(2 — u) décrivant les bords courbes. Au lieu d’avoir une ligne
droite, nous avons une courbe utilisant la paramétrisation du dernier bord (celui qui est
droit dans le cas du triangle a deux bords courbes).

Sur la figure 4.11, nous avons repris le triangle de la figure 4.10 et nous avons changg le
bord gauche en un arc de cercle d’angle au centre égal a /2.

Comment paramétrer la courbe entre les points S(u) et S(2 — 1) ? On impose que cette
courbe soit un arc de cercle. Trois points de contrdle doivent étre connus, ainsi que leur coef-
ficient de pondération. Deux sont les points S(u) et S(2 — u). Le troisieme noté Ps(u) doit étre
défini. Pour balayer intégralement les triangles a trois bords courbes, on joint les points S(u)
et S(2 — u) par une courbe similaire a celle joignant P, et Py. Par courbe similaire, on entend
un arc de cercle intersectant les deux autres (définis par S(u) et S(2 — u)) avec le méme angle
que l'arc de cercle défini par la Nurbs S pour 1 € [2,3[. Ainsi les arcs de cercle ne se coupent
pas entre eux (injectivité) et ils balayent tout le triangle pour 0 < u < 1 (surjectivité). D’autre
part, le point Ps(u) est le point d’'intersection des tangentes a 1’arc de cercle joignant S(u) et
S(2 —u) et passant en S(u) et S(2 — u). Le coefficient ws (1) = ws(u = 0) = ws est constant
puisque l'angle au centre est constant par rapport a u.

Pour un triangle constitué de trois arcs de cercle, un point M(u,v) s’écrit avec cette pa-
ramétrisation :

M(u,v) = Ra(v)S(u) + wsRs5(v) Ps(u) + Re(v)S(2 — u). (4.33)

Les fonctions de base courbes v; sont définies de la méme maniére que pour un triangle a
deux bords courbes.
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FIGURE 4.11 — Nous avons courbé le coté gauche du triangle a deux bords courbes de la
figure 4.10.

Remarque sur la définition des fonctions de base

Les fonctions de base sont définies par la formule (4.18). Cependant, une maniére "empi-
rique" de définir les fonctions de base donne le méme résultat. Nous décrivons maintenant
cette approche dont le principal mérite est de mettre en valeur le caractére linéaire des fonc-
tions de base courbe par rapport a la paramétrisation du triangle. Les fonctions de base
courbes v; sont définies comme suit :

ﬁi(”l U) = Ui(M(ul Z)))
= 0;(Rq(v)S(1) + wsR5(v)Ps(1) + Rg(v)S(2 — u))
= Ry(v)vi(S(u)) + wsR5(0)vi(Ps(u)) + Re(v)vi(S(2 — u)). (4.34)

Et il n'y a alors plus qu’a définir la valeur des fonctions en S(u), P5(u) et S(2 — u). Le
point Ps(u) est équidistant des points S(u) et S(2 — u), aussi on impose arbitrairement :

oi(Ps(1)) = Ui<5<“))+zi(s(2_u>)_ (4.35)

Cette définition reste purement formelle car le point P5(u) peut étre hors du triangle courbe

et donc du domaine de définition des fonctions v;. Avec (4.35), la définition de v; devient :

vi(S(u)) +0i(S(2 —u))
2

0;(1,v) = Ryg(v)v;(S(1)) + wsR5(v) + Re(v)v;(S(2 — u))

(4.36)
= (Rif0) + 2B y0, (s(0) + (Re(o) + 05D yos(5(2 - w).
On donne les valeurs explicites :
0a(w,0) = (Ra(0) + w5 22)(1—u) = (1 - 0)(1 — ),
Op(u,v) = (R4(v)+wsR5(v) + Re(v))u = u,

R5(v)
2
qui est la méme définition que (4.28).

Oc(u,v) = (ws + Re(0))(1—u) =0v(1—u),
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Définition du point P5(u)

Pour le calcul des intégrales il est nécessaire de connaitre la position du point Ps5(u).
Nous exprimons P5(u) en fonction de S(u), S(2 — u) et 6y le demi-angle au sommet de 1’arc
PyPy. L'arc de cercle passant en S(u) et S(2 —u), u € [0, 1], est tel que :

R(u)
—_— = tante = 0 4.37
Ou) Ps () constante = cos 6 (4.37)
ott O(u) est le centre de l’arc passant en S(u) et S(2 — u). Cette contrainte signifie avoir
des arcs "homothétiques" le long de la paramétrisation sur les arcs PyP, et P,P;. Par ailleurs

sinfy = —d(s(”)'g((i)_”))/z donc

On écrit le point P5(u) a partir du milieu I(u) = w du vecteur S5(u) = S(2 — u) —

_ ( S5x(w) a longueur I(u)Ps(u) s’écri
) = ( Sgr{a) ) - Lalongueur 1(1)Ps(u) s'cri
SS

I(u)P5(u) = O(u)Ps(u) — O(u)I(u) = 2sin 6

1
—cosfy | = 55 tan 6. (4.39)
cos b 2

En prenant en compte le signe de la courbure sgn(R) = £1 selon le signe de la concavité
del'arc, il vient :

Psu) = S(u) +;5(2 —u) sgnz(R) tan 0y < —zgi((z)) ) . (4.40)

Remarque : Le rayon R(u) est proportionnel a la distance SS entre les deux points S(u) et
SQ2—u):R(u) = 2

~ 2sinfy

Le calcul des intégrales d’éléments finis reste basé sur la formule (4.30) donnée pour les
triangles a deux bords courbes. Le jacobien | et la fonction g sont modifiés :

g(u,v) = f(M(u,0)) = f(Ra(0)S(u) + wsRs5(v) P5(u) + Re(v)S(2 —u))  (4.41)
J(u,v) = (0uMy0,My — ;M 9, M,)(u,v). (4.42)

Nous écrivons deux des quatre dérivées présentes dans le jacobien :

9uMx(11,0) = Ry(0v)Sy(u) +wsRs(0)P} . (1t) — Rg(0)Sy(2 — u), (4.43)
oM, (1,0) = Ry(v) Sy(u) +wsRs(v) Ps (1) + Re(v) Sx(2 — u1). (4.44)

Les deux autres dérivées sont obtenues en remplagant 'indice x par y. Pour rappel, la fonc-
tion S(u) est définie en (4.22) et les fractions rationnelles R;(v) en (4.23).

Les éléments finis issus des Nurbs utilisent des intégrales calculées numériquement que
le triangle ait un, deux ou trois bords courbes. Pour un maillage comprenant des triangles
avec plusieurs bords courbes, tous les triangles courbes ont une base issue des Nurbs. Ce-
pendant, nous avons fait des calculs ot1 les triangles a un bord courbe ont une base associée
a la transformation donnée en Annexe D et les triangles a plusieurs bords courbes ont une
base associée aux Nurbs, aucune différence significative n’a été remarquée par rapport a un
calcul ot tous les triangles courbes ont une base associée aux Nurbs.
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4.3.3 Paramétrisation et symétrie

La transformation que nous présentons pour les triangles courbes n’est pas invariante
lorsque 1'on permute les sommets. La figure 4.12 montre les lignes de niveau pour un tri-
angle a un bord courbe. Sur la figure de gauche le sommet Py = A est en bas a gauche.
Sur la figure de droite le sommet Py = A est en haut a gauche. Les points de contrdle sont
numérotés dans le sens trigonométrique, c’est-a-dire B = P, et C = P4.

IC

FIGURE 4.12 - En changeant la numérotation des points, la paramétrisation du triangle par
les Nurbs et les fonctions de base changent aussi.

Une fagon de rendre cette base invariante par rapport a la paramétrisation est de moyen-
ner les fonctions de base. Pour un sommet donné, en prenant la moyenne des trois fonctions
de base issues des trois paramétrisations possibles, on obtient une fonction de base indé-
pendante de la numérotation des sommets. Voir les fonctions de base symétrisées et non
symétrisées sur la figure 4.13.
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FIGURE 4.13 — Les points A, B, C sont les sommets du triangle courbe. Les fleches noires
indiquent les morceaux utilisés pour la paramétrisation : S(u) (resp. S(2 — u))
correspond au coté AB (resp. CB). Le coté AC est utilisé pour le parametre
v € [0,1]. A gauche, les fonctions de base ne sont pas symétrisées. A droite, la
fonction de base v 4 a été symétrisée. Sur la figure de gauche (resp. de droite),
les lignes de niveau de la fonction v4 sont en noir (resp. jaune). Les lignes de
niveau en jaune sont dessinées de facon irréguliere car les maillages utilisés
pour chaque paramétrisation sont fortement anisotropes.

4.3.4 Cas particulier

Dans certains cas, la définition de P5(u) n’est pas satisfaisante car la transformation n’est
pas bijective. En effet, le domaine d’arrivée peut étre plus grand que le triangle courbe,
notamment quand sgn(R) = —1 et que I’angle au sommet P, est plat, voir la figure 4.14.

Une maniere de traiter ce probleme est de considérer que le demi angle 6 ne doit pas étre
constant en 1, mais doit tendre vers zéro quand u — 1, c’est-a-dire quand le point M (u, v)
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FIGURE 4.14 — On reprend le cercle de la figure 4.13, mais on change le troisiéme arc de cercle
AC. Le nouvel arc AC est le symétrique de 1’ancien arc AC par rapport a la
corde AC. Nous avons dessiné les lignes de niveau qui indiquent le triangle
courbe que 1'on obtient avec la transformation. Des lignes sont a I'extérieur
du triangle courbe en bleu. Ceci est di au fait que I’angle courbe ABC est plat.

tend vers B. Ceci est équivalent a imposer R(u) — oo quand u — 1. On peut modifier le
définition de P5(u) de deux maniéres :

Py(u) = S(u) +§(2 —u) sgnZ(R) tan 0(u) < _gsszgz)) > / (4.45)
) +§(2 —u) oc(zu)sgn(R) tan 6 ( _ggy((s)) ) , (4.46)
tan 6(u)

avec a(0) = leta(u) < || quand u — 1. En effet, les arcs sont supposés former un
angle inférieur a 7t en chaque sommet, ce qui correspond a une hypothese de convexité lo-
cale. La figure 4.14 représente le cas limite. Pour le cas ot les deux arcs ne décrivent pas un
méme cercle, a(u) = 1 suffit.

Remarque:
Une famille (Tj,);, est réguliere s'il existe une constante M > 0 telle que VK € (Tj,),

hx/px < M, (4.47)

ol hg est le diametre de K et pk est le rayon de la plus grande sphére incluse dans K. Gros-
sierement, (Tj,);, réguliere signifie que les mailles de chaque maillage T, ne peuvent pas étre
trop aplaties.

Pour des maillages droits, la condition (4.47) entraine que les angles 6 sont compris
entre: 0 < ¢ < 6 < d < 7 ou cetd sont deux constantes.

Pour des maillages courbes, cette conclusion reste valable. Nous l'illustrons sur une géo-
métrie comprenant un angle de 7 préservé a chaque raffinement. Voir la figure 4.15. Nous
notons hy et p; les parametres hg et px apres k raffinements. A chaque raffinement nous di-
visons py par deux. Lorsque le pas de maillage /i tend vers zéro, c’est-a-dire k tend 1'infini,
nous avons les équivalences suivantes :

R
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Nous avons donc la limite : limy_, h1x/ px = +00 incompatible avec la condition (4.47).

P,
P4,k - P X PO,k
B xk §
P4,1 Po,1
R-2p
‘/ R » k \
P4,0 = - Po,o

FIGURE 4.15 - Le triangle Py P> Py est un triangle a deux bords courbes dont le coté droit
est le segment Py Py . La plus grande sphere incluse dans ce triangle est de

rayon py.

Sur la figure 4.16, la transformation semble plus satisfaisante que précédemment. Nous
avons utilisé (4.46) pour définir Ps(u) avec a(u) = (1 — u)?. Cette fonction vérifie a(0) = 1 et

a(u) < |% |. En effet, on peut montrer que tan 6(u) e 52%”) ~ 5=(1 —u). La constante

C dépend des arcs AB et AC.

Dans cette situation, la frontiere du triangle courbe est C* en P,. La courbure des lignes
de niveau utilisant la définition (4.46) de Ps(u) avec a(u) = (1 — u)? est équivalente a (1 —
u)? quand u — 1. La transformation semble bijective.

Actuellement, nous gardons a(#) = 1 et nous imposons un balayage par un troisieme
coté de courbure positive : sgn(R) = +1. Avec un tel coté, il n'y a pas d’ambiguité sur 1’es-
pace d’arrivée. Et si tous les cotés sont de courbure négative, aucun angle courbe ne vaut 7,
donc la transformation arrive bien dans le domaine souhaité.

FIGURE 4.16 — La transformation est plus satisfaisante.

4.4 Interpolation sur les éléments courbes paragéométriques
La transformation que nous avons présentée dans la section précédente va du carré

[0,1] x [0,1] vers un triangle a un ou plusieurs bords courbes. En composant avec 'applica-
tion définie en (4.26), la transformation va d"un triangle de référence vers un triangle courbe.
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En composant avec une application affine, la transformation peut aller d'un triangle droit
quelconque non dégénéré vers un triangle courbe. Nous détaillons maintenant le cadre des
éléments finis courbes, les résultats généraux sont issus de [9, 14]. Dans [14], 'auteur traite
des éléments isoparamétriques. En particulier, il donne des conditions suffisantes pour que
les résultats d’interpolation sur les éléments finis droits restent valables sur des éléments fi-
nis isoparamétriques. Dans [9], I’auteur étend les résultats de [14] pour des transformations
Fx quelconques et donne notamment une condition suffisante pour préserver les résultats
d’interpolation sur des éléments courbes. A partir de [9], nous donnons deux inégalités in-
verses utiles pour la démonstration du chapitre 5.

44.1 Décomposition de la transformation Fg

Nous écrivons la transformation Fx allant d’un élément de référence K vers un élément
courbe K comme suit :
Fx = Fx + ok (4.49)

ot Fx : K — K = Fg(K) est une transformation affine, donc K est un triangle droit. On note
Fx (%) = By + bk. Les bords courbes sont considérés comme résultant d’une perturbation
@y : K — R?,d =2 ou 3, appliquée au triangle droit. Pour nous, d = 2. La matrice jacobienne
D®k est supposée vérifier :

cx = sup||D®k (%) - Bl|| < 1. (4.50)

£ek

La constante cx représente la norme de la perturbation appliquée a un triangle droit. La
norme matricielle est la norme subordonnée a la norme euclidienne. Prendre une norme
différente de la norme euclidienne impose de vérifier que les différentes inégalités interve-
nant entre les espaces de Sobolev sont toujours valides (par exemple les inégalités inverses).
La constante cgx apparait notamment dans les inégalités suivantes :

sup||DFx(%)]] < (1+ cx)l|Bkl|, (4.51)
%€k

SHEHDFlzl(X)H < (1—cx) 1B, (4.52)
xe

Vz € K, (1 — cx)?|det Bx| < |det DFx(%)| < (1 + ck)?|det Bk|. (4.53)

Comme la constante cx ne dépend pas du triangle de référence, voir [9], on peut prendre
comme triangle de référence le triangle courant a bords droits, ainsi Bx = Id, oule triangle
unitaire isocele rectangle. Les dérivées d’ordre supérieur sont controlées par les constantes
c;(K), I est un entier supérieur a 2 :

ci(K) = sup||D'®x(2)]] - [| B |- (4.54)

%ek

4.4.2 Inégalités inverses courbes

K est un triangle courbe, K est un triangle droit. / est la longueur du plus grand c6té de
K. On suppose que l'application Fx : K — K est un difféomorphisme. On rappelle que

P (K) = {v — 9o Fc avecd € Pk(K)} (4.55)
oit IP;(K) est 'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a k sur le triangle droit K.

Pour des éléments finis courbes paragéométriques (K, Px, Xk ), on a Px = P¢(K). On montre
les deux lemmes suivants.
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Lemme 4.4.1 Pourv € P(K), ona:
V]| r2) < ChH[o]] 2k - (4.56)

Remarque : La mesure de K est notée |K| et |K|'/¢ = O(h), d est la dimension, pour nous
d=2.
La démonstration s’appuie sur les relations suivantes données dans [9] :

m
|0lmpx < CldetBx|"?||B*||™ (ZHBKHW—”Iﬁlr,p,K) : (4.57)
r=0
_ _ m
16| m,p,x < C|detBx| ' P||Bx||™ | Y lolrpk | - (4.58)
r=0

Ainsi, d’apres (4.57), pour m=1 et p=2:

192120y < CldetBil"/21B! ] (11Bxl Il g + 17812 ) s
< CldetBx|"/2/|B | (11Bk| 2+ CIRI74) [[8]] 2z

car l'inégalité (4.56) est valable pour les polyndmes o sur les triangles droits K. En utilisant
(4.58), on obtient :

1Volliz) < CUBI (11BcIP +CIRITY) ol 2gx)- (4.60)

D’autre part, le triangle K étant quelconque, nous utilisons les estimations suivantes :
o\ 1/d
i K[\ . k]
HBKH:o((‘K, et 11B=0( (1) |- @s1)

K 1/d B
HVvHLz<K>SC<(‘ ') T CIK] W)uvr\LZm- 4.62)

donc

K]
Ainsi pour h suffisamment petit, on obtient le résultat annoncé. A fortiori :
JioX Vol < Vol < Ch™!||oy] |12(K)- (4.63)

Lemme 4.4.2 L'inégalité inverse de trace suivante est valable sur une aréte courbe e appartenant a
la frontiere d"une maille courbe K.

Pour v € P(K), |[v]lr2() < Ch™2||0|| 12k (4.64)

Nous avons |’estimation suivante du méme type que (4.61) : |detBx| = % La démonstration

repose sur le lemme 2.4 de [9] donnant entre autres 'inégalité suivante (B, = B Kle) :
19]ls.9¢ < CldetBe|"7|detBx|~/?||Bi | (|[0]lo,pk + 1 Bl" [0ln,p,x) (4.65)
ou0<s<m-—1/pets—(d—1)/g<m—d/p.

Danslecasoud = 2,5 =0,9 = p = 2, et m = 1, et en changeant un peu les notations,
I'inégalité (4.65) s’écrit

~ 1/2
ollize < € (19BN ) 112 4 1Bkl 1190 (4:66)
(Y L2(e) = ‘detBK‘ (Y L2(K) K (Y L2(K) ) - .
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La constante C = C(K) dépend du triangle de référence K. En prenant pour K le triangle
unitaire isocele rectangle,

| detBe| _ I(e)|K] _

C=0(), — = =
1) |detBx|  1(8)|K|

O(k™") et |[|Bk|[=O(1"?).

La différence par rapport au cas des triangles a bords droits est I’apparition du terme
1Bl 11Volli2k) < ChE™ [0l 120x)

d’apres le lemme 4.4.1. Apres avoir effectué ces simplications dans (4.66), on obtient I'inéga-
lité inverse de trace annoncée.

La possibilité d’étendre les inégalités inverses des éléments droits aux éléments courbes
paragéométriques est un argument en faveur des bases paragéométriques. Ces estimations
ne sont valables que pour des fonctions v € P(D) = & P(K), aveck € N fixé.

KeTy,

4.4.3 Erreur d’interpolation

Nous donnons le résultat d’interpolation de [9] pour des éléments courbes. D’abord,
nous listons les hypotheses du théoreme.
Soient (Tj);, une famille de maillages et (K, Pk, Xx) des éléments finis avec K € T; pour un
h donné.
- La famille (Ty,), est réguliere, voir (4.47).
- La famille (Tj); est d’ordre 6 : les transformations Fx appliquées aux mailles droites doivent
étre régulieres d’ordre 6, ce qui s’exprime par

sup sup ¢;(K) < +o0o, 2<I1<60+1,
h KeTy

ot ¢;(K) est défini en (4.54). Les dérivées sont controlées jusqu’a 1’ordre maximal [f] = m
pour lequel on veut avoir le résultat d’interpolation (4.67).

- Les éléments finis (K, Pk, Xk ), pour K € (Tj,);, sont d’ordre 6 : la transformation Fg est ré-
guliere d’ordre 0 + 1, I'espace Pk contient les fonctions v o Fi ! ot1 v € P(K), et Pk est inclus
dans ¢91(K).

- Les éléments finis (K, Px, Xk ) sont compatibles : ils sont d’ordre 6, la dimension de Px est
bornée indépendamment de 7, et, soit le support A d’une forme de Xk est contenu dans K,
soit la forme peut étre étendue a une forme linéaire continue sur €°(A).

Pour un degré de liberté y;, on définit A; comme la réunion des mailles K € Tj, contenant
le support de y;, c’est-a-dire
A = U k

KeTy, supp u; CK

Pour une maille K donnée, I'ensemble A est défini comme :

A= |J A

i, KCA;

Théoréme 4.4.3 En supposant que la famille (Ty), et les éléments finis (K, Px, Lk ) vérifient les
hypotheses ci-dessus, on peut trouver un opérateur d’interpolation 11, sur un élément K tel que,
pour une fonction u € L'(D) N W"P(A), on ait :

~]— d(1/g-1
it = Thya] [ g < Cl ATV 1y (4.67)
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Pour les base non paragéométriques, les éléments finis ne sont pas d’ordre 6 car 1'es-
pace des fonctions de base non paragéométriques ne contient pas les fonctions v o Fg'! ot
v € P(K). Le résultat d’interpolation (4.67) n’est donc pas garanti pour ce type d’éléments
finis. Un intérét majeur des bases paragéométriques est la possibilité d’utiliser le théoréeme
443.

L'interpolé I'T,u appartient a 'ensemble X;, = Vec {v;,1 < i < N, }, ensemble des combi-
naisons linéaires des fonctions de base v;, et est défini comme :

NII
Ipu = 2741' (0i)vi. (4.68)

i=1

Les fonctions p; sont telles que p; = pj; o Fy. 1 avec A; = supp f1; et p; € P(A;) vérifie
[ @=p)pds =0, vpePd), (4.69)

L'idée d’utiliser une projection L? locale pour définir une interpolation fut initialement pré-
sentée dans [17].

Nous donnons un autre résultat d’interpolation donné dans le cadre des éléments finis
isoparamétriques, voir [10]. Avant d’énoncer le théoréme, nous nous placons dans le cadre
suivant.

Soit D un domaine, et D, un domaine polygonal approchant D. On note T}, un maillage de
Dy, composé de triangles (plus généralement, de simplexes) de taille au plus h. Alors il est
possible de construire une application polynomiale par morceaux F,, de degré m — 1 telle
que :

- Fj, est I'identité si la maille K € Tj, n"a aucun point sur le bord,

- pour tout point x € 9F,(Dj,), la distance de x a la frontiere du domaine 0D est au plus Ch",
- IJE | lwme(p,) < Cet |‘]Ehl||wnl/W(Dh) < C, indépendamment de h.

Théoreme 4.4.4 Soit Ty, 0 < h < 1, une partition en triangles du domaine lipschitzien D. On
suppose que les maillages Ty, et les applications Fy,, de degré m — 1, vérifient les propriétés mentionnées
ci-dessus. Soit (K, Pg, %), un élément de référence vérifiant le résultat d'interpolation suivant pour
un certain m, et p fixés :

1l existe un opérateur d’interpolation I tel que

||1/l _— Iu||ws/p(K) S C(K, m,s)|u|wm,p(K). (4:70)

Pour K € Ty, les éléments finis (K, Pk, Xx) sont affinement équivalents i (K, Pp,%¢). Alors, il existe
une constante C dépendant de I'élément de référence et un opérateur d’interpolation Iy, tels que

[t = Inullwsr (5, (Dy)) < CH™ 7 [ulwmr(r,(Dy)), 4 € WP (Fy(Dy)), (4.71)
pour 0 < s < 1etm > s. Iu est l'interpolé isoparamétrique de u défini par :
Lo (Fy(x)) = Lio(x),

oit, pour x € Dy, 9(x) = v(F,(x)) et I, est 'opérateur d'interpolation sur les éléments finis
(K/ PK; ZK)
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4.4.4 Remarque

Les inégalités (4.57) et (4.58) sont des résultats essentiels pour obtenir les inégalités in-
verses et le résultat d’interpolation 4.4.3. Elles sont obtenues a partir de la formule suivante
détaillant le calcul de la dérivée de deux fonctions composées :

D™(fog) = ZD’f< Y o] (D‘fg)iq>, (4.72)
r=1 i€E(m;r) q=1
ott 'ensemble E(m,r) est défini par :
E(m,r) = {i e N"; Y iy =r,et) giy = m} , (4.73)
q=1 g=1

et les ¢; sont des constantes connues.

4.5 Exemple de transformation pour un triangle a un bord courbe

La condition (4.50) induit une contrainte sur le maillage courbe : la déformation des
mailles droites ne peut pas étre trop grande. Nous illustrons cette contrainte pour une trans-
formation vers un triangle a un bord courbe. Soit (x,y) € K = K, le triangle droit de mémes
sommets que le triangle courbe :

0
Fx(x,y) = ( ; > + ot \/(Ig)Z_ (r— oty | = Bi(x,y) + ®Pk(x,y). (4.74)

H
Voir I’Annexe D pour les notations et une figure illustrant la transformation. Nous y véri-

fions de plus que l'application Fx est un C*—difféomorphisme. Dans le repere utilisé, les
coodonnées (x,y) vérifient

0<y<H et xc%gxgxg%.

La composante @, de Pk est nulle, donc la matrice jacobienne de ®x s’écrit :

0 0
D®k(x,y) = , 4.75
D= (sl 2oy ) @79
avec :
®, () = L(yo — H) + =/ (Ry)? — (xH — xoy)2 (4.76)
v H H
Pour la norme subordonnée a la norme euclidienne, nous obtenons :
Do X
ck = sup sup H K(x/y) || = sup \/|axq)y‘2+ |ayq)y‘2- (4_77)
(xy)eK XeR? ||XH (xy)eK

On peut montrer que la borne supérieure de [0,®,|* + |9, D, |? est atteinte sur les bords AB
et AC du triangle. On rappelle que 'unique bord courbe est ’arc de cercle BC. L’hypothese
(4.50) sur ck se traduit par une contrainte sur le maillage :

1 (1 2
2 2 2
(aquy + ayq)y) B = tan“ 0 <1 + ﬁ (2 + |XO’> > < 1, (4:78)
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ot 6 est le demi-angle au centre de 1’arc de cercle BC. L'inégalité (4.78) implique que 1’angle
0 est inférieur a 7t/4. Entre autres, diviser un disque en quatre triangles rectangles courbes
correspond au cas limite, et la démonstration de la convergence n’est pas valide car cx > 1.

Sur la figure suivante, le bord courbe (en rouge) est fixé et les demi-droites jaunes déli-
mitent le lieu géométrique des troisiemes sommets tels que la condition (4.50) est vérifiée.
Les points admissibles sont au dessus des lignes jaunes supérieures, et en dessous des lignes
jaunes inférieures. Noter que le domaine est symétrique par rapport a la corde BC : méme
les points en-dessous de la concavité ne peuvent s’approcher trop pres de la corde BC.

0.0

-1.5 T T T T T T T T T
1.0 0.2 0.8 -0.4 -0.2 0o 0.2 04 06 0g 10

FIGURE 4.17 - Lieu géométrique pour le troisieme sommet A a partir de la contrainte de
maillage (4.78).

En utilisant la norme matricielle [|[M|| = max|M;;| dans (4.50), nous obtenons une
1,]

autre contrainte

D[~ < 1, (4.79)

avec

!

5+ |x 1 l

||ID®k ||~ = max {tan(); 2—‘_H‘O’tan9; I Zsirl9(1 —cosf) — |xo| sin@’}
l (4.80)
5+ |x
= max {tan(); L‘d tanO} .
H

Lanorme || ||~ peut s’écrire comme le maximum du premier et second termes uniquement.

Le troisieme terme est inférieur au second pour 0 < 6 < 71/2. Les lignes bleues dans la figure
4.18 délimitent le lieu géométrique correspondant a (4.79). La partie horizontale de la ligne
bleue correspond au domaine ot || D®k]||s~ = tan6.

Les deux figures 4.17 et 4.18 permettent de voir les lieux géométriques pour lesquels
la condition (4.50) est vérifiée pour deux normes différentes. De plus, il est intéressant de
comparer ces lieux avec le domaine de bonne définition de la transformation, c’est-a-dire, le
domaine contenant les troisiemes sommets pour lesquels la transformation du triangle droit
vers courbe est bien définie et est un difféomorphisme. Pour connaitre ce domaine, nous
encadrons le jacobien de la transformation.
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-1.0 0.8 0.8 -0.4 -0.2 0o 0.2 0.4 08 o8 10

FIGURE 4.18 — Comparaison de contraintes sur le maillage pour différentes normes matri-
cielles utilisées dans (4.50).

4.5.1 Jacobien

Pour I’étude du jacobien, le couple (x,y) représente un point du triangle de référence,
cest-a-dire: 0 < x,y <letx+y <1.

_ I'sin6 xX—y Ix—y
det DFx(x,y) = det Bx + RI®(x,y) + B(x,y) Fcosbrty (xo + 2x+y> , (4.81)

x+y
Le calcul détaillé de det DFx permet I’encadrement suivant, pour chaque maille K :

2
la fonction @ étant définie par: ®(x,y) = \/ 1-— (ﬂ> sin 6 — cos 6.

R(1 —cos?) n |xo| +1/2

xo|+1/2
(1 —tane’O‘H> det Bx < det DFx < (1 + o o

tan 9> det Bg.

(4.82)
Les bornes de I’encadrement sont atteintes sur les bords x = 0 et y = 0. Le jacobien det D Fx
est une fonction continue de (x, y). Pour que cette fonction de (x, y) soit toujours non nulle,
il faut et il suffit que les bornes de 1'encadrement soit de méme signe. Comme le majorant
est positif, le minorant doit aussi I'étre. La contrainte sur le maillage s’écrit donc :

tan6 (|xo| +1/2) < H. (4.83)

Ce calcul peut étre fait pour (x,y) € K. La fonction Fx s’écrit comme en (4.74). L’enca-
drement du jacobien repose alors sur I’encadrement suivant :

l
xc% §x§x3%<:>—éy§xH—xoy§ Ey. (4.84)

Les bornes d’encadrement sont alors obtenues sur les cdtés AB et AC correspondant aux
cotés x = 0 et y = 0 du triangle unitaire de référence. On obtient évidemment la méme
contrainte sur le maillage.

D’autre part, la minoration du déterminant det DFx n’entraine pas de contrainte sur la
valeur du demi-angle au sommet 6 contrairement a (4.78) qui impose 6 < 7t/4. Pour que les
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triangles courbes avec une courbure positive soient "convexes", on impose 6 < 77/2. Le cas
6 = /2 correspond a un demi-disque, la transformation définie par (4.74) est alors dégé-
nérée.

Lorsque le rayon R tend vers l'infini , et donc ’angle 0 tend vers zéro, les termes fonction
de 6 dans (4.82) tendent vers zéro. Résultat attendu puisque la transformation courbe tend
vers la transformation affine de matrice M.

C ———————~- B

0.0

-1.0 0.8 0.8 0.4 -0.2 0o 0.z 04 06 0s 10

FIGURE 4.19 — Comparaison des lieux géométriques a partir de différentes contraintes sur le
maillage

Les lignes vertes délimitent le domaine de bonne définition de la transformation : les
deux demi-droites supérieures sont les tangentes en B et C a l’arc rouge. Si le troisieme
sommet est en dessous de 1'une des deux, alors au moins un des bords droits coupe l'arc en
deux points. Les lignes bleues et vertes se superposent sur certaines portions. Contraindre
la norme infinie est donc équivalent & bien définir la transformation dans certains cas. Le
domaine lié a la norme subordonnée délimité par les droites jaunes est plus restrictif que les
deux autres, la contrainte cx < 1 est plus forte pour cette norme.

4.5.2 Rayon admissible

Au lieu d’étudier les troisiemes sommets acceptables pour un arc de cercle donné, on
peut vouloir trouver la déformation maximale applicable a un triangle droit donné. Pour
cela, on peut réécrire les conditions (4.78), (4.79) et (4.83) en faisant apparaitre le rayon de
I'arc de cercle :

!
(478) & R > Ruine = 5 V248,

(4.79) & R > Ry o = %\/ 1+ max {1; 62}, (4.85)

l
(4.83) & R > Rmin,] = E v1 —|—52,

oud = ‘xd#. Soit A le troisieme sommet du triangle, celui qui n’est pas sur 1’arc de cercle.

B et C sont les deux autres sommets. |xo| est la distance de A & la médiatrice de BC, 1/2
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est la demi-longueur du segment BC, et H est la hauteur issue de A. La notation R,,;, est
utilisée lorsque le critere n’est pas précisé.

Pour un triangle donné, les inégalités de (4.85) permettent de savoir quelle déformation
maximale on peut appliquer au triangle, c’est-a-dire connaitre R,,;,, tout en respectant la
condition (4.50) pour la norme correspondante. On peut quantifier une déformation maxi-
male par le ratio suivant :

. hinax . Rmin(l — COs emax)
T="H T H

Ol 0y est 'angle associé & Ry, done cos Oyax = 7%2’1(”2)2

Nous étudions les déformations maximales pour la transformation définie par (4.74) sur
la figure 4.20. Trois familles de courbes sont dessinées. En vert (resp. noir), on trouve les
lignes de niveaux de 77 pour les valeurs 7 = 0.2, 0.3, 0.4 correspondant a (4.83) (resp. (4.78)).
Autrement dit, les courbes en vert correspondent a la bonne définition de la transformation
(déterminant strictement positif), et celles en noir (resp. bleu) correspondent a la condition
(4.50) pour la norme subordonnée a la norme euclidienne (resp. pour la norme || - || ).

Pour le triangle P; BC, la déformation maximale est de 20% de la hauteur en P; pour que
la transformation soit bien définie. Pour le triangle P,BC, la déformation maximale est de
20% de la hauteur en P, pour que (4.50) soit vérifiée pour la norme subordonnée a la norme
euclidienne. Tous les points au-dessus d'une ligne de niveau 0.2 admettent des déformations
maximales plus grandes que 20% de la hauteur du triangle associé.

0.0

B
A
)

0.2

0.4

-0.6 7

-0.8 7

-1.0

12—

-1.4—

FIGURE 4.20 — Lignes de niveau du ratio # pour les valeurs 0.2, 0.3, 0.4.
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Par exemple, les inégalités de (4.85) (ou la figure 4.20) permettent de savoir si I'on peut
mailler un disque avec six triangles équilatéraux (le maillage droit est alors un hexagone).

Dans ce cas,

! ! !
5= S = f donc Ryine = E\/2+1/ = EW’ (4.86)

et/ = R. Donc, mailler avec six triangles est possible si et seulement si

R > Ryine = \/7/ & 2> +/7/3 quiest vrai,

voir 'emplacement du sommet P; sur la figure 4.20, pour lequel le ratio 7 vaut approxima-
tivement 0.215.

Remarque : Pour les points situés sur la médiatrice du segment BC,ona d = ﬁ = tan 6.

Cette étude a porté sur une transformation définie en (4.74) pour obtenir un triangle a
un bord courbe. Un prolongement serait d’étudier les transformations vers des triangles a
plusieurs bords courbes pour obtenir des critéres sur des maillages contenant des triangles
a plusieurs bords courbes. Toutefois, & partir de I’étude de la transformation pour un bord
courbe, on sait que la contrainte (4.50) n’est plus vérifiée si un disque est maillé avec quatre
triangles courbes ou moins. A fortiori, on peut déduire que la contrainte (4.50) ne sera pas
non plus vérifiée si l'on maille un disque avec uniquement un triangle a trois bords courbes.
D’autre part, on peut considérer que la perturbation ®x n’a pas besoin d’étre connue. Seuls
les parametres du bord courbe jouent dans la contrainte (4.50). Dans ce cas, pour un triangle
a plusieurs bords courbes, on peut se contenter d’étudier la déformation sur chaque bord
séparément et vérifier que le sommet opposé est dans le domaine des troisiemes sommets
pour lesquels la condition (4.50) est satisfaite.

4.6 Sous-maillage directionnel

La résolution spatiale de 1’équation (2.9) se fait triangle par triangle. Pour résoudre un
triangle, le flux sur les faces entrantes doit étre connu. Le processus de résolution suit donc
un front de propagation dans le sens de la direction angulaire ) : un triangle donné ne peut
étre résolu qu’une fois que les triangles amont par rapport a la direction () sont résolus. Les
conditions aux limites permettent de résoudre les premiers triangles.

Une direction angulaire () est tangente a un cercle en deux points. Intéressons nous a un de
ces deux points, pour un maillage o1 les triangles courbes ont au maximum un bord courbe.
Sile point de tangence n’est pas un des sommets du maillage alors il est sur une aréte courbe
I'. Cette aréte est alors composée d’une partie entrante I = {x € I, ) - n,(x) < 0} et d’une
partie sortante ', = {x € T, Q- n,(x) > 0}.

Définition 4.6.1 Une aréte composée d une partie entrante et d'une partie sortante est dite entrante-
sortante.

Nous exposons maintenant une maniere de résoudre un triangle courbe possédant une aréte
entrante-sortante. L'idée du sous-maillage directionnel est de subdiviser un tel triangle en
deux sous-triangles dont les faces sont bien définies comme entrantes ou sortantes. Lors de
la résolution de ce triangle, une aréte fictive (car non stockée dans le maillage) est tracée.
Cette aréte relie le point de tangence au sommet opposé au coté courbe. On résout ensuite
les deux sous-triangles en suivant le sens de la direction angulaire (du coté éclairé vers le
coté obscur), voir la figure 4.21.
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Comme l'aréte n’est pas stockée, il est nécessaire d’interpoler la source et le flux du triangle
adjacent (ayant une concavité opposée) au point de tangence. Cette interpolation introduit
une approximation.

2

7 3
A Vi :ZZW;JVf

=1 i=1

FIGURE 4.21 — Sous-maillage directionnel avec les degrés de liberté.

Critere d'utilisation du sous-maillage directionnel :
Les directions tangentes a I’aréte en un de ces points définissent un angle « avec la corde BC,
voir figure 4.22, qui est plus petit que le demi-angle au sommet du cercle correspondant a
l'aréte courbe. Ce critere est utilisé dans le solveur pour identifier les triangles a subdiviser.
Par exemple, sur la figure 4.23, 1’angle « est proche de zéro puisque () est quasiment parallele
a BC.

A

FIGURE 4.22 — Comparaison des angles « et . Pour une direction Q tangente, & < 0.

4.6.1 Projection/relevement

Considérons un triangle avec une face entrante-sortante. Lors de la résolution des deux
sous-triangles de ce triangle, le flux (avec trois degrés de liberté) du triangle adjacent par
la face entrante-sortante doit étre relevé pour déterminer les six degrés de liberté des deux
sous-triangles. De plus, comme le sous-maillage directionnel n’est pas stocké, une fois les
deux sous-triangles résolus, nous devons projeter ce flux (comportant six degrés de liberté)
sur le triangle initial (trois degrés de liberté).
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Relévement

Le flux angulaire Y3 (resp. ¥s) désigne le flux sur le triangle initial (resp. sur les deux
sous-triangles).

3 2 3 .o
Y3=) piv, Yo=Y ) ylv, (4.87)
i=1

i=1j=1

ot1 les coefficients ; et i} sont les inconnues a calculer et les fonctions v; (resp. v}) sont les
fonctions de base sur le triangle initial (resp. sur les sous-triang]les).

Les coefficients ; et 1/1{ vérifient, voir la figure 4.21 :

L=y =91, =15,  P3=1v3 ;=3 (4.88)

11 reste donc une inconnue a déterminer : = g3 = 93, le flux au point ajouté temporaire-
ment. Cette variable est fixée en imposant la conservativité du flux sur les maillages :

A%:A%. (4.89)

Nous avons injecté les expressions de (4.87) dans (4.89) en considérant le triangle K comme
un triangle courbe, ce qu'il est effectivement, ou comme un triangle droit, avec les dimen-
sions du triangle droit partageant les mémes sommets. De plus, nous faisons le changement
de variable ¥ = (1 — p) + p3. Nous obtenons pour p les valeurs suivantes correspondant

aux deux cas:
Aj Ay —3Am
Pdroit =~ Pcourbe = A—30y (4.90)
Dans le cas droit, ps.ir représente le rapport entre la longueur totale et la longueur du
point de tangence a 1'un des sommets. Dans le cas courbe, 1'expression de pgyyp. fait in-
tervenir les écarts d’aire des lunes des trois triangles courbes. Par exemple, Ay = Xo — Xj,
X

ou Xy = ﬁ(/&c/k — Agx). L'indice 0 renvoie au triangle initial.

Projection

Une fois les deux sous-triangles résolus, le flux ¥4 doit étre projeté sur 'espace d’ap-
proximation du triangle initial pour obtenir ¥3. La projection est choisie orthogonale par
rapport au produit scalaire L? :

(Y6 —¥3,v;)) =0 pouri=1,23. (4.91)

Les fonctions v; sont les (trois) fonctions de base sur le triangle. Les inconnues sont les coef-
ficients de 3 obtenus en résolvant (4.91).

Comme le relevement, la projection définie par 1’équation (4.91) peut étre définie en consi-
dérant K comme un triangle courbe ou droit. Ce choix modifie la valeur propre de 10 pcm =
10~* pour le réacteur RJH présenté au chapitre 6. La projection utilisant des triangles droits
donnent de meilleurs résultats en terme de valeur propre. De notre point de vue, cela si-
gnifie que l'interpolation est meilleure si 'on se place sur des mailles droites que sur des
mailles courbes. Nous renvoyons a la définition de l'interpolant courbe défini en (4.68) et
(4.69). L'équation (4.69) définit justement les degrés de liberté sur les mailles droites et non
les mailles courbes.
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4.6.2 Ordre de résolution

Soient deux triangles K; et K, partageant une aréte courbe tangente (en un point) a la
direction O, voir la figure 4.23. Ces deux triangles sont résolus par la méthode décrite pré-
cédemment. Cependant, la résolution de ces deux triangles est couplée : ils doivent étre
résolus en méme temps.

Le triangle K (resp. K») est subdivisé en T; et Ty (resp. en T, et T3 ). L'ordre de résolution
des sous-triangles est : Ty puis T puis T3 et enfin Tj. La projection pour revenir aux triangles
Kj et K est ensuite effectuée.

Si l'on résout Ty puis Ty puis T> puis T3, le triangle Ty a utilisé des informations de T3
datant de l'itération interne précédente.

A A
FIGURE 4.23 — Sous-maillage directionnel avec 1’ordre de résolution des sous-triangles.

Méme si les calculs ne vont que jusqu’a une convergence arbitraire et limitée dans le cas
des itérations internes, 1’ordre de résolution semble jouer un role dans le résultat final d'un
calcul de valeur propre. Dans le cas d"un milieu homogene infini, nous n’obtenons pas un
flux constant si I’ordre de résolution n’est pas respecté alors que le flux constant est obtenu
sil’ordre de résolution est respecté.

4.6.3 Limites du procédé

Nous listons quelques remarques sur cette méthode.
- Les points de tangence ne sont pas stockés dans le maillage car ce dernier est indépendant
de la résolution angulaire. De plus, le nombre de directions résolues peut étre important
(>100). Pour un cercle, le nombre de points de tangence est égal au double du nombre de
directions résolues. Imposer au maillage de contenir les points de tangence rendrait les cal-
culs beaucoup trop cofiteux, c’est pourquoi le sous-maillage est utilisé a la volée.
- Linterpolation introduit une source d’erreur dans l'utilisation du sous-maillage direction-
nel, ce qui diminue le gain attendu par rapport a l'utilisation de la normale moyenne.
- Pour des maillages contenant des triangles avec plusieurs bords courbes, le nombre de
sous-triangles a générer a la volée devient important, et surtout les sous-triangles peuvent
étre mal définis au sens ot leurs bords se coupent plusieurs fois. Sur la figure 4.24, le nombre
de triangles initiaux est quatre, le nombre de sous-triangles est dix, et les arétes rouges
coupent plus d"une fois certains arcs de cercle.
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FIGURE 4.24 — Géométrie pour laquelle le sous-maillage directionnel a la volée est trop com-
pliqué, voire impossible. Les points bleus sont les points de tangence de la
direction angulaire () avec les arétes courbes.

Les limites du sous-maillage directionnel ont conduit a 1'abandon de son utilisation.
Pour traiter les arétes entrantes-sortantes nous avons d’abord réutilisé la normale moyenne
pour déterminer si une face courbe est entrante ou sortante : le signe du produit scalaire
entre la normale extérieure moyenne de l’aréte courbe et la direction angulaire détermine si
la face est entrante ou sortante. Avec ce critére, aucune face entrante-sortante n’existe. Cette
approximation supplémentaire dégrade les calculs lorsque les triangles courbes sont tres dé-
formés par rapport aux triangles droits. Dans certains cas ot des triangles a plusieurs bords
courbes existent, les calculs divergent. Pour résoudre ce probleme nous avons donc utilisé
de nouveau la normale exacte pour les intégrales de bord dans 1’équation (2.18). Pour trai-
ter les arétes entrantes-sortantes, nous avons adopté un point de vue légerement différent
du sous-maillage directionnel. Dans cette seconde approche, la source n’a pas beoin d’étre
interpolée au point de tangence.

4,7 Macro-maille

Une autre maniere d’appréhender la résolution de deux mailles adjacentes par une aréte
entrante-sortante fait intervenir la notion de macro-maille que nous présentons pour des
triangles avec un bord courbe. La direction angulaire () est fixée.

Définition 4.7.1 Une macro-maille est la réunion de deux mailles partageant une aréte (courbe)
entrante-sortante.

Appelons M la macro-maille réunissant les mailles K; et K, de la figure 4.23. Dans la section
4.6, nous avons résolu spatialement les mailles K; et K, en les subdivisant en quatre sous-
mailles Ty, T>, T3 et Ty. Apres avoir résolu ces sous-mailles dans un certain ordre, nous avons
projeté la solution de ce sous-maillage sur le maillage initial.

Maintenant, nous résolvons directement la macro-maille M en écrivant un systéeme de
six équations pour six inconnues. Les équations de ce systéme viennent de I’équation (2.18)
que nous rappelons :

/K(Q . VIIJ)U + /KO}IIJU — ,/3K7 ﬁ . ﬁextlpv = /va — K ﬁ : ﬁextlpemv.
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Cette équation est écrite pour la maille K; et la maille K. Dans le systéme de la macro-maille
M, les inconnues sont 15 et 1y, les flux sur les mailles K; et K5 :
MTypy + By (1 — o) + By 91 = S1+ By ¢, 292)
MToypz + By~ (2 —yn) + By 92 = S2 + By ¢,
Les matrices MT;, i=1,2, contiennent les matrices de masse et transport pour la maille i. Les
matrices Bf’* et Bf’* sont les matrices de bord. L'exposant ¢, — ou d, — indique si le bord
entrant est courbe ou droit. Les couplages entre les deux mailles K; et K; sont des couplages
internes a la macro-maille M. Si l’on résolvait uniquement le systéeme de Ky, le flux ¢, de la

premiére équation de (4.92) devrait étre dans le membre de droite.
Nous réécrivons le systeme (4.92) sous forme matricielle :

MT; + By + B~ —BS~ < 1 ) _ [ Si+ BTy (£93)
—By~ MT,+ By +By |\ ¢2 S»+ By yt '

L’'idée d’utiliser une macro-maille est d’obtenir une entité géométrique ayant des couplages
avec les autres mailles uniquement par des bords soit entrants soit sortants mais pas entrant-
sortants. Pour des triangles droits, la matrice de (4.93) est toujours triangulaire par bloc,
c’est pourquoi une résolution triangle par triangle est toujours possible. Pour des triangles
courbes utilisant uniquement la normale moyenne la matrice de (4.93) est aussi triangulaire
par bloc.

Macro-maille / Sous-maillage directionnel

Pour une direction O donnée, les triangles sont résolus successivement en suivant un
front de propagation allant dans le sens de la direction Q. Lorsque le front de propagation
atteint la maille K7, aucune résolution n’est effectuée a ce moment 13, on attend d’atteindre
la maille K. Lorsque vient le moment de résoudre la maille Ky, on résout les deux mailles
K; et K> par un sous-maillage directionnel, ou par une macro-maille. Dans le cas d"un sous-
maillage directionnel, la source doit étre interpolée au point de tangence, ce qui n’est pas
le cas avec une macro-maille. Lorsque des triangles avec plusieurs bords courbes existent
comme dans la figure 4.24, tracer un sous-maillage directionnel n’est pas aisé, d’autant plus
lorsqu’il n’est pas stocké, car le nombre de sous-triangles peut varier. En utilisant une macro-
maille, on peut toujours résoudre les systemes des différentes mailles couplées par des arétes
courbes entrantes-sortantes. La principale difficulté est d’identifier la macro-maille, c’est-a-
dire, de trouver les triangles a rassembler. Dans le cas de la figure 4.24, la macro-maille est
constituée des quatre triangles dessinés a gauche. Une fois la macro-maille définie, il faut
résoudre le systeme qui comprend k - N;,; inconnues, ol k est le nombre d’inconnues par
maille, et Ny,; est le nombre de triangles de la macro-maille.

Remarques
- Deux triangles partageant une aréte entrante-sortante peuvent avoir des numéros de ré-
solution éloignés : beaucoup de triangles doivent étre résolus apres le premier avant de
pouvoir résoudre le second.

- Les macro-mailles ne peuvent contenir actuellement que deux triangles. Un algorithme
d’ordonnancement général pour des maillages contenant des macro-mailles avec plus de
deux triangles reste a mettre en oeuvre. De plus, il faut aussi développer un solveur pouvant
assembler et résoudre les macro-systémes associés a ces macro-mailles.
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En conclusion de ce chapitre, nous avons montré que l’erreur issue d"un calcul sur
maillage droit se décompose en une erreur de nature géométrique, et une erreur de
nature numérique. L'erreur géométrique disparait lorsque la géométrie est respectée
exactement. Nous avons ensuite construit une base d’éléments finis courbes pour des
géométries générales. Les fonctions de base paragéométriques ont été calculées lorsque
les bords sont des arcs de cercle. Cette construction repose sur 1'utilisation des Nurbs.

A partir des résultats de [9], nous avons les mémes résultats d’interpolation sur des
triangles courbes avec les bases paragéométriques que sur des triangles droits avec des
bases polynomiales. Une contrainte sur les maillages doit étre vérifiée pour assurer de
tels résultats. Dans notre cas, cette contrainte a été traduite par un indicateur de qualité
de maillage uniquement pour des maillages contenant des triangles avec un seul bord
courbe. Cette condition a été illustrée pour une transformation vers un triangle a un
bord courbe : pour un triangle courbe donné, on peut vérifier que la condition (4.50)
est satisfaite, et inversement, pour un triangle droit donné, on peut déterminer quelle
déformation maximale on peut lui appliquer. En particulier, mailler un disque avec
quatre triangles munis d"un seul bord courbe ne permet pas de satisfaire la condition
(4.50). II serait étonnant que ces conclusions dépendent du difféomorphisme utilisé
pour aller d'un triangle droit vers un triangle courbe. D’autre part, 1’'extension de cette
analyse a des triangles munis de plusieurs bords courbes n’a pas été faite. Ceci dit, en
s’intéressant a chaque bord courbe séparément, 1’analyse précédente permettrait de
disposer de critéres de sélection de maillage.

D’autre part, nous avons mis en évidence une différence entre maillages courbes et
maillages droits concernant ’algorithme de résolution maille par maille de I’équation
(2.18). Pour des maillages droits, les triangles peuvent étre résolus 1'un apres ’autre sui-
vant un ordre dépendant de la direction angulaire traitée. Pour un maillage courbe, ce
procédé n’est plus valide. En effet, si une aréte entrante-sortante e existe, alors les deux
triangles courbes K et K, partageant cette aréte doivent étre résolus simultanément par
I'intermédiaire d’'une macro-maille. Ce couplage entre K; et K; vient de l'intégrale sur
I'aréte e dans (2.18) en utilisant la normale exacte : le triangle K; recoit des neutrons
de Kj a travers une partie de 'aréte ¢, et le triangle K, recoit aussi des neutrons de K;
a travers l'autre partie de 1’aréte e. Les macro-mailles n’'introduisent aucune approxi-
mation contrairement aux sous-maillages directionnels et, en conséquence, doivent étre
privilégiées.
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Chapitre 5

Estimation d’erreur

Dans ce chapitre nous montrons que l’estimation de convergence des éléments finis
droits, valable pour des domaines polygonaux, est conservée pour des triangles courbes sur
des domaines contenant des frontiéres (internes ou externes) courbes. Nous nous intéressons
principalement au probléme a source, le probléeme a valeur propre est évoqué brievement.
La faible régularité du flux angulaire est montrée sur des cas simples comme le disque et
le carré homogeénes entourés par du vide. L’existence et 1'unicité de la solution exacte sont
ensuite discutées : deux types d’hypothese dépendant du probleme résolu et portant sur
les sections efficaces assurent l'existence et 1'unicité. Plusieurs estimations abstraites d’er-
reurs issues de formulations variationnelles sont données. La preuve de la convergence est
ensuite abordée. Différentes approches pour le calcul des intégrales sur des bords courbes
sont présentées.

Notations : Pour une direction () fixée, nous noterons pour un point x du domaine D :

vF(x) = lim o(x £ Q). (5.1)

e—0t

Le flux amont ™" défini a 'équation (2.16) s’écrit donc ™" = 1~. Nous donnons les
correspondances entre o', et définis en (2.15) et v, v pour une fonction v définie sur
une maille K et ses voisins :

+ int

+ __ ext = o',

surdK;, v =v ; surodK_, v
(5.2)

int

suroK., v~ =0o" ; surdK_, v~ = o

5.1 Régularité du flux angulaire

On se place dans un cas simple afin d’avoir une idée de la régularité du flux angulaire et
scalaire lorsque les données (sections efficaces, source) sont constantes. Le disque et le carré
sont des géométries en 2D mais des directions angulaires ) sont dans un espace 3D : par
géométrie 2D nous entendons donc une géométrie 3D homogene dans la direction z. Nous
rappelons I'expression du flux scalaire ¢ déja donnée en (3.8) :

27 /2
p(x,y) = 2/0 dzx/o P(a, @, x,y)singde. (5.3)

Les angles & et ¢ sont définis sur la figure 3.1. Le vecteur Q' est la projection de ) sur le
plan (x,v) et sa norme vaut : ||Q4|| = sin g.
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5.1.1 Cas du disque homogeéne
On considere le probleme a source pour une direction () fixée :

Q- Vy(xy) +o(xy)p(xy) = q(x,y) (5.4)

pour ¢ = 1 et g = 1 sur le disque. Le disque est entouré par le vide : le flux entrant est nul
pour chaque direction.

Théoréeme 5.1.1 Soit un disque homogene D entouré par le vide.

(1) Pour une direction angulaire Q) donnée, le flux angulaire i est dans WP (D) pour 1 < p < 3.
(2) Le flux scalaire ¢ est C™ sur l'intérieur de D. Et ¢ est dans WP pour p > 1.

De plus le flux angulaire ne peut pas a appartenir @ H%(D) pour s>4/3.

(1) On se place dans le repére centré en O, voir la figure 5.1. L’axe des ordonnées du
repere est parallele 8 (). Dans ce repere,

Y(x) -1

y(x) |

o«

v

FIGURE 5.1 — Dans ce repeére, la solution de ’équation (5.4) est donnée en (5.5).

P(x,y) =1—¢ Wy)/sing, (5.5)

Le point (x ( ( ) decrlt le demi-cercle inférieur lorsque x parcourt l’mtervalle [0,2], ce qui
=1-

donne : y(x Vx(2 — x).On définit aussi Y(x) =1+ /x(2 — x)

Remarque : pour O = 0, le flux i est constant et égal a 1.

Le flux ¢(x,y) ainsi que sa dérivée partielle en y sont p-intégrables pour p > 1. Nous
nous intéressons maintenant a la dérivée en x qui est la dérivée transverse :

op e Wy)/sing 1y
ox sin ¢ x(2 — x).

(5.6)

Il suffit d’étudier I'intégrabilité de la fonction 1/1/x au voisinage du point (0, 1) sur le disque
p
pour connaitre la régularité de 3—1’? : (g—f) est intégrable au voisinage de (0,1) si et seulement

sila fonction x — x~P/2 est intégrable au voisinage du point (0,1). Donc, on étudie I'intégrale
pour x € [e,1]avec0 < e <1,y € [y(x), Y(x)] et on fait tendre € vers 0 :

1 Y(x) 1 1 1 dy
—p/2 _ _ ~
/e dx/y(x) X dy—/e 24/x(2 x)xp/zdxw/(_j x(pil)/zdx. (5.7)

La fonction x — W est intégrable sur [0,1] si (p — 1) /2 < 1. Ainsi la dérivée transverse
du flux angulaire est p-intégrable pour 1 < p < 3. En particulier, le flux angulaire est H! sur
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le disque homogeéne. Mais la dérivée seconde transverse n’est intégrable pour aucun p > 1.

(2) En coordonnées polaires, le flux scalaire s’écrit :

7T/2 27T .
¢(r,0) = 2/ sin(pdgo/ (1 — e’d“((r'g)'(g)/SIH‘P) du, (5.8)
0 0

ott d,((r,0),%) est la distance amont du point (r,6) au cercle ¢ suivant une direction ()
d’angle «, voir la partie gauche de la figure 5.2. Précédemment, pour un « donné nous avons
écrit cette distance comme égale a y — y(x) pour un repere dépendant de w.

FIGURE 5.2 — La distance d, rend compte du trajet des neutrons en amont du point (r,0)
pour un angle a. La distance d,(r) s’obtient par la formule d’Al Kashi.

De plus, l'intégrale fozn <1 — e ((19)%)/ sin‘/’> da ne dépend pas de 6. En effet, pour
chaque 0, on peut faire un changement de variable x <- a — 6 pour passer de la partie

gauche a la partie droite de la figure 5.2. Autrement dit, cette intégrale ne dépend pas de 6
et donc ¢(r,0) = ¢(r).

7w/2 T .
$(r) = 4/0 sinq)dq)/o (1 - e_d“(r)/sm"”) du, (5.9)

avec d,(r) = rcosa + v/ R2 — r2sin*a pour 0 < a < 7. Cette observation revient a dire que
le probléme pour le flux scalaire est invariant par rotation autour de I’axe z.

De l'expression (5.9) on peut conclure entre autres que le flux scalaire ¢(r) est C* sur
I'intérieur du disque, car la fonction d, est C*. Plus généralement, cette conclusion est ren-
due possible lorsque la source g, la section efficace ¢ et la distance au bord d,(r,6) sont C*
sur le domaine étudié.

D’autre part, le flux scalaire est clairement dans L2(D). Sa dérivée s’écrit :

, /2 T i .
¢ (r) = 4/0 dgo/o e “(7)/51“‘/’51; (r)da (5.10)

rsin® o

VR2—r2sin®

etd)(r) = cosa — . En notant que e~%(")/si"® < 1, on peut majorer :

7T 22 /2 s 2
¢’ (r)| < 27'(/ (1+ rem A Ydow = 271% + 47'(1’/ s & da.  (5.11)
0 R2 — 2sin%a 0 \/m

Pour simplifier, nous posons R = 1, et nous étudions l'intégrale restante pour r — 1 en
faisant le changement de variable v = sina :

/2 02 1 2—1 1 1 1-— 2
J A L Lo =K(") - [\ 1 agde. (12
0 Vi-rsinta S VI- 22V oV iore
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. . 1 d Wire g2 T N N N
La fonction K(k) = |, W est "l'intégrale elliptique complete de premiere espece
de Legendre". Nous nous intéressons uniquement a son comportement quand » — 1 car,
sur l'intervalle |0, 1, K(r) est singuliére uniquement en 1 et 1’autre intégrale est bornée pour

r < 1. Un équivalent de K(r) en 1 est donné dans [1] page 591 :

1 16
K(I’) r:1 Eln (1 —1’> '

Ainsi, nous pouvons conclure que

¢'(r) =O(In(1—7)) pour r— 1.
¢' € LP(D) pour tout p > 1 donc ¢ € WP(D) pour p > 1.

A partir de la régularité W57 (D) de ¢ nous pouvons déduire une borne supérieure de
la régularité H*(D) du flux angulaire. Nous utilisons l'inclusion suivante, voir le corollaire
IX.13 de [11] :

1 m 1 1 m
ourm>0,si ——— >0, alors W"(RN)cCLI(RN) on -==--_=. (513)
P p N 9 p N

Cette propriété est aussi valable sur un disque D dans RY car c’est un domaine de classe C!
borné.

Dans notre cas, N = 2. En notant H*(D) = W*2(D), pour p = 2 et m = a, l'inclusion
(5.13) donne :

1 1-—
H* C L7 avec 5: IX.

2

En augmentant de un 'indice de Sobolev, et en posant s = 1 + &, il vient

1 2-
HS ¢ WY avec i °. (5.14)

Nous avons vu en (1) que ¥ € W pour g < 3 ce qui revient a

2
— < 3&5<4/3.
2—5s

Pour résumer, d’apres (5.14), si p € H®, pour s > 4/3, alors i € w4 pour q > 3, ce qui est
impossible d’apres ce que nous avons vu en (1).

Remarque

Que le flux scalaire soit plus régulier que le flux angulaire n’est pas particulier au cas
étudié ci-dessus mais releve d’un résultat présenté dans 1’article [24] et que nous retranscri-
vons maintenant.

Soit u une solution de
v-Vyu+u=f x e RN, veRVY,

out f = f(x,v) appartienta L?(dx @ du(v)). La mesure y est supposée positive et bornée sur
RN,
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Théoréeme 5.1.2 On suppose qu’il existe une constante C positive telle que

Sup ess y({UEIRN/|v-e| §€}) < Ce  pour toute > 0.
eeSN-1

Alors l'opérateur f — [ u(x,v)du(v) est continu de L*(dx @ du(v)) dans H/2(RN).

Pour le transport neutronique, la norme de v correspond a I'énergie E, et la direction de
v correspond a la direction angulaire Q). Dans les calculs que nous effectuons, la mesure
vérifie I'hypothese énoncée, voir (3.7) et (3.8).

La solution u représente le flux angulaire ¢ et [ u(x,v)du(v) représente le flux scalaire ¢.
Le théoreme nous apprend que la meilleure régularité du flux scalaire vient de 'opération
de moyennisation sur la sphere angulaire.

D’autre part, ce gain de régularité devrait étre vérifié pour les moments d’ordre supé-
rieur du flux angulaire sur les harmoniques sphériques.

5.1.2 Cas du carré homogeéne

Nous nous plagons dans le repére tel que le carré soit 'ensemble [0, 1]2. Nous renvoyons
au début de cette section et a la figure 3.1 pour les coordonnées de la direction (). Les
constantes sont fixéesa o = letqg = 1.

Théoréeme 5.1.3 Soit un carré homogene C entouré par le vide.
(1) Pour une direction angulaire Q) donnée, le flux angulaire { est dans WP (C) pour p > 1.
(2) Le flux scalaire ¢ est dans WP pour p > 1.

De plus, le flux angulaire y appartient a l'espace H e pour € > 0.

(1) Nous résolvons d’abord 1’équation (5.4) pour la direction angulaire parallele a 1’axe
des ordonnées. Avec des conditions de vide, la solution s’écrit :

P(x,y) =1—e V"¢ pour (x,y) € [0,1]?. (5.15)

Pour des directions quelconques faisant un angle 0 < &« < 7/2 avec 'axe des abscisses,
nous changeons de repere en tournant le repére d'un angle a. L'équation (5.4) devient

sing o, (u,v) +P(u,v) =1, (5.16)

plus facile a résoudre. En revenant aux coordonnées (x,v), le flux suivant une direction
d’angle a s’écrit :

1—e¥/sinasing  pour y/x < tana,

1 — g~/ cosasing pour y/x > tana. (517)

p(x,y) = {

La dérivée du flux n’est pas définie le long de la ligne passant par 1’origine et formant un
angle « avec I’axe des abscisses. Par exemple :

0 pour y/x < tang,
AP(x,y) = 1

cos a sin ¢

. 5.18
efx/costxsm(p pour ]//x > tana. ( )

D’apres les expressions (5.17) et (5.18), on conclut que € W7 pour p > 1. Les dérivées
d’ordre supérieur ne sont pas intégrables. En effet, on peut réécrire 0, (x,y) :

axlp(x/y) = e/ CosaSin(Pﬂ{y/x>tantx}' (5.19)

cosa sin ¢
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Les dérivées de la fonction 1y, /.~ ana) font apparaitre des distributions de Dirac . Comme

les distributions de Dirac sont dans H~2 ¢, il vient, en notant y" les dérivées secondes du
flux angulaire ¢ :

VANS H21°¢= P e H2 ¢ pour € > 0.

(2) En écrivant toutes les dépendances, pour 0 < & < /2, —71/2 < ¢ < 71/2, en un point
donné (x,y) € [0,1]?, le flux angulaire s’écrit :

1 — p—X/cosasing pour w < arctan(y/x),

1 — e ¥/sinasing pour > arctan(y/x). (520

P(a, ¢,x,y) = {

Comme sin(71 — ¢) = sin ¢, on peut se restreindre a ¢ € [0, 71/2]. Pour des directions angu-
laires d’angle 71/2 < a < 27, les flux angulaires sont obtenus par symétrie a partir des flux
calculés pour 0 < a < 71/2, voir la figure 5.3 :

pour m/2<a<m, Pla e xy) = P(mr—ua ¢ l—xy), (5.21)
pour mw<wa<37m/2, Y& ¢xy) = Pla—mpl—x1-y), (5.22)
pour 37m/2<a<2m ¢ ¢ xy = P2r—a,¢x,1—y). (5.23)

Le flux scalaire ¢(x,y) peut donc étre écrit :

& o
KF\ > ' ' ol
DN e Oc(Ix1y)y/ | C
OpX,1-Y) ;
ooy Oe(lexy) | N
| ! B
A o _B

FIGURE 5.3 — Le repeére est centré en A. On déduit les flux ¢(a,-,-) d’angle /2 < a <
27 a partir de ceux d’angle 0 < a < /2. Par exemple, le flux Yp(x,y) en
O(x,y) pour la direction d’angle ap est égal au flux P(a,1 — x,y) d’angle «
(dont la direction est en bleu). Le point Og(1 — x, ) est le symétrique de O par
rapport a la droite x = 1/2. Il en est de méme pour les directions ac (resp.
ap) appartenant a [7t,371/2] (resp. [371/2,27]), en utilisant les points O¢ (resp.
Op).

/2 /2
o(x,y) =2 /0 da /0 (¥(a, 9, %,y) +¢(a, 9,1 —x,y) (5.24)
+ (e, 9,1—x1—y)+¢P(a,¢,x,1—y))sinpde.

On peut ainsi utiliser I'expression du flux angulaire donnée en (5.20) pour chacun des quatre
termes de l'intégrale ci-dessus. Le flux scalaire est donc clairement L? sur le carré. Le flux
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scalaire ¢ a la méme régularité que le flux

/2 /2
d(x,y) = /0 doc/o P(a, @, x,y)sinpde, pour (x,y) € [0,1]2.

En posant (x,y) = arctan(y/x),la dérivée par rapport a y s’écrit :

7 /2 da /2 —y/ sinasin ¢
0<abluy)=[ L[ g

)
T2 da
< / iy
~ 2 Jo(xy) SN

L'assertion (0(x,y) tend vers 0) équivaut a (y tend vers 0). Et, quand 6(x,y) — 0,

(5.25)

/2 /2
O(x,y) ~y/x, et sina ~ a, donc / ‘d(x ~ / di‘ ~ ln; ~ In 1
a—0 0(xy) SN y—0 Jo(xy) & 0(x,y) y

Les deux intégrales sont équivalentes car elles tendent vers l'infini. La dérivée dy¢ est donc
majorée par In % :

dyp(x,y) =0 <1n ;) quand y — 0.

On en déduit que la dérivée 9,¢ est dans LP(C) pour tout p > 1 car la fonction y — (Iny)”
est intégrable. Les dérivées d’ordre supérieur ne seront pas p—intégrables a cause des dis-
continuités exprimées en (5.18) et (5.19). Donc ¢ € WP(C) pour p > 1 et les dérivées
d’ordre strictement supérieur a un ne sont pas dans L?(C) pour tout p > 1.

5.2 Rappel sur les problemes variationnels et les éléments finis

Cette section reprend des résultats sur les éléments finis présentés dans [18, 20]. Ces
résultats permettent d’obtenir des estimations d’erreur entre la solution numérique uy, et la
solution exacte u.

5.2.1 Le probleme pour une direction fixée

Soit f € L?(D) et o € L®(D), D est le domaine du réacteur. On définit ’espace suivant
W= {v e 12(D), O Vo e LZ(D)}.
Le probleme a source s’écrit :

Q-Vu+ou=f,

(5.26)
M‘3D7 = 0,

Trouver u € W tel que {

ouoD_ = {x € dD tel que Q- ext(x) < O} est la frontiere entrante de D pour la direction

Q). L'existence et 'unicité d’une solution forte dans W sont données dans [34] en faisant
référence aux systéemes de Friedrichs également mentionnés par [20]. Les hypothéses sont
alors que 0 € Lo(D),

o > 0p = constante > 0 (5.27)

et f € L2(D). Pour avoir l'existence et I'unicité de la solution dans W on montre que "opé-
rateur u — ) - Vu + ou est un isomorphisme de V = {w € W,wpp = 0} dans L*(D). La
sous-section suivante présente un autre résultat a propos de 1’existence et 1"unicité.
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5.2.2 Le probleme pour toutes les directions

Nous présentons en partie le théoréme 4 de la section 2 ("Existence et unicité de la so-
lution de I’équation de transport"”) du chapitre XXI ("Transport") de [18]. Nous introduisons
les notations.

L’énergie et la direction angulaire ne sont pas séparées. Nous noterons v € V le vecteur de
déplacement du neutron. L'espace V est un fermé de R”. L'énergie E est reliée a la vitesse
par la relation E = Jmv?.
L’espace

WP ={uelP(DxV)v-VueLP(DxV)}

contient I'ensemble de définition de l'opérateur A défini par Au = —v - Vu. L'ensemble de
définition de A est noté
D(A) ={u e WP; up_ =0}

ouT_ = {(x,v) € 0D x V tel que v - 7oyt (x) < 0}. Le probleme auquel nous nous intéres-
sons s’écrit :

Trouver u € D(A) tel que (5.28)
—Au+ Qu = ¢, avec q donné, )
en notant (Qu)(x,v) = o(x,v)u(x,v) — [0os(x,v',v)u(x,v')dv’. La mesure du(v) est une

mesure de Radon sur V, voir l'introduction du § 2. au chapitre XXI de [18]. Le probleme
(5.28) prend en compte les sections de scattering et la dépendance angulaire de 1'équation de
transport des neutrons, a la différence du probleme (5.26) qui traite uniquement la résolution
spatiale pour une énergie et une direction fixées (probléme a source).

Théoréme 5.2.1 Pour p € [1,00[ le probleme (5.28) admet une solution unique u dans D(A) sous
réserve que les hypotheses suivantes soient remplies.

Ces hypothéses portent principalement sur les sections efficaces.
— La section efficace totale ¢ est toujours positive et bornée : ¢ € L*(D x V).
— La section de scattering o; est positive et vérifie

/
{ I as v)dv <M, VY(x,o')eDxV (5.29)

Jy os(x dv <M, V(x,v)eDxV.

— Lasourceq € LP(D x V).
— Les sections totales ¢ et de scattering o vérifient pour presque tout (x,v) € D X V' :

o(x,0) — [, os(x, 0, 0)du(v") >
{ o(x,v) — fg ox(x,0,0")du(v') > o avec a > 0. (5.30)

Les estimations de convergence utilisent en particulier le théoreme 5.2.1 pour p = 2. En ef-
fet, le probleme est résolu numériquement via une formulation variationnelle et donc une
forme bilinéaire (que 1’on souhaite définie positive).

Dans le cas de sections constantes en énergie, les équations de (5.30) donnent :

1 —c(x) > Constante > 0, (5.31)
ouc(x) = ‘;5((;)) . La condition (5.30) implique entre autres (5.27).
Remarques :
— Le cas 0 = 0y = 0 correspond a un transport pur, sans interaction avec les atomes. En
intégrant sur les caractéristiques on obtient I’expression exacte de la solution .
— le cas ¢ = 1 correspond a une absorption nulle. Le théoreme 5.2.1 ne s’applique pas et
nous ne connaissons pas de résultat d’existence pour cette situation.
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5.2.3 Le probléme variationnel discret

Pour une partition Tj, de triangles du domaine D, 1'espace W de dimension infinie est
approché par un espace de dimension finie

Wy = {w € L'(D); VK € Ty, wx € P(K)}.
L’approximation est non conforme puisque Wy, ¢ W. Aussi définit-on 1’espace
W(h) =W+ W,

qui est le plus petit espace vectoriel contenant W > u et W, > uy,. Cet espace apparait
naturellement car on cherche a estimer la différence u — u;, € W(h).
Le probleme variationnel discret issu du probleme (5.26) s’écrit :

Trouver uy, € W, tel que ay,(up, vy) = f(vy), Yo, € Wy (5.32)

La forme bilinéaire ay,(-, -) s’exprime sur W(h) x W), comme :

Z/ (Q-Vu+ou) v+/ Q- n|(u —u_)v++/ Q- njutot.  (5.33)
KeTy, JoD_

F! est 'ensemble des arétes intérieures du maillage (c’est-a-dire ayant au plus un point sur
le bord de Ty) et 9D_ = {x € D tel que Q) - 1105t (x) < 0}. Le second membre s’écrit :

-y / Fon. (5.34)

KeT,

Remarque : L'espace des fonctions solutions et des fonctions tests est égal a W), dans la
formulation discrete.

L’écriture globale de 1’équation variationnelle (5.32) correspond a la formulation locale déja
présentée en (2.14) :

/I<(Q-Vu+au)v+/al<_ Q- i) (u —u ot :/Kfv. (5.35)

Cette écriture locale est celle qui permet les calculs élément par élément avec une propaga-
tion suivant la direction Q). Nous rappelons que sur la frontiere entrante 0K_, u~ = utt =
yamont ot 44+ — int

Nous avons déja cité la démonstration de la convergence de 1’algorithme dans [34] (équi-
valence avec une méthode Runge-Kutta). Nous présentons un autre article, voir [28], dont
la section 3 est consacrée au probléeme a source.

— L’existence d’une solution unique au probleme linéaire (5.32) est justifiée par une esti-

mation de stabilité du type :
z<r|mphué( I oo+ 1195 — 97 B \r+ulphuLzam)

KeT,
< ¥ (117 IR + 2118l oo or )
KeT,
(5.36)

ou g est la condition aux limites sur la frontiére de D. Pour des conditions aux limites
de vide : ¢ = 0. La différence entre deux solutions vérifiant le probleme (5.32) vé-
rifie ce méme probleme mais avec un second membre nul, et est donc nulle d’apres
I'estimation (5.36). L'existence est équivalente a l'unicité en dimension finie.
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— La formulation discrete est consistante, c’est-a-dire, la solution exacte du probleme
(5.26) vérifie la formulation discrete. En effet, calculons a;(u,v,) — f(v),) pour tout
v, € Wy

an(u,00) — f(on) = ¥ /K(é-w+m—f)vh
KeT (5.37)
—1—/‘ Q- n|(ut —u’)v;—i—/ Q- njuto.
F aD_

L'intégrale sur dD_ est nulle & cause des conditions aux limites (flux entrant nul).
L'intégrale sur F; est nulle car le produit scalaire Q - /i annule l'intégrale de bord pour
les arétes perpendiculaires a la direction Q) ; pour les autres arétes, le saut est nul car la
solution exacte est continue a travers ces arétes. De plus, comme u est solution exacte
de (5.26), le premier terme du second membre de (5.37) est nul. D’out

ap(u,vy) — f(vy) =0, Vo, € W,

qui s’écrit aussi ay, (4 — uy, v,) = 0.

— La différence entre la solution numérique uy, et la solution du probléeme continu u est
décomposée en deux termes : la différence entre la solution continue u et son projeté
Tku, et la différence entre le projeté Ixu et la solution numérique u;,.

u—up=(u—Ju)+ (Tu—u,) =n+¢ (5.38)

— Puis la différence ¢ est majorée dans une certaine norme par 7, ainsi la méthode Ga-
lerkin discontinue revient & une méthode de projection sur l'espace des fonctions dis-
continues polynomiales par morceaux, ou la projection fait intervenir les sauts aux
interfaces. L'erreur de la méthode des éléments finis discontinus est donc une erreur
d’interpolation.

Dans la suite de [28], les auteurs étudient la convergence hp de la méthode des éléments
finis discontinus pour des équations d’advection-diffusion.

Pour un domaine polygonal D maillé par des triangles droits, I’écart entre la solution (exacte)
u = ug du probleme (5.26) et la solution numérique uy, de (5.32) vérifie :

[ = unllw, < Cal 2|l g ), (5.39)

voir [20, 28, 31].

La solution u représente le flux angulaire (();) pour une direction angulaire (); fixée.
Nous nous intéressons maintenant a 1’erreur sur le flux scalaire ¢ = [, - lp(ﬁ)dﬁ
La formule de quadrature angulaire (w;, ﬁi)izl,..,N est supposée fixée. Le flux angulaire
numérique s’écrit pour chaque direction €); : ¥ni = Uy, g - Le flux scalaire numérique ¢,
s'écrit ¢, = Yw;py,;. Nous définissons de plus le flux ¢ = Zwilp(ﬁi). L’erreur sur le flux
1

scalaire s’écri’é alors :
¢ —¢pn = $p—¢ + o= - (5.40)
~——

——
Erreur de quadrature  Erreur EFD

Par inégalité triangulaire, ’erreur EFD vérifie :

16 = @ullw, < Yo Joil 119() = il lw, < 31wl CHH2 () e ), (5:41)
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ou C; = Cg_ de (5.39). En supposant que la formule de quadrature Sy donne une erreur en
h¥*1, on obtient une erreur sur le flux scalaire, avec C! = |w;|C; :

|19 = pullw, < CHM (@i (p +ZCh"“/2H¢( D e () (5.42)

A priori, il n’est pas possible de majorer || (CY;)]| w1 (py Par |[@l] gre(p). Méme si les flux

angulaires (€Y et les coefficients w; sont positifs, les derlvees spatiales des en peuvent
étre négatives et se compenser. Dans la section 5.1, nous avons montré que le flux i n"appar-
tient méme pas a H? lorsque la géométrie est un disque ou un carré homogene. Ce résultat
empéche, a priori, des convergences sur le flux scalaire ¢ en ¥ pour p > 1 d’apres (5.42).
D’autre part, la convergence en angle des formules Sy est mal connue.

Nous définissons la norme || - [|w, de (5.39) et (5.42) et la norme ||. ||y par :
o1, = l1olli.a = llellip) + X hl10 - Vellizq + 1107 = 271l g + 1121172 o0
€lp
1
1ol = 1ol = lollia+ 3 3llollE + 107 HLz (Ei)
KeT,""K
(5.43)
avec ||v| ’LZ (B = [1|Q - n]v®. De méme pour la norme || - ||,z (ap)- Nous avions déja intro-
i Q
duit la norme || - ||w, en (4.6).

5.3 Résultats théoriques

Dans cette section, u désigne la solution exacte, uj, la fonction obtenue avec une méthode
de Galerkin.

5.3.1 Probléme abstrait

Nous définissons le probleme abstrait suivant :
Trouver u € Wtel que a(u,v) = f(v), VveV, (5.44)

ol
— W et V sont deux espaces vectoriels chacun muni d’une norme || - ||w et || - ||v. L'es-
pace W (resp. V) est appelé 'espace des solutions (resp. des fonctions tests).
— a est une forme bilinéaire continue sur W x V :a € L(W x V;R) et elle est bornée sur
Wx V.
— f est une forme linéaire continue sur V, f € L(V,R) = V' et elle est bornée sur V.
Nous écrivons f(v) au lieu de (f,v)y: -
Nous rappelons la définition d"un probleme bien posé au sens de Hadamard.

Définition 5.3.1 Le probléme (5.44) est bien posé s'il admet une unique solution u et si l’estimation
a priori suivante est vérifiée :

de >0, Vf € V', ||ullw < c[|f[v (5.45)

Reprenant la terminologie de [20], nous énongons le théoreme "BNB". Les lettres BNB cor-
respondent a Banach-Necas-Babuska.
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Théoréeme 5.3.2 Soit W un espace de Banach et V un espace de Banach réflexif. Soit a une forme
bilinéaire, a € L(W x V,R) et f une forme linéaire, f € L(V,R) = V'. Alors le probleme (5.44) est
bien posé au sens de Hadamard si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(BNB1) Ju>0, inf sup D) 5 (5.46)
wel yey [[w]|wl[ollv
(BNB2) YoeV, (Ywe W,a(w,v) =0)= (v=0). (5.47)
De plus, on a I'estimation suivante :
, 1
vf eV llullw < LIIfllv (5.48)

Rappel : Un espace de Banach V est réflexif s’il est en bijection avec son bidual V.

Pour majorer ’erreur numérique, nous vérifions la condition discrete :

(BNB1,) Juy >0, inf sup — @)

> . (5.49)
thWh U;IEW;I ’ |wh’ ’Wh ‘ ’vh‘ ’Wh

Le lemme de Lax-Milgram est un cas particulier du théoreme BNB ot1 I'espace W = V
est un espace de Hilbert.

Lemme 5.3.3 Soit V un espace de Hilbert, soit a € L(V x V,R), et f € V'. On suppose que la
forme bilinéaire a est coercive :

Ja>0,VuecV,a(uu) > aflull}. (5.50)

Alors le probleme (5.44) est bien posé avec 'estimation a priori suivante :

1
VeV lully < ZlIfllv (5.51)

La condition "inf sup" du théoréme BNB se traduit par la coercivité dans le cadre du
lemme de Lax-Milgram. Le théoréme BNB permet d’évaluer I'erreur numérique via la constante
« pour des solutions approchées qui n’appartiennent pas au méme espace que la solution
exacte du probleme (approximation non conforme).

5.3.2 Estimations abstraites d’erreur

Les estimations abstraites d’erreur permettent de ramener 'estimation d’erreur numé-
rique a une erreur d’interpolation.
Le lemme de Céa donne une estimation de I’erreur dans le cas d"une approximation conforme
consistante :

Lemme 5.3.4 On suppose que
-W,CWetV,CV,
— la condition BNB1, (5.49) est vérifiée et dimW,, = dimV},,
— la forme bilinéaire aj, est bornée sur W x V,,
—ap=aetf,=f.

Alors, l'estimation suivante est vérifiée :

lallw,v .
— < (14— f — . 5.52
| —up|lw < (1+ o )whlgwhH“ wy ||w (5.52)
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Le terme ingv ||u — wy||w exprime l'erreur d’interpolation. Le premier lemme de Strang
wp €W

donne une erreur pour une approximation conforme non consistante. Les formes af(-, -) et

f(+) sont approchées par a; (-, ) et f;(+).

Lemme 5.3.5 On suppose que :
-W,CcWetV,CV,
— la condition BNB1y, (5.49) est vérifiée et dim Wj, = dim V,,
— la forme bilinéaire ay, est bornée sur Wy, X Vy,, et a est bornée sur W x Vj, pour W muni de la
norme || - |[wn)-
Alors I'erreur suivante est vérifiée :

1 — v

| —wnllway < — sup|(f“fh)(h)|
h A zJh||vh

©int <(1+Ilallww>xv;,)H 1 r<a—ah><wh,vh>|>'

weW),

U — wy + — su
ah w2, S0 =101

(5.53)

Pour une approximation non conforme non consistante (obtenue par exemple avec les élé-
ments finis discontinus), le second lemme de Strang permet d’évaluer 1’erreur numérique.

Lemme 5.3.6 On suppose que :
— La condition BNB1;, (5.49) est vérifiée. De plus, dim(W,) = dim(V},).
— La forme bilinéaire ay, est continue sur W(h) x V.

L’estimation de I'erreur s’écrit alors :

lan![wm)xv, )

f _
a0, whlfelwhHu Wi llwn

1 _
+ L sup |fu(on) — an(u, on)|
Xhv,ev, ||UhHVh

[ = up|lw < (1T+
(5.54)

Nous rappelons la preuve de ce dernier résultat.
Soit wy, € W), on peut écrire :

ay(up — wp, o) = ap(uy — u, o) + ap(u — wy, vp)

5.55
= fu(on) — an(u, o) + ap(u — wy, vy). ( )

La condition BNB1,, et la continuité de a; impliquent :

ap| [ — wil[w, | [onllv, < an(up —wp, op)

(5.56)
< | fu(on) = an(u, on)| + [lan|lwm) v, |11 — wnllwm l1on] v, -

De plus, les normes ||.| |y et [|.||w, sont supposées vérifier :
= [|wnllw, = HwhHW(h)r Vwy, € Wi,
= [lwllwmy < cllwl[w, Yw € W.
Ce qui permet d’écrire en ayant pris la borne supérieure sur les v;, € Vj, :

1 — , a
1t — wal iy < — sup | fn (o) — an(u,vp) N lan![wm)xv, I

— wnlwn- (5.57)
IxhvaVh thHVh lxh ( )

On obtient (5.54) en utilisant une inégalité triangulaire dans (5.57).

91



5.4 Convergence des éléments courbes

Dans [20], la convergence et I’estimation de 'erreur sont montrées en utilisant le théo-
réme 5.3.2, et le 2" lemme de Strang, énoncé en 5.3.6. Dans ce lemme deux constantes in-
terviennent : celle de la condition inf-sup (BNB1;), et celle de la continuité de la forme
bilinéaire ay,(-,-) sur W(h) x Wj,. Ces deux constantes sont montrées étre uniformes en h
pour les normes .||y et [|.||w, définies en (5.43). On se retrouve alors dans un probleme
d’interpolation et le théoreme 4.4.3 permet de conclure. Les inégalités inverses (4.56) et (4.64)
permettent de suivre la méme démarche qu’avec des maillages droits.

On suppose que o est bornée et ¢ > 0y = constante > 0.

54.1 Coercivité sur W(h)

La coercivité de la forme ) est utile pour montrer la propriété (BNB1;). Elle est aisée
a montrer lorsque 1’on utilise les normales exactes n dans les intégrales de bord présentes
dans g;,. Les notations sont les suivantes :

— Ty =1a partition du domaine D en des triangles droits ou courbes : KUT K=D.
S

— F =I’ensemble des arétes intérieures de la partition T},.
- v%(x) = limo(x £ Q).
e—0t

D’apres (5.33), a, (v, v) s’écrit, pour v € W(h), :

ap(v,0) = Z/K(ﬁ-vv-f-(ﬂ))U—f— g
KeT,

—

Q-n‘(zﬂ’—v‘)zﬁ—k/ Q- n|v?
aD_

h

= ;/KUUZ—I—;;/M(()-@ (vi”t>2+ ki
= ;/Kavan; ’

Dans ce calcul nous avons utilisé 1'égalité suivante :

[(@wa=L] (@) (=) = [,

Voir les correspondances données en (5.2). On peut minorer a;,(v, v) par :

ﬁ-n’(zﬁ—v‘)zﬁ—l—/ Q- n|o?
oD_

— 1 : —
Q-n’ (v+—v_)2+—/ Q- n|o?. (5.58)
2 Jap

—

Q-n’ (v_)z_/an ’ﬁn‘ (U+)2. (5.59)

1 _ 1
an(0,0) 2 oollol|7p) + 510" = 0717 gy + 5101172 o) (5.60)
5.4.2 Condition inf-sup
Soit v;, € Wj,. On note 7k la restriction de Q- Vov;, ala maille K. On a alors :
ap(vp, TK) = /(f) - Vo, + ooy,) g +/ Q- n| (o) — v, )y
K aK_
(5.61)
— 113 2 = _
= 19 VoulBagg +/Kmhm<+/aK_ Q- n|(vf — o)k
Sur 9K_, 7ty = 7i* que nous écrivons 7tk car nous nous plagons sur la maille K et 7tx = 0

hors de cette maille. En posant 0k = 0k = constante sur chaque maille K, il vient :

19 Voul 22y < an(on, 7tx) + okl [onl | 2k |17k | 2gx) + 1|03 = oy ez ox) 17k 12, o -
(5.62)
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D’apres le lemme 4.4.2 et comme 7tx € Pi(K), on a l'inégalité inverse de trace :

2 o) < Ch V2|t |2 - (5.63)

Donc :

19 VvhHiz(K) < ap(on, 7x) + |71k |2k <‘7KthHL2 +Ch™ 1/2th

(5.64)
On utilise I'inégalité de Young suivante. Pour deux réels a, b, et pour € € R’ :
ab < a+1b2 (5.65)
2 2e '
On détaille la majoration :
oicl[onll2qao 170kl 120k + CH2 [0 = 0 [z o 172 2
(5.66)

€1 2 1 1 21 2
< EHT[KHLZ(K) + E‘TKHU}:HLZ(K) "‘Eth Uy ||L2 (3K )+27€2C h= |7k [k

En reprenant (5.64), il vient :

€1 Chil — 0K € _
(1-2 - S ) 18- Toulfge < anCon )+ 2 ol e+ o7 o5 1 o
(5.67)

On choisit €1 et €; pour avoir un facteur 1/2 au membre de gauche. En prenant €1 = 1/2 et
€, = 2C/h, on obtient :

1 — CZ,K _

S VoullLa ) < anlon ) + Collonl[f2x) + T ller = 22 oy (5.68)
On multiplie ensuite par hx et on somme sur les mailles K € Tj,. Chacun des deux derniers
termes de droite de l'inégalité obtenue peut étre majoré par a,(vy,, v;) d’apres la propriété
de coercivité (5.60). Il existe une constante C3 telle que

= Z hKHQ VUhH < uh(vh, 7Th) + C3ah(vh, Uh) (569)
KETh
ou 7ty = Y. hxmk. De plus,
KeT,,

7|14 < Cllonllna, (5.70)

la norme ||.||;, 4 étant définie en (5.43). On le montre pour chaque terme présent dans la
norme |[.|[p,4-
|7l i2k) < Cllonlli2k) d’apres 'inégalité inverse (4.56). Et

Y- hl|Q -Vl By < C Y bl [Fa ) < C Y bl Q- Vo[ (5.71)
KET, KeT, KeTy,

Pour le terme de bord, 1'inégalité inverse de trace (4.64) permet d’écrire :

175 = 70 1Lz gy < € X Mkl eIz oy < € X Bl 19 - Voul [z (5.72)
KeT, KeTy,

Le terme th”i’é (oD) est majoré de la méme fagon. Ces majorations permettent d’écrire
Q

(5.70).
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D’apres (5.60) et (5.69), il existe deux constantes C; et C; telles que

o7 4 < Cran(on,on) + Y hx||Q - Vol 2, ¢
KeT, (5.73)
< Cyap(vy, vy) + Caay(vy, 1 + C3vy) = ap(vp, (Cr + C2C3) vy, + Comry).

Ainsi, pour tout élément v, € W, d’apres (5.70) et (5.73), il existe un élément w, (= (C; +
C2C3)Z)h + Czﬂ.’h) e W tel que

Cllwn|lallonllna < oul[; 4 < an(on wy). (5.74)

En intervertissant les roles de vj, et wy, on a montré que, pour un wy, € Wy, donné, il existe
v, € Wy, tel que
ap(wp, ) = Cllwn|n,allvnllna, (5.75)

ou C est indépendant de h. La condition BNB1, (5.49) résulte de (5.75) en prenant la borne
supérieure sur les v, puis inférieure sur les wy,. La constante a;, = « de (5.49) est uniforme
en h.

5.4.3 Convergence

En utilisant la normale exacte pour les intégrales de bord dans la définition de a;, la
continuité de la forme a;,(+, -) s’obtient de la méme maniére qu’avec des mailles droites, voir
lemme 5.71 de [20]. On trouve :

V (v, wy) € W(h) x Wy, an(v,wp) < [lanllwmxw, 2] lw 1wl w,-

Avec les constantes ay, et ||ay|[wx)xw, uniformes en £, le second lemme de Strang se réécrit :

I = wal gy < € inf, fle =0l + €' sup fulon) = anlu, o0)| (5.76)
Wy& v, EV), ||Uh||Vh

Cependant, les normes définies en (5.43) ne permettent pas d’écrire le second lemme de
Strang, énoncé en 5.3.6, ainsi car la propriété

[wnllw, = lwnllwm), Ywn € Wi

n’est pas vérifiée. Dans notre cas, nous pouvons écrire :

|lu —uy|lw, < C mf ||u — wy||wn) + C sup Lfulon) = ah(u,vh)\. (5.77)
oneVi [[onllv,

Comme les éléments finis paragéométriques (qui sont de type Lagrange courbe) tombent
dans le cadre du théoréme 4.4.3, on peut utiliser le résultat d’interpolation suivant :

inf Hu — wpllwmy < CHY2 ]| e ) - (5.78)
weW,
En effet, nous rappelons l’expression de la norme || - ||y ;) définie en (5.43) :

HUHIZ/\/(;Z) :HUH%Z(D) + ) k]| VUH%Z(K) + ot —o” HLZ (Fi) T HUHLz (D)
KeT,

+ ) - HUHLz +[lo” ||Lz (F)
KGTh

(5.79)
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Nous évaluons 'erreur d’interpolation pour chaque terme de cette somme grace au théo-
réme 4.4.3. K désigne une maille courbe ou droite. En prenant w;, = IT,u défini en (4.68), il
vient :

||u—1—IhuH <Ch2k+2||u||Hk+l (D)’
hi||C) - V(u—Hhu)H k) < CH ] i (5.80)
fHM—HhMH <C”l2k+1|‘u|‘Hk+1 (K)*

Pour les intégrales de bord, nous avons les résultats suivants :

[ = )™ — (= Thu) " [[12 y)

< |!(M—Hhu)+||Lz ) T (= Thu)™ HLz (Fi) < CH* M Jul ey

B (5.81)
|[(u — TTju) !ILz () <Ch2k“|\u|\H+1 (D)’

HM—HhUHLz (aD) <Ch2k+1|‘“HHk+l (D)’

Les inégalités de (5.81) sont valables car les éléments finis étudiés sont compatibles. Entre
autres les degrés de liberté peuvent étre controlés par les normes de Sobolev sur les mailles
K. Voir les définitions de 4.4.3.

L'inégalité (5.78) est obtenue en remarquant que :

inf [t —wnllwem < ([ —yullw (5.82)
wy W),

et en utilisant les majorations (5.80) et (5.81).
Nous revenons a (5.77). L'erreur de consistance est réduite a zéro comme nous l'avons déja
montré en (5.37).

En conclusion, pour les éléments courbes paragéométriques décrits au chapitre 4, la
convergence de la solution approchée vers la solution exacte est donc la méme que celle
démontrée pour des éléments droits sur des domaines polygonaux :

||M — Mh| |Wh < Chk+1/2||u||Hk+1(D). (583)

Ce résultat n’est valide que pour les maillages courbes vérifiant (4.50).

5.5 Intégrales de bord

Dans la pratique, les intégrales de bord sont difficiles a traiter pour des faces entrantes-
sortantes, voir les sections 4.6 et 4.7. Des trois approches essayées (normale moyenne, sous-
maillage directionnel et macro-maille), seule la macro-maille est satisfaisante. Mais un déve-
loppement reste nécessaire relativement a 1’ordre de résolution des triangles courbes. Nous
analysons les conséquences de 1'utilisation de la normale moyenne sur la forme bilinéaire
ay, puis nous donnons la formule utilisée pour les intégrales de bord avec la normale exacte.
Ces intégrales étant calculées numériquement, le signe du produit scalaire entre la normale
et la direction angulaire permet de déterminer la partie entrante d"une aréte courbe.

5.5.1 Normale moyenne

La normale moyenne 7 est la normale moyenne relativement a une aréte du maillage
numérique.

ax (4, 0) :/I<((_§-Vu+(7u)v+/ak 16 -7 (ut — u Yo
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Nous expliquons dans quelle situation on peut avoir |Q) - 71| = 0.
Soit e une aréte de K et soit e_ la partie entrante de 'aréte ¢ : e N dK_ = e_. L'intégrale de

bord s’écrit sur e_ :
/ 16 - | (u* —u Yot
e_

avec 71 = 7i(e) # 7i(e_), en particulier, on peut avoir |Q} - 71| = 0, voir la figure 5.4.

Cette modification nécessite de vérifier que la démonstration de la section 5.4 est tou-
jours valide. Nous montrons que la coercivité n’est plus assurée automatiquement. Une
contrainte est imposée aux données physiques et géométriques du maillage. Il est nécessaire
de connaitre les constantes dans les inégalités inverses pour les fonctions polynomiales : la
référence [26] permet de les obtenir. La continuité de la forme @, n’est plus assurée non plus.

Les normes || - |54 et [ - [|,,  issues de la forme aj et pour lesquelles on montre notam-
ment la condition BNB1;, deviennent les normes || - |[; 4 et || - || 1 correspondant a a, :
o1l 0 = 1olliz) + X AlIQ - Volliag + 107 = o7llE g + oIl
KGTh
, ; (5.84)
oI5, = Pllia+ X 7 HU||L2 +llo7 Il (g
KGT},

ot [|o* — o7 ) = [ |C

_ _\2 2| i 2
i Q-n’(zﬁ“—v ),et||vHié>»(aD) :faD‘Q-n‘ (0Mh)".

Coercivité sur W),

Pour v € W(h), la forme locale dg (v, v) s’écrit :
) B ! - ) < A )
ig(v,v) = [ ov”+ Q-n|lv-+ Q-a|—|Q-n|) o (5.85)
K 2 Jok K-

Le dernier terme dans 1'expression de ak(v,v) traduit un défaut de coercivité da a 'utili-
sation d"une normale approchée plutoét que la normale exacte. On rappelle que ¢ doit étre
minorée par une constante strictement positive pour assurer la coercivité, voir 5.4.1 :

o >0y >0.

Soite € F;; telle que Q -1 = 0. Pour fixer les idées, 'aréte e est un arc de cercle et K est la
maille du coté convexe, voir la figure 5.4. En partant de (5.85), nous avons :

1 = 1 =

_ 2 2 2 =
ax(v,0) = [ ov°+ = ‘Q-nv+—/ Q-nv+/ ‘Qn—
K( ) / 2 oK\e_ 2 e,<

:/(702%—* ‘ U—*/
K 2 Jok\e_

Supposons que le domaine D se réduit a la maille K. Pour v € W, les deux premiers termes
ne peuvent pas compenser le troisieme négatif. En effet, le bord oK \ e_ ne peut pas contrdler
le bord e_. Et il n'y pas d’égalité inverse de trace sur W. Penser a une suite de fonctions v,
constantes sur e_ dont le support supp v, colle de plus en plus au bord e_ et telles que

hrJrrl |supp v,| = 0. A partir d’un certain rang n*, on aura, pour n > n*, ax(v,,v,) < 0, et
n—-+oo

donc la forme ax n’est pas coercive.

Nous donnons maintenant une condition suffisante pour que la forme 4y, soit coercive sur
W,. Si l'on applique une contrainte liant les sections efficaces et les données géométriques
des triangles courbes, alors on obtient un résultat partiel de coercivité.

Q . 1’1‘) 02
(5.86)
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FIGURE 5.4 — Exemple de situation dans laquelle la forme @ n’est pas coercive.

Résultat intermédiaire

Notations :
-e est une aréte courbe.
-1(e) (resp. |K]|) désigne la longueur d'une aréte e (resp. I’aire du triangle K).
-¢ (resp. K) désigne l'aréte droite joignant les mémes sommets que l’aréte courbe e (resp. le
triangle droit de mémes sommets que le triangle courbe K).
On définit la constante
Ce = S%PHDCDK\(?(J?) S (BMel] < ex
xee

Nous montrons le lemme suivant :

Lemme 5.5.1 Pour un triangle courbe K, d’aire |K|, on a l'inégalité suivante pour une fonction
v € Py(K):

(p+1)(p+2) (1+Ce>zl(é‘)

2 2
9]z < 5 1= cx WHUHLZ(K)‘ (5.87)

La démonstration s’appuie sur un résultat de [26] qui donne 1'inégalité suivante pour un

N X P .
triangle droit K, et v € IP,(K) = {v(x,y) = kzoakxkyp_k avec a; € R pour (x,y) € K} :

(P+D)(p+2)1(@)
2 Iq

191132 < 19117, (5.88)

oi1 ¢ est une aréte droite de dK. Autrement dit, on connait la constante présente dans les
inégalités de trace pour des fonctions polynomiales par morceaux. Le lemme 5.5.1 étend ce
résultat aux triangles courbes. L'inégalité suivante s’appuie sur I’encadrement (4.53) :

. A 2 5 .

]2y = / 12ds = / #2det DFgpds < (1+ c.)* |det Byjel ] 22 (5.89)

On peut ensuite utiliser (5.88) pour la fonction polynomiale 7 € P, (K) :

- +1)(p+2)1(é), .

Il < (14 co? det Bl P EE DT g, 590)

2 K| (K)

Toujours en utilisant (4.53), on peut encadrer det DF, ' et ainsi :

||ﬁ||i2(K) - /KﬁZdy? = /Ku2 det DFg 'dx < (1 —cx) *|det B¢ ||ul T2 x0)- (5.91)
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L’'inégalité suivante est issue des inégalités précédentes :

_(p+)(p+2) <1+ce>2

¢) = 2 1—ck

det BK‘

1(e)
det By [l 2 (5.92)

K|

[JullZ2

det Bys | 1(2) .1 P .
detBe | 18] est indépendant de K. On a:

Remarquer que le terme

det BK|§
det BK

o
xR

1) _ 1) [RI1@) _ 1(2)
I

I

=
>

(@) K] |

L'équivalent de (5.88) pour des triangles courbes s’écrit, pour v € P,(K) :

(p+1)(p+2) (1+c \ (&)
i < CHEHD (L)L, 599

Nous gardons la notation & pour désigner les longueurs et aires droites associées au triangle
courbe.

Termes pertinents a étudier

La forme globale (v, v) s’écrit :

2/ Q Vv+cm v+/ }Q i —v*)v++/ !ﬁ-ﬁ\vz
KEeT, i 9D
:Z/K‘”’”i [ |68 7 =0+ 5 [ 163l
K .
1 o o
T2 )y QQ"‘ _‘Q'”D ((Zﬁ)z— (”7)2) (5.94)
h

+3 . (Bel=[an) =5 [, (j6a]-]a-])

Pour le détail du calcul (5.94), voir (5.59) qui a été utilisé pour un calcul similaire.

Pour une aréte e courbe commune a deux mailles K, et K_, seuls les termes suivants de
I’équation (5.94) nous intéressent pour la coercivité de 4y, le but étant que le premier terme
compense le second :

/KM 7+ J(la-a=|a-n]) (@)= @)). (5.95)

Pour ce calcul, identifier le c6té amont du co6té aval de la frontiere ne change pas la conclu-
sion, et ce, méme si un point de tangence existe. On majore le terme suivant :

[(ja-a] = |a-n)) (@) - @) <

|

||0-a] = |- n| | (@*) + ©)?)

< sup ‘Q n’—‘Q n( ‘ /((ZJ+)2—|—(ZJ_)2).
xece e
(5.96)
En notant N = N(e, Q) = sup ’Q n‘ ‘Q n(x)| |, on peut minorer 'expression (5.95)

xee

/K . o — / 07)?) (5.97)
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En utilisant (5.92) pour chaque maille K et K_, I'inégalité suivante est une condition suffi-
sante pour obtenir la coercivité de a;, sur Wy, :

 N@p+D(p+2) <1+ce>21(é)
2 2 1—ck) |K|

ool B2y 0] B2y > Collol oy (5.98)

ou Cp > 0 est une constante. Ainsi une condition suffisante (et sans doute nécessaire) pour
assurer la coercivité de a;, s’écrit :

 N@p+1)(p+2) <1+ce>21(5)
2 2 1—CK

Ok > Co, (5.99)

K|~
pour une maille courbe K et une aréte courbe e de dK. Remarquer qu’elle porte sur les sec-
tions efficaces et les données géométriques des triangles. L'estimation doit étre vérifiée pour
chaque Q) = (y,7) sur chaque maille K. Pour une direction angulaire tangente a l'aréte en
un point quelconque, y (resp. 77) est de I’ordre de sin 6 (resp. cos 0), ou1 8 est le demi-angle au
centre de l'arc de cercle, voir la figure 4.9.

‘ﬁ-ﬁ’ - ’ﬁ%(x)) ‘ — o (5.100)

N =
sup R

xee

avec h le pas du maillage. Si la direction ) = (u,7) n’est pas dans le cone de tangence
propre a l'aréte courbe ¢, le role des différents termes peut étre détaillé. Nous donnons les
ordres de grandeur, avec € = sinf = ﬁ :

N = |ule £3e® +0 (%),

(p+1)(p+2) <1—|—Ce>zl(5):
2 1—CK |K‘

(5.101)

o(h™1).

En conclusion, si on utilise la normale moyenne, alors une condition suffisante pour

avoir 1 1

= 2 2 2

ay(v,0) = COHUHLZ(D) + EHUH%.V—,(P” + EHUHL%M(&D) (5.102)
est la condition (5.99) ot la constante Cy est strictement positive. Nous rappelons que la
coercivité de la forme g, est équivalente a avoir un systéme local (issu de la méthode des
éléments finis discontinus) bien posé, voir (2.19)-(2.23). La matrice A de I'équation (2.19) est
inversible si et seulement si la forme a;, est coercive.

Avec les normes définies en 5.84, la condition BN B1j, est obtenue comme précédemment
si la forme 4, est coercive. Le second lemme de Strang peut se réécrire avec ces normes. Ce

type de modifications apparait dans (5.102) ot nous avons écrit |[v||?, (D) = Lo ’f) : ﬁ’ 02,
Qn

Continuité

Pour étudier la continuité de 4, nous considérons un domaine composé d'une seule
maille. La forme 4, se réduit alors & une forme dg(-,-) que nous écrivons pour v € W(h)
etw, € Wy, :

o

ﬁK(v,wh):/I<<Uwh—ﬁ-th)v+ - Q- njo~w, + (‘ﬁ-ﬁ’—’ﬁ-n‘)zﬁw;
+

JK_

:/I<(awh—()-th>v+/‘9K_‘ﬁ-ﬁ’v*w;—i—/am ]ﬁ-n|v’w,§—/aK_‘()-n‘v+
(5.103)

+
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Les normes || - || 4 et || - HE,% se réduisent a :

0l1% 4 = llolE2k) + g || Vo[22 k) + ||U|’%§.2__(a1<)
" (5.104)

1
2 2 2
HUHK% = ||| kAT HHUHLZ(K)-

Les trois premiers termes de la deuxiéme ligne de (5.103) sont continus par rapport aux
normes || - H%Z qet]] H%( . Pour le vérifier, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, voir
aussi [20]. Pour obtenir la continuité de la forme ak il faut donc majorer les intégrales de
bord utilisant la normale exacte par des termes de || - ||z 4 et || - ||g L On estime l'intégrale
suivante en utilisant Cauchy-Schwarz :

/a ; \ﬁ . n) oW < [0l 12 (x| onl |12 o (5.105)
noter que le majorant contient les normes || - HL% (k) et non des normes || - || 12 (9K)- Clai-
rement, une norme || - || 17, (ok) e peut pas étre dominée par une norme || - || 12, (9K), penser
aux arétes telles que (- i = 0. Pour v € W, les autres termes de || - || K1 peuvent-ils dominer

I'intégrale de bord avec une normale exacte ? Les éléments v de 1'espace
W = {v e I%(D), O-Voe L2(D)}

ont une trace sur les arétes non paralleles a Q. En effet, la formule d’intégration par parties
donne pour v, w € W :

/(Q-Vv)w—i—/ 2(Q - V) :/ Q- negow. (5.106)
K K K

Donc, on peut majorer les intégrales de bord [, ‘Q . n’ oMwitt ytilisant la normale exacte

par des normes || - ||L2(K) et ||} - V|| 12(k)- Donc la forme ak est continue pour les normes
|- 1lgaet] -]l g1 Ce résultat se transmet a la forme a, sur des maillages avec plusieurs

mailles pour les normes || - || 4 et || - ||h%

En conclusion, utiliser la normale moyenne fait perdre la coercivité mais la continuité
de la forme bilinéaire est préservée. Les hypotheses permettant de garder coercivité ne sont
pas toujours vérifiées, et font perdre le bénéfice des éléments courbes. Une autre méthode
de calcul des intégrales de bord est donc nécessaire.

5.5.2 Intégration numérique

Nous avons rencontré plusieurs situations ot les calculs divergeaient a cause de l'utili-
sation de la normale moyenne. La condition (5.99) peut ne pas étre satisfaite. L'intégrale de
bord sur une aréte e est calculée numériquement :

/ G- 7i(s)f(s)ds = Y w0, Q- i (s1) F(s3). (5.107)
€ i=1

Avec la normale moyenne 7, une face e est dite entrante (resp. sortante) si - 71 < 0 (resp.
Q-2 > 0). La contribution de I'intégrale sur le bord ¢ est alors la somme sur tous les points
de la formule de quadrature (5.107), peu importe le signe du produit scalaire Q) - 7i(s;). Cette
inconsistance entre l'intégration numérique et la formule exacte est responsable de la diver-
gence des calculs dans certains cas.
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La solution employée pour mieux calculer les intégrales de bord consiste a ne plus définir
une face courbe comme entrante ou sortante. L'intégrale de bord est calculée par la formule
suivante :

/eﬁ 7i(s)f(s)ds = Z wi QY- 7i(s;) f(s1) (5.108)
ot I'ensemble e C IN regroupe les points s; pour lesquels la direction () est entrante :
e = {i = 1,..,ntel que Q- ii(s;) < o} . (5.109)
La formule (5.108) revient a intégrer numériquement sur 1’aréte e la fonction

f(s) = {?sjé;)f (5) si 02 7i(5) > 0, (5.110)

Cette formule est donc différente d’une formule de quadrature sur la partie entrante de
l'aréte e, mais, asymptotiquement, les deux formules convergent vers l'intégrale exacte.
Comme les intégrales de bord sont calculées numériquement, la coercivité de la forme bili-
néaire dépend de la formule de quadrature.
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Au début de ce chapitre, nous avons montré la faible régularité du flux angulaire
sur des géométries simples. Puis, nous avons rappelé que l'existence et l'unicité de la
solution pour les problémes a source respectivement continu ou discret sont assurées
des lors que la section efficace est minorée par une constante strictement positive. Les
erreurs abstraites pour des problémes variationnels ont aussi été rappelées avant d’étre
utilisées pour la méthode des éléments finis discontinus.

Nous avons obtenu une estimation d’erreur pour des bases paragéométriques du
méme type que celle obtenue pour des triangles droits sur domaine polygonal. Nous
avons repris la démarche de [20] en utilisant les résultats de [9] pour transposer au
cas courbe. L'estimation de convergence courbe n’est valable que pour des maillages
vérifiant la condition (4.50). Cette condition assure que les résultats d’interpolation
sur des triangles droits peuvent étre transposés aux triangles courbes (munis de bases
paragéométriques).

Pour des bases non paragéométriques (par exemple, polynomiales), nous ne
connaissons pas de résultats d’interpolation sur des triangles courbes. Sans résultat
d’interpolation, les résultats de convergence des éléments finis ne sont plus garantis.
Comme les NEFEM correspondent a des bases non paragéométriques, la convergence
spatiale ne peut pas étre justifiée par cette méthode. Cependant, les calculs présentés
dans [53] indiquent une convergence similaire a celle des éléments finis isoparamé-
triques.

La résolution de 'équation (2.18) nécessite de calculer des intégrales de bord. La
normale extérieure 7.y intervient dans ces intégrales. Approcher la normale exacte par
une normale moyenne sur des bords courbes apporte des contraintes trop fortes qui
ne sont pas toujours vérifiées, les calculs peuvent diverger car la coercivité de la forme
bilinéaire n’est plus assurée. En testant le signe du produit scalaire Q- next en chaque
point de la formule de quadrature, les calculs convergent de nouveau. La régularité des
matrices locales est fonction des formules de quadrature.
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Chapitre 6

Résultats numériques

Dans ce chapitre, une premiére série de calculs permet de vérifier 1’accélération de conver-
gence obtenue par la méthode DSA. Le rayon spectral de la méthode est tracé en fonction du
pas du maillage pour une analyse de Fourier en 1D et 2D. Des calculs de valeur propre sur
des réacteurs et des cas-tests (RJH, C5G7, Carré homogene) montrent aussi le gain obtenu
dans la pratique grace a cette méthode. Une deuxiéme série de calculs permet de compa-
rer des résultats obtenus en utilisant des triangles courbes ou des triangles droits. Les dif-
férentes bases sont comparées entre elles. Mais d’abord, nous présentons les cas-tests (en
anglais benchmarks) utilisés.

6.1 Cas-tests

6.1.1 Benchtransport

Ce cas-test regroupe plusieurs géométries simples comme le disque, le carré, une cellule.
Les conditions aux limites appliquées correspondent au vide ou a la réflexion. Les calculs se
font sur un groupe d’énergie avec des sections efficaces constantes par milieu comme pour
les autres cas-tests.

6.1.2 RJH

Le réacteur européen RJH (Réacteur Jules Horowitz) est un réacteur expérimental dont la
mise en sevice est prévue a ’horizon 2014 (voir [30] et aussi http://www.cea.fr/energie/
le_reacteur_jules_horowitz-32255). Le coeur contient 34 assemblages de combustible
(composé chacun de quatre couronnes), 3 régions contiennent du matériel destiné a étre
irradié (région "chouca"), voir la figure 6.1. Chaque assemblage est composé axialement de
3 groupes de 8 plaques cylindriques de combustible, maintenues par des renforts en alu-
minium. Le coeur est entouré d'un réflecteur de béryllium et d'une piscine. Les sections
efficaces dépendant de plusieurs parametres (température du combustible, densité et tem-
pérature de l'eau, insertion de barres de controle) sont utilisées pour les calculs de coeur
complet. La géométrie physique du coeur est décomposée radialement en 4149 régions phy-
siques et axialement en 26 plans (en 2D, on compte 4439 zones radiales). La géométrie du
coeur et des assemblages a été décrite via SILENE, voir [57].

Contrairement a un REP (Réacteur a Eau Pressurisée), la géométrie du RJH représentée
sur la figure 6.2 n’est pas cartésienne. Un maillage non structuré est donc tout indiqué pour
traiter ce réacteur. Le maillage géométrique contient environ 47000 triangles (48271 pour un
maillage droit et 46953 pour un maillage courbe). Les différents calculs présentés par la suite
sont faits sur six groupes d’énergie.
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FIGURE 6.1 — Zoom sur le coeur du RJH. A droite, la géométrie avec les choucas. A gauche,
le maillage triangulaire.

eau

béryllium

FIGURE 6.2 — Géométrie du RJH donnée au solveur MINARET.

6.1.3 C5G7

Le C5G7 est un cas-test proposé par I'OCDE en 2003. Le C5G7 est un coeur de 4 X 4 as-
semblages entouré d’une piscine. Chaque assemblage est composé de 17 x 17 cellules. Une
cellule comprend un disque homogénéisé (généralement le combustible) entouré d’eau. Voir
la figure 6.3 représentant un huitieme de coeur et [35] pour une description compléte de la
géométrie et des sections efficaces. L'intérét de ce cas-test est la possibilité de comparer les
puissances avec des calculs Monte-Carlo, voir [55]. Des conditions de réflexion sont impo-
sées sur la diagonale et le bord horizontal. Nous avons aussi fait des calculs sur un quart de
coeur. Les calculs sont faits sur sept groupes d’énergie.

6.1.4 Calculs présentés

Les calculs présentés sont des calculs de valeur propre. Deux criteres d’erreur définissent
la convergence, I'un sur le flux scalaire, I’autre sur la valeur propre. Le calcul s’arréte si les
écarts portant sur ces deux valeurs sont tous les deux inférieurs & un certain seuil. Pour les
calculs présentés par la suite, ces seuils sont fixés a :

(sﬂux = 1074 (Sval. prop. — 1076-

Pour les calculs présentés, la valeur propre est comparée a 107> pres. L'écart entre deux
valeurs propres est généralement exprimé en pcm, signifiant pour cent mille. Un écart de
1pcm sur la valeur propre est une différence de 10~°. Lors de la résolution de chaque groupe
d’énergie, les calculs sont autorisés a faire au maximum 10 itérations internes. Dans certains
cas, que nous signalerons, nous avons augmenté ce maximum pour obtenir des flux conver-
gés plus précis et dans d’autres cas, que nous signalerons aussi, nous avons changé la valeur
des critéres de convergence.
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FIGURE 6.3 — Géométrie d'un huitiéme de coeur du C5G7. Le bleu représente I’eau.

6.2 Accélération DSA

Au chapitre 3, des courbes issues d"une analyse de Fourier en 1D et 2D ont montré la
stabilité du schéma numérique méme en présence de fortes hétérogénéités. Plusieurs calculs
sur le RJH, le C5G7 et le carré homogene sont maintenant présentés. L'accélération dégradée
est notamment comparée a l'accélération standard. L'efficacité en temps de calcul des deux
accélérations dépend des parametres numériques comme la valeur du coefficient ¢, défini
en 3.0.3, ou le nombre de directions angulaires résolues.

6.2.1 Comparaison des accélérations

Nous comparons 1'accélération dégradée T1DO0 a I'accélération standard T1D1 en com-
parant les temps de calcul pour le réacteur RJH, C5G7 et le BenchTransport. Nous faisons
un calcul de valeur propre. Les temps de calcul, T, en seconde, et les nombres d’itérations
externes, Ny, et internes, Nj,;, sont comparés avec des calculs sans accélération (schéma
noté T1). La valeur propre k.ss est en derniere colonne des tableaux.

RJH
Le nombre de triangles droits est 48271.
En S4 : 3 directions par octant, donc 12 directions en 2D.

Schéma T(s) Nt Next  kefs
T1DO0 181 454 25 1.31304
T1D1 439 423 25 1.31304

T1 1185 3418 57 1.31313
T1bis 1293 4686 42 1.31306
Tlter 1316 4830 34 1.31306

Tl quad 1864 6872 46 1.31304

Les calculs accélérés sont plus rapides que les calculs non accélérés. Le temps de calcul est
réduit d'un facteur supérieur a 7. Ce gain vient de la réduction du nombre d’itérations in-
ternes. Comme le calcul non accéléré T1 ne donne pas la méme valeur propre que les calculs
T1DO0 et T1D1, nous avons effectué des calculs plus précis T1 bis, T1 ter et T1 quad. Pour
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le calcul T1 bis (resp. T1 ter et T1 quad), nous avons autorisé jusqu’a 20 (resp. 30) itérations
internes par groupe. Pour le calcul T1 quad, nous imposons une précision sur le flux de 10>
alors que, pour les autres calculs, cette précision est de 104

En S16, 36 directions par octant, donc 144 directions en 2D.

Schéma T(s) Nint Next  kefs
T1IDO 1484 454 25 1.31316
T1D1 1653 424 25 1.31316

T1 11794 3418 57 1.31325

La différence en temps entre T1D0 et T1D1 se réduit. L'écart de 9pcm sur la valeur entre les
calculs accélérés et non accélérés est dii a un défaut de convergence de la part du calcul non
accéléré T1 comme nous I'avons vu précédemment. Les calculs accélérés sont au moins sept
fois plus rapides que les calculs non accélérés.

En S64, 528 directions par octant, donc 2112 directions en 2D.

Schéma T (S) Nint Ngxt keff
T1IDO 22228 455 25 1.31316
TID1 19337 427 25 1.31316

Nous n’avons pas fait tourner le calcul non accéléré car le gain en temps de l'accélération
a déja été validé. Les criteres de calcul (par exemple : le nombre d’itérations internes par
groupe) ont été gardés constants. Si on permet aux calculs non accélérés de faire plus d’ité-
rations on trouve le méme résultat que les calculs accélérés. En conclusion, pour le RJH, la
méthode d’accélération réduit le temps de calcul d"un facteur au moins 5 et stabilise les cal-
culs. De plus, I'accélération T1D0 est plus efficace que 1’accélération T1D1 lorsque le nombre
de directions angulaires est faibles.

C5G7
Pour les trois tableaux suivants, le maillage compte 18524 triangles. Pour ce cas-test, nous
utilisons les formules produits pour l'intégration angulaire que nous notons Syxum. Voir
la figure 6.4 pour une comparaison entre les formules Sy "Level Symmetric" et les formules
Snxum produits. Nous comparons les temps de calcul en augmentant le nombre de directions
angulaires.

FIGURE 6.4 — Les deux figures représentent les directions angulaires résolues pour un octant.
A gauche, la formule S16 "Level Symmetric" : la colatitude est discrétisée en 8
valeurs, et la discrétisation de la longitude pour chaque "niveau" dépend du
niveau considéré. A droite, la formule produit Sy«1¢ : la colatitude est discré-
tisée par 2 valeurs et la longitude est discrétisée par 16 valeurs. En particulier,
la longitude est approchée plus finement avec une formule S, 16 qu'avec une
formule Sq¢.
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En Sy.4 : 8 directions par octant, donc 32 directions en 2D.

Schéma T(s) Nt Next keff
TIDO 138 898 25 1.18549
TiID1 240 800 25 1.18549

T1 287 2508 37 1.18549

En Sy416, 32 directions par octant, donc 124 directions en 2D.

Schéma T (s) N Next kefs
TIDO 443 897 25 1.18653
TID1 502 799 25 1.18653

T1 1100 2508 37 1.18653

En Sy43p, 64 directions par octant, donc 256 directions en 2D.

Schéma T(s) Ny Next  kesy
TIDO 810 897 25 1.18657
TID1 843 799 25 1.18658

T1 2224 2509 37 1.18657

L’écart entre le schéma T1D0 et le schéma T1D1 diminue avec le nombre de directions an-
gulaires. Si le nombre de directions angulaires est faible, il est préférable d utiliser une accé-
lération T1D0. Quand ce nombre augmente, le schéma T1D1 peut devenir plus intéressant.
L’accélération réduit le temps de calcul d"un facteur deux.

BenchTransport
- Nous présentons des calculs sur un carré homogene et des sections fortement anisotropes.

Le carré est de coté 100. Il y a 967 triangles. Les sections efficaces valent :

2
0r=01, 0 =090, 04 = g(fso, of = 0.02.

En S4.
Schéma T (S) Njnt Next keff
T1ID0O 12 72 9 1.06016
T1D1 1.3 47 9 1.06016
T1 12 106 11 1.06016
En 516'
Schéma T (s) N Next keff
TiIDO 36 73 9  1.06499
T1D1 29 47 9 1.06499
T1 50 106 11 1.06499
En 564-

Schéma T (S) Njnt Next keff
T1DO 448 82 10 1.06529
T1D1 314 54 10 1.06529

T1 59.1 106 11 1.06529

Le schéma T1D1 est plus rapide que le schéma T1DO.
- Nous étudions le comportement de 1’accélération en fonction du raffinement spatial pour
un milieu tres diffusif. Les calculs sont effectués sur un carré homogene avec des sections

isotropes :
=1, 05 = 0.9990;, of = 0.001.
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La formule de quadrature utilisée est une formule Si¢. Le maillage N est obtenu apres N

raffinements du maillage 0. A chaque raffinement, le nombre de triangles est multiplié par
4.

Maillage 0 : 42 triangles.

Schéma T (s) N Next kefs
TIDO 46 370 37 0.594608
TiID1 27 202 23 0.594621

T1 124 1260 126 0.594519

Maillage 2 : 672 triangles.

Schéma T (s) Nt Next  kes
TIDO 82 170 10 0.60944
T1D1 3.1 52 10 0.60944

T1 60.9 1190 119 0.60951
Tlbis 905 1740 87 0.60947

Dans le Maillage 2, le calcul T1 bis autorise jusqu’a 20 itérations internes alors que pour les
autres calculs le nombre maximum d’internes est fixé a 10. On voit que le calcul de transport
non accéléré se rapproche du calcul accéléré lorsque le nombre d’itérations internes maxi-
mal est augmenté.

Maillage 4 : 10752 triangles.

Schéma T (S) Nint Next keff
T1IDO 523 75 10 0.60997
T1D1 345 45 10 0.60997

T1 823.6 1350 135 0.60999

Dans les deux situations du cas-test BenchTransport, le schéma accéléré T1D1 est plus
rapide que le schéma T1D0. Nous avons comparé, sur la figure 6.5, les flux scalaires ponc-
tuels entre T1 bis et T1D0. L'écart est inférieur a :

|11 bis — PT1D0O |00 < 5.05107°.

En conclusion, "accélération réduit les temps de calcul dans toutes les situations présen-
tées. Pour un calcul avec des sections fortement anisotropes, ou un ratio o5 /0; trés proche
de 1, ou un nombre de directions angulaires important, le schéma T1D1 est plus rapide que
le schéma T1DO0. Dans ces situations, il est préférable de ne pas dégrader 1’accélération car
le nombre d’itérations internes résolues est plus faible pour le schéma T1D1 que pour le
schéma T1DO.

6.3 Triangles courbes

Nous présentons des calculs sur trois géométries différentes : le disque homogene, le
RJH, le C5G7.

6.3.1 Disque Homogene

Nous effectuons un calcul de valeur propre sur un disque homogeéne de rayon 50cm
entouré par du vide : le flux entrant est nul. Le probleme est monocinétique : il n'y a qu'un
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facteut de no tion : 10°-4 contraste: 3 vin: 0

FIGURE 6.5 - Différence des flux scalaires ponctuels renvoyés par les calculs T1 bis (non ac-
céléré) et T1DO (accélération dégradée) sur un carré homogene avec 672 tri-
angles, en Sy4 et avec sections isotropes. En bleu, la différence est négative, en
rouge elle est positive.

groupe d’énergie. La section totale est fixée a 1, la section de scattering a 0.9, et celle de
fission a 0.1. La figure 6.6 présente des courbes de convergence pour différents éléments finis
discontinus. Les deux premiers maillages, indiqués par les lignes verticales en pointillés,
correspondent a des maillages avec 4 et 6 triangles. Les maillages suivants sont obtenus par
raffinement de ces deux maillages initiaux. Le nombre de mailles s’écrit donc 4 x 4" ou 6 x 4"
avec n > 0. Le nombre de degrés de liberté est le triple du nombre de mailles. Nous avons
utilisé des formules Sgs (= 2112 directions en 2D) pour rendre négligeable 1’approximation
angulaire.

La valeur propre de référence est obtenue a partir d"un calcul unidimensionnel utilisant
le code Apollo2. Spatialement, la géométrie est découpée en 5000 mailles de pas constant,
et pour les directions angulaires, une formule Sg4 (= 1056 directions en 1D) est utilisée. La
valeur propre de référence est :

re
K, = 0.992563.

Les courbes bleu et magenta correspondent & un maillage droit avec et sans conserva-
tion de l'aire du disque. L’écart de la courbe magenta reste a peu pres constant jusqu’a la
convergence qui est limitée par la précision des calculs.

Les courbes verte et rouge correspondent a des bases paragéométriques. La courbe verte
correspond a la base associée a la transformation présentée en Annexe D, la courbe rouge
correspond a la base issue des Nurbs. Les deux bases paragéométriques sont toujours plus
précises que les EFD droits avec conservation du volume. Comme il n'y a que des éléments
courbes sur le bord du disque, la différence entre éléments courbes et éléments droits se
réduit rapidement.

La courbe noire correspond a une base non paragéométrique : les fonctions de base sont
les mémes que pour des triangles droits. Les éléments courbes associés ne donnent pas de
résultat satisfaisant.
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FIGURE 6.6 — Convergence de la valeur propre pour différentes bases d’éléments finis.

6.3.2 RJH

Pour le RJH nous présentons uniquement le tableau 6.1. Les calculs sont faits en S4. Le
maillage compte environ 47000 triangles. La valeur de référence est obtenue a partir d'un
calcul effectué sur un maillage raffiné 2 fois, noté M2. La valeur propre de référence vaut
kéwj% = 1.31309. La derniére colonne présente I'écart des valeurs propres Ak,r; avec la réfé-

rence.

Géométrie Type d’EFD | Type debase | Ak.fs
approchée (cons. vol.) Droit -3
approchée (non cons. vol.) Droit 132
exacte Droit 18
exacte Courbe paragéom. 0
exacte Courbe non paragéom. | 16

TABLE 6.1 — Calculs sur le RJH

La base paragéométrique et les éléments finis droits avec conservation du volume donne
des résultats tout a fait satisfaisants. Les maillages droits ne conservant pas les volumes sont
a proscrire.

Le calcul de la troisieme ligne doit étre expliqué : le mailleur maille exactement la géo-
métrie en utilisant des arétes courbes (d’oti une géométrie exacte), mais le solveur considere
les triangles courbes comme des triangles droits (d’otu "Type d’EFD=Droit"). Ce calcul a été
lancé pour évaluer a quel point les triangles courbes sont éloignés des triangles droits. Dans
ce cas, il n'y a que des triangles avec un bord courbe et qui sont faiblement déformés. La
base non paragéométrique donne une erreur du méme ordre de grandeur que la 3°* ligne.
Mais ces erreurs ne sont pas trés importantes.

Le tableau 6.1 n’apporte pas assez d’information pour conclure sur 1'utilité des éléments
courbes par rapport aux éléments droits : la différence entre les maillages courbes et droits
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n’est pas significative. De plus, comparer uniquement la valeur propre n’est pas suffisant.
Les flux doivent étre aussi comparés. Comme nous ne connaissons pas de calcul de référence
sur le RJH, nous avons fait des comparaisons sur le C5G7.

6.3.3 C5G7

Pour ce cas-test, nous comparons la valeur propre et les puissances sur les crayons de
combustible avec des calculs Monte Carlo. La puissance est obtenue en sommant les taux de
fission sur tous les groupes d’énergie.

Dans les tableaux 6.2 et 6.3, les calculs courbes ont été lancés sur un quart de coeur du
C5G7 et non un huitieme de coeur comme celui présenté a la figure 6.3.

Dans le tableau 6.2, les calculs courbes utilisent soit la normale moyenne et un ordonnan-
cement exact des triangles courbes, soit la normale exacte et un ordonnancement approxi-
matif.

Dans le tablau 6.3, les calculs courbes utilisent la normale exacte et un ordonnancement
exact des triangles. Les macro-mailles interviennent pour résoudre exactement les couples
de triangles partageant une aréte entrante-sortante, voir la partie gauche de la figure 4.23.

Actuellement, les macro-mailles ne peuvent traiter que des regroupements de deux tri-
angles au plus. Les calculs ont donc été lancés sur le quart de coeur. En effet, sur le huitiéme
de coeur, des triangles avec plusieurs bords courbes apparaissent sur la diagonale pour les
maillages "Courbe 90°" et "Courbe 60°" et des macro-mailles de plus de deux triangles ap-
paraissent.

Tous les calculs ont été effectués avec une formule produit S;.36, voir la partie droite
de la figure 6.4 ou les directions d'une formule Sy«16 sont montrées. Ce nombre élevé de

directions angulaires résolues (égal a 288) permet de s’affranchir de I'approximation angu-

laire. La valeur propre de référence donnée dans [55] est kz;f = 1.18655 avec un intervalle

de confiance a 99.8% de +10pcm.

Remarque :
Les temps de calcul ne sont pas commentés car, pour des maillages courbes, il est claire-
ment préférable de stocker les informations relatives aux triangles courbes. En effet, les pa-
rametres liés aux Nurbs sont recalculés a chaque itération pour chaque direction alors qu’ils
ne dépendent que de la géométrie.

La colonne "Maillage" des tableaux 6.2 et 6.3 indique quel maillage est utilisé, voir les
figures 6.7 et 6.8.

— Les maillages "Droit 180°" et "Courbe 180°" contiennent 2 triangles par disque, et 14
triangles par cellule. Sur le domaine complet, ces maillages comptent environ 18000
triangles.

— Les maillages "Droit 90°" et "Courbe 90°" contiennent 4 triangles par disque, et 16 tri-
angles par cellule. Sur le domaine complet, ces maillages comptent environ 20000 tri-
angles.

— Les maillages "Droit 60°" et "Courbe 60°" contiennent 6 triangles par disque, et 20 tri-
angles par cellule. Sur le domaine complet, ces maillages comptent environ 25000 tri-
angles.

— Les maillages "Droit Fin" et "Courbe Fin" contiennent 85 triangles par cellule. Sur le
domaine complet, ces maillages comptent environ 107000 triangles.

Pour l'intégration numérique, nous avons utilisé un nombre de points différent pour les

intégrales de surface (matrices de masse et transport) et pour les intégrales de bord. Pour les
intégrales de surface, les formules 3 x 3 sont suffisantes. Pour les intégrales de bord, dans le
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FIGURE 6.7 — De gauche a droite : les maillages "Droit 90°" , "Droit 180°", "Courbe 180°". Ces
maillages sont répétés sur toutes les cellules.

FIGURE 6.8 — De gauche a droite : les maillages "Courbe 90°", "Courbe 60°" , "Courbe Fin".

tableau 6.2, nous avons utilisé 75 points. Ce nombre élevé permet de considérer 1'intégration
sur les bords comme presque exacte.

La colonne "Temps" donne les temps de calcul en seconde.

Pour chaque cellule, une puissance normalisée est calculée. La puissance est nulle s’il
n’y a pas de combustible dans la cellule. Pour chaque cellule, on calcule la valeur absolue
de la différence entre la puissance calculée et la puissance de référence donnée par le calcul
Monte Carlo. La valeur maximale et moyenne de ces différences sont présentées dans les
colonnes "Err. Max. abs." et "Err. Moy. abs." du tableau 6.2. Les erreurs relatives "Err. Max.
rel." et "Err. Moy. rel." sont exprimées en % et sont obtenues en divisant les erreurs absolues
par les puissances de référence.

Plus un maillage compte un nombre élevé de mailles, plus le calcul doit étre précis :
I'erreur relative moyenne traduit cette tendance. La colonne "Err. Moy. rel." permet de classer
les maillages en fonction de la précision des résultats obtenus. La colonne "Err. Max. rel."
donne un complément d’information sur la précision.

Les deux dernieres colonnes présentent la valeur propre k, ¢ renvoyée apres chaque cal-
cul et I'écart Ak,¢f en pcm avec la valeur propre de référence.

Le calcul "Courbe Fin" utilisant la normale moyenne et le calcul "Droit Fin" donnent des
erreurs comparables, ce qui est attendu puisque les maillages sont trés proches. Le calcul
"Courbe Fin" utilisant la normale exacte donne une valeur propre éloignée de la valeur de
référence. Les erreurs de puissance restent comparables aux erreurs des deux précédents
calculs.

Le calcul "Courbe 60°" avec la normale moyenne est un peu meilleur que le calcul "Droit
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Maillage Normale | Temps | Err. Max. | Err. Moy. | Err. Max. | Err. Moy. | kefs Aker
utilisée (s) abs. abs. rel. (%) rel. (%) (pcm)
Droit Fin 4962 0.0168 0.00389 1.18 0.35 1.18647 | -8
Courbe Fin | moyenne | 50000 | 0.0176 0.0039 0.97 0.33 1.18647 | -8
Courbe Fin | exacte 81000 | 0.0165 0.00388 1.28 0.36 1.18859 | 204
Droit 60° 1114 0.0147 0.00381 1.94 0.41 1.18657 2
Courbe 60° | moyenne | 21000 | 0.0132 0.00379 1.50 0.41 1.18661 6
Courbe 60° | exacte 42300 0.0200 0.00479 1.47 0.48 1.18698 43
Droit 90° 1700 0.0253 0.00619 2.30 0.72 1.18684 | 29
Courbe 90° | moyenne | 15600 | 0.0107 0.00379 1.67 0.46 1.18690 | 35
Courbe 90° | exacte | 32600 | 0.0287 0.01164 5.22 1.61 1.18455 | -210
Droit 180° 1538 0.0230 0.00573 227 0.63 1.18689 | 34

TABLE 6.2 — Calculs sur différents maillages. Comparaison des puissances avec un calcul
Monte Carlo.

60°" relativement aux erreurs de puissance. Par rapport au maillage (droit ou courbe) "Fin",
le maillage (droit ou courbe) "60°" donne des erreurs absolues plus faibles mais les erreurs
relatives sont plus importantes. Le maillage "Courbe 60°" avec la normale exacte donne des
résultats de moins bonne qualité que les deux précédents.

L'écart entre 1’erreur moyenne relative des maillages "Droit 90°" et "Courbe 90°" avec
la normale moyenne est significatif. Il en est de méme pour l’erreur maximale relative. Les
valeurs propres sont éloignées d"une trentaine de pcm de la référence. Le maillage "Courbe
90°" avec la normale exacte ne donne pas de résultats satisfaisants dans ce tableau.

Dans le tableau 6.2, les calculs courbes utilisant la normale exacte ne sont pas encore
satisfaisants méme si I'ordonnancement des triangles a été légerement modifié. La modifi-
cation laisse encore des triangles en aval qui sont résolus avant d’autres triangles amont.
Sans aucune modification, des écarts de plus de 300pcm avec la valeur propre de référence
sont observés.

Dans le tableau 6.3, les calculs courbes, excepté le calcul "Courbe 180°", sont exacts au
sens ot 'ordonnancement des triangles courbes est exact : aucun triangle n’est résolu avant
ses voisins amonts.

La colonne "Nb. points d’intég." indique le nombre de points d’intégration utilisés pour
les intégrales de bord.

Maillage Nb. points | Err. Max. | Err. Moy. | Err. Max. | Err. Moy. kes Aker
d’intég. abs. abs. rel. (%) rel. (%) (pcm)
Droit Fin 0.0168 0.00389 1.18 0.35 1.18647 -8
Courbe Fin 75 0.0177 0.00391 0.97 0.33 1.18646 -9
Droit 60° 0.0147 0.00381 1.94 0.41 1.18657 2
Courbe 60° 75 0.0149 0.00381 1.51 0.38 1.18644 | -11
Courbe 60° 21 0.0135 0.00381 1.85 0.42 1.18644 | -11
Droit 90° 0.0253 0.00619 2.30 0.72 1.18684 | 29
Courbe 90° 75 0.0118 0.00379 1.66 0.44 1.18657 2
Courbe 90° 21 0.0108 0.00379 2.00 047 1.18657 2
Droit 180° 0.0230 0.00573 2.27 0.63 1.18689 | 34
Courbe 180° 75 0.0163 0.00391 1.87 0.42 1.18632 | -25

TABLE 6.3 — Comparaison des puissances avec un calcul Monte Carlo pour des calculs droits
et des calculs courbes exacts.
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En comparant les calculs courbes du tableau 6.2 et 6.3, il apparait que les calculs courbes
utilisant la normale exacte et un ordonnancement exact sont plus précis que les calculs droits
et les calculs courbes utilisant la normale moyenne. De plus, I'importance de I'ordre de réso-
lution des triangles est clairement établie lorsque 1’'on compare les calculs courbes du tableau
6.3 aux calculs courbes utilisant la normale exacte du tableau 6.2.

Dans le tableau 6.3, les calculs "Droit 90°" et "Droit 180°" donnent des erreurs relatives
plus élevées que les calculs "Courbe 90°" et "Courbe 180°". Ce résultat laisse penser que,
pour des géométries maillées avec peu de mailles (une quinzaine de triangles par cellule),
une différence significative dans la précision des résultats existe entre des calculs courbes et
des calculs droits.

L’influence du nombre de points d'intégration pour les intégrales de bord est étudiée en
comparant des calculs utilisant des formules de quadrature avec 75 ou 21 points : voir les
calculs "Courbe 60°" et "Courbe 90°".

Pour le maillage "Courbe 180°", voir la figure 6.7, 'ordre de résolution est approxima-
tif car des triangles a deux bords courbes existent. Pour obtenir un calcul "Courbe 180°"
donnant des résultats acceptables nous avons stocké le flux angulaire qui est un tableau de
taille Ny X Ny X Nrgym ot Ny est le nombre de groupes, Ng est le nombre de directions
angulaires résolues, Nrgp est le nombre de degrés de liberté intervenant dans la résolu-
tion spatiale. Ce stockage permet d’éliminer les effets de I’'ordonnancement approximatif.
En effet, lorsqu'un triangle utilise des informations d"un triangle aval non encore résolu, ces
informations datent de l'itération précédente. A la convergence, 'information utilisée est
donc la bonne puisque le flux ne change quasiment plus. Lorsque le flux n’est pas stocké, le
flux du triangle aval utilisé correspond a la direction précédente de celle en cours de résolu-
tion : c’est pourquoi un ordonnancement approximatif donne des résultats peu satisfaisants
méme pour des maillages fins lorsque le flux n’est pas stockeé.

Un calcul "Courbe 90°" avec stockage du flux angulaire et un ordonnancement approxi-
matif a été comparé avec un calcul "Courbe 90°" avec un ordonnancement exact : les puis-
sances des deux calculs different en moyenne de 2.4 - 1073% et au maximum de 0.13%.

Le calcul sur le maillage "Courbe 180°" donne des erreurs plus faibles que celles issues du
maillage "Droit 180°". L'erreur relative maximale (resp. moyenne) du calcul "Courbe 180°"
est inférieure a 2% (resp. 0.5%). Ces erreurs sont supérieures a celles obtenues avec des
maillages fins mais restent faibles. Suivant la précision demandée, le nombre de triangles
dans le maillage peut donc varier significativement : un maillage fin compte 6 fois plus de
triangles pour une cellule quun maillage (droit ou courbe) "180°". Pour des maillages droits
I'erreur sur la puissance augmente plus rapidement que sur des maillages courbes, donc les
maillages droits grossiers doivent étre utilisés avec plus de précaution.

Sur les figures suivantes, les axes noircis sont les axes de symétrie, c’est-a-dire, nous
avons représenté le quart inférieur droit du C5G7 alors que, sur la figure 6.3, le huitieme de
coeur représenté est dans le quart supérieur droit.

La figure 6.9 montre la puissance normalisée sur le quart de coeur. La puissance aug-
mente lorsque 1’on s’approche du centre.

La figure 6.10 montre la répartition des erreurs absolues pour le maillage "Droit 60°" par
rapport au calcul de référence Monte Carlo. L’erreur absolue sur la puissance est importante
la ot1 les puissances sont élevées.

La figure 6.11 montre la répartition des erreurs relatives pour le maillage "Courbe 90°"
avec la normale exacte et un ordonnancement exact. L’erreur relative est plus importante
pour les cellules sur le bord du réacteur car elles sont en contact avec la piscine (en bleu sur
la figure 6.3) : il y a une remontée de flux de neutrons dans la piscine, ce qui provoque un
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FIGURE 6.9 — Puissance sur le quart de coeur 2D du C5G7.

FIGURE 6.10 - Distribution de I'erreur absolue sur le quart de coeur 2D du C5G7.
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gradient de flux important pour ces régions.

FIGURE 6.11 - Distribution de 'erreur relative sur le quart de coeur 2D du C5G7 pour le
calcul "Courbe 90°" utilisant la normale exacte et un ordonnancement exact.

La figure 6.12 montre la différence entre les puissances obtenues a partir de deux calculs
sur le maillage "Courbe 90°" : I'un utilise la normale exacte, ’autre la normale moyenne.
La différence maximale entre les puissances est de 3.3107 et la différence moyenne est de
5.6107%.

FIGURE 6.12 — Comparaison des puissances pour deux calculs effectués sur le maillage
"Courbe 90°" : I'un utilise la normale moyenne, ’autre la normale exacte. Les
deux calculs utilisent 75 points pour les intégrales de bord.

Utilisation d’une autre référence
Les calculs convergent vers une valeur propre différant de quelques pcm de la valeur de
référence. Nous avons effectué un calcul avec un raffinement de maillage, la valeur propre
est de 1.18637. Une valeur propre de 1.18641 est donnée dans [61] et se trouve presque dans
la fourchette d’erreur renvoyée pas les calculs Monte Carlo. Dans 1'article [51], les auteurs
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obtiennent une valeur propre de 1.18647. Les puissances données par le calcul Monte Carlo
sont données au pour-cent pres. Les erreurs relatives présentées dans le tableau 6.3 sont
de l'ordre du pour-cent, donc la précision de la solution Monte-Carlo n’est pas suffisante
pour considérer cette solution comme une solution de référence. Le tableau ci-dessous com-
pare les mémes calculs que précédemment mais en prenant comme référence le calcul sur
le maillage "Droit Trés Fin", obtenu en divisant chaque triangle du maillage "Droit Fin" en
quatre triangles. Les maillages "Droit Fin" et "Courbe Fin" donnent des puissances diffé-
rentes de moins de 0.2%. Dans le tableau 6.4, la comparaison des maillages "Courbe Fin" et
"Droit Fin" avec le maillage "Droit Tres Fin" est donnée a titre indicatif mais aucune analyse

n’est faite car les maillages sont trés proches.

La colonne "RMS", Root Mean Square, donne la distance a la référence suivant les moindres

carrés :

(6.1)

e; est la valeur absolue de l'erreur relative de puissance pour la cellule i ; N est le nombre de

crayons avec combustible, N=1056.
La colonne "MRE", Mean Relative Error, est 1’erreur moyenne absolue :

Ll L -pl o,
MRE = - = - = —t (6.2)
Lr Npiby Py
1
emoy est la moyenne des erreurs prises en valeur absolue.
Maillage Err. Max. rel. (%) | Err. Moy. rel. (%) | RMS (%) | MRE (%) k, Ak, cm
& Y ff fF\P

Courbe Fin 0,02 0,006 0,0075 0,0057 | 1.18646 9
Droit Fin 0,25 0,04 0,06 0,04 1.18647 10
Courbe 60 0,69 0,14 0,19 0,12 1.18644 7
Droit 60 1,94 0,41 0,49 0,16 1.18657 20
Courbe 90 0,87 0,24 0,29 0,21 1.18657 20
Droit 90 2,1 0,81 0,91 0,75 1.18684 47
Courbe 180 1,1 0,2 0,28 0,17 1.18632 -5
Droit 180 2 0,66 0,76 0,59 1.18689 52

TABLE 6.4 — Comparaison des puissances avec un calcul Minaret un peu plus raffiné.

D’aprés ce tableau, les calculs courbes donnent de meilleurs résultats que les calculs
droits alors que le calcul de référence a été effectué sur un maillage droit. Comparer les

lignes "Courbe 60" et "Droit 60", "Courbe 90" et "Droit 90", "Courbe 180" et "Droit 180"
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Sur les cas présentés, la méthode d’accélération a permis d’obtenir des calculs plus
rapides que les calculs de transport non accélérés. Pour le RJH, un calcul accéléré est cinq
a six fois plus rapides qu'un calcul non accéléré. Pour le C5G7, le facteur d’accélération
dépend fortement du nombre de directions angulaires utilisées dans la résolution du
transport. Une réduction du temps de calcul d'un facteur deux semble garantie pour
ce cas-test. L'utilisation d"une accélération dégradée peut étre intéressante dans certains
cas. De plus, les courbes présentées au chapitre 3 ont montré que le schéma accéléré
reste stable méme en présence de fortes hétérogénéités.

Les résultats numériques présentés permettent de conclure que les triangles courbes
munis d’une base paragéométrique donnent des résultats plus précis que les triangles
droits. De plus, pour les maillages courbes, 1'erreur sur la puissance augmente peu
lorsque le nombre de triangles diminue : cette tendance est intéressante pour des calculs
de coeur crayon par crayon avec peu de mailles par cellule. Pour des maillages droits,
I'erreur est plus importante. L'utilisation de maillages grossiers semble plus délicate.

L’ordonnancement des triangles courbes est plus complexe que celui des triangles
droits. Cette complexité vient de l'existence de groupements de triangles courbes
(macro-mailles) qui doivent étre résolus d'un bloc. Les triangles en aval de ceux ap-
partenant a une macro-maille ne doivent pas étre résolus avant que la macro-maille ne
soit elle-méme résolue. Cette contrainte dans la numérotation des triangles pour chaque
direction peut modifier significativement I’'ordonnancement global. Des éléments finis
courbes sont aujourd'hui disponibles pour des triangles avec un nombre quelconque de
bords courbes, mais I'ordonnancement adéquat n’est disponible que pour des maillages
contenant des macro-mailles avec au plus deux triangles courbes. Un stockage du flux
angulaire autorise un ordonnancement approximatif des triangles mais le cotit en mé-
moire peut devenir important car le flux angulaire est fonction de 1'énergie, de la direc-
tion angulaire et de la position spatiale.

D’autre part, le solveur courbe est beaucoup plus cotiteux que le solveur droit. Un tri-
angle courbe est caractérisé par plus de parametres qu'un triangle droit. L'organisation
actuelle du solveur induit un recalcul a chaque itération des mémes données géomé-
triques, et les intégrales sont calculées numériquement. Une optimisation est possible :
les données géométriques pourraient étre stockées, comme les matrices de masse, de
transport et de bord. Cependant, les deux derniéres matrices dépendent de la direction
angulaire, donc le colit en mémoire peut augmenter sensiblement.

118




Conclusion

Le sujet initial de la these était de développer un solveur spatial de transport sur un
maillage triangulaire courbe. Une autre partie portant sur l'accélération DSA a été ajoutée.

La méthode d’accélération mise en oeuvre dans le solveur MINARET est inspirée de
celle proposée par Adams et Martin. Le défaut de stabilité de la méthode a été corrigé par
I'introduction d"un parametre de pénalisation qui rend la méthode inconditionnellement
stable. De plus, la matrice de diffusion a été symétrisée artificiellement pour ne stocker que
la moitié des coefficients. Le gain en temps de calcul et en nombre d’itérations a été validé.
Les calculs réalisés montrent que l'accélération fait gagner un facteur au moins égal a deux
par rapport aux calculs de transport non accélérés.

Pour réduire encore le temps de calcul nous avons volontairement dégradé 'accéléra-
tion T1D1 pour obtenir le schéma T1DO0 : le transport utilise des fonctions de base de degré
1 et la diffusion utilise des fonctions de base de degré 0. Cependant le schéma T1D0 n’est
pas toujours plus rapide que le schéma T1D1. En effet, pour une résolution avec un nombre
important de directions angulaires, ou pour un milieu trés diffusif, ou pour des sections
fortement anisotropes, le schéma T1D1 est plus rapide que le schéma T1D0. Dans ces si-
tuations, la qualité de l'accélération D1 compense le surcotit de calcul par rapport a une
résolution de DO.

D’autre part, nous avons réalisé des analyses de Fourier en 1D et 2D pour vérifier que
I'accélération reste stable méme en présence de fortes hétérogénéités. Plus les hétérogénéités
sont fortes moins 1’accélération est performante.

La deuxiéme partie de la these a été consacrée aux éléments finis courbes. Deux aspects
ressortent : la construction et ’analyse des éléments finis courbes d"une part, et le dévelop-
pement d"un solveur courbe d’autre part.

Plusieurs bases d’éléments finis courbes ont été comparées. Les bases dites paragéo-
métriques sont privilégiées car les conditions aux limites transmises faiblement sur chaque
triangle sont exactes. Les fonctions de base paragéométriques sont définies a partir des fonc-
tions de base droites et de la paramétrisation des triangles courbes. La base paragéométrique
issue des Nurbs est privilégiée car elle peut étre utilisée pour des triangles avec plusieurs
bords courbes. Les Nurbs servent a paramétrer les triangles courbes. Dans notre cas, les
arétes courbes sont des arcs de cercle, mais d’autres formes géométriques peuvent étre dé-
crites par les Nurbs.

Pour des bases paragéométriques, nous avons obtenu un résultat de convergence sur
des maillages courbes similaire a celui connu pour les triangles droits sur des domaines po-
lygonaux. Ce résultat est valide pour des maillages courbes vérifiant une certaine contrainte
qui a pour but d’assurer 'existence d"un résultat d’interpolation sur les mailles courbes. En
considérant que les mailles courbes sont obtenues par perturbation des mailles droites, cette
contrainte porte sur I'amplitude de la perturbation et a été illustrée sur des triangles avec
un bord courbe. Le résultat de convergence est en faveur des éléments courbes puisque la
convergence des éléments droits est limitée a cause de I'erreur géométrique qui devient pré-
pondérante lorsque le degré k des éléments finis augmente. Cependant, nous avons montré
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sur des géométries simples que le flux angulaire a une faible régularité, inférieure a H>.
Cette faible régularité limite 1'intérét des résultats théoriques de convergence. D'un autre
coté, des domaines pré-asymptotiques oit la convergence des éléments finis est en h* sont
observés dans la these de Wang.

Un solveur courbe pouvant traiter des triangles avec plusieurs bords courbes a été déve-
loppé. Les intégrales d’éléments finis sont calculées numériquement. Le calcul des intégrales
de bord constitue un point crucial. Ces intégrales contiennent la normale exacte du bord
considéré. Lorsque les mailles courbes sont tres déformées par rapport aux mailles droites,
utiliser la normale moyenne peut provoquer la divergence des calculs. De plus, dans les
formules de quadrature, le nombre de points d’intégration utilisés pour les intégrales de
bord a une influence significative sur la précision des calculs. L'autre point important est
I'ordonnancement des triangles courbes lors de la résolution spatiale selon une direction
angulaire. Cet ordre de résolution peut étre différent de celui des triangles droits a cause de
I'existence de macro-mailles qui sont des regroupements de triangles courbes partageant des
arétes entrantes-sortantes. Développer un algorithme pour un tel ordonnancement est une
étape nécessaire si ’on veut des résultats satisfaisants. Pour des calculs avec des triangles
a plusieurs bords courbes, des macro-mailles contenant plus de deux triangles peuvent ap-
paraitre, ce qui complexifie encore 1’ordonnancement des triangles courbes. Actuellement,
l'ordonnancement adéquat des triangles courbes n’est disponible que pour des maillages
contenant des macro-mailles de deux triangles au maximum. Un moyen de pallier cette
limite est de stocker le flux angulaire lorsque 1'ordonnancement des triangles courbes est
approximatif. Cependant, le cotit de ce stockage peut devenir prohibitif.

Les résultats numériques notamment sur le cas-test C5G7 permettent d’observer une
meilleure précision des calculs courbes par rapport aux calculs droits. En diminuant d"un
facteur six le nombre de triangles courbes, I'erreur relative moyenne sur la puissance aug-
mente peu. Pour des maillages droits, cette erreur est plus importante. Dans 'optique de
calculs de coeur crayon par crayon, les maillages courbes semblent plus pertinents pour des
maillages grossiers sous réserve d"une réduction du temps de calcul.

Le solveur courbe est aujourd’hui beaucoup plus lent que le solveur droit. Ce défaut
provient d"un recalcul systématique des mémes parametres géométriques a chaque itéra-
tion. Un stockage de ces parametres apporterait un gain significatif sur le temps de calcul.

Perspectives :

DSA

L’'accélération pourrait étre mise en oeuvre sur les itérations externes en plus des itérations
internes. La méthode d’accélération a été étendue au cas des sections efficaces linéairement
anisotropes mais une amélioration est encore possible en prenant en compte un terme de
source supplémentaire. De plus, le courant n’est pas mis a jour a la fin de chaque itération.
D’autre part, la résolution de I'équation de la diffusion pourrait étre parallélisée. Actuel-
lement, le solveur de transport est parallélisé suivant les directions angulaires et donc la
diffusion représente un goulot d’étranglement dans les calculs puisque les processeurs at-
tendent que 1'un d’entre eux ait résolu la diffusion avant de passer a l'itération suivante.
D’autres méthodes d’accélération pourraient étre étudiées a partir de la littérature, comme
des accélérations plus consistantes, ou des accélérations par un calcul SPy.

Triangles courbes
Les fonctions de base paragéométriques pourraient étre symétrisées afin d’avoir une base
respectant la géométrie des triangles courbes et ne dépendant pas de la numérotation des
arétes. Cela permettrait de plus la reproductibilité des calculs sur des maillages ayant subi
des renumérotations. D’autre part, les maillages non conformes alliant quadrilateres (courbes)
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et triangles (courbes) semblent étre tout indiqués pour effectuer des calculs sur les géomé-
tries comportant des cellules discrétisées en couronne. Il est alors nécessaire de développer
un algorithme pour parcourir les triangles et les quadrilateres dans le bon ordre. Cet algo-
rithme est une généralisation des macro-mailles. Un intérét majeur des éléments courbes se
trouve dans les calculs sur des géométries courbes avec des approximations polynomiales
d’ordre supérieur a 1 : dans ce cas, les éléments finis doivent étre courbes sinon 1’erreur géo-
métrique est plus importante que l’erreur numérique. Le fait d’intégrer numériquement les
matrices de masse et de transport rend la mise en oeuvre d’éléments courbes d’ordre # aisée
puisqu’il suffit de connaitre les fonctions de base sur un élément de référence. Des formules
de quadrature triangulaires pourraient d’ailleurs étre testées pour les intégrales de surface.

MINARET

Le solveur MINARET utilise aujourd'hui une approximation polynomiale de type Lagrange
de degré zéro ou un. Utiliser une approximation de degré p quelconque permettrait des raf-
finements adaptatifs en / et en p. Dans cette optique, un mailleur et un solveur de transport
non conformes droits sont déja disponibles. Un solveur de diffusion non conforme doit en-
core étre développé a partir de celui existant. On peut aussi se poser la question d’avoir un
maillage tétraédrique. Développer un tel outil représente un investissement important alors
qu'un maillage prismatique non conforme permettrait de traiter des maillages adaptatifs
axialement. D’autre part, initialiser le calcul de transport par un calcul de diffusion devrait
apporter un gain de temps significatif.
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Annexe A

Matrices pour une base
paragéométrique 1 bord courbe

Nous expliquons les notations :
A = aire du triangle courbe.
Ay = aire du triangle droit.
l; = longueur du segment BC.
lc = longueur de 'arc de cercle BC.
x1 = abscisse du milieu de BC dans le repére de la figure D.1.
(x0,Y0) = coordonnées du centre O dans le méme repeére. ¢ = sinf = zl—dR
Les coordonnées de Q) dans le repere de la figure D.1 sont notées (1, 17).

A.1 Intégrales de surface

Les intégrales des trois fonctions de base sont utilisées pour les calculs de bilan. Elles
s’écrivent :

_ A A — A
/UAZIL;C, /UBZAC+XIAC Ad, /Uczfc—ﬂ - 1. (A1)

A.11 Intégrales de masse

Les premiers termes sont les coefficients des matrices droites. Les termes suivants cor-
respondent a la perturbation appliquée au triangle droit pour obtenir le triangle courbe.

A
Jh = %
/Kv% = ?+<16162+j,;>(Ac—Ad>—19d6l;,
Lt = E G- (A A - &,
Joan = 54— A,
/KUAUC = lfzc—lgd(z‘lc Ayg),
/KUBUC = fg—ﬁ(z‘lc— d)+19d6l;-



A.1.2 Intégrales de transport

/K(Q‘VUA)UA = _ld617’

/K(Q-VUB)UA _ L IZZXIU_I_;‘Z%
/K(Q'WC)U“‘ - = J{zle’?—:i;m,
./K(Q'VUA)UB = —1‘1677_Ac3_ldAd )
Je-vonyes = : IZZXI”+3AC6;AD{%
/K(Q.VUA)UC = _ld677+AC?;;%V'

/K Q- Vorjoe = szf _3AC6; Ad,

A.2 Intégrales de bord

Sur les bords droits, ce sont les mémes matrices que dans le cas ot les triangles ont tous
leurs bords droits puisque les fonctions de base ont les mémes valeurs sur les arétes. Sur le
bord courbe :

l A — A
J@meg = Ay Sty

3 1y !
l A — A
g2 lm A=A
@t = S
/(Q-n)vgvc = ld—q.
K 6

Les matrices courbes s’écrivent comme la somme des matrices droites et des matrices
dont les coefficients tendent vers zéro lorsque la courbure tend vers zéro. Noter que les
fonctions paragéométrique s’écrivent simplement sur le bord courbe :

1 x

UBpe = 5t
1 X
UC\BC = 1 — UB\BC = E - E

Ces expressions sont obtenues a partir de la formule 4.18 et de 1’égalité suivante (dans le
repere centré en A) traduisant la restriction au bord courbe :

(x—x0)*+ (y —yo)* = R%.
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Annexe B

Matrices pour une base non
paragéométrique 1 bord courbe

Nous reprenons les mémes notations que dans I'annexe A.
A = aire de la lune, aire délimitée par la corde et ’arc de cercle, et | = I;.

B.1 Intégrales de surface

On explicite les intégrales de masse et transport sur une maille K. K est le triangle droit
de mémes sommets que K.

/K F(M)AM = /K F(M)dM + sign(R) /5 F(M)dM (B.1)

B.1.1 Intégrales de masse

h X
/ v;0;(M)dM = / dy/ v;v;(x,sign(R)y)dx (B.2)
S 0 -X
En écrivant v;v;(x,y) = a + bx 4 cy + dxy + ex? + fy?, les intégrales de masse s’écrivent :
' : I3 R? yol® R 5

[ 00, (M)dM = aAc+sign(R)e(35 ~ voAs) +e( - As = L9) & (o +v3) As = gvol?).
(B.3)

B.1.2 Intégrales de transport
/(Q - Vo;)vi(M)dM = (Q - V) / vi(x,sign(R)y)dxdy. (B.4)

S S
En écrivant v;(x,y) = a + bx + cy,
, I3

/S (- Vo))o;(M)dM = (- Vo) (aA; + esign(R) (13 — yoA)). (B.5)

B.2 Intégrales de bord

fas (Q-n)vv;
3 3 3

(B.6)

= sign(R) (p(bA. + dsign(R)(1; ~ voA) +y(ay + csign(R) A + e 5 +2f( 13 - voA.))
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Annexe C

Introduction aux Nurbs

Voir aussi [44] pour une introduction aux Nurbs. Sur un intervalle [a,b] on se donne un
suite ordonnée (u;);cy monotone croissante : u; < u; ;1. Le vecteur U = {u;} est appelé le
"knot vector’. Les b-splines sont définies par la formule de récurrence suivante :

1siu; <u<ujg
bjo(u) = { : Y

L(l)sn;on. ) ) (C.1)
. g —

biy(u) = —— b, 1 (u) + Lb.ﬂ’ 1 (u).

P Ujrp — Uj TP Ujtp+1 — Ujr1 e

Une Nurbs de degré p est définie a partir de points de controle P; (ayant des poids w; asso-
ciés) et des fractions rationnelles R; , :

Sp(u) = Y_wiRi, (u)P; (C2)
avec b ( )
) = i\
Rz,]ﬂ (u) ;wjbj,p (u) . (C3)

4
Noter que - = w;R; ,(u) = 1.
i

Exemple d’un arc de cercle d’angle au centre 6.
Trois points de contrdle sont nécessaires, le degré des b-splines est p = 2. Nous paramétrons
l'arc par le segment [0,1]. Le knot vecteur est : U = {0,0,0,1,1,1}.
Les b-splines sont :

bop(u) = (1—u)?, bip(u) =2u(l—u), bya(u)=u’ (C4)
Les fractions rationnelles s’écrivent :
— )2 _ 2
Rop(u) = “Q(u”)) Ria(u) = 2”8(”)”) Roo(u) = ﬁ (C.5)

avec Q(u) = (1 — u)? +2cos(0)u(1 — u) + u>. Les points de controdle Py et P, sont les deux
extrémités de I'arc, wyp = w, = 1. Le point P; est a I'intersection des tangentes a I’arc en P
et P, et w; = cos6.

Vérifions que la Nurbs S(u) = Sy(u) définit un arc de cercle. Nous nous plagons dans le
repere orthonormé centré sur le centre du cercle passant par Py et P, de rayon R (sinf = %)

et dont I'axe des ordonnées est la médiatrice du segment [PyP,]. Ainsi,

. R
P()x = Rsin 9, P()y = Rcos 9, Plx = 0, Ply = m, sz = —P()x, sz = P()y (C6)
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FIGURE C.1 - La courbe S(u) est un arc de cercle paramétré en utilisant des Nurbs de degré
2. Les points (P;);—g1 sont les points de controle.

Calculons la norme du vecteur S(u) :

Sx(u)z + Sy(u)z = (Ro(u)P0x + Rz(u)sz)z + (Ro(u)Poy + w1R1(u)P1y + Rz(u)sz)z «© 7)
= R?sin®0(Ro(u) — Ra(u))? + ((Ro(u) + Ry (u))R cos 6 + Ry (u)R)*

Apres avoir factorisé par le rayon R, il reste a montrer que l'autre facteur est égal a un. La
dépendance en u est omise.

sin? (Ry — Ry)? + ((Ro + Rz) cos 6 + Ry)?,

= R3 + R +2c0sOR;(Rg + Ry) 4+ 2RoR;(cos® 8 — sin” @) + R? (8
et
R = U Ry Re ) c9)
En utilisant (C.9) dans (C.8), on obtient :
Sx(u)* + S, (u)*> = R* (R3 + R% + 2w Ry (R + Ry) + 2RoR2 + w?R3) €10

= R*(Ro 4+ wiR; + Ry)* = RZ.
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Annexe D

Transformation pour un triangle a un
bord courbe

Pour montrer que Fg estun C 1 —difféomorphisme, nous vérifions que Fx est bijective, de
régularité C! et que le jacobien ne s’annule pas. Nous réécrivons (4.74) :

X X
s ( o+ () - (- ) “(aw)
0

- ( oty [ (3) - -2 ) = Pl Pelny)

Les coordonnées sont relatives au repere (A, Ox, Oy). La hauteur du triangle droit ABC est
H (= yg = yc). Le rayon de l'arc de cercle BC de centre O(xp, o) est R. Le point I est le
milieu du segment BC de longueur /, x; = xo.

La transformation donnée en (D.1) est illustrée sur la figure suivante. Elle est clairement
bijective. Le point M'(x’,y") est I'image de M(x,y) par cette transformation. Les coordon-
nées (x',y) vérifient :

(D.1)

x =x,
D.2
{ (& =30+ — 0 = (L) R o

Le triangle AB;C; se déduit du triangle ABC par une homothétie de centre A et de rapport

yB,/yB. Par le théoréme de Thales, on a 1’égalité % =

YB
La jacobienne DFk s’écrit :
1 0
DFK(XJ/) - < axPy(x/y) ayPy(xry) > (D3)
Et
—(xH —x
acFy(x,y) = i 1Y) -,
V(Ry? — (xH — x1y) o
) B .
9y (xy) = 10 ¢ L Ryt G- xy)n

H O H iRy — (xH - xiy)?
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FIGURE D.1 - Transformation pour passer d’'un triangle droit & un triangle a un bord courbe

Nous encadrons le terme \/(Ry)2 — (xH — x1y)*:

XC%SxSxBZ[,

l
& =5y =(xc—x)y < xH—xy < (xp —x1)y = 5y,

2
:>R2y2 > R2y2 — (xH — x;y)2 > (Rz — <; )) yz

(D.5)
1\ 2
&Ry > \/(Ry —(xH —xy)? >y (2)
1 1 < 1
Ry = /(Ry)* — (xH — x1y)? N2
Y\ R? = (z)
Ainsi, la dérivée axFy est encadrée par :
—sinf = l<ap = tan6 (D.6)
s 7R \/7 . .
Pour la dérivée 9, F, nous encadrons le numérateur en imposant //2 < Ret [x;| < R:
l l
0< (R*— Sy < R?y + (xH — x1y)x; < (R* + 5Dy
Ainsi, la dérivée d, F, est encadrée par :
1 R? — x| 1 R? 4 L)x| 1
—= | < el | =
i (yo+ R < 9,F(x,y) < o Yo + Y T (yo—i— o5 + ]xl\tan9>
o= ()
(D.7)
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Dong, les deux dérivées sont bornées et continues. L'application Fx est donc C'. De plus,
comme le jacobien est égal a d,F, on vérifie qu’il ne s’annule pas. Mais, la contrainte porte
sur le majorant et non sur le minorant :

yo—i—i—i—]xlltanQ:H—kR(L—cosH)—i—]xﬂtanGZO (D.8)
cos t cos

On retrouve alors les mémes droites que les droites vertes dessinées sur la figure 4.19. Pour
un triangle tel que le troisieme sommet est au-dessus (ou en dessous selon le signe de la
courbure) des tangentes a I'arc de cercle, le jacobien ne s’annule pas et donc la transforma-
tion Fx est un C! —difféomorphisme.

La transformation est en fait un C* —difféomorphisme, car les dérivées sont toutes bor-
nées avec des encadrements du type (D.6) ou (D.7).
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Annexe E

Matrice de Diffusion pour I’analyse de
Fourier 2D pour le motif standard

La matrice de diffusion est de taille 6 x 6 et s’écrit par bloc :

Dy Dyp )
D = . E.1l
( Dy1 Do (E1)

Comme nous avons symmétrisé la matrice, Dy; est le conjugué de la transposée de Dy :
Dy = Diz- En écrivant le terme de gauche de (3.93) pour le maillage étudié, le bloc Dy; a
pour expression :

2 11 0 —h2

A 1 X X
Du="220 121 |+——| 0 B -
11 2 G2\ 2 2 R2 4 R2

2
y Ty
00 0 0 1 1
+“"6h" 02 1 Zzhx 1 0 -1
01 2 v \1 -1 —2
2 0 1 0 1 —1 (E-2)
+2r 000 )+ 1 0 1
102 r \ 11 =2
210 2k, —he—hy ity
"‘”16’” T =L R A R A i
000/ Wohhy\ poin netn, 0

Le bloc Dy, s’obtient a partir du bloc Dj; en remplagant le coefficient D; par D;. Les cou-
plages avec les voisins sont mis dans le bloc D15 :

0 -1 -1

0 0 O

0 1 1

00 0 0 00
. h Dok Dih
Dy = el —“966" 012 |+ 42hx 101 |+ 42"
02 1 v \ -1 0 1 y

10 2 0 -1 1 0 0 0
4 h Dyh Dyh
il ——“V6y 000 |+=220 0 o)+ 10 -1
2 0 1 *\0 -1 1 =\ 1 0 1
aghg 120 Dyhy B By ey Dihy v
SR o ) 2 gy ey |
000/ 42h\ g o o A2y \ gy =

(E.3)

Noter que les décalages de phase sont présents uniquement dans les blocs non diagonaux.
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