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Résumé

Ce travail se décompose en deux grandes parties, "Estimations répétées dans le cadre de

la modélisation bayésienne" et "Modélisation de la transmission de maladies infectieuses dans

une population. Estimation des paramètres.". Les techniques développées dans la première

partie sont utilisées en �n de la seconde partie.

La première partie est consacrée à des optimisations d'algorithmes stochastiques très sou-

vent utilisés, notamment dans le contexte des modélisations Bayésiennes. Cette optimisation

est particulièrement faite lors de l'étude empirique d'estimateurs des paramètres d'un modèle

où les qualités des estimateurs sont évaluées sur un grand nombre de jeux de données simulées.

Quand les lois a posteriori ne sont pas explicites, le recours à des algorithmes stochastiques

itératifs (de la famille des algorithmes dits de Monte Carlo par Chaîne de Makov) pour ap-

procher les lois a posteriori est alors très couteux en temps car doit être fait pour chaque

jeu de données. Dans ce contexte, ce travail consiste en l'étude de solutions évitant un trop

grand nombre d'appels à ces algorithmes mais permettant bien-sûr d'obtenir malgré tout des

résultats précis. La principale technique étudiée dans cette partie est celle de l'échantillonnage

préférentiel.

La seconde partie est consacrée aux études de modèles épidémiques, en particulier le mo-

dèle compartimental dit SIS (Susceptible-Infecté-Susceptible) dans sa version stochastique.

L'approche stochastique permet de prendre en compte l'hétérogénéité de l'évolution de la

maladie dans la population. les approches par des processus Markoviens sont étudiés où la

forme des probabilités de passage entre les états est non linéaire. La solution de l'équation

di�érentielle en probabilité n'est alors en général pas explicite. Les principales techniques uti-

lisées dans cette partie sont celles dites de développement de l'équation maîtresse ("master
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equation") appliquées au modèle SIS avec une taille de population constante. Les propriétés

des estimateurs des paramètres sont étudiées dans le cadre fréquentiste et bayésien. Concer-

nant l'approche Bayésienne, les solutions d'optimisation algorithmique de la première partie

sont appliquées.

Mots clés : MCMC, Echantillonnage Pondéré, Estimations Répétées, Modèle Epidémique,

Modèle SIS, Equation Maîtresse.



Abstract

This work consists in two parts, " Repeated estimates in bayesian modelling " and " Mo-

delling of the transmission of infectious diseases in a population. Estimation of the parameters.

". Techniques developed in the �rst part are used at the end of the second part.

The �rst part deals with optimizations of very often used stochastic algorithms, in par-

ticular in the context of Bayesian modelling. This optimization is particularly made when

empirical study of estimates based on numerous simulated data sets is done. When posterior

distribution of parameters are not explicit, its approximation is obtained via iterative sto-

chastic algorithms (of the family of Markov Chain Monte Carlo) which is computationally

expensive because has to be done on each data set. In this context, solutions are proposed

avoiding an excess large number of MCMC calls but nevertheless giving accurate results. The

Importance Sampling method is used in combination with MCMC in Bayesian simulation

study.

The second part deals with epidemic models, in particular the compartimental model SIS

(Susceptible-Infectious-Susceptible) in its stochastic version. The stochastic approach allows

to take into account the heterogeneousness of disease evolution in the population. Markov

Process is particularly studied where transition probability between states is not linear, the

solution of the di�erential equation in probability being then generally not explicit. The main

techniques used in this part are the ones based on Master equation applied on SIS model

with a constant population size. Empirical properties of parameters estimates are studied in

frequentist and Bayesian context with algorithmic optimization presented in the �rst part.

Key words : MCMC, Importance Sampling, Repeated Estimations, Epidemic Model, SIS
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Ce travail se décompose en deux grandes parties, "Estimations répétées dans le cadre de

la modélisation bayésienne" et "Modélisation de la transmission de maladies infectieuses dans

une population. Estimation des paramètres.". Les techniques développées dans la première

partie sont utilisées en �n de la seconde partie.

La première partie est consacrée à des optimisations d'algorithmes stochastiques très sou-

vent utilisés, notamment dans le contexte des modélisations Bayésiennes.

En e�et, le résultat d'une modélisation Bayésienne est une loi a posteriori jointe de l'ensemble

des paramètres. Cette loi est le fruit de la combinaison de la connaissance a priori disponible

sur les paramètres (connaissance modélisée via une loi dite loi a priori) avec la nouvelle infor-

mation apportée par les données issues d'une expérimentation. L'étude de la loi a posteriori

(son espérance, ses quantiles, sa variabilité) permet de caractériser la connaissance actuelle

(donc suite à ces nouvelles données) que l'on a sur les paramètres. Ce processus de mise à jour

de la connaissance est la base des approches Bayésiennes. Ces approches pourtant séduisantes

n'ont été que relativement récemment fortement utilisées (depuis les années 1990). La raison

en est simple et est d'ordre pratique. A part dans le cas particulier du choix de lois dites lois

conjuguées, le calcul explicite de la loi a posteriori recherchée est souvent impossible. On doit

donc faire appel à des techniques d'approximation. Or, ces techniques n'ont été mises à dispo-

sition que dans le début des années 90 à travers le logiciel WinBugs. L'approximation de la loi

a posteriori se fait le plus souvent à travers une méthode itérative utilisant des algorithmes sto-

chastiques de la famille des algorithmes dits de Monte Carlo par Chaîne de Makov (MCMC).

Cette approximation ne peut se faire qu'après convergence de ces algorithmes, ce qui parfois

nécessite un assez grand nombre d'itérations. Lors de l'étude de nouvelles approches statis-

tiques ou lors de la mise en place de nouveaux modèles pour répondre plus �nement à des

problèmes concrets, il est indispensable d'étudier empiriquement les performances des estima-

tions des paramètres même si des résultats asymptotiques existent. Ces études permettent en

e�et d'avoir un regard à distance �nie et dans des situations réalistes sur les qualités attendues

des estimateurs. Pour ce faire, on fait appel bien souvent à des simulations de données dans

des situations considérées comme réalistes que ce soit du point de vue des tailles d'échantillon
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ou des valeurs sous-jacentes des paramètres. Pour chaque jeu de données simulé, l'inférence

Bayésienne nécessite alors l'emploi des algorithmes MCMC. Le nombre de jeux de données

simulés devant être important pour pouvoir émettre des conclusions, on comprendra que les

temps de calculs deviennent très importants. Dans ce contexte, nous proposons donc d'étu-

dier des solutions évitant un trop grand nombre d'appels à ces algorithmes mais permettant

bien-sûr d'obtenir malgré tout des résultats précis. La principale technique étudiée dans cette

partie est celle de l'échantillonnage préférentiel.

La seconde partie est consacrée aux études de modèles épidémiques, en particulier le

modèle compartimental dit SIS (Susceptible-Infecté-Susceptible).

Le modèle SIS permet de modéliser l'évolution d'une maladie dans une population quand

on suppose l'existence de uniquement deux sous-populations : les sujets susceptibles (S) et

les sujets infectés (I). Un sujet susceptible (S) peut devenir infecté via un contact infectieux

uniquement avec un sujet déjà infecté (I). Ce modèle suppose de plus, qu'un sujet guéri ne

développe pas de résistance ou d'immunité et donc redevient susceptible. Il est également

possible d'introduire des "sorties" ou des "entrées" dans les compartiments à travers des pro-

babilités de décès ou de naissance. Il s'agit donc de modèles très simples dans leur formulation.

Deux grandes approches existent alors : l'approche déterministe ou l'approche stochastique.

L'approche déterministe suppose que la maladie évolue dans la population de façon homogène.

Une solution moyenne des e�ectifs des compartiments est alors donnée. Cette approche ne

prend pas en compte une éventuelle hétérogénéité et ne fournit qu'un comportement "moyen"

sans caractériser les déviations autour de cette moyenne. L'approche stochastique permet

de prendre en compte cette hétérogénéité (modèle plus adapté par exemple dans le cas de

population de petite taille) en introduisant une �uctuation aléatoire. Plusieurs possibilités

existent, nous avons principalement retenu les approches par des processus Markoviens. Dans

le cas stochastique, selon la forme des probabilités de passage entre les états, on distingue les

processus stochastiques linéaires et non linéaires. Les processus stochastiques linéaires sont

caractérisés par des probabilités de transition dépendantes de façon linéaire des états, sinon il

s'agit de processus stochastiques non linéaires. Dans le cas linéaire, la solution de l'équation
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di�érentielle en probabilité est en général analytique contrairement au cas non linéaire. Nous

nous intéresserons donc particulièrement au cas non linéaire et aux techniques dites de déve-

loppement de l'équation maîtresse ("master equation") qui consistent à exprimer le processus

étudié par une somme d'un phénomène déterministe et d'une �uctuation aléatoire dont la

grandeur dépend d'un paramètre qui est dé�ni comme la taille du système. Cette méthode

a été développée dans le cas des processus dits de naissance et de mort. Nous les applique-

rons au modèle SIS avec une taille de population constante. Les propriétés des estimateurs

des paramètres sont étudiées dans le cadre fréquentiste et bayésien. Concernant l'approche

Bayésienne, les résultats sur l'optimisation algorithmique de la première partie seront alors

utilisés.
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Estimations répétées dans le cadre de

la modélisation bayésienne.
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1 Introduction

L'objet de ce travail est de présenter l'Importance Sampling (échantillonnage pondéré ou

préférentiel) IS comme une méthode d'optimisation algorithmique dans le cas de l'étude empi-

rique (basée sur des simulations) d'un estimateur dans le cadre d'une modélisation bayésienne.

L'étude de simulations permet d'évaluer certaines propriétés statistiques d'un estimateur via

des réplications d'événements aléatoires. A�n de caractériser les performances des estimateurs

selon di�érentes situations et de contrôler les �uctuations aléatoires, ce type d'analyse nécessite

de simuler sous di�érentes paramétrisations beaucoup de jeux de données, puis pour chaque

jeu de données, d'estimer les paramètres ou des fonctions de ces paramètres. Le contexte de

notre travail est un modèle paramétrique sous lequel les jeux de données ont été simulés pour

certaines valeurs des paramètres. Concernant l'estimation dans le contexte Bayésien, des lois

a priori ont été spéci�ées sur les paramètres, ces lois a priori restent les mêmes quelques soient

les jeux de données. La démarche bayésienne, comme abordée dans la vaste littérature (Cf.

par exemple Robert (2007) ), consiste à combiner l'information a priori des paramètres re-

présentée par des lois a priori avec la source d'information provenant des données à travers

la vraisemblance pour obtenir la loi a posteriori des paramètres conditionnelle aux données.

Quand la loi a posteriori ou quand les moments de cette loi ne sont pas explicites, une approxi-

mation est obtenue par des algorithmes stochastiques basés sur les méthodes dites de Monte

Carlo par Chaînes de Markov (MCMC) comme présentées par Hastings (1970) ou Geman

et Geman (1984). Ces algorithmes permettent d'obtenir des réalisations Markoviennes de la

loi a posteriori recherchée et, via la théorie ergodique, d'obtenir ainsi des estimations de ses

moments. D'un point de vue pratique, le recours aux algorithmes itératifs MCMC doit être

fait pour chaque jeu de données simulé. L'utilisation répétée des algorithmes itératifs MCMC

9
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peut être très coûteuse en temps calcul.

L'objectif de ce travail est d'étudier et d'améliorer l'e�cacité de l'utilisation dans les

inférences bayésiennes d'une autre technique basée sur l'Importance Sampling (IS) dans le

contexte présenté ci-dessus. Cette méthode nécessite le choix d'une fonction d'importance,

choix souvent délicat à faire. Dans le cas particulier de l'étude de di�érents de jeux de don-

nées, notre idée consiste à utiliser l'algorithme MCMC pour un nombre limité de jeux de

données présélectionnés et ainsi d'obtenir des réalisations de chacune des lois a posteriori

correspondantes. Concernant les autres jeux de données, les estimations ne seront pas faites

via l'algorithme MCMC mais de manière plus rapide via IS. La fonction d'importance sera

alors choisie comme étant fonction des lois a posteriori obtenues précédemment sur les jeux de

données présélectionnés. Ce choix est alors essentiel et di�érentes stratégies sont étudiées dans

ce travail. L'idée d'utilisation simultanée de l'IS a été déjà proposée entre autre par Geyer et

Thompson (1992), Gelfand (1992) ou plus récemment par McVinish et al. (2008) néanmoins

dans des contextes di�érents.

Pour un lot de jeux de données présélectionnés parmi tous les jeux de données, nous avons

testé trois stratégies de choix de la fonction d'importance (appelée ici loi de " référence ") pour

le calcul de l'IS : la première stratégie (appelée "référence �xe") consiste à proposer une seule

fonction d'importance pour tous les jeux de données en la choisissant par un simple tirage

aléatoire parmi les lois a posteriori présélectionnées, la seconde (appelée "référence choisie")

permet l'utilisation d'une fonction d'importance di�érente pour chaque nouvelle estimation

(et donc chaque nouveau jeu de données) en la choisissant sur la base d'un critère parmi les

lois a posteriori présélectionnées et la troisième (appelée "stratégie du mélange") utilise à

nouveau une seule fonction d'importance pour tous les jeux de données mais comme étant

un mélange équiprobable des lois a posteriori présélectionnées . Pour la deuxième stratégie

("référence choisie"), il faut choisir pour chaque nouveau jeu de données une loi a posteriori

parmi les lois préselectionnées comme fonction d'importance. L'idée est de faire ce choix non

pas aléatoirement mais de manière la plus judicieuse a�n d'obtenir des estimations de bonne

qualité. Nous proposons alors trois critères de choix : Le premier basé sur la minimisation de

la norme L1 de la di�érence entre deux lois a posteriori, le deuxième basé sur la minimisation



de la divergence de Kullback-Leibler de ces densités a posteriori et �nalement le troisième

qui minimise la variance de l'estimateur IS. Les trois stratégies ont été comparées sur la base

d'erreurs quadratiques moyennes avec les résultats qui auraient été obtenus via MCMC .

En�n, pour éviter le choix arbitraire des lois a posteriori présélectionnées, une procédure

supplémentaire de sélection automatique a été établie.

Les méthodes évoquées ici ont été étudiées sur trois types de modèles poissonniens : le

modèle de Poisson avec un paramètre, la régression de Poisson avec une covariable (deux

paramètres qui sont l'ordonnée à l'origine et le coe�cient associé à la covariable), et la régres-

sion de Poisson avec extravariabilité gaussienne (les deux paramètres précédents et la variance

résiduelle).

2 Matériel et Méthodes

2.1 Modélisation et inférence Bayésienne

Dans ce travail, nous nous situons dans le contexte de modélisation paramétrique bayé-

sienne des données où l'objectif est alors d'estimer la loi a posteriori des paramètres du modèle.

L'idée de base de la démarche bayésienne est de partir de l'information au préalable dispo-

nible sur les paramètres, de la "combiner" à l'information contenue dans les données et ainsi

d'en déduire une information "mise à jour" sur ces mêmes paramètres. Les paramètres sont

considérés comme des variables aléatoires dont les lois représentent la connaissance disponible

sur ces paramètres. Les lois dites a priori correspondent aux informations préalables et les lois

dites a posteriori aux informations "mises à jour". Si, de manière générale, θ est le paramètre

ou le vecteur des paramètres, les données X sont décrites par le modèle probabiliste π(x|θ),

θ ∈ Θ, où θ est aléatoire et π(θ) est la loi a priori de θ. A�n de combiner les informations

a priori et les nouvelles informations contenues dans les données, on recherche la loi a pos-
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teriori π(θ|x) sur les paramètres. Cette loi, d'après le Théorème de Bayes, s'écrit comme le

rapport de la loi jointe (θ, x) et de la loi marginale de X

π(θ|x) =
π(θ, x)

π(x)
(2.1)

où π(θ, x) = π(θ) · π(x|θ) et π(x) =

∫
Θ
π(x|θ) · π(θ)dθ

alors l'equation (2.1) peut être presentée sous la forme équivalente

π(θ|x) =
π(θ) · π(x|θ)∫

Θ π(x|θ) · π(θ)dθ
(2.2)

où la loi conditionnelle π(x|θ) est la fonction de vraisemblance représentant l'information des

données. La loi marginale sur X s'appelle classiquement une constante de normalisation de

π(θ|X) car ne dépend pas de θ.

Le résultat d'une approche Bayésienne est donc la loi a posteriori des paramètres mais

pour des raisons d'interprétation, on s'intéresse également aux résumés statistiques descriptifs

de cette loi a posteriori comme : la moyenne a posteriori, l'écart-type a posteriori, les quantiles

a posteriori (intervalle de crédibilité IC), etc. De manière générale, ces résumés statistiques

correspondent à l'espérance a posteriori d'une fonction g(θ), θ ∈ Θ pour les di�érents choix

de la fonction g

E[θ|X] [g(θ)] =

∫
Θ
g(θ)π(θ|x)dθ (2.3)

L'expression de la fonction de densité a posteriori (2.2) fait intervenir la loi marginale de X

qui résulte d'une intégrale. Cette intégrale, à part dans certains cas comme par exemple lors de

l'utilisation de familles de lois a priori conjuguées (Cf. Robert, 2007, Chap.3), peut être di�cile

ou même impossible à calculer. Par conséquent, la vraie loi a posteriori n'est pas explicite (il

n'y a pas de solution analytique). De plus, même si la loi a posteriori est explicite, le calcul des

espérances de la forme (2.3) peut également ne pas être explicite car à nouveau, fait intervenir

une intégrale bien souvent multidimensionnelle. A�n d'obtenir une estimation de E[θ|X] [g(θ)],

le recours aux solutions numériques devient indispensable. Si la loi a posteriori π(θ|X) est

connue, on peut utiliser un générateur des nombres aléatoires pour simuler un échantillon iid

sous cette loi, puis l'espérance est estimée par la moyenne empirique de g sur cet échantillon.

Dans le cas contraire, en faisant un changement de la densité d'échantillonnage, on peut
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approcher l'espérance via l'estimateur d'échantillonnage préférentiel (importance sampling)

qui utilise un échantillon iid généré selon cette nouvelle densité. L'estimateur d'échantillonnage

préférentiel sous sa forme auto normalisée (self-normalized importance sampling) résout le

problème des constantes de normalisation inconnues. Ces techniques sont connues comme les

méthodes de Monte Carlo pour l'intégration (Cf. par exemple Robert and Casella, 2004, 2010).

Le choix générique d'une densité d'échantillonnage n'est pas toujours évident et la résolution

de ce problème d'estimation se fait plutôt par l'utilisation des algorithmes beaucoup plus

sophistiqués basés sur les méthodes dites de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC).

Ces algorithmes permettent de simuler un échantillon d'une chaîne de Markov dont la loi

stationnaire est la loi a posteriori π(θ|X). Cet échantillon n'est donc plus indépendant mais la

dépendance est de type Markovien. La théorie ergodique, assure la convergence des moyennes

empiriques des fonctions g sur cette chaîne vers les espérances a posteriori. Les deux types de

méthodes sont ensuite décrits.

2.1.1 Méthodes de Monte Carlo

Comme mentionné ci-dessus, les méthodes dites de Monte Carlo sont fondées sur les gé-

nérateurs de nombres aléatoires. Il s'agit de techniques numériques qui servent a générer des

variables aléatoires sous certaines lois de probabilité. La plupart des logiciels de calcul scienti-

�que intègrent dans leurs options les générateurs aléatoires. La description de ces générateurs

ne sera pas abordée ici, cependant plus de détails concernant ces techniques se trouve par

exemple dans l'ouvrage de Devroye (1986) ou Ripley (1987). Cette partie est consacrée au

problème d'évaluation de l'espérance (2.3) via l'utilisation de ces générateurs. Ainsi dans ce

qui suit par échantillons iid on comprendra les séquences obtenues selon ces générateurs.

Le problème d'estimation s'écrit de manière générale comme (Robert and Casella, 2004, 2010)

Ef [g(θ)] =

∫
Θ
g(θ)f(θ)dθ (2.4)

où f est une densité de probabilité et g est une fonction quelconque sur un ensemble Θ. Nous

supposons ici que l'intégrale (2.4) existe et est �nie. Soit {θ1, . . . , θm} un échantillon aléatoire

iid de taille m généré sous la densité f alors via la loi des grands nombres cet échantillon
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permet d'estimer (2.4) par la moyenne empirique de g(θj), j = 1, . . . ,m :

ḡMC
m =

1

m

m∑
j=1

g(θj) (2.5)

Si Ef
[
g2(θ)

]
<∞ alors la variance de l'estimateur ḡMC

m dans l'équation (2.5) est

var(ḡMC
m ) =

1

m

∫
(g(θ)− Ef [g(θ)])2 f(θ)dθ (2.6)

pouvant être estimée par

vMC
m =

1

m2

m∑
j=1

(
g(θj)− ḡMC

m

)2
(2.7)

Pour m su�samment grand, le théorème central limite établit la convergence en loi de l'esti-

mateur ḡMC
m ,

ḡMC
m − Ef [g(θ)]√

vMC
m

∼ N (0, 1) (2.8)

2.1.1.1 Échantillonnage pondéré - Importance Sampling.

A�n d'illustrer les techniques d'échantillonnage pondéré, Robert and Casella (2004) pré-

sentent l'exemple de Ripley (1987) consistant en l'évaluation de la probabilité que la variable

Y de Cauchy C(0, 1) soit supérieure à 2. Cette probabilité s'exprime comme une intégrale de

la forme (2.4) où g(y) = IY >2(y) est la fonction indicatrice de l'ensemble {Y > 2} et f la

densité de la loi de Cauchy C(0, 1). Cette intégrale peut ainsi être approchée par une moyenne

empirique de la forme (2.5). Cependant cette méthode directe n'est pas nécessairement la plus

performante et le changement de la loi d'échantillonnage (donc autre que f) peut permettre

de réduire la variance de l'estimateur de la probabilité en question. Robert and Casella (2010)

fournissent de plus des exemples subséquents où l'échantillonnage direct sous la densité f

n'est pas possible. Dans ces deux cas, la solution est obtenue via la simple égalité suivante

faisant intervenir un changement de loi sous l'intégrale (2.4)

Ef [g(θ)] =

∫
Θ
g(θ)f(θ)dθ =

∫
Θ
g(θ)

f(θ)

h(θ)
h(θ)dθ (2.9)

où h est également une densité de probabilité.

Ainsi, avec un échantillon iid {θ1, . . . , θm} généré sous la loi h, on peut approcher (2.9)

par

ḡISm =
1

m

m∑
j=1

g(θj)
f(θj)

h(θj)
(2.10)
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La fonction h s'appelle la fonction d'importance. La convergence presque sûre de ḡISm vers

Ef [g(θ)] (via la relation (2.9)) est assurée par la loi des grands nombres sous la condition

que le support de h inclut le support produit g × f c'est à dire supp(f) ⊃ supp(g × f). A�n

de simpli�er les écritures, les poids w(θ) = f(θ)/h(θ) sont introduits, l'estimateur ḡISm s'écrit

donc comme

ḡISm =
1

m

m∑
j=1

g(θj)w(θj) (2.11)

Nous garderons désormais cette formulation.

Si Eh
[
g2(θ)w2(θ)

]
= Ef

[
g2(θ)w(θ)

]
=
∫
g2(θ)f

2(θ)
h(θ) dθ <∞, alors la variance de l'estimateur

ḡISm est

var(ḡISm ) =
1

m

∫
(g(θ)w(θ)− Ef [g(θ)])2 h(θ)dθ (2.12)

car Eh [g(θ)w(θ)] = Ef [g(θ)]. En utilisant l'échantillon iid {θ1, . . . , θm} ∼ h, la variance (2.12)

peut alors être estimée par

vISm =
1

m2

m∑
j=1

(
g(θj)w(θj)− ḡISm

)2
(2.13)

Par le théorème central limite, l'estimateur ḡISm converge aussi en loi vers une variable normale

ḡISm − Ef [g(θ)]√
vISm

∼ N (0, 1) (2.14)

La condition Eh
[
g2(θ)w2(θ)

]
= Ef

[
g2(θ)w(θ)

]
=
∫
g2(θ)f

2(θ)
h(θ) dθ < ∞ garantit que la va-

riance (2.12) de l'estimateur ḡISm est �nie. Dans ce cas, la queue de la distribution de la fonc-

tion d'importance h doit être "plus lourde" que celle de la densité f et de manière générale

les poids w doivent être bornés pour éviter la divergence de la variance. Robert and Casella

(2004) démontrent dans leur théorème 3.12 que le choix optimal en terme de minimisation de

la variance (2.12) est de prendre comme fonction d'importance

h∗(θ) =
|g(θ)|f(θ)∫
|g(γ)|f(γ)dγ

(2.15)

Néanmoins, h∗ dépend elle même de l'intégrale que l'on souhaite évaluer
∫
g(θ)f(θ)dθ. Les

auteurs suggèrent qu'un bon choix en pratique de la fonction d'importance peut être celui pour

lequel |g|f/h est le plus stable possible. De plus, l'estimateur IS ḡISm fournit des estimations
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médiocres sur le plan de la convergence si la condition
∫ f2(θ)

h(θ) dθ < ∞ n'est pas satisfaite.

Ces deux conditions s'appliquent également à l'estimateur IS "normalisé" (Self-Normalised

Importance Sampling) décrit ci-après présentant l'avantage de pouvoir s'a�ranchir du calcul

de constantes de normalisation.

2.1.1.2 Échantillonnage préférentiel "normalisé" - Self-Normalised Importance

Sampling.

Un autre estimateur de Ef [g(θ)] est une version "normalisée" de ḡISm . Il est dé�ni de la

manière suivante :

ḡSNISm =

∑m
j=1 g(θj)w(θj)∑m

j=1w(θj)
(2.16)

En e�et, on peut démontrer que pour un échantillon iid θ1, . . . , θm ∼ h , 1
m

∑m
j=1w(θj)

= 1
m

∑m
j=1 f(θj)/h(θj) converge presque sûrement vers 1, ainsi ḡSNISm (2.16) converge vers

Ef [g(θ)]. Même si cet estimateur présente un biais, il est toutefois souvent préférable à ḡISm

car les estimations obtenues via (2.16) sont plus stables, et peuvent avoir une plus petite

variance (Robert and Casella, 2004). De plus, comme suggéré plus haut, ce nouvel estimateur

peut être utilisé même si les densités f et h sont connues à une constante près. Soient deux

constantes c et d telles que : f(θ) =
f̃(θ)
c et h(θ) =

h̃(θ)
1/d

alors les fonctions f̃ et h̃ sont

respectivement identiques aux densités f et h à une constante dite de normalisation près c et

1/d. Posons w̃(θ) =
f̃(θ)

h̃(θ)
, l'estimateur (2.16) s'écrit de manière équivalente :

ḡSNISm =

∑m
j=1 g(θj)w̃(θj)∑m

j=1 w̃(θj)
(2.17)

car

∑
g(θj)w(θj)∑
w(θj)

=

∑
g(θj)

f(θ)
h(θ)∑ f(θ)

h(θ)

=

∑
g(θj)

f̃(θ)
c / h̃(θ)

1/d∑ f̃(θ)
c / h̃(θ)

1/d

=

∑
g(θj)

f̃(θ)

h̃(θ)
1
cd∑ f̃(θ)

h̃(θ)
1
cd

=

∑
g(θj)w̃(θj)∑
w̃(θj)

Sous les conditions exposées déjà ci-dessus

Ef [w(θ)] <∞ et Ef
[
g2(θ)w(θ)

]
<∞ (2.18)
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qui comme dans Douc et al. (2007) peuvent s'écrire conjointement Eh
[
(1 + g2(θ))w(θ)

]
<∞

l'estimateur (2.17) a une variance (Geweke, 1989, Th.2) :

var(ḡSNISm ) =
1

m

1

c2d2

{
varh [g(θ)w̃(θ)] + Ef [g(θ)]2 varh [w̃(θ)]

−2Ef [g(θ)] covh [g(θ)w̃(θ); w̃(θ)]
}

(2.19)

=
1

m

1

c2d2

∫ (
g(θ)− Ef [g(θ)]

)2
w̃(θ)2h(θ)dθ (2.20)

Nous pouvons voir que l'estimateur ḡSNISm (formule 2.17) et sa variance peuvent s'exprimer

uniquement en fonction des poids w̃ et donc en fonction de f̃ et h̃. Cette possibilité d'utiliser

les densités à une constante près est très utile dans la pratique. En e�et, rappelons que la

densité f correspond dans la démarche bayésienne à la densité a posteriori des paramètres θ

qui fait intervenir la loi marginale des données. Ce dernier terme est le résultat d'une intégrale

souvent complexe voire non explicite. Cet estimateur IS "normalisé" permet d'éviter ce calcul.

De plus, on peut également montrer (Cf. annexe (IV)) la convergence asymptotique de

ḡSNISm vers une loi normale centrée en Ef [g(θ)] et de variance var(ḡSNISm ).

On déduit un estimateur vSNISm de la variance de var(ḡSNISm ) (2.20) de la manière suivante :

vSNISm =

∑m
j=1

(
g(θj)− ḡSNISm

)2
w̃2(θj)(∑m

j=1 w̃(θj)
)2 (2.21)

car

1
m

1
m

∑m
j=1

(
g(θj)− ḡSNISm

)2
w̃2(θj)

1
m2

(∑m
j=1 w̃(θj)

)2 p.s.−→
1
m

∫ (
g(θ)− Ef [g(θ)]

)2
w̃2(θ)h(θ)dθ

c2d2
(2.22)

Le théorème centrale limite s'applique et on obtient

ḡSNISm − Ef [g(θ)]√
vSNISm

∼ N (0, 1) (2.23)

Les deux conditions d'existence de la variance (2.18) peuvent être véri�er de deux manières

(voir Geweke (1989))

w(θ) <∞ ∀θ ∈ Θ et varf [g(θ)] <∞ (2.24)

ou

Θ est compact et f(θ) <∞ et h(θ) > ε > 0 ∀θ ∈ Θ (2.25)
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Ces conditions ne sont pas nécessaires pour établir le bon comportement de l'estimateur

ḡSNISm , cependant elles peuvent servir comme un point de départ dans la construction ou

dans le choix de la fonction d'importance h.

2.1.2 Méthodes de Monte Carlo par Chaîne de Markov (MCMC)

La famille des méthodes MCMC dites de Monte Carlo par Chaîne de Markov est très large

et reste un champ de recherche actuelle. Les analyses e�ectuées dans ce travail on été faites sur

le logiciel WinBUGS et sous R avec le packages BRUGS et R2WinBUGS. Une sélection des

algorithmes MCMC utilisés par ses logiciels sera présentée ici mais de manière très générale.

L'objectif est plutôt de montrer leurs cotés itératifs sans élaborer tous les aspects techniques.

2.1.2.1 Les éléments théoriques de base

Pour estimer l'intégrale (2.4) l'échantillon {θ1, . . . , θn} n'est pas nécessairement constitué

de réalisations indépendantes. Il su�t que chaque θi soit e�ectivement tiré selon la loi f - la

densité cible, mais une certaine forme de dépendance peut exister. Une manière de le faire est

de construire une chaîne de Markov avec f comme densité stationnaire (Gilks et al., 1995b).

{θ0, . . . , θn} est une chaîne de Markov si pour tout t > 0 la probabilité conditionnelle de

θt sachant {θ1, . . . , θt−1} dépend seulement de θt−1

P (θt|θt−1, . . . , θ0) = P (θt|θt−1) = K(θt−1, θt) (2.26)

où K est le noyau de transition de la chaîne de Markov. Dans le cas de variables continues, K

est une densité conditionnelle et dans le cas discret, K est une matrice de transition entre les

états discrets de la chaîne. Ainsi, si l'état actuel est θt−1, l'état suivant θt de la chaîne peut

être généré selon le noyau de transition K(θt−1, θt). Si f , la densité stationnaire de la chaîne

existe, alors, sous le régime stationnaire, θt−1 ∼ f implique que θt ∼ f . Elle est liée au noyau

de transition K via la relation ∫
Θ
K(θ, ω)f(θ)dθ = f(ω) (2.27)

Les méthodes de Monte Carlo par Chaîne de Markov (MCMC) consistent alors à choisir

le noyau de transition K de manière que f - la densité recherchée, soit la densité stationnaire
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unique de la chaîne. La relation (2.27) est alors satisfaite quelque soit l'état initial θ0. Robert

and Casella (2004) dé�nissent ces méthodes comme des procédures de simulation d'une chaîne

de Markov ergodique dont la densité stationnaire est la densité f . Dans ces procédures, le

temps t est alors le numéro de l'itération.

Des conditions théoriques (pas développées ici en détail) sur le noyau de transition utilisé

sont nécessaires. De manière générale, le noyau K doit permettre des transitions vers tous

les états quelque soit l'état actuel a�n que le chaîne puisse visiter l'ensemble du support Θ

(irréducibilité) c'est-à-dire que la probabilité d'atteindre un sous-ensemble non-vide de Θ soit

non-nulle (K(θ, ·) > 0). De plus, la chaîne doit pouvoir atteindre tout sous-ensemble non-vide

de Θ une in�nité de fois (récurrence). En�n, la loi asymptotique de la chaîne ainsi obtenue

doit être la loi stationnaire de f (ergodicité).

Pour que la chaîne puisse atteindre son régime stationnaire puis explorer correctement

l'ensemble du support, il peut être nécessaire d'avoir un grand nombre d'itérations (proba-

blement plus grand que pour un échantillon iid). Le problème de la convergence sera abordé

ultérieurement.

Parmi les algorithmes MCMC, les deux algorithmes classiques sont l'algorithme de Hastings-

Metropolis (Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970) et l'échantillonneur de Gibbs (Geman and

Geman, 1984). Le dernier sera presenté comme un cas particulier du premier. De plus une

méthode adaptative d'échantillonnage (Derivative-free Adaptive Rejection Sampling) de Gilks

(1992) et le Slice sampling de Neal (1997, 2003) sont présentées.

2.1.2.2 Algorithme de Hastings-Metropolis

Pour cet algorithme, la loi selon laquelle on souhaite simuler un échantillon doit être

connue à une constante de normalisation près. Soit θt un état courant de la chaîne, pour

chaque itération suivante l'algorithme échantillonne un candidat y selon une loi instrumentale

(loi de proposition) q(y|θt). Le candidat y est accepté avec la probabilité α(θt, y).

α(θt, y) = min

{
1,
f(y)q(θt|y)

f(θt)q(y|θt)

}
(2.28)

Si le candidat y est retenu, il est noté θt+1, sinon θt+1 prend la même valeur que dans l'itération

précédente : θt+1 = θt. La décision d'acceptation ou de rejet du candidat y est prise à l'aide
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Figure 2.1: Algorithme de Hastings-Metropolis.

tirer y ∼ q(y|θt)
tirer u ∼ Unif [0, 1]

θt+1 =

{
y si u ≤ α(θt, y)
θt sinon

d'une variable uniforme u ∼ Unif [0, 1]. Si u ≤ α(θt, y) le candidat est accepté. L'itération

t+1 de l'algorithme de Hastings-Metropolis pour l'état courant θt est présentée dans le �gure

(2.1).

Si la loi instrumentale choisie est symétrique q(y|θ) = q(θ|y) (comme par exemple une

marche aléatoire dans Metropolis et al. (1953)) la probabilité d'acceptation devient α(θt, y) =

min {1, f(y)/f(θt)}. Tierney (1994) propose d'utiliser une loi instrumentale non-conditionnelle :

q(y|θ) = q(y). Toute q(y|θ) doit néanmoins couvrir le support de la densité f . Il est souvent

nécessaire de modi�er/adapter les paramètres de variabilité de q(y|θ) pendant les premières

itérations pour que la probabilité d'acceptation ne soit ni trop faible ni trop forte. En ef-

fet, une probabilité d'acceptation trop faible suggère que les candidats y proposés sont trop

peu probables (trop éloignés du support de f) et une probabilité d'acceptation trop forte

témoigne d'un comportement de l'algorithme trop local et donc de la non visite des queues

de distribution de f . Les itérations de cette phase préliminaire sont donc écartées.

Cette méthode s'applique en théorie pour les lois multidimensionnelles où θ est donc un

vecteur. Cependant, pour des grandes dimensions, le choix de la densité de proposition q n'est

pas toujours facile et il peut être calculatoirement plus e�cace (Gilks et al., 1995b) d'utiliser

la méthode de Hastings-Metropolis successivement pour les di�érentes composantes θi de θ ={
θ1, . . . , θk

}
(single-component Hastings-Metropolis methode). θi peut aussi être un vecteur

ou un simple scalaire. Notons θ−i le vecteur θ privé de la composante θi. A chaque itération,

l'algorithme actualise une seule composante à la fois. Ainsi à l'entrée de l'itération t + 1, la

iième composante est θit et les composantes restantes θ
−i
t =

{
θ1
t+1, . . . , θ

i−1
t+1, θ

i+1
t , . . . , θkt

}
, les

composantes précédentes étant ainsi déjà actualisées. Un candidat y est généré selon une loi
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Figure 2.2: Algorithme de Hastings-Metropolis.

tirer y ∼ q1(y|θ1
t , θ

2
t , . . . , θ

k
t )

tirer u ∼ Unif [0, 1]

θ1
t+1 =

{
y si u ≤ α(θ1

t ,
{
θ2
t , . . . , θ

k
t

}
, y)

θ1
t sinon

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
tirer y ∼ q2(y|θ1

t+1, θ
2
t , . . . , θ

k
t )

tirer u ∼ Unif [0, 1]

θ2
t+1 =

{
y si u ≤ α(θ2

t ,
{
θ1
t+1, θ

3
t , . . . , θ

k
t

}
, y)

θ2
t sinon

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
...

...
...

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
tirer y ∼ qk(y|θ1

t+1, . . . , θ
k−1
t+1 , θ

k
t )

tirer u ∼ Unif [0, 1]

θkt+1 =

{
y si u ≤ α(θkt ,

{
θ1
t+1, . . . , θ

k−1
t+1

}
, y)

θkt sinon

instrumentale qi(y|θ−it ) qui est accepté avec la probabilité

α(θit, θ
−i
t , y) = min

{
1,
f(y|θ−it )qi(θ

i
t|θ−it )

f(θit|θ
−i
t )qi(y|θ−it )

}
(2.29)

où f(θi|θ−i) est la densité conditionnelle

f(θi|θ−i) =
f(θ)∫
f(θ)dθi

(2.30)

Pour l'ensemble des composantes, la t+1ième itération de l'algorithme de Hastings-Metropolis
est présentée dans le �gure (2.2).

2.1.2.3 Échantillonneur de Gibbs

Si la loi instrumentale qi(y|θ−i) de l'algorithme de Hastings-Metropolis présenté préce-

demment est la loi conditionnelle particulière f(y|θ−i) dé�nie dans (2.30) alors on obtient

un algorithme dit échantillonneur de Gibbs (Geman and Geman, 1984). En remplaçant la

loi de proposition qi par la densité conditionnelle f(·|θ−i) dans l'expression de la probabilité

d'acceptation (2.29), alors cette probabilité vaut uniformément 1. L'algorithme de Gibbs gé-

nère donc des réalisations sous la loi stationnaire f à partir de ses densités conditionnelles
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Figure 2.3: Échantillonneur de Gibbs.

tirer θ1
t+1 ∼ f(θ1|θ1

t , . . . , θ
k
t )

tirer θ2
t+1 ∼ f(θ2|θ1

t+1, θ
3
t , . . . , θ

k
t )

...
tirer θkt+1 ∼ f(θk|θ1

t+1, . . . , θ
k−1
t+1 )

f(θi|θ−i). La t + 1ime itération de l'algorithme de Gibbs avec comme valeur courante de la

chaîne θt =
{
θ1
t , . . . , θ

k
t

}
est présentée dans la �gure (2.3)

A chaque itération de l'algorithme, une réalisation de la densité conditionnelle f(y|θ−i)

est simulée. Si cette densité a une forme analytique appartenant à la famille des densités

conjuguées, une réalisation de cette densité peut être obtenue directement via un généra-

teur aléatoire (Devroye, 1986; Ripley, 1987). Si les constantes de normalisation de f(y|θ−i)

sont inconnues alors d'autres techniques doivent être employées. Il en existe beaucoup mais

seulement les méthodes sur lesquelles sont fondées les algorithmes de WinBUGS sont décrites

brièvement.

Si les densités ne peuvent pas être simulées directement, WinBUGS utilise la sélection

suivante de stratégies : si la densité est non-conjuguée mais log-concave un échantillonneur

derivative-free adaptive rejection sampling de Gilks (1992) est utilisé, si la densité condition-

nelle est dé�nie sur un support borné, le Slice Sampling de Neal (1997) est utilisé et �nale-

ment pour les densités dont le support n'est pas borné, WinBUGS se sert de l'algorithme de

Hastings-Metropolis. Pour les variables discrètes, la méthode d'inversion (Ripley, 1987) est

utilisée.

2.1.2.4 Méthodes hybrides

WinBUGS pro�te de la structure hiérarchique du modèle étudié pour construire un échan-

tillonneur de Gibbs. A chaque niveau de la hiérarchie du modèle, la méthode la plus adaptée

selon la description ci-dessus et utilisée. L'algorithme de Gibbs ainsi obtenu est donc une

version hybride. Les méthodes derivative-free adaptive rejection sampling et Slice Sampling
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Figure 2.4: Algorithme de Rejection Sampling.

répéter jusqu'à l'acceptation de x tirer x ∼ q(x)
tirer u ∼ Unif [0, 1]
si u ≤ f(x)

q(x)
accepter x

sont présentées.

Adaptive Rejection Sampling (ARS)

Avant d'introduire cette méthode adaptative, la méthode de base rejection sampling est

présentée qui peut d'ailleurs être utilisée pour simuler la densité conditionnelle f(y|θ−i). Elle

permet de générer un échantillon iid selon la densité f si cette dernière est connue à une

constante de normalisation près. Une densité instrumentale q est requise facile à simuler et

telle que q(x) ≥ f(x) sur ensemble du support de f . La densité q s'appelle une enveloppe. Un

candidat x est accepté avec la probabilité f(x)/q(x). La procédure d'échantillonnage continue

jusqu'à l'acceptation d'un candidat x. L'algorithme est présenté sur le �gure (2.4)

La rapidité et l'e�cacité de la méthode dépend du choix de l'enveloppe q. Plus elle est

proche de la densité f , plus la probabilité d'acceptation est grande.

Gilks (1992) (Cf. aussi Gilks and Wild, 1992) a proposé une construction adaptative de

l'enveloppe q basée sur les sécantes pour les densités univariées log-concaves. Son utilisa-

tion est donc assez polyvalente car beaucoup de densités satisfont cette propriété. Il existe

une autre version du même algorithme basée sur les tangentes mais elle ne sera pas présen-

tée ici. Pour la première méthode de sécantes, il faut d'abord choisir n ordonnées xi dans

le support de f augmentées de la borne inférieure x0 et de la borne supérieure xn+1 (les

bornes peuvent être in�nies). Cet ensemble d'ordonnées doit être rangé en ordre croissant

soit Sn = {xi; i, j = 0, . . . , xn+1, xi < xj si i < j}. Ensuite pour tout 1 ≤ i < j ≤ n, les sé-

cantes Li,j(x) passant par les points (xi, ln f(xi)) et (xj , ln f(xj)) sont construites. Sur chaque

intervalle [xi, xi+1 [ on dé�nie une fonction linéaire par morceau hi(x).

hi(x) = min [Li−1,i(x), Li+1,i+2(x)] (2.31)
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On suppose que min (u, v) = u si v n'est pas dé�ni. Puisque f est une fonction log-concave, la

fonction Hn(x) =
∑n

i=1 hi(x)1[xi,xi+1[ (x) est une enveloppe de la fonction ln f où 1[xi,xi+1[ (x)

est la fonction indicatrice de l'ensemble [xi, xi+1 [ . La construction de Hn(x) est présentée sur

le graphique (2.5)

x0 x1 x2 x3 x4

●

●

●

●
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x0 x1 x2 x3 x4
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●
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Figure 2.5: Construction de la fonction enveloppe dans l'algorithme Adaptive Rejection
Sampling pour n = 3

L'enveloppe Qn(x) de la fonction f est donc une fonction exponentielle par morceau

Qn(x) =
∑n

i=1 qi(x)1[xi,xi+1[ (x) où qi(x) = 1
mi

exphi(x) avec mi =
∫

exphi(x)dx. qi peut

être simulé directement (Devroye, 1986). Pour cette fonction instrumentale Qn, l'algorithme

classique de rejection sampling est utilisé, cependant si un candidat est rejeté il est est ajouté

à l'ensemble Sn. Le nouveau ensemble Sn+1 = Sn∪x est ensuite rangé à nouveau dans l'ordre

croissant. La nouvelle enveloppe Qn+1 est construite et l'algorithme de rejection sampling re-

commence. Chaque candidat rejeté augmente la probabilité d'acceptation (limn→∞
f(x)
Qn(x) = 1)

car l'enveloppe Qn s'approche de la fonction f . Le schéma de cet algorithme est présenté dans

la �gure (2.6).

Si le support de f n'a pas de borne inférieure, l'ordonnée x0 doit être choisie de manière

que la sécante L1,2 soit croissante. Si la borne supérieure n'existe pas, l'ordonnée xn+1 doit être

choisie telle que la sécante Ln−1,n soit décroissante. Gilks et al. (1995a) précise de plus que si f

est une densité conditionnelle f(y|θ−1) (comme dans l'algorithme de Gibbs), l'enveloppeQn(x)

construite lors de l'itération précédente peut être utilisée et réactualisée à chaque nouveau pas

du Gibbs augmentant ainsi la probabilité d'acceptation. Si la densité conditionnelle f(y|θ−i)

est multivariée y = (y1, y2, . . . , yk), la méthode adaptative peut être toujours utilisée car
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Figure 2.6: Algorithme Adaptive Rejection Sampling.

�xer n and Sn construire Hn et calculer Qn

tirer x ∼ Qn(x) (*)
tirer u ∼ Unif [0, 1]

si u > f(x)
Qn(x)

: - �xer Sn+1 = Sn ∪ x
- construire Hn+1 est calculer Qn+1

- revenir au (*)

si u ≤ f(x)
Qn(x)

: accepter x

chaque f(ym|θ−i) est proportionnelle à f(y|θ−i) et donc log-concave par rapport au ym (Gilks

and Wild, 1992).

Slice Sampling

La méthode Slice Sampling a été proposée par Neal (1997) (Cf. aussi Neal, 2003) et elle est

principalement composée de trois étapes dont deux peuvent être construites avec les di�érents

schémas. Par souci de clarté, seulement le concept général est décrit ici. Si la loi f(x) dont on

souhaite obtenir des réalisations est univariée et connue à la constante de normalisation près

et si elle est proportionnelle à une fonction g(x), alors une nouvelle variable auxiliaire u ∈ R

est introduite de manière à ce que la densité jointe de x et u soit uniforme sur l'ensemble

Z = {(x, u) : 0 < u < g(x)} qui est la surface sous la courbe g(x). La densité jointe f(x, y)

s'écrit comme

f(x, u) =


1
c si 0 < u < g(x)

0 sinon

avec c =
∫
Z g(x)dx tandis que la densité marginale de x est égale à la densité cible f(x)

f(x) =

∫ g(x)

0

1

c
du =

g(x)

c
(2.32)

L'idée de Slice Sampling consiste à simuler un couple sous la loi jointe et de ne garder que

x. L'échantillonnage direct n'est pas toujours facile donc une chaîne de Markov avec f(x, u)

comme densité stationnaire est construite par l'échantillonneur de Gibbs. La t+1ième itération

de l'algorithme est dans la �gure (2.7).
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Figure 2.7: Slice Sampling

tirer ut+1 ∼ Unif [0, g(xt)]
tirer xt+1 ∼ Unif [{x : 0 ≤ ut+1 ≤ g(x)}]

Figure 2.8: Version simple de Slice Sampling

tirer ut+1 ∼ Unif [0, g(xt)]
répéter le tirage xt+1 ∼ Unif [I] tant que ut+1 ≤ g(xt+1)
où I = Supp(f) = [a, b], −∞ < a < b < +∞

Le deuxième tirage s'e�ectue uniformément dans la région S = {x : 0 ≤ u ≤ g(x)} que Neal

(1997) appelle le slice (tranche). Le tirage de u sous la loi uniforme (étape a) ne pose aucune

di�culté pratique tandis que l'échantillonnage uniforme dans S requiert la connaissance de

la forme exacte de S ce qui est possible seulement si toutes les solutions de u = g(x) sont

calculables. Neal (1997) propose donc de construire autour de xt un intervalle I = (L,R)

contenant tout S ou au moins une bonne partie de S (étape b) selon un des quatre schémas.

Dans le premier schéma (1), L = inf(S) et R = sup(S) si S peut être établit analytiquement.

Dans le deuxième schéma (2), l'intervalle I correspond au support de f s'il est borné. Les deux

autres procédures stepping out procedure (3) et doubling procedure (4) consistent à choisir

aléatoirement un intervalle contenant xt et à l'élargir itérativement jusqu'à ce que L et R se

trouvent en dehors de S.

La dernière étape (c) consiste à simuler xt+1 uniformément dans l'intervalle I en véri�ant si

le nouveau candidat appartient à l'intersection S ∩ I (i). Il est possible de rétrécir l'intervalle

I à chaque fois que le candidat n'est pas accepté (ii) via une shrinkage procedure. A titre

d'exemple pour le cheminement (a),(b) avec (2), (c) avec (i), l'algorithme Slice Sampling est

présenté dans la �gure (2.8).

Dans cet example, l'algorithme n'est pas le plus e�cace mais il montre sont coté itératif.

Les autres procédures (Neal, 1997, 2003) n'alourdissent pas particulièrement l'algorithme.

La méthode se généralise au cas multivarié. Elle était pensée comme une alternative aux
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Figure 2.9: Inversion pour les variables discrètes.

tirer u ∼ Unif [0, 1]

x =



x0 u < p0

x1 p0 ≤ u < p1

...
xj

∑j−1
i=1 pi ≤ u <

∑j
i=1 pi

...

algorithmes de Hastings-Metropolis et de l'échantillonneur de Gibbs mais elle produit des

chaînes très corrélées et un grand nombre d'itérations peut être nécessaire pour atteindre la

convergence.

Algorithme de Hastings-Metropolis dans Gibbs

A l'intérieur de l'échantillonneur de Gibbs, on peut également utiliser l'algorithme de

Hastings-Metropolis (Cf. section (2.1.2.2)) (Hastings within Gibbs).

Inversion pour les variables discrètes

Pour les loi discrètes, l'échantillonnage est direct via une inversion de la fonction de ré-

partition. D'après Robert and Casella (2004), on dé�nit pour une fonction non-décroissante

F une inverse généralisée F−1 comme

F−1(u) = inf {x : F (x) ≥ u} (2.33)

Si U ∼ Unif [0, 1] est une variable aléatoire uniforme, la variable F−1(U) suit la loi F . La

méthode d'inversion est directe si la forme exacte de F−1 est connue. Dans le cas contraire,

l'equation F (x) = u doit être résolue numériquement ce qui est peu envisageable pour des

variables continues (Devroye, 1986). Pour une variable discrète X telle que la probabilité

P (X = xi) = pi, i = 0, 1, . . ., avec
∑

i pi = 1 et F (xj) =
∑j

i=0 pi, la procédure des simulation

est présentée dans la �gure (2.9).
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Le point commun entre toutes ces méthodes est leur convergence théorique vers la den-

sité que l'on souhaite évaluer. La théorie ergodique garantie par la suite la convergence des

moments empiriques vers les vrais moments de cette loi. En pratique, il faut toutefois sou-

vent de longues réalisations des chaînes générées par les algorithmes MCMC avant que leur

convergence soit atteinte. Di�érents outils de diagnostique de convergence existent Cowles

and Carlin (1996); Brooks and Roberts (1998); Mengersen et al. (1999).

2.2 MCMC combiné avec Importance Sampling

Dans cette section, la méthode d'échantillonnage préférentiel combinée (IS combiné) avec

les algorithmes MCMC est présentée dans le cadre d'estimations répétées. Le contexte géné-

ral de ce type d'étude ainsi que le démarche classique seront présentés avant d'aborder les

stratégies combinées mises en place lors de ce travail de thèse.

On parle ici d'estimations répétées si l'intégrale (2.3) doit être évaluée pour un certain

nombre de jeux de données : X(1), X(2), . . . , X(K). De plus pour chaque jeu de données, la

loi a posteriori est supposée de ne pas être explicite (il n'y a pas de solution analytique).

Classiquement, pour le jeu de données k, la solution est apportée par l'utilisation des algo-

rithmes MCMC. Une chaîne de Markov θ1, . . . , θN distribuée asymptotiquement selon la loi

a posteriori π(θ|X(k)) et par théorème ergodique on obtient

1

N

N∑
i=1

g(θi) −→ E[θ|X(k)][g(θ)] (2.34)

avec la convergence presque sûre. Puisque la loi a posteriori dépend des observationsX(k) alors

la chaîne et l'estimation bayésienne d'une fonction g(θ) seront a�ectées par ces observations.

On constate que pour deux échantillons de données X(1) et X(2) indépendants provenant du

même modèle probabiliste, on obtiendra deux chaînes θ(1)
1 , . . . , θ

(1)
M et θ(2)

1 , . . . , θ
(2)
M et donc

deux estimateurs 1
M

∑M
i=1 g(θ

(1)
i ) et 1

M

∑M
i=1 g(θ

(2)
i ). En pratique, on a rarement deux échan-

tillons identiques alors on obtient deux estimateurs di�érents même si dans les deux cas la

même loi a priori π(θ) est choisie. Ce raisonnement favorise une étude des performances des

estimateurs des paramètres.



2.2. MCMC COMBINÉ AVEC IMPORTANCE SAMPLING 29

2.2.1 Démarche classique avec MCMC

Quand les calculs analytiques ne sont pas accessibles, un moyen de tester les performances

des estimateurs d'un ou plusieurs paramètres est de simuler sous le modèle π(x|θ) di�érents

jeux de données en �xant les paramètres, puis de les estimer. S'il existe une solution analy-

tique de la loi a posteriori, ainsi que des moments de cette loi, il est possible de déterminer la

qualité de cette estimation par rapport aux vraies valeurs sinon, on a recours à chaque fois aux

algorithmes MCMC. Imaginons que L di�érentes situations caractéristiques sont intéressantes

à étudier (et donc L valeurs possible des paramètres), on doit alors étudier les performances

des estimateurs sous ces L modèles probabilistes. Pour chaque modèle l (l ∈ 1, ...L), on si-

mule K réplications de jeux de données a�n d'obtenir des résultats qui tiennent compte des

�uctuations aléatoires. Ainsi, dans le cadre d'approches bayésiennes, l'étude des performances

d'un estimateur nécessite de faire L×K fois l'algorithme MCMC. Même si cette méthode est

très e�cace quand elle est répétée L ×K fois, elle peut être coûteuse en temps. Dans le cas

de réplications de K = 101 jeux de données X(1), . . . , X(101) sous un seul modèle (L=1), la

démarche se présente sur la �gure 2.10.

X(1)

X(2)

X(101)

-
MCMC

-
MCMC

-
MCMC

θ
(1)
1 ...θ

(1)
M ∼ π(θ|X(1))

θ
(2)
1 ...θ

(2)
M ∼ π(θ|X(2))

θ
(101)
1 ...θ

(101)
M ∼ π(θ|X(101))

-
Th.erg

-
Th.erg

-
Th.erg

1
M

∑M
i=1 g(θ

(1)
i )

1
M

∑M
i=1 g(θ

(2)
i )

1
M

∑M
i=1 g(θ

(101)
i )

...
...

...

Figure 2.10: Démarche classique via MCMC

En raison de ce grand nombre de calculs, on peut vouloir chercher une autre méthode d'estima-

tion qui permettrait de garder la qualité d'estimation obtenue avec MCMC mais en gagnant

du temps.
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2.2.2 Introduction de l'échantillonnage pondéré dans les estimations

Une méthode permettant d'éviter d'utiliser à chaque fois les algorithmes MCMC est

l'échantillonnage pondéré (Importance sampling). Pour deux jeux de données X(m) et X(k)

distribués selon la même loi π(x|θ) (donc simulés sous le même modèle probabiliste faisant

intervenir les mêmes valeurs des paramètres), l'idée de l'importance sampling dans le cas d'es-

timation bayésienne de E[θ|X(k)][g(θ)] est basée simplement sur la transformation suivante :

E[θ|X(k)][g(θ)] =

∫
g(θ)π(θ|X(k))dθ

=

∫
g(θ)

π(θ|X(k))

π(θ|X(m))
π(θ|X(m))dθ (2.35)

avec π(θ|X(m)) non nulle.

Si on a déjà obtenu une réalisation de la loi a posteriori π(θ|X(m)), c'est-à-dire une chaîne

θ
(m)
1 , . . . , θ

(m)
N simulée selon π(θ|X(m)) avec un algorithme MCMC alors, par Monte Carlo

(théorème ergodique), on obtient l'approximation concernant l'autre jeu de données X(k)

1

N

N∑
i=1

g(θ
(m)
i )

π(θ
(m)
i |X(k))

π(θ
(m)
i |X(m))

→ E[θ|X(k)][g(θ)] (2.36)

Seules les réalisations θ(m)
1 , . . . , θ

(m)
N de la loi a posteriori obtenue uniquement pour le premier

jeu X(m) sont utilisées. Par la suite on appellera X(m) le jeux de données de référence

pour le calcul de l'Importance Sampling et π(θ
(m)
i |x(k))

π(θ
(m)
i |x(m))

les poids.

L'expression dans l'approximation ci-dessus peut être simpli�ée pourvu que l'on ait choisi

la même loi a priori. Sachant que

π(θ|x(k)) =
π(x(k)|θ)π(θ)

π(x(k))

π(θ|x(m)) =
π(x(m)|θ)π(θ)

π(x(m))

pour chaque θ(m)
i ∼ π(θ|x(m)), i = 1, . . . , N , on peut écrire l'approximation (2.36) comme

1

N

N∑
i=1

g(θ
(m)
i )

π(x(k)|θ(m)
i )

π(x(m)|θ(m)
i )

· π(x(m))

π(x(k))
→ E[θ|X(k)][g(θ)] (2.37)

Dans l'expression précédente, l'approximation n'est en général pas calculable car, les lois

marginales π(x(m)) et π(x(m)) (constantes de normalisation) ne sont souvent pas explicites.
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On utilisera alors la version normalisée de l'estimateur IS comme présentée dans la section

(2.1.1.2). Si on note

wi(k,m) =
π(x(k)|θ(m)

i )

π(x(m)|θ(m)
i )

et w̃i(k,m) =
wi(k,m)∑N
i=1wi(k,m)

et si θ(m)
1 , . . . , θ

(m)
N est une réalisation markovienne sous la loi π(θ|X(m)) alors la convergence

presque-sûre est véri�ée pour

N∑
i=1

g(θ
(m)
i )w̃i(k,m) −→ E[θ|X(k)][g(θ)] (2.38)

La démonstration de la convergence de cette estimateur se trouve dans l'annexe (IV).

Cet estimateur est aussi consistant, ceci étant la conséquence de la loi forte des grands

nombres. Comme vu auparavant dans la section (2.1.1.2), Geweke (1989) étudie l'estimateur

IS normalisé dans le cas des réalisations iid. Ses conclusions peuvent être élargies aux cas de

réalisations markoviennes par la théorie des chaînes de Markov (Tierney, 1994). Dans la discus-

sion de l'article de Tierney (1994), Doss (1994) démontre que pour une chaîne stationnaire et

ergodique qui satisfait les conditions E[θ|X(k)]

[
(g(θ)w(θ))2

]
<∞ et E[θ|X(k)]

[
(w(θ)))2

]
<∞,

l'estimateur IS normalisé est asymptotiquement gaussien.

L'algorithme itératif MCMC peut être donc remplacé par la méthode de l'échantillonnage

pondéré combiné avec MCMC dont le calcul est généralement plus rapide. Même si le choix

de cette méthode est justi�é en théorie, on va confronter cette théorie à l'expérience.

A�n d'améliorer la qualité des estimations obtenues avec la méthode de l'importance

sampling (IS), nous proposons trois approches di�érentes où soit le jeux de référence est �xe,

soit la référence est choisie parmi un lot de jeux de données présélectionnées selon des critères

qui seront précisés, ou bien pour ce lot de jeux de données une fonction d'importance est

construite par mélange des densités a posteriori correspondantes.

Avant de les présenter explicitement, il faut ajouter quelques mots de commentaire. Si le

calcul des vraies lois et vraies valeurs des espérances a posteriori n'est pas analytiquement

accessible, les algorithmes MCMC sont les plus utilisés, mais comme indiqué auparavant, ils

peuvent être très longs. A�n de pouvoir déterminer la qualité des estimations d'IS lorsque

les vraies intégrales sont inconnues, on calculera les estimations également via les algorithmes
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MCMC et, ainsi, les deux estimations (MCMC et IS) seront comparées via un critère de type

"erreur quadratique". Cette stratégie consiste à refaire la démarche décrite ci-dessus présentée

sur la �gure (2.10).

2.2.3 Stratégie de référence �xée

La méthode d'échantillonnage pondéré IS a été présentée pour deux jeux de données X(m)

et X(k) arbitraires. On a utilisé une réalisation θ(m)
1 , . . . , θ

(m)
N de la loi a posteriori π(θ|X(m))

obtenue uniquement pour un seul jeu de données X(m) pour estimer l'espérance E[θ|X(k)][g(θ)].

Ensuite, la méthode est appliquée pourK jeux de données répliqués sous le même modèle. Elle

est donc utilisée pour calculer les estimateurs E[θ|X(k)][g(θ)], où k = 1, . . . ,m−1,m+1, . . . ,K

pour m �xé et les di�érentes fonctions g(θ) en utilisant systématiquement X(m) comme jeu

de données de référence. Cette approche pour K = 101 jeux de données et m = 1 dans un

modèle est illustrée dans le graphique suivant (2.11).
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Figure 2.11: Démarche via IS avec référence �xe

Pour résumer : l'algorithme MCMC est utilisé sur le jeu de données X(m), une réalisation

markovienne θ(m)
1 , . . . , θ

(m)
N de la loi a posteriori π(θ|X(m)) est ainsi obtenue. Elle est utilisée

d'un côté pour calculer l'estimateur de E[θ|X(m)] (qui est égale
1
N

∑N
i=1 g(θ

(m)
i )), et de l'autre

côté pour calculer l'estimateur IS de E[θ|X(k)](g(θ)), k = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . ,K (toujours

par rapport à X(m)) qui est exprimé par (2.38). Puis, les performances des estimateurs IS
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sont étudiées par comparaison avec les estimateurs obtenus via MCMC et ceci sur chaque jeu

de données X(k), k = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . ,K en faisant varier m de 1 à K.

Compte tenu que les vraies valeurs a posteriori sont inconnues, l'approximation deE[θ|X(k)][g(θ)]

par IS est jugée ine�cace ou insu�sante, si l'estimation via IS est éloignée de l'estimation via

MCMC (par exemple, l'estimation via IS en dehors de l'intervalle de crédibilité à 95% obtenu

via MCMC), une amélioration est alors recherchée.

2.2.4 Stratégie de référence choisie

Probablement le choix arbitraire de X(m) comme jeu de données de référence n'est pas

le meilleur choix pour estimer E[θ|X(k)][g(θ)] pour tous les k = 1, . . . ,m − 1,m + 1, . . . ,K.

L'estimation IS peut �uctuer selon le choix de la référence m. L'objectif est donc de trouver

un jeux de données de référence grâce auquel l'estimateur IS de E[θ|X(k)][g(θ)] coïncidera le

mieux avec celui obtenu avec MCMC pour X(k).

Pour améliorer les estimations via IS, l'idée de base de la deuxième approche est d'aug-

menter raisonnablement le nombre de jeux de données sur lesquels l'algorithme MCMC est

appliqué puis de choisir parmi ces di�érents jeux de données, le plus adapté pour être le jeu

de données de référence utilisé dans le calcul de l'importance sampling d'un nouveau jeu de

données. L'idée est donc de présélectionner M < K jeux de données parmi K pour lesquels

MCMC sera e�ectué, ce nombre étant arbitraire et donc contestable mais devant être assez

faible pour ne pas trop alourdir la méthode. Ainsi, sur un lot des M premiers jeux de données

X(1), . . . , X(M) présélectionnés, les réalisations markoviennes des di�érentes lois a posteriori

sont obtenues via MCMC . L'importance sampling de chaque autre jeu de données X(k),

k = M + 1, . . . ,K est utilisé avec une référence X(mk) sélectionnée parmi X(1), . . . , X(M)

pour être le meilleur "candidat" de l'IS de X(k). Dans notre étude, trois critères de sélection

(explicités plus bas) seront étudiés et comparés. La �gure (2.12) illustre cette approche pour

K = 101 jeux de données avec M = 10.

Comme lors de la première approche, les performances des estimations via IS seront étu-

diées par comparaison avec les estimations via MCMC considérées comme les estimations de

référence mais, cette fois-ci sur chaque X(k), k = M + 1, . . . ,K et parallèlement, une compa-
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Figure 2.12: Démarche via IS avec référence choisie

raison sera également menée entre les deux approches (référence �xe versus référence choisie).

De manière générale, on peut écrire que dans la seconde approche pour k = M +1, . . . ,K,

l'espérance E[θ|X(k)][g(θ)] est approchée par

N∑
i=1

g(θ
(mk)
i )w̃i(k,mk) −→ E[θ|X(k)][g(θ)] (2.39)

où mk est choisi parmi {1, . . . ,M}.

2.2.4.1 Critères de sélection des jeux de données de références

Pour M > 1, on propose trois critères de choix du jeu de données de référence X(mk)

mk ∈ {1, . . . ,M}. Les di�érents choix de la fonction d'importance pour l'échantillonnage

pondéré sont proposés dans la littérature. Par example dans Cappé et al. (2008) ce choix est

basé sur la minimisation de la déviance et dans Douc et al. (2007) sur la minimisation de la

variance asymptotique de IS.
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Critère minimisant la norme L1

Soit l'estimateur IS donné comme dans l'équation (2.39). On s'attend à ce que cet esti-

mateur fournisse une bonne estimation de E[θ|X(k)][g(θ)] si la densité a posteriori π(θ|X(mk))

est "proche" de la densité a posteriori π(θ|X(mk)). Il semble donc assez naturel de choisir

comme référence, le jeu de données X(mk) pour lequel la norme L1 de la di�érence des den-

sités a posteriori ci-dessus ||π(θ(mk)|X(mk))− π(θ(mk)|X(k))||1 soit la plus petite. Le premier

critère proposé ici correspond alors à la plus petite estimation de cette norme et mk est choisi

satisfaisant l'expression suivante

min
mk∈{1,...,M}

{
N∑
i=1

∣∣∣∣w̃i(k,mk)−
1

N

∣∣∣∣
}
. (2.40)

Critère minimisant la divergence de Kullback-Leibler

La plus grande di�culté dans l'application de l'IS est la condition sur le support de la

fonction d'importance (Cf. section (2.1.1.1)). Pour traiter cette di�culté, on peut étudier le

comportement des queues de distribution de la fonction d'importance et de la densité d'intérêt

puisque on souhaite que la première soit plus aplatie. A�n de contrôler le comportement aux

queues de la distribution, de nombreux auteurs suggèrent de fonder le choix de la fonction d'im-

portance sur la minimisation de la divergence de Kullback-Leibler (Cf. par exemple, Asmussen

et al. (2005) ; Chen and Shao (1997) ; Rubinstein and Kroese (2004a) et Gustafson and Was-

serman (1995)). En suivant le même concept, le deuxième critère de choix est fondé sur cette

divergence c'est à dire que l'on choisit mk correspondant à la densité π(θ|X(mk)) pour laquelle

la divergence de Kullback-Leibler KL(π(θ|X(K)), π(θ|X(mk))) =
∫
log( π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))
)π(θ|X(k))dθ

est la plus petite. Le choix de mk réalise le minimum suivant

min
mk∈{1,...,M}

{
N∑
i=1

w̃i(k,mk) lnwi(k,mk)−
ln 1

N

∑N
i=1wi(k,mk)

1
N

∑N
i=1wi(k,mk)

}
. (2.41)

Critère minimisant la variance de l'estimateur IS

Le troisième critère est basé sur la variance de g(θ) π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))
. On souhaiterait choisir

mk ∈ {1, . . . ,M} qui satisfait l'inégalité suivante

V ar[θ|X(mk)]

[
g(θ)π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))

]
< V ar[θ|X(k)][g(θ)] (2.42)
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qui correspond à la variance de l'estimateur IS à gauche et à la variance de l'estimateur obtenu

avec MCMC à droite.

Puisque E[θ|X(mk)][
g(θ)π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))
] = E[θ|X(k)][g(θ)], il est donc équivalent d'écrire

E[θ|X(mk)]

[(
g(θ)π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))

)2]
< E[θ|X(k)][(g(θ))2] (2.43)

Le choix de X(mk) est limité aux M jeux de données présélectionnés, alors il n'est pas

certain que ces inégalités soient satisfaites pour toutes densités π(θ|X(mk)). Cependant si

E[θ|X(mk)][(
g(θ)π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))
)2] est �nie, on peut trouver mk qui rend la variance de l'estimateur

IS la plus petite. Pour cela, quelque soit k = M + 1, . . . ,K, le troisième critère choisit mk ∈

{1, . . . ,M} qui correspond à la densité a posteriori π(θ|X(mk)) minimisant la variance de

g(θ) π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))
.

Comme explique Robert (2007, section 6.2.2), pour minimiser cette variance, π(θ|X(mk))

doit être proportionnelle à |g(θ)| · π(θ|X(k)). Pour cette raison mk est choisi de manière à

ce que la quantité |g(θ)| π(θ|X(k))

π(θ|X(mk))
soit la plus stable possible. Suivant cette idée, le troisième

critère choisit mk pour lequel l'expression suivante est satisfaite

min
mk∈{1,...,M}

{
maxi=1,...,N u(θ

(mk)
i )−mini=1,...,N u(θ

(mk)
i )∑N

i=1 u(θ
(mk)
i )

}
(2.44)

where u(θ
(mk)
i ) = |g(θ

(mk)
i )| · π(X(k)|θ(mk)

i )/π(X(mk)|θ(mk)
i )

le troisième critère dépend de la fonction g et doit donc être évalué pour chaque fonction

g ce qui n'est pas le cas des deux critères précédents.

2.2.5 Stratégie du mélange

La troisième stratégie présentée ici consiste à choisir comme fonction d'importance une

densité de mélange. Il s'agit donc d'un mélange des M densités à posteriori présélectionnées

pour lesquelles les réalisations a posteriori sont obtenues via l'algorithme MCMC. En e�et

pour obtenir une bonne estimation via l'échantillonnage préférentiel il est important que le
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support de la fonction d'importance couvre le support de la fonction d'intérêt. Lorsque la

densité a posteriori est inconnue, il n'est pas évident de savoir si la fonction d'importance sa-

tisfait cette condition même si dans le cadre d'estimations répétées étudiées ici, on se restreint

aux densités de la même famille. Si le nombre de composantes du mélange est su�samment

grand, il paraît intuitivement plus probable que le mélange couvre mieux le support qu'une

seule densité a posteriori. Cependant, dans le cas de lois a posteriori non explicites, la straté-

gie de mélange nécessite l'estimation des constantes de normalisation. Dans la littérature, il

existe di�érentes méthodes d'estimation de constantes de normalisation ou de leurs rapports.

Néanmoins, elles ne sont pas toutes adaptées aux estimations répétées car leur rapidité devient

une question importante. Dans un premier temps, l'estimateur d'échantillonnage préférentiel

avec un mélange comme fonction d'importance est présenté, puis plusieurs méthodes d'es-

timations des constantes de normalisations sont discutées. Trois méthodes parmi elles sont

choisies et appliquées à cinq modèles dans les familles des lois a priori conjuguées : Normal -

Normal, Poisson - Gamma, Binomial - Beta, Gamma -Gamma et Négative Binomial - Beta

pour lesquels les constantes de normalisations et les espérances a posteriori des paramètres

sont analytiquement disponibles. Il s'agit de modèles simples avec un espace de paramètres

unidimensionnel. Les constantes puis les paramètres sont estimées et comparées ainsi aux

vraies valeurs.

2.2.5.1 Importance Sampling avec un mélange

Soit (θ
(u)
1 , . . . , θ

(u)
nu ) l'ensemble des nu réalisations sous la loi π(θ|X(u)) obtenu par exemple

via un algorithme MCMC pour u = 1, . . . ,M . Pour k > M , nous avons alors

1

|n|

M∑
u=1

nu∑
i=1

g(θ
(u)
i )

π(θ
(u)
i |X(k))

πmix(θ
(u)
i )

→ Eπ(θ|X(k))(g(θ)) (2.45)

où πmix(θ) est une densité de mélange des M densités a posteriori de θ

πmix(θ) =

M∑
m=1

nm
|n|

π(θ|X(m)) (2.46)

La version normalisée de l'estimateur d'Importance Sampling (2.45) s'écrit comme

M∑
u=1

nu∑
i=1

w(θ
(u)
i )g(θ

(u)
i ) (2.47)
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où w est le poids

w(θ
(u)
i ) =

π(θ
(u)
i |X(k))/πmix(θ

(u)
i )∑M

u=1

∑nu
i=1 π(θ

(u)
i |X(k))/πmix(θ

(u)
i )

(2.48)

Avec le théorème de Bayes chaque densité a posteriori de mélange (2.46) : π(θ|X(m)) s'écrit

comme

π(θ|X(m)) =
π(X(m)|θ)π(θ)

cm

où cm = π(X(m)) =
∫
π(X(m)|θ)π(θ)dθ est la constante de normalisation, π(X(m)|θ) =

V (X(m)|θ) est la vraisemblance et π(θ) est la densité a priori.

Ainsi, après simpli�cation des lois a priori π(θ) et des constants cm dans le numérateur et

le dénominateur, le poids (2.48) peut s'écrire maintenant de la manière suivante

w(θ
(u)
i ) =

π(X(k)|θ(u)
i )/

∑M
m=1

nm
|n|

π(X(m)|θ(u)
i )

cm∑M
v=1

∑nv
j=1 π(X(k)|θ(v)

j )/
∑M

m=1
nm
|n|

π(X(m)|θ(v)
j )

cm

(2.49)

La connaissance des constantes de normalisations est nécessaire par exemple dans l'esti-

mation du facteur de Bayes ou dans l'estimation de rapport de vraisemblances en présence

d'observations manquantes. En fait, dans ce type d'applications, il faut souvent estimer des

rapports de constantes de normalisation et non les constantes elles-mêmes (cf. Meng and Wong

(1996) pour plus d'exemples et certaines méthodes qu'ils proposent).

On peut remarquer qu'en mettant en facteur une des constantes de normalisation (par

exemple cp) au numérateur et au dénominateur dans l'équation (2.49), il est possible de faire

apparaître des ratios de constantes de normalisation dans l'expression du poids.

w(θ
(u)
i ) =

π(X(k)|θ(u)
i )/

∑M
m=1

nm
|n|

π(X(m)|θ(u)
i )

cm/cp∑M
v=1

∑nv
j=1 π(X(k)|θ(v)

j )/
∑M

m=1
nm
|n|

π(X(m)|θ(v)
j )

cm/cp

(2.50)

Les ratios cm/cp, m = 1, . . . ,M où cp ∈ {c1, . . . , cM} peuvent être ensuite estimés par les

di�érentes méthodes proposées dans la littérature. Chen and Shao (1997) font une revue des

méthodes pour estimer ces ratios. Parmi les méthodes qu'ils mentionnent, il y a importance

sampling classique, bridge sampling (Meng and Wong, 1996), path sampling (Gelman and

Meng, 1994), marginal likelihood méthode (Chen, 1994) qui est, dans le contexte présenté ici,

équivalente à reciprocal importance sampling, reverse logistic regression (Geyer, 1993) et �na-

lement ratio importance sampling dont ils sont les auteurs (Chen and Shao, 1997). Il existe



2.2. MCMC COMBINÉ AVEC IMPORTANCE SAMPLING 39

aussi des méthodes plus récentes pour estimer les constantes de normalisation (de Valpine,

2008; Doss, 2010).

2.2.5.2 Estimation des rapports de constantes de normalisation

Dans l'article (Gajda et al., 2011) nous avons estimé les constantes de normalisation par

une méthode itérative reverse logistic regression proposée par Geyer (1993) et par une ap-

proche connue comme reciprocal importance sampling mentionnée entre autre par Gelfand

and Dey (1994), DiCiccio et al. (1997) ou Gelman and Meng (1998). La majeure di�culté

de la première technique est qu'en étant itérative, elle peut être très longue avant que sa

convergence soit atteinte. Sur un exemple de modèle de régression poissonnienne avec dix co-

variables, présenté dans l'article (Gajda et al., 2011), cette méthode s'est avérée trop longue

et la deuxième méthode a donc été privilégiée.

Pour ne pas alourdir les calculs, il est intéressant de choisir une méthode simple pour

estimer les rapports de constantes de normalisation. Seulement les méthodes : importance

sampling classique, reciprocal importance sampling et ratio importance sampling sont pré-

sentées ici. De plus la méthode reverse logistic regression est décrite car utilisée pendant les

travaux de thèse (Gajda et al., 2011).

Importance Sampling

cm, m = 1, . . . ,M sont les constantes de normalisation de M lois a posteriori π(θ|X(m))

dont nm réalisations (θ
(m)
1 , . . . , θ

(m)
nm ) sont obtenues par les algorithmes MCMC. Ainsi en fai-

sant des lissages de densités à partir de ces réalisations, nous pouvons avoir une certaine idée

du support de chacune (il s'agit d'un cas unidimentionnel). En e�et, la condition d'utilisation

de l'estimateur par importance sampling est que le support de la fonction d'importance couvre

le support de la densité selon laquelle on souhaite calculer une intégrale. Donc en comparant

graphiquement les lissages des densités, il est possible de choisir comme fonction d'importance

une de ces densités a posteriori avec un support plus large - si cela possible. Soit Ωm le support
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de la densité π(θ|X(m)) alors on choisit la fonction d'importance π(θ|X(p)) telle que Ωm ⊆ Ωp.

On peut démontrer (Cf. section (IV) en annexe) qu'en prenant la réalisation θ(p)
i ∼ π(θ|X(p)),

le rapport des constantes de normalisation cm/cp peut être estimé par

cm
cp
← 1

np

np∑
i=1

π(X(m)|θ(p)
i )

π(X(p)|θ(p)
i )

(2.51)

Lorsque la dimension de l'espace des paramètres augmente et lorsque le modèle est plus

compliqué, le choix "graphique" de la fonction d'importance n'est pas évident.

Reciprocal Importance Sampling

Parmi les di�érentes méthodes d'estimation de ratios de constantes de normalisation, Chen

and Shao (1997) citent la méthode "marginal likelihood" de Chen (1994). L'idée de Chen

(1994) est d'utiliser une réalisation d'une densité jointe pour estimer la densité marginale.

Sans donner plus de détails sur cette méthode dans le contexte original, il est plus intéressant

ici d'utiliser cet estimateur pour estimer les constantes de normalisations (donc les densités

marginales m(x) des données X) comme

m̂(x) =

[
1

n

n∑
i=1

ω(θi)

L(x, θi)π(θi)

]−1

où θi est une réalisation de la loi a posteriori π(θ|x), la fonction ω(θ) est entièrement connue

et son support Ωω est couvert par le support de la densité a posteriori : Ωω ⊂ Ωπ(·|x), L(x, θi)

et π(θi) sont la vraisemblance et la densité a priori respectivement.

Dans le calcul des facteurs de Bayes , DiCiccio et al. (1997) présente l'estimateur "reci-

procal importance sampling" proposé par Gelfand and Dey (1994).

Puisque l'estimation du rapport de constantes de normalisation utilisée ici est plus proche

du concept de facteur de Bayes, je garde la notion de "reciprocal importance sampling" pour

décrire ce type de méthodes. Ainsi l'inverse de chaque constante cm peut être estimée par

1

cm
← 1

nm

nm∑
i=1

f(θ
(m)
i )

π(θ
(m)
i )π(X(m)|θ(m)

i )
(2.52)
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et leur rapport par

cm
cp
←

1
np

∑np
i=1

fp(θ
(p)
i )

π(θ
(p)
i )π(X(p)|θ(p)

i )

1
nm

∑nm
i=1

fm(θ
(m)
i )

π(θ
(m)
i )π(X(m)|θ(m)

i )

(2.53)

où θ(m)
i ∼ π(θ|X(m)) (m, p ∈ {1, . . . ,M}) sont des réalisations obtenues via MCMC aupara-

vant. Les fonctions fm,m = 1, . . . ,M sont les densités arbitraires satisfaisant les conditions de

support plus "étroit". Ici, les fm sont choisies comme les densités de lois normales de moyenne

µ̂m =
∑nm
i=1 θ

(m)
i

nm
et de variance σ̂2

m =
∑nm
i=1 θ

(m)2
i

nm
− (µ̂m)2.

Ratio Importance Sampling

Chen and Shao (1997) ont proposé la méthode de "ratio importance sampling" qui consiste

à simuler une réalisation θi selon une densité arbitraire h(θ) dont le support est l'union des

supports des densités a posteriori pour les quelles le ratio de leurs constantes est recherché.

Cet estimateur a la forme suivante :

cm
cp
←
∑n

i=1
π(X(m)|θi)π(θi)

h(θi)∑n
i=1

π(X(p)|θi)π(θi)
h(θi)

(2.54)

où θi ∼ h(θ), Ωh ⊇ Ωπ(·|X(m)) ∪ Ωπ(·|X(p)).

Le choix optimal de la fonction h est une densité qui minimise l'erreur quadratique

moyenne relative ;

hopt(θ) ∝ |π(θ|X(m))π(θ)/cm − π(θ|X(p))π(θ)/cp|

Cependant cette densité est inutilisable en pratique car elle dépend des constantes inconnues

cm et cp. Dans ce cas, les auteurs proposent un schéma en deux étapes pour obtenir un esti-

mateur optimal du ratio r = cm/cp. La première étape consiste à approcher r par l'estimateur

(2.54) en utilisant les réalisations d'une fonction h arbitraire h(θ) > 0. Notons τ̂ l'estimateur

de r ainsi obtenu. L'étape suivante consiste à générer une réalisation ϑn,i de la densité ψn :

ψn(θ) ∝ |π(θ|X(m))π(θ)− τ̂π(θ|X(p))π(θ)|

à l'aide par exemple de l'algorithme de Metropolise Hasting ou de l'échantillonneur de Gibbs.

Finalement le rapport r est estimé via (2.54) avec cette nouvelle réalisation ϑn,i∼ ψn.
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Comme solution approximative optimale quant au choix de h, Chen and Shao (1997)

proposent d'utiliser des fonctions d'importance "judicieuses" hIm et hIp de manière à simuler

facilement les θi sous la densité

hIopt(θ) ∝ |hIm(θ)− hIp(θ)|

Dans le cas où les support Ωπ(·|X(m)) et Ωπ(·|X(p)) sont disjoints, hIopt(θ) est un mélange de

deux fonctions hIopt(θ) = (hIm(θ) + hIp(θ))/2.

Remarquons que dans notre cas, le calcul de l'estimateur IS (2.47) avec les poids (2.50)

nécessite la détermination de M − 1 ratios de constante. Pour des raisons de simplicité,

une seule fonction h peut être utilisée pour l'ensemble de ces M − 1 estimations. Le choix

(pas nécessairement optimal) peut être, par extension de la solution approximative optimale

de Chen and Shao (1997), un mélange de M "judicieuses" fonctions d'importance hm. Par

exemple, on peut choisir un mélange de densités de lois normales fm de moyennes et variances

µ̂m et σ̂2
m comme obtenues par MCMC lors de la méthode de "reciprocal importance sampling"

(2.2.5.2).

Lors de l'étude de Chen and Shao (1997), les auteurs ont comparé ces di�érentes approches

via des erreurs quadratiques moyennes relatives. Sur cette base, l'e�cacité de l'estimateur

"ratio importance sampling" a été jugée la meilleure quand le choix de la fonction h était

optimal.

Reverse Logistic Regression

Dans l'article (Gajda et al., 2011), une autre méthode itérative "reverse logistic regression"

de Geyer (1993) a été utilisée pour estimer les constantes de normalisation, elle est aussi

brièvement présentée ici.

Pour simpli�er les notations, posons hm(θ) = π(X(m)|θ)π(θ). L'equation (2.46) s'écrit

donc maintenant comme

πmix(θ) =
M∑
m=1

nm
|n|

hm(θ)

cm
(2.55)

L'idée de reverse logistic regression commence par la réécriture suivante de πmix

πmix(θ) =

M∑
m=1

hm(θ)eηm (2.56)
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où

ηm = − log cm + log
nm
|n|

Si θ résulte de ce mélange, alors la probabilité que θ provienne de la uème composante du

mélange est pu(θ, η) où

pu(θ, η) =
hu(θ)eηu∑M

m=1 hm(θ)eηm
(2.57)

Geyer(1993) propose d'estimer les ηm, qui déterminent cm, par maximisation de la log

vraisemblance :

l(η) =
M∑
u=1

nu∑
i=1

log pu(θ
(u)
i , η) (2.58)

où η = (η1, . . . ηM ). La dérivée de la log vraisemblance :

∂l(η)

∂ηr
= nr −

M∑
u=1

nu∑
i=1

pr(θ
(u)
i , η) (2.59)

et le hessien est donné par :

∂2l(η)

∂η2
r

= −
M∑
u=1

nu∑
i=1

pr(θ
(u)
i , η)

[
1− pr(θ(u)

i , η)
]

(2.60)

∂2l(η)

∂ηr∂ηs
=

M∑
u=1

nu∑
i=1

pr(θ
(u)
i , η)ps(θ

(u)
i , η) s 6= r (2.61)

Puisque la log vraisemblance est convexe, elle peut être maximisée par beaucoup de méthodes

itératives comme par exemple celle de Newton-Raphson :

η(k+1) = η(k) − (H(k))−1υ(k)

où H est la matrice hessienne et υ le gradient. Comme alternative, nous pouvons utiliser une

maximisation itérative en considérant chaque paramètre un par un et en comparant ξr = e−ηr

à
1

nr

M∑
u=1

nu∑
i=1

hr(θ
(u)
i )∑M

m=1 hm(θ
(u)
i )/ξm

(2.62)

En e�et quand ∂l(η)
∂ηr

= 0 et ξr = e−ηr on obtient

1

nr

M∑
u=1

nu∑
i=1

hr(θ
(u)
i )∑M

m=1 hm(θ
(u)
i )/ξm

= ξr (2.63)
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Pour des raisons d'identi�abilité, il est nécessaire d'imposer une contrainte comme ξ1 = 1. En

e�et, si d = ξ1 et si ξm = ξ∗md pour m = 1, . . . ,M , alors l'équation (2.63) devient

1

nr

M∑
u=1

nu∑
i=1

hr(θ
(u)
i )∑M

m=1 hm(θ
(u)
i )/ξ∗md

= ξ∗rd (2.64)

On obtient en simpli�ant par d

1

nr

M∑
u=1

nu∑
i=1

hr(θ
(u)
i )∑M

m=1 hm(θ
(u)
i )/ξ∗m

= ξ∗r (2.65)

Il su�t d'estimer ξ∗m pour m = 2, . . . ,M en �xant ξ∗1 = 1 car on montre facilement que

l'estimateur IS dé�ni par (2.47) et (2.48) avec πmix(θ
(u)
i ) =

∑M
m=1 hm(θ

(u)
i )eηm est :

∑M
u=1

∑nu
i=1 g(θ

(u)
i )

hk(θ
(u)
i )∑M

m=1 hm(θ
(u)
i )/ξ∗m∑M

u=1

∑nu
i=1

hk(θ
(u)
i )∑M

m=1 hm(θ
(u)
i )/ξ∗m

(2.66)

où seuls les termes en ξ∗m interviennent.

Cet algorithme est globalement convergent (Cf. Jensen et al., 1991, Th. 2 et Th. 4), mais il

peut converger très lentement amenant à des soucis de temps de calculs surtout dans le cadre

des estimation répétés.

2.2.6 Critères de comparaison entre les di�érentes approximations

Pour quanti�er l'e�cacité des approximations obtenues via importance sampling avec

les di�érentes stratégies par rapport à celles obtenues via MCMC seul, nous comparons ces

estimations à travers les erreurs quadratiques. Les estimateurs obtenus par les deux méthodes

(IS ou MCMC) sont notés de la manière suivante :

MCMC(k) :=
1

N

N∑
i=1

g(θ
(k)
i ), IS(k)/(m) :=

1

N

M∑
i=1

g(θ
(m)
i )w̃i(k,m)

où l'indice k identi�e le jeu de données pour lequel on estime l'espérance a posteriori de g(θ) et

l'indice m indique le jeu de données de référence X(m) utilisé dans le calcul de l'approximation

via IS. On souhaite que les estimateurs IS (IS(k)/(m)) soient "proches" de ceux obtenus via

MCMC (MCMC(k)) pour tous les jeux de données X(k). La comparaison est donc basée

sur une distance "moyenne" entre les deux méthodes, les erreurs quadratiques moyennes.
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Classiquement, l'erreur quadratique moyenne mesure une distance carrée entre estimateur et

la vraie valeur ici la vraie espérance a posteriori. Si l'espérance a posteriori n'est pas explicite,

nous comparons alors l'estimateur IS avec l'estimateur classique qui est donc celui obtenu

via MCMC. L'erreur quadratique moyenne dé�nie par la suite est donc une sorte de distance

entre les deux estimateurs.

Concernant l'approche IS où le jeu de données de référence est �xe et identique pour tous

les k = 1, . . . ,m − 1,m + 1, . . . ,K dans le calcul de l'IS, l'erreur quadratique moyenne est

dé�nie par :

EQ(fixe) =
1

K − 1

∑
k 6=m

(IS(k)/(m) −MCMC(k))
2 (2.67)

Lorsqu'on se place dans le cas où la référence X(mk) est choisie parmi X(1), ..., X(M) selon

les di�érents critères et ceci pour chaque jeu de données k = M, . . . ,K, l'erreur quadratique

moyenne est dé�nie par :

EQ(choisie) =
1

K −M
∑
k 6=mk

(IS(k)/(mk) −MCMC(k))
2 (2.68)

En�n, concernant la stratégie du mélange de M densités a posteriori, l'erreur quadratique

moyenne s'écrit comme

EQ(mix) =
1

K −M
∑
k 6=m

(IS(k)/(mix) −MCMC(k))
2 (2.69)

Dans le deuxième cas, EQ(choisie) est calculée pour les trois critères de choix (norme

L1, divergence de Kullback-Leibler et minimisation de la variance) ce qui permet, de plus,

d'évaluer l'e�et du critère sur l'estimation avec IS par rapport au MCMC.

2.3 Modèles de Poisson

L'ensemble de ce travail est développé dans le cadre des modèles de type poissonnien. Le

premier modèle est le modèle de Poisson avec un paramètre λ. Le deuxième est un modèle de

régression de Poisson avec un terme constant et une covariable Z (et donc deux coe�cients a

et b respectivement à estimer). Finalement, le troisième modèle est également un modèle de ré-

gression de Poisson mais avec extra-variabilité poissonnienne introduite via un résidu gaussien
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ε dans la relation loglinéaire. Le premier modèle est un exemple de base qui permet d'avoir une

loi a posteriori explicite pourvu que la loi a priori soit choisie conjuguée. Le deuxième modèle

est un GLM classique et le troisième modèle prend en compte une sur-dispersion qui dans

certaines applications permet d'éviter des biais d'estimations (Breslow, 1984). Sous chaque

modèle, les données sont simulées en �xant di�érentes valeurs des paramètres. La covariable

Z est simulée selon une loi gaussienne centrée réduite et le résidu ε selon une loi gaussienne

centrée de variance σ2. Puis avec les données ainsi obtenues, les espérances a posteriori des

fonctions des paramètres sont estimées.

2.3.1 Modèles de simulation

Le première étape consiste à considérer di�érents modèles et à simuler di�érentes réplica-

tions sous chaque modèle. La table (2.13) donne les di�érentes valeurs des paramètres utilisés

dans les simulations (et donc les di�érents modèles envisagés).

Figure 2.13: Modèles de simulation des données.

Modèle 1 Modèle 2 Modèle 3

Xi|λ ∼ P(λ) Xi|λ ∼ P(λi) Xi|λ ∼ P(λi)
log(λi) = a+ bZi log(λi) = a+ bZi + εi

Modèle
Zi ∼ N (0, 1) Zi ∼ N (0, 1), εi ∼ N (0, σ2)

i = 1, . . . , n i = 1, . . . , n i = 1, . . . , n

Valeurs des λ = 1 ou 20 a = 0, b = 0.5 a = 0, b = 0.5
paramètres σ2 = 1/8 ou 1/4 ou 1/2

Pour chaque modèle et chaque con�guration de paramètres, on réplique K = 101 jeux de

donnéesX(1), ..., X(101) où un jeu de donnéesX(k) contient n observationsX(k) = (X1, ..., Xn),

k = 1, . . . , 101. Dans notre étude, n a été �xé à 20. Les observations X, la covariable Z et les

aléas ε sont simulés par un générateur pseudoaléatoire de la loi de Poisson et de la loi normale.



2.3.2 Modèles d'estimation

Dans un deuxième temps, les paramètres sont estimés. Les lois a priori considérées dans

cette étude sont choisies vagues et sont présentées dans la table (2.14) ainsi que les modèles

d'estimation.

Figure 2.14: Modèles d'estimation et lois a priori.

Modèle 1 Modèle 2 Modèle 3

Xi|λ ∼ P(λ) Xi|λ ∼ P(λi) Xi|λ ∼ P(λi)
Modèle log(λi) = a+ bZi log(λi) = a+ bZi + εi

εi ∼ N (0, σ2)

Lois λ ∼ G(α, β) a, b ∼ N (0, 105) a, b ∼ N (0, 105)
a priori α = β = 0.01 σ2 ∼ IG(0.01, 0.01)

Pour chacun des 101 jeux de données X(k) simulés comme décrit ci-dessus, les espérances

a posteriori E[θ|X(k)][g(θ)] pour chaque fonction g sont estimées par les di�érentes méthodes

d'approximation. Notons que dans le premier modèle, θ = λ, dans le deuxième modèle θ =

(a, b) et θ = (a, b, σ2) dans le troisième modèle.

Les estimateurs de E[θ|X(k)][g(θ)] sont approchés selon les deux types de méthodes pour

chaque jeu de données : la méthode classique soit via MCMC pour tous les jeux de données

et les trois stratégies combinant MCMC et Importance Sampling.

3 Résultats

La première stratégie ("référence �xe") est explorée tout d'abord brièvement pour un

seul choix de jeu de données de référence (le premier jeu de données). A�n d'étudier plus

généralement les performances de cette stratégie de "référence �xe", tous les choix possibles

47
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pour le jeu de données de référence ont été considérés. La stratégie de "référence choisie" est

ensuite étudiée et comparée à la première. Les résultats ont été obtenus également sur des

modèles de régression poissonnienne où le nombre de covariables et la taille de l'échantillon

varient. Ensuite, la troisième stratégie dite de "mélange" a été examinée combinant IS avec

MCMC via une fonction d'importance construite comme mélange de densités a posteriori

présélectionnées. Cette méthode nécessitait l'évaluation de constantes de normalisation, une

étude comparant di�érentes techniques d'approximation de ces constantes (techniques pré-

sentées dans la section (2.2.5.2)) est menée. En�n, les deux dernières stratégies nécessitant

la présélection de jeux de données, nous présentons une méthode permettant de faire cette

sélection de manière automatique. L'ensemble de ce travail a débouché sur la publication de

deux articles (Gajda et al., 2010, 2011).

Dans l'ensemble des estimations pour tous les modèles étudiés, les algorithmes MCMC ont

été utilisés avec 50000 itérations avec un temps de chau�e de 5000 itérations. La convergence a

été étudiée en véri�ant que si les erreur de Monté Carlo soient inférieurs à 5% des écarts-types

à posteriori pour chaque paramètre. Les diagnostics de Gelman et Rubin ainsi que des outils

graphiques (trace des paramètres avec bonne mélangeance, autocorrélations des paramètres)

ont été aussi utilisés.

3.1 Résultats avec la stratégie de référence �xe

Dans un première temps, la stratégie de référence �xe à été étudiée pour un seul jeux de

données de référence, X(1) (m = 1) pour trois types de modèles de Poisson décrits dans la

section (2.3). Lors de cette analyse, les fonctions g(θ) suivantes ont été considérées : g(θ) = θ,

g(θ) = θ2 et g(θ) = 1θ<θs avec θq �xé. Les deux premières fonctions permettent d'appro-

cher l'espérance et l'écart-type a posteriori de θ. La dernière fonction permet d'approcher

les valeurs de la fonction de répartition a posteriori de θ pour di�érents quantiles θq choisis

q ∈ {0.975, 0.95, 0.75, 0.50, 0.25, 0.05, 0.025}). Les estimations de E[θ|X(k)][g(θ)] sont calculées

suivant les deux types de méthodes pour chaque jeu de données, la méthode classique MCMC

et la méthode combinée (via importance sampling combiné avec MCMC) avec systématique-
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ment comme fonction d'importance le premier jeux de donnée. L'ensemble des résultats est

présenté dans l'annexe (Cf. tableau (1)-(6)).

Les moyennes, les écarts-types et les proportions moyennes de valeurs inférieures au quan-

tile spéci�é sont toujours proches entre la la méthode MCMC et l'IS combiné avec MCMC

pour X(1) sauf pour des quantiles d'ordres petits. En e�et, les proportions des valeurs in-

férieures aux quantiles d'ordres les plus petits (25%, 5%, 2.5%) sont souvent un peu plus

dispersées pour la méthode combinée. A titre d'exemple, les résultats du modèle 3 (modèle de

Poisson avec extra variabilité) sont présentés dans le tableau (3.1) quand l'extra-variabilité

est importante.

Table 3.1: Modèle 3 : Estimation de E[θ|X](g(θ)) pour θ=(a = 0 , b = 1/2 , σ2=1/2)

a=0, b=1/2, σ2=1/2 MCMC g(θ) = a IS g(θ) = a MCMC g(θ) = b IS g(θ) = b

Ê[θ|X](g(θ))
1 −0.149 −0.046 0.548 0.515

CI 4 [-0.803 ;0.350] [-0.429 ;0.402] [0.008 ;1.040] [-0.013 ;0.967]
ŝd[θ|X](g(θ))

2 0.340 0.253 0.301 0.232
CI [0.229 ;0.619] [0.172 ;0.322] [0.183 ;0.544] [0.122 ;0.347]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.975))

3 0.975 0.994 0.975 0.977
CI [0.973 ;1.000] [0.928 ;1.000]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.95))

3 0.950 0.983 0.950 0.956
CI [0.942 ;1.000] [0.862 ;1.000]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.75))

3 0.750 0.837 0.750 0.731
CI [0.671 ;0.999] [0.356 ;0.975]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.50))

3 0.500 0.606 0.500 0.468
CI [0.367 ;0.932] [0.118 ;0.835]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.25))

3 0.250 0.318 0.250 0.209
CI [0.089 ;0.719] [0.018 ;0.380]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.05))

3 0.050 0.070 0.050 0.025
CI [0.006 ;0.233] [0.000 ;0.083]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.025))

3 0.025 0.041 0.025 0.009
CI [0.001 ;0.207] [0.000 ;0.035]
1Moyenne des 100 moyennes a posteriori estimées de θ
2Moyenne des 100 écarts types a posteriori estimés de θ
3Moyenne des 100 proportions a posteriori estimées de θ où θq le quantile d'ordre q de π(θ|X)
4Intervalle contenant 95% des approximations

Les estimations de E[θ|X(k)][g(θ)] avec g(θ) = θ pour tout k = 2, . . . , 101 obtenues avec

l'approche classique MCMC (en bleu intervalle de crédibilité à 95%) et avec l'approche IS

combiné (référence �xe X(1)) (en vert) sont représentés sur les graphique (1)-(13) en annexe.

A titre d'exemple, la �gure (3.1) montre les résultats pour un cas du modèle 3. Globalement,

les estimations a posteriori obtenue via MCMC et via IS combiné avec X(1) comme référence
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�xe sont très proches pour les modèles étudiés. Cependant, comme on peut le constater en

étudiant la �gure (3.1), les estimations de E[θ|X(68)][g(θ)] (k = 68) avec g(θ) = a dans le cas

du modèle 3 (a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/2) sont beaucoup moins cohérentes entre MCMC et

IS combiné pour certains jeux de données comme par exemple le 68me. Probablement pour ce

jeu de données X(68), le jeu de données X(1) n'est pas la meilleure référence �xe pour estimer

E[θ|X(68)][g(θ)].

Dans la deuxième stratégie dite "référence choisie", on s'attend à éviter ce genre de pro-

blème et donc à améliorer les résultats car le jeux de données de référence est choisi dans un

lot de jeux de données présélectionnés.

3.2 Résultats avec la stratégie de référence choisie

Dans cette section, la première stratégie avec toutes les références �xes possibles est com-

parée aux résultats obtenus avec la stratégie de la référence choisie. Cette stratégie de réfé-

rence choisie est étudiée pour les trois critères de choix présentés dans la section (2.2.4.1). La

meilleure et la pire référence �xe en termes d'erreur quadratique moyenne sont identi�ées.

Les résultats de la stratégie "référence choisie" sont présentés et discutés plus en détail

pour chaque modèle ci-dessous.

Pour chaque m = 1, . . . ,K on prend successivement X(1) jusqu'au X(K) comme le jeu

de données de référence et on calcule les K − 1 estimations de E[θ|X(k)] via IS combiné (avec

le résultats de MCMC avec X(m)) pour ensemble de k = 1, . . . ,m − 1,m + 1, . . . ,K. Ces

estimations sont comparées via une erreur quadratique moyenne (Cf. l'équation (2.67)) avec

les estimations obtenues avec MCMC avec X(k). En variant m de 1 à K on obtient K erreurs

quadratiques moyennes. Ces erreurs sont ensuite représentées sous la forme d'un box-plot.

Indépendamment, la stratégie de référence choisie est utilisée et pour chaque critère l'erreur

quadratique moyenne (Cf. l'équation (2.68)) est calculée et reportée sur le même box-plot.

Les erreurs quadratiques sous le premier critère, le deuxième et le troisième sont marquées

comme les losanges noirs, blancs et gris respectivement.
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Figure 3.1: Étude des performances de l'estimation de E[θ|X(k)][g(θ)] pour g(θ) = a avec

la stratégie "référence �xe" (où le premier jeu de données X(1) est la référence �xe) dans le
modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/2

3.2.1 Modèle 1 : Modèle de Poisson

Les erreurs quadratiques moyennes de la stratégie de référence �xe avec les erreurs qua-

dratiques moyennes des trois critères de la référence choisie pour le modèle simple de Poisson

sont illustrées sur le graphique (3.2) avec la valeur �xée dans les simulations λ = 1 à gauche
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et λ = 20 à droite. En présence de grandes erreurs quadratiques moyennes dans la stratégie

de la référence �xe, qui sur les box-plots sont représentes comme des valeurs aberrantes, la

comparaison avec la stratégie de référence choisie n'est pas su�samment claire. Pour bien

distinguer les erreurs quadratiques obtenues pour les critères, un box-plot supplémentaire a

été ajouté sans ces valeurs extrêmes.

Figure 3.2: Box-plot de EQ(fixe) pour toutes les valeurs possibles m avec la stratégie "réfé-
rence �xe" et de EQ(choisie) avec la stratégie "référence choisie" selon les trois critères dans
le Modèle 1 avec g(λ) = λ pour λ = 1 (à gauche) et λ = 20 (à droite) ; losange noir pour le
premier critère, losange blanc pour le second et losange gris pour le troisième.

L'atout de ce modèle simple est l'existence des espérances a posteriori sous une forme

explicite. En e�et la vraie espérance a posteriori pour un modèle de données X(k)
i ∼ P(λ)

avec une loi a priori gamma G(α, β) est (
∑n

i=1X
(k) + α)/(β + n) pour tout jeu de données

X(k), k = 1, . . . ,K. Ainsi, dans le tableau (3.2), pour chaque stratégie les erreurs quadratiques

moyennes sont calculées par rapport aux vraies espérances a posteriori pour λ = 1 (à gauche)

et λ = 20 (à droite).

Dans toutes les stratégies étudiées, les erreurs quadratiques moyennes sont petites (les

valeurs reportées dans le tableau (3.2) sont multipliées par 106). Pour λ = 1, l'erreur quadra-

tique moyenne des estimations calculées avec MCMC est plus petite que celles avec les autres

stratégies. Cependant, quand λ = 20 pour la stratégie de référence choisie avec le premier et

le troisième critère, on obtient des erreurs plus petites que celles obtenues avec MCMC. Dans

la paramétrisation avec λ = 1, les stratégies de référence choisie sont meilleures que les stra-
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tégies de références �xes quelque soit le jeu de données de référence. Dans la paramétrisation

avec λ = 20, ce n'est pas vrai uniquement pour le critère 2, néanmoins pour les stratégies

de référence choisie, on obtient les erreurs quadratiques toujours plus petites que celles dans

le pire cas de référence �xe. Dans la stratégie de référence choisie avec le deuxième critère

fondé sur la divergence de Kulback-Leibler, les erreurs quadratiques importantes peuvent se

produire à cause du logarithme des poids. Pour λ = 20 le second critère donne une erreur

quadratique moyenne égale à 124.95 10−6 à cause de deux valeurs extrêmes. Si ces dernières

sont éliminées l'erreur devient 53.3 10−6 étant comparable avec les deux autres critères.

Table 3.2: Erreurs quadratiques moyennes par rapport à la vraie moyenne a posteriori dans
le Modèle 1 pour g(λ) = λ avec λ = 1 (à gauche) et λ = 20 (à droite) et n = 20

strategy λ = 1 λ = 20

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2

MCMC 3 1.050 0.035 90.327 1.194
La meilleure ref. "�xe" 4 3.481 0.071 1152.119 90.131
La pire ref. "�xe" 5 2520.477 83.316 120260.480 10325.171
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 6 1.253 0.087 42.127 0.669
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 6 2.148 0.172 124.950 3.958
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 6 2.306 0.131 44.615 0.671
1Erreur quadratique moyenne par rapport à la vraie moyenne a posteriori(×106)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×106)
3Stratégie avec MCMC (×106)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×106)
5IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×106)
6IS avec la stratégie de réf. "choisie" (×106)

3.2.2 Modèle 2 : Régression de Poisson

Pour le modèle de Poisson avec une covariable Z et deux paramètres a et b, les erreurs

quadratiques moyennes (les box-plots avec les résultats en fonction des critères) sont présentées

sur la �gure (3.3). Les trois critères dans la stratégie de référence choisie fournissent une erreur

quadratique moyenne plus petite que la plupart des erreurs obtenues dans la référence �xe

avec les di�érents jeux de données comme référence. Dans ce modèle, la vraie loi a posteriori

n'est pas explicite donc les résultats d'estimation avec IS combiné sont comparées avec les
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estimations MCMC. Les valeurs numériques des erreurs quadratiques moyennes obtenues dans

le meilleur et le pire cas de référence �xe et celles dans la stratégie de référence choisie avec

les trois critères sont présentées dans le tableau (3.3).

Figure 3.3: Box-plot de EQ(fixe) pour toutes les valeurs possibles m avec la stratégie "réfé-
rence �xe" et de EQ(choisie) avec la stratégie "référence choisie" selon les trois critères dans
le Modèle 2 avec θ = (a = 0, b = 0.5) pour g(θ) = a (à gauche) et g(θ) = b (à droite) ; losange
noir pour le premier critère, losange blanc pour le second et losange gris pour le troisième.

Table 3.3: Erreurs quadratiques moyennes par rapport à MCMC dans le Modèle 2 avec a = 0,
b = 0.5 et n = 20 pour g(θ) = a (à gauche) et g(θ) = b (à droite)

strategy a b

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2

La meilleure ref. "�xe" 3 0.042 0.003 0.046 0.003
La pire ref. "�xe" 4 15.886 2.930 37.664 2.047
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 0.007 <0.001 0.014 0.001
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 0.058 0.070 0.155 0.020
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 0.026 0.001 0.594 0.001
1Erreur quadratique moyenne par rapport à MCMC sur (K-M) jeux de données (×103)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×103)
3IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×103)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×103)
5IS avec la stratégie de réf. "choisie" (×103)
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3.2.3 Modèle 3 : Régression de Poisson avec extravariabilité

Les résultats des estimations pour le modèle de Poisson avec extravariablité avec une

covariable Z et un résidu ε concernent trois paramétres a, b et σ2 et sont présentes sous forme

graphique dans la �gure (3.4) et sous forme numérique dans le tableau (3.4) pour σ2 = 1/8,

σ2 = 1/4 et σ2 = 1/2 dans la première, deuxième et la troisième ligne respectivement. Ces

résultats montrent que la stratégie de référence choisie avec les trois critères donnent les

erreurs quadratiques moyennes (calculées par rapport à MCMC car les lois a posteriori ne

sont pas explicites) très comparables et toujours plus petites que celles dans le pire cas de

référence �xe. Cependant la performance de la stratégie de référence �xe peut être meilleure

cas les erreurs quadratiques moyennes dans le meilleur cas de référence �xe sont toujours plus

petites que celles pour les critères.

3.2.4 Augmentation de la taille de l'échantillon et du nombre de

covariables

Comme première extension, la taille de chaque jeu de données a été augmentée à n = 1000

dans le modèle 3 (a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/2) et comme seconde extension, le nombre

de covariables est également augmenté à 10 covariables : log λi = a +
∑10

j=1 bjZij + εi. Les

covariables Zij ont été simulées de deux manières di�érentes. Dans le premier cas Zij ∼

N (0, 1) pour i = 1, . . . , 10 et dans le deuxième cas Zij ∼ N (0, 1) pour i = 1, . . . , 5 et

Zij ∼ Bernoulli(0.25) pour i = 6, . . . , 10. Les paramètres bj ont été �xés à 0.05 (a = 0 et

σ2 = 1/2). Dans cette partie, les résultats avec n = 1000 sont présentés et ceux concernant

les cas avec 10 covariables sont mis en annexe.

Les lois a priori des coe�cients bj ont été choisies identiques (N (0, 105)). Les lois a priori

des autres paramètres sont inchangées (Cf. tableau (2.14)).

Pour ces trois modèles, les box-plots des erreurs quadratiques sont présentés dans la �gure

(3.5) pour n = 1000 et dans les �gures (14) et (15) placées en annexe pour les deux cas avec

10 covariables. Les valeurs numériques des erreurs quadratiques dans le meilleur et le pire cas

de référence �xe avec les erreurs quadratiques moyennes pour les critères sont présentées dans
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Figure 3.4: Box-plot de EQ(fixe) pour toutes les valeurs possibles m avec la stratégie "réfé-
rence �xe" et de EQ(choisie) avec la stratégie "référence choisie" selon les trois critères dans le
Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/8 (en première ligne), σ2 = 1/4 (en deuxième ligne)
ou σ2 = 1/2 (en troisième ligne), pour g(θ) = a (à gauche) et g(θ) = b (au centre), g(θ) = σ2

(à droite) ; losange noir pour le premier critère, losange blanc pour le second et losange gris
pour le troisième.

le tableau (3.5) pour n = 1000 et dans les tableaux (7), (8) placés en annexe pour les cas à

10 covariables. Ces erreurs quadratiques sont calculées par rapport aux résultats d'estimation

avec MCMC.

La �gure (3.5) et le tableau (3.5) peuvent être comparés avec ceux obtenus pour le même

modèle mais avec n = 20 (Cf. la denière ligne de (3.4) et (3.4)). Comme attendu, l'aug-
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Table 3.4: Erreurs quadratiques moyennes par rapport à MCMC dans le Modèle 3 avec a = 0,
b = 0.5, σ2 = 1/8 (en première partie) ou σ2 = 1/4 (en deuxième partie) ou σ2 = 1/2 (en
troisième partie) et n = 20 pour g(θ) = a (à gauche), g(θ) = b (au centre) and g(θ) = σ2 (à
droite)

strategy a b σ2

σ2 = 1/8 EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 5.791 0.385 0.261 0.222 51.079 4.224
La pire ref. "�xe" 4 66.384 3.928 31.762 2.814 132.263 8.763
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 7.058 0.579 3.674 0.338 74.385 5.527
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 12.325 1.725 4.125 0.344 89.494 5.963
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 12.122 1.311 5.156 0.564 95.190 6.340
a b σ2

σ2 = 1/4 EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 8.531 1.075 3.453 0.381 72.822 4.434
La pire ref. "�xe" 4 74.240 10.928 44.829 3.199 149.402 12.262
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 14.282 1.672 5.498 0.568 110.520 9.642
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 17.309 2.562 9.282 0.861 110.328 9.902
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 15.785 1.831 7.183 0.568 122.447 12.324
a b σ2

σ2 = 1/2 EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 17.827 2.053 4.859 0.396 234.222 18.205
La pire ref. "�xe" 4 181.103 8.557 138.765 5.907 361.212 33.731
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 29.918 2.782 6.398 0.645 287.724 31.109
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 40.138 3.519 10.198 0.804 280.986 31.820
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 30.869 2.389 9.941 0.761 297.203 27.430
1Erreur quadratique moyenne par rapport à MCMC sur (K-M) jeux de données (×103)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×103)
3IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×103)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×103)
5IS avec la stratégie de réf. "choisie" (×103)

mentation du nombre des observations par jeu de données a réduit les valeurs des erreurs

quadratiques. Les résultats des trois critères sont toujours meilleurs que le pire cas de réfé-

rence �xe.

Pour les deux autres modèles, les critères fournissent les meilleurs résultats en terme



58 CHAPITRE 3. RÉSULTATS

d'erreurs quadratiques moyennes que les pires cas de référence �xe. Le meilleur cas de référence

�xe donnant des erreurs quadratiques plus petites que celles obtenues avec les critères dans

la stratégie de référence choisie est à nouveau retrouvé.

Dans les deux modèles avec 10 covariables, les erreurs quadratiques moyennes sont très

comparables dans les estimations des cinq premiers paramètres b1 − b5.
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Figure 3.5: Box-plot de EQ(fixe) pour toutes les valeurs possibles m avec la stratégie "réfé-
rence �xe" et de EQ(choisie) avec la stratégie "référence choisie" selon les trois critères dans
le Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5, σ2 = 1/2 et n = 1000, pour g(θ) = a (à gauche), g(θ) = b
(au centre) et g(θ) = σ2 (à droite) ; losange noir pour le premier critère, losange blanc pour
le second et losange gris pour le troisième.

Table 3.5: Erreurs quadratiques moyennes par rapport à MCMC dans le Modèle 3 avec a = 0,
b = 0.5, σ2 = 1/2 et n = 1000 pour g(θ) = a (à gauche), g(θ) = b (au centre) et g(θ) = σ2 (à
droite)

strategy a b σ2

σ2 = 1/2 MSE 1 q97.5%
2 MSE 1 q97.5%

2 MSE 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 1.580 0.077 1.247 0.067 2.600 0.126
La pire ref. "�xe" 4 23.382 0.520 9.124 0.266 52.230 1.083
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 3.486 0.144 2.131 0.097 14.806 0.506
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 8.019 0.308 3.079 0.139 32.478 0.890
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 2.776 0.169 2.043 0.083 16.514 0.602
1Erreur quadratique moyenne par rapport à MCMC sur (K-M) jeux de données (×103)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×103)
3IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×103)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×103)
5IS avec la stratégie de réf. "choisie" (×103)
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3.3 Stratégie de mélange

3.3.1 Résultats

La stratégie de mélange est appliquée dans les deux modèles. Le premier est un modèle

simple de Poisson (Modèle 1) avec le paramètre de moyenne λ = 20 �xé dans les simulations

des données. Pour ce modèle simple, les constantes de normalisation de l'estimateur (2.47)

dans l'expression des poids (2.49) sont calculées par la méthode reverse logistic regression.

La loi de mélange est construite avec les 10 premières densités a posteriori présélectionnées.

Les résultats des estimations ont été comparés aux vraies espérances a posteriori connues

pour ce modèle. Les erreurs quadratiques moyennes obtenues pour cette stratégie complètent

les résultats obtenus dans la section (3.2.1) et sont présentées dans le tableau (3.6) en gras.

En terme d'erreur quadratique, la stratégie de mélange est la meilleure parmi toutes les

estimations y compris MCMC classique néanmoins reste comparable avec la stratégie de

référence choisie avec le premier et le troisième critère.

Table 3.6: Erreurs quadratiques moyennes par rapport à la vraie moyenne a posteriori dans
le modèle 1 pour g(λ) = λ avec λ = 20 et n = 20 ensemble avec la stratégie de mélange

strategy λ = 20

MSE 1 q97.5%
2

MCMC 3 90.327 1.194
La meilleure ref. "�xe" 4 1152.119 90.131
La pire ref. "�xe" 5 120260.480 10325.171
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 6 42.127 0.669
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 6 124.950 3.958
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 6 44.615 0.671

Stratégie de mélange 39.914 0.506
1Erreur quadratique moyenne par rapport à la vraie moyenne a posteriori(×106)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×106)
3Stratégie avec MCMC (×106)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×106)
5IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×106)
6IS avec la stratégie de réf. "choisi" (×106)

Le deuxième modèle est un modèle de Poisson linéaire généralisé sans extra-variabilité
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comme le modèle 2 mais avec 10 covariables : log(λi) = a +
∑10

i=j bjZij où Zij ∼ N (0, 1)

pour i = 1, . . . , 10. Dans les simulations des données, tous les paramètres bj (j = 1, . . . , 10)

ont été �xés à 0.05 et a = 0. Les lois a priori sur tous les paramètres ont été prises vagues

gaussiennes N (0, 105). Les constantes de normalisation de l'estimateur (2.47) avec les poids

(2.49) ont été estimées par la méthode reciprocal importance samling car la méthode reverse

logistic regression a été jugée trop longue. Les estimations ont été comparés à celles obtenues

via MCMC car les vrais espérances a posteriori sont non-explicites. Les résultats de cette

stratégie sont présentés dans le tableau (9) en annexe avec les résultats de la stratégie de

référence choisie avec les trois critères. Les conclusions restent similaires à celles du première

modèle : la stratégie de mélange donne une légère meilleure performance que la deuxième

stratégie avec les critères.

3.3.2 Estimations des constantes de normalisation dans la stratégie de

mélange

L'analyse de la littérature à été faite pour identi�er les méthodes d'estimations de ces

constantes a�n de cibler celles qui sont les plus adaptées et su�samment performantes dans

le cadre des estimations répétées. Quelques méthodes sont sélectionnées et testées pour 5

modèles avec des lois a priori choisies conjuguées. Ainsi, pour ces modèles, les lois a posteriori

sont connues et donc les constantes de normalisation également. Ceci permet l'étude des

performances de l'estimateur IS avec un mélange en comparant les résultats aux vraies valeurs.

Les méthodes d'estimations des ratios de constantes de normalisation ont été testées sur

5 modèles appartenant aux familles exponentielles avec des lois a priori conjuguées. Ainsi, les

constantes de normalisation sont connues explicitement dans ce cas. Les di�érents modèles

envisagés et leurs caractéristiques (vraisemblance, densité a priori et a posteriori, l'espérance

a posteriori et le rapport de constantes de normalisations) sont résumés en annexe dans le

tableau (10). Dans chaque cas, seulement un seul paramètre θ est considéré, les autres (hy-

perparamètres, ...) sont �xés et supposés connus. Sous chaque modèle, 100 jeux de données

de taille n = 20 ont été générés pour une valeur de paramètre θ �xée à θ0. Tout d'abord, les

réalisations des lois a posteriori ont été obtenues via MCMC pour tous les jeux de données.
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Table 3.7: Erreurs quadratiques moyennes entre l'estimation du rapport des constantes de
normalisation et sa vraie valeur.

Modèle : Norm-Norm Pois-Gam Bin-Beta Gam-Gam NégBin-Beta
1
9

∑10
k=1 (r0 − r̂is)2 8.400e-04 4.785e-05 2.327e-01 6.356658e-01 1.763e+04

1
9

∑10
k=1 (r0 − r̂recip)2 8.673e-12 1.108e-08 3.862e-03 4.537e-10 9.241e-01

1
9

∑10
k=1 (r0 − r̂ris)2 2.296e+00 1.130e-05 8.818e-02 3.647e+00 3.579e+01

Ensuite, M = 10 jeux de données sont présélectionnés (les 10 premiers) pour lesquels les

réalisations via MCMC sont gardées et pour les 90 autres jeux de données, les espérances a

posteriori de θ sont estimées par importance sampling soit avec la stratégie de référence choisie

selon le critère utilisant la norme L1 (voir 2.2.4) soit avec la stratégie de mélange (estimateur

(2.47)). Pour l'approche avec mélange, les rapports des constantes de normalisation ont été

estimés par trois méthodes di�érentes présentées dans la section (2.2.5.2) : importance sam-

pling classique, reciprocal importance sampling et ratio importance sampling. Pour l'approche

importance sampling classique, le choix de la fonction d'importance a été fait graphiquement

étant dans le cas unidimensionnel. Ainsi si la pième densité a posteriori est choisie comme la

fonction d'importance, les mêmes rapports rm = cm/cp, m = 1, . . . , p− 1, p+ 1, . . . ,M seront

estimés également par reciprocal importance sampling et ratio importance sampling.

Les résultats concernant les estimations des ratios de constantes de normalisation sont

en annexe dans le tableau (11) et les erreurs quadratiques moyennes associées à ces résultats

se trouvent dans le tableau (3.7). Parmi les trois méthodes comparées, l'approche reciprocal

importance sampling (colonne r̂recip) donne les résultats les plus proches des vrais rapport

de constantes de normalisation. Ceci est en accord avec les résultats théoriques présentés par

Chen and Shao (1997).

Toutes les estimations ont été ensuite comparées aux vraies valeurs des espérances a pos-

teriori.

Les estimations des rapports ont été ensuite injectées dans les poids (2.50) de l'estimateur

IS avec la stratégie de mélange (2.47). Les résultats des estimations des espérances a posteriori

de θ sont ensuite comparés avec les vraies valeurs via les erreurs quadratiques moyennes.

Ces résultats sont présentés dans le tableau (3.8) ainsi que ceux obtenus directement par

MCMC ou par l'estimateur IS avec référence choisie par norme L1. Ces résultats montrent
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Table 3.8: Erreurs quadratiques moyennes entre l'estimation de l'espérance a posteriori de θ
et sa vraie valeur.

Modèle : Norm-Norm Pois-Gam Bin-Beta Gam-Gam NégBin-Beta
Méthode :
MCMC 7.693e-06 4.677e-04 3.581e-07 3.125e-08 3.248e-07
IS stratégie 2 (L1) 3.338e-05 1.261e-03 5.409e-07 1.838e-07 6.147e-07
IS mélange avec r̂is 4.990e-05 2.741e-04 2.628e-07 2.579e-06 2.068e-07
IS mélange avec r̂recip 4.300e-05 1.364e-04 2.110e-07 1.383e-07 5.243e-08
IS mélange avec r̂ris 4.905e-05 1.750e-04 2.478e-07 1.605e-05" 1.376e-07

que pour les modèles étudiés, la stratégie de mélange utilisant la méthode reciprocal importance

samling permet d'obtenir bien souvent les meilleures estimations. Les résultats d'estimations

obtenus directement avec MCMC restent seulement meilleurs pour le modèle Normal-Normal

et Gamma-Gamma mais les erreurs dans l'ensemble (3.8) sont petites. L'objectif de cette

analyse a été le choix d'une méthode pour estimer les rapports de constantes de normalisation

intervenant dans l'estimateur IS sous la forme (2.45) et dans le cadre d'estimations répétées.

Les résultats suggèrent de choisir la méthode "reciprocal importance sampling" qui a donné les

meilleurs résultats en terme d'estimation de l'espérance a posteriori ainsi que d'estimation des

rapports de constantes de normalisation. Son point fort est aussi sa simplicité et la possibilité

d'estimer individuellement les constantes de normalisation comme leur inverse (2.52).

3.4 Sélection automatique

Le rôle des jeux de données présélectionnés est essentiel dans la stratégie de référence

choisie ou la stratégie de mélange. L'extension suivante consiste à présélectionner un lot de

M jeux de données de références de manière à ce que les densités a posteriori correspondantes

constituent un ensemble varié des fonctions d'importance potentielles. Pour comprendre l'idée

de cette sélection que l'on appelle automatique, rappelons que pour le modèle de Poisson

simple P(λ) (modèle 1) pour les données X(k) = (X
(k)
1 , . . . , X

(k)
n ) et une loi a priori gamma

G(α, β) sur le paramètre λ, la loi a posteriori de λ est une loi Gamma G(α+
∑n

i=1X
(k), β+n).

Pour chaque jeu de données X(k) de taille n, cette lois a posteriori dépend de la somme∑n
i=1X

(k) des observations. Les lois a posteriori dans ce modèle se distinguent par cette

somme. Obtenir di�érentes lois a posteriori revient à choisir des jeux de données pour lesquels
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les sommes des observations di�èrent. Dans cette exemple, on peut indiquer une statistique

qui identi�e la loi a posteriori. Parmi l'ensemble des jeux de données, on souhaite donc choisir

un lot deM (ici 10) dont les sommes constituent une représentation de toutes les sommes des

90 autres jeux de données - toutes les valeurs de la statistique décrivant la loi a posteriori.

Ainsi, le choix de la fonction d'importance étant une de ces densités a posteriori, on espère

que ce choix sera fait de manière optimale pour chaque jeu de donnée.

L'idée est donc de construire M clusters à partir de K densités a posteriori puis de sélec-

tionner une densité a posteriori dans chaque cluster. La construction des clusters est fondée

sur la distance entre les statistiques caractérisant les densités a posteriori.

La méthode de classi�cation la plus adaptée ici est la méthode de "k-medoids" qui parti-

tionne l'ensemble des éléments en M clusters et choisit un élément central de chaque cluster

appelé "medoid".

Di�érentes méthodes de classi�cation existent sous R. La procédure de sélection auto-

matique est illustrées ici avec la méthode Partitioning Around Medoids (PAM) proposée

par Kaufman and Rousseeuw (1990) documentée par exemple dans Nakache and Confais

(2005). La fonction de R s'appelle "PAM" dans le package Cluster de (Maechler et al.,

2005). Il existe aussi d'autres méthodes de "k-medoids" comme Clustering LARge Appli-

cations (CLARA) (Kaufman and Rousseeuw, 1990), Clustering LARge Applications based on

RANdomized Search (CLARANS) (Ng and Han, 1994) et Fast Intelligent Subspace Clustering

Algorithm using Dimension Voting (Woo et al., 2004).

Le modèle 1 sert ici seulement comme exemple explicatif mais n'a pas de réel intérêt dans

la pratique. La sélection automatique est alors utilisée pour le modèle 3 (a = 0, b = 0.5 et

σ2 = 1/2, n = 20) correspondant à des situations réalistes plus usuelles. La densité a posteriori

dans ce modèle est inconnue. Comme la méthode PAM nécessite l'utilisation d'une statistique

"représentant" les données, le choix arbitraire de la moyenne empirique a été fait ici (d'autres

choix peuvent être envisagés). La méthode PAM a été ensuite utilisée sur R avec la distance

Euclidienne.

La �gure (3.6) illustre les densités marginales a posteriori de chaque paramètre estimées

classiquement par MCMC. Les densités noires correspondent aux 10 jeux de données sélection-
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Figure 3.6: Densités marginales a posteriori de a (à gauche), b (au centre) et σ2 (à droite)
approchées par MCMC dans le Modèle 3 avec les paramètres θ = (a = 0, b = 0.5, σ2 = 1/2).
Dix densités a posteriori sélectionnées par la méthode de classi�cation PAM sont tracées en
gras.

nés par la méthode de classi�cation PAM sur la base des moyennes empiriques. Ce graphique

montre assez clairement que les densités présélectionnées représentent bien l'ensemble de den-

sités a posteriori.

A�n d'illustrer l'impact de cette sélection automatique, le lot de 10 densités présélection-

nées correspondant aux 10 jeux de données a été utilisé dans la stratégie de référence choisie

avec les trois critères. Les estimations avec IS combiné ont été comparées avec les estimations

MCMC via les erreurs quadratiques, les résultats étant présentés dans le tableau (3.9). Ces

résultats sont très comparables avec ceux rapportés dans le tableau (3.4). Ils restent toujours

meilleurs que les résultats obtenus pour le pire référence �xe.

Table 3.9: Erreurs quadratiques moyennes dans le Modèle 3 avec la Sélection Automatique
avec les paramètres θ = (a = 0, b = 0.5, σ2 = 1/2) pour g(θ) = a (en première partie),
g(θ) = b (en deuxième partie) et g(θ) = σ2 (en troisième partie)

stratégie a b σ2

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 1 3 25.784 1.790 5.073 0.337 259.049 27.550

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 2 3 40.005 3.577 13.133 0.805 279.517 35.416

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 3 3 32.721 3.098 6.307 0.449 292.787 30.407

1− 2Cf. la légende du tableau 3.5
3IS avec la stratégie de réf. "choisie"



Cette sélection automatique o�re l'avantage d'éviter à l'utilisateur le choix arbitraire des

10 jeux de données présélectionnés et peut permettre éventuellement d'écarter les cas de

mauvais choix arbitraire.

4 Discussion

Dans les modèles étudiés les stratégies de IS combiné ont montré de bonnes performances

par rapport aux résultats MCMC. Globalement les erreurs quadratiques moyennes ont été

petites. Les trois critères de la stratégie de référence choisie ont permis d'améliorer le choix

de référence utilisée par l'estimateur IS pour chaque nouvelle estimation, dans le sens où

les résultats obtenus avec les critères sont toujours meilleurs que le pire cas de référence �xe.

Presque pour tous les modèles, ils existent des cas de références �xes qui donnent des résultats

meilleurs que ceux obtenus avec les critères. Dans la stratégie de référence �xe le choix de

jeu de données de référence est fait en quelque sorte au hasard. En pratique, rien ne garantit

d'éviter un "mauvais" choix de référence pour faire toutes les estimations.Le critère basé sur

la minimisation de la norme L1 semble être le plus stable des trois et aussi le plus simple.

Toujours a�n d'améliorer les performances des estimateurs, une troisième stratégie basée

sur un mélange à été proposée dans le contexte des estimations répétées. La fonction d'im-

portance de l'estimateur IS est construite comme un mélange de densités a posteriori corres-

pondantes au lot de jeux de données présélectionnés. La stratégie a été appliquée d'abord aux

deux modèles de Poisson montrant une très bonne performance. Cette stratégie a soulevé le

problème d'estimation des constantes de normalisation. Dans un deuxième temps, plusieurs

méthodes d'estimation des constantes de normalisation ou de leur rapport ont été étudiées et

appliquées dans les estimations répétées des paramètres de modèles de familles conjuguées.

Pour ces modèles, les espérances a posteriori sont entièrement connues. Les résultats des es-

timations ont été ainsi comparés aux vraies espérances. De plus les estimations ont été aussi

65
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e�ectuées avec MCMC et avec la stratégie de référence choisie avec le première critère (L1).

Les estimations obtenues avec la stratégie de mélange avec entre autre la méthode reciprocal

importance sampling ont montré une bonne performance par rapport aux résultats de MCMC

et IS combiné avec la référence choisie par le premier critère.

Ces analyses peuvent être considérées comme préliminaires et des recherches supplémen-

taires devront être e�ectuées.

Une partie importante du chapitre relatif aux méthodes a été consacrée aux algorithmes

MCMC pour insister sur leurs caractère itératif qui peut s'avérer long. L'importance sampling

dans le cadre des estimations répétés a été présenté comme une alternative plus rapide.

Les méthodes proposées ici ne sont pas à être considérées comme solution universelle. Elles

doivent être plutôt utilisées avec une précaution. Les éléments à prendre en compte sont : la

structure du modèle, l'évaluation de la vraisemblance et la proportion des jeux de données

pour lesquels MCMC est utilisé.

Si le modèle est simple, les algorithmes MCMC vont être très rapides et le gain dans

l'utilisation des stratégies avec IS combiné va être in�me. L'enjeu des analyses présentées ici

étaient surtout d'évaluer la performances des estimations entre les deux types d'approches.

Tous les modèles de Poisson étudiés ont une structure hiérarchique très simple donc l'inférence

bayésienne via les algorithmes MCMC ne constitue pas un vrai poids calculatoire. La stratégie

de référence �xe et sans aucune doute plus rapide mais un mauvais choix de la référence peut

amener à de nettement moins bons résultats. La performance des estimations est améliorée par

la stratégie de référence choisie mais son prix est un e�ort supplémentaire dans l'évaluation

des critères.

En e�et dans les trois critères, il faut évaluer le rapport des vraisemblances π(X(k)|θ)/π(X(mk)|θ)

pour θ parmi toutes les réalisations de M chaînes MCMC

Une fois que toutes les vraisemblances π(X(mk)|θ) pourmk = 1, . . . ,M sont évaluées, pour

chaque nouveau k il faut encore calculer π(X(k)|θ). Dans la stratégie de mélange, à la même

di�culté s'ajoute l'évaluation des constantes de normalisation ou de leur rapport.

Ainsi si la vraisemblance est di�cile à évaluer car par exemple non explicitée, son calcul va

être long aussi bien dans MCMC que dans les stratégies IS combiné avec MCMC. La rapidité
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des stratégies avec IS par rapport à l'utilisation systématique de MCMC va dépendre donc

de la durée des autres calculs à l'intérieur de l'échantillonneur MCMC utilisé.

Si un modèle étudié a une structure complexe pour lequel MCMC est long mais la vrai-

semblance est simple à calculer, on peut probablement prendre M plus grand (tout de même

petit par rapport au nombre total K). Si au contraire, la vraisemblance est di�cile à calcu-

ler, une trop grande valeur de M ne permettra probablement pas aux stratégies combinées

d'accélérer les calculs.

La réponse exacte sera certainement fournit par le calcul de la complexité numérique de

ces deux approches. Elle dépend du modèle, de la vraisemblance, de la valeur de M et de

l'algorithme MCMC choisi. Cela signi�e que la construction de l'algorithme MCMC doit être

connue. Il devrait être idéalement construit sur mesure pour le modèle étudié. Dans ce cas le

calcul de la complexité numérique de l'algorithme s'ajoute à la construction de ce dernier. Ces

e�orts supplémentaires ne seront probablement pas souhaités par un utilisateur de logiciel.

Par rapport aux algorithmes MCMC, les méthodes proposées ici ne requièrent pas de com-

pétences particulières de programmation donc elles peuvent être utilisées conjointement avec

les logiciels d'analyse bayésienne car les stratégies combinées utilisent les réalisations MCMC

pour un certain nombre des jeux de données M . Il su�t donc avec la première réalisation

de MCMC (pour le jeu de données X(1)) d'évaluer le temps (réel) approximatif d'évaluations

de trois critères dans la stratégie de référence choisie, une constante de normalisation (ou un

rapport des constantes) et l'ensemble des vraisemblances dans la stratégie de mélange pour

avoir une idée de la durée des stratégies combinées pour M jeux de données. Cela a un sens

seulement si les MCMC sont e�ectivement longs pour l'ensemble des estimations.

Pour les raisons présentées ci-dessus, le temps (réel) des calculs a été évalué seulement

dans les deux modèles avec 10 covariables (sans et avec extra-véri�abilité).

Déjà pour ces modèles relativement simples, on peut observer une accélération des calculs

pour les stratégies combinées.

Une première extension de cette partie consistera à explorer l'utilisation de la stratégie

de mélange, tout comme les deux autres stratégies, dans d'autres familles de modèles plus
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Table 4.1: Rapport des temps de calculs entre les méthodes combinées avec l'échantillonnage
préférentiel et la méthode classique MCMC concernant la régression de Poisson avec n = 1, 000
et 10 covariables.

Stratégie 1 Stratégie 2 Stratégie 2 Stratégie 2 Stratégie 3
critère 1 (L1) critère 2 (KL) critère 3 Mélange

Modèle 2 (10 cov.) 0.057 0.957 0.771 1.156 0.423

Modèle 3 (10 cov.) 0.036 0.278 0.266 0.652 - 1

1La stratégie de mélange n'a pas été évaluée pour le modèle

compliqués. Une seconde extension sera d'essayer d'améliorer la stratégie de mélange par

l'utilisation d'un mélange non-équiprobable où les poids dépendraient des jeux de données

dans chaque nouvelle estimation.

Ces concepts devront être analysés avec un soin particulier vis à vis de la duré et de la

complexité des calculs qu'ils entraînent.
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5 Introduction

Cette partie du manuscrit est consacrée au modèle SIS (susceptibles - infectés - suscep-

tibles) dans une population de taille constante, modèle décrit comme une chaîne de Markov.

Le modèle SIS est un modèle qui sous certaines conditions permet de décrire l'évolution

d'une maladie dans une population dans laquelle on distingue seulement deux types de sous-

populations : un groupe des sujets susceptibles et (S) un groupe des sujets infectés (I). Un

sujet susceptible peut devenir infecté via un contact infectieux uniquement avec un sujet déjà

infecté. La probabilité d'infection dépend alors à la fois du taux des contacts infectieux et

des nombres de sujets infectés et susceptibles. De plus chaque sujet infecté guérit avec une

même probabilité et devient ainsi à nouveau susceptible. Une fois guéri il n'acquiert aucune

résistance ni immunité et sa probabilité de redevenir infecté lors d'un contact infectieux est

la même qu'au départ. Les décès et les migrations - toutes causes confondues - sont possibles,

cependant chaque individu décédé ou parti est remplacé par un sujet susceptible, ce qui ga-

rantit la taille constante de la population. Dans ce modèle la maladie étudiée ne se caractérise

pas par un autre état intermédiaire comme une phase latente où des sujets infectés ne sont

pas encore infectieux (ou cette phase est négligeable), il y a un seul niveau de susceptibilité

et d'infectiosité pour tous les individus.

Le modèle SIS ainsi dé�ni est étudié entre autre par Allen and Burgin (2000). Il s'agit d'un

modèle simple d'épidémie qui peut être présenté comme un modèle compartimental à deux

compartements : un pour les sujets susceptibles et un pour les sujets infectés. Les transitions

vers et depuis chaque état étant données par les di�érents taux. Un moyen simple pour

décrire les évolutions temporaires des e�ectifs dans deux sous-populations est d'y associer un

système des équations di�érentielles. On parle alors d'un modèle déterministe. Il suppose que

71
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la maladie évolue dans la population de façon homogène et fournit donc une solution moyenne

des e�ectifs. Même s'il donne une information générale d'évolution de la maladie au sein de

la population il ne prend pas en compte son hétérogénéité et ses éventuelles déviations de

la moyenne. Pour une population de petite taille il semble plus adéquat d'utiliser un modèle

stochastique qui saisit mieux cette hétérogénéité (ou si de grandes �uctuations sont attendues).

Il existe di�érents moyens d'introduire une partie aléatoire dans le modèle déterministe

par exemple via l'ajout d'un aléa brownien aux équations di�érentielles ou une information a

priori sur leurs paramètres. Allen and Burgin (2000) présente le modèle SIS sous la forme d'une

chaîne de Markov à temps continu. Connaissant, la loi initiale, les taux des transitions et en

prenant un petit incrément du temps, nous pouvons déterminer les probabilités instantanées de

la chaîne via les calculs des puissances consécutives de la matrice de transition. La probabilité

stationnaire est déduite via le calcul des valeurs et vecteurs propres de cette matrice. Si

l'incrément de temps est assez petit on peut supposer que se produit une seule transition au

maximum dans cet intervalle. Dans ce cas la probabilité instantanée pour chaque état peut

être exprimée comme une fonction des probabilités instantanée de ses états voisins à l'instant

précédant et des transitions qui mènent depuis et vers lui. C'est une sorte d'équation du bilan

de probabilité qui pour un incrément in�nitésimal du temps peut être transformée en une

équation di�érentielle. En e�et prenant tous les états du processus on obtient un système

d'équations di�érentielles pour les probabilités instantanées. Cette démarche sera expliquée

ultérieurement pour le modèle SIS, cependant il faut préciser ici qu'il s'agit de l'équation

maîtresse (master équation) proposée sous ce nom par Van Kampen (1981, 2007). Le concept

est connu en probabilité dans la théorie des chaînes de Markov, mais la notion d'équation

maîtresse est plutôt connue en chimie et en physique où on parle de l'équation maîtresse

chimique ou cinétique. Elle est souvent présentée comme la forme di�érentielle de l'équation

de Chapman-Kolmogorov (progressive).

Selon la forme des probabilités de passage on distingue les processus stochastiques linéaires

et nonlinéaires. On parle d'un processus stochastique linéaire si ses probabilités de transitions

dépendent de façon linéaire de ses états, sinon il s'agit d'un processus stochastiques nonli-

néaire. Dans le cas linéaire la solution de l'équation di�érentielle en probabilité (équation
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maîtresse) est généralement analytique via sa transformation par la fonction génératrice de

probabilité dont on déduit les probabilités instantanées. Il est aussi possible de déterminer

les moments des processus en utilisant la fonction génératrice des moments. Dans la domaine

de la biologie populationnelle Kendall (1949) donne les exemples de modèles stochastiques

linéaires (les processus de naissance et de mort) décrivant la croissance de la population dont

les probabilités sont obtenues de cette manière. Comme exemple de modèle épidémique on

peut citer Stollenwerk and Briggs (2000) où l'équation maîtresse explicitée est appliquée pour

modéliser une maladie des plantes (modèle SI : susceptibles - infectés).

Dans le cas nonlinéaire la transformation de l'équation maîtresse en équation de la fonc-

tion génératrice de probabilité ne permet généralement pas de déterminer la forme exacte

de cette dernière. Théoriquement il est possible résoudre les système des équations di�éren-

tielles directement mais ce peut être très laborieux si le nombre d'états possibles du processus

n'est pas petit. Pour déterminer le comportement du processus il est possible d'utiliser des

simulations (l'algorithme de Gillespie (1977)). Cette approche peut s'avérer longue car il faut

générer un nombre important de trajectoires et un formalisme mathématique général peut

être préférable. Dans le cas des probabilités de passage non linéaires on peut utiliser une ap-

proximation. De même que pour le modèle stochastique linéaire pour déterminer les moments

du processus il est possible d'utiliser une fonction génératrice des moments ou une fonction

génératrice des cumulants (Whittle, 1957; Goodman, 1953). Cela peut mener à un système ou-

vert d'équations di�érentielles où chaque équation dépend de la solution de la ou des solutions

des équations suivantes. C'est le cas par exemple dans Matis and Ki�e (1996) avec un modèle

logistique stochastique décrivant la croissance de la population via un processus de naissance

et de mort avec les taux de naissance et de mort qui sont des polynômes d'ordre deux, ou

bien dans Krishnarajah et al. (2005) pour le modèle SIS avec la probabilité d'une nouvelle

infection étant aussi une fonction quadratique du nombre de sujets infectés. Pour clore le

système d'équations il faut faire des hypothèses concernant la loi du processus, ses moments

ou ses cumulantes - plus précisément les moments ou les cumulants d'ordre supérieur sont an-

nulés. Whittle (1957) et Nåsell (2003) ont utilisé une approximation normale imposant ainsi

que les cumulants d'ordre supérieur soient nuls, Keeling (2000) a supposé une loi log-normale
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et Nåsell (2003) une loi de Poisson ou une loi binomiale. Il existe aussi des techniques plus

récentes qui servent à clore le système d'équations des probabilités comme celles présentées

par Singh and Hespanha (2007), Gómez-Uribe and Verghese (2007) ou Goutsias (2007). Le

concept générale de ces techniques dite moment-closure approximations est bien résumé avec

beaucoup des références dans Gillespie (2009).

Une autre idée est d'utiliser le développent de l'équation maîtresse proposé par Van Kam-

pen (2007). L'idée de Van Kampen (2007) consiste à exprimer le processus étudié par une

somme d'un phénomène déterministe et une �uctuation aléatoire dont la grandeur dépend

d'un paramètre qui est dé�ni comme la taille du système. Pour approcher la loi du processus,

on part d'une solution moyenne et on lui ajoute le comportement aléatoire du processus ob-

tenu via le développement de Taylor de l'équation maîtresse au le voisinage de cette solution.

Cette technique, expliquée plus en détail dans la partie méthode, est utilisée, parmi de rares

exemples, par Chen and Bokka (2005) qui applique le développement de l'équation maîtresse

au modèle stochastique SIR (susceptibles - infectés - résistants). Alonso et al. (2007, +supp),

propose de l'utiliser dans le même type de modèle, mais �nalement il décrit le processus via les

équations de Langevin et il déduit la probabilité de processus via la densité spectrale. Alonso

and McKane (2002) l'utilise pour le N-patch modèle stochastique. Le rôle de ce modèle est

de décrire le nombre (ou plutôt la fraction) de sous-population toujours existante (patchs)

constituant la population entière (la métapopulation). L'existence de chaque sous-population

dépend dans ce modèle de l'immigration, de la colonisation et du taux de croissance.

Le travail de thèse abordé dans cette partie est basé seulement sur la méthode de déve-

loppement. La partie concernant des méthodes résume son concept général dans le cas du

processus de naissance et de mort non linéaire. La théorie abordée ici provient principalement

de l'ouvrage de van Kampen "Stochastic Processes in Physics and Chemistry". Ensuite, les

méthodes sont appliquées au modèle SIS avec une taille de population constante. Ce modèle

est d'abord décrit sous la forme déterministe puis comme une chaîne de Markov. Les résultats

sont utilisés dans un premier temps dans la modélisation de nombre des sujets infectés, puis

les deux modèles (un fondé sur la solution d'un modèle SIS déterministe classique et l'autre

dont la solution est dérivée de la méthode de développement) sont utilisés pour construire la



méthode d'ajustement. Les propriétés des estimateurs des paramètres sont étudiées dans le

cadre fréquentiste et bayésien. Les conclusions et les extensions sont présentées à la �n.

6 Matériel et Méthodes

6.1 Les processus de Markov à temps continu.

Les notions utilisées ici sont telles que établies par van Kampen.

Le processus de Markov est un processus stochastique Y : {Y (t), t ∈ R} tel que pour n

instants successifs t1 < t2 < . . . , < tn où ti ∈ R, les probabilités conditionnelles sont :

P (yn, tn|y1, t1; . . . ; yn−1, tn−1) = P (yn, tn|yn−1, tn−1)

La probabilité conditionnelle de yn à l'instante tn sachant yn−1 à tn−1 ne dépend d'aucune

valeur de Y à un instant antérieur. Un processus de Markov est entièrement déterminé par

deux probabilités : une probabilité des di�érents états instantanée P (y1, t1) et la probabilité

de transition P (y2, t2|y1, t1) car à partir d'elles, les lois marginales de processus peuvent être

reconstruites. Par exemple, pour trois instantes t1 < t2 < t3

P (y1, t1; y2, t2; y3, t3) = P (y1, t1; y2, t2)P (y3, t3|y1, t1; y2, t2) =

= P (y1, t1)P (y2, t2|y1, t1)P (y3, t3|y2, t2) (6.1)

Les lois marginales suivantes s'obtiennent par récurrence.

6.1.1 La formule de Chapman-Kolmogorov

L'intégrale de (6.1) par rapport à y2 est égale à :

P (y1, t1; y3, t3) = P (y1, t1)

∫
P (y2, t2|y1, t1)P (y3, t3|y2, t2)dy2
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ainsi en divisant la dernière équation par P (y1, t1) on obtient

P (y3, t3|y1, t1) =

∫
P (y2, t2|y1, t1)P (y3, t3|y2, t2)dy2 (6.2)

qui est l'équation de Chapman-Kolmogorov. Les probabilités de transitions doivent satisfaire

cette équation ainsi que la relation suivante :

P (y2, t2) =

∫
P (y2, t2|y1, t1)P (y1, t1)dy1

6.1.2 Stationnarité

Si le système dans lequel le processus Y est observé est dans un état d'équilibre, Y est

un processus stationnaire. Dans ce cas la probabilité instantanée P ne dépend pas du temps

P (y, t) = P (y) et les probabilités de transition du processus markovien ne dépendent que de

l'intervalle de temps séparant la transition. La dé�nition classique de stationnarité dit que la

loi marginale de processus n'est pas modi�ée par un changement de temps donc

P (y1, t1 + τ, y2, t2 + τ ; . . . ; yn, tn + τ) = P (y1, t1, y2, t2; . . . ; yn, tn)

La probabilité de transition s'écrit comme

P (y2, t2|y1, t1) = Tτ (y2|y1) où τ = t2 − t1

et avec cette nouvelle notation l'équation de Chapman-Kolmogorov devient

Tτ+τ ′(y3|y1) =

∫
Tτ ′(y3|y2)Tτ (y2|y1)dy2 (6.3)

où τ ′ = t3 − t2.

En général un processus markovien n'est pas stationnaire. Supposons que Y soit un pro-

cessus de Markov dé�ni par les probabilités P (y0) et Tτ (y1|y0). Si par exemple , pour un

instant t0 �xe et une valeur y0 �xe avec P (y, t0) = δ(y − y0), un processus de Markov Y ∗ est

dé�ni pour t1 > t0 en posant

P ∗(y1, t1) = Tt1−t0(y1|y0) ou plus généralement P ∗(y1, t1) =

∫
Tt1−t0(y1|y0)p(y0)dy0

P ∗(y2, t2|y1, t1) = Tt2−t1(y2|y1)
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Le processus Y ∗ est non-stationnaire car les probabilités instantanées dépendent de l'instant

t0, néanmoins les probabilités de transition dépendent seulement de l'intervalle de temps. Il

s'agit donc d'un processus de Markov homogène. On peut s'attendre à ce qu'au bout d'un

certain temps (t1 → ∞) le système atteigne l'équilibre et qu'ainsi P ∗(y1, t1) → P (y1) et

Tt1−t0(y1|y0)→ P (y1).

6.2 Equation Maîtresse

Cette section présente la dérivation de van Kampen de l'équation maîtresse (master equa-

tion) à partir de l'équation de Chapman-Kolmogorov (6.3) pour un processus de Markov

homogène avec les probabilité de transition décrite par Tτ . L'équation maîtresse est déduite

en prenant la limite quand τ ′ tend vers zéro dans l'équation de Chapman-Kolmogorov. La

probabilité de transition Tτ ′(y2|y1) pour un petit τ ′ peut être exprimée comme

Tτ ′(y2|y1) = (1− a0τ
′)δ(y2 − y1) + τ ′W (y2|y1) + o(τ ′) (6.4)

où W (y2|y1) est un taux de transition de y1 à y2 par unité de temps, le coe�cient 1 − a0τ
′

est la probabilité d'aucune transition pendant τ ′ et donc :

a0(u) =

∫
W (y2|u)dy2 (6.5)

étant une conséquence de
∫
Tτ (y2|y1)dy2 = 1. On remplace l'expression pour Tτ ′ (6.4) dans

l'équation (6.3) et on obtient

Tτ+τ ′(y3|y1) =
[
1− a0(y3)τ ′

]
Tτ (y3|y1) + τ ′

∫
W (y3|y1)Tτ (y2|y1)dy2

En remplaçant a0 par l'intégrale de l'équation (6.5), et en prenant la limite quand τ ′ tend

vers zéro, on peut transformer la dernière équation en :

d

dτ
Tτ (y3|y1) =

∫
{W (y3|y2)Tτ (y2|y1)−W (y2|y3)Tτ (y3|y1)} dy2

Cette forme di�érentielle de l'équation de Chapman-Kolmogorov s'appelle l'équation maî-

tresse. Sa forme plus commune est

∂P (y, t)

∂t
=

∫ {
W (y|y′)P (y′, t)−W (y′|y)P (y, t)

}
dy′ (6.6)
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où P (y, t) est la solution interprétée comme la probabilité de transition Tt−t1(y|y1) (P ∗ au-

paravant) pour t ≥ t1 avec la condition initiale P (y, t1) = δ(t− t1).

Pour un processus markovien Y discret prenant les états notés n l'équation maîtresse (6.6)

devient

dpn(t)

dt
=
∑
{Wnn′pn′(t)−Wn′npn(t)} (6.7)

avec l'interprétation d'une équation du bilan de probabilité de transition depuis et vers chaque

état n.

Dans le cas discret (qui peut être généralisé au cas continu), l'équation maîtresse (6.7)

s'écrit à l'aide d'une matrice W dé�nie comme Wnn′ = Wnn′ pour n 6= n′ et Wnn =

−
∑

n′ 6=nWn′n. Dans ce cas le système d'équations déterminé par l'équation (6.7) s'écrit de

manière plus courte comme ṗ(t) = Wp(t) où p est la transposée du vecteur (p1, . . . , pn). La

solution formelle pour la valeur initiale p(0) est la suivante

p(t) = etWp(0) (6.8)

La méthode via les valeurs et vecteurs propres de W ne peut être utilisée que si W est symé-

trique, sinon il n'est pas certain que toutes les solutions puissent être obtenues en superposant

les solutions propres car les éléments de p(t) ne sont pas nécessairement tout positifs dans ce

cas.

La solution générale doit être fondée sur les propriétés suivantes de la matrice W

Wnn′ ≥ 0‘ (quand n 6= n′) (a);
∑
n

Wnn′ = 0 (∀n′) (b) (6.9)

Les propriétés (6.9) impliquent que W a un vecteur propre (gauche) ψ = (1, 1, 1, . . .) avec

la valeur propre λψ = 0. Il existe un vecteur propre (droit) φ avec la même valeur propre :

Wφ = 0 et φ est la solution temps-indépendante de l'équation maîtresse. Après normalisation

φ est la densité de probabilité stationnaire (sous la condition que φn ≥ 0).

Par la suite on considérera seulement les processus markoviens Y discrets, c'est-à-dire les

chaînes de Markov pour lesquelles l'équation maîtresse prend la forme (6.7).
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6.2.1 Comportement asymptotique de l'équation maîtresse du processus

à espace d'états �ni et discret

Dans le cas de processus à espace d'états �ni et discret, la propriété fondamentale de

l'équation maîtresse est que quand le temps tend vers l'in�ni toutes les solutions convergent

vers la ou les solutions stationnaires. La démonstration peut être fondée entre autre sur le

théorème de Perron et Frobenius sur une échelle de temps discrétisée pour laquelle le processus

est une chaîne de Markov (Van Kampen, 2007).

6.3 Processus de naissance et de mort (PNM)

Un cas particulier de processus stochastiques sont les processus de Markov à temps continu

à valeurs dans un espace d'état �ni tels que seules les transitions entre les états adjacents

sont autorisées. Il s'agit de processus de naissance et de mort (PNM) où les probabilités de

transitions par unité de temps sont gn = W (n + 1|n) le taux de naissance à partir de l'état

n (gain) et rn = W (n − 1|n) le taux de mort à partir de l'état n (réduction). L'équation

maîtresse correspondante est

ṗn = rn+1pn+1 + gn−1pn−1 − (rn + gn)pn (6.10)

On peut distinguer di�érents types de processus selon la forme de l'espace d'état : n ∈ Z,

n ∈ N ou n = 0, 1, . . . , N ou bien selon la forme de taux de transition rn et gn étant linéaires

ou non linéaires (pas simultanément linéaires). Si le processus a des barrières ré�échissantes

ou absorbantes l'équation maîtresse peut avoir une autre forme où les taux de transition sont

modi�és sur ces bornes.

De l'équation (6.10) on déduit les moments de PNM.

6.3.1 Les moments de PNM

D'abord, pour abréger l'écriture posons pour une fonction f(n) l'opérateur E dé�nie

comme

Ef(n) = f(n+ 1), E−1f(n) = f(n− 1) (6.11)
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A l'aide de cet opérateur l'équation (6.10) devient

ṗn = (E− 1)rnpn + (E−1 − 1)gnpn (6.12)

Les équations des moments d'ordre k de PNM sont obtenues en multipliant l'équation (6.12)

par nk puis calculant la somme par rapport n. Sachant que la relation suivante est générale-

ment satisfaite 1
N−1∑
n=0

g(n)Ef(n) =
N∑
n=1

f(n)E−1g(n) (6.13)

la moyenne 〈n〉 est

d

dt
〈n〉 =

∑
n(E− 1)rnpn +

∑
n(E−1 − 1)gnpn

=
∑

rnpn(E−1 − 1)n+
∑

gnpn(E− 1)n

= −〈rn〉+ 〈gn〉 (6.14)

Le deuxième
〈
n2
〉
puis k-ième

〈
nk
〉
moments sont

d

dt

〈
n2
〉

= 2 〈n(gn − rn)〉+ 〈gn + rn〉 (6.15)

d

dt

〈
nk
〉

=
k∑
l=1

(
k

l

)〈
nk−l(gn + (−1)lrn)

〉
(6.16)

Selon la forme de rn et gn le système établi par (6.16) peut être plus ou moins facile à résoudre.

6.3.2 Solution stationnaire de PNM

La solution stationnaire psn de l'équation maîtresse décrite par (6.12) correspond à ṗn = 0

0 = (E− 1)rnp
s
n + (E−1 − 1)gnp

s
n

= (E− 1)
{
rnp

s
n − E−1gnp

s
n

}
Le terme dans l'accolade ne dépend pas du temps, on pose :

rnp
s
n − E−1gnp

s
n = −J (6.17)

1. Les limites de deux sommes di�érent mais en pratique il s'agit souvent de termes nuls de la somme.
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où −J est le bilan de probabilité du passage de n à n− 1. Dans le cas où n = 0, 1, 2, . . . , N ,

les taux de transition vers ou depuis des états en dehors de cet ensemble doivent être nuls.

Plus particulièrement r0 = g−1 = 0 ainsi que rN+1 = gN = 0. Cela garantit que l'équation

(6.10) soit correcte. Pour n = 0 (6.10) est ṗ0 = r1p1−g0p0 qui dans l'état stationnaire devient

0 = r1p1 − g0p0. Cette équation à l'aide d'opérateur E−1 s'écrit comme 0 = r1p1 − E−1g1p1

impliquant que J = 0. La substitution de J = 0 dans l'équation (6.17) donne que rnpsn =

gn−1p
s
n−1 et en appliquant cette relation systématiquement on obtient

psn =
gn−1gn−2 · · · g1g0

rnrn−1 · · · r2r1
ps0 (6.18)

Tous les ps sont donnés en terme de ps0, qui est �xé par la condition de la normalisation comme

1

ps0
= 1 +

N∑
n=1

g0g1 · · · gn−1

r1r2 · · · rn
(6.19)

Van Kampen (2007) constate que dans le cas n ∈ N le résultat est identique au précédant

(6.18). Pour −∞ < n < ∞ le résultat est le même seulement pour n ≥ 0. Pour n ≤ 0, la

solution stationnaire est déduite de rnpsn = gn−1p
s
n−1 comme

psn =
rn+1rn+2 · · · r−1r0

gngn+1 · · · g−2g−1
ps0 (6.20)

Mais on ne peut plus démontrer que J = 0. La solution stationnaire n'est plus unique mais

dépend de J .

6.3.3 Solution quasi-stationnaire de PNM

Nåsell (1996) discute la densité quasi-stationnaire dans un cas particulière du PNM - un

modèle épidémique SIS (décrit dans la section (6.5) plus loin dans cette thèse). Son analyse se

traduit facilement pour un PNM plus général. Pour n = 0, . . . , N et g0 = 0, r0 = 0 et gN = 0 le

PNM dé�ni ci-dessus par (6.10) a un état absorbant en 0 et ainsi la densité stationnaire (6.18)

centrée sur 1 pour n = 0 (toute probabilités pn sont nulles pour n = 1, . . . , N sauf ps0 = 1). Le

modèle prédit l'extinction du processus indépendamment des paramètres dé�nissant les taux

de transition rn et gn. Cependant le temps d'extinction dépend de ces paramètres et il peut

être in�niment long. Durant cette longue période la loi du processus Y (PNM) est proche de
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la loi conditionnelle à la non-extinction, une loi quasi-stationnaire (Nåsell, 1996). De même la

manière que dans la section (6.2) l'équation maîtresse (6.10) du processus Y peut être écrite

sous la forme matricielle ṗ(t) = Wp(t) avec p étant un vecteur colonne de coordonnées pi

(i = 0, . . . , N), la matrice W étant donnée par

W =



−(r0 + g0) r1 0 . . . 0

g0 −(r1 + g1) r2 . . . 0

0 g1 −(r2 + g2) . . . 0

...
...

...
. . .

0 0 0 . . . −(rN + gN )


(6.21)

La probabilité stationnaire p est une Dirac centrée sur 0, la seule barrière absorbante de Y .

Pourtant on peut étudier le processus Y conditionnel à la non-extinction avec les probabilités

instantanés qn(t) (n = 1, . . . , N). Soit pQ(t) un vecteur composé des coordonnées de p(t) à

l'exception de première coordonnée p1(t). Alors le vecteur q(t) de qn(t) s'obtient comme

q(t) = pQ(t)/(1− p0(t)) (6.22)

et en dérivant cette relation et sachant que ṗ0 = r1p1 on obtient que

q̇ =
ṗQ

1− p0
+ r1q1

pQ
1− p0

(6.23)

ce qui donne un système d'équations

q̇ = qWQ + r1q1q (6.24)

où WQ s'obtient an supprimant la première ligne et la première colonne de la matrice W

(6.21). La densité quasi-stationnaire est donc la solution de l'équation (6.24) quand q̇ = 0,

cela dit WQq = −r1q1q. Il s'agit d'un système d'équations où chacune est de la forme

gn−1qn−1 − (rn + gn)qn + rn+1qn+1 = −r1q1qn (6.25)

avec q0 = qn+1 = 0. On constate immédiatement que l'application des opérateurs E et E−1

(6.11) ne permet pas de déterminer la solution stationnaire car (E − 1){rnqsn − E−1gnq
s
n} =

−r1q1qn. En divisant (6.25) par r1 et en changeant l'ordre on écrit

rn+1

r1
qn+1 −

gn
r1
qn −

rn
r1
qn +

gn−1

r1
qn−1 = −q1qn (6.26)
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Posons

fn =
rn
r1
qn −

gn−1

r1
qn−1 (6.27)

L'équation (6.26) devient donc en termes de fn

fn+1 − fn = −q1qn (6.28)

f1 = q1 et fN+1 = 0. En exprimant fn en fonction de qn on obtient

fn = q1(1−
n−1∑
i=1

qi) (6.29)

En remplaçant cette équation dans (6.27) on obtient

q1(1−
n−1∑
i=1

qi) =
rn
r1
qn −

gn−1

r1
qn−1 (6.30)

ce qui permet établir une forme de récurrence de qn

qn =
r1q1

rn
(1−

n−1∑
i=1

qi) +
gn−1

rn
qn−1 (6.31)

Pour déterminer la solution stationnaire qs il faudra donc employer une procédure itérative.

Nåsell (1996) établit cette équation dans un cas particulier du processus SIS. Il discute aussi

deux formes approximatives, évoquées antérieurement par Kryscio and Lefévre (1989), dans la

première le modèle étudié suppose qu'il y ait au moins un individu infecté, dans la deuxième

on supprime l'origine (n = 0). Ces formes approximatives sont néanmoins toujours données

par une récurrence.

6.3.4 Solution générale de PNM

Dans le cas linéaire pour n ∈ Z il est possible de résoudre l'équation (6.10) explicitement

par exemple à l'aide d'une fonction génératrice de probabilité. Si n est borné, selon la forme

des taux de transitions rn et gn l'équation (6.10) n'a plus de sens aux bornes donc il peut être

nécessaire d'ajouter des équations supplémentaires pour décrire l'évolution de probabilité sur

chaque borne (Cf. van Kampen pour voir comment traiter ces cas). Cependant si le taux de

naissance à partir de la borne supérieure ainsi que le taux de mort à partir de la borne inférieure

sont nuls, on peut supposer que l'équation (6.10) est valide pour tout n ∈ Z et chercher sa
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solution en prenant les valeurs initiales pn(0) = 0 pour tous les n au-dessous et au-dessus

la borne inférieure et supérieure respectivement. Pour ces valeurs de n les probabilités pn(t)

restent nulles pour t > 0 car les transitions vers ces états sont exclues.

Dans le cas des taux de transitions non linéaires les solutions, autres que les solutions

stationnaires, ne sont généralement pas explicitées. Néanmoins, Picard (1965) démontre que

la solution de (6.10) d'un processus de naissance et de mort est de la forme (6.8) où p(t) (ici

un vecteur pn(t)) est bien une fonction de probabilité. On note qu'il montre que la matrice W

du PNM a des valeurs propres distinctes et non-positives une étant égale à zéro, la matrice

W étant diagonalisable. On peut donc trouver la solution de ṗ(t) = Wp(t) on superposant les

solutions propres p(t) =
∑N

i=0 cie
λitvi où les constantes ci sont déterminées pour la densité

initiale p(0) comme décrit pour la matrice symétrique dans la section (6.2). Nåsell (1996)

remarque que en rangeant les valeurs propres λi dans l'ordre décroissant (0 = λ(0) > λ(1) >

λ(2) > . . .) dans certains cas où |λ(1)| � |λ(2)| la solution p(t) peut être approchée par

p(t) ≈ c(0)v(0) + c(1)v(1) = (0 q1 · · · qN )T = (0 q)T

Cependant, le calcul des valeurs propres de W, ou bien de etW, même s'il est théoriquement

possible, n'est pas une tâche facile. Comme dans les applications ultérieures les taux de tran-

sition sont non linéaires, par la suite dans la section (6.3.5) une solution approchée de (6.10)

sera présentée pour ce contexte-là.

6.3.5 Solution approchée de PNM - taux de transition non linéaire

Dans un première temps pour trouver la solution approchée de l'équation (6.12) on va

considérer que n est continu, rn = r(n) et gn = g(n) sont les fonctions continues et di�éren-

tiables variant peu entre n et n + 1, et pn est aussi une fonction continue et di�érentiable.

La notation E (idem pour E−1) utilisée ci-dessus pour n ∈ Z est un opérateur dont la forme

di�érentielle développée est

En = 1 +
∂

∂n
+

1

2!

∂

∂n2
+ . . . , E−1

n = 1− ∂

∂n
+

1

2!

∂

∂n2
− . . . (6.32)

développement de Taylor d'un fonction de n+ 1 au voisinage de n. Ces nouveaux opérateurs

remplacent E et E−1 dans l'équation (6.12). En négligeant les dérivées d'ordre supérieur à 2
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l'équation (6.12) est approximée par

d

dt
Pn(t) =

∂

∂n
{r(n)− g(n)}Pn +

1

2

∂2

∂n2
{r(n) + g(n)}Pn (6.33)

qui est une équation de Fokker-Planck. En général cette équation n'a pas de solution explicite

donc le recours aux méthodes d'approximation sera nécessaire.

Au passage on remarque que pour n = 0, . . . , N la solution générale de l'équation maîtresse

(6.10) du PNM peut être approchée à l'aide d'équation aux di�érences pour un petit incrément

de temps ∆t :

pn(t+ ∆t) = gn−1pn−1(t)∆t+ (1− gn∆t− rn∆t)pn + rn+1pn+1(t) (6.34)

qui sous forme matricielle avec la matrice W dé�nie dans (6.21) est

p(t+ ∆t) = (1−W∆t)p(t) (6.35)

et ainsi en partant de l'instant t0 l'évolution de la probabilité du processus après le temps

m∆t pour m ∈ N on obtient en calculant la mième puissance de (1−W∆t) comme

p(t0 +m∆t) = (1−W∆t)mp(t0) (6.36)

6.4 Développement de l'équation maîtresse pour le PNM

Comme alternative van Kampen a proposé un approche systématique du développement

dont l'idée essentielle est d'exprimer la valeur du processus n comme la somme d'un phéno-

mène déterministe et d'une �uctuation aléatoire d'ordre qui dépend de la taille du système.

Plus précisément, la taille du système noté Ω est un paramètre qui gouverne l'importance

relative des �uctuations. En principe dans la collection de N particules, les �uctuations sont

d'ordre N1/2. Dans la plupart des cas Ω est le nombre d'éléments du système. Plus exacte-

ment il faut sélectionner un paramètre présent dans l'équation maîtresse ainsi dans les taux

de transitions, qui gouverne l'ampleur des �uctuations et donc l'amplitude des sauts.

Formellement, s'il existe un paramètre Ω, les probabilités des transitions rn et gn peuvent

être exprimées comme

rn = f(Ω)
[
ρ0(

n

Ω
) + Ω−1ρ1(

n

Ω
) + Ω−2ρ2(

n

Ω
) + . . .

]
(6.37)
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gn = f(Ω)
[
γ0(

n

Ω
) + Ω−1γ1(

n

Ω
) + Ω−2γ2(

n

Ω
) + . . .

]
(6.38)

où ρ0, ρ1, . . . et γ0, γ1, . . . sont des fonctions de n/Ω et qui sinon ne dépend pas de Ω.

Si rn et gn ne peuvent pas être exprimés sous cette forme-là, la méthode systématique de

développement n'est pas applicable.

Supposons que le paramètre Ω existe et que la probabilité pn atteint un pic aigü pour une

valeur macroscopique Ωφ(t) (la solution déterministe) et a une amplitude d'ordre Ω1/2. On

pose alors que

n = Ωφ(t) + Ω1/2ξ (6.39)

où φ(t) est une fonction déterministe et ξ est une nouvelle variable aléatoire qui va décrire les

�uctuations de n. La probabilité pn est maintenant écrite comme une fonction de ξ

pn(t) = Π(ξ, t) (6.40)

L'étape suivante consiste à transformer l'équation (6.12) décrivant l'évolution de proba-

bilité pn d'observer n éléments à l'instant t en probabilité Π d'observer ξ à l'instant t, en

remplaçant au même temps n par (6.39). Il faut d'abord transformer opérateurs E et E−1

(6.11) appliqués à une fonction de n en des opérateurs agissant sur une fonction de ξ.

L'opérateur E (6.11) appliqué à une fonction transforme n en n+ 1 et alors via la relation

n = Ωφ(t) + Ω1/2ξ, ξ est transformé en ξ + Ω−1/2. Par analogie, l'opérateur E−1 appliqué à

une fonction transforme n en n+ 1 et ξ en ξ − Ω−1/2. En e�et n+ 1 = Ωφ(t) + Ω1/2ξ + 1 =

Ωφ(t) + Ω1/2(ξ + Ω−1/2) et n − 1 = Ωφ(t) + Ω1/2(ξ − Ω−1/2). En faisant maintenant le

développement de Ef(ξ) et E−1f(ξ) au voisinage de ξ on obtient

Ef(ξ) = f(ξ + Ω−1/2) = f(ξ) + Ω−1/2∂f

∂ξ
+

1

2
Ω−1∂

2f

∂ξ2
+ . . .

E−1f(ξ) = f(ξ − Ω−1/2) = f(ξ)− Ω−1/2∂f

∂ξ
+

1

2
Ω−1∂

2f

∂ξ2
− . . .

De cette manière on obtient les opérateurs suivants

Eξ = 1 + Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
+ . . . , E−1

ξ = 1− Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
− . . . (6.41)
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La dérivée ṗn par rapport à t dans (6.12) calculée à partir de l'équation (6.40) est

d

dt
pn(t) =

∂Π

∂ξ

dξ

dt
+
∂Π

∂t

En prenant dans ce calcul n constant (�xé) dξ/dt = −Ω1/2dφ/dt d'où on obtient que

ṗn =
∂Π

∂t
− Ω1/2dφ

dt

∂Π

∂ξ
(6.42)

Dans la partie droite de l'équation (6.12) n est remplacé par l'expression (6.39), pn par Π

(6.40) et les operateurs E,E−1 (6.11) par Eξ et E−1
ξ (6.41) dé�nis ci-dessus.

∂Π

∂t
− Ω1/2dφ

dt

∂Π

∂ξ
= (Eξ − 1)r(Ωφ+ Ω1/2)Π(ξ, t) + (E−1

ξ − 1)g(Ωφ+ Ω1/2)Π(ξ, t) (6.43)

L'identi�cation des termes avec Ω1/2 et Ω0 dans la dernière équation permet de trouver la solu-

tion de φ(t) et Π(ξ, t) respectivement. En e�et dans le développement systématique l'équation

(6.43) est écrite d'abord à l'aide de conditions (6.37) et (6.38)

∂Π

∂t
− Ω1/2dφ

dt

∂Π

∂ξ
(6.44)

= f(Ω)(Eξ − 1)
[
ρ0(φ+ Ω−1/2ξ) + Ω−1ρ1(φ+ Ω−1/2ξ) + . . .

]
Π(ξ, t)

+ f(Ω)(E−1
ξ − 1)

[
γ0(φ+ Ω−1/2ξ) + Ω−1γ1(φ+ Ω−1/2ξ) + . . .

]
Π(ξ, t)

Ensuite chaque fonction ρ0, ρ1, . . . et γ0, γ1, . . . d'argument φ + Ω−1/2ξ est approchée par le

développement de Taylor au voisinage de φ. La démonstration se trouve en annexe (IV).

Finalement le développement systématique de l'équation maîtresse d'un PNM est

∂Π

∂τ
− Ω1/2dφ

dτ

∂Π

∂ξ
(6.45)

= Ω1/2(ρ0(φ)− γ0(φ))
∂Π

∂ξ
+

1

2!
Ω0(ρ0(φ) + γ0(φ))

∂2Π

∂ξ2
+

1

3!
Ω−1/2(ρ0(φ)− γ0(φ))

∂3Π

∂ξ3

+ Ω0(ρ′0(φ)− γ′0(φ))
∂

∂ξ
ξΠ +

1

2!
Ω−1/2(ρ′0(φ) + γ′0(φ))

∂2

∂ξ2
ξΠ + Ω−1/2(ρ′′0(φ)− γ′′0 (φ))

∂

∂ξ
ξ2Π

+ Ω−1/2(ρ1(φ)− γ1(φ))
∂Π

∂ξ
+ o(Ω−1)

En prenant φ comme une solution de

dφ

dτ
= γ0(φ)− ρ0(φ) (6.46)
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avec une condition initiale φ(0) = y0/Ω correspondant à pn(0) = δ(Y − y0), les deux termes

d'ordre Ω1/2 s'annulent. La solution stationnaire φ s'obtient comme la racine de ρ0(φ) −

γ0(φ) = 0 et il est possible que cette solution ne soit pas unique. En ignorant les autres

termes, les termes d'ordre Ω0 donnent

∂Π(ξ, τ)

∂τ
= (ρ′0(φ)− γ′0(φ))

∂

∂ξ
(ξΠ) +

1

2!
(ρ0(φ) + γ0(φ))

∂2Π

∂ξ2
(6.47)

qui est une équation de Fokker-Planck très particulière car sa solution stationnaire est gaus-

sienne si (ρ′0(φ)−γ′0(φ)) > 0. Les moments de Π sont obtenus en multipliant l'équation (6.47)

par ξ est ξ2

d 〈ξ〉
dτ

= −(ρ′0(φ)− γ′0(φ)) 〈ξ〉 (6.48)

d
〈
ξ2
〉

dτ
= 2(ρ′0(φ)− γ′0(φ))

〈
ξ2
〉

+ (ρ0(φ) + γ0(φ)) (6.49)

La variance
〈〈
ξ2
〉〉

satisfait la même équation que le deuxième moment
〈
ξ2
〉
. En e�et la

condition initiale pn(0) est une mesure de Dirac les �uctuations initiales sont alors nulles

donc

〈ξ〉0 =
〈
ξ2
〉

0
=
〈〈
ξ2
〉〉

0
= 0

Pour obtenir la solution de l'équation maîtresse il faut d'abord trouver la solution φ(τ |y0) de

l'équation (6.46) puis les solutions de (6.48) et (6.49) avec φ(τ |y0). La solution de l'équation

maîtresse du processus de naissance et de mort Y est ainsi approchée par une gaussienne avec

la moyenne 〈Y 〉τ = Ωφ(τ |y0) + Ω1/2 〈ξ〉τ et la variance
〈〈
Y 2
〉〉
τ

= Ω
〈〈
ξ2
〉〉
τ
.

6.5 Modèle SIS avec la population de taille constante.

La méthode de développement de l'équation maîtresse est appliquée à un modèle de trans-

mission d'un maladie dans une population de taille constante où il y a seulement deux types

de sujets : susceptibles et infectés.
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6.5.1 Modèle SIS déterministe

Prenons d'abord le modèle SIS déterministe avec taille constante de la population tel que

présenté par Allen and Burgin (2000) :

S(t+ ∆t) = S(t)[1− λ(t)∆t] + (β∆t+ γ∆t)I(t), (6.50)

I(t+ ∆t) = I(t)[1− β∆t− γ∆t] + λ(t)∆tI(t), (6.51)

où S, décrit le processus du nombre de sujets susceptibles et I le processus de nombre du sujets

infectés. ∆t est un intervalle de temps �xe, S(0) > 0, I(0) > 0 et S(0)+I(0) = S(t)+I(t) = N .

λ est la force d'infection donnée par λ = α
N(t)I(t) où α est un taux de contact, β∆t est un

taux de naissance ou de décès. Finalement γ∆t est le taux de guérison (la proportion de sujets

guérissant dans la période ∆t).

Ce modèle peut être écrit comme le système d'équations di�érentielles

dS

dt
= −λ(t)S(t) + (β + γ)I(t) (6.52)

dI

dt
= λ(t)S(t)− (β + γ)I(t) (6.53)

Le taux de naissance et le taux de guérison apparaissent uniquement dans la somme désormais

on note β := β+ γ. Puisque la somme des deux processus est constante S(t) + I(t) = N nous

pouvons décrire le modèle avec une seule équation

dI

dt
=
α

N
(N − I)I − βI (6.54)

dont la solution avec la condition initiale I(0) = I0 est

I(t) =
α− β

α
N +

α−β− α
N
I0

I0
e−(α−β)t

(6.55)

6.5.2 Modèle SIS stochastique

Le modèle SIS stochastique avec une taille de population constante présenté ici est tel

que abordé par Allen and Burgin (2000). C'est un modèle SIS stochastique à temps discret

formulé comme une chaîne de Markov. pi(t) = Pr(It = i) est la probabilité que la variable
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aléatoire It prenne la valeur i et les probabilités de transitions sont les suivantes

Pr(It+∆t = i+ 1 | It = i) =
α

N
i(N − i)∆t (6.56)

Pr(It+∆t = i− 1 | It = i) = βi∆t (6.57)

Le probabilités pi(t) satisfont l'équation aux di�érences

pi(t+ ∆t) = (6.58)

=
α

N
(i− 1) (N − (i− 1)) ∆tpi−1(t) + β(i+ 1)∆tpi+1(t)

+
(

1− α

N
i(N − i)∆t− βi∆t

)
pi(t),

p0(t+ ∆t) = p0(t), (6.59)

Quand ∆t tends vers zéro (∆t → 0) la dérivée par rapport au temps de pi est ṗi(t) =

limδt→0
pin(t+∆t)−pin(t)

∆t alors l'équation aux di�érences peut s'écrire comme l'équation di�é-

rentielle

ṗi(t) =
α

N
(i− 1) (N − (i− 1)) pi−1(t) + β(i+ 1)pi+1(t) (6.60)

−
( α
N
i(N − i) + βi

)
pi(t),

A l'aide des opérateurs Ei et E−1
i dé�nis auparavant l'équation (6.60) s'écrit comme

ṗi(t) = (E−1
i − 1)

α

N
i(N − i)pi(t) + (Ei − 1)βipi(t), (6.61)

Comme nous pouvons le constater, la probabilité de transition dans l'équation (6.56)

est non linéaire. Pour trouver la solution de pi(t) on utilise la méthode de développement

de l'équation maîtresse. Posons dans l'équation (6.61) la taille du système Ω = N et i =

Ωφ + Ω1/2ξ et pi(t) = Π(ξ, t) et , puis remplaçons les opérateurs Ei et E−1
i par Eξ et E−1

ξ .

Avec la relation ṗi(t) = ∂Π
∂t − Ω1/2 dφ

dt
∂Π
∂ξ on obtient

∂Π

∂t
− Ω1/2dφ

dt

∂Π

∂ξ
(6.62)

= (E−1
ξ − 1)

α

Ω
(Ωφ+ Ω1/2ξ)(Ω− Ωφ+ Ω1/2ξ)Π(ξ, t)

+(Eξ − 1)β(Ωφ+ Ω1/2ξ)Π(ξ, t)
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L'étape suivante consiste à utiliser la forme di�érentielle des opérateurs Eξ et E−1
ξ , puis à

identi�er les termes avec Ω1/2 pour trouver la solution φ et les termes avec Ω0 pour trouver

la solution Π(ξ, t) . On obtient donc la solution φ avec

dφ

dt
= −αφ2(t)− (β − α)φ(t) (6.63)

Pour la solution Π(ξ, t) on obtient de l'équation suivante :

∂Π

∂t
= −(−2αφ(t)− (β − α))

∂

∂ξ
(ξΠ) (6.64)

+
1

2
(−αφ2(t) + (β + α)φ(t))

∂2Π

∂ξ2

L'équation (6.64) a la forme de l'équation de Fokker-Planck linéaire (Cf. van Kampen(1997/2007)),

dans l'état stationnaire la solution Π(ξ, t) est donc gaussienne si (α > β). Pour déterminer la

forme exacte de cette gaussienne il faut encore trouver sa moyenne et sa variance. La moyenne

est la solution de

d 〈ξ〉
dt

= (−2 ∗ αφ(t)− (β − α)) 〈ξ〉 (6.65)

mais avec la condition initiale 〈ξ〉0 = 0 la moyenne est égale 〈ξ〉 = 0

La variance de ξ, notée
〈
ξ2
〉
car elle est égale au moment d'ordre 2, est la solution de l'équation

inhomogéne du 1er ordre :

d
〈
ξ2
〉

dt
= (−4αφ(t)− 2(β − α))

〈
ξ2
〉

+ (−αφ2(t) + (β + α)φ(t)) (6.66)

Ainsi ξ suit une loi gaussienne ξ ∼ N (0,
〈
ξ2
〉
) et i ∼ N (Ωφ,Ω

〈
ξ2
〉
). Puisque i = Ωφ+ Ω1/2ξ

où φ est déterministe et ξ est aléatoire l'espérance de i est égale Ωφ et sa variance Ω
〈
ξ2
〉
.

6.6 Modèle pour décrire les données

Soit Xt le processus de nombre de sujets infectés, α un taux de contact, β∆t un taux de

naissance ou de décès combiné avec un taux de guérison.
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6.6.1 Modèle déterminé par le développement de l'équation maîtresse

(M)

Soit x = (xj)j=1...J sont les nombres de sujets infectés observés aux instantes de temps

(t1, . . . , tJ)

xj = Ωφθ(tj) + Ω1/2ξj (6.67)

ξj ∼ N
(
0,
〈
ξ2
〉
θ

(tj)
)

(6.68)

où θ = (α, β) et un vecteur de paramètres, φθ et
〈
ξ2
〉
θ
sont les fonctions non linéaires dé�nies

comme des solutions des équations di�érentielles suivantes

dφθ
dt

= −αφ2
θ(t)− (β − α)φθ(t) (6.69)

φθ(t0) = φ0 (6.70)

d
〈
ξ2
〉
θ

dt
= (−4αφθ(t)− 2(β − α))

〈
ξ2
〉
θ

(6.71)

+ (−αφ2
θ(t) + (β + α)φθ(t))〈

ξ2
〉
θ

(t0) = 0 (6.72)

Supposons que :

xj ∼ N
(
Ωφθ(tj),Ω

〈
ξ2
〉
θ

(φθ(tj), tj)
)

(6.73)

Alors la contribution de xj observé à l'instant tj à la vraisemblance est

Vθ(xj) =
1√

2πΩ 〈ξ2〉θ (φθ(tj), tj)
exp

{
(xj − Ωφθ(tj))

2

2Ω 〈ξ2〉θ (φθ(tj), tj)

}
(6.74)

où φθ(tj) est la solution de l'équation (6.69) avec la condition initiale φ0 =
xj−1

Ω (la condition

initiale est construite à partir de l'observation précédente)

Pour alléger l'écriture je note
〈
ξ2
〉

= v où vi signi�e vj = v(φj , tj) et φj = φ(tj) étant les

solutions obtenues du développement de l'équation maîtresse. Les paramètres α, β et i0 sont

notés θ = (θ1, θ2, θ3). Le modèle (M) suppose que la loi des e�ectifs xj observés aux instants

ti pour j = 1, . . . , J est Xj ∼ N (Ωφj ; Ωvj)
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La contribution Vj de la jème observation à la vraisemblance est alors

Vj =
1√

2πΩvj
exp

{
−(xj − Ωφj)

2

2Ωvj

}
(6.75)

lnVj = −1

2
ln(2πΩ)− 1

2
ln vj −

(xj − Ωφj)
2

2Ωvj

et donc la logvraisemblance l a l'expression

l =
∑

lnVj = −J
2

ln(2πΩ)− 1

2

J∑
i=1

ln vj −
1

2Ω

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
2

vj

La dérivée de la logvraisemblance où k = 1, 2, 3

dl

dθk
= −1

2

J∑
i=1

1

vj

dv

dθk
+

J∑
i=1

(xj − Ωφj)
dφ
dθk

vj
+

1

2Ω

J∑
i=1

(xj − Ωφj)
2 dv
dθk

v2
j

La dérivée seconde de la logvraisemblance où k, l = 1, 2, 3

d2l

dθldθk
= −1

2

J∑
i=1

d2v
dθldθk

vj
+

1

2

J∑
j=1

dv
dθl

dv
dθk

v2
j

− Ω
J∑
j=1

dφ
dθl

dφ
dθk

vj

+
J∑
j=1

(xj − Ωφj)
d2φ
dθldθk

vj
−

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
dφ
dθl

dv
dθk

v2
j

−
J∑
j=1

(xj − Ωφj)
dφ
dθl

dv
dθk

v4
j

+
1

2Ω

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
2 d2v
dθldθk

v2
j

− 1

Ω

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
2 dφ
dθl

dv
dθk

v3
j

L'information de Fisher s'obtient comme l'opposé de l'espérance de la dérivée seconde de

la log vraisemblance : −E( d2l
dθldθk

). Les termes avec (xj −Ωφj) dans la dérivée seconde dans le

calcul de l'information de Fisher s'annulent E(xj − Ωφj) = 0 car E(xj) = Ωφj et les termes

avec (xj−Ωφj)
2 sont modi�és car E(xj−Ωφj)

2 est la variance de xj qui vaut vj . On obtient

Ikl(θ) = (
1

2
− 1

2Ω
)

J∑
j=1

d2v
dθldθk

vi
+ (

1

Ω
− 1

2
)

J∑
j=1

dv
dθl

dv
dθk

v2
j

+ Ω

J∑
j=1

dφ
dθl

dφ
dθk

vj
(6.76)

Le modèle (M) sera utilisé concurremment à un modèle (S) décrit par une seule équation

di�érentielle avec une erreur résiduelle normale, de moyenne 0 et la variance σ2 constante

pour tous temps, décrit ci-dessous.
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6.6.2 Modèle simple (S)

Soit x = (xj)j=1...J sont les nombres de sujets infectés observés aux instantes de temps

(t1, . . . , tJ)

xj = Iθ(t) + εj (6.77)

εj ∼ N (0, σ2) (6.78)

où θ = (α, β) et un vecteur de paramètres, Iθ(t) est une fonctions non linéaires dé�nie comme

la solution d'équations di�érentielle suivante

dIθ
dt

=
α

N
(N − Iθ)Iθ − βIθ (6.79)

Iθ(t0) = I0 (6.80)

Supposons que :

xj ∼ N
(
Iθ(tj), σ

2
)

(6.81)

avec la contribution de xj observé à l'instant tj à la vraisemblance donnée par

Vθ(xj) =
1√

2πσ2
exp

{
(xj − Iθ(tj))2

2σ2

}
(6.82)

où Iθ(tj) est la solution de l'équation (6.79) avec la condition initiale I0 = xj−1 (la condition

initiale est construite à partir de l'observation précédente). Compte tenu de la relation I(tj) =

Ωφj on peut écrire Xj ∼ N (Ωφj ;σ
2) pour pouvoir utiliser une partie des résultats obtenu

pour le modèle (M). Les paramètres de ce modèle α, β, i0 et σ2 sont notés analogiquement

θ = (θ1, θ2, θ3, θ4).

La contribution Vj de la jème e�ective à la vraisemblance avec une écriture plus légère est

Vj =
1√

2πσ2
exp

{
−(xj − Ωφj)

2

2σ2

}
(6.83)

lnVj = −1

2
ln(2π)− 1

2
lnσ2 − (xj − Ωφj)

2

2σ2

et donc la logvraisemblance l est
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l =
∑

lnVj = −J
2

ln(2π)− J

2
lnσ2 − 1

2σ2

J∑
i=1

(xj − Ωφj)
2

La dérivée de la logvraisemblance par rapport à trois premiers paramètres k = 1, 2, 3

dl

dθk
=

Ω

σ2

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
dφ

dθk

La dérivée de la logvraisemblance par rapport σ2

dl

dσ2
= −J

2

1

σ2
+

1

2σ4

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
2

La dérivée seconde de la logvraisemblance où k, l = 1, 2, 3

d2l

dθkdθl
= −Ω2

σ2

J∑
j=1

dφ

dθk

dφ

dθl
+

Ω

σ2

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
d2φ

dθkdθl

La dérivée seconde de la logvraisemblance par rapport σ2 et θk où k = 1, 2, 3

d2l

dσ2dθk
= − Ω

σ4

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
dφ

dθk

La dérivée seconde de la logvraisemblance par rapport σ2

d2l

dσ4
=
J

2

1

σ4
− 1

σ6

J∑
j=1

(xj − Ωφj)
2

L'information de Fisher pour k, l = 1, 2, 3 est

Ikl(θ) = −E
(

d2l

dθkdθl

)
=

Ω2

σ2

J∑
j=1

dφ

dθk

dφ

dθl

L'information de Fisher pour l = 4 (σ2) et θk où k = 1, 2, 3 est

Ikl(θ) = −E
(

d2l

dθkdσ2

)
= 0 (6.84)

et �nalement l'information de Fisher pour k = 4 et l = 4

Ikl(θ) = −E
(
d2l

dσ4

)
=

J

2σ4
(6.85)
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6.7 Estimation par maximum de vraisemblance

6.7.1 Estimation des paramètres

Pour les valeurs observées x = (xj)j=1...J des nombres de sujets infectés aux instantes de

temps (t1, . . . , tJ) on veut estimer les paramètres θ = (α, β) et aussi la valeur initiale x0 qui

n'est pas observée ainsi que la valeur σ2 dans le modèle simple (S). Dans l'estimation nous

utilisons la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour trouver les valeurs de θ̂ = (α̂, β̂) et x̂0 qui maximisent la log-vraisemblance dans le

cas du modèle (M)

(θ̂, x̂0) = arg

{
max
θ,x0

log V
(
x1:J ; θ, x0, {φθ(tj)}Jj=1 ,

{〈
ξ2
〉
θ

(tj)
}J
j=1

)}
et les valeurs de θ̂ = (α̂, β̂), σ̂2 et x̂0 qui maximisent la log-vraisemblance du modèle simple

(S)

(θ̂, σ̂2, x̂0) = arg

{
max
θ,σ2,x0

log V
(
x1:J ; θ, σ2, x0, {Iθ(tj)}Jj=1

)}

6.7.2 Estimation de la variance asymptotique

6.7.2.1 Estimation à partir de la matrice hessienne

Pour obtenir l'estimation de la variance asymptotique on peut calculer le hessien Ĥ de la

log-vraisemblance en valeurs de paramètres estimés. L'information de Fisher est ainsi appro-

chée par

Îkl ≈ −Ĥkl (6.86)

d'où la variance asymptotique est calculée comme

σ̂2 = Î−1
kl /J (6.87)

6.7.2.2 Estimation à partir de la matrice d'Information de Fisher

L'estimation de la variance asymptotique on peut calculer comme l'inverse de la matrice

d'Information de Fisher calculée directement. Pour calculer l'information de Fisher (équa-

tions ((6.76), (6.84) et (6.85)) ) il faut calculer les dérivées : d2v
dθldθl

, dv
dθk

et dφ
dθk

en valeurs des



6.7. ESTIMATION PAR MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 97

paramètres estimés pour le modèle (M) et dφ
dθk

pour le modèle (S). Cela nous pouvant faire

en approchant les dérivées par hessien et gradient numériques de φ et v. Une autre idée est

d'écrire un système d'équations di�érentielles contenant les équations pour ces dérivées (Ram-

say2007 les appelle : sensitivity di�erential equations)à partir de système de deux équations

di�érentielles pour φ est
〈
ξ2
〉
(maintenant noté v), puis les résoudre numériquement.

6.7.2.3 Sensitivity Di�erential Equations

Ecrivons le système des équations pour φ et v de manier générale comme


dφ
dt = f(φ, θ)

dv
dt = h(v, φ, θ)

où v = v(φ, θ) est fonction de φ et θ. En dérivant chaque équation par rapport au θk on

obtient

d

dt

(
dφ

dθk

)
=
∂f

∂φ

dφ

dθk
+
∂f

∂θk
(6.88)

Avec les conditions initiales dφ
dθk
|t=0 = 0 pour k = 1, 2 et dφ

dθk
|t=0 = 1

Ω pour k = 3 (c-à-d,

dφ
dα |t=0 = 0, dφdβ |t=0 = 0 et dφ

di0
|t=0 = 1

Ω)

d

dt

(
d2φ

dθkdθl

)
=
∂2f

∂φ2

dφ

dθk

dφ

dθl
+

∂2f

∂θl∂φ

dφ

dθk
+
∂f

∂φ

d2φ

dθkdθl
+

∂2f

∂φ∂θk

dφ

dθl
+

∂2f

∂θk∂θl
(6.89)

Avec les condition initiales pour les dérivées secondes d2φ
dθkdθl

|t=0 = 0

d

dt

(
dv

dθk

)
=
∂h

∂v

dv

dθk
+
∂h

∂φ

dφ

dθk
+
∂h

∂θk
(6.90)

Les conditions initiales étant dv
dθk
|t=0 = 0 pour k = 1, 2, 3

d

dt

(
d2v

dθkdθl

)
=

∂2h

∂v2

dv

dθk

dv

dθl
+

∂2h

∂φ∂v

dφ

dθl

dv

dθk
+

∂2h

∂θl∂v

dv

dθk
+
∂h

∂v

d2v

dθkdθl
+

∂2h

∂v∂φ

dv

dθl

dφ

dθk
+
∂2h

∂φ2

dφ

dθk

dφ

dθl

+
∂2h

∂θl∂φ

dφ

dθk
+
∂h

∂φ

d2φ

dθkdθl
+

∂2h

∂v∂θk

dv

dθl
+

∂2h

∂φ∂θk

dφ

dθl
+

∂2h

∂θk∂θl
(6.91)



98 CHAPITRE 6. MATÉRIEL ET MÉTHODES

En tenant compte de forme de fonctions f et h : f(φ, θ = (α, β, i0)) = −αφ2 + (α − β)φ et

h(v, φ, θ = (α, β, i0)) = −4αφv + 2(α − β)v − αφ2 + (α + β)φ respectivement, les dérivées

partielles dans les équations (6.88)-(6.91) sont résumées dans la table 6.1.

Table 6.1: Les dérivées partielles

∂f
∂φ = −2αφ− β + α ∂2f

∂φ2 = −2α ∂2f
∂α∂φ = −2φ+ 1 ∂2f

∂β∂φ = −1 ∂2f
∂i0∂φ

= 0

∂f
∂α = −φ2 + φ ∂2f

∂α2 = 0 ∂f
∂β = −φ ∂2f

∂β2 = 0

∂f
∂i0

= 0 ∂2f
∂i20

= 0 ∂2f
∂α∂β = 0 ∂2f

∂α∂i0
= 0 ∂2f

∂β∂i0
= 0

∂h
∂v = −4αφ− 2β + 2α ∂2h

∂v2 = 0 ∂2h
∂α∂v = −4φ+ 2 ∂2h

∂β∂v = −2 ∂2h
∂i0∂v

= 0

∂h
∂φ = −4αv − 2αφ+ β + α ∂2h

∂φ2 = −2α ∂2h
∂φ∂v = −4α

∂h
∂α = −4φv + 2v − φ2 + φ ∂2h

∂α2 = 0 ∂2h
∂α∂φ = −4v − 2φ+ 1 ∂2h

∂β∂φ = 1 ∂2h
∂i0∂φ

= 0

∂h
∂β = −2v + φ ∂2h

∂β2 = 0 ∂h
∂i0

= 0 ∂2h
∂i20

= 0

∂2h
∂α∂β = 0 ∂2h

∂α∂i0
= 0 ∂2h

∂β∂i0
= 0

6.7.2.4 Estimation de la variance de R0

Puisque le taux de reproduction R0 n'apparaît pas explicitement dans les vraisemblances

du modèle (M) et (S), son estimateur (plug-in) est calculé comme le rapport des estimateurs

de α et β. La variance de R0 est calculée via la delta méthode (Casella and Berger, 2002).

var(R̂0) = var

(
α̂

β̂

)
=

(
1

β̂

)2

var(α̂) +

(
α̂

β̂2

)2

var(β̂)− 2
α̂

β̂3
cov(α̂, β̂) (6.92)



6.8 Estimation bayésienne

Pour décrire les données x = (xj)j=1...J , réalisation du processus Xt de nombre de sujets

infectés (avec α un taux de contact et β un taux de guérison (confondu avec des naissances

ou des décès)), observées aux instants de temps (t1, . . . , tJ), les deux modèles sont utilisés.

Le premier déterminé par le développement de l'équation maîtresse (M) est décrit dans la

section (6.6.1) avec la vraisemblance (6.75) et le second le modèle simple (S) décrit dans la

section (6.6.2) avec la vraisemblance (6.75). Les paramètres du modèle (M) sont θ = (α, β, i0)

et ceux du modèle (S) θ = (α, β, i0, σ
2). Dans le cadre bayésien les paramètres sont supposés

aléatoires et une loi a priori est associée à chaque paramètre. Soit π(θ) la loi a priori de θ. La

loi a posteriori π(θ|x) s'obtient par application du théorème de Bayes.

π(θ|x) ∝ Vθ(x)π(θ) (6.93)

où Vθ(x) est la vraisemblance du modèle.

6.8.1 Estimation des paramètres

La solution de l'inférence bayésienne est la loi a posteriori π(θ|x). Dans l'analyse des

modèles (M) et (S), l'estimateur de θ est choisi comme minimisant l'erreur quadratique sous

la loi jointe π(θ, x) de θ et x

θ̂(x) = arg

{
min
θ
Eπ(θ,x)

[
(θ − θ̂(x))2

]}
= Eπ(θ|x)(θ) (6.94)

où l'espérance a posteriori Eπ(θ|x)(θ) est donnée par l'intégrale suivante

Eπ(θ|x)(θ) =

∫
θπ(θ|x)dθ (6.95)

Les di�érentes méthodes d'estimation des espérances a posteriori ainsi que des variances

99
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de ces estimations sont présentées dans la première partie du manuscrit.

7 Résultats

Les résultats du modèle SIS (susceptible - infecté - susceptible) sont présentés soit dans la

version déterministe, soit dans la version stochastique via la méthode du développement. Les

deux modèles sont utilisés pour décrire le nombre de sujets infectés dans une population de

taille constante. Le processus SIS est présenté sous la forme d'un processus de naissance et

de mort où les taux d'apparitions de nouveaux cas infectés sont une fonction non linéaire des

e�ectifs de sujets infectés. La méthode de développement de van Kampen est utilisée pour

déterminer la moyenne et la variance du processus.

Dans un premier temps, les résultats du développement et la solution déterministe sont

comparés aux simulations du PNM générés selon les probabilités de transition. Puis les deux

modèles de régression sont construits à partir du modèle déterministe et du modèle stochas-

tique. Une étude de simulations est alors mise en place pour étudier les propriétés des esti-

mateurs des paramètres sous ces deux modèles. Les données utilisées dans les estimations ont

été simulées à partir du PNM. Deux types d'inférences ont été e�ectués : fréquentiste et bayé-

sienne. Pour accélérer les calculs des estimations bayésiennes, la méthode de l'échantillonnage

préférentiel a été utilisée.

7.1 Modélisation

Nous pouvons tout d'abord remarquer que la solution déterministe I(t) est égale à l'es-

pérance du processus des sujets infectés Nφ(t). Le nombre moyen de sujets infectés dans

l'état stationnaire est alors celui pour lequel les dérivées (6.54) et (6.63) s'annulent. Les deux

solutions stationnaires possibles sont : Is = 0 et Is = N(1 − β/α). Pour une valeur initiale



7.1. MODÉLISATION 101

I(0) = i0 strictement positive, la solution générale de (6.54) ou (6.63) est non nulle (cf. équa-

tion (6.55)). Si α > β, la solution converge vers l'état stationnaire non-nul I = N(1 − β/α)

et si α < β, vers la solution nulle I = 0. L'approximation de la probabilité stationnaire Πs

est gaussienne si α > β. Seuls les cas pour lesquels α > β seront étudiés. Cette condition

correspond de plus au cas où le taux de reproduction R0 est supérieur à 1. Il s'agit d'un para-

mètre qui pour le modèle SIS est R0 = α
β (Allen and Burgin, 2000; Anderson and May, 1992)

et qui, par dé�nition, représente le nombre de cas secondaires d'infectés produit par un sujet

infecté introduit dans une population des susceptibles pendant toute la durée de sa période

infectieuse (Cf. par exemple Diekmann et al., 1990). Ainsi, si R0 > 1 l'infection persiste et

si R0 < 1, elle s'éteint. La valeur R0 = 1 constitue une zone critique pour l'évolution de la

maladie car soit elle disparaît soit elle devient pandémique.

Dans le modèle SIS, la zone critique correspond aux valeurs α et β proches : α ≈ β.

Même si R0 > 1, et donc α > β, l'extinction de la maladie est toujours possible dans le

modèle SIS stochastique dé�nit comme un PNM. En e�et, la probabilité d'extinction précoce

peut être importante, selon le choix des paramètres α et β et la valeur initiale I(0) = i0, car

elle vaut (βα)i0 (Allen and Burgin, 2000; Van Kampen, 2007). L'objectif est de comparer les

réalisations des processus stochastiques obtenues via des simulations avec les résultats obtenus

à partir du développement de l'équation maîtresse. Pour cela, 1000 trajectoires des processus

ont été générées selon l'algorithme de Gillespie (1977) avec les probabilités de transition (6.56)

et (6.57) avec un incrément de temps ∆t suivant une loi exponentielle de paramètre égal à

la somme des taux du modèle. La moyenne et la variance des trajectoires persistantes (cas

endémique) ont été comparées à l'espérance et la variance déduites par le développement de

l'équation maîtresse Ωφ et Ω
〈
ξ2
〉
(Cf. (6.63) et (6.66) respectivement).

Les paramètres α et β ont été choisis de manière à respecter la condition de normalité

de la loi stationnaire du processus des infectés et de manière à correspondre aux di�érentes

niveaux de la solution stationnaire Is = N(1− β/α) : α = 1.2 avec β = 0.3 (Is = 25) ou avec

β = 0.6 (Is = 5) ou avec β = 0.9 (Is = 75). Le quatrième cas de paramétrisation est choisi

proche de la zone critique de l'évolution d'épidémie α ≈ β avec α = 1.2 et β = 1.1. Pour

obtenir les di�érentes probabilités d'extinction (βα)i0 , les valeurs initiales i0 du processus sont
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�xées à i0=1, 10, 25, 50, 75 et 99. La taille de la population a été �xée à N = 100 (N = Ω).

Les résultats sont présentés sur les graphiques (7.1), (7.2), (7.3), et (7.4). Les moyennes et

variances des trajectoires qui au bout d'un certain temps ont été absorbées par l'état zéro

(l'épidémie disparaît complètement de la population - à la �n de l'épidémie, la population

est constituée uniquement de sujets susceptibles) sont représentées sur les graphiques (16),

(17), (18) et (19) en annexe. La proportion de ces trajectoires respectent bien la probabilité

d'extinction (βα)i0 .
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Figure 7.1: α = 1.2, β = 0.3, non-extinction. Les graphiques correspondent aux valeurs
i0 = 1, 10, 25, 50, 75, 99. Les moyennes sont données sur les lignes impaires, les variances sur
les lignes paires
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Figure 7.2: α = 1.2, β = 0.6, non-extinction. Les graphiques correspondent aux valeurs
i0 = 1, 10, 25, 50, 75, 99. Les moyennes sont données sur les lignes impaires, les variances sur
les lignes paires
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Figure 7.3: α = 1.2, β = 0.9, non-extinction. Les graphiques correspondent aux valeurs
i0 = 1, 10, 25, 50, 75, 99. Les moyennes sont données sur les lignes impaires, les variances sur
les lignes paires
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Figure 7.4: α = 1.2, β = 1.1, non-extinction. Les graphiques correspondent aux valeurs
i0 = 1, 10, 25, 50, 75, 99. Les moyennes sont données sur les lignes impaires, les variances sur
les lignes paires
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7.2 Simulations

7.2.1 Choix des paramétrisations

Les valeurs des paramètres α, β et de la valeur initiale i0 = x0 déterminent l'état station-

naire (s) du processus ainsi que la durée de la phase évolutive (t) du processus avant qu'il

atteigne son régime stationnaire. Ainsi, pour une population de taille N = 100 constante,

trois niveaux di�érents de l'état stationnaire ont été choisis : s = 25, = 50 et s = 75 (ce qui

correspond à la situation où 25%, 50% et 75% de la population sont atteints par la maladie)

et également, trois durées de la phase évolutive (t) : t = 1, t = 5 et t = 20 (ce qui correspond

au cas où la maladie évolue dans la population soit assez rapidement (t = 1 an), en vitesse

moyenne (t = 5 ans) et lentement (t = 20 ans)). Les choix des paramétrisations pour α, β et

x0 correspondants aux di�érentes scénarios sont présentés dans le tableau (7.1).

Table 7.1: Pramétrisations pour α0, β0 et i0

i0 = 1 i0 = 10

t s # α0 β0 # α0 β0

1 25 1 34.8 26.1 10 24 18
50 2 20.4 10.2 11 15 7.5
75 3 14.4 3.6 12 12 3

5 25 4 6.8 5.1 13 4.8 3.6
50 5 4 2 14 3 1.5
75 6 2.8 0.7 15 2.4 0.6

20 25 7 1.6 1.2 16 1.2 0.9
50 8 1 0.5 17 0.8 0.4
75 9 0.72 0.18 18 0.6 0.15

7.2.2 Données simulées

S = 1000 jeux de données de n = 6 observations ont été simulés selon des processus de

Poisson, avec comme probabilités de transition g et r :

gt+∆t = Pr(Xt+∆t = x+ 1 | Xt = x) =
α

N
x(N − x)∆t (7.1)

rt+∆t = Pr(Xt+∆t = x− 1 | Xt = x) = βx∆t (7.2)
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où ∆t a été généré selon une loi exponentielle de paramètre gt + rt : ∆t ∼ Exp(gt + rt).

Ainsi, chaque jeu de données (xj)j=1...J est constitué des réalisations du processus de Poisson

aux instants équidistants (t1, . . . , tJ) préétablis. Trois situations sont envisagées selon que les

observations (xj)j=1...J proviennent des trois intervalles di�érents : [0, 0.5t], [0, t] et [t, 2t]. Dans

le premier cas, il s'agit d'observations provenant de la phase initiale d'évolution d'épidémie

(� early �), dans le deuxième cas de la phase entière d'évolution (� during �) et dans le

troisième cas du régime stationnaire (� after �). Les di�érents scénarios sont illustrés sur la

�gure (7.5).
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Figure 7.5: Les trois scénarios des simulations des données selon la phase : phase initiale
� early � (à gauche), phase évolutive � during � (au centre), phase stationnaire � after � (à
droit).

7.3 Résultats des estimations fréquentistes

Pour chaque jeu de données, les estimations des paramètres θ̂k et des variances asymp-

totiques correspondantes σ̂2
k ont été calculées numériquement pour les deux modèles (M)

et (S). Les valeurs maximisant la vraisemblance θ̂k sont calculées numériquement par la mé-

thode d'optimisation 1 sous contrainte 2 de Nelder-Mead (Nelder and Mead, 1965) implémen-

tée sous R. Dans la procédure d'optimisation, un solveur d'équations di�érentielles 3 est inclus

pour trouver les valeurs {φθ(tj)}Jj=1 ,
{〈
ξ2
〉
θ

(tj)
}J
j=1

dans le cas du modèle (M) et les valeurs

1. commande constrOptim

2. θ ∈ [0.001, N ]
3. package deSolve avec ode
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, {Iθ(tj)}Jj=1 dans le cas du modèle (S).

Pour obtenir l'estimation de la variance asymptotique, le hessien numérique Ĥ à été calculé

par di�érences �nies via un pas supplémentaire de la méthode numérique d'optimisation 4 L-

BFGS-B (Broyden, Fletcher, Goldfarb and Shanno avec des contraintes (Byrd et al., 1995)).

L'inverse de la matrice hessienne est calculé par la commande qr.solve sous R. Pour comparer

les deux modèles, les caractéristiques suivantes (table 7.2) des estimations ont été évaluées.

Table 7.2: MC Caractéristiques

MC mean θ̄ = 1
S

∑S
k=1 θ̂k MC sd

√
1

S−1

∑S
k=1 (θ̂k − θ̄)2

MC bias θ̄ − θ0 MC MSE 1
S

∑S
k=1 (θ̂k − θ0)2

MC relative bias θ̄−θ0
θ0

Mean of as. variances 1
S

∑S
k=1 σ̂

2
k

MC variance 1
S−1

∑S
k=1 (θ̂k − θ̄)2 Mean of as. sd 1

S

∑S
k=1 σ̂k

7.3.1 Problème calculatoire

La méthode d'optimisation avec contrainte a été utilisée pour assurer que l'algorithme

reste dans une certaine proximité de la solution théorique (valeurs �xées dans les simula-

tions). Le nombre d'itérations a été �xé à 1000 (500 par défaut de R) pour que l'algorithme

puisse atteindre sa convergence. Pour les valeurs des paramètres ainsi obtenues, les variances

asymptotiques sont ensuite calculées comme décrit dans la section (6.7.2). Cependant, bien

qu'il y ait eu diagnostic de convergence, certaines estimations de la variance asymptotique

étaient négatives. Ces cas ont été supprimés car ils correspondent à des solutions non-optimales

dans la recherche des maximas de la fonction de vraisemblance, matrice hessienne non dé-

�nie négative pour le maximum de vraisemblance. Seules les estimations pour lesquelles les

variances estimées étaient positives ont été analysées.

Les cas où l'algorithme a convergé vers des optima ne respectant pas les contraintes, ces

résultats ont été aussi exclus de l'analyse ne correspondant pas aux maximas recherchés.

4. commande optim
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Tous les résultats pour lesquels l'estimation de α a été plus petite que l'estimation de β sont

supprimés également.

Les nombres des estimations (parmi un total de 1000) retenues pour les analyses d'estima-

teurs des paramètres des deux modèles sont regroupés dans le tableau (7.3. Dans le tableau

sont aussi indiques les nombres des jeux de données pour lesquelles les estimations qui ont été

obtenues sous les deux modèles à la fois ((M)∩(S)).

Les nombres de cas �nalement utilisés en fonction des di�érentes causes d'élimination

sont présentés dans le tableau (12) en annexe. Dans la quasi-totalité des cas, l'algorithme

d'optimisation satisfait son critère de convergence. Les variances négatives signi�ent que le

résultat trouvé par l'algorithme n'est pas une vraie solution de maximum de vraisemblance, ou

bien qu'il s'agit d'un problème de mauvais conditionnement de la fonction de vraisemblance.

En e�et, si la surface de la vraisemblance au voisinage de la vraie solution a une courbure très

faible, le diagnostic de convergence est satisfait sans que le maximum soit réellement atteint.

Les résultats réalisant les contraintes peuvent indiquer un maximum local qui n'est pas

une solution recherchée. Il a été décidé que l'investigation détaillée de ces cas ne rentrait pas

dans le cadre de ce travail de thèse.

Des solutions à ce problème d'estimation existent aussi avec les vraisemblances pénalisées

(Ramsay et al., 2007) qui font un arbitrage entre le biais et la variance mais leur application

n'a pas été envisagée ici. Une solution alternative avec les méthodes bayésiennes est étudiée

plus loin pour une partie des paramétrisations.

Les estimations des variances asymptotiques obtenues via l'inverse de la matrice d'infor-

mation de Fisher (Cf. section (6.7.2.2)) ont été encore plus souvent négatives. Pour calculer

l'information de Fisher, il faut approcher numériquement les espérances des dérivées des solu-

tions des équations numériques par rapport aux paramètres. Il faut alors calculer des gradients

numériques ou résoudre - toujours numériquement - un système d'équations di�érentielles

(comme décrit par Sensitivity Di�erential Equations) qui est assez compliqué. Dans les deux

cas, le cumul des erreurs numériques peut amener à des résultats incohérents avec encore



7.3. RÉSULTATS DES ESTIMATIONS FRÉQUENTISTES 111

des variances négatives. L'estimation de la variance asymptotique par le hessien numérique

(section 6.7.2) paraît être une solution plus simple du point de vue calculatoire.

Table 7.3: Le nombre d'estimations � utilisables �

Phase : � early � � during � � after �

# Modèle : (M) (S) (M)∩(S) (M) (S) (M)∩(S) (M) (S) (M)∩(S)

1 617 389 228 621 478 372 205 223 82
2 471 774 392 767 897 698 408 359 168
3 260 724 223 850 961 818 410 420 181
4 682 708 491 675 731 497 374 363 139
5 534 770 443 813 880 728 397 384 164
6 248 695 214 912 974 895 412 422 177
7 699 728 516 691 675 479 387 355 133
8 523 756 420 888 887 795 381 318 140
9 268 729 244 956 932 893 388 367 145
10 664 340 249 577 405 317 243 331 124
11 569 812 488 819 802 664 415 320 157
12 501 891 477 892 912 814 448 496 230
13 705 633 491 686 658 483 406 405 165
14 590 798 496 842 779 669 361 398 144
15 542 858 495 948 941 892 423 436 184
16 717 630 483 640 358 247 334 246 80
17 658 801 549 874 744 664 346 357 138
18 549 916 540 974 963 941 365 319 112

7.3.2 Interprétation des résultats

La méthode de développement suppose que α > β et que i0 grand pour bien fonctionner

(Cf. les résultats de la modélisation dans la section (7.1)). Nous avons étudié les simulations

pour des valeurs de α, β et i0 allant jusqu'à la limite de cette condition, c'est-à-dire quand les

valeurs initiales i0 sont plus petites que l'ordre de �uctuations N1/2 (ce qui correspond aux

paramétrisations avec i0=1) et quand le rapport des paramètres α/β est proche de 1 (ainsi

R0 ≈ 1) - donc lorsque l'état stationnaire est au niveau s = 25.

Par ailleurs, comme nous avons vu dans la partie concernant la modélisation, la moyenne

et la variance obtenues via la méthode de développement imitent de manière très �dèle la

moyenne et la variance des simulations, donc celles du processus SIS. La moyenne du modèle

(M) correspond à la moyenne du modèle (S), d'autre part le modèle (M) utilise une équation

supplémentaire pour décrire la variance. On s'attend donc à ce que le modèle (M) donne des

estimations de paramètres au moins aussi bonnes que le modèle (S) qui suppose une variance
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constante.

L'ensemble des résultats numériques est résumé dans les tables (13)-(26) dans l'annexe

IV. Toutes les estimations sont illustrées dans les box-plots (20)-(43). Les propriétés asymp-

totiques de l'estimateur du maximum de vraisemblance ont été étudiées à l'aide des graphiques

PP-plot (Cf. (44)-(55)) (probability-probability plot) où en abscisse se trouvent les probabili-

tés cumulées observées, et en ordonnée, les probabilités cumulées théoriques de la loi normale

centrée réduite (Wilk and Gnanadesikan, 1968; Michael, 1983).

Les résultats des estimations ne sont pas univoques selon les paramétrisations. Globale-

ment, les paramètres α et β sont mieux estimés sous le modèle (M) surtout dans les scénarios

� early � et � during �, tandis que les estimations de R0 sont meilleures en termes de biais et

d'e�cacité relative sous le modèle (S).

Le paramètre i0 semble être mieux estimé sous le modèle (S) mais ceci devient de moins en

moins vrai quand les observations s'éloignent du début de l'épidémie (cf. scénario � after �).

Cependant, pour les paramétrisations avec i0 = 10, les propriétés asymptotiques de l'estima-

teur de i0 sont meilleures sous le modèle (M) dans les scénarios � early � et � during � même

si, dans l'ensemble des paramétrisations, les estimations avec un biais très important sont

nombreuses. Dans l'ensemble, on peut considérer i0 comme un paramètre de nuisance car le

nombre initial d'infectés n'est pas en général un problème épidémiologique considéré comme

intéressant.

Les écarts-types asymptotiques sont généralement plus en accord avec les écarts-types des

estimations sous le modèle (M) ce qui explique cette légère amélioration dans les propriétés

asymptotiques de ce modèle.

Dans le scénario � after �, les deux modèles se ressemblent car la variance du modèle (M)

devient constante dans l'état stationnaire ce qui est également vrai avec le modèle (S), mais

en dépendant des paramètres α et β. Dans ce scénario, l'estimation de i0 est plutôt mauvaise.

Ce résultat n'est pas très surprenant car les observations sont éloignées de l'état initial.

La méthode de développement est la plus performante quand les valeurs de i0 et R0

(α > β) sont grandes. Parmi les paramétrisations étudiées, les valeurs les plus importantes de

i0 et R0 correspondent aux paramétrisations (#12), (#15) et (#18) dans lesquelles i0 = 10
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et R0 = 4. Dans ces trois paramétrisations, le modèle (M) reste meilleur pour l'estimation du

paramètre α et du paramètre β dans les scénarios � early � et � during �. Dans l'ensemble des

paramétrisations, R0 est plutôt mieux estimé sous le modèle (S). Dans le scénario � after �,

les deux modèles sont comparables. Dans ce scénario, les estimateurs de α, β et i0 ont géné-

ralement de mauvaises propriétés asymptotiques selon les PP-plots (non-normalité). Pour R0,

le même scénario donne de bons résultats asymptotiques sous le modèle (M).

7.3.3 Exemple de résultats de l'estimation de R0 dans la phase évolutive

Le paramètre épidémiologique le plus intéressant est le taux de reproduction R0 qui ca-

ractérise l'impact de la maladie dans la population. Comme exemple, une partie des résultats

est présentée pour ce paramètre dans la phase évolutive � during �.

Le �gure (7.6), qui est la même que celle reportée dans l'annexe (34), présente les box-plots

d'estimations pour l'ensemble des paramétrisations.
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Figure 7.6: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase évolutive :
� during � - le trait rouge représente la vraie valeur du paramètre.

Les box-plots des estimations de R0 sous le modèle (M) sont représentés en gris et ceux

du modèle (S) sont en blanc. La ligne horizontale rouge représente la vraie valeur du rapport
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de α et β �xés dans la simulation. Les estimations sous le modèle (S) sont plus proches de la

vraie valeur que les estimations sous le modèle (M).

Sur le �gure (7.7) (et (35) dans l'annexe) avec une échelle logarithmique, sont présentés

les box-plots des estimations des écarts-types asymptotiques avec le même code couleur pour

les deux modèles. Pour chaque estimation de R0, l'écart-type asymptotique a été estimé

comme la racine de la variance obtenue par la delta méthode (section (6.7.2.4)). Les losanges

rouges reportés sur chaque box-plot représentent les écarts-types des estimations de R0. Sous

les deux modèles, les écarts-types asymptotiques sous-estiment l'écart-type des estimations.

Cependant, en écartant les 5% des estimations de R0 les plus extrêmes, les écarts-types sont

diminués et correspondent mieux aux écarts-types asymptotiques (Cf. les résultats du tableau

(22) en annexe).
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Boxplot: sd(R0)

αα=34.8, ββ=26.1, i0=1; (1)
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αα=20.4, ββ=10.2, i0=1; (2)
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αα=14.4, ββ=3.6, i0=1; (3)

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●●

●●
●
●●●●
●

●

●

●

●●
●
●
●●

●

●

●

●
●●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●

●
●●●●

●

●●●

●

●●
●●●●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●●
●●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

M S

1e
−0

3
1e

+0
0

1e
+0

3
1e

+0
6

MC sd − red point

αα=24, ββ=18, i0=10; (10)
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αα=15, ββ=7.5, i0=10; (11)
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αα=6.8, ββ=5.1, i0=1; (4)

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●
●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●●
●
●●

●●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

●

●●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●
●●●

●

●

●●
●
●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●●

●●

●●●
●
●●●●
●

●

●●●●
●●●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●●●

●

●●
●

●

●

●

●
●

●

●●●

●

●●●●

●

M S1e
−0

2
1e

+0
0

1e
+0

2
1e

+0
4

αα=4, ββ=2, i0=1; (5)
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αα=2.8, ββ=0.7, i0=1; (6)
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αα=4.8, ββ=3.6, i0=10; (13)
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αα=3, ββ=1.5, i0=10; (14)
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αα=2.4, ββ=0.6, i0=10; (15)
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αα=1.6, ββ=1.2, i0=1; (7)
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αα=1, ββ=0.5, i0=1; (8)

●
●

●

●
●
●
●●

●

●
●
●●
●
●
●●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●
●●●●

●

●●
●
●
●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●
●

●

●●●
●
●

●
●
●●

●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●

●●
●
●
●●●

●

●
●

●
●●
●

●

●

●

●

●●
●●●
●
●
●

●

●

●

●●
●

●●
●

●●●●

●

●
●●
●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●
●

●

●
●
●
●
●●
●
●●
●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●●

M S

1e
−0

1
1e

+0
1

1e
+0

3

αα=0.72, ββ=0.18, i0=1; (9)
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αα=1.2, ββ=0.9, i0=10; (16)
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αα=0.8, ββ=0.4, i0=10; (17)
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αα=0.6, ββ=0.15, i0=10; (18)

Figure 7.7: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observa-
tions de la phase évolutive : � during � - les losanges rouges représentent les écarts-types des
estimations.

Les propriétés asymptotiques des estimations de R0 sont illustrées sur les PP-plots dans

la �gure (7.8) (et (51) dans l'annexe). Les probabilités théoriques (ordonnées) en fonction des

probabilités observées (de valeur (R̂0k−α0/β0)/σ̂k) (abscisses) sont présentées en rouge pour

le modèle (M) et en bleu pour le modèle (S). La distribution des estimations sous le modèle
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(M) est plus proche de la loi normale centrée réduite que celle des estimations sous le modèle

(S) est plus aplatie. Puisque les estimations sous le modèle (S) ont un plus petit biais (Cf.

box-plot (7.6) et d'après les résultats numériques dans le tableau (22) dans l'annexe),l'écart

type est donc sous-estimé sous ce modèle.
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α=34.8, β=26.1, i0=1; (1)
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α=20.4, β=10.2, i0=1; (2)
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Figure 7.8: PP-plots de R0 pour les observations de la phase evolutive : � during �

Pour prendre en compte à la fois le biais et la précision des estimations, les erreurs qua-

dratiques moyennes ont été calculées. A�n de comparer les estimations sous les deux modèles,

l'e�cacité relative (RE) est déduite comme le rapport de l'erreur quadratique moyenne des

estimations du modèle (M) divisé par l'erreur quadratique moyenne des estimations du mo-

dèle (S) (Cf. tableau (7.2)). Ainsi les valeurs supérieur à 1 (RE>1) sont en faveur du modèle

(S). Ces résultats extraits du tableau (22) sont présentés dans le tableau suivant

Les valeurs de RE sont toutes plus grandes que 1 et suggèrent que le modèle (S) est

meilleur en terme d'estimation du paramètre R0. Sur les box-plots 7.6, on constate un nombre

important d'estimations au-delà de l'extrémité de la moustache supérieure. Elles in�uencent

les résultats numériques (7.2) du tableau (21) qui ne sont pas cohérentes avec les conclusions

fournies par les box-plots. Pour cette raison, 5% des estimations les plus extrêmes de R0 ont

été exclues de l'analyse (2.5% des plus petites et 2.5% des plus grandes). Les résultats dans le
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Table 7.4: E�cacité relative d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0

avec les données provenant de la phase initiale du processus � during � (95% des estimations)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

RE 1 - 200.60 - 21.58 - 2.52 - 92.95 - 128.90 - 2.43

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

RE - 123.22 - 4.38 - 3.20 - 93.77 - 38.00 - 1.61

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

RE - 1001.88 - 11.30 - 1.61 - 304.76 - 878.10 - 1.77

1Les caractéristiques présentées dans le tableau sont évaluées pour 95% des estimations.

5% des estimations extrêmes ont été écartées.

En annexe (Cf. tableau(21)) on donne les RE calculés sur l'ensemble des résultats.

tableau (7.4) sont donc évalués sur 95% des estimations obtenues pour ce paramètre. On peut

remarquer que les résultats des estimations pour les paramètres α, β (et i0) ont été moins

sensibles aux estimations extrêmes, les conclusions n'ont pas été modi�ées.

7.3.4 Identi�abilité des paramètres de modèles

Pour expliquer l'incohérence entre les résultats des estimations de α et β par rapport aux

résultats des estimations de R0, on peut faire l'hypothèse que les bonnes estimations d'un des

deux paramètres α ou β correspondent aux mauvaises estimations de l'autre paramètre. Pour

véri�er cette idée, les estimations de α ont été représentées en fonction des estimations de β

sur les graphiques avec une échelle log-log. Pour le scénario correspondant aux observations

dans la phase évolutive, ce graphe se trouve sur la �gure (7.9) et, pour les autres scénarios,

en annexes (56)-(58).

Sur ces graphiques, une droite d'équation α = R0β a été tracée avec la vraie valeur de R0.

Dans le plupart des estimations, α et β sont alignés sur cette droite sans forcement corres-
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Figure 7.9: Les estimations de α en fonction des estimations de β par rapport à la vraie
droite α = R0β pour les observations de la phase évolutive : � during � ; modèle (M) - points
rouges, modèle (S) - points bleus

pondre au valeurs exactes α0 et β0. Ceci montre le problème d'identi�abilité des paramètres

pour les modèles (M) et (S). Il s'avère impossible d'estimer ces deux paramètres α et β à la

fois car il existe une corrélation quasi-fonctionnelle qui lie α et β.

D'autre part, on remarque surtout pour le modèle (M), qu'il y a un nombre important

d'estimations de α et β qui s'écartent de la droite. Cela peut indiquer une sur-estimation de

α ou une sous-estimation de β. Cependant, dans l'estimation du paramètre R0, ce sont les

trop petites valeurs de β qui sont la cause dans la sur-estimation de R0. Ce phénomène est

bien plus prononcé pour le modèle (M) que pour le modèle (S). Ceci suggère un problème

de conditionnement de la fonction de vraisemblance comme fonction du paramètre β, mal

identi�é dans les deux modèles.

Pourtant la nature du paramètre β et son interprétation comme taux de guérison permet

de supposer qu'il est connu ou au moins facile à estimer par le biais d'autres méthodes. Dans

la section suivante, sont présentés les résultats d'estimations par maximum de vraisemblance

avec le paramètre β supposé connu et �xe.
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7.3.5 Résultats avec le paramètre β �xe

Dans un deuxième temps, seuls les paramètres α, i0 et R0 ont été estimés, le paramètre

β étant �xé à sa vraie valeur β0 utilisée dans la simulation des données. En fait, parmi les

paramètres α et R0, il su�t d'estimer un des deux car l'estimation de l'autre est déduite de la

relation R̂0 = α̂/β0 et la variance par var(R̂0) = var(α̂)/β2
0 . Les résultats des estimations sont

donc équivalents à la constante multiplicative près. Seuls les résultats pour R0 sont présentés

ici.

Les mêmes méthodes d'optimisation ont été utilisées. Les critères d'exclusion décrits dans

la section (7.3.1) ont été appliqués pour écarter les estimations susceptibles de ne pas réaliser

les maxima recherchés. Les nombres d'estimations retenues dans l'analyse sont présentés dans

le tableau (28) en annexe. Lors de cette analyse secondaire, beaucoup plus d'estimations ont

pu être utilisées. Les résultats des estimations de R0 et i0 et leurs écarts-types sont présentés

dans les box-plots (59)-(70) en l'annexe. Les propriétés asymptotiques sont illustrées sur les

PP-plots (73)-(76) en annexe. Les résultats numériques des estimations sont mis dans les

tableaux (29)-(34) également placés en annexe.

Globalement, les résultats des estimations sont très comparables pour les deux modèles.

Les estimations du paramètre R0 sont néanmoins meilleures en termes de biais et d'e�cacité

relative sous le modèle (S). Les écarts-types asymptotiques correspondent mieux aux écarts-

types des estimations sous le modèle (M) (surtout dans les paramétrisations avec i0 = 10) mais

les propriétés asymptotiques (PP-plots) sont comparables pour les deux modèles. L'e�cacité

relative est systématiquement en faveur du modèle (S) mais reste pourtant proche de un. Les

conclusions sont aussi valables pour le paramètre i0 mais il faut souligner que dans le scénario

avec les observations dans la phase stationnaire � after �, les estimations de i0 sont plutôt

médiocres.

A titre d'exemple, les résultats des estimations du paramètre R0 dans la phase évolutive

� during � sont présentés ici.
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Figure 7.10: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase évolutive :
� during � (β-�xe)
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Figure 7.11: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observa-
tions de la phase évolutive : � during � (β-�xe) ; (M) en rouge, (S) en bleu
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Figure 7.12: PP-plots de R0 pour les observations de la phase évolutive : � during � (β-�xe)

Table 7.5: E�cacité relative d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre
R0 avec les données provenant de la phase initiale du processus � during � (β-�xe)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

RE - 1.73 - 1.76 - 1.90 - 1.53 - 1.33 - 1.06

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

RE - 1.64 - 1.94 - 3.79 - 1.59 - 1.38 - 1.00

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

RE - 1.87 - 1.96 - 2.01 - 1.53 - 1.24 - 1.05
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7.4 Observations sous l'état stationnaire - Estimateurs de R0

7.4.1 Résultats algébriques

Si les observations proviennent d'un état stationnaire, on peut étudier sous cette forme le

modèle SIS stochastique de la section (6.5.2). En comparant à zéro les dérivées ∂φ
∂t et

∂〈ξ2〉
∂t ,

dans les équations (6.63) et (6.66) respectivement, on obtient les solutions stationnaires du

processus SIS stochastique. Pour noter qu'il s'agit de modèles sous état stationnaire, un indice

s est ajouté.

φs = 1− β

α
,
〈
ξ2
〉s

=
β

α
(7.3)

Dans ce cas, le processus du nombre de sujets susceptibles est gaussien de moyenne Ω(1− β
α)

et variance Ωβ
α où Ω = N est la taille de la population. Puisque la solution du modèle

SIS déterministe I(t) (6.55) et la solution (6.63) de l'équation φ(t) sont liées via la relation

I(t) = Nφ(t), les deux modèles de données (M) et (S) de la section (6.6) peuvent s'écrire dans

l'état stationnaire de manière beaucoup plus simple :

(M) : Xi ∼ N
(
N(1− β

α
), N

β

α

)
, (S) : Xi ∼ N

(
N(1− β

α
), σ2

)
(7.4)

X = (Xi)i=1...J étant les nombres de sujets infectés observés aux temps (t1, . . . , tJ). On sup-

posera ici que les observations xj sont su�samment espacées pour être quasi-indépendantes.

Il devient clair maintenant que les paramètres α et β ne sont pas identi�ables car sont repré-

sentés uniquement par leur rapport. Ce rapport est un taux de reproduction R0 et ainsi le

modèle (M) peut s'écrit

Xi ∼ N
(
N(1− 1

R0
), N

1

R0

)
(7.5)

et le modèle (S)

Xi ∼ N
(
N(1− 1

R0
), σ2

)
(7.6)

Si les observations proviennent de l'état stationnaire, l'estimation du paramètre i0 n'a plus

de sens.
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On va démontrer que pour le modèle (M s), l'estimateur du maximum de vraisemblance

de R0 est de la forme

R̂0 = NJ
1 +

√
1 + 4 1

J

∑J
i=1 (Xi −N)2

2
∑J

i=1 (Xi −N)2
(7.7)

et qu'il est asymptotiquement sans biais. Il est aussi asymptotiquement e�cace avec une

variance

var(R̂0)
as
≈ 2R3

0

J(R0 + 2N)
(7.8)

égale à la borne de Cramer-Rao.

On va démontrer ensuite que sous le modèle (Ss), l'estimateur du maximum de vraisem-

blance de R0 est de la forme

R̃0 =
N

N − X̄
(7.9)

où x̄ =
∑J

i=1Xi avec une variance asymptotique

var(R̃0)
as
≈ R4

0σ
2

JN2
(7.10)

L'estimateur du maximum de vraisemblance de σ2 est

σ̃2 =
1

J

J∑
i=1

X2
i − X̄2 (7.11)

Il n'est cependant pas sans biais car l'espérance E(σ̃2) = J−1
J σ2. L'estimateur sans biais

δ̃2 déduit de σ̃2 : δ̃2 = J
J−1 σ̃

2 n'est pas e�cace. Comme illustré sur les graphiques (7.1),

(7.2) et (7.3) dans la section (7.1), la solution de la variance obtenue via le développement

(6.66) de l'équation maîtresse N
〈
ξ2
〉
correspond de manière très adéquate à la variance des

1000 trajectoires du processus de naissance et de mort surtout dans sa phase stationnaire.

Intuitivement les modèles (M s) et (Ss) devraient être identiques pour l'état stationnaire. Les

moyennes des deux modèles sont identiques. Les variances seront aussi les mêmes si σ2 = N
R0
.

Dans ce cas, la variance (7.10) de l'estimateur R̃0 devient

V ar(R̃0) =
R3

0

JN
>

R3
0

J
2R0 + JN

(7.12)

qui est plus grande que la variance (7.8) de l'estimateur R̂0. Si on suppose que la variance

stationnaire σ2 est égale à N
R0
, on trouve que l'estimateur du maximum de vraisemblance
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sous le modèle (M s) est asymptotiquement plus e�cace que l'estimateur du maximum de

vraisemblance sous le modèle (Ss).

Nåsell (2002) via l'approximation de la di�usion (Kurtz, 1971; Barbour, 1976) arrive au

même résultat (7.5) comme solution stationnaire du processus d'Ornstein-Uhlenbeck. La mé-

thode de développement est valide pour α > β ce qui correspond au seuil déterministe R0 > 1.

Nåsell (1999) donne un argument pratique pour la validité de l'approximation normale qui

relie la valeur R0 avec la taille de la population N . La densité stationnaire présente trois com-

portements di�érents selon la valeur de R0 : R0 > 1, R0 < 1 et R0 ≈ 1. Nåsell (1996) propose

de reparamétrer R0 par R0 = 1+ρ/
√
N pour mieux saisir ces trois régions. D'un point de vue

pratique, Nåsell (1999) suggère d'identi�er la région transitive là où R0 est proche de 1 par

|ρ| = |N1/2(R0 − 1)| < 3. Il justi�e le choix de cette relation via une certaine particularité de

la loi normale : une variable normale se situe avec la plus grand probabilité dans l'intervalle

centré sur sa moyenne ±3 fois son écart-type. Pour les valeurs R0 nettement plus grandes que

1, la relation |ρ| = |N1/2(R0 − 1)| > 3 indique donc une bonne approximation normale de la

loi stationnaire.

Les estimateurs sont appliqués aux données simulées décrites dans la section (7.2). La dé-

monstration algébrique des propriétés des estimateurs de R0 se trouve en annexe (IV).

7.4.2 Application aux données simulées

L'estimateur R̂0 (7.7) avec la variance (7.8) et l'estimateur R̃0 (7.9) avec la variance (7.10)

et avec la variance stationnaire σ̃2 (7.11) du modèle (Ss) ont été appliqués aux données si-

mulées dans la section (7.2) provenant de la phase stationnaire. Les résultats des estimations

sont présentés dans la table (7.6) et sur les graphiques (7.13) et (7.14). En analysant les résul-

tats de la table (7.6) et des box-plots des estimations (7.13) obtenues, on constate que pour

les deux modèles les estimations sont très comparables en termes de moyennes, biais, erreurs

quadratiques moyennes et e�cacités relatives. Cette dernière caractéristique étant systémati-

quement égale à 1. Cependant en examinant les écarts-types des estimations et les moyennes

des écarts-types asymptotiques, on les trouve légèrement plus proches sous le modèle (M s).

Les box-plots (7.14) montrent que les écarts-types asymptotiques sont plus petits sous le
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modèle (M s). Dans les deux modèles, les écarts-types asymptotiques restent inférieurs aux

écarts-types des estimations, surtout dans les paramétrisations avec s = 25 pour lesquelles

la vraie valeur de R0 est proche de 1 (1.33). Le modèle (M s) semble être meilleur en terme

d'estimations de l'écart-type asymptotique. (Les écarts-types ont été utilisés pour améliorer

la lecture des box-plots). Les PP-plots (7.15) sont très comparables sous les deux modèles

avec une très petite amélioration des propriétés asymptotiques sous le modèle (M s). On peut

observer une amélioration des propriétés asymptotiques quand la valeur de R0 augmentent.

En e�et, dans le graphique (7.15), les PP-plots dans la première et la quatrième colonne

correspondent aux paramétrisations pour lesquelles R0 = 1.33, ceux dans la deuxième et la

cinquième colonne aux paramétrisations avec R0 = 2, et les PP-plots de la troisième et la

sixième colonne correspondent aux paramétrisations avec R0 = 4. Dans les paramétrisations

avec R0 = 4, les probabilités estimées et théoriques sont pratiquement alignées sur la dia-

gonale. Dans ces cas, l'approximation normale est justi�ée selon le critère de Nåsell (1999)

mentionné ci-dessus.
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Table 7.6: Résultats d'estimation par maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec les
données provenant de la phase stationnaire du processus � after � - nouveaux estimateurs de
R0 pour les observations dans l'état stationnaire

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
mean 1.30 1.29 1.97 1.96 3.98 3.97 1.29 1.29 1.97 1.97 3.99 3.97
bias -0.04 -0.04 -0.03 -0.04 -0.02 -0.03 -0.04 -0.05 -0.03 -0.03 -0.01 -0.03
rel. bias -0.03 -0.03 -0.02 -0.02 0.00 -0.01 -0.03 -0.03 -0.01 -0.02 0.00 -0.01
|bias| 0.07 0.07 0.12 0.12 0.30 0.30 0.08 0.08 0.12 0.12 0.31 0.31
sd 0.08 0.08 0.15 0.14 0.38 0.37 0.09 0.09 0.15 0.15 0.39 0.39
MSE 0.01 0.01 0.02 0.02 0.14 0.14 0.01 0.01 0.02 0.02 0.15 0.15
RE 1.00 0.98 1.00 1.00 1.00 1.04 1.00 0.97 1.00 1.00 1.00 1.01
Mean.as.sd 0.06 0.05 0.11 0.10 0.32 0.27 0.06 0.05 0.11 0.09 0.32 0.27

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
mean 1.29 1.29 1.97 1.97 3.99 3.97 1.29 1.28 1.97 1.97 4.02 4.00
bias -0.04 -0.04 -0.03 -0.03 -0.01 -0.03 -0.05 -0.05 -0.03 -0.03 0.02 0.00
rel. bias -0.03 -0.03 -0.01 -0.02 0.00 -0.01 -0.03 -0.04 -0.01 -0.02 0.00 0.00
|bias| 0.07 0.07 0.11 0.11 0.30 0.29 0.08 0.08 0.12 0.12 0.32 0.32
sd 0.08 0.08 0.14 0.14 0.38 0.37 0.09 0.09 0.15 0.15 0.41 0.40
MSE 0.01 0.01 0.02 0.02 0.14 0.14 0.01 0.01 0.02 0.02 0.17 0.16
RE 1.00 0.97 1.00 1.00 1.00 1.03 1.00 0.97 1.00 1.00 1.00 1.03
Mean.as.sd 0.06 0.05 0.11 0.10 0.32 0.27 0.06 0.04 0.11 0.09 0.33 0.27

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
mean 1.29 1.29 1.97 1.96 4.01 3.99 1.29 1.29 1.98 1.97 4.01 3.99
bias -0.04 -0.05 -0.03 -0.04 0.01 -0.01 -0.04 -0.05 -0.02 -0.03 0.01 -0.01
rel. bias -0.03 -0.04 -0.02 -0.02 0.00 0.00 -0.03 -0.03 -0.01 -0.01 0.00 0.00
|bias| 0.07 0.07 0.11 0.11 0.31 0.31 0.08 0.08 0.12 0.12 0.32 0.31
sd 0.08 0.08 0.14 0.14 0.39 0.39 0.09 0.09 0.15 0.15 0.40 0.39
MSE 0.01 0.01 0.02 0.02 0.15 0.15 0.01 0.01 0.02 0.02 0.16 0.15
RE 1.00 0.97 1.00 1.00 1.00 1.03 1.00 0.98 1.00 1.00 1.00 1.03
Mean.as.sd 0.06 0.05 0.11 0.09 0.33 0.28 0.06 0.04 0.11 0.09 0.33 0.27
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Figure 7.13: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase stationnaire :
� after � - nouveaux estimateurs de R0 ; (M) en rouge, (S) en bleu
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Figure 7.14: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observa-
tions de la phase stationnaire : � after � - nouveaux estimateurs de R0
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Figure 7.15: PP-plots de R0 pour les observations de la phase stationnaire : � after � -
nouveaux estimateurs de R0

7.5 Résultats des estimations bayésiennes

L'estimation bayésienne a été e�ectuée seulement pour une sélection de paramétrisations.

Selon le tableau (7.1), il s'agit de paramétrisations avec t = 5 (#4), (#5), (#6) et (#13),

(#14), (#15) dans le scénario où les observations sont dans la phase évolutive � during �. Les

vraisemblances des modèles (M) et (S) sont décrites dans la section (6.6).

7.5.1 Choix des lois a priori

Les lois a priori choisies pour ces modèles sont présentées dans le tableau (7.16).

Ces lois a priori ont été choisies informatives. La loi du paramètre β est une gaussienne

avec une moyenne égale à la vraie valeur β0 et avec une variance de 25 et tronquée sur

l'intervalle
[
10−3, N

]
. Dans la construction de la loi a priori sur α, il a été décidé que son

espérance est le double de la vraie valeur 2α0 mais avec une precision su�samment grande

pour que la loi a priori puisse couvrir la vraie valeur α0. L'information apportée par la loi a

priori suppose donc que le taux de contact est en moyenne plus grand que sa vraie valeur. En
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Figure 7.16: Lois a priori pour les modèles (M) et (S)

α = β + γ pour garantir que α > β
γ ∼ Gamma(ν1, ν1)
β ∼ N (β0, σ

2
β)I(10

−3, N)
i0 ∼ Poisson(λ)I(1, N)
σ2 ∼ IGamma(τ1, τ2) pour le modèle (S)

Figure 7.17: Les paramètres de la loi a priori inverse gamma sur σ2

(#4) et (#13) (#4) et (#14) (#6) et (#15)

τ1 4 3 2.5
τ2 250 115 45

faisant l'inférence bayésienne, on s'attend à ce que l'information apportée par les données x

permette de retrouver la vraie valeur moyenne de α par l'espérance a posteriori.

Un nouveau paramètre γ = α−β positif avec une loi a priori Gamma(ν1, ν1) a été introduit

dans les modèles pour garantir que α > β. Les paramètres de la loi a priori de γ, ν1 et ν2, ont

été choisis de manière à ce que l'espérance et la variance de γ sous cette loi soient 2α0 − β0

et 100 respectivement.

La loi a priori du paramètre i0 a pour espérance la vraie valeur de i0 augmentée de 4 dans

les paramétrisations avec i0 = 1 (#4)-(#6) et de 5 dans les paramétrisations avec i0 = 10

(#13)-(#15).

Pour le modèle (S), la loi a priori de la variance résiduelle σ2 a été choisie cohérente avec les

résultats de la modélisation de la section (7.1). La variance stationnaire du PNM du nombre

d'infectés semble correspondre à la variance obtenue par la méthode de développement Nβ/α.

Cependant la variance dans la phase évolutive du processus est beaucoup plus grande. La loi

a priori sur σ2 a donc été choisie comme une loi inverse gamma dont la moyenne est proche

de Nβ0/α0 mais avec une queue de distribution couvrant les grandes valeurs. Les paramètres

τ1 et τ2 de cette inverse gamma sont présentés dans le tableau (7.17).
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7.5.2 Estimation des paramètres - utilisation de la stratégie de mélange

Les estimations bayésiennes ont été obtenues pour la totalité de 1000 jeux de données

simulées. Il s'agit des mêmes données utilisées précédemment lors de l'inférence fréquentiste.

Les inférences obtenues classiquement par les méthodes MCMC ont été obtenues avec le

logiciel WinBUGS en y ajoutant un module supplémentaire WBdi� qui traite les équations dif-

férentielles. WinBUGS a été lancé (en mode batch) sous R via le package R2WinBUGS. Pour

chaque chaîne, 145000 itérations ont été faites avec un temps de chau�e �xé à 5000 (conver-

gence atteinte). L'éclaircissement (thin) a été �xé a 20 pour réduire les dépendances entre

les itérations. Ainsi, 7000 réalisations de la loi a posteriori sont retenues quasi-indépendantes.

Pour chaque jeu de données x, le temps nécessaire pour obtenir une réalisation de la loi

a posteriori est long. En e�et, dans le cas de ces modèles épidémiques, l'évaluation de la

vraisemblance est couteuse en temps car requiert l'évaluation de la solution des équations

di�érentielles. Les améliorations algorithmiques présentées lors de la première partie ont donc

leur rôle à jouer ici. Par contre, parmi les méthodes proposées, il est essentiel de choisir une

méthode qui nécessite le moins possible le calcul de la vraisemblance. Nous avons donc décidé

de retenir la stratégie de mélange (voir équation 2.45) où la fonction d'importance construite

comme un mélange de densités est la même pour tous les jeux de données où l'Importance

Sampling est utilisé.

Les algorithmes MCMC ont donc été employés seulement pour les 50 premiers jeux de données.

Pour contrôler la convergence, il a été véri�é pour chaque paramètre que l'erreur de Monte

Carlo de la moyenne a posteriori (MCerror) soit inférieure à 5% de l'écart-type des moyennes

a posteriori. Des outils graphiques (history, autocorrélation) ont été utilisés pour voir si il y

avait une bonne mélangeance des chaînes. Les estimations des paramètres sont les moyennes

a posteriori, obtenues comme moyennes empiriques des 7000 itération avec une variance étant

le carré de MCerror.

Pour e�ectuer les estimations sur les 950 autres jeux de données, un estimateur d'échantillon-

nage préférentiel a été utilisé avec la stratégie de mélange. La densité d'échantillonnage (ou la

fonction d'importance) a été choisie comme le mélange des 50 densités a posteriori obtenues

pour les 50 premiers jeux de données. Les constantes de normalisation ont été calculées par



la méthode de reciprocal importance sampling comme présentée dans le paragraphe (2.2.5.2)

de la première partie. Pour calculer chaque constante, la densité instrumentale a été choisie

comme un produit de lois normales de moyenne et de variance correspondant à la moyenne

et la variance obtenues par MCMC pour chaque paramètre.

7.5.3 Analyse des résultats

Les résultats des estimations sont présentées sur les graphiques (77)-(84) et dans les ta-

bleaux (35)-(38) en annexe. Pour tous les paramètres, les estimations sous les deux modèles

dans la plupart de cas indiquent le même comportement. Le paramètre α semble être mieux

estimé en termes de biais et d'e�cacité relative par le modèle (S) tandis que le paramètre β est

mieux estimé sous le modèle (S) mais seulement pour les estimations avec l'échantillonnage

préférentiel (IS). Les estimations avec MCMC sont meilleures sous le modèle (S) seulement

pour la moitié des paramétrisations. Les estimations de i0 sont sur-estimées par rapport aux

vraie valeurs. En�n R0 est généralement mieux estimé sous le modèle (S). Cependant il y

a certaines paramétrisations pour lesquelles les estimations avec IS sont très grandes sous

le modèle (M). Pour ces mêmes paramétrisations, le paramètre β est souvent sous-estimé

sous ce modèle. Les écart-types estimés sous-estiment l'écart-type des estimations sous les

deux modèles et pour les deux types d'estimation. Les propriétés asymptotiques sont donc

médiocres.

La comparaison entre les résultats des estimation avec MCMC et avec IS montre une

certaine correspondance principalement sous le modèle (S).

Le graphique (85) en annexe illustre les estimations de α en fonction de β. On obtient

la même relation entre les paramètres que celle observée lors de l'inférence fréquentiste. Les

estimations sont partiellement alignées sur la droite α0 = R0/β0 et s'écartent de la droite

pour les petites valeurs de β. On retrouve ainsi le problème d'identi�cation du paramètre β
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αα=3, ββ=1.5, i0=10; (14)
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Figure 7.18: Les estimations bayésiennes de α en fonction des estimations de β par rapport
à la vraie droite α = R0β pour les observations de la phase évolutive : � during �. Résultats
MCMC en première ligne, IS en deuxième ligne.

déjà évoqué précedemment.

8 Discussion

L'objectif de ce travail était de construire un modèle de transmission d'une maladie dans

une population pouvant capturer l'hétérogénéité à partir des e�ectifs observés. Le modèle

épidémique peut être représenté comme un modèle compartimental, les taux de transition

entre les compartiments en étant les paramètres. Classiquement, un tel modèle s'exprime

comme un système d'équations di�érentielles. Mais, a�n de prendre en compte le caractère

aléatoire du processus épidémique sous-jacent, on s'est dirigé vers un modèle stochastique. Il

existe di�érentes façons d'incorporer une partie aléatoire dans le modèle déterministe : via

une modélisation par chaîne de Markov, via une modélisation par équations di�érentielles

stochastiques en y ajoutant d'un processus de Wiener ou via une modélisation bayésienne par
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attribution à certains paramètres du modèle d'une distribution de probabilité.

Dans ce travail de thèse, seulement la première et la troisième possibilité ont été étudiées. Si

le modèle compartimental est décrit comme une chaîne de Markov, la probabilité de transition

depuis et vers chaque état est donnée par une équation maîtresse étant elle même une équation

di�érentielle. La solution de cette équation n'est possible que si les taux de transition sont des

fonctions linéaires des e�ectifs. Si les taux de transition sont non-linéaires (situations réalistes

relativement fréquentes), une solution approchée est alors indispensable. La solution étudiée

ici est obtenue via la méthode de développement de l'équation maîtresse de Van Kampen

(2007).

Initialement, il était prévu d'étudier les modèles infectieux muti-états. Cependant la com-

plexité de la procédure de développement nous a orienté vers un modèle épidémique plus

simple. Il s'agit d'un modèle SIS (susceptible-infecté-susceptible) qui se caractérise seulement

par les deux états et s'écrit avec deux paramètres de transition : α - taux de contacts infectieux

et β - taux de guérison.

Pour le modèle SIS représenté comme une chaîne de Markov, le développement de l'équa-

tion maîtresse associée donne une solution gaussienne. La moyenne et la variance de cette

gaussienne sont décrites par un système d'equations di�érentielles. L'équation sur la moyenne

est équivalente à l'équation du nombre de sujets infectés du modèle déterministe.

La méthode de développement est particulièrement bien adaptée pour le processus avec le

paramètre α plus grand que β et quand le nombre initial d'infectés est su�samment grand.

Une série de simulations de chaîne de Markov du processus SIS a montré que leur moyenne et

leur variance sont représentées de manière très �dèle par les solutions obtenues par le dévelop-

pement (ceci étant vrai également pour la solution de la moyenne du modèle déterministe).

Pour étudier les performances des estimations des paramètres du modèle gaussien avec

moyenne et variance obtenues par le développement de l'équation maîtresse, une étude de

simulation à été mise en place. Puisque la moyenne de ce modèle noté (M) correspond à la

moyenne du modèle déterministe (deuxième modèle noté (S)), il a été construit avec la même

moyenne et une variance résiduelle constante.

Di�érents scénarios sous les di�érentes paramétrisations ont été envisagés.



133

Pour placer les analyses dans un contexte réaliste, des jeux de données de petite taille ont

été construits à partir des réalisations de chaînes de Markov imitant l'épidémie. Chaque jeu

de données est constitué de 6 couples (date/nombre de sujets infectés) observés à des instants

équidistants. Les données correspondent donc à des mesures répétées dans la population lors

d'une enquête. Un total de 1000 jeux de données a été simulé.

Une analyse fréquentiste a été réalisée montrant que le modèle plus simple (S) est souvent

plus performant que le modèle (M) pour l'estimation de R0. C'est l'inverse pour les estimations

de α et β.

Lors des inférences par maximum de vraisemblance, de nombreuses estimations n'ont pas

pu être quali�ées comme les extrêma recherchés suite à des problèmes sans doute numériques.

Un problème d'identi�abilité pour les paramètres α et β a été détecté. De plus, une partie

des estimations de β est sous-estimée, suggérant que les modèles sont mal conditionnés pour

ce paramètre. Dans un deuxième temps, les modèles avec le paramètres β �xé ont été étudiés

montrant que le modèle (S) est toujours plus performant dans l'estimation de R0.

L'écart-type asymptotique est souvent mieux estimé sous le modèle (M) mais les résultats

en terme de biais et d'erreurs quadratiques moyennes peuvent être plus défavorables que sous

le modèle (S).

Le modèle (S) est surtout meilleur dans les scénarios quand les observations proviennent de

la phase initiale ou évolutive. Quand les observation proviennent de la phase (quasi-)stationnaire,

les deux modèles sont dans l'ensemble très comparables.

Pour cette raison, les modèle (M) et (S) ont été étudiés dans l'état stationnaire. On a

procédé de manière di�érente en prenant les solutions stationnaires des équations di�érentielles

de la moyenne et la variance. Elles ont alors une forme explicite et dans l'écriture de la

vraisemblance, les paramètres α et β existent seulement à travers le rapport de α/β qui

vaut R0. Les estimateurs du maximum de vraisemblance de R0 s'obtiennent directement.

Les estimations sont à nouveau très comparables et proches des vraies valeurs �xées dans

les simulations mais les écarts-types des estimateurs sont sous-estimés. Cet exemple montre

clairement que les paramètres α et β ne peuvent pas être estimés ensembles sous le modèle

SIS.
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L'inférence bayésienne a été e�ectuée pour les modèles avec les deux paramètre α et β et

seulement pour une partie des paramétrisations. L'intégralité des estimations est obtenue via

les méthodes MCMC et IS combiné avec MCMC développées dans la première partie de la

thèse. Dans les modèles étudiés, les méthodes MCMC sont très longues et l'approche combinée

a permis d'accélérer les calculs. Les résultats de l'estimation bayésienne sont compatibles avec

ceux de l'estimation par maximum de vraisemblance. Le modèle (S) semble être meilleur

en terme de biais et d'e�cacité relative. Les écarts-types sont sous-estimés et les propriétés

asymptotiques sont médiocres pour les deux modèles. Les conclusions obtenues dans l'inférence

avec MCMC sont comparables avec les conclusions apportées par la stratégie combinée.

L'analyse bayésienne e�ectuée dans cette partie a attiré notre attention sur la construction

des stratégies combinées. Les deux modèles ont une vraisemblance complexe à évaluer à cause

des équations di�érentielles même si la structure hiérarchique est très simple. La plus grande

di�culté qui se traduit par une durée importante des algorithmes MCMC, est l'évaluation de la

solution d'équations di�érentielles lors de chaque itération de la chaîne. Cette évaluation de la

vraisemblance est ici coûteuse en temps. Dans ce cas particulier, les stratégies combinées avec

l'échantillonnage qui nécessitent le calcul successif du rapport des vraisemblances peuvent

s'avérer longues aussi et donc un mauvais choix. Parmi les stratégies mises en place, celle

du mélange des densités a posteriori est la plus adaptée. L'éclaircissement (subsampling) a

permis de réduire également le nombre d'itérations tout en gardant une bonne représentation

du mélange des densités.

Une analyse supplémentaire avec le paramètre β �xe doit être encore e�ectuée dans le

cadre bayésien pour comparer les deux modèles en terme d'amélioration des estimations par

rapport aux vraies valeurs mais aussi pour comparer les performances des méthodes MCMC

par rapport aux méthodes combinées.

Le paramètre le plus intéressant est le taux de reproduction R0 et la sous-estimation

du paramètre β a�ecte de manière très importante son estimation. Il semble dont prudent

d'utiliser d'autres procédures pour évaluer le paramètre β avant de l'introduire dans le modèle

SIS. Le paramètre i0 est un paramètre de nuisance et n'a pas d'intérêt épidémique mais lors

du développement de l'équation maîtresse, de petites valeurs i0 peut augmenter la variance



du processus autrement bien représentée.

Dans le cas d'estimation fréquentiste, il pourrait être intéressant d'utiliser les techniques

numériques d'estimations plus e�caces basées sur les vraisemblances pénalisées (Ramsay

et al., 2007).

Dans le cadre d'une recherche plus approfondie, les comparaisons avec d'autres méthodes

comme le moment closure (Gillespie, 2009) et les méthodes avec les équations di�érentielles

stochastiques seront très intéressantes aussi bien dans la modélisation que pour un ajustement

du modèle a�n de pouvoir �nalement élargir les conclusions aux modèles plus complexes.

Une dernière piste de recherche est la modélisation des extinctions précoces du modèle

stochastique.
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Conclusion générale
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La première partie de ce travail sur l'optimisation algorithmique a permis d'établir de bons

résultats (en terme de réduction de temps calcul et en terme de précision des estimations) des

approches qui combinent les algorithmes MCMC et les techniques d'Importance Sampling.

Di�érentes méthodes combinées ont été présentées avec leurs performances respectives sur

des modèles simples de type poissonnien. De manière générale, principalement deux méthodes

nous semblent les plus performantes : celle dite de la "référence choisie" où pour chaque jeu

de données une fonction d'importance est choisie comme la plus adéquate ou celle dite de

"mélange" où la fonction d'importance est la même pour tous les jeux de données et est

construite comme un mélange de lois a posteriori. Cette approche par mélange nécessiterait

des améliorations. Tout d'abord, elle requiert le calcul de constantes de normalisation qui peut

être di�cile à faire et couteux en temps. D'autres techniques que celles présentées dans ce

mémoire sont envisageables. Ensuite, les poids des composantes du mélange ont été ici choisis

comme égaux. On peut étendre ce travail en introduisant la possibilité d'avoir des poids

inégaux en les choisissant de manière à optimiser les estimations. Néanmoins, ces extensions

doivent être faites en gardant le soucis de ne pas alourdir trop les temps de calculs.

La seconde partie a permis l'étude des modèles simples de type SIS sous leur forme stochas-

tique. Malgré la forme simple de tels modèles, les solutions analytiques ne sont pas accessibles

quand les taux de transition s'expriment sous une forme non linéaire des états. Une solution

approchée est alors indispensable. La solution étudiée ici est obtenue via la méthode de déve-

loppement de l'équation maîtresse. Cette procédure s'est avérée parfois complexe même dans

le cadre de modèles SIS. Nous avons montré que la qualité des estimations des paramètres

dépend de certaines conditions comme la taille du nombre initial d'infectés. Pour étudier les

performances des estimations des paramètres, une étude par simulations à été mise en place

où, pour chaque situation, un total de 1000 jeux de données a été simulé. Les qualités des

estimateurs ont été étudiées dans un cadre fréquentiste et Bayésien. Il a été particulièrement

intéressant dans ce contexte d'utiliser les accélérations algorithmiques proposées lors de la

première partie. En e�et, les méthodes MCMC se sont avérées très longues et l'approche com-

binée (MCMC et Importance Sampling) a permis d'accélérer les calculs. Dans le cadre de ces

modèles, l'évaluation de la vraisemblance est coûteuse en temps. Ce point est intéressant car
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distingue cette application des applications faites lors de la première partie où les modèles

poissonniens considérés ne présentaient aucun problème de calcul de la vraisemblance. La

lourdeur du calcul de la vraisemblance guide le choix entre les di�érentes méthodes proposées

dans la première partie. En particulier, la méthode dite de "référence choisie" est à écarter

car nécessite trop de calculs de la vraisemblance. Nous avons donc retenue ici la méthode dite

de "mélange" qui est la plus adaptée car une seule fonction d'importance est utilisée pour

l'ensemble des jeux de données. Les résultats de l'estimation bayésienne ont été en général

compatibles avec ceux de l'estimation par maximum de vraisemblance. Dans le cas des es-

timations fréquentistes, il sera intéressant d'utiliser des techniques numériques d'estimations

plus e�caces que celles explorées dans ce travail.
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Annexe de la modélisation bayésienne

Démonstration de la convergence vers la loi normale et du

terme de variance de l'estimateur IS "normalisé"

Convergence vers la loi normale

On montre simplement que

ḡSNISm − Ef [g(θ)] =
1
m

∑m
j=1 (g(θj)w̃(θj)− Ef [g(θ)] w̃(θj))

1
× 1

1
m

∑m
j=1 w̃(θj)

(1)

La loi forte des grands nombres établit la convergence presque sûre des moyennes suivantes

1

m

m∑
j=1

g(θj)w̃(θj)
p.s.−→ cdEf [g(θ)] et

1

m

m∑
j=1

w̃(θj)
p.s.−→ cd (2)

D'après le théorème centrale limite, le premier facteur de (1) converge en loi vers une va-

riable normale de moyenne 0 avec une certaine variance. Le deuxième facteur converge presque

sûrement vers 1
cd (convergence en probabilité). Ainsi, le produit converge en loi vers une va-

riable normale de moyenne nulle et de variance : varh

[
1
m

∑m
j=1 (g(θj)w̃(θj)−Ef [g(θ)]w̃(θj))

cd

]
. On

montre que varh

[
1
m

∑m
j=1 (g(θj)w̃(θj)−Ef [g(θ)]w̃(θj))

cd

]
= 1

m
1

c2d2

∫ (
g(θ)− Ef [g(θ)]

)2
w̃2(θ)h(θ)dθ.

Terme de variance
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varh

[
1
m

∑m
j=1 (g(θj)w̃(θj)− Ef [g(θ)] w̃(θj))

cd

]
=

1

m2

m

c2d2
varh [g(θ)w̃(θ)− Ef [g(θ)] w̃(θ)]

=
1

m

1

c2d2

{
varh [g(θ)w̃(θ)] + Ef [g(θ)]2 varh [w̃(θ)]

−2Ef [g(θ)] covh [g(θ)w̃(θ); w̃(θ)]
}

(3)

. On remarque que Eh [w̃(θ)] = cd et Eh [g(θ)w̃(θ)] = cdEf [g(θ)] puis on développe (4).

1

m

1

c2d2

{
varh [g(θ)w̃(θ)] + Ef [g(θ)]2 varh [w̃(θ)]− 2Ef [g(θ)] covh [g(θ)w̃(θ); w̃(θ)]

}
=

1

m

1

c2d2

{
Eh
[
g2(θ)w̃(θ)

]
− E2

h [g(θ)w̃(θ)]

+E2
f [g(θ)]Eh

[
w̃2(θ)

]
− E2

f [g(θ)]E2
h [w̃(θ)]

−2Ef [g(θ)]Eh
[
g(θ)w̃2(θ)

]
+ 2Ef [g(θ)]Eh [g(θ)w̃(θ)Eh [w̃(θ)]]

}
=

1

m

1

c2d2

{
Eh
[
g2(θ)w̃2(θ)

]
− c2d2E2

f [g(θ)] + E2
f [g(θ)]Eh

[
w̃2(θ)

]
−E2

h [g(θ)] c2d2 − 2Ef [g(θ)]Eh
[
g(θ)w̃2(θ)

]
+ 2E2

f [g(θ)] c2d2
}

=
1

m

1

c2d2

{
Eh
[
g2(θ)w̃2(θ)

]
+ E2

f [g(θ)]Eh
[
g(θ)w̃2(θ)

]
− 2Ef [g(θ)]Eh

[
g(θ)w̃2(θ)

] }
=

1

m

1

c2d2
Eh
[
g2(θ)w̃2(θ) + E2

f [g(θ)] w̃2(θ)− 2Ef [g(θ)] g(θ)w̃2(θ)
]

=
1

m

1

c2d2
Eh

[(
g2(θ) + E2

f [g(θ)]− 2Ef [g(θ)] g(θ)
)
w̃2(θ)

]
=

1

m

1

c2d2
Eh

[(
g(θ)− Ef [g(θ)]

)2
w̃2(θ)

]
=

1

m

1

c2d2

∫ (
g(θ)− Ef [g(θ)]

)2
w̃2(θ)h(θ)dθ

Démonstration de la convergence de l'estimateur IS

autonormalisé

On peut écrire le rapport intervenant dans l'approximation (2.37) comme

π(x(2)|θ(1)
i )

π(x(1)|θ(1)
i )
· π(x(1))

π(x(2))
=
π(x(2)|θ(1)

i )

π(x(1)|θ(1)
i )
· 1

C
(4)

où C = π(x(2))

π(x(1))
peut être considerée comme une constante car elle ne depend pas de θ.

D'après cette formule (4), l'approximation (2.37) de E[θ|X(2)][g(θ)] peut alors s'écrire

1

M

M∑
i=1

g(θ
(1)
i )

π(x(2)|θ(1)
i )

π(x(1)|θ(1)
i )
· π(x(1))

π(x(2))
=

1

CM
·
M∑
i=1

g(θ
(1)
i )

π(x(2)|θ(1)
i )

π(x(1)|θ(1)
i )

(5)
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Comme π(θ|x(2)) est une densité de probabilité, alors∫
π(θ|x(2))dθ = 1⇔

∫
π(θ|x(2))

π(θ|x(1))
π(θ|x(1))dθ = 1

Ainsi, d'après l'équation (4),∫
π(θ|x(2))dθ =

∫
π(θ|X(2))

π(θ|X(1))
π(θ|X(1))dθ =

1

C
·
∫
π(x(2)|θ)
π(x(1)|θ)

π(θ|x(1))dθ = 1

et donc

C =

∫
π(x(2)|θ)
π(x(1)|θ)

π(θ|x(1))dθ

Par approximation de Monte carlo, si θ(1)
1 , . . . , θ

(1)
M est une réalisation de π(θ|X(1)) :

1

M

M∑
i=1

π(x(2)|θ(1)
i )

π(x(1)|θ(1)
i )
→ C (6)

D'après les approximations (5) et (6), avec les propriétés de convergence presque sûre, on

obtient

∑M
i=1 g(θ

(1)
i )

π(x(2)|θ(1)
i )

π(x(1)|θ(1)
i )∑M

i=1
π(x(2)|θ(1)

i )

π(x(1)|θ(1)
i )

=
M∑
i=1

g(θ
(1)
i )

wi∑M
i wi

→ E[θ|X(2)][g(θ)] (7)
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Table 1: Model 1 : Estimation of E[λ|X](g(λ)) for λ = 1

λ = 1 Exact estimation Approximation via MCMC Approximation via IS
Ê[λ|X](λ)

1 1.017 1.016 1.016
CI 4 [0.650 ;1.400] [0.650 ;1.398] [0.652 ;1.402]
ŝd[λ|X](λ)

2 0.224 0.225 0.225
CI [0.180 ;0.264] [0.182 ;0.266] [0.177 ;0.268]
P̂[λ|X](λ < λ.975)

3 0.975 0.975 0.977
CI [0.974 ;0.975] [0.967 ;1.000]
P̂[λ|X](λ < λ.95)

3 0.95 0.948 0.950
CI [0.947 ;0.950] [0.939 ;0.956]
P̂[λ|X](λ < λ.75)

3 0.75 0.747 0.749
CI [0.746 ;0.748] [0.741 ;0.768]
P̂[λ|X](λ < λ.50)

3 0.5 0.498 0.498
CI [0.497 ;0.499] [0.493 ;0.508]
P̂[λ|X](λ < λ.25)

3 0.25 0.250 0.249
CI [0.250,0.251] [0.246 ;0.255]
P̂[λ|X](λ < λ.05)

3 0.05 0.050 0.050
CI [0.050 ;0.051] [0.049 ;0.053]
P̂[λ|X](λ < λ.025)

3 0.025 0.026 0.025
CI [0.025 ;0.026] [0.024 ;0.026]

1Moyenne des 100 approximations de l'espérance a posteriori de λ
2Moyenne des 100 approximations de l'écart-type a posteriori de θ
3Moyenne des 100 approximations des proportions a posteriori de θ où θq est le quantile d'ordre q de π(θ|X)
4Intervalle contenant 95% des approximations

Table 2: Modèle 1 : Estimation de E[λ|X](g(λ)) pour λ = 20

λ = 20 Vraie estimation Estimation via MCMC Estimation via IS
Ê[λ|X](λ)

1 19.887 19.878 19.917
CI 4 [17.142 ;22.339] [17.140 ;22.330] [17.153 ;22.655]
ŝd[λ|X](λ)

2 0.996 0.998 1.018
CI [0.926 ;1.057] [0.927 ;1.058] [0.905 ;1.169]
P̂[λ|X](λ < λ.975)

3 0.975 0.974 0.975
CI [0.973 ;0.974] [0.973 ;0.982]
P̂[λ|X](λ < λ.95)

3 0.95 0.950 0.951
CI [0.950 ;0.950] [0.947 ;0.962]
P̂[λ|X](λ < λ.75)

3 0.75 0.748 0.753
CI [0.748 ;0.748] [0.746 ;0.800]
P̂[λ|X](λ < λ.50)

3 0.5 0.496 0.507
CI [0.496 ;0.496] [0.495 ;0.621]
P̂[λ|X](λ < λ.25)

3 0.25 0.250 0.262
CI [0.250,0.250] [0.240 ;0.420]
P̂[λ|X](λ < λ.05)

3 0.05 0.050 0.057
CI [0.050 ;0.050] [0.000 ;0.138]
P̂[λ|X](λ < λ.025)

3 0.025 0.025 0.030
CI [0.025 ;0.025] [0.000 ;0.095]

1Moyenne des 100 approximations de l'espérance a posteriori de λ
2Moyenne des 100 approximations de l'écart-type a posteriori de λ
3Moyenne des 100 approximations des proportions a posteriori de λ où λq est le quantile d'ordre q de π(λ|X)
4Intervalle contenant 95% des approximations
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Table 3: Modèle 2 : Estimation de E[θ|X](g(θ)) for θ = (a = 0, b = 0.5)

a = 0, b = 0.5 MCMC g(θ) = a IS g(θ) = a MCMC g(θ) = b IS g(θ) = b

Ê[θ|X](θ)
1 −0.096 −0.079 0.503 0.511

CI 4 [-0.524 ;0.273] [-0.474 ;0.271] [0.083 ;0.897] [0.157 ;0.887]
ŝd[θ|X](θ)

2 0.252 0.242 0.246 0.235
CI [0.205 ;0.323] [0.198 ;0.287] [0.157 ;0.348] [0.157 ;0.328]
P̂[θ|X](θ < θ.975)

3 0.975 0.982 0.975 0.982
CI [0.973 ;1] [0.969 ;1]
P̂[θ|X](θ < θ.95)

3 0.950 0.961 0.950 0.959
CI [0.947 ;1] [0.937 ;1]
P̂[θ|X](θ < θ.75)

3 0.750 0.771 0.750 0.760
CI [0.746 ;0.865] [0.719 ;0.936]
P̂[θ|X](θ < θ.50)

3 0.500 0.519 0.500 0.508
CI [0.483 ;0.605] [0.471 ;0.609]
P̂[θ|X](θ < θ.25)

3 0.250 0.267 0.250 0.253
CI [0.236 ;0.334] [0.230 ;0.307]
P̂[θ|X](θ < θ.05)

3 0.050 0.054 0.050 0.049
CI [0.017 ;0.093] [0.034 ;0.061]
P̂[θ|X](θ < θ.025)

3 0.025 0.028 0.025 0.024
CI [0.009 ;0.050] [0.012 ;0.031]
1Moyenne des 100 approximations de l'espérance a posteriori de θ
2Moyenne des 100 approximations de l'écart-type a posteriori de θ
3Moyenne des 100 approximations des proportions a posteriori de θ où θq est le
quantile d'ordre q de π(θ|X)
4Intervalle contenant 95% des approximations

Table 4: Modèle 3 : Estimation de E[θ|X](g(θ)) pour θ=(a = 0 , b = 1/2 , σ2=1/8)

a=0, b=1/2, σ2=1/8 MCMC g(θ) = a IS g(θ) = a MCMC g(θ) = b IS g(θ) = b

Ê[θ|X](g(θ))
1 −0.199 −0.140 0.534 0.510

CI 4 [-0.810 ;0.274] [-0.542 ;0.267] [-0.043 ;0.988] [-0.112 ;0.929]
ŝd[θ|X](g(θ))

2 0.317 0.255 0.284 0.242
CI [0.218 ;0.560] [0.169 ;0.340] [0.172 ;0.479] [0.159 ;0.355]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.975))

3 0.975 0.988 0.975 0.979
CI [0.920 ;1.000] [0.958 ;0.997]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.95))

3 0.950 0.976 0.950 0.955
CI [0.912 ;1.000] [0.915 ;0.992]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.75))

3 0.750 0.801 0.750 0.742
CI [0.534 ;0.996] [0.637 ;0.865]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.50))

3 0.500 0.549 0.500 0.484
CI [0.316 ;0.831] [0.268 ;0.680]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.25))

3 0.250 0.279 0.250 0.221
CI [0.101 ;0.466] [0.012 ;0.385]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.05))

3 0.050 0.056 0.050 0.031
CI [0.007 ;0.150] [0.000 ;0.084]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.025))

3 0.025 0.029 0.025 0.006
CI [0.001 ;0.094] [0.000 ;0.056]
1Moyenne des 100 approximations de l'espérance a posteriori de θ
2Moyenne des 100 approximations de l'écart-type a posteriori de θ
3Moyenne des 100 approximations des proportions a posteriori de θ où θq est le quantile d'ordre q de π(θ|X)
4Intervalle contenant 95% des approximations
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Table 5: Modèle 3 : Estimation de E[θ|X](g(θ)) pour θ=(a = 0 , b = 1/2 , σ2=1/4)

a=0, b=1/2, σ2=1/4 MCMC g(θ) = a IS g(θ) = a MCMC g(θ) = b IS g(θ) = b

Ê[θ|X](g(θ))
1 −0.191 −0.136 0.534 0.436

CI 4 [-0.793 ;0.277] [-0.604 ;0.203] [0.040 ;1.069] [0.024 ;0.827]
ŝd[θ|X](g(θ))

2 0.323 0.252 0.287 0.219
CI [0.222 ;0.545] [0.174 ;0.364] [0.186 ;0.456] [0.125 ;0.308]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.975))

3 0.975 0.988 0.975 0.961
CI [0.949 ;1.000] [0.848 ;0.998]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.95))

3 0.950 0.972 0.950 0.927
CI [0.878 ;1.000] [0.743 ;0.992]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.75))

3 0.750 0.796 0.750 0.647
CI [0.484 ;1.000] [0.186 ;0.857]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.50))

3 0.500 0.561 0.500 0.360
CI [0.276 ;0.948] [0.019 ;0.678]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.25))

3 0.250 0.273 0.250 0.140
CI [0.041 ;0.682] [0.000 ;0.450]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.05))

3 0.050 0.042 0.050 0.022
CI [0.000 ;0.134] [0.000 ;0.129]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.025))

3 0.025 0.016 0.025 0.006
CI [0.000 ;0.060] [0.000 ;0.052]
1Moyenne des 100 approximations de l'espérance a posteriori de θ
2Moyenne des 100 approximations de l'écart-type a posteriori de θ
3Moyenne des 100 approximations des proportions a posteriori de θ où θq est le quantile d'ordre q de π(θ|X)
4Intervalle contenant 95% des approximations

Table 6: Modèle 3 : Estimation de E[θ|X](g(θ)) pour θ=(a = 0 , b = 1/2 , σ2=1/2)

a=0, b=1/2, σ2=1/2 MCMC g(θ) = a IS g(θ) = a MCMC g(θ) = b IS g(θ) = b

Ê[θ|X](g(θ))
1 −0.149 −0.046 0.548 0.515

CI 4 [-0.803 ;0.350] [-0.429 ;0.402] [0.008 ;1.040] [-0.013 ;0.967]
ŝd[θ|X](g(θ))

2 0.340 0.253 0.301 0.232
CI [0.229 ;0.619] [0.172 ;0.322] [0.183 ;0.544] [0.122 ;0.347]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.975))

3 0.975 0.994 0.975 0.977
CI [0.973 ;1.000] [0.928 ;1.000]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.95))

3 0.950 0.983 0.950 0.956
CI [0.942 ;1.000] [0.862 ;1.000]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.75))

3 0.750 0.837 0.750 0.731
CI [0.671 ;0.999] [0.356 ;0.975]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.50))

3 0.500 0.606 0.500 0.468
CI [0.367 ;0.932] [0.118 ;0.835]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.25))

3 0.250 0.318 0.250 0.209
CI [0.089 ;0.719] [0.018 ;0.380]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.05))

3 0.050 0.070 0.050 0.025
CI [0.006 ;0.233] [0.000 ;0.083]
P̂[θ|X](g(θ) < g(θ.025))

3 0.025 0.041 0.025 0.009
CI [0.001 ;0.207] [0.000 ;0.035]
1Moyenne des 100 approximations de l'espérance a posteriori de θ
2Moyenne des 100 approximations de l'écart-type a posteriori de θ
3Moyenne des 100 approximations des proportions a posteriori de θ où θq est le quantile d'ordre q de π(θ|X)
4Intervalle contenant 95% des approximations
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Figure 1: Performance d'inférence pour g(θ) = λ avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 1 avec λ = 1
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Figure 2: Performance d'inférence pour g(θ) = λ avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 1 avec λ = 20
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Figure 3: Performance d'inférence pour g(θ) = a avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 2 avec a = 0 et b = 0.5
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Figure 4: Performance d'inférence pour g(θ) = b avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 2 avec a = 0 et b = 0.5
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Figure 5: Performance d'inférence pour g(θ) = a avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/8
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Figure 6: Performance d'inférence pour g(θ) = b avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/8
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Figure 7: Performance d'inférence pour g(θ) = σ2 avec le premier jeu de donnéesX(1) comme
la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/8
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Figure 8: Performance d'inférence pour g(θ) = a avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/4
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Figure 9: Performance d'inférence pour g(θ) = b avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/4
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Figure 10: Performance d'inférence pour g(θ) = σ2 avec le premier jeu de données X(1)

comme la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/4
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Figure 11: Performance d'inférence pour g(θ) = a avec le premier jeu de donnéesX(1) comme
la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/2

166



Modèle3 b = 1/2
b

●

IC
mcmc
IS

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26

−
1

0
1

2

●

b

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

x27 x29 x31 x33 x35 x37 x39 x41 x43 x45 x47 x49 x51

−
1

0
1

2

●

b

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

x52 x54 x56 x58 x60 x62 x64 x66 x68 x70 x72 x74 x76

−
1

0
1

2

●

b

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

x77 x79 x81 x83 x85 x87 x89 x91 x93 x95 x97 x99 x101

−
1

0
1

2

●

Figure 12: Performance d'inférence pour g(θ) = b avec le premier jeu de données X(1) comme
la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/2
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Figure 13: Performance d'inférence pour g(θ) = σ2 avec le premier jeu de données X(1)

comme la référence �xe Modèle 3 avec a = 0, b = 0.5 et σ2 = 1/2
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Figure 14: Box-plot de EQ(fixe) pour toutes les valeurs possibles m avec la stratégie "réfé-
rence �xe" et de EQ(choisie) avec la stratégie "référence choisie" selon les trois critères dans le
Modèle 3 avec a = 0, b1, . . . , b10 = 0.05 (normal) et σ2 = 1/2, pour g(θ) = a, g(θ) = b1, . . . , b10

et g(θ) = σ2 ; losange noir pour le premier critère, losange blanc pour le second et losange
gris pour le troisième.
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Table 7: Erreurs quadratique moyennes par rapport à MCMC dans le Modèle 3 avec 10
covaribles normales et avec a = 0, bj = 0.05 pour j = 1, . . . , 10, σ2 = 1/2 et n = 1, 000 pour
g(θ) = a, g(θ) = bj , j = 1, . . . , 10, σ2 = 1/2 et g(θ) = σ2 (extension)

strategy a b1 b2

σ2 = 1/2 EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 1.766 0.066 1.291 0.087 1.150 0.045
La pire ref. "�xe" 4 34.501 0.743 16.471 0.435 8.107 0.198
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 12.163 0.482 2.180 0.165 2.097 0.107
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 33.395 0.819 2.058 0.094 1.458 0.069
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 7.790 3.736 2.118 0.120 2.733 0.110
b3 b4 b5

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 1.425 0.052 1.256 0.068 1.090 0.054
La pire ref. "�xe" 4 11.367 0.294 13.330 0.326 14.674 0.319
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 3.672 0.159 3.102 0.198 2.676 0.169
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 2.617 0.144 2.537 0.119 5.118 0.224
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 3.234 0.175 2.692 0.165 2.180 0.098
b6 b7 b8

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 0.815 0.040 0.845 0.032 1.126 0.050
La pire ref. "�xe" 4 7.200 0.298 6.885 0.201 10.272 0.246
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 1.297 0.069 1.374 0.0577 2.347 0.110
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 1.300 0.065 2.007 0.099 1.611 0.081
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 1.473 0.065 1.292 0.055 2.623 0.148
b9 b10 σ2

σ2 = 1/2 EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 1.526 0.080 1.063 0.051 2.347 0.134
La pire ref. "�xe" 4 14.668 0.376 13.562 0.294 48.125 1.014
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 2.326 0.094 2.900 0.117 23.535 0.177
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 1.736 0.070 8.824 0.296 34.034 0.918
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 2.298 0.097 2.725 0.136 21.677 0.837
1Erreur quadratique moyenne par rapport à MCMC sur (K-M) jeux de données (×103)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×103)
3IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×103)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×103)
5IS avec la stratégie de réf. "choisie" (×103)
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Figure 15: Box-plot de EQ(fixe) pour toutes les valeurs possibles m avec la stratégie "réfé-
rence �xe" et de EQ(choisie) avec la stratégie "référence choisie" selon les trois critères dans
le Modèle 3 avec a = 0, b1, . . . , b10 = 0.05 (normal + bernoulli) et σ2 = 1/2, pour g(θ) = a,
g(θ) = b1, . . . , b10 et g(θ) = σ2 ; losange noir pour le premier critère, losange blanc pour le
second et losange gris pour le troisième.
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Table 8: Erreurs quadratique moyennes par rapport à MCMC dans le Modèle 3 avec 5
covariables normales et 5 covariables de Bernoulli avec a = 0, bj = 0.05 pour j = 1, . . . , 10,
σ2 = 1/2 et n = 1, 000 pour g(θ) = a, g(θ) = bj , j = 1, . . . , 10, σ2 = 1/2 et g(θ) = σ2

(extension)

strategy a b1 b2

σ2 = 1/2 EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 3.479 0.163 1.108 0.044 1.202 0.058
La pire ref. "�xe" 4 36.598 0.851 7.887 0.223 10.483 0.291
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 8.017 0.404 2.795 0.146 2.148 0.089
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 8.002 0.383 1.597 0.097 1.439 0.066
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 8.235 0.562 2.484 0.135 2.026 0.116
b3 b4 b5

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 1.096 0.048 1.165 0.061 1.097 0.044
La pire ref. "�xe" 4 10.755 0.244 12.008 0.314 11.020 0.261
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 2.626 0.132 2.515 0.135 2.547 0.149
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 1.900 0.104 1.859 0.066 1.252 0.062
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 2.198 0.097 2.295 0.139 2.032 0.115
b6 b7 b8

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 6.331 0.296 5.327 0.224 6.955 0.343
La pire ref. "�xe" 4 41.283 1.494 40.143 1.064 76.085 1.881
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 18.825 0.921 11.001 0.573 10.941 0.524
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 18.670 0.641 8.172 0.358 11.182 0.548
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 17.039 0.653 10.857 0.576 10.771 0.594
b9 b10 σ2

σ2 = 1/2 EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

La meilleure ref. "�xe" 3 6.406 0.416 5.355 0.302 2.811 0.108
La pire ref. "�xe" 4 102.678 2.150 71.962 1.636 46.223 0.901
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 1 5 16.668 0.796 10.560 0.586 18.915 0.725
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 2 5 28.939 1.280 8.092 0.403 43.450 0.995
Stratégie de réf. "choisie"

avec le critère 3 5 15.043 0.711 8.634 0.418 20.845 0.637
1Erreur quadratique moyenne par rapport à MCMC sur (K-M) jeux de données (×103)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×103)
3IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×103)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×103)
5IS avec la stratégie de réf. "choisie" (×103)
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Table 9: Erreurs quadratiques moyennes par rapport à MCMC dans le Modèle 2 avec 10
covaribles normales avec a = 0, bj = 0.05 pour j = 1, . . . , 10 et n = 1, 000 pour g(θ) = a,
g(θ) = bj , j = 1, . . . , 10

strategy a b1 b2

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 1 5 0.071 0.005 0.078 0.005 0.062 0.004

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 2 5 0.249 0.016 0.245 0.017 0.251 0.020

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 3 5 0.110 0.010 0.160 0.013 0.126 0.008

Stratégie mélange 0.029 0.002 0.032 0.003 0.044 0.003

b3 b4 b5

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 1 5 0.091 0.005 0.063 0.004 0.070 0.005

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 2 5 0.374 0.033 0.203 0.013 0.182 0.086

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 3 5 0.119 0.010 0.116 0.010 0.069 0.006

Stratégie mélange 0.043 0.002 0.032 0.002 0.032 0.003

b6 b7 b8

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2 EQ 1 q97.5%
2

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 1 5 0.085 0.008 0.075 0.005 0.063 0.003

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 2 5 0.268 0.014 0.287 0.017 0.275 0.014

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 3 5 0.179 0.013 0.115 0.009 0.136 0.013

Stratégie mélange 0.030 0.004 0.052 0.005 0.031 0.003

b9 b10

EQ 1 q97.5%
2 EQ 1 q97.5%

2

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 1 5 0.052 0.002 0.071 0.006

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 2 5 0.261 0.020 0.247 0.014

Stratégie de réf. "choisie"
avec le critère 3 5 0.118 0.008 0.096 0.006

Stratégie mélange 0.033 0.002 0.041 0.003
1Erreur quadratique moyenne par rapport à MCMC sur (K-M) jeux de données (×103)
2Terme de rang 97,5% intervenant dans l'erreur quadratique moyenne (×103)
3IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le meilleur cas (×103)
4IS avec la stratégie de réf. "�xe" - le pire cas (×103)
5IS avec la stratégie de réf. "choisie" (×103)
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Table 10: Les vraisemblances, la densités a priori et a posteriori, les espérances a posteriori et
les rapport des constantes de normalisation des modèles : Normal-Normal, Poisson-Gamma,
Binomial-Beta, Gamma-Gamma et Négative Binomial Beta.

Modèle Normal Normal
Modèle N (θ, σ2)

Vraisemblance V (x|θ) = (2πσ2)n/2 exp
{
− 1

2σ2 (
∑
x2
i − 2θ

∑
xi + nθ2)

}
Prior N (µ, τ2) fdd. π(θ) = 1√

2πτ2
exp

{
− (θ−µ)2

2τ2

}
Posterior N (ρ(σ2µ+ τ2∑xi), ρσ

2τ2), ρ−1 = σ2 + nτ2

Espérance a posteriori Eθ|x(θ) = (σ2µ+ τ2∑xi)/(σ
2 + nτ2)

Rapport des constantes de normalisation cm
cp

= exp

{
− 1

2

[∑
(x

(m)2
i −x(p)2i )

σ2 −

−
(∑

(x
(m)
i −x(p)i )

σ2 + 2µ
τ2

)
τ2

∑
(x

(m)
i −x(p)i )

nτ2+σ2

]}
Modèle Poisson Gamma

Modèle P(θ)
Vraisemblance V (x|θ) = e−nθ θ

∑
xi∏
xi!

Prior G(α, β) fdd. π(θ) = βα

Γ(α)
θα−1e−βθ, θ ≥ 0

Posterior G(α+
∑
xi, β + n)

Espérance a posteriori Eθ|x(θ) = (α+
∑
xi)/(β + n)

Rapport des constantes de normalisation cm
cp

= (n+ β)
∑

(x
(p)
i −x

(m)
i ) Γ(α+

∑
x
(m)
i )

Γ(α+
∑
x
(p)
i )

Πx
(p)
i !

Πx
(m)
i !

Modèle Binomial Beta
Modèle Bin(N, θ)
Vraisemblance V (x|θ) =

∏(N
xi

)
θ
∑
xi(1− θ)nN−

∑
xi , xi ∈ N

Prior G(α, β) fdd. π(θ) = θα−1(1−θ)β−1

B(α,β)
, θ ∈ [0, 1]

Posterior B(α+
∑
xi, β + nN −

∑
xi)

Espérance a posteriori Eθ|x(θ) = (α+
∑
xi)/(α+ β + nN)

Rapport des constantes de normalisation cm
cp

=

∏
(

n

x
(m)
i

)∏
(
n

x
(p)
i

)
B(

∑
x
(m)
i +α,nN−

∑
x
(m)
i )

B(
∑
x
(p)
i +α,nN−

∑
x
(p)
i )

Modèle Gamma Gamma
Modèle G(ν, θ)
Vraisemblance V (x|θ) = θnν

Γ(ν)n
(
∏
xi)

ν−1 e−θ
∑
xi , xi ≥ 0

Prior G(α, β) fdd. π(θ) = βα

Γ(α)
θα−1e−βθ, θ ≥ 0

Posterior G(α+ nν, β +
∑
xi)

Espérance a posteriori Eθ|x(θ) = (α+ nν)/(β +
∑
xi)

Rapport des constantes de normalisation cm
cp

=

(∏
x
(m)
i∏
x
(p)
i

)ν−1

·
( ∑

x
(p)
i +β∑

x
(m)
i +β

)nν+α

Modèle Négative Binomial Beta
Modèle N eg(N, θ)

Vraisemblance V (x|θ) =
∏(n+xi−1

xi

)
θnN (1− θ)

∑
xi , xi ∈ N

Prior G(α, β) fdd. π(θ) = θα−1(1−θ)β−1

B(α,β)
, θ ∈ [0, 1]

Posterior B(α+ nN, β +
∑
xi)

Espérance a posteriori Eθ|x(θ) = (α+ nN)/(α+ nN + β +
∑
xi)

Rapport des constantes de normalisation cm
cp

=

∏
(
n+x

(m)
i

−1

x
(m)
i

)

∏
(
n+x

(p)
i

−1

x
(p)
i

)

B(nN+α,β+
∑
x
(m)
i )

B(nN+α,β+
∑
x
(p)
i )
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Table 11: Estimation des rapports des constantes de normalisation via trois méthodes : im-
portance sampling (r̂is), reciprocal importance sampling (r̂recip) et ratio importance sampling
(r̂is). Les vraies valeurs sont rapportées dans la colonne dénotée par r0.

Méthode : r0 r̂is r̂recip r̂ris
Modèle Normal Normal (p = 8)

r1 2.210e-02 2.203e-02 2.210e-02 2.209e-02
r2 5.520e-01 5.566e-01 5.520e-01 5.581e-01
r3 3.491e+00 3.477e+00 3.491e+00 3.507e+00
r4 2.187e+00 2.200e+00 2.187e+00 2.203e+00
r5 2.011e+01 2.003e+01 2.011e+01 2.015e+01
r6 3.524e-04 3.559e-04 3.524e+04 3.571e-04
r7 2.967e-01 2.958e-01 2.967e-01 2.965e-01
r9 7.053e-03 7.133e-03 7.053e-03 7.161e-03
r10 7.051e+00 7.022e+00 7.051e+00 7.070e+00

Modèle Poisson Gamma (p = 3)
r1 1.861 002e-01 1.841e-01 1.859e-01 1.872e-01
r2 4.225 230e-02 4.077e-02 4.220e-02 4.155e-02
r4 1.966 667e-05 1.963e-05 1.964e-05 1.952e-05
r5 4.279 676e-03 4.276e-03 4.263e-03 4.253e-03
r6 1.568 525e-04 1.451e-04 1.566e-04 1.547e-04
r7 8.593 200e-02 7.785e-02 8.582e-02 8.696e-02
r8 1.603 497e-03 1.557e-03 1.600e-03 1.617e-03
r9 3.878 966e-01 3.677e-01 3.882e-01 3.811e-01
r10 5.652 794e-03 5.653e-03 5.654e-03 5.626e-03

Modèle Binomial Beta (p = 1)
r2 14.688 14.708 14.655 14.700
r3 130.692 129.186 130.503 129.936
r4 0.500 0.502 0.500 0.503
r5 81.047 81.289 81.029 81.594
r6 16.447 16.470 16.410 16.461
r7 0.940 0.938 0.939 0.939
r8 1.859 1.863 1.858 1.864
r9 0.2336 0.234 0.233 0.236
r10 19.433 19.481 19.422 19.540

Modèle Gamma Gamma (p = 9)
r1 1.899e-02 1.895e-02 1.899e-02 2.040e-02
r2 3.959e-02 3.950e-02 3.959e-02 4.188e-02
r3 1.651e-01 1.649e-01 1.651e-01 1.709e-01
r4 3.046e+01 2.794e+01 3.046e+01 2.442e+01
r5 8.788e-04 9.123e-04 8.788e-04 1.017e-03
r6 1.239e-02 1.238e-02 1.239e-02 1.347e-02
r7 1.476e-04 1.608e-04 1.476e-04 1.756e-04
r8 7.981e-04 8.678e-04 7.981e-04 9.484e-04
r10 8.417e-02 8.400e-02 8.417e-02 9.053e-02

Modèle Négative Binomial (p = 8)
r1 8.976e+01 9.240e+01 8.982e+01 9.140e+01
r2 5.211e-02 5.287e-02 5.210e-02 5.266e-02
r3 2.140e-01 2.183e-01 2.140e-01 2.169e-01
r4 8.097e-01 8.368e-01 8.090e-01 8.262e-01
r5 9.089e+02 8.994e+02 9.092e+02 8.917e+02
r6 6.273e+03 5.854e+03 6.276e+03 6.281e+03
r7 5.224e-02 5.265e-02 5.228e-02 5.393e-02
r9 9.451e-01 9.366e-01 9.411e-01 9.310e-01
r10 1.701e+01 1.703e+01 1.702e+01 1.703e+01
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Annexe de la modélisation épidémique

Développement de Taylor au voisinage de φ

∂Π

∂t
− Ω1/2dφ

dt

∂Π

∂ξ
(8)

= f(Ω)(Eξ − 1)
[
ρ0(φ) + Ω−1/2ρ′0(φ)ξ + Ω−1ρ′′0(φ)ξ2 + . . .

]
Π(ξ, t)

+ Ω−1f(Ω)(Eξ − 1)
[
ρ1(φ) + Ω−1/2ρ′1(φ)ξ + Ω−1ρ′′1(φ)ξ2 + . . .

]
Π(ξ, t)

+ . . .

+ f(Ω)(E−1
ξ − 1)

[
γ0(φ) + Ω−1/2γ′0(φ)ξ + Ω−1γ′′0 (φ)ξ2 + . . .

]
Π(ξ, t)

+ Ω−1f(Ω)(Eξ − 1)
[
γ1(φ) + Ω−1/2γ′1(φ)ξ + Ω−1γ′′1 (φ)ξ2 + . . .

]
Π(ξ, t)

+ . . .

En appliquant les opérateurs Eξ et E−1
ξ on obtient donc

∂Π

∂t
− Ω1/2dφ

dt

∂Π

∂ξ
(9)

= f(Ω)(Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
+ . . .)

[
ρ0(φ) + Ω−1/2ρ′0(φ)ξ + Ω−1ρ′′0(φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ Ω−1f(Ω)(Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
+ . . .)

[
ρ1(φ) + Ω−1/2ρ′1(φ)ξ + Ω−1ρ′′1(φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ . . .

+ f(Ω)(−Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
− . . .)

[
γ0(φ) + Ω−1/2γ′0(φ)ξ + Ω−1γ′′0 (φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ Ω−1f(Ω)(−Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
− . . .)

[
γ1(φ) + Ω−1/2γ′1(φ)ξ + Ω−1γ′′1 (φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ . . .
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Il est possible de changer l'échelle du temps en posant Ω−1f(Ω)t = τ et ainsi la dérivé d'une

fonction h devient dh
dt = dh

dτ Ω−1f(Ω). En mettant en facteur Ω−1f(Ω) dans (9) on obtient

∂Π

∂τ
− Ω1/2dφ

dτ

∂Π

∂ξ
(10)

= (Ω1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω0 ∂

2

∂ξ2
+ . . .)

[
ρ0(φ) + Ω−1/2ρ′0(φ)ξ + Ω−1ρ′′0(φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ (Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
+ . . .)

[
ρ1(φ) + Ω−1/2ρ′1(φ)ξ + Ω−1ρ′′1(φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ . . .

+ (−Ω1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω0 ∂

2

∂ξ2
− . . .)

[
γ0(φ) + Ω−1/2γ′0(φ)ξ + Ω−1γ′′0 (φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ (−Ω−1/2 ∂

∂ξ
+

1

2!
Ω−1 ∂

2

∂ξ2
− . . .)

[
γ1(φ) + Ω−1/2γ′1(φ)ξ + Ω−1γ′′1 (φ)ξ2 + . . .

]
Π

+ . . .
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Figure 16: α = 1.2, β = 0.3, extinction
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Figure 17: α = 1.2, β = 0.6, extinction
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Figure 18: α = 1.2, β = 0.9, extinction
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Figure 19: α = 1.2, β = 1.1, extinction
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Table 12: Le nombre des problèmes selon la catégorie

Conv 1 Alg 2 VarNeg 3 Borne 4

� early � (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)
1 0 0 1 0 178 319 352 604
2 0 0 2 0 293 102 502 199
3 0 0 0 0 516 86 727 240
4 1 1 41 0 107 208 225 233
5 0 0 4 0 239 106 441 174
6 0 0 0 0 513 101 741 271
7 0 0 34 0 92 190 239 91
8 0 0 3 0 236 132 456 160
9 0 0 8 0 497 70 715 244
10 0 0 0 0 91 356 309 643
11 0 0 0 0 187 91 403 149
12 0 0 0 0 288 41 477 72
13 0 0 5 0 77 199 252 254
14 0 0 0 0 173 131 369 92
15 0 0 0 0 219 81 442 76
16 0 0 4 0 84 261 225 140
17 0 0 3 0 145 125 315 95
18 0 0 0 0 221 18 450 71

� during � (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)
1 1 1 82 0 172 343 259 494
2 0 0 88 0 111 64 57 44
3 0 0 35 0 98 36 27 6
4 2 2 125 0 116 170 96 74
5 0 0 49 0 103 96 62 22
6 0 0 25 0 26 19 49 10
7 2 2 105 0 141 259 72 73
8 1 1 48 0 44 79 37 26
9 0 0 11 0 19 51 28 25
10 0 0 20 0 200 326 353 567
11 0 0 3 0 119 117 83 72
12 0 0 0 0 96 68 17 4
13 0 0 31 0 130 186 169 160
14 0 0 0 0 116 155 60 22
15 0 0 0 0 48 56 5 1
16 1 1 15 5 211 502 147 414
17 1 1 4 0 98 175 37 26
18 0 0 0 0 20 24 6 7

� after � (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)
1 0 0 66 4 519 398 613 691
2 1 1 45 0 487 390 91 491
3 0 0 10 3 554 456 56 252
4 4 4 78 2 434 403 140 327
5 2 2 11 3 550 445 54 222
6 2 2 10 3 566 541 24 57
7 1 1 42 9 482 500 108 205
8 2 2 45 17 568 512 16 178
9 2 2 14 23 594 576 11 43
10 0 0 44 3 455 379 615 569
11 0 0 4 1 506 488 108 415
12 0 0 4 0 520 486 71 42
13 0 0 21 1 427 446 188 238
14 2 2 6 4 583 551 79 85
15 0 0 9 1 551 559 41 8
16 0 0 31 39 521 607 142 346
17 1 1 58 5 577 579 41 94
18 3 3 38 10 587 667 20 7

1Conv - Problème de Convergence d'algorithme de Nealder-Mead dans ConstrOptim
2Alg - Échec d'estimations malgré la convergence
3NegVar - Estimation négative de la variance asymptotique au moins d'un paramètre
4Borne - Les estimations réalisant une de contrainte �xée dans ConstrOptim ou α < β
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Figure 20: Boxplots des estimations de α pour les observations de la phase initale : � early �
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α=4.8, β=3.6, i0=10; (13)
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α=0.72, β=0.18, i0=1; (9)
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α=1.2, β=0.9, i0=10; (16)
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Figure 21: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de α pour les observations
de la phase initale : � early �
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α=34.8, β=26.1, i0=1; (1)
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α=15, β=7.5, i0=10; (11)
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α=6.8, β=5.1, i0=1; (4)
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α=4.8, β=3.6, i0=10; (13)
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Figure 22: Boxplots des estimations de β pour les observations de la phase initiale : � early �
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Figure 23: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de β pour les observations
de la phase initiale : � early �
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Figure 24: Boxplots des estimations de i0 pour les observations de la phase initiale : � early �
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Figure 25: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de i0 pour les observations
de la phase initiale : � early �
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Figure 26: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase initiale : � early �
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Boxplot: sd(R0)

αα=34.8, ββ=26.1, i0=1; (1)
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αα=6.8, ββ=5.1, i0=1; (4)
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αα=4, ββ=2, i0=1; (5)

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●
●

●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●
●
●

●

●●

●

●

●

●●
●
●
●

●

●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●

●●

●

●

●

M S

1e
−0

2
1e

+0
2

1e
+0

6

αα=2.8, ββ=0.7, i0=1; (6)
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αα=4.8, ββ=3.6, i0=10; (13)
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αα=3, ββ=1.5, i0=10; (14)
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αα=2.4, ββ=0.6, i0=10; (15)
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αα=1.6, ββ=1.2, i0=1; (7)

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●●

●

●●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●
●●●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●

M S

1e
−0

2
1e

+0
0

1e
+0

2
1e

+0
4

αα=1, ββ=0.5, i0=1; (8)
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αα=0.72, ββ=0.18, i0=1; (9)
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αα=1.2, ββ=0.9, i0=10; (16)
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αα=0.8, ββ=0.4, i0=10; (17)
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αα=0.6, ββ=0.15, i0=10; (18)

Figure 27: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observations
de la phase initiale : � early �
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Figure 28: Boxplots des estimations de α pour les observations de la phase évolutive : � du-
ring �
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Figure 29: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de α pour les observations
de la phase évolutive : � during �
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Figure 30: Boxplots des estimations de β pour les observations de la phase évolutive : � du-
ring �
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Figure 31: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de β pour les observations
de la phase évolutive : � during �
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Figure 32: Boxplots des estimations de i0 pour les observations de la phase évolutive :
� during �
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Figure 33: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de i0 pour les observations
de la phase évolutive : � during �
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Figure 34: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase évolutive :
� during �
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(M) − gray, (S) − white

αα=14.4, ββ=3.6, i0=1; (3)
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MC sd − red point

αα=24, ββ=18, i0=10; (10)
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αα=15, ββ=7.5, i0=10; (11)
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αα=12, ββ=3, i0=10; (12)
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αα=6.8, ββ=5.1, i0=1; (4)
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αα=4, ββ=2, i0=1; (5)
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αα=2.8, ββ=0.7, i0=1; (6)
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αα=4.8, ββ=3.6, i0=10; (13)
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αα=3, ββ=1.5, i0=10; (14)
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αα=2.4, ββ=0.6, i0=10; (15)
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αα=1.6, ββ=1.2, i0=1; (7)
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αα=1, ββ=0.5, i0=1; (8)
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αα=0.72, ββ=0.18, i0=1; (9)

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●●●
●●

●

M S1e
−0

2
1e

+0
0

1e
+0

2
1e

+0
4

αα=1.2, ββ=0.9, i0=10; (16)
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αα=0.8, ββ=0.4, i0=10; (17)
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Figure 35: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observations
de la phase évolutive : � during �
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Figure 36: Boxplots des estimations de α pour les observations de la phase stationnaire :
� after �
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Figure 37: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de α pour les observations
de la phase stationnaire : � after �

191



●

●
●

M S

0
20

40
60

80

Boxplot: β

α=34.8, β=26.1, i0=1; (1)

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

M S

0
10

20
30

40
50

60

Phase: <<after>>

α=20.4, β=10.2, i0=1; (2)

●
●
●●

●

●

●

●

●

●

●
●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

M S

0
5

10
15

20
25

30

(M) − gray, (S) − white

α=14.4, β=3.6, i0=1; (3)

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

M S

0
20

40
60

80

β0 − red line

α=24, β=18, i0=10; (10)

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

M S

0
10

20
30

40
50

60

α=15, β=7.5, i0=10; (11)

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●

●
●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

M S

0
5

10
15

20
25

α=12, β=3, i0=10; (12)

●

●

M S

0
20

40
60

80

α=6.8, β=5.1, i0=1; (4)
M S

0
5

10
15

α=4, β=2, i0=1; (5)

●

●●

●

M S

0
1

2
3

4
5

6

α=2.8, β=0.7, i0=1; (6)

●

●

●

●

●

●

M S

0
20

40
60

α=4.8, β=3.6, i0=10; (13)
M S

0
5

10
15

α=3, β=1.5, i0=10; (14)
M S

0
1

2
3

4
5

6

α=2.4, β=0.6, i0=10; (15)

●●

●

●

●

●

●

●

M S

0
5

10
15

20
25

α=1.6, β=1.2, i0=1; (7)

●

M S

0
2

4
6

8

α=1, β=0.5, i0=1; (8)

●

●

●

●

●●

●

M S

0
2

4
6

8
10

12

α=0.72, β=0.18, i0=1; (9)

●

●
●

●

●

●

●

M S

0
10

20
30

40
50

α=1.2, β=0.9, i0=10; (16)
M S

0
1

2
3

4
5

6

α=0.8, β=0.4, i0=10; (17)

●

●

M S

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

α=0.6, β=0.15, i0=10; (18)

Figure 38: Boxplots des estimations de β pour les observations de la phase stationnaire :
� after �
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Figure 39: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de β pour les observations
de la phase stationnaire : � after �
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Figure 40: Boxplots des estimations de i0 pour les observations de la phase stationnaire :
� after �
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Figure 41: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de i0 pour les observations
de la phase stationnaire : � after �
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Figure 42: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase stationnaire :
� after �
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Boxplot: sd(R0)

αα=34.8, ββ=26.1, i0=1; (1)
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αα=3, ββ=1.5, i0=10; (14)

●

●

●

●

●
●
●

●●●
●
●●●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

M S

0.
1

0.
5

5.
0

50
.0

αα=2.4, ββ=0.6, i0=10; (15)

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●
●

●

●●

●●

●

M S1e
−0

2
1e

+0
0

1e
+0

2
1e

+0
4

αα=1.6, ββ=1.2, i0=1; (7)
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αα=1, ββ=0.5, i0=1; (8)

●●

●

●
●
●●
●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●●
●
●

●

●●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●
●

●

●

M S5e
−0

2
5e

−0
1

5e
+0

0
5e

+0
1

αα=0.72, ββ=0.18, i0=1; (9)
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αα=1.2, ββ=0.9, i0=10; (16)
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αα=0.8, ββ=0.4, i0=10; (17)
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αα=0.6, ββ=0.15, i0=10; (18)

Figure 43: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observations
de la phase stationnaire : � after �
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Figure 51: PP-plots de R0 pour les observations de la phase evolutive : � during �

198
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Figure 52: PP-plots de θ = α pour les observations de la phase stationnaire : � after �

●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

PP−Plot: β

α=34.8, β=26.1, i0=1; (1)

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
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●●●●●
●●●●●●●

●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●
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●
●●
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●
●
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●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(M) − red, (S) − blue

α=14.4, β=3.6, i0=1; (3)
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Table 13: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre α avec les
données provenant de la phase initiale du processus � early �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

α0 34.8 20.4 14.4 24 15 12

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 617 389 471 774 260 724 664 340 569 812 501 891
mean 19.14 57.14 15.55 34.39 12.24 21.31 8.77 53.13 10.72 28.60 10.69 14.38
bias -15.66 22.34 -4.85 13.99 -2.16 6.91 -15.23 29.13 -4.28 13.60 -1.31 2.38
rel. bias -0.45 0.64 -0.24 0.69 -0.15 0.48 -0.63 1.21 -0.29 0.91 -0.11 0.20
|bias| 23.30 28.10 11.21 17.27 4.74 8.52 17.91 32.60 10.65 16.05 4.23 4.33
sd 20.39 25.28 12.99 19.37 5.24 11.65 11.38 26.20 13.04 18.47 4.91 5.38
MSE 660.56 1136.63 191.98 570.51 32.06 183.30 361.16 1533.41 188.01 525.68 25.78 34.63
RE1 1.00 0.58 1.00 0.34 1.00 0.17 1.00 0.24 1.00 0.36 1.00 0.74
Mean.as.sd 18.53 16.33 10.40 8.60 6.44 9.80 9.27 21.14 8.93 7.19 6.57 1.74

#4 #5 #6 #13 #14 #15

α0 6.8 4 2.8 4.8 3 2.4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 682 708 534 770 248 695 705 633 590 798 542 858
mean 5.59 26.48 3.22 9.56 2.49 4.61 3.40 26.64 2.52 6.68 2.12 2.78
bias -1.21 19.68 -0.78 5.56 -0.31 1.81 -1.40 21.84 -0.48 3.68 -0.28 0.38
rel. bias -0.18 2.89 -0.19 1.39 -0.11 0.64 -0.29 4.55 -0.16 1.23 -0.12 0.16
|bias| 5.58 20.32 2.27 6.04 0.84 2.08 4.80 22.26 2.17 4.13 0.74 0.78
sd 8.33 22.84 3.30 11.24 0.98 4.83 8.86 26.47 3.06 7.16 0.86 0.99
MSE 70.69 908.28 11.50 157.03 1.04 26.52 80.29 1176.33 9.57 64.68 0.81 1.12
RE1 1.00 0.08 1.00 0.07 1.00 0.04 1.00 0.07 1.00 0.15 1.00 0.73
Mean.as.sd 4.86 10.72 2.07 2.51 1.22 5.94 3.33 26.11 2.05 2.19 1.19 0.35

#7 #8 #9 #16 #17 #18

α0 1.6 1 0.72 1.2 0.8 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 699 728 523 756 268 729 717 630 658 801 549 916
mean 1.47 9.93 0.84 2.95 0.59 1.72 1.31 10.84 0.60 1.70 0.54 0.70
bias -0.13 8.33 -0.16 1.95 -0.13 1.00 0.11 9.64 -0.20 0.90 -0.06 0.10
rel. bias -0.08 5.21 -0.16 1.95 -0.19 1.38 0.10 8.03 -0.25 1.13 -0.10 0.17
|bias| 1.49 8.53 0.54 2.09 0.24 1.07 1.62 9.73 0.54 1.04 0.18 0.20
sd 3.13 14.20 0.72 5.93 0.27 5.55 3.61 13.08 0.69 2.38 0.21 0.24
MSE 9.79 270.66 0.54 38.96 0.09 31.75 13.04 263.56 0.52 6.47 0.05 0.07
RE1 1.00 0.04 1.00 0.01 1.00 0.00 1.00 0.05 1.00 0.08 1.00 0.70
Mean.as.sd 1.54 5.54 0.55 1.81 0.29 3.51 2.40 12.71 0.48 0.43 0.31 0.09
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Table 14: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre β avec les
données provenant de la phase initiale du processus � early �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

β0 26.1 10.2 3.6 18 7.5 3

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 617 389 471 774 260 724 664 340 569 812 501 891
mean 14.70 42.89 8.00 20.39 3.22 8.87 6.29 40.47 5.11 16.72 2.48 4.07
bias -11.40 16.79 -2.20 10.19 -0.38 5.27 -11.71 22.47 -2.39 9.22 -0.52 1.07
rel. bias -0.44 0.64 -0.22 1.00 -0.11 1.46 -0.65 1.25 -0.32 1.23 -0.17 0.36
|bias| 18.70 22.25 7.28 12.71 2.36 6.23 14.02 25.71 6.42 10.93 1.83 2.02
sd 17.66 21.17 9.25 15.54 2.96 10.29 9.40 21.79 8.13 13.34 2.11 2.56
MSE 441.36 729.18 90.31 345.12 8.86 133.53 225.29 978.13 71.63 262.59 4.73 7.67
RE 1.00 0.61 1.00 0.26 1.00 0.07 1.00 0.23 1.00 0.27 1.00 0.62
Mean.as.sd 16.93 13.48 8.40 6.97 4.41 8.58 8.36 17.13 6.01 4.92 2.97 0.85

#4 #5 #6 #13 #14 #15

β0 5.1 2 0.7 3.6 1.5 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 682 708 534 770 248 695 705 633 590 798 542 858
mean 4.34 21.65 1.72 6.66 0.71 2.15 2.50 21.31 1.22 4.02 0.49 0.77
bias -0.76 16.55 -0.28 4.66 0.01 1.45 -1.10 17.71 -0.28 2.52 -0.11 0.17
rel.bias -0.15 3.25 -0.14 2.33 0.02 2.07 -0.31 4.92 -0.18 1.68 -0.19 0.28
|bias| 4.56 17.16 1.50 5.04 0.44 1.63 3.76 18.11 1.32 2.84 0.32 0.37
sd 6.87 19.88 2.45 10.61 0.55 4.68 6.94 21.77 1.93 5.21 0.38 0.49
MSE 47.66 668.41 6.05 134.16 0.31 23.98 49.38 786.81 3.81 33.44 0.16 0.27
RE 1.00 0.07 1.00 0.05 1.00 0.01 1.00 0.06 1.00 0.11 1.00 0.58
Mean.as.sd 4.36 9.24 1.73 2.15 0.86 5.64 2.81 21.13 1.35 1.51 0.55 0.17

#7 #8 #9 #16 #17 #18

β0 1.2 0.5 0.18 0.9 0.4 0.15

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 699 728 523 756 268 729 717 630 658 801 549 916
mean 1.15 8.54 0.45 2.21 0.15 1.08 0.99 9.03 0.28 1.04 0.13 0.19
bias -0.05 7.34 -0.05 1.71 -0.03 0.90 0.09 8.13 -0.12 0.64 -0.02 0.04
rel. bias -0.04 6.12 -0.11 3.43 -0.17 5.00 0.10 9.03 -0.30 1.60 -0.15 0.30
|bias| 1.23 7.53 0.36 1.82 0.11 0.95 1.27 8.22 0.33 0.73 0.08 0.09
sd 2.62 13.14 0.51 5.68 0.18 5.43 2.84 11.66 0.43 1.89 0.09 0.12
MSE 6.86 226.41 0.26 35.14 0.03 30.21 8.09 201.79 0.20 3.97 0.01 0.02
RE 1.00 0.03 1.00 0.01 1.00 0.00 1.00 0.04 1.00 0.05 1.00 0.57
Mean.as.sd 1.36 4.99 0.44 1.69 0.21 3.39 1.89 10.77 0.32 0.30 0.14 0.05
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Table 15: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre i0 avec les
données provenant de la phase initiale du processus � early �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 617 389 471 774 260 724 664 340 569 812 501 891
mean 5.46 3.20 2.40 1.62 1.67 1.29 13.08 9.27 12.63 8.10 11.24 9.32
bias 4.46 2.20 1.40 0.62 0.67 0.29 3.08 -0.73 2.63 -1.90 1.24 -0.68
rel. bias 4.46 2.20 1.40 0.62 0.67 0.29 0.31 -0.07 0.26 -0.19 0.12 -0.07
|bias| 4.67 2.42 1.84 1.07 1.26 0.81 5.89 6.96 4.85 4.21 3.34 3.16
sd 5.01 4.18 2.48 1.72 1.79 1.18 8.63 10.15 5.84 4.72 4.33 3.80
MSE 44.97 22.29 8.10 3.36 3.64 1.47 83.92 103.24 41.02 25.89 20.24 14.91
RE 1.00 2.02 1.00 2.41 1.00 2.47 1.00 0.81 1.00 1.58 1.00 1.36
Mean.as.sd 3.67 1.47 1.65 0.68 1.21 0.58 7.22 5.15 4.35 1.80 4.75 1.22

#4 #5 #6 #13 #14 #15

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 682 708 534 770 248 695 705 633 590 798 542 858
mean 4.14 2.07 2.18 1.58 1.42 1.22 11.41 8.16 11.42 8.16 10.84 9.61
bias 3.14 1.07 1.18 0.58 0.42 0.22 1.41 -1.84 1.42 -1.84 0.84 -0.39
rel.bias 3.14 1.07 1.18 0.58 0.42 0.22 0.14 -0.18 0.14 -0.18 0.08 -0.04
|bias| 3.45 1.66 1.60 1.01 0.90 0.69 4.69 8.09 4.05 3.89 2.94 2.77
sd 4.59 4.76 2.13 1.44 1.28 1.02 6.36 13.11 5.11 4.41 3.70 3.39
MSE 30.91 23.73 5.89 2.41 1.80 1.09 42.43 174.89 28.09 22.81 14.34 11.63
RE 1.00 1.30 1.00 2.44 1.00 1.66 1.00 0.24 1.00 1.23 1.00 1.23
Mean.as.sd 3.60 10.48 1.34 0.78 1.03 0.70 7.41 28.35 3.99 1.70 3.73 1.25

#7 #8 #9 #16 #17 #18

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 699 728 523 756 268 729 717 630 658 801 549 916
mean 4.08 2.91 2.18 1.73 1.59 1.31 11.66 7.89 11.50 8.10 10.62 9.37
bias 3.08 1.91 1.18 0.73 0.59 0.31 1.66 -2.11 1.50 -1.90 0.62 -0.63
rel. bias 3.08 1.91 1.18 0.73 0.59 0.31 0.17 -0.21 0.15 -0.19 0.06 -0.06
|bias| 3.37 2.58 1.66 1.18 1.03 0.77 5.23 8.28 4.18 4.07 2.96 2.81
sd 3.60 8.44 2.41 3.11 1.40 1.60 7.17 11.40 5.32 4.54 3.76 3.42
MSE 22.41 74.86 7.18 10.19 2.31 2.67 54.15 134.28 30.47 24.15 14.49 12.07
RE 1.00 0.30 1.00 0.70 1.00 0.87 1.00 0.40 1.00 1.26 1.00 1.20
Mean.as.sd 4.64 28.55 1.40 1.62 1.11 1.26 19.95 112.62 3.93 1.71 3.99 1.27
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Table 16: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase initiale du processus � early �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 617 389 471 774 260 724 664 340 569 812 501 891
mean 5.25 10.28 15.53 15.27 29.17 50.21 4.99 15.35 11.32 18.89 53.57 6.58
bias 3.91 8.95 13.53 13.27 25.17 46.21 3.66 14.01 9.32 16.89 49.57 2.58
rel. bias 2.93 6.71 6.76 6.63 6.29 11.55 2.75 10.51 4.66 8.45 12.39 0.65
|bias| 4.03 9.02 13.77 13.72 26.01 48.15 3.77 14.11 9.47 17.30 50.06 3.51
sd 43.76 161.76 111.24 149.35 165.63 458.95 28.76 153.07 50.84 203.92 319.48 43.01
MSE×102 19.27 261.80 125.30 224.52 279.61 2124.75 8.39 235.58 26.67 418.17 1043.21 18.54
RE 1.00 0.07 1.00 0.56 1.00 0.13 1.00 0.04 1.00 0.06 1.00 56.26
Mean.as.sd 17.39 2230.38 74.07 932.12 238.52 2859.90 5.50 873.34 9.93 870.65 353.52 1.71
×102

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 682 708 534 770 248 695 705 633 590 798 542 858
mean 3.38 2.59 7.80 4.65 9.44 9.59 3.60 4.17 7.94 5.36 18.20 5.50
bias 2.04 1.25 5.80 2.65 5.44 5.59 2.27 2.83 5.94 3.36 14.20 1.50
rel. bias 1.53 0.94 2.90 1.33 1.36 1.40 1.70 2.13 2.97 1.68 3.55 0.37
|bias| 2.17 1.41 6.10 3.24 6.59 7.61 2.37 2.96 6.09 3.77 14.62 2.34
sd 7.51 14.71 36.13 31.89 23.60 42.04 11.64 39.19 22.58 44.73 60.49 9.90
MSE 60.51 217.67 1336.81 1022.67 584.23 1796.32 140.44 1541.42 544.24 2009.72 3853.62 100.06
RE 1.00 0.28 1.00 1.31 1.00 0.33 1.00 0.09 1.00 0.27 1.00 38.51
Mean.as.sd 43.11 369.50 921.94 1448.69 320.79 7607.04 66.48 2044.66 227.09 1665.12 1104.76 11.90

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 699 728 523 756 268 729 717 630 658 801 549 916
MC mean 3.71 1.98 5.69 2.80 9.06 8.55 3.90 1.69 8.19 3.15 7.81 6.11
MC bias 2.38 0.65 3.69 0.80 5.06 4.55 2.57 0.36 6.19 1.15 3.81 2.11
MC rel. bias 1.79 0.49 1.85 0.40 1.26 1.14 1.93 0.27 3.09 0.58 0.95 0.53
MC |bias| 2.49 0.83 4.00 1.37 5.78 6.51 2.67 0.51 6.32 1.52 4.26 2.96
MC sd 9.43 9.07 16.08 9.07 16.37 35.40 9.65 4.31 18.29 9.36 10.94 14.94
MC MSE 94.51 82.63 271.68 82.86 292.59 1272.25 99.62 18.71 372.49 88.88 133.93 227.37
MC RE1 1.00 1.14 1.00 3.28 1.00 0.23 1.00 5.32 1.00 4.19 1.00 0.59
Mean.as.sd 71.55 995.77 264.38 150.68 211.17 2395.12 69.54 84.63 424.34 134.32 47.09 32.24
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Table 17: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase initiale du processus � early � (95% des estimations)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 585.00 369.00 447.00 734.00 246.00 686.00 630.00 322.00 539.00 770.00 475.00 845.00
mean 1 2.19 1.42 4.88 2.10 9.63 4.79 2.41 1.40 5.80 2.04 12.05 4.39
bias 0.86 0.09 2.88 0.10 5.63 0.79 1.08 0.06 3.80 0.04 8.05 0.39
rel. bias 0.65 0.07 1.44 0.05 1.41 0.20 0.81 0.05 1.90 0.02 2.01 0.10
|bias| 0.97 0.15 3.10 0.52 6.39 2.69 1.17 0.15 3.92 0.43 8.49 1.27
sd 2.11 0.35 9.35 1.13 15.29 7.21 2.57 0.32 8.05 0.85 29.72 2.07
MSE 5.21 0.13 95.59 1.27 264.49 52.55 7.77 0.11 79.14 0.73 946.34 4.44
RE 1.00 40.15 1.00 74.98 1.00 5.03 1.00 73.74 1.00 108.23 1.00 212.96
Mean.as.sd 5.58 0.60 80.86 1.62 152.48 463.48 6.31 0.20 37.20 0.68 282.24 1.10

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 646.00 672.00 506.00 730.00 234.00 659.00 669.00 601.00 560.00 758.00 514.00 814.00
mean 2.37 1.31 4.14 1.91 6.45 4.29 2.33 1.32 4.95 1.99 9.51 4.54
bias 1.04 -0.03 2.14 -0.09 2.45 0.29 0.99 -0.01 2.95 -0.01 5.51 0.54
relative bias 0.78 -0.02 1.07 -0.04 0.61 0.07 0.75 -0.01 1.48 -0.01 1.38 0.13
|bias| 1.16 0.12 2.40 0.49 3.52 2.26 1.08 0.11 3.08 0.38 5.88 1.33
sd 2.79 0.16 6.14 0.76 6.77 4.63 2.08 0.14 6.76 0.60 16.27 2.21
MSE 8.87 0.03 42.14 0.58 51.69 21.50 5.30 0.02 54.41 0.36 294.59 5.17
RE 1.00 338.21 1.00 72.05 1.00 2.40 1.00 253.74 1.00 149.62 1.00 57.01
Mean of as.sd 9.92 0.05 34.20 0.58 33.67 6.95 5.11 0.04 25.85 0.35 94.67 1.38

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

true value 1.33 1.33 2.00 2.00 4.00 4.00 1.33 1.33 2.00 2.00 4.00 4.00
# sims 663.00 690.00 495.00 718.00 254.00 691.00 681.00 598.00 624.00 759.00 521.00 870.00
mean 2.36 1.32 3.54 1.93 6.94 4.19 2.62 1.30 5.88 2.03 6.58 4.53
bias 1.03 -0.02 1.54 -0.07 2.94 0.19 1.28 -0.04 3.88 0.03 2.58 0.53
relative bias 0.77 -0.01 0.77 -0.03 0.74 0.05 0.96 -0.03 1.94 0.01 0.64 0.13
|bias| 1.13 0.16 1.81 0.48 3.57 2.10 1.38 0.11 3.98 0.37 2.98 1.33
sd 2.82 0.25 4.32 0.73 6.03 4.12 3.18 0.14 9.33 0.66 5.14 2.36
MSE 9.00 0.06 20.97 0.54 44.84 16.98 11.75 0.02 102.01 0.43 33.03 5.83
RE 1.00 148.64 1.00 38.94 1.00 2.64 1.00 578.43 1.00 237.02 1.00 5.67
Mean of as.sd 8.34 0.34 18.30 0.53 32.63 62.73 8.99 0.04 43.39 0.31 17.30 1.41

1Les caractéristiques présentées dans le tableau sont évaluées pour 95% des estimations.

5% des estimations extrêmes ont été écartées
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Table 18: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre α avec les
données provenant de la phase évolutive du processus � during �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

α0 34.8 20.4 14.4 24 15 12

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 621 478 767 897 850 961 577 405 819 802 892 912
mean 15.20 46.23 16.70 25.88 12.81 15.19 12.06 38.47 16.19 22.43 12.16 14.07
bias -19.60 11.43 -3.70 5.48 -1.59 0.79 -11.94 14.47 1.19 7.43 0.16 2.07
rel. bias -0.56 0.33 -0.18 0.27 -0.11 0.05 -0.50 0.60 0.08 0.50 0.01 0.17
|bias| 24.48 21.30 10.52 9.99 4.79 3.26 19.93 20.57 11.26 11.79 3.99 4.56
sd 18.21 24.54 11.90 14.16 5.50 4.43 19.53 22.74 15.16 18.28 5.16 7.01
MSE 715.26 731.57 155.17 230.44 32.74 20.21 523.30 725.14 231.04 388.79 26.66 53.35
RE 1.00 0.98 1.00 0.67 1.00 1.62 1.00 0.72 1.00 0.59 1.00 0.50
Mean.as.sd 15.12 15.69 9.82 5.01 5.41 0.98 15.49 17.22 15.51 8.04 6.16 2.58

#4 #5 #6 #13 #14 #15

α0 6.8 4 2.8 4.8 3 2.4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 675 731 813 880 912 974 686 658 842 779 948 941
mean 7.56 21.81 3.51 5.10 2.51 2.94 6.64 21.51 3.00 4.77 2.41 2.71
bias 0.76 15.01 -0.49 1.10 -0.29 0.14 1.84 16.71 0.00 1.77 0.01 0.31
rel. bias 0.11 2.21 -0.12 0.27 -0.10 0.05 0.38 3.48 0.00 0.59 0.00 0.13
|bias| 7.70 16.37 2.03 1.96 0.97 0.61 7.15 17.33 1.96 2.54 0.73 0.80
sd 12.09 20.38 2.48 3.25 1.31 0.91 11.49 19.72 2.64 4.60 0.93 1.26
MSE 146.64 640.03 6.37 11.74 1.79 0.85 135.30 667.30 6.98 24.24 0.87 1.67
RE 1.00 0.23 1.00 0.54 1.00 2.09 1.00 0.20 1.00 0.29 1.00 0.52
Mean.as.sd 11.91 19.44 1.93 0.91 0.95 0.20 10.37 20.90 2.41 1.42 1.12 0.33

#7 #8 #9 #16 #17 #18

α0 1.6 1 0.72 1.2 0.8 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 691 675 888 887 956 932 640 358 874 744 974 963
mean 1.99 6.20 1.03 1.23 0.71 0.74 2.05 5.81 0.80 1.25 0.59 0.68
bias 0.39 4.60 0.03 0.23 -0.01 0.02 0.85 4.61 0.00 0.45 -0.01 0.08
relative bias 0.24 2.87 0.03 0.23 -0.01 0.03 0.71 3.85 -0.01 0.56 -0.01 0.14
|bias| 2.08 4.86 0.63 0.46 0.30 0.16 2.07 4.77 0.55 0.70 0.17 0.20
sd 3.78 6.35 0.81 0.79 0.49 0.23 3.43 6.20 0.77 1.20 0.22 0.38
MSE 14.40 61.45 0.65 0.67 0.24 0.06 12.49 59.60 0.58 1.64 0.05 0.15
RE 1.00 0.23 1.00 0.97 1.00 4.28 1.00 0.21 1.00 0.36 1.00 0.33
Mean.as.sd 1.77 6.46 0.59 0.17 0.25 0.06 3.72 12.87 0.68 0.34 0.29 0.08
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Table 19: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre β avec les
données provenant de la phase évolutive du processus � during �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

β0 26.1 10.2 3.6 18 7.5 3

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 621 478 767 897 850 961 577 405 819 802 892 912
mean 11.63 35.34 8.53 13.49 3.18 3.87 9.06 29.42 8.35 11.65 3.09 3.65
bias -14.47 9.24 -1.67 3.29 -0.42 0.27 -8.94 11.42 0.85 4.15 0.09 0.65
rel. bias -0.55 0.35 -0.16 0.32 -0.12 0.07 -0.50 0.63 0.11 0.55 0.03 0.22
|bias| 18.56 17.20 5.64 5.79 1.48 1.20 15.04 16.23 6.29 6.58 1.27 1.44
sd 14.33 20.09 6.70 8.02 1.77 1.63 14.76 18.23 8.80 10.17 1.65 2.18
MSE 414.41 488.06 47.57 75.13 3.29 2.74 297.45 461.73 78.08 120.55 2.73 5.14
RE 1.00 0.85 1.00 0.63 1.00 1.20 1.00 0.64 1.00 0.65 1.00 0.53
Mean.as.sd 12.61 12.49 5.71 3.25 1.74 0.42 12.39 13.49 8.67 4.45 1.85 0.81

#4 #5 #6 #13 #14 #15

β0 5.1 2 0.7 3.6 1.5 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 675 731 813 880 912 974 686 658 842 779 948 941
mean 5.91 17.29 1.79 2.68 0.63 0.77 5.10 17.02 1.53 2.53 0.61 0.70
bias 0.81 12.19 -0.21 0.68 -0.07 0.07 1.50 13.42 0.03 1.03 0.01 0.10
rel. bias 0.16 2.39 -0.11 0.34 -0.09 0.10 0.42 3.73 0.02 0.69 0.01 0.17
|bias| 6.01 13.28 1.10 1.18 0.30 0.24 5.50 13.92 1.09 1.47 0.23 0.26
sd 9.81 16.95 1.40 2.12 0.43 0.59 9.09 16.31 1.55 2.76 0.30 0.40
MSE 96.85 435.62 2.01 4.97 0.19 0.36 84.77 445.58 2.41 8.68 0.09 0.17
RE 1.00 0.22 1.00 0.40 1.00 0.53 1.00 0.19 1.00 0.28 1.00 0.53
Mean.as.sd 9.40 15.72 1.12 0.54 0.33 0.10 8.12 16.74 1.35 0.80 0.34 0.11

#7 #8 #9 #16 #17 #18

β0 1.2 0.5 0.18 0.9 0.4 0.15

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 691 675 888 887 956 932 640 358 874 744 974 963
mean 1.57 5.00 0.53 0.65 0.19 0.19 1.59 4.51 0.41 0.65 0.15 0.18
bias 0.37 3.80 0.03 0.15 0.01 0.01 0.69 3.61 0.01 0.25 0.00 0.03
relative bias 0.31 3.17 0.06 0.29 0.05 0.06 0.77 4.01 0.02 0.63 0.00 0.18
|bias| 1.64 4.02 0.34 0.28 0.10 0.06 1.61 3.74 0.30 0.39 0.06 0.07
sd 3.08 5.52 0.46 0.50 0.19 0.10 2.71 5.16 0.43 0.68 0.07 0.13
MSE 9.63 44.87 0.21 0.27 0.04 0.01 7.83 39.55 0.19 0.52 0.01 0.02
RE 1.00 0.21 1.00 0.78 1.00 3.51 1.00 0.20 1.00 0.36 1.00 0.29
Mean.as.sd 1.45 5.41 0.34 0.11 0.09 0.03 2.80 10.37 0.37 0.19 0.09 0.03
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Table 20: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre i0 avec les
données provenant de la phase évolutive du processus � during �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 621 478 767 897 850 961 577 405 819 802 892 912
mean 9.56 4.49 3.44 1.88 1.64 1.45 14.82 10.50 12.77 8.70 11.76 9.74
bias 8.56 3.49 2.44 0.88 0.64 0.45 4.82 0.50 2.77 -1.30 1.76 -0.26
rel. bias 8.56 3.49 2.44 0.88 0.64 0.45 0.48 0.05 0.28 -0.13 0.18 -0.03
|bias| 8.76 3.95 2.98 1.49 1.47 1.06 8.53 9.67 6.95 6.49 5.52 5.56
sd 11.02 8.47 4.22 2.65 2.17 1.62 13.09 14.53 9.92 8.26 7.79 7.25
MSE 194.55 83.85 23.74 7.81 5.10 2.81 194.16 210.92 106.00 69.77 63.72 52.55
RE 1.00 2.32 1.00 3.04 1.00 1.81 1.00 0.92 1.00 1.52 1.00 1.21
Mean.as.sd 12.82 7.48 3.14 0.68 1.63 0.37 21.67 10.09 12.74 2.86 7.80 1.97

#4 #5 #6 #13 #14 #15

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 675 731 813 880 912 974 686 658 842 779 948 941
mean 9.03 4.98 2.58 2.08 1.37 1.41 13.91 8.54 11.71 8.10 10.78 9.75
bias 8.03 3.98 1.58 1.08 0.37 0.41 3.91 -1.46 1.71 -1.90 0.78 -0.25
rel. bias 8.03 3.98 1.58 1.08 0.37 0.41 0.39 -0.15 0.17 -0.19 0.08 -0.03
|bias| 8.20 4.77 2.25 1.58 1.16 0.97 8.13 10.45 5.79 5.35 4.66 4.50
sd 12.44 12.73 3.59 2.85 1.82 1.60 12.60 16.07 7.71 6.18 6.20 5.76
MSE 219.08 177.65 15.33 9.29 3.43 2.72 173.90 260.05 62.27 41.80 38.97 33.23
RE 1.00 1.23 1.00 1.65 1.00 1.26 1.00 0.67 1.00 1.49 1.00 1.17
Mean.as.sd 40.45 30.14 2.21 1.32 1.27 0.47 51.92 69.87 7.91 2.02 5.98 1.43

#7 #8 #9 #16 #17 #18

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 691 675 888 887 956 932 640 358 874 744 974 963
mean 6.52 3.26 2.82 1.93 1.36 1.41 13.93 8.07 12.33 8.87 10.94 9.85
bias 5.52 2.26 1.82 0.93 0.36 0.41 3.93 -1.93 2.33 -1.13 0.94 -0.15
rel. bias 5.52 2.26 1.82 0.93 0.36 0.41 0.39 -0.19 0.23 -0.11 0.09 -0.02
|bias| 5.71 3.10 2.41 1.41 1.10 0.93 8.58 8.95 6.55 6.30 4.72 4.59
sd 7.10 7.99 3.33 2.12 1.70 1.44 13.48 12.44 8.47 7.60 6.44 5.99
MSE 80.92 68.79 14.39 5.37 3.01 2.23 196.92 158.03 77.12 58.97 42.26 35.83
RE 1.00 1.18 1.00 2.68 1.00 1.35 1.00 1.25 1.00 1.31 1.00 1.18
Mean.as.sd 28.60 39.86 2.62 0.70 1.33 0.45 81.67 84.18 9.63 2.09 6.28 1.52

208



Table 21: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase évolutive du processus � during �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 621 478 767 897 850 961 577 405 819 802 892 912
mean 3.15 6.78 2.87 3.22 5.57 6.48 2.54 2.33 4.65 2.12 4.85 4.12
bias 1.82 5.44 0.87 1.22 1.57 2.48 1.21 0.99 2.65 0.12 0.85 0.12
rel. bias 1.36 4.08 0.44 0.61 0.39 0.62 0.91 0.75 1.33 0.06 0.21 0.03
|bias| 1.94 5.52 1.03 1.41 1.92 2.91 1.33 1.09 2.79 0.29 1.23 0.53
var 118.51 7850.17 29.53 400.52 228.70 4814.99 64.45 251.90 249.55 0.94 36.01 0.73
sd 10.89 88.60 5.43 20.01 15.12 69.39 8.03 15.87 15.80 0.97 6.00 0.85
MSE 121.62 7863.37 30.25 401.56 230.90 4816.15 65.81 252.27 256.28 0.96 36.70 0.74
RE 1.00 0.02 1.00 0.08 1.00 0.05 1.00 0.26 1.00 268.14 1.00 49.50
Mean.as.sd 65.14 30829.73 13.44 273.82 78.09 205.68 34.78 12925.87 85.07 0.72 8.90 0.28

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 675 731 813 880 912 974 686 658 842 779 948 941
mean 2.55 1.69 3.18 2.40 5.03 4.25 2.52 2.19 3.07 2.09 4.54 4.12
bias 1.22 0.36 1.18 0.40 1.03 0.25 1.19 0.86 1.07 0.09 0.54 0.12
rel. bias 0.91 0.27 0.59 0.20 0.26 0.06 0.89 0.64 0.53 0.04 0.13 0.03
|bias| 1.33 0.47 1.33 0.60 1.44 0.74 1.29 0.97 1.20 0.28 0.88 0.54
sd 8.81 7.45 15.67 6.72 6.48 2.49 9.27 15.46 4.45 0.85 3.19 0.80
MSE 79.04 55.61 246.60 45.34 43.02 6.26 87.22 239.50 20.89 0.73 10.42 0.66
RE 1.00 1.42 1.00 5.44 1.00 6.87 1.00 0.36 1.00 28.44 1.00 15.86
Mean.as.sd 48.97 385.52 123.28 8.25 16.59 1.98 60.37 1707.24 8.51 0.53 3.08 0.27

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 691 675 888 887 956 932 640 358 874 744 974 963
mean 4.29 1.78 3.96 2.04 4.76 4.30 3.16 1.37 5.57 2.23 4.44 4.12
bias 2.96 0.44 1.96 0.04 0.76 0.30 1.83 0.04 3.57 0.23 0.44 0.12
rel. bias 2.22 0.33 0.98 0.02 0.19 0.08 1.37 0.03 1.78 0.11 0.11 0.03
|bias| 3.06 0.57 2.12 0.23 1.18 0.73 1.95 0.11 3.70 0.39 0.80 0.54
sd 14.22 7.55 14.29 0.45 7.70 1.79 9.19 0.23 13.64 2.49 2.45 0.78
MSE 210.65 57.13 207.83 0.21 59.85 3.29 87.75 0.05 198.54 6.22 6.18 0.63
RE 1.00 3.69 1.00 1009.91 1.00 18.22 1.00 1604.71 1.00 31.90 1.00 9.82
Mean.as.sd 180.37 49.93 230.19 0.22 28.37 0.54 63.06 0.10 105.85 3.54 2.26 0.27
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Table 22: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase initiale du processus � during � (95% des estimations)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 589.00 454.00 727.00 851.00 806.00 911.00 547.00 383.00 777.00 760.00 846.00 866.00
mean 1 1.87 1.35 2.25 1.99 4.38 4.13 1.75 1.34 2.99 2.03 4.26 4.07
bias 0.54 0.02 0.25 -0.01 0.38 0.13 0.42 0.01 0.99 0.03 0.26 0.07
relative bias 0.40 0.01 0.12 -0.01 0.09 0.03 0.32 0.00 0.50 0.02 0.06 0.02
|bias| 0.65 0.09 0.40 0.16 0.69 0.51 0.53 0.09 1.11 0.19 0.61 0.45
sd 1.56 0.12 0.93 0.21 1.00 0.66 1.12 0.12 2.63 0.25 0.86 0.57
MSE 2.70 0.01 0.93 0.04 1.15 0.46 1.42 0.02 7.91 0.06 0.81 0.33
RE 1.00 200.60 1.00 21.58 1.00 2.52 1.00 92.95 1.00 128.90 1.00 2.43
Mean.as.sd 3.05 0.04 1.26 0.07 1.34 0.26 1.79 0.04 4.51 0.09 1.00 0.23

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 641.00 693.00 771.00 836.00 866.00 924.00 650.00 624.00 798.00 739.00 900.00 893.00
mean 1.66 1.31 2.12 2.00 4.36 4.08 1.69 1.30 2.51 2.01 4.22 4.08
bias 0.33 -0.02 0.12 0.00 0.36 0.08 0.35 -0.03 0.51 0.01 0.22 0.08
relative bias 0.25 -0.02 0.06 0.00 0.09 0.02 0.27 -0.02 0.25 0.01 0.05 0.02
|bias| 0.43 0.08 0.25 0.17 0.73 0.52 0.45 0.08 0.62 0.18 0.52 0.45
sd 1.08 0.10 0.43 0.21 1.15 0.67 0.92 0.10 1.38 0.24 0.70 0.57
MSE 1.27 0.01 0.20 0.04 1.45 0.45 0.98 0.01 2.16 0.06 0.54 0.33
RE 1.00 123.22 1.00 4.38 1.00 3.20 1.00 93.77 1.00 38.00 1.00 1.61
Mean.as.sd 1.69 0.03 0.59 0.07 1.55 0.30 1.50 0.03 1.84 0.09 0.86 0.24

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

true value 1.33 1.33 2.00 2.00 4.00 4.00 1.33 1.33 2.00 2.00 4.00 4.00
# sims 655.00 641.00 842.00 841.00 908.00 884.00 608.00 340.00 830.00 706.00 924.00 913.00
mean 2.22 1.31 2.19 2.01 4.29 4.16 1.84 1.35 3.74 2.02 4.23 4.08
bias 0.88 -0.03 0.19 0.01 0.29 0.16 0.50 0.02 1.74 0.02 0.23 0.08
relative bias 0.66 -0.02 0.10 0.00 0.07 0.04 0.38 0.01 0.87 0.01 0.06 0.02
|bias| 0.98 0.09 0.34 0.18 0.65 0.54 0.62 0.08 1.85 0.17 0.55 0.45
sd 3.54 0.11 0.74 0.23 0.84 0.68 1.70 0.10 6.57 0.23 0.73 0.57
MSE 13.31 0.01 0.59 0.05 0.79 0.49 3.14 0.01 46.13 0.05 0.58 0.33
RE 1.00 1001.88 1.00 11.30 1.00 1.61 1.00 304.76 1.00 878.10 1.00 1.77
Mean.as.sd 11.23 0.04 0.92 0.08 1.08 0.29 2.68 0.03 17.30 0.10 0.86 0.24

1Les caractéristiques présentées dans le tableau sont évaluées pour 95% des estimations.

5% des estimations extrêmes ont été écartées
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Table 23: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre α avec les
données provenant de la phase stationnaire du processus � after �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

α0 34.8 20.4 14.4 24 15 12

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 205 223 408 359 410 420 243 331 415 320 448 496
mean 27.30 38.43 48.33 31.16 34.51 28.60 26.72 30.21 44.75 31.85 33.48 28.06
bias -7.50 3.63 27.93 10.76 20.11 14.20 2.72 6.21 29.75 16.85 21.48 16.06
rel. bias -0.22 0.10 1.37 0.53 1.40 0.99 0.11 0.26 1.98 1.12 1.79 1.34
|bias| 27.68 16.35 33.17 17.31 24.61 18.54 22.64 12.37 33.21 20.43 24.59 19.67
sd 30.46 21.29 32.59 27.51 24.54 24.50 28.48 17.33 31.33 27.44 23.83 23.08
MSE 979.61 464.20 1839.62 870.16 1005.21 800.37 815.13 337.94 1864.00 1034.55 1027.90 789.36
RE1 1.00 2.11 1.00 2.11 1.00 1.26 1.00 2.41 1.00 1.80 1.00 1.30
Mean.as.sd 48.62 17.95 114.96 55.56 122.49 70.23 46.05 14.76 151.31 56.52 126.19 57.93

#4 #5 #6 #13 #14 #15

α0 6.8 4 2.8 4.8 3 2.4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 374 363 397 384 412 422 406 405 361 398 423 436
mean 21.06 20.39 11.94 12.15 7.71 7.40 16.81 20.95 11.67 13.69 7.45 8.45
bias 14.26 13.59 7.94 8.15 4.91 4.60 12.01 16.15 8.67 10.69 5.05 6.05
rel. bias 2.10 2.00 1.99 2.04 1.75 1.64 2.50 3.36 2.89 3.56 2.10 2.52
|bias| 17.04 15.01 9.04 9.20 5.82 5.28 14.74 16.73 9.24 11.11 5.69 6.75
sd 17.18 19.77 8.38 10.23 5.90 5.72 16.60 19.45 8.17 9.88 5.75 6.65
MSE 497.61 574.49 133.06 170.69 58.84 53.86 418.96 638.02 141.71 211.65 58.47 80.70
RE 1.00 0.87 1.00 0.78 1.00 1.09 1.00 0.66 1.00 0.67 1.00 0.72
Mean.as.sd 40.43 47.72 40.73 47.96 34.21 22.39 32.89 43.94 43.18 51.21 31.03 32.38

#7 #8 #9 #16 #17 #18

α0 1.6 1 0.72 1.2 0.8 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 387 355 381 318 388 367 334 246 346 357 365 319
MC mean 5.61 5.84 3.04 3.51 2.21 2.60 5.32 6.06 2.97 3.63 2.34 3.39
MC bias 4.01 4.24 2.04 2.51 1.49 1.88 4.12 4.86 2.17 2.83 1.74 2.79
rel. bias 2.51 2.65 2.04 2.51 2.07 2.61 3.43 4.05 2.71 3.54 2.90 4.66
MC |bias| 4.74 4.50 2.35 2.73 1.71 2.00 4.77 5.10 2.41 3.02 1.92 2.88
MC sd 5.28 5.68 2.43 2.96 1.67 3.41 4.92 6.40 2.50 2.91 1.75 1.72
MC MSE 43.89 50.14 10.06 15.03 5.00 15.13 41.16 64.45 10.93 16.42 6.08 10.75
MC RE 1.00 0.88 1.00 0.67 1.00 0.33 1.00 0.64 1.00 0.67 1.00 0.57
Mean.as.sd 8.62 17.35 7.70 13.60 8.36 8.62 6.98 17.83 4.21 18.77 8.91 12.75
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Table 24: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre β avec les
données provenant de la phase stationnaire du processus � after �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

β0 26.1 10.2 3.6 18 7.5 3

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 205 223 408 359 410 420 243 331 415 320 448 496
mean 21.21 29.21 24.46 15.65 8.76 7.30 20.39 22.94 22.65 15.94 8.32 7.09
bias -4.89 3.11 14.26 5.45 5.16 3.70 2.39 4.94 15.15 8.44 5.32 4.09
rel. bias -0.19 0.12 1.40 0.53 1.43 1.03 0.13 0.27 2.02 1.13 1.77 1.36
|bias| 20.90 13.15 16.83 8.87 6.33 4.82 17.23 10.10 16.91 10.33 6.12 5.01
sd 23.33 16.78 16.68 13.89 6.42 6.45 21.99 14.25 16.15 13.74 6.02 6.05
MSE 565.54 290.14 480.78 222.04 67.68 55.13 487.30 226.80 489.62 259.48 64.49 53.22
RE 1.00 1.95 1.00 2.17 1.00 1.23 1.00 2.15 1.00 1.89 1.00 1.21
Mean.as.sd 37.64 13.91 57.88 28.02 30.98 17.97 35.20 11.46 76.51 28.18 31.29 14.74

#4 #5 #6 #13 #14 #15

β0 5.1 2 0.7 3.6 1.5 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 374 363 397 384 412 422 406 405 361 398 423 436
mean 16.40 15.85 6.09 6.15 1.94 1.89 12.99 16.40 5.94 7.01 1.88 2.14
bias 11.30 10.75 4.09 4.15 1.24 1.19 9.39 12.80 4.44 5.51 1.28 1.54
rel. bias 2.22 2.11 2.05 2.08 1.77 1.71 2.61 3.56 2.96 3.68 2.13 2.57
|bias| 13.33 11.86 4.64 4.69 1.48 1.37 11.42 13.27 4.74 5.73 1.44 1.73
sd 13.66 15.77 4.35 5.26 1.51 1.54 13.12 15.67 4.23 5.18 1.49 1.74
MSE 313.73 363.61 35.60 44.89 3.82 3.79 259.95 408.63 37.56 57.19 3.84 5.41
RE 1.00 0.86 1.00 0.79 1.00 1.01 1.00 0.64 1.00 0.66 1.00 0.71
Mean.as.sd 31.27 37.12 20.88 24.26 8.67 5.90 25.35 34.34 21.92 26.11 7.76 8.31

#7 #8 #9 #16 #17 #18

β0 1.2 0.5 0.18 0.9 0.4 0.15

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 387 355 381 318 388 367 334 246 346 357 365 319.00
mean 4.43 4.56 1.56 1.79 0.55 0.66 4.12 4.70 1.51 1.84 0.58 0.85
bias 3.23 3.36 1.06 1.29 0.37 0.48 3.22 3.80 1.11 1.44 0.43 0.70
rel. bias 2.69 2.80 2.12 2.58 2.08 2.65 3.57 4.23 2.79 3.60 2.89 4.69
|bias| 3.77 3.56 1.21 1.40 0.43 0.51 3.70 3.99 1.24 1.54 0.48 0.73
sd 4.30 4.56 1.26 1.53 0.43 0.84 3.88 5.36 1.30 1.51 0.44 0.45
MSE 28.84 32.09 2.71 4.02 0.32 0.94 25.34 43.12 2.92 4.34 0.39 0.70
RE 1.00 0.90 1.00 0.68 1.00 0.35 1.00 0.59 1.00 0.67 1.00 0.55
Mean.as.sd 6.75 13.47 3.94 6.92 2.11 2.24 5.33 13.67 2.14 10.37 2.22 3.23
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Table 25: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre i0 avec les
données provenant de la phase stationnaire du processus � after �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 205 223 408 359 410 420 243 331 415 320 448 496
mean 11.73 14.83 7.21 12.92 8.65 12.47 19.02 9.77 17.67 16.45 17.76 14.93
bias 10.73 13.83 6.21 11.92 7.65 11.47 9.02 -0.23 7.67 6.45 7.76 4.93
rel. bias 10.73 13.83 6.21 11.92 7.65 11.47 0.90 -0.02 0.77 0.64 0.78 0.49
|bias| 10.87 14.70 6.38 12.85 7.80 12.09 12.18 12.82 9.77 13.30 9.02 12.62
sd 15.37 25.85 12.84 26.01 15.23 20.08 18.53 18.85 13.12 21.23 12.51 16.44
MSE 350.32 856.42 203.06 817.00 290.09 533.79 423.53 354.33 230.62 491.04 216.33 294.12
RE 1.00 0.41 1.00 0.25 1.00 0.54 1.00 1.20 1.00 0.47 1.00 0.74
Mean.as.sd 3.29 6.90 12.40 31.84 21.62 2686.56 561.81 3.80 199.99 13.56 54.15 16.29
×10−2

#4 #5 #6 #13 #14 #15

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 374 363 397 384 412 422 406 405 361 398 423 436
mean 7.59 12.29 7.86 8.67 5.60 5.84 16.70 12.31 15.79 15.54 16.18 12.77
bias 6.59 11.29 6.86 7.67 4.60 4.84 6.70 2.31 5.79 5.54 6.18 2.77
rel. bias 6.59 11.29 6.86 7.67 4.60 4.84 0.67 0.23 0.58 0.55 0.62 0.28
|bias| 6.77 12.02 6.93 8.26 4.71 5.58 9.35 11.75 7.43 9.85 7.17 5.85
sd 13.14 23.55 12.04 16.03 8.46 10.97 15.76 18.94 9.16 15.54 10.07 6.15
MSE 215.58 680.71 191.58 315.31 92.61 143.42 292.67 363.14 117.25 271.52 139.37 45.34
RE 1.00 0.32 1.00 0.61 1.00 0.65 1.00 0.81 1.00 0.43 1.00 3.07
Mean.as.sd 156.12 26.76 1.72 2.80 53.79 1.56 238.69 106.77 242.420 1141.41 96.06 1982.82
×10−3

#7 #8 #9 #16 #17 #18

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 387 355 381 318 388 367 334 246 346 357 365 319.00
mean 8.03 6.90 6.34 6.14 5.35 2.34 16.40 12.70 17.33 13.54 15.36 12.23
bias 7.03 5.90 5.34 5.14 4.35 1.34 6.40 2.70 7.33 3.54 5.36 2.23
rel. bias 7.03 5.90 5.34 5.14 4.35 1.34 0.64 0.27 0.73 0.35 0.54 0.22
|bias| 7.39 6.73 5.43 5.86 4.37 2.21 8.16 10.66 8.63 6.72 5.75 3.36
sd 16.11 15.69 11.23 13.10 10.42 4.29 12.88 18.88 10.36 10.19 3.79 5.60
MSE 308.30 280.21 154.34 197.65 127.12 20.14 206.36 362.31 160.75 116.17 43.09 36.19
RE 1.00 1.10 1.00 0.78 1.00 6.31 1.00 0.57 1.00 1.38 1.00 1.19
Mean of as.sd 75.18 3.95 73.75 1100.31 2.73 8881.57 43.37 293.36 14.11 4084.11 33.50 35488.51
×10−3
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Table 26: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase stationnaire du processus � after �

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 205 223 408 359 410 420 243 331 415 320 448 496
mean 2.83 1.56 2.01 2.15 4.46 4.10 3.97 4.59 2.25 2.28 4.55 4.20
bias 1.49 0.23 0.01 0.15 0.46 0.10 2.63 3.26 0.25 0.28 0.55 0.20
rel. bias 1.12 0.17 0.01 0.08 0.11 0.03 1.98 2.44 0.13 0.14 0.14 0.05
|bias| 1.64 0.30 0.16 0.27 0.74 0.40 2.75 3.32 0.39 0.39 0.84 0.49
sd 7.29 3.23 0.67 2.34 4.66 0.75 16.87 39.92 2.59 2.80 5.38 1.28
MSE 55.12 10.47 0.44 5.48 21.84 0.57 290.32 1599.13 6.74 7.87 29.19 1.68
RE 1.00 5.26 1.00 0.08 1.00 38.33 1.00 0.18 1.00 0.86 1.00 17.38
Mean.as.sd 132.08 32.48 0.60 166.45 7.90 0.42 451.76 4317.80 3.70 34.70 7.28 0.72

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 374 363 397 384 412 422 406 405 361 398 423 436
mean 1.83 1.35 2.07 2.61 4.19 4.12 2.35 1.40 2.10 2.28 4.23 4.13
bias 0.50 0.02 0.07 0.61 0.19 0.12 1.01 0.07 0.10 0.28 0.23 0.13
rel. bias 0.38 0.01 0.03 0.31 0.05 0.03 0.76 0.05 0.05 0.14 0.06 0.03
|bias| 0.62 0.11 0.21 0.72 0.46 0.40 1.12 0.18 0.24 0.42 0.50 0.40
sd 3.92 0.45 0.74 11.26 1.54 0.86 5.35 0.98 1.01 5.05 1.93 0.71
MSE 15.55 0.20 0.55 126.77 2.41 0.75 29.54 0.96 1.02 25.47 3.78 0.52
RE 1.00 77.07 1.00 0.00 1.00 3.23 1.00 30.80 1.00 0.04 1.00 7.29
Mean.as.sd 20.66 0.33 0.65 23.05 1.34 0.55 33.35 5.33 0.89 22.04 1.79 0.29

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 387 355 381 318 388 367 334 246 346 357 365 319
mean 3.41 1.30 2.46 2.01 4.18 4.02 3.48 1.66 3.35 2.26 4.16 4.18
bias 2.08 -0.03 0.46 0.01 0.18 0.02 2.15 0.33 1.35 0.26 0.16 0.18
rel. bias 1.56 -0.02 0.23 0.01 0.05 0.00 1.61 0.25 0.67 0.13 0.04 0.04
|bias| 2.21 0.07 0.60 0.14 0.44 0.32 2.27 0.41 1.49 0.39 0.41 0.48
sd 8.99 0.10 3.81 0.24 1.35 0.43 8.22 2.55 6.64 3.43 0.85 2.53
MSE 84.99 0.01 14.67 0.06 1.85 0.18 71.98 6.58 45.72 11.82 0.74 6.41
RE 1.00 7622.92 1.00 254.20 1.00 10.04 1.00 10.94 1.00 3.87 1.00 0.12
Mean.as.sd 142.58 0.03 10.90 0.09 1.00 0.16 127.59 60.64 31.97 9.04 0.92 11.28
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Table 27: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase initiale du processus � after � (95% des estimations)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 193.00 211.00 386.00 341.00 388.00 398.00 229.00 313.00 393.00 304.00 424.00 470.00
mean 1 1.71 1.34 1.98 2.02 4.05 4.05 1.83 1.36 2.01 2.03 4.08 4.08
bias 0.37 0.01 -0.02 0.02 0.05 0.05 0.50 0.03 0.01 0.03 0.08 0.08
rel. bias 0.28 0.01 -0.01 0.01 0.01 0.01 0.37 0.02 0.00 0.01 0.02 0.02
|bias| 0.51 0.07 0.11 0.12 0.30 0.31 0.60 0.08 0.12 0.13 0.31 0.34
sd 1.53 0.09 0.13 0.15 0.37 0.41 1.83 0.11 0.17 0.17 0.39 0.43
MSE 2.47 0.01 0.02 0.02 0.14 0.17 3.60 0.01 0.03 0.03 0.16 0.19
RE 1.00 309.63 1.00 0.74 1.00 0.85 1.00 275.02 1.00 0.97 1.00 0.82
Mean.as.sd 5.10 0.03 0.15 0.06 0.47 0.23 5.78 0.06 0.18 0.08 0.45 0.23

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 354.00 343.00 377.00 364.00 390.00 400.00 384.00 383.00 341.00 378.00 401.00 414.00
mean 1.36 1.32 1.98 2.01 4.07 4.06 1.61 1.30 1.99 1.99 4.08 4.08
bias 0.03 -0.02 -0.02 0.01 0.07 0.06 0.28 -0.03 -0.01 -0.01 0.08 0.08
rel. bias 0.02 -0.01 -0.01 0.01 0.02 0.02 0.21 -0.02 0.00 -0.01 0.02 0.02
|bias| 0.14 0.07 0.11 0.11 0.31 0.31 0.38 0.07 0.11 0.11 0.31 0.32
sd 0.30 0.08 0.14 0.14 0.38 0.38 1.32 0.09 0.14 0.14 0.39 0.40
MSE 0.09 0.01 0.02 0.02 0.15 0.15 1.82 0.01 0.02 0.02 0.15 0.16
RE 1.00 13.76 1.00 1.12 1.00 1.02 1.00 211.78 1.00 1.04 1.00 0.94
Mean.as.sd 0.49 0.03 0.15 0.06 0.48 0.19 3.06 0.02 0.14 0.05 0.55 0.21

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

true value 1.33 1.33 2.00 2.00 4.00 4.00 1.33 1.33 2.00 2.00 4.00 4.00
# sims 367.00 337.00 361.00 302.00 368.00 347.00 316.00 232.00 328.00 339.00 345.00 303.00
mean 2.21 1.30 1.98 2.00 4.08 4.00 2.40 1.33 2.37 2.02 4.09 4.03
bias 0.88 -0.03 -0.02 0.00 0.08 0.00 1.07 0.00 0.37 0.02 0.09 0.03
rel. bias 0.66 -0.02 -0.01 0.00 0.02 0.00 0.80 0.00 0.19 0.01 0.02 0.01
|bias| 1.01 0.06 0.11 0.12 0.31 0.28 1.18 0.07 0.50 0.13 0.30 0.30
sd 4.81 0.07 0.13 0.15 0.39 0.34 4.77 0.10 2.52 0.17 0.37 0.37
MSE 23.89 0.01 0.02 0.02 0.16 0.11 23.80 0.01 6.46 0.03 0.14 0.14
RE 1.00 4176.77 1.00 0.84 1.00 1.38 1.00 2465.53 1.00 218.56 1.00 1.05
Mean.as.sd 36.43 0.03 0.15 0.05 0.43 0.15 35.37 0.04 5.48 0.07 0.51 0.17

1Les caractéristiques présentées dans le tableau sont évaluées pour 95% des estimations.

5% des estimations extrêmes ont été écartées
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α=2.4, β=0.6, i0=10; (15)

β

α

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

● ●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●●

●●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

1e−03 1e−01 1e+01

5e
−0

2
5e

−0
1

5e
+0

0
5e

+0
1

α=1.6, β=1.2, i0=1; (7)

β

α

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●
●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●
●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●●
●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●●
●

●
●●
●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●●

●●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●
●●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●
●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●●●●

●

●●

●●
●●
●

●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●
●

●●
●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●
●

●
●
●

●

●
●

●
●
●●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●

●

●

●
●

1e−03 1e−01 1e+01

0.
01

0.
05

0.
50

5.
00

50
.0

0

α=1, β=0.5, i0=1; (8)

β

α

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●●

●

●

●
● ●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●
●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

● ●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●● ●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●
●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●●

●
●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

● ●●
●●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●
●

●

●
●●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●●●
●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●●

●

●●
●

●

●●●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●
●

●

● ●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●
●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●●

●

●
●●

●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●
● ●●

●

●
●

●●

●

●●●

● ●

●

●

●●

● ●● ●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●
● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●
●
●

● ●●●●

●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●●

●●

●

●
●

●

●

●

●
●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●●

●
●●●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●

●●

●

●

●● ●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●●
●●

●

●

●
●●●

●

●
●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●●
●
●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●
●

●

●
●
●

●

●
●●

●●●●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●●
●●
●

●

●

●●

●

●●●
●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

1e−03 1e−01 1e+01

5e
−0

2
5e

−0
1

5e
+0

0
5e

+0
1

α=0.72, β=0.18, i0=1; (9)

β

α

●

●

●

●

●

●

●●

●

● ●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●●

●

●

●
●

●

●

● ●

●

●●●
●

●
●

●

●

●
● ●

●
●

●
●●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
● ●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●
●
●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●●

●

●●

●

●●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●●● ●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●●●
●

●

●

●

●

●

●

●● ●
● ●

● ●
●

●

●
●
●

●
●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●
●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

1e−03 1e−01 1e+01

1e
−0

2
1e

−0
1

1e
+0

0
1e

+0
1

1e
+0

2 α=1.2, β=0.9, i0=10; (16)

β

α ●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●●

●

●

●
●● ●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●● ●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

● ●
●

●

●

●●

●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●
●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●
●

●
●

●
●

● ●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

● ●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●●
●●

●

●

●
●

●

●●

●●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●
●

●

●●
●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

● ●

●

●

●

●
●●

●●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●●

●

●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●
●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●●
●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●
●
●
●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

1e−03 1e−01 1e+01

0.
02

0.
10

0.
50

2.
00

10
.0

0

α=0.8, β=0.4, i0=10; (17)
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Figure 56: Les estimations de α en fonction des estimations de β par rapport à la vraie droite
α = R0β pour les observations de la phase initial : � early � ; modèle (M) - points rouges,
modèle (S) - points bleus
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α=20.4, β=10.2, i0=1; (2)
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Figure 57: Les estimations de α en fonction des estimations de β par rapport à la vraie
droite α = R0β pour les observations de la phase évolutive : � during � ; modèle (M) - points
rouges, modèle (S) - points bleus
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Figure 58: Les estimations de α en fonction des estimations de β par rapport à la vraie
droite α = R0β pour les observations de la phase stationnaire : � after � ; modèle (M) - points
rouges, modèle (S) - points bleus
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Table 28: Le nombre des estimations � utilisables � (β �xe)

Phase : � early � � during � � after �

# Modèle : (M) (S) (M)∩(S) (M) (S) (M)∩(S) (M) (S) (M)∩(S)

1 1000 1000 1000 873 888 804 629 555 372
2 942 976 938 985 998 984 584 599 325
3 977 992 975 995 998 993 603 664 366
4 866 959 856 950 986 947 368 637 181
5 934 979 930 1000 999 999 561 624 304
6 977 989 976 994 999 993 569 692 363
7 830 940 818 951 965 934 320 679 163
8 937 974 928 991 989 981 576 624 336
9 985 992 983 998 969 967 588 566 275
10 771 899 758 859 918 855 268 815 192
11 979 996 979 991 996 987 436 801 382
12 993 1000 993 995 1000 995 512 647 311
13 817 920 811 925 969 923 256 798 205
14 987 998 987 991 996 987 442 700 301
15 999 997 996 994 1000 994 550 626 303
16 823 943 817 932 960 917 277 708 174
17 985 997 984 989 991 981 469 650 284
18 996 1000 996 994 997 991 532 633 312
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Figure 59: Boxplots des estimations de i0 pour les observations de la phase initiale : � early �
(β-�xe)
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Figure 60: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de i0 pour les observations
de la phase initiale : � early � (β-�xe)

219



●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

M S

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

Boxplot: R0

α=34.8, β=26.1, i0=1; (1)

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●●

M S

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0 Phase: <<early>>

α=20.4, β=10.2, i0=1; (2)

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●

●

●

M S

1
2

3
4

5
6

(M) − gray, (S) − white

α=14.4, β=3.6, i0=1; (3)

●

●

●

●

●

M S

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

R00 − red line

α=24, β=18, i0=10; (10)

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

M S

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

α=15, β=7.5, i0=10; (11)

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

M S

2
3

4
5

6
7

α=12, β=3, i0=10; (12)

●
●
●
●

●

M S

1.
0

1.
1

1.
2

1.
3

1.
4

1.
5

1.
6

1.
7

α=6.8, β=5.1, i0=1; (4)

●
●●●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●●

●
●●●

●
●

●●
●

●

●

●

M S

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

α=4, β=2, i0=1; (5)

●●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

M S

1
2

3
4

5
6

α=2.8, β=0.7, i0=1; (6)

●

●

●

●
●

●

M S

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

α=4.8, β=3.6, i0=10; (13)

●●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

M S

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

α=3, β=1.5, i0=10; (14)

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

M S

2
3

4
5

6

α=2.4, β=0.6, i0=10; (15)

●

●

● ●

●

M S

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

1.
8

α=1.6, β=1.2, i0=1; (7)

●

●

●

●

●●

●

●
●●

●
●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●
●

M S

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

3.
5

4.
0

4.
5

α=1, β=0.5, i0=1; (8)

●

●

●

●

●●

●

●

●
●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

M S

5
10

15

α=0.72, β=0.18, i0=1; (9)

●

●

● ●
●

●●

M S

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

1.
8

α=1.2, β=0.9, i0=10; (16)

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

M S

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

α=0.8, β=0.4, i0=10; (17)

●

●
●

●●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

M S

2
3

4
5

α=0.6, β=0.15, i0=10; (18)

Figure 61: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase initiale : � early �
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Figure 62: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observations
de la phase initiale : � early � (β-�xe)
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Figure 63: Boxplots des estimations de i0 pour les observations de la phase évolutive :
� during � (β-�xe)
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α=34.8, β=26.1, i0=1; (1)
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Figure 64: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de i0 pour les observations
de la phase évolutive : � during � (β-�xe)
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Figure 65: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase évolutive :
� during � (β-�xe)
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Figure 66: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observations
de la phase évolutive : � during � (β-�xe)
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Figure 67: Boxplots des estimations de i0 pour les observations de la phase stationnaire :
� after � (β-�xe)
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Figure 68: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de i0 pour les observations
de la phase stationnaire : � after � (β-�xe)
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Figure 69: Boxplots des estimations de R0 pour les observations de la phase stationnaire :
� after � (β-�xe)
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Boxplot: sd(R0)

α=34.8, β=26.1, i0=1; (1)
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Phase: <<after>>

α=20.4, β=10.2, i0=1; (2)
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(M) − gray, (S) − white

α=14.4, β=3.6, i0=1; (3)
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α=24, β=18, i0=10; (10)
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α=15, β=7.5, i0=10; (11)
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α=6.8, β=5.1, i0=1; (4)
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Figure 70: Boxplots des estimations de l'écart-type asymptotique de R0 pour les observations
de la phase stationnaire : � after � (β-�xe)
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Figure 74: PP-plots de R0 pour les observations de la phase évolutive : � during � (β-�xe)
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Figure 76: PP-plots de R0 pour les observations de la phase stationnaire : � after � (β-�xe)
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Table 29: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre i0 avec les
données provenant de la phase initiale du processus � early � (β-�xe)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 835.00 928.00 942.00 976.00 977.00 992.00 771.00 899.00 979.00 996.00 993.00 1000.00
mean 4.81 4.79 1.86 2.06 1.32 1.37 14.10 12.76 11.50 10.62 10.67 10.13
bias 3.81 3.79 0.86 1.06 0.32 0.37 4.10 2.76 1.50 0.62 0.67 0.13
rel. bias 3.81 3.79 0.86 1.06 0.32 0.37 0.41 0.28 0.15 0.06 0.07 0.01
|bias| 4.10 3.86 1.34 1.30 0.89 0.78 7.60 6.42 4.05 3.64 2.96 2.87
sd 7.08 5.47 2.03 1.79 1.25 1.13 10.55 9.26 5.13 4.72 3.81 3.69
MSE 64.59 44.30 4.86 4.33 1.65 1.42 127.89 93.21 28.52 22.61 14.95 13.59
RE 1.00 1.46 1.00 1.12 1.00 1.16 1.00 1.37 1.00 1.26 1.00 1.10
Mean.as.sd 3.11 4.21 2.27 1.96 1.82 1.38 2.59 6.38 2.10 3.55 2.06 2.43

#4 #5 #6 #13 #14 #15

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 866.00 959.00 934.00 979.00 977.00 989.00 817.00 920.00 987.00 998.00 999.00 997.00
mean 3.42 3.90 1.83 2.04 1.24 1.30 11.83 11.14 10.95 10.49 10.33 10.08
bias 2.42 2.90 0.83 1.04 0.24 0.30 1.83 1.14 0.95 0.49 0.33 0.08
rel. bias 2.42 2.90 0.83 1.04 0.24 0.30 0.18 0.11 0.10 0.05 0.03 0.01
|bias| 2.73 2.99 1.27 1.26 0.76 0.68 5.66 4.99 3.47 3.27 2.61 2.58
sd 4.11 3.65 1.74 1.58 1.08 0.99 7.83 6.97 4.56 4.31 3.30 3.23
MSE 22.69 21.71 3.72 3.58 1.22 1.06 64.64 49.86 21.67 18.83 10.97 10.44
RE 1.00 1.05 1.00 1.04 1.00 1.15 1.00 1.30 1.00 1.15 1.00 1.05
Mean.as.sd 0.60 3.88 0.43 2.37 0.34 1.65 0.52 5.43 0.42 3.60 0.41 2.60

#7 #8 #9 #16 #17 #18

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 830.00 940.00 937.00 974.00 985.00 992.00 823.00 943.00 985.00 997.00 996.00 1000.00
mean 3.33 3.86 1.81 1.99 1.17 1.33 12.78 12.07 10.69 10.23 10.19 9.89
bias 2.33 2.86 0.81 0.99 0.17 0.33 2.78 2.07 0.69 0.23 0.19 -0.11
rel. bias 2.33 2.86 0.81 0.99 0.17 0.33 0.28 0.21 0.07 0.02 0.02 -0.01
|bias| 2.66 2.98 1.25 1.27 0.79 0.73 6.62 5.83 3.73 3.51 2.63 2.59
sd 3.89 3.61 1.89 1.74 1.09 1.00 8.96 8.23 4.80 4.51 3.36 3.27
MSE 20.52 21.24 4.22 4.00 1.21 1.10 87.99 71.88 23.53 20.39 11.29 10.69
RE 1.00 0.97 1.00 1.05 1.00 1.10 1.00 1.22 1.00 1.15 1.00 1.06
Mean.as.sd 0.15 3.69 0.11 2.18 0.09 1.55 0.13 5.84 0.11 3.69 0.10 2.56
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Table 30: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase initiale du processus � early � (β-�xe)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 835.00 928.00 942.00 976.00 977.00 992.00 771.00 899.00 979.00 996.00 993.00 1000.00
mean 1.21 1.31 1.63 1.95 2.86 3.86 1.22 1.31 1.74 1.96 3.62 4.01
bias -0.12 -0.02 -0.37 -0.05 -1.14 -0.14 -0.12 -0.03 -0.26 -0.04 -0.38 0.01
rel. bias -0.09 -0.02 -0.18 -0.03 -0.29 -0.03 -0.09 -0.02 -0.13 -0.02 -0.10 0.00
|bias| 0.15 0.11 0.39 0.22 1.18 0.50 0.15 0.12 0.31 0.20 0.58 0.40
sd 0.12 0.14 0.28 0.29 0.71 0.67 0.13 0.15 0.29 0.26 0.61 0.51
MSE 0.03 0.02 0.21 0.09 1.81 0.47 0.03 0.02 0.15 0.07 0.51 0.26
RE 1.00 1.55 1.00 2.44 1.00 3.88 1.00 1.40 1.00 2.22 1.00 1.96
Mean.as.sd 0.12 0.10 0.22 0.16 0.51 0.37 0.14 0.12 0.28 0.17 0.69 0.35
×102

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 866.00 959.00 934.00 979.00 977.00 989.00 817.00 920.00 987.00 998.00 999.00 997.00
mean 1.22 1.31 1.62 1.93 2.85 3.91 1.22 1.32 1.78 1.98 3.67 4.02
bias -0.12 -0.02 -0.38 -0.07 -1.15 -0.09 -0.11 -0.02 -0.22 -0.02 -0.33 0.02
rel. bias -0.09 -0.02 -0.19 -0.04 -0.29 -0.02 -0.08 -0.01 -0.11 -0.01 -0.08 0.00
|bias| 0.15 0.12 0.41 0.25 1.19 0.53 0.14 0.12 0.30 0.21 0.54 0.38
sd 0.13 0.14 0.30 0.32 0.72 0.69 0.13 0.14 0.30 0.26 0.58 0.49
MSE 0.03 0.02 0.23 0.11 1.85 0.48 0.03 0.02 0.14 0.07 0.45 0.24
RE 1.00 1.46 1.00 2.16 1.00 3.84 1.00 1.42 1.00 1.94 1.00 1.89
Mean.as.sd 0.12 0.10 0.22 0.18 0.48 0.38 0.15 0.12 0.28 0.18 0.68 0.35

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 830.00 940.00 937.00 974.00 985.00 992.00 823.00 943.00 985.00 997.00 996.00 1000.00
mean 1.23 1.32 1.65 1.94 3.37 3.88 1.23 1.31 1.79 1.97 3.69 4.05
bias -0.11 -0.01 -0.35 -0.06 -0.63 -0.12 -0.10 -0.02 -0.21 -0.03 -0.31 0.05
rel. bias -0.08 -0.01 -0.18 -0.03 -0.16 -0.03 -0.08 -0.01 -0.11 -0.01 -0.08 0.01
|bias| 0.14 0.12 0.39 0.22 1.57 0.51 0.15 0.12 0.29 0.20 0.51 0.38
sd 0.13 0.15 0.31 0.30 2.35 0.68 0.14 0.15 0.29 0.26 0.56 0.48
MSE 0.03 0.02 0.22 0.09 5.90 0.47 0.03 0.02 0.13 0.07 0.41 0.23
RE 1.00 1.28 1.00 2.43 1.00 12.53 1.00 1.33 1.00 1.89 1.00 1.78
Mean.as.sd 0.12 0.11 0.22 0.18 0.53 0.37 0.15 0.12 0.28 0.18 0.69 0.36
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Table 31: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre i0 avec les
données provenant de la phase évolutive du processus � during � (β-�xe)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 873.00 888.00 985.00 998.00 995.00 998.00 859.00 918.00 991.00 996.00 995.00 1000.00
MC mean 9.83 7.53 2.10 2.38 1.06 1.46 19.00 15.80 12.51 11.58 11.37 10.81
bias 8.83 6.53 1.10 1.38 0.06 0.46 9.00 5.80 2.51 1.58 1.37 0.81
rel. bias 8.83 6.53 1.10 1.38 0.06 0.46 0.90 0.58 0.25 0.16 0.14 0.08
|bias| 9.36 6.71 1.92 1.70 1.10 1.01 14.00 10.97 6.42 5.63 4.51 4.28
sd 14.20 13.04 3.76 3.05 1.65 1.52 20.02 16.96 8.87 7.91 6.11 5.78
MSE 279.39 212.51 15.29 11.20 2.72 2.53 481.13 321.10 84.80 65.01 39.22 33.98
RE 1.00 1.31 1.00 1.37 1.00 1.08 1.00 1.50 1.00 1.30 1.00 1.15
Mean.as.sd 2.46 11.43 1.77 1.65 1.70 0.78 1.89 16.53 1.42 4.90 1.35 2.80

#4 #5 #6 #13 #14 #15

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 950.00 986.00 1000.00 999.00 994.00 999.00 925.00 969.00 991.00 996.00 994.00 1000.00
mean 7.94 6.82 1.85 2.35 0.97 1.41 16.01 14.62 11.20 11.00 10.45 10.36
bias 6.94 5.82 0.85 1.35 -0.03 0.41 6.01 4.62 1.20 1.00 0.45 0.36
rel. bias 6.94 5.82 0.85 1.35 -0.03 0.41 0.60 0.46 0.12 0.10 0.05 0.04
|bias| 7.39 5.92 1.63 1.67 0.96 0.94 11.14 9.47 5.20 4.75 3.59 3.48
sd 12.45 9.25 3.36 2.96 1.43 1.45 16.68 15.25 7.22 6.65 4.70 4.53
MSE 203.10 119.22 11.99 10.55 2.03 2.26 314.11 253.61 53.48 45.19 22.27 20.65
RE 1.00 1.70 1.00 1.14 1.00 0.90 1.00 1.24 1.00 1.18 1.00 1.08
Mean.as.sd 0.48 7.35 0.35 1.90 0.34 1.11 0.39 11.43 0.28 4.39 0.27 2.60

#7 #8 #9 #16 #17 #18

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 951.00 965.00 991.00 989.00 998.00 969.00 932.00 960.00 989.00 991.00 994.00 997.00
mean 7.32 6.65 1.82 2.29 0.96 1.43 16.94 15.53 11.83 11.46 10.43 10.33
bias 6.32 5.65 0.82 1.29 -0.04 0.43 6.94 5.53 1.83 1.46 0.43 0.33
rel. bias 6.32 5.65 0.82 1.29 -0.04 0.43 0.69 0.55 0.18 0.15 0.04 0.03
|bias| 6.72 5.78 1.59 1.62 0.92 0.92 11.87 10.24 5.70 5.20 3.75 3.59
sd 11.86 10.40 2.69 2.38 1.32 1.33 17.08 15.99 7.95 7.28 4.87 4.66
MSE 180.48 139.86 7.90 7.34 1.74 1.96 339.44 286.05 66.41 55.03 23.90 21.80
RE 1.00 1.29 1.00 1.08 1.00 0.88 1.00 1.19 1.00 1.21 1.00 1.10
Mean.as.sd 0.12 8.18 0.09 1.79 0.09 1.00 0.10 12.65 0.07 4.57 0.07 2.45
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Table 32: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase évolutive du processus � during � (β-�xe)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 873.00 888.00 985.00 998.00 995.00 998.00 859.00 918.00 991.00 996.00 995.00 1000.00
mean 1.27 1.31 1.89 1.97 3.80 4.02 1.26 1.31 1.94 1.98 3.96 4.00
bias -0.06 -0.02 -0.11 -0.03 -0.20 0.02 -0.08 -0.03 -0.06 -0.02 -0.04 0.00
rel. bias -0.05 -0.02 -0.06 -0.01 -0.05 0.00 -0.06 -0.02 -0.03 -0.01 -0.01 0.00
|bias| 0.10 0.08 0.18 0.13 0.44 0.33 0.11 0.09 0.16 0.14 0.34 0.32
sd 0.11 0.09 0.20 0.17 0.54 0.42 0.12 0.11 0.19 0.17 0.42 0.41
MSE 0.02 0.01 0.05 0.03 0.33 0.18 0.02 0.01 0.04 0.03 0.18 0.17
RE 1.00 1.73 1.00 1.76 1.00 1.90 1.00 1.53 1.00 1.33 1.00 1.06
Mean.as.sd 0.09 0.07 0.17 0.12 0.47 0.26 0.11 0.08 0.19 0.12 0.45 0.29

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 950.00 986.00 1000.00 999.00 994.00 999.00 925.00 969.00 991.00 996.00 994.00 1000.00
mean 1.27 1.31 1.89 1.98 3.76 3.99 1.26 1.31 1.93 1.97 3.97 4.01
bias -0.07 -0.02 -0.11 -0.02 -0.24 -0.01 -0.08 -0.03 -0.07 -0.03 -0.03 0.01
rel. bias -0.05 -0.02 -0.06 -0.01 -0.06 0.00 -0.06 -0.02 -0.03 -0.01 -0.01 0.00
|bias| 0.10 0.08 0.18 0.14 0.53 0.33 0.11 0.09 0.16 0.14 0.32 0.32
sd 0.11 0.10 0.22 0.17 0.79 0.42 0.11 0.11 0.20 0.18 0.40 0.41
MSE 0.02 0.01 0.06 0.03 0.68 0.18 0.02 0.01 0.04 0.03 0.16 0.16
RE 1.00 1.64 1.00 1.94 1.00 3.79 1.00 1.59 1.00 1.38 1.00 1.00
Mean.as.sd 0.09 0.07 0.18 0.12 0.48 0.26 0.11 0.08 0.19 0.13 0.45 0.28

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 951.00 965.00 991.00 989.00 998.00 969.00 932.00 960.00 989.00 991.00 994.00 997.00
mean 1.26 1.30 1.89 1.98 3.76 4.01 1.26 1.31 1.94 1.97 3.97 4.00
bias -0.07 -0.03 -0.11 -0.02 -0.24 0.01 -0.08 -0.02 -0.06 -0.03 -0.03 0.00
rel. bias -0.05 -0.02 -0.05 -0.01 -0.06 0.00 -0.06 -0.02 -0.03 -0.02 -0.01 0.00
|bias| 0.11 0.08 0.18 0.13 0.48 0.35 0.11 0.09 0.15 0.13 0.33 0.33
sd 0.12 0.10 0.22 0.17 0.59 0.45 0.12 0.11 0.18 0.16 0.42 0.41
MSE 0.02 0.01 0.06 0.03 0.40 0.20 0.02 0.01 0.03 0.03 0.18 0.17
RE 1.00 1.87 1.00 1.96 1.00 2.01 1.00 1.53 1.00 1.24 1.00 1.05
Mean.as.sd 0.10 0.07 0.18 0.12 0.49 0.26 0.11 0.08 0.18 0.12 0.45 0.28
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Table 33: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre i0 avec les
données provenant de la phase stationnaire du processus � after � (β-�xe)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 629.00 555.00 584.00 599.00 603.00 664.00 268.00 815.00 436.00 801.00 512.00 647.00
mean 2.99 8.57 9.60 7.92 9.05 6.17 8.69 19.88 6.35 14.75 10.03 13.05
bias 1.99 7.57 8.60 6.92 8.05 5.17 -1.31 9.88 -3.65 4.75 0.03 3.05
rel. bias 1.99 7.57 8.60 6.92 8.05 5.17 -0.13 0.99 -0.36 0.47 0.00 0.31
|bias| 2.22 8.12 9.63 7.51 9.32 5.89 9.99 19.58 11.44 15.30 14.00 10.01
sd 6.00 14.15 20.83 10.01 21.94 9.00 12.98 24.96 14.95 19.92 21.51 13.02
MSE 39.90 257.03 506.85 148.04 545.22 107.59 169.45 719.89 236.42 418.67 461.71 178.58
RE 1.00 0.16 1.00 3.42 1.00 5.07 1.00 0.24 1.00 0.56 1.00 2.59
Mean.as.sd 2.20 605.80 1.47 744.32 1.40 260.04 1.70 325.58 1.27 283.70 1.27 324.79

#4 #5 #6 #13 #14 #15

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 368.00 637.00 561.00 624.00 569.00 692.00 256.00 798.00 442.00 700.00 550.00 626.00
mean 7.11 8.74 7.38 6.44 6.48 5.34 8.24 21.01 5.43 16.97 18.60 13.86
bias 6.11 7.74 6.38 5.44 5.48 4.34 -1.76 11.01 -4.57 6.97 8.60 3.86
rel. bias 6.11 7.74 6.38 5.44 5.48 4.34 -0.18 1.10 -0.46 0.70 0.86 0.39
|bias| 6.92 8.48 7.46 6.14 6.48 5.01 10.32 20.86 9.69 15.92 19.62 10.06
sd 18.09 13.20 19.98 10.39 19.26 7.51 13.92 26.25 10.86 20.79 30.96 13.08
MSE 363.81 233.87 439.22 137.35 400.36 75.13 196.17 809.35 138.42 480.22 1030.95 185.67
RE 1.00 1.56 1.00 3.20 1.00 5.33 1.00 0.24 1.00 0.29 1.00 5.55
Mean.as.sd 0.42 374.34 0.29 383.75 0.29 185.04 0.34 334.19 0.25 323.87 0.26 373.56

#7 #8 #9 #16 #17 #18

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 320.00 679.00 576.00 624.00 588.00 566.00 277.00 708.00 469.00 650.00 532.00 633.00
mean 6.13 10.30 4.59 5.00 6.40 9.25 8.01 18.96 8.34 17.64 18.15 11.96
bias 5.13 9.30 3.59 4.00 5.40 8.25 -1.99 8.96 -1.66 7.64 8.15 1.96
rel. bias 5.13 9.30 3.59 4.00 5.40 8.25 -0.20 0.90 -0.17 0.76 0.82 0.20
|bias| 5.97 10.01 4.11 4.61 6.45 8.66 10.67 18.63 7.89 15.49 17.20 9.65
sd 17.78 15.12 11.38 7.12 16.67 14.15 14.47 24.68 9.71 21.44 28.49 12.96
MSE 341.57 314.85 142.23 66.58 306.49 268.07 212.70 688.74 96.89 517.25 876.50 171.55
RE 1.00 1.08 1.00 2.14 1.00 1.14 1.00 0.31 1.00 0.19 1.00 5.11
Mean.as.sd 0.10 409.28 0.07 162.89 0.07 756.48 0.09 435.24 0.06 455.75 0.07 298.62
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Table 34: Résultats d'estimation par le maximum de vraisemblance du paramètre R0 avec
les données provenant de la phase stationnaire du processus � after � (β-�xe)

#1 #2 #3 #10 #11 #12

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 629.00 555.00 584.00 599.00 603.00 664.00 268.00 815.00 436.00 801.00 512.00 647.00
mean 1.27 1.30 2.00 1.96 4.09 3.95 1.32 1.32 2.01 2.00 4.10 4.02
bias -0.06 -0.03 0.00 -0.04 0.09 -0.05 -0.01 -0.02 0.01 0.00 0.10 0.02
rel. bias -0.05 -0.03 0.00 -0.02 0.02 -0.01 -0.01 -0.01 0.01 0.00 0.03 0.00
|bias| 0.09 0.06 0.11 0.12 0.30 0.26 0.08 0.07 0.13 0.12 0.33 0.31
sd 0.09 0.07 0.14 0.14 0.36 0.34 0.10 0.08 0.16 0.15 0.41 0.39
MSE 0.01 0.01 0.02 0.02 0.14 0.12 0.01 0.01 0.03 0.02 0.18 0.15
RE 1.00 1.89 1.00 0.97 1.00 1.17 1.00 1.48 1.00 1.26 1.00 1.19
Mean.as.sd 0.08 0.06 0.14 0.11 0.39 0.28 0.09 0.07 0.17 0.12 0.42 0.33

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 368.00 637.00 561.00 624.00 569.00 692.00 256.00 798.00 442.00 700.00 550.00 626.00
mean 1.31 1.30 2.01 1.97 4.09 3.98 1.31 1.31 2.02 2.00 4.11 4.04
bias -0.02 -0.04 0.01 -0.03 0.09 -0.02 -0.02 -0.02 0.02 0.00 0.11 0.04
rel. bias -0.02 -0.03 0.01 -0.01 0.02 0.00 -0.02 -0.01 0.01 0.00 0.03 0.01
|bias| 0.07 0.06 0.11 0.10 0.29 0.28 0.08 0.07 0.13 0.11 0.34 0.30
sd 0.09 0.07 0.14 0.13 0.35 0.35 0.10 0.09 0.16 0.14 0.41 0.38
MSE 0.01 0.01 0.02 0.02 0.13 0.12 0.01 0.01 0.03 0.02 0.18 0.14
RE 1.00 1.48 1.00 1.15 1.00 1.11 1.00 1.35 1.00 1.23 1.00 1.28
Mean.as.sd 0.08 0.06 0.15 0.10 0.41 0.30 0.10 0.07 0.17 0.13 0.44 0.35

#7 #8 #9 #16 #17 #18

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 320.00 679.00 576.00 624.00 588.00 566.00 277.00 708.00 469.00 650.00 532.00 633.00
mean 1.31 1.30 2.00 1.96 4.10 3.99 1.31 1.32 2.01 2.00 4.08 4.04
bias -0.03 -0.04 0.00 -0.04 0.10 -0.01 -0.02 -0.01 0.01 0.00 0.08 0.04
rel. bias -0.02 -0.03 0.00 -0.02 0.02 0.00 -0.02 -0.01 0.01 0.00 0.02 0.01
|bias| 0.08 0.06 0.10 0.11 0.31 0.29 0.08 0.07 0.12 0.12 0.32 0.29
sd 0.09 0.07 0.13 0.13 0.38 0.37 0.10 0.08 0.15 0.15 0.39 0.37
MSE 0.01 0.01 0.02 0.02 0.15 0.13 0.01 0.01 0.02 0.02 0.16 0.14
RE 1.00 1.45 1.00 1.00 1.00 1.15 1.00 1.54 1.00 0.98 1.00 1.14
Mean.as.sd 0.08 0.06 0.14 0.10 0.41 0.31 0.09 0.07 0.16 0.11 0.43 0.33
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Figure 77: Résultats d'estimations bayésiennes par MCMC de α pour les observations de la
phase évolutive : � during �
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Figure 78: Résultats d'estimations bayésiennes IS de α pour les observations de la phase
évolutive : � during �
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αα=2.8, ββ=0.7, i0=1; (6)
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Boxplot: sd(ββ)

αα=6.8, ββ=5.1, i0=1; (4)
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αα=4, ββ=2, i0=1; (5)
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Figure 81: Résultats d'estimations bayésiennes par MCMC de i0 pour les observations de la
phase évolutive : � during �
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Figure 82: Résultats d'estimations bayésiennes IS de i0 pour les observations de la phase
évolutive : � during �
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Figure 83: Résultats d'estimations bayésiennes par MCMC de R0 pour les observations de
la phase évolutive : � during �
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αα=4.8, ββ=3.6, i0=10; (13)
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αα=3, ββ=1.5, i0=10; (14)
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αα=2.4, ββ=0.6, i0=10; (15)
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PP−Plot: R0
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Figure 84: Résultats d'estimations bayésiennes IS de R0 pour les observations de la phase
évolutive : � during �
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Table 35: Résultats d'estimation bayésienne du paramètre α avec les données provenant de
la phase évolutive du processus � during �

MCMC

#4 #5 #6 #13 #14 #15

α0 6.8 4 2.8 4.8 3 2.4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
mean 9.54 9.56 4.31 3.81 2.25 2.27 6.71 6.95 4.96 3.75 2.72 2.18
bias 2.74 2.76 0.31 -0.19 -0.55 -0.53 1.91 2.15 1.96 0.75 0.32 -0.22
rel. bias 0.40 0.41 0.08 -0.05 -0.20 -0.19 0.40 0.45 0.65 0.25 0.13 -0.09
|bias| 2.97 2.94 1.50 1.50 0.71 0.62 2.04 2.15 2.25 1.57 0.79 0.47
sd 1.97 2.03 2.05 2.02 0.59 0.54 1.56 1.19 2.32 2.25 1.28 0.53
MSE 11.29 11.64 4.23 4.02 0.64 0.56 6.03 5.99 9.10 5.55 1.71 0.32
RE 1.00 0.97 1.00 1.05 1.00 1.13 1.00 1.01 1.00 1.64 1.00 5.36
Mean.as.sd 0.06 0.05 0.03 0.02 0.01 0.01 0.12 0.14 0.06 0.04 0.16 0.01

IS

#4 #5 #6 #13 #14 #15

α0 6.8 4 2.8 4.8 3 2.4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00
mean 9.67 8.86 3.33 4.06 1.26 2.66 3.54 7.12 4.65 4.87 1.96 2.28
bias 2.87 2.06 -0.67 0.06 -1.54 -0.14 -1.26 2.32 1.65 1.87 -0.44 -0.12
relative bias 0.42 0.30 -0.17 0.02 -0.55 -0.05 -0.26 0.48 0.55 0.62 -0.18 -0.05
|bias| 3.17 2.52 1.46 1.33 1.98 0.52 3.83 2.41 3.16 2.38 0.97 0.53
sd 2.09 2.14 1.99 1.72 1.55 0.65 4.16 1.46 3.54 2.48 1.08 0.64
MSE 12.59 8.80 4.42 2.96 4.76 0.44 18.86 7.51 15.24 9.62 1.35 0.42
RE 1.00 1.43 1.00 1.49 1.00 10.70 1.00 2.51 1.00 1.59 1.00 3.24
Mean.as.sd 0.10 0.10 0.08 0.10 0.09 0.04 0.24 0.10 0.12 0.12 0.09 0.04
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Table 36: Résultats d'estimation bayésienne du paramètre β avec les données provenant de
la phase évolutive du processus � during �

MCMC

#4 #5 #6 #13 #14 #15

α0 5.1 2 0.7 3.6 1.5 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
mean 7.43 7.45 2.40 2.03 0.62 0.55 5.41 5.60 2.75 2.01 0.77 0.55
bias 2.33 2.35 0.40 0.03 -0.08 -0.15 1.81 2.00 1.25 0.51 0.17 -0.05
rel. bias 0.46 0.46 0.20 0.01 -0.12 -0.22 0.50 0.56 0.83 0.34 0.28 -0.08
|bias| 2.43 2.48 0.92 0.92 0.18 0.20 1.83 2.00 1.39 0.92 0.29 0.16
sd 1.46 1.61 1.29 1.30 0.20 0.19 1.05 0.78 1.29 1.30 0.43 0.19
MSE 7.51 8.04 1.79 1.67 0.05 0.06 4.34 4.60 3.19 1.91 0.21 0.04
RE 1.00 0.93 1.00 1.07 1.00 0.79 1.00 0.94 1.00 1.67 1.00 5.62
Mean.as.sd 0.05 0.04 0.02 0.01 >0.01 >0.01 0.07 0.11 0.04 0.03 0.07 >0.01

IS

#4 #5 #6 #13 #14 #15

α0 5.1 2 0.7 3.6 1.5 0.6

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00
mean 7.80 6.91 1.88 2.21 0.18 0.67 2.61 5.72 2.78 2.74 0.54 0.58
bias 2.70 1.81 -0.12 0.21 -0.52 -0.03 -0.99 2.12 1.28 1.24 -0.06 -0.02
relative bias 0.53 0.35 -0.06 0.10 -0.75 -0.05 -0.28 0.59 0.85 0.83 -0.10 -0.04
|bias| 2.91 2.20 0.85 0.84 0.73 0.19 2.85 2.18 2.12 1.50 0.48 0.17
sd 1.74 1.78 1.19 1.09 0.63 0.24 3.00 1.17 2.29 1.51 0.58 0.21
MSE 10.34 6.43 1.42 1.23 0.67 0.06 9.99 5.84 6.86 3.80 0.34 0.05
RE 1.00 1.61 1.00 1.15 1.00 11.74 1.00 1.71 1.00 1.81 1.00 7.29
Mean.as.sd 0.09 0.08 0.05 0.06 0.03 0.02 0.18 0.08 0.08 0.08 0.04 0.01
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Table 37: Résultats d'estimation bayésienne du paramètre i0 avec les données provenant de
la phase évolutive du processus � during �

MCMC

#4 #5 #6 #13 #14 #15

i00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
mean 5.25 4.99 4.25 3.77 3.56 2.54 15.18 15.06 14.30 13.82 13.99 12.86
bias 4.25 3.99 3.25 2.77 2.56 1.54 5.18 5.06 4.30 3.82 3.99 2.86
rel. bias 4.25 3.99 3.25 2.77 2.56 1.54 0.52 0.51 0.43 0.38 0.40 0.29
|bias| 4.25 3.99 3.25 2.77 2.56 1.54 5.18 5.06 4.30 3.82 4.02 2.94
sd 0.40 0.50 0.68 0.75 0.78 1.14 1.12 1.03 1.23 1.30 1.06 1.89
MSE 18.24 16.21 11.04 8.22 7.12 3.62 28.04 26.68 19.98 16.28 17.05 11.69
RE 1.00 1.13 1.00 1.34 1.00 1.97 1.00 1.05 1.00 1.23 1.00 1.46
Mean.as.sd 0.03 0.03 0.02 0.02 0.02 0.02 0.08 0.08 0.04 0.05 0.18 0.04

IS

#4 #5 #6 #13 #14 #15

ß00 1 1 1 10 10 10

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 950 950 950 950 950 950 950 950 950 950 950 950
mean 5.26 4.88 3.54 4.12 2.52 2.83 14.08 14.89 13.88 13.41 10.92 12.86
bias 4.26 3.88 2.54 3.12 1.52 1.83 4.08 4.89 3.88 3.41 0.92 2.86
rel. bias 4.26 3.88 2.54 3.12 1.52 1.83 0.41 0.49 0.39 0.34 0.09 0.29
|bias| 4.26 3.88 2.54 3.12 1.52 1.83 4.74 4.89 4.00 3.48 3.39 3.60
sd 0.51 0.61 0.68 1.16 1.23 2.01 4.34 0.91 2.06 1.76 3.87 3.27
MSE 18.37 15.46 6.89 11.09 3.82 7.39 35.48 24.69 19.32 14.76 15.83 18.89
RE 1.00 1.19 1.00 0.62 1.00 0.52 1.00 1.44 1.00 1.31 1.00 0.84
Mean.as.sd 0.05 0.05 0.06 0.13 0.22 0.13 0.31 0.09 0.15 0.19 0.51 0.20
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Table 38: Résultats d'estimation bayésienne du paramètre R0 avec les données provenant de
la phase évolutive du processus � during �

MCMC

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
mean 1.42 1.35 2.61 2.67 6.53 6.13 1.35 1.30 2.49 2.45 5.20 4.59
bias 0.08 0.01 0.61 0.67 2.53 2.13 0.02 -0.03 0.49 0.45 1.20 0.59
rel. bias 0.06 0.01 0.31 0.33 0.63 0.53 0.01 -0.02 0.24 0.23 0.30 0.15
|bias| 0.16 0.10 0.73 0.81 2.60 2.28 0.19 0.12 0.60 0.54 1.41 0.84
sd 0.34 0.13 0.97 1.41 2.65 4.48 0.30 0.15 0.98 0.84 2.05 1.73
MSE 0.12 0.02 1.29 2.39 13.30 24.18 0.09 0.02 1.17 0.90 5.56 3.27
RE 1.00 7.54 1.00 0.54 1.00 0.55 1.00 3.61 1.00 1.30 1.00 1.70
Mean.as.sd 0.02 0.01 0.07 0.06 0.22 0.13 0.09 0.03 0.05 0.04 0.17 0.03

IS

#4 #5 #6 #13 #14 #15

R00 1.33 2 4 1.33 2 4

modèle (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S) (M) (S)

# sims 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00 950.00
mean 1.64 1.54 3.29 2.43 288.46 5.56 4.88 1.31 6.79 2.35 80.16 4.51
bias 0.31 0.21 1.29 0.43 284.46 1.56 3.55 -0.02 4.79 0.35 76.16 0.51
rel. bias 0.23 0.16 0.65 0.22 71.12 0.39 2.66 -0.02 2.39 0.17 19.04 0.13
|bias| 0.42 0.24 1.46 0.61 284.55 1.95 3.59 0.10 4.96 0.59 76.69 0.76
sd 1.21 0.44 2.53 1.82 122.55 7.67 6.08 0.13 7.36 1.36 93.22 1.17
MSE 1.56 0.24 8.05 3.51 95919.13 61.14 49.57 0.02 77.06 1.97 14481.47 1.63
RE 1.00 6.59 1.00 2.30 1.00 1568.81 1.00 2737.68 1.00 39.09 1.00 8887.21
Mean.as.sd 0.21 0.13 0.30 0.13 67.81 0.56 1.96 0.02 1.52 0.12 35.45 0.12
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αα=3, ββ=1.5, i0=10; (14)
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Figure 85: Les estimations bayésiennes de α en fonction des estimations de β par rapport à
la vraie droite α = R0β pour les observations de la phase évolutive : � during � ; modèle (M)
- points rouges, modèle (S) - points bleus
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Démonstration algébrique des propriétés des estimateurs de R0

La vraisemblance du modèle (M s) est

VR0(X) =
1√

2πN/R0

exp {− 1

2N/R0

J∑
i=1

(xi −N(1− 1

R0
))2} (11)

= (2πN/R0)−
J
2 exp {−R0

2N

(
J∑
i=1

x2
i − 2N

R0 − 1

R0

J∑
i=1

xi + JN2(
R0 − 1

R0
)2)

)
}

= (2πN/R0)−
J
2 exp {−R0

2N

J∑
i=1

x2
i + (R0 − 1)

J∑
i=1

xi −
JN(R2

0 − 2R0 + 1)

2R0
}

La log-vraisemblance est donc

l = lnV = −J
2

ln 2πN +
J

2
lnR0 −

R0

2N

J∑
i=1

x2
i + (R0 − 1)

J∑
i=1

xi −
JN

2
(R0 − 2 +

1

R0
) (12)

La dérivée de la log-vraisemblance est

∂l

∂R0
=
J

2

1

R0
− 1

2N

J∑
i=1

x2
i +

J∑
i=1

xi −
JN

2
+

1

R2
0

JN

2
(13)

En annulant la dérivée de log-vraisemblance, ∂l
∂R0

= 0, on obtient

JR0 −
R2

0

N

J∑
i=1

x2
i + 2R2

0

J∑
i=1

xi − JNR2
0 + JN = 0 (14)

−R2
0

(
1

N

J∑
i=1

x2
i − 2

J∑
i=1

xi + JN

)
+ JR0 + JN = 0

−R2
0

1

N

(
J∑
i=1

x2
i −

J∑
i=1

2Nxi +
J∑
i=1

N2

)
+ JR0 + JN = 0

−R2
0

1

N

J∑
i=1

(xi −N)2 + JR0 + JN = 0 (15)

qui est une équation du second degré par rapport à R0 avec un coe�cient d'ordre 2 négatif

(− 1
N

∑J
i=1 (xi −N)2 < 0). Le discriminant de cette équation est ∆ = J2

(
1 + 4 1

J

∑J
i=1 (xi −N)2

)
.

L'équation (15) admet deux racines réelles mais dont une seule est toujours positive :

R0 = NJ
1 +

√
1 + 4 1

J

∑J
i=1 (Xi −N)2

2
∑J

i=1 (Xi −N)2
(16)

La dérivée seconde de la log-vraisemblance est

∂2l

∂R2
0

= − J

2R2
0

− JN

R3
0

(17)
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et l'information de Fisher est donc

I(R0) = −E(
∂2l

∂R2
0

|R0) =
J

2R2
0

+
JN

R3
0

(18)

La borne inférieure de Cramer-Rao est ainsi

B(R0) =
1

I(R0)
=

2R3
0

J(R0 + 2N)
(19)

On va montrer que l'estimateur R̂0 (7.7) est asymptotiquement sans biais et que sa variance

asymptotique est égale à la borne de Cramer-Rao.

Pour �xer les notations, on rappelle que la somme de carrées des ν variables normales in-

dépendantes Zi ∼ N (ωi, 1), i = 1, . . . , ν suit une loi khi-2 non-centrée à ν degrés de liberté et

avec un paramètre de non-centralité λ =
∑ν

i=1 ω
2
i (Johnson et al., 1995). On notera donc que∑ν

i=1 Z
2
i ∼ χ2

ν(λ). L'espérance et la variance de la loi khi-2 non-centrée sont E
[
χ2
ν(λ)

]
= ν+λ

et V ar
[
χ2
ν(λ)

]
= 2(ν + 2λ).

Pour démontrer les propriétés asymptotiques de l'estimateur, on utilisera la delta méthode

(Casella and Berger, 2002) en déterminant les moments d'ordre un et deux de
∑J

i=1
(Xi−N)2

N/R0
.

Puisque la loi de Xi est donnée par (7.5) et grâce aux propriétés de la loi normale, on peut

e�ectuer les changements de variables pour tout i = 1, . . . , n

Xi ∼ N (N − N

R0
,
N

R0
) ⇒ Xi−N ∼ N (− N

R0
,
N

R0
) ⇒ Xi −N√

N
R0

∼ N (−
N
R0√
N
R0

, 1) (20)

Posons Y =
∑J

i=1
(Xi−N)2

N/R0
. La nouvelle variable Y suit donc une loi de khi-2 non-centrée à

J degrés de liberté avec un paramètre de non-centralité λ = JN
R0

(car
∑J

i=1

(
− N
R0
/
√

N
R0

)2

=∑J
i=1

N
R0

= JN
R0

) et donc une espérance E(Y ) = J(1 + N
R0

) et une variance V ar(Y ) = 2J(1 +

2 N
R0

). L'estimateur R̂0 devient, en fonction de Y :

R̂0 = NJ
1 +

√
1 + 4

J Y
N
R0

2 N
R0
Y

(21)

Posons que R̂0 correspond à une fonction g(Y ) di�érentiable et que l'espérance de Y dé�nie

ci-dessus est θ = J(1 + N
R0

). Dans ce cas, on peut écrire que

E(g(Y )) ≈ g(θ) + g′(θ)E(Y − θ) = g(θ) (22)
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V ar(g(Y )) ≈ [g′(θ)]2V ar(Y ) (23)

où g′(θ) = ∂
∂yg(y)|y=θ. On obtient g(θ) en remplaçant dans (21) Y par θ = J(1 + N

R0
).

g(θ) = NJ
1 +

√
1 + 4N

JR0
J(1 + N

R0
)

2 N
R0
J(1 + N

R0
)

=
1 + 1

R0

√
R2

0 + 4N(R0 +N)
2
R2

0
(R0 +N)

= (24)

=
R0 +

√
(R0 + 2N)2

2
R0

(R0 +N)
=
R0 +R0 + 2N

2
R0

(R0 +N)
=

2(R0 +N)
2
R0

(R0 +N)
= R0

On obtient donc que E(g(Y )) = E(R̂0)
as
≈ R0, R̂0 est asymptotiquement sans biais.

La dérivée de g(Y ) est

g′(Y ) =
JR0

2Y 2

 2N
JR0

Y√
1 + 4N

JR0
Y
−
√

1 +
4N

JR0
Y − 1

 (25)

En remplaçant Y par θ g′(θ) :

g′(θ) =
JR0

2J2(1 + N
R0

)2

 2N
JR0

J(1 + N
R0

)√
1 + 4N

JR0
J(1 + N

R0
)
−
√

1 +
4N

JR0
J(1 +

N

R0
)− 1

 = (26)

=
R0

2J(R0 +N)2 1
R2

0

 2N
R2

0
(R0 +N)

1
R0

√
R2

0 + 4N(R0 +N)
− 1

R0

√
R2

0 + 4N(R0 +N)− 1


=

R3
0

2J(R0 +N)2

(
2N
R0

(R0 +N)√
(R0 + 2N)2

− 1

R0

√
(R0 + 2N)2 − 1

)

=
R2

0

2J(R0 +N)2

(
2N(R0 +N)

R0 + 2N
− (R0 + 2N)−R0

)
=

R2
0

2J(R0 +N)2

(
2N(R0 +N)− (R0 + 2N)2 − (R0 + 2N)R0

R0 + 2N

)
=

R2
0

2J(R0 +N)2

(
−2R2

0 − 4NR0 − 2N2

R0 + 2N

)
=

R2
0

2J(R0 +N)2

(−2)(R0 +N)2

R0 + 2N
=

−R2
0

J(R0 + 2N)
(27)

D'où le résultat de la variance asymptotique selon la formule (23)

V ar(g(Y )) = V ar(R̂0)
as
≈ R4

0

J2(R0 + 2N)2
2J(1 + 2

N

R0
) =

2R3
0

J(R0 + 2N)
(28)

Cette variance correspond à la borne inférieure de Cramer-Rao (19), donc l'estimateur R̂0 est

asymptotiquement e�cace.
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On va maintenant démontrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de R0 sous

le modèle (Ss) (7.6) a la forme (7.9) avec la variance (7.10) et que l'estimateur de σ2 est

(7.11).

La vraisemblance du modèle (Ss) est

VR0(X) = (2πσ2)−
J
2 exp {− 1

2σ2

J∑
i=1

(xi −N(1− 1

R0
))2} (29)

= (2πσ2)−
J
2 exp {− 1

2σ2
(
J∑
i=1

x2
i − 2N(1− 1

R0
)

J∑
i=1

xi + JN2(1− 1

R0
)2)}

= (2πσ2)−
J
2 exp {− 1

2σ2
(

J∑
i=1

x2
i − 2N(1− 1

R0
)

J∑
i=1

xi + JN2(1− 2
1

R0
+

1

R2
0

))}

D'où la log-vraisemblance :

l = lnV = −J
2

ln 2π− J
2

lnσ2− 1

2σ2

(
J∑
i=1

x2
i − 2

J∑
i=1

xi +
2N

R0

J∑
i=1

xi + JN2 − 2JN2

R0
+
JN2

R2
0

)
(30)

La dérivée de log-vraisemblance par rapport à R0 est

∂l

∂R0
= − 1

2σ2

(
−2N

R2
0

J∑
i=1

xi +
2JN2

R2
0

− 2
JN2

R3
0

)
(31)

En comparant la dérivée de log-vraisemblance à zéro ∂l
∂R0

= 0, on obtient les équations équi-

valentes

− 2N

R2
0

(
J∑
i=1

xi − JN +
JN

R0

)
= 0 (32)

J∑
i=1

xi − JN +
JN

R0
= 0

−
J∑
i=1

xi + JN =
JN

R0

D'où l'estimateur du maximum de vraisemblance suivant

R0 =
JN

JN −
∑J

i=i xi
=

N

N − X̄
(33)

La dérivée de la log-vraisemblance par rapport à σ2 est

∂l

∂σ2
= − J

2σ2
+

1

2σ4

(
J∑
i=1

x2
i − 2N(1− 1

R0
)

J∑
i=1

xi + JN2(1− 1

R0
)2

)
(34)
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La dérivée de la log-vraisemblance est ensuite comparée à zéro et en multipliant par σ4 on

obtient

−nσ2 +

(
J∑
i=1

x2
i − 2N(1− 1

R0

J∑
i=1

xi + JN2(1− 1

R0
)2

)
= 0 (35)

σ2 =
1

J

(
J∑
i=1

x2
i − 2N

1−R0

R0

J∑
i=1

xi + JN2(
1−R0

R0
)2

)
(36)

En remplaçant R0 par son estimateur dans l'expression ci-dessus, on obtient

σ2 =
1

J

(
J∑
i=1

x2
i − 2X̄

J∑
i=1

xi + JX̄2

)
=

1

J

(
J∑
i=1

x2
i − JX̄2

)
(37)

d'où l'estimateur du maximum de vraisemblance :

σ2 =
1

J

J∑
i=1

x2
i − X̄2 (38)

Les dérivées secondes de la log-vraisemblance pas rapport à R0 et σ2 sont les suivantes

∂2l

∂R2
0

= − 1

σ2

(
2N

R3
0

J∑
i=1

xi −
2JN2

R3
0

+ 3
JN2

R4
0

)
(39)

∂2l

∂R0∂σ2
= − 1

σ4

(
N

R2
0

J∑
i=1

xi −
JN2

R2
0

+
JN2

R3
0

)
(40)

∂2l

∂σ4
=

J

2σ4
− 1

σ6

(
J∑
i=1

x2
i − 2N(1− 1

R0
)

J∑
i=1

xi + JN2(1− 1

R0
)2

)
(41)

Pour calculer la matrice d'information de Fisher, on calcule d'abord l'espérance de E(
∑J

i=1Xi)

et E(
∑J

i=1X
2
i ). Puisque les variables Xi sont supposées indépendantes et suivant la même loi

normale (7.6) alors on obtient

E(
J∑
i=1

Xi) =
J∑
i=1

E(Xi) = JN(1− 1

R0
) (42)

E(
J∑
i=1

X2
i ) =

J∑
i=1

E(X2
i ) =

J∑
i=1

V ar(Xi) + [E(Xi)]
2 = Jσ2 + JN2(1− 1

R0
)2 (43)
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d'où le calcul

− E
(
∂2l

∂R2
0

)
=

1

σ2

(
2N

R3
0

JN(1− 1

R0
)− JN2

R3
0

+ 3
JN2

R4
0

)
=
JN2

σ2R4
0

(44)

−E
(

∂2l

∂R0∂σ2

)
=

1

σ4

(
N

R2
0

JN(1− 1

R0
)− JN2

R2
0

+
JN2

R3
0

)
= 0 (45)

−E
(
∂2l

∂σ4

)
= −

(
J

2σ4
− 1

σ6

(
Jσ2 + JN2(1− 1

R0
)2 − 2JN2(1− 1

R0
)2 + JN2(1− 1

R0
)2

))
=

J

2σ4
(46)

Alors la matrice d'information de Fisher et son inverse sont

I(R0, σ
2) =

 JN2

σ2R4
0

0

0 J
2σ2

 , I−1(R0, σ
2) =

 σ2R4
0

JN2 0

0 2σ2

J


Les bornes de Cramer-Rao pour les variances asymptotiques de R̃0 et σ̃2 sont

V ar(R̃0) ≥ σ2R4
0

JN2
(47)

V ar(σ̃2) ≥ 2σ4

J
(48)

Pour démontrer que l'estimateur R̃0 (7.9) est sans biais et e�cace, la delta méthode est utilisée

comme dans les équations (22) et (23). Posons cette fois-ci que Y = X̄ dans l'expression de

R̃0. La fonction g(Y ) est donc g(Y ) = N
N−Y . L'espérance et la variance de Y sont E(Y ) =

N(1− 1
R0

) et V ar(Y ) = σ2

J , donc θ = N(1− 1
R0

). g(θ) est donc

g(θ) =
N

N −N(1− 1
R0

)
= R0 (49)

g′(Y ) et g′(θ) sont

g′(Y ) =
N

(N − Y )2
, g′(θ) =

R2
0

N
(50)

On obtient que E(g(Y )) = E(g(θ)) = g(θ). L'estimateur R̃0 est sans biais car E(R̃0) = R0.

La variance asymptotique est déduite de l'équation (23)

V ar(R̃0) =
R4

0σ
2

JN2
(51)

qui correspond à la borne dans (47), R̃0 est donc asymptotiquement e�cace.
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La variance de σ̃2 se calcule directement car σ̃2 = 1
J

∑J
i=1X

2
i − X̄2 = 1

J

∑J
i=1 (Xi − X̄)2.

En e�et, e�ectuons les transformations suivantes sur σ̃2

σ̃2 =
1

J

J∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
1

J

J∑
i=1

(
Xi −N(1− 1

R0
)− X̄ +N(1− 1

R0
)

)2

= σ2 1

J

J∑
i=1

(
Xi −N(1− 1

R0
)

σ
−
X̄ −N(1− 1

R0
)

σ

)2

= σ2 1

J

J∑
i=1

(Zi − Z̄) (52)

où Zi =
Xi−N(1− 1

R0
)

σ est une nouvelle variable qui suit une loi normale centrée réduite. La

somme
∑J

i=1 (Zi − Z̄)2 suit donc une loi du chi-2 (centrée) à n − 1 degrés de liberté avec

une espérance J − 1 et une variance 2(J − 1). On trouve donc aisément que l'espérance et la

variance de σ̃2 valent

E(σ̃2) =
J − 1

J
σ2, et V ar(σ̃2) =

2σ4(J − 1)

J2
(53)

On constate donc que l'estimateur σ̃2 a un biais, cependant nous pouvons en déduire un

estimateur de σ2 sans biais qui est le suivant δ̃2 = J
J−1 σ̃

2. Sa variance est V ar(δ̃2) = 2σ4

J−1

alors δ̃2 n'est plus e�cace car 2σ4

J−1 >
2σ4

J .
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