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Introduction

Modéliser

A 1a base de toute science, les scientifiques appréhendent des observations, dont
ils essayent de comprendre le sens, et des problématiques, auxquelles ils s’efforcent de
trouver des réponses.

Face a leur treés grande complexité, divers outils ont été développés pour modéliser les
nombreuses situations rencontrées auxquelles font face les scientifiques, afin de mieux
les étudier. La « théorie des graphes » apporte un cadre mathématique permettant de
représenter formellement ces situations.

Un « graphe » est une structure mathématique simple, composée de « sommets »,
pouvant représenter les éléments d’une problématique, et d’« arétes » reliant ces som-
mets entre eux, pouvant représenter les liens existant entre les différents éléments. Un
graphe est noté G = (V, E), ou V est 'ensemble des sommets, et £ 'ensemble des
arétes, chacune reliant deux sommets du graphe. Si besoin, les sommets et arétes du
graphe peuvent se voir attribuer des « étiquettes », leur associant ainsi des informations
supplémentaires telles que des entiers.

Cette apparente simplicité est ce qui fait la force des graphes : de tres nombreuses
situations peuvent étre modélisées sous la forme d’un graphe, dans des domaines aussi
divers que la biologie, les transports, les mathématiques, I'informatique, les télécommu-
nications, etc.

Prenons pour exemple la carte d’une ville, et associons-lui un graphe (voir FIG-
URE 0.1). Dans ce graphe, les sommets correspondent aux carrefours, et une aréte relie
deux sommets s’il existe une rue reliant les deux carrefours correspondants. De plus, ce
graphe est étiquetté : a chaque aréte est associée un entier, correspondant a la longueur
(en metres) de la rue reliant les deux carrefours.

Il existe de nombreux probléemes théoriques sur les graphes, pour autant de prob-
lématiques modélisées par des graphes. Ces problémes peuvent prendre différentes
formes : recherche d’un sous-ensemble d’éléments du graphe, association d’informa-
tions a ces éléments, transformation du graphe, etc.

Pour illuster cela, donnons deux exemples de problemes appliqués a notre ville.

Le premier est la problématique que nous rencontrons des lors que nous souhaitons
circuler dans une ville : quel est le chemin le plus court pour aller d'un endroit a un
autre ? Dans le graphe, un tel chemin entre deux sommets correspond a un parcours
d’'une partie du graphe, en traversant un certain nombre d’arétes, et sa longueur corre-
spond a la somme des étiquettes associées aux arétes parcourues. Bien entendu, il peut
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FIGURE 0.1 — Modélisation par un graphe de la ville d’Orléans au XVII® siecle.

exister plusieurs chemins de méme longueur, et dans ce cas nous souhaitons simplement
en trouver un de plus petite longueur.

PLUS COURT CHEMIN

Entrée : Un graphe étiqueté G = (V, E), deux sommets d,a € V.
Question : Trouver un plus court chemin dans GG entre les sommets d et a.

Le second probléme peut étre motivé ainsi : pour rendre la circulation des secours
plus rapide en cas d’urgence, un systeme haute-fréquence est installé sur chaque car-
refour, et lorsqu’un véhicule de secours arrive a proximité, tous les feux passent au
rouge. Toutefois, nous ne voulons pas que ce systéeme paralyse la circulation de tout
un quartier, en passant au rouge les feux des autres carrefours a proximité, et devons
donc assigner des fréquences différentes aux carrefours proches. Enfin, les bandes de
fréquences étant une ressource précieuse, et pour que ce systeme ne soit pas trop com-
plexe a gérer, nous souhaitons minimiser autant que possible le nombre fréquences
différentes utilisées.

En terme de graphe, ce type de probléeme est généralement vu comme un probleme
de coloration, chaque couleur représentant une fréquence différente. Une assignation
des fréquences aux carrefours de la ville correspond alors a une coloration des sommets
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du graphe, et le fait d’éviter les interférences entre différents carrefours se traduit par
des couleurs différentes associées aux sommets adjacents du graphe.

COLORATION

Entrée : Un graphe G = (V, F), un entier K € N.
Question : Peut-on colorier les sommets de G avec au plus K couleurs différentes, de
sorte que les couleurs associées a deux sommets adjacentes soient distinctes ?

Ces deux probléemes modélisent ainsi des problématiques réelles, sous la forme de
problemes sur un graphe. Et tout naturellement, nous souhaitons trouver une solution
optimale a ces problemes, si de telles solutions existent. Mais sur des problématiques
réelles de taille conséquente, chercher une solution ne peut se faire manuellement ; nous
préférons pour cela écrire un algorithme capable de calculer cette solution. Dés lors, est-
il possible d’écrire un algorithme pouvant effectuer ce calcul en un temps raisonnable ?

Comparer

Tous les problemes n’ont pas la méme difficulté : certains peuvent étre résolus facile-
ment (tel par exemple le probléme PLUS COURT CHEMIN [Dik59]), tandis que d’autres
nécessitent un travail plus conséquent pour trouver une solution si celle-ci existe (c’est le
cas du probleme COLORATION [Kar72]). Il est des lors important de disposer d’un cadre
formel permettant d’étudier et comparer la difficulté intrinseque de ces problémes.

Complexité classique. La « théorie de la complexité classique » est I'un des princi-
paux cadres permettant d’étudier la « complexité » des problemes théoriques. L’essor de
cette théorie trouve sa motivation dans la volonté des scientifiques de comprendre et
améliorer les besoins en ressources des algorithmes permettant de résoudre des prob-
lémes.

Basée sur les « machines de TURING », I'un des modeles mathématiques représen-
tant le mieux les ordinateurs que nous utilisons, la théorie de la complexité classique
a pour but de classifier les problémes dans différentes « classes de complexité », cha-
cune définissant un niveau de complexité en fonction de la taille globale de l'instance.
Citons en particulier la classe P, contenant les problemes pouvant étre résolus en temps
polynomial sur une machine de TURING déterministe, la classe NP, contenant les prob-
léemes dont la validité d’'une solution peut étre vérifiée en temps polynomial, la classe
PSPACE, contenant les problemes pouvant étre résolus en espace polynomial, et la
classe EXPTIME, contenant les problémes pouvant étre résolus en temps (simplement)
exponentiel. Intuitivement, la classe P contient les problemes que 'on peut résoudre
facilement et efficacement, tandis que les autres classes citées contiennent les problemes
difficiles, ordonnées par difficulté croissante.

L'un des objectifs étant de comparer la complexité des différents problémes, ces
classes sont ordonnées, et nous savons notamment que :

P C NP C PSPACE C EXPTIME

Mais encore aujourd’hui, nous ne savons pas si ces inclusions sont strictes ou non.
La grande question ouverte dans ce domaine, et plus généralement en informatique,
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concerne l'inclusion des classes P et NP, et est traditionnellement formulée ainsi : « Est-
ce que P = NP? ». En d’autres termes, si 'on peut vérifier la validité d’une solution
en temps polynomial (classe NP), peut-on également trouver une solution en temps
polynomial (classe P) ?

Bien que cette question n’ait pas encore trouvé de réponse, elle suscite toujours beau-
coup d’'intérét de la part des scientifiques, car de trés nombreux problemes fondamen-
taux s’averent étre « NP-difficiles », et aucun algorithme polynomial n’existe pour les
résoudre, sauf si P = NP. Puisqu’il est tout de méme important de pouvoir les résoudre,
les scientifiques introduisent et utilisent divers méthodes pour attaquer ces problémes.

Complexité paramétrée. La théorie de la complexité classique est un bon outil pour
comparer la complexité des problemes théoriques. Toutefois, la mesure de cette com-
plexité se fait toujours en fonction de la taille globale de I'instance, alors que la réelle
difficulté du probléme peut résider ailleurs. Cette restriction conduit a considérer tous
les problemes NP-complets comme étant de méme complexité, quand bien méme cer-
tains semblent plus difficiles que d’autres.

La « théorie de la complexité paramétrée » a été introduite pour étudier et comparer
plus finement la complexité des problemes théoriques, en considérant un parametre plus
spécifique aux instances. La classification de la complexité des problemes s’effectue au
travers de « classes de complexité paramétrée », ordonnées selon la hiérarchie W et en
fonction du parametre considéré.

Il est pertinent d’étudier un probleme du point de vue paramétré des lors que I'ex-
plosion combinatoire engendrée lors de la résolution du probleme peut étre confinée au
parametre considéré, c’est-a-dire que le probléme peut étre résolu en temps O(n/*)),
ou f est une fonction calculable, % est le parametre et n est la taille de I'instance. La
classe XP regroupe 'ensemble de ces problemes.

L'une des plus importantes classes de complexité paramétrée, si ce n’est la plus im-
portante, est la classe FPT. Celle-ci contient les problemes pouvant étre résolus en temps
O(f(k) - poly(n)), o f est une fonction calculable, k est le parametre et n est la taille
de l'instance, c’est-a-dire que 'explosion combinatoire est totalement indépendante de
la taille de I'instance.

Tous les problemes n’appartiennent pas a la classe FPT. Toutefois, contrairement a la
complexité classique, il est tout de méme possible, dans de nombreux cas, de comparer
et différencier la complexité de problemes n’étant pas FPT, en montrant que certains
sont plus difficiles que d’autres.

Pour illustrer cela, prenons le cas de deux problémes fondamentaux en théorie des
graphes, dont I'étude plus précise de la complexité a motivé I'introduction de la théorie
de la complexité paramétrée : ENSEMBLE DOMINANT, et ENSEMBLE STABLE.

Le premier consiste a trouver un ensemble dominant dans un graphe G = (V, E),
c’est-a-dire un sous-ensemble de sommets D C V tel que tout sommet du graphe est
soit dans cet ensemble, soit a un voisin dans cet ensemble. Et plutét que de considérer
la taille globale du graphe pour mesurer la complexité de ce probléme, nous allons
considérer la cardinalité de 'ensemble dominant recherché.
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k-ENSEMBLE DOMINANT

Entrée : Un graphe G = (V| E), un entier k € N.

Parametre : k.

Question : Le graphe GG admet-il un ensemble dominant D C V' de cardinalité au plus
k?

Le second probleme consiste a trouver un ensemble stable dans un graphe G =
(V, E), cest-a-dire un sous-ensemble de sommets S C V' tel qu'aucun sommet de S n’est
voisin d’un autre sommet de ce sous-ensemble. La encore, nous allons considérer non
pas la taille globale du graphe, mais plutét la cardinalité de 'ensemble stable recherché.

k-ENSEMBLE STABLE

Entrée : Un graphe G = (V, E), un entier k£ € N.
Parametre : k.
Question : Le graphe GG admet-il un ensemble stable S C V' de cardinalité au moins k ?

En théorie de la complexité classique, ou seule la taille globale de I'instance (taille du
graphe G et entier k) est prise en compte pour la mesure de la complexité, ces problemes
sont tous deux NP-complets. De ce fait, ils peuvent indifféremment se réduire 'un a
I'autre, c’est-a-dire que I'on peut résoudre I'un de ces problémes a l'aide de I'autre en
effectuant une transformation polynomiale sur le graphe et I'entier k.

Si 'on consideére maintenant I'entier £ comme mesure de la complexité de ces prob-
lémes, la situation est différente : il est possible de réduire k-ENSEMBLE STABLE vers
k-ENSEMBLE DOMINANT en temps FPT, c’est-a-dire O(f (k) - poly(n)) ot n est la taille
du graphe, mais pas l'inverse. Dans ce cas, les deux problemes ne semblent pas étre de
méme complexité.

Cette différente est formalisée par la hiérarchie W : le probleme k-ENSEMBLE STABLE
appartient a la classe W[1], tandis que le probleme k-ENSEMBLE DOMINANT appartient a
la classe W[2]. Il existe en fait une infinité de classes W|t|, ordonnées ainsi :

FPTC W[I]CW[2] C ... CXP

A l'instar de la hiérarchie des classes de complexité classique, nous ne savons pas a
I’heure actuelle si ces inclusions sont strictes ou non. En particulier, I'une des grandes
questions ouvertes dans ce domaine est la suivante : « Est-ce que FPT = W[1] ? ».

Remarquons enfin qu’il n’est pas toujours pertinent de considérer un probleme du
point de vue paramétré. Prenons le cas du probleme COLORATION, que nous avons
présenté dans la section précédente. Il serait naturel de paramétrer ce probléeme par
le nombre maximum k de couleurs utilisées pour colorier les sommets du graphe. Or,
ce probleme est connu pour étre NP-complet pour toute valeur fixée du parameétre
k > 3 [Kar72]. Il n’est donc pas possible de résoudre ce probléme méme en temps
O(nf®)), puisque dans le cas ol k est fixé, cela impliquerait que le probléme est dans
la classe P, et donc que P = NP. Les problemes dont I’étude du point de vue paramétré
n’est pas pertinente sont dits paraNP-complets.
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Attaquer

De trés nombreux problemes en théorie des graphes sont NP-difficiles lorsque 'on
considére des graphes quelconques. Bien que, sous '’hypothese P # NP, des algo-
rithmes polynomiaux soient impossibles a obtenir pour résoudre les problemes NP-
difficiles [Wil10], il est tout de méme important de pouvoir trouver des solutions a
ces problemes.

Il existe plusieurs approches pour attaquer un probleme NP-difficile :

— obtenir un algorithme exact, en temps exponentiel, pour trouver une solution op-

timale ;

— décrire un algorithme d’approximation, souvent en temps polynomial, permettant

de calculer une bonne solution (sans qu’il s’agisse d’une solution optimale) ;

— restreindre les instances a certaines classes de graphes, telles que les graphes

planaires, r-réguliers, de largeur arborescente bornée,. . . ;

— etc.

Dans cette thése, nous nous intéressons a quelques limites pouvant survenir lorsque
I'on consideére des instances de largeur de graphes bornée, et en particulier dans le cas
de la largeur arborescente (tree-width).

La plupart de ces largeurs consiste a décomposer 'ensemble des sommets ou arétes
du graphe, de telle sorte que cette décomposition soit de petite largeur comparée a la
taille globale du graphe. Par exemple, dans le cas de la largeur arborescente, la dé-
composition arborescente d’'un graphe G = (V, E) est un arbre 7, ou chaque noeud
est associé a un sous-ensemble de sommets de G (appelé sac), chaque aréte de GG est
représentée dans la décomposition par ses deux extrémités dans au moins un sac de
T, et 'ensemble des sacs contenant un sommet de G forme un sous-arbre de 7T'. Cette
décomposition est de petite largeur si les sacs de I'arbre sont tous de petite cardinalité.

Pour de nombreux problemes, NP-difficiles dans le cas de graphes quelconques, dis-
poser d’'une décomposition de petite largeur du graphe permet de résoudre efficacement
le probleme, en tirant avantage de cette décomposition. De ce fait, il est important de
pouvoir construire une décomposition de petite largeur d’'un graphe, mais aussi dans le
cas contraire de pouvoir certifier qu'une telle décomposition n’existe pas.

Pour chacune des largeurs de graphes que nous considérerons dans cette these, un al-
gorithme polynomial existe pour construire une décomposition de largeur fixée. Toute-
fois, lorsqu’une telle décomposition n’existe pas, ces algorithmes ne donnent aucun cer-
tificat démontrant 'impossibilité de construire la décomposition de petite largeur. Un
tel certificat est pourtant important, puisqu’il permet de comprendre les raisons de la
non existence de la décomposition. Nous présentons dans le CHAPITRE 2 un algorithme
construisant explicitement un certificat pour différentes largeurs de graphes.

Considérer la largeur arborescente d'un graphe permet de résoudre efficacement la
plupart des problemes de graphe, lorsqu’ils sont paramétrés par cette largeur. Mais est-
ce le cas de tous les problemes ? Quelques problémes sont d’ors-et-déja connus pour ne
pas étre FPT lorsqu’ils sont paramétrés par la largeur arborescente du graphe donné en
entrée. Nous donnons dans le CHAPITRE 3 une nouvelle collection de problemes n’étant
pas FPT lorsque paramétrés par la largeur arborescente.
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Résumé de la these

Chapitre 1 : Préliminaires

Le premier chapitre est dédié a I'introduction des principales notions que nous utilis-
erons tout au long de cette these. Nous y définirons formellement les notions de com-
plexité classique et paramétrée, la terminologie des graphes que nous considérons,
la largeur arborescente formellement et vue comme un jeu de course-poursuite, et la
logique monadique du second ordre ainsi qu'un résultat théorique de COURCELLE lié a
la complexité paramétrée des problemes paramétrés par la largeur arborescente. Pour
illustrer certaines de ces notions, nous présenterons également quelques problemes clas-
siques de graphes parmi les plus connus.

Chapitre 2 : Construction d’obstructions aux décompositions

La plupart des algorithmes connus, pour déterminer si un graphe est de petite
largeur ou non, le font en construisant (si possible) une décomposition du graphe.
Lorsqu'une telle décomposition est obtenue, cela certifie que le graphe est effective-
ment de petite largeur. Mais si une telle décomposition n’existe pas, ces algorithmes se
contentent généralement d’affirmer que le graphe est de grande largeur, sans fournir de
certificat.

Pour la plupart des largeurs de graphes, des objets combinatoires, appelés « ob-
structions », existent pour certifier qu'un graphe est de grande largeur. Cependant, leur
structure ne permet généralement pas de les construire directement a 'aide d’un algo-
rithme. Partant de ce constat, de récents travaux se sont penchés sur ces obstructions, en
étudiant sous des axes différents leurs structures et les propriétés qui les caractérisent.

Notre objectif principal dans ce chapitre est d’écrire un algorithme construisant ex-
plicitement et de maniere exacte des obstructions pour diverses largeurs de graphes.
Pour cela, nous reprenons et étendons la plupart des notions introduites par AMINI et
al. [AMNTO09] et LYAUDET et al. [LMT10].

Nous obtenons un algorithme paramétré générique, s’exécutant en temps XP, et
construisant une obstruction optimale pour toute largeur de graphe respectant certaines
propriétés. Pour illustrer ce résultat, nous en présentons 'application pour quelques
unes des principales largeurs de graphes connues : la largeur arborescente (tree-width),
la largeur de branches (branch-width), et la largeur de découpe (carving-width).

Chapitre 3 : Problemes de domination

Comme dans le cas de la complexité classique, la largeur arborescente est souvent
utilisée comme parametre pour résoudre efficacement des problémes difficiles dans
le cas de graphes quelconques. En ce sens, jai étudié dans mon mémoire de Mas-
ter [Cha08] le probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, une généralisation des problémes
de domination ou les ensembles d’entiers o et p correspondent aux contraintes sur les
sommets du graphe, et montré que ce probléme peut étre résolu en temps FPT lorsque
paramétré par la largeur arborescente, si o et p sont tous deux ultimement périodiques.

Cependant, ce probleme est-il toujours FPT, quelques soient les ensembles o et p
considérés ? Nous montrons dans ce chapitre que pour certains cas d’ensembles o et p,
le probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT n’est plus FPT : il est W[1]-difficile. L’étude de la
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complexité paramétrée de ce probleme est tout de méme pertinente, et nous montrons
en ce sens que le probléme appartient a la classe XP pour tout ensembles o et p récursifs.

Chapitre 4 : Coloration additive

Le travail de ce chapitre est le fruit d’'une collaboration effectuée dans le cadre
d’un projet franco-chilien, et s'intéresse a la complexité d’'un nouveau probleme de col-
oration.

Ce nouveau probleme de coloration, appelé COLORATION ADDITIVE, combine théorie
des graphes et théorie des nombres : les couleurs associées aux sommets du graphe, qui
de maniere équivalentes correspondent a des entiers, doivent étre telles que pour trois
sommets formant un chemin, leurs couleurs ne créent pas une 3-progression arithmé-
tique. En d’autres termes, si la valeur associée a une aréte du graphe correspond a la
différence (en valeur absolue) entre les couleurs de ses deux sommets incidents, alors
les valeurs associées a deux arétes adjacentes doivent étre distinctes.

Nous montrons qu’a l'instar d’autres problemes de coloration connus, ce nouveau
probleme est NP-complet, méme lorsque le nombre & > 3 de couleurs est fixé, et ce
méme pour les graphes de degré au plus k. De ce fait, il est paraNP-complet, et il n’est
donc pas pertinent de I'’étudier du point de vue paramétré.

Toutefois, de tres nombreux problémes peuvent étre résolus efficacement lorsqu’ils
sont paramétrés par la largeur arborescente. Il est donc naturel d’étudier ce cas pour le
probleme COLORATION ADDITIVE. En ce sens, nous montrons que ce probléme peut étre
résolu en temps polynomial sur les arbres, qui sont les graphes de largeur arborescente
égale a 1. Toutefois, étendre ce résultat méme aux graphes de largeur arborescente au
plus 2 semble déja difficile, et pourra faire I'objet de travaux futurs.

Conclusion

Enfin, dans la conclusion de cette thése, nous reprendrons les principaux résultats
présentés dans ce manuscrit, et discuterons de perspectives liées aux limites des décom-
positions de graphes et aux différents travaux effectués.
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Avant de présenter tout résultat, il convient de rappeler les principales définitions
et notions usuelles relatives a la complexité, aux graphes, a la logique, et quelques
autres notions pouvant nous étre utiles dans la suite de cette theése. En particulier, nous
introduisons la notion de largeur arborescente, fil rouge de nos travaux et résultats. Ce
chapitre est également 'occasion d’introduire le vocabulaire et les notations que nous
utiliserons par la suite.

1.1 Complexité

1.1.1 Algorithme et complexité

Algorithme. Un algorithme est un processus de calcul bien spécifié qui, a partir d’'une
ou plusieurs données fournies en entrée, effectue un certain nombre d’opérations déter-
minées, puis retourne une ou plusieurs nouvelles données. La maniere dont chacune de
ces opérations est représentée et effectuée dépendra du modele de calcul considéré.

La notion de processus de calcul existe informellement depuis des centaines d’années.
Par exemple, le produit de deux entiers est un processus de calcul.

Durant la premiére moitié du XX¢ siecle, cette notion a recu une attention parti-
culiere dans le but d’étre formalisée, notamment au travers des travaux de TURING,
GODEL, CHURCH, KLEENE, ou encore POST (voir [Odi89]). Ces travaux ont introduit
divers modeéles de calcul, sur lesquels la notion de processus de calcul a été définie. Plus
tard, il a été montré que tous ces modeles sont en fait de méme expressivité, c’est-a-dire
qu’un processus de calcul peut étre soit modélisé par tous ces modeles, soit par aucun
d’entre eux.

Complexité. Suite a l'introduction de ces différents modeles de calcul, deux notions
fondamentales liées a ces modeles se sont montrées d’importance : la calculabilité et la
complexité.

La calculabilité concerne I'existence et la possibilité d’exprimer des algorithmes dans
le modele considéré pour résoudre certains problémes, tandis que la complexité con-
cerne les ressources nécessaires dans le modele considéré pour exécuter un algorithme
(principalement temps et espace mémoire) des lors que celui-ci peut étre exprimé dans
ce modele.

Dans cette thése, nous nous focalisons sur la notion de complexité, liée aux graphes
et en rapport avec leur largeur arborescente (notion définie dans la SECTION 1.3). Le
lecteur souhaitant approfondir la notion de calculabilité pourra se référer aux divers
ouvrages de référence, notamment « Classical recursion theory » de ODIFREDDI [0di89],
« Models of computation » de SAVAGE [Sav98], ou encore « Introduction to the theory of
computation » de SIPSER [Sip06].

La complexité d’'un algorithme est en quelque sorte une mesure du cotit de celui-
ci. L’étude de cette complexité se focalise essentiellement sur deux ressources liées au
modele de calcul considéré : le temps d’exécution, exprimé en fonction du nombre
d’opérations/instructions utilisées sur ce modele lors de 'exécution de I'algorithme, et
I'espace mémoire, dont 'expression dépend du modele. La complexité d’un algorithme
dépend donc fortement du modele considéré.
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Dans le cadre de cette thése, nous nous intéressons principalement au temps d’exé-
cution au pire des cas de nos algorithmes, c’est-a-dire le plus long temps d’exécution que
peuvent prendre ces algorithmes sur toutes entrées de méme taille.

Notations de complexité. Les notations O, () et ©, popularisées dans le domaine in-
formatique par KNUTH [Knu76], sont généralement utilisées lors de I’évaluation de la
complexité d’'un algorithme, qu’il s’agisse de son temps d’exécution ou de 'espace mé-
moire qu’il utilise. Nous allons présenter ces notations en terme de temps d’exécution,
leur formulation en terme d’espace mémoire étant similaire.

Supposons que le temps d’exécution d’un algorithme donné soit désigné par 7'(n), ou
n est la taille globale des données fournies en entrée a I'algorithme. Les trois notations
O, Q) et © ont pour role de donner une borne asymptotique de ce temps d’exécution.

Ainsi, T(n) = O(f(n)), pour une certaine fonction f croissante, sil existe deux
constantes c¢,ng € N* telles que, pour tout n > ng, T'(n) < c¢- f(n). En d’autres termes,
le temps d’exécution 7'(n) de I'algorithme est borné supérieurement par la fonction f, a
un facteur multiplicatif constant pres.

De méme, T'(n) = Q( f (n)) s’il existe deux constantes ¢, ng € N* telles que, pour tout
n > ng, T'(n) > c¢- f(n), cest-a-dire que le temps d’exécution 7'(n) de l'algorithme est
borné inférieurement par la fonction f, a un facteur multiplicatif constant pres.

Enfin, T'(n) = ©(f(n)) siT(n) = O(f(n)) et T(n) = Q(f(n)).

Dans la suite de cette these, nous utiliserons presque exclusivement la notation O,
car il nous importe principalement d’obtenir une borne supérieure de la complexité.

L’objectif de ces notations est de donner une estimation compréhensible de la com-
plexité d’'un algorithme. C’est pourquoi WOEGINGER [Woe03] a récemment introduit la
notation O*. Lorsque la fonction f est composée d’une partie exponentielle, la notation
O* autorise a masquer les facteurs polynomiaux de f afin de ne conserver que la partie
exponentielle.

Ainsi, une complexité de la forme O(exp(n)-poly(n)) pourra s'écrire O*(exp(n)). Par
exemple, si f(n) =n+n?-1.41" et T(n) = O(f(n)), on pourra écrire T'(n) = O*(1.41")
au lieu de T'(n) = O(n + n® - 1.41"). Cette simplification se justifie par le fait que pour
une valeur de n suffisamment grande, la fonction f est comprise entre 1.41" et 1.42", et
donc f(n) = O(1.42").

Complexité des problemes. Un probléme pose une question qui, a partir d’'une ou
plusieurs données fournies en entrée, aussi appelées instance et spécifiant entiérement
I'entrée du probleme, demande s’il est possible d’obtenir une ou plusieurs nouvelles
données dont les spécifications sont bien définies, également appelées solution du prob-
léeme. Un tel probleme peut étre posé sous différentes formes :
— Probleme de décision : décider de l'existence (ou non) d’une solution telle que
spécifiée, sans nécessairement la construire.
— Probleme de construction : construire explicitement une solution au probléme, si
une telle solution existe.
— Probléme d’optimisation : construire explicitement une solution optimale au prob-
léme, 'optimalité étant souvent mesurée en terme de cardinalité.
Un algorithme est alors la description d'un processus de calcul permettant de ré-
soudre un probléme donné.
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Pour chaque probleme, il existe une infinité d’algorithmes permettant de le résoudre,
mais tous n’ont pas la méme complexité (en temps ou en espace mémoire). La complexité
d’un probléeme correspond a la complexité du meilleur algorithme pour le résoudre, selon
le modele de calcul considéré, c’est-a-dire a la complexité en temps de I'algorithme le
plus rapide, ou la complexité en espace mémoire de I'algorithme le moins gourmand.

L’étude de la complexité d’'un probleme consiste, soit a montrer I'existence d’un al-
gorithme de complexité donnée, soit a démontrer que tout algorithme pour résoudre ce
probleme nécessite au minimum une certaine complexité.

1.1.2 Complexité classique

Nous allons présenter quelques notions importantes relatives a la complexité clas-
sique de calcul. Dans le cadre de notre travail de these, nous nous focalisons sur la
complexité en terme de temps d’exécution, et allons donc nous concentrer sur cet as-
pect de la complexité des algorithmes et problemes que nous considérerons.

Le lecteur souhaitant approfondir la notion de complexité classique pourra se référer
aux divers ouvrages de référence, notamment « Computers and intractability: a guide to
the theory of NP-completeness » de GAREY et JOHNSON [GJ79], « Computational com-
plexity » de PAPADIMITRIOU [Pap94], « Introduction to automata theory, languages, and
computation » de HOPCROFT et al. [HMUO1], « Introduction to the theory of computa-
tion » de SIPSER [Sip06], ou encore « Computational complexity: a modern approach »
de ARORA et BARAK [AB09].

Des lors qu’un probleme est décidable (et donc calculable) dans un certain modele
donné, il existe au moins un algorithme permettant de le résoudre : il s’agit de I'al-
gorithme dit de force brute, qui effectue une recherche exhaustive d'une solution au
probleme. On dispose des lors d’'une estimation, parfois grossiere, de la complexité du
probleme.

Historiquement, I'un des éléments déclencheurs de I’étude plus fine de la complexité
des problemes fut une lettre envoyée par GODEL a VON NEUMANN, et dont voici un court
extrait (la version originale étant en allemand, nous en donnons ici une traduction libre ;
voir également [Har89]) :

« Il serait intéressant de savoir a quel point, en général, le nombre d’étapes
nécessaires pour la résolution de problemes finis de combinatoire peut étre
réduit par rapport a une simple recherche exhaustive. »

GODEL a VON NEUMANN, le 20 mars 1956.

Des lors, il est devenu d’importance de pouvoir déterminer la complexité de chaque
probléme, en terme des ressources nécessaires pour le résoudre (temps d’exécution et
espace mémoire utilisé). De trés récents travaux se penchent a nouveau sur les aspects
théoriques de cette question, notamment ceux de WILLIAMS [Wil10] montrant quune
réduction méme faible de ce nombre d’étapes semble improbable.

La notion de complexité d’un probléme n’a de réel sens que lorsqu’elle est liée a un
modele de calcul déterminé.

De nombreux modeles classiques de calcul existent. Nous pouvons notamment citer
la « machine de TURING » introduite par TURING, le « A-calcul » introduit par CHURCH,
les « fonctions récursives » utilisées notamment par GODEL et KLEENE, ou encore la
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« machine de POST » introduite par PoST (voir [Odi89] pour une introduction a de
nombreux problemes de calcul).

Parmi tous ces modeles théoriques, celui le plus couramment utilisé est la machine
de TURING, car les opérations unitaires sont simples et relativement intuitives, c’est
pourquoi les classes de complexité les plus connues sont définies a partir de ce modele.

Machine de TURING. Nous allons présenter succinctement la définition d’'une ma-
chine de TURING. Le lecteur souhaitant approfondir cette notion pourra se référer aux
nombreux ouvrages de référence que nous avons cités précédemment.

Une machine de TURING déterministe a une bande est composée d’une bande formée
par une séquence doublement infinie de cases, d’une téte de lecture-écriture se déplacant
sur cette bande, et d’'une table finie de transitions controlant le déplacement et I’écriture
de la téte. Une telle machine est schématisée sur la FIGURE 1.1.

Table finie
de transitions

Bande Téte de lecture-écriture

Cases

FIGURE 1.1 — Schéma représentant une machine de TURING déterministe a une bande.

D’un point de vue théorique, il n’est pas nécessaire d’ajouter des tétes de lecture-
écriture ou des bandes supplémentaires; il a en effet été montré que toute machine
disposant de plusieurs tétes de lecture-écriture ou plusieurs bandes n’est pas plus ex-
pressive, et qu’elle peut étre simulée dans le méme ordre de complexité par la machine
que nous venons de définir précédemment (voir par exemple [HMUO1]).

Un programme sur une machine de TURING déterministe a une bande, qui corre-
spond a un algorithme exécuté sur ce modele de calcul pour résoudre un probléme de
décision, se compose des informations suivantes :
un ensemble fini I de symboles de bande, contenant notamment un sous-ensemble
Y. C I" de symboles d’entrée, et un symbole blanc distinct B € I' \ ¥;
un ensemble fini () d’états, contenant notamment un état initial ¢, € @, et deux
états acceptants qy,qn € Q ;

— une fonction de transition § : (Q \ {gv,qn}) X T — Q x I x {L, R}.

A un instant donné de I'exécution, en fonction de I’état dans lequel la téte se trouve
et du symbole de bande présent sur la case actuellement lue par la téte, la fonction de
transition définit le nouveau symbole a écrire sur cette case, le déplacement que la téte
doit effectuer sur la bande (L pour un déplacement d’'une case vers la gauche, R pour
un déplacement d’une case vers la droite), et le nouvel état de la téte de lecture-écriture.
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L’état ¢q correspond a I'état dans lequel se trouve la téte au début de I'exécution du
programme. Le programme s’arréte lorsque la téte arrive dans 'un des deux états ¢y ou
v, correspondant respectivement a une réponse positive ou négative du programme. A
noter qu'un programme peut ne jamais s’arréter.

Une machine de TURING non-déterministe a une bande est composée des mémes élé-
ments que ceux d’'une machine déterministe. La différence tient dans la définition d'un
programme pour une telle machine : dans un programme sur une machine de TURING
non-déterministe a une bande, la fonction de transition est remplacée par une relation
de transition ¢ : (Q\{qy,qn}) xI' = Q xI' x {L, R}. La différence notable par rapport a
une fonction de transition, est qu’il existe potentiellement plusieurs transitions possibles
a partir d'un méme état et d'un méme symbole lu sur la bande. Lors de I'exécution du
programme, le choix d’une transition est effectué de maniére non-déterministe par la
machine.

Classes de complexité P et NP. Deux des plus importantes classes de complexité sont
la classe P et la classe NP. La classe de complexité P (pour deterministic Polynomial) con-
tient tous les problemes pouvant étre résolus en temps polynomial, par un programme
adéquat, sur une machine de TURING déterministe. La classe de complexité NP (pour
Non-deterministic Polynomial) contient quant a elle tous les problemes pouvant étre ré-
solus en temps polynomial, par un programme adéquat, sur une machine de TURING
non-déterministe.

Ces deux classes sont en fait définies sur des problemes de décision uniquement : la
question posée est simplement de déterminer si une solution au probléme existe, sans
nécessairement la construire. Bien entendu, la version d’optimisation de ces problemes
est au moins aussi difficile que la version de décision, puisque parvenir a construire une
solution au probléme signifie qu'une telle solution existe.

En pratique, un probleme d’optimisation peut souvent étre transformé en un prob-
leme de décision, en ajoutant a I'entrée un entier K € N, et en demandant §'il existe
une solution dont la taille est au plus (ou au moins) égale a K.

Il est aisé de montrer que P C NP : en effet, un programme s’exécutant en temps
polynomial sur une machine de TURING déterministe peut étre également exécuté dans
le méme temps sur une machine non-déterministe, sans utilisation de I'aspect « non-
déterministe » de la machine (la relation de transition étant alors une fonction de tran-
sition).

Mais est-il vrai que NP C P et donc P = NP, ou bien P C NP et donc P £ NP ? Il s’agit
en fait de 'un des problemes ouverts les plus importants et fondamentaux en informa-
tique, « P = NP ? », dont la résolution serait une avancée majeure en informatique
fondamentale, et aurait des conséquences tres fortes sur de tres nombreux domaines
scientifiques.

Il existe d’autres classes importantes de complexité, qui ne concernent toutefois pas
notre travail de thése. Nous pouvons notamment citer la classe PSPACE, contenant tous
les problemes pouvant étre résolus par un programme utilisant un espace mémoire poly-
nomial sur une machine de TURING déterministe, la classe EXPTIME, contenant tous les
problémes pouvant étre résolus en temps (simplement) exponentiel sur une machine de
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TURING déterministe, et leurs équivalents sur une machine de TURING non-déterministe
(NPSPACE et NEXPTIME). Pour plus d’informations sur les différentes classes de com-
plexité existantes, le lecteur pourra se référer aux divers ouvrages de référence que nous
avons cité au début de cette section.

NP-complétude. La classe de complexité NP contient une sous-classe importante de
problémes : les problemes « NP-complets ». Une part conséquente de I'’étude du prob-
léme « P = NP ? », et 'une des raisons pour lesquelles de nombreux chercheurs penchent
pour une inegalité stricte entre ces deux classes, est I'existence de ces problemes NP-
complets.

DEFINITION 1.1.1 (réduction polynomiale (réduction de KARP))

Un probléme 11, peut étre réduit en temps polynomial (ou réduit polynomialement) a un
probléme TIl,, s’il existe une fonction de réduction R d’une instance du probléeme 11, vers
une instance du probléme Il,, calculable en temps polynomial, et telle que le probléme I1;
admet une solution a partir de Uinstance I si et seulement si le probléeme 11, admet une
solution a partir de linstance I, = R(I;). Cette réduction polynomiale est notée I1; <, Il,.

La fonction de réduction R effectue donc une transformation d’une instance du prob-
leme II; vers une instance du probleme II,, en temps polynomial, tout en s’assurant de
I’équivalence des solutions. Nous utilisons ici la notion de réduction polynomiale telle
que définie par KARP [Kar72].

Nous pouvons maintenant définir la notion de NP-complétude d’un probléme.

DEFINITION 1.1.2 (NP-complet)
Un probléme 11 est dit NP-complet si et seulement si :

1. I € NP;
2. pour tout probléme II' € NP, II' <, IL

Le probleme IT est dit NP-difficile lorsque la seconde propriété est vraie, sans néces-
sairement que II appartienne a la classe NP. Intuitivement, cela signifie que le probleme
IT est au moins aussi difficile que tous les problemes II' qui sont dans la classe NP. La
notion de réduction polynomiale permet donc de comparer la complexité des problemes.

CoOK [Coo71] et LEVIN [Lev73, Tra84] ont indépendamment donné la premiere
démonstration de NP-complétude d’un probleme, connu sous le nom de SATISFIABILITE,
ou plus simplement SAT :

SAT

Entrée : Une formule booléenne ¢(X) sur un ensemble de variables booléennes X.
Question : Existe-t-il une affectation de valeurs aux variables de X de telle sorte que la
formule booléenne (X)) soit satisfaite ?

Rapidement, de nombreux autres problémes ont été montrés NP-complets, notam-
ment par KARP [Kar72] et par GAREY et JOHNSON [GJ79].

En fait, lorsque I'on souhaite montrer qu'un probleme II est NP-complet, il n’est pas
nécessaire de réduire tous les problemes de la classe NP au probleme II. En utilisant
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la notion de réduction polynomiale, il suffit en fait de considérer un autre probléme II’
connu comme €tant NP-complet, puis de montrer que II' <, II. C’est cette méthode qui
est généralement utilisée pour montrer qu'un probleme II est NP-complet, et qui a facil-
ité la preuve de NP-complétude de nombreux problemes a partir de la NP-complétude
du probléme SAT.

1.1.3 Complexité paramétrée

Notre travail de these s’est principalement articulé autour de la notion de complexité
paramétrée. Cette nouvelle notion de complexité, introduite récemment par DOWNEY et
FELLOWS [DF95a, DF95b], permet d’étudier et comparer plus précisément la complexité
des problémes, en particulier des probléemes NP-difficiles. A l'instar de la théorie de
la complexité classique, et notamment de 1’étude des classes P et NP, la complexité
paramétrée s’appuie sur les « machines de TURING ».

Le lecteur souhaitant approfondir la notion de complexité paramétrée pourra se
référer aux quelques ouvrages de référence d’ors-et-déja existants, notamment « Param-
eterized complexity » de DOWNEY et FELLOWS [DF99], « Introduction to fixed-parameter
algorithms » de NIEDERMEIER [Nie06], et « Parameterized complexity theory » de FLUM
et GROHE [FGO6].

En complexité, il est intéressant de déterminer 'appartenance d’un probleme a I'une
ou l'autre des différentes classes de complexité classique existantes. Toutefois, la mesure
de la complexité classique se fait toujours en fonction de la taille de I'instance fournie
en entrée, et ne tient donc pas compte de la possible structure particuliere de cette
instance.

De ce fait, de trés nombreux problemes s’averent étre NP-complets, et la théorie de
la complexité classique considére que tous ces problemes sont de méme difficulté.

Partant de ce constat, DOWNEY et FELLOWS ont introduit la notion de complexité
paramétrée.

En complexité paramétrée, la complexité d'un probleme n’est pas mesurée seulement
en fonction de la taille de I'instance fournie en entrée, mais aussi (et surtout) en fonc-
tion d'un « parametre » dépendant arbitrairement de 'instance, mais qui généralement
supposé petit par rapport a la taille de cette instance. L'idée est notamment de pouvoir
mesurer cette complexité de maniere plus fine, en particulier lorsque 'on sait que le
parametre considéré est de petite taille par rapport a la taille globale de I'instance.

Un probleme est dit paramétré lorsqu’'un parametre dépendant arbitrairement de
I'instance, généralement considéré petit par rapport a la taille globale de l'instance, est
pris en considération pour la mesure de sa complexité. Par exemple, le probleme SAT
peut étre paramétré par le nombre maximum de variables que I'on affecte a vraie :

k-WSAT

Entrée : Une formule booléenne ¢(X) sur un ensemble de variables booléennes X, un
entier £ € N.

Parameétre : k.

Question : Existe-t-il une affectation de valeurs aux variables de X, avec au plus &
variables affectées a vraie, de telle sorte que la formule booléenne ¢(.X) soit satisfaite ?
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La notion de complexité paramétrée a notamment été motivée par l'existence des
deux problémes k-ENSEMBLE DOMINANT et k-ENSEMBLE STABLE qui, lorsque paramétrés
par la cardinalité £ de la solution recherchée, semblent ne pas étre de méme complexité.
En effet, dans ce cas, le probleme k-ENSEMBLE STABLE peut étre réduit au probleme k-
ENSEMBLE DOMINANT, mais pas l'inverse.

La notion centrale de la théorie de la complexité paramétrée est la « tractabilité a
parameétre fixe » (fixed-parameter tractability) : 'explosion combinatoire du probleme
est confinée a un parametre sur I'instance significativement plus petit que la taille glob-
ale de cette instance. La FIGURE 1.2 schématise cette idée, ou I'explosion combinatoire
difféere selon que le parametre considéré soit global (cas de la complexité classique) ou
plus spécifique (cas de la complexité paramétrée).

(a) Complexité classique (b) Complexité paramétrée

FIGURE 1.2 — Schématisation de I'explosion combinatoire d’'un probléeme selon le parametre
choisi. En complexité classique (figure de gauche), le parametre est global et correspond
généralement a la taille n de l'instance ; 'explosion combinatoire est globale. En complexité
paramétrée (figure de droite), le parameétre est plus spécifique ; 'explosion combinatoire est
alors confinée et mieux controlée.

Il existe de nombreuses classes de complexité paramétrée. Nous n’allons effectuer ici
qu’un léger survol de quelques unes des principales classes de complexité paramétrée.
Le lecteur souhaitant approfondir les différentes classes de complexité paramétrée, ainsi
que les nombreuses propriétés qui les caractérisent, pourra se référer aux différents
ouvrages de référence cités précédemment.

Classes de complexité paramétrée. I’explosion combinatoire confinée au parameétre
peut varier, selon le parameétre considéré ou le probleme étudié. De ce fait, et a I'instar
de la complexité classique, il existe de nombreuses classes de complexité paramétrée,
hiérarchisées en fonction de leurs inclusions respectives.

Rappelons que 'étude en complexité paramétrée n’est réellement pertinente que
lorsque le parametre considéré est significativement plus petit que la taille globale de
I'instance, et donc que le parametre considéré en complexité classique.

La classe FPT (pour fixed-parameter tractable), centrale en théorie de la complexité
paramétrée, contient 'ensemble des problemes pouvant étre résolus par un algorithme
dont la complexité en temps est de la forme :

O(f(k) - poly(n))
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ol k est le parametre du probleme, f est une fonction calculable quelconque, et n est la
taille globale de 'instance.

Par exemple, un probleme pouvant étre résolu en temps (’)(32k -n*), ou k est le
parameétre du probleme, appartient a la classe FPT.

La classe XP contient 'ensemble des problemes pouvant étre résolus par un algo-
rithme dont la complexité en temps est de la forme :

(’)(poly(n)f(k))

ol k est le parametre du probleme, f est une fonction calculable quelconque, et n est la
taille globale de I'instance. Intuitivement, la classe XP en complexité paramétrée joue
le réle de la classe EXPTIME en complexité classique.

Tout probleme appartenant a la classe FPT est de surcroit membre de la classe XP :
puisqu’il appartient a la classe FPT, il existe un algorithme permettant de résoudre ce
probléme en temps O( f(k) - poly(n)) < O(poly(n)/*)). Nous avons donc :

FPT C XP

Comme nous l'affirmions, la théorie de la complexité paramétrée permet de mesurer
plus finement la complexité de problemes NP-difficiles. Il existe en effet une infinité de
classes de complexité paramétrée entre ces deux classes fondamentales : il s’agit de la
hiérarchie W, composée des classes W[1|, W[2], W]3],...La hiérarchie W, incluant les
classes FPT et XP, se présente ainsi :

FPT C W[1] CW[2] C ... C XP

La définition de ces différentes classes, nécessitant notamment des notions relatives
aux machines de TURING alternantes [CKS81] et a la logique du second ordre, sort
quelque peu du cadre de cette thése. C’est pourquoi nous invitons le lecteur souhaitant
approfondir ces notions a se référer aux quelques ouvrages de référence cités au début
de cette SECTION [DF99, Nie06, FG06].

Il existe une classe de complexité paramétrée un peu particuliere : la classe paraNP,
introduite récemment par FLUM et GROHE [FG03]. Tout probléme qui, en complexité
classique, est NP-difficile lorsque le parameétre est fixé (c’est-a-dire considéré comme
étant une constante), est paraNP-complet en complexité paramétrée. Pour un probleme,
le fait d’étre paraNP-complet signifie en fait qu’il n’est pas pertinent d’en étudier la
complexité du point de vue paramétré, puisque la complexité en temps d’'un algorithme
permettant de le résoudre sera de la forme (’)(cf (”)) (sauf si P = NP), ou ¢ est une
constante pouvant contenir le parametre fixé et f une fonction quelconque.

Par exemple, le probléeme COLORATION (voir SECTION 1.5), qui consiste a assigner
des couleurs différentes aux sommets adjacents d’'un graphe telles qu’au plus K € N*
couleurs différentes soient utilisées pour tout le graphe, est NP-complet pour tout entier
K > 3 fixé. De ce fait, le probleme k-COLORATION, version paramétrée du probleme
demandant d’utiliser au plus k couleurs ou k est le parametre, est paraNP-complet.

Notons que le probleme « P = NP ? » en théorie de la complexité classique, fonda-
mental en informatique, a son équivalent en théorie de la complexité paramétrée :
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THEOREME (voir [FG06])
P = NP si et seulement si FPT = paraNP.

L’état exact de chacune des inclusions de la hiérarchie W n’est actuellement pas
connu : nous ne savons pas si ces inclusions sont strictes ou non, et en particulier si
FPT = W]1] ou FPT € W[1]. Toutefois, par un résultat de DOWNEY et FELLOWS [DF99],
nous savons que FPT C XP, conséquence du « théoreme de hiérarchie polynomiale sur
machine de TURING déterministe » [HS65, HS66].

Réduction FPT et complétude. En théorie de la complexité paramétrée, il existe une
notion similaire a celle de la « réduction polynomiale » en complexité classique (voir
SECTION 1.1.2) : la « réduction FPT ».

DEFINITION 1.1.3 (réduction FPT)
Un probléme paramétré 11 = (I, k) admet une réduction FPT vers un probléme paramétré
II" = (I', k'), s’il existe une fonction de réduction R d’une instance I de 11 vers une instance
I’ de 11’ telle que, pour toute instance X du probléeme 11 :
— X est une instance positive du probléme 11 si et seulement si R(X) est une instance
positive du probleme 11’ ;
— la fonction R peut étre calculée en temps FPT, c’est-a-dire qu’il existe une fonction f
calculable et un polynéme p(|X|) tels que R(X) = O(f(k) - p(|X]));
— il existe une fonction g : N — N calculable telle que k' < g(k).
Cette réduction FPT est notée II <y, II".

En d’autres termes, le probléeme paramétré 11 peut étre transformé en temps polyno-
mial en le probleme II’, de sorte que les solutions de ce nouveau probléme correspon-
dent exactement, apres transformation, aux solutions du probléme initial.

Etant donnée C une classe de complexité paramétrée (FPT, W[1], XP, ...), les
notions de C-difficulté et C-complétude d’'un probleme paramétré II sont définies de
maniére similaire a celles en complexité classique, en utilisant cette fois la notion de
réduction FPT :

— II est C-difficile (par réduction FPT) si tout probleme appartenant a la classe C'

admet une réduction FPT vers I ;

— IT est C-complet (par réduction FPT) si Il € C' et 11 est C-difficile.

Chaque classe de complexité paramétrée W[1], W|2], etc., admet un probleme C-
complet, défini par une variante du probleme WSAT que nous ne détaillons pas ici
(voir notamment [FG06]). A l'instar de la complexité classique, la C'-complétude d'un
nouveau probléme peut étre démontrée en construisant une réduction FPT depuis un
autre probléme dont la C-complétude est déja connue.

Depuis I'introduction récente de la théorie de la complexité paramétrée, de nom-
breux problemes paramétrés ont été étudiés, soit pour déterminer a quelle classe de
complexité paramétrée ils appartiennent (principalement FPT, W[1] et W[2]), soit pour
écrire de nouveaux algorithmes efficaces permettant de les résoudre. La encore, nous in-
vitons le lecteur souhaitant approfondir ce domaine a se référer aux quelques ouvrages
de référence cités au début de cette SECTION [DF99, Nie06, FG06], ainsi qu’aux tres
nombreux articles scientifiques liés a ce domaine.
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1.2 Terminologie des graphes

1.2.1 Définitions et notations usuelles

Nous allons tout d’abord définir les principales définitions et notations relatives aux
graphes, et dont nous aurons besoin dans la suite de cette these. Pour plus de détails
sur ces notions, le lecteur pourra se référer a des ouvrages de référence sur la théorie
des graphes, notamment « Graphes et Hypergraphes » de BERGE [Ber70] et « Graph
Theory » de DIESTEL [Diel0].

Graphe non orienté. Un graphe non orienté G est la donnée d’un couple (V, E), ou V
est un ensemble de sommets, et £ un ensemble d’arétes formées de paires de sommets
distincts. S’il est besoin de lever une ambiguité, on les note V' (G) et E(G). On définit la
taille de ces deux ensembles par n(G) = |V(G)| et m(G) = |E(G)|, que l'on écrit n et m
s'il n’y a pas d’ambiguité. Nous ne considérons dans cette these que des graphes finis.

Une aréte entre les sommets u et v est notée {u,v} € E(G). Deux sommets u,v €
V(G) sont dits adjacents, ou voisins, s'il existe une aréte e = {u,v} € E(G). Dans ce cas,
chacun de ces deux sommets u et v est dit incident a I'aréte e. Deux arétes e, f € E(G)
sont dites adjacentes si elles partagent un sommet incident commun v, c’est-a-dire e =
{u,v} et f ={v,w} avec u,w € V(G).

FIGURE 1.3 — Exemple d’un graphe GG quelconque.

Le voisinage ouvert d’'un sommet v € V(G), noté N¢(v), ou simplement N (v) lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité, est 'ensemble des sommets adjacents a v, c’est-a-dire N(v) =
{u | {u,v} € E(G)}. Le voisinage fermé de v, noté N[v], inclut également le sommet
lui-méme, c’est-a-dire N[v] = N(v) U {v}. Le voisinage ouvert d’un sous-ensemble de
sommets S C V(G), noté N(S), est 'ensemble des sommets de V() ayant un voisin
dans S, c’est-a-dire N(S) = {u € V(G) | Fv € S : {u,v} € E(G)}. Le voisinage fermé de
S est alors N[S| = N(S)US.

Le degré d’'un sommet v € V(G), noté d(v), ou simplement d(v) s’il n’y a pas d’am-
biguité, est égal au nombre de voisins qu’il a dans G, c’est-a-dire dg(v) = |N(v)|. Le
degré maximum de G, noté A(G), est alors défini par : A(G) = max,cv (@) {da(v)}.

Un sommet est dit isolé s’il est de degré 0, et n’est donc voisin avec aucun autre
sommet du graphe. Une aréte est dite isolée si ses deux sommets incidents sont de degré
1, et ont donc comme seul voisin 'autre sommet incident a cette méme aréte.
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Quelques éléments d’'un graphe. Un chemin P dans un graphe GG est une suite
(v1,v9,...,v;) de sommets dans V(G), telle que {v;,v;11} € E(G) pour tout 1 < ¢ <
k — 1. La longueur de ce chemin est alors égale a £ — 1. Un chemin de longueur [ + 1
est noté P,. Un chemin est dit élémentaire s’il ne repasse pas plusieurs fois par le méme
sommet, c’est-a-dire v; # v; pour tout 1 < i # j <k — 1.

Un cycle C est un chemin élémentaire revenant au sommet de départ, c’est-a-dire
v; = vg. Un cycle n’a donc pas de sommet de départ ni d’arrivée désignés. Un cycle de
longueur [ est noté (. Une corde dans un cycle est une aréte reliant deux sommets non
consécutifs du cycle, par exemple {vs, vg}.

Deux chemins sont sommets-disjoints (ou simplement disjoints) s’ils ne partagent
aucun sommet interne commun (ils peuvent partager leurs deux sommets de départ
et d’arrivée). Ils sont arétes-disjoints s’ils ne partagent aucune aréte commune (mais
ils peuvent dans ce cas partager des sommets internes). De méme, deux cycles sont
sommets-disjoints s’ils ne partagent aucun sommet commun.

FIGURE 1.4 — Exemple d’'un chemin (figure de gauche) et d’'un cycle (figure de droite) dans un
graphe G quelconque.

On appelle sous-graphe de G un graphe G’ telle que V(G') C V(G) et E(G') C E(G).
G’ est un sous-graphe induit de G si I'ensemble des arétes de G’ correspond exactement
a I'ensemble des arétes de GG dont les deux sommets incidents appartiennent a G/, c’est-
a-dire E(G") = {{u,v} € E(G) | u,v € V(G')}. On note G[S] le sous-graphe induit
par un sous-ensemble de sommets S C V() de GG. Un graphe G est connexe s’il existe
un chemin entre toute paire de sommets du graphe. Une composante connexe C(G) de
G est un sous-graphe connexe de G maximal par inclusion, c’est-a-dire qu’aucun autre
sommet du graphe ne peut étre ajouté a C'(G) sans que ce dernier ne devienne alors un
sous-graphe non connexe.

Le complémentaire d’'un graphe G, noté G, est tel que V(G) = V(G) et E(G) =
{{u.v} | {u,0} ¢ E(O)}.

Un graphe est complet s’il existe une aréte entre toute paire de sommets du graphe.
Un sous-graphe complet d’'un graphe G est appelé clique, et sa taille correspond au
nombre de sommets qu’elle contient. Une clique contenant [ sommets est notée K;. Un
sous-ensemble S C V(G) de sommets de G est un ensemble stable (independent set)
si G[S] est le complémentaire d’'une clique, c’est-a-dire qu’aucune aréte n’existe entre
toute paire de sommets du sous-graphe de G induit par S.
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FIGURE 1.5 — Exemple d’'un sous graphe G’ d'un graphe G quelconque. Remarquons que ce
sous-graphe n’est pas induit, car certaines arétes de GG apparaissant entre des sommets de G’
n’appartiennent pas a ce sous-graphe.

FIGURE 1.6 — Exemple d’une clique (figure de gauche) et d’'un ensemble stable (figure de
droite) dans un graphe GG quelconque.

Soit P un ensemble de sous-ensembles d’éléments d’un univers U. Un ensemble
transversal (hitting set) est un sous-ensemble S C U d’éléments de U contenant au
moins un élément de chaque sous-ensemble p € P.

Etant donné un graphe G = (V, E), on appelle couplage (matching) un sous-ensemble
E' C E(G) d’arétes disjointes de G, c’est-a-dire ne partageant aucun sommet incident
commun. Un couplage est parfait (perfect matching) si tous les sommets du graphe
sont incidents a exactement une aréte du couplage. Un exemple de couplage parfait est
donné dans la FIGURE 1.7.

Graphe d’incidence. Dans certains cas, il peut étre utile de considérer les arétes d'un
graphe comme des sommets. Cela est rendu possible par l'utilisation du graphe d’inci-
dence de ce graphe.
Le graphe d’incidence I(G) d’'un graphe G est défini par :
- V(I(G)) = V(G) U E(G), cest-a-dire que les sommets et les arétes du graphe G
sont des sommets du graphe d’incidence /(G);
- E(I(G)) = {{v,e} | v € V(G),e € E(G)}, cest-a-dire qu'une aréte du graphe
d’incidence /(G) relie toujours un sommet de G a 'une de ses arétes incidentes de
G.
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*—eo ¢ o690

Ny

FIGURE 1.7 — Exemple d’'un couplage parfait dans un graphe G quelconque.

Ce graphe d’incidence est en fait un graphe biparti, dans lequel I'une des parties
correspond au sommets du graphe initial GG, tandis que I'autre correspond aux arétes du
graphe (G. On peut également remarquer que tous les sommets e du graphe d’incidence
I(G), correspondant a une aréte du graphe G, sont de degré exactement 2, puisque
chaque aréte d'un graphe a deux sommets incidents.

(%1 €1
V2 €2
V3 €3
V4 €4
Vs €5
Ve €6
(%rd €7

€8

FIGURE 1.8 — Un graphe G (figure de gauche), et son graphe d’incidence I(G) (figure de
droite).

Pour rendre la description d’'un graphe d’incidence plus aisée, nous appelons sommet-
originel un sommet v de I(G) correspondant a un sommet de G, et sommet-aréte un
sommet e de /(G) correspondant a une aréte de G.

1.2.2 Classes de graphes

La plupart des graphes peuvent étre regroupés en « classes de graphes » partageant
des propriétés ou structures communes. En les utilisant, certains probléemes de graphes,
difficiles dans le cas général, peuvent devenir efficacement résolvables sur ces classes de
graphes particulieres.
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Nous allons présenter ici quelques unes des principales classes de graphes connues,
et que nous pourrons utiliser tout au long de cette these.

Arbres et foréts (trees and forests). Un graphe ne contenant aucun cycle est appelé
forét. Si de plus ce graphe est connexe, on parle alors d’arbre. Une forét est donc com-
posée de plusieurs composantes connexes, chacune étant un arbre.

La dénomination des éléments d’un arbre est quelque peu spécifique, et differe de
celle des graphes quelconques. Ainsi, les sommets d'un arbre 7" sont appelés noeuds
(nodes), et les arétes sont appelées branches (branches). On distingue dans un arbre
deux types de noeuds : les feuilles (leaves), correspondant aux sommets de degré 1, et
les noeuds internes (internal nodes), correspondant aux autres noeuds de I'arbre.

Un arbre peut étre enraciné. Dans ce cas, un noeud particulier de 'arbre est désigné
et appelé racine (root) de I'arbre, et une hiérarchie entre les noeuds s’applique. Chaque
noeud de l'arbre dispose de zéro ou un noeud pére (father), et de zéro ou plusieurs
noeuds fils (sons). La racine est le seul noeud de I'arbre a n’avoir aucun peére, et les
feuilles sont les seuls noeuds a n’avoir aucun fils.

<+— racine

<— noeud interne

<— feuille

FIGURE 1.9 — Exemple d’'un arbre enraciné.

De trés nombreux problémes de graphes, NP-complets pour les graphes quelcon-
ques, peuvent étre résolus en temps polynomial sur les arbres (et foréts). En fait, tres
peu de problemes sont connus pour rester NP-complets méme pour les arbres (voir
notamment [GJ79]).

Graphes de degré borné (bounded degree). Un graphe G est de degré borné par
une constante £ € N si tout sommet du graphe est de degré au plus k. De maniere
équivalente, on a A(G) < k.

En particulier, on peut noter que les graphes de degré borné par 1 sont composés
uniquement de sommets et arétes isolées, et les graphes de degré borné par 2 sont
uniquement composés de chemins et de cycles disjoints (et éventuellement d’arétes et
sommets isolés).

Pour de nombreux problemes sur les graphes, la complexité dépend du degré max-
imal du graphe. Nous pouvons citer comme exemple le probleme DOMINATION (que
nous définissons dans la SECTION 1.5), qui peut étre résolu en temps polynomial sur
les graphes de degré borné par 2 (en utilisant la structure particuliére des chemins et
cycles), tandis qu’il est NP-complet pour les graphes de degré borné par 3 (voir notam-
ment [GJ79]).
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Graphes k-réguliers (k-regular). Un graphe G est dit k-régulier si tout sommet du
graphe est de degré exactement k£ € N. Les graphes 3-réguliers, de par I'importante
littérature et les nombreux résultats de complexité relatifs a ce cas particulier, sont
également appelés graphes cubiques.

FIGURE 1.10 — Exemple d’'un graphe 3-régulier. Ce graphe est aussi connu sous le nom de
« graphe de PETERSEN ».

La encore, la complexité de nombreux problémes de graphes peut différer pour les
graphes k-réguliers, selon la valeur de la constante k. Par exemple, le probleme CoL-
ORATION peut étre résolu en temps polynomial sur les graphes 2-réguliers (ce sont des
cycles), tandis qu’il est NP-complets pour les graphes 3-réguliers (voir [Kar72]).

Graphes bipartis (bipartite). Un graphe G est biparti si 'ensemble de ses sommets
peut étre décomposé en deux ensembles stables, c’est-a-dire V(G) = V; U Va et E(G) C
{{u,v} | v € Vi,v € V,}. Nous pouvons remarquer qu'un graphe d’incidence, défini
dans la SECTION 1.2.1, est un graphe biparti.

%
Vi 2

FIGURE 1.11 — Exemple d’'un graphe biparti.
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Graphes split. Un graphe G est split si 'ensemble de ses sommets peut étre décomposé
en deux sous-ensembles V] et V5, tels que G[V;] est une clique, et V; est un ensemble
stable. La notion de graphe split est donc similaire a celle d'un graphe biparti, a la
différence pres que I'un des deux sous-ensembles de sommets forme une clique.

Vi
Vo

FIGURE 1.12 — Exemple d’'un graphe split.

Graphes cordaux (chordal). Un graphe G est cordal, ou triangulé, si tout cycle (non-
induit) de longueur au moins 4 dans GG contient une corde. En d’autres termes, tout
cycle induit d’un graphe cordal est de longueur 3.

Une triangulation d’un graphe GG quelconque consiste a ajouter des arétes a GG jusqu’a
obtenir un graphe G’ cordal. On a donc V(G) = V(G') et E(G) C E(G).

FIGURE 1.13 — Exemple d’un graphe cordal.

Les graphes cordaux sont étroitement liés a la « largeur arborescente », que nous
définissons plus loin dans la SECTION 1.3.

Graphes planaires (planar). Un graphe G est planaire s’il existe un dessin de ce
graphe sur une sphére sans aucun croisement d’arétes.
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FIGURE 1.14 — Exemple d’'un graphe planaire.

Les graphes planaires sont la base de I'un des théorémes les plus importants et fon-
damentaux en théorie des graphes : le théoreme des 4 couleurs (four colors theorem). Ce
théoréme, a ’énoncé simple mais pourtant tres difficile 8 démontrer [AH76, RSST97,
Tho98], affirme que tout graphe planaire admet une coloration de ses sommets n’util-
isant que 4 couleurs au maximum (le probleme COLORATION est défini plus loin, dans
la SECTION 1.5).

1.3 Largeur arborescente (tree-width)

1.3.1 Un jeu de course-poursuite

Considérons le jeu de course-poursuite suivant, sur un graphe de taille finie. Celui-
ci se joue a deux joueurs, 'un controlant un fugitif, et 'autre controlant des policiers
tentant de le capturer. Le fugitif se trouve sur un sommet du graphe, et peut se déplacer
d’un sommet a autre en suivant un chemin reliant ces deux sommets dans le graphe.

Les policiers ont pour tache de capturer ce fugitif, et peuvent pour cela se placer sur
certains sommets du graphe, sachant qu'un seul policier suffit a controler un sommet.
Pour des raisons d’efficacité, les policiers utilisent des hélicoptéres pour se déplacer d'un
sommet vers n’importe quel autre sommet du graphe.

Le fugitif n’étant pas tres discret, les policiers connaissent a tout instant le sommet
sur lequel il se trouve. Mais il est tout de méme vigilant, et voyant un hélicoptere s’ap-
procher de sa position, il s’échappera vers un autre sommet du graphe (s’il le peut)
avant qu'un policier ne se pose. Enfin, durant ses déplacements, le fugitif n’a pas intérét
a traverser un sommet occupé par un policier, car sinon il sera capturé immédiatement.

Le joueur controlant les policiers commence, puis chaque tour de jeu se déroule en
trois étapes. Dans un premier temps, le joueur contrélant les policiers retire du graphe
les policiers qu’il souhaite déplacer, et indique a l'autre joueur les nouveaux sommets
du graphe sur lesquels il va les poser. En tenant compte des sommets occupés par des
policiers non déplacés et des sommets sur lesquels vont se poser les autres policiers, le
joueur controlant le fugitif le déplace vers un sommet du graphe, si possible non occupé
par un policier, en empruntant un chemin dont aucun sommet ne contient de policier.
Enfin, le joueur contrélant les policiers pose ceux qu'’il avait retiré précédemment.
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Puisqu'’il s’agit d’un jeu, il est naturel de se demander s’il existe une stratégie perme-
ttant de gagner a coup sir, qu’il s’agisse d’'une stratégie pour que les policiers puissent
capturer le fugitif, ou d’'une stratégie permettant au fugitif de toujours échapper aux
policiers. En étudiant plus en détails ce jeu, et en recherchant une telle stratégie gag-
nante pour I'un ou l'autre des deux joueurs, on s’apercoit que I'’élément crucial faisant la
différence est le nombre de policiers a disposition. Si le nombre de policiers est illimité,
il est facile de voir qu'une stratégie gagnante existe toujours pour le joueur controlant
ces policiers : il lui suffit de placer un policier sur chaque sommet du graphe, et le fugitif
sera nécessairement capturé par I'un deux. Si on limite ce nombre, combien faut-il au
minimum de policiers pour qu'une stratégie toujours gagnante de capture du fugitif ex-
iste, et quelle est cette stratégie ? A 'inverse, si le nombre de policiers n’est pas suffisant,
quelle est la stratégie permettant au fugitif de leur échapper indéfiniment ?

Disposer d’'une stratégie gagnante pour les policiers, leur permettant de capturer a
coup str le fugitif, consiste a savoir ou placer les policiers afin de confiner le fugitif
dans un « coin » du graphe pour finalement le capturer. Quant au fugitif, une stratégie
gagnante consiste a savoir dans quelle partie du graphe se déplacer, et ce quelque soit
la position des policiers.

Ces deux stratégies sont complémentaires : soit les policiers peuvent toujours con-
finer le fugitif dans un « coin » du graphe, soit le fugitif sait toujours comment leur
échapper. Il apparait donc clairement qu'une stratégie gagnante ne peut exister que
pour un joueur a la fois. Mais d’un point de vue théorique, a quoi correspondent ces
stratégies ?

Considérons le graphe G sur lequel se joue ce jeu de course-poursuite tel que défini
ci-dessus. Le lien entre ce jeu de course-poursuite et la largeur arborescente du graphe
G provient du résultat suivant de Seymour et Thomas [ST94] :

THEOREME 1.3.1 ([ST94])

Pour tout k > 0, les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
— k + 1 policiers ont une stratégie de capture toujours gagnante sur le graphe G ;
— Le graphe G est de largeur arborescente au plus k.

1.3.2 Définition formelle

La notion de « largeur arborescente » a été introduite par HALIN [Hal76]. Elle a été
redécouverte plus tard par ROBERTSON et SEYMOUR [RS84, RS86a, RS86b], dans leur
série d’articles ayant découlé au « théoreme des mineurs de graphes », et indépendam-
ment par ARNBORG et al. [ACP87].

En fait, ROBERTSON et SEYMOUR [RS84, RS86a, RS86b] ont étudié la notion de
« largeur arborescente » (tree-width) telle que nous allons la définir, tandis que ARNBORG
et al. [ACP87] se sont intéressés a la notion de « k-arbre partiel ». Ces deux notions ont
par la suite été montrées équivalentes.

Il existe plusieurs définitions équivalentes de la notion de largeur arborescente ; nous
reprenons ici la définition donnée par ROBERTSON et SEYMOUR [RS86a].

DEFINITION 1.3.1 (décomposition arborescente, largeur arborescente)
Une décomposition arborescente d'un graphe G = (V, E) est une paire (T, x), ott T est un
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arbre, et x = {X; | ¢ € I} est une collection de sous-ensembles de V appelés sacs (bags),
tels que :

— pour tout sommet v € V, il existe un noeud i € T tel que v € X;;

— pour toute aréte {u,v} € E, il existe un noeud i € T tel que u,v € X;;

— pour tout sommet v € V, Uensemble des sacs X; € T contenant le sommet v induit

un sous-arbre T, de T.

La largeur de la décomposition (T, x) est égale a la taille du plus grand sac de cette décom-
position moins un, c’est-a-dire max;er | X;| — 1. La largeur arborescente du graphe G, notée
tw(Q), correspond a la plus petite largeur parmi toutes les décompositions arborescentes
possibles du G.

FIGURE 1.15 — Schéma d’un graphe (figure de gauche), et d'une décomposition arborescente
de largeur 3 de ce graphe (figure de droite).

Le fait de mesurer la largeur d’'une décomposition en retirant un a la taille du plus
grand sac peut sembler étrange a premiere vue, mais la raison en est simple : les arbres
sont alors de largeur arborescente 1. En effet, la notion de largeur arborescente d’un
graphe GG permet en quelque sorte de mesurer le degré de similitude du graphe G avec
un arbre. Il est donc naturel de s’attendre a ce qu'un arbre soit de largeur arborescente
1. Une décomposition arborescente d’un graphe est schématisée dans la FIGURE 1.15.

De trés nombreux problémes de graphes, NP-difficiles dans le cas général, peuvent
étre résolus efficacement (c’est-a-dire en temps polynomial) lorsque le graphe fourni
en entrée est de petite largeur arborescente. D’'une certaine maniere, la difficulté du
probléme est reportée au calcul de la largeur arborescente du graphe. Il est donc tres
intéressant de pouvoir déterminer si un graphe donné est de petite largeur arborescente
ou non. Sans surprise, le probleme de déterminer exactement la valeur de la largeur
arborescente d’'un graphe quelconque est NP-difficile [ACP87].

Pour déterminer la largeur arborescente d’'un graphe, deux méthodes sont princi-

palement utilisées :

— le calcul explicite de cette largeur arborescente ou d’'une borne supérieure a cette
largeur, par exemple en construisant une décomposition arborescente de petite
largeur ; ou

— la mise en évidence d’éléments liés au graphe et donnant une borne inférieure sur
cette largeur.
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Dans un premier temps, suite a 'introduction de la notion de largeur arborescente,
les différents travaux de recherche se sont principalement intéressés a la premiére méth-
ode, et plusieurs techniques ont été créées pour calculer cette largeur, débouchant fi-
nalement sur un algorithme linéaire FPT s’exécutant en temps O(f(tw) - n), par un
résultat de BODLAENDER [Bod96], permettant de déterminer si un graphe est d’'une
certaine largeur arborescente fixée. Notons toutefois que la fonction f est hautement
exponentielle.

De par sa difficulté, la seconde méthode n’a recu l'attention des chercheurs que tres
récemment. Dans ce second cas, il s’agit de trouver une forme de « certificat », sous la
forme d’un objet mathématique lié au graphe, démontrant que la largeur arborescente
du graphe est nécessairement grande. Cet objet mathématique est appelé obstruction
a la largeur arborescente. Dans le CHAPITRE 2, nous définirons plus en détail les no-
tions liées aux obstructions pour différentes largeurs, et définirons a cet occasion I'objet
mathématique relatif a la largeur arborescente.

1.3.3 Algorithmique sur les décompositions

Dans la plupart des algorithmes appliqués aux graphes de petite largeur arbores-
cente, il est supposé qu'une décomposition arborescente du graphe est fournie en en-
trée. En effet, cette décomposition arborescente peut étre calculée en temps linéaire
en la taille du graphe, a I'aide d’'un algorithme de BODLAENDER [Bod96]. Nous allons
expliquer succinctement comment la décomposition arborescente d’un graphe peut étre
utilisée par un algorithme.

En général, les algorithmes tirant avantage de la décomposition arborescente du
graphe utilisent le paradigme de « programmation dynamique » sur cette décomposi-
tion.

Informellement, la décomposition arborescente (7', x) d’'un graphe est enracinée et
utilisée comme suit. Dans un premier temps, pour chaque feuille de la décomposition ar-
borescente, une collection de solutions partielles est calculée. Puis, pour chaque noeud
interne 7 de la décomposition, la collection de solutions partielles associée a ce noeud,
pour le sous-graphe de G induit par les sommets apparaissant dans des sacs du sous-
arbres 7'[i| enraciné en 14, est calculée en combinant les collections de solutions partielles
associées aux fils du noeud i dans la décomposition. Enfin, si une solution au probleme
existe, alors elle se trouvera parmi les solutions partielles calculées pour la racine de la
décomposition.

Dans de nombreux algorithmes, la décomposition arborescente est au préalable
transformée en une « décomposition arborescente jolie », équivalente a la décompo-
sition initiale, mais dont les spécificités permettent de décrire plus facilement les opéra-
tions effectuées par I'algorithme. Un exemple de décomposition arborescente jolie est
donné dans la FIGURE 1.16.

DEFINITION 1.3.2 (décomposition arborescente jolie)
Une décomposition arborescente jolie (7, y) d’'un graphe G = (V, E) est une décompo-
sition arborescente, ott T est un arbre enraciné, et contenant seulement quatre types de
noeuds :

— noeud feuille : une feuille i de Uarbre T, avec |X;| = 1;



1.4. LOGIQUE 35

— noeud introduction : un noeud interne i avec un unique fils j, et tel que X; = X;U{v}

ouveV;

— noeud suppression : un noeud interne i avec un unique fils j, et tel que X, = X, \ {v}
ouveV;

— noeud jonction : un noeud interne i avec exactement deux fils j et k, et tel que X; =
X; = X

FIGURE 1.16 — Schéma d’'une décomposition arborescente jolie, obtenue a partir de la décom-
position arborescente quelconque schématisée dans la FIGURE 1.15.

La notion de « décomposition arborescente jolie » (nice tree-decomposition) a été
introduite par KLOkS [Klo94]. Notons qu'une décomposition arborescente jolie d'un
graphe G peut étre calculée en temps polynomial a partir d'une décomposition arbores-
cente quelconque de G.

1.4 Logique

La logique est un domaine tres vaste, ayant fait 'objet de nombreux travaux de
recherche, et étant le sujet de nombreux ouvrages. Nous allons effectuer un tres léger
survol des notions de logique liées aux graphes, en présentant 'une des structures
logiques permettant de représenter les graphes, ainsi que la logique monadique du
second ordre faisant 'objet d’un résultat important de COURCELLE. Le lecteur souhai-
tant approfondir les notions liées a la logique pourra se référer a différents ouvrages
de référence, notamment « Handbook of logic in computer science » de ADAMSKY et
MAIBAUM [AM92], et tres récemment « Graph structure and monadic second order logic,
a language theoretic approach » de COURCELLE et ENGELFRIET [CE11].
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1.4.1 Structure des graphes en logique

Deux principales structures logiques existent pour représenter les graphes (et hyper-
graphes) dans une logique. Nous ne présentons ici que la structure que nous utiliserons
tout au long de cette these, et appelée 7»-structure.

Soit le vocabulaire 75, composé de deux relations unaires V ERT et EDGE, et d'une
relation binaire /.

Nous pouvons représenter un graphe G = (V, E) a l'aide d’'une 7,-stucture, notée
G = (U,VERT, EDGE,I), oul'univers U regroupe 'ensemble des sommets et arétes du
graphe (U := V U E), les relations unaires V ERT et EDGFE permettent de différencier
sommets et arétes dans 'univers U (VERT :=V et EDGE := E), et I := {(v,e) | v €
V,e € E,v € e} est la relation d’incidence du graphe.

En fait, cette m»-structure permet plus généralement de représenter tout hypergraphe,
ou les hyperarétes peuvent relier un nombre arbitraire de sommets. Toutefois, nous n’u-
tilisons dans cette thése que les graphes, et c’est pourquoi nous avons utilisé le terme
« graphe » pour dans la définition de cette structure logique.

Par abus de notation, les relations unaires VERT et EDGE seront parfois notées V'
et F dans une formule logique, sans qu’il n’y ait d’ambiguité avec les ensembles de som-
mets V' et d’arétes £/ du graphe que ces relations représentent. De plus, pour simplifier
’écriture de certaines formules, nous utiliserons les notations classiques d’appartenance
z € X = X(z) et de sous-ensemble X C Y = (Vz € X : Y(z)), et nous noterons

E(x,y)=3Jec U : E(e) N(z,e) NI(y,e)

pour indiquer que deux sommets =,y € V(G) sont adjacents, c’est-a-dire incidents a une
méme aréte e € E(G).

1.4.2 Logique monadique du second ordre

Logique du premier ordre. Rappelons tout d’abord quelques notions et notations de
la logique du premier ordre.

Pour I'écriture de formules logiques du premier ordre, nous avons acces a un ensem-
ble infini énumérable de variables, notées par des lettres latines minuscules, telles que
x,y, z. Une formule atomique sur un vocabulaire T est soit de la forme = = y, soit de la
forme R(x1,...,z,) ol R € 7 est une relation d’arité r et x4, ..., z, sont des variables.

Une formule ¢ du premier ordre sur le vocabulaire T est construite a partir de formules
atomiques, composées a I'aide des connecteurs logiques V, A, -, et des quantificateurs
existentiel 3 et universel V. En logique du premier ordre, ces quantificateurs ne peuvent
s’appliquer qu’aux variables, c’est-a-dire aux éléments du vocabulaire 7.

La classe de toutes les formules du premier ordre est notée FO (First-Order formulae).

Par exemple, la formule suivante, appliquée a un graphe non orienté G dont la 7»-
structure est G(G, E9), correspond au probléme CLIQUE DE TAILLE k, qui est vraie si et
seulement si le graphe GG contient une clique de taille % :

Fu,..., 2, € V(G)( /\ T # T A /\ E(z;, ;)

1<i<j<k 1<i<j<k
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Pour rendre la description d’une formule plus compréhensible, nous nous autorisons
l'utilisation d’abbréviations de sous-formules sous la forme de connecteurs logiques ne
faisant pas partie a proprement parler du langage, tels que ¢ — 1 pour abréger (—p V1)),

et p <> 1 pour abréger (¢ — ) A (¥ — ).

Logique monadique du second ordre. La « logique monadique du second ordre »
est une extension de la logique du premier ordre. Cette fois, pour un vocabulaire 7,
nous pouvons non seulement sur des éléments de 7, mais également sur des ensembles
d’élements de 7. Nous noterons ces ensembles d’éléments par des lettres latines majus-
cules, telles que X,Y, Z. La classe de toutes les formules monadiques du second ordre
est notée MSO (Monadic Second-Order formulae).

Par exemple, la formule suivante appliquée a un graphe non orienté G correspond
au probleme COLORATION AVEC k& COULEURS, qui est vraie si et seulement si le graphe GG
admet une coloration de ses sommets avec k couleurs :

« Chaque sommet recoit

« X; est 'ensemble des
exactement une couleur. »
7\

éléments de couleur 7. »
N\

TX Xy X CV(G) Vryev(@) () K@) A A ~(Xil@) A X (@)
1<i<k 1<i<j<k

AN (By) — =~(X(@) A Xi(y)).

1<i<k

J/

~
« Deux sommets adjacents recoivent
deux couleurs distinctes. »

1.4.3 Résultat de Courcelle et extensions

S’intéressant aux liens pouvant exister entre la logique et la largeur arborescente,
COURCELLE [Cou97] a montré le résultat suivant, désormais connu sous le nom de
« THEOREME de COURCELLE ». Ce résultat s’applique a toute structure logique .A dont on
sait calculer la largeur arborescente. Dans le cadre de notre thése, la structure con-
sidérée sera celle des hypergraphes (m-structure), telle que présentée dans la SEC-
TION 1.4.1.

THEOREME 1.4.1 ([Cou97])

Supposons que lU'on dispose d’'une formule ¢ monadique du second ordre (MSQO) pour ex-
primer un probléme 11 sur une structure quelconque A. Alors ce probléme peut étre résolu en
temps FPT lorsque paramétré par la largeur arborescente de la structure A et la longueur
de la formule .

Ce résultat est tres important, car il permet de montrer facilement qu'un probleme
est FPT lorsque paramétré par la largeur arborescente, en donnant simplement une
formule monadique du second ordre de longueur polynomiale pour ce probleme.

La logique monadique du second ordre (MSO) ne permet cependant pas de formuler
des problemes impliquant certains comptages d’éléments, et ajouter un prédicat perme-
ttant de compter exactement les éléments d’'un ensemble ne semble pas possible.

Toutefois, pour aller dans ce sens, COURCELLE et al. [CMRO1] ont introduit une ex-
tension de la logique monadique du second ordre, appelée logique monadique du second
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ordre avec comptage (CMSQ). Cette logique reprend les mémes termes que la logique
monadique du second ordre, ety ajoute un prédicat C'ard,(X ) sur une relation d’ensem-
ble X, qui est vrai si et seulement si la cardinalité de ’ensemble X est un multiple de
I'entier p € N*.

Par un résultat de COURCELLE et al. [CMRO1], le « THEOREME de COURCELLE »
présenté ci-dessus s’étend a cette nouvelle logique :

THEOREME 1.4.2 ([CMRO1])

Supposons que l'on dispose d’une formule ¢ monadique du second ordre avec comptage
(CMSO) pour exprimer un probléme I sur une structure quelconque A. Alors ce probléeme
peut étre résolu en temps FPT lorsque paramétré par la largeur arborescente de la structure
A et la longueur de la formule .

Ce résultat nous sera tres utile dans le CHAPITRE 3 sur la DOMINATION GENERALISEE,
et en particulier dans la SECTION 3.2 ol nous montrerons que dans certains cas, le
probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT peut étre résolu en temps FPT lorsque paramétré
par la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

1.5 Quelques problemes classiques de graphes

Il existe de nombreux problemes sur les graphes, plus ou moins théoriques, et re-
flétant les problématiques que 1'on souhaite résoudre en modélisant diverses situations
par des graphes.

Pour illustrer les notions de complexité et de logique que nous venons d’introduire,
nous allons présenter quelques uns des problémes fondamentaux de la théorie des
graphes, formulés selon ces différentes notions.

Pour les formulations en terme de complexité classique, nous reprenons la formu-
lation de ces problémes telles que données par GAREY et JOHNSON [GJ79], sous la
forme de problémes de décision. Dans le cas de la complexité paramétrée et de la
logique, nous reprenons la formulation de ces problemes telles que données par FLUM
et GROHE [FGO6].

Clique. Le probleme CLIQUE consiste a trouver la plus grande clique d’un graphe G.
Pour rappel, une clique dans un graphe G est un sous-graphe complet de G.

En complexité classique, le probleme de décision associé peut étre formulé ainsi :

CLIQUE

Entrée : Un graphe G = (V| E), un entier K € N.
Question : Le graphe G contient-il une clique de taille au moins K ?

La complexité classique de ce probleme est connu depuis les débuts de I'étude de la
théorie de la complexité classique. En effet, celui-ci fait partie des vingt-et-un problémes
démontrés NP-complets par KARpP [Kar72].
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Du point de vue de la complexité paramétrée, il est naturel de paramétrer ce prob-
leme par le nombre de sommets composant la clique. Ainsi, le probleme paramétré
associé peut étre formulé ainsi :

k-CLIQUE

Entrée : Un graphe G = (V, F), un entier k € N.
Parametre : k.
Question : Le graphe G contient-il une clique de taille au moins £ ?

Ce probléme fait partie des premiers problemes paramétrés ayant été démontrés
W][1]-complet, par DOWNEY et FELLOWS [DF95a].

Ensemble stable. Le probleme ENSEMBLE STABLE (INDEPENDENT SET), trés similaire
au probleme CLIQUE, consiste a trouver le plus grand ensemble stable dans un graphe G.
Pour rappel, un ensemble stable (independent set) dans un graphe G est un sous-ensemble
S de sommets de G tel que G[S] est une clique, c’est-a-dire de maniére équivalente qu'il
n’existe dans GG aucune aréte entre les sommets appartenant a ’ensemble stable S.

En complexité classique, le probleme de décision associé peut étre formulé ainsi :

ENSEMBLE STABLE (INDEPENDENT SET)

Entrée : Un graphe G = (V| F), un entier K € N.
Question : Le graphe G contient-il un ensemble stable S C V(@) de cardinalité au
moins K ?

Nous pouvons aisément voir que ce probleme, appliqué a un graphe G quelconque,
est équivalent au probléme CLIQUE appliqué au complément G du graphe G. De ce
fait, a 'instar du probleme CLIQUE, le probleme ENSEMBLE STABLE est NP-complet par
KARP [Kar72].

Du point de vue de la complexité paramétrée, il est la encore naturel de paramétrer
ce probléme par le nombre de sommets composant 'ensemble stable que ’on recherche.
Ainsi, le probleme paramétré associé peut étre formulé ainsi :

k-ENSEMBLE STABLE (£-INDEPENDENT SET)

Entrée : Un graphe G = (V, F), un entier k£ € N.

Parameétre : k.

Question : Le graphe G contient-il un ensemble stable S C V(@) de cardinalité au
moins k?

Sans surprise, et parce que ce probleme est équivalent au probléme k-CLIQUE, le
probléme k-ENSEMBLE STABLE est W/[1]-complet [DF95a].

Ensemble dominant. Un autre probleme fondamental de recherche de sous-ensemble
est le probleme DOMINATION, qui consiste a trouver le plus petit ensemble dominant
dans un graphe G. Un ensemble dominant S C V' (G) d’'un graphe G est un sous-ensemble
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de sommets tel que pour tout v € V(G), soit v est dans I'ensemble dominant S, soit au
moins 'un de ses voisins est dans cet ensemble dominant.

En complexité classique, le probleme de décision associé peut étre formulé ainsi :

ENSEMBLE DOMINANT (DOMINATING SET)

Entrée : Un graphe G = (V| F), un entier K € N.
Question : Le graphe G contient-il un ensemble dominant .S C V(G) de cardinalité au
plus K ?

Dans le cadre de leur ouvrage relatif a la théorie de la NP-complétude, GAREY et
JOHNSON [GJ79] ont montré que le probleme ENSEMBLE DOMINANT est NP-complet.

Du point de vue de la complexité paramétrée, le parametre qu’il est naturel de con-
sidérer est le nombre de sommets composant I'ensemble dominant que 'on recherche.
Ainsi, le probleme paramétré associé peut étre formulé ainsi :

k-ENSEMBLE DOMINANT (k-DOMINATING SET)

Entrée : Un graphe G = (V, F), un entier k € N.

Parameétre : k.

Question : Le graphe G contient-il un ensemble dominant S C V(@) de cardinalité au
moins k?

Ce probleme fait partie des premiers problemes paramétrés ayant été démontrés
W[2]|-complet, par DOWNEY et FELLOWS [DF95a].

Ensemble transversal. Nous avons vu précédemment la définition d’un tel ensem-
ble dans le cas général, mais nous en donnons ici une définition propre aux graphes.
Etant donnée une partition P de 'ensemble des sommets d’un graphe G, un ensemble
transversal (hitting set) est un sous-ensemble V' C V() contenant au moins un sommet
de chaque partie ;1 € P de la partition.

En complexité classique, le probleme de décision associé peut étre formulé ainsi :

ENSEMBLE TRANSVERSAL (HITTING SET)

Entrée : Un graphe G = (V| F), un entier K < |V|, un ensemble P de sous-ensembles
de sommets de G.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble IV’ C V' de sommets de GG, de cardinalité au plus
K, et tel que V' contienne au moins un sommet de chaque sous-ensemble dans P ?

A Tinstar du probléme CLIQUE, le probléme ENSEMBLE TRANSVERSAL fait partie des
vingt-et-un problemes démontrés NP-complets par KARP [Kar72].

Du point de vue de la complexité paramétrée, il est naturel de paramétrer ce prob-
leme par le nombre de sommets composant 'ensemble transversal. Ainsi, le probleme
paramétré associé peut étre formulé ainsi :
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k-ENSEMBLE TRANSVERSAL (k-HITTING SET)

Entrée : Un graphe G = (V, E), un entier £ € N, un ensemble P de sous-ensembles de
sommets de G.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble V' C V' de sommets de G5, de cardinalité au plus
k, et tel que V' contienne au moins un sommet de chaque sous-ensemble dans P ?

Comme le probleme ENSEMBLE DOMINANT, ce probleme est W[2]-complet par un ré-
sultat de DOWNEY et FELLOWS [DF95a]. Notons que lorsque les sous-ensembles con-
tenus dans P sont tous de cardinalité au plus 2, ce probléme peut étre résolu en
temps FPT, car il correspond alors au probléme k-COUVERTURE DE SOMMETS (k-VERTEX
COVER) [DF99].

Coloration. Le probleme classique COLORATION consiste a associer a chaque sommet
d’un graphe une couleur (ou de maniere équivalente, un entier naturel) tel que deux
sommets voisins se voient associés deux couleurs distinctes. En fait, il est aisé de voir
que ce probleéme revient a partitionner 'ensemble des sommets du graphe en ensembles
stables disjoints.

Nous verrons dans le CHAPITRE 4 les définitions de quelques autres problémes de
coloration de graphe.

En complexité classique, le probleme de décision associé peut étre formulé ainsi :

COLORATION

Entrée : Un graphe G = (V, E), un entier K < |V/|.

Question : Le graphe G est-il K-coloriable, c’est-a-dire existe-t-il une fonction ¢ : V' —
{1,2,..., K} telle que ¢(u) # ¢(v) pour toute paire de sommets u,v € V adjacents ?
De maniere équivalente, I'ensemble des sommets de GG peut-il étre partitionné en K
ensembles stables disjoints ?

Sans surprise, ce probleme fait partie des vingt-et-un problémes démontrés NP-
complets par KARP [Kar72]. En fait, KARP [Kar72] a montré que ce probléeme est NP-
complet, pour tout entier K > 3 fixé.

Du point de vue de la complexité paramétrée, 'un des parametres naturels pour ce
probléme est le nombre maximum de couleurs utilisées. Ainsi, le probleme paramétré
associé peut étre formulé ainsi :

k-COLORATION

Entrée : Un graphe G = (V| F), un entier k € N*.
Parametre : k.
Question : Le graphe G est-il k-coloriable ?

Ce probleme est paraNP-complet, puisque le probléeme COLORATION est NP-complet
pour tout nombre fixé K > 3 de couleurs. Cela signifie donc qu’il n’est pas pertinent de
considérer le probleme k-COLORATION du point de vue de la complexité paramétrée.
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2.1 Introduction

Nous allons présenter dans ce chapitre I'un de nos principaux résultats. Celui-ci con-
cerne la construction exacte d’obstructions a certaines largeurs de graphes, c’est-a-dire
le calcul d’un objet combinatoire sur un graphe permettant de certifier que ce graphe
est de grande largeur.

Méme si la thématique principale de cette these est la largeur arborescente, notre
résultat est plus général puisqu’il permet de construire une obstruction pour d’autres
largeurs de graphes, en particulier la largeur de branches (branch-width) et la largeur de
découpe (carving-width). C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous parlerons de « largeur »,
pouvant désigner n'importe laquelle des largeurs de graphes pour lesquelles notre ré-
sultat s’applique.

Les résultats de ce chapitre sont le fruit de travaux effectués avec FREDERIC MAZOIT
et IOAN TODINCA. IlIs ont fait 'objet d'un article en conférence [CMTO09].

2.1.1 Certificat d’'une grande largeur

De nombreux problemes, NP-difficiles dans le cas général, peuvent étre résolus effi-
cacement sur des graphes de petites largeurs. Par ce biais, la complexité d’un probleme
est liée a une certaine mesure de la complexité du graphe, représentée par la largeur de
ce graphe. Cela permet, d’'une part de mieux comprendre les raisons de la NP-difficulté
du probléme, et d’autre part de transposer cette difficulté vers celle du calcul de la
largeur du graphe.

Des l'introduction de ces différentes largeurs, il est devenu d’importance de pou-
voir déterminer si un graphe est de petite largeur ou non. Dans un premier temps, les
travaux sur ce sujet se sont intéressés a la recherche d’éléments permettant de certifier
qu’un graphe est de petite largeur, se traduisant, dans le cas par exemple de la largeur
arborescente, par la construction d'une décomposition arborescente de petite largeur. Si
le graphe est effectivement de petite largeur, alors on peut obtenir un objet mathéma-
tique permettant de résoudre efficacement ces nombreux problemes NP-difficiles.

Toutefois, tous les graphes ne sont pas de petite largeur, et il n’est donc pas possible
d’obtenir une bonne décomposition du graphe qui pourrait étre utilisée par les algo-
rithmes pré-cités. Or, la plupart des travaux de recherche s’intéressant aux largeurs de
graphes ne font, dans ce cas, qu’affirmer I'impossibilité de trouver une telle décomposi-
tion, sans fournir de certificat pour cela.

Plus récemment, certains travaux se sont intéressés a 1’étude et la recherche de cet
objet mathématique, appelé « obstruction », permettant de certifier qu'un graphe est
de grande largeur. Il ne s’agit donc plus de permettre de résoudre efficacement des
problemes NP-difficiles sur le graphe considéré, mais au contraire de constater qu’il ne
sera pas possible d’utiliser un algorithme tirant partie d'une petite largeur puisquun
certificat montrant que le graphe considéré est de grande largeur est fourni.

2.1.2 Etat de ’art

Lors de I'étude d’'une largeur de graphes, deux axes principaux se présentent : la
recherche d’algorithmes permettant de calculer cette largeur, qu’il s’agisse d’algorithmes
exacts ou d’approximation, et la recherche d’éléments permettant de démontrer qu'un
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graphe est de grande largeur. Les obstructions aux différentes largeurs de graphes en-
trent dans ce second axe, puisqu’elles permettent de certifier qu'un graphe est de grande
largeur. De ce fait, leur étude est d’importance.

L’état de 'art relatif aux différentes largeurs de graphes connues est trés vaste. Nous
nous focalisons ici sur les travaux et résultats relatifs aux obstructions pour ces dif-
férentes largeurs.

Historiquement, la largeur arborescente (tree-width) est 'une des largeurs ayant recu
le plus d’attention de la part des scientifiques. Il est donc naturel que de nombreux
travaux se soient penchés sur les obstructions pour cette largeur.

La notion usuelle d’obstruction pour la largeur arborescente a été introduite, sous
deux notions différentes mais équivalentes, par SEYMOUR et THOMAS [ST93], sous
les noms de « écran » (screen) et « havre » (haven), renommée par la suite « bram-
ble » par REED [Ree97]. Dans cet article, SEYMOUR et THOMAS [ST93] ont montré un
« théoreme de dualité » pour la largeur arborescente, en démontrant qu'un graphe est
de largeur arborescente au moins k si et seulement s’il contient un bramble d’ordre k+1.
BELLENBAUM et DIESTEL [BD02] ont par la suite donné une démonstration plus simple
de ce théoreme.

Certains travaux s’intéressant aux obstructions pour la largeur arborescente se sont
concentrés sur leur structure, leur construction, et sur différentes bornes pour les car-
actériser. RAMACHANDRAMURTHI [Ram97] s’est intéressé a la structure de ces obstruc-
tions, laissant apparaitre une premiere borne inférieure exponentielle sur le nombre
d’obstructions pour une largeur donnée. GUPTA et al. [GKS99] ont simplifié et étendu
ce résultat, tandis que LAGERGREN [Lag98] a donné une borne supérieure sur ce nom-
bre d’obstructions. CHLEBIKOVA a également étudié la structure de ces obstructions,
en donnant une caractérisation plus simple de I'ensemble des obstructions pour une
largeur arborescente donnée. Enfin, GROHE et MARX [GMO09] ont récemment montré
que pour certains graphes, une obstruction d’ordre optimal est nécessairement de cardi-
nalité exponentielle, empéchant donc de construire efficacement de telles obstructions
optimales, tandis qu'une borne inférieure pour la largeur arborescente peut étre obtenue
a partir d’obstructions de cardinalité polynomiale (mais d’ordre non optimal).

D’autres travaux se sont penchés sur la construction de ces obstructions, afin de
déterminer une borne inférieure a la largeur arborescente d’'un graphe. Dune part,
LUCENA [LucO7] a donné plusieurs constructions générales d’obstructions a la largeur
arborescente, sous la forme de mineurs interdits. BODLAENDER et al. [BGKO08] ont quant
a eux présenté un algorithme polynomial construisant une obstruction (d’ordre non op-
timal) a la largeur arborescente d'un graphe, et permettant de ce fait d’obtenir une
borne inférieure sur cette largeur. Treés récemment, KREUTZER et TAZARI [KT10] ont
amélioré ce résultat, en donnant un algorithme polynomial permettant de constru-
ire une obstruction de cardinalité polynomiale, et dont I'ordre est proche de la borne
théorique donnée par GROHE et MARX [GMO09] pour une obstruction de cardinalité
polynomiale.

L'une des nouvelles pistes prometteuses concernant la construction d’obstructions
pour la largeur arborescente est ’étude du « mineur pseudo-grille », dont la motiva-
tion provient de I'étude du « mineur grille ». En effet, ROBERTSON et SEYMOUR [RS91]
ont montré une dualité entre la largeur arborescente d'un graphe et le fait que ce
graphe contienne une grille comme mineur. Ce résultat a par la suite été amélioré par
ROBERTSON et al. [RST94], et DIESTEL et al. [DJGT99] en ont donné une démonstration
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plus simple. Toutefois, la meilleure borne obtenue sur la largeur arborescente du graphe,
forcant le graphe a contenir une grille d’'une certaine taille comme mineur, est exponen-
tielle. A l'aide du « mineur pseudo-grille », version moins contrainte que le « mineur
grille », REED et WoOD [RWO08] ont obtenu une borne polynomiale sur la largeur ar-
borescente d’'un graphe contenant une pseudo-grille comme mineur. Notons que I’algo-
rithme polynomial de KREUTZER et TAZARI [KT10] construit un tel mineur pseudo-grille,
donnant une bonne borne inférieure a la largeur arborescente d’un graphe.

La largeur de branches (branch-width) est une autre largeur de graphes tres étudiée.
La notion usuelle d’obstruction pour cette largeur, appelée « enchevétrement » (tan-
gle), a été introduite par ROBERTSON et SEYMOUR [RS91]. Dans cet article, ils donnent
notamment un « théoreme de dualité » pour la largeur de branches, en démontrant
qu'un graphe est de largeur de branches au moins k si et seulement s’il contient un
enchevétrement d’ordre & + 1.

L’étude des obstructions a la largeur de branches n’est réapparue que plus récem-
ment, notamment relancée par un résultat de Hicks [HicO4] donnant un algorithme
calculant la largeur de branches d’un graphe en construisant un enchevétrement d’or-
dre optimal du graphe.

De leur c6té, GEELEN et al. [GGRWO06] ont considéré la notion de largeur de branches
des « matroides », une abstraction de certaines notions de théorie des graphes, et étudié
une notion d’obstruction dans ce cadre. Sur cette base, GEELEN et al. [GGWO09] ont
étendu certains des résultats de ROBERTSON et SEYMOUR [RS91].

Notons qu’a la fin de ce chapitre, nous parlerons également de la largeur de découpe
(carving-width), une autre notion de largeur de graphes introduite par SEYMOUR et
THOMAS [ST94], qui ont également étudié une notion d’obstruction correspondante
appelée « inclinaison » (tilt). La encore, un « théoreme de dualité » pour la largeur de
découpe est donné, montrant qu'un graphe est de largeur de découpe au moins k si et
seulement s’il contient une inclinaison d’ordre & + 1.

Toutes ces largeurs de graphes posseédent une notion d’obstruction, et un théoréme
de dualité associé a été démontré. Dés lors, et a la vue de tous ces travaux, il est naturel
de se demander s’il est possible de généraliser la notion d’obstruction, et d’obtenir un
théoréme général de dualité pour toute forme de largeur sur un graphe.

Pour ce faire, AMINI et al. [AMNTO09] ont introduit la notion de « famille de parti-
tions » et redéfini une notion de « fonction de partitionnement sous-modulaire ». Celles-
ci généralisent certaines des notions de largeurs de graphes, et leur ont permis de mon-
trer un théoréme relativement général de dualité qui recouvre certains des différents
théoremes de dualité connus jusqu’a maintenant pour diverses largeurs de graphes.

Afin d’améliorer cette généralisation, et d’englober notamment le cas de la largeur
de branches, LYAUDET et al. [LMT10] ont modifié légerement les notions introduites
par AMINI et al. [AMNTOQ9], pour finalement montrer un théoreme général de dualité
recouvrant tous les théorémes de dualité connus pour les largeurs de graphes.
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2.1.3 Résultats de ce chapitre

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques résultats relatifs a la construction
d’une obstruction pour quelques largeurs de graphes connues, c’est-a-dire la construc-
tion de certificats pour de grandes largeurs.

Dans un premier temps, nous montrons dans la SECTION 2.2 deux résultats clas-
siques, appartenant au folklore, pour la construction d’'une obstruction a la largeur ar-
borescente qui est la principale largeur étudiée dans cette thése.

Le premier résultat utilise le graphe des configurations, aussi appelé arene, prenant
le point de vue « jeu de course-poursuite » que nous présentions dans les PRELIMI-
NAIRES (voir SECTION 1.3.1). Ce graphe modélise toutes les situations pouvant étre
rencontrées dans ce jeu, et fait ainsi apparaitre les coups a jouer pour que I'un ou l'autre
des deux joueurs puisse gagner. Une obstruction a la largeur arborescente peut alors
étre indirectement construite a partir de ce graphe des configurations, en temps XP.
Cette obstruction ne nous fournit cependant pas d’objet mathématique se rapprochant
de la notion classique de bramble, obstruction a la largeur arborescente, et le graphe
des configurations peut étre de grande taille.

Le second résultat s’appuie sur le théoréme des graphes mineurs de ROBERTSON et
SEYMOUR [RS04], théoreme fondamental de la théorie des graphes et de I'étude de la
largeur arborescente. Grace a ce théoréme, un algorithme FPT peut étre obtenu pour
construire une obstruction a la largeur arborescente. Nous verrons toutefois que cet
algorithme est purement théorique et non exploitable réellement.

Dans la SECTION 2.3, nous présentons un algorithme générique permettant de con-
struire en temps XP une obstruction pour de nombreuses largeurs de graphes con-
nues. Intuitivement, en partant d'une famille de partitions d'un ensemble d’éléments
du graphe (I'ensemble des sommets ou des arétes), et sous certaines contraintes sur
cette famille), nous donnons un algorithme XP permettant de construire une obstruc-
tion, c’est-a-dire une collection d’éléments de ces partitions permettant (a I'aide d'un
théoreme de LYAUDET et al. [LMT10]) de certifier que la largeur considérée du graphe
est grande. Nous montrons le résultat suivant :

THEOREME

Soit P une famille de partitions d’'un ensemble U. Supposons que la famille étendue de
partitions P est raffinante et ne contient pas la partition en singletons. Alors il existe
un algorithme construisant une P-obstruction (et donc une P-obstruction), dont le temps
d’exécution est polynomial en la cardinalité de U'ensemble U et de la famille P.

Pour cela, nous présentons et étendons plusieurs notions introduites par AMINI
et al. [AMNTO09] et LYAUDET et al. [LMT10], généralisant les notions de la plupart
des largeurs de graphes connues. Ces notions tres générales s’intéressent au partition-
nement (complet ou non) d’'un ensemble quelconque d’éléments. Le résultat que nous
utilisons concerne la dualité entre I'existence d’un partitionnement complet d'un en-
semble quelconque d’éléments, et une obstruction certifiant qu'un tel partitionnement
n’existe pas.

Enfin, dans la SECTION 2.4, nous donnons les détails de la construction d’'une ob-
struction pour quelques unes de ces largeurs : largeur arborescente (tree-width), largeur
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de branches (branch-width), et largeur de découpe (carving-width). Il nous suffit pour
cela de définir les propriétés de partitionnement d'un graphe pour chacune de ces
largeurs, l'existence et la construction d’une obstruction étant alors données par les
notions et I'algorithme génériques présentés auparavant.

2.2 Folklore

2.2.1 Arene et jeu de course-poursuite

Dans les Préliminaires (Section 1.3), nous avons vu que la largeur arborescente peut
étre vue comme un jeu de course-poursuite, entre un fugitif se déplacant dans un graphe
G, et des policiers tentant de le capturer.

Il est alors possible de représenter l'intégralité de ce jeu sous la forme d’un « graphe
des configurations », correspondant a toutes les configurations pouvant étre rencontrées
durant le déroulement du jeu dans ce graphe, et représentant les différents liens entre
ces configurations.

Les arguments et détails de cette section sont tirés du récent livre de FOMIN et
KRATSCH intitulé « Exponential time algorithms » [FK10].

Jeu de course-poursuite et largeur arborescente. Pour rappel, le jeu de course-
poursuite que nous considérons est un jeu a deux joueurs, se déroulant sur un graphe
G = (V, E) non orienté. L'un des deux joueurs contréle un fugitif, placé sur un sommet
du graphe G et se déplacant d'un sommet a 'autre du graphe, aussi vite qu'’il le souhaite,
en utilisant un chemin entre ces deux sommets. L’autre joueur controle un nombre lim-
ité de policiers, qu’il peut librement poser ou retirer des sommets du graphe ('image
couramment utilisée étant de considérer qu’ils se déplacent a I'aide d’hélicopteres).

Le joueur controlant les policiers a pour but de capturer le fugitif, tandis que le
joueur controlant le fugitif a pour but d’échapper (indéfiniment) aux policiers. Le fugitif
peut s’échapper au moment ol un policier va étre posé sur le sommet qu’il occupe, a la
condition que les sommets du chemin qu’il emprunte pour s’échapper ne soient occupés
par aucun policier. La capture du fugitif est donc réussie s’il ne peut pas échapper a un
policier se posant sur le sommet qu’il occupe.

Comme nous le présentions dans les PRELIMINAIRES (voir SECTION 1.3.1), le lien
entre ce jeu de course-poursuite et la largeur arborescente du graphe G provient du
résultat suivant de SEYMOUR et THOMAS [ST94] :

THEOREME 2.2.1 ([ST94])

Pour tout k > 0, les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
— k + 1 policiers ont une stratégie de capture toujours gagnante sur le graphe G ;
— Le graphe G est de largeur arborescente au plus k.

Il est relativement facile de montrer qu'une largeur arborescente d’au plus k& pour
le graphe G implique que k + 1 policiers suffisent pour capturer a coup sir le fugitif.
En effet, une décomposition arborescente de largeur k£ donne en fait une stratégie de
capture : les policiers se posent sur les sommets composant un sac de la décomposition,
puis se déplacent de sacs en sacs en suivant les déplacements du fugitif, jusqu’a le
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capturer dans les noeuds composant le sac d'une feuille de la décomposition. L’autre
implication du théoréme, c’est-a-dire qu’une stratégie de capture avec k + 1 policiers
implique une largeur arborescente bornée par £, est moins évidente.

Nous allons montrer comment construire une stratégie de capture pour le minimum
de policiers, ce qui par le théoreme ci-dessus nous permettra d’en déduire la largeur
arborescente du graphe G.

Graphe des configurations. Pour éviter toute confusion entre le graphe sur lequel se
déroule le jeu et le graphe des configurations (que nous définissons ci-dessous), nous
parlerons de « sommets » pour désigner les sommets du graphe sur lequel se déroule
le jeu, et de « noeuds » pour désigner les sommets du graphe des configurations. Nous
allons présenter ici la modélisation sous forme de jeu de course-poursuite, telle que
définie par FOMIN et KRATSCH [FK10].

Le graphe des configurations sur GG, aussi appelé aréne de G, est un graphe G5 =
(V1 Uy, A) pour lequel :

— Chaque noeud C € V; UV, correspond a une configuration possible du jeu, c’est-

a-dire un couple (C, R) tel que :

— C C V(@) est un sous-ensemble de sommets du graphe G sur lesquels se trou-
vent des policiers;

- R C V(@) est une composante connexe du graphe G \ C ou le fugitif se trouve
(puisqu’il peut se déplacer a une vitesse arbitrairement grande, sa position ex-
acte n’a que peu d’importance).

— Les arcs a € A relient deux noeuds C; et C, s’il est possible de passer de la configu-
ration C; a la configuration C; en un tour, c’est-a-dire un déplacement des policiers

(joueur 1) et du fugitif (joueur 2).

Ce graphe contient également deux noeuds spéciaux : le noeud v € V; correspon-
dant a la configuration initiale du jeu, et u € V, correspondant a la capture du fugitif.
Initialement, aucun policier n’est posé sur le graphe, donc la configuration initiale du
jeuest (0,V(G)). 1l n’y a pas de configuration gagnante pour le fugitif, puisque son but
est simplement d’échapper indéfiniment aux policiers.

L’ensemble V; contient 'ensemble des configurations pour lesquelles le tour de jeu
appartient au joueur 1 contrdlant les policiers. Une configuration dans cet ensemble
correspond a un « séparateur minimal », c’est-a-dire un sous-ensemble minimal de som-
mets séparant deux sommets du graphe G, et décomposant de ce fait G au moins deux
sous-graphes connexes disjoints (voir notamment [BT01, BT02]).

L’ensemble V, contient quant a lui 'ensemble des configurations pour lesquelles le
tour de jeu appartient au joueur 2 contrélant le fugitif. Une configuration dans cet en-
semble correspond a un « bloc », composé d'une « clique maximale potentielle » {2 et
d'une composante connexe C' de G \ 2. Une clique maximale potentielle est un sous-
ensemble de sommets de G pouvant apparaitre comme « sac » d’'une décomposition
arborescente optimale du graphe G, et contient en particulier un séparateur minimal
séparant la composante connexe C' du reste du graphe. La composante connexe C' cor-
respond donc a I'endroit dans le graphe G ou le fugitif s’échappe, lorsque les policiers
sont placés sur un séparateur minimal de la clique maximale potentielle.

Deux types d’arcs composent ce graphe des configurations : les arcs « retrait », et les
arcs « ajout ». Un arc retrait relie un noeud (Cy, Ry) € V; aunnoeud (Cs, Rs) € Vs, ot C
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est un séparateur minimal, C5 une clique maximale potentielle, C; C C; et Ry = R,. Un
tel arc correspond au retrait d'un ou plusieurs policiers de certains sommets du graphe
initial G, le fugitif pouvant rester dans la composante connexe R; = R, qu’il occupait
auparavant. Un arc agjout relie un noeud (C}, R;) € V; a un noeud (Cs, Ry) € Vs, ou C)
est cette fois une clique maximale potentielle, C; un séparateur minimal, C; C Cs, et
R, C R;. Un tel arc correspond a I'ajout d’'un ou plusieurs policiers sur certains sommets
du graphe initial G, le fugitif devant choisir une composante connexe R, de G \ C.

La taille globale du graphe des configurations dépend donc du nombre de configu-
rations possibles pour les k policiers et le fugitif, et est au plus de O(2- (})) < O(n¥). La
FIGURE 2.1 schématise une partie du graphe des configurations H d’un petit graphe G.

(a) Graphe G

(b) Graphe des configurations H

FIGURE 2.1 — Graphe G, et extrait du graphe des configurations H correspondant.

Le jeu de course-poursuite peut se modéliser sur ce graphe des configurations : un
jeton est initialement placé sur le noeud v € Vi, puis les deux joueurs font glisser a
tour de role le jeton d’'un noeud a un autre noeud voisin en suivant un arc de I'arene.
Les noeuds du sous-ensemble V; correspondent donc aux configurations ou le joueur 1
contrélant les policiers a la main, tandis que le sous-ensemble V, correspond aux con-
figurations ot le joueur 2 controlant le fugitif a la main. Le joueur 1 gagne s’il parvient
a un moment de la partie a faire glisser le jeton sur le sommet u € V,, correspondant a
la capture du fugitif. Sinon, c’est le joueur 2 qui gagne la partie.
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En réalité, puisque le fugitif voit les déplacements des policiers et peut s’échapper
avant que 'un d’eux ne se pose sur le sommet qu’il occupe, le jeu de course-poursuite se
modélise sur ce graphe des configurations en considérant qu’un tour de jeu est composé
d’'un déplacement des policiers et du fugitif. Dans ce cas, les noeuds correspondant
a un tour sont fusionnés pour ne former qu'un seul et méme noeud du graphe des
configurations.

Stratégie de capture. Le graphe des configurations contient toute l'information rel-
ative au jeu : les configurations possibles, ainsi que les mouvements pouvant étre ef-
fectués d’'un tour a l'autre. Des lors, il est possible d’utiliser cette information pour
déterminer si le nombre de policiers est suffisant pour capturer a coup str le fugitif,
c’est-a-dire si une stratégie gagnante pour le joueur controlant les policiers existe.

Nous allons pour cela utiliser une procédure d’étiquetage des noeuds du graphe des
configurations. Un noeud sera étiqueté si, a partir de cette configuration du jeu, les
policiers ont une stratégie gagnante pour capturer le fugitif.

Au début de cette procédure, le noeud u € V, correspondant a la capture du fugitif
est étiqueté. Un noeud = € V, est étiqueté si tous ses voisins y € V; (c’est-a-dire (x,y) €
£(G)) sont étiquetés. Un noeud = € V; est étiqueté si au moins un de ses voisins y € Vs
(Cest-a-dire (z,y) € £(G)) est étiqueté.

Ala fin de la procédure, si le sommet v € V; correspondant a la configuration initiale
du jeu est étiqueté, alors il existe une stratégie permettant aux policiers de capturer a
coup stir le fugitif. Sinon, le fugitif pourra leur échapper indéfiniment.

Notons que cette procédure d’étiquetage s’effectue en temps linéaire en le nombre
d’arétes du graphe des configurations.

Stratégie d’échappement. Dans le cas du fugitif, il n’y a pas a proprement parler de
stratégie gagnante. En effet, son objectif est d’échapper indéfiniment aux policiers, et
ce quelques soient leurs déplacements. Du point de vue de la théorie des jeux, une
stratégie d’échappement pour le fugitif (si elle existe) consiste a écrire un algorithme
qui, pour toute configuration du jeu et en particulier toute position des policiers sur les
noeuds du graphe, détermine un noeud vers lequel le fugitif doit se déplacer, c’est-a-
dire une nouvelle configuration du jeu non gagnante pour les policiers. En particulier,
cet algorithme doit utiliser avantageusement les cycles non gagnants dans le graphe
des configurations, puisque ceux-ci permettent d’éviter indéfiniment une configuration
gagnante pour les policiers.

Cette stratégie n’est clairement pas aussi élégante que la notion d’obstruction pour la
largeur arborescente, appelée « bramble » et que nous définirons dans la SECTION 2.4.
Celle-ci n’en est pas moins un certificat attestant que le graphe est de grande largeur
arborescente.

2.2.2 Algorithme théorique en temps FPT pour une obstruction a
la largeur arborescente

Théoréme des mineurs de graphes. ROBERTSON et SEYMOUR ont montré, dans une
vingtaine d’articles (voir notamment [RS86a, RS04]), 'un des résultats les plus im-
portants en théorie des graphes et connu sous le nom de « Théoréme des mineurs de
graphes » (Graph minors theorem). Ce théoreme montre que toute famille de graphes
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close par mineurs peut étre définie a partir d’'une famille finie d’obstructions, et que
I'appartenance d’un graphe a cette famille peut étre décidée en temps FPT.

THEOREME 2.2.2 (Graph Minors Theorem, [RS04])

Soit C une famille de graphes close par mineurs, et soit S Uensemble des graphes n’appar-
tenant pas a C. Alors S contient un ensemble fini F de graphes minimaux par mineur. De
plus, étant donné un graphe G quelconque et U'ensemble F de mineurs minimaux, Uappar-
tenance de G a la famille C peut étre décidée en temps FPT paramétré par la somme des
tailles des graphes de la famille F.

Les éléments de F sont appelés « mineurs interdits » (forbidden minors) de la famille
C. Ces éléments peuvent également étre rencontrés dans la littérature sous les noms de
« mineurs exclus » (excluded minors) ou encore « obstructions minimales par mineur »
(minor-minimal obstructions).

A partir de ce résultat, nous pouvons écrire un algorithme construisant une obstruc-
tion pour la largeur arborescente sous la forme d’'un mineur interdit, en temps FPT
paramétré par la largeur arborescente. Toutefois, le temps d’exécution de cet algorithme
est déraisonnable, et de ce fait il est inutilisable en pratique, méme pour des petites
largeurs. Notons que si I'on dispose d'un bramble pour un certain mineur d’'un graphe
G, alors celui-ci donne immédiatement un bramble pour le graphe global.

Algorithme pour la largeur arborescente. BODLAENDER [Bod96] a donné un al-
gorithme permettant de déterminer en temps FPT si un graphe G quelconque est de
largeur arborescente au plus k. Si tel est le cas, cet algorithme renvoie également une
décomposition arborescente de largeur au plus k& du graphe. Dans le cas contraire, il
indique seulement que le graphe est de largeur arborescente au moins % + 1.

En utilisant le théoréme des mineurs de graphes de ROBERTSON et SEYMOUR [RS04],
nous pouvons écrire un algorithme permettant de compléter cette derniére information,
en fournissant un certificat pour cette grande largeur arborescente.

La famille C; des graphes de largeur arborescente au plus %, pour un entier k fixé,
est close par mineurs. Cette famille dispose donc d’un ensemble fini 7" de mineurs
interdits, et tout graphe G de largeur arborescente au moins £ + 1 admet au moins un
élément de ;" comme mineur. De plus, 'ensemble F}* étant fini, il possede un élément
de plus grande taille ne dépendant que du parametre k. L’algorithme peut donc, en
quelque sorte, énumérer par taille croissante tout graphe existant, et en particulier tous
ceux appartenant a la famille 7}, en un temps FPT paramétré par k, et trouver un
mineur de G certifiant que le graphe est bien de largeur arborescente au moins & + 1.

Cet algorithme FPT paramétré par k renvoie une obstruction de taille minimale
certifiant que le graphe est bien de grande largeur arborescente, si le graphe donné
en entrée est de largeur arborescente au moins & + 1. Il s’agit toutefois d’un algorithme
théorique et non exploitable dans la réalité, la fonction dépendant du parametre £ étant
déraisonnable (voir notamment la série d’articles de ROBERTSON et SEYMOUR démon-
trant le « théoreme des mineurs » [RS83, RS04]).
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Données : Un graphe G, un entier k

Résultat : Le plus petit mineur H du graphe G tel que tw(H) > k, si tw(G) > k.

Début

Utiliser I'algorithme de [Bod96] pour déterminer si tw(G) > k

Sitw(G) > k Alors
Enumérer par taille croissante les graphes H jusqu’a trouver H tel que H < G et
tw(H) > k Retourner H

Sinon

| Retourner “tw(G) < k”

Fin

ALGORITHME 2.1 — OBSTRUCTION MINIMALE DE GRANDE LARGEUR ARBORESCENTE (FOLKLORE)

2.3 Algorithme générique en temps XP

2.3.1 Quelques définitions

Nous allons définir les principales notions que nous utiliserons pour la construction
exacte d’obstructions pour différentes largeurs de graphes. Nous adaptons ici les notions
introduites par AMINI et al. [AMNTO09] et LYAUDET et al. [LMT10], dans 'optique d’uni-
fier et généraliser les différents théorémes associés a la plupart des largeurs de graphes
connues, et montrant une dualité entre décomposition du graphe selon une largeur et
obstruction a cette largeur.

Idées et notations. Comme dans les travaux de LYAUDET et al. [LMT10], nous verrons
les décompositions de graphes comme un affinage successif de partitions de ’ensemble
de sommets ou d’arétes du graphe. Pour chaque type de décomposition, nous partirons
d’'un ensemble de partitions de base, noté P. L’affinage successif sera obtenu par une
grammaire sur les partitions, la méme pour tous les types de décomposition que nous
traitons. Les nouvelles partitions ainsi obtenues formeront la famille étendue de parti-
tions, notée P.
Il est plus confortable de voir une partition de base comme un arbre « étoile », c’est-
a-dire ne contenant qu’un seul noeud interne, et dont les feuilles sont étiquetées par les
parties de la partition. La grammaire d’affinage de partitions sera interprétée comme
une grammaire de recollement d’arbres. Plus exactement une feuille (correspondant
a un ensemble d’arétes ou de sommets) pourra étre sous-partitionnée en parties plus
petites, ce qui en terme d’arbres se traduira par un remplacement de cette feuille par
une étoile.
Etant donné un graphe et un type de décomposition, deux cas sont possibles :
— Dans la famille étendue de partitions, on trouve la partition en singletons. Ceci
correspondra au fait que le graphe est décomposable entierement (par exemple,
de largeur arborescente au plus k).

— La famille étendue ne contient pas la partition en singletons. Ceci indiquera que
le graphe n’est pas entierement décomposable (par exemple, il est de largeur ar-
borescente au moins & + 1).
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On sait que dans le deuxiéme cas, il existe une notion naturelle d’obstruction que 'on
aimerait construire. Notre objectif est d’obtenir un algorithme qui, étant donné en en-
trée la famille de partitions de base P sur un certain univers (dans le cas de la largeur
arborescente, 'ensemble des arétes du graphe), construit cette obstruction lorsqu’elle
existe. Nous verrons que lorsque le graphe est entierement décomposable, notre algo-
rithme peut également construire un arbre correspondant a la décomposition en single-
tons.

Nous noterons P une famille de partitions quelconque d’un univers /. Supposons
que 'on dispose d’'une partition . = (A, B,C,...,Z) de l'univers . Nous utiliserons
la notation («, 3, A) pour décrire de maniéere concise cette partition de l'univers ¢/, ou
une lettre latine (telle que A, B, ...) représente un élément de la partition, et une lettre
grecque (telle que a, 3,...) représente un ensemble d’éléments de cette partition que
nous appellerons parfois « sous-partition ».

Un pétale (flap) d’une famille de partitions quelconque P de 'univers I/ est un sous-
ensemble F' de U/ apparaissant comme élément d’une partition y € P.

Arbre partitionnant. De nombreuses largeurs de graphes sont définies a partir d’'une
décomposition des éléments (sommets ou arétes) composant le graphe. L'univers corre-
spond alors a 'ensemble des sommets ou des arétes du graphe. Celui-ci est partitionné,
et les différents éléments de cette partition sont rattachés a un arbre dont les propriétés
sont définies en fonction de la largeur de graphes considérée.

Afin d’'uniformiser les définitions de ces arbres, AMINI et al. [AMNTO09] ont introduit
la notion « d’arbre partitionnant ».

DEFINITION 2.3.1 (arbre partitionnant)
Un arbre partitionnant d’'un univers U est un arbre T tel que les feuilles de U'arbre sont en
bijection avec les éléments de U.

Cet arbre partitionnant est donc un découpage (complet) de 'univers U/, les branches
de l'arbre décrivant une maniére de le découper. De plus, chaque noeud v de I'ar-
bre T peut étre vu comme une partition de I'univers U/ : les éléments de cette parti-
tion correspondent alors aux ensembles de feuilles des sous-arbres obtenus en supp-
rimant le noeud v. La FIGURE 2.2 schématise un arbre partitionnant de I'univers U =
{a,b,c,d e, f,g,h,i,7,k}.

L’utilisation d’un arbre partitionnant suppose que l'univers ¢/ peut étre décomposé
entierement, puisque chaque feuille de I'arbre correspond a un unique élément de cet
univers. Toutefois, et notamment dans le cas des décompositions liées aux largeurs de
graphes, il peut étre intéressant de considérer des arbres qui ne décomposent que par-
tiellement I'univers /. Nous utilisons pour cela la notion « d’arbre partitionnant partiel »
introduite par LYAUDET et al. [LMT10].

DEFINITION 2.3.2 (arbre partitionnant partiel)
Un arbre partitionnant partiel d’'un univers U est un arbre T tel que les feuilles sont en
bijection avec les parties d’une partition u de U.
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FIGURE 2.2 — Schéma d’un arbre partitionnant de 'univers i = {a,b,c,d, e, f, g, h,1,j, k}.

Un arbre partitionnant partiel peut donc étre vu comme une partition de I'univers
U en ensembles d’éléments n’étant pas nécessairement des singletons. Cette notion
généralise la notion d’arbre partitionnant introduite précédemment, puisqu'un arbre
partitionnant normal est un arbre partitionnant partiel pour lequel toutes les feuilles
sont des singletons. La FIGURE 2.3 schématise un arbre partitionnant partiel de I'univers
U=1{ab,cde, f,gh,ijk}

FIGURE 2.3 — Schéma dun arbre partitionnant partiel de lunivers U =
{CL, b7 C7 d7evfagah7i7j7 k} DanS cet arbre: A = {CL, ba C}, B = {d7 6}, C = {f}: D = {97 h}n
E={i,j},et F = {k}.

Etant donné un arbre partitionnant partiel 7' d’un univers U/, la partition correspon-
dant a 'ensemble des feuilles de cet arbre est appelée partition affichée par 'arbre T'.

Famille de partitions. S’autoriser n’importe quelle maniere de partitionner I'univers
U peut étre dénué d’intérét. Nous souhaitons écrire un algorithme utilisant ces parti-
tions pour construire les obstructions associées a diverses largeurs de graphes. Or, si
ce partitionnement est trop général et engendre un grand nombre de partitions, notre
algorithme ne pourra pas les manipuler.

De ce fait, l'utilisation de la notion d’arbre partitionnant partiel, notamment dans
le cas des décompositions liées aux largeurs de graphes, devient intéressante lorsque
seules certaines partitions de l'univers ¢/ sont autorisées, en limitant leur nombre afin
que notre algorithme puisse les manipuler. Cette restriction se traduit par la définition
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d’une « famille de partitions » P de base, qui sera de taille raisonnable dans les cas qui
nous intéressent, et d’'une « famille étendue de partitions » P, définissant les partitions
pouvant étre affichées par des arbres partitionnants partiels de 'univers .

DEFINITION 2.3.3 (famille de partitions)

Une famille de partitions P d’un univers U est une collection de partitions de cet univers.
Elle correspond a l’ensemble des partitions affichées par des arbres P-partitionnants partiels
ne contenant qu’un seul noeud interne.

Lorsqu’un arbre P-partitionnant partiel n’est composé que d’un seul noeud interne,
nous 'appellerons également étoile P-partitionnante partielle.

Par exemple, dans le cas de la largeur arborescente au plus k£ d'un graphe G, la
famille de partitions P} est définie comme suit (voir également la SECTION 2.4) : une
partition u = (E4, Es, ..., E,) de 'ensemble d’arétes du graphe G appartient a la famille
P si

— la « frontiére » §(u), c’est-a-dire 'ensemble des sommets incidents a au moins deux

parties de u, est de cardinalité au plus k£ + 1;
— chaque partie E; de p correspond soit a une aréte ayant ses deux extrémités dans
d(p), soit aux arétes incidentes a une composante connexe de G' — d(u).

Pour affiner les partitions de la famille P, nous introduisons la notion de « grammaire

de recollement d’arbres » sur P.

DEFINITION 2.3.4 (grammaire de recollement d’arbres)
Soit T' un arbre P-partitionnant partiel affichant la partition j, = (Ay,...,A,), T une
étoile P-partitionnante partielle affichant la partition piy = (B, ..., By, Byt1, ..., B,), et
supposons que A, = B,y U ... U B,.

Alors nous pouvons construire un nouvel arbre P-partitionnant partiel T’, affichant
la partition v = (A4, ..., Ap_1, Byt1, - .., B,), en identifiant la feuille correspondant a A,
dans Uarbre T' avec lunique noeud interne de Uétoile T, puis en supprimant les feuilles
correspondant a By, ..., B,.

Un arbre P-partitionnant partiel, construit via ce processus de recollement d’arbres,
est enraciné. La racine de cet arbre correspond a I'unique noeud interne de I'étoile a
partir de laquelle cet arbre a été construit. Pour un noeud x d’un arbre P-partitionnant
partiel 7', nous noterons 7'(z) le sous-arbre de 7" enraciné en .

Remarquons que ce processus de recollement d’arbres peut étre réitéré plusieurs fois,
a partir d’étoiles P-partitionnantes partielles, nous permettant de construire des arbres
‘P-partitionnants partiels de 'univers &/ contenant plusieurs noeuds internes. De ce fait,
les partitions affichées par ces arbres n’appartiennent plus nécessairement a la famille
de partitions P, et c’est pourquoi nous introduisons la notion de « famille étendue de
partitions ».

DEFINITION 2.3.5 (famille étendue de partitions)
Soit P une famille de partitions d’un univers U. L’ensemble des partitions affichées par les
arbres P-partitionnants partiels, construit a Uaide de la grammaire de recollement d’arbres
sur P, forme la famille étendue de partitions P.
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Dans la FIGURE 2.4, nous schématisons un exemple de tel recollement d’étoiles
‘P-partitionnantes partielles, permettant d’obtenir un arbre P-partitionnant partiel af-
fichant une partition de P.

(a) Collection d’étoiles P-partitionnantes partielles (b) Arbre P-partitionnant partiel

FIGURE 2.4 — Collection d’étoiles P-partitionnantes partielles permettant d’obtenir,
par recollements successifs, un arbre 7P-partitionnant partiel affichant la partition
(A,B,C,D,E,F,G,H,1,J) € P. Dans ces étoiles, C = AUB, F = GUH, et H = U J.
L’étoile marquée d’un cercle est celle a partir de laquelle le recollement est effectué, et corre-
spond donc a la racine de I'arbre P-partitionnant partiel obtenu.

Par exemple, dans le cas de la largeur arborescente, la famille étendue de partitions
P contient la partition en singletons si et seulement si le graphe donné en entrée
est de largeur au plus & € N. Un arbre P}¥-partitionnant partiel affichant la partition
en singletons correspond a une décomposition arborescente de largeur au plus k& du
graphe.

Obstruction. Les arbres P-partitionnants non partiels correspondent a la décompo-
sition complete de I'univers ¢/ en singletons. Nous avons défini la notion d’arbre P-
partitionnant partiel pour représenter des décompositions partielles de l'univers &/ en
sous-ensembles n’étant pas nécessairement des singletons. Lorsque l'univers ne peut
pas étre décomposé completement a I'aide de partitions de la famille de partitions con-
sidérée, comment s’assurer qu’aucun arbre P-partitionnant non partiel n’existe, et que
seuls des arbres P-partitionnants partiels peuvent étre obtenus a partir d'une certaine
famille de partitions P ?

Nous introduisons pour cela la notion de « P-obstruction », objet dual aux arbres
P-partitionnants (non partiels). A instar des arbres P-partitionnants, introduits pour
généraliser les notions de décompositions pour la plupart des largeurs de graphes, la
notion de P-obstruction généralise celles des obstructions a ces largeurs de graphes.

Deux sous-ensembles U, U, C U s’intersectent si UyNU, # (). Nous appelons « trivial »
un élément singleton dans une partition, c’est-a-dire un élément de cardinalité 1.
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DEFINITION 2.3.6 (P-obstruction)

Soit P une famille de partitions de Uunivers U. Une P-obstruction est un ensemble non vide
de sous-ensembles de U, s’intersectant deux-a-deux, et contenant au moins un élément non
trivial de chaque partition appartenant & P.

1l ne peut exister a la fois un arbre P-partitionnant non partiel, et une P-obstruction,
puisque cette derniere définit justement un ensemble de sous-ensembles de l'univers i/
n’étant décomposé entierement en singletons par aucun arbre P-partitionnant. Toute-
fois, sur la base des définitions introduites pour le moment, il est possible qu’aucun
de ces deux objets n’existe. En fait, nous verrons qu'une condition supplémentaire sur
la famille de partitions P est nécessaire afin de garantir que I'un de ces deux objets
mathématiques existe toujours.

Notons que les pétales d’une famille étendue de partitions P sont les mémes que
ceux de la famille de partitions P correspondante, puisque les partitions de P sont
construites a partir des partitions de P. La P-obstruction que nous construirons sera
également une P-obstruction.

2.3.2 Théoreme de dualité généralisée

Propriété nécessaire et suffisante pour la dualité. Nous avons défini de maniere
générale les notions d’arbre P-partitionnant et de P-obstruction pour toute famille de
partitions P, telles qu'introduites par LYAUDET et al. [LMT10], afin d’'uniformiser les
différents théoremes de dualité pour la plupart des largeurs de graphes existantes. Toute
famille de partitions P ne permet pas nécessairement d’obtenir une dualité entre arbre
P-partitionnant et P-obstruction, c’est-a-dire de garantir que I'un de ces deux objets
mathématiques existe toujours. Nous avons toutefois vu que ces deux objets ne peuvent
coexister.

LYAUDET et al. [LMT10] ont introduit une propriété nécessaire et suffisante d'une
famille de partitions P, dite famille « raffinante », pour que celle-ci implique une dualité
entre arbre P-partitionnant et P-obstruction. Pour définir cette propriété sur une famille
de partitions, il est nécessaire d’introduire d’abord une propriété sur les partitions elles-
mémes, permettant de comparer leur précision de découpage d’un univers U.

Etant donnée une sous-partition 3 de I'univers U/, deux opérations peuvent étre ef-
fectuées sur cette sous-partition :

— Suppression d’un élément de U/ apparaissant dans une partie de . Par exemple,
si = (B,7), et b € B, alors le résultat de 'opération de suppression est la sous-
partition (B \ {b}, 7).

— Partitionnement d’'un élément de (. Par exemple, si § = (B, ), et J est une parti-
tion de B, alors le résultat de 'opération de partitionnement est la sous-partition

(6,7)-

DEFINITION 2.3.7 (partition plus fine)

Soient «, 3 deux sous-partitions de l'univers U. La sous-partition « est plus fine que la
sous-partition 3 si elle peut étre obtenue a partir de [ par une séquence de suppressions et
de partitionnements.



2.3. ALGORITHME GENERIQUE EN TEMPS XP 59

La propriété d’'une famille de partitions « raffinante », s’appliquant a toutes les par-
titions de la famille, peut maintenant étre définie (cette propriété est schématisée dans
la FIGURE 2.5).

DEFINITION 2.3.8 (famill~e de partitions raffinante) )
Une famille de partitions ‘P est raffinante si pour toutes partitions (o, A), (B, 3) € P, telles
que AN B = (), il existe une partition y € P plus fine que («, [3).

T () T

~ ~

(o, A) € P ® (B,B) e P = (o/,8) eP

FIGURE 2.5 — Schéma de deux partitions (a, A), (B, 8) € P, et d’une partition ;. = (o/, ') € P
plus fine que («, ).

Nous montrerons dans la SECTION 2.4 que les familles de partitions qui nous in-
téressent, liées a certaines décompositions de graphes, sont raffinantes.

Théoreme de dualité généralisée. Nous pouvons maintenant présenter le théoreme
de dualité généralisée, montré par LYAUDET et al. [LMT10].

THEOREME 2.3.1 ([LMT10])
Soit P une famille de partitions raffinante sur un univers U. Alors soit la partition P
contient la partition en singletons, soit il existe une P-obstruction.

En d’autres termes, si I'on considere une famille de partitions P pour laquelle la
famille étendue de partitions P est raffinante, alors l'univers ¢/ admet soit un arbre
P-partitionnant, soit une P-obstruction.

Lorsque l'univers U/ correspond a 'ensemble des arétes d’'un graphe, par exemple
dans le cas de la largeur arborescente, ce résultat implique que pour toute largeur de
graphe admettant une famille de partitions P raffinante, un graphe est de largeur au
moins k si et seulement s’il admet une P-obstruction d’ordre k.

Partant de ce théoréme, notre but est d’écrire un algorithme générique construisant
de maniére explicite une P-obstruction (si elle existe), & partir d’une famille de par-
titions P d’'un graphe G. Pour cela, nous allons utiliser cet autre résultat également
montré par LYAUDET et al. [LMT10], définissant les conditions minimales nécessaires
pour obtenir une P-obstruction pour une famille de partitions quelconque P.
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THEOREME 2.3.2 ([LMT10])
Soit P une famille de partitions sur un univers U, raffinante et ne contenant pas la partition
en singletons. Soit B un ensemble de sous-ensembles de U tel que :

(i) chaque élément de B est de cardinalité au moins 2, et apparait comme partie dans au
moins une partition de P ;

(i) pour toute partition (Ay, ..., A,) € P, il existe une partie A; € B;
(iii) B est clos par sur-ensembles ;
(iv) B est minimal par inclusion sous les trois conditions précédentes.

Alors Uensemble B est une P-obstruction.

Par soucis de complétion, nous donnons ici la preuve de ce théoreme, telle que
donnée par LYAUDET et al. [LMT10].

Démonstration. Notons tout d’abord que B existe toujours : en effet, prenons I'ensemble
BB, correspondant a toutes les parties des partitions de P qui ne sont pas des singletons.
Cet ensemble satisfait les conditions du théoreme, a I'exception de la minimalité. Il
suffit alors d’extraire le sous-ensemble minimal B C B, satisfaisant les conditions du
théoréme. Nous allons montrer que ce sous-ensemble minimal B est une P-obstruction.

Supposons par contradiction que B n’est pas une P-obstruction. Soient A, B deux
ensembles minimaux disjoints appartenant a . Puisque 5 est minimal, il existe deux
partitions (A', As,..., A,), (B, Ba,...,B,) € P, ot seules les parties A’ et B’ appartien-
nent a B, et telles que A’ C A et B’ C B. Comme P est raffinant, il existe une autre
partition (Cy,...,C,) € P plus fine que (Ag,...,A,, By, ..., B,), et comme B contient
une partie de toute partition appartenant a P, B contient nécessairement 'une des par-
ties C;, qui est en particulier un sous-ensemble d’une certaine partie A; ou By. Enfin, B
étant clos par sur-ensembles, A; € B ou B;, € B, ce qui est une contradiction avec la
supposition que seules A’ et B’ appartiennent a B. Donc B3 est une P-obstruction. O

L’algorithme que nous allons décrire construira une P-obstruction en temps polyno-
mial en la cardinalité de la famille P et de I'univers ¢/, donnant alors un algorithme XP
pour les quelques largeurs de graphes que nous considérerons, car les familles corre-
spondantes seront de cardinalité O(n/*)). Notons que dans le cas de certaines largeurs,
en particulier la largeur arborescente, nous avons vu dans la SECTION 2.2.2 qu’il est
possible de montrer, d’un point de vue théorique, que le calcul d’'une P-obstruction
peut étre effectuée en temps FPT, a 'aide du « théoreme des mineurs de graphes » de
ROBERTSON et SEYMOUR [RS04].

2.3.3 Algorithme

Nous allons dans cette section appliquer le Théoreme 2.3.2, afin d’obtenir un algo-
rithme permettant de calculer explicitement une P-obstruction, a partir d’'une famille
de partitions P telle que la famille étendue de partitions P est raffinante. Remarquons
que comme la famille de partitions P n’est en général pas raffinante, nous ne pouvons
pas l'utiliser directement.

Algorithme. Nous allons montrer le résultat générique suivant, pour toute famille de
partitions P telle que la famille étendue de partitions P est raffinante.
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THEOREME 2.3.3

Soit ‘P une famille de partitions d’un univers U. Supposons que la famille étendue de par-
titions P est raffinante, et ne contient pas la partition en singletons. Alors il existe un
algorithme pour construire une P-obstruction, dont le temps d’exécution est polynomial en
la cardinalité de Uunivers U et de la famille de partitions P.

Nous pouvons écrire un premier algorithme naif, décrit dans IALGORITHME 2.2,
en traduisant directement le THEOREME 2.3.2 appliqué a la famille de partitions P.
L’ensemble retourné par cet algorithme est donc une P-obstruction.

Données : Une famille de partitions P
Résultat : Une P-obstruction (s'il en existe une)
Début
B + I'ensemble des pétales de P
B f < 0
Pour Chaque F' € B tel que |F| = 1 Faire
| Retirer F' de B
Pour Chaque F' € B par ordre d’inclusion Faire
Si 3 1 € P telle que F est 'unique pétale non retiré dans cette partition
ou 3 F' € B; tel que F’ C F Alors
| Ajouter F' a By
Sinon
| Retirer F' de B

Retourner 53 ¥

Fin

ALGORITHME 2.2 — CONSTRUCTION NAIVE D’UNE OBSTRUCTION

Cependant, la cardinalité de la famille étendue de partitions P peut étre exponen-
tielle en la cardinalité de I'univers U et de la famille de partitions P. Cette explosion
combinatoire provient de la conditionnelle “Si 3 ;» € P telle que F est I'unique pétale
non retiré dans cette partition”, qui travaille sur la famille étendue de partitions P. Afin
d’obtenir une meilleure complexité en temps, nous devons modifier cette conditionnelle
afin d’utiliser la famille de partitions P. Pour cela, nous allons la remplacer par un
processus de marquage sur les parties des partitions de P.

Processus de marquage. Lorsqu’un pétale F’ est retiré suite a I'instruction “Retirer F'
de B”, celui-ci induit un forcage sur la P-obstruction en cours de construction : certains
pétales devront étre ajoutés a cette P-obstruction, tandis que d’autres ne pourront pas
étre ajoutés. Par ailleurs, ce forcage est susceptible de se propager a d’autres pétales.
De ce fait, dés qu'un pétale est retiré, nous appellerons I'algorithme MISE A JOUR DES
MARQUAGES défini ci-dessous.

Pour ce processus, nous introduisons deux autres marquages des pétales : inter-
dit et forcé. Un pétale marqué interdit ne pourra pas étre ajouté a la P-obstruction
en cours de construction, tandis qu'un pétale marqué forcé devra y étre ajouté. Pour
obtenir notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION, décrit ci-dessous, nous
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remplacons dans 'algorithme CONSTRUCTION NAIVE D’UNE OBSTRUCTION la condition-
nelle problématique, travaillant sur la famille étendue de partitions P, par une nouvelle
conditionnelle, travaillant cette fois sur la famille de partitions P de base, et controlant
le marquage des pétales. L’algorithme MISE A JOUR DES MARQUAGES sera alors appelé
apres chaque occurrence de I'instruction “Retirer F' de B”, et nous retirons ensuite tous
les pétales ayant été marqués interdits durant ce processus de marquage.

Début
// marquage des pétales tinterdits
Tant Que 3 un pétale I’ et une partition (Fy,..., F,, F,1,...,F,) € P tel que F =
(UP_, F}) et V1 < i < p, F; est retiré ou interdit Faire
| Marquer F' comme interdit
// marquage des pétales forcés
Tant Que 3(F, Fy, ..., F,, Fpq,..., F,) € P,avec F' = F U Fy, U... U F, tel que soit
F' = U, soit F’ est marqué forcé, et V2 < ¢ < p, F; est retiré ou interdit Faire
| Marquer F' comme forcé

Fin

ALGORITHME 2.3 — MISE A JOUR DES MARQUAGES

Données : Une famille de partitions P
Résultat : Une P-obstruction (s'il en existe une)
Début
B < l'ensemble des pétales de P
B f 0
Pour Chaque F' € B tel que |F| = 1 Faire
| Retirer F' de B
Pour Chaque F' € B par ordre d’inclusion Faire
Si I est marqué forcé ou 3 F' € B, tel que F’ C F Alors
| Ajouter F' a By
Sinon
Retirer F' de B
L MISE A JOUR DES MARQUAGES
| Retirer tous les pétales marqués interdits
Retourner B;

Fin

ALGORITHME 2.4 — CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION

Remarquons que dans tout arbre P-partitionnant partiel 7, pour chaque noeud =z
de 7, l'union des feuilles du sous-arbre 7'(z) correspond a un pétale noté F(z). Par
ailleurs, s’il existe un autre arbre P-partitionnant partiel 7" ayant un noeud y tel que
T'(y) correspond a un pétale F(y) = E(x), alors nous pouvons remplacer dans 7 le sous-
arbre T'(x) par T'(y), et nous obtenons ainsi un nouvel arbre P-partitionnant partiel.
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LEMME 2.3.4
Un pétale F' est marqué interdit si et seulement s’il existe un sous-arbre T'(z) d’'un arbre
P-partitionnant partiel, affichant une sous-partition de P, et tel que :

— chaque pétale associé a une feuille de T (x) est retiré;

— l'union de ces pétales est exactement F.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que le sous-arbre 7'(z) existe. Nous
allons montrer que le pétale F' correspondant aux feuilles de 7'(z) est marqué interdit.
Notons que par la construction de I'arbre T, effectuée a I'aide de la grammaire de rec-
ollement d’arbres sur P, chaque noeud interne y de T'(z) correspond a une partition
py € P.

Par construction de l'arbre 7', 'union des feuilles £(y) de T'(y) forment un pétale.
En considérant les noeuds internes du sous-arbre 7'(z) des feuilles vers la racine, nous
montrons par induction que tous les pétales de ce type sont alors marqués interdits.
Ainsi, lorsque le noeud y est considéré, pour chacun de ses fils v, . . ., y,, soit ce fils est
une feuille de I'arbre et donc correspond a un pétale qui a été retiré, soit E(y;) a été
précédemment marqué interdit. De ce fait, 'algorithme MISE A JOUR DES MARQUAGES
marque interdit le pétale formé par E(y), et le pétale formé par F(x) est finalement
marqué interdit.

Supposons maintenant que F' est un pétale marqué interdit. Nous allons construire
un arbre P-partitionnant partiel 7', contenant un noeud z tel que 7'(x) correspond au
LEMME.

Nous allons procéder par induction, en suivant 'ordre par inclusion, sur les pétales
marqués interdits. Lorsqu’un pétale F' est marqué interdit, il est 'union de plusieurs
pétales F1,..., F,, ou chacun de ces pétales est retiré ou marqué interdit, et tel que
(Fy,...,F,, Fyiq, ..., F,) € P. Par hypothese d’'induction, pour chaque pétale [}, avec
i < p, nous pouvons lui associer un sous-arbre 7; (qui est un sous-arbre dun arbre
‘P-partitionnant partiel) tel que les pétales associés avec les feuilles de T}, qui forment
une partition de Fj, sont tous retirés. Notons que, si F; est un pétale retiré, alors le
sous-arbre T} est en fait une feuille de 'arbre T'.

Considérons maintenant un sous-arbre 7'(x) formé par une racine z, correspon-
dant a la partition (F1,..., F,, F,1,...,F,) € P, et reliée aux racines des sous-arbres
Ty,...,T,. Considérons également une partition (F, Fy,..., F) € P (une telle partition
existe, car I’ est un pétale). Notons que U; F] = U;>,, 1 F;. Larbre T' est alors obtenu en
choisissant une racine z, correspondant a la partition (F, FY, ..., F/), et a laquelle nous
relions le sous-arbre 7'(z) en ajoutant une branche {z, z}, et tel que pour chaque pétale
F7 nous ajoutons une feuille adjacente a la racine z et associée a ce pétale. De ce fait,
I'arbre final T" est un recollement de I'arbre enraciné en x et de 'arbre enraciné en z.
Par construction I'arbre 7" est un arbre P-partitionnant partiel affichant un élément de
la famille étendue de partitions P. Il est aisé de voir que toutes les feuilles de T'(z) sont
alors associées a des pétales retirés. O

LEMME 2.3.5
Un pétale F est marqué forcé si et seulement s’il existe une partition dans P telle que F' est
l'unique pétale non retireé.
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Démonstration. Supposons tout d’abord que F' est 'unique pétale non retiré d'une par-
tition 1 € P, et montrons que F sera marqué forcé. Soit 7 un arbre P-partitionnant
partiel affichant la partition . On note r = z, la racine de 7', et P = (xq, 21, ..., 2, = u)
I'unique chemin dans 7" de r vers la feuille u correspondant a F'. Par le LEMME 2.3.4,
pour chaque noeud z; (avec 0 < i < t — 1), et chaque fils y de z;, différent de z;,1, le
sous-arbre 7T'(y) correspond a un pétale retiré ou marqué interdit. Par la condition de
marquage forcé utilisée dans notre algorithme MISE A JOUR DES MARQUAGES, les pétales
E(z1), E(x9), ..., E(x;) seront successivement marqués forcés. En particulier, F' = E(x;)
sera marqué force.

Réciproquement, montrons que si le pétale I’ est marqué forcé, alors il existe une
partition . € P telle que F est Punique pétale non retiré. Pour cela, nous effectuons
une induction sur 'ordre du marquage forcé. Lorsque du tout premier marquage forcé
d’un certain pétale Fj, nous sommes nécessairement dans la situation ou il existe une
partition (Fy, I, ..., F,) € P telle que chaque F; est retiré ou marqué interdit. Pour ce
premier pétale [y, construisons un arbre P-partitionnant partiel 7'. Pour chaque F;, avec
2 < i < p, il existe un sous-arbre T;(z;) d’un certain arbre P-partitionnant partiel 7; ou
E(x;) = F;, tel que toutes les feuilles de T;(z;) correspondent a des pétales retirées.
L’arbre T est formé dune racine r, a laquelle est recollé chaque sous-arbre T;(z;), et
une feuille correspondant au pétale Fj,. Nous obtenons ainsi un arbre P-partitionnant
partiel affichant la partition (Fy, F», . .., F,) et dont 'unique pétale non retiré est ;. Ceci
prouve le cas de base de notre induction, ainsi que tous les cas ou le marquage forcé se
fait sur la condition F" = U/ dans notre algorithme MISE A JOUR DES MARQUAGES.

Il nous reste le cas ou le marquage forcé du pétale F' se fait sur la condition ou F”’ est
marqué forcé. Par hypothése d’induction, il existe un arbre P-partitionnant partiel 77,
affichant une partition dont F” est 'unique pétale non retiré. Soit y la feuille de 7" cor-
respondant au pétale F’. Nous recollons au noeud « de 7" les sous-arbres 7;(z;) définis
comme auparavant, ainsi qu'une feuille correspondant au pétale F'. Nnous obtenons un
arbre P-partitionnant partiel affichant la partition (F, F5,. .., F,, F,41,..., F,) et dont
I'unique pétale non retiré est F'. O

Complexité de l’algorithme. Intéressons-nous maintenant a la complexité en temps
de notre algorithme. Cette complexité au pire des cas est obtenue par :

— les appels a 'ALGORITHME MISE A JOUR DES MARQUAGES ;

— la complexité du test “IF” € By : F' C F” de TALGORITHME CONSTRUCTION D’UNE

OBSTRUCTION.

Ces deux cas sont polynomiaux en le nombre total de pétales, la cardinalité de P,
et la cardinalité de l'univers ¢/. En fait, le nombre total de pétales est au plus || - |P|,
puisque chaque partition a au plus |U/| parties.

La complexité globale en temps de notre ALGORITHME CONSTRUCTION D’UNE OB-
STRUCTION est donc :

O*(|P|* - poly (1))

Il nous faut toutefois nous assurer que le test déterminant si un pétale F' contient
un autre pétale I’ € B; peut également étre effectué dans ce méme temps d’exécution.
Pour cela, nous construisons un graphe orienté acyclique G,.:q.s dans lequel chaque
noeud est un pétale (non trivial) de P, et tel que la cléture transitive du graphe corre-
spond a la relation d’inclusion entre les pétales (le graphe est donc de taille O*(|P|?)).
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Ainsi, lorsqu’un pétale F” est ajouté a la solution partielle By, tous les pétales F tel qu’il
existe un chemin de F’ a F' dans Gpetqes sSont marqués forcés par inclusion. En utilisant
des techniques standards, ce marquage peut étre effectué en temps linéaire en la taille
du graphe G,ciaies-

Nous verrons dans la SECTION 2.4 qu’il est possible, pour la largeur arborescente no-
tamment, de réduire la complexité de cet algorithme. Il nous faudra alors nous assurer
que la taille du graphe G145 Suivra cette réduction.

2.4 Exemples pour quelques largeurs de graphes

Dans cette section, nous allons définir des familles de partitions associées a quelques
largeurs de graphes bien connues. Pour une largeur considérée, notre algorithme CON-
STRUCTION D’UNE OBSTRUCTION nous permet de construire, pour un graphe donné, une
obstruction optimale a cette largeur en temps polynomial en la taille de la famille de
partitions correspondante et la taille du graphe.

Les familles étendues de partitions P que nous allons définir pour ces quelques
largeurs seront construites a 'aide de notre grammaire de recollement, ce qui differe
légérement de la construction utilisée par LYAUDET et al. [LMT10] pour leurs familles
étendues de partitions P’. De ce fait, nos familles P contiendront potentiellement moins
de partitions que leurs familles 7’. Or, nous aurons besoin de montrer que nos familles
P sont raffinantes, de sorte que notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUC-
TION puisse s’appliquer a ces familles, et construire une P-obstruction satisfaisant le
THEOREME 2.3.1 de dualité.

Nous verrons qu’en fait, dans le cas des largeurs de graphes que nous allons étudier,
chacune de nos familles P est contenue dans la famille 7’ classique correspondante,
et que ces familles classiques sont raffinantes. Nous utiliserons alors le lemme suivant
pour montrer que nos familles P sont également raffinantes.

LEMME 2.4.1

Soient P et P’ deux familles de partitions, telles que P C P'. Supposons que P’ est raffi-
nante, et que pour toute partition ;' € P’, il existe une partition u € P plus fine que 4.
Alors P est raffinante.

Démonstration. Considérons deux familles de partitions P et P’ telles que définies dans
ce lemme. Prenons deux partitions (o, A), (B, 3) € P, telles que AN B = . Nous allons
montrer que P contient une partition plus fine que («, ), impliquant donc que la famille
P est raffinante.

Puisque P C 7', les deux partitions («, A), (B, 3) appartiennent également a P’
Comme la famille P’ est raffinante, il existe une partition 1/ € P’ plus fine que la
partition («, ), et par hypothése, la famille P contient une partition x plus fine que la
partition 4/, qui est de surcroit plus fine que la partition (o, 3). La famille P est donc
raffinante. O]
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2.4.1 Largeur arborescente (tree-width)

Décomposition classique. Donnons une définition alternative de la décomposition
arborescente classique, plus proche de nos outils de partitionnement. Soit 7" un arbre
partitionnant partiel sur 'ensemble d’arétes du graphe G = (V, E), et considérons un
noeud interne v de 7. En supprimant le noeud u, 7" est décomposé en sous-arbres
Ti,...,T,. Pour chaque sous-arbre 7;, I'union des sous-ensembles d’arétes associés aux
feuilles de 7; forme un ensemble E;. Notons ur(u) = (Ei,...,E,), et observons que
pr(u) est une partition de F(G).

Rappelons que l'aréte-frontiére (edge-border) d’'une partition p de E(G), notée 6(u),
est 'ensemble des sommets de G incidents a au moins deux arétes contenues dans des
parties distinctes de p. Nous dirons qu'un arbre partitionnant partiel 7" sur F(G) est
de largeur arborescente au plus £ > 1 si, pour tout noeud interne u, J(ur(u)) est de
cardinalité au plus k£ + 1. Par AMINI et al. [AMNTO09], un graphe connexe et non ré-
duit a une aréte est de largeur arborescente au plus k, s’il existe un arbre partitionnant
T non partiel de largeur arborescente au plus k. Sans entrer dans les détails de leur
démonstration, nous pouvons remarquer qu'un arbre partitionnant 7' non partiel de
largeur arborescente au plus k peut étre facilement transformé en une décomposition
arborescente, au sens de la définition classique (voir SECTION 1.3). La décomposition
arborescente utilise le méme arbre 7, en mettant comme sac de chaque noeud interne
u l'aréte-frontiére 6(ur(u)), et comme sac de chaque feuille v les deux sommets corre-
spondants a I'aréte associée a v.

Notons qu’AMINI et al. [AMNTO09] ont montré que la famille de partitions P, cor-
respondant aux arbres partitionnants partiels de largeur arborescente au plus £ d'un
graphe, est raffinante.

Nouvelle famille de partitions. Pour notre objectif de construction explicite d’'une
obstruction pour la largeur arborescente, nous devons définir une famille de partitions
P de base, telle que la famille étendue de partitions P!™ soit raffinante, qu’'un graphe
soit de largeur arborescente au plus k si et seulement si une partition en singletons
appartient & Pi™, et que P{™ soit de cardinalité raisonnable.

Nous pourrions étre tentés d’utiliser, comme le font AMINI et al. [AMNTO09], la
famille des partitions de E(G) pour lesquelles I'aréte-frontiére est de cardinalité au
plus k£ + 1. Cependant, en considérant comme graphe G une étoile ayant n — 1 feuilles,
et k = 1, toute partition des arétes satisfait cette propriété, et la famille de partitions
contient alors un nombre exponentiel de partitions de base.

C’est pourquoi nous définissons la famille de partitions P} comme étant 'ensemble
des partitions p de E(G) telles que |6(u)| < k + 1, et les pétales de p correspondent
soit a une aréte ayant ses deux extrémités dans 6(u), soit aux arétes incidentes a une
composante connexe de G — d(u). Cette seconde condition nous permet d’obtenir une

famille de partitions P{" dont la cardinalité est de I'ordre de (kzl) = O(n**h).

La famille étendue de partitions P{™ est alors construite a I'aide de notre grammaire
de recollement d’arbres sur P (voir SECTION 2.3.1). Clairement, notre famille P!" est
incluse dans cette famille 7/, . En fait, les arbres P{™-partitionnants partiels, obtenus par
notre grammaire, correspondent aux décompositions arborescentes dites « connexes »,
et il est bien connu que toute décomposition arborescente peut étre transformée en une
décomposition arborescente « connexe ».
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Pour que la famille de partitions P;" puisse étre utilisée par notre algorithme CON-
STRUCTION D’UNE OBSTRUCTION, afin de construire une 75,§W—0bstruction (C’est-a-dire un
bramble) du graphe donné en entrée, il nous reste a montrer que la famille étendue de
partitions P est raffinante. Nous allons pour cela utiliser le LEMME 2.4.1.

LEMME 2.4.2
La famille P}~ est raffinante.

Démonstration. Considérons un arbre partitionnant partiel 7" de largeur au plus k sur
la famille de partitions classique P{,, enraciné en un noeud r et affichant une parti-
tion i/ € Py, et supposons qu’il existe un noeud z de cet arbre, tel que le sous-arbre
T'(x) contient des feuilles n’induisant pas une composante connexe de G. De ce fait, la
partition z/ nappartient pas & notre famille étendue de partitions P!".

Nous allons transformer cet arbre partitionnant partiel 77, sur la famille de partitions
classique P;¥, en un arbre P;¥-partitionnant partiel 7', de telle sorte que la partition 4
affichée par notre arbre 7" appartienne & notre famille étendue de partitions P, et soit
plus fine que la partition i/ € P}, affichée par 'arbre 7”. Par le LEMMA 2.4.1, nous en
déduirons alors que notre famille étendue de partitions P{" est raffinante.

Sans perte de généralité, supposons que z est 'un des noeuds les plus proches de la
racine r de T". Soit v/ = (o/, A}, ..., A}) la partition correspondant au noeud x de 7", ou
Al U...U A correspond a l'union E'(x) des feuilles du sous-arbre 7"(z), et supposons
que A}, ne correspond ni a une aréte ayant ses deux extrémités dans §(+'), ni aux arétes
incidentes a une composante connexe de G — §(v/). Comme 7" est de largeur au plus £,
nous avons |§(v)] < k.

Sans augmenter la largeur de l'arbre 77, le pétale A}, peut étre découpé en plusieurs
pétales By, ..., B,, de sorte que B;U...UB, = A}, et telles que chacun de ces pétales cor-
respond soit a une aréte ayant ses deux extrémités dans ('), soit aux arétes incidentes
a une composante connexe de G — §(/). De plus, il existe une étoile P;"-partitionnante
partielle, affichant une partition (By,...,B,, ) € 75,2‘” telle que B = AU ...UA .
Nous pouvons alors construire un nouvel arbre partitionnant partiel 7”, en remplacant
la feuille de I'arbre 7" correspondant au pétale A} par cette étoile P, -partitionnante
partielle. Par construction, la partition y” = (A},..., A, |, By,..., B,) affichée par ce
nouvel arbre 7" est plus fine que la partition 1 affichée par 'arbre 7.

En procédant ainsi pour chaque pétale A} ayant les mémes propriétés, nous obtenons
un arbre P;"-partitionnant partiel 7, affichant une partition x plus fine que 4/, de
largeur |5(p)| = [6(x/)| < k, et appartenant & notre famille P'™. En répétant cette
construction pour toutes les arbres partitionnants partiels affichant une partition de la
famille P/, et par le LEMME 2.4.1, nous obtenons 'ensemble des éléments de la famille
étendue de partitions P¥, et en déduisons que notre famille P{* est raffinante. O

Le THEOREME 2.3.1 peut donc s’appliquer & notre famille étendue de partitions P!
pour la largeur arborescente, et notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION
construira une P¥-obstruction du graphe donné en entrée si et seulement s’il n’admet
pas d’arbre P}¥-partitionnant.
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Obstruction classique. La notion usuelle d’obstruction a la largeur arborescente est
appelée « bramble ». Elle a été initialement introduite sous deux notions différentes
mais équivalentes, appelées « écran » (screen) et « havre » (haven), par SEYMOUR et
THOMAS [ST93]. Son nom actuel a été donné par REED [Ree97].
Un bramble d’ordre k, dans un graphe G = (V, E), est un ensemble 5 de sous-
ensembles de V(G) tel que :
— chaque élément de B induit un sous-graphe connexe de G ;
— pour toute paire d’éléments de B, ces deux éléments se touchent, c’est-a-dire que
leur union induit un sous-graphe connexe de G ;
— il existe un « ensemble intersectant » d’éléments de B de cardinalité au plus &,
c’est-a-dire un sous-ensemble de sommets C' C V() de taille au plus £ tel que
chaque élément de 55 contient au moins un sommet de C'.

Construction d’une obstruction. Nous pouvons obtenir un bramble du graphe G, a
partir de la 75,E;W—obstruction construite par notre algorithme. Pour cela, a partir de la
75,§W—obstruction BB obtenue, et pour chaque pétale F' € B, nous mettons dans le bramble
I'ensemble des sommets de GG incidents uniquement aux arétes contenues dans F.

Pour un graphe G donné, si la famille étendue de partitions P! définie plus haut ne
contient pas la partition de £(G) en singletons, alors notre algorithme CONSTRUCTION
D’UNE OBSTRUCTION trouvera une P!"-obstruction de G en temps O(|Pf|* - poly(n)).
Comme notre famille de partitions P" est de cardinalité au plus O(n**1), nous obtenons
un temps d’exécution de O(n?**2 - poly(n)).

Nous pouvons cependant améliorer I'estimation du temps d’exécution de notre algo-
rithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION, en étudiant plus en finesse la structure de
la famille de partitions P;~.

LEMME 2.4.3
L’algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION peut étre modifié pour construire une
Piv-obstruction pour la largeur arborescente en temps O(nf+4).

Démonstration. Nous donnons ici les grandes lignes de la démonstration, et utilisons
notamment certaines idées de ARNBORG et al. [ACP87] sur les décompositions arbores-
centes.

Soit G = (V, F) un graphe. Etant donné un arbre P¥-partitionnant partiel 7' de G,
enraciné en r, et un noeud interne i de 7, nous notons Er (i) le sous-ensemble formé
par l'union des pétales associées aux feuilles du sous-arbre 7'(i) enraciné en i. L’arbre T’
est alors transformé en un nouvel arbre P}¥-partitionnant partiel 7" enraciné en 7/, tel
que :

— les racines r et 7’ des deux arbres 7" et 1" correspondent a la méme partition de

P

— pour chaque noeud interne i de 7', différent de la racine r, il existe un noeud
interne ' de 7" tel que Er(i) = E7(i’), et tel que les pétales associés aux feuilles
de T'(i) sont exactement les pétales associés aux feuilles de 77(7’) ;

— pour chaque noeud interne j de 7', différent de la racine r, dont 1, est la partition
correspondante, 'aréte-frontiere de la partition ;; dans 7" est exactement l'aréte-
frontiére de la partition (E7(j), E(G) \ Er/(j)) dans 7" complétée d’un sommet
supplémentaire.
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De ce fait, dans notre algorithme MISE A JOUR DES MARQUAGES, il nous suffit de con-
sidérer les « bons couples » de la forme (Er(j), E(G) \ Er/(j)), ce qui signifie que
nous pouvons nous restreindre aux « bons couples » (F, i) tels que §(u) correspond a
§((F,E(G) \ F)) complété d’'un sommet supplémentaire. De plus, nous pouvons sup-
poser que le pétale F' n’est pas un singleton (c’est-a-dire n’est pas un pétale de cardi-
nalité 1), puisque ces singletons sont retirés dans une premiére étape de notre algo-
rithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION.

Nous allons montrer que le nombre de ces pétales utiles est d’au plus O(n**+2), et
que calculer la liste de ces pétales peut étre effectuée en temps O(n*3). Le nombre
d’éléments de la famille de partitions P{™ est d’au plus O(n**!), puisque nous consid-
érons uniquement les partitions de la forme y = (F,...,F,) ou |[0(p)| < k + 1, par
définition de la famille P;". Pour chaque partition x, le nombre maximum de pétales
n’étant pas un singleton est au plus n, donc le nombre total de pétales utiles est d’au
plus n - O(n*f*1) = O(n*+?). Et pour chaque pétale F' n’étant pas un singleton, nous as-
socions au plus n « bons couples » de la forme §((F, E(G) \ F)) complété d’un sommet
supplémentaire, ce qui nous donne au plus O(n**3) « bons couples ». La liste de ces
« bons couples » peut donc étre calculée en temps O(n*+3).

Enfin, pour chaque « bon couple » (F, 1), nous associons au plus m pétales de y con-
tenus dans /', que nous pouvons réduire a au plus n pétales puisque nous ne conservons
que les pétales n’étant pas des singletons. Ce traitement effectué pour la mise a jour des
marquages nous donne finalement un temps d’exécution global de O(n*4).

Enfin, pour que notre algorithme MISE A JOUR DES MARQUAGES puisse s’exécuter
dans le méme temps, nous devons nous assurer que le graphe G¥, .. peut étre égale-
ment construit en temps O(n*™). La encore, en réutilisant certaines idées de ARNBORG
et al. [ACP87], il peut étre montré que pour tout pétales F' et F’ tels que F' C I, il
existe un autre pétale F” tel que F' C F” C F, et que le pétale F' est associé a une
partition 1 ol §(p) correspond a §((F, E(G) \ F)) complété d’'un sommet supplémen-
taire. De ce fait, il suffit de n’ajouter au graphe G, .. que les arcs reliant les pétales
et " et respectant cette propriété. Ainsi, pour un pétale F', nous considérons au plus n
partitions u, chacune d’elles nous donnant au plus n pétales F”, et donc le pétale F' a au
plus n” arcs entrants dans le graphe G ... La taille globale du graphe G¥ ., est donc

au plus O(n*+3), et peut étre construit en temps O(n*+4). O

Classes de graphes avec un nombre polynomial de séparateurs minimaux. Grace
a la structure de la famille de partitions P;", nous avons pu obtenir un temps d’exé-
cution linéaire en la taille de cette famille. Toutefois, le facteur exponentiel dans le
temps d’exécution de notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION dépend de
la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

Lorsque notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION est appliqué a une
classe de graphes ayant un nombre polynomial de séparateurs minimaux, il est pos-
sible de s’affranchir de cette dépendance en se concentrant sur la construction d’une
« obstruction compacte » (compact bramble), et en ne conservant que les partitions u
pour lesquelles §(u) est une « clique maximale potentielle ». Nous obtenons alors un
temps d’exécution réellement polynomial de O(n'r?), ne dépendant pas de k, ot r est
le nombre de séparateurs minimaux du graphe donné en entrée (voir [BTO1, FKTV08]).

Pour plus de détails sur ce résultat, nous invitons le lecteur a se référer a la version
longue de notre article [CMT09].
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2.4.2 Largeur de branches (branch-width)

Décomposition classique. La notion classique de décomposition en branches (branch-
decomposition) de largeur k£ d’'un graphe G = (V| F) est définie comme étant un arbre
T ternaire, tel que les feuilles de 7" sont en bijection avec les arétes de G, et pour toute
branche e € T, la partition (A, A) de E engendrée par la suppression de la branche ¢
est telle que [§((A, A))| < k.

En réutilisant notre terminologie, les décompositions en branches partielles de F de
largeur au plus k, ou les feuilles de la décomposition peuvent étre associées a des sous-
ensembles d’arétes, correspondent a des arbres P} -partitionnants partiels qui sont dits
de largeur au plus k, et la famille classique de partitions P/  pour la largeur de branches
est composée de 'ensemble des partitions affichées par ces arbres P/ -partitionnants
partiels. Toutefois, a l'instar de la famille engendrée par les décompositions arbores-
centes classiques, les pétales des partitions ;. de P/ ne sont pas forcément des com-
posantes connexes de G—d(u), et la cardinalité de cette famille est donc potentiellement
trop grande pour notre algorithme.

Nouvelle famille de partitions. Pour y remédier, nous allons définir une nouvelle
famille de partitions pour la largeur de branches. Remarquons que FOMIN et al. [FMTO5]
ont introduit indépendamment une notion tres similaire appelée « bloc », et que nous
aurions pu également utiliser ici.

Soit G = (V, E) un graphe. Une k-troika d’'un sous-ensemble X C V(&) est un
triplet (A, B, C') de sous-ensembles de V(G), ou |A| < k, |B| < k, |C| < k, et tels que
AUB = BUC = CUA = X. Une partition p = (Ey, ..., E,) de E(G) est compatible avec
une k-troika (A, B, C) si §(u) = X, et pour chaque élément E; de la partition, § ((E;, E;))
appartient a 'un des trois sous-ensembles A, B ou C'. En d’autres termes, chaque pétale
de la partition p est rattaché a 'un des trois éléments A, B ou C de la k-troika.

La famille PP est définie comme étant I'ensemble des partitions p = (Ey, B, . .., E,)
de E(G) compatibles avec des k-troikas de V' (G), et telles que chaque élément E; corre-
spond soit a une aréte ayant ses deux extrémités dans 0(u), soit aux arétes incidentes a
une composante connexe de G — (). La famille étendue de partitions PP est alors con-
struite a 'aide de notre grammaire de recollement d’arbres sur PP (voir SECTION 2.3.1),
et correspond aux arbres Pp¥-partitionnants partiels de largeur au plus k.

Il est important, pour notre algorithme, que la famille de partitions PP™ soit de taille
raisonnable. Nous allons donc décrire la construction de cette famille, afin d’en déduire
sa cardinalité.

Observation ([PT05]). Si une partition i est compatible avec une k-troika de G, alors
5(w)| < [3k/2).

Tout d’abord, nous énumérons tous les sous-ensembles connexes de V' (G) de taille au
plus |3k/2], en temps O(nl?*/2). Pour chaque sous-ensemble connexe X C V(G), nous
ajoutons & PPV toute partition non triviale (c’est-a-dire contenant certains pétales de
cardinalité au moins 2) résultant d'une k-troika (A, B, C') de X respectant les conditions
définies ci-dessus pour la famille Pp¥. La famille de partitions PP obtenue contient
alors au plus O(313%/2] . pl3k/2]) partitions, chacune d’entre elles contenant au plus n
pétales non triviaux.
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Remarquons que notre algorithme générique doit étre 1égérement adapté pour cette
famille de partitions, en ne considérant que le recollement d’arbres (et donc de parti-
tions de P}QW) compatibles avec des k-troikas.

Pour que la famille de partitions PP™ puisse étre utilisée par notre algorithme CON-
STRUCTION D’UNE OBSTRUCTION, afin de construire une Pp%-obstruction (cest-a-dire
un enchevétrement) du graphe donné en entrée, il nous reste a montrer que la famille
étendue de partitions P}™ est raffinante.

LYAUDET et al. [LMT10] ont montré que la famille classique de partitions 75{)W pour la
largeur de branches est raffinante. Par ailleurs, toute décomposition en branches 7" peut
étre transformée en une décomposition en branches 7" connexe (voir notamment [PTO5,
FMTO05, BFF*10]), c’est-a-dire que les feuilles de 7" correspondent a des composantes
connexes, la partition affichée par 7" est plus fine que la partition affichée par 7', et
pour tout noeud interne v’ de 7" correspondant a une partition y/, §(y') correspond
a une troika. Les arbres Pp"-partitionnants partiels, que nous obtenons a l'aide des k-
troikas, correspondent a ces décompositions connexes. Donc pour toute partition y’ de
la famille classique P, notre famille PPV contient une partition plus fine que /. De
ce fait, comme la famille classique P, est raffinante, et par le LEMME 2.4.1, nous en
déduisons que notre famille 75,?‘” pour la largeur des branches est raffinante.

Le THEOREME 2.3.1 peut donc s’appliquer & notre famille étendue de partitions PP*
pour la largeur de branches, et notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION
construira une PP¥-obstruction du graphe donné en entrée si et seulement s’il n’admet
pas d’arbre P}V-partitionnant (non partiel).

Obstruction classique. La notion usuelle d’obstruction a la largeur de branches est
appelée « enchevétrement » (tangle). Elle a été initialement introduite par ROBERTSON
et SEYMOUR [RS91].

Un enchevétrement (tangle) d’ordre k, pour une fonction de partitionnement ¥ dans
un graphe G = (V, F), est un ensemble 7 de sous-ensembles de F(G) tel que :

— pour toute partition (A, A) de E(G) telle que Uy, ((A, A)) < k, soit A € T, soit

AcT;
-siA, B,CeT,alors AUBUC # E(G);
— pour toute aréte e € E(G), E(G) \{e} ¢ T.

Construction d’une obstruction. En utilisant notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE
OBSTRUCTION appliqué a la famille de partitions P}%, nous pouvons obtenir une 75,';”—
obstruction B du graphe donné en entrée en temps O(|Pp¥|? - poly(n)). Comme notre
famille de partitions PP" est de cardinalité au plus O(n!?*/2)), nous obtenons un temps
d’exécution de O (n*13%/2) . poly(n)) = O*(n*).

Rappelons que la famille de partitions P;" est construite a partir de 'ensemble des
arétes F(G) d’un graphe G. A partir de la PP"-obstruction obtenue, nous pouvons con-
struire un enchevétrement 7 d’ordre k du graphe G comme suit: 7 = {A | A € B}. Cela
implique que le graphe GG considéré est de largeur de branches au moins %£. Nous pou-
vons remarquer que I'enchevétrement que nous construisons est compact, c’est-a-dire de
taille réduite par rapport a un enchevétrement classique, car nous ne considérons que
certaines sous-partitions provenant de décompositions partielles connexes.
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Notons que Hicks [HicO4] a donné un algorithme spécifique pour la largeur de
branches, construisant un enchevétrement en temps O(m - n?*"~2), 1égérement plus
rapide que notre algorithme (mais toujours XP) en tirant partie de propriétés struc-
turelles spécifiques de la largeur de branches.

2.4.3 Largeur de découpe (carving-width)

Décomposition classique. Classiquement, la notion de largeur de découpe est définie
en terme de « découpage » (carving). Deux sous-ensembles de sommets A, B C V(G)
d’'un graphe G = (V, E) se croisent si AN B, A— B, B— AetV(G) — (AU B) sont tous
non vides.

DEFINITION 2.4.1 (découpage)
Un découpage de l'ensemble V(G) de sommets d’'un graphe G est un ensemble C de sous-
ensembles de V' tel que :

1. 0, V(G) ¢C;
2. les éléments de C ne se croisent pas;

3. C est maximal sous les deux conditions précédentes.

En fait, un tel découpage peut étre vu comme provenant d'une décomposition de
I'ensemble V' ((), ce qui nous donne une notion de décomposition pour la largeur de
découpe [ST94]. Prenons un arbre 7T ternaire, dans lequel les feuilles sont en bijection
avec les sommets de (5, et pour chaque branche e¢ € T, notons T} (e) et Tx(e) les deux
sous-arbres obtenus en supprimant la branche e dans I'arbre T, et y1;(e) = (Vi(e), Va(e))
la partition de V' (G) obtenue (ou V,(e) = V(G)\Vi(e)). Alors 'ensemble C des partitions
qu’il est possible d’obtenir en supprimant une branche de I'arbre 7" est un découpage
de I'ensemble V(G) [ST94]. Remarquons que cette notion de décomposition pour la
largeur de découpe est tres similaire a la décomposition en branches, en échangeant en
quelque sorte le réle des sommets et des arétes.

La largeur d’une telle décomposition du graphe G est définie a partir de la notion de
sommet-frontiére (vertex-border) d'une partition p, notée J(u), qui contient ’ensemble
des arétes de (G incidentes a deux sommets contenus dans des parties distinctes de
la partition p. Une décomposition de découpe est de largeur au plus £ si pour toute
partition p de cette décomposition, |0(u)| < k.

Dans le cadre de notre terminologie, une décomposition de découpe partielle de V (G)
de largeur au plus k, ot les feuilles peuvent correspondre a des sous-ensembles de som-
mets, correspondent a des arbres P/, -partitionnants partiels qui sont dits de largeur
au plus k, et la famille classique de partitions 75éarw pour la largeur de découpe est com-
posée de 'ensemble des partitions affichées par ces arbres P._ . -partitionnants partiels.
La encore, cette famille est potentiellement de trop grande cardinalité pour notre algo-

rithme.

Nouvelle famille de partitions. Nous définissons une nouvelle famille de partitions
pour la largeur de découpe de maniere similaire a la famille pour la largeur de branches,
en introduisant la notion de « k-aréte-troika ». Soit G = (V, E') un graphe. Une k-aréte-
trotka d'un sous-ensemble X C FE(G) est un triplet (A4, B,C') de sous-ensembles de



2.4. EXEMPLES POUR QUELQUES LARGEURS DE GRAPHES 73

E(G),ou |Al <k, |B| <k, |C| <k,ettelsque AUB=BUC =CUA = X. Une
partition u = (Vi,...,V,) de V(G) est compatible avec une k-aréte-troika (A, B, C') si
d(p) = X, et pour chaque élément V; de la partition, V; N X appartient a I'un des trois
sous-ensembles A, B ou C.

La famille P> est définie comme étant 'ensemble des partitions o = (V4, Vs, ..., V})
de V(G) compatibles avec des k-arétes-troikas de E(G), et telles que chaque élément
V; correspond a une composante connexe de G — 9(u). La famille étendue de partitions
ﬁgarw est quant a elle construite a 'aide de notre grammaire de recollement d’arbres
sur Pg>™ (voir SECTION 2.3.1), et correspond aux arbres Py -partitionnants partiels
de largeur au plus k.

Par des arguments similaires a ceux utilisés dans le cas de la famille de partitions
PP pour la largeur de branches, et en utilisant notamment des résultats de SEYMOUR
et THOMAS [ST94] relatifs a la connexité d'un découpage, nous pouvons montrer que la
famille P est de taille raisonnable, et que la famille étendue de partitions 75,?” est
raffinante.

Nous pouvons donc utiliser notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION
pour construire P -obstruction du graphe donné en entrée si et seulement s'il n’admet
pas d’arbre Pg*"-partitionnant (non partiel).

Obstruction classique. La notion usuelle d’obstruction a la largeur de découpe est
appelée « inclinaison » (tilt). Elle a été introduite par SEYMOUR et THOMAS [ST94].
Une inclinaison (tilt) d’ordre k, pour une fonction de partitionnement ¥ dans un
graphe G = (V, E), est un ensemble 7 de sous-ensembles de V' (G) tel que :
— pour toute partition (A4, A) de V(G) tel que ¥ ((A, A)), soit A € B, soit A € T ;
-siA,B,CeT,alors AUBUC #V(G);
— pour toutv € V(G), {v} € T.

Construction d’une obstruction. En utilisant notre algorithme CONSTRUCTION D’UNE
OBSTRUCTION appliqué a la famille de partitions Pg*"%, nous pouvons obtenir une Pg*™-
obstruction B du graphe donné en entrée en temps O(|P;™|* - poly(n)). A partir de

cette P&™-obstruction, nous pouvons construire une inclinaison 7~ d’ordre & comme
suit : T = ey {v} U{A | A € B}. Cela implique que le graphe donné en entrée est
de largeur de découpe au moins k.

2.4.4 Discussion sur cette méthode, et limites

Construction d’un arbre P-partitionnant. Pour une famille de partitions P d’une
largeur de graphes donnée, nous avons obtenu un algorithme construisant une 7P-
obstruction pour diverses largeurs de graphes, et permettant ainsi de certifier qu'un
graphe est de grande largeur.

Toutefois, rien ne nous assure que le graphe donné en entrée est effectivement de
grande largeur. S'il est de petite largeur, une P-obstruction ne peut pas étre obtenue
puisque le graphe peut alors étre décomposé entierement, c’est-a-dire qu’il existe un
arbre P-partitionnant non partiel pour ce graphe.
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Nous pouvons aisément adapter notre algorithme pour construire un tel arbre P-
partitionnant, lorsqu’il existe. En effet, s’il existe, alors la famille P contient une parti-
tion en singletons de l'univers U, et tous les pétales de cette partition seront marqués
interdits par le premier appel de notre processus de marquage. Il existe alors un arbre
‘P-partitionnant dont la racine correspond a cette partition en singletons. En retracant
I'ordre dans lequel ces marquages sont effectués, et la facon dont ils sont décompos-
ables, nous pouvons reconstruire cet arbre P-partitionnant permettant d’obtenir la par-
tition en singletons, et obtenir ainsi un certificat montrant que le graphe est de petite
largeur.

Nécessité d’une famille de partitions de cardinalité O (n/(®). Une traduction naive
du « théoreme de dualité généralisée » nous donne un algorithme dont la complex-
ité dépend de la famille étendue de partitions P. Toutefois, cette famille peut étre de
cardinalité exponentielle en la cardinalité de la famille de partitions P.

En utilisant un processus de marquage, nous sommes parvenus a rendre la complex-
ité de notre algorithme dépendante uniquement de cette famille de partitions P de base,
et avons obtenu un algorithme en temps O*(|P|?). Cette amélioration est importante,
car elle nous permet notamment d’obtenir un algorithme en temps O(n"™ ) pour la
largeur arborescente.

Toutefois, pour que notre algorithme appartienne effectivement a la classe XP, la
famille de partitions P doit étre de cardinalité raisonnable, c’est-a-dire de I'ordre de
O(n*). Dans le cas contraire, notre algorithme ne nous permet pas d’obtenir en temps
XP une P-obstruction.

C’est le cas par exemple de la « largeur de rang » (rank-width), introduite par
OuM et SEYMOUR [OumO5, OS06], qui a les bonnes propriétés de « sous-modularité »
(voir [LMT10]), et dispose donc d’une notion combinatoire d’obstruction. Cependant,
nous n’avons pas pu trouver de famille de partitions de base, autre que la famille na-
turelle dont la cardinalité est au moins de I'ordre de O(2") (méme pour k = 1).

Nécessité d’une famille étendue de partitions P raffinante. La validité de notre
algorithme CONSTRUCTION D’UNE OBSTRUCTION repose principalement sur le théoreme
de dualité généralisée montré par LYAUDET et al. [LMT10], montrant une dualité entre
arbre P-partitionnant et P-obstruction.

Toutefois, pour que le théoréme puisse s’appliquer, la famille étendue de partitions
que nous considérons doit étre raffinante. De ce fait, nous ne pouvons pas utiliser notre
algorithme pour construire une obstruction a une largeur de graphes, lorsque la famille
étendue de partitions n’est pas raffinante.

C’est le cas par exemple de la « largeur booléenne » (boolean-width), introduite
récemment par BUI-XUAN et al. [BXTV09, BXTV11]. En réutilisant le formalisme de
LYAUDET et al. [LMT10], nous utiliserions la fonction de partitionnement de la largeur
booléenne pour construire une famille de partitions P. Or, cette fonction n’étant pas
faiblement sous-modulaire [Kim09], la famille étendue de partitions obtenue ne sera pas
raffinante (voir [LMT10] pour les raisons de cette implication), et notre algorithme ne
pourra donc pas s’appliquer a cette famille.
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2.5 Conclusion

Se restreindre aux graphes de petite largeur permet, dans de nombreux cas, de ré-
soudre efficacement des problémes étant NP-difficiles pour des graphes quelconques.
Il est des lors important de pouvoir déterminer si un graphe est de petite largeur, ou
certifier que celui-ci est de grande largeur.

La mise en évidence d’une obstruction a une largeur dans un graphe est 'une des
principales méthodes permettant de certifier que ce graphe est de grande largeur. Toute-
fois, il n’existait jusqu’a ce jour aucun algorithme pour construire une telle obstruction.

Dans ce chapitre, nous avons défini un algorithme s’exécutant en temps XP, pour
toute famille de partitions respectant certaines propriétés, et unifiant la construction ex-
plicite d’obstructions pour différentes largeurs de graphes connues. En particulier, nous
avons obtenu le premier algorithme construisant de maniére exacte un « bramble », ob-
struction a la largeur arborescente, en temps O(n®™ ). Notre algorithme permet égale-
ment d’obtenir une obstruction a la largeur de branches, en temps O*(n*""). Dans ce
dernier cas, il existait déja un algorithmede Hicks [HicO4], construisant (notamment)
une obstruction a la largeur de branches en temps O(m - n?*¥~2) (donc légérement plus
rapide que notre algorithme, mais tout de méme XP), en utilisant certaines propriétés
structurelles spécifiques de la largeur de branches.

Méme si nous avons pu éviter I’explosion combinatoire qui découlerait de I'utilisa-
tion de familles de partitions quelconques, les familles que nous considérons restent de
grande cardinalité, et cette cardinalité semble ne pas pouvoir étre réduite davantage
pour obtenir un meilleur temps d’exécution pour la construction des obstructions cor-
respondantes. Les obstructions aux différentes largeurs de graphes ne sont cependant
pas uniques, et il est possible de considérer, pour certaines largeurs de graphes, des
obstructions de plus petite taille.

Citons en particulier la notion de « mineur pseudo-grille » (grid-like minor), in-
troduite récemment par REED et WooD [RWO08]. A Tlaide de cette notion, REED et
WooD [RWO08] ont montré qu'un graphe de largeur arborescente au moins c- k* - \/log k
contient une pseudo-grille d’ordre £ comme mineur, et KREUTZER et TAZARI [KT10] ont
donné un algorithme FPT (paramétré par I'ordre de la pseudo-grille) permettant de
construire un mineur pseudo-grille dans un graphe quelconque.

Il est donc d'importance de trouver des notions d’obstructions efficaces pour les
différentes largeurs de graphes étudiés, permettant de certifier qu'un graphe est de
grande largeur.

Enfin, rappelons que 'approximation a facteur constant et en temps polynomial de
la largeur arborescente est encore a I'heure actuelle un probleme ouvert, la meilleure
approximation étant a facteur O(tw+/log tw) par un résultat de FEIGE et al. [FHLOS8].
Naturellement, le probleme de déterminer la largeur arborescente exacte d’'un graphe
étant un probléme NP-complet, il semble difficile (voire impossible) de trouver un algo-
rithme permettant de construire en temps polynomial une obstruction d’ordre optimale,
c’est-a-dire de cardinalité minimale (ou plus précisément, dont I'ensemble tranversal est
minimal), puisque par le « théoreme de dualité » de SEYMOUR et THOMAS [ST94], celle-
ci permettrait d’en déduire directement la largeur arborescente exacte du graphe.

L’étude des obstructions a la largeur arborescente reste tout de méme une piste
intéressante, et notre algorithme est un résultat supplémentaire en ce sens.
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3.1 Introduction

Il est généralement intéressant d’obtenir une généralisation de notions partagées
par de nombreux problemes, notamment en théorie des graphes. Dans ce chapitre, nous
allons nous intéresser a une généralisation des problemes de domination, introduite par
TELLE et PROSKUROSWKI [Tel94a, Tel94b, TP97].

Nous étudions dans ce chapitre la complexité de cette généralisation dans le cas de
graphes de largeur arborescente bornée.

Les résultats de ce chapitre sont le fruit effectués seuls, et font 'objet d’un article
actuellement soumis. Je tiens a remercier DIETER KRATSCH, MATHIEU LIEDLOFF, IOAN
TODINCA, ainsi que plusieurs rapporteurs anonymes, pour leurs commentaires, remar-
ques, corrections et suggestions sur diverses parties de ce travail.

3.1.1 Quelques problemes de domination

En théorie des graphes, il existe de nombreux problémes de domination, tels que
les classiques ENSEMBLE DOMINANT ou CODE PARFAIT. Tous ces probléemes ont pour
caractéristique commune la recherche d’un sous-ensemble de sommets d'un graphe G,
tel que le voisinage de tout sommet de G respecte certaines contraintes par rapport aux
éléments du sous-ensemble trouvé.

A lorigine, chacun de ces problémes a été étudié indépendamment, et I'introduction
d’'un nouveau probleme de ce type impliquait d’effectuer de nouveaux travaux pour
en déterminer la complexité, écrire des algorithmes pour le résoudre,...Partant de ce
constat, et dans le but de généraliser cette notion, TELLE et PROSKUROWSKI [Tel94a,
Tel94b, TP97] ont introduit le probléeme de DOMINATION GENERALISEE, aussi appelé
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT.

Etant donné deux ensembles fixés d’entiers naturels o,p € N, un ensemble [0, p]-
dominant dans un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble S C V(G) de sommets
de G tel que pour tout sommet v € S, |[N(v) N S| € o, et pour tout sommet v ¢ S,
IN(v)N S| € p.

Ainsi, les deux ensembles o et p sont en quelque sorte des contraintes imposées
sur les sommets du graphe GG : 'ensemble o contraint le voisinage des sommets qui
sont dans 'ensemble [0, p]-dominant, tandis que 'ensemble p contraint le voisinage des
sommets qui ne sont pas dans 'ensemble [0, p]-dominant.

Lorsque le probleme ENSEMBLE [, p|-DOMINANT est étudié comme un probléme de
décision, c’est-a-dire que nous souhaitons seulement a déterminer I'existence d’'un en-
semble [0, p]-dominant existe dans un graphe, alors il est généralement supposé que
0 ¢ p. En effet, si 0 € p, alors 'ensemble vide S = () est un ensemble [0, p]-dominant
trivial, puisque pour tout sommet v du graphe, v ¢ S et |[N(v) N S| =0 € p.

La notion d’ensemble [0, p|-dominant a été introduite afin de généraliser de nom-
breux problemes de domination. Les contraintes de voisinage fixées par chacun de ces
problemes sont alors définies via les ensembles o et p. Dans le TABLEAU 3.1, nous don-
nons en exemple les ensembles o et p pour quelques problemes de domination connus.

En fait, le pouvoir expressif de la notion d’ensemble [, p|]-dominant permet égale-
ment de redéfinir d’autres problemes de recherche de sous-ensemble dans un graphe.
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Probléme Ensemble ¢  Ensemble p
ENSEMBLE DOMINANT N N*

CODE PARFAIT {0} {1}
ENSEMBLE STABLE DOMINANT {0} N*
ENSEMBLE DOMINANT PARFAIT N {1}
ENSEMBLE DOMINANT TOTAL N* N*
ENSEMBLE DOMINANT TOTAL PARFAIT {1} {1}

TABLEAU 3.1 — Quelques problemes de domination définis sous la forme d’un probleme EN-
SEMBLE [0, p|-DOMINANT.

Cette possibilité tient dans la plupart des cas de la possibilité d’intégrer I'entier 0 dans
I'un ou l'autre des ensembles o ou p. Nous donnons dans le TABLEAU 3.2 quelques ex-
emples de ces problemes.

Probléme Ensemble ¢ Ensemble p
ENSEMBLE STABLE {0} N
COUPLAGE INDUIT {1} N
SOUS-GRAPHE ¢-REGULIER INDUIT {¢} {0}
SOUS-GRAPHE INDUIT DE DEGRE BORNE PAR ¢ {0,1,...,q} {0}

TABLEAU 3.2 — Quelques problémes de recherche de sous-ensemble définis sous la forme d’un
probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT.

La plupart des problemes de recherche de sous-ensemble dans un graphe sont avant
tout étudiés d’'un point de vue optimisation, c’est-a-dire la recherche d’un sous-ensemble
de plus petite ou plus grande cardinalité respectant les contraintes du probleme. Ainsi,
nous pourrons, selon le cas, rechercher un ensemble [0, p]-dominant de plus petite ou
de plus grande cardinalité, problemes que nous nommerons respectivement ENSEMBLE
[0, p|-DOMINANT MINIMUM et ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT MAXIMUM.

Dans le cas du probléme de décision ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT pour des ensembles
o et p arbitraires, les contraintes imposées par les ensembles o et p peuvent étre tres
fortes. De ce fait, il est déja intéressant d’étudier le probleme de déterminer I'existence
d’un ensemble [0, p]-dominant de cardinalité quelconque. C’est ce que nous allons faire
dans ce chapitre.
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3.1.2 Etat de l’art

Depuis son introduction par TELLE et PROSKUROWSKI [Tel94b, TP97], le probleme
ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT a fait 'objet de nombreux travaux de recherche. Nous allons
présenter ici un état de I'art des principaux résultats concernant la complexité classique
et paramétrée de ce probléme vu comme un probleme de décision, c’est-a-dire que
nous cherchons simplement a déterminer si un ensemble [0, p|-dominant existe dans le
graphe.

En complexité classique. Au moment de l'introduction de cette généralisation des
problémes de domination, TELLE et PROSKUROWSKI [Tel94b, TP97] ont effectué une
premiere étude de la complexité classique du probleme ENSEMBLE [, p|-DOMINANT pour
certains cas d’ensembles d’entiers o et p.

Ainsi, ils ont montré que ce probleme est NP-complet, pour des graphes quelcon-
ques, lorsque o et p sont tous deux finis, lorsque o = {0} et p = [r,+oc0[ avec r > 2,
correspondant au probléme ENSEMBLE STABLE r-DOMINANT (independent r-dominating
set), et lorsque 0 = {1} et p = N*, correspondant au probléeme ENSEMBLE D’ASSOCIA-
TION INDUITE DOMINANT (dominating induced matching). Ils ont également montré que
ce probléme est déja NP-complet pour les graphes bipartis planaires lorsque o = {1} et
p = {1}, correspondant au probleme ENSEMBLE DOMINANT TOTAL PARFAIT (total perfect
dominating set).

Puisque le probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT est une généralisation de problemes
de domination, les résultats déja connus pour des problemes particuliers de domi-
nation se traduisent naturellement dans le formalisme du probléme ENSEMBLE [0, p]-
DOMINANT. Par exemple, le probleme CODE PARFAIT est NP-complet pour les graphes
planaires 3-réguliers [CN99], et correspond au cas ot 0 = {0} et p = {1}.

Les résultats cités jusqu’a maintenant montrent divers cas ou le probléme ENSEM-
BLE [0, p]-DOMINANT est NP-complet. Dans I'étude de la complexité d’'un probleme, il
est toutefois intéressant de trouver des cas ou le probleme peut étre résolu en temps
polynomial.

Ainsi, TELLE et PROSKUROWSKI [Tel94b, TP97] ont montré que le probleme EN-
SEMBLE [0, p|-DOMINANT peut étre résolu en temps polynomial lorsque o = [a, +o0] et
p = [b,+oo[ (avec a,b € N), ou lorsque o = {0,1} et p = [1, +oo[. Notons que dans ce
dernier cas, il est NP-complet de trouver un ensemble [0, p|]-dominant de plus grande ou
de plus petite cardinalité.

Dans de nombreux cas, il est nécessaire de considérer des classes de graphes par-
ticulieres pour obtenir un algorithme polynomial permettant de résoudre un prob-
léme, celui-ci étant obtenu en tirant avantage des propriétés structurelles spécifiques
des graphes de cette classe. Dans le cas des graphes de largeur arborescente bornée,
TELLE et PROSKUROWSKI [Tel94b, TP97] ont montré que le probléeme ENSEMBLE [0, p|-
DOMINANT peut étre résolu en temps polynomial sur ces graphes lorsque o et p sont
deux ensembles d’entiers finis ou cofinis (c’est-a-dire le complément d’un ensemble fini).
KRATOCHVIL et al. [KMM95] ont quant a eux montré que le probléme ENSEMBLE [0, p|-
DOMINANT peut étre résolu en temps polynomial sur les « graphes d’intervalles », lorsque
o et p sont deux ensembles d’entiers finis. Plus récemment, GOLOVACH et KRATOCHVIL
ont étudié le probleme restreint aux graphes cordaux, et obtenu un résultat étonnant :
lorsque o et p sont deux ensembles finis, le probleme peut étre résolu en temps polyno-
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mial si et seulement si le graphe contient au plus un ensemble [0, p]-dominant ; sinon,
le probleme est NP-complet.

En complexité paramétrée. L’étude de la complexité paramétrée du probleme EN-
SEMBLE [0, p|-DOMINANT, paramétrée selon divers parameétres, est plus récente. Celle-ci
fait suite a l'introduction de la théorie de la complexité paramétrée par DOWNEY et
FELLOWS [DF95a, DF95b], et est motivé par la volonté de généraliser les résultats con-
nus sur la complexité paramétrée de nombreux problemes de domination.

Il est important de noter que les deux ensembles d’entiers o et p font partie de la
définition du probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT ; ce ne sont pas des parameétres de
ce probleme.

Plusieurs parametres naturels peuvent tout de méme étre considérés pour I'étude
de la complexité paramétrée du probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, et notamment la
cardinalité maximale £ € N de 'ensemble [0, p]-dominant recherché. Le probleme est
alors noté k-ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT.

La plupart des problémes classiques de domination sont connus pour étre W([1]-
complets ou W|2|-complets (voir notamment [DF95a, DF95b, DF99, FG06]). Puisque
le probleme k-ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT est une généralisation de ces problémes de
domination, nous pouvons immédiatement en déduire la complexité paramétrée pour
les cas d’ensembles o et p correspondants. Par exemple, le probleme est W[2]-complet
lorsque 0 = N et p = N*, ce qui correspond au probléeme k-ENSEMBLE DOMINANT.

Trés récemment, GOLOVACH et al. [GKS10] ont généralisé ces résultats a tous les
cas ou les ensembles o et p sont finis, et montré que le probléeme k-ENSEMBLE [0, p|-
DOMINANT est alors W[1]-complet. RAMAN et al. [RSS08] ont quant a eux généralisé ces
résultats aux cas ou 0 = N et p est cofini, montrant que certains sont FPT tandis que
d’autres sont W[1]-difficiles ou W/[2]-difficiles.

A Tinstar de I'étude en complexité classique, il est habituel d’étudier la complexité
paramétrée d’'un probleme lorsqu’il est restreint a certaines classes de graphes partic-
ulieres.

Ainsi, ALON et GUTNER [AG09] ont étudié le probleme de domination classique k-
ENSEMBLE DOMINANT, paramétré par la cardinalité maximum k € N de ’ensemble dom-
inant recherché, et montré que ce probléme est FPT lorsqu’il est restreint aux graphes
de dégénérescence bornée. Pour ces mémes graphes, GOLOVACH et VILLANGER [GV08]
ont étudié d’autres problemes particuliers de domination, montrant une complexité
paramétrée différente selon le probleme considéré.

La largeur arborescente est un autre parametre naturel pouvant étre considéré pour
I'étude de la complexité du probleme ENSEMBLE |, p|-DOMINANT. Son importance s’ex-
plique en particulier par I'existence du résultat tres général de COURCELLE et al. [Cou97,
CMRO1], que nous avons présenté dans la SECTION 1.4.3 des PRELIMINAIRES, et permet-
tant de montrer qu’un probléme est FPTlorsque, paramétré par la largeur arborescente,
il peut étre décrit par une formule MSO (logique monadique du second ordre).

Souhaitant résoudre efficacement le probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, TELLE et
PROSKUROSWKI [TP97] ont donné un algorithme pour résoudre le probleme ENSEMBLE
[0, p]-DOMINANT en temps FPT, paramétré par la largeur arborescente, lorsque o et p
sont finis ou cofinis. Plus précisément, leur algorithme s’exécute en temps O*(c'%), ol ¢
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est une constante dépendant linéairement uniquement des ensembles o et p. Ce résultat
a été récemment amélioré par VAN RoolJ et al. [vVRBR09], obtenant un algorithme FPT
s'exécutant en temps O*(s™), ol s est le nombre minimum d’états nécessaires pour
reconnaitre les ensembles o et p a 'aide d’'un automate fini. Ce temps d’exécution est
optimal, sous I'hypothese « SETH » (Strong Exponential Time Hypothesis), supposant
que le probléme SAT ne peut pas étre résolu en temps ¢ - m¢ pour ¢ < 1 et ¢ > 0
deux constantes fixées, ou n est le nombre de variables et m le nombre de clauses de la
formule (voir notamment [Wil10, PW10]).

3.1.3 Résultats de ce chapitre

La majorité des problemes de graphe jusqu’a maintenant étudiés, appartiennent a la
classe FPT lorsqu’ils sont paramétrés par la largeur arborescente du graphe donné en
entrée. Tous les résultats obtenus concernant la complexité paramétré du probleme EN-
SEMBLE |0, p|-DOMINANT suivent ce constat, puisque ce probleme est FPT, paramétré par
la largeur arborescente, pour tous les cas étudiés d’ensembles o et p (finis ou cofinis).

Il est des lors naturel de se demander si ce probleme est FPT, paramétré par la
largeur arborescente, pour n’importe quels ensembles o et p, en supposant bien entendu
que l'appartenance d’'un entier a 'un de ces deux ensembles peut étre calculée en temps
polynomial.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a étendre les résultats connus sur la com-
plexité paramétré du probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT lorsque paramétré par la
largeur arborescente.

Dans mon mémoire de Master [Cha08], les résultats connus d’appartenance a la
classe FPT du probleme ont été étendus aux ensembles o et p ultimement périodiques,
via 'écriture d’un algorithme FPT permettant de résoudre le probleme ENSEMBLE [0, p]-
DOMINANT. Nous rappelons succinctement ce résultat dans la SECTION 3.2, et don-
nons également un point de vue théorique de ce résultat a I'aide du « théoréme de
COURCELLE ».

Le principal apport de ce chapitre, présenté dans la SECTION 3.3, concerne la W[1]-
difficulté du probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT lorsque paramétré par la largeur ar-
borescente, pour un grand nombre de cas d’ensembles o et p. Notre volonté étant d’-
effectuer une premiere étude des cas amenant ce probléme a ne plus étre FPT, nous
nous focalisons principalement sur 'ensemble o, fixant les contraintes sur les sommets
appartenant a 'ensemble [0, p|-dominant. Le résultat que nous obtenons est le suivant :

THEOREME

Supposons que p est un ensemble d’entiers cofini, et que o est un ensemble d’entiers con-
tenant des intervalles de longueur arbitraire entre deux éléments, sous une condition na-
turelle supplémentaire (voir SECTION 3.3.2). Alors le probléme ENSEMBLE [0, p|]-DOMINANT
est W([1]-difficile lorsque paramétré par la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

De nombreux ensembles infinis d’entiers vérifient les conditions fixées sur 'ensemble
o. Nous pouvons citer, par exemple, 'ensemble des puissances de tout entier @ > 1
(pour o« = 3, nous obtenons l'ensemble ¢ = {0,3,9,27,81,...}), 'ensemble de tous
les nombres premiers (c’est-a-dire 0 = {2,3,5,7,11,13,...}), ou encore 'ensemble des
nombres de FIBONACCI (c’est-a-dire o0 = {1,2,3,5,8,13,...}).
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Toutefois, notre résultat ne s’applique pas aux ensembles infinis d’entiers ne con-
tenant que des intervalles de longueur bornée entre deux éléments. Nous pouvons citer,
par exemple, les ensembles ultimement périodiques, définis plus loin, pour lesquels
le probleme est en fait FPT (voir SECTION 3.2), ou encore I'ensemble des entiers pour
lesquels les intervalles successifs correspondent aux décimales d'un nombre réel 5 (pour
f = 3.1415. .., nous obtenons I'ensemble o = {0,4,6,11,13,18,...}, ou les intervalles
entre deux éléments successifs de 'ensemble sont, dans l'ordre, 3,1,4,1,5,...). Nous
ne connaissons pas a ’heure actuelle la complexité paramétrée du probleme ENSEMBLE
[0, p|-DOMINANT pour un ensemble o de ce type.

Enfin, dans la SECTION 3.4, nous nous intéressons a la complexité paramétrée du
probléeme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT dans le cas général, c’est-a-dire pour des ensem-
bles o et p quelconques, et montrons que ce probleme appartient a la classe XP lorsqu’il
est paramétré par la largeur arborescente uniquement, et peut étre résolu en temps
FPT lorsqu’il est paramétré a la fois par la largeur arborescente et par la cardinalité du
sous-ensemble recherché. En effet, des lors que nous souhaitons étudier la complexité
paramétrée d’'un probleme, il est important de déterminer si cette étude est pertinente,
et ainsi déterminer 'appartenance de ce probleme a au moins I'une des classes de com-
plexité paramétrée pertinentes et appartenant a la W-hiérarchie.

3.1.4 Quelques définitions

Domination généralisée Nous rappelons dans un premier temps la définition du
probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, que nous avons déja introduite précédemment
dans la secTION 3.1.1.

Afin de généraliser les notions communes aux nombreux problémes de domination
existants, TELLE et PROSKUROWSKI [Tel94a, Tel94b, TP97] ont introduit le probleme
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT.

DEFINITION 3.1.1 (ensemble [, p|-dominant)
Soient o et p deux ensembles d’entiers naturels, et soit G = (V, E) un graphe. Un ensemble
[0, p]-dominant de G est un sous-ensemble S C V(G) de sommets du graphe G tel que :

— pour tout sommet v € S, [N(v)N S| €o;

— pour tout sommet v ¢ S, |[N(v) N S| € p.

Le probleme de décision associé est défini ainsi :

ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT

Entrée : Un graphe G = (V, F), deux ensembles d’entiers o, p C N.
Question : Le graphe GG admet-il un ensemble [0, p|]-dominant ?

Afin de simplifier certaines descriptions dans ce chapitre, nous utiliserons quelques
notations spécifiques au probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT.

Ainsi, lorsqu’'un ensemble [0, p]-dominant S C V(G) respecte les conditions fixées
par les ensembles o et p pour un sommet v € V(G), nous dirons que le sommet v
est [0, p]-dominé par S. Un sommet v inclus dans I'ensemble [0, p]-dominant S sera dit
selectionné, tandis qu'un sommet non inclus dans cet ensemble sera dit non sélectionné.
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Ensembles ultimement périodiques Dans mon mémoire de Master [Cha08], il a été
montré que le probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT est FPT, lorsque paramétré par
la largeur arborescente, des lors que les ensembles d’entiers o et p sont ultimement
périodiques (voir notamment [Mat94, BHMV94]). Nous rappellerons succinctement ce
résultat dans la SECTION 3.2. Nous donnons ici quelques définitions utiles pour la com-
préhension de ce résultat.

DEFINITION 3.1.2 (ensemble ultimement périodique)
Un ensemble A C N est ultimement périodique s’il existe k entiers tq,...,t, € N* (k € N
fixé), et ng € A tels que pour tout entier n > nyq :

neA = VaeNie{l,....,k} :n+a-t;,€ A

En d’autres termes, un ensemble d’entiers ultimement périodique se décompose en :

— une ensemble fini d’entiers tous inférieurs strictement a ng ;

— une union de k£ ensembles infinis périodiques d’entiers supérieurs ou égaux a ny,
chacun de ces ensembles étant de période distincte ¢; (avec i € {1,...,k}).

Les ensembles finis et cofinis d’entiers sont ultimement périodiques (avec respective-
ment t = 0 et ¢ = 1). D’autres exemples d’ensembles ultimement périodiques sont les
entiers multiples de 4, les entiers multiples de 3 ou 5 plus grands que 12, ou encore les
années bissextiles.

La fonction caractéristique d’un ensemble d’entiers ultimement périodique peut étre
représentée sous la forme d’un automate fini déterministe a langage unaire [Mat94,
BHMV94], en énumérant de maniere itérative les éléments de cet ensemble. De plus, il
existe un unique automate de taille minimum (en le nombre d’états) reconnaissant cet
ensemble [Mat94, BHMV94].

L’algorithme polynomial que nous détaillons dans la SECTION 3.2 utilise un tel auto-
mate pour chacun des deux ensembles o et p.

DEFINITION 3.1.3
Un automate fini déterministe a langage unaire A est la donnée d'un quadruplet A =
(Q,4, (s0),F) tel que :

- Q= {e1,...,¢,} est lensemble des états de Uautomate ;

— 0 : Q — Qest la fonction de transition d’un état a un autre;

— s¢ est Uétat initial de Uautomate ;

— F C Q est l'ensemble des états finaux acceptants de U'automate.

Un automate a langage unaire est un cas particulier des automates, dans lequel
chaque état n’a qu’une seule transition sortante. C’est pourquoi la fonction de transition
0 ne prend en parametre qu'un état.

Pour exemple, nous schématisons dans la FIGURE 3.1 un automate fini déterministe a
langage unaire permettant de reconnaitre I’ensemble ultimement périodique S = {1} U
{3-n+i|neN, i=0,1}.

Nous pouvons remarquer qu'un automate fini déterministe a langage unaire, recon-
naissant un ensemble d’entiers ultimement périodique, est composé de deux parties :
un simple chemin depuis 'état initial de 'automate, puis une boucle « finale ». Puisque
chaque état d’un tel automate a exactement une transition sortante, il ne peut exister
au plus qu’une boucle.
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o000

FIGURE 3.1 — Automate fini déterministe a langage unaire, permettant de reconnaitre 'ensem-
ble ultimement périodique S = {1} U{3-n+i|n e N* i=0,1}.

Etant donné un ensemble d’entiers ultimement périodique N C N, nous notons
Ay = (QN, o, (So) s fN) I'automate fini déterministe a langage unaire de taille mini-
mum reconnaissant les éléments de .

3.2 Cas FPT

Nous étudions dans cette section les cas d’ensembles d’entiers o et p pour lesquels le
probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT peut étre résolu en temps FPT lorsque paramétré
par la largeur arborescente du graphe donné en entrée. Nous montrons qu'un tel résultat
peut étre obtenu, des lors que les ensembles o et p sont ultimement périodiques, laissant
transparaitre une régularité.

Dans un premier temps, nous utilisons un résultat théorique de COURCELLE et al.,
présenté dans la SECTION 1.4.3, pour confirmer la complexité paramétrée théorique du
probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT lorsque o et p sont ultimement périodiques.

Dans un second temps, nous présentons les idées générales d’'un algorithme FPT
efficace permettant de résoudre explicitement le probleme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT,
et développé lors de mon mémoire de Master [Cha08].

3.2.1 Résultat théorique via un théoréme de COURCELLE et al.

COURCELLE et al. [CMRO1] ont montré que tout probleme pouvant étre exprimé sous
la forme d’une formule CMSO (logique monadique du second ordre avec comptage, voir
par exemple [CMRO1]) peut étre résolu en temps FPT lorsqu’il est paramétré par la
largeur arborescente du graphe donné en entrée (voir SECTION 1.4.3).

Nous allons montrer que le probléme ENSEMBLE [, p|-DOMINANT peut étre exprimé
sous la forme d’'une formule CMSO, lorsque o et p sont deux ensembles d’entiers ul-
timement périodiques, impliquant donc que ce probleme est FPT lorsque paramétré
par la largeur arborescente. Pour cela, nous donnons explicitement la formule CMSO
exprimant le probleme ENSEMBLE [, p|-DOMINANT.

Rappelons que comme o et p sont deux ensembles d’entiers ultimement périodiques,
il existe deux automates finis déterministes a langage unaire A, et A,, de taille min-
imum, permettant de reconnaitre et énumérer les éléments de o. Notons p le nombre
total d’états de 'automate A, reconnaissant o, et py le nombre d’états contenu dans la
boucle finale de cet automate. De méme, notons ¢ est le nombre total d’états de I'auto-
mate A, reconnaissant p, et ¢, le nombre d’états contenu dans la boucle finale de cet
automate.
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Nous allons maintenant expliciter la formule CMSO exprimant le probléme ENSEM-
BLE [0, p]-DOMINANT. Pour des raisons de lisibilité, nous la décrivons en plusieurs parties.

Le probleme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT peut étre exprimé par une formule CMSO
de la maniere suivante, pour tout graphe G = (V, E) :

¢ = 39,5 YweV: veSAvgS)V(wveg SAveS)
AN veS=|Nw)NS|eao
AN veES=|N@wNS|ep

Cette formule est une traduction directe de la définition du probléme ENSEMBLE
[0, p]-DOMINANT (voir section 3.1.4). Il nous faut toutefois donner les sous-formules
CMSO correspondant aux expressions |N(v) N S| € o et [N(v) N S| € p, lorsque les
ensembles d’entiers o et p sont ultimement périodiques.

Notons respectivement p, et p, le nombre d’états des automates finis déterministes
a langage unaire reconnaissant les deux ensembles o et p. L’ensemble o étant ultime-
ment périodique, il correspond a 'union d'un ensemble fini d’entiers X, C {1,...,p,},
et de k, ensembles infinis périodiques d’entiers, chacun de période distincte ¢tJ (pour
i €{1,...,k,}). De méme pour I'ensemble p, pour lequel nous utilisons des notations
similaires. Nous pouvons alors représenter d’un point de vue logique ces ensembles, en
utilisant le prédicat Card,(S) fournit par la logique CMSO, qui est vrai si et seulement
si la cardinalité de I'ensemble S est un multiple de p. Nous obtenons les expressions
suivantes :

IN(v)NS|eo = \/ Yy (Cardes (Ys) A \/ Fui, ...,y ()
i€{l,....ko} PET,P<Po

INw)nSlep = \/ s (Cardpe(Ys) A \/ Fur,...,u,0)
ie{l,... .k, } q€p,q<qp

ou
¢ = [(uie (Nw)NS)Au; ¢ Ys) AVu (u#u)] = (ue Yy ue (Nw)nS)).

Dans I'expression correspondant a |N(v) N S| € o, chaque ensemble Yy correspond a
I'un des k, ensembles infinis périodiques d’entiers composant 'ensemble o, comptabil-
isant un nombre périodique de voisins du sommet v, tandis que 'expression { correspond
a I'ensemble fini d’entiers X, C {1,...,p,} et comptabilise le reste (fini) des voisins de
v. L’expression correspondant a |N(v) N S| € p est définie de maniére équivalente pour
I’ensemble p.

Pour que le résultat de COURCELLE et al. [CMRO1] puisse s’appliquer, nous devons
nous assurer que la longueur de la formule CMSO obtenue ne dépend pas de la taille
du graphe. La taille de la formule obtenue dépend uniquement du nombre total d’états
des deux automates minimum utilisés pour reconnaitre les ensembles o et p, et ces
deux nombres ne dépendent que de o et p. Puisque o et p font partie de la définition
du probleme (ce ne sont pas des parameétres), ils peuvent étre considérés comme des
constantes, et notre formule est donc de longueur constante pour le probleme ENSEMBLE
[0, p|-DOMINANT.
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Nous en déduisons que le probleme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT est FPT lorsque
paramétré par la largeur arborescente, si les ensembles d’entiers o et p sont ultimement
périodiques.

Toutefois, le résultat de COURCELLE et al. [CMRO1] est purement théorique, la com-
plexité en temps de I'algorithme qu’ils fournissent étant déraisonnable (la dépendance
au parametre, la largeur arborescente, est une tour d’exponentielles dont la hauteur
dépend de la profondeur de la formule CMSO).

Dans la suite de cette section, nous présentons les idées générales d’un algorithme
efficace permettant de résoudre le probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT en temps FPT
paramétré par la largeur arborescente, et dont la dépendance au parametre est simple-
ment exponentielle.

3.2.2 Idée générale de I’algorithme

L’algorithme FPT, dont nous allons maintenant présenter les idées générales, a été
développé lors de mon mémoire de Master [Cha08].

Pour rappel, nous considérons dans cette section que les ensembles d’entiers o et p
sont ultimement périodiques. De ce fait, il existe deux automates finis déterministes a
langage unaire A, et A,, de taille minimum, permettant de reconnaitre et énumérer les
éléments de ces deux ensembles o et p respectivement.

Soit G = (V, E) un graphe, et (7, x) une décomposition arborescente jolie de G.
Comme le graphe donné en entrée est de largeur arborescente bornée, nous pouvons
supposer qu'une décomposition arborescente jolie de ce graphe est également donnée,
puisque cette décomposition peut étre construite en temps FPT paramétré par la largeur
arborescente (voir notamment [Bod96, Klo94]). Notre algorithme est de type « pro-
grammation dynamique », parcourant la décomposition arborescente jolie (7, x) d’'un
graphe G = (V| E) des feuilles vers la racine (voir SECTION 1.3). Récursivement, pour
chacun des noeuds de cette décomposition, notre algorithme calcule des solutions par-
tielles du probléme. Et a la fin de l'algorithme, la solution compléete du probléme se
trouve dans I'une des caractéristiques de la racine de cette décomposition. Dans le cas
de notre probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, une solution partielle est définie ainsi :

DEFINITION 3.2.1 (solution partielle)

Soit T; le sous-arbre de T enraciné au noeud i, X; € x le sac correspondant au noeud i,
et G; le sous-graphe de G induit par les seuls sommets apparaissant dans les sacs de T;.
Un sous-ensemble S; C V (G;) associé a une caractéristique du noeud i est appelé solution
partielle si tout sommet v € V(G;) \ X; a un nombre valide de sommets sélectionnés, par
rapport aux contraintes fixées par o et p.

Durant le calcul des solutions partielles, notre algorithme compte le nombre de
voisins sélectionnés pour chaque sommet du graphe, en utilisant les deux automates
A, et A,. Ainsi, n’est conservé dans les caractéristiques des noeuds de la décomposi-
tion que I’état courant de chaque sommet par rapport a 'automate correspondant : si le
sommet est sélectionné, 'algorithme conserve un état de 'automate A, et s’il n’est pas
sélectionné, I'algorithme conserve un état de 'automate .A,. Plus formellement, I'état
d’'un sommet du graphe G, dans une caractéristique d'un noeud de la décomposition
arborescente jolie, peut étre défini ainsi :
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DEFINITION 3.2.2 (état d’'un sommet)

Soit v € V(G), i un noeud de la décomposition T, X; € x le sac correspondant au noeud
i, S; une solution partielle, et ()., (), les états des automates A, et A, respectivement. On
définit I’état d’'un sommet v de X;, noté e;(v), par :

e~(v)— O']'EQU SlUESZ,lgjgp
T EeQ, sivég S, 1<k<gq

Lors du parcours de la décomposition arborescente jolie, notre algorithme ne peut
pas conserver toutes les informations relatives a une solution partielle, car celles-ci sont
trop nombreuses, et leur calcul exploserait le temps d’exécution de notre algorithme.
C’est pourquoi n’est associé a chaque noeud de la décomposition arborescente jolie
qu’une collection de caractéristiques, stockant uniquement I’état des sommets contenus
dans le sac correspondant a ce noeud.

DEFINITION 3.2.3 (caractéristique d’un noeud)

Soit i un noeud de la décomposition T, S; une solution partielle, et n; = | X;| < tw(G) + 1.
Une caractéristique d’'un noeud i est un n;-uplet d’états (e;(v1), . .., e;(vy,)), ot Uétat e;(v;)
de v; correspond indirectement, par comptage via Uautomate correspondant, au nombre
de voisins de v; sélectionnés dans la solution partielle S;. On note c(i) la collection de
caractéristiques du noeud i.

Cela limite fortement la quantité d’informations pouvant étre associée a un noeud
de la décomposition arborescente jolie, puisque le nombre maximum de caractéristiques
pour un noeud ne dépend que des deux automates reconnaissant les ensembles o et p,
dont les tailles ne dépendent que de ces deux ensembles.

Par définition d’'une décomposition arborescente jolie (voir SECTION 1.3), une telle
décomposition n’est composée que de quatre types de noeuds différents : noeud feuille,
noeud introduction, noeud suppression, et noeud jonction. Notre algorithme est donc com-
posé de quatre opérations, chacune associée a un type de noeud, et dont le rble est de
calculer les caractéristiques d’'un noeud en fonction de ses fils.

Rappelons que dans une décomposition arborescente jolie, seuls les noeuds de type
jonction ont deux fils, les autres noeuds ayant un ou zéro fils. Ainsi, dans le cas de
notre algorithme, 'opération associée aux noeuds de type jonction est la plus complexe :
pour étre combinées, les caractéristiques associées aux deux fils d'un noeud jonction
doivent étre compatibles. D'une part, deux caractéristiques ne peuvent se combiner que
si I’état associé a chaque sommet dans ces deux caractéristiques appartient au méme
automate (automate .4, pour les sommets ajoutés a une solution, et automate .4, pour
les sommets non ajoutés). D’autre part, la combinaison des états d'un sommet dans
les deux caractéristiques doit étre effectuée de sorte a correspondre correctement au
nombre de ses voisins sélectionnés, et éviter de décompter deux fois certains de ces
voisins.

Nous obtenons ainsi un algorithme FPT paramétré par la largeur arborescente, per-
mettant de résoudre efficacement le probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT lorsque les
ensembles o et p sont ultimement périodiques. Nous tirons notamment avantage de
I'utilisation de la « convolution rapide de sous-ensembles » (fast subset convolution),
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introduite BJORKLUND et al. [BHKKO7], et permettant d’améliorer la combinaison de
caractéristiques dans 'opération associée aux noeuds de type jonction.

THEOREME 3.2.1

Le probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT peut étre résolu en temps O*(s™), c’est-a-dire en
temps FPT lorsque parameétré par la largeur arborescente du graphe donné en entrée, ol s
est un petit polynome dépendant uniquement du nombre total d’états composant les deux
automates A, et A, énumérant respectivement les éléments des ensembles o et p.

Démonstration (idées principales). Pour obtenir ce temps d’exécution, nous utilisons le
principe de « convolution rapide de sous-ensembles » (fast subset convolution), introduit
par BJORKLUND et al. [BHKKO7], et utilisée par VAN Roo1J et al. [VRBR09] dans leur al-
gorithme permettant de résoudre ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT en temps FPT, paramétré
par la largeur arborescente, lorsque o et p sont finis ou cofinis.

Supposons que Q, = {0¢,...,04,...,0,} €t Q, ={po,...,Pb,-..,pq}> 00{00,...,04}
correspond aux premiers éléments de ¢ avant qu'’il soit périodique, et {py, ..., p} corre-
spond aux premiers éléments de p avant qu’il soit périodique. Avant chaque opération
sur un noeud ¢ de type jonction, ou |.X;| = n;, 'ensemble des états {0y, ...,04,...,0,} de
A, est transformé en I'ensemble {0y, 0<1,...,0<4, 0041, ...,0,}, et 'ensemble des états
{pPos---,pv,-..,pq} de A, est transformé en l'ensemble {pg, p<i,...,P<b, Pot1,- -+ Pq}-
Chaque opération sur un noeud de type jonction, composé de la transformation de
I'ensemble d’états, du calcul de la caractéristique correspondante, et enfin de la trans-
formation inverse, peut étre effectuée en temps O*(((p — a)®> + (¢ — b)* + a + b)™).
Notons que dans le cas d’ensembles d’entiers o et p finis ou cofinis, nous obtenons un
temps d’exécution de O*((p + ¢)™).

Le nombre de noeuds d’'une décomposition arborescente jolie est au plus O(n), et
n; < tw pour tout noeud i de cette décomposition. Comme l'opération sur les noeuds
de type jonction est la plus coliteuse en temps, le temps d’exécution global de notre
algorithme est donc de O* (((p — a)>+ (¢ — b)* +a +b)"). O

3.3 Quelques cas difficiles

3.3.1 Objectif et idées

Objectif. Nous avons pour le moment considéré les cas les plus simples pour les en-
sembles o et p (finis, cofinis, ultimement périodiques), et montré que le probléme EN-
SEMBLE [0, p|-DOMINANT peut étre résolu en temps FPT lorsque paramétré par la largeur
arborescente du graphe donné en entrée. Pour I'écriture d’'un algorithme FPT, nous
avons tiré partie de la régularité des ensembles o et p.

La largeur arborescente permettant tres souvent d’écrire des algorithmes efficaces
pour des problemes difficiles en général, il est naturel de se demander si le probleme
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT est toujours FPT, paramétré par la largeur arborescente,
et ce quelques soient les ensembles polynomialement décidables o et p. Dans cette
section, nous allons montrer que ce probléme n’est pas toujours FPT, et qu'une part
d’irrégularité dans I'ensemble o suffit a rendre le probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT
W]1]-difficile lorsque paramétré par la largeur arborescente du graphe :
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THEOREME 3.3.1

Supposons que p est un ensemble d’entiers cofini, et que o est un ensemble d’entiers con-
tenant des intervalles de longueur arbitraire entre deux éléments, a une distance polyno-
miale en la longueur de lintervalle (voir SECTION 3.3.2). Alors le probléme ENSEMBLE
[0, p|-DOMINANT est W|1]-difficile lorsque paramétré par la largeur arborescente du graphe
donné en entrée.

Nous verrons dans la SECTION 3.4 que cette étude est pertinente, le probleme étant
XP lorsque o et p sont deux ensembles d’entiers récursifs, dont 'appartenance dun
entier a ces ensembles peut étre décidée en temps polynomial.

Comme nous I'expliquions dans les PRELIMINAIRES (voir SECTION 1.1.3), une méth-
ode classique pour montrer qu'un probléme est W[1]|-difficile consiste a effectuer une
réduction a partir d’'un probleme dont la W{1]-difficulté selon le méme parametre est
déja connue. Toutefois, il existe actuellement tres peu de problémes paramétrés par la
largeur arborescente connus comme étant W{1]-difficiles.

Idées de la réduction. Nous allons effectuer une réduction en deux étapes, a partir
du probleme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES, connu comme étant W([1]-difficile
paramétré par la largeur arborescente, par un résultat de DoM et al. [DLSV08]. !

La premiere étape de notre réduction va consister a réduire le probleme k-ENSEMBLE
DOMINANT AVEC CAPACITES vers une variante de notre probleme, a savoir ENSEMBLE
[0, p]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE V. Cette variante est définie de la méme maniere que
notre probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, mais 'entrée est également composée d’'un
sous-ensemble de sommets présélectionnés, chacun de degré 1, qui doivent nécessaire-
ment faire partie de I'ensemble [0, p]-dominant et sont toujours satisfaits (c’est-a-dire
que les contraintes de o ne s’appliquent pas a ces sommets) :

ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W/

Entrée : Un graphe G = (V, E), deux ensembles d’entiers o, p C N, un sous-ensemble
W C V(G) de sommets présélectionnés de degré 1.

Parametre : tw(G).

Question : Le graphe GG admet-il un ensemble [0, p]-dominant D, c’est-a-dire que pour
tout sommet v € V(G)\ W, avec W C D,v € D = |[Nv)ND| € cetv ¢ D =
|N(v) N DJ € p, et tel que chaque sommet de W soit toujours satisfait ?

La seconde étape de notre réduction va consister a montrer que la variante EN-
SEMBLE [0, p]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W peut se réduire a notre probléme initial
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT.

Le probléme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES est une version contrainte du
probleme classique ENSEMBLE DOMINANT, ou chaque sommet appartenant a 'ensemble
ne peut dominer qu'un nombre limité de ses voisins.

Formellement, étant donné un graphe G = (V, E') et une fonction de capacité cap :
V' — N sur les sommets du graphe, un ensemble dominant avec capacités est un couple

1. Plus précisément, DoM et al. [DLSV08] montrent que le probléme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC
CAPACITES est W[1]-complet lorsque paramétré par la cardinalité maximum k de I'ensemble dominant
avec capacité, et la largeur arborescente du graphe donné en entrée.
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(C,dom), ou C' C V est un sous-ensemble de sommets, et dom : V' — P(V') est une fonc-
tion de domination qui associe a chaque sommet v € C' un sous-ensemble de sommets
dom(v) C N(v) \ C de cardinalité au plus cap(v), et tels que chaque sommet w € V' \ C
appartient a un sous-ensemble dom(v) pour un certain v € C. La fonction de capacité
cap correspond donc au nombre maximum de voisins qu'un sommet sélectionné peut
dominer. La FIGURE 3.2 schématise un tel ensemble dominant avec capacités.

w
—_

FIGURE 3.2 — Schéma d’un ensemble dominant avec capacités. La capacité de chaque sommet
est indiquée par un entier, tandis que la fonction de domination dom est représentée par les
fleches : une fleche allant d’'un sommet « vers un sommet v signifie que v domine v.

Le probleme paramétré correspondant est défini ainsi :

k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES

Entrée : Un graphe G = (V, E) de largeur arborescente tw, une fonction cap : V" — N,
un entier k£ € N.

Parametre : k + tw(G).

Question : Le graphe G admet-il un ensemble dominant avec capacités (C,dom) avec
|IC| < k?

Soit p un ensemble cofini d’entiers, et soit o un ensemble d’entiers contenant des
intervalles de longueur arbitraire entre deux éléments, a une distance polynomiale en
la longueur de l'intervalle (voir SECTION 3.3.2). Ces deux ensembles peuvent étre con-
sidérés comme étant des constantes, puisqu’ils font partie de la définition du probleme
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT (ce ne sont pas des parameétres).

Nous définissons ¢y = min,e,{q | Vr > ¢, € p}, bien défini puisque p est cofini.
Dans la suite de cette section, nous donnons en deux étapes une réduction FPT depuis
le probleme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES vers notre probléme ENSEMBLE
[0, p]-DOMINANT, ce qui montre que le probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT est W/1]-
difficile lorsque paramétré par la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

Pour des raisons de lisibilité, nous supposons que min p > 2 (et donc ¢g > 2), et que
mino > 1. La réduction et les démonstrations peuvent étre adaptées aux cas extrémes
ol minp > 1 ou mino = 0.2

2. Pour rappel, nous supposons que 0 ¢ p, car sinon S = () serait une solution triviale au probléme
ENSEMBLE [, p|-DOMINANT.
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3.3.2 Propriétés sur ’ensemble o

Nous souhaitons montrer qu’une part d’irrégularité dans 'ensemble o suffit a rendre
le probléme ENSEMBLE |0, p|-DOMINANT W{1]-difficile lorsque paramétré par la largeur
arborescente du graphe donné en entrée.

Pour cela, nous nous intéressons au cas ot o est un ensemble d’entiers contenant des
intervalles de longueur arbitraire. Nous utiliserons ces intervalles, dans notre réduction
du probléme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES vers notre probleme ENSEMBLE
[0, p|-DOMINANT, pour encoder les capacités des sommets du graphe.

Pour la description de notre réduction FPT, nous considérons que sont données les
fonctions suivantes sur I’ensemble o :

- (z,q) =minge,{p : p>q¢ AN p—i¢gopourl<i<uz};

- Ti(z,q) =minye,{p : p>qg N p+i¢opourl <i<uz};

= To(g) = minge,{p : p > q}.
En d’autres termes, la fonction I'_(x, ¢) recherche le plus petit entier appartenant a o,
plus grand que ¢, pour lequel les = précédents entiers de N n’appartiennent pas a o,
formant alors un intervalle dans o de longueur x avant cet entier. De méme, I, (z, q)
recherche le plus petit entier de o avec un intervalle de longueur x apres lui. Enfin, [y(q)
recherche le premier entier de o plus grand que ¢, et de maniere équivalente correspond
al_(0,q)etl,(0,q).

Les ensembles o et p font partie de la définition du probleme. IlIs peuvent donc étre
considérés comme des constantes, et de ce fait les fonctions I_, [, et Iy sont calculables
en temps polynomial en les parameétres «x et q.

Toutefois, nous devons ajouter une légere condition technique concernant les in-
tervalles dans 0. En effet, la construction de certains gadgets de notre réduction (en
particulier les gadgets C et £) vont nécessiter des intervalles dont la longueur dépend
de la taille du graphe initial. Pour que notre réduction soit effectivement FPT, nous de-
vons nous assurer que la taille de ces gadgets reste polynomiale en la taille du graphe
initial.

Nous ajoutons donc la condition suivante sur 'ensemble ¢ : pour tout entier ¢ € N,
un intervalle de longueur au moins ¢ doit se trouver a une distance polynomiale en ¢
dans o, c’est-a-dire que ', (¢, q) (pour ¢ € N) est polynomiale en ¢. Plus formellement,
la condition est la suivante :

JeeN, Vt,ge N : T, (t,q) = O(q+1t°)

Considérons par exemple 'ensemble infini S = {n? | n € N} des carrés de 2. On
peut aisément vérifier que pour tout entier ¢ € N, un intervalle de longueur au moins ¢
débute a partir d’un entier inférieur ou égal a t> dans o. Nous schématisons le début de
cet ensemble, ainsi que les intervalles, dans la FIGURE 3.3.

Cette condition technique est également vraie pour la plupart des ensembles d’en-
tiers que nous pouvons considérer, tels que 'ensemble des nombres de FIBONACCI, ou
encore 'ensemble des puissances de a > 2. Cette condition que nous imposons est donc
relativement naturelle et peu restrictive.
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0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

t<1 t<4 t<6 t<8

FIGURE 3.3 — Schéma représentant le début de 'ensemble infini S = {n? | n € N} des carrés
de 2, et les intervalles de longueur arbitraire.

3.3.3 Description de la premiere étape de réduction

Nous allons décrire dans cette section la premiere étape de réduction depuis le
probléme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES vers notre probleme ENSEMBLE |0, pl-
DOMINANT. Il s’agit de détailler les transformations effectuées sur une instance du prob-
léeme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES, afin de la transformer en une instance
du probleme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W.

Réduction générale. Soit (G, cap, k) une instance du probleme k-ENSEMBLE DOMI-
NANT AVEC CAPACITES, paramétré par la cardinalité maximum k de 'ensemble domi-
nant avec capacités, et par la largeur arborescente du graphe G, ol cap est la fonction
de capacités sur les sommets de G. Nous allons construire I'instance (H, W) du probleme
ENSEMBLE [0, p|]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W paramétré par la largeur arborescente du
graphe H, telle que G admet un ensemble dominant avec capacités de cardinalité % si
et seulement si H admet un ensemble [0, p|-dominant contenant le sous-ensemble IV de
sommets présélectionnés toujours satisfaits et tous de degré 1. Notons que le parameétre
k de linstance initiale (G, cap, k) disparait : il sera en fait encodé directement dans le
graphe H.

L’idée de la réduction FPT est qu’en utilisant les fonctions I, nous pouvons trou-
ver un intervalle dans o de longueur plus grande que k, le parametre du probléme
k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES, et utiliser cet intervalle pour contréler le nom-
bre de voisins sélectionnés de chaque sommet du graphe G, et s’assurer que ce nombre
ne dépasse pas la capacité du sommet s’il est également sélectionné.

Dans la suite de cette description, un sommet est dit présélectionné s’il appartient au
sous-ensemble W C V() de sommets présélectionnés, chacun de degré 1, tel que défini
dans le probléme ENSEMBLE |, p|-DOMINANT AVEC ENSEMBLE . Rappelons qu'un som-
met présélectionné appartient nécessairement a 'ensemble [0, p]-dominant D, et qu’il est
toujours satisfait quelques soient les contraintes fixées par ¢. Un sommet est dit forcé s’il
doit nécessairement appartenir a ’ensemble [0, p|-dominant, du fait de la construction
du gadget (nous en expliquerons la raison dans la SECTION 3.3.4).

Nous commencons la réduction par le graphe d’incidence /() de l'instance initiale,
et ajoutons plusieurs gadgets reliés aux sommets-originels ou sommets-arétes de I(G).
La FIGURE 3.4 schématise la maniere dont ces gadgets sont reliés aux différents sommets
du graphe d’incidence I(G).

Pour chaque sommet-originel du graphe /(G), nous ajoutons un gadget capacité C,
satisfiabilité S et domination D, relié & ce sommet-originel de /(G), et le gadget domination
D est également relié a tous les sommets-arétes voisins du sommet-originel correspon-
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FIGURE 3.4 — Construction globale du graphe H, a partir du graphe d’incidence I(G), pour
la premiere étape de la réduction. Les sommets blancs sont les sommets du graphe d’inci-
dence I(G) : les cercles correspondent aux sommets-originels, et les carrés correspondent aux
sommets-arétes.

dant. Pour chaque sommet-aréte de /((), nous ajoutons un gadget aréte-sélection £ relié
a ce sommet-aréte. Enfin, un gadget global limitation £ est ajouté au graphe, et est relié
a tous les sommets-originels de /() par le biais d'un sommet central.

Transposition d’une solution. Supposons que le graphe G admette un ensemble
dominant avec capacités C' de cardinalité k. Nous allons voir comment cet ensemble
dans G va étre encodé par un ensemble [0, p]-dominant D dans le graphe H.

Si un sommet v de G est inclus dans C, alors le sommet-originel correspondant dans
I(G) sera inclus dans D. Pour chaque sommet v € V(G) \ C, dominé par un sommet
v € V(G), le sommet-aréte e dans le graphe d’incidence /(G), représentant I'aréte entre
u et v dans G, sera également inclus dans I'ensemble [0, p]-dominant D. Cet encodage
d’une solution du probleme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES dans le graphe
d’incidence est schématisé dans la FIGURE 3.5.

Le gadget limitation £ permet de s’assurer qu’au plus & sommets-originels de I(G)
sont ajoutés a D, et permet ainsi d’encoder le parametre & du probleme k-ENSEMBLE
DOMINANT AVEC CAPACITES. Les autres sommets du graphe H, qui n’appartiennent pas
au graphe d’incidence 7(G), sont des sommets appartenant aux différents gadgets util-
isés pour la réduction. Si une solution au probleme ENSEMBLE [0, p|]-DOMINANT AVEC
ENSEMBLE IV existe dans le graphe H, alors chaque gadget sera composé de deux types
de sommets : les sommets « forcés » ou « présélectionnés », qui doivent nécessairement
appartenir a 'ensemble [0, p]-dominant, et les sommets « sélectionnables » qui sont tou-
jours satisfaits, au regard des contraintes fixées par les ensembles o et p, qu’ils soient
sélectionnés ou non.

Détail des gadgets. Nous allons maintenant détailler la construction de chacun des
gadgets, utilisés dans la premiere étape de réduction FPT, c’est-a-dire du probleme
k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES vers le probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT
AVEC ENSEMBLE W. Pour plus de compréhension, nous donnons également un schéma
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FIGURE 3.5 — Schéma d’une solution du probléme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES
dans le graphe G (figure de gauche), et encodage de cette solution dans le graphe d’incidence
I(G) (figure de droite).

pour chacun de ces gadgets. Dans ces schémas, les sommets triangulaires noirs sont
présélectionnés, les autres sommets noirs (circulaires, cliques noires ou marqués d’'un
disque plein) sont forcés, les sommets marqués d’un cercle vide sont sélectionnables, et
les sommets marqués d’une croix sont non sélectionnables.

gadget domination (D). Un gadget domination est ajouté a H pour chaque sommet-
originel du graphe d’incidence 7(G). Ce gadget s’assure qu'un sommet-originel
est soit sélectionné dans la solution, soit qu’il dispose d’au moins un voisin sélec-
tionné dans /(G), c’est-a-dire que les sommets sélectionnés dans /(G) forment un
ensemble dominant de /(G).

Pour chaque sommet-originel v € I(G), nous ajoutons un sommet v’ relié a v et a
chaque sommet-aréte e € N;(v). Nous ajoutons également un ensemble stable de
go—2 sommets présélectionnés, tous de degré 1 et reliés a ’. Enfin, nous ajoutons un
sommet forcé v”, relié a v/, a un ensemble stable de I, (1, min o) — min o sommets
preésélectionnés tous de degré 1, et a une clique contenant min o sommets.

sommet-aréte dans I(G) — [ <+ sommet-originel v dans I(G)

voisin de v dans G —

U//

clique contenant min ¢ sommets — (@GF= sommets présélectionnés
(1, mino) — min o sommets présélectionnés —

FIGURE 3.6 — Schéma représentant le gadget domination (D).




96 CHAPITRE 3. PROBLEMES DE DOMINATION

gadget aréte-sélection (£). Un gadget aréte-sélection est ajouté a H pour chaque sommet-
aréte du graphe d’incidence /(G). Les sommets-arétes dans /(G) qui seront sélec-
tionnés vont encoder la fonction de domination dom de la solution au probleme
k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES depuis lequel nous faisons la réduction.
Ce gadget s’assure donc qu'un sommet-aréte n’est sélectionné que s’il a au moins
un voisin, sommet-originel dans I(G), qui est également sélectionné dans la solu-
tion.

Pour chaque sommet-aréte e € I((), nous ajoutons au gadget un ensemble stable
de_(1,q0 + 1) — 1 sommets présélectionnés, tous de degré 1 et reliés a e.

+ deux voisins de e dans I(G)

<+ sommet-aréte e dans I(QG)
— — _(1,q0 + 1) — 1 sommets présélectionnés

FIGURE 3.7 — Schéma représentant le gadget aréte-sélection (£).

gadget capacité (C). Un gadget capacité est ajouté a H pour chaque sommet-originel du
graphe d’incidence /(). Ce gadget s’assure qu'un sommet-originel sélectionné a
au plus cap(v) voisins de /(G) également sélectionnés, c’est-a-dire que sa capacité
dans l'instance initiale est respectée. De plus, ce gadget permet a un sommet-
originel sélectionné d’avoir un nombre valide de voisins sélectionnés dans H, au
regard des contraintes fixées par 'ensemble o.

Pour chaque sommet-originel v € I(G), nous ajoutons un ensemble stable de
M. (cap(v),dg(v) + qo) — cap(v) — 1 sommets présélectionnés, tous de degré 1 et
reliés a v. Nous ajoutons également un ensemble stable de cap(v) sommets sélec-
tionnables, tous reliés a v, et pour chacun de ces sommets, nous ajoutons un en-
semble stable de 'y(go + 1) — 1 voisins présélectionnés tous de degré 1.

Fo(go + 1) — 1 sommets présélectionnés

(©f < cap(v) sommets

(] < sommet-originel v dans I(G)

L
M (cap(v), da(v) + qg) — cap(v) — 1 sommets présélectionnés

FIGURE 3.8 — Schéma représentant le gadget capacité (C).
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gadget satisfiabilité (S). Un gadget satisfiabilité est ajouté a H pour chaque sommet-
originel de I(G). Ce gadget s’assure qu'un sommet-originel de /(G) non sélec-
tionné a un nombre valide de voisins sélectionnés dans H, au regard des con-
traintes fixées par 'ensemble p.
Pour chaque sommet-originel v € I(G), nous ajoutons un ensemble stable de
go sommets sélectionnables, et pour chacun de ces sommets, nous ajoutons un
ensemble stable de I'y(qy) voisins présélectionnés tous de degré 1.

Mo(qo) sommets présélectionnés

o) <+ qo sommets sélectionnables

O < sommet-originel v dans I(G)

FIGURE 3.9 — Schéma représentant le gadget satisfiabilité (S).

gadget limitation (£). Un seul gadget limitation global est ajouté au graphe H. Ce gad-
get limite le nombre de sommets-originels de /(G) pouvant étre sélectionnés dans
une solution du probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, encodant ainsi le parametre
k du probléme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES depuis lequel nous effec-
tuons la réduction.

Nous ajoutons un sommet central et forcé c, relié a tous les sommets-originels
de I(G) et a une clique contenant min o sommets. Nous ajoutons également un
ensemble stable de I, (|V(G)|+ k, k + min o) — k — min o sommets présélectionnés,
tous de degré 1 et reliés a c. Enfin, nous ajoutons un autre ensemble stable de
k sommets sélectionnables, tous reliés a ¢, et pour chacun de ces sommets, nous
ajoutons un ensemble stable de I'y(qy) — 1 voisins présélectionnés tous de degré 1.

- (|V(G)|+ k,k +mino) — k — min o sommets présélectionnés

sommet central forcé c relié a

sommets-originels dans I(G) < une clique contenant min o sommets

Mo(qo) — 1 sommets présélectionnés

FIGURE 3.10 — Schéma représentant le gadget limitation (£).
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3.3.4 Validité de la premiere étape de réduction

Il nous faut maintenant montrer que cette premiere étape de réduction est correcte,

c’est-a-dire :

— Dans chacun des gadgets, les sommets sont toujours satisfaits au regard des con-
traintes fixées par les ensembles o et p.

— Chaque gadget joue correctement le role qui lui est attribué.

— Le graphe initial G admet un ensemble dominant avec capacités de cardinalité au
plus £ si et seulement si le graphe construit /7 admet un ensemble [0, p|]-dominant
contenant le sous-ensemble de sommets présélectionnés toujours satisfaits.

— La réduction est FPT.

Validité des gadgets. Nous montrons tout d’abord que chaque gadget joue correcte-
ment le role qu'il lui est attribué (c’est-a-dire que les gadgets sont corrects), et que les
sommets de tous les gadgets sont toujours satisfaits a regard des contraintes fixées par
les ensembles o et p. Ainsi, les gadgets n’interférent pas dans I'existence ou non d’'une
solution a la variante ENSEMBLE [, p]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W, encodant une so-
lution au probléme initial £-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES.

Chaque gadget est composé de deux types de sommets : les sommets forcés ou
présélectionnés, et les sommets sélectionnables (a I'exception du gadget domination D,
contenant également un sommet non sélectionnable). Par définition du probléme EN-
SEMBLE [0, p|-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W, les sommets présélectionnés, tous de degré
1, doivent appartenir a la solution.

Notons que par la construction des différents gadgets, chaque sommet sélectionnable
a un certain nombre de voisins lui permettant d’étre toujours satisfait, qu’il soit sélec-
tionné ou non dans la solution. En effet, chacun de ces sommets a au total ';(g) voisins
sélectionnés, parce que présélectionnés ou forcés, et par définition 'y(qp) € o N p.

Enfin, chaque sommet forcé v est forcé a étre sélectionné dans la solution par le fait
que ce sommet est relié a une clique contenant min ¢ sommets. En effet, puisque nous
recherchons un ensemble [0, p]-dominant, et que 0 ¢ p, au moins un sommet de la clique
contenant min o sommets doit étre sélectionné, ou v doit étre sélectionné. Si un sommet
de la clique est sélectionné, alors il a besoin d’au moins min ¢ voisins sélectionnés, et
de ce fait tous les sommets de la clique contenant min o sommets, ainsi que le sommet
v, doivent étre sélectionnés pour que les sommets de la clique soient tous satisfaits. Si
v est sélectionné, alors chaque sommet de la clique a un voisin sélectionné, et comme
1 ¢ p (rappelons que pour des raisons de lisibilité des preuves, nous supposons que
mino > 1 et minp > 2), alors au moins un des sommets de la clique doit également
étre sélectionné. Donc v est dans tous les cas forcé a étre sélectionné.

Nous montrons maintenant que chacun des gadgets est correct.

gadget satisfiabilité S. Soit v € V(H) le sommet-originel non sélectionné a controéler. 11
a, dans le gadget satisfiabilité, un ensemble stable de ¢, voisins sélectionnables. De
ce fait, le sommet v peut toujours avoir au moins ¢, voisins dans H sélectionnés, et
sera donc satisfait s’il n’est pas sélectionné (car dans ce cas, le nombre de voisins
sélectionnés qu’il doit avoir est contraint par 'ensemble cofini p).

gadget aréte-sélection £. Soite € V(H) un sommet-aréte a controler. Il a, dans le gadget
aréte-sélection, un ensemble de I'_(1, gy+ 1) — 1 voisins présélectionnés tous de degré
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1. Si e n’est pas sélectionné, alors il aura ' _(1,qy+1)— 1 € p voisins présélectionnés
dans le gadget, et sera donc satisfait. Si e est sélectionné, alors il aura besoin d’au
moins un voisin sélectionné supplémentaire dans H, correspondant a un sommet-
originel de I(G), puisque ' _(1,q0+1)—1¢ oetl_(1,90+ 1) € 0.

gadget capacité C. Soitv € V(H) un sommet-originel dont on veut contrdler la capacité
s'il est sélectionné. Il a, dans le gadget capacité, un ensemble de I'; (cap(v), dg(v) +
qo) — cap(v) voisins présélectionnés ou forcés, incluant le sommet central forcé du
gadget limitation, et peut donc avoir au plus cap(v) voisins sélectionnés supplé-
mentaires dans H. Les seuls autres voisins qu’il a dans H sont des sommets-arétes
de I(G), et un ensemble stable de cap(v)+ ¢y sommets sélectionnables dans les gad-
gets capacité et satisfiabilité, qui peuvent étre sélectionnés si v a moins de cap(v)
voisins sélectionnés dans I(G).

Les voisins sélectionnables qu’il a dans le gadget capacité ont toujours un nombre
valide de voisins sélectionnés dans H. En effet, si 'un d’eux est sélectionné et que v
est également sélectionné, alors il aura 'y(qp + 1) € o voisins sélectionnés dans H.
Si 'un d’eux n’est pas sélectionné, alors il aura y(gy + 1) € p voisins sélectionnés
dans H.

Par ce gadget, lorsque le sommet v est sélectionné, il ne peut pas avoir plus
de cap(v) voisins (sommets-arétes) également sélectionnés dans H, ceux-ci cor-
respondant aux voisins qu’il domine dans G. Au final, v peut avoir exactement
[ (cap(v), dc(v) + qo) € o N p voisins sélectionnés dans H, et sera donc satisfait.

gadget domination D. Soit v € V(G) le sommet du graphe initial G dont on veut con-
troler I'état de domination. Le sommet v' € V(H) correspondant dans le gad-
get domination a ¢y — 2 voisins présélectionnés dans ce gadget, tous de degré 1,
et un voisin forcé supplémentaire avec I, (1, min o) voisins sélectionnés au total
(min o voisins forcés dans la clique, et I, (1, min o) — min o voisins présélectionnés),
qui empéchent o' d’étre sélectionné car sinon ce sommet supplémentaire aurait
[, (1,mino)+1 ¢ o voisins sélectionnés. De ce fait, v’ ne peut pas étre sélectionné,
et a exactement gy — 1 ¢ p voisins sélectionnés. Au moins I'un de ses voisins dans
I(@G) doit étre sélectionné pour qu’il puisse étre satisfait.

gadget limitation £. Soit ¢ € V(H) le sommet central forcé du gadget limitation, dont le
but est de limiter le nombre de sommets sélectionnés dans le graphe G a au plus
k sommets.

Ce sommet central est forcé par une clique contenant min o sommets. Il a, dans le
gadget limitation, un ensemble de I, (|V(G)| + k, k + min o) — k voisins nécessaire-
ment sélectionnés, incluant les min o sommets forcés de la clique, et un ensemble
stable de k voisins sélectionnables, qui peuvent étre sélectionnés si le sommet ¢ a
moins de k voisins sélectionnés dans I(G).

De ce fait, ¢ peut avoir au plus [, (|V(G)| + k, k + min o) voisins sélectionnés dans
H, dont au plus k correspondent aux sommets-originels de /(G), car le prochain
entier appartenant a o et plus grand que ' (|V(G)| + k, k + min o) est également
plus grand que le nombre total de sommets-originels de /(). Si une solution au
probleme existe, alors le sommet c sera satisfait.
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Validité de la réduction. Montrons maintenant que la réduction est correcte.

LEMME 3.3.2

Le graphe initial G admet un ensemble dominant avec capacités de cardinalité au plus k
si et seulement si le graphe construit H admet un ensemble |0, p|-dominant contenant le
sous-ensemble D C V(G) de sommets présélectionnés toujours satisfaits et tous de degré 1.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que le graphe H admette un en-
semble [0, p|-dominant D. Soit H, 'ensemble des sommets de H correspondant aux
sommets-originels de /(G), et soient Dy, D C D les sommets sélectionnés de H corre-
spondant respectivement aux sommets-originels et aux sommets-arétes de /(G). On a
naturellement D, C H,.

Par le gadget domination D, chaque sommet de H, est soit sélectionné (c’est-a-dire
qu’il appartient a 'ensemble D), soit il a un voisin sélectionné dans D, et donc I'ensem-
ble D; U D, forme un ensemble dominant (classique) de I(G). Par le gadget aréte-
sélection &£, chaque sommet-aréte dans D, a au moins un voisin sélectionné dans D;.
Par le gadget capacité C, chaque sommet-originel v € V(H,) sélectionné (c’est-a-dire
v € D;) a au plus cap(v) voisins sélectionnés dans D,, avec |Ny(v) N D| € o. Pour un
sommet sélectionné, nous fixons dom(v) = {u | v € Ny(v) N Dy}. Par le gadget satisfia-
bilité S, chaque sommet-originel de H, non sélectionné (c’est-a-dire v € Hy \ D;) a au
moins ¢, voisins sélectionnés dans H, et de ce fait | Ny (v) N D| € p. Enfin, par le gadget
limitation £, |D;| < k.

Par cette construction, (D;,dom) est un ensemble dominant avec capacités de GG
de cardinalité au plus k, ou dom est la fonction de domination de la solution pour les
sommets du graphe initial G.

Supposons maintenant que le graphe G admet un ensemble dominant avec capac-
ités (C,dom) de cardinalité au plus &, ou dom est la fonction de domination de la solu-
tion pour les sommets du graphe initial G. Nous allons construire un ensemble [0, p]-
dominant D pour le graphe H. Soit /() le graphe d’incidence de G.

Pour chaque sommet v € C, et chaque sommet dominé u € V(G) tel que u €
dom(v), nous ajoutons un sommet-aréte e € V (1(G)) a 'ensemble D, ol e correspond a
'aréte {u,v} de G. Par cette construction, les sommets du graphe d’incidence /(G), ainsi
que les sommets des gadgets domination D et aréte-sélection £ sont satisfaits, et comme
chacun des autres gadgets contient uniquement des sommets forcés, présélectionnés ou
sélectionnables qui sont toujours satisfaits, alors le graphe H admet un ensemble [0, p|-
dominant D. ]

LEMME 3.3.3

La réduction depuis le probléme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES vers le probléme
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W est FPT. Plus précisément, le graphe H est
de taille poly (|V(G)|), et tw(H) < 4tw(G) 4+ mino + 1.

Démonstration. Soient o et p deux ensembles d’entiers fixés, faisant partie de la défi-
nition du probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT AVEC ENSEMBLE I/ (ce ne sont pas des
parametres du probléme). Soient GG le graphe initial du probléme k-ENSEMBLE DOMI-
NANT AVEC CAPACITES, et H le graphe construit lors de la réduction vers le probleme
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE .
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Montrons tout d’abord que la taille du graphe construit H est polynomiale en la
taille du graphe initial G.

Un seul gadget limitation £ est créé pour tout le graphe H, et un gadget capacité C
est ajouté pour chaque sommet-originel de 7(G). Les cardinalités de ces deux gadgets
dépendent des fonctions I', et d'un polynome en la taille de G (ce qui explique notre
condition technique sur 'ensemble o, voir pour cela la SECTION 3.3.2). Les autres gad-
gets sont ajoutés au graphe H pour chaque sommet-originel ou sommet-aréte de /(G),
et chacun d’entre eux a une cardinalité dépendant uniquement des fonctions I' et des
deux ensembles o et p.

De ce fait, le nombre total de sommets du graphe H dépend uniquement des en-
sembles o et p, qui sont fixés et peuvent donc étre considérés comme des constantes, et
d’'un polynéme en le nombre de sommets et arétes du graphe G. La réduction est donc
polynomiale en la taille du graphe G donné en entrée, et le parametre k.

Montrons maintenant que la largeur arborescente du graphe construit H est polyno-
miale en la largeur arborescente du graphe initial G. Soit 7'(I(G)) une décomposition
arborescente optimale du graphe d’incidence /(G), dont la largeur arborescente est au
plus celle du graphe G. Nous allons expliquer comment construire une décomposition
arborescente du graphe H de largeur bornée par la largeur arborescente de /(G).

Par construction, tous les gadgets sont pratiquement des arbres, exceptés pour leurs
sommets forcés, qui sont reliés a une clique contenant min o sommets. De plus, chacun
de ces gadgets n’a qu'un seul sommet relié a des sommets-originels et/ou des sommets-
arétes de I(G) (cet unique sommet est ici appelé racine) : la racine d'un gadget domi-
nation D est reliée a un sommet-originel de /(G) et a chaque sommet-aréte adjacent a
ce sommet-originel, les racines des gadgets satisfiabilité S et capacité C sont reliées a un
sommet-originel, la racine d’'un gadget aréte-sélection £ est reliée a un sommet-aréte, et
la racine du gadget limitation (son sommet central) est reliée a chaque sommet-originel
(voir la FIGURE 3.4). En partant de la décomposition arborescente T (I (G)), nous re-
lions la décomposition arborescente de chaque gadget a 'un des sacs contenant 'un des
sommets-originels ou sommets-arétes de /(G) auquel le gadget est relié via sa racine.
Puis nous ajoutons la racine du gadget a tous les sacs de la décomposition arbores-
cente de 7'(I(G)) contenant les voisins de cette racine. Pour un sommet de /(G), nous
ajoutons donc au plus 3 sommets aux sacs contenant ce sommet.

Finalement, chaque gadget est de largeur arborescente au plus min o + 1, correspon-
dant aux sommets forcés par une clique contenant minc sommets. Comme pour un
sommet donné de I(G), au plus 3 de ses sommets sont ajoutés aux sacs contenant ce
sommet, la décomposition arborescente du graphe H est de largeur tw(H) < 4-tw(G) +
mino + 1, ol la valeur min o est une constante puisque o est fixé et fait partie de la
définition du probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT AVEC ENSEMBLE .

La réduction est donc FPT lorsque paramétrée par la largeur arborescente de G. [

3.3.5 Seconde étape de réduction

Nous allons maintenant décrire la seconde étape de la réduction depuis le prob-
leme k-ENSEMBLE DOMINANT AVEC CAPACITES vers notre probleme ENSEMBLE [o, pl-
DOMINANT. Il s’agit cette fois de détailler les transformations effectuées sur une instance
du probléme ENSEMBLE [0, p|]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE W, pour obtenir une instance
de notre probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT.
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Réduction. Dans le probleme ENSEMBLE |0, p]-DOMINANT AVEC ENSEMBLE IV, certains
sommets sont présélectionnés dans I'ensemble [, p]-dominant, sont tous de degré 1,
et sont supposés toujours satisfaits au regard des contraintes fixées par 'ensemble o.
Pour cette seconde étape de réduction, il nous suffit donc de montrer comment forcer
ces sommets a étre sélectionnés et satisfaits dans une instance de notre probleme EN-
SEMBLE [0, p]-DOMINANT, en respectant cette fois les contraintes fixées par 'ensemble
o. Remarquons que si mino € o, alors cette réduction est simple : il suffit de relier
chaque sommet que I'on souhaite forcer a une clique contenant min o, pour les mémes
arguments que dans le cas du gadget limitation £ de la réduction précédente.

Etant donné une instance (G, W) du probléme ENSEMBLE [, p]-DOMINANT AVEC EN-
SEMBLE W, ou G est un graphe et W C V(@) le sous-ensemble de sommets présélec-
tionnés, tous de degré 1 dans le graphe G, nous allons construire un graphe H, instance
du probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, de telle sorte que les sommets dans H corre-
spondant au sous-ensemble W de sommets de GG soient tous forcés a étre sélectionnés,
tout en étant satisfaits au rapport des conditions fixées par o. Les ensembles o et p ne
sont pas modifiés lors de la réduction.

Rappelons que notre objectif final est de montrer que le probleme ENSEMBLE [0, p|-
DOMINANT est W([1]-difficile lorsque paramétré par la largeur arborescente. Nous devons
donc, dans cette seconde étape de réduction, nous assurer que la largeur arborescente
du graphe construit H soit polynomiale en la largeur arborescente du graphe initial G.

Notons « le plus petit entier commun aux deux ensembles o et p, c’est-a-dire o« =
min{q | ¢ € o0 N p}, et notons (3 I'intervalle entre les deux premiers entiers appartenant
a I'ensemble o, c’est-a-dire § = min{p | mino + p € o}. Puisque 'ensemble p est cofini,
et o est infini, ces deux entiers sont bien définis.

Nous pouvons maintenant décrire la construction du graphe H. Initialement, le
graphe H est composé de « copies du graphe G. Pour chaque copie v; d'un sommet
présélectionné v € W du graphe G, avec 1 < i < «, nous ajoutons au graphe H une
clique C; contenant min ¢ sommets et reliée au sommet v;. Enfin, pour chaque sommet
présélectionné v de G, nous ajoutons un ensemble stable de 5 sommets au graphe H, et
nous relions chacun de ces sommets a toutes les copies v; € V(H) du sommet v de G.

Cette construction est schématisée dans la FIGURE 3.11.

Validité de la réduction. Nous devons maintenant montrer que cette réduction est
correcte, en montrant que :

— si H admet un ensemble [, p]-dominant Dy, alors chacune des copies v; € V(H)
d’'un sommet présélectionné v de GG est nécessairement sélectionné dans Dy ;

— le graphe initial G admet un ensemble [0, p|-dominant D contenant le sous-
ensemble W C V(G) de sommets présélectionnés toujours satisfaits si et seule-
ment si le graphe construit H admet un ensemble [0, p|]-dominant Dy ;

— la réduction est FPT.

Notons que les sommets de chaque clique de cardinalité min o sont nécessairement

satisfaits, pour les mémes arguments que ceux utilisés dans la SECTION 3.3.4, lors de la
démonstration de la validité des différents gadgets.
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« copies du graphe G

. . < voisin unique dans G
clique contenant min o sommets — (&2

+ « copies d'un sommet
présélectionné v de G

B sommets disjoints —

FIGURE 3.11 — Construction reliant, dans le graphe H, les « copies d'un sommet présélectionné
v de G alaide d'un ensemble stable de 8 sommets dijsoints.

LEMME 3.3.4
Si le graphe H admet un ensemble [0, p|]-dominant Dy, alors chacune des copies v; € V(H)
d’un sommet présélectionné v de G est nécessairement sélectionné dans Dy.

Démonstration. Soit v; € V(H) un sommet de H, copie d'un sommet présélectionné
v € W de degré 1 dans G, avec 1 < i < «. Par construction, ce sommet v; est relié
dans H a une clique contenant min 0 sommets. Pour les mémes arguments que dans la
SECTION 3.3.4, ou nous montrions quun sommet forcé est nécessairement sélectionné
car il était relié a une clique contenant min o sommets, le sommet v; est nécessairement
sélectionné dans un ensemble [0, p]-dominant Dy du graphe H. O

LEMME 3.3.5

Le graphe initial G admet un ensemble [0, p|-dominant D¢ contenant le sous-ensemble
W C V(G) de sommets présélectionnés toujours satisfaits, et tous de degré 1, si et seulement
si le graphe construit H admet un ensemble [0, p|]-dominant Dy.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que le graphe G admette un ensem-
ble [0, p]-dominant D, contenant le sous-ensemble W C V(G) de sommets présélec-
tionnés toujours satisfaits et tous de degré 1. Nous allons expliquer comment construire
un ensemble [0, p|-dominant Dy du graphe H.

Initialement, 'ensemble Dy ne contient aucun sommet du graphe H. Pour chaque
sommet v € V(G) appartenant a 'ensemble [0, p]-dominant D¢, toutes ses copies u;
dans H sont sélectionnées et ajoutées a 'ensemble Dy. De méme, pour chaque sommet
v € V(G) n’appartenant pas a I'ensemble [0, p]-dominant D, aucune de ses copies
dans H n’est sélectionnée, et donc u; ¢ Dy. Comme 'ensemble D est un ensemble
[0, p]-dominant de G, et que le voisinage sélectionné dans H de chaque copie u; est le
méme, tous ces sommets sont satisfaits.

Considérons un sommet v; € V(H), copie d'un sommet présélectionné v € W de
G, et notons u; la copie dans H du voisin u de v. Si le sommet u; n’a pas été ajouté a
I'ensemble Dy, alors aucun des voisins de v; appartenant a ’ensemble stable de cardi-
nalité S n’est ajouté a Dy. Si le sommet u; a été ajouté a 'ensemble Dy, alors tous les
voisins de v; appartenant a I’ensemble stable de cardinalité § sont ajoutés a Dy.
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Montrons que 'ensemble Dy est bien un ensemble [, p|-dominant de H. Rappelons
que dans le graphe G, le sommet v est de degré 1, et n’a donc qu’un seul voisin que 'on
notera u. Les seuls voisins du sommet v; dans H sont donc la copie u; du sommet u, les
sommets de la clique contenant min 0 sommets, et les sommets de 'ensemble stable de
cardinalité /3 ajoutés lors de la construction du graphe H.

Considérons les deux cas possibles pour son voisin wu;, selon qu’il soit sélectionné
ou non. Si u; n'est pas sélectionné, alors le sommet v; est satisfait lorsque seuls ses
voisins appartenant a la clique de min o sommets sont sélectionnés, puisqu’il a alors
mino € o voisins sélectionnés dans H. Si u; est sélectionné, alors le sommet v; est
satisfait si tous ses autres voisins sont également sélectionnés, c’est-a-dire ses voisins
appartenant a la clique de mino sommets, et ses § autres voisins dans H, puisqu’il
a alors mino + 8 € o voisins sélectionnés dans H. Dans tous les cas, son voisin u;
est également satisfait, puisqu’il est la copie d'un sommet u de G supposé satisfait par
I'ensemble [0, p]-dominant D de G. Enfin, remarquons que les 5 sommets disjoints ont
exactement « € o (N p voisins sélectionnés, qui sont les sommets v; pour 1 < j < a. De
ce fait, chacun d’eux est toujours satisfait, qu’il soit sélectionné ou non dans I'’ensemble
Dy.

L’ensemble Dy que nous venons de construire est donc un ensemble [0, p|-dominant
du graphe H.

Supposons maintenant que le graphe H admette un ensemble [0, p|-dominant Dy.
Nous allons montrer comment obtenir un ensemble [0, p]-dominant Dg du graphe G,
contenant le sous-ensemble W C V(&) de sommets présélectionnés toujours satisfaits.

Par le LEMME 3.3.4, toutes les copies v; dans H d’'un sommet v € W du graphe G sont
nécessairement sélectionnés, et comme Dy est un ensemble [0, p]-dominant de H, tous
ces sommets sont satisfaits. Notons H; 'une des copies du graphe G dans le graphe H.
Prenons Dg = DyNV (Dy,), cest-a-dire que 'ensemble D ne contient que les sommets
de 'ensemble [0, p|]-dominant Dy appartenant a la copie H; du graphe G. Puisque Dy
est en particulier un ensemble [0, p]-dominant de la copie H; de G, alors D¢ est bien
un ensemble [0, p]-dominant de G, contenant le sous-ensemble W C V(G) de sommets
présélectionnés toujours satisfaits. O

LEMME 3.3.6
La réduction est FPT. Plus précisément, le graphe H est de taille polynomiale en celle du
graphe G, et tw(H) < (mino + 3) - tw(G).

Démonstration. Soient o et p deux ensembles d’entiers fixés, faisant partie de la défini-
tion du probleme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT (ce ne sont pas des parametres du prob-
leme). Soient (G, W) l'instance du probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT AVEC ENSEMBLE
W, et soit H l'instance du probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT.

Soit n = |V(G)|. Le graphe H est construit a partir de « copies du graphe G,
auxquelles sont ajoutées au plus n cliques de min ¢ sommets chacune (une clique pour
chaque sommet présélectionné de chaque copie). Enfin, au plus n ensembles stables de
f sommets chacuns sont ajoutés au graphe H, un ensemble pour chaque ensemble de
copies d’'un sommet présélectionné.

En résumé, nous obtenons |V (H)| < |V(G)| - ((a - mino) + ).

Montrons maintenant que la largeur arborescente du graphe H est polynomiale en la
largeur arborescente du graphe G. Pour cela, supposons que (7, xg) est une décompo-
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sition arborescente du graphe G, de largeur tw(G), et notons (T, x i) la décomposition
arborescente du graphe H que nous allons construire.

Tout d’abord, Ty = T. Pour chaque sac X; € ys de la décomposition arborescente
du graphe G, nous construisons le sac correspondant X, € xpy de la décomposition
arborescente du graphe H en ajoutant au sac X/ toutes les copies u; € V(H) de chaque
sommet v € V(G) appartenant au sac X;. De plus, si le sommet u € V() est un sommet
présélectionné, alors nous ajoutons au sac X/ :

— tous les sommets de chaque clique de cardinalité min o reliée a chaque copie u; €

V(H) du sommet u € V(G);
— tous les sommets de I'ensemble stable de cardinalité j reliant toutes ces copies
dans H.
Nous obtenons alors une décomposition arborescente du graphe H, et par construction,
tw(H) < (mino + f) - tw(G).

La réduction est donc FPT lorsque paramétrée par la largeur arborescente du graphe
initial G. O

La décomposition arborescente du graphe H que nous obtenons n’est peut-étre pas
optimale. Cela n’a cependant pas de conséquence sur notre résultat, puisque nous de-
vons simplement nous assurer que la largeur arborescente du graphe construit H est
polynomiale en la largeur arborescente du graphe initial G.

3.4 Complexité dans le cas d’ensembles quelconques

Nous nous sommes jusqu’a maintenant intéressé a la complexité du probleme EN-
SEMBLE [0, p|]-DOMINANT pour certains cas particuliers d’ensembles o et p. Qu’en est-il
de la complexité du probléme dans le cas d’ensembles o et p plus généraux ?

3.4.1 Paramétré par la largeur arborescente (tree-width)

Comme nous I'indiquions dans la SECTION 1.1.3, 'étude de la complexité paramétrée
d’'un probleme n’est pertinente que si celui-ci est dans la classe XP. Nous montrons
ici que C’est le cas pour notre probleme, ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT paramétré par la
largeur arborescente.

THEOREME 3.4.1

Soient o et p deux ensembles d’entiers récursifs, pour lesquels Uappartenance d’un entier a
ces ensembles peut étre décidée en temps polynomial. Alors le probléme ENSEMBLE |0, pl-
DOMINANT, ainsi que les versions d’optimisation ENSEMBLE |0, p|-DOMINANT MINIMUM et
ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT MAXIMUM, sont dans la classe XP lorsque paramétrés par la
largeur arborescente du graphe donné en entrée.

Démonstration. Soit G = (V, E) le graphe donné en entrée au probléme ENSEMBLE
[0, p]-DOMINANT. Un ensemble [0, p]-dominant est bien entendu de cardinalité au plus
|V'|. De ce fait, nous pouvons considérer le probléme ENSEMBLE [0’, p']-DOMINANT, ou
o' =o0n{0,...,|V]}etp =pn{0,...,|V|} sont tous deux finis. L’appartenance d’'un
entier ¢t aux ensembles o ou p pouvant étre décidée en temps O(poly(t)), les deux en-
sembles ¢’ et p’ peuvent étre construits en temps polynomial.
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En utilisant notre algorithme FPT présenté dans la SECTION 3.2, le probleme EN-
SEMBLE [0, p|]-DOMINANT peut étre résolu en temps XP lorsque paramétré par la largeur
arborescente de GG, puisque dans ce cas la complexité paramétrée de notre algorithme
est en O(n/(®). Notons que cet algorithme peut étre facilement adapté pour résoudre
les problemes ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT MINIMUM ou ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT MAX-
IMUM avec la méme complexité paramétrée. O

3.4.2 Paramétré par la largeur arborescente (tree-width) et la
taille de la solution

Pour ce type de probléme sur les graphes, consistant a trouver un sous-ensemble
respectant une certaine propriété, il est naturel de considérer également la taille de la
solution comme parameétre. Nous allons voir ici que I'ajout de ce parametre modifie
sensiblement la complexité paramétrée du probléme ENSEMBLE [, p|-DOMINANT, celui-
ci devenant FPT lorsqu’il est paramétré par la largeur arborescente du graphe et par la
taille de la solution désirée.

THEOREME 3.4.2

Soient o et p deux ensembles d’entiers résursifs. Alors le probléme k-ENSEMBLE |o, pl-
DOMINANT est FPT lorsque paramétré par la cardinalité maximum k de Uensemble [o, pl-
dominant, et par la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

Démonstration. Le probléme k-ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT consiste a trouver un ensem-
ble [0, p]-dominant de cardinalité au plus k. De ce fait, chaque sommet du graphe donné
en entrée aura au plus k voisins appartenant a cet ensemble [, p]-dominant. Le prob-
leme k-ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT est donc équivalent au probleme ENSEMBLE [0/, /|-
DOMINANT, ot ¢/ = 0 N{0,...,k} et p = pN{0,...,k} sont tous deux finis. Si a, (k)
représente le temps maximum nécessaire pour décider si ¢t € o avec ¢t < k un entier,
alors 'ensemble d’entier ¢’ peut étre construit en temps O(k - a(k)), ne dépendant pas
de la taille du graphe donné en entrée. De méme, p’ peut étre construit en un temps ne
dépendant pas de la taille du graphe donné en entrée. Puisque les deux ensembles o et
p sont fixés, faisant partie de la définition du probléme k-ENSEMBLE [o, p|-DOMINANT (ce
ne sont pas des parametres), le temps de construction des ensembles ¢’ et p’ est FPT.
En utilisant notre algorithme FPT présenté dans la SECTION 3.2, le probleme k-
ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT peut étre résolu en temps FPT paramétré par la cardinal-
ité maximum k& de 'ensemble [0, p|-dominant et par la largeur arborescente du graphe
donné en entrée, puisque dans ce cas la complexité paramétrée de notre algorithme est

en O(f(as(k),a,(k)) - poly(n)). O

3.5 Conclusion

Dans I’étude de nombreux problémes en théorie des graphes, il est de coutume de
considérer la largeur arborescente comme parametre afin que le probléme soit, dans
ce cas, FPT. Il en va de méme pour le probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, dont la
complexité paramétrée appartient a la classe FPT, lorsque paramétré par la largeur
arborescente du graphe donné en entrée, et ce pour tous les cas jusqu’a maintenant
étudiés dans la littérature pour les ensembles d’entiers o et p.
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La largeur arborescente comme parameétre amene-t-elle toujours le probléme EN-
SEMBLE [0, p|-DOMINANT a étre FPT, quelques soient les ensembles d’entiers o et p?
Dans ce chapitre, nous avons étudié d’autres cas d’ensembles o et p, et montré que cela
n’est pas toujours le cas : il existe une infinité d’ensembles d’entiers o et p pour lesquels
le probléme ENSEMBLE [o, p|-DOMINANT devient W|1]-difficile lorsque paramétré par la
largeur arborescente (en intégrant toutefois une contrainte technique sur 'ensemble o).

Il est a noter qu’auparavant, tres peu de problemes étaient connus pour ne pas étre
FPT lorsque paramétrés par la largeur arborescente (voir notamment [FFL*07, DLSV0S8,
Lok09]), tout en étant pertinent du point de vue paramétré (c’est-a-dire au moins dans
la classe XP). Le probleme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT, pour ces nouveaux cas d’ensem-
bles o et p, vient des lors rejoindre cette liste.

Par ailleurs, les cas jusqu’a maintenant étudiés dans la littérature montrent que le
probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT appartient a la classe FPT lorsque o et p sont des
ensembles d’entiers finis ou cofinis. Nous avons dans ce chapitre étendu ces résultats,
et montré via un résultat de COURCELLE et al. que c’est également le cas lorsque o et p
sont des ensembles d’entiers ultimement périodiques.

Nos différents résultats obtenus dans ce chapitre améliorent notre connaissance de
la complexité paramétrée du probléme ENSEMBLE [o, p|-DOMINANT. Cette connaissance
n’est toutefois pas compléte, et diverses perspectives d’étude sont a envisager. Pour notre
résultat de WJ1]-difficulté, nous nous sommes focalisés sur 'ensemble o ; il serait in-
téressant d’étudier également I'impact de différents cas pour 'ensemble p sur la com-
plexité paramétrée du probleme. Par ailleurs, les ensembles d’entiers ¢ que nous avons
considéré contiennent des intervalles de longueur arbitraire ; que devient la complexité
paramétrée du probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT lorsque o ne contient que des inter-
valles de longueur bornée ? Nous pourrions également considérer d’autres parametres,
et étudier la encore la complexité paramétrée du probleme.

Nous avons considéré ici une certaine classe de problemes, que nous avons montré
comme n’étant pas FPT lorsque paramétrés par la largeur arborescente. Nous pouvons
envisager que d’autres classes de problémes puissent ’étre également.
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4.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous allons nous intéresser a la complexité d’'un nouveau
probleme de coloration, combinant théorie des graphes et théorie des nombres, en in-
troduisant une contrainte arithmétique sur les couleurs pouvant étre affectées a des
sommets proches.

Pour une grande partie de ce chapitre, nous nous écartons quelque peu du fil con-
ducteur de cette these qu’est la largeur arborescente. Ce probleme étant nouveau, il est
en effet important d’en étudier dans un premier temps la complexité en général, et en
particulier déterminer s’il est NP-complet, et dans quels cas il peut étre approximé.

Les résultats de ce chapitre sont le fruit de travaux effectués avec NATACHA ASTRO-
MUJOFF, MARTIN MATAMALA, IOAN TODINCA et JOSE ZAMORA PONCE. Ils font l'objet
d’un article actuellement soumis.

4.1.1 Colorations de graphe

Tandis que les graphes sont des objets mathématiques permettant de modéliser les
situations rencontrées dans de nombreux domaines scientifiques, les colorations de
graphe permettent de modéliser de nombreux problémes survenant dans ces domaines,
qu’ils soient théoriques ou appliqués.

D’un point de vue général, une coloration d’éléments d'un graphe (principalement
sommets ou arétes) consiste a affecter a chacun de ces éléments une couleur, ou de
maniere équivalente un entier naturel, de sorte que les couleurs affectées a des éléments
proches respectent certaines contraintes. La notion formelle de cette proximité et des
contraintes associées dépendent de la définition du probleme de coloration.

Pour illustrer l'utilisation d’un probléme de coloration pour résoudre un probléme
réaliste et modélisé par un graphe, considérons la situation suivante : un certain nom-
bre d’antennes radio sont installées en différents endroits d'une région. Nous souhaitons
allouer une fréquence a chacune de ces antennes, tout en évitant de possibles inter-
férences. Deux antennes proches, au sens de la distance, devront donc chacune recevoir
une fréquence distincte. Le cofit de location d’'une fréquence étant relativement élevé,
nous souhaitons minimiser le nombre de fréquences différentes utilisées.

Cette situation peut se modéliser simplement sous la forme d’un probléme de col-
oration : chaque antenne correspond a un sommet du graphe, et deux sommets sont
reliés si les deux antennes correspondantes sont proches, c’est-a-dire que leurs zones
de portée s’intersectent et que des interférences pourraient survenir. Pour résoudre ce
probléme, nous recherchons une affectation d'un nombre minimum de couleurs dif-
férentes aux sommets de ce graphe, de sorte que deux sommets adjacents recoivent des
couleurs distinctes. Chacune des couleurs utilisées correspond alors a une fréquence, et
I'affectation des couleurs au sommets du graphe donne une allocation des fréquences
aux antennes évitant les interférences.

Bien que cette situation soit relativement simple, il s’avere que la résolution optimale
de ce probleme des difficile (NP-difficile) : il n’existe pas d’algorithme polynomial per-
mettant de trouver une affectation d’un nombre minimum de couleurs différentes aux
sommets du graphe, sauf si P = NP. Plus encore, si I'on fixe le nombre maximum K € N
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de couleurs différentes que I'on souhaite utiliser, il n’est pas possible de déterminer si
une affectation correcte des couleurs existe (sauf lorsque K < 2).

De nombreux problemes de coloration connus, tel que COLORATION (coloration clas-
sique des sommets), ARETES COLORATION (coloration classique des arétes), ou encore
COLORATION INJECTIVE (coloration a distance 2) partagent cette méme propriété : il
n’existe pas d’algorithme polynomial permettant de trouver une affectation optimale
des couleurs, méme lorsque le nombre maximum de couleurs différentes est fixé, sauf
si P = NP.

MATAMALA et ZAMORA PONCE [MZP10] ont récemment introduit une nouvelle no-
tion de coloration de graphes, appelée COLORATION ADDITIVE, et définie plus formelle-
ment dans la SECTION 4.1.4. Dans cette coloration, les couleurs sont affectées aux som-
mets du graphe, et chaque aréte recoit comme valeur la différence (en valeur absolue)
des deux couleurs associées aux deux sommets incidents a cette aréte. La coloration des
sommets doit étre telle que pour chaque aréte du graphe, la valeur recue par cette aréte
soit distincte de celles regues par les arétes adjacentes.

Ce probleme combinant théorie des graphes et théorie des nombres, il est intéressant
d’étudier les conséquences et interactions créées par I'association des problématiques
provenant de ces deux domaines, notamment sur la complexité théorique du probléme.

4.1.2 Etat de l’art

Etant fondamentaux en théorie des graphes, les différents problémes de coloration,
en particulier COLORATION et ARETES COLORATION, ont fait 'objet de trés nombreux
travaux de recherche. Il serait déraisonnable de vouloir les citer tous, c’est pourquoi
nous allons nous focaliser sur les principaux résultats liés a '’étude du probleme CoL-
ORATION ADDITIVE.

Le probléme COLORATION est 'un des tout premiers probléemes dont la complexité
classique a été étudiée. 1l fait partie des vingt-et-un problemes fondamentaux ayant
été démontrés NP-complets par KARP [Kar72]. Comme nous I'expliquions dans la SEC-
TION 1.1.3, KARP [Kar72] a en fait montré que ce probleme est NP-complet méme
lorsque le nombre de couleurs K > 3 est fixé, et de ce fait le probléme paramétré
k-COLORATION est paraNP-complet.

Ce n’est que plus récemment que 'approximabilité de ce probleme, c’est-a-dire la pos-
sibilité ou non de calculer en temps polynomial une valeur proche du nombre minimum
de couleurs nécessaires, a été étudiée. Ainsi, LUND et YANNAKAKIS [LY94] ont montré
que le probléme COLORATION n’est pas approximable a facteur n¢, pour tout 0 < € < 1,
sauf si P = NP. L'inapproximabilité de ce probleme a également été étudiée par KHANNA
et al. [KLS00], qui ont donné une preuve plus simple du résultat précédent, et apporté
une meilleure compréhension des raisons de cette inapproximabilité. Finalement, FEIGE
et KILLIAN [FK98] ont montré que le probleme COLORATION ne peut pas étre approximé
a facteur n' ¢, pour tout ¢ > 0, sauf si NP = ZPP. Cette condition peut étre renforcée et
remplacée par P = NP, par un résultat récent de ZUCKERMANN [Zuc06].

Le probleme ARETES COLORATION est assez similaire au probleme COLORATION, la
différence provenant du fait qu’il s’agit cette fois d’affecter des couleurs aux arétes.
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Sans surprise, et a I'instar du probleme COLORATION, le probléme ARETES COLORATION
est NP-complet pour tout nombre fixé K > 3 de couleurs, par un résultat de LEVEN et
GALIL [LG83]. Remarquons que la NP-complétude de ce probleme avait été précédem-
ment montrée pour un nombre fixé K = 3 de couleurs, par HOLYER [Hol81].

Il est également intéressant de noter que LEVEN et GALIL [LG83] ont montré que
pour tout graphe k-régulier, avec k& > 3, il est NP-complet de décider si le nombre de
couleurs nécessaires pour colorier les arétes de ce graphe est k ou k + 1.

Le probleme COLORATION INJECTIVE introduit récemment par HAHN et al. [HKvS02],
est un autre probléme de coloration lié a notre probleme COLORATION ADDITIVE. Ce
probléme est similaire au probleme COLORATION, mais cette fois ce sont les sommets a
distance 2 qui doivent recevoir des couleurs différentes (I’affectation des couleurs a des
sommets directement voisins est libre).

Dans leur article introductif, KAHN et al. [HKvS02] ont montré qu’a l'instar du prob-
léme classique COLORATION, le probleme COLORATION INJECTIVE est NP-complet pour
tout nombre fixé K > 3 de couleurs.

Plusieurs résultats relatifs au probleme COLORATION INJECTIVE ont depuis été pub-
liés, notamment sur la possibilité de résoudre efficacement ce probleme sur les graphes
planaires [BCRW09, LvT09], ou d’autres classes de graphes [CKY10, DHR10, CHRW11].

Le résultat qui nous intéresse le plus ici est celui de HELL et al. [HRS08], qui ont
montré que le probléme COLORATION INJECTIVE est inapproximable & facteur n'/3~¢,
pour tout ¢ > 0, sauf si NP = ZPP, en utilisant le résultat de FEIGE et KILLIAN [FK98]
concernant I'inapproximabilité du probléme ARETES COLORATION. Par le résultat de
ZUCKERMANN [Zuc06] cité précédemment, nous savons que cette condition peut étre
renforcée et remplacée par P = NP.

Enfin, il est intéressant de citer certains des résultats de théorie des nombres, relat-
ifs aux ensembles sans 3-progression arithmétique, c’est-a-dire ne contenant pas trois
entiers z,y,z € N tels que |y — z| = |z — y|. En effet, certaines des contraintes fixées
par la définition du probleme COLORATION ADDITIVE sont liées a ces ensembles, et les
différents résultats de théorie des nombres ont donc une incidence sur 'étude de la
complexité de ce probleme.

Pour un entier n fixé, la problématique consiste a déterminer la cardinalité maxi-
mum d’un sous-ensemble de {1,...,n} ne contenant pas de 3-progression arithmétique
(plusieurs formulations équivalentes existent ; nous donnons ici la formulation liée au
probleme COLORATION ADDITIVE).

L’étude des ensembles sans 3-progression arithmétique remonte a plus de soixante-
dix ans, et a été initiée par ERDOS et TURAN [ET36]. Par la suite, plusieurs résul-
tats ont suivi, afin de déterminer d’'une part une borne inférieure sur cette cardinalité
maximale, par les travaux de ROTH [Rot52, Rot53, Rot54], HEATH-BROWN [HB87], et
SZEMEREDI [Sze90], et d’autre part une borne supérieure, par les travaux de SALEM et
SPENCER [SS42], BEHREND [Beh46], BOURGAIN [Bou99, Bou08], et SANDERS [Sanl1a].
Les résultats les plus récents, donnant respectivement une borne inférieure et une borne
supérieure sur cette cardinalité, proviennent de ELKIN [Elk10] (voir aussi [GW10]) et
de SANDERS [San11b].

Il est en effet étonnant de constater que depuis son introduction, la valeur exacte de
cette cardinalité n’est toujours pas connue.
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Ce probléme de théorie des nombres est en lien direct avec le probleme COLORATION
ADDITIVE. En effet, résoudre le probleme COLORATION ADDITIVE pour une clique de
taille K’ € N est équivalent a déterminer I’ensemble d’entiers {1,...,[} de plus grande
cardinalité sans 3-progression arithmétique, et [ le plus petit possible.

Sur cette base, GASARCH et al. [GGKO08] ont donné la valeur exacte pour K < 41, et
donné des bornes inférieures et supérieures pour K < 100.

4.1.3 Résultats de ce chapitre

Nous allons effectuer une premiere étude de la complexité théorique du probléme
COLORATION ADDITIVE, qUu’il s’agisse de sa complexité en calcul exact (NP-difficulté et
polynomialité), ou de la possibilité de 'approximer.

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la complexité classique du probleme
COLORATION ADDITIVE.

Nous montrons dans la SECTION 4.2 que résoudre de maniere exact le probleme
k-COLORATION ADDITIVE, cest-a-dire déterminer la plus petite valeur maximale des
couleurs a utiliser, est NP-complet pour les graphes de degré maximum k£ > 4 méme
lorsque k est fixé (le cas ou k = 3 reste quant a lui ouvert). Pour cela, nous utilisons
la méthode classique de preuve de NP-complétude, et effectuons une réduction depuis
le probleme k-ARETES COLORATION, connu comme étant NP-complet méme lorsque le
nombre de couleurs pour les arétes est fixé a 3.

THEOREME
Pour tout entier k > 4, le probléme k-COLORATION ADDITIVE est NP-complet sur les graphes
de degré maximum k.

Nous étudions ensuite, dans la SECTION 4.3, la possibilité ou non d’approximer la
valeur optimale du probleme COLORATION ADDITIVE.

En utilisant un résultat similaire déja connu pour le probleme ARETES COLORATION,
nous montrons que pour tout € > 0, ce probleme ne peut pas étre approximé a facteur
O(n'/37¢) méme pour un graphe séparant, mais quil peut étre approximé a facteur
O(n'/3+€). Pour rappel, un graphe séparant est composé d’un ensemble stable et d’'une
clique, reliés par des arétes de facon quelconque.

THEOREME

Soit G un graphe, et n = |V (G).

Pour tout 0 < € < 1, lindex chromatique additif x/(G) de G est approximable a facteur
n'/3%¢,_ Il n’est pas approximable a facteur n'/>~¢, méme si G est un graphe séparant, sauf
si P = NP.

Enfin, dans la SECTION 4.4, nous étudions quelques cas pour lesquels le probleme
COLORATION ADDITIVE peut étre résolu efficacement.

D’une part, a 'aide d’'un résultat théorique de COURCELLE [Cou97], nous montrons
que le probleme k-COLORATION ADDITIVE peut étre résolu en temps FPT, paramétré par
la largeur arborescente du graphe donné en entrée, lorsque la valeur maximale & des
couleurs est fixée.
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THEOREME
Le probléme k-COLORATION ADDITIVE peut étre résolu en temps FPT, paramétré par le
nombre k de couleurs et la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

D’autre part, nous présentons un algorithme polynomial permettant de déterminer
la valeur optimale du probleme COLORATION ADDITIVE lorsqu’il est restreint aux arbres.
Au vu du résultat précédent, I'étude de ce probleme pour les arbres est pertinente,
puisque ceux-ci correspondent aux graphes de largeur arborescente 1.

THEOREME
Le probléeme COLORATION ADDITIVE peut étre résolu en temps polynomial sur les arbres.

4.1.4 Quelques colorations

Le probleme COLORATION ADDITIVE est un probléme de coloration de graphe.

Rappelons qu’une coloration d’éléments d'un graphe consiste a affecter a chacun de
ces éléments une couleur, de sorte que celles-ci respectent certaines contraintes au re-
gard des couleurs affectées aux éléments proches. Il convient deés lors de définir formelle-
ment la notion de proximité, et ce pour les différentes problemes de coloration que nous
allons rencontrer ici.

Nous parlerons de nombre chromatique lorsque les couleurs sont associées aux som-
mets d’un graphe, et d’index chromatique lorsqu’elles sont associées aux arétes.

Nous allons dans cette section introduire les définitions de quelques problemes de
coloration, afin de situer le probléeme COLORATION ADDITIVE parmi ceux-ci. Il existe de
nombreuses autres formes de coloration, mais nous nous contentons ici de définir les
problémes de coloration que nous utiliserons par la suite dans ce chapitre.

Coloration classique. Historiquement, la premieére notion de coloration de graphe
associe une couleur a chaque sommet d’un graphe de sorte que deux sommets adjacents
recoivent deux couleurs distinctes.

Plus formellement, une « coloration » (classique) d’'un graphe est définie ainsi :

DEFINITION 4.1.1 (coloration)

Soit G = (V,E) un graphe. Une coloration (classique) du graphe G est une fonction
¢ : V(G) — N* qui, a chaque sommet de G, associe un entier positif appelé couleur du
sommet tel que pour toute paire de sommets u,v € V(G) adjacents dans G, p(u) # ¢(v).

Le probléeme de coloration associé, appelé COLORATION, consiste a déterminer le
« nombre chromatique » du graphe donné en entrée.

DEFINITION 4.1.2 (nombre chromatique)
Pour un graphe G = (V, E), le nombre chromatique x(G) est égal au plus petit entier k tel
qu’il existe une coloration (classique) de G n’utilisant que les couleurs parmi {1, ..., k}.

Ce probléme est I'un des premiers a avoir été montré NP-complet, par KARP [Kar72].
En fait, il est déja NP-complet de déterminer si un graphe k-régulier admet une col-
oration (classique) des sommets avec un nombre fixé £ > 3 de couleurs [Kar72]. Comme
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nous en discutions dans la SECTION 1.1.3, cela implique que le probléeme k-COLORATION
est paraNP-complet lorsque paramétré par le nombre maximum k de couleurs a utiliser,
et qu’il n’est donc pas pertinent d’étudier la complexité paramétrée de ce probleme avec
k comme parametre.

Arétes-coloration. La notion d’« arétes-coloration » consiste a associer une couleur a
chaque aréte d’un graphe, de sorte que deux arétes adjacentes recoivent deux couleurs
distinctes. Plus formellement, une « arétes-coloration » d’un graphe est définie ainsi :

DEFINITION 4.1.3 (arétes-coloration)

Soit G = (V, E) un graphe. Une arétes-coloration du graphe G est une fonction ¢’ :
E(G) — N* qui, a chaque aréte de (G, associe un entier positif appelé couleur de Uaréte tel
que pour toute paire d’arétes e, e; € E(G) adjacentes dans G, ¢'(e1) # ¢ (ez).

Le probléeme de coloration associé, appelé ARETES-COLORATION, consiste a déter-
miner '« index chromatique » du graphe donné en entrée.

DEFINITION 4.1.4 (index chromatique)
Pour un graphe G = (V, E), 'index chromatique x'(G) est égal au plus petit entier k tel
qu’il existe une arétes-coloration de G n’utilisant que les couleurs parmi {1, ... k}.

A Tinstar de la coloration classique, ce probléme est NP-complet [Hol81, LG83],
et il est également NP-complet de déterminer si un graphe k-régulier admet une col-
oration des arétes avec un nombre fixé £ > 3 de couleurs [Hol81, LG83]. Le probleme
k-ARETES-COLORATION est donc paraNP-complet lorsque paramétré par le nombre max-
imum £ de couleurs a utiliser.

En fait, VIZING [Viz65] a montré que I'index chromatique d’un graphe dont le degré
maximum est A est égal soit a A, soit a A + 1. Il est donc NP-complet de décider entre
ces deux valeurs pour I'index chromatique d’'un graphe.

Coloration injective. Les deux probléemes de coloration définis ci-dessus fixent une
contrainte sur I'adjacence directe des éléments considérés (sommets ou arétes). Plus
récemment, HAHN et al. [HKvS02] ont introduit la notion de « coloration injective »,
qui associe une couleur a chaque sommet d'un graphe de sorte que tous les voisins
d’'un sommet recoivent une couleur distincte 'une de l'autre (deux sommets adjacents
peuvent donc recevoir la méme couleur).

Plus formellement, une « coloration injective » d'un graphe est définie ainsi :

DEFINITION 4.1.5 (coloration injective)

Soit G = (V, E) un graphe. Une coloration injective du graphe G est une fonction ; :
V(G) — N* qui, a chaque sommet de G, associe un entier positif appelé couleur du sommet
tel que pour toute paire d’arétes {u,v}, {v,w} € E(G) : v;(u) # p;(w).

Le probleme de coloration associé, appelé COLORATION INJECTIVE, consiste a déter-
miner le « nombre chromatique injectif » du graphe donné en entrée.
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DEFINITION 4.1.6 (nombre chromatique injectif)
Pour un graphe G = (V, E), le nombre chromatique injectif x;(G) est égal au plus petit
entier k tel qu’il existe une coloration injective de GG n’utilisant que les couleurs parmi

(1,...,kh

Ce probléme a été montré NP-complet par un résultat de HAHN et al. [HKvS02], et il
est également NP-complet de déterminer si un graphe k-régulier admet une coloration
injective avec un nombre fixé k£ > 3 de couleurs [HKvS02], ce qui implique que le prob-
léeme k-COLORATION INJECTIVE est paraNP-complet lorsque paramétré par le nombre
maximum k de couleurs a utiliser.

Coloration additive. Trés récemment, MATAMALA et ZAMORA PONCE [MZP10] ont
eu l'idée de mélanger théorie des graphes et théorie des nombres, dans un nouveau
probléme de coloration appelé COLORATION ADDITIVE.

L’élément de théorie des nombres provient du probléme des ensembles d’entiers
sans 3-progression arithmétique, introduit par ERDOS et TURAN [ET36]. Un ensemble
d’entiers sans 3-progression arithmétique est tel que pour tout triplet d’entiers z,y, z € N
appartenant a cet ensemble, nous avons |y — x| # |z — y|, équivalent a y # 3=

Transposé en probléme de coloration, cela donne la notion de « coloration additive »
introduite par MATAMALA et ZAMORA PONCE [MZP10], qui associe une couleur a chaque
sommet d’un graphe de sorte que les valeurs de deux arétes adjacentes, correspondant
a la différence absolue entre leur sommets incidents respectifs, soient distinctes.

Plus formellement, une « coloration additive » d’'un graphe est définie ainsi :

DEFINITION 4.1.7 (coloration additive)
Soit G = (V, E) un graphe. Une coloration additive du graphe G est une fonction ¢/, :
V(G) — N* telle que, pour toute paire d’arétes {u, v}, {v,w} € E(G) :

|00 (1) = @a (V)] # |5 (v) = o (w)].

De manieére équivalente, la contrainte peut étre définie ainsi :
Vu,v,w € V(G) : {u, v}, {v,w} € B(G) = ¢l(u) # @, (w) A g (v) # Leleiealell

Le probléme de coloration associé, appelé COLORATION ADDITIVE, consiste a déter-
miner '« index chromatique additif » du graphe donné en entrée.

DEFINITION 4.1.8 (index chromatique additif)
Pour un graphe G = (V, E), 'index chromatique additif x/,(G) est égal au plus petit entier
k tel qu’il existe une coloration additive de G n’utilisant que les couleurs parmi {1,... k}.

Nous allons montrer dans ce chapitre qu’a l'instar des quelques autres problemes
de coloration connus et définis ci-dessus, notre probléme COLORATION ADDITIVE est
également NP-complet, méme lorsque le nombre de couleurs k£ > 4 est fixé, pour les
graphes de degré maximum k (le cas ou k = 3 restant ouvert).
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4.2 NP-complétude pour un nombre fixé de couleurs

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la complexité de calcul du probleme
COLORATION ADDITIVE, et montrer que ce probleme est NP-complet méme lorsque le
nombre de couleurs k& > 4 est fixé.

4.2.1 Objectif et résultat général

Nous avons vu que de nombreux problémes de coloration de graphe tres étudiés, tels
que NOMBRE CHROMATIQUE (coloration classique des sommets), INDEX CHROMATIQUE
(coloration classique des arétes) ou encore ETIQUETAGE L(1,2) (voir notamment [GY92,
CKK'00]) sont connus pour étre NP-complets méme lorsque le nombre de couleurs est
fixé. Par exemple, il est NP-complet de déterminer si I'index chromatique d’un graphe
3-régulier vaut 3 ou non [Hol81].

Il est dés lors naturel de se demander s’il en est de méme pour le probleme COL-
ORATION ADDITIVE, que nous étudions ici. La définition de notre probleme est quelque
peu différente a celles d’autres problemes de coloration de graphe : certaines valeurs
peuvent ne pas étre utilisées dans une coloration optimale. C’est pourquoi nous nous
intéresserons a la valeur de la plus grande couleur utilisée, plutét qu’au nombre total de
couleurs utilisées. Nous allons montrer que le probleme £-COLORATION ADDITIVE est NP-
complet, pour tout entier k£ > 4 fixé, ou k est la valeur maximale des couleurs utilisées,
impliquant que ce probleme est paraNP-complet lorsqu’il est paramétré par k. Notre
construction ne s’étend pas au cas ou k = 3; la complexité du probléme 3-COLORATION
ADDITIVE reste donc ouverte.

Il est facile de montrer que le probleme k-COLORATION ADDITIVE peut étre résolu en
temps polynomial lorsque & < 2 : si k = 1, les seules instances positives correspondent
aux graphes de degré maximum 1; lorsque k = 2, les seules instances positives cor-
respondant aux graphes de degré maximal 2 dont la longueur de chaque cycle est un
multiple de 4.

THEOREME 4.2.1
Pour tout entier k > 4, le probléme k-COLORATION ADDITIVE est NP-complet sur les graphes
de degré maximum k.

Nous pouvons aisément montrer que le probleme est dans la classe NP. En effet,
étant donnée une coloration (non nécessairement propre) des sommets d’un graphe, il
peut étre vérifié en temps polynomial s’il s’agit d’'une coloration additive du graphe ou
non.

Il nous reste a montrer que le probléeme k-COLORATION ADDITIVE est NP-difficile.
Nous allons découper cette démonstration en deux parties : une preuve simple lorsque
k = 4 (voir SECTION 4.2.2), et une preuve générique lorsque k£ > 5 (voir SECTION 4.2.3).

Nous allons montrer la NP-difficulté du probléme k-COLORATION ADDITIVE par une
réduction a partir d'un probléme connu comme étant NP-complet. Pour chacune des
deux parties de notre démonstration, la réduction se fera a partir du probleme 3-ARETES
COLORATION, connu comme étant NP-complet pour les graphes 3-réguliers par un résul-
tat de LEVEN et GALIL [LG83].1!

1. Plus précisément, LEVEN et GALIL [LG83] ont montré que le probleme k-ARETES COLORATION est
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4.2.2 Pour k = 4 couleurs

Nous nous intéressons ici a la démonstration du THEOREME 4.2.1 lorsque k& = 4. En
fait, notre résultat est plus fort dans ce cas, puisque nous montrons la NP-complétude
du probléme 4-COLORATION ADDITIVE pour les graphes 3-réguliers (le THEOREME 4.2.1
montre seulement la NP-complétude pour les graphes de degré maximum 4 lorsque
k=4).

LEMME 4.2.2
Le probléme 4-COLORATION ADDITIVE est NP-complet, méme lorsqu’il est restreint aux
graphes 3-réguliers.

Notre réduction se fait a partir du probléme 3-ARETES COLORATION restreint aux
graphes 3-réguliers, et est relativement simple dans le cas ou k£ = 4. En effet, nous
allons tirer avantage du fait qu'un sous-ensemble sans 3-progression arithmétique de
{1,2, 3,4} contient au plus 3 éléments. Nous allons utiliser ces 3 éléments pour encoder
une 3-aréte coloration du graphe d’origine.

Démonstration. Dans un premier temps, nous donnons la réduction du probléme 3-
ARETES COLORATION, restreint aux graphes 3-réguliers, vers le probleme 4-COLORATION
ADDITIVE, restreint également aux graphes 3-réguliers.

Soit G le graphe 3-régulier d’'une instance du probléme 3-ARETES COLORATION. Nous
construisons un graphe 3-régulier H, a partir de GG, en remplacant chaque sommet v €
V(G) par une clique K3, dénotée A, (voir la FIGURE 4.1 pour une schématisation de cette
transformation). Cette réduction est bien polynomiale : on a en effet |V (H)| = 3|V (G)|
et |[E(H)| = [E(G)| +3[V(G)].

Uy

€1 U1

U3 V2
€3 €2

us U9
FIGURE 4.1 — Opération effectuée sur chaque sommet v € V(G) pour la réduction depuis un

graphe 3-régulier G, instance du probléme 3-ARETES COLORATION, vers un graphe 3-régulier H
pour le probleme 4-COLORATION ADDITIVE.

Nous allons maintenant montrer que notre réduction est valide, c’est-a-dire que le
graphe d’origine G admet une 3-aréte coloration si et seulement si le graphe construit
H admet une 4-coloration additive. Pour toute aréte e € E(G), nous noterons ¢'(G, e)

NP-complet sur les graphes réguliers de degré k, pour tout entier k£ > 3.
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la couleur associée a l'aréte e dans une 3-aréte coloration de G. De méme, pour tout
sommet v € V(H), nous noterons ¢, (H,v) la couleur associée au sommet v dans une
4-coloration additive de H.

Supposons tout d’abord que le graphe G admette une 3-aréte coloration. Soient
v € V(G) un sommet du graphe G, et e1,e9,e3 € E(G) les trois arétes adjacentes a v.
Soient vy, v9,v3 € V(H) les trois sommets du gadget A, dans le graphe H correspondant
au sommet v de G, et uy, us, us leurs voisins dans H en dehors du gadget A,. Supposons,
sans perte de généralité, que ¢'(G,e1) = 1, ¢'(G,e3) = 2 et ¢’ (G, e3) = 3. Nous fixons
alors ¢, (H,v1) = @, (H,u1) = 1, g, (H,v2) = ¢, (H,uz) = 2 et 9, (H, v3) = ¢ (H, uz) = 4.
Il est aisé de vérifier que cette coloration est bien une 4-coloration additive de H.

Supposons maintenant que le graphe H admette une 4-coloration additive.

Un gadget A,, correspondant a une clique K3, admet deux 4-colorations additives
possibles : {1,2,4}, ou {1, 3,4}. Nous remarquons, d'une part que deux des trois som-
mets de ce gadget recoivent nécessairement les deux couleurs de valeurs extrémales 1
et 4, et d’autre part que les couleurs 2 et 3 ne peuvent pas coexister.

Soient vy, v9, v3 les trois sommets d'un gadget A,, et soient u;,us, u3 leurs voisins
respectives en dehors du gadget. Nous allons montrer que ¢, (H,w;) = ¢/ (H,v;) pour
tout s € {1,2,3}.

Si ¢/ (H,v;) = 1, alors dans le gadget adjacent A,,, contenant le sommet w;, seul
le sommet u; peut recevoir la couleur 1, ses voisins dans A4,, étant a distance deux du
sommet v; et donc ne pouvant pas recevoir la méme couleur que v;. Avec les mémes
arguments, on déduit que si ¢/ (H,v,) = 4, alors ¢/ (H,u,) = 4. Si ¢} (H,v,) = 2, alors
sans perte de généralité, ¢/ (H,vy) = 1 et ¢/ (H,v3) = 4, et de ce fait u; ne peut pas
recevoir les couleurs 1 et 4. Il ne peut également pas recevoir la couleur 3, car sinon
une 3-progression arithmétique serait créée entre v, (de couleur 1), v; (de couleur 2), et
lui-méme de couleur 3. Donc si ¢/, (H, v,) = 2, alors ¢/, (H, u;) = 2. Enfin, en utilisant les
mémes arguments, on déduit que si ¢/, (H,v,) = 3, alors ¢/, (H,u;) = 3. Pour les mémes
raisons, ¢! (H,us) = ¢, (H,vs) et ¢/ (H,u3) = ¢, (H,v3).

Pour chaque couple de sommets {v;,u;} (: € {1,2,3}) du graphe H, représentant
une aréte ¢; € F(G) adjacente a un sommet v € V(G), nous disposons ainsi de trois
classes de paires de couleurs : la paire {1, 1}, la paire {4, 4}, et les paires {2, 2} et {3, 3}.
Nous pouvons des lors utiliser ces trois classes pour encoder une 3-aréte coloration du
graphe G : si les sommets v;, u; recoivent la paire de couleurs {1, 1}, alors nous associons
la couleur 1 a I'aréte e; dans G ; s’ils recoivent la paire de couleurs {4,4}, alors 'aréte
e; recoit la couleur 3; s’ils recoivent la paire de couleurs {2,2} ou {3, 3}, alors l'aréte
e; recoit la couleur 2. Notons que comme les couleurs 2 et 3 ne peuvent coexister dans
un méme gadget A, du graphe H, les paires de couleurs {2,2} et {3,3} ne peuvent
pas apparaitre simultanément pour encoder les couleurs de deux arétes adjacentes du
graphe G. Il est alors aisé de vérifier que cette coloration est bien une 3-aréte coloration
du graphe G. O]

Notre réduction et sa démonstration comportent deux idées clés :

— deux des trois sommets du gadget A, doivent nécessairement recevoir les deux
couleurs de valeurs extrémales, ici 1 et 4;

— chaque sommet a 'extérieur du gadget A, doit recevoir la méme couleur que son
voisin dans le gadget A,.
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Ainsi, pour deux sommets du graphe H représentant une aréte du graphe G, nous
disposons de trois classes de paires de couleurs : la paire {1, 1} pour encoder une aréte
de couleur 1, la paire {4,4} pour encoder une aréte de couleur 3, et les paires {j,j}
(avec 1 < j < 4) pour encoder une aréte de couleur 2. Ces trois classes nous permettent
d’encoder une 3-aréte coloration du graphe G sous la forme d’une 4-coloration additive
du graphe H. Dans la suite, nous allons réutiliser ces mémes idées pour la démonstra-
tion du THEOREME 4.2.1 lorsque k > 5.

4.2.3 Pour k > 5 couleurs

Nous allons maintenant finaliser notre démonstration du THEOREME 4.2.1, en mon-
trantlecasou k > 5:

LEMME 4.2.3
Le probleme k-COLORATION ADDITIVE est NP-complet, pour tout entier k > 5, méme
lorsqu’il est restreint aux graphes de degré maximum k.

Notre réduction va reprendre les mémes idées clés que pour la démonstration du
THEOREME 4.2.1 lorsque k = 4, en construisant notamment un gadget A, tel que :
— deux des trois sommets du gadget A, doivent nécessairement recevoir les deux
couleurs de valeurs extrémales, a savoir 1 et k ;
— chaque sommet a I'extérieur du gadget A, doit recevoir la méme couleur que son
voisin dans le gadget A,.
Lorsque k = 4, le gadget A, seul suffit a obtenir ces deux propriétés. Ce n’est toute-
fois plus le cas lorsque k£ > 5. C’est pourquoi nous devrons ajouter un second gadget,
dont le seul but sera d’obtenir a nouveau ces propriétés.

Démonstration. Nous allons décrire la réduction pour k£ > 7. Les autres cas (5 < k < 6)
peuvent étre également démontrés en utilisant une réduction et des arguments simi-
laires, et quelques cas-par-cas.

Dans un premier temps, nous décrivons la réduction du probléme 3-ARETES COL-
ORATION, restreint aux graphes 3-réguliers, vers notre probléme k-COLORATION ADDI-
TIVE restreint aux graphes de degré maximum k (pour k& > 5).

Soit GG le graphe 3-régulier d'une instance du probleme 3-ARETES COLORATION. Notre
réduction est composée de deux gadgets. Pour construire le graphe H de degré maxi-
mum k, nous partons tout d’abord du graphe G, et remplacons chaque sommet v € V(G)
par une clique K3, dénotée A,, et composé des trois sommets v1, vo, v3 (Voir 1a FIGURE 4.2
pour une schématisation de cette transformation).

Nous ajoutons ensuite au graphe H un second gadget, noté C,. Ce gadget est sché-
matisé dans la FIGURE 4.3.

Il peut étre facilement vérifié que la réduction est bien polynomiale, c’est-a-dire que
la taille du graphe H est polynomiale en la taille du graphe G et le parametre k.

Par la construction, les sommets vy, v, v3 sont chacun de degré k — 1, les sommets
vy, vy, vy sont chacun de degré 2, 'ensemble stable 7, contient £ — 5 sommets chacun
de degré 4, leurs voisins dans le second ensemble stable sont chacun de degré 3, et les
sommets z, y sont chacun de degré k. De ce fait, le graphe H est bien de degré maximum
k.
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U1

U1

U3 V2

FIGURE 4.2 — Premiere opération appliquée a chaque sommet v € V(G), correspondant au
gadget A,, pour la réduction depuis un graphe 3-régulier G, instance du probléme 3-ARETES
COLORATION, vers un graphe H pour le probleme k-COLORATION ADDITIVE (avec k > 5). L’élé-
ment noté C, correspond au second gadget de notre réduction, schématisé sur la FIGURE 4.3.

ensembles stables contenant £ — 5 sommets chacun

FIGURE 4.3 — Seconde opération appliquée a chaque sommet v € V(G) lorsque k > 7, corre-
spondant au gadget C,, pour la réduction depuis un graphe 3-régulier (G, instance du probleme
3-ARETES COLORATION, vers un graphe H de degré maximum k pour le probléme k-COLORATION
ADDITIVE (avec k > 5).

Nous pouvons également faire I'observation suivante :

Observation. Les sommets z, y dans le gadget C, étant chacun de degré k£, et a distance 2
I'un de I'autre, ils doivent tous deux recevoir les couleurs 1 et k. De ce fait, les sommets
de 'ensemble stable 7, ne peuvent recevoir que des couleurs parmi {2,...,k — 1}.

Nous allons maintenant montrer que notre réduction est valide, c’est-a-dire que le
graphe d’origine G admet une 3-aréte coloration si et seulement si le graphe construit
admet une k-coloration additive. Pour tout sommet v € V(H ), nous noterons ¢, (H,v)
la couleur associée au sommet v dans une k-coloration additive de H.

Supposons tout d’abord que le graphe G admette une 3-aréte coloration. Soit v €
V(G) un sommet adjacent a trois autres sommets uj,us,u3 € V(G), tel que chaque
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couleurs 1,2, 3,1, k

toutes les couleurs parmi {1,...,k}\ {1,2,3,7,k}

FIGURE 4.4 — Encodage d’une 3-aréte coloration par une k-coloration additive, lorsque £ > 7.

aréte {v,u;} recoit la couleur i avec 1 < ¢ < 3. Soient vy, v9, v les trois sommets cor-
respondants a v dans H, et supposons sans perte de généralité que v; est adjacent au
sommet u; dans H, pour 1 <i < 3.

Alors dans H nous fixons ¢/ (H,v1) = ¢, (H,u) = 1, ¢, (H,ve) = ¢l (H,uz) = 2,
et ¢/ (H,v3) = ¢, (H,u3) = k. Les sommets de I'ensemble stable /, ne peuvent pas
prendre les couleurs 1, k, mais également 3, % = jet % = j, et seule 'une des
deux valeurs i et j est un entier correspondant a une couleur. Supposons que 7 est une
couleur. Nous fixons alors ¢/ (H,v}) = 3, ¢, (H,v,) = i, et ¢, (H,v;) = 3. Nous fixons
également ¢/ (H,x) = 1 et ¢, (H,y) = k, leurs voisins de degré 1 recoivent toutes les
couleurs restantes parmi {2,...,k — 1}, les sommets de 'ensemble stable I, recoivent
toutes les couleurs parmi {1,...,k} \ {1,2,3,4, k}, et chacun de leurs voisins respectifs
recoit la méme couleur que son voisin dans I,. Cette coloration est schématisée dans la
FIGURE 4.4. Il est aisé de vérifier que cette coloration est bien une k-coloration additive
du graphe H.

Supposons maintenant que le graphe H admette une k-coloration additive. Soient
U1, Vg, U, U], U, VS, T, Y, Uy, Uz, uz certains sommets de H tels que décrit lors de la réduc-
tion.

Affirmation. Sans perte de généralité, 1 = ¢, (H,v1) < ¢, (H,vs) < ¢}, (H,v3) = k.

Pour montrer cette affirmation, supposons tout d’abord, et sans perte de généralité,
que 1 < ¢/ (H,v) < ¢, (H,vy) < ¢l (H,vs3) < k. Alors 3 < ¢/ (H,vs) < k — 2, et seules
k — 2 couleurs parmi {1,...,k} peuvent étre utilisées pour les voisins de vy. Or v, a
k — 1 voisins, et donc 'un d’eux ne pourra pas recevoir de couleur valide, ce qui est une
contradiction avec le fait que H admette une k-coloration additive.

Supposons maintenant, sans perte de généralité, que 1 = ¢/ (H,v;) < ¢, (H,vs) <
o' (H,vs) < k. Alors ¢/ (H,v) = 2 et ¢, (H,v3) = k — 1, car sinon le précédent cas
s’applique. Dans ce cas, les sommets de 'ensemble stable I, ne peuvent pas recevoir
les couleurs 1,2,3,i,k — 1,k, avec i = % (si k est pair) ou i = k—;l (si k est impair), et
seules k& — 6 couleurs sont encore disponibles pour colorier ces sommets. Or 'ensemble
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I, contient k—5 sommets, et donc I'un d’eux ne pourra pas recevoir de couleur valide, ce
qui est la encore une contradiction avec le fait que H admet une k-coloration additive.
Dong, sans perte de généralité, 1 = ¢/ (H,v1) < ¢, (H,v2) < ¢l (H,v3) = k.

Affirmation. Si ¢ (H,v,) = 1 et ¢, (H,v3) = k, alors ¢/ (H,u,) = ¢, (H,v;) = 1 et
vo(H,us) = ¢y (H,vs) = k.

Sans perte de généralité, supposons que 1 = ¢/ (H,vy) < ¢, (H,vo) < ¢l (H,v3) = k.
Lorsqu'un sommet v' € H est de degré k — 1, nous noterons ¢(v’) la seule couleur non
affectée aux voisins de v'. Puisque le sommet v; est de degré k — 1, la couleur ¢(v;) est
bien définie. Si ¢(v,) = 1, alors ¢/, (H,u;) # 1, mais dans ce cas aucun des trois sommets
du gadget adjacent A,, ne pourra recevoir la couleur 1, ce qui est en contradiction
avec l'affirmation précédente qui prouve que chaque gadget A, contient un sommet de
couleur 1. Si é(vy) # 1, alors ¢/ (H,u;) = 1, car sinon nous retrouvons la contradiction
précédente. Donc ¢/, (H,u,) = ¢, (H,v1) = 1. En utilisant les mémes arguments, il peut
étre montré que ¢, (H,u3) = ¢, (H,v3) = k.

A Tinstar du cas ol k = 4, pour deux sommets du graphe H représentant une aréte
du graphe G, nous disposons maintenant de trois classes de paires de couleurs : la
paire {1,1} pour encoder une aréte de couleur 1, la paire {k,k} (k étant la valeur
maximale) pour encoder une aréte de couleur 3, et les paires {j,j} (avec 1 < j < k)
pour encoder une aréte de couleur 2. Ces trois classes nous permettent d’encoder une
3-aréte coloration du graphe G sous la forme d’'une k-coloration additive du graphe
H. 0

4.3 Approximabilité

Dans cette section, nous nous intéressons a la possibilité d’approximer avec un al-
gorithme polynomial, pour un graphe G = (V, E), la valeur de l'index chromatique
additif y/(G). Nous allons montrer que dans le cas d'un graphe « séparant » (split),
avec n = |V(G)|, cette valeur ne peut pas étre approximée & un facteur n'/3-¢ avec un
algorithme polynomial, sauf si P = NP, tandis qu’elle peut I'étre & un facteur n'/3+e,

Nous allons pour cela nous appuyer sur un résultat de HELL et al. [HRS08], mon-
trant que le nombre chromatique injectif y;(G) n’est pas approximable a un facteur
n'/3~¢ avec un algorithme polynomial, sauf si ZPP = NP, et ce méme pour les graphes
séparants. Ce résultat utilise la démonstration d’inapproximabilit¢é du nombre chro-
matique classique x(G), obtenue par FEIGE et KILLIAN [FK98], et sur un résultat de
ZUCKERMAN [Zuc06] montrant que la condition ZPP = NP peut étre remplacée par
P = NP.

4.3.1 Inapproximabilité a facteur n'/3~

THEOREME 4.3.1

Pour tout 0 < € < 1, lindex chromatique additif x!,(G) d’'un graphe G n’est pas approx-
imable & facteur n'/3>~¢, méme si G est un graphe séparant, sauf si P = NP.

Démonstration. Soit 0 < € < 1, et supposons que I'on dispose d’un algorithme polyno-
mial d’approximation pour x/ (G) qui, étant donné un graphe séparant GG, calcule une
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approximation « de I'index chromatique additif x/(G) de G telle que \,(G) < a <
n'PN(G).

Remarquons qu’une coloration additive est de surcroit une coloration injective : en
effet, deux voisins d'un méme sommet du graphe ne peuvent recevoir la méme couleur,
car sinon les valeurs associées aux deux arétes incidentes sont les mémes. Par ailleurs, G
étant un graphe séparant, il est dans le pire des cas réduit a une clique. Dans ce cas, une
coloration additive de G doit non seulement étre une coloration injective, mais de plus
la coloration doit éviter toute 3-progression arithmétique entre tout triplet de sommets
du graphe. Nous avons donc x/,(G) < x4 (Ky(a))-

Le probléme de la coloration additive d’'une clique est en fait lié a un probléme en
théorie des nombres, toujours ouvert a ce jour. Ce probleme consiste a déterminer le plus
petit entier p, tel qu’il existe un ensemble de n entiers parmi {1,. .., p} ne contenant pas
de 3-progression arithmétique. De maniere équivalente, en terme de graphe, il s’agit de
déterminer la valeur optimale d’une coloration additive d’une clique de cardinalité n.

Actuellement, seules une borne inférieure et une borne supérieure sont connues pour
cet entier p. Pour montrer 'inapproximabilité du probléeme COLORATION ADDITIVE, nous
allons utiliser les résultats de SALEM et SPENCER [SS42], et BEHREND [Beh46], réétudiés
et améliorés tres récemment par ELKIN [Elk10], qui donnent une borne supérieure pour
cet entier p, c’est-a-dire une fonction g : N — N telle que :

Xo(G) < X0 (K@) < x:i(G) - 9 (xi(@))
et pour laquelle, pour tout a > 0, lim,, % = 0. Nous avons alors :
Xi(G) < a < nt37 x(G) - g(n)

et comme g(n) = O(n/?), nous en déduisons que pour des valeurs de n suffisamment
grandes, on a a < n'/37/2. y,(G).

Ceci implique que pour tout € > 0, il n’existe pas d’algorithme polynomial d’approxi-
mation a facteur n'/3~¢ pour l'indice chromatique additif y/,(G), méme lorsque G est un
graphe séparant. O

4.3.2 Approximation a facteur n'/3*

THEOREME 4.3.2
Pour tout € > 0, lindex chromatique additif x/,(G) d’un graphe séparant G est approx-
imable a facteur n'/3+<,

Démonstration. Supposons que ’on dispose d’une approximation o du nombre chroma-
tique injectif d’'un graphe séparant G, telle que y;(G) < a < y;(G) - n'/3. D’aprés les
résultats cités dans la démonstration du THEOREME 4.3.1, nous savons qu'’il existe une
fonction croissante g : N — N telle que :

Xo(G) < X (Kyiio)) € xi(G) - g(xi(G)) € e+ gla) < xi(G) - n'? - g(xi(G) - n'/?).

Or, g(x:(G)) < g(n*?), et pour n suffisamment grand, g(n*?®) < n° pour tout e > 0.
Nous en déduisons I'inéquation suivante :

Xo(G) < @ g(a) < x,(G) - n'/**

impliquant que l'index chromatique additif x/(G) d’'un graphe séparant G peut étre
approximé a facteur n'/3+¢ pour tout € > 0. O
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4.4 Cas polynomiaux et FPT

Nous avons vu dans la SECTION 4.2 que le probleme COLORATION ADDITIVE est NP-
complet, pour les graphes de degré maximum k, et ce méme lorsque la valeur maximale
k > 4 des couleurs est fixée.

Dans cette section, nous allons montrer que ce probleme peut étre résolu efficace-
ment et en temps FPT sur les graphes de largeur arborescente bornée, si la valeur
maximale des couleurs est fixée. Nous présentons également un algorithme polynomial
permettant de calculer la valeur optimale du probléme COLORATION ADDITIVE restreint
aux arbres, et donc résoudre ce probleme méme lorsque la valeur maximale des couleurs
n’est pas fixée.

4.4.1 Résultat théorique via le théoréme de COURCELLE

Dans les PRELIMINAIRES (voir SECTION 1.4.3), nous avons présenté un résultat de
COURCELLE [Cou97] montrant que tout probléme pouvant étre exprimé sous la forme
d’une formule MSO (logique monadique du second ordre), peut étre résolu en temps
FPT paramétré par la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

Lorsque la valeur maximale des couleurs & est fixée, il est possible d’écrire une for-
mule MSO, dont la taille ne dépend que de k, et exprimant le probleme %k-COLORATION
ADDITIVE. En explicitant cette formule MSO, et par le résultat de COURCELLE [Cou97],
nous allons montrer que le probléme k-COLORATION ADDITIVE, avec k fixé, peut étre
résolu en temps FPT paramétré par la largeur arborescente du graphe donné en entrée.

Le probléeme k-COLORATION ADDITIVE, avec k € N fixé, peut étre exprimé par la
formule MSO suivante :

3X1, Xo, ..., X CV(G) s.t. Va,y, 2 € V(G) : ({z,y} € E(G) ANy, 2} € E(G))

= [(\/ie[k] 7€ Xi) A (View ¥ € Xi) A (Viep = € Xk)} (4.1)
A | View (€ Xinz € X))] (4.2)
A = Vigep (2 € Xi Ay € Xij Az € Xigs)] (4.3)

Dans cette formule, les sous-ensembles X, Xy, ..., X} € V(G) représentent la col-

oration des sommets (un ensemble par couleur), et les trois sommets z, y, z représentent
tout chemin de longueur 2 dans le graphe G. L’EQUATION 4.1 indique que les som-
mets z,y, z doivent recevoir une couleur parmi {1,2,...,k}. LEQUATION 4.2 indique
que les sommets z, z, qui sont a distance 2 I'un de I'autre, doivent recevoir des couleurs
différentes (il s’agit de la méme condition que pour une coloration injective, voir SEC-
TION 4.1.4). Enfin, 'EQUATION 4.3 indique que les couleurs associées aux sommets x, , 2
ne doivent pas créer une 3-progression arithmétique (voir SECTION 4.1.4).

Par le théoreme de COURCELLE [Cou97], nous en déduisons que le probléme k-
COLORATION ADDITIVE peut étre résolu en temps FPT, paramétré par la largeur ar-
borescente du graphe donné en entrée, si le nombre de couleurs & est fixé. En fait,
le probleme peut également étre résolu en temps FPT lorsqu’il est paramétré par la
« largeur de clique » (clique-width, une autre largeur de graphe que nous ne définissons
pas ici), par ce méme théoreme de COURCELLE [Cou97].
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4.4.2 Algorithme polynomial pour les arbres

Nous avons vu que lorsque la valeur maximale des couleurs est fixée, le probléme k-
COLORATION ADDITIVE peut étre résolu efficacement sur les arbres, et plus généralement
sur les graphes de largeur arborescente bornée. Nous allons maintenant nous intéresser
a la complexité du probléme COLORATION ADDITIVE lorsque le nombre de couleurs n’est
pas fixé. La premiére classe de graphes non triviaux qu’il convient de considérer est celle
des arbres, correspondant aux graphes de largeur arborescente 1.

Nous allons montrer que 'on peut déterminer en temps polynomial 'index chroma-
tique additif d’'un arbre, en explicitant un algorithme polynomial calculant cet index.
Pour cela, nous utiliserons notamment un résultat récent de MATAMALA et ZAMORA
PONCE [MZP10], montrant qu'un arbre 7" est d’index chromatique additif au plus 5/3 -
A(T), ou A est le plus grand degré des sommets dans I'arbre 7.

Soit T'= (X, I) un arbre. Notre algorithme polynomial suit un schéma de « program-
mation dynamique », des feuilles vers la racine de I'arbre 7. A chaque noeud v € X (7))
de l'arbre T est associé un ensemble de valeurs de vérité OPT v, ¢, f], ou :

— v est le noeud considéré ;

— c est la couleur associée au noeud v ;

— f est la couleur associée a son pére w.

Lors du déroulement de notre algorithme, les valeurs de vérité d’un noeud sont calculées
a partir des valeurs de vérité de ses fils. Une valeur de vérité OPTv,c, f]| sera mise a
vraie Si :

— le sous-arbre T, admet une coloration additive, avec ¢/ (v) = c;

— pour chaque fils u; de v, il existe une couleur ¢; telle que O PT'[u;, ¢;, ¢] vaut vraie,

c’est-a-dire que le noeud u; peut recevoir une couleur compatible avec la couleur
f associée a son pere v, et telle que le sous-arbre 7,, admette une coloration
additive.
La FIGURE 4.5 schématise la partie d’'un arbre 7' contenant un noeud v, de pere w et
ayant d fils uy, us, . . ., ug.

FIGURE 4.5 — Arbre T contenant un noeud v, de pere w et avec d fils uy, us, . . ., uq.
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Au début de I'algorithme, chaque feuille de I'arbre T recoit un ensemble de valeurs
de vérité OPT|v,c, f], toutes assignées a vraie, correspondant a chacune des couleurs
{1,2,...,5/3 - A(T)} pouvant étre associées a cette feuille et & son pére. A la fin de
I'algorithme, la racine ne disposant pas de peére, il peut étre supposé la valeur oo pour
la couleur f, ne pouvant ainsi pas créer de 3-progression arithmétique.

L’étape cruciale et non triviale de notre algorithme consiste a déterminer, en temps
polynomial, si tous les fils v; d'un noeud v peuvent recevoir une couleur compatible.
Puisque le degré des noeuds de I'arbre n’est pas borné, il n’est pas possible d’effectuer
une recherche directe de couleurs compatibles, le nombre de possibilités différentes
étant alors exponentiel. Pour effectuer cette étape, nous allons utiliser un algorithme
polynomial de calcul de flot maximum, sur un réseau construit spécifiquement.

Tous les fils du noeud v sont a distance 2 les uns des autres. De ce fait, et par
définition d’'une coloration additive (voir SECTION 4.1.4), ils doivent tous recevoir une
couleur différente. Par ailleurs, il est nécessaire de s’assurer que la couleur associée a
un fils v; du noeud v ne crée pas de 3-progression arithmétique :

— avec les couleurs associées au noeud v et a son pere w ;

— avec les couleurs associées au noeud v et a un autre de ses fils u,;.

Ces conditions sur les couleurs possibles pour les fils du noeud v peuvent étre
représentées sous la forme d’'un réseau de taille polynomiale en le nombre de fils du
noeud v et le nombre de couleurs possibles. Un algorithme polynomial de calcul de flot
maximum va nous permettre de déterminer, pour chaque couleur ¢ associée au noeud
v et chaque couleur f associée a son pere w, une affectation correcte de couleurs pour
les fils du noeud v.

Le réseau est construit de la maniére suivante. Supposons que le noeud v ait d fils,
notés uq, us, . . ., ug, €t un pere noté w. Nous notons ¢ la couleur associée au noeud v,
et f la couleur associée a son pere w. La construction s’effectue a partir d’'un réseau
contenant uniquement une source s et un puits p. Nous ajoutons a ce réseau un premier
ensemble stable S de d sommets, notés sy, s, . . ., Sq, €t représentant les d fils du noeud
v. Nous ajoutons ensuite un deuxiéme ensemble stable C' de sommets représentant les
couleurs {1,2,...,5/3A(T)}\ {f}.

La source s est reliée a chacun des sommets de 'ensemble S par un arc. Chaque
sommet de 'ensemble S, correspondant a un fils u; du noeud v, est relié par un arc aux
sommets de 'ensemble C' correspondant aux couleurs j pour lesquelles OPT[u;, j, ]
est vraie, signifiant que le sous-arbre 7;, admet une coloration additive dans laquelle
le noeud u; recoit la couleur j. Lorsque deux couleurs j;, jo ne peuvent étre associées
simultanément a deux fils u;, us de v (car cette affectation créerait une 3-progression
arithmétique entre ces deux fils et le noeud v), un sommet ¢, » est ajouté au réseau, et
un arc est ajouté depuis chacun des deux sommets correspondant aux couleurs j, jo
vers ce nouveau sommet. Enfin, le puits p est relié par un arc a chaque sommet de
I'ensemble C non relié & un sommet ¢, ;, et a chaque sommet c; ;.

Tous les arcs de ce réseau recoivent une capacité de 1. Cette construction du réseau
est schématisée sur la FIGURE 4.6.

Toutes les affectations possibles sont représentées dans ce réseau. Ainsi, s’il existe
une affectation correcte de couleurs pour les fils du noeud v, correspondant a une col-
oration additive, alors il existe un flot de valeur exactement d (donc maximum) dans
ce réseau, ol l'unique arc sortant du noeud s; dans le flot indique (par le sommet vers
lequel cet arc pointe dans le réseau) la couleur affectée au fils u; du noeud v dans I’ar-
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FIGURE 4.6 — Réseau permettant de déterminer s’il existe une affectation correcte de couleurs
pour les fils s1, s9, ..., sq de v, parmi les couleurs {1,2,...,5/3 - A(T)}.

bre. Inversement, si notre algorithme trouve un flot de valeur d, alors ce flot nous donne
une affectation correcte de couleurs pour les fils du noeud v.

Notre algorithme de calcul de flot maximum est polynomial par rapport au degré
maximum des noeuds de I'arbre T, et le nombre de couleurs possibles. Rappelons que
le nombre maximum de couleurs possibles est borné par 5/3 - A(7T'), d’apres un résultat
de MATAMALA et ZAMORA PONCE [MZP10]. Notre algorithme global, permettant de
déterminer I'index chromatique additif d’'un arbre quelconque, est donc bien polynomial
en la taille de I'arbre 7T'.

4.5 Conclusion

Il existe de nombreuses variantes de problémes de coloration, fondamentaux en
théorie des graphes, qui s’averent étre NP-complets et difficilement approximables. De
par leur importance, une bonne connaissance de leurs caractéristiques théoriques est
primordiale.

Le probléme COLORATION ADDITIVE est un nouveau probléme de coloration, intro-
duit récemment par MATAMALA et ZAMORA PONCE [MZP10]. A linstar des autres prob-
léemes de coloration, il est important d’en connaitre les caractéristiques théoriques.

Dans ce chapitre, nous avons effectué une premiere étude de la complexité de ce
probléme : nous avons montré que ce probléme est NP-complet pour tout nombre fixé
k > 4 de couleurs (il est donc paraNP-complet), qu’il ne peut étre approximé a facteur
n'/3~¢ mais peut I'étre & facteur n'/3+¢, et qu’il peut étre résolu en temps polynomial
lorsque restreint aux arbres.

Nos résultats sont un premier apercu des différentes caractéristiques théoriques du
probleme COLORATION ADDITIVE, combinant théorie des graphes et théorie des nom-
bres. De nombreuses problématiques concernant ce probléme restent ouvertes.
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Tout d’abord, nous n’avons pu déterminer la complexité du probléme %.-COLORATION
ADDITIVE, dans le cas des graphes de degré maximum k, que lorsque k£ > 4, en montrant
que le probleme est NP-complet dans ces cas, ou lorsque k£ < 2, ou le probleme peut
étre résolu en temps polynomial. Les réductions que nous avons utilisées ne s’adaptent
pas au cas ou k = 3, et de ce fait la complexité du probleme 3-COLORATION ADDITIVE
reste actuellement ouverte.

Une perspective naturelle de notre travail serait de compléter cette étude, en déter-
minant la complexité du probleme k-COLORATION ADDITIVE lorsque k = 3.

Par ailleurs, et bien que cela puisse paraitre au premier abord assez simple, la com-
plexité du probleme COLORATION ADDITIVE restreint aux cliques reste a ce jour incon-
nue : nous ne savons pas si I'index chromatique additif d’'une clique de taille quel-
conque peut étre calculé en temps polynomial ou non! Plus surprenant encore, la
valeur exacte de cet index n’est connu que pour des cliques contenant au plus 41 de
sommets [GGKO0S8].

En fait, le cas du probleme COLORATION ADDITIVE sur une clique de cardinalité K €
N est directement lié a un probleme trés connu en théorie des nombres qui, a partir
de I'ensemble des K premiers entiers, consiste a trouver le plus grand sous-ensemble
d’entiers (en terme de cardinalité) ne contenant pas de 3-progression arithmétique.
Ce probleme, introduit par ERDOS et TURAN en 1936 [ET36], n’a jusqu’a ce jour pas
trouvé de solution exacte, les meilleures bornes actuelles provenant des résultats de
ELKIN [Elk10] et SANDERS [Sanlla, San11b].

Une autre problématique concerne la complexité de ce probleme lorsqu’il est re-
streint aux graphes de largeur arborescente bornée. Nous avons en effet montré que ce
probleme peut étre résolu en temps polynomial lorsqu’il est restreint aux arbres, c’est-
a-dire aux graphes de largeur arborescente égale a 1. Mais qu’en est-il des graphes de
largeur arborescente plus grande ?

Cette problématique n’est pas dénuée de sens : en effet, il a été montré que le prob-
léme ETIQUETAGE L(2,1) [CK96], similaire au probleme COLORATION ADDITIVE en cer-
tains aspects (des contraintes sont imposées sur les couleurs de sommets a distance 1 et
distance 2), est polynomial pour les arbres [CK96], c’est-a-dire les graphes de largeur
arborescente égale a 1, tandis qu’il est NP-complet pour les graphes de largeur arbores-
cente supérieure ou égale a 2 [FGKO5]. Nous pouvons deés lors nous demander si ce
changement de complexité se produit également dans le cas du probleme COLORATION
ADDITIVE. Toutefois, ces deux problémes ne sont pas identiques : le probleme COL-
ORATION ADDITIVE impose des contraintes arithmétiques fortes sur les couleurs associées
aux sommets.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail de thése, nous nous sommes intéressés a quelques limites liées aux
décompositions de graphes. Ce travail a été motivé par la faible quantité de travaux
s'intéressant a ces limites, et en particulier celles relatives aux décompositions arbores-
centes (a l'exception de récentes études des mineurs « grille » et « pseudo-grille »),
comparé aux nombreux articles étudiant les diverses conséquences positives de leur
utilisation.

La premiere partie de notre travail, présentée dans le CHAPITRE 2, a porté sur la
construction exacte d’obstructions pour certaines largeurs de graphes. A ’origine de ce
travail, nous avons souhaité obtenir le premier algorithme permettant de construire une
obstruction optimale pour la largeur arborescente, certifiant qu'un graphe donné est de
grande largeur arborescente.

A partir de récents résultats de AMINI et al. [AMNTO09] et de LYAUDET et al. [LMT10],
que nous avons adaptés et étendus, nous avons obtenu un algorithme permettant de
construire, en temps XP, une obstruction pour diverses largeurs de graphes. En fait,
cet algorithme générique s’applique a toute largeur pour laquelle nous pouvons obtenir
une famille de partitions P de taille raisonnable, et pour laquelle la famille étendue
de partitions P est raffinante. Nous obtenons ainsi le premier algorithme permettant
de construire une obstruction a la largeur arborescente, en temps O(n"™**) oli n est la
taille du graphe et tw sa largeur arborescente.

De plus, notre algorithme peut étre aisément adapté pour retourner une décom-
position de petite largeur du graphe, lorsque cela est possible. En conséquence, notre
algorithme certifie dans tous les cas la réponse qu’il retourne, qu’il s’agisse d'une ob-
struction certifiant la grande largeur du graphe, ou d'une décomposition certifiant la
petite largeur du graphe. En d’autres termes, notre algorithme généralise et unifie a
la fois la construction d’obstructions de différentes largeurs, notamment l’algorithme
de Hicks [Hic04] pour la largeur de branches, mais également la construction d’une
décomposition tel que l'algorithme de ARNBORG et al. [ACP87], en temps XP (et donc
polynomial lorsque le parameétre est fixé).

Dans la deuxieme partie de notre travail, présentée dans le CHAPITRE 3, nous avons
étudié la complexité paramétrée du probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT pour de nou-
veaux cas d’ensembles o et p. Deux aspects ont motivé ce travail : d’'une part, il ex-
iste trés peu de problemes paramétrés ne devenant pas FPT lorsque paramétrés par la
largeur arborescente du graphe donné en entrée, tout en appartenant a la classe XP
(c’est-a-dire dont I'étude du point de vue paramétré est pertinente) ; d’autre part, dans
tous les cas d’ensembles o et p précédemment étudiés (finis ou cofinis), ainsi que dans le
cas d’ensembles ultimement périodiques étudié dans mon mémoire de Master [Cha08],
le probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT a été montré FPT.
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Nous avons montré que pour un nombre infini de nouveaux cas pour les ensem-
bles o et p, le probléeme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT n’est pas FPT. Plus précisément, le
probléme devient W|1]-difficile lorsque '’ensemble o contient des intervalles de longueur
arbitraire entre deux éléments consécutifs (avec une condition supplémentaire et néces-
saire sur cet ensemble). Par ce résultat, nous avons obtenu une nouvelle collection de
problemes n’étant pas FPT lorsque paramétrés par la largeur arborescente.

Enfin, nous avons présenté dans le CHAPITRE 4 les résultats d’'une collaboration ef-
fectuée dans le cadre d’'un projet franco-chilien, et portant sur 'étude d’'un nouveau
probleme de coloration appelé COLORATION ADDITIVE. Dans ce probleme, les couleurs
affectées aux sommets ne doivent pas créer de 3-progression arithmétique, faisant de ce
fait intervenir un probleme depuis longtemps ouvert en théorie des nombres.

Nous avons montré qu’a 'instar des problémes classiques de coloration, ce probléme
est NP-complet pour tout nombre fixé & > 4 de couleurs, impliquant que ce probléme est
paraNP-complet, et qu’il n’est donc pas pertinent de I'étudier du point de vue paramétré
si le parametre est le nombre maximum de couleurs utilisées. Nous avons également
montré que ce probléme peut étre résolu en temps polynomial sur les arbres, c’est-a-
dire les graphes de largeur arborescente 1, apportant une premiere étape dans I'étude
de ce probléme lorsque paramétré par la largeur arborescente.

Perspectives

De nombreuses perspectives apparaissent a la suite de ce travail de thése. Nous
souhaitons discuter ici de certaines de ces perspectives, relatives aux limites des décom-
positions de graphes et aux problemes étudiés durant cette these.

Largeurs de graphes. Le calcul de la largeur arborescente d’'un graphe quelconque est
un probléeme NP-complet ; I'existence d’un algorithme polynomial pour trouver la valeur
optimale de cette largeur pour un graphe donné est donc peu probable. Toutefois, par
un algorithme de BODLAENDER [Bod96], il est possible de déterminer en temps FPT
paramétré par k € N, plus précisément en temps O ( f(k) -n), si un graphe est de largeur
arborescente au plus k, et le cas échéant construire une décomposition arborescente
de largeur au plus k. En conséquence, pour tout entier k fixé, nous disposons d'un
algorithme déterminant en temps linéaire si un graphe est de largeur arborescente au
plus k. La fonction f est cependant de la forme 2°(*), et de ce fait 'exposant dépendant
du parametre k n’est pas linéaire.

Par ailleurs, le « théoreme des mineurs de graphes » de ROBERTSON et SEYMOUR
(voir notamment [RS86a, RS04]), une obstruction a la largeur arborescente (bramble)
peut également étre construite en temps FPT, mais le temps d’exécution de I'algorithme
obtenu est déraisonnable (il inclut une tour d’exponentielles). Quant a I'algorithme
générique que nous avons décrit, il est de complexité XP.

Question. Peut-on écrire un algorithme FPT s’exécutant en temps O* (2O(tw)) pour le
calcul de la largeur arborescente d’'un graphe quelconque, par la construction d’une
décomposition de largeur minimale ou d'une obstruction d’ordre maximal ?

Notre algorithme généralise et unifie la construction d’obstructions, et nous avons
défini de bonnes familles de partitions pour quelques largeurs de graphes connus. Néan-
moins, il ne nous a pas été possible d’obtenir une telle famille de partitions pour la
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largeur de rang (rank-width) a partir de la famille naturelle, celle-ci étant de taille ex-
ponentielle.

Question. Peut-on obtenir une bonne famille de partitions pour la largeur de rang (rank-
width), et ainsi utiliser notre algorithme pour la construction d’une obstruction a la
largeur de rang ?

La meilleure approximation connue a ce jour pour la largeur arborescente d’un
graphe quelconque est a facteur O(tw+/log tw), par un résultat de FEIGE et al. [FHLO8],
qui donnent toutefois une approximation a facteur constant pour les graphes exclu-
ant un certain mineur donné. Nous ne savons pas si une approximation a facteur con-
stant de la largeur arborescente est possible pour les graphes quelconques. L'une des
pistes possibles pour obtenir une telle approximation est la construction d’'une bonne
obstruction a la largeur arborescente, de taille polynomiale, et notamment la recherche
d’une pseudo-grille comme mineur [RWO08]. Notons que par un résultat de GROHE et
MARx [GMO09], montrant que certains graphes de largeur £ n’admettent que des ob-
structions optimales de cardinalité exponentielle en £, la notion classique d’obstruction
pour la largeur arborescente (bramble) semble ne pas convenir.

Question. Peut-on approximer a facteur constant la largeur arborescente d’'un graphe
quelconque, notamment par la construction d'une bonne obstruction ?

Problémes paramétrés par la largeur arborescente. Il a été montré précédemment
que les cas les plus structurés des ensembles o et p, c’est-a-dire lorsqu’ils sont ultimement
périodiques, le probléeme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT est FPT. Nous avons vu que pour
lorsque 'ensemble o est moins structuré, et plus précisément lorsqu’il contient des inter-
valles de longueur arbitraire, le probléme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT n’est plus FPT et
devient W[1]-difficile. Pour parfaire la connaissance de la complexité paramétrée de ce
probleme, certains cas pour les ensembles o et p restent a étudier, notamment lorsque p
est moins structuré, ou lorsque ces deux ensembles ne contiennent que des intervalles
de longueur bornée.

Question. Quelle est la complexité du probleme ENSEMBLE [0, p|-DOMINANT, paramétré
par la largeur arborescente, pour d’autres cas naturels des ensembles o et p?

Treés peu de problémes sont connus pour ne pas étre FPT lorsqu’ils sont paramétrés
par la largeur arborescente, et nous avons en ce sens présenté dans le CHAPITRE 3
une nouvelle collection de problemes étant W/[1]-difficiles avec ce parameétre. Trouver
d’autres problémes dans le méme cas pourrait nous apporter une meilleure compréhen-
sion des liens unissant la largeur arborescente a la difficulté des problemes étudiés sous
ce parametre.

Question. Existe-t-il d’autres probléemes n’étant pas FPT lorsqu’ils sont paramétrés par
la largeur arborescente du graphe donné en entrée ?

La vraie complexité des probléemes paramétrés par la largeur arborescente est en-
core mal connue. De récents résultats tentent de répondre a cette question, en étudi-
ant les aspects et conséquences théoriques de toute amélioration de leur complexité
paramétrée. D’'un co6té, LOKSHTANOV et al. [LMS10] ont montré que, sous 'hypothese
ETH (Exponential-Time Hypothesis), la complexité connue de certains des problémes
fondamentaux paramétrés par la largeur arborescente est optimale, donnant ainsi une
borne inférieure sur les possibilités d’amélioration. De l'autre, CYGAN et al. [CNP*11]
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ont amélioré drastiquement la complexité connue de nombreux problémes de connec-
tivité paramétrés par la largeur arborescente, en donnant un algorithme dont la dépen-
dance exponentielle au parameétre est linéaire.

Question. Quelle est la vraie complexité des problémes paramétrés par la largeur ar-
borescente ?

Coloration additive. Nous avons vu que le probleme de coloration £-COLORATION
ADDITIVE est NP-complet pour tout k£ > 4 fixé, tandis que la plupart des problemes
classiques de coloration sont connus pour étre NP-complet méme lorsque k£ = 3. Notre
réduction générale ne s’applique cependant pas au cas ou k = 3, car celui-ci est rela-
tivement différent compte tenu des contraintes arithmétiques définissant le probleme
k-COLORATION ADDITIVE, et de ce fait nous ne connaissons pas encore la complexité du
probleme lorsque & = 3.

Question. Quelle est la complexité du probleme 3-COLORATION ADDITIVE ?

Nous avons montré que le probleme COLORATION ADDITIVE peut étre résolu en temps
polynomial sur les arbres, c’est-a-dire les graphes de largeur arborescente égale a 1. Il
serait intéressant de déterminer la complexité de ce probleme pour de plus grandes
largeurs arborescentes, et en premier lieu dans le cas ot la largeur arborescente est au
plus égale a 2. En effet, certains problémes de coloration, tel que le probléme ETIQUE-
TAGE L(2,1), sont connus pour étre polynomiaux sur les arbres mais NP-complets sur
les graphes de largeur arborescente au plus 2.

Question. Quelle est la complexité du probleme COLORATION ADDITIVE lorsqu’il est re-
streint aux graphes de largeur arborescente bornée ?

Enfin, le cas de la clique de taille n est une situation assez particuliere du probléme
COLORATION ADDITIVE, car il correspond alors a un probleme de théorie des nombres
encore ouvert aujourd’hui, consistant a trouver le plus grand sous-ensemble d’entiers
parmi {1,...,n} ne contenant pas de 3-progression arithmétique. Résoudre le probléeme
COLORATION ADDITIVE dans ce cas semble donc difficile, mais peut étre une piste pour
tenter d’attaquer ce probleme de théorie des nombres.

Question. Peut-on résoudre le probléme COLORATION ADDITIVE sur les cliques en temps
polynomial ?
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Mathieu CHAPELLE

Décompositions de graphes : quelques limites et obstructions

Résumé :

Les décompositions de graphes, lorsqu’elles sont de petite largeur, sont souvent utilisées pour
résoudre plus efficacement des problemes étant difficiles dans le cas de graphes quelconques.
Dans ce travail de thése, nous nous intéressons aux limites liées a ces décompositions, et a la
construction d’obstructions certifiant leur grande largeur.

Dans une premiére partie, nous donnons un algorithme généralisant et unifiant la construc-
tion d’obstructions pour différentes largeurs de graphes, en temps XP lorsque paramétré par
la largeur considérée. Nous obtenons en particulier le premier algorithme permettant de con-
struire efficacement une obstruction a la largeur arborescente en temps O(n"™*+4).

La seconde partie de notre travail porte sur I'étude du probléme ENSEMBLE [0, p]-DOMINANT,
une généralisation des problémes de domination sur les graphes et caractérisée par deux en-
sembles d’entiers o et p. Les diverses études de ce probléeme apparaissant dans la littérature
concernent uniquement les cas ou le probleme est FPT, lorsque paramétré par la largeur
arborescente. Nous montrons que ce probléme ne I’est pas toujours, et que pour certains cas
d’ensembles o et p, il devient W/[1]-difficile lorsque paramétré par la largeur arborescente.
Dans la derniere partie, nous étudions la complexité d'un nouveau probleme de coloration
appelé k-COLORATION ADDITIVE, combinant théorie des graphes et théorie des nombres. Nous
montrons que ce nouveau probleme est NP-complet pour tout k£ > 4 fixé, tandis qu’il peut
étre résolu en temps polynomial sur les arbres pour k& quelconque et non fixé.

Mots clés : théorie des graphes, décomposition de graphes, complexité de calcul, complexité
paramétrée.

Graphs decompositions: some limits and obstructions

Abstract:

Graphs decompositions of small width are usually used to solve efficiently problems which are
difficult in general. In this thesis, we focus on some limits of these decompositions, and the
construction of some obstructions certifying a large width.

First, we give a generic algorithm unifying obstructions’ construction for several graph
widths, in XP time when parameterized by the considered width. In particular, it gives the
first algorithm computing efficiently an obstruction to tree-width in time O(n'V*4).

Secondly, we study the parameterized complexity of [0, p]-DOMINATING SET, a generalization
of some domination problems characterized by two sets of integers o and p. All known studies
focused only on cases where this problem is FPT when parameterized by tree-width. In this
work, we show that there are some cases where the problem is no longer FPT, and become
W]1]-hard instead.

Finally, we study the computational complexity of a new coloration problem, named k-
ADDITIVE COLORING, which combines both graph theory and number theory. We show that
this new problem is NP-complete for any fixed number k£ > 4, while it can be solved in
polynomial time on trees for any k.

Keywords: graph theory, graph decomposition, computational and parameterized complexity.
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