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� �Î �½ �½±� ��¬��¯�½«±�½¯ �· Æ���¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �Î �Î ¿ Ñ� �½ �½±� �½���±½¯ �· Æ���¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �Î �� º²� � �½«�±� ¯���½� ����� ²���É �· µ«¯¯�¯ � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� �Î �� ¼¬¬µ±�«±�½ � �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½�� ±½ ²� �½±� � � � � � � � � � � ��
� �� ¿ �½«�±� Σ1

�½ �½±� �«¬²¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �Î ³�«¬² «���¬��¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î
� �� �� Ì ±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½ �«¬² «���¬��¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� Â«�±«±�½ �½ �� Ï�µ�¯®��¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �Î ¿ �½«�±� °� Ï«� �¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� ¼ ��µ ·�� ²� � ��µ�«½ �µ�¯®�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� ¼ ��µ ·�� � �¯ ����� �®«½±���¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� ¼¬¬µ±�«±�½¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î� Î


   �§�£ �	���© ��¥�§ ���
� �Î Ä ±¯�±�®�� ¯É½²�¯±¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��

� �Î �Î Ñ��®�½±«µ ·®½�±�½¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� �Î �� Ä ±¯�±�®�� «��²±��®��¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� �Î �� ����Ï��µ«É ¯�� «½±�¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� �Î �� Ð��«µ ��±��±« ·�� �±¯�±�®�� ��«µ±Ê«±�½ � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� �Î �� Ä ±¯�±�®�� ¯É½²�¯±¯ ¬���µ�� ¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��

� �� Ä ±¯�±�®�� «� �¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� �� �Î Ä ±¯�±�®�� «��½«¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� �� �� Ä ±¯�±�®�� «� �¯ «½� ¯�«� ±�¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ÎÎÎ
� �� �� ÑÉ½�²��½�®¯ Á¯ «¯É½�²��½�®¯ �±¯�±�®�� «� �¯ � � � � � � � � � � � � ÎÎ�

� �� º��� ¼®�� «« «½� Ä ±¯�±�®�� ³«� �¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ÎÎ�
� �� �Î º��� «®�� «« ·�� �±¯�±�®�� «� �¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ÎÎ�
� �� �� Ä ±¯�±�®�� «� �¯ Æ ±² �Ë��½«µ ��½�±±�½¯ � � � � � � � � � � � � � � ÎÎ�
� �� �� Ä ±¯�±�®�� ¯É½²�¯±¯ ±½ �±¯�±�®�� «� �¯ � � � � � � � � � � � � � � � ÎÎ�
� �� �� °Ë��½«µ±Ê«±�½ Æ ±² µ�«��� «½� «¬¬µ±�«±�½ � � � � � � � � � � � � � � ÎÎ�

� �� Í��¬µ�Ë ±É �· �±¯�±�®�� «� �¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� �� �Î º±µ±½¯ � �®«¯±Ï±µ±½¯ «½� Æ� ¬µ«É��¯ «� �¯ � � � � � � � � � � � � � � Î� Î
� �� �� ���¬µ��½�¯¯ ��¯®µ¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��

� �� ª�·���½��¯ «½� ½��¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
� ��£§¦ ��� �¡�§ ���
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� �� ¼®�� «« «½� �½±� �«¬²¯ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Î��
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Ã½ ²±¯ �²«¬�� � Æ� � �¯ ��Á±�Æ ¯«½�«�� ½�«±�½¯ � ���½±±�½¯ �· µ«� �µ�� ��±�½�� �«¬²¯¸«µ¯� �«µµ�� �«½¯±±�½ ¯É¯�� ¯¾ «½� �±¯±�®µ«±�½ ��®±Á«µ�½��¯ � ¹� «µ¯� ��Á±�Æ � �¯Ï�����µ� ±� ¸�� ¾ «½� � �½«�±� ¯���½� ����� µ� ±� ¸¿ Ñ� ¾ �Á�� �«½¯±±�½ ¯É¯�� ¯ � ¹� ���½� ²�� ��«µ «½� ²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ «¯ ·�«��½¯ �· � �½«�±� ¯���½�Ï����� µ� ±� � ¼½ Æ�«µ¯� ��Á±�Æ ¯�� � �µ«¯¯±�«µ ¬��¬ ��±�¯ �· Æ��� µ«½®«�¯ «½� «®�� «« ²���É�
��� [ eglgiefr lfo rglfolho �ef�p�gr
¼½ (�" *(5�# ±¯ « �½±� ¯� Σ � º²� �µ�� �½¯ �· «µ¬²«� � Σ

«�� �«µµ�� ��##�!� «½� «�� Æ�±�½
a � b � c � �� � ¼ ' )�#�  �!� �½ «µ¬²«� � Σ ±¯ « �½±� ¯��®�½�� w �· µ���¯ �· Σ � ¹� Æ�±�
w = a0. · · · .an1

Æ±² a0
� a1

� � � � � an−1 ∈ Σ � ¯®�² « Æ��� w � ²� ��)� #* �· Æ��� w � Æ�±�½
|w| � ���½�� � � � n � °�®±Á«µ�½µÉ� « Æ��� �«½ «µ¯� � � ¯��½ «¯ « ¬«�±«µ ·®½�±�½ ·��� IN� Σ Æ±² ��� «±½ dom(w) = [0, |w| − 1]

«½�
w(i) = ai

·�� �«�²
0 ≤ i < |w| � º²� ��¬ÉÆ��� ¸²� ®½±�®� Æ��� Æ ±² ��¬É ��� «±½ ¾ ±¯ Æ �±�½ ε �º²� ¯� �· «µµ �½±� Æ���¯ �½ «µ¬²«� � Σ ±¯ Æ �±�½ Σ∗ � «½� ²� ¯� �· «µµ Æ���¯ �®²� ��¬É Æ��� ±¯ Æ �±�½ Σ+ � Ñ� Σ∗ ±¯ ��®±¬¬ �� Æ ±² ²� �«�½«±�½ �¬ ��«±�½ Æ�±�½�®µ±¬ µ±�«±Á�µÉ� ± �� � ²� �«�½«±�½ �· Æ� Æ���¯ v «½�

w ∈ Σ∗ ±¯ Æ �±�½ v.w � º²�¯�®�®�� 〈Σ∗, .〉 ±¯ « � �½�%� �¼ �()��(� � �$  �!�� �½ «µ¬²«� � Σ ±¯ «½É ¯®�¯� L �· Σ∗ � ³±Á�½ «½É Æ� µ«½®«�¯
L

«½�
M ⊆ Σ∗ � Æ� Æ�±� L + M ²� ®½±�½ �· ²� µ«½®«�¯ «½�

L.M ²� �µ�� �½ÏÆ ±¯��Ë�½¯±�½ �· ��½�«�½«±�½ � µ«½®«�¯ � ± �� � L.M = {u.v ∈ Sigma∗ : u ∈ L, v ∈ M} � ����Á��É µ«½®«� L ⊆ Σ∗ � Æ� ¬® L0 = {ε}
«½� � ·�� �Á��É n ∈ IN � Ln+1 = L.Ln � ¹� Æ�±�²�½ L∗ =

⋃
0≤n Ln

«½�
L+ =

⋃
0<n L

n � Ð«½®«� L∗ ±¯ �«µµ�� ²� � ���) � �#(! �· µ«½®«�
L � ¼ µ«½®«� L ⊆ Σ∗ ±¯ « !����(! �()��(� � Æ²�½ ± �«½ � � ���½�� ·��� �½±� µ«½®«�¯«½� ¯®� � ¬���®� �� ¯«� �¬ ��«±�½ �

Ã½ ²� ·��²��� ±½ �Ë � Æ� ®¯� ���±½«µ¯ «½� �«��±½«µ¯ � Ã½ ¬«�±�®µ«� � Æ� Æ�±� ω ²�
� �¯ ±½�½±� ���±½«µ � º²±¯ ¯� ±¯ ±¯�� ��¬²±� � ²� ¯� IN �· ½«®�«µ ½®�� ��¯ � ¹� �«É«µ¯� ®¯� ²� ½�«±�½ IN ·�� ²±¯ ���±½«µ � ¹� �� ½� �±¯±½®±¯² �½±� ���±½«µ¯ «½� ²�±������¯¬ �½�±½ �«��±½«µ¯ ²« «�� �®¯ ¯��½ «¯ ½«®�«µ ½®����¯ � ¹� «µ¯� ®¯� ²� ¯É���µ ∞·�� «½ ±½�½±� �«��±½«µ �± �½�®² � ¿�¯ �· ²� ±� � � ± Æ ±µµ ¯«½� ·�� ℵ0

¸²� �«��±½«µ¯ �·
ω¾ � Ã½ ¬«�±�®µ«� � Æ� Æ ±µµ �·�½ ¸«½� ±�¬µ±�±µÉ ¾ ��½¯±��� ²� �Ë�½¯±�½ �· ²� ������� ¯��· ½«®�«µ¯ �É «��±½ «½ �Ë�« � «Ë±� «µ �µ�� �½ Æ�±�½ ∞ �

Î
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��� Wf�figp �eho ulfyklypr
¹� ��Á±�Æ ±½ ²±¯ ¯��±�½ ¯�� � ¯«½�«�� ½�«±�½¯ «½� ��¯®µ¯ ±½ ¸±½�½±� Æ���¯¾ µ«½®«�²���É�
��� �� �����=? �;<>� 9�> �9���9�?�
Ã½�½±� Æ���¯ �½ «µ¬²«� � Σ

«�� ���½�� «¯ ¸�«µ¾ ·®½�±�½ ·��� IN � Σ � ¼½ ±½�½±�Æ���¯ w Æ±µµ � � Æ�±�½ ¯±� ±µ«�µÉ w = a0.a1.a2. · · ·
Æ±² w(i) = ai

·�� �«�²
i ∈ IN � º²�µ�½² �· «½ ±½�½±� Æ��� w ±¯ ¯±µµ Æ �±�½ |w| �® ½�Æ ��®«µ¯ ∞ �º²� ¯� �· ±½�½±� Æ���¯ �½ ²� «µ¬²«� � Σ ±¯ Æ �±�½ Σω � ��� �Á��É �½±� Æ��� v ∈ Σ∗«½� �Á��É ±½�½±� Æ��� w ∈ Σω � Æ� Æ�±� v.w ·�� ²� +�2 �� " !��� # �· v «½�
w � ²« ±¯ ²�±½�½±� Æ��� ���½�� � ·�� �Á��É i ∈ [0, |u| − 1] �É v.w(i) = u(i)

«½� � ·�� �Á��É i ≥ |u| �É
u.v(i) = v(i − |u|) � ��� �Á��É ±½�½±� ¯��®�½�� (vi)i∈ω

�· �½±� ½�½ ��¬É Æ���¯ � Æ� «µ¯�Æ�±� v0.v1. · · · ²� �)' )�#� " !��� # �· «µµ Æ���¯ �· ²� ¯��®�½�� � ¿��� ¬���±¯�µÉ� Æ�±±½ �·�� �Á��É k ∈ IN � sk = Σj∈[0,k−1]|vj |
� ²� ±½�½±� ¬���®� ±¯ ���½�� � � � ²� ±½�½±� Æ���

w
���½�� ·�� �Á��É k ∈ IN

«½� �Á��É i ∈ IN Æ±² sk ≤ i < sk+1
� w(i) = vk(i − sk)

� ¼¯« ¬«�±�®µ«� �«¯� � ·�� �Á��É Æ��� v ∈ Σ+ � Æ� Æ�±� wω ·�� ²� ±½�½±� Æ���¯ ��«±½�� �É� «È±½ ²� ±½�½±� ¬���®� �· ²� ¯��®�½�� (vi = v)i∈ω
�¼ µ«½®«� �· ±½�½±� Æ���¯ ±¯ «½É ¯®�¯� L �· Σω � ³±Á�½ « µ«½®«� �· ½�½ ��¬É

�½±� Æ���¯ L ⊆ Σ+ Æ� Æ�±� Lω ⊆ Σω ·�� ²� ¯� �· ±½�½±� Æ���¯ �½� �«½ �®±µ �É±½�½±� ¬���®�¯ �· Æ���¯ �· L � ³±Á�½ «µ¯� « µ«½®«� �· ±½�½±� Æ���¯ M ⊆ Σω � Æ� Æ�±�
L.M ⊆ Σω ·�� ²� ¯� �· ±½�½±� Æ���¯ �½� �«½ �®±µ �É � ±Ë�� ¬���®�¯ �· Æ���¯ �· L·�µµ�Æ�� �É Æ���¯ �· M �¼ µ«½®«� L ⊆ Σω ±¯ �«µµ�� ω 1!����(! Æ²�½ ± �«½ � � ���½�� «¯ « �½±� ®½±�½ �·µ«½®«�¯ �· ²� ·��� L.(U)ω Æ±² ��®µ«� µ«½®«�¯ L «½�

U ⊆ L+ �
º²� ¯� �· �½±� «½� ±½�½±� Æ���¯ �½ «µ¬²«� � Σ ±¯ Æ �±�½ Σ∞ � Ñ� Σ∞ �«½ � ���®±¬¬ �� Æ ±² « �±¯«½�� d(w1, w2)

���½�� � � � 0 Æ²�½ w1 = w2
�� 1/2n �²��Æ ±¯� � Æ²���

n ±¯ ²� µ�½² �· ²� µ�½�¯ �����½ ¬���Ë �· w1
«½�

w2
� º²±¯ �±¯«½�� ±¯ ®µ�«� ��±�«½� ±½�®��¯ « ���¬«� �¬ �µ�É �«µµ�� ²�  �!� " !�' 2 #�" ����/�

³±Á�½ Æ� «µ¬²«� �¯ A � B � Æ� Æ�±� πA
�� π1

¸��¯¬ � πB
�� π2

¾ ²� ¬��� ��±�½ ·���
A×B � A ¸��¯¬ � ·��� A×B � B ¾ � ÌÉ �Ë�½¯±�½ � ·�� �Á��É Æ��� w = (a0, b0).(a1, b1). · · · ∈
(A × B)∞ � Æ� Æ�±� πA(w) = π1(w) = a0.a1. · · ·

�� πB(w) = π2(w) = a0.a1. · · ·
²�¬��� ��±�½¯ �· Æ��� w �½ A∞ �� B∞ �

³±Á�½ n ½®�� ���� ¯�¯ A1, . . . , An
�  ±Á�½ A = A1×. . .×An

�  ±Á�½ «½É ¯� �· ±½�±��¯ I =
{i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} Æ±² i1 < . . . < ik

� Æ� Æ�±� A[I] ·�� ²� ¯� A[I] = Ai1 × . . . Aik
�·�� �Á��É x = (a1, . . . , an) ∈ A � Æ� Æ�±� x[I] ·�� ²� �µ�� �½¯ x[I] = (xi1 , . . . , xik) ∈ A[I] �«½� � ·�� �Á��É P ⊆ A � Æ� Æ�±� P [I] ·�� ²� ¯� P [I] = {x[I] ∈ A[I] : x ∈ P} � Ã½ �«¯�

I = {i, i + 1, . . . , j} ¸Æ²��� 1 ≤ i ≤ j ≤ n¾ � ²�¯� ½�«±�½¯ ¯±�¬µ±·É � A[i, j] � x[i, j] «½�
P [i, j] ��¯¬ ��±Á�µÉ ¸«½� �Á�½ ¯±�¬µ±·É � A[i] � x[i] «½�

P [i] Æ²�½ i = j¾ �º²�¯� ½�«±�½¯ «µ¯� �Ë�½� � Æ���¯ «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ·�� �Á��É Æ��� w = a1.a2. . . . ∈
A∞ � ·�� �Á��É I ⊆ {1, . . . , n} � w[I] = a1[I].a2[I].a3[I] . . .

� ��� ±½¯«½�� �  ±Á�½ w =
(a0, b0).(a1, b1).(a2, b2) ∈ (A × B)∗ ²��� ¯²«µµ � � ½� ��½·®¯±�½ � �Æ��½ w[2] = b0.b1.b2¸��®±Á«µ�½µÉ πB(w) �� π2(w)¾ � ± �� � ²� ¯���½� ¬��� ��±�½ �· w �½ «µ¬²«� � B � «½�
w(2) = (a2, b2)

²� ²±�� µ��� �· w �
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º²�¯� ½�«±�½¯ «µ¯� �Ë�½� � ��µ«±�½¯ � ·�� �Á��É ��µ«±�½ R ⊆ A × B � Æ� Æ�±�
R[I] ⊆ A[I] ×B[I]

���½�� �É R[I] = {(x[I], y[I]) ∈ A[I] ×B[I] : (x, y) ∈ R} �¹� «µ¯� ½��� ±½ ²� ¯��®�µ � ��¯�±� � Æ���¯ Æ²��� ½� ¯��®�½�� �· ±��½±�«µ µ���¯���®�¯ � ± �� � Æ���¯ Æ²��� �½µÉ �²«½�¯ �· µ���¯ «�� ��µ�Á«½ � ��� ²±¯ ¬®�¬ �¯� Æ� ���½�²� $ �) #��) view ²« ��µ�� ²�¯� ��¬ �±±�½¯ �¿��� ¬���±¯�µÉ� ·�� �Á��É Æ��� w ∈ Σ∞ � Æ� ���½� ·®½�±�½ view(w) �É ±½�®�±�½ �½ ²�µ�½² �· w «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ��� �Á��É a «½�
b ∈ Σ � ·�� �Á��É �½±� Æ���¯ w ∈ Σ∗ � view(ε) = ε �

view(a) = a � view(w.a.b) = view(w.a).b Æ²�½ a 6= b �� view(w.a) Æ²�½ a = b � ��¯��Á�²« ·�� �Á��É ±½�½±� Æ���¯ w ∈ Σω � view(w) ��®«µ¯ ²� µ±� ± � ±½ ²� ¬���Ë �¬ �µ�É� �·²� ��½Á�� ±½ ¯��®�½�� {view(wn)}n∈IN
�· ²� ±� «�¯ �· ²� ¬���Ë wn

�· µ�½² n �· w�É ·®½�±�½ view �
��� �� �����=? �;<> 9�=;� 9=9
¼
ω 1 �!� (�#�+ (#�) ±¯ « ®¬µ� A = 〈Q,Σ, q0, δ, T 〉

Æ±² �½±� ¯� �· ¯«�¯ Q � �½±� «µ¬²«� �
Σ � ±½ ±±«µ ¯«� q0 ∈ Q � �«½¯±±�½ ·®½�±�½ δ : Q×Σ → P(Q)

«½� ±½�½±� «���¬«½�� «�µ�
T ⊆ P(Q)

�«µµ�� � �� ��! (  �" #() � ��±��±« �º²� ¼®�� «�½ A ±¯ « ��#�!+ �)��#� Æ²�½ � ·�� �Á��É q ∈ Q � �Á��É a ∈ Σ � |δ(q, a)| ≤ 1 �º²� ¿®µµ�� «���¬«½�� ��±��±�½ ±¯ �«µµ�� « "(!�#/  �)��#��) Æ²�½ ²��� ±¯ « � «¬¬±½
Ω : Q→ IN ¯®�² ²« T = {Q′ ⊆ Q|min(Ω(Q′)) ±¯ �Á�½} � Ã½ ²±¯ �«¯� � Æ� Æ�±� Ω ±½¯�«�
�· T ±½ ²� «®�� «�½ ���½±±�½ �¼ ¬«�±É ��½�±±�½ ±¯ « � � *�  �)��#��) ¸��¯¬ � ��ÏÌ��²± ��½�±±�½ ¾ Æ²�½ Ω(Q) ⊆ {0, 1}¸��¯¬ � Ω(Q) ⊆ {1, 2}¾ �¼ ¬«�±É ��½�±±�½ ±¯ «  ��� ��  �)��#��) Æ²�½ Ω(Q) = {0} �³±Á�½ «½ ±½�½±� Æ��� w ∈ Σω � « !�) �· ²� «®�� «�½ A �½ ²� Æ��� w ±¯ «½ ±½�½±�Æ��� ρ ∈ Qω ¯®�² ²« � ρ(0) = q0

«½� � ·�� �«�²
i ∈ ω � ρ(i+ 1) ∈ δ(ρ(i), w(i)) ��½� � «É «µ¯� ®¯� ωÏ«®�� «« Æ ±² εÏ�«½¯±±�½ � ± �� � «®�� «« Æ ±² �«½¯±±�½ ·®½�±�½

δ �Ë�½��� � Q× {ε} �³±Á�½ «½ ±½�½±� Æ��� w ∈ Σω � « !�) �· ²� «®�� «�½ A Æ±² εÏ�«½¯±±�½ �½ ²�Æ��� w ±¯ «½ ±½�½±� Æ��� ρ ∈ Qω ¯®�² ²« ρ(0) = q0
«½� ²��� ±¯ «½ ±½���«¯±½ ¯��®�½��

{ki}i∈IN
¯®�² ²« k0 = 0 � ·�� �Á��É i ∈ IN �

Î � �±²�� ki+1 = ki + 1
«½�

ρ(i+ 1) ∈ δ(ρ(i), w(ki))
�

� � �� ki+1 = ki
«½�

ρ(i+ 1) ∈ δ(ρ(i), ε) �
³±Á�½ « �®½ ρ ∈ Qω �  ±Á�½ ²� ¯� Inf(ρ) ⊆ Q �· ¯«�¯ ²« � ��®�¯ ±½�½±�µÉ �·�½ ±½

ρ � Æ� ¯«É ²« ρ ±¯ «½ (  �" #�)� !�) Æ²�½ Inf(ρ) ∈ T �¹��� w ∈ Σω ±¯ (  �" #�� �É ²� «®�� «�½ A Æ²�½ ²��� ±¯ «½ «���¬±½ �®½ �· A�½ w � º²� ¯� �· Æ���¯ «���¬�� �É ²� «®�� «�½ A ±¯ Æ �±�½ Lω(A)
«½� ±¯ �«µµ�� ²�µ«½®«� ����½±Ê�� �É ²� «®�� «�½ A �

� �¥�£	 � ¼ µ«½®«� ����½±Ê�� �É « �µ�¯�� «®�� «�½ ±¯ �µ�¯�� ±½ ²� ¬���Ë �¬ �µ�É�Í�½Á��¯�µÉ� �½� �«½ �²��È ²« « ����½±Ê«�µ� �µ�¯�� µ«½®«� ±¯ ����½±Ê�� �É « �µ�¯��«®�� «�½ �
º²� ·�µµ�Æ ±½ ²����� ±¯ « ��½��½¯�� Á��¯±�½ �· ¯�Á��«µ ��¯®µ¯ ²« � «È� ±½�½±� Æ���«®�� «« ²���É ¯� �±�² «½� ®¯�·®µ ��� � �� � Î�� � Î��� �
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��� �� �� ����£�¥ ����� � � � ����£ � � ���������� �� ��! �.�!/ �()��(� � L ⊆ Σω � #* �$ �� �� �)� " !�" �!#��� (!� ����.(��)#�
� " L �� ω 1!����(!�
� " L �� !� ��)��(5�� 5/ ( � �� ��! (�#�+ (#�) �
� " L �� !� ��)��(5�� 5/ ( ��#�!+ �)��#� � �� ��! (�#�+ (#�) �
� " L �� !� ��)��(5�� 5/ ( � � *� (�#�+ (#�) �
� " L �� !� ��)��(5�� 5/ ( ��#�!+ �)��#� "(!�#/ (�#�+ (#�) "
Ã½ ¬«�±�®µ«� �

��� �� �� ����£�¥ ��� �£� ���
 � ������ � .�!/ � � *� )�) ��#�!+ �)��#� (�#�+ (#�) A =
〈Q,Σ, q0, δ, T 〉

�  �#* �!  �#*��# ε1#!()��#��) � �� ����.(��)# #� ( ��#�!+ �)��#� � �� ��! (�1
#�+ (#�)  �#* Ad = 〈Qd,Σ, q0,d, δd, Td〉

 �#* |Qd| =!|Q| "Ð«½®«�¯ ����½±Ê«�µ� �É ����� ±½±¯±� ¬«�±É «®�� «« «�� ��Á±�®¯µÉ �µ�¯�� �É ��� Ï¬µ�� �½ «½� ¬��� ��±�½ � ± ·�µµ�Æ ¯ �
��� �� �� ��£����£¤�

Ω1!����(! �()��(� �� (!�  ����� �)��! �)��) � �+" ��+ �)# ()� " !�4 � 1
#��) "
��� Yhlfrigief r	rgpq r lfo jiriqkulgief
��
 �� � ;>? ��
Ð� D «½�

Σ � � Æ� «µ¬²«� � � ¼ #!()��#��) �/�#�+ ±¯ « �� ��� �±����� µ«� �µ�� �«¬²
M = 〈VM , rM ,D, {TM

d }d∈D,Σ, λ
M 〉

Æ±² « ¯� VM �· .�!#� ��� « !��# .�!#�2 rM ∈ VM � « ��!� #��) ¸�� ( #��)¾ «µ¬²«� � D � ·���«�² �±���±�½ d ∈ D � « �±½«�É d1��� � !��(#��) TM
d ⊆ V M ×VM � « µ«� �µ±½ «µ¬²«� � Σ

«½�« µ«� �µ±½ ·®½�±�½ λM : VM → Σ �Ã½ ²� ¯��®�µ � Æ� ¯²«µµ Æ �±� TM =
⋃

d∈D TM
d

·�� ²� ��� � !��(#��) ��«��µ�¯¯ ²��±���±�½ «È�½ ±½� «���®½ � ��¯��Á� ²« Æ²�½ D ±¯ « ¯±½ µ��½ «µ¬²«� � � ²��� ±¯ �½µÉ «
¯±½ µ� dÏ��� ��µ«±�½ ¯� ²« ²� �±���±�½ «µ¬²«� � D �«½ «µ¯� � � �� ±�� �¹ ²�½ Σ ±¯ « ¯±½ µ��½ � ²� µ«� �µ±½ ·®½�±�½ ±¯ ®½±�®�µÉ ����� ±½�� «½� ²®¯ �«½ � ��� ±�� «¯ Æ�µµ � º²� �«¬²

Sk(M) ��«±½�� ·��� « �«½¯±±�½ ¯É¯�� M �É ��� �Á±½ ²�µ«� �µ±½ ·®½�±�½ ±¯ �«µµ�� ²� �� ���#�) �!(" * �· M �Ã½ ²� ¯��®�µ � « �«½¯±±�½ ¯É¯�� ±¯ ¯±�¬µÉ �«µµ�� « «
D,Σ1� !(" * � «

Σ1� !(" * � «
D 1� !(" *�� �Á�½ ¯±�¬µÉ « � !(" * Æ²�½ «µ¬²«� �¯ «�� �±²�� ¯±½ µ��½¯ �� �µ�«� ·��� ²� ��½�Ë �

Ð� d ∈ D � ¹� ¯«É ²« « Á���Ë v ∈ VM ±¯ «
d1��  ����! ¸�� �®¯ ��  ����!¾ �· u Æ²�½

(u, v) ∈ TM
d

� º²� ¯� �· «µµ d1��  ����!� �· u ±¯ Æ �±�½ SuccM
d (u) �³�«¬²

M ±¯ �«µµ�� D 1��#�!+ �)��#� � !(" * Æ²�½ � ·�� �Á��É �±���±�½ d ∈ D � «½É Á���Ë
u ∈ V M ²«¯ « � �¯ �½� dÏ¯®���¯¯�� � ± �� � |SuccM

d (u)| ≤ 1 �³�«¬²
M ±¯ �«µµ�� D 1 �+" ��#� � !(" * Æ²�½ � ·�� �Á��É �±���±�½ d ∈ D � «½É Á���Ë

u ∈ V M ²«¯ « µ�«¯ �½� dÏ¯®���¯¯�� � ± �� � 1 ≤ |SuccM
d (u)| �
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º²� ¯� �· «µµ ��  ����!� �· Á���Ë u ±¯ Æ �±�½ SuccM (u) � ¼«±½ � Æ²�½ D ±¯ « ¯±½ µ��½ ��±���±�½¯ «�� �� ±�� ¯� ²« ¯®���¯¯��¯ «½�
dÏ¯®���¯¯��¯ «�� ²� ¯«� � � º²� 5!() *�)�

��� !�� �· Á���Ë u ±¯ ���½�� � � � ²� �«��±½«µ |SuccM (u)| � ¹� ¯«É ²« �«¬²
M ±¯ ' )�#��/5!() *�)� Æ²�½ � ·�� �Á��É Á���Ë u ∈ VM � ²� ��«½�²±½ ����� �· u ±¯ �½±� �

³±Á�½ Æ� D,ΣÏ�«¬²¯ M «½�
N � « � !(" * + �!" *��+ ·��� M � N ±¯ « � «¬¬±½ f·��� VM � V N ¯®�² ²« � f(rM) = rN � ·�� �Á��É Á���Ë u ∈ VM � λM (u) = λN (f(u)) �«½� � ·�� �Á��É d ∈ D � ·�� �Á��É Á���Ë v ∈ VM � ±· (u, v) ∈ TM

d
²�½ (f(u), f(v)) ∈ TN

d
�¼ � !(" * �+ 5����)� ·��� M ±½� N ±· « �½� � �½� � ��¬²±¯� ·��� M � N ¯®�² ²« ������Á�� � ·�� �Á��É �±���±�½ d ∈ D � �Á��É Á��±��¯ u «½�

v ∈ VM � (u, v) ∈ TM ±· «½�
�½µÉ ±· (f(u), f(v)) ∈ TN � ¼½ �½� ��� ���±½ ±¯ �«µµ�� « � !(" * ���+ �!" *��+ � ºÆ� �«¬²¯«�� ���+ �!" *� Æ²�½ ²��� ±¯ «½ ±¯�� ��¬²±¯� ·��� �½� � ²� �²�� � Ã½ �Á��É ²����±�«µ¯±®«±�½ � ±¯�� ��¬²±� �«¬²¯ «�� ��½¯±����� � � � �®¯ ²� ¯«� � �

³±Á�½ « �«¬²
M

«½� « ¯®�¯� �· Á��±��¯ X ⊆ V M Æ±² rM ∈ X � ²� �� 5� !(" * �)�� ���É ¯� X � Æ�±�½ M |X � ±¯ ���½�� � � � ²� �«¬²
M |X = 〈X, rM ,D, {TM

d ∩X ×X}d∈D ,Σ, λ
M |X〉

�½� �«½ �²��È ²« ²� �«½�½±�«µ ±½�µ®¯±�½ � «¬¬±½ ·��� X � VM ±¯ « �«¬² ��� ���±½·��� M |X ±½� M �
³±Á�½ Æ� «µ¬²«� �¯ A «½�

B Æ±² Σ = A × B � «½� «
ΣÏ�«¬²

M � Æ� ���½� ²�
� !(" * " !�4 � #��) πA(M) ¸��¯¬ � πB(M)¾ �½ ²� «µ¬²«� � A ¸��¯¬ � B ¾ � � � ²� �«¬²
��«±½�� ·��� M �É È��¬±½ �Á��É ���¬�½�½¯ ±��½±�«µ �® ²� µ«� �µ±½ ·®½�±�½ λ ²«±¯ ���¬�¯�� Æ ±² ²� ¬��� ��±�½ ΠA

�· Σ ±½� A ¸��¯¬ � πB
�· Σ ±½� B ¾ �

��
 �� �9=A� 9�> =<??�
Ð� D � � ±¯ « �±¯��±½ ¯� �· ��¬É �· �±���±�½¯ �· D ¸«½ �µ�� �½ �· D ±¯ �«µµ�� « !�.�!� �
��!� #��)¾ «½� µ� () : D → D � � « �«½�½±�«µ � ±� ��±�½ ·��� D ±½� D �¼ �)��!� #�� "(#* ±¯ ±½ « �«¬²

M ±¯ « ½�½ ��¬É �½±� ¯��®�½�� �· Á��±��¯ «½��±���±�½¯ p = v1.d1.v2.d2. · · · .vn ∈ (VM .(D]D))∗.VM ¯®�² ²« � ·�� �Á��É i ∈ {1, · · · , n−
1} � (vi, vi+1) ∈ Td

Æ²�½ di = d ∈∈ D �� (vi+1, vi) ∈ Td
Æ²�½ di = d ∈ D � º²� ��)� #* �$

"(#* p � Æ�±�½ |p| � ±¯ ���½�� � � � n − 1
«½� Æ� ¯«É ²« ±¯ ¯�®��� ¸��¯¬ � ±¯ «��¾ ±¯²� Á���Ë v1 ¸��¯¬ � ²� Á���Ë vn

¾ �¼ ��!� #�� "(#* ¸�� ¯±�¬µÉ �«µµ�� " (#* ±½ ²� ¯��®�µ¾ ±¯ « ®½�±����� ¬«² p
«¯ «� �Á�Æ ±² ²� �Ë�« ���®±��� �½ ²« �½µÉ �±���±�½¯ ¸«½� ½� ²�±� ��Á��¯�¾ «�� «È�½ �º²� �)��!� #�� ���#() � d(u, v) ¸��¯¬ � ²� ��!� #�� ���#() � ~d(u, v)¾ � �Æ��½ «½É Æ�Á��±��¯ u «½�

v ∈ VM ±¯ ���½�� � � � ²� µ�½² �· ²� ¯� «µµ�¯ ®½�±����� ¬«² ¸��¯¬ ��±����� ¬«² ¾ ·��� u � v ±· ¯®�² « ¬«² �Ë ±¯¯ «½�
∞ �²��Æ ±¯� �

��� �� ��  ��� �� ��� ���£�¡����� ��© �£��§�� º²� �)!(.���)� �· « �«¬²
M ±¯ ���½��� � � ²� D,ΣÏµ«� �µ�� �«¬²

T (M) = 〈V T (M), rT (M),D, {T
T (M)
d }d∈D,Σ, λ

T (M)〉

���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ²� ¯� �· Á��±��¯ V T (M) ±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· ¬«²¯ ±½ M Æ±²¯�®��� rM � ²� �� � rT (M) ±¯ ²� �½�Ïµ�½² ¬«² rM � ·�� �«�²
d ∈ D � ²� dÏ¯®���¯¯��
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��µ«±�½ T T
d (M) ±¯ ²� ¯� �· «µµ ¬«±�¯ �· ¬«²¯ �· ²� ·��� (p.u, p.u.v) ∈ V T (M) × V T (M)²« (u, v) ∈ TM

d
� «½� ²� µ«� �µ±½ ·®½�±�½ λT (M) ±¯ ���½�� � ·�� �Á��É ¬«² p ∈ V T (M) � �� � λT (M)(p) = λM (v) Æ²��� v ±¯ ²� «�� �· p �¼ #!�� ±¯ « �«¬²

M ±¯�� ��¬²±� � ±¯ ®½�«Á�µ±½ T (M) �
Ñ�±�µÉ ¯¬ �«È±½ � ¯®�² « ��� ¯²«µµ � � �«µµ�� «

D,ΣÏ��� � »�Æ�Á�� � ±½ ²� ¯��®�µ � Æ±² «
µ±µ� «�®¯� �· µ«½®«� � Æ� ¯²«µµ �·�½ �½µÉ �«µµ�� D,Σ1#!��� ²�¯� ���Ï¯²«¬ �� D,ΣÏ�«¬²¯²« «�� ¸« µ�«¯¾ ����� ±½±¯±� �
� �¥�£	 ��� ��� £�¦£�§����� ��� � � ©���£¥ �� �§� �� �£��§�� Ã½ DÏ����� ±½±¯±� �«¬²¯ �« �±����� ¬«²

p = v1.d1.v2.d2. · · · .vn−1.dn−1.vn·��� « È½�Æ½ Á���Ë v1 ±¯ ®½±�®�µÉ ����� ±½�� �É ²� ¯��®�½��
πD(p) = d1.d2. . . . .dn−1

�· �±���±�½¯ ·�µµ�Æ�� «µ�½ ²±¯ ¬«² � Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« ²� «� �Á� ��½���±½� ±¯ � ±½���� � «
·«±²·®µ �½���±½ �Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« �Á��É ����� ±½±¯±� D,ΣÏ���¯ M �«½ � � ¯��½ «¯ « ¬«�±«µ ·®½�±�½

tM : D∗ → Σ

Æ±² « ½�½ ��¬É «½� ¬���Ë �µ�¯�� ��� «±½ dom(tM ) ⊆ D∗ ���½�� �É tM(ε) = λM (rM )«½� � ·�� �Á��É ½�½ ��¬É Æ��� p ∈ D+ � tM(p) = λ(rM .p) Æ²��� rM .p ±¯ ²� ®½±�®� Á���Ë¸±· ± �Ë±¯¯¾ ��«�²�� ·��� ²� ��� ·�µµ�Æ ±½ ²� ¯��®�½�� �· �±���±�½¯ p ���� ±½¯«½�� Æ ±² D = {l, r} � ΣÏ��µ���� �±½«�É ±½�½±� ���¯ «�� ��¬��¯�½�� �É � «¬Ï¬±½¯ t : D∗ → Σ �
� �¥�£	 �� �¦£�§��� ���

D,Σ
�� £�¦�§ 	¤

D × Σ
��£�¦�§�� ��¯��Á� «µ¯� ²« «½É D,ΣÏ��� M Ï �� � ��� �½��«µµÉ «½É D,ΣÏ�«¬² Ï �«½ � � �½����� «¯ «

D × ΣÏ��� M ′ Ï ��
D×ΣÏ�«¬²

M ′ Ï � ± �� � Æ±² « ¯±½ µ� ��� ��µ«±�½ � ��«±½�� ·��� M �É ���Á±½� «½É ���µ«� �µ � ²� µ«� �µ �· ±¯ «�� Á��±��¯ �
�½ ���¯ � ²±¯ �«½ � � ��½� È��¬±½ ²� ¯«� � ��� «±½ � Æ±² «½ «��±�«�É ��� µ«� �µ ¬®« ²� ��� � ¯±½�� �Á��É Á���Ë �® ²� ��� ±¯ ²� «�� �· « ¯±½ µ� ��� � �½ �«¬²¯ � ²±¯�«½ � � ��½� �É «È±½ V M ′

= D × VM Æ±² � ·�� �Á��É v ∈ VM � λM ′
(d, v) = (d, λM (v)) �Ã½ ·«� � ¯±½�� ¯�Á��«µ ���¯ Æ ±² �±¯±½� µ«� �µ � «É ��«�² ²� ¯«� � Á���Ë �Ã½ ²� ¯��®�µ � ±½ ����� � ¯±�¬µ±·É ½�«±�½¯ «½� ¬���·¯ � Æ� ¯²«µµ �·�½ ®¯� ²±¯ �½���±½��½¯±���±½ ²®¯ �«¬²¯ Æ ±² ¯±½ µ� ��� ��µ«±�½ �

��
 �
 � ����� �9= �;� 9�> @;��= ��� � ����� �9= �;�
��� �� ��  ��� �� ��� ���� � �����¥ ���� � ��£	 ������� ³±Á�½ Æ� ΣÏµ«� �µ�� �«¬²¯ M«½�

N � Æ� ¯«É ²« R ⊆ VM × V N ±¯ « 5���+��(#��) !��(#��) � Æ²�½ � ·�� �Á��É (u, v) ∈ R �
λM (u) = λN (v)

«½� � ·�� �Á��É �±���±�½ d ∈ D �
Î � ·�� �Á��É u′ ∈ VM ¯®�² ²« (u, u′) ∈ TM

d
²��� �Ë ±¯¯ v′ ¯®�² ²« (v, v′) ∈ TN

d

«½�
(u′, v′) ∈ R �

� � ·�� �Á��É v′ ∈ V N ¯®�² ²« (v, v′) ∈ TN
d

²��� �Ë ±¯¯ u′ ¯®�² ²« (u, u′) ∈ TM
d

«½�
(u′, v′) ∈ R �
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�
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º²� ��µ«±�½ R ±¯ «  ��)#�)� 5���+��(#��) ���� ±· � ±½ «��±±�½ � ·�� �«�²
(u, v) ∈ R � �«�²

d ∈ D � ²��� ±¯ « �±� ��±�½ fu,v : SuccM
d (u) → SuccN

d (v) ¯®�² ²« � ·�� �«�²
u′ ∈ SuccM (u)�½� ²«¯ (u′, fu,v(u

′)) ∈ R �
¹� ¯«É ²« ²� �«¬²¯ M «½�

N
«�� 5���+ ��(! ¸��¯¬ �  ��)#�)� 5���+ ��(!¾ Æ²�½ ²���±¯ « �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ ¸��¯¬ � « ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ ¾ R ⊆ VM ×V N ¯®�² ²«

(rM , rN ) ∈ R �
Ñ±½�� � ±½ «  ±Á�½ �«¬²

M � ±��½±É ±¯ « ¸��®½±½ ¾ �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ «½� ²� �µ«¯¯ �·¸��®½±½ ¾ �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ ±¯ �µ�¯�� ®½��� ¯É����É «½� ���¬ �¯±±�½ � ��² ��®½±½�±¯±�®µ«±�½ «½� �±¯±�®µ«±�½ «�� ��®±Á«µ�½�� ��µ«±�½¯ ±½ ²� �µ«¯¯ �· �«¬²¯ �º²�¯� ��®±Á«µ�½��¯ «�� ± «µ���«±� �²«�«���±Ê«±�½¯ �É � �«½¯ �· «���®«� ½�±�½¯ �·
�«¬² ¯«®�«±½ ���¬²±¯� ¯ �
��� �� ��  ��� �� ��� ���§������ � ���� � � £���© ��©   ��	¤ ������ ³±Á�½ Æ� Σ,DÏ�«¬²¯
M

«½�
N � « � «¬¬±½ f : V M → V N ±¯ « �(#�!(#�)� + �!" *��+ ¸��¯¬ � �#!� #�/ �(#�!(#�)�+ �!" *��+ ¾ ·��� M � N Æ²�½ f(rM) = rN «½� � ·�� �Á��É u ∈ V M � λM (u) = λN (f(u))«½� � ·�� �Á��É d ∈ D � f(SuccM

d (u)) = SuccN
d (f(u)) ¸��¯¬ � f(SuccM

d (u)) = SuccN
d (f(u))«½� ²� ��¯�±�±�½ �· f � SuccM

d (u) ±¯ �½� � �½�¾ �Ã½ ²±¯ �«¯� � Æ� ¯«É ²« �«¬²
M ±¯ « ¬«�±«µ �Ë¬«½¯±�½ ¸��¯¬ � ¬«�±«µ ®½�«Á�µ±½ ¾ �·

�«¬²
N �

� �¥�£	 � º� « ���«±½ �Ë�½� � ¯«®�«±½ ���¬²±¯� ¯ �«½ � � ¯��½ «¯ ¯�� �· ²�� ����¬²±¯�±½ ²� ®¯®«µ «µ���«±� ¯�½¯� �½ ²� «µ���«±� ¯±½«®�� {λ}∪ {Succd}d∈D
��µ«±½ ¯�¯ Æ ±²�� Æ ±²�® �«��±½«µ±É ��½¯�«±½¯ �

Ñ«®�«±½ ���¬²±¯� ¯ �«¬®�� �±¯±�®µ«±�½ «½� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ ±½ ²� ·�µµ�Æ ±½¯�½¯� �
��� �� �� ����£�¥ ���§������ � ��� � � � £���© �� �� � ���� � � � ��© ���� � ���� ���
� � D,Σ1� !(" *� M1

()� M2
(!� 5���+ ��(!  !��" "  ��)#�)� 5���+ ��(!! �$ ()� �)�/ �$ #* �!�

�2 ��#� ( #* �!� � !(" * N ()� # � �(#�!(#�)� + �!" *��+ �  !��" " �#!� #�/ �(#�!(#�)� + �!" *��+ �!
f1 : N →M1

()� f2 : N →M2 "
 !��$ " Ã½ ²� �±¯±�®µ«±�½ �«¯� � �«¬²

N
�«½ � � �®±µ �® �· ²� ¬«±�¯ �· Á��±��¯ ²«� �µ�½ � « �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ � �Æ��½ M1

«½�
N1

� º²� ¯«®�«±½ ���¬²±¯� ¯ f1
«½�

f2
«�� ²�½ �®¯ ���½�� «¯ ²� � �¯ «½� ²� ¯���½� ¬��� ��±�½ � Ã½ ²� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½�«¯� ²� ��½¯�®�±�½ ±¯ «½«µ��®¯ «µ²�®² ¯µ±²µÉ � ��� ��²½±�«µ ¯±½�� µ� �«µ �±� ��±�½¯½��� � � � �Ë�«��� ·��� ²� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ �º²� ��½Á��¯� ±¯ ±�� ��±«� ¯±½�� ¸¯�±�µÉ ¾ ¯«®�«±½ ²�� ����¬²±¯� ¯ �� ���½� ¸��®½Ï±½ ¾ �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ � ¼ ���¬µ�� ¬���· ±¯  ±Á�½ ±½ �Î��� �

�³�±½ ·®�²�� ±½ ²±¯ «µ���«±� �²«�«���±Ê«±�½ � �½� � «É «¯È ±· ²��� «�� �«½�½±�«µ
�«¬²¯ ¸±½ ±±«µ �� � ��¯ ±½ ²� ®½���µÉ±½ �«���É ¾ ²« Æ�®µ� �²«�«���±Ê� �±¯±�®µ«±�½ ����®½±½ �±¯±�®µ«±�½ �µ«¯¯�¯ �· �«¬²¯ �º²� «½¯Æ�� ·�� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ ±¯ ¬ �¯±±Á� �
��� �� �� ����£�¥ �� � ��© ���� � ��� � ������ � .�!/ � !(" * M ��  ��)#�)� 5���+ ��(! #�
�#� �)!(.���)� T (M) " � �!��.�!� # � �!(" *� M1

()� M2
(!�  ��)#�)� 5���+ ��(! �$ ()� �)�/

�$ #* ��! �)!(.���)�� T (M1)
()� T (M2)

(!� ���+ �!" *� "
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 !��$ " º²� ·®½�±�½ ·��� V T (M) � V M ²« � «¬¯ �«�² �½±� ¬«² � ±¯ «�� ±¯ «
¯�±�µÉ ¯«®�«±½ ���¬²±¯� ·��� T (M)

«½�
M � º²�½ Æ� ��½�µ®�� ²� ¬���· «¬¬µÉ±½Ð��� « Î �� �� �� �½ T (M1)

«½�
T (M2)

��¯��Á±½ � �����Á�� � ²« � �½ ���¯ � ¯�±�µÉ ¯«®�«±½���¬²±¯� ¯ «�� �®¯ ±¯�� ��¬²±¯� ¯ �
�º²� ¬®�¬ �¯� �· ²� κÏ�Ë¬«½¯±�½ ���½�� � �µ�Æ ±¯ � ¬��Á±�� � ®¬ � ¯�� � �«��±½«µ � ¯±� ±µ«���¬��¯�½«±Á�¯ ·�� �±¯±�®µ«±�½ ��®±Á«µ�½�� �µ«¯¯�¯ �

��� �� ��  ��� �� ��� �� � ��© ����	 ��� ��� ��� � ��� ��� Ð� κ � � « ½�½ Ê��� �«��±½«µ � ¼
κ1�)��2 �� " (#* ±½ M ±¯ « ½�½ ��¬É �½±� Æ���

p = u1.d1.k1.u2. · · · .un−1.dn−1.kn−1.un ∈ VM .(κ.V M )∗

Æ±² u1
� � � � � un ∈ VM «½�

k2
� � � � � kn ∈ κ ¯®�² ²« u1.d1.u2. · · · .dn−1.un

±¯ « ¸�±����� ¾¬«² ±½ M � ¼¯ ·�� « ¬«² � Æ� ¯«É ²« u1
¸��¯¬ � un

¾ ±¯ ²� ¯�®��� ¸��¯¬ � ²� «��¾ �· ²�
κÏ±½��Ë�� ¬«² p � º²� µ�½² �· p ±¯ «µ¯� ���½�� � � � |p| = n− 1 �º²� κ1�2" ()���) �· «

D,ΣÏµ«� �µ�� �«¬²
M ±¯ ���½�� � � � ²� D,ΣÏµ«� �µ�� �«¬²

Mκ = 〈V Mκ

, rMκ

,D, {TMκ

d }d∈D,Σ, λ
Mκ

〉

Æ²��� ²� ¯� �· Á��±��¯ V Mκ ±¯ ²� ¯� �· «µµ �½±� κÏ±½��Ë�� ¬«²¯ �· M Æ±² ¯�®��� rM �²� ��� rMκ ±¯ rM � ·�� �Á��É d ∈ D � ²� ��µ«±�½ TMκ

d
±¯ ²� ¯� �· «µµ ¬«±�¯ �· ²� ·���

(w.u,w.u.d.k.v) ∈ VMκ

×VMκ ¯®�² ²« (u, v) ∈ TM
d

«½�
k ∈ κ ±¯ «½ «��±�«�É �µ�� �½ �·

κ � � ±½«µµÉ�  ±Á�½ «½É κÏ±½��Ë�� ¬«² w ∈ VMκ Æ±² «�� v ∈ VM � ²� µ«� �µ±½ ·®½�±�½±¯ ���½�� � � � λMκ

(w) = λM (v) �
� �¥�£	 � ��¯��Á� ²« Æ²�½ κ = 1 � ²� κÏ�Ë¬«½¯±�½ Mκ �· M ±¯ ±¯�� ��¬²±� � ±¯ ®½�«ÁÏ�µ±½ T (M) � ��¯��Á� «µ¯� ²« ·�� �Á��É �«��±½«µ κ «½� ·�� �Á��É �«¬²

M � ²� κÏ�Ë¬«½¯±�½
Mκ �· M ±¯ « ��� �
��� �� �� ����£�¥ �� � ��© ����	 ��� ��� ��� � ��� ��� ��! �.�!/ �)' )�#�  (!��)(� κ� # �
�!(" *� M ()� N �$ ��#1��� !�� 5��)��� 5/ κ (!� 5���+ ��(! �$ ()� �)�/ �$ #* ��! κ1�2"()���)�
Mκ ()� Nκ (!� ���+ �!" *� "
 !��$ " Ð� R � � « �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ � �Æ��½ M «½�

N
«½� µ� « �«��±½«µ κ � � «¯ «� �Á� �Ð� R′ � � ²� ��µ«±�½ � �Æ��½ Á��±��¯ �· Mκ «½�

Nκ ²« ��µ«�¯ «½É Æ� κÏ±½��Ë�� ¬«²¯�· ²� ¯«� � µ�½² Æ²�¯� «��¯ «�� ��µ«�� ±½ R � ª�µ«±�½ R′ ±¯ « �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ �¿����Á�� � ¬��Á±��� κ ±¯ ±½�½±� ¸¯� ²« � κ.κ = κ¾ «½� �± �½�®² ¸«�®«µµÉ «¯ �± «¯²� ��«½�²±½ ����� �· M «½�
N ¾ � �½� �«½ ��¯��Á� ²« ²� ��µ«±�½ R′ ±¯ « ��®½±½�±¯±�®µ«±�½ �º²� ��½Á��¯� ±¯ ±�� ��±«� ¯±½�� �Á��É �«¬²

M ±¯ � ±¯±� ±µ«� Æ ±² ±¯ �Ë¬«½¯±�½ Mκ �
�

���¥¦�� � ��� ²� ��«��� Æ²� ±¯ ½� ·«� ±µ±«� Æ ±² �±¯±�®µ«±�½ ��®±Á«µ�½�� � µ� ®¯ ��� ±½�
²« ²� Æ� �½±� ���¯ M «½�

N
���½�� �É « ¯±½ µ� ��� ¸��¯¬ � Æ� ���¯ �½µÉ ¾ ·���²� ��� � Æ±² «µµ Á��±��¯ µ«� �µ�� ±��½±�«µµÉ� «�� �±¯±� ±µ«� Æ²±µ� ½� ��®½±½ �±¯±� ±µ«� �¿����Á�� � ·�� �Á��É �½±� «½� ½�½ ��¬É �«��±½«µ κ � Mκ «½�

Nκ «�� ½� ±¯�� ��¬²±� � ± �� �±½ º²����� Î �� �� �� � ²� ²É¬�²�¯±¯ ²« κ ±¯ ±½�½±� ±¯ �¯¯�½±«µ �
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 �� �A? :<?�� =;:; �;�	 ;�?< ���=? �	 �<9�@A ��� =<??�
¹� ��½¯±��� « �¬ �µ�É �½ ²� ¯� �· «µµ ' )�#��/ 5!() *�)� ���¯ � º²±¯ �¬ �µ�É ±¯ « ¯�«±²Ï·��Æ«�� �½��«µ±Ê«±�½ �· ²� �µ«¯¯±�«µ ¬���Ë �¬ �µ�É �½ Æ���¯ � �±½«�É ���¯ � �� � ����
�½��«µµÉ� kÏ«�É ���¯ � Æ²��� k ±¯ « �Ë�� ±½��� �Ð� FBT (Pred) � � ²� �µ«¯¯ �· «µµ �½±�µÉ ��«½�²±½ ���¯ �Á�� « �½±� ¯� Pred �·¬���±�«� ¯É�� �µ¯ � ¹� ���½� ²� ¬���Ë �¬ �µ�É �½ FBT (Pred) �É «È±½ «¯ ²� �«¯±��¬ �½ ¯�¯ � ²� ¯�¯ �· ²� ·��� �

{M ∈ FBT (Pred) | Ph(M) ∼= F},

Æ²��� h ±¯ « ¬ �¯±±Á� ±½��� «½�
F ±¯ « �½±� ��� � º²±¯ �¬ �µ�É ±¯ »«®¯���� �¯ � «¯ ¯²�Æ½�É ²� ·�µµ�Æ ±½ µ��� « �

��� �� �� ��¥ ¥� � ��# M ()� N 5� # � ' )�#��/ 5!() *�)� #!��� " �* � #!��� M ()� N (!�
���+ �!" *� �$ ()� �)�/ �$ $ �! �)' )�#��/ + ()/ h�

Ph(M) ()� Ph(N) (!� ���+ �!" *� "
 !��$ " º²� �½µÉ ½�½Ï�±Á ±«µ «�®� �½ Æ²±�² Æ� ½��� � � «È� ±¯ � ¯²�Æ ²« ±· M «½�

N«�� ±½�½±� «½�
Ph(M) ∼= Ph(N) ·�� ±½�½±�µÉ � «½É h ¸²�½�� ·�� �Á��É h¾ ²�½ M ∼= N � Ã½����� � �� ¯� � µ� IM,N

� � ²� ¯� �· ±¯�� ��¬²±¯� ¯ ·��� Ph(M) � Ph(N) � ·�� h �«½ ±½ �Á��¬ �¯±±Á� ±½���¯ � º²� ¯� IM,N
������� �É ±½�µ®¯±�½ ·��� ¯ «½ ±½�½±� �½±�µÉ ��«½�²±½���¯ � »�½�� � �É �� �½± �¯ Ð��� « � ± ²«¯ «½ ±½�½±� ��«½�² Æ²±�² ���½�¯ «½ ±¯�� ��¬²±¯�� �Æ��½ M «½�

N �
�¼¯ « �®�±�¯±É� ½�� ²« ²� µ��� « ���¯ )�# �Ë�½� � «��±�«�É ���¯ M «½�

N � ¼¯«½ �Ë«�¬µ� ��½¯±��� ·�� �Á��É n � « ®½«�É ��� Mn
Æ±² n Á��±��¯ � «½� « ®½«�É� ±½�½±���� M∞

� Ð� M � � ²� �«¬² ��«±½�� ·��� ²� �±¯� �±½ ®½±�½ �· ²� Mn
�¯ �É «��±½ «

½�Æ ��� �½ �¬ �· ²�� ¸²�½�� ²� ��� �· M ²«¯ ��®½«�µÉ � «½É ¯®���¯¯��¯ � �½� ¬ ��
�«¬²

Mn
¾ � ¼½� µ� N � � ²� �«¬² ��«±½�� ±½ « ¯±� ±µ«� Æ«É ·��� ²� �±¯��±½ ®½±�½ �·²� Mn

�¯ «½�
M∞

� ��� �Á��É h ∈ ω � � �² Ph(M)
«½�

Ph(N)
«�� ���¯ ·��� �� �É « ��¬É �·

Mk
·�� �«�²

k < h � ¬µ®¯ ��®½«�µÉ � «½É ��¬±�¯ �· Mh
� Ì® M «½�

N
«�� ½� ±¯�� ��¬²±� �� ��«®¯� N ²«¯ «½ ±½�½±� ��«½�² «½�

M
²«¯ ½�½� �

��¯��Á� ²« ²� ¬���Ë �¬ �µ�É �«½ � � ���½�� �É « � ��±� � Ã½ ·«� �  ±Á�½ Æ� ���¯
M

«½�
N � µ� d(M,N) = 0 Æ²�½ M «½�

N
«�� ±¯�� ��¬²±� «½�

d(M,N) = 2−k �²��Æ ±¯�Æ²��� k ±¯ ²� �±�¯ ±½��� ¯®�² ²« Pk(M)
«½�

Pk(N)
«�� ±¯�� ��¬²±� ¸Æ²±�² �Ë ±¯¯ �É²�  µ® ±½ Ð��� «¾ � º²� ·®½�±�½ d ±¯ ��Á±�®¯µÉ « � ��±� ²« ���½�¯ ²� ¬���Ë �¬ �µ�É�

º²� ¬���Ë �¬ �µ�É ¯«±¯��¯ « Æ�«È ·��� �· ���¬«�½�¯¯ � ¿��� ¬���±¯�µÉ� Æ� ���½�²� �����#�) �· « ��� M � � � ²� ��� ¸�Á�� Ê��� ¬���±�«�¯¾
Sk(M) = 〈VM , rM , TM 〉

± �� � Sk(M) ±¯ ²� ¯�®�®�� ��«±½�� ·��� M �É ·���±½ «µµ ®½«�É ¬���±�«�¯ � º²�½ �
��� �� �� ����£�¥ �� � ��© ���� � ������� ��# (Mn)n∈IN

5� ( �����) � �) FBT (Pred) "�$ #* � ���� �) �
{Sk(Mn)}n∈IN

*(� (  �).�!� �)� ��5���� �) � �� ���� *(.� {Mn}n∈IN "
 !��$ " Ð� Mn

� � ¯®�² « ¯��®�½�� � ¼¯¯®� ±½ ²� ¯��®�½�� {Sk(Mn)}n∈IN
²«¯ «��½Á�� ±½ ¯®�¯��®�½�� � µ� I ⊆ IN � � «½ ±½�½±� ¯� ¯®�² ²« {Sk(Mn)}n∈I

��½Á���¯ �
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ÌÉ ±½�®�±�½ � Æ� �®±µ� « ¯�±�µÉ �����«¯±½ ¯��®�½�� {Ih}h∈IN
�· ±½�½±� ¯�¯ �· ¬ �¯±±Á�±½���¯ ¯®�² ²« I0 = I

«½� � ·�� �Á��É h > 0 � m «½�
n ∈ Ih

� Ph(Mn) = Ph(Mm) � º²±¯�½«�µ�¯ ®¯ � ��½�µ®�� «¯ ± ±�¬µ±�¯ ²« ²� ¯��®�½�� {Mmin(Ih)}h∈IN
��½Á���¯ �¿��� ¬���±¯�µÉ� «¯¯®� � ²« � ·�� ¯�� � h ∈ IN � ²� �½±� ¯��®�½�� �· ±½�½±� ¯�¯ I =

I0 ⊃ I1 ⊃ · · · ⊃ Ih
²«¯ «µ��«�É � ��½ �®±µ �Ñ±½�� ²� ¯��®�½�� {Sk(Mn)}n∈I

��½Á���¯ � ²��� �Ë ±¯¯ mh ∈ I ¯®�² ²« � ·�� �Á��É
n ∈ I Æ±² n ≥ mh

� Ph+1(Sk(Mmh
)) = Ph+1(Sk(Mn)) � Å�Æ � «¯ ²��� «�� �½±�µÉ � «½É���¯ ±½ FBT (Pred) Æ±² ¯È�µ��½ Ph+1(Sk(Mmh

))
«½� ²� ¯� Ih ±¯ ±½�½±� � ²��� �Ë±¯¯«½ ±½�½±� ¯®�¯� Ih+1

�· Ih ¸Æ²±�² �«½ � � �²�¯�½ �±¯±½� ·��� Ih
¾ ¯®�² ²« � ·�� �Á��É n«½�

m ∈ Ih+1
� Ph+1(Mn) = Ph+1(Mm) �

�º²� ¬���Ë �¬ �µ�É ±¯ ½� ���¬«� «¯ ¯²�Æ½ � ·�� ±½¯«½�� � �É «½É ¯��®�½�� �· ���¯
Mn

Æ²��� ²� ��� ²«¯ ����� n «½� Æ²±�² ²«¯ ½� ��½Á�� ±½ ¯®�¯��®�½�� �
��� Xeyi� lfo qk��lu�kui
��� �� � �<�= ;<>?< 9�> � ;�9> �@ �?@;�> ;<>?< �;��@
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� ��Á±�Æ ²� � �¯ ����� «½� ²� � �½«�±� ¯���½� ����� µ� ±� �Á�� �«¬²¯ �Ð� Pred � � « �½±� ¯� �· ®½«�É ¬���±�«� ¯É�� �µ¯ «½� µ� Σ � � P(Pred) � °Á��É
D,ΣÏ�«¬²

M
�«½ � � ��¬��¯�½�� �É « ' !�# �!��! �#!� #�!�� ¯±µµ ��½��� �É M � �½ ²�Á��«�®µ«�É {r} ∪ {Td}d∈D ∪ Pred � Æ±² �#!� #�!� ��+ (�) dom(M) = VM � ²� ��½¯«½¯É�� �µ r ±½��¬���� �É rM � �«�² �±½«�É ��µ«±�½ ¯É�� �µ¯ Td

±½��¬���� �É TM
d

� «½� �«�²
®½«�É ¬���±�«� ¯É�� �µ p ∈ Pred ±½��¬���� �É ²� ¯� pM = {v ∈ VM : p ∈ λM (v)} �Ð� var = {x, y, · · ·}

«½�
V ar = {X,Y, · · ·} � � ��¯¬ ��±Á�µÉ ¯�� � �±¯� �±½ ¯�¯ �· � �¯����� «½� � �½«�±� ¯���½� ����� Á«�±«�µ� ¯É���µ¯ � � ±�¯ ����� ¸�� ¾ «½� � �½«�±� ¯���½�

����� ¸¿ Ñ� ¾ ·���®µ«¯ �Á�� ²� Á� �«�®µ«�É {r} ∪ {T} ∪ Pred
�«½ � � ���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ �º²� ¯� �· �� ·���®µ«¯ ±¯ ²� ¯� «µµ�¯ ¯� ��½«±½±½ ·���®µ«¯ p(t) � t = t′ � Td(t, t

′) �X(t)·�� p ∈ Pred � d ∈ D � X ∈ V ar
«½�

t ∈ var∪{r}
«½� �µ�¯�� ®½��� ½�«±�½ ¬ � �±¯�®½�±�½

∨ � ��½�®½�±�½ ∧ � ±�¬µ±�«±�½ ⇒
«½� �Ë±¯�½±«µ ∃ «½� ®½±Á��¯«µ ∀ �®«½±��«±�½ �Á�� ��Á«�±«�µ�¯ �º²� ¯� �· ¿ Ñ� ·���®µ«¯ ±¯ ²� ¯� «µµ�¯ ¯� ��½«±½±½ «µµ �� ·���®µ«¯ «½� �µ�¯�� ������Á�� � ®½��� �Ë ±¯�½±«µ ∃ «½� ®½±Á��¯«µ ∀ �®«½±��«±�½ �Á�� ¯� Á«�±«�µ�¯ �

¹� ®¯� ²� ½�«±�½ ϕ(x1, · · · , xm,X1, · · · ,Xn) ·�� «½ ¿ Ñ� ·���®µ« ϕ Æ±² ·��� �� ÏÁ«�±«�µ�¯ «� �½ {x1, · · · , xm}
«½� ·��� ¯� Á«�±«�µ�¯ «� �½ {X1, · · · ,Xn}

� ¼ ¯�½�½�� ±¯ «
·���®µ« Æ ±² ½� ·��� Á«�±«�µ� �

³±Á�½ « � ���µ M � ±· v1 � � � � � vn ∈ VM «½� ±· V1
� � � � � Vn ⊆ VM � Æ� Æ�±� M |=

ϕ(v1, · · · , vn, V1, · · · , Vn) � �� ¯±�¬µÉ M |= ϕ Æ²�½ ²��� ±¯ ½� «��±®±É� � ¯«É ²« ²�·���®µ« ϕ ±¯ �®� ±½ M ¸�� M ¯«±¯��¯ ϕ¾ Æ²�½ ²� ±½��¬��«±�½ xM
i

¸��¯¬ � XM
j

¾ �· �«�²
�� ÏÁ«�±«�µ� xi

¸��¯¬ � ¯� Á«�±«�µ� Xj
¾ ±¯ ���½�� «¯ ²� �µ�� �½ vi

¸��¯¬ � ²� ¯� Vj
¾ � º²±¯¯«±¯·«�±�½ ��µ«±�½ ±¯ �µ«¯¯±�«µ «½� ½� �����½�� ²��� � ¯�� ·�� ±½¯«½�� �Î�� � � Î� � Ã½ ²�¯��®�µ � Æ� «µ¯� ®¯� ²� ½�«±�½ ⊥ ¸��¯¬ � >¾ ·�� «½É ·���®µ« ·«µ¯� ¸��¯¬ � �®�¾ ±½ «µµ � ���µ¯ �

¼ �µ«¯¯ C �· �«¬²¯ ±¯ ¯«±� � �� ��' )(5�� Æ²�½ ²��� �Ë±¯¯ « ¯�½�½�� ϕ ∈MSO ¯®�²
²« C ±¯ ²� �µ«¯¯ �· «µµ � ���µ¯ �· ϕ �



��� � 	��
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 ÎÎ

¼ �µ«¯¯ C �· �«¬²¯ ±¯ 5���+��(#��)  ����� ¸��¯¬ �  ��)#�)� 5���+��(#��)  ��� ��¾ ±· Æ²�½Ï�Á�� M ∈ C
«½�

M ′ ±¯ � ±¯±� ±µ«� ¸��¯¬ � ��®½±½ �±¯±� ±µ«�¾ � M ²�½ M ′ ∈ C �º²�½ � « ¯�½�½�� ϕ ±¯ 5���+��(#��) �).(!�()# ¸��¯¬ �  ��) #�)� 5���+��(#��) �).(!�() #¾ ±·²� �µ«¯¯ �· �«½¯±±�½ ¯É¯�� ¯ ± ���½�¯ ±¯ �±¯±�®µ«±�½ �µ�¯�� ¸��¯¬ � ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½�µ�¯�� ¾ �º²� ½�±�½ �· �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½�� ¸�� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½��¾ ±¯ �Ë�½���� «��±�«�É ·���®µ«¯ ϕ(X1, · · · ,Xn) �É ��½¯±���±½ �«¬²¯ �Á�� ²� ¯� �· ¬���±�«� ¯É���µ¯
Pred′ = Pred ∪ {X1, · · · ,Xn}

� Ã½ ²� ¯��®�µ � �Ë�� ¬�±½ ·���®µ«¯ � «É ²«Á� ·��� ¯�Á«�±«�µ�¯ «½� Æ� Æ ±µµ �·�½ ±�¬µ±�±µÉ ��½¯±��� ²±¯ �Ë�½¯±�½ �· �«¬²¯ � Pred′ Æ²�½�Á��²��� ±¯ ½� «��±®±É�
� ±½«µµÉ� ²� � �½«�±� �®«½±��� «µ��½«±�½ ��¬² ²±��«��²É ±¯ ���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ � º²�

� �¯ ¸�� Ê���² ¾ µ�Á�µ Σ0 = Π0
±¯ ���½�� «¯ ²� ¯� �· «µµ ·���®µ«¯ �· � �¯ ����� µ� ±� � º²�½ �·�� �«�² ±½��� k � ²� µ�Á�µ Σk+1

¸��¯¬ � µ�Á�µ Πk+1
¾ ±¯ ���½�� «¯ ²� ¯� �· «µµ ·���®µ«¯ �·²� ·��� ∃X1 · · · ∃Xnϕ

Æ±² ϕ ∈ Πk
¸��¯¬ � ∀X1 · · · ∀Xnϕ

Æ±² ϕ ∈ Σk
¾ � º²� �±¯±�®µ«±�½±½Á«�±«½ ¸��¯¬ � ®½Æ ±½�±½ ±½Á«�±«½¾ ·�«��½ �· ²� µ�Á�µ Σk

�· MSO ¯�½�½��¯ ±¯ ���½��«¯ ²� ¯� �· «µµ � ±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½ ¸��¯¬ � ®½Æ ±½�±½ ±½Á«�±«½¾ ¯�½�½��¯ �· Σk
�º²� µ�Á�µ � �½«�±� Σ1

�· ²� � �½«�±� ²±��«��²É ±¯ «µ¯� �«µµ�� �Ë±¯�½±«µ � �½«�±� ¯���½�Ï����� µ� ±� ¸°¿ Ñ� ¾ � ¼¯±�� ²� � �½«�±� ²±��«��²É� «½ �Ë�½¯±�½ �· ²� µ�Á�µ � �½«�±� Σ1
²«¯«µ¯� � ��½ ���½�� «½� ±¯ �· ¯�� � ±½���¯ ±½ ²±¯ ��¬ �� � Íµ�¯�� �Ë±¯�½±«µ � �½«�±� ¯���½�Ï����� µ� ±� ¸Í°¿ Ñ� ¾ ±¯ ���½�� «¯ ²� ¯� �· «µµ ·���®µ«¯ �· ²� ·��� θ1x1∃X1 · · · θnxn∃XnϕÆ²��� ϕ ±¯ «½ �� ·���®µ« � ²� (θixi)

¯ «�� �½±� ¯��®�½��¯ �· �� �®«½±��«±�½¯ � ¼� «± �«µ � ¬��Á�� ²« � �Á�� �½±� � ���µ¯ � Í°¿ Ñ� ±¯ ¯�±�µÉ � ��� �Ë¬��¯¯±Á� ²«½ °¿ Ñ� ���¼�½�µ� � «µ � �Î�� ¯²�Æ ²« ²� ¯«� � ²�µ�¯ �Á�� ±½�½±� ���¯ �
��� �� � ;>9 � 9�> @;��= ��� ���@9 �@� ���
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ Æ� ��Á±�Æ ²� ���½±±�½ �· ²� ��®½±½ «½� ���«µ ¬��¬ �¯±±�½«µ �®Ï�«µ�®µ®¯�½ ΣÏ�«¬²¯ � º²� ���«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ Æ«¯ ±½���®��� �É ��Ê�½ �ÎÎ�� � º²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ ±¯ �®¯ ²� �Ë�½¯±�½ �· ²� � ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ Æ ±² ��®½±½ ���«µ±±�¯ �
��� �� ��  ��� �� ��� ������ ���� ��� º²� ¯� �· � ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ«¯ ±¯ ²� ¯� «µµÏ�¯ ¯� ��½«±½±½ Pred ∪ V ar

«½� �µ�¯�� ®½��� ½�«±�½ � �±¯�®½�±�½ � ��½�®½�±�½ � «½�
²� ·�µµ�Æ ±½ ·��� «±�½ �®µ�¯ � ±· α ±¯ « ·���®µ« ²�½

♦α
«½�

�α
«�� �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ«¯ �«½� � ¬��Á±��� X ���®�¯ �½µÉ ¬ �¯±±Á�µÉ ¸± �� � ®½��� «½ �Á�½ ½®�� �� �· ½�«±�½¯¾ ±½ α ²�½

µX.α
«½�

νX.α
«�� � ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ«¯ �º²� ¯� �· ��®½±½ µÏ�«µ�®µ®¯ ·���®µ«¯ ±¯ ���½�� «¯ «� �Á� ��¬µ«�±½ ¯«½�«�� � ��«µÏ±±�¯

♦
«½�

�
�É ��®½±½ ���«µ±±�¯

♦k
«½�

�k
·�� «½É ±½��� k �

� �¥�£	 � Ñ�±�µÉ ¯¬ �«È±½ � ²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ ±¯ «½ �Ë�½¯±�½ �· ²� �®Ï�«µ�®µ®¯���½�� �É ²� «®²�� «½� Ð�½Ê± ±½ ���� �
¹� ®¯� ²� ¯«� � ��½Á�½±�½ «¯ ·�� ¿ Ñ� Æ±² ·��� ¯� Á«�±«�µ�¯ � ± �� � Æ� ��½�� �É

α(X1, · · · ,Xn)
« ·���®µ« Æ ±² ·��� Á«�±«�µ�¯ «� �½ {X1, · · · ,Xn}

� ��� ��½Á�½±�½�� � Æ� � «É«µ¯� �� ± ²�¯� ·��� ¯� Á«�±«�µ�¯ ±½ ²� ·���®µ« α ��½¯±���±½ ²�½ ±�¬µ±�±µÉ ²« �«¬²¯²«Á� � ��½ �®±µ �Á�� ²� ¯� �· ®½«�É ¬���±�«� ¯É�� �µ¯ Pred′ = Pred∪ {X1, · · · ,Xn}
� Ã½²� ¯��®�µ � Æ� �«µµ ' 2 �� "��)# $ �!+��( «½É ·���®µ« �· ²� � ��«µ �� ��®½±½ µÏ�«µ�®µ®¯ �



Î� ���� ��� �� ���	
� 
���
�

¹� «µ¯� Æ�±� α[β/X] ·�� ²� ·���®µ« ��«±½�� ·��� ²� ·���®µ« α �É ��¬µ«�±½ «½É·��� ���®���½�� �· X �É ²� ·���®µ« β �
º²� ¯�� «½±�¯ �· �Ë�� ¬�±½ ·���®µ«¯ �«½ � � ���½�� ·��� «µµÉ �É �«½¯µ«±½ �Ë�� ¬ �±½·���®µ«¯ ±½� ¿ Ñ� � ¼½ ��®±Á«µ�½ �Ë¬�±½ ¯�� «½±�¯ �±¯�®¯¯�� ±½ ²� ½�Ë ¯��±�½ �

��� �� ��  ��� �� ��� �� ���© ¦� ��� ��£¥���§ §�¥��� ��§�� Ð� p ∈ Pred � α «½�
β � �

�Ë�� ¬ �±½ ·���®µ«¯ � X � � « ¯� Á«�±«�µ� � x «½�
z � � �� Á«�±«�µ�¯ � «½�

z = (z1, · · · , zk) � �«
kÏ®¬µ� �· �� Á«�±«�µ�¯ � º²� ¯�� «½±�¯ �· ²� �Ë�� ¬ �±½ ·���®µ«¯ ±¯ ���½�� ±½�®�±Á�µÉ«�����±½ � ²� ·�µµ�Æ ±½ ±½�®�±�½ �®µ�¯ �
•

¼�� ±� ·���®µ«¯ �
ϕp(x) = p(x)

«½�
ϕX(x) = X(x) �

• Ì��µ�«½ ��½½��±Á�¯ �
ϕα∧β(x) = ϕα(x) ∧ ϕβ(x) � ϕα∨β(x) = ϕα(x) ∨ ϕβ(x)«½�

ϕ¬α(x) = ¬ϕα(x)

•
¿��«µ±±�¯ �
ϕ♦α(x) = ∃z (T (x, z) ∧ ϕα(z)) �
ϕ�α(x) = ∀z (T (x, z) ⇒ ϕα(z))

• Í�®½±½ ���«µ±±�¯ �
ϕ�kα(x) = ∀z

(
(diff(z) ∧

∧
i∈[1,k] T (x, zi)) ⇒

∨
i∈[1,k] ϕα(zi)

) �
ϕ♦kα(x) = ∃z

(
diff(z) ∧

∧
i∈[1,k] T (x, zi) ∧ ϕα(zi)

) �
• � ±Ë �� ¬ �±½¯ �
ϕµX.α(X)(x) = ∀X

(
(ϕα(X) ⊆ X) ⇒ X(x)

) �
ϕνX.α(X)(x) = ∃X

(
(X ⊆ ϕα(X)) ∧X(x)

) �
º²��� � diff(z) ±¯ ²� �®«½±���Ï·��� �� ·���®µ« ¯«±½ ²« zi 6= zj

·�� �Á��É i 6= j �
ϕα(X) ⊆ X ±¯ ²� ¿ Ñ� ·���®µ« ∀zϕα(X)(z) ⇒ X(z) � «½� � ¯±� ±µ«�µÉ� X ⊆ ϕα(X)

±¯ ²�¿ Ñ� ·���®µ« ∀zX(z) ⇒ ϕα(X)(z)
� ��� �Á��É �Ë�� ¬�±½ ·���®µ« α � �Á��É � ���µ M � Æ�Æ�±� M |= α Æ²�½ M |= ϕα(r) �

� �¥�£	 � Ã½ ²� ¯��®�µ � Æ� «µ¯� ®¯� 5( � (!� + ��(��#���
♦−1 «½�

�−1 � «½� 5( � (!�
 ��)#�)� + ��(��#���

♦−1
i

«½�
�−1

i
²« «�� ���½�� µ±È� ²� ���±½«�É � ��«µ±±�¯ �® Æ ±²��¯¬ �� � ²� ±½Á��¯� ��� ��µ«±�½ (TM )−1 ±½ ¬µ«�� �· TM � Ã½ ²� ¬��¯�½�� �· �«�ÈÆ«��� ��«µ±±�¯ � ²� ¯«½�«�� � ��«µ±±�¯ «�� ��·����� � «¯ $ �! (!� + ��(��#����

��� �
 � ��?> :; ��=� �� ���@9 �@� ���
º²� «� �Á� ���½±±�½ �· �Ë�� ¬�±½ ·���®µ«¯ ¯�� «½±�¯ �� �¯ ½�  ±Á� �®�² ±½®±±�½ �½ ²�� �«½±½ �· ²�¯� ·���®µ«¯ � ¹� ��Á±�Æ ²��� «µ¯� « ¯«½�«�� ¸«½� ¯�� �²�Æ ���� ±½®±±Á�¾¬ �±½ �· Á±�Æ �½ ²� ¯�� «½±�¯ �· �Ë�� ¬ �±½ ·���®µ«¯ �
��� �� ��  ��� �� ��� ���� ¥�¦¦ ���§ ©����© 	¤ ���© ¦� ��� ��£¥���§�� Ã½ « � ���µ M �« �Ë�� ¬�±½ ·���®µ« α(X1, . . . ,Xn) ±½�®��¯ «½ nÏ«�É � «¬¬±½ αM ·��� (P(V M ))n �
P(V M )

���½�� � ·�� �Á��É ¯�¯ V1
� � � � � Vn ⊆ VM �É αM (V1, . . . , Vn) = {v ∈ VM : M |=

ϕα(v, V1, · · · , Vn)} �
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� �¥�£	 � º²� � �«½±½ �· « ·���®µ« Æ ±² ½� ·��� Á«�±«�µ� ±¯ « ¯� � ��� ±½¯«½�� � ��¬²�«¯±½²� ���½±±�½ �· � ��«µ±±�¯ ¯�� «½±�¯ � ²� ¯�½�½��
♦α ¸��¯¬ � ²� ¯�½�½��

�α¾ ���½�¯ ²�¯� �· Á��±��¯ Æ²±�² ²«Á� « µ�«¯ �½� ¯®���¯¯�� ¸��¯¬ � «µµ ¯®���¯¯��¯¾ ¯«±¯·É ±½ ¬���±�«�
α � Ð±È�Æ ±¯� � ·�� ��®½±½ ���«µ±±�¯ � ²� ¯�½�½��

♦kα
¸��¯¬ �

�kα
¾ ���½�¯ ²� ¯� �·Á��±��¯ Æ²±�² ²«Á� « µ�«¯ k ¯®���¯¯��¯ ¸��¯¬ � «µµ �® « � �¯ k− 1 ¯®���¯¯��¯¾ ¯«±¯·É±½¬���±�«� α �Ã½ ¬«�±�®µ«� � ���«µ±±�¯

♦
«½�

♦1
�½ ²� �½� ²«½� � «½� ���«µ±±�¯

�
«½�

�1
�½²� �²�� ²«½� � ²«Á� ²� ¯«� � � �«½±½ � ��� ²±¯ ��«¯�½ � Æ� «µÆ«É¯ ��½¯±��� #* � + ��(�+�1 (� ���� #� 5� ( ��51�()��(� � �$ #* �  ��)#�)� +�1 (� � ��� �

Ã· X � ��®�¯ �½µÉ ¬ �¯±±Á�µÉ ±½ « �Ë�� ¬�±½ ·���®µ« α(X) ²�½ ²� � «¬¬±½ αM ·���
P(V M ) � P(V M ) ±¯ � �½��½±� ±½���«¯±½ Æ �� � � ²� ±½�µ®¯±�½ ����� � ÌÉ �½«¯�� «½�º«�¯È± �¯ º²����� �Î��� � ± ²«¯ « µ�«¯ «½� ��«�¯ �Ë�� ¬ �±½ � º²� ¬®�¬ �¯� �· ²� µ «½�
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«� �¯ � Ã½ ²� ¯���½� ¯��±�½ � Æ� ¬��Á±�� «½ «µ��±²� � ���¬®� Æ ±½½±½ ¬�¯±±�½ ±½¬«�±É «� �¯ � ¿��� ¬���±¯�µÉ� ²±¯ «µ��±²� ���¬®�¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ²« ±¯ �«µµ��¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É ±½ ²� ¯�½¯� ²« ± «µµ�Æ ¯ �Á��É � �Á� ²« ±¯ «µµ�Æ�� �É « ¬ �¯±±�½«µÆ ±½½±½ ¯�«�É� Â«�±�®¯ ½�±�½¯ �· Æ� ¬µ«É�� «� �¯ ¯±�®µ«±�½¯ «�� ²�½ ¬��¯�½�� «½�
±µµ®¯�«�� ±½ ²� µ«¯ ¯��±�½ � º²� ¬®�¬ �¯� �· ²�¯� ¯±�®µ«±�½¯ ±¯ � � � ®¯�� µ«�� ±½ ²��Ë «¯ ®½±·��� ¬���· ��²½±�®�¯ � ¯²�Æ ²� �Ë ±¯�½�� ¸�� �«½¯·��¾ �· Æ ±½½±½ ¯�«� ±�¯ �
� �� bulrri�lu op�figiefr lfo hprkugr
� ���� �?�?<9 � �9@��<;��> 9�> �;=9= �;��
º²� «� �¯ Æ� ��½¯±��� «�� �±¯���� Æ� ¬µ«É��¯ ®�½ �«¯�� «� �¯ � º²� Æ� ¬µ«É��¯ «���«µµ��  !� ��� ¸�� ²� ¬µ«É�� P ¾ «½� �).�!�)�+ �)# ¸�� ²� ¬µ«É�� E ¾ �
� ������  ��� �� ��� ���¥� �� ¼ � (+ � (!�)( �� � (+ � ·�� ¯²�� ±¯ « �±¬«�±� �«¬²

G = 〈V G = V G
P ] V G

E , T
G = T G

P ] T G
E ,Acc

G〉

Æ±² « ¬«�±±�½ V G = V G
P ] V G

E
�· ²� ¯� �· Á��±��¯ �«µµ�� � (+ � "���#��)� � « ¬«�±±�½

T G = T G
P ] T G

E ⊆ V G × V G �· ²� ¯� �· ���¯ �«µµ�� � (+ � + �.�� Æ±² T G
P ⊆ V G

P × V G
E

«½�
Î�



Î� ���� ��� � � ��� �	���� ����

T G
E ⊆ V G

E × V G
P

� ��®±¬¬ �� Æ ±² « �±¯±½®±¯²�� ¯� �· ±½�½±� ¬«²¯ AccG ⊆ (V G)ω
�«µµ��²� ¸±½�½±�¾ «���¬«½�� ��½�±±�½ � ¼ «� � G �«É «µ¯� ²«Á� «½ � (+ � �)�#�(� " ���#��) ²«±¯ « �±¯±½®±¯²�� �µ�� �½ �· V G Æ�±�½ rG �º²� ³«� � G �«É � � Æ�±�½ G = 〈V G

P , V
G
E , T

G
P , T

G
E ,Acc

G〉 � ¯®¬ ��¯��±¬ G ¬ �¯¯±� µÉ �� ±Ï�� Æ²�½ ²��� ±¯ ½� «��±®±É� ¯�¯ V G «½�
T G � �±½ ±�¬µ±�±µÉ ���½�� �º²� �®«µ «� � G �· ²� «� � G ±¯ ���½�� �É «È±½ V G

P = V G
E

� V G
E = V G

P
� T G

P = T G
E

�
T G

E = T G
P

� AccG = (V G)ω − AccG �¹� ¯«É ²« ²� «� � G ±¯ P 1��#�!+ �)��#� ¸��¯¬ � E 1��#�!+ �)��#� ¾ Æ²�½ ��µ«±�½ T G
P¸��¯¬ � ��µ«±�½ T G

E
¾ ±¯ ·®½�±�½«µ �

� ������  ��� �� ��� �� ��¤ �� ¼ "(!#�(� " �(/ �� �®¯ " �(/ ±½ « «� � «��½«
G ±¯ « ½�½ ��¬É¬«² ±½ ²� ®½���µÉ ±½ «� � �«¬²

〈V G
P ∪ V G

E , T
G
P ∪ TG

E g〉
� ¼ ¬µ«É ±¯  �)) �)� $ �!  !� ����±²�� Æ²�½ ± ±¯ �½±� «½� �½�¯ ±½ « �).�!�)�+ �)#�¯ ¬ �¯±±�½ �� Æ²�½ ± ±¯ ±½�½±� «½�

� �µ�½¯ � AccG � Ä®«µµÉ� « ¬µ«É ±¯  �))�)� $ �! � ).�!�) �+ �)# �±²�� Æ²�½ ± ±¯ �½±� «½�
�½�¯ ±½ «  !� ��� �¯ ¬ �¯±±�½ �� Æ²�½ ± ±¯ ±½�½±� «½� � �µ�½¯ � Acc

G � ¼  �+" ��#� " �(/ ±¯« ¬µ«É � «Ë±� «µ Æ ±² ��¯¬ �� � ²� ¬���Ë �����±½ �
� ������  ��� �� ��� ���£����¤ �� ¼ ¸½�½ ����� ±½±¯±�¾ �#!(#��/ ·��  !� ��� ¸��¯¬ � ·��
�).�!�)�+ �)# ¾ ±¯ « ·®½�±�½

σ : (V G)∗.V G
P → P(V G

E ) ¸��¯¬ � τ : (V G)∗ → P(V G
E )¾

¯®�² ²« � ·�� �Á��É ¬µ«É p.v ∈ (V G)∗.V G
P

¸��¯¬ � p.v ∈ (V G)∗.V G
P

¾ � {v}×σ(p.v) ⊆ T G
P

¸��¯¬ �
{v} × τ(p.v) ⊆ T G

P
¾ �Ã½ ²� ¯��®�µ � �¯¬ ��±«µµÉ Æ²�½ ®¯�� Æ ±² �®«½±���¯ � µ��� σ Æ±µµ «µÆ«É¯ ��½�� «

¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P «½� µ��� τ Æ±µµ «µÆ«É¯ ��½�� « ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� E �
���� « ¬�¯±±�½ v ∈ V G � ²� " �(/� �)�� �� 5/ �#!(#�� ��� σ «½�

τ � Æ�±�½
σ ∗ τ(v) ⊆ (V G)∞

±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· ¬µ«É p ¯«�±½ ±½ v
«½� ¯®�² ²« ·�� �Á��É ¬���Ë �· p �· ²�·��� p′.v′ �±²�� v′ = σ(p′) Æ²�½ p′ �½�¯ ±½ V G

P
�� v′ = τ(p′) Æ²�½ p′ �½�¯ ±½ V G

E
�

��¯��Á� ²« «µµ ¬ µ«É¯ ±½�®��� �É ¯�«� ±�¯ «�� ¬«² ²� ²� «� � �«¬²¯ �
Ñ�«�É σ ¸��¯¬ � ¯�«�É τ ¾ ±¯ « ��#�!+ �)��#� �#!(#��/ Æ²�½ � ·�� �Á��É p ∈ (V G)∗.V G

P
�

|σ(p)| ≤ 1 ¸��¯¬ � ·�� �Á��É p ∈ (V G)∗.V G
E

� |τ(p)| ≤ 1 � Ã½ ²±¯ �«¯� ¯�«�É σ ¸��¯¬ � ¯�«�É
τ ¾ ±¯ �·�½ ¯��½ «¯ « ¬«�±«µ ·®½�±�½ ·��� (V G)∗.V G

P
� V G

E
¸��¯¬ � ·��� (V G)∗.V G

E
� V G

P
¾ �

Ñ�«�É σ ±¯ « )�) 5�� � �)� �#!(#�� / ·��� ¬�¯±±�½ v ∈ V G Æ²�½ � ·�� �Á��É ��®½��¯�«�É τ � �Á��É ¬ �¯±±�½ v ∈ V G � ²��� ±¯ ½� � «Ë±� «µ ¬µ«É w ∈ σ ∗ τ(v) ²« �½�¯ ±½ «¬µ«É�� P ¬�¯±±�½ �
� ������ ��¥ ¥� � ��! �.�!/ �#!(#��/ σ � �.�!/  ��)#�! �#!(#��/ τ ()� �.�!/ "���#��) v � #* �
��# σ ∗ τ(v) �� " !�' 2 1 ����� " � �!��.�!� () �)' )�#� " �(/ 5���)�� #� σ ∗ τ(v) �$ ()� �)�/ �$
(� � �#� ' )�#� " !�' 2 �� 5���)� #� σ ∗ τ(v) "�) "(!#� ��(!� #* � � �# Beh(G, v, σ) =

⋃
τ σ ∗ τ(σ)  (� ��� #* � � �²«Á±�� �$ �#!(#�� / σ ��

" !�' 2 1 ����� ()�  ����� �) #* � " !�' 2 #�"����/ "
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 !��$ " ��¯��Á� ²« ±· «µµ ²� ¬���Ë�¯ �· « ¬«² «�� «µµ�Æ�� �É ¯�«�É σ ¸¯�«�É τ ¾ ²�½²� Æ²�µ� ¬«² ±¯ «µµ�Æ�� �É ¯�«�É σ ¸¯�«�É τ ¾ �
���� «��±�«�É ¯�«� ±�¯ � ± � «È�¯ ¯�½¯� � ���¬«�� ¯�«� ±�¯ �É ���¬«�±½ ²� ¬µ«É¯²�É «µµ�Æ �

� ������  ��� �� ��� ���£����¤ �£©�£ �� ¼ ¯�«�É σ ±¯ ��5��+ �� �É « ¯�«�É σ′ � Æ²±�²±¯ Æ �±�½ σ v σ′ � ±· � ·�� �Á��É ¬ �¯±±�½ v � �Á��É ��®½�� ¯�«�É τ � σ ∗ τ(v) ⊆ σ′ ∗ τ(v) �Ñ�«� ±�¯ σ «½�
σ′

«�� ����.(��)# Æ²�½ σ v σ′
«½�

σ′ v σ �
� ������  ��� �� ��� �� ��� ��� §�£����¤� � ��� ��� ¦�§ �� ��� �� Ñ�«�É σ ·�� ²� ¬µ«É��
P ¸��¯¬ � ¯�«�É τ ·�� ¬µ«É�� E ¾ ±¯ «  �))�)� �#!(#��/ ·��� ¬�¯±±�½ v ∈ V G Æ²�½ � ·���Á��É ¯�«�É τ ·�� ²� ¬µ«É�� E ¸��¯¬ � �Á��É ¯�«�É σ ·�� ²� ¬µ«É�� P ¾ � �Á��É +(2 �+ (�¬µ«É p ∈ σ ∗ τ(v) ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ¸��¯¬ � Æ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� E ¾ �¼ ¬�¯±±�½ ±½ ²� «� � «��½« ±¯ «  �))�)� "���#��) ·�� « ¬µ«É�� Æ²�½ ²��� ±¯ « Æ ±½½±½¯�«�É ·�� ²±¯ ¬µ«É�� ·��� ²±¯ ¬ �¯±±�½ �
� �¥�£	 � ��¯��Á� ²« ±· ²��� ±¯ « ½�½ ����� ±½±¯±� Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ¯�� � ¬µ«É��²�½ ²��� ±¯ « ����� ±½±¯±� �½� �

��¯��Á� «µ¯� ²« ²��� � ±² � � Æ� ��«¯�½¯ ·�� « ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P � ·«±µ �� � Æ ±½½±½ ·��� «  ±Á�½ ¬ �¯±±�½ v � º²� � �¯ ��«¯�½ � µ� �«µ � ±¯ ²« ¯�«�É σ «µµ�Æ ¯ « ¬µ«É·��� ¬�¯±±�½ v ²« ¯�¬¯ ±½ « ¬µ«É�� P ¬ �¯±±�½ ¸�±²�� � ��«®¯� σ ±¯ ½� µ�½�� ���½���� ²±¯ ¬ �¯±±�½ ²«¯ ½� ¯®���¯¯��¾ � º²� ¯���½�  µ��«µ ��«¯�½ ±¯ ²« ¯�«�É σ «µµ�Æ ¯ «½±½�½±� ¬µ«É ·��� ¬�¯±±�½ v ²« �� �¯ ½� � �µ�½ � Acc �º²±¯ ��¯��Á«±�½ �®¯±��¯ ¯�� �²�Æ ²� ���½±±�½ �· ½�½ �µ� �È±½ ¯�«� ±�¯  ±Á�½ «� �Á� �Ã½ ·«� � « ¯�«�É ²« ±¯ Æ ±½½±½ ·��� ¬ �¯±±�½ v ±¯ ½�½ �µ� �È±½ � «½� « ½�½ �µ� �È±½¯�«�É ²« ·«±µ¯ � � � Æ ±½½±½ «µÆ«É¯ ·«±µ¯ � � � Æ ±½½±½ ·�� ²� ¯���½� ��«¯�½ �Ñ±½�� ²� � «±½ ±¯¯®�¯ «½� �±- �®µ±�¯ Æ²�½ ��«µ±½ Æ±² Æ� ¬µ«É�� ±½�½±� «� �¯ «�±¯�Æ ±² ±½�½±«�É ��½�±±�½¯ � ± ±¯ �·�½ «¯¯®� �� ²« ¯�«� ±�¯ «�� «µÆ«É¯ ½�½ �µ��È±½ � «½�
�Á�½ «� �¯ ²�� ¯�µÁ�¯ �� �¯ ½� ²«Á� ¬ �¯±±�½¯ ·�� ²� ¬µ«É�� P Æ±²�® ¯®���¯¯��¯ � �����«¯�½¯ ²« ¯²«µµ � ���� � �µ�«� Æ²�½ ��«µ±½ Æ±² ��� «®�� «« � ²±¯ ±¯ )�# ²� ¬ �±½ �·Á±�Æ ·�µµ�Æ�� ±½ ²±¯ ¬��¯�½«±�½ �
� �����
  ��� �� ��� ���¥� ©���£¥ ����¤ �� ¼ «� � ±¯ ��#�!+ �) �� Æ²�½ �Á��É ¬ �¯±±�½�· ²� «� � «��½« ±¯ Æ ±½½±½ ·�� �½� �· ²� ¬µ«É�� �
� ������ ����£�¥ ����� ��© �����£� ������ �*�!� (!� � (+ ��  �.�) �) ' )�#� (!�)(!
#*(# (!� )�# ��#�!+ �)�� "
� ������ ����£�¥ �� �£� �� ������� �(+ ��  �#* � �!�� �)' )�#(!/  �)��#��)� (!� ��#�!1+ �)�� "
� ���� �=<9=?�	 =<??� � � �=<9=?��?�
� ���� ��  ��� �� ��� ���£����¤ �£�� �� ³±Á�½ « «� � G = 〈VP , VE , TP , TE ,Acc〉

� « �#!(#1
��/ #!�� ·�� ¬µ«É�� P ±½ «� � G ±¯ ���½�� � � � « ·®½�±�½ f : (VP )+ → VE

� Ä®«µµÉ� «
¯�«�É ��� ·�� ¬µ«É�� E ±¯ ���½�� � � � « ·®½�±�½ g : (VE)+ → VP ) ����� «½ ±½±±«µ ¬ �¯±±�½ v � ²� " �(/� �)�� �� 5/ �#!(#��/ #!��� f «½�

g � Æ�±�½ f ∗ g(v)±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· ¸�½±� �� ±½�½±�¾ Æ��� p ∈ (V G
E + V G

P )∞ ¯®�² ²« p(0) = v



�� ���� ��� � � ��� �	���� ����

«½� � ·�� �Á��É ¬���Ë �· p �· ²� ·��� p′.v1.v2
� ±· v1 ∈ VP

²�½ v2 = f(πV G
P

(p′.v1))
Æ±²

(v1, v2) ∈ TP
�� � ±· v1 ∈ VE

²�½ v2 = g(πV G
E

(p′.v1))
Æ±² (v1, v2) ∈ TE

�
��¯��Á� ²« � «¯ ·�� ����� ±½±¯±� ¯�«� ±�¯ � ²� ¯� �· ¬µ«É f ∗ g(v)

²«¯ « ®½±�®�� «Ë±� «µ �µ�� �½¯ «½� ±¯ �µ�¯�� ®½��� ¬���Ë �¼¯ ·�� ¯«½�«�� ¯�«� ±�¯ � �½� �«½ ���½� ²� 5�*(.��! �· « ¯�«�É ��� f ·��� «¬�¯±±�½ v ∈ V G � � � ²� ¯� Beh(G, v, f) =
⋃

g f ∗ g(v) �º²� ·�µµ�Æ ±½ µ��� « ¯«É¯ ²« ²� ½�±�½ �· ¯�«�É ��� ±¯ �¯¯�½±«µµÉ ��®±Á«µ�½ Æ ±²²� ½�±�½ �· ¯�«�É�
� ���� �� ��¥ ¥� � ��! �.�!/ � (+ � G

� $ �! �.�!/ " ���#��) v ∈ V G � $ �! �.�!/ �#!(#��/ #!��
f #* �!� �2 ��#� ( ��#�!+ �)��#� � #!(#��/ σf,v

�� * #*(# Beh(G, v, f) = Beh(G, v, σf,v)
()��

 �).�!� ��/� $ �! �.�!/ ��#�!+ �)��#� �#!(#�� / σ #* �!� �2 �� #� ( �#!(#��/ #!�� fσ,v
�� * #*(#

Beh(G, v, σ) = Beh(G, v, fσ,v) "�) "(!#� ��(!� ( "���#��) v ��  �))�)� $ �! " �(/�! P �) � (+ � G �$ ()� �)�/ �$ #* �!� �� (
�#!(#��/ #!�� f $ �! " �(/�! P �� * #*(#� $ �! �.�!/ �#!(#��/ #!�� $ �! " �(/�! E � #* � + (2 �+ (�
" �(/ �) f ∗ g(v) ��  �))�)� $ �! " �(/�! P "
 !��$ " ¹� ¯²�Æ ²��� ²� �«½¯µ«±�½ ·��� ¯�«�É � ¯�«�É ��� � º²� �²�� �±���±�½ ±¯�¯¯�½±«µµÉ ²� ¯«� � �

��¯��Á� � �¯ ²« ·�� �Á��É ����� ±½±¯±� Æ ±½½±½ ¯�«�É σ ±½ « «� � G � ·�� �Á��É¬ �¯±±�½ v ∈ V G � ²� ¬��� ��±�½ � «¬¬±½
πV G

P
: Beh(G, σ, v) ∩ (V G)∗.V G

P → (V G
P )+

±¯ �½� � �½� � ± �� � ·�� �Á��É p ∈ (V G
P )+ � ²��� ±¯ « � �¯ �½� ¬µ«É ·��� ½�Æ �½ Æ�±�½

hσ,v(p) ∈ (V G)∗.V G
P

¯®�² ²« hσ,v(p).σ(hσ,v(p)) ∈ Beh(G, σ, v)
«½�

πV G
P

(hσ,v(p)) = p �Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« Æ� �«½ ���½� ²� ¯�«�É ��� fσ,v
·��� ²� ¯�«�É σ «½� ²� ¬ �¯±±�½

v ∈ V G «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ·�� �Á��É p ∈ (V G
P )+ � Æ� ¬® fσ,v(p) = σ(hσ,v(p))

Æ²�½�Á�� ���½�� �
�½� ²�½ �«½ �«¯±µÉ �²��È ²« Beh(G, v, σ) = Beh(G, v, fσ,v)

�
�

� ���
 8?�� �9< 9�> :9< �=	 �9� ?�
Í��¬®«�±µ±É ±¯ ½� «½ ±¯¯®� ±½ ²� ���½±±�½¯ «� �Á� � ª�®µ«� «� �¯ «�� �®±�ÈµÉ ��Á±�Æ��²��� � º²�É «�� �¯¯�½±«µµÉ «� �¯ Æ ±² ωÏ��®µ«� Æ ±½½±½ ��½�±±�½¯ � Ã½ ²� �½±� �«¯� ���®µ«� «� �¯ «�� ���.(5���
� ���� ��  ��� �� ��� �� �����£ ��© � ����£ ��¥� �� ¼ «� � G = 〈V G = V G

P ]V G
E , T

G =
T G

P ] T G
E ,Acc

G〉 ±¯ « !����(! � (+ � Æ²�½ ²��� ±¯ « �½±� «µ¬²«� � C � «½ ωÏ��®µ«� µ«½®«�
L ⊆ Cω «½� « µ«� �µ±½ ·®½�±�½ λ : V G → C ¯®�² ²« AccG = λ−1(L) �¼ � �� ��! � (+ � ±¯ « ��®µ«� «� � ¯®�² ²« ²��� ±¯ « ¯� T ⊆ P(C) Æ±² L =⋃

P∈T

⋂
a∈P (C∗.a)ω � ± �� � p ∈ L ±· «½� �½µÉ ±· ²� ¯� Inf(p) �· µ���¯ � ��®��±½ ±½�½±�µÉ�·�½ ±½ p � �µ�½¯ � T �

��¯��Á� ²« � «¯ « ¬«�±�®µ«� �«¯� � Æ²�½ V G ±¯ �½±� � AccG ±¯ ±¯�µ· « ��®µ«� µ«½®«��½ ²� «µ¬²«� � V G «½� ²��� ±¯ ½� µ�½�� «½É ½��� � �±¯±½®±¯² ¸�Á�½ ±½ ¿®µµ�� «� �¯¾²� «µ¬²«� � C ·��� ²� ¯� �· ¬ �¯±±�½ V G � Ã½ ²� ¯��®�µ � ±½ ����� � ¯±�¬µ±·É ¯«�� �½
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«½� ½�«±�½ � Æ� �¯¯�½±«µµÉ ��½¯±��� �½±� «� �¯ Æ ±² C = V G � «½� � �Ë��¬ Æ²�½ ¯«���²��Æ ±¯� �� �®¯ ½� «¬¬µ±�«�µ� � «µµ ¯«�� �½¯ «½� ¬���·¯ «�� �«¯±µÉ �½��«µ±Ê«�µ� � ±½�½±���®µ«� �� ¿®µµ�� «� �¯ �º²� ¯±Ê� |G| �· « �½±� ��®µ«� «� � ±¯ ���½�� � � � ²� ¯±Ê� �· ²� «� � �«¬²
|V G |+

|T G | � Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« ²� ���¬µ�Ë ±É �· ���¬®±½ Æ±½½±½ ¬ �¯±±�½¯ � «É «µ¯� «È� ±½�«���®½ ²� ¯±Ê� �· ¸« ��¬��¯�½«±�½ ¾ �· ²� Æ ±½½±½ ��½�±±�½ AccG �
� ���� ��  ��� �� ��� �� �¥�£¤ � � � §�£����¤� £�����£ §�£����¤ �� ¼ ¯�«�É σ ·�� ²�¬µ«É�� P ¸�� ·�� ²� ¬µ«É�� E «�����±½ µÉ ¾ ±¯ « �#!(#��/  �#* + �+ �!/ Æ²�½ ²��� ±¯ « �±¬ µ�

c : M × V G
P → P(V G), up : M × V G →M, m0 ∈M

¯®�² ²« � ���½±½ ±½�®�±Á�µÉ� up∗ : M × (V G)∗ →M �É
up∗(m, ε) = m

«½�
up∗(m, p.v) = up∗(up(m, p), v)

·�� �Á��É ¬µ«É p.v ∈ (V G)∗.V G
P

σ(p.v) = c(up∗(m0, λ(p)), v)

± �� � ²� ¯�«�É « « ¬«�±«µ ¬ µ«É p.v ±¯ ���½�� ®¬ � ¯�� � � ����É up∗(p) �· ²� ¬«¯�· ²� ¬µ«É� ¹ ²�½ up
«½�

m0
Æ±µµ � � �µ�«� ·��� ²� ��½�Ë � Æ� Æ ±µµ ¯�� �±� �¯ ®¯� σ ���½�� ²� ·®½�±�½ c �¹ ±² « ¯µ±² «�®¯� �· µ«½®«� � M ±¯ �«µµ�� ²� � ����É �· ²� ¯�«�É� ¼ !����(!

�#!(#��/ ±¯ « ¯�«�É Æ ±² �½±� � �� ��É� ¼ + �+ �!/���� �#!(#�� / �� « "���#��)(� �#!(#��/±¯ « ¯�«�É Æ ±² � ����É M Æ²±�² ±¯ « ¯±½ µ��½ ¯� � ¼µ��½«±Á�µÉ �½� �«½ ¯�� ± «¯ «
·®½�±�½ σ : V G

P → P(V G
E ) �

� ���� �� ����£�¥ ����� � �� �� � ��� � �
 � �� � ����� �) ' )�#� !����(! � (+ �� ( "���#��)
��  �)) �)� $ �! ( " �(/�! �$ ()� �) �/ �$ #* �� " �(/�! *(� ( !����(!  �))�)� �#!(#�� / $ !�+ #*��
"���#��) " � �!��.�!�  �)) �)� "���#��)�  ()�  �))�)� �#!(#�� ���! (!�  �+" �#(5��"
� ���� ��  ��� �� ��� ���£ ��¤ ��¥�§�� ¼ «� � G ±¯ « "(!�#/ � (+ � Æ²�½ ²� Æ ±½½±½ ��½Ï�±±�½ AccG ±¯ ¯¬ ��±��� �É � �«½¯ �· « ¬�±��±É ·®½�±�½ Ω : V G → IN ¸Æ ±² Ω(V G) �½±�Æ²�½ G ±¯ ±½�½±�¾ ¯®�² ²« AccG = {w ∈ (V G)ω : liminf Ω(w) �Á�½} � Ã½ ²� ¯��®�µ � «¬«�±É «� � ±¯ Æ �±�½ G = 〈V G

P , V
G
E , T

G
P , T

G
E ,Ω

G〉 Æ±² ¬�±��±É ·®½�±�½ ΩG  ±Á�½ ±½ ¬µ«���· Acc �º²� "(!�#/ �)��2 �· « ¬«�±É «� � G ±¯ ���½�� � � � d = max(Ω(V G)) �
��¯��Á� ²« ¬«�±É «� �¯ «�� « ¯¬ ��±«µ �«¯� �· ¿®µµ�� «� �¯ � Ã½ ·«� � �½� �«½ ���½�²� ¿®µµ�� «�µ� T = {P ⊆ V G : min(Ω(P )) �Á�½ } ²« ���½� ²� ¯«� � Æ ±½½±½ ��½�±±�½ �

� ���� �� ����£�¥ ��¥�£§�� �� �� � ���� � � �§��� §	 � ����� � ��£©� ��§	 � ���
��� �) "(!1
�#/ � (+ �� ( "���#��) ��  �)) �)� $ �! ( " �(/�! �$ ()� �)�/ �$ #* �� " �(/�! *(� ( + �+ �!/���� �)) �)� �#!(#��/ $ !�+ #*�� "���#��) " �* � " !�5��+ �$ ���.�)� ( "(!�#/ � (+ � �� �) UP ∩  �1UP()�  �)) �)� "���#��)�  ()� �#!(#�� ���!  () 5�  �+" �#�� �) #�+ � O(|G|[d+1/2]) "
� �¥�£	 � ¼½ «µ��±²� ·�� ¯�µÁ ±½ �½±� ¬«�±É «� �¯ ±¯ ¬��¯�½�� ±½ ¯��±�½ � �� � �µ�Æ �Ã ±¯ « Á«�±«½ �· 
®��Ê±½¯È± �¯ ¯� «µµ ¬����¯¯ � �«¯®�� «µ��±²� �Î��� � ¼ �«¯±� «µ��±²�� ¯�µÁ� ¬«�±É «� �¯ Æ ±² ¬�±��±±�¯ [0, 2k] ±½��¬���� �É ¬���±�«� ¯É���µ¯ Pii∈[0,2k]

«½�



�� ���� ��� � � ��� �	���� ����

¬«�±±�½ �· ¯«�¯ ��¯��±� �� �É ¬���±�«� ¯É�� �µ¯ PE
«½�

PP
� «� �®½¯ � �Á«µ®«� ²�·�µµ�Æ ±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ« �

νX0µX1 · · · νX2k.



PP →




∧

i∈[0,2k]

Pi → ♦Xi



 ∧ PE →




∧

i∈[0,2k]

Pi → �Xi









²« ���¬®�¯ �Î� Î � ÎÎ� ²� ¯� �· Æ ±½½±½ ¬ �¯±±�½¯ ·�� ²� ¬µ«É�� P � ¼ ½«±Á� �Á«µ®«±�½µ�«�¯ � ·�� « «� � G � � «½ «µ��±²� ±½ O(|G‖2k+1) � ¼ ���� �µ�Á�� �Á«µ®«±�½ �· ²��®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ« ¸¯�� ·�� ±½¯«½�� �Î�� � Î��¾  ±Á�¯ «½ «µ��±²� ±½ O(|G|k+1) �
� ���� �9 �?=	 �9� ?�
¼ ¯«·�É «� � ±¯ « ¯¬ ��±«µ È±½� �· ¬«�±É «� � Æ²��� ²� ¬µ«É�� P Æ±½¯ « ¬µ«É ±· ± ½�Á���½��¯ «½É �· ·���±���½ ¬ �¯±±�½¯ �
� ���� ��  ��� �� ��� � ¼ �($ �#/ � (+ � ±¯ « ¬«�±É «� �

G = 〈V G
P , V

G
E , T

G
P , T

G
E ,Ω

G〉

Æ±² ΩG(V G) = {0, 1}
«½� ²� ¬��¬ ��É ²« ·�� �Á��É Á���Ë v �

• ±· v ∈ VP
«½� «µµ ¯®���¯¯��¯ �· v ²«Á� ¬�±��±É 1 ²�½ ΩG(v) = 1 �

• ±· v ∈ VE
«½�

ΩG(v) = 1 ²�½ ²��� �®¯ �Ë±¯ « ¯®���¯¯�� �· v Æ±² ¬�±��±É 1 �
º²� ���½±±�½ � «É « � �¯ ¯��� �� ���¬µ±�«�� � �® Æ� Æ«½ ± � � � �½��«µ Æ ±² ²�¬��¬ ��É ²« « ¬µ«É ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ±· «½� �½µÉ ±· ± ½�Á�� �½��¯ « ¬ �¯±±�½ �·¬�±��±É 1 � ��¯��Á� ±½ ¬«�±�®µ«� ²« � Æ±² ²±¯ ���½±±�½ � ¬µ«É�� P ¬�¯±±�½¯ Æ ±² ¬�±��±É

0
«µÆ«É¯ ²«Á� ¯®���¯¯��¯ �

� ���� �� ��¥ ¥� � �) ( �($ �#/ � (+ � #* � " �(/�! P *(� ( v15��� ��#  �)) �)� �#!(#��/ " �*��
 + �+ �!/����! �#!(#��/ �� #� �#(/ �)  �))�)� " ���#��)� "
 !��$ " º� �«µ�®µ«� ²� ¯� �· Æ ±½½±½ ¬ �¯±±�½¯ ·�� ²� ¬µ«É�� P ±½ « «� � G � �½� �«½¬������ «¯ ·�µµ�Æ ¯ � � ±�¯ � �½� ¯�¯ W1 = {v : Ω(v) = 1} � º²�½ � ��¬ �«��µÉ �½� �±�¯ � �½�« Á���Ë v ¯®�² ²« �±²�� �

• v ∈ VP
«½� «µµ ¯®���¯¯��¯ �· v «�� ±½ W1

� ��
• v ∈ VE

«½� ²��� ±¯ « ¯®���¯¯�� �· v ±½ W1
�

�½� «��¯ v � W1
«½� ��¬ �«¯ ²� ¬����¯¯ � º²� µ� �¬ �½�¯ Æ²�½ ²��� «�� ½� � ��� Á��±��¯� «�� �Ã ±¯ ½� �±- �®µ � ¯²�Æ ²« ·��� �Á��É ±½ W1

� ²� ¬µ«É�� E �«½ ·���� ²� ¬µ«É ���«�² ¸«½� � ¯«É ±½ ¾ ²� ¯� �· Á��±��¯ �· ¬�±��±É 1
«½� ²®¯ ²� ¬µ«É�� E ²«¯ Æ ±½½±½¯�«�É�

�½ ²� �²�� ²«½� � ·��� �Á��É Á���Ë ±½ W0 = V G −W1
� ²� ¬µ«É�� P ²«¯ « ¯�«�É� ¯«É ±½ W0

� º²±¯ ¯�«�É ±¯  ±Á�½ �É σ(v) = {v′ ∈ W0 : T G
P (v, v′)} � º²� ¯�«�É ±¯� «Ë±� «µ «¯ ½� Æ ±½½±½ ¯�«�É �«½ «µµ�Æ « ¬µ«É � � �®¯±�� W0

�
�



� �� � ���� 

�� ������
� 
� ���
�� ���� ��

� �¥�£	 � Ã½ �½��«µ � ²��� ±¯ ½� vÏ� «Ë±�®� Æ±½½±½ ¯�«� ±�¯ � ¿����Á�� � ²� ·�µµ�Æ ±½º²����� ¯²�Æ ¯ ²« � � ¯�� � �Ë�½ � �Ë ±¯�½�� �· vÏ� «Ë±�®� ¯�«�É �²«�«���±Ê�¯ ¯«·�É
«� �¯ �
� ���� �� ����£�¥ �� �£��� � � � ��© ����	 ��� ��� ������ �$ ( � (+ � G  �#* ��� 2  ��� ��
(  �" #() �  �)��#��) *(� ( v1+ (2 �+�+  �)) �)� �#!(#�� / σ � #* �) �)�  () (����) #� �( *
.�!#�2 �$

G ( " !��!�#/ �) {0, 1} �) �� * (  (/ #*(# #* � !��� �# G′ �� ( �($ �#/ � (+ � ()� σ ��
(��� #* � v1+ (2 �+�+  �)) �)� �#!(#��/ �) G′ "
 !��$ " Ð� σ � � ²� vÏ� «Ë±�®� Æ±½½±½ ¯�«�É ·�� ¬µ«É�� P � «½� µ� W � � ²� ¯� �·Æ ±½½±½ ¬ �¯±±�½¯ ±½ G ·�� ¬µ«É�� P �Ã· �Á��É ¬«² ²��®² W ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ²�½ Æ� «�� ��½� � ¹� ¬® Ω(v) = 0·�� �Á��É Á���Ë ±½ W «½�

Ω(v) = 1 ·�� �Á��É �²�� Á���Ë �
� ²��Æ ±¯� � ¯®¬¬ �¯� ²« ²��� ±¯ « � «Ë±� «µ ¬«² p ±½ W Æ²±�² ±¯ ½� Æ ±½½±½ ·�� ²�¬µ«É�� P � ¶µ«É p �«½½� � � « �½±� ¬«² «¯ �Á��É Á���Ë ±½ W ∩ VP

²«¯ « ¯®���¯¯�� ±½ W �¹� ��½�µ®�� ²� ¬���· �É ¯²�Æ ±½ ²« p �«½½� �±²�� � � «½ ±½�½±� ¬«² �Ã½ ·«� � ·�� �Á��É �½±� ¬���Ë p′ �· p Æ� ���½� « ¯�«�É σp′
²« �Ë�½�¯ σ �É «µµ�Æ ±½��Á�¯ «µ�½ p′ � ¹ ²�½ ²� ¬µ«É ��¯ �® �· p′ � �� p′ �½±¯²�¯ � ²� ¯�«�É � ���� �¯ ²� ¯«� �«¯ σ � ���� «µµÉ� ·�� �Á��É ¬µ«É q �

σp′(qv) =






σ(qv) ∪ {v′} ±· qvv′ ±¯ « ¬���Ë �· p′
σ(q2v)

±· q = q1q2
«½�

q1
±¯ ²� µ�½�¯ �����½ ¬���Ë�· p′ «½�

q �
°Á��É ¬µ«É ��¯¬ ��±½ σp′

²«¯ « ¯®- Ë Æ²±�² ±¯ « ¬µ«É ¯«�±½ ·��� ¯�� � v ∈ W
«½�

��¯¬ ��±½ σ � Ñ±½�� AccG ±¯ �µ�¯�� ®½��� ¯®- Ë �Á��É ¬µ«É ��¯¬ ��±½ σp′
±¯ Æ ±½½±½ �

��¯��Á� ½�Æ ²« � � ��«®¯� σ ±¯ ²� vÏ� «Ë±�®� Æ±½½±½ ¯�«�É� Æ� «µ¯� ²«Á� σp′ v σ �Ã ·�µµ�Æ ¯ ²��� ±¯ ¯�� � ��®½�� ¯�«�É τ ¯®�² ²« ·�� �Á��É �½±� ¬���Ë p′ �· p � p′ ∈ σ∗τ(v)²�½�� � �É �µ�¯®�� ®½��� µ±� ± ¸Ð��� « � �Î �Î �� ¾ � p ∈ σ ∗ τ(v) Æ²±�² ±¯ ±�¬ �¯¯±� µ� ¯±½�� p ±¯µ��¯±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P Æ²±µ� σ ±¯ Æ ±½½±½ �
�

� �¥�£	 � Ã½ ²� «� �Á� º²����� Æ� ��½¯±��� ��µ«� �µ±½ ²« ¬��¯��Á�¯ ²� vÏ� «Ë±�®�Æ±½½±½ ¯�«�É ¸²�½��·��² «��±�«�É Æ ±½½±½ ¯�«�É ¾ � ¹� ²«Á� ½� ��½¯±����� ²� ��Ïµ«� �µ±½ ²« �½µÉ ¬��¯��Á�¯ Æ ±½½±½ Á��±��¯ � ��«®¯� � «�����±½ � ¯®�² « Æ�«È�� ���®±��Ï� �½ � �Á��É «� � �«½ � � ��µ«� �µ�� � « ¯«·�É «� � � Ã½ ·«� � �½� �«½ �®¯ ¬® Ω(v) = 0·�� �Á��É Á���Ë Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P «½�
Ω(v) = 1 ·�� «µµ ²� Á��±��¯ Æ ±½½±½ ·�� ²�¬µ«É�� E � ¼·�� ²±¯ ��µ«� �µ±½ ²� ¯�¯ �· Æ ±½½±½ Á��±��¯ �� ½� �²«½� «¯ ²� ¬µ«É�� P²«¯ « ¯�«�É � ¯«É ±½ ²±¯ Æ ±½½±½ Á��±��¯ � «½� ²� ¬µ«É�� E ²«¯ « ¯�«�É � ¯«É ±½²±¯ Æ ±½½±½ Á��±��¯ �

� �� �phq irri�p rghlgpyipr if �lhig	 ylq p
¹� ²«Á� «µ��«�É ¯��½ ²« � ±½ �½��«µ � ²��� ±¯ ½� vÏ� «Ë±� «µ Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ « ¬«�±É
«� � � Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � ± ±¯ ¯²�Æ½ � ²�Æ�Á�� � ²« ±½ �½±� ¬«�±É «� �¯ ²��� «µÆ«É¯ �Ë ±¯¯« ��®µ«� ¯�«�É� �«µµ�� ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É� ²« �½���¬«¯¯�¯ «µµ ²� � �²«Á±��¯ �· «µµ� �� ��Éµ�¯¯ ¯�«� ±�¯ � ¼½ «µ��±²� ·�� �½�±½ ¯®�² « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É ±¯ ¬��¯�½�� �Ã¯ ���¬µ�Ë±É � «�²�¯ �®���½µÉ È½�Æ½ ®¬¬ �� � �®½�¯ ·�� ²� ¯±�¬µ�� ¬���µ�� �· �½�±½



�� ���� ��� � � ��� �	���� ����

²� ¯� �· Æ ±½½±½ ¬ �¯±±�½¯ ±½ « ¬«�±É «� � � º²� «µ��±²� �«½ � � ¯��½ «¯ « ���®�±�½ �·« ¬«�±É � « ¯«·�É «� � «½� ���¬®«±�½ �· ²� ¯� �· Æ ±½½±½ ¬ �¯±±�½¯ ±½ ²� ��¯®µ±½
«� � �º²±¯ � «��±«µ ±¯ �Ë�«��� ·��� ¬«¬ �� ����
� �� �� � ��> ��� :?<� �����? �=<9=?��?�
� �� ����  ��� �� ��� � ¼ ¯�«�É σ ±½ « ¬«�±É «� � G ±¯ " �!+ ����. � Æ²�½ ± ±¯ Æ ±½½±½ «½�
±· σ′ v σ ·�� �Á��É Æ ±½½±½ �����Éµ�¯¯ ¯�«�É σ′ �

Ã½ ²±¯ ¯��±�½ Æ� Æ ±µµ ¯²�Æ ²« ²��� «�� �½±� � �� ��É ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«� ±�¯ � Ã �«½� � ¯²�Æ½ ²« ²��� �«½½� � � « � ����É ¯±Ê� ²« ±¯ ¯®- �±�½ ·�� « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É ±½�Á��É «� � � Ñ±µµ Æ� �«½ ²�¬ � � ²«Á� �½� ®½±·��� � ����É ·�� «µµ ²� «� �¯ �· �Ë�� ¯±Ê� �º²��� ±¯ « ¯±� ±µ«� ¯±®«±�½ ±½ ²� �«¯� �· «� �¯ Æ ±² ¿®µµ�� �¯ ��½�±±�½¯ �Î�� � Î�� � ��� �º²��� � ²� ¯±Ê� �· � �� ��É «µ¯� �«½½� ±½ �½��«µ � � � �®½��� � �® ²��� ±¯ « �½±� � �� ��É¯®- �±�½ ·�� «µµ «� �¯ Æ ±² ��½�±±�½¯ �Á�� ¯�� � �Ë�� ¯� �· �µ�� �½¯ �
� �¥�£	 � �½� �«½ ���½� M Ï¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«� ±�¯ � Æ²±�² Æ�®µ� � � ²� ¯�«� ±�¯ ¯®�¯®� Ï±½ «µµ ¯�«� ±�¯ Æ ±² � ����É �· ¯±Ê� M � º²� «¬¬��«�² ¬��¯�½�� ²��� �Ë�½�¯ � ²±¯¯�±½ � �® Æ� ²«Á� �²�¯�½ ½� � ��½¯±��� ¯®�² ¯�«� ±�¯ �®� � « ¯®�¯«½±«µ ½�«±�½«µ�Á��²�«� �

��� ²� ��¯ �· ²±¯ ¯��±�½ µ� ®¯ �Ë « ¯� I = {0, . . . , d + 1} �· ¬�±��±±�¯ «½� «
½®���� np

·�� �«�² ��� ¬�±��±É p ∈ I � ��� ��½Á�½±�½�� µ� ®¯ «¯¯®� � ²« d ±¯ ��� � Ð�
~n = (n1n3 . . . nd)

� º²±¯ Á���� Æ ±µµ � � ®¯�� � � �®½� ²� ¯±Ê� �· ��½¯±����� «� �¯ �
� �� ����  ��� �� ��� � ¼ ¬«�±É «� � ±¯ ~n ��®½��� ±· ±¯ ¯� �· ¬�±��±±�¯ ±¯ ±½�µ®��� ±½
{0, . . . , d+ 1}

«½� ²��� «�� « � �¯ np
Á��±��¯ �· ¬�±��±É p � ·�� �«�² ���

p �Ã½ ²±¯ ¯��±�½ Æ� Æ ±µµ ¯²�Æ « ®½±·��� ��½¯�®�±�½ �· ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«� ±�¯ ±½ ~nÏ� �®½���
«� �¯ � ��� ²±¯ Æ� ���½� « � ����É ¯� M(~n) ²« Æ ±µµ � � ®¯�� �É �®� ¯�«� ±�¯ �

M(~n) =
∏

1≤p≤d, p
���{0, . . . , np}

¼½ �µ�� �½ ~m ∈M(~n) ±¯ « ®¬µ� �· ½®����¯ (m1,m3, . . . ,md)
Æ±² 0 ≤ mi ≤ ni

� ¹� �«½��½¯±��� ¯®�² « ®¬µ� «¯ « ��®½�� ��¬��¯�½±½ ²� ½®�� ��
∑

i=1,3,...,d

mi




∏

j=i+2,i+4,...,d

(nj + 1)





� Ñ� ²� � �¯ ¯±½±��«½ �± ± ±¯ ²� � �¯ �½� «½� �«�² ¬ �¯±±�½ p ±¯ ±½ �«¯� np
� ����Ë«�¬µ� � ±½ ²� ¯±�¬µ� �«¯� Æ²�½ np = 1 ·�� �Á��É p � Æ� � « �±½«�É �½���±½ �· ½®�� ��¯®¬ � 2(d+1)/2 − 1 �º²� ¬µ«½ ·�� �½�±½ « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É ±¯ ²� ·�µµ�Æ ±½ � � ±�¯ � Æ� Æ ±µµ «È� M>(~n)Æ²±�² ±¯ «½ �Ë�½¯±�½ �· M(~n) Æ±² «½ �µ�� �½ > ¯«½�±½ ·�� �Á����Æ � º²�½ � Æ� Æ ±µµ���½� « ®½±·��� � ����É ®¬ �«� ·®½�±�½ up : M>(~n) × I → M>(~n) � ¹� �«µµ ± ®½±·���� ��«®¯� ± ���¯ ½� ��¬ �½� �½ Á��±��¯ �· « ¬«�±�®µ«� «� � �® �½µÉ �½ ²� ¬�±��±±�¯ ¸«½�

²�¯� «�� ²� ¯«� � ·�� «µµ ²� «� �¯ ±½ �®�¯±�½ ¾ � ¿����É M>(~n) Æ±µµ «µµ�Æ � ���®�� «



� �� � ���� 

�� ������
� 
� ���
�� ���� ��

«� � G � « ¯«·�É «� � G⊗ � º²� �±�¯ ¯�«�É ±½ ²±¯ «� � Æ ±µµ ±½ ®�½ � � ®¯�� � �« ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É ±½ G �º� ���½� ²� � ����É ®¬�«� ·®½�±�½ Æ� ½��� � ���½� Æ� È±½�¯ �· «®Ë±µ±«�É ·®½�±�½¯�½ � ����±�¯ � ~m|p
«½�

incp(~m) ·�� �Á��É p ∈ I � º²� � �¯ ±¯ �®¯ ��¯�±½ � 0
«µµ ²�¬ �¯±±�½¯ �±�� ²«½ p �

(m1,m3, . . . ,md)|p = (m1, . . . ,mp, 0, . . . , 0)

º²±¯ �¬ ��«±�½ ±¯ «µ¯� ���½�� ·�� �Á�½ p ±½ «½ ��Á±�®¯ Æ«É�º²� �²�� �¬ ��«±�½ ±¯ µ±È� «��±½ 1 � ¬ �¯±±�½ p Æ²�½ ��½¯±���±½ ~m
«¯ « ��®½�� � ±·²� Á«µ®� �½ ²±¯ ¬ �¯±±�½ ±¯ «µ��«�É np

²�½ Æ� �É ���®�¯±Á�µÉ � «��
1 � ²� ¬ �¯±±�½

p− 2 �

incp((m1, . . . ,md)) =






(m1, . . . ,mp + 1, . . . ,md)
±· mp < np

incp−2((m1, . . . ,md))
±· mp = np

«½�
p ≥ 3

> �²��Æ ±¯�
º²� ±½®±±�½ ·�� ²� µ«¯ �«¯� �· ²� «� �Á� ���½±±�½ ±¯ ²« ±· ²� Á«µ®� �· ²� ��®½�� �½
� �¯ p ¬�¯±±�½¯ ±¯ n1n2 . . . np

²�½ «��±½ 1 ±¯ ±�¬ �¯¯±� µ� «½� ²� Á«µ®� ±¯ > Æ²±�² ��½��¯«½ �Á����Æ �Å�Æ � Æ� �«½ ���½� « �½��±� ®¬ �«� ·®½�±�½ up : M>(~n) × I →M>(~n) �

up(m, p) =

{
m|p

·�� p �Á�½
incp(m) ·�� p ���

� · ��®�¯� Æ� «µ¯� ²«Á� up(>, p) = > Æ²±�² � �«½¯ ²« ²��� ±¯ ½� ¬ �¯¯±� ±µ±É � ����Á��·��� ²� �Á����Æ � ��¯��Á� ²« ±½ ²� «� �Á� Æ� ²«Á� ¯�¬¬ �� � Æ�±� Á����¯ �Á�� m �¹� Æ±µµ �� ± �·�½ ·�� �µ«�±É�À¯±½ ²� � ����É M>(~n)
«½� ²� ·®½�±�½ up Æ� �«½ ���®�� «½É ~n ��®½��� «� � G� « ¯«·�É «� � � Ð� ®¯ «È� «½ ~nÏ� �®½��� «� � G = 〈V, VP , VE , T, I,Ω〉 � Ä��½� « ¯«·�É

«� � G⊗ = 〈V ⊗, V ⊗
P , V ⊗

E , T⊗, {0, 1},Ω⊗〉 � Æ²��� �
• V ⊗

i = VP ×M>(~n) � ·�� i = 0, 1 �

• T⊗((v,m), (v′,m′)) ±· T (v, v′)
«½�

m′ = up(m,Ω(v)) �

• Ω⊗((v,m)) = 0 ±· m 6= >
«½�

Ω⊗((v,>)) = 1 �
Ñ� ²� ¬µ«É�� P Æ±½¯ ±½ G⊗ ·��� « ¬ �¯±±�½ (v,m) ±· ²� ²«¯ « ¯�«�É � «Á�±� Á��±��¯Æ ±² > ±½ ²� ¯���½� ���¬�½�½ � ÌÉ Ð��� « � �Î �� �� � ±½ ¯®�² « «� � ²��� ±¯ «µÆ«É¯ «
� «Ë±� «µ � �� ��Éµ�¯¯ Æ ±½½±½ ¯�«�É�¼ �����Éµ�¯¯ ¯�«�É σ⊗ ±½ G⊗  ±Á�¯ « ¯�«�É σ Æ±² � ����É M(~n) ±½ G � º²�¯�«�É ±¯ ���½�� �É σ(m, v) = σ⊗((v,m)) � ²� ±½ ±±«µ � �� ��É �µ�� �½ ±¯ m0 = (0, . . . , 0)«½� ²� � ����É ®¬�«� ·®½�±�½ ±¯ up(m, v) = up(m,Ω(v)) �
� �� ���� ��¥ ¥� � ��! �.�!/ ~n 5��)��� � (+ � G " �$ σ⊗ �� ( + �+ �!/���� �#!(#��/  �)) �)�$ !�+ (v,m) �) G⊗ #* �) σ �� (  �))�)� �#!(#��/ $ !�+ v  �#* �)�#�(� + �+ �!/ m "



�� ���� ��� � � ��� �	���� ����

 !��$ " º²� � «±½ ��¯��Á«±�½ ±¯ ²« ±· Æ� ²«Á� «½ ±½�½±� ¬µ«É (v1,m1)(v2,m2) . . .
«½�

>���¯ ½� «¬¬ �«� ±½ ²� ¯��®�½�� � ²�½ ²� ¯��®�½�� v1v2 . . . ¯«±¯��¯ ²� ¬«�±É ��½�±±�½ �Ñ®¬¬�¯� ²� ��½�«�É � ²�½ ¯�� � ��� ¬�±��±É p Æ�®µ� � � ²� ¯� «µµ�¯ �½� «¬¬ �«�±½±½�½±�µÉ �·�½ ±½ v1v2 . . .
Ì® ²�½ � �É ²� ���½±±�½ �· up ·®½�±�½ � Æ� Æ ±µµ � >

«·��� ��±½ (n1 ·n3 · · · np+1) ±� �¯ « Á���Ë �· ¬�±��±É p «½� ½� � ��±½ «½É Á���Ë �· ¯� «µµ��¬�±��±É ±½ � �Æ��½ �º� ¯�� ²« σ ±¯ Æ ±½½±½ ·��� v Æ±² ±½±±«µ � �� ��É m ± ±¯ �½�®² � ½�� ²« ·���Á��É ¬µ«É vv1v2 . . . ·��� v ��¯¬ ��±½ σ ²��� ±¯ « ¯��®�½�� �· � �� ��±�¯ mm1m2 . . .
¯®�²

²« (v,m)(v1,m1)(v2,m2) . . .
±¯ « ¬µ«É ·��� (v,m) ��¯¬ ��±½ σ⊗ �

�º²��� ±¯ «µ¯� « ��½¯�®�±�½ ±½ ²� �¬¬�¯±� �±���±�½ � ¼ �����Éµ�¯¯ ¯�«�É σ ±½ G���½�¯ « � ����Éµ�¯¯ ¯�«�É σ⊗ ±½ G⊗ �É �
σ⊗(v,m) = {(v′, up(m,Ω(v))) : v′ ∈ σ(v)}

� �� ���� ��¥ ¥� � ��! �.�!/ ~n 5��)��� � (+ � G ()� �.�!/ + �+ �!/���� �#!(#��/ σ $ �! #* �
" �(/�! P " �$ σ �� (  �)) �)� �#!(#��/ $ !�+ v #* �) σ⊗ ��  �))�)� $ !�+ (v, (0, . . . , 0)) �) G⊗ "
 !��$ " Ñ®¬¬ �¯� ²« σ⊗ ±¯ ½� Æ ±½½±½ ·��� (v,m0)

Æ²��� ~m0 = (0, . . . , 0) � º²�½ ²��� ±¯ «
�½±� ¬«² (v, ~m0)(v1, ~m1)(v2, ~m2) . . . (vk+1, ~mk+1)

¯®�² ²« ~mk+1 = > � º²±¯ �«½ ²«¬¬ �½�½µÉ � ��«®¯� ~mk = (n1, n3, . . . , nq, . . .)
«½�

Ω(vk) = q � ± �� �� ²� ��®½�� ~mk+1
�Á����Æ ¯ �Ð� i � � ²� ¯� «µµ�¯ ±½��� ¯®�² ²« mi,p = np

� Æ²��� p = Ω(vi)
«½�

~mi =
(mi,1,mi,3, . . .)

� Ñ� Æ� «È� ²� � �¯ Á���Ë Æ²��� ²� ��®½�� ��«�²�¯ ²� � «Ë±� «µ Á«µ®� �½²� ¬ �¯±±�½ �����¯¬ �½�±½ � ²� ¬�±��±É �· ²� Á���Ë � À½µ±È� ±½ ²� ¬«�«�«¬² «� �Á� Æ��� ½� ���®±�� ²« «µµ ¯� «µµ�� ¬ �¯±±�½¯ ²«Á� � «Ë±� «µ Á«µ®�¯ � Ñ� p �«É � � �±����½ ·���
q � º«È� ²� µ«��¯ j < i ¯ � � Ω(vj)

±¯ � �² �Á�½ «½� µ�¯¯ ²«½ p ¸�� «È� j = −1 ±· ²��� ±¯½� ¯®�² Á���Ë ¾ � ÌÉ ���½±±�½ �· up ·®½�±�½ Æ� ²«Á� mj+1,p = 0 � ÌÉ ²� �²�±�� �· i � ±½«µµ � �� ��±�¯ ®¬ � i ½� ¬�¯±±�½ ��«�²�¯ ±¯ � «Ë±� «µ «µµ�Æ�� Á«µ®� � Ñ� �É ²� ���½±±�½�· up ·®½�±�½ � ²� Á«µ®� �½ ¬ �¯±±�½ p �«½ ±½���«¯� �½µÉ Æ²�½ Æ� ¯�� « Á���Ë �· ¬�±��±É
p � »�½�� � ²��� �®¯ �Ë ±¯ np + 1 � ��®���½��¯ �· Á��±��¯ �· ¬�±��±É p � �Æ��½ vj

«½�
vi

�¼¯ ²� «� � G ±¯ ~n ��®½��� � ¯�� � Á���Ë �®¯ � ��®� Æ ±�� � º²±¯ ±¯ « ��½�«�±�±�½ Æ ±²²� ·«� ²« vv1v2 . . . vk
±¯ « ¬µ«É ��¯¬ ��±½ σ � �½ ¯®�² « ¬µ«É ²��� �«½½� � � « µ��¬

²��®² « Á���Ë �· ��� ¬�±��±É p Æ±²�® « Á���Ë �· ¯� «µµ�� ¬�±��±É �½ ²±¯ µ� �¬ ¯±½�� σ±¯ Æ ±½½±½ �
�

� �� ���� ����£�¥ ���£��� � � � ��© ����	 ��� ��� ������ ��! �.�!/ ~n = (n1, n3, . . . , nd)()� $ �! �.�!/ ~n15��)��� � (+ � G #* �!� �� ( " �!+ ����.� �#!(#��/ �)
G ���)� + �+ �!/ M>(~n) "

 !��$ " Ð� σ⊗ � � ²� � «Ë±� «µ Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ ²� «� � G⊗ � º²±¯ ���½�¯ ±½ G
«

¯�«�É σ Æ±² � ����É M>(~n) � º²� ¯�«�É ±¯ Æ ±½½±½ �É Ð��� « � �� �Î �� � ¹� Æ«½ �¯²�Æ ²« ± ±¯ « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É� ��� ²±¯ Æ� «È� ¯�� � � ����Éµ�¯¯ Æ ±½½±½ ¯�«�É
σ1

±½ G
«½� ¯²�Æ ²« Beh(G, v0, σ1) ⊆ Beh(G, v0, σ) ·�� �Á��É v0 �º«È� v0v1 . . . ∈ Beh(G, v, σ1)

� ÌÉ Ð��� « � �� �Î �� � ²��� «�� � ����±�¯ ¯®�² ²«
(v0,m0)(v1,m1) . . . ∈ Beh(G⊗, (v,m), σ1

⊗)

Å�Ë � �É ²� � «Ë±� «µ±É �· σ⊗ � Æ� ²«Á� Beh(G⊗, (v,m), σ1
⊗) ⊆ Beh(G⊗, (v,m), σ⊗) ·���Á��É (v,m) � Ñ� � (v0,m0)(v1,m1) . . . ∈ Beh(G⊗, (v0,m0), σ

⊗) � � ±½«µµÉ� �É ²� ���½±±�½ �·
σ Æ� ²«Á� ²« v1v2 . . . ∈ Beh(G, v, σ)
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� �¥�£	 � º²� � ����É «¯ ���½�� «� �Á� ±¯ �¯¯�½±«µµÉ ½�²±½ ���� ²«½ « ����� ±½±¯±�«®�� «�½ «���¬±½ ¯��®�½��¯ ¯«±¯·É ±½ « ¬«�±É ��½�±±�½ � º²� ±�¬��«½ ¬ �±½ ±¯ ²«²±¯ «®�� «�½ ±¯ « ¯«·�É «®�� «�½ � Ã ±¯ Æ�µµ È½�Æ½ ²« ����� ±½±¯±� ¯«·�É «®�� ««�«½½� ����½±Ê� ²� µ«½®«� �· «µµ ²� ¯��®�½��¯ ¯«±¯·É±½ « ¬«�±É ��½�±±�½ �Î�Î� � ¹��Á����� � ²±¯ ¬���µ�� �É µ±� ±±½ ²� ½®���� �· ��� ¬�±��±±�¯ ²« �«½ «¬¬ �«� ±½ ²�¯��®�½�� Æ ±²�® « ¯� «µµ�� �Á�½ ¬�±��±É ±½ � �Æ��½ � � ²�� ¯�µ®±�½¯ «�� «µ¯� ¬ �¯¯±� µ�Æ ±² �²�� � ����±�¯ «½� �²�� ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«� ±�¯ �
� �� �� �� 9 �� <?:<?�?�=9= �;�� ; � :?<������? �=<9=?��?�
Ã½ ²� ¬��Á±�®¯ ¯��±�½ Æ� ²«Á� ¯��½ ²« ·�� �Á��É «� � G ²��� ±¯ « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É²« �«½ � � ��¬��¯�½�� «¯ ²� �±�¯ ¯�«�É ±½ G⊗ � º²� ¯±Ê� �· G⊗ ±¯ (|G| ·n1 ·n3 · · ·nd)

�²�½�� ± ±¯ �Ë¬ �½�½±«µ ±½ ²� ¯±Ê� �· G � Ñ� « � �¯  µ«½�� ± � «É ¯��� ²« Æ� ½��� ²±¯�®�² ¯¬«�� � ��¯��±� � « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É� ���®½«�µÉ ± ±¯ ½� ²� �«¯� � »��� Æ� Æ ±µµ¯²�Æ ²« « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É �«½ � � ����� ±½�� �É « ·®½�±�½ Max : V →M(~n) � ± �� �� «
·®½�±�½ «¯¯±½±½ �½� � ����É Á«µ®� � �«�² ½��� �º²� È�É ��¯��Á«±�½ ±¯ ²« ²� µ�Ë±���«¬²±� �����±½ �½ � ����±�¯ ±¯ «µ¯� « �¬ ��� ±¯Ï¯±Á�½�¯¯� �����±½ � ¹� ¯«É ²« ~m′ = (m′

1,m
′
3, . . . ,m

′
d)

±¯ ��2 � �� !(" *� (� �/ �+ (� ��! ²«½
~m = (m1,m3, . . . ,md)

� ��½��� ~m′ <L ~m � ±· ²��� ±¯ «
p ¯®�² ²« m′

p 6= mp
� «½�

m′
p < mp·�� ²� ¯� «µµ�¯ ¯®�²

p � ¹� �Ë�½� ²±¯ �����±½ �É Æ� ½�Æ �µ�� �½¯ ⊥
«½�

> Æ±²
⊥ <L ~m <L > ·�� �Á��É ~m ∈ M(~n) � º²�¯� Æ� �µ�� �½¯ ¯±½±·É ®½���½�� «½� �Á����Æ��¯¬ ��±Á�µÉ� °µ�� �½ > Æ«¯ «µ��«�É ±½���®��� ±½ ²� ¬��Á±�®¯ ¯��±�½ �
� �� �� �� ��¥ ¥� � ��! �.�!/ � (+ � G⊗ � �$ #* � " �(/�! P *(� (  �))�)� �#!(#�� / $ !�+ ( "���1
#��) (v, ~m) #* �) * � *(� (  �))�)� �#!(#��/ $ !�+ "���#��) (v, ~m′)

$ �! �.�!/ ~m′ <L ~m "
 !��$ " ��� ²� ¬���· ± ±¯ �½�®² � ��¯��Á� ²« up ·®½�±�½ ±¯ � �½��½±� � ± �� �� ·�� �Á��É¬�±��±É p � up(~m′, p) ≤L up(~m, p) ±· ~m′ ≤L ~m � Ã½ ¬«�±�®µ«� ·�� �Á����Æ ± � �«½¯ ²« � ±·
up(~m′, p) = >

«½�
~m′ <L ~m ²�½ up(~m, p) = > �

���� �«�² Á���Ë v � µ� Max (v) � � ²� <L
Ï¯®¬���®� �· «µµ ²� � ����±�¯ m ¯®�² ²«

(v,m) ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ±½ G⊗ � Ñ� � ±· ²��� ±¯ ½� ¯®�² � ����É ²�½ Max (v) = ⊥ �ÌÉ Ð��� « � �� �Î �� � Max (v) = ⊥ ±· «½� �½µÉ ±· v ±¯ ½� Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ±½ G � ÌÉ���½±±�½ � Max (v)
�«½ ½�Á�� � � > �¹� �«½ ®¯� Max (v) � � « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É� Ã ±¯ ���½�� �É �µµ±½ ·�� �Á��É v·�� Æ²±�² � ����±�¯ m ²� ¬ �¯±±�½ (v,m) ±¯ Æ ±½½±½ ±½ G⊗ � ¼¯ Max (v)  ±Á�¯ ²� �±�¯¯®�²

m � Æ� È½�Æ ²« (v,m) ±¯ Æ ±½½±½ ·�� �Ë«�µÉ ²�¯� m ²« «�� µ�Ë±���«¬²±�«µµÉ½� �±�� ²«½ Max (v) � Ñ� ±½ « Á���Ë v Æ±² � ����É m ≤L Max (v) ²� ¯�«�É ±¯
σ(m, v) = {v′ : up(m,Ω(v)) ≤L Max (v′)} �
� �� �
 � ��;< �=A��@ ����?�
»��� Æ� Æ ±µµ ��¯��±� � ²�Æ � ®¯� ²� ���®�±�½ ·��� G � G⊗ ±½ «µ��±²� ¯ ·�� ¯�µÁ±½¬«�±É «� �¯ � ± �� �� «µ��±²� ¯ ²« �½� ²� ¯� �· Á��±��¯ ·��� Æ²±�² ²� ¬µ«É�� P ²«¯ «
Æ ±½½±½ ¯�«�É�



�� ���� ��� � � ��� �	���� ����

¼ ¯±�¬µ� «µ��±²� ·�� ¯�µÁ ±½ «
~n ��®½��� «� � G ±¯ � ��½¯�®� G⊗ «½� ¯�µÁ� ²±¯¯«·�É «� � � º²±¯ �«½ � � ��½� �É «½É «µ��½«±½ ��«�²«�±µ±É «µ��±²� � º²� ¯±Ê� �· G⊗±¯ (|G| ·n1 ·n3 · · ·nd)

� Æ²��� np
±¯ ²� ½®�� �� �· Á��±��¯ �· ¬�±��±É p ±½ G � »�½�� � ²� ±� ����¬µ�Ë±É �· ²±¯ «µ��±²� ±¯ «¯ ��� «¯ ²� � �¯ È½�Æ½ ®¬¬ �� � �®½�¯ ·�� ¯�µÁ ±½ ¬«�±É

«� �¯ � º²� Æ�«È½�¯¯ �· ²±¯ «¬¬��«�² � ²�Æ�Á�� � ±¯ ²« « � ����É ½����� ·�� «µ��½«±½��«�²«�±µ±É «µ��±²� ±¯ ¬��¬ ��±�½«µ � ²� ¯±Ê� �· ²� «� � � «½� ²�½�� �Ë¬ �½�½±«µ ±½²� ½®���� �· ¬�±��±±�¯ �Ò� � « � ��� «¬¬��«�² ±¯ «Á«±µ«�µ� � º²� ±��« ±¯ � �«µ�®µ«� Max ·®½�±�½ ±½ « � ��� Ï®¬ Æ«É� Ì�·��� ¬��¯�½±½ ²� «µ��±²� Æ� ½��� � ���½� « ·®½�±�½ down � ��� « � ����É
m

«½� « ¬�±��±É p � Æ� ¬®
down(m, p) = max{m′ : up(m′, p) ≤ m}

»�½�� � ²� Á«µ®� �· down(m, p)
�«½ � � ⊥ ±· m = (0, . . . , 0) � Ã ±¯ �«¯É � �²��È ²«

down(m, p)
�«½ � � ���½�� ±½ « ¯±� ±µ«� Æ«É � up(m, p) �

down(m, p) =

{
m|p ±· p �Á�½
decp(m) ±· p ���

Æ²���
(m1, . . . ,mp)|

p = (m1, . . . ,mp, np+2, . . . , nd)

decp(m1, . . . ,md) =






(m1, . . . ,mp − 1, . . . ,md)
±· md > 0

decp−2(m1, . . . ,md)
±· mp = 0

«½�
p ≥ 3

⊥ �²��Æ ±¯�
º²� «µ��±²� �«µ�®µ«±½ ·®½�±�½ Max Æ±µµ Æ��È Æ ±² ²� «®Ë ±µ±«�É «¯¯±½� �½ F : V →
(M(~n) ∪ {⊥}) � Ã½ ±±«µµÉ Æ� ¬® F (v) = ~n ·�� �«�²

v � ���«µµ ²« ~n = (n1, n3, . . . , nd)
�¼·��Æ«��¯ � Æ� ¯«� « µ��¬ Æ��� Æ� �½� « Á���Ë v ¯®�² ²«

F (v) >L down(m′,Ω(v))

Æ²���
m′ =

{
max{F (v′) : v′ ¯®���¯¯�� �· v} ±· v ∈ VP

min{F (v′) : v′ ¯®���¯¯�� �· v} ±· v ∈ VE��� ¯®�²
v Æ� ¯� F (v) = down(m′,Ω(v))

«½� ��¬ �« ²� µ��¬ � ¹� ¯�¬ Æ²�½ Æ� �«½½�
�½� « Á���Ë Æ ±² ²� «� �Á� ¬��¬ ��É� ¹� ¯²�Æ � �µ�Æ ²« « ²� �½�

F (v) = Max (v) ·��«µµ Á��±��¯ v �
� �¥�£	 � º²� «µ��±²� ±¯ �®¯ « ���¬®«±�½ �· ²� ��«�¯ �Ë¬�±½ �· ¯�� � �¬ ��«���½ V → (M(~n) ∪ {⊥}) � º²� µ��� «¯ � �µ�Æ � «È� ± � ��� �Ë¬µ±�± �
� �� �� �� ��¥ ¥� � �$ F : V → (M(~n) ∪ {⊥}) �� �� * #*(# #* � .(�� � �$ )� .�!#�2  () 5�
�� !�(��� #* �) F (v) ≤L Max (v)

$ �! (� � .�!#� �� v "
 !��$ " Ã ±¯ �½�®² � ¯²�Æ ²« ·�� �Á��É v Æ±² F (v) 6= ⊥ ²� ¬ �¯±±�½ (v, F (v)) ±½ G⊗ ±¯Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P � º²� ��¯��Á«±�½ Æ� ½��� ±¯ ²« ±· F ±¯ «¯ ±½ ²� «¯¯®�¬±�½ �·²� µ��� « ²�½ ·�� �Á��É v ¯ � � F (v) 6= ⊥ Æ� ²«Á� �

• ±· v ∈ VP
²�½ ²��� �®¯ � � « ¯®���¯¯�� v′ Æ±² up(F (v),Ω(v)) ≤L F (v′) �



� �� � ���� 

�� ������
� 
� ���
�� ���� ��

• ±· v ∈ VE
²�½ ·�� «µµ ¯®���¯¯��¯ v′ �· v Æ� ²«Á� up(F (v),Ω(v)) ≤L F (v′) �

Å�Æ ²� ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P ±¯ � �²��¯� ±½ �Á��É v ∈ VP
« ¯®���¯¯�� v′ ¯®�² ²«

up(F (v),Ω(v)) ≤L F (v′) � ÌÉ ²� «� �Á� ²±¯ ±¯ ¬ �¯¯±� µ� ·�� �Á��É Á���Ë Æ ±² F (v) 6= ⊥ �º� ¯�� ²« ²±¯ ¯�«�É ±¯ Æ ±½½±½ «È� « ¬µ«É (v1,m1)(v2,m2) . . .
��¯¬ ��±½ ²� ¯�«�ÉÆ²��� m1 = F (v1) 6= ⊥ � À¯±½ ²� ¬��¬ ��É «� �Á� Æ� � �É ±½�®�±�½ �½ i ²« mi ≤L

F (vi)
� »�½�� � mi 6= > ·�� �Á��É i � Æ²±�² � �«½¯ ²« ²� ¬µ«É ±¯ Æ ±½½±½ �

�

� �� �� �� ��¥ ¥� � �$ #�! �( * �#�!(#��) �$ #* � (5�.� ���"  � *(.� F (v) ≥L Max (v)
$ �! (� �

.�!#� �� v "
 !��$ " º²� ¬���· ±¯ �É ±½�®�±�½ �½ ²� ½®�� �� �· ±��«±�½¯ � º²� ¯«�� �½ ±¯ �®�« ²� � � ±½½±½ Æ²�½ F (v) = ~n ·�� �Á��É v � ��� ²� ±½�®�±�½ ¯�¬ Æ� «¯¯®� � ²«
F (v) ≥L Max (v)

²�µ�¯ ·�� �Á��É v «½� Æ� �²��¯� �½� v ·�� Æ²±�² F (v)
�«½ � � �����«¯�� �Ñ®¬¬�¯� ²« Æ� ²«Á� �²�¯�½ v ∈ VP

«½� ± ±¯ � � � �����«¯�� � ¹� ½��� � ¯²�Æ ²«²� ½�Æ Á«µ®� �· F (v) ±¯ ¯±µµ ½� ¯� «µµ�� ²«½ Max (v) � Ã· Max (v) = ⊥ ²�½ Æ� «�� ��½� �
� ²��Æ ±¯� � «¯ Max (v) ±¯ « � �� ��É ²« ¯±µµ ®«�«½��¯ « Æ ±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P � Æ� È½�Æ²« v ²«¯ « ¯®���¯¯�� v′ Æ±² up(Max (v),Ω(v)) ≤L Max (v′) � ¼¬¬µÉ±½ down ·®½�±�½ �� �² ¯±��¯ Æ� � �

Max (v) ≤L down(up(Max (v),Ω(v)),Ω(v)) ≤L down(Max (v′),Ω(v))

º²� � �¯ ±½��®«µ±É ·�µµ�Æ ¯ �É ²� ¬��¬ ��É � m ≤L down(up(m, p), p) ·�� �Á��É m ∈M(~n) �º²� ¯���½� ±½��®«µ±É ·�µµ�Æ ¯ ·��� ²� � �½��½±�±É �· down � º²� ½�Æ Á«µ®� �· F (v) ±¯½� ¯� «µµ�� ²«½ down(F (v′),Ω(v)) � Ñ� Æ� «�� ��½� «¯
down(F (v′),Ω(v)) ≥L down(Max (v′),Ω(v)) ≥L Max (v)

º²� �«¯� ·�� v ∈ VE
±¯ ¯±� ±µ«� �

�

� �� �� �� ��£� ���£¤� � # #* � �)� �$ #* � (�� �!�#*+ F (v) = Max (v) "Ð� ®¯ �«µ�®µ«� ²� ���¬µ�Ë ±É �· ²� «µ��±²� � Ã �«½½� �� � ��� ²«½ ²«½ (|G| ·
n1 ·n3 · · · nd)

¯�¬¯ � º²±¯ ±¯ � ��«®¯� « �«�² ¯�¬ ²� F Á«µ®� �· ¯�� � ½��� ±¯ �����«¯�� «½�
²� Á«µ®� �· « ½��� �«½½� � � �����«¯�� � ��� ²«½ n1 ·n3 · · ·nd

±� �¯ � º²� «µ��±²� ®¯�¯µ±½�«� � ����É� «¯ ± ½���¯ � ¯��� �®¯ ²� �®���½ Á«µ®�¯ �· F «¯¯±½� �½ � º²±¯ � «�²�¯²� � �¯ È½�Æ½ ®¬¬ �� � �®½�¯ ·�� ¯�µÁ ±½ ¬«�±É «� �¯ �Î��� � º²� È½�Æ½ ®¬¬ �� � �®½�¬��¯�½µÉ È½�Æ½ ·�� ²� ¯�«�É ±�¬��Á�� �½ «µ��±²� �Î��� ±¯ «�®«µµÉ Æ��¯� � (n/d)d±½¯�«� �· (n/d)pd/2q �
� �� �� 8? �9=?> ;:?� :<;� �?� �
Ð�«�½±½ ·��� ²� �Ë¬ ��±�½�� �· �±¯���� ��½��µ ¯É½²�¯±¯ ²���É� ± ¯��� ¯ � � � « ���
±��« � ���¬«�� ¯�«� ±�¯ �É ���¬«�±½ ²� ¯�¯ �· � �²«Á±��¯ ²�É «µµ�Æ � ¼¯ Æ� ¬��Ï¯�½�� «� �Á� � ²��� «�� ¬«�±É «� �¯ Æ²��� ²��� ±¯ ½� Æ ±½½±½ ¯�«�É ²« «µµ�Æ ¯ «µµ ²�� �²«Á±��¯ �· «µµ ¬ �¯¯±� µ� Æ ±½½±½ ¯�«� ±�¯ ±½ ²� «� � � ³±Á�½ ²±¯ � Æ� ¬��¬ �¯� « � ���µ«Ë ½�±�½ �· ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É Æ²±�² ±¯ « ¯�«�É ²« «µµ�Æ ¯ «µµ ²� � �²«Á±��¯ �· «µµ



�� ���� ��� � � ��� �	���� ����

�����Éµ�¯¯ ¯�«� ±�¯ � ¹� ¯²�Æ ²« « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É �Ë±¯¯ ·�� �Á��É «� � «½� ²«²� «µ��±²� �½�±½ ± ²«¯ ½� Æ��¯� ���¬µ�Ë ±É ²«½ �®���½µÉ È½�Æ½ «µ��±²� ¯ ·�� «
¯±�¬µ�� ¬���µ�� �· ���±�±½ ±· ²��� ±¯ «½É Æ ±½½±½ ¯�«�É ·��� «  ±Á�½ Á���Ë � ¼�®«µµÉ�²� «µ��±²� Æ� ��«±½ ±¯ �Ë«�µÉ ²� ¯±½«®�� ±�¬��Á�� �½ «µ��±²� ¬��¯�½�� ±½ �Î��� �»�½�� � Æ� ¯²�Æ ²« ²±¯ «µ��±²� ���¬®�¯ � ��� ²«½ �®¯ « ¯� �· Æ ±½½±½ Á��±��¯ ¸«½�
¯�� � Æ ±½½±½ ¯�«�É¾ �º²��� «�� « µ�«¯ Æ� ±½���¯±½ �¬ �½ ¬���µ�� ¯ � º²� � �¯ ��½���½¯ ²� ¯±Ê� �· ¬ ��Ï� ±¯¯±Á� ¯�«�É� ¹� ²«Á� ¯²�Æ½ ²« ·�� «½ ~n = (n1, . . . , nd)

� �®½��� «� � ²��� ±¯ «
¯�«�É Æ ±² � ����É �· ¯±Ê� n1 ·n2 · · ·nd

� ¹� ��½ � È½�Æ½ Æ²�²�� ²��� �«½ � � « � ����É�· ¯� «µµ�� ¯±Ê� � ¼�®«µµÉ ±· ²��� Æ��� « � ����É �· ¯±Ê� ¬ �µÉ½�� ±«µ ±½ n1 + n2 + · · · + nd²�½ ± Æ�®µ�  ±Á� « ¶ºÃ¿° «µ��±²� ·�� ¯�µÁ ±½ ¬«�±É «� �¯ � �®� ���®�±�½ � ¯«·�É
«� �¯ ¯²�Æ ¯ ²« ²� �®�¯±�½ «� �® � ±½±� «µ � �� ��É ±¯ ��®±Á«µ�½ � ²� �®�¯±�½ «� �®«®�� «« �½ ±½�½±� Æ���¯ � º²� �«µ ±¯ � �½� « � ±½±� «µ «®�� «�½ «���¬±½ «µµ ¬«²¯²« «�� «�� ±�� �É ¯�� � � ����Éµ�¯¯ ¯�«�É ±½ ¯�� � ~nÏ� �®½��� «� � �º²� �²�� ¬���µ�� «µ¯� ��½���½¯ ���¬µ�Ë±É� ¹� ²«Á� ¯²�Æ½ ²« « ¬ ��� ±¯¯±Á� ¯�«�É±½ « «� � ±¯ ���½�� �É « ·®½�±�½ Max : V → (M(~n) ∪ ⊥) � º²±¯ ·®½�±�½ ±¯ ®½±�®� ·��«  ±Á�½ «� � � »�½�� � ±· Æ� Æ��� «�µ� � �²��È ±½ ¶ºÃ¿° ²« «  ±Á�½ ·®½�±�½ F : V →
(M(~n) ∪ ⊥) ±¯ �Ë «�µÉ ²� Max ·®½�±�½ ²�½ Æ� Æ�®µ� ¯²�Æ ²« ¯�µÁ ±½ ¬«�±É «� �¯ ±¯±½ À¶∩��ÏÀ¶ � º²±¯ Æ�®µ� � � ±½���¯±½ «¯ ²� È½�Æ½ «�®� �½¯ ·�� À¶∩��ÏÀ¶ ��®½�«�� ±½�±��� «½� � ²��®² �±¯��®½�� ¬«É�� «� �¯ �Î�� � Î��� �
� �� ^ plrefify � igt ylq pr
³«� �¯ «�� ®¯�� ±½ ²� ·�µµ�Æ ±½ �²«¬��¯ �  ±Á� ¯�� «½±�¯ � «®�� «« � Ã ·�µµ�Æ ¯ ²«� «½É ¬���·¯ ���®±�� ��½¯�®�±�½ �· Æ ±½½±½ ¯�«� ±�¯ ±½ ¯�� � «� �¯ ®½��� ²� ²É¬ �²�¯±¯²« Æ ±½½±½ ¯�«� ±�¯ �Ë ±¯ ±½ �²�� «� �¯ � Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� ��Á�µ�¬ ¯�Á��«µ ��µ¯ ²«²�µ¬ ®¯ ��±½ ¯� ±½ « � ��� ®½±·��� Æ«É� Ã½ �²�� Æ���¯ � Æ� «±� « ���½±½ � Æ±²±½ «� �²���É� « �½��«µ Á��«�®µ«�É «½� ¬���· ��²½±�®�¯ ²« �«½ � � ®¯�� µ«�� Æ²�½ «� �¯ «��®¯�� «¯ « ¯�� «½±�«µ � �µ ±½ «®�� «« ¸«½� �Ë�� ¬ �±½¾ ²���É�¿��� ¯¬ ��±��«µµÉ� ±½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� ¯®�É ¯�Á��«µ ½�±�½¯ �· ¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ � �ÏÆ��½ «� �¯ ²« ¯�� �²�Æ �Ë�½� ±½ « �«�È «½� ·��² Æ«É ²� ¯«½�«�� ½�±�½ �· �«¬²
¯±�®µ«±�½¯ � º²�É  ±Á� ¯®- �±�½ ��½�±±�½ � �½¯®�� ²� �Ë ±¯�½�� �· Æ ±½½±½ ¯�«� ±�¯ ±½²� ¯±�®µ«�� «� �¯ ·��� �Ë±¯�½�� �· Æ ±½½±½ ¯�«� ±�¯ ±½ ²� ¯±�®µ«±½ «� �¯ �º²� ¯±�¬µ�¯ ���½±±�½ � �«µµ�� «¯É½�²��½�®¯ ¯±�®µ«±�½ � �Ë�½�¯ « ¯±� ±µ«� ½�±�½ ��Ï
�½�� ±½ �� Î � Î��� � ±½�½±� ¬µ«É¯ � Ñ®�² «½ �Ë�½¯±�½ ²«Á� «µ¯� � ��½ ��½¯±����� ±½ �Î��� �Ð«�� ±½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� «µ¯� ���½� « ½�±�½ �· ¯É½�²��½�®¯ ¯±�®µ«±�½ � � �±½ ���� ¯±� Ï¬µ� � ®½���¯«½� «µ²�®² Æ�«È�� ±½ ±¯ �«¬«�±É � ��µ«� «� �¯ � ± ±¯ ²� � �¯ �����½µÉ®¯�� ¬���· ��²½±�®�¯ ±½ ²� ��� «±½��� �· ²� �Ë �Ð«¯ � Æ� «µ¯� ���½� « � �¯ �½��«µ ½�±�½ �«µµ�� �½��«µ±Ê�� ¯±�®µ«±�½ � Ã ±¯ ¯�±�µÉ� ��� ¬ �Æ��·®µ ²«½ «¯É½�²��½�®¯ ¯±�®µ«±�½ �
� �
 �� � �	�@A<;�;�� �9� ? ���� �9= �;��
¼¯É½�²��½�®¯ «� � ¯±�®µ«±�½¯ «�� ���½�� � �¯ ��½Á�½±�½µÉ �É � �«½¯ �· Æ ±½½±½ ¯�«�Ï
 ±�¯ ±½ Æ²« Æ� �«µµ�� « ¯±�®µ«±�½ «� � ¬���®� �



� �� � �����
� � �
�� ���� � Î

� �� ����  ��� �� ��� �� �¥���� ��� ¦£�©��� �� ³±Á�½ Æ� «� �¯
G1 = 〈V G1

P , V G1
E , T G1

P , T G1
E ,AccG1〉

«½�
G2 = 〈V G2

P , V G2
E , T G2

P , T G2
E ,AccG2〉

²� ��+��(#��) " !��� # G1 E
P G2
±¯ ���½�� � � � ²� «� �

G1 E
P G2 = 〈VP , VE , TP , TE ,Acc〉

Æ±² ¯� �· P Ï¬ �¯±±�½¯ V G
P = V G1

E ×V G2
P

� ¯� �· EÏ¬ �¯±±�½¯ V G
E = (V G1

P ×V G2
P )∪(V G1

E ×V G2
E ) �¯�¯ �· � �Á�¯ ���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ �

Î � TP
±¯ ²� ¯� �· «µµ ¬«±�¯ ((u1, u2), (v1, v2)) ∈ VP × VE

¯®�² ²« �±²�� �
¸«¾ (E,P ) → (P,P ) ��Á�¯ � (u1, v1) ∈ T G1

E

«½�
u2 = v2

�
¸� ¾ �� (E,P ) → (E,E) ��Á�¯ � u1 = v1

«½�
(u2, v2) ∈ T G2

P
�

� � TE
±¯ ²� ¯� �· «µµ ¬«±�¯ ((u1, u2), (v1, v2)) ∈ VE × VP

¯®�² ²« �±²�� �
¸«¾ (P,P ) → (E,P ) ��Á�¯ � (u1, v1) ∈ T G1

P

«½�
u2 = v2

�
¸� ¾ �� (E,E) → (E,P ) ��Á�¯ � u1 = v1

«½�
(u2, v2) ∈ T G2

E
�

«½� Æ ±½½±½ ��½�±±�½ Acc
«¯ ²� ¯� �· «µµ ±½�½±� Æ���¯ p ∈ V G

1
¯®�² ²« �  ±Á�½ p1 =

view(π1(p))
«½�

p2 = view(π2(p))
±· p1

±¯ Æ ±½½±½ ·�� P ²�½ p2
±¯ Æ ±½½±½ ·�� P �¼½ (�/) *!�)��� � (+ � ��+��(#��) ·��� ²� «� � G1

±½ ¬ �¯±±�½ v1
� ²� «� � G2±½ ¬ �¯±±�½ v2

±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ «� � G1 E
P G2
·��� ¬�¯±±�½ (v1, v2)

� ¹� Æ�±�
G1, v1 E
P G2, v2

Æ²�½ ²��� ±¯ ¯®�² « «� � ¯±�®µ«±�½ �
� �� ���� ��¥ ¥� �����©��§§�� �$ G1, v1 E
P G2, v2

()� �$ v1 ��  �))�)� $ �! " �(/�! P �)
#* � � (+ � G1

 !��" " v2 ��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! E �) G2
! #* �) v2 ��  �))�)� $ �! #* � " �(/�!

P �) #* � � (+ � G2
 !��" " v1 ��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! E �) #* � � (+ � G1

! "
 !��$ " ¼¯¯®� � G1, v1 E
P G2, v2

� ÌÉ �®«µ±É «½� «� � ����� ±½«�É� ± ±¯ ¯®- �±�½ ���½¯±��� �½µÉ ²� �«¯� Æ²�½ v1 ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ±½ G1
�Ð� G1 E
P G2 = 〈VP , VE , TP , TE ,Acc〉

� � ²� ¯±�®µ«±�½ «� � ¬���®� � µ�
ϕ : V ∗.VP → VE

Æ±² V ¯«½�±½ ·�� VP ∪ VE
� � � « ¸����� ±½±¯±�¾ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P ±½ G1 E
P G2Æ±½½±½ ·��� ¬�¯±±�½ (v1, v2)
�Ð� σ1

� � « ¸����� ±½±¯±�¾ Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� ±½ ²� «� � G1
·��� ¬�¯±Ï±�½ v1 ���� �Á��É ¸����� ±½±¯±�¾ ��®½�� ¯�«�É τ2 ·�� ²� ¬µ«É�� E ±½ ²� «� � G2
Æ� ���½���®½�� ¯�«�É σ1 ⊗ τ2

·�� ²� ¬µ«É�� E ±½ ²� «� � G1 E
P G2
«¯ ·�µµ�Æ ¯ � ·�� �Á��É

p ∈ V ∗ «½� �Á��É (u1, u2) ∈ VE
�

Î � (P,P ) → (E,P ) ��Á� �±· (u1, u2) ∈ V
G1
P × V G2

P
²�½ σ1 ⊗ τ2(p.(u1, u2)) = (σ1(view(π1(p).u1)), u2)� � (E,E) → (E,P ) ��Á� �±· (u1, u2) ∈ V

G1
E × V G2

E
²�½ σ1 ⊗ τ2(p.(u1, u2)) = (u1, τ2(view(π2(p).u2)))



�� ���� ��� � � ��� �	���� ����

��¯��Á� ²« ¯�«�É σ1 ⊗ τ2
±¯ ����� ±½±¯±� �

¹� ���½� ²�½ « ¸����� ±½±¯±�¾ ¯�«�É Æ ±² ¸¬ �¯¯±� µÉ ±½�½±�¾ � �� ��É σ2
·�� ²�¬µ«É�� P ±½ ²� «� � G2

«¯ ·�µµ�Æ ¯ � ¿����É M ±¯ ���½�� � � � P(V +) � ± �� � �½±�¬µ«É¯ ±½ «� � G1 E
P G2
� À¬�«� ·®½�±�½ up : M × V G2 → M

«½� �²�±�� ·®½�±�½
c : M × V G2

P → V G2
E

«�� ���½�� � �µ�Æ � �É ±½�®�±�½ �Á�� ²� µ�½² �· ¬µ«É¯ ²� ��®½��¯�«�É «µµ�Æ ¯ � ±½ ¯®�² « Æ«É ²« ²� ·�µµ�Æ ±½ ±½Á«�±«½ ±¯ ¯«±¯��� �
¸Ã¾ ·�� �Á��É ��®½�� ¯�«�É τ2

±½ ²� «� � G2
� ·�� �Á��É �½±� ¬µ«É¯ p2 ∈

σ2 ∗ τ2(v2)
�  ±Á�½ p = up∗(p2)

¸²� � ����É Á«µ®� «·�� ¬µ«É±½ p2
·�µµ�Æ ±½¯�«�É σ2

¾ � p ∈ ϕ ∗ (σ1 ⊗ τ2)
«½�

p2 = view(π2(p))
�

º²±¯ ±¯ ��½� «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ��� ±½ ±±«µ � �� ��É m0
� Æ� ¬® m0 = (v1, v2)

� ��Á±�®¯µÉ�±½Á«�±«½ (I) ±¯ ¯«±¯��� Æ ±² p2 = v2
�

¼¯¯®� � ²« � ·�� «  ±Á�½ ��®½�� ¯�«�É τ2 ±½ ²� «� � G2
� Æ� ²«Á� ��«�²�� « ¬µ«É�· ²� ·��� p2.u2 ∈ σ2 ∗ τ2(v2)

Æ±² p2 ∈ (V G2)∗
«½�

u2 ∈ V G2 � ¯®�² ²« ¸Ã¾ ±¯ ¯«±¯��� �± �� �  ±Á�½ up∗(p2.u2)
�· ²� ·��� p.(u1, u2)

Æ±² p ∈ V ∗ «½�
(u1, u2) ∈ V � Æ� ²«Á�

p.(u1, u2) ∈ ϕ ∗ (σ1 ⊗ τ2)(v1, v2)
«½�

p2.u2 = view(π2(p.(u1, u2)))
� Å�Æ � Æ� �«¯�¯ ²«Á� �� � ��½¯±����� �

º²� � �¯ �«¯� � Æ²�½ u2 ∈ V G2
E

� ±¯ �«¯É� ÌÉ ���½±±�½ �· G1 E
P G2
� ²±¯ ±�¬µ±�¯ ²«

u1 ∈ V G1
E

¸²�½��·��² (u1, u2) ∈ VE
� Ã· τ2(p2.u2)

±¯ ®½���½�� � ²� ±½�®�±�½ ±¯ �Á�� ¸²�¬µ«É�� E µ�¯�¯¾ � � ²��Æ ±¯� �  ±Á�½ u′2 = τ2(p2.u2)
� �É ���½±±�½ σ1⊗τ2(p.(u1, u2)) = (u1, u

′
2)«½� Æ� ¬® up(p.(u1, u2), u

′
2) = p.(u1, u2).(u1, u

′
2)

� Ã½Á«�±«½ I ±¯ ¯±µµ ¯«±¯��� �
º²� ��� «±½±½ �«¯� � Æ²�½ u2 ∈ V G2

P
� ±¯ � ��� ��²½±�«µ «½� ��«±µ�� � �µ�Æ �

Ð� p′ � � « � «Ë±� «µ ¬µ«É ¯®�² ²« p.(u1, u2).p
′ ∈ ϕ ∗ (σ1 ⊗ τ2)(v1, v2)

«½� ¯®�² ²«
view(π2(p

′)) = u2
� ± �� � « � «Ë±� «µ «� �½ ²� ¬µ«É¯ ¯®�² ²« � ·��� ¬�¯±±�½ (u1, u2)

� Æ²±µ�¬µ«É±½ p′ � ½� � �Á� ±¯ � «�� �½ ²� G2
¯±�� �· ²� «� � G1 E
P G2

�
¹� � �¯ �µ«±� ²« p′ ±¯ �½±� � � ²��Æ ±¯� p.(u1, u2).p

′ ±¯ ±½�½±� «½� ²®¯ � «Ë±� «µ ±½
ϕ ∗ (σ1 ⊗ τ2)(v1, v2)

� Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« p.(u1, u2).p
′ ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ¸¯±½�� ϕ ±¯Æ ±½½±½ ·��� ¬�¯±±�½ (v1, v2)

¾ Æ²±�² ��½�«�±�¯ ²� ·«� ²« view(π2(p.(u1, u2).p
′)) ±¯

�½±� «½� ²®¯ µ� �¯±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ¸¯±½�� u1 ∈ V G1
P

¾ Æ²±µ� view(π1(p.(u1, u2).p
′)) ±¯±½�½±� «½� ²®¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ¸¯±½�� σ1

±¯ Æ ±½½±½ ·��� ¬ �¯±±�½ v1 ¾ �¹� �µ«±� ½�Ë ²« p′ �½�¯ ±½ « ¬ �¯±±�½ ±½ VP
� � ²��Æ ±¯� � ± �½�¯ ±½ « ¬ �¯±±�½±½ V G1

P × V G2
P

Æ²±µ� σ1(view(π1(p.(u1, u2).p
′)) ±¯ ���½�� ¸¯±½�� σ1

±¯ Æ ±½½±½ ¾ ²�½��·��²
σ1 ⊗ τ2(p.(u, v).p

′) ±¯ «µ¯� ���½�� Æ²±�² ��½�«�±� ²� � «Ë±� «µ±É ²É¬ �²�¯±¯ �Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« ϕ(p.(u1, u2).p
′) ±¯ ���½�� ¸¯±½�� ϕ ±¯ Æ ±½½±½ ¾ «½� � �����Á�� �  ±Á�½

u′2 = π2(ϕ(p.(u1, u2).p
′) Æ� �µ«±� ²« (u2, u

′
2) ∈ T G1

P
� ± �� � ϕ ���½�¯ « � �Á� ±½ ²� G2

¯±���· ²� ¯±�®µ«±�½ «� � � Ã½ ·«� � ±· ² ±¯ ±¯ ½� ²� �«¯� � ± � �«½¯ ²« ϕ ���½�¯ « � �Á� ±½²� G1
¯±�� �· ²� ¯±�®µ«±�½ «� � Æ²±�² � ««±½ � ��½�«�±�¯ ²� � «Ë±� «µ±É ²É¬ �²�¯±¯ �Å�Æ � Æ� ¬® c(p.(u1, u2), u2) = u′2

«½�
up(p.(u1, u2), u

′
2) = p.(u1, u2).p

′.ϕ(p.(u1, u2).p
′) �ÌÉ ��½¯�®�±�½ � ²±¯ ±¯ « Æ�µµ ���½�� � �Á� � «½� ±½Á«�±«½ I ±¯ ¯±µµ ¯«±¯��� �

Ã ��� «±½¯ � ¬��Á� ²« σ2
«¯ ���½�� �É m0

� up
«½�

c
«� �Á� ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É��

P ·��� ¬ �¯±±�½ v2 � Ð� τ2 � � « ��®½�� ¯�«�É «½� µ� p2
� � « � «Ë±� «µ ¬µ«É σ2 ∗ τ2(v2)

�¹ ²�½ p2
±¯ �½±� � Æ� �µ«±� ²« p2

�½�¯ ±½ V G2
E

� � ²��Æ ±¯� � p2
�½�¯ ±½ V G2

P
Æ±² σ2(p2)®½���½�� � Ñ±½�� � �² σ1

«½�
ϕ

«�� Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ²±¯ ±¯ ±�¬�¯¯±� µ� «¯ ¯²�Æ½�É ²� «�®� �½¯ «� �Á� ���½±½ σ2
±½ ²±¯ �«¯� �
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� � �
�� ���� ��

¹ ²�½ p2
±¯ ±½�½±� � ²� ±½Á«�±«½ ¬��¬ ��±�¯ ¸Ã¾ �µµ¯ ®¯ ²« ²��� ±¯ « ®½±�®� ±½�½±� ¬µ«É

p ∈ ϕ∗(σ1⊗τ2)(v1, v2)
¯®�² ²« � ·�� �«�² �½±� ¬���Ë p′2 �· p2

�  ±Á�½ p′ = view(π2(up(p′2)))
�

p′ ±¯ « ¬���Ë �· p Æ±² p2 = view(π2(p))
� º²±¯ �µµ¯ ®¯ ²« p2 = view(π2(p))

� Å�Æ �  ±Á�½
p1 = view(π1(p))

Æ� È½�Æ ²« � �² p1
±¯ Æ ±½½±½ ¸�É ���½±±�½ �· ¯�«�É σ1 ⊗ τ2

Æ±²
σ1

Æ±½½±½ ¾ «½�
p ±¯ Æ ±½½±½ ¸¯±½�� ϕ ±¯ Æ ±½½±½ ¾ ²�½��·��² � �É ���½±±�½ �· ²� Æ ±½½±½��½�±±�½ ±½ G1 E
P G2

� p2
±¯ «µ¯� Æ ±½½±½ �

�

� �¥�£	 � Ã½ ²� ��½¯�®�±�½ �· ¯�«�É σ2
«� �Á� � ¸¯�� � ¯®�«� � �· ¾ ²� «� � G1

«�¯µ±È� « «®�� «�½ µ±È� ��Á±�� ²« È��¬ «µµ ±½·��� «±�½ ½����� ·�� ²� ¬µ«É�� P � ���½��®¯�«½� Æ ±½ Æ ±² ¯�«�É σ2
� º²±¯ ±�¬µ±�¯ � ±½ ¬«�±�®µ«� � ²« �Á�½ ±· σ1

±¯ « � �� ��Éµ�¯¯¯�«�É� ¯�«�É σ2
�«É ¯±µµ ���®±�� ¯�� � � ����É�

��¯��Á� «µ¯� ²« σ2
±¯ ½� ®½±�®�µÉ ¸½�� �Á�½ �«½�½±�«µµÉ ¾ ���½�� � Ã½ ·«� � ±½ ¬��¯�½���· « ¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ ·��� G1

� G2
� ²��� «�� � «½É Æ«É¯ � ¯±�®µ«� ¬µ«É¯ ±½ G2

�É� �«½¯ �· ¬µ«É¯ ±½ G1
�

� �
 �� �	�@A<;�;�� �9� ? � ;<:A ��� � 9�> ���� �9= �;��
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � ¯�� �²�Æ � Æ� �Ë�½� ²� ½�±�½ �· �«¬² � ��¬²±¯� ¯ � «� �¯ � Ä�±½¯� � Æ� ����Á�� « ��¯�±��� ½�±�½ �· «¯É½�²��½�®¯ «� � ¯±�®µ«±�½ �«µµ�� ¯É½�²��½�®¯¯±�®µ«±�½ ��� �
� �� �� ��  ��� �� ��� ��¤���£����§ ��¥� ¥�£¦� �§¥ §�� ³±Á�½ Æ� «� �¯

G1 = 〈V G1
P , V G1

E , T G1
P , T G1

E ,AccG1〉

«½�
G2 = 〈V G2

P , V G2
E , T G2

P , T G2
E ,AccG2〉«

P 1+ �!" *��+ ·��� G1
� G2

±¯ « ��µ«±�½ R ⊆ V G1 × V G2 ¯®�² ²« �
Î � R(V G1

P ) ⊆ V G2
P

�
� � R(V G1

E ) ⊆ V G2
E

�
� � T G2

E ◦R ⊆ R−1◦T G1
E

� ± �� � ·�� �Á��É (u1, u2) ∈ R∩(V G1
E ×V G2

E ) � ·�� �Á��É v2 ∈ V G2
P

¯®�²
²« (u2, v2) ∈ T

G2
E

²��� �Ë ±¯¯ v1 ∈ V G1
P

¯®�² ²« (u1, v1) ∈ T G1
E

«½�
(v1, v2) ∈ R �

� � T G1
P ◦R−1 ⊆ R◦T G2

P
� ± �� � ·�� �Á��É (u1, u2) ∈ R∩(V G1

P ×V G2
P ) � ·�� �Á��É v1 ∈ V G2

E
¯®�²

²« (u1, v1) ∈ T
G1
P

²��� �Ë ±¯¯ v2 ∈ V G2 ¯®�² ²« (u2, v2) ∈ T G2
P

«½�
(v1, v2) ∈ R �

� � R(AccG1) ⊆ AccG2 �
¼ «� � E 1+ �!" *��+ ·��� G1

� G2
±¯ «

P Ï� ��¬²±¯� ·��� G1
� G2

�¼ «� � PE 1+ �!" *��+ ±¯ «
P Ï� ��¬²±¯� ²« ±¯ «µ¯� «½ EÏ� ��¬²±¯� �

� �¥�£	 � ��¯��Á� ²« «
PEÏ� ��¬²±¯� ±¯ « �±¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ �

��¯��Á� «µ¯� ²« �½ EÏ����� ±½±¯±� «� �¯ ¸��¯¬ � �½ P Ï����� ±½±¯±� «� �¯¾ P Ï� ��¬²±¯� ¯ ¸��¯¬ � EÏ� ��¬²±¯� ¯¾ «�� �®¯ ¯«½�«�� �«¬² ¯±�®µ«±�½¯ � �Æ��½ ²� ®½Ï���µÉ±½ «� � �«¬²¯ �
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� �� �� �� ��¥ ¥� � �$ #* �!� �� ( P 1+ �!" *��+  !��" " ( E 1+ �!" *��+!
R : G1 → G2

#* �) � $ �!
�.�!/ "���#��) (v1, v2) ∈ R

�
G2, v2 E
P G1, v1

 !��" " G1, v1 E
P G2, v2
! " �) "(!#� ��(!� �$ R�� ( PE 1+ �!" *��+ �

v1
��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! P �) � (+ � G1

�$ ()� �) �/ �$ v2 ��  �))�)�$ �! #* � " �(/�! P �) � (+ � G2 "
 !��$ " ÌÉ ¯É����É� ± ±¯ ¯®- �±�½ � ¬��Á� ²� P Ï� ��¬²±¯� �«¯� � Ð� R : G1 → G2

� �«
P Ï� ��¬²±¯� � ¹� ���½� ¯�«�É ϕ ±½ G1 E
P G2

«¯ ·�µµ�Æ ¯ � º²� ±½±±«µ ¬ �¯±±�½¯ Æ���½¯±��� «�� ±½ R � Ñ�«�É ϕ ±¯ ²�½ ���½�� «µ� �¯ ¬ �¯±±�½«µ ±½ ²� ¯�½¯� ²« ± �½µÉ��¬ �½�¯ �½ ²� µ«¯ Æ� ¬ �¯±±�½¯ ��«�²�� ±½ « �½±� ¬µ«É �½�±½ ±½ « ¬ �¯±±�½ P �¿��� ¬���±¯�µÉ� ·�� �Á��É ¬ �¯±±�½ u = (u1, u2) ∈ R � Æ� ���½� ϕ «¯ ·�µµ�Æ ¯ �
Î � ±· (u1, u2) ∈ V G1

P × V G2
P

� ·�� �Á��É u′1 ∈ T G1
P (u1)

� Æ� ²«Á� (u2, u
′
1) ∈ T G1

P ◦R−1 ²�½��
(u2, u

′
1) ∈ R◦T G2

P
� ±½ �²�� Æ���¯ � ²��� �Ë±¯¯ u′2 ∈ T G2

P (u2)
¯®�² ²« (u′1, u

′
2) ∈ R

� ¯� �«·�� ²� (P,P ) → (E,P ) ��Á� (u1, u2) → (u′1, u2)
� Æ� �«½ ���½� ϕ((u1, u2).(u

′
1, u2))� � � (u′1, u

′
2)

«½� ²±¯ ±¯ « Æ�µµÏ���½�� (E,P ) → (E,E) ��Á� �
� � ±· (u1, u2) ∈ V G1

E × V G2
E

� ·�� �Á��É u′2 ∈ T G2
P (u2)

� Æ� ²«Á� (u1, u
′
2) ∈ T G2

P ◦ R²�½�� (u1, u
′
2) ∈ R−1 ◦ T G1

P
� ±½ �²�� Æ���¯ � ²��� �Ë±¯¯ u′1 ∈ T G1

P (u1)
¯®�² ²«

(u′1, u
′
2) ∈ R � ¯� � «·�� ²� (E,E) → (E,P ) ��Á� (u1, u2) → (u1, u

′
2)

� Æ� �«½ ���½�
ϕ((u1, u2).(u1, u

′
2))

� � � (u′1, u
′
2)

«½� ²±¯ ±¯ « Æ�µµÏ���½�� (E,P ) → (P,P ) ��Á� �
�½� �«½ �«¯±µÉ �²��È ²« ϕ ���½�� ±½ ¯®�² « Æ«É ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ G1 E
P G2

� Ã½·«� � ·��� « ¬�¯±±�½ (v1, v2) ∈ R � �É ��½¯�®�±�½ � « � «Ë±� «µ �½±� ¬µ«É �«½ �½µÉ �½�¯ ±½¬µ«É�� E ¬�¯±±�½ «½� ²®¯ ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P � � ²��Æ ±¯� � p ±¯ ±½�½±� � «½� � �É��½¯�®�±�½ �  ±Á�½ p1 = view(π1(p))
«½�

p2 = view(π2(p))
Æ� ²«Á� p1 ∈ R(p2)

²�½�� ±·
p1 ∈ Acc1

� p2 ∈ R(Acc1)
²�½�� p1 ∈ Acc2

²�½�� p ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P �
�º²� «� �Á� ��½¯�®�±�½ ¯®�¯ ²� ·�µµ�Æ ±½ ���½±±�½ �

� �� �� ��  ��� �� ��� ��¤���£ � ��¥� § �¥���� ���§�� Ã½ ²� ¯±�®µ«±�½ «� � G1 E
P G2« «� � ¯±�®µ«±�½ ϕ ±¯ « �/) *!�)��� � (+ � ��+��(#��) Æ²�½ �Á��É (P,P ) → (E,P ) ��Á�¸��¯¬ � �Á��É (E,E) → (E,P ) ��Á�¾ � «�� �É ²� ¬µ«É�� E ±¯ ½���¯¯«�±µÉ ·�µµ�Æ�� �É «
(E,P ) → (E,E) ��Á� ¸��¯¬ � «

(E,P ) → (P,P ) ��Á� � «�� �É ²� ¬µ«É�� P �¹� Æ�±� G1, v1 P
E
s G2, v2

²� �Ë ±¯�½�� �· « ¯É½�²��½�®¯ «� � ¯±�®µ«±�½ ·��� ¬�¯±Ï±�½ (v1, v2)
�

Ã½ �²�� Æ���¯ � « ¯É½�²��½�®¯ «� � ¯±�®µ«±�½ ·��� ²� «� � G1
� ²� «� � G2

� ±¯« ¯±�®µ«±�½ ���½�� �É ²� ¬µ«É�� P ±½ ²� «� � G1 E
P G2
Æ²��� ²� ¬µ«É�� P «µÆ«É¯«½¯Æ�� � « ¬µ«É�� E ��Á� ±½ « �½� �· ²� ���¬ �½�½ «� � �É « � �Á� ±½ ²� �²�����¬�½�½ «� � �Å�±�½¯ �· P Ï� ��¬²±¯� «½�

EÏ� ��¬²±¯� �«¬®�� ¯É½�²��½�®¯ «� � ¯±�®µ«±�½ ±½ ²�·�µµ�Æ ±½ ¯�½¯� �
� �� �� �� ����£�¥ � �*�!� �� ( �/) *!�)��� � (+ � ��+��(#��)

G1, v1 P
E
s G2, v2

�$ ()� �)�/ �$ #* �!� �� ( � (+ � G ()� ( " ���#��) v ∈ G �� * #*(# #* �!� �� ( P 1+ �!" *��+ ϕP$ !�+ G1, v1
#� G, v ()� ( E 1+ �!" *��+ ϕE

$ !�+ G2, v2
#� G, v "
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 !��$ " º«È� ·�� ²� «� � G ²� ¯®�«� � �· G1 E
P G2
±½�®��¯ �É ²� ¯É½�²��½�®¯ ¯±�®Ïµ«±�½ ��µ«±�½ ��µ«±½ v1 � v2 � º²�½ ���¬²±¯� ¯ «�� ���½�� �É ¬��� ��±�½¯ �

�¼ ¯±�¬µ� «¬¬µ±�«±�½ �· PEÏ� ��¬²±¯� ±¯ � ¯�µÁ� ��®µ«� «� �¯ �É � �«½¯ �· « ���®�±�½ ���¯��±� �� � �µ�Æ � � ¬«�±É «� �¯ �Ð� G = 〈VP , VE , T,Acc
� � « �½±� ��®µ«� «� � � Ñ±½�� Acc ±¯ ωÏ��®µ«� � ²��� �Ë±¯¯ «

�½±� ����� ±½±¯±� ¬«�±É «®�� «�½ A = 〈Q,V G , q0, δ,Ω〉 ¯®�² ²« L(A) = Acc �Ð� ���½� ¬«�±É «� � A◦ G = 〈V ′
P , V

′
E , T

′,Ω′〉 �É «È±½ V ′
P = Q× VP

� V ′
E = Q× VE

�
T ′ = {((q, u), (p, v)) ∈ (V ′

P ×V ′
E)∪(V ′

E ×V ′
P ) : (u, v) ∈ T, p = δ(q, u)} � «½�

Ω′(q, v) = Ω(q) �
� �� �� �� ����£�¥ �� �����£ �� ¦�£ ��¤ ���© ��� � "���#��) v ��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! P�) #* � � (+ � G �$ ()� �)�/ �$ #* � "���#��) (q0, v)

��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! P �) #* � � (+ �
A ◦ G "
 !��$ " Ð� R ⊆ V A◦G × V G ���½�� «¯ ²� ¯� �· ¬«±� {((q, v), v) : q ∈ Q, v ∈ V G} � �½��«½ �«¯±µÉ �²��È ²« ²±¯ ±¯ «

PEÏ� ��¬²±¯� ²�½�� Ð��� « � �� �� �� «¬¬µ±�¯ �
�

� �
 �
 �?�?<9 ���?> �9� ? ���� �9= �;��
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� Æ«½ � �½��«µ±Ê� ²� ½�±�½ �· ¯±�®µ«±�½ ¯� ²« ± � «É ��µ«� � ���¬ �¯±±�½¯ ±½ «� �¯ � º²�®² ���½«�µ� ±½ ²� � �¯ �½��«µ �«¯� �· «��±�«�É «� �¯ � ²±¯½�±�½ ±¯ � ��� �«¯±µÉ ���½«�µ� �½ ¬«�±É «� �¯ Æ²��� ²� ¬ �¯¯±� µ� ��¯�±�±�½ � ¬ �¯±±�½«µ¯�«� ±�¯ ��½¯±���«�µÉ ¯±�¬µ±��¯ ���½±±�½¯ «½� ¬���·¯ �
� �� �� ��  ��� �� ��� � ���¤�© ��¥� �� ³±Á�½ « ¬«�±É «� � G = 〈VP , VE , TP , TE ,Acc〉Æ� ���½� ²� E 1���(/�� � (+ � E(G) = 〈V ′

P , V
′
E , T

′
P , T

′
E ,Acc

′〉
«¯ ·�µµ�Æ ¯ �

Î � V ′
P = P(VE .VP ∪ VP .VE)/V ′

E
�

� � V ′
E = P(VP .VE) �

� � T ′
P

±¯ ²� ¯� �· � �Á�¯ �· ²� ·��� (U, V ) ∈ V ′
P × V ′

E
¯®�² ²« ²��� ±¯ « � «¬¬±½

c : U ∩ VE .VP → V ¯®�² ²« � ·�� �Á��É u1.v1 ∈ U ∩ VE.VP
� (v1, c(u1.v1)) ∈ TP

«½�
V = {v1.c(u1.v1) ∈ VP .VE : u1.v1 ∈ U ∩ VE .VP } ∪ (U ∩ VP .VE) �

� � T ′
E

±¯ ²� �· � �Á�¯ �· ²� ·��� (U, V ) ∈ V ′
E ×V ′

P
¯®�² ²« U = U1 ∪U2

� V = V1 ∪U2Æ±² V1 ⊆ {v1.u2 ∈ VE.VP : u1.v1 ∈ U1, (v1, u2) ∈ TE}
�

� � «½�
Acc′ ±¯ ²� ²� ¯� �· «µµ ±½�½±� ¬«²¯ �· ²� ·��� p′ = U1. · · · .Un. . . . ∈ (V E(G))ω¯®�² ²« �  ±Á�½ ²� ¯� tr(p′) �· �«��¯ �· p′ ±½ G

���½�� � � � ²� ¯� �· ¸�½±� ��±½�½±�¾ Æ���¯ �· ²� ·��� view(u1. · · · .un. · · ·)
¯®�² ²« ²��� ±¯ ¯�� � u0 ∈ V G ¯®�²

²« ·�� �Á��É i ¯®�² ²« 0 ≤ i < |p′| � ui.ui+1 ∈ Ui+1
� ·�� �Á��É p ∈ tr(p′) � �±²�� p±¯ �½±� «½� �½�¯ ±½ « ¬µ«É�� E ¬ �¯±±�½ � �� p ±¯ ±½�½±� Æ ±² p ∈ Acc �

º²� P 1���(/�� � (+ � P (G) ±¯ ���½�� �É �®«µ±É �É «È±½ P (G) = E(G) �
� �� �� �� ��¥ ¥� � � " ���#��) v ��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! P �) ( "(!�#/ � (+ � G �$ ()� �)�/
�$ $ �! ()/� (� � u ∈ V G #* � "���#��) {u.v} ��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! P �) #* � � (+ � E(G) ����.(��)#�/ #* � � (+ � D(G)

! "
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 !��$ " ÌÉ �®«µ±É� Æ� �«½ �½µÉ ¬��Á� ²� ��¯®µ ·�� EÏ��µ«É�� «� � �� ±�¯ � �½� �«½ �²��È ²« ��µ«±�½ R ���½�� � � � ²� ¯� �· ¬«±�¯ {({v′.v}, v) ∈ V E(G)×
V G : v′, v ∈ V G} ±¯ «

P Ï� ��¬²±¯� ·��� ²� «� � E(G) � ²� «� � G � Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« ±·
{v} ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ±½ ²� «� � E(G) ²�½ ± ±¯ «µ¯� Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P·��� ¬�¯±±�½ v �Ã½ ·«� � ·��� « ¬ �¯±±�½ {v′.v} ∈ V

E(G)
P

Æ±² v ∈ V G
P

� ²� ¬µ«É�� P �«½ �½µÉ � �Á� ±½
²� «� � E(G) � ¬ �¯±±�½ �· ²� ·��� {v.u} ∈ V

E(G)
E

Æ±² (v, u) ∈ TP
� º²���·��� � ·���¬�¯±±�½ v ∈ V G

P
� ²±¯ � �Á� �«½ � � ¯±�®µ«�� ±½ ²� «� � G �É ��Á±½ � ¬ �¯±±�½ u � ¼½� �¯±� ±µ«�µÉ� ·��� ¬ �¯±±�½ v ∈ V G

E

¬µ«É�� E �«½ �½µÉ � �Á� ±½ ²� «� � G � ¬ �¯±±�½ �· ²�
·��� u ∈ V G

E
Æ±² (v, u) ∈ T G

E
� º²���·��� � ·��� ¬ �¯±±�½ {v′.v} ∈ V

E(G)
E

� ²±¯ � �Á� �«½ � �¯±�®µ«�� ±½ ²� «� � E(G) �É ��Á±½ � ¬ �¯±±�½ {v.u} �Í�½Á��¯�µÉ� «¯¯®� � ²��� ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É σ ·�� ²� ¬µ«É�� P ·��� Á���Ë v ±½²� «� � G � Ñ±½�� G ±¯ � �� ��Éµ�¯¯ � Æ� � «É «¯¯®� � ²« σ ±¯ ¬ �¯±±�½«µ � ¹� ���½� ²�½¬ �¯±±�½«µ ¯�«�É σ′ ±½ ²� «� � E(G) ·�� ²� ¬µ«É�� P «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ·�� �Á��É U ∈ V ′
P
�

 ±Á�½ U1 = U ∩ VE .VP
� Æ� ���½� σ′(U) � � � ²� ¯� V = {v1.σ(v1) ∈ VP .VE : u1.v1 ∈

U ∩ VE .VP } ∪ (U ∩ VP .VE) �¹� �µ«±� ²« σ′ ±¯ Æ ±½½±½ ·��� ¬�¯±±�½ {u.v} ·�� «½É u ∈ V G � Ã½ ·«� � µ� τ ′ � � «��®½�� ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� E �
¹� � �¯ ¯²�Æ � �É ±½�®�±�½ �½ ²� µ�½² n �· p′ ∈ σ′ ∗ τ ′({u.v}) ²«

¸Ã¾ ·�� �Á��É �½±� ¬µ«É p′ ∈ σ′ ∗ τ ′({u.v} � ²��� ±¯ « ¸½�½ ����� ±½±¯±�¾ ��®½��¯�«�É τp′ ±½ ²� «� � G ¯®�² ²« � ·�� �Á��É p ∈ tr(p′) �
• p ∈ σ ∗ τp′(v)

�
• ±· p′ ±¯ � «Ë±� «µ ±½ σ′ ∗ τ ′({u.v}) ²�½ p �½�¯ ±½ « ¬µ«É�� E ¬�¯±±�½ �
• ·�� �Á��É ¬���Ë p′1 �· p′ � ·�� �Á��É p1 ∈ tr(p′1)

� τp′1(p1) ⊆ τp′(p1)
�

º²±¯ ±¯ �®� ·�� n = 1 ¯±½�� ²�½ p′ = U1 = {u.v}
«½�

p = v �É «È±½ τp′ ��®«µ � ∅�Á��ÉÆ²��� � Ã· p′ ±¯ � «Ë±� «µ � ²±¯ � �«½¯ ²« U1 ∈ V
E(G)
E

²�½�� v ∈ V G
E

�Ð� ²�½ p′ = U1. · · · .Un ∈ σ′ ∗ τ ′({u.v})
«½�

τp′
¯«±¯·É±½ ²� ±½�®�±�½ ²É¬�²�¯±¯ �Ã· ²��� ±¯ «

p ∈ tr(p′) ²« �½�¯ ±½ « ¬µ«É�� P ¬�¯±±�½ � ± � �«½¯ ²« � ·�� �Á��É p ²«�½�¯ ±½ « ¬µ«É�� P ¬�¯±±�½ un
� Æ� È½�Æ � �É ±½�®�±�½ ²É¬�²�¯±¯ � ²« p ∈ σ ∗ τp′(v)

�²�½�� σ(un) ±¯ ���½�� ¯±½�� ± ±¯ Æ ±½½±½ � Ã ·�µµ�Æ ¯ � �É ���½±±�½ �· E(G) � ²« σ′(p′) =
Un+1 = σ′(Un) � º²� ±½�®�±�½ ²É¬ �²�¯±¯ ±¯ ¯«±¯��� Æ ±² p′1 = p′.Un+1

Æ±² τp′1 = τp′
� Ã½

·«� � ¯±½�� Un+1 ∈ V
E(G)
P

�Á��É �«�� p ∈ tr(p′1)
�½�¯ ±½ « ¬µ«É�� E ¬ �¯±±�½ �

� ²��Æ ±¯� � ·�� �Á��É p ∈ tr(p′) � ¬µ«É p �½�¯ ±½ « ¬µ«É�� E ¬�¯±±�½ � ²�½�� Un ∈ V
E(G)
E

�ÌÉ ±½�®�±�½ ²É¬ �²�¯±¯ � µ� τp′ � � ²� ��®½�� ¯�«�É ±½ ²� «� � G ¯®�² ²« ·���Á��É p ∈ tr(p′) � p ∈ σ ∗ τp′(v)
� Ã· τ ′(p′) ±¯ ®½���½�� � Æ� «�� ��½� � � ²��Æ ±¯� � µ�

Un+1 = τ ′(p′)
«½� µ� p′1 = p′.Un+1

� ¹� ���½� ²�½ τp′1 «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ·�� �Á��É p ∈ (V G)+ Æ�«È� τp′1(p) = τp′(p)
�Ë��¬ Æ²�½ p ∈ tr(p′) Æ²��� Æ� «È�

τp′1(p) = τp′(p) ∪ {u′ ∈ V G
P : ∃v′ ∈ V G

E , p = p1.v
′, v′.u′ ∈ τ ′(p′) ∩ VE.VP }

�½� �«½ �²��È ²« τp′1 ±¯ Æ�µµ ���½�� «½� ¯«±¯��¯ ²� ±½�®�±�½ ²É¬�²�¯±¯ � Ã½ ¬«�±�®µ«� �·�� �Á��É p ∈ tr(p′.Un+1)
� �±²�� p ∈ σ ∗ τ(v) ⊆ σ1 ∗ τ(v)

� �� p = p1.v
′.u′ Æ±² p1.v

′ ∈ tr(p′)«½�
v′.u′ ∈ τ ′(p′) ∩ VE .VP

Æ±² (v′, u′) ∈ T G
E

«½� ²®¯ � p ∈ σ ∗ τp′1(v)
�



� �� � ������� �� ��� � ��� ��

¹� ���½� ²�½ ²� ��®½�� ¯�«�É τ ±½ ²� «� � G
«¯ ²� ®½±�½ �· «µµ τp′ ·�� �½±�

p′ ∈ σ′∗τ ′({u.v}) � Ã � ��®�¯ ²« � ·�� �Á��É � «Ë±� «µ ¬µ«É p ∈ σ′∗τ ′(p′) � ·�� �Á��É p ∈ tr(p′) �
Î � ±· p ±¯ �½±� ²�½ � �É ���½±±�½ �· τ � p ∈ σ ∗ τp′1(v)

·�� ¯�� � �½±� ¬���Ë p′1 �· p′ «½� �²®¯ � �É ��½¯�®�±�½ � �½�¯ ±½ « ¬µ«É�� E ¬ �¯±±�½ �
� � �²��Æ ±¯� � p ±¯ ±½�½±� «½� � ¯±½�� �Á��É �½±� ¬���Ë �· p � �µ�½¯ � σ ∗ τ(v) Æ� «µ¯�²«Á� p ∈ σ ∗ τ(v) � ²�½�� p ∈ Acc ¯±½�� σ ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P �

Ã �²�� Æ���¯ � ¯�«�É σ′ ±¯ Æ ±½½±½ ·��� ¬ �¯±±�½ {u.v} ±½ ²� «� � E(G) �
�

� �� �� �� ��£� ���£¤� �) ( E 1���(/�� � (+ � E(G)  !��" " �) ( P 1���(/�� � (+ � P (G)
! #* �

" �(/�! P  !��" " #* � " �(/�! E! *(� (  �))�)� �#!(#��/ $ !�+ ( "���#��) �$ ()� �)�/ �$ �# * (�
( "���#��)(� �#!(#�� / "
 !��$ " Ä±��� ��½¯��®�½�� �· ²� ��½¯�®�±�½ «� �Á� � º²±¯ �«½ «µ¯� � � �Ë¬µ«±½�� �É ²�·«� ²« ±½ «½ EÏ��µ«É�� «� � ¸��¯¬ � P Ï��µ«É�� «� �¾ Æ ±½½±½ ��½�±±�½¯ «�� ��½�®½�Ï±�½ ¸��¯¬ � �±¯�®½�±�½ ¾ �· ¬«�±É ��½�±±�½¯ ²�½��·��² Ñ��� ��½�±±�½¯ ¸��¯¬ � « ª«�±½��½�±±�½¯¾ �

�

� �� �� ��  ��� �� ��� �����£�����© § �¥���� ��� ¦£�©��� �� ³±Á�½ Æ� «� �¯ G1
«½�

G2²� � �)�!(��� �� ��+��(#��) " !��� # G1 E`
P G2

±¯ ���½�� � � � ²� «� � E(G1) E
P P (G2)
�¼ � �)�!(��� �� ��+��(#��) ·��� ²� «� � G1

±½ ¬ �¯±±�½ v1 � ²� «� � G2
±½ ¬ �¯±±�½ v2±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ «� � G1 E`

P G2
·��� ¬ �¯±±�½ ({u1.v1}, {u1.v2})

·�� ¯�� � ¬ �¯±±�½¯
u1 ∈ V G1

«½�
u2 ∈ V G2 �¹� Æ�±� G1, v1 E`

P G2, v2
Æ²�½ ²��� ±¯ ¯®�² « «� � ¯±�®µ«±�½ �

� �� �� �� ��¥ ¥� �����©��§§�� �$ G1, v1 E`
P G2, v2

()� "���#��) v1
��  �)) �)� $ �! #* �

" �(/�! P �) #* � � (+ � G1
#* �) "���#��) v2 ��  �))�)� $ �! " �(/�! P �) #* � � (+ � G2 "

 !��$ " Ã�� ��±«� ��½¯��®�½�� �· ���½±±�½¯ � Ð��� « � �� �� �� «½� Ð��� « � �� �Î ��
�

� �¥�£	 � Ã½ ²� ��� «±½��� �· ²� �Ë � Æ²�½ �®±µ�±½ �½��«µ±Ê�� ¯±�®µ«±�½ � Æ� � «É �� ±��«�È�¯ �½ ¯±½ µ��½¯ � «½� � ±· ²��� ±¯ ½� «��±®±É� Æ� � «É �®¯ È��¬ «�� ¬ �¯±±�½¯ p2±½ ¬«±�¯ �· ²� ·��� p1.p2
�

� �� ^ pnphpf�pr lfo fegpr
¼ µ� � ��� �«½ � � ¯«±� «� �® Æ� ¬µ«É�� �±¯���� «� �¯ � º²±¯ �²«¬�� �� �¯ ½� ±½�½� ���Á�� ²� �¬±� � ��� « � ��� ��«±µ�� ¬��¯�½«±�½ � �½� �«½ ¯�� � ±½ ¬«�±�®µ«� � � ±�µ�½È« �¯¬«¬ �� �Î��� � �� ³�´��µ � º²�� «¯ «½� ¹ ±µÈ� ®��±«µ Á�µ®� � ���� �

¹� ¯²«µµ � �½±�½ ±½ ¬«�±�®µ«� ²« � «½É «µ��±²� ¯ ²«Á� � ��½ ¬��¬ �¯�� ·�� ¯�µÁ±½¬«�±É «� �¯ ��� � Î� Î � � � Î�� � ÎÎ� � Î�� � Î�� � Î�� � Î� � �� � �� � ��� � � ±�µ�½È« �¯ ¬��¯�½«Ï±�½ �Î��� ½� �½µÉ ¬��Á±��¯ �½� �· ²� � �¯ �µ�«½ «µ��±²� �® «µ¯� �� ��¯ « Á��É ���
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¬��¬ �¯«µ �Î��� ¯��� ¯ � ��� � �® ±¯ ²����±�«µ ���¬µ�Ë ±É ±¯ ®½È½�Æ½ � Ã ±¯ « Á«�±«½ �·
®��Ê±½¯È± �¯ «µ��±²� �Î��� ²« ±¯ ¬��¯�½�� ±½ ¯��±�½ � �� �
Ñ±�®µ«±�½ ��µ«±�½¯ «�� ��½¯±����� ½� �½µÉ ±½ «� � � �® «µ¯� ±½ ²� ��½�Ë �· «µ��Ï½«±½ �� ½�½ ����� ±½±¯±� Æ��� �� ��� «®�� «« ��� �º²��� ±¯ ½� ��®� ²« �Ë�½�±½ «� � ¯±�®µ«±�½¯ ��®µ� � � � «�� � ·�µµ�Æ ±½ ³�½Ê�½¬��¬ �¯±±�½«µ ¯��®�½ �«µ�®µ®¯ ¸²±¯ ±¯ ²� ¬®�¬ �¯� �· ²� ½�±�½ �· �½��«µ±Ê�� ¯±�®µ«±�½ ��Ïµ«±�½ ¾ «½� ��Ê�½ �¯ «Ë ±�� «±Ê«±�½ �· ²� �®Ï�«µ�®µ®¯ ¬��Á�� ���¬µ�� �É ¹«µ®È±�Æ ±�Ê �Î��� �º²�¯� ±¯¯®�¯ � Æ²±�² «�� �¬ �½ ��¯�«��² �±���±�½¯ � «�� �±¯�®¯¯�� ±½ Í²«¬�� � �
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Ã½ ²±¯ �²«¬�� � Æ� ���½� « �½��«µ ½�±�½ �· «µ��½«±½ ��� «®�� «« «�«¬�� ·��� ¿®µµ��«½� Ñ�²®¬¬ �¯ ���½±±�½ �Î��� � �½ «��±�«�É �«¬²¯ � «®�� «« �®½¯ «�� ���½�� ±½ ��� ¯�· ¯�«� ±�¯ ±½ � ���µ �²��È±½ «� �¯ � Ñ�Á��«µ �¬ ��«±�½¯ «½� «®�� «« �«½¯·��� «±�½¯�� ���¬ �¯±±�½¯ «�� ¬��¯�½�� «½� ¯�� «½±�«µµÉ �²«�«���±Ê�� � Ð«¯ � ²� �Ë¬��¯¯±Á� ¬ �Æ���· «µ��½«±½ «®�� «« ±¯ ��µ«�� Æ ±² ²� �Ë¬��¯¯±Á� ¬ �Æ�� �· ²� �®Ï�«µ�®µ®¯ � Â«�±�®¯±½Á«�±«½�� ¬��¬ ��±�¯ �· ²� �®Ï�«µ�®µ®¯ «�� ��«±½�� «¯ ����µµ«�±�¯ �º²�®² ²±¯ ��®±Á«µ�½�� � �Æ��½ �Ë�� ¬ �±½ �«µ�®µ®¯ «½� «µ��½«±½ «®�� «« ±¯È½�Æ½ ·�� ¯�� � ±� � ±½ Á«�±�®¯ ¯�±½¯ ¸¯�� � � � �Î�� � Î�� � �� � Î�� � �� � Î� Î�¾ � ²� � «±½½�Á�µÉ ²��� ±¯ � ±½ ²� �½��«µ ¯�±½ �· ®½�«½È�� «½� ®½������� ��� � �  ±Á� «½ ±½�®�Ï±Á� ¬���· �· ²� ��®±Á«µ�½�� � �Æ��½ «µ��½«±½ «®�� «« «½� �Ë�� ¬�±½ �«µ�®µ®¯ � º²±¯¬��¯�½«±�½ �Ë�½�¯ «½� «�«¬¯ ²� ·�µµ�Æ ±½ ¬®�µ±�«±�½¯ ��� � �� � Î�� � �� � ���

� �� � if igp rglgp lugphflgify lkgeq lgl
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� ���½� « ½�±�½ �· �½±� ¯«� «µ��½«±½ «®�� «« �½ µ«� �µ�� �«¬²¯ �Ã �½��«µ±Ê�¯ ¿®µµ�� «½� Ñ�²®¬¬ �¯ ½�±�½ �· «µ��½«±½ «®�� «« �Î�� � Î��� �½ ²� �±½«�É��� �

¹� ���½� «µ��½«±½ «®�� «« «½� ²� �µ«¯¯ �· �«¬²¯ ²�É ����½±Ê�� � º²� ½�±�½�· �®½ �· «½ «µ��½«±½ «®�� «�½ �½ « �«¬² ±¯ ���½�� �É � �«½¯ �· ¯�«� ±�¯ ±½ ¯�� �¬«�±É «� � �¹� �Ë¬µ±�± ¯�� � ¯±�¬µ� ¬��¬ ��±�¯ �· «µ��½«±½ «®�� «« � ¹�  ±Á� « ¯±�¬µ� ��®±ÁÏ«µ�½�� ��±��±« «½� Æ� ¬��Á� �µ�¯®�� ®½��� ���¬µ�� �½«±�½ � ¬ �¯±±Á� ¬��� ��±�½ �� ¸¯�� �½�±�½ �· ¾ ���¬�¯±±�½ �

 ���� � �=?<�9= ��� 9�=;� 9=9 >?���= �;�
� ������  ��� �� ��� � ¼ �½±�  " (!�#/! (�#�!)(#�)� (�#�+ (#�) ±¯ « ®¬µ�

A = 〈Q,Σ, q0, δ,Acc〉
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Æ±² Q
« �½±� ¯� �· ¯«�¯ � Σ = P(Pred) ²� �½±� «µ¬²«� � � q0 ∈ Q ²� ±½ ±±«µ ¯«� �

Acc ⊆ Q∞ « ¸��®µ«�¾ «���¬«½�� ��½�±±�½ � «½�
δ ²� �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ ·®½�±�½²« � «¬¯ �Á��É ¯«� q ∈ Q � « �Ë�� ¬ �±½ ·���®µ« δ(q) �Á�� ²� Á��«�®µ«�É Pred ∪ Q¯®�² ²« ¯«�¯ � ½�Æ ¯��½ «¯ ®½«�É ¬���±�«� ¯É�� �µ¯ � �½µÉ ���®� ¬ �¯±±Á�µÉ ±½ ²� ·���®µ«

δ(q) �¹� ¯«É ²« ²� «®�� «�½ A ±¯ « +��(� (�#�+ (#�) ¸��¯¬ � «  ��)#�)� (�#�+ (#�)¾ Æ²�½�½µÉ � ��«µ ·���®µ«¯ ¸��¯¬ � ��®½±½ ·���®µ«¯¾ «�� ®¯�� ·�� �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½¯ �º²� ¼®�� «�½ A ±¯ «µ¯� �«µµ�� « � (# (�#�+ (#�) Æ²�½ � ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Q � �«½¯±±�½¯¬ ��±��«±�½ δ(q) ±¯ « ·���®µ« �· ²� ·��� q1
� q1 ∧ q2 � q1 ∨ q2 � ♦kq1

�
�kq1

� p �� ¬p ·�� ¯�� �¯«� q1 «½�
q2 ∈ Q �� «½É ��½¯«½ ¬���±�«� p ∈ Pred �

Ð� A � � «½ «µ��½«±½ «®�� «�½ «½� µ� M � � « �«¬² � ��� �Á��É v ∈ VM «½�
m : Q→ P(V M ) � µ� 〈v,m〉M

��½�� ²� P(Pred∪Q)Ïµ«� �µ�� �«¬² ��«±½�� ·��� �«¬²
M �®¯ �É �²«½ ±½ �� � rM � � � Á���Ë v «½� ±½��¬��±½ «½É ¯«� q ¸¯��½ «¯ « ®½«�É¬���±�«�¾ � � � m(q) �
� ���� ��  ��� �� ��� � º²� +����1 * � � �)� � (+ � G(A,M) �· ²� «®�� «�½ A ��«�±½ �«¬²
M ±¯ ���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ �

• ¸¶����¯¯ ¬ �¯±±�½¯¾ V G(A,M)
P = Q× V M �

• ¸°½Á±��½� �½ ¬ �¯±±�½¯¾ V G(A,M)
E = Q→ P(V M ) �

• ¸¶����¯¯ � �Á�¯¾ T G(A,M)
P

²� ¯� �· «µµ ¬«±�¯ ((q, v),m) ∈ V
G(A,M)
P × V

G(A,M)
E

¯®�²
²« 〈v,m〉M |= δ(q)

• ¸°½Á±��½� �½ � �Á�¯¾ T G(A,M)
E

²� ¯� �· «µµ ¬«±�¯ (m, (q, v)) ∈ V
G(A,M)
E × V

G(A,M)
P¯®�² ²« v ∈ m(q) �

• ¸Ã½±±«µ ¬ �¯±±�½ ¾ rG(A,M) = (q0, r
M ) �

• ¸¼���¬«½�� ��½�±±�½ ¾ AccG(A,M) ²� ¯� �· «µµ ±½�½±� ¬«² w ±½ G(A,M) ¯®�² ²«
πQ(πVP

(w)) ∈ Acc �
��¯��Á� ²« � ±½ ²� «� � G(A,M) � ± ±¯ �½µÉ ²� ¬�±��±É �· ²� ¬ �¯±±�½¯ �· ²� ¬µ«É��¶ ¸²� ¬�±��±É �· ¯«�¯¾ ²« ���¯ � «�� �½ ±½�½±� ¬µ«É¯ �

� ���� ��  ��� �� ��� � ¹� ¯«É ²« �«¬²
M ±¯ (  �" #�� �� !� ��)�� �� �É «½ «®�� «�½ AÆ²�½ ²� ¬µ«É�� ¶ ²«¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ «� � G(A,M) � º²� �µ«¯¯ �· �«¬²¯ M«���¬�� �É A ±¯ ��½��� �É L(A) �¹� ¯«É ²« ²� «®�� «�½ A ±¯ ��®±Á«µ�½ � «½ «®�� «�½ A′ ¸��¯¬ � ��®±Á«µ�½ � «

�Ë�� ¬�±½ ·���®µ« α¾ Æ²�½ L(A) = L(A′) ¸��¯¬ � Æ²�½ L(A) = {M : M |= α}¾ �
� �¥�£	 ����§ ��© ����¦� ��� £��§�� ¹ ±² ²±¯ ���½±±�½ �· «®�� «« ¯�� «½±�¯ � ²�¸� ��� �����½¾ ½�±�½¯ �· �®½¯ «½� «���¬±½ �®½¯ �· «½ «®�� «�½ A �½ «½ ±½¬® ¯�®�Ï®�� M �«½ � � ����Á���� «¯ ·�µµ�Æ ¯ �

•
« !�) �$ #* � (�#�+ (#�) A

�) �#!� #�!� M ±¯ « ��½¯±¯�½ ¯�«�É s ·�� ²� ¬µ«É�� ¶�½ ²� «� � G(A,M) �
•

«½ (  �" #�)� !�) ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É�
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 ���� ��=;� 9=9 =<9@?� 9�> ��<9�? �����
���� �Á��É ¬ �¯±±�½ (q, v) ∈ (Q × VM ) � ²� ¬µ«É�� ¶ �«½ «µÆ«É¯ �²��¯� � � �Á� � «
� «¬¬±½ m : Q → P(V M ) ²« ±¯ � ±½±� «µ Æ �� � � ±½�µ®¯±�½ � Ã½ ·«� � ±· ²� ¬µ«É�� ¶ ���¯¯� � ²� �Á�½ ±½���«¯� ±¯ ¬ �¯¯±� ±µ±É � ²«Á� « Æ ±½½±½ ¯�«�É ¯±½�� ²±¯ �®¯ �����«¯�¯ ²�¬ �¯¯±� µ� «½¯Æ��¯ ·��� ¬µ«É�� ° �Í�½¯±���±½ ²� ¯«�¯ ²« � «É ���®� �®�±½ « ¬µ«É� ²±¯ ¯²�Æ ¯ ±½ ¬«�±�®µ«� ²« �·��� « ¬�¯±±�½ (q, v) � ²� ¯� �· ¯«�¯ ²« �� ��«µµÉ � «�� «�� ²�¯� Æ²±�² ���®�¯ ±½ ²��«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ δ(q) �º²±¯ ��¯��Á«±�½ µ�«�¯ � ²� ���½±±�½ �· «®�� «« �«�� «½� «®�� «« ®½�«Á�µ±½ �
� ���� ��  ��� �� ��� � ¼ #!( � ·�� «½ «µ��½«±½ «®�� «�½ A ±¯ «½É �½±� �� ±½�½±� ¯�Ï
�®�½�� �· ¯«� t = q1. · · · .qi. · · ·

¯®�² ²« � ·�� �Á��É ±½��Ë i � ¯«� qi+1
���®�¯ ±½ �«½¯±±�½¯¬ ��±��«±�½ δ(qi)

� ¼½ ±½�½±� �«�� t ±¯ �«µµ�� (  �" #�)� #!( � ¸��¯¬ � !�$ ���)� #!( �¾ Æ²�½
t ∈ Acc ¸��¯¬ � Æ²�½ t 6∈ Acc¾ �
� ���� ��  ��� �� ��� � Ð� A = 〈Q,Σ, q0, δ,Acc〉

«½�
A′ = 〈Q′,Σ, q′0, δ

′,Acc′〉 � � Æ� «®Ï�� «« � ¹� ¯«É ²« ²� «®�� «�½ A ±¯ « "(!#�(� �)!(.���)� �· ²� «®�� «�½ A′ Æ²�½²��� ±¯ « � «¬¬±½ f : Q→ Q′ ¯®�² ²« �
Î � f(q0) = q′0

�
� � ·�� �Á��É q ∈ Q � δ′(f(q)) ±¯ ��®±Á«µ�½ � ²� ·���®µ« ��«±½�� ·��� ²� ·���®µ« δ(q)�É ��¬µ«�±½ �Á��É ¯«� q1 ���®��±½ ±½ δ(q) �É ±¯ ±� «� f(q1)

�
� � ·�� �Á��É ±½�½±� �«�� t = q0.q1.q2. · · ·

±½ ²� «®�� «�½ A � ²� ¯��®�½�� f(t)
���½��� � � f(t) = f(q0).f(q1).f(q2). · · ·

±¯ « �«�� ±½ ²� «®�� «�½ A′ «½� ± ±¯ «½ «���¬±½�«�� ±· «½� �½µÉ ±· ²� �«�� t ±½ A ±¯ «���¬±½ �
� ���� �� ��¥ ¥� � �$ () (�#�+ (#�) A �� ( "(!#�(� �)!(.���)� �$ () (�#�+ (#�) A′ � #* �) 5�#*
(�#�+ (#( (!� ����.(��)#"
 !��$ " Ð� f : Q → Q′ � � « � «¬¬±½ Æ±½�¯¯±½ ²� ¬«�±«µ ®½�«Á�µ±½ �· ²� «®�� «�½
A ±½� ²� «®�� «�½ A′ «½� µ� M � � « � ���µ � ¿ «¬¬±½ f ±¯ �Ë�½��� � � «�È±½ «¯·�µµ�Æ ¯ � ��� �Á��É � «¬¬±½ m : Q → P(V M ) � µ� f(m) : Q′ → P(V M ) � � ²� � «¬¬±½���½�� � ·�� �Á��É q′ ∈ Q′ � �É f(m)(q′) =

⋃
q∈f−1(q′)m(q) � ÌÉ «¬¬µÉ±½ ��½�±±�½ � ±½ ²����½±±�½ �· «½ ®½�«Á�µ±½ � ·�� �Á��É v ∈ VM «½�

q ∈ Q � �½� ²«¯ 〈v,m〉M |= δ(q) ±· «½�
�½µÉ ±· 〈v, f(m)〉M |= δ′(f(q)) �Ã ±¯ «½ �«¯É �Ë���±¯� � �²��È ²« ± ±½�®��¯ « ¸·®½�±�½«µ¾ PEÏ� ��¬²±¯� ·��� ²�
«� � G(A,M) � ²� «� � G(A′,M) ²« ��µ«�¯ ¬ �¯±±�½¯ (q0, r

M )
«½�

(q′0, r
M ) �

�

� ���� �� ��¥ ¥� �� �����£ ¡§ ¦�£ ��¤ ����¥��� �� ��! �.�!/ (�#�!)(#�)� (�#�+ (#�)

A = 〈Q,Σ, q0, δ,Acc〉

#* �!� �2 ��#� () ����.(��)# (�#�!)(#�)� "(!�#/ (�#�+ (#�) Ap = 〈Qp,Σ, qp,0, δp,Accp〉
����.(1��) # #� #* � (�#�+ (#�) A "
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 !��$ " Ñ±½�� Acc ±¯ ωÏ��®µ«� � ²��� ±¯ « ����� ±½±¯±� ωÏÆ��� «®�� «�½ A′ = 〈Q′, Q, q′0,Ω
′〉Æ±² ¬«�±É ��½�±±�½ ²« ����½±Ê�¯ Acc � Ð� ²�½ ���½� Ap = 〈Qp,Σ, qp,0, δp,Ωp〉

� � �²� ¸¬«�±É ¾ «µ��½«±½ «®�� «�½ ���½�� �É Qp = Q×Q′ � qp,0 = (q0, q
′
0)

� «½� � ·�� �Á��É
(q, q′) ∈ Qp

� δp(q, q′) = δ(q)[(q1, δ
′(q′, q))/q1 : q1 ∈ Q]

«½�
Ωp(q, q

′) = Ω′(q′) �ÌÉ ��½¯�®�±�½ � ¬��� ��±�½ f ·��� Qp
� Q ±¯ « ¬«�±«µ ®½�«Á�µ±½ �· ²� «®�� «�½

Ap
±½� ²� «®�� «�½ A

²�½�� � «¬¬µÉ±½ Ð��� « � �Î �� �� � ²� ��¯®µ �
�Ã½ ²� ¯��®�µ � Æ� �·�½ «¯¯®� � ²« «µ��½«±½ «®�� «« «�� ¬«�±É «®�� «« � ¿���Ï�Á�� � Æ� � «É «¯¯®� � � ·�� �Á��É ¬«�±É «®�� «�½ A � ¬ �¯¯±� µÉ �É �����«¯±½ ΩA �É ¯�� ��Á�½ ½®���� � ²« min ΩA(QA) ∈ {0, 1} �


 ���
 � �;��<? ��>?< �;; �?9� ;:?<9= �;��
º²� �µ«¯¯ �· µ«½®«�¯ ����½±Ê«�µ� �É � �«½¯ �· ¸�½±�¾ «µ��½«±½ «®�� «« ±¯ �µ�¯��®½��� � ��µ�«½ �¬ ��«��¯ «¯ ¯«�� ±½ ²� ½�Ë Ð��� «¯ �
� ���� �� ��¥ ¥� ��� ��� ��© ����£§��� ��� �� �*� �)��) ()� �) #�!� � #��) �$ ()/ # �
!� ��)��(5�� �()��(� �� �$ � !(" *� �� !� ��)��(5��"
 !��$ " Ð� A1 = 〈Q1,Σ, q0,1, δ1,Ω1〉

«½�
A2 = 〈Q2,Σ, q0,2, δ2,Ω2〉

� � Æ� «µ��½«±½«®�� «« � �½� �«½ �«¯±µÉ ���½� ²� «®�� «« ²« ����½±Ê�¯ L(A1)∪L(A2)
«½�

L(A1)∩
L(A2)

·��� ²� �±¯� �±½ ®½±�½ �· «®�� «« A1
«½�

A2
�®¯ �É «��±½ « ½�Æ ±½±±«µ ¯«�

q0
Æ±² δ(q0) = q0,1 ∨ q0,2

·�� ®½±�½ �� δ(q0) = q0,1 ∧ q0,2
·�� ±½��¯��±�½ �

�¼ Á��É ±½���¯±½ ¬��¬ ��É �· «µ��½«±½ «®�� «« ±¯ ²« �µ�¯®�� ®½��� ���¬µ�� �½Ï«±�½ ±¯ «µ¯� �®±� �«¯É � ¯²�Æ �
� ���� ��  ��� �� ��� � ��� ����¥��� �� ³±Á�½ «½ «®�� «�½ A = 〈Q,Σ, q0, δ,Ω〉 Æ� ��Ï
�½� ²� �®«µ «®�� «�½ Ad = 〈Q,Σ, q0, δ

d,W d〉 �É ���½±½ � ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Q �
Ωd(q) � � � Ω(q) + 1

«½� �  ±Á�½ Q = {q0, q1, · · · , qn}
� ²� �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ δd(q)� � � ²� ·���®µ« ²� ·���®µ« ��«±½�� ·��� ²� ·���®µ« ¬δ(q) �É ��¬µ«�±½ �Á��É � �Ï�®���½�� �· �Á��É ¯«� �· Q ±½ ²� ·���®µ« �É ±¯ ½�«±�½ � ± �� � � � � ²� ·���®µ«

¬δ(q)[¬q0/q0,¬q1/q1, · · · ,¬qn/qn] �
��¯��Á� ²« � �É ��½¯�®�±�½ � ¯«�¯ ¯±µµ � ��®� ¬ �¯±±Á�µÉ ±½ ²� �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½¯�· ²� �®«µ «®�� «�½ �
� ���� �� ��¥ ¥� ���¥¦��¥����� ��� �� ��! �.�!/ (�#�+ (#�) A

�)
Σ1�(5���� � !(" *��

L(A) = L(Ad) * �!� L(A) �� #* �  �(�� �$
Σ1�(5���� � !(" *� #*(# (!� )�# (  �" #�� 5/ #* �

(�#�+ (#�) A "
 !��$ " Ð� A � � «½ «µ��½«±½ «®�� «�½ � µ� M � � « � ���µ �

¼¯¯®� � � �¯ M ∈ L(A) Æ� Æ«½ � ¬��Á� ²« M 6∈ L(Ad) �º²� È�É ¬ �±½ �· ²±¯ ¬«� �· ²� ¬���· ±¯ ²� ·�µµ�Æ ±½ ·«� � ·�� �Á��É (q, v) ∈ Q×V M �
m : Q → P(V M ) ¯®�² ²« 〈v,m〉M |= δ(q)

«½�
md : Q → P(V M ) ¯®�² ²« 〈v,md〉M |=

δd(q) ²��� �Ë±¯¯ (q′, v′) ∈ Q× VM ¯®�² ²« v′ ∈ m(q′) ∩md(q′) �Ã½ ·«� � ±· ² ±¯ ±¯ ½� �®� � ²�½ � ·�� �Á��É ¯«� q′ ∈ Q � �½� ²«Á� m(q′) ⊆ md(q′) � Ñ±½��
〈v,m〉M |= δ(q)

«½�
δ(q) ±¯ ¬ �¯±±Á� ¸«½� ²®¯ � �½��½±�¾ ±½ ²� ¯«�¯ �· Q � ²±¯ ±�¬µ±�¯
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²« 〈v,md〉M |= δ(q)
²�½�� � �É ���½±±�½ �· δd(q) � 〈v,md〉M |= ¬δd(q) Æ²±�² ��½�«�±�¯²� ²É¬�²�¯±¯ �½ md �¹� ²�½ ¯²�Æ ²« � ±½ ¯±�®µ«±�½ ²� «� � G(A,M) E
P G(Ad,M) � ·�� �Á��É ¬«±�

(q, v) ∈ Q × VM � ·�� �Á��É � «�È±½ md : Q → P(V M ) ¯®�² ²« 〈v,md〉M |= δd(q) � ²�
(P,P )Ï¬ �¯±±�½ ((q, v),md) ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ¬µ«É�� P �º²� ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P ±¯ ���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ·��� «

(P,P )
¬ �¯±±�½ ((q, v),md)Æ±² md : Q → P(V M )

«½� ¸±½Á«�±«½¾ ¬��¬ ��É 〈v,md〉M |= δd(q) � ²� ¬µ«É�� E �«È�¯« � �Á� � «½É ¬ �¯±±�½ (m,md) Æ±² m : Q → P(V M ) ¯®�² ²« 〈v,m〉M |= δ(q) � º²�½ �«¬¬µÉ±½ ²� ¬��Á±�®¯ ·«� � ·��� ²� (E,P )Ï¬ �¯±±�½ (m,md) ²� ¬µ«É�� P �«½ � �Á� �«
(E,E)Ï¬ �¯±±�½ (m, (q′, v′)) ¸Æ ±² v′ ∈ md(q′)¾ ¯®�² ²« � «·�� ²� ¬µ«É�� E «½¯Æ�� �É¬µ«É±½ � «½É (E,P )Ï¬ �¯±±�½ (m,m′

d)
Æ±² m′d : Q → P(V M ) ¯®�² ²« 〈v′,m′d〉M |=

δd(q′) ²� ¬µ«É�� P �«½ ¯±µµ «½¯Æ�� �É � �Á±½ � ²� (P,P )Ï¬ �¯±±�½ ((q′, v′),m′d) ¸Æ ±²
q′ ∈ m(v′)¾ � ¶��¬ ��É 〈v′,m′d〉M |= δd(q′) ±¯ ¯«±¯��� ¯� ²� ��½¯�®�±�½ �«½ � � ��¬ �«�� �º²±¯ ¯�«�É ±¯ Æ ±½½±½ � ��«®¯� ²� ¬µ«É�� P �«½ «µÆ«É¯ ¬µ«É «½� � ±½ �Á��É ±½�½±�¬µ«É¯ � ²� ¯��®�½��¯ �· ¯«�¯ ¸²�½�� ¯��®�½��¯ �· ¬�±��±±�¯¾ �½��®½���� �½ � �² ¯±�� �·²� ¬µ«É ±½ ²� «� � G(A,M) E
P G(Ad,M)

«�� ²� ¯«� � ¸«�®«µµÉ ¬�±��±±�¯ �½ ²� �±²¯±�� «�� ±½���«¯�� �É Æ� Æ²±�² � «È�¯ ½� �±� ���½��¾ � Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« ²� µ�· ¬��� ��±�½ �·²� ¬µ«É ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ±· «½� �½µÉ ±· ²� �±² ¬��� ��±�½ ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²�¬µ«É�� P �Å�Æ � ¯±½�� ²� ¬µ«É�� P ²«¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·��� ¬ �¯±±�½ (q0, r
M ) ±½ G(A,M) � ²±¯·«� ±�¬µ±�¯ � �É Ð��� « � �� �Î �� � ²« M 6∈ L(A) ¯±½�� ± ±�¬µ±�¯ ²« ²� ¬µ«É�� E ²«¯ «

Æ ±½½±½ ¯�«�É ·��� ¬�¯±±�½ (q0, r
M ) ±½ G(Ad,M) ¸��®±Á«µ�½µÉ� ·�� �Á��É md ¯®�² ²«

〈rM ,md〉M |= δd(q0)
¬µ«É�� P ²«¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ G(Ad,M)¾Í�½Á��¯�µÉ� µ� M /∈ L(Ad) � ¹� Æ«½ � ¬��Á� ²« M ∈ L(A) � ¹� ��®µ� �É � ¬��Á�²« ²��� ±¯ « ¯±�®µ«±�½ ��µ«±�½ ·��� (q0, v)

±½ G(Ad,M) ¸·��� Æ²±�² ²� ¬µ«É�� P Æ±½ ¾� (q0, v)
±½ G(A,M) ¸²�½��·��² ·��� Æ²±�² ²� ¬µ«É�� P Æ±µµ «µ¯� Æ ±½¯¾ � Ì® ± ¯��� ¯²« ²��� ±¯ ½� ¯®�² « ¯±�®µ«±�½ «½� Æ� ½��� � ¯²±· � �½��«µ±Ê�� ¯±�®µ«±�½ «½� «¬¬µÉÐ��� « � �� �� �� �Ð� G � � ²� �½��«µ±Ê�� ¯±�®µ«±�½ ²� «� � G(Ad,M) E`

P G(A,M) � ¹� �µ«±� ²«·�� �Á��É ¬«±� (q, v) ∈ Q × VM � ²��� ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P ·��� ²�
(E,P )Ï¬ �¯±±�½ ((q, v), (q, v)) �º²� Æ ±½½±½ ¯�«�É ±¯ ���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ � ·��� ²� (E,P )Ï¬ �¯±±�½ ((q, v), (q, v)) ²�¬µ«É�� P ��Á� � ²� (P(P ), P )Ï¬ �¯±±�½ (Pq,v, (q, v))

Æ²���
Pq,v = {md : Q→ P(V M ) : 〈v,md〉M |= δd(q)}

º²�½ Ï ±· ¬ �¯¯±� µ� � �²��Æ ±¯� ²� ¬µ«É�� E µ� �¯�¯ «½� Æ� «�� ��½� Ï ²� ¬µ«É�� E ��Á�¯ �«½É ²� (P(E), P )Ï¬ �¯±±�½ (s(Pq,v), (q, v))
·�� ¯�� � � «¬¬±½ s : Pq,v → Q×VM ¯®�² ²« �·�� �Á��É md ∈ Pq,v

�  ±Á�½ (q′, v′) ∈ s(md) � v′ ∈ md(q′) � ���� ²±¯ (P(E), P )Ï¬ �¯±±�½ � ²�¬µ«É�� P ��Á�¯ � ²� (P(E), E)Ï¬ �¯±±�½ (s(Pq,v),m) Æ±² � «�È±½ m ���½�� � ·�� �Á��É¯«� q′ ∈ Q � �É m(q′) = {v′ ∈ VM : (q′, v′) ∈ s(Pq,v)}
�»��� � Æ� ²«Á� � �²��È ²« ²±¯ ±¯ « Á«µ±� � �Á� � ¿��� ¬���±¯�µÉ� Æ� ²«Á� � �²��È²« 〈v,m〉M |= δ(q) � Ã· ² ±¯ ±¯ ½� ²� �«¯� � �½� ²«¯ 〈v,m〉M |= ¬δ(q) �� � ��®±Á«µ�½µÉ�

〈v,m〉M |= δd(q)
²�½�� � �É ���½±±�½ �· Pq,v

� m ∈ Pq,v
� Ð� ²�½ (q′, v′) = s(m) � ÌÉ���½±±�½ �· s � Æ� ²«Á� v′ ∈ m(q′) � ÌÉ ���½±±�½ �· m � Æ� «µ¯� ²«Á� v′ ∈ m(q′) Æ²±�² ±¯«�¯®�� �
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Å�Æ � ·��� ²� (P(E), E)Ï¬ �¯±±�½ (s(Pq,v),m) ²� ¬µ«É�� E ��Á� � «½É (P(E), P )Ï¬ �¯±±�½ (s(Pq,v), (q
′, v′)) ¯®�² ²« v′ ∈ m(q′) � ÌÉ ���½±±�½ �· � «�È±½ m � (q′, v′) ∈ s(Pq,v)²�½�� � ·��� ²� (P(E), P )Ï¬ �¯±±�½ (s(Pq,v), (q

′, v′)) ²� ¬µ«É�� P �«½ «½¯Æ�� �É � �Á±½� ²� (E,P )Ï¬ �¯±±�½ ((q′, v′), (q′, v′)) Æ²±�² ±¯ « µ�«µ � �Á� «½� ²� ��½�®�±�½ �«½ � ���¬ �«�� �º²±¯ ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ¯±½�� � ·��� �Á��É ¬ �¯±±�½ ((q, v), (q, v)) � �±²�� ²� ��½¯�®�Ï±�½ ¯�¬¯ � �·��� « ¬µ«É�� E ��Á� � �� ²� ��½¯�®�±�½ �®±µ «½ ±½�½±� ¬µ«É ¯®�² ²« ²�¯��®�½�� �· ¯«�¯ �½��®½���� �½ ��² ¯±�� �· ²� ¬µ«É «�� ¸«µ� �¯¾ ��®«µ ¸«¯ «� �Á�¾ �
�
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¹� ¬��Á� ²��� « ��½�«�±�½��Ë¬«½¯±�½ µ��� « Æ²±�² � ��®²µÉ ¯¬ �«È±½ � �µµ ®¯ ²« � ®½Ï��� «���®«� ��²½±�«µ ��½�±±�½¯ � «½É ¯®�Ï«®�� «�½ �«½ � �  �)#!( #�� ±½� «½ ��®±Á«Ïµ�½ �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ � «½� � Á±�� Á��¯« � «½É �Ë��Ï¬ �±½ ·���®µ« ²« � ��®�¯ ±½ ²��«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ �· «½ «®�� «�½ �«½ � � �2"()��� ±½� «½ ��®±Á«µ�½ «µ��½«±½¸¯®�Ï¾«®�� «�½ �

º²� � �¯ ¯�¬ ±¯ � ���½� « Æ«É � ��½Á�� ¯«�¯ ±½� ¬���±�«�¯ «½� � Á±�� Á��¯« � ¬���±Ï�«�¯ ±½� ¯«�¯ � º²±¯ ±¯ «�²±�Á�� Á±« ²� ½�±�½ �· F Ï��®±Á«µ�½�� «½� ¬ �¯±±Á� ¬��� ��±�½ �
� ���� ��  ��� �� ��� �

F
���� �¡������ �� Ð� A = 〈Q,P(Pred), q0, δ,Ω〉 � � «½ «µ��½«±½«®�� «�½ «½� µ� F ⊆ Q � � « ¯®�¯� {f1, · · · , fn}

�· ²� ¯� �· ¯«�¯ ¯®�² ²« � ·�� �Á��É
f ∈ F � δ(f) = > � ± �� � ²� ¯«�¯ �· F «�� ��� ±½«µ � Ð� «µ¯� α(f1, · · · , fn) � � « �Ë�� ¬ �±½·���®µ« Æ²��� ¯«�¯ f1

� � � � � fn
� ¯��½ «¯ ®½«�É ¬���±�«�¯ � �½µÉ ���®�¯ ¬ �¯±±Á�µÉ�º²� ¼®�� «�½ A ±¯ �«µµ�� F 1����.(��) # Æ±² ²� ·���®µ« α(f1, · · · , fn) ±· ·�� �Á��É� ���µ M � ·�� �Á��É V1

� � � � � Vn ⊆ VM � ²� ·�µµ�Æ ±½ ¬��¬ ��±�¯ «�� ��®±Á«µ�½ �
Î � M |= α(V1, · · · , Vn) �
� � ²��� ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� ¶ ±½ ²� «� � G(A,M) ¯®�² ²« �  ±Á�½

M ²� ¯� �· � �Á�¯ m : Q→ P(V M ) ²� ¬µ«É�� ¶ � «É ¬µ«É ·�µµ�Æ ±½ ²±¯ ¯�«�É·��� ¬ �¯±±�½ (q0, r
M ) � �½� ²«¯ � ·�� �«�²

i ∈ [1, n] � Vi =
⋃
{m(fi) : m ∈ M} �

Ã½ �²�� Æ���¯ � ²� «®�� «�½ A ±¯ F Ï��®±Á«µ�½ � ²� ·���®µ« α(f1, . . . , fn) Æ²�½ ± ±¯��®±Á«µ�½ � ²� ·���®µ« ∃f1 · · · fn.α(f1, . . . , fn) � «½� � �����Á�� � «½É «���¬±½ �®½ ���¯���½� «½ «���®«� Á«µ®«±�½ ·�� ²� ¯�¯ fi
¯ �

º²� ·�µµ�Æ ±½ µ��� « ¯«É¯ ²« �½� �«½ �®±µ� «½ «®�� «�½ F Ï��®±Á«µ�½ � « ·���®µ«
α(f1, · · · , fn)

«¯ ¯��½ «¯ �½� ²«¯ «½ «®�� «�½ ��®±Á«µ�½ � ±½ ²� ®¯®«µ ¯�½¯� � � ²� ·���®µ«
α(f1, · · · , fn) �
� ���� �� ��¥ ¥� ���§ �� �¡� ¦£�¢ ��� ��� �� ��# α(f1, · · · , fn)

5� ( $ �!+��( * �!� �/+ 5���
f1

� " " " � fn
�)�/ �  �! "���#�.��/ " ��# A 5� () (�#�+ (#�) �.�! #* � (�" *(5�# P(Pred ∪ F )����.(��)# #� α(f1, · · · , fn) �� * #*(# " !��� (#�� �$

F
�)�/ �  �!� " ���#�. ��/ �) #!()��#��)

�" � �'  (#��) " �)�  () 5���� () (�#�+ (#�) A′ �.�! (�" *(5�# P(Pred) *� * �� F 1����.(��)#
#� #* � $ �!+��( α(f1, · · · , fn) "
 !��$ " Ð� A = 〈Q,P(Pred ∪ F ), q0, δ,Ω〉 � � «½ «®�� «�½ ¸Æ ±² Q ∩ F = ∅ �®¯ � «Á�±���½·®¯±�½ ¾ ��®±Á«µ�½ � ²� ·���®µ« α(f1, · · · , fn) �
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¹� ���½� ²� «®�� «�½ A′ = 〈Q′,P(Pred), q′0, δ
′,Ω′〉 �Á�� «µ¬²«� � P(Pred) ·��� ²�«®�� «�½ A

«¯ ·�µµ�Æ ¯ � ¹� ¬® Q′ = Q ] F � q′0 = q0
� ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Q � δ′(q) = δ(q)«½�

Ω′(q) = Ω(q)
«½� � ·�� �Á��É ¯«� q ∈ F � δ′(q) = >

«½�
Ω′(q) = max{Ω(q) : q ∈ Q} �Ã½ �²�� Æ���¯ � ²� «®�� «�½ A′ ±¯ �®±µ ·��� ²� «®�� «�½ A �®¯ �²«½ ±½ �É ²�� �«½±½ �· ²� ¯É�� �µ¯ �· F ·��� ®½«�É ¬���±�«�¯ ¸±½ ²� «®�� «�½ A¾ � ¯«�¯ ¸±½ ²�«®�� «�½ A′¾ �º²�½ ± ±¯ �«¯É � �²��È ²« ²� «®�� «�½ A ±¯ F Ï��®±Á«µ�½ � ²� ·���®µ« α(f1, · · · , fn) �

�¹� «�� ½�Æ ��«�É � ���½� ²� ��½�«�±�½ �· «½ «®�� «�½ �
� ���� ��  ��� �� ��� �

F
�����£��� ��� �� Ð� A = 〈Q,P(Pred), q0, δ,Ω〉 � � «½ «µ��½«±½«®�� «�½ «½� µ� F = {f1, · · · , fn} ⊆ Q � � « ¯®�¯� �· ²� ¯� �· ¯«�¯ Æ ±² q0 ∈ F ���� �Á��É ¯«� f ∈ F � µ� ���½� ²� F 1�� (� (�#�+ (#�) A[f, F ] � ·��� ²� ¯«� f � ²�¯«�¯ �· F � � � � ¸��®±Á«µ�½ �¾ ²� ¯®� «®�� «�½ �· A ±½�®��� �É ²� ¯«�¯ ²« «�� ±½� �Æ��½ ²� ¯«� f «½� ²� ¯«�¯ �· F � ¿��� ¬���±¯�µÉ� A[f, F ] = 〈Q′,P(Pred), q0,f , δ

′,Ω′〉Æ²��� Q′ = Q ] {q0,f}
Æ±² q0,f

« ½�Æ ¯«� � ·�� �Á��É q ∈ Q − F � δ′(q) = δ(q) � ·�� �Á��É
q ∈ F � δ′(q) = > � «½�

δ′(q0,f ) = δ(f) Æ±² Ω′ ��®«µ¯ � Ω �½ «µµ ¯«�¯ �· Q «½� ��®«µ¯ �
Ω(f) �½ ²� ±½±±«µ ¯«� q0,f

�¼¯¯®� ±½ ²« ·�� �Á��É f ∈ F � ²��� ±¯ « �Ë�� ¬ �±½ ·���®µ« αf (f1, · · · , fn) F Ï��®±Á«µ�½ � ²� F Ïµ� �«µ «®�� «�½ A[f, F ] � ²� F 1 �) #!( #��) �· ²� «®�� «�½ A ±¯���½�� � � � ²� «®�� «�½
C(A, F ) = 〈Qc,P(Pred), qc

0, δ
c,Ωc〉���½�� �É Qc = F � qc

0 = q0
� «½� � ·�� �«�²

f ∈ Qc � δ(f) = αf (f1, · · · , fn)
«½�

Ωc(f) = Ω(f) �
� �¥�£	 � Ñ�±�µÉ ¯¬ �«È±½ � ²��� � ±² � � ¯�Á��«µ F Ï��½�«�±�½ �· ²� «®�� «�½ A¯±½�� ²��� � ±² � � � «½É ·���®µ«¯ F Ï��®±Á«µ�½ � µ� �«µ «®�� «« A[q, F ] ·�� q ∈ F �»�Æ�Á�� � «µµ ²�¯� F Ï��½�«�±�½¯ �· A «�� ��Á±�®¯µÉ ��®±Á«µ�½ ¸�Á�½ PEÏ±¯�� ��¬²±�¾ �

Ã½ ²� ��½�«�±�½ ��½¯�®�±�½ � «µµ ¯«�¯ ²« �� ½� � �µ�½ � F «�� ��� �Á�� � º²±¯� �«½¯ ±½ ¬«�±�®µ«� ²« ²� ¬�±��±±�¯ �· ²�¯� ¯«�¯ ²«¯ � ��½ µ�¯ � ��� ²±¯ ��«¯�½ � ±½
�½��«µ � ²� ±½�½±«�É ��±��±�½ ±¯ ½� ¬��¯��Á�� �É ²±¯ ��½�«�±�½ ¬�� ��¯¯ � º²� ½�±�½ �·
F Ï½��� �� «®�� «« ±¯ « Æ«É � ��¬ � Æ ±² ²±¯ ·«� �
� ���� ��  ��� �� ��� �

F
���£¥�� ����¥��� �� ¼½ «®�� «�½ A ±¯ F 1)�!+ (� Æ²�½ ·�� �ÁÏ��É �«�� q1.q2. · · · .qn ¯®�² ²« � ·�� �Á��É i ∈ {1, n − 1} � qi /∈ F

«½�
qn ∈ F � �½� ²«¯

Ω(qn) = min(Ω(q1), · · · ,Ω(qn)) �¹ ±² ²±¯ ���½±±�½ �
� ���� �� ��¥ ¥� � �$ () (�#�+ (#�) A �� F 1)�!+ (� #* �) #* � (�#�+ (#�) A ()� ()/ F 1
 �)#!( #��) C(A, F )

�$ #* � (�#�+ (#�) A (!� ����.(��)#"
 !��$ " ¹� ��¯��Á� � �¯ ²« ±· ²� «®�� «�½ A ±¯ F Ï½��� «µ � ²�½ ²� �®«µ «®�� «�½
Ad ±¯ «µ¯� F Ï½��� «µ � ¿����Á�� � ·�� �Á��É q ∈ F � ·�� �Á��É ·���®µ« αq

Æ±² ·��� Á«�±«�µ� ±½
F � F Ï��®±Á«µ�½ � A[q, F ] � ²� ·���®µ« αd

q

���½�� � � � ¬α[¬q/q : q ∈ F ] ±¯ F Ï��®±Á«µ�½� Ad[q, F ] � Ã ·�µµ�Æ ¯ ²« ²� �®«µ «®�� «�½ �· ²� F Ï��½�«�±�½ �· (C(A, F ))d �· ²�«®�� «�½ A ±¯ ��®±Á«µ�½ � ²� F Ï��½�«�±�½ C(Ad, F ) �· ²� �®«µ «®�� «�½ Ad �Ã½ �²�� Æ���¯ � � ¬��Á� Ð��� « � �Î �� �� � ± ¯®- ��¯ � �É �®«µ±É� � ¯²�Æ ²« ·�� Á��É� ���µ M � �Á��É F Ï½��� «µ «®�� «�½ A � ±· M ∈ L(A) ²�½ M ∈ L(C(A, F )) �



�� ���� ��� � � �	������
� � � ������� ��� � 
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Ã½ ·«� � ²±¯ Æ ±µµ «µ¯� ±�¬µÉ ²« ±· M /∈ L(A) ²�½ � �É �®«µ±É Ð��� « � �Î �� �� � M ∈
L(Ad) � ²�½�� M ∈ L(C(Ad, F )) = L((C(A, F ))d) � «½� ²®¯ � ««±½ �É �®«µ±É Ð��� « �
M /∈ L(C(A, F )) �³±Á�½ « � ���µ M � «½� «½ F Ï½��� «µ «®�� «�½ A � Æ� ¬��Á� ²« ±· M ∈ L(A) ²�½
M ∈ L(C(A, F )) �É ¯²�Æ ±½ ²« ²� ¬µ«É�� P ²«¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ϕ ±½ ²� ¯±�®µ«±�½
«� � G(C(A, F ),M) E
P G(A,M) ·��� ¬ �¯±±�½ ((q0, r

M ), (q0, r
M )) �¿��� ¬���±¯�µÉ� Æ� ¯²�Æ ²« ²� ¬µ«É�� P ²«¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·��� �Á��É (P,P )Ï¬ �¯±±�½ �· ²� ·��� ((f, v), (f, v)) Æ±² f ∈ F �º²� ¬µ«É�� P ��Á�¯ � «½ (E,P )Ï¬ �¯±±�½ �· ²� ·��� (m, (f, v)) Æ±² 〈v,m〉M |= αfÆ±² �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ δC(A,F )(f) = αf F

Ï��®±Á«µ�½ � ²� µ� �«µ «®�� «�½ A[f, F ] �Ñ±½�� «µµ ¯«� ¬���±�«�¯ ���®��±½ ±½ αf
� �µ�½¯ � F Æ� � «É «¯¯®� � ²« ·�� �Á��É ¯«�

q 6∈ F � m(q) = ∅ �ÌÉ F Ï��®±Á«µ�½�� Ð��� « � �Î �� �� � ¯±½�� 〈v,m〉M |= αf
� ²��� ±¯ « ¯�«�É σ2

·�� ²�¬µ«É�� P ·��� ¬�¯±±�½ (f, v) ±½ ²� «� � G(A[f, F ], 〈v,m〉M ) ¯®�² ²« � ·�� �Á��É ��®½��¯�«�É τ2
� �Á��É ¬«�±«µ ¬ µ«É p ∈ σ2 ∗ τ2(f, v)

� �±²�� p ±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ���Á�½®«µµÉ ��«�² « ¬ �¯±±�½ �· ²� ·��� (f ′, v′) Æ±² f ′ ∈ F
«½�

v′ ∈ m(f ′) ����� ¬�¯±±�½ (m, (f, v)) ±½ ²� «� � G(C(A, F ),M) E
P G(A,M) � Æ� ���½� ¯�«�É
ϕ � ·�µµ�Æ ¯�«�É σ2

±½ ¸²� ¯®� «� � ±½ G(A,M) ·��� ¬�¯±±�½ (f, v) ±¯�� ��¬²±� �¾µ� �«µ «� � G(A[f, F ], 〈m, v〉M ) ¯�¬¬±½ ¸±· �Á��¾ �½µÉ « ¬ �¯±±�½¯ �· ²� ·��� (f ′, v′) Æ±²
f ′ ∈ F � Ñ±½�� ½� � �Á� ±¯ � «�� �É ²� ¬µ«É�� P �½ ²� µ�· ¯±�� �· ²� ¯±�®µ«±�½ «� � �²� ¬µ«É�� E «µÆ«É¯ «½¯Æ�� �½ ²� �±² ¯±�� ¯� ²±¯ ¸¬«�±«µ¾ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P �½
«� � G(C(A, F ),M) E
P G(A,M) ±¯ Æ�µµÏ���½�� �Ã½ ²� �«¯� ²±¯ ¯�«�É ¯�¬¯ � ± ¯�¬¯ � « ¬ �¯±±�½ (m, (f ′, v′)) Æ±² v′ ∈ m(f ′) ¯�²� ¬µ«É�� P �«½ «½¯Æ�� � �Á±½ � ¬ �¯±±�½ ((f ′, v′), (f ′, v′) � Ñ±½�� f ′ ∈ F ²� ��½¯�®�±�½�«½ � � ��¬ �«�� �º²� ¯�«�É ϕ ���½�� ±½ ¯®�² « Æ«É ±¯ Æ ±½½±½ ¯±½�� �Á��É � «Ë±� «µ ¬µ«É ���¬«±�µ�Æ ±² ϕ ±¯ �±²�� Æ ±½½±½ �½ ±¯ �±² ¯±�� � �� ± ±¯ ±½�½±� ¸�½ � �² ¯±��¾ «½� ²� ¯��®�½���· ¯«�¯ � ��®��±½ �½ ²� µ�· ¯±�� ��®«µ¯ ²� ¯®�Ï¯��®�½�� �· ¯«�¯ �· F ²« ���®�¯ �½²� µ�· ¯±�� � Ñ±½�� ²� «®�� «�½ A ±¯ F Ï½��� «µ � ²±¯ ®«�«½��¯ ²« ²� Æ� ¯±�� �· ²�¬µ«É «�� ��®±Á«µ�½µÉ Æ ±½½±½ �� µ� �¯±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P �

�¼ ��½¯�®�±�½ �®«µ � ²� ��½�«�±�½ � �«µµ�� �Ë¬«½¯±�½ � �«½ � � ���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ �
� ���� ��  ��� �� ��� �

S
���¦��§ ��� �� Ð� A = 〈Q,P(Pred), q0, δ,Ω〉 � � «½ «µ��½«±½«®�� «�½ «½� µ� S = {s1, · · · , sn} ⊆ Q � � « ¯®�¯� �· ²� ¯� �· ¯«�¯ � ¼¯¯®� � ²« � ·���Á��É ¯«� s ∈ S � ²��� ±¯ « ¸µ� �«µ¾ «®�� «�½

As = 〈Qs,P(Pred), qs,0, δs,Ωs〉

Æ±² Q ⊆ Qs
�QÏ½��� «µ «½�

QÏ��®±Á«µ�½ � δ(s) � «½� ¯®�² ²« � ·�� �Á��É q ∈ Q � δs(q) = >«½�
Ωs(q) = Ω(q) � ¼¯¯®� � «µ¯� ²« ²�¯� «®�� «« «�� ���¬«±�µ� �½� Æ ±² ²� �²�� ±½²� ¯�½¯� ²« � ·�� �Á��É s1 «½�

s2 ∈ S � �Á��É q ∈ Qs1 ∩Qs2

� ²� ·���®µ«¯ δs1(q)
«½�

δs2(q)«�� ��®±Á«µ�½ � «½�
Ωs1(q) = Ωs2(q)

�º²� S 1�2"()���) �· A �É {As}s∈S
±¯ ���½�� � � � ²� «®�� «�½

E(A, {As}s∈S) = 〈Qe,P(Pred), qe
0, δ

e,Ωe〉
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���½�� �É Qe =
⋃

s∈S Qs
� qe

0 = q0
� ·�� �Á��É q ∈ Q − S � δe(q) = δ(q)

«½�
Ωe(q) = Ω(q) �·�� �Á��É q ∈ S � δe(q) = δq(qq,0)

«½�
Ωe(q) = Ω(q) � «½� � ·�� �Á��É q ∈ Qe −Q �  ±Á�½ «½É s¯®�² ²« q ∈ Qs

� δe(q) = δs(q)
«½�

Ωe(q) = Ωs(q)
�

� ���� �
 ��¥ ¥� � �*� S 1�2"()���) E(A, {As}s∈S)
�$ () (�#�+ (#�) A �� ����.(��) # #� #* �

(�#�+ (#�) A "
 !��$ " ��¯��Á� ²« � ·�� �Á��É ¯«� ¯«� s ∈ S � ²� «®�� «�½ A[s, S] ±¯ ±¯�� ��¬²±�� ²� «®�� «�½ As

� «½� ²� «®�� «�½ E(A, {As}s∈S) ±¯ SÏ½��� «µ � Ã ·�µµ�Æ ¯ ²«²� «®�� «�½ A ±¯ «½ SÏ��½�«�±�½ �· ²� «®�� «�½ E(A, {As}s∈S) ¯� Ð��� « � �Î �� ��«¬¬µ±�¯ �
�

� �� U ugphflgify lkgeq lgl lfo �m� eifg nehqkul
�½ « ��½��¬®«µ ¬ �±½ �· Á ±�Æ � «µ��½«±½ «®�� «« �«½ � � ¯��½ «¯ ¯É¯�� ¯ �· �Ë��Ï¬ �±½��®«±�½¯ �Î�� � Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� ±µµ®¯�«� ²±¯ ·«� �É ¬��Á±½ ²« � �² ²� �µ«¯¯�¯ �·
�«¬²¯ ���½«�µ� �É � �«½¯ �· ��®½±½ ¸��¯¬ � ���«µ¾ �« «µ��½«±½ «®�� «« «½� ²��µ«¯¯�¯ �· �«¬²¯ ���½«�µ� �É � �«½¯ �· ��®½±½ ¸��¯¬ � ���«µ¾ �Ë��Ï¬ �±½ ·���®µ«¯ «��²� ¯«� � �

 �� �� �9��@ 9 �=?<�9= ��� 9�=;� 9=9
Ì®±µ�±½ «½ «µ��½«±½ «®�� «�½ Aα

��®±Á«µ�½ � « �Ë�� ¬ �±½ ·���®µ« α �«½ � � ��½�±½ « �±Á ±«µ Æ«É � ²� �½� ¯«� «®�� «�½ At
α

���½�� �É At
α = 〈{{q0},Σ, q0, δ,Ω〉 Æ±²

δ(q) = α
«½�

Ω(q) = 0 ±¯ ��Á±�®¯µÉ ��®±Á«µ�½ � ²� ·���®µ« α � Ì® ²±¯ «®�� «�½ ±¯½� �« �Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� � ·®�²�� �É ���½±½ « ½�±�½ �· �«¯±� «µ��½«±½ «®�� «« � º²�¯�«®�� «« «�� �«µµ�� �«¯±� � ��«®¯� ²��� ±¯ �½� ¯®�² «®�� «�½ ¬ �� ��½½��±Á� �· ²� �Ë��¬�±½ �«µ�®µ®¯ � ¿����Á�� � ²�É �«½ � � ���¬ �¯�� ±½ ����� � �®±µ� �« «®�� «« ��®±Á«µ�½� «��±�«�É �Ë�� ¬ �±½ ·���®µ«¯ �
� �� ����  ��� �� ��� ���§ �� ����£��� ��� ����¥��� �� ³±Á�½ «½É �Ë�� ·���®µ« α � Æ� ��Ï
�½� ²� 5(�� (�#�+ (#�) Ab

α

«¯¯� �±«�� � ²� ·���®µ« α � � � ²� «®�� «�½
Ab

α = 〈Qb,P(Prop ∪V arα), qb
α, δ

b,Ωb〉

���½�� «¯ ·�µµ�Æ ¯ �
Î � ±· α ≡ p ¸��¯¬ � α ≡ ¬p¾ ²�½ Ab

α

²«¯ « ¯±½ µ� ¯«� qb
α

Æ±² δ(qb
α) = p ¸��¯¬ �

δ(qb
α) = ¬p¾ �

� � ±· α ≡ ♦kα1
¸��¯¬ � α ≡ �kα1

¾ ²�½ Ab
α

²«¯ Æ� ¯«�¯ qb
α

«½�
qb
α1

Æ±² δb(qb
α) = ♦kq

b
α1¸��¯¬ � δb(qb

α) = �kq
b
α1

¾ «½�
δb(qb

α1
) = α1

�
� � ±· α ≡ α1 ∨ α2

¸��¯¬ � α ≡ α1 ∧ α2
¾ ²�½ Ab

α

²«¯ ��� ¯«�¯ qε
α
� qb

α1

«½�
qb
α2

Æ±²
δb(qb

α) = qb
α1

∨ qb
α2

¸��¯¬ � δb(qb
α) = qb

α1
∧ qb

α2

¾ � δb(qb
α1

) = α1
«½�

δb(qb
α2

) = α2
�
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� � ±· α ≡ σX.α Æ±² σ = ν ¸��¯¬ � σ = µ¾ ²�½ ²�½ Ab
α

²«¯ ��� ¯«�¯ qε
α
� qb

α1

«½�
qb
XÆ±² δb(qb

α) = qb
α1

� δb(qb
α1

) = α1[q
b
X/X] � δb(qb

X) = qb
α1

Æ±² � ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Qb �
Ωb(q) = 0 ¸��¯¬ � Ωb(q) = 1¾ �

Æ±² � ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Qb � Ωb(q) = 0 ®½µ�¯¯ ¯¬ ��±��� �±����½µÉ�
� �� �� �� ��¥ ¥� � ��! �.�!/ ' 2 �� "��)# $ �!+��( α� #* � $ �!+��( α ()� #* � (�#�+ (#�) Ab

α(!� ����.(��) #� � "�" $ �! �.�!/ + ���� M �
M |= α �$ ()� �)�/ �$ M ∈ L(Ab

α) "
 !��$ " Ð� M � � «

ΣÏµ«� �µ�� �«¬² � ¹� ²«Á� � ¬��Á� ²« M |= α ±· «½� �½µÉ ±· M ∈
L(Ab

α) � ¼µµ �«¯�¯ �® ²� �Ë�� ¬�±½ �«¯�¯ «�� ±�� ��±«� ��½¯��®�½��¯ �· ²� ���½±±�½¯ �¹� �½µÉ ��«±µ ²��� ²� �Ë�� ¬�±½ �«¯� � ¿����Á�� � �É �®«µ±É� ± ¯®- �� � ¬��Á� ± ·��
��«�¯ �Ë�� ¬ �±½ �

¼¯¯®� � α ≡ νX.α1
«½� «¯¯®� � M |= α � ¹� Æ«½ � ¯²�Æ ²« M ∈ L(Ab

α) � Ã½ ������ �� ¯� � µ� V = νX.αM
1 (X) � ÌÉ «¯¯®�¬±�½ � �½� ²«¯ � ±½ ¬«�±�®µ«� � rM ∈ V � ¹� ���½�²�½ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� ¶ ±½ ²� «� � Ab ×M

«¯ ·�µµ�Æ ¯ �
���� ±½±±«µ ¬ �¯±±�½ (qα, r

M ) ¸��¯¬ � «½É ¬�¯±±�½ �· ²� ·��� (qX , v)
Æ±² v ∈ V ¾ ²�¬µ«É�� P ��Á�¯ � � «¬¬±½ mrM

¸��¯¬ � mv
¾ ���½� � ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Qb �É m(q) = ∅±· q 6= qα1

«½�
m(qα1) = {rM} ¸��¯¬ � m(qα1) = {v}¾ � ¹� �� ²«Á� 〈rM ,mrM 〉M |= δ(qα)¸��¯¬ � 〈v,mv〉M |= δ(qα)¾ � ¼·�� ²±¯ � �Á� � ²� ¬µ«É�� ° �«½ �½µÉ � �Á� � ¬ �¯±±�½

(qα1 , r
M ) ¸��¯¬ � (qα1 , v)

¾ «½� Æ� ²«Á� 〈rM 〉M |= α1(V ) ¸��¯¬ � 〈v〉M |= α1(V )¾ ����� «½É ¬�¯±±�½ �· ²� ·��� (qα1 , v)
Æ±² v ∈ V � ¬µ«É�� ¶ ��Á�¯ � � «¬¬±½ m���½�� � ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Qb �É m(q) = ∅ ±· q 6= qX

«½�
m(qX) = V � ¹� �� ²«Á�

〈v,m〉M |= δ(qα1)
� � ��«®¯� v ∈ V = αM

1 (V ) � º²�½ ²� ¬µ«É�� ° �«½ �½µÉ � �Á� � «¬ �¯±±�½ �· ²� ·��� (qX , v)
Æ±² v ∈ V

«½� ²� ¯�«�É ±¯ ��¬ �«�� «¯ «� �Á� �Ì��«®¯� Ω(qX) = 0 � º²� ¯�«�É ���½�� ²��� ·�� ²� ¬µ«É�� ¶ ±¯ ��Á±�®¯µÉ Æ ±½½±½ �
Í�½Á��¯�µÉ� «¯¯®� � ²« ²� ¬µ«É�� ¶ ²«¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·��� ²� ¬ �¯±±�½ (qα, r

M )±½ ²� «� � Ab ×M � «½� µ� W0
� � ²� ¯� �· ¸Æ ±½½±½ ¾ ²� ¬µ«É�� ¶ ¬ �¯±±�½ ²« «����«�²�� Æ²�½ ¬µ«É�� ¶ ¬µ«É¯ «�����±½ � ²±¯ ¯�«�É�Ì��«®¯� �½� ²«¯ (qα, r

M ) ∈ W0
«½�

δb(qα) = qα1

²�½ �½� «µ¯� ²«¯ (qα1 , r
M ) ∈ W0

�Ä��½±½ ²�½ ¯� V � � � ²� ¯� �· Á��±��¯ v ∈ VM ¯®�² ²« (qX , v) ∈ W0
� «½�  ±Á�½� «¬¬±½ m Æ²��� ²� ¬µ«É�� ¶ ��Á�¯ � � ·��� ¬ �¯±±�½ (qα1 , r

M ) � �½� ²«¯ m(qX) ⊆ V²�½�� � � ��«®¯� αM
1

±¯ � �½��½±� � �½� «µ¯� ²«¯ rM ∈ αM
1 (V ) �Ñ±� ±µ«�µÉ� ·�� �Á��É Á���Ë v ∈ VM ¯®�² ²« (qX , v) ∈ W0

� � ��«®¯� δb(qx) = qα1

�½�²«¯ (qα1 , v) ∈W0
� «½� ²�½ � ·�µµ�Æ ±½ ²� ¬µ«É�� ¶ ½�Ë � �Á�¯ � �½� «µ¯� ²«Á� v ∈ αM

1 (V ) �º²±¯ ¯²�Æ ¯ ²« V ⊆ αM
1 (V )

²�½�� V ⊆ νX.αM
1 (X) ����� ²� ·«� ²« rM ∈ αM

1 (V )
«½� �É ��½��½±�±É �· αM

1
� ²±¯ ¯²�Æ ¯ ²« rM ∈

νX.αM
1 (X) � ²« ±¯ M |= νX.α1(X) �

�
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Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� �®±µ � ·�� �Á��É �Ë�� ¬ �±½ ¯�½�½�� α � «½ ��®±Á«µ�½ «µ��½«±½ «®Ï�� «�½ Aα
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q1 ≤A q2 ≤A q ²�½ Ω(q1) ≤ Ω(q2)
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«¯ ·�µµ�Æ ¯ �Ñ� �· ¯«�¯ Q′ ±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· «®�� «« �«��¯ t �· ²� ·��� q0.q1. · · · .qn¯®�² ²« � ·�� �Á��É ±½��� i «½�
j ¯®�² ²« 0 ≤ i < j ≤ n � ±· qi = qj

²�½ ²��� ±¯ ¯�� �±½��� k ¯®�² ²« i < k < j
«½�

Ω(qk) < Ω(qi) = Ω(qj)
�

�½� �«½ �²��È ²« ²� ¯� �· �«��¯ Q′ ���½�� ±½ ¯®�² « Æ«É ±¯ �µ�¯�� ®½��� ¬���Ë«½� ±¯ �½±� Æ ±² « �«��±½«µ « � �¯ ��®�µÉ �Ë¬ �½�½±«µ ±½ ²� �«��±½«µ �· Q �
��� �Á��É �«�� t = q0.q1. · · · .qn ∈ Q′ � �Á��É ¯«� q ∈ Q � Æ� ���½� update(t, q) � � �²� ¯²���¯ ¬���Ë q0. · · · .qi �· t.q ¯®�² ²« qi = q

«½� � ·�� �Á��É k ¯®�² ²« i < k ≤ n �
Ω(qi) ≤ Ω(qk)

� ± �� � ²� � ±½±�®� ¬�±��±É �½��®½���� ±½ ²� �É�µ� ·��� qi.qi+1. · · · .qn.qi
±¯²� ¬�±��±É �· qi � ÌÉ ���½±±�½ � update(t, q) ∈ Q′ ���� �«�� t � Æ� ���½� ²�½ δ′(t) � � � ²� ·���®µ« ��«±½�� ·��� δ(qn) �É ��¬µ«�±½�Á��É ¯«� q �É �«�� update(t, q) �¹� «µ¯� ���½� Ω′(t) � � � Ω(qn) �º²� ¼®�� «�½ A′ ±¯ �½±� «½� � �É ��½¯�®�±�½ � ���Ï¯²«¬ �� � ¿����Á�� � �«¬¬±½

f : Q′ → Q � ²« � «¬¯ �Á��É �«�� �· Q′ � ±¯ «�� Æ ±½�¯¯�¯ ²� ·«� ²« ²� «®�� «�½
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A′ ±¯ «½ ®½�«Á�µ±½ �· ²� «®�� «�½ A � ÌÉ «¬¬µÉ±½ Ð��� « � �Î �� �� � Æ� ��½�µ®�� ²«
L(A) = L(A′) �

�¼¯¯®� � ²®¯ A ±¯ « �½±� ���Ï¯²«¬ �� «®�� «�½ � ¹� ���½� � ·�� �Á��É ¯«� q � �É±½�®�±�½ �½ µ�Á�µ¯ �· ¯«�¯ �· A ±½ ����� ≤A
� ·��� µ�«Á�¯ � �� � � ²� ·���®µ« αq

«¯·�µµ�Æ ¯ � ²� ·���®µ« αq
±¯ ²� ·���®µ« ��«±½�� ·��� ·���®µ« δ(q) �É �

Î � ��¬µ«�±½ �Á��É ¯«� q1 � ��®��±½ ±½ δ(q) �É ·���®µ« αq1

±· q ≺A q1
� �� �É ²� ·���®µ«

Xq1

±· q1 ≤A q �� � «½� ±· q «¬¬ �«�¯ ±½ δ(q′) ·�� ¯�� � ¯«� q′ Æ±² q <A q′ � ± �� � ±· q ±¯ ²� «�� �· «
�«�ÈÏ��� ·��� ¯�� � ¯«� q′ � «È±½ ²� µ�«¯ ¸��¯¬ � ²� ��«�¯¾ �Ë�� ¬ �±½ �½ ²�Á«�±«�µ� Xq

�· ²� ��«±½�� ·���®µ« Æ²�½ Ω(q) ±¯ ��� ¸��¯¬ � �Á�½ ¾ �
� �� �� �� ��¥ ¥� � �*� ��!+��( αq0
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���½�� ·��� ²� ·���®µ« α ≡ ♦p ∧ ♦q �¼®�� «« ²« ¯«±¯·É� �½ ���¯ � ²� ��½Á��¯� �· Ð��� « � �Î �Î �� «�� ���½�� � � � ½�½«µ��½«±½ �

� ���� ��  ��� �� ��� ���� ����£��� ��� ����¥��� �� ¼½ «®�� «�½ A ±¯ )�) (�#�!)(#�)�Æ²�½ � ·�� �Á��É ��� M � M ∈ L(A) ±· «½� �½µÉ ±· ²��� �Ë ±¯¯ «½ «���¬±½ ·®½�±�½«µ �®½�· A �Á�� M �
º²±¯ ���½±±�½ �· ½�½ «µ��½«±�½ ±¯ ¯�� «½±� � ¹� ¬��Á±�� � �µ�Æ «½ ��®±Á«µ�½ ¯É½«�±����½±±�½ �



� �� � �����	
�
� � � ������� ��

� ���� � ;� >?=?<�����= �@ 9�=;� 9=9
Ð� CNT (Q) � � ²� ¯� �· �½±� � ±¯�®½�±�½¯ �· �� Ï·���®µ«¯ �· ²� ·���

∃xdiff(x) ∧
∧

i∈{1,···,k}

T (r, xi) ∧ qi(xi) ∧



∀z.diff(z, x) ⇒
∨

q∈Qz

q(z)





Æ²��� x = x1, · · · , xk
� ¬ �¯¯±� µÉ ��¬É Æ ±² k = 0 � ±¯ « Á���� �· � ±¯±½� Á«�±«�µ�¯ � ·�� �«�²

i ∈ qi
� qi ∈ Q

«½� Qz ⊆ Q � «½� diff(x) ±¯ ²� ¬��� ±�«� ¯«±½ ²« «µµ �µ�� �½¯ ��½����É Á«�±«�µ�¯ ±½ x «�� � ±¯±½� � � � � diff(x) =
∧

1≤i<j≤k xi 6= xj
�

� ���� ��  ��� �� ��� ���� ©���£¥ �� �§� �� ����¥��� �� ¼½ «®��«�½ A
)�) ��#�!+ �)1

�� #� Æ²�½ ·�� �Á��É ¯«� q ∈ Q � �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ δ(q) ±¯ ¸��®±Á«µ�½ � ¾ « ·���®µ«
�· ²� ·���

δ(q) ≡
∧

a∈Σ

a(r) → ϕq,a

Æ±² ·�� �Á��É a ∈ Σ � ϕq,a ∈ CNT (Q)
«½� a(x) ±¯ ²� ·���®µ«

a(x) ≡
∧

p∈a

p(x) ∧
∧

p/∈a

¬p(x)

� �¥�£	 � ¼µ²�®² ½� Æ �±�½ Æ ±² � ��«µ±É� ·���®µ«¯ ±½ CNT (Q)
«�� ��®±Á«µ�½ ���®½±½ � ��«µ ·���®µ«¯ ¬ �¯±±Á� ±½ ¬��� ±�«� ¯É�� � µ¯ �· Q � º²±¯ �«½ � � ¯��½ «¯ « �µ«¯¯±�«µ

�Ë���±¯� ±½ µ� ±� � Ã ±¯ «µ¯� « ��½¯��®�½�� �· Í�®���µµ� �¯ ��¯®µ¯ ���� � º²±¯ ±�¬µ±�¯ ±½¬«�±�®µ«� ²« ½�½ �����±½±¯±� «®��«« «�� ¬«�±�®µ«� �«¯� �· «µ��½«±½ «®��«« �
� ���� �� ��¥ ¥� � ���)#�)� )�) ��#�!+ �)��#� (�#�+ (#( (!� )�) (�#�!)(#�)� "
 !��$ " Ð� A � � «½ ½�½ �����±½±¯±� «®��«�½ � ¹� Æ«½ � ¬��Á� ²« A ±¯ ½�½«µ��½«±½ � Ð� M � � «

ΣÏ��� «½� µ� σ � � « Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½ G(A,M) � ¹� ���½� «
� «¬¬±½ ρ : V M → Q � �¯ �É «È±½ ρ(rM ) = q0

� ¹� ¬�� ���� ²�½ �É ±½�®�±�½ �½ ²�
��¬² �· Á���Ë v ∈ V M Æ±² ²� ·� µµ�Æ±½ ±½Á«�±«½ ¬��¬ ��É �

¸Ã¾ º²��� ±¯ « ��®½�� ¯�«�É τ ±½ ²� «� � G(A,M)
«½� « ¬µ«É p ∈ σ ∗

τ(q0, r
M ) ²« �½�¯ ±½ ¬ �¯±±�½ (ρ(v), v) �

º²� ±½Á«�±«½ ±¯ ¯«±¯��� « ²� ��� rM �· M � ¼¯¯®� � ρ(v) = q ·�� ¯�� � v ∈ VM � ÌÉ±½Á«�±«½�� ¬��¬ ��É� «½� ¯±½�� σ ±¯ Æ ±½½±½ � ²� ¬µ«É�� E �«½ � �Á� � �«�È±½ m : Q →
P(V M ) ¯®�² ²« 〈v,m〉M |= δ(q) � ÌÉ ���½±±�½ �· ½�½ �����±½±¯±� «®��«« �«½¯±±�½¯¬ ��±��«±�½ ¸·���®µ«¯ �· CNT (Q)¾ � ²±¯ � �«½¯ ²« ²��� ±¯ « ·®½�±�½ f : Succ(v) → Q¯®�² ²« f−1 ⊆ m

«½� Tv,f |= δ(q) � ��� �«�² ¯®���¯¯�� v′ �· v Æ� ���½� ²�½ ρ(v′) = f(v′) �Ñ±½�� f ±¯ « � «¬¬±½ «½� f−1 ⊆ m � ²� ¬µ«É�� E �«½ � �Á� � «½É ¬«±� (ρ(v′), v′) Æ±²
v′ ∈ Succ(v) Æ²±�² ��½�µ®�� ²� ±½�®�±�½ ¯�¬ �º²� ·®½�±�½«µ �®½ ±¯ «���¬±½ ¯±½�� � ·�� �Á��É ±½�½±� ¬«² ·��� ²� �� � p ∈ (V M )ω �
ρ(p) ±¯ � �É ±½Á«�±«½�� ¬��¬ ��É� ²� ¯��®�½�� �· ¯«�¯ ²« � ��®�¯ ±½ «½ ±½�½±� ¬µ«É ±½
σ ∗ τ(q0, r

M )
²�½�� � � ��«®¯� σ ±¯ Æ ±½½±½ � ± � �µ�½¯ � Acc �

�Í�½Á��¯�µÉ �
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� ���� �� ��¥ ¥� � � .�!/ )�) (�#�!)(#�)� (�#�+ (#�) �� ����.(��)# #� ( )�) ��#�!+ �)��#� 
(�#�+ (#�) "
 !��$ " Ð«¯ � µ� A � � « ½�½ «µ��½«±½ «®��«�½ � ��� �Á��É ¯«� q �· A � ·�� �Á��É a ∈ Σ �± ±¯ «½ �«¯É ��¯��Á«±�½ ²« ²��� ±¯ « ·���®µ« ϕq,a

�· CNT (Q) ¯®�² ²« � ·�� �Á��É ��¬²
�½� Σ ��� M «½� �Á��É � «¬¬±½ f : SuccT (rM ) → Q � �½� ²«¯ 〈rM , f−1〉M |= δ(q) ∧ a(r)±· «½� �½µÉ ±· 〈rM , f−1〉M |= ϕq,a

�Ã ·� µµ�Æ¯ ²« ²� «®��«�½ A′ �®±µ ·��� A �®¯ �É �²«½ ±½ ²� �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«Ï±�½ δ � δ′ ���½�� � ·�� �«�²
q ∈ Q � �É δ′(q) ≡ ∧

a∈Σ a(r) → ϕq,a
� ±¯ ��®±Á«µ�½ � A

«¯ ·«�«¯ ·®½�±�½«µ �®½¯ «�� ��½���½�� � Ì® ²�½ � ¯±½�� ²� «®��«�½ A′ ± ½�½ �����±½±¯±� �± ±¯ «µ¯� ½�½ «µ��½«±½ ¸�É Ð���« � �Î �� ��¾ «½� ²®¯ ¸�É ���½±±�½ �· ½�½ «µ��½«±�½ ¾
��®±Á«µ�½ � A �

�

� ���
 �A? ���� �9= �;� =A?;<?�
� ���� �� ����£�¥ �� ����£ ��© ����¦¦ ���� � ��
��� � .�!/ (�#�!)(#�)� (�#�+ (#�) A�� ����.(��)#   () 5� ��+��(#�� 5/! ( )�) (�#�!)(#�)� (�#�+ (#�) An "� �!��.�!� �$ A �� ( " (!�#/ (�#�+ (#�)  �#* � !��" � #�.��/�  ������ �" �) �! � � *� �)' )�#(!/
 �)��#��)�� #* �)  �  ()  *���� An #� 5� ( "(!�#/ (�#�+ (#�)  �#* � !��" � #�. ��/�  ��� ��� �" �)�! � � *� �)' )�#(!/  �)��#��)�� � "� " �$ ΩA(QA) ���(�� {0, }

�
{1}

�! !��" � #�.��/ {0, 1} #* �) �  ()  *���� An �� * #*(# ΩAn

(QAn

) = ΩA(QA) "
 !��$ " Ð� A = 〈Q, q0,Σ, δ,Ω〉 � � «½ «µ��½«±½ ¬«�±É «®��«�½ � ¹� Æ �±� Acc = {w ∈
Qω : lim inf Ω(q) ±¯ �Á�½} � ÌÉ «¬¬µÉ±½ Í��� µµ«�É � �� �� �� � Æ� «¯¯®� � ²« ²� «®��«�½
A ±¯ �« �

º²� ¼®��«�½ An = 〈Qn, Qn
0 ,Σ, δ

n,Accn〉 ±¯ ���½�� «¯ ·� µµ�Æ¯ �
Î � � �# �$ � #(#� Qn ±¯ ���½�� � � � Qn = P(Q×Q×{0, 1})−Fn Æ±² Fn ���½�� � �µ�Æ �
� � � �# �$ �)�#�(� �#(#� Qn

0 = {R : (q0, q0, 1) ∈ R} �
� � #!()��#��) �" � �'  (#��) δn ���½�� � ·�� �Á��É R ∈ Qn � �É δn(R) ���½�� � � � ²�·���®µ« ��«±½�� ·��� ²� ·���®µ« ∧

(q1,q2,x)∈R δ(q2)
«·�� �

¸«¾ ��¬µ«�±½ �Á��É ¯®�·���®µ« �· ²� ·���
�kq3

¸�� ��¯¬ �
♦kq3

¾ ·�� ¯�� � q3 ∈ Q ��É ²� ¬��� ±�«�
�kD(q2,q3,1)

¸�� ��¯¬ �
♦kD(q,R),(q2,q3,1)

¾ � Æ²��� D(q2,q3,1) ≡∨
(q2,q3,1)∈R′ R′ �

¸� ¾ «½� � «·�� ²� ¬��Á±�®¯ ��¬µ«��� �½ ²«Á� � ��½ ¬ ��·��� �� ¸¯� ²« �Á��É ���«±½Ï±½ ¯«� «�� ½� ±½ ²� ¯��¬ � �· � ��«µ±±�¯¾ � ��¬µ«�±½ �Á��É ���«±½±½ ¯«�¬��� ±�«� q3 ∈ Q �É > ±· (q2, q3, 0) ∈ R
«½� ⊥ ±· (q2, q3, 0) /∈ R

�
� � Accn ±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· «µµ ±½�½±� ¬«² p ∈ (Qn)ω ¯®�² ²« tr(p) ⊆ Acc �

Æ²��� ·�� �Á��É �½±� �� ±½�½±� Æ��� p ∈ (Qn)∞ � tr(p) ±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· «µµ ±½�½±�Æ���¯ t ∈ Qω � �«µµ�� #!( � �· A �½ p � ¯®�² ²« ²��� ±¯ « ¯��®�½�� �· ±½��� {ji}i∈IN
¯®�²

²« � ·�� �Á��É i ∈ IN �

Î � 0 ≤ ji+1 − ji ≤ 1 �



� �� � �����	
�
� � � ������� ��

� � (t[i], t[i+ 1], (ji+1 − ji)) ∈ p[ji+1]
�

«½� Fn ⊆ Qn � ²� ¯� �· $ �!5����) �#(#��� ±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· «µµ ¯«�¯ R ∈ Qn ¯®�²
²« tr(R) ∩ Acc 6= ∅ �

��¯��Á� ²« � ·�� �Á��É qn ∈ Qn � δn(qn) ±¯ « ¸��®½±½ ¾ � ��«µ ·���®µ« �· � ��«µ ��¬²
�½� ¯� ²� «®��«�½ An ±¯ ½�½ �����±½±¯±� �
� ���� �� ��¥ ¥� �����© ��¤ �� �* � ��#�+ (#�) An �� ����.(��) # #� #* � (�#�+ (#�) A "
 !��$ " Ð� M � � « ��� � ¼¯¯®� � M ∈ L(A)

«½� µ� σ � � « ¬ �¯±±�½«µ Æ ±½½±½ ¯�«�É ±½²� «� � G(A,M) ·��� ²� ¬ �¯±±�½ (q, rM ) �¹� ���½� ρ : VM → Qn «¯ ·� µµ�Æ¯ ²� ¯� «µµ�¯ � «¬¬±½ ¸������� �É ±½�µ®¯±�½ ¾ ¯®�²
²« �

Î � (q0, q0, 1) ∈ ρ(rM) �
� � ·�� �Á��É q ∈ Q

«½� v ∈ V M � ±· ²��� ±¯ « ��®½�� ¯�«�É τ ¯®�² ²« ²��� ±¯ «¬µ«É p ∈ σ ∗ τ(q0, sr
M ) ²« �½�¯ ±½ ¬ �¯±±�½ (q, v) ²�½ �  ±Á�½ m = σ(q, v) ¯®�² ²«

〈v,m〉M |= δ(q) � ·�� �Á��É q′ ∈ Q � ·�� �Á��É v′ ∈ Succ(v) �

¸«¾ ±· v ∈ m(q′) ²�½ (q, q′, 0) ∈ ρ(v) �¸� ¾ ±· v′ ∈ m(q′) ²�½ (q, q′, 1) ∈ ρ(v′) �
�½� �«½ �²��È ²« ρ ±¯ «½ «���¬±½ ·®½�±�½«µ �®½ �· An �½ M �
Í�½Á��¯�µÉ� «¯¯®� � ²��� ±¯ « ·®½�±�½«µ «���¬±½ �®½ ρ : V M → Qn �· ²� «®��«�½

An �½ M � Æ� ���½� ¬ �¯±±�½«µ ¯�«�É σ ·�� ²� ¬µ«É�� P «¯ ·� µµ�Æ¯ �
��� �Á��É (q, v) ∈ Q × VM � ¬��Á±��� � (q1, q, x) ∈ τ(v) ·�� ¯�� � q1 ∈ Q

«½� x ∈ {0, 1}Ï �²��Æ±¯� σ(q, v) ±¯ µ�· ®½���½�� Ï Æ� ���½� m : Q → P(V ) � � � ²� ¯� «µµ�¯ ¸Æ �� � �±½�µ®¯±�½ ¾ � «¬¬±½ ¯®�² ²« � ·�� �Á��É q′ ∈ Q � ·�� �Á��É v′ ∈ Succ(v) �

Î � ±· (q, q′, 0) ∈ τ(v) ²�½ v ∈ m(q′) �
� � ±· (q, q′, 1) ∈ τ(v′) ²�½ v′ ∈ m(q′) �
�½� �«½ �²��È ²« σ ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P ±½ ²� «� � G(A,M) ·���¬ �¯±±�½ (q0, r

M ) �
� !��$ �$ �* ��!�+ � "� "� "�   �) #�)� ��! " Ã ���«±½ � ¬��Á� ²« ²� «®��«�½ An ±¯ ��®µ«� �

� ���� �� ��¥ ¥� �� �����£ ��¤ �� �*�!� �2 �� #� ( ' )�#�  �!� (�#�+ (#�) Ac �) #* � (�" *(5�#
Qn �  (� ��� #* � "(#* (�#�+ (#�) �$

A
� �� * #*(# L(Ac) = Accn "� �!��.�!� �$ #* � ��# Ω(Q)

�$ " !��!�#��� ���� �) #* � (�#�+ (#�) A ���(�� #� {1}
�! {0, 1}!��" � #�.��/ #* �) �)�  () 5���� Ac �) �� * (  (/ #*(# #* � ��# Ωc(Qc)

�$ " !��!�#��� ���� �)
#* � (�#�+ (#�) Ac ���(�� #� {1}

�! {0, 1} !��" � #�. ��/ "
 !��$ " Ð � A � � ²� «µ¬²«� � Qn �¹� � �¯ ���½� « ¬«�±É «®��«�½ A′ = 〈Q′, q′0, δ

′,Ω′〉 ²« «���¬¯ «µµ ±½�½±� Æ���¯
�· A∞ ²« ��½«±½¯ « �«�� t ∈ Acc � º²�½ Æ� ��«±½�� Ac �É �����±½±Ê«±�½ «½����¬µ�� �½«±�½ �· ²� «®��«�½ A′ �
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º²� «®��«�½ A′ ±¯ ���½�� «¯ ·� µµ�Æ¯ ¸Æ ±² εÏ�«½¯±±�½ ¾ � º²� ¯� �· ¯«�¯ Q′ ±¯
���½�� � � � Q � ²� ±½ ±±«µ ¯«� q′0 ±¯ q0 � ²� ¸½�½ �����±½±¯±�¾ �«½¯±±�½ ·®½�±�½ δ′ ±¯
���½�� � ·�� �Á��É q ∈ Q «½� �Á��É R ⊆ Q×Q× {0, 1} �É

δ′(q,R) = {q′ ∈ Q : (q, q′, 1) ∈ R}

«½�
δ′(q, ε) = {q′ ∈ Q : (q, q′, 0) ∈ R}

«½� � ·�� �Á��É q ∈ Q � Ω′(q) = Ω(q) + 1 �ÌÉ ��½¯�®�±�½ �· ²� «®��«�½ A′ �½� ²«¯ L(A′) = Acc � ± �� � ²� «®��«�½ A
����½±Ê�¯ ²� ¯� �· Æ���¯ �· A∞ Æ²±�² ��½«±½¯ �«��¯ ²« ���¯ ½� ¯«±¯��¯ ²� ¬«�±É��½� ±±�½¯ Ω �º²�½ � Æ� ���½� ²� «®��«�½ Ac �É �����±½±Ê«±�½ «½� ���¬µ�� �½«±�½ �· ²�«®��«�½ A′ � Ñ«·�« �¯ ��½¯�®�±�½ �Î��� ¯«É¯ ²« �����±½±Ê«±�½ �«½ � � �«�� ±½ ¯®�² «
Æ«É � �½¯®��¯ ²« |Qc| = O(|Q|!)

«½� � ±· Ω(Q) = {1} �� {0, 1} ²�½ Ωc(Qc) = Ω(Q) �
�

� �¥�£	 � ¹ ²�½ Ω(Q) = {0} � Acc = Qω «½� Accn = (Qn)ω ¯� ²��� ±¯ ½� ½��� � �®±µ�²� «®��«�½ Ac �
 !��$ �$ �* ��!�+ � "� "� "�  �)�! "Ã· Æ� ���®±�� ²« ²� «®��«�½ An ±¯ « ¬«�±É «®��«�½ ²�½ Æ� �«½ ½���«µ±Ê� ±«¬¬µÉ±½ Ð���« � �Î �� �� Æ±² ωÏ«®��«�½ Ac �

�

� ���� �A? ?�:= ��?�� :<;� �?� 9�> =A? ���=? � ;>? � :<;:?<=	
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� ¬��Á� ²« �  ±Á�½ « ½�½ �����±½±¯±� ¬«�±É «®��«�½ A � ²� ¬���µ��
�· ���±� ±½ ±· ²��� ±¯ « � ���µ M ∈ L(A) Ï �«µµ�� ²� ��¬±½�¯¯ ¬���µ�� Ï µ±½�«�µÉ ���®��¯� ¯� µÁ±½ « ¬«�±É «� � SatA

� ¿ ����Á�� � ¯±½�� ¬ �¯±±�½«µ ¯�«� ±�¯ ¯®- �� � ¯� µÁ� ¬«�±É
«� �¯ � ²±¯ «µ¯� ¯²�Æ ²« �Á��É «®��«�½ ²« ����½±Ê�¯ « �«¬² � ����½±Ê�¯ « « �½±�
�½� � º²±¯ ¬��¬ ��É ±¯ �«µµ�� ²� �½±� � ���µ ¬��¬ ��É ¸¯�� � � � ��� � �� � Î�� � ��� ·�� ²�� ��«µ �«¯�¾ �
� ���� ��  ��� �� ��� ���� �§��	����¤ ��¥� �� Ð� A = 〈Q,Σ, q0, δ,Acc

A〉 � � « ½�½ ����Ï� ±½±¯±� «®��«�½ �³±Á�½ (q, a) ∈ Q × Σ
«½� R ⊆ P(Q × Σ) � Æ� ¯«É ²« ¬«±� ((q, a), R) ±¯ ¯«±¯�«�µ�Æ²�½ ²��� �Ë ±¯¯ « ��¬² �½� ΣÏ��� M «½� « � «¬¬±½ f : Succ(rM ) → Q ¯®�² ²«

λM (rM ) = a
«½� 〈rM , f−1〉M |= δ(q) �¹� ���½� ²� ¯«±¯�«�±µ±É «� � �«¬²

SatA = 〈VP , VE , TP , TE ,Acc〉
� � � ²� «� �

���½�� �É ¬®±½ VP = Q × Σ � VE = P(VP ) � Ñ� TP
±¯ ���½�� � � � ²� ¯� �· ¬«±�¯

((q, a), R) ∈ VP ×VE
¯®�² ²« ¬«±� ((q, a), R) ±¯ ¯«±¯�«�µ� � Ñ� TE

±¯ ���½�� � � � ²� ¯�
�· ¬«±�¯ (R, (q, a)) ∈ VE × VP

¯®�² ²« (q, a) ∈ R � ¼���¬«½�� ��½� ±±�½ Acc ±¯ ���½�� �� � ²� ¯� {p ∈ (VP +VE)ω : π1 ◦πVP
(p) ∈ AccA} � ± �� � ¯� �· ¬ µ«É¯ ²« ±½�®�� «½ «���¬±½¯��®�½�� �· ¯«�¯ �



� �� � �����	
�
� � � ������� � Î

� �¥�£	 � ¹ ²�½ ²� «®��«�½ A ±¯ ±½ ½���«µ ·��� «¯ ±½ ���½±±�½ � �Î �� �Î � ·�� �Á��É ¯«�
q ∈ Q � Æ� ²«Á�

δ(q) ≡
∧

a∈Σ

a(r) → ϕq,a

Æ±² ϕq,a
« � ±¯�®½�±�½ �· ·���®µ«¯ �· CNT (Q) � Ã ·� µµ�Æ¯ ²« « ¬«±� ((q, a), R) ±¯ ¯«±¯�«�µ�±· «½� �½µÉ ±· �½� �· ²� � ±¯�®½� � ��®��±½ ±½ ϕa

� �· ²� ·���

ϕ(q,a,R) ≡ ∃xdiff(x) ∧
∧

i∈{1,···,k}

T (r, xi) ∧ qi(xi) ∧



∀zdiff(z, x) ⇒
∨

q∈Qz

q(z)





±¯ ¯®�² ²« � ·�� �Á��É i ∈ {1, . . . , k} � (qi, ai) ∈ R ·�� ¯�� � ai
±½ Σ

«½� � ·�� �Á��É ¬«±�
(q′, a′) ∈ R � q′ ∈ {q1, · · · , qk} ∪Qz

�Ã½ �²�� Æ���¯ � ¯«±¯�«�µ� ¬«±�¯ ±½ SatA �«½ �®¯ � � ��«� ·��� ²� ���½±±�½ �· �«½¯±±�½¯¬ ��±��«±�½ ±½ A � �½� �«½ �Á�½ ��¯�±� � �±½±� «µ Æ �� � � ±½�µ®¯±�½ �
� ���� �� ��¥ ¥� ��¥¦� ���§§�� ��# A 5� ( )�) ��#�!+ �)��#� "(!�#/ (�#�+ (#�) " �()1
��(� � L(A))

�$ � !(" *� !� ��)��(5�� 5/ #* � (�#�+ (#�) A �� )�) �+" #/ �$ ()� �)�/ �$ #* �!� ��
��+ � a ∈ Σ �� * #*(# " ���#��) (q0, a)

��  �))�)� $ �! #* � " �(/�! P �) #* � �(#��' (5���#/ � (+ �
SatrA "
 !��$ " ¼¯¯®� � ²« L(A) 6= ∅ � Ñ±½�� L(A) ±¯ �µ�¯�� ®½��� ®½�«Á�µ±½ � Æ� �«½ «¯¯®� � ²«²��� ±¯ ¯�� � ��� M ∈ L(A) � Ð� ²�½ ρ : VM → Q � � «½ «���¬±½ ·®½�±�½«µ �®½ �· A
�½ M «½� µ� a0 = λM (rM ) �Ñ�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P ·��� ¬ �¯±±�½ (q0, a0)

±¯ ���½�� «¯ « ¯�«�É Æ ±² � �� ��É
σ = 〈VM ,m0, c, up〉 Æ±² �

Î � � �� ��É V M ∪ {⊥} �� � ±½ ±±«µ � �� ��É m0 = rM �
� � �²� ±�� ·®½�±�½ c : VM × VP → VE

���½�� � ·�� �Á��É v ∈ VM «½� (q, a) ∈ VP�É� c(v, (q, a)) = Rv
Æ±² Rv = {(ρ(v′), λM (v′)) ∈ VP : v′ ∈ Succ(v)} Æ²�½

(ρ(v), λM (v)) = (q, a)
«½� c(v, (q, a)) = ⊥ �²��Æ±¯� �

� � «½� ®¬�«� ·®½�±�½ up ���½�� ·�� �Á��É v ∈ VM �É� ·�� �Á��É R ∈ VE
� up(v,R) = v«½� � ·�� �Á��É (q, a) ∈ VP

� up(v, (q, a)) = v′ ·�� ¯�� � v′ ∈ Succ(v) ¯®�² ²« (q, a) =
(ρ(v′), λM (v′))

«½� up(v, (q, a)) = ⊥ �²��Æ±¯� �
�½� �«½ �²��È ²« σ ±¯ « Æ�µµ ���½�� Æ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� P ·��� ¬ �¯±±�½
(q0, v0)

�¿ ��� ¬���±¯�µÉ� �½� �«½ �²��È � �É ±½�®�±�½ �½ ²� µ�½² �· ¬ µ«É¯ � ²« � ·�� �Á��É��®½�� ¯�«�É τ �  ±Á�½ ¬µ«É p = σ ∗ τ(q0, v0)
� �½� ²«¯ up∗(m0, p) 6= ⊥

«½� � ±· p �½�¯ ±½« ¬ �¯±±�½ (q, v) � ²�½ �  ±Á�½ v = up∗(m0, p)
� �½� ²«¯ (ρ(v), λM (v)) = (q, a) �¿ ����Á�� � � ��«®¯� ρ ±¯ «½ «���¬±½ ·®½�±�½«µ �®½ � 〈v, ρ−1 ∩ Succ(v)〉M |= δ(q) � Ã·� µµ�Æ¯ ²« ¬«±� ((q, a), Rv)

±¯ ¯«±¯�«�µ� � �� � ±½ �²�� Æ��� � ((q, a), Rv)
±¯ « Æ�µµ ���½��� �Á� ±½ SatA �

Í�½Á��¯�µÉ� «¯¯®� � ²« ²� ¬µ«É�� P ²«¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É σ ±½ ²� «� � SatA
·���« ¬ �¯±±�½ (q0, a0)

·�� ¯�� � a0 ∈ Σ � Ã½ ����� � ¬��Á� ²� µ���« � Æ� ���½� «
ΣÏ�«¬²

Mσ¬��Á±½ ²« M ∈ L(A) �É ���½±½ «½ ·®½�±�½«µ «���¬±½ �®½ ρ : VM → Q �· A �½ Mσ
�
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¹ ±²�® µ�¯ �· �½��«µ±É� Æ� �«É «¯¯®� � ²« ¯�«�É σ ±¯ ¬ �¯±±�½«µ «½� � ·�� �«�²
(q, a) ∈ Q× a � σ(q, a) ±¯ � ±½±� «µ Æ �� � � ±½�µ®¯±�½ � Ð� ²�½ Vσ ⊆ Q× Σ � � ²� ¯� �· ²�¬µ«É�� P ¬ �¯±±�½¯ ²« «�� ��«�²�� ·��� ¬ �¯±±�½ (q0, a0)

±½ ¬µ«É¯ �· Beh(SatA, (q0, a0), σ) ���� �«�²
(q, a) ∈ Vσ

� µ� ϕq,a,R
Æ±² R = σ(q, a) � � ²� ·���®µ« �· ²� ·���

ϕ(q,a,R) ≡ ∃xdiff(x) ∧
∧

i∈{1,···,k}

T (r, xi) ∧ qi(xi) ∧



∀zdiff(z, x) ⇒
∨

q∈Qz

q(z)





Æ±² R ¸� ±½±� «µ¾ �· ²� ·��� ⋃
i∈[1,k]{(qi, ai)}

¸¯�� ���«�È ¬«� � Î¾ «½� µ� Vq,a
� � ²� ¯�

Vq,a = {(qi, i, ai) ∈ Q× IN × Σ : i ∈ [1, k]} �¹� ²�½ ���½� Mσ = 〈V Mσ , rMσ , TMσ , λMσ〉
«¯ ·� µµ�Æ¯ �

Î � VMσ = {(q0, 0, a0)} ∪
⋃

(q,v)∈Vσ
Vq,σ

�
� � rMσ = (q0, 0, a0)

�
� � TMσ = {((q, k, a), (q′, k′, a)) ∈ VMσ × V Mσ : (q′, k′, a) ∈ Vq,a}

�
� � λMσ(q, k, a) = a �
¹� ���½� ²�½ ρσ : VMσ → Q �É� ·�� �Á��É (q, k, a) ∈ VM � ρσ(q, k, a) = q �
�½� �«½ �«¯±µÉ �²��È ²« ρσ

±¯ « ·®½�±�½«µ «���¬±½ �®½ �· A �½ Mσ
� º²� ¯«Ï±¯·«�±�½ �· ±½ ±±«µ «½� µ� �«µ ��½� ±±�½¯ ±�� �� ±«�µÉ ·� µµ�Æ¯ ·��� ²� ��½¯�®�±�½ � º²�¯«±¯·«�±�½ �·  µ��«µ ��½� ±±�½ ·� µµ�Æ¯ ·��� ²� ·«� ²« ²� �«¬¬±½ f : rM .(V M )∞ →

{(q, a0)}.(VE .VP )∞ ���½�� � ·�� �«�² ¬«²
p = (q0, k0, a0). · · · .(qi, ki, ai). · · ·

�É
f(p) = (q0, a0).σ(q0, a0). · · · .(qi, ai).σ(qi, ai). · · ·

±¯ « �±� ��±�½ � �Æ��½ ¬«²¯ ±½ Mσ
��«½«±½ ·��� ²� �� � rMσ ±½ Mσ

� ¬µ«É¯ ±½
Beh(SatA, (q0, a0), σ) Æ±² � ��Á±�®¯µÉ� ·�� �Á��É ±½�½±� ¬«² p � ρ(p) ∈ AccA ±· «½� �½µÉ ±·
f(p) ∈ AccSatA �

�
��¯��Á� ²« �«¬²

Mσ
�®±µ «� �Á� ±½ �½±� � Ã ·� µµ�Æ¯ �

� ���� �� ��£����£¤ �� �� ��� ¥�©�� ¦£�¦�£�¤ �� � .�!/ �(#��' (5�� +�1 (� ���� $ �!+��( α*(� ( ' )�#� + ����"
 !��$ " ÌÉ º²����� � �� �� �Î ²� ·���®µ« α ±¯ ��®±Á«µ�½ � «½ «µ��½«±½ «®��«�½ AαÆ²±�² � ±½ ®�½ � «¬¬µÉ±½ º²����� � �Î �� �Î � ±¯ ��®±Á«µ�½ � « ½�½ �����±½±¯±� «®��«�½
An

α
� º²�½ � ·� µµ�Æ±½ ²� «� �Á� ��½¯�®�±�½ � L(An

α) 6= ∅ ±· «½� �½µÉ ±· ²��� ±¯ ¯�� � �½±�
M ∈ L(An

α) �
�
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� �� � aZ lfo jiriqkulgief if�lhilf�p
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ � Æ� ¬��Á� ²« �Á�� ���¯ � «µ��½«±½ ��®½±½ «®��«« «½� ¿ Ñ� ¯�½Ï�½��¯ «�� ��®«µµÉ �Ë¬��¯¯±Á� � ¼¯ « ���� µµ«�É� ²±¯ ¬��Á� ²« ²� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½±½Á«�±«½ ·�«� �½ �· ¿ Ñ� ��®«µ ²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ � ¹� «µ¯� �¯«�µ±¯² ²�½ ²«²� �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½ ·�«� �½ �· ¿ Ñ� ��®«µ¯ ²� � ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ �

ª �� ��� �� ²« « �µ«¯¯ C �· �«¬²¯ ±¯ 5���+��(#��)  ����� ¸��¯¬ �  ��)#�)� 5���+��(#��)
 �����¾ ±· Æ²�½�Á�� M ∈ C

«½� M ′ ±¯ � ±¯±� ±µ«� ¸��¯¬ � ��®½±½ �±¯±� ±µ«�¾ � M ²�½ M ′ ∈ C �º²�½ � « ¯�½�½�� ϕ ±¯ 5���+��(#��) �).(!�()# ¸��¯¬ �  ��) #�)� 5���+��(#��) �).(!�() #¾ ±·²� �µ«¯¯ �· �«½¯±±�½ ¯É¯��¯ ± ���½�¯ ±¯ � ±¯±�®µ«±�½ �µ�¯�� ¸��¯¬ � ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½�µ�¯�� ¾ �º²� ½�±�½ �· � ±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½�� ¸�� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½��¾ ±¯ �Ë�½���� «��±�«�É ·���®µ«¯ ϕ(X1, · · · ,Xn) Æ±² ·��� ¯� Á«�±«�µ�¯ X1
� � � � � Xn

� �É ��½¯±���±½¯®�² ·���®µ«¯ «¯ ¯�½�½��¯ �½ �«¬²¯ �®±µ Æ ±² ¯� �· ¬��� ±�«� ¯É�� � µ¯ Pred′ = Pred ∪
{X1, · · · ,Xn}

� Ñ±½�� �Ë�� ¬ � ±½ ·���®µ«¯ � Æ²±�² Æ� Æ±µµ ��½¯±��� µ«�� � �«É ²«Á� ·��� ¯�Á«�±«�µ�¯ � Æ� ±�¬µ±�±µÉ ��½¯±��� ²±¯ �Ë�½¯±�½ �· �«¬²¯ � Pred′ Æ²�½�Á�� ²��� ±¯ ½�«��±®±É�
� �� �� �;��= ��� � ����� �9= �;� ���9< �9�@?
� �� ���� ����£�¥ �����	 ��� ��� ���� � ������ � �()��(� � �$ #!�� L �� !� ��)��(5�� 5/
(  ��)#�)� (�#�!)(#�)� (�#�+ (#�) �$ ()� �) �/ �$ �# �� ��' )(5�� �) � �� "
 !��$ " ÌÉ ���½±±�½ � «½É µ«½®«� �· ���¯ ����½±Ê«�µ� �É «½ «µ��½«±½ «®��«�½ ±¯
���½«�µ� ±½ ¿ Ñ� � Ã �«½ �Á�½ � � ¯²�Æ½ ²« « � �½«� ±� Σ3

¸�� � �½«� ±� Π3
¾ ¯®- �� �

�Ë¬��¯¯ ²� �Ë±¯�½�� �· «½ «���¬±½ �®½ �½ « ��� �Ã ���«±½¯ � ¯²�Æ ²« �Á��É µ«½®«� �· ���¯ ���½«�µ� ±½ ¿ Ñ� ±¯ ����½±Ê«�µ� �É«½ «µ��½«±½ «®��«�½ � ��� ²±¯ � Æ� ¬�� ���� �É ±½�®�±�½ �½ ²� ¯É½«�±� ¯�®�®�� �·¿ Ñ� ·���®µ«¯ � » �Æ�Á�� � ·�� ��½Á�½±�½�� � Æ� � �¯ ���½� « ����®���� ¯� �· ¿ Ñ� ·���®µ«¯Æ²±�² ±¯ ¯±µµ ��®±Á«µ�½ � ·® µµ ¿ Ñ� «¯ ·«� «¯ ���½«�±µ±É �É ¯�½�½�� ±¯ ��½���½�� �
¿ ��� ¬���±¯�µÉ� ��½¯±��� ²� ¯� �· ¿ Ñ� ·���®µ«¯ ���½�� «¯ ²� ¯� «µµ�¯ ¯� ��½«±½±½²� �«��±�� ·���®µ«¯ r(L) � L ⊆ L′ «½� T (L,L′) ·�� �Á��É ¯É�� � µ L «½� L′ ∈ Pred∪V ar«½� �µ�¯�� ®½��� ½�«±�½ � � ±¯�®½�±�½ «½� �Ë±¯�½±«µ ¯� �®«½±��«±�½ � º²� � �«½±½ �·²�¯� ½�Æ �«��±�� ·���®µ«¯ ±¯  ±Á�½ �É ²� �Ë�� ¬ � ±½ ·���®µ«¯ L � νX.((L ⇒ L′) ∧ �X)«½� νX.(�X ∧ (L⇒ (�L′))) �
�½� �«½ �«½¯µ«� «��±�«�É ¿ Ñ� ¯�½�½��¯ ±½� ��®±Á«µ�½ ¯�½�½��¯ �· ² ±¯ ���®���¯� � Ã½ ·«� � �²�� � �� µ�«½ ��½½��±Á�¯ «½� ®½±Á��¯«µ �®«½±��«±�½ �«½ � � �½����� Æ±²

� ±¯�®½�±�½ � �Ë±¯�½±«µ �®«½±��� «½� ½�«±�½ � ��� �� ÏÁ«�±«�µ� «½� �� Ï�®«½±���¯ � ²�È�É ±��« ±¯ � ®¯� � ±½¯�«� � ¯±½ µ��½¯ «½� �®«½±��«±�½ �Á�� ¯±½ µ��½¯ � Ã½ ·«� � Æ±²
empty(X) ≡ ∀Y X ⊆ Y � Æ� �«½ ¯¬ ��±·É ²« ¯� X ±¯ « ¯±½ µ��½¯ Æ ±² sing(X) ≡
¬empty(X) ∧ ∀Y, Y ⊆ X ⇒ (X ⊆ Y ) ∨ empty(Y ) � º²�½ � �� Ï�®«½±��«±�½¯ �«½ � �¯±�®µ«�� �É ¯� �®«½±��«±�½¯ � ± �� � �Á��É ·���®µ« �· ²� ·��� ∃xϕ(x) ¸��¯¬ � ∀xϕ¾ ±¯
��®±Á«µ�½ � ²� ·���®µ« ∃Xsing(X) ∧ ϕ(X/x) ¸��¯¬ � ∀Xsing(X) ⇒ ϕ(X)¾ �

Ã ���«±½¯ � ¬��Á� ²« �Á��É ¿ Ñ� ·���®µ« �· ² ±¯ ���®��� ¯� ±¯ ��®±Á«µ�½ � �Á�� ���¯ �� «½ «µ��½«±½ «®��«�½ �
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¹� ¬��Á� ²±¯ ��¯®µ �É ±½�®�±�½ �½ ²� ¯É½«�±� ���¬µ�Ë±É �· ²�¯� ·���®µ«¯ ¸��½Ï¯±���±½ ·��� ¯� Á«�±«�µ�¯ «¯ ��½¯«½ ¬��� ±�«�¯ Æ²�½�Á�� ½����� ¾ � ¹� È½�Æ «µ��«�É ²«¸Î¾ ���½«�±µ±É �É �Ë�� ·���®µ«¯ ±�¬µ±�¯ ����½±Ê«�±µ±É �É «µ��½«±½ «®��«« � «½� ¸�¾
�Ë�� ¬ � ±½ ·���®µ«¯ «�� �µ�¯�� ®½��� � �� µ�«½ ��½½��±Á�¯ � Ã ¯®- ��¯ � ¬��Á� ²« ²��µ«¯¯ �· ����½±Ê«�µ� µ«½®«�¯ ±¯ �µ�¯�� ®½��� ¬��� ��±�½ Æ²±�² ±¯ � ±½ µ«½®«� ²���É� ²���®½��¬«� �· �Ë ±¯�½±«µ ¯� �®«½±��«±�½ �¿ ��� ¬���±¯�µÉ� µ� ΣX = P(Pred∪{X})

«½� µ� Σ = P(Pred) � ¹� ���½� πX : ΣX → Σ� � � ²� ¬��� ��±�½ ²« � «¬¯ �Á��É µ��� a ∈ ΣX
� πX(a) = a ∩ Pred ∈ Σ � º²��«¬¬±½ πX

±¯ �Ë�½��� � ΣX
Ï�«¬² �É ���½±½ � ·�� �Á��É ΣX

Ï�«¬²
M � ²� ¬��� ��±�½

πX(M) � � � ²� ΣX
Ï�«¬² ��«±½�� ·��� �«¬²

M �®¯ �É �²«½ ±½ ²� µ«� �µ±½ ·®½�±�½
λM : VM → ΣX

� ²� µ«� �µ±½ ·®½�±�½ λπX(M) : VM → Σ ���½�� �É λπX(M) = πX ◦λM �¹� ²«Á� � ¬��Á� ²« �
� �� �� �� ��¥ ¥� �� £�¢ ��� ��� �� ��! �.�!/ (�#�!)(#�)� (�#�+ (#�) A

�) #* � (�" *(5�# ΣX#* �!� �� () (�#�+ (#�) πX(A)
�) #* � (�" *(5�# πX(ΣX) = Σ �� * #*(#� $ �! �.�!/ ΣX

1#!��
M

�
M ∈ L(πX(A)) �$ ()� �)�/ �$ πX(M) ∈ L(A) "� �!��.�!� �$ #* � (�#�+ (#�) A �� (  ������ �" �) �  �(� �! � � * � (�#�+ (#(� #* �) �� ��

#* � (�#�+ (#�) πX(A) "
 !��$ " ÌÉ «¬¬µÉ±½ º²����� � �Î �� �Î � Æ� �«½ «¯¯®� � ²« ²� «®��«�½

A = 〈Q,ΣX , q0, δ,Ω〉

±¯ ½�½ �����±½±¯±� �ÌÉ ���½±±�½ �· ½�½ �����±½±¯±� «®��«« � ·�� �«�² ¯«� q ∈ Q � δ(q) ±¯ ¸��®±Á«µ�½� ¾ « ·���®µ« �· ²� ·���
δ(q) ≡

∧

a∈ΣX

a(r) → ϕq,a

Æ±² ·�� �Á��É a ∈ ΣX
�

a(x) ≡
∧

p∈a

p(x) ∧
∧

p/∈a

¬p(x)

«½� ϕq,a ∈ CNT (Q) �Ð� ���½� δX(q) � � � ²� ·���®µ«
δX(q) ≡

∧

a∈Σ

a(r) →
∨

b∈π−1
X

(a)

ϕq,b

¹� ²�½ ���½� ²� «®��«�½ πX(A) � � � πX(A) = 〈Q,Σ, q0, δX ,Ω〉 � ¹� �µ«±� ²« �·�� �Á��É ΣX
Ï��� M � M ∈ L(A) ±· «½� �½µÉ ±· πX(M) ∈ L(πX(A)) �Ã½ ·«� � �½� �«½ �«¯±µÉ ¯²�Æ ²« ·�� �Á��É � «¬¬±½ ρ : V M → Q � ρ ±¯ « ·®½�±�½«µ«���¬±½ �®½ �· A �½ M ±· «½� �½µÉ ±· ρ ±¯ « ·®½�±�½«µ «���¬±½ �®½ �· πX(A) �½ πX(M) �

�º²±¯ ��½�µ®��¯ ²� ¬���· �· ²����� � �� �Î �Î � º²� ·«� ²« ²� «®��«�½ πX(A)
�«½� � « �µ�¯�� � �¬ �½ � �� � ��¯¬ ��±Á�µÉ� Ì��²± «®��«�½ Æ²�½ ²� ��± ±½«µ ¸½�½ «µ��½«±½

�¾ «®��«�½ A ±¯ �µ�¯�� � �¬ �½ �� � ��¯¬ ��±Á�µÉ� Ì��²± ·� µµ�Æ¯ ²� ·«� ²« ¯±�®µ«±½«µ��½«±½ ²� «®��«�½ A �É « ½�½ �����±½±¯±� «®��«�½ An �«½ � � �«�� � «¯ ¯«��±½ º²����� � �Î �� �Î � ¬��¯��Á±½ ²�¯� ���¬µ�Ë±É �· «���¬«½�� ��½� ±±�½¯ �
�
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� �� ���� ����£�¥ �����	 ��� ��� ����� � � � ��© ���� � ������ �*�  ��)#�)� 5���+��(#��)
�).(!�()# $ !(�+ �)# �$ � �� ���(�� #* �  ��)#�)� +�1 (� ���� "
 !��$ " Ð� ϕ � � « ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½ ¿ Ñ� ·���®µ« � ¼¬¬µÉ±½ º²����� � �� �Î �Î«� �Á� � ²��� �Ë±¯¯ « ¸��®½±½ ¾ «®��«�½ Aϕ

«½� ²®¯ � �É «¬¬µÉ±½ º²����� � �� �� �Î � «��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ« αϕ
¯®�² ²« � ·�� �Á��É ��� M � M |= ϕ ±· «½� �½µÉ ±·

M |= αϕ
�Å�Æ � ¯±½�� � �² ·���®µ«¯ ϕ «½� αϕ

¸«¬¬µÉ±½ Ð���« � �� �� �Î¾ «�� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½±½Á«�±«½ � ± ·� µµ�Æ¯ � «¬¬µÉ±½ º²����� Î �� �� �� � ²« ·���®µ«¯ ϕ «½� αϕ
«�� ��®±Á«µ�½ �½«��±�«�É �«¬²¯ �

Í�½Á��¯�µÉ� «µµ ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ«¯ «�� � �É ���½±±�½ � ���½«�µ� ±½ ¿ Ñ� ¯�Æ� «�� ��½� �
�

� �� �� � ����� �9= �;� ���9< �9�@?
¹� «�� ½�Æ ��«�É � ¬��Á� « ²����� «½«µ��®¯ � º²����� � �� �Î �� Æ±² �±¯±�®µ«±�½ ±½¬µ«�� �· ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ �
� �� �� �� ����£�¥ �� � ��© ����	 ��� ��� ������� �*� 5���+��(#��) �).(!�()# $ !(�+ �)#�$ � �� ���(�� #* � + ��(� +�1 (� � ��� "
 !��$ " º²� ���«±½��� �· ² ±¯ ¯��±�½ ±¯ ��� ±�«�� � ²� ¬�� �· �· ² ±¯ ²����� �
� �� �� ��  ��� �� ��� �������£ §���£���© ��£¥���§ �� Ð� α � � « ��®½±½ �� � ��«µ�®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ« α � ¹� ���½� ²� ·���®µ« α̂ � �«µµ�� ²� ��®½�� ¯«®�«±�½ �· ·��Ï�®µ« α � � � � ²� � ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ« ��«±½�� ·��� ²� ·���®µ« α �É ��¬µ«�±½
�Á��É ��®½±½ � ��«µ±É

�i
��

♦i
�É ²� �����¯¬ �½� ±½ ½�½ ��®½±½ � ��«µ±É

�
��

♦
�

º²� ·���®µ«¯ α «½� α̂ «�� ¯��«½±�«µµÉ ��µ«�� «¯ ·� µµ�Æ¯ �
� �� �� �� ��¥ ¥� �����£�� ��� ��¥¥� �� ��! �.�!/ �)' )�#�  (!��)(� κ� $ �! �.�!/ + ����
M

�
M |= α̂ �$ ()� �)�/ �$ Mκ |= α "

 !��$ " Ð� M � � « � ���µ «½� µ� t : VMκ

→ VM � � ²� �«¬¬±½ ²« � «¬¯ ωÏ±½��Ë��¬«² �· VMκ � ±¯ «�� ±½ V M � Ð� «µ¯� Aα = 〈Q,Σ, q0, δ,Ω〉 � � ²� ¸�«¾ «®��«�½
���½�� ±½ ²� ¬�� �· �· º²����� � �� �� �Î ·�� ²� ·���®µ« α � ÌÉ ���½±±�½ �· α̂ � ²� ¸�«¾«®��«�½ Abα = 〈Q̂,Σ, q̂0, δ̂, Ŵ 〉 ���½�� ±½ ²� ¬�� �· �· º²����� � �� �� �Î ·�� ²� ·���®µ« α̂�«½ «µ¯� � � ���½�� ·��� ²� ¸�«¾ «®��«�½ Aα

«¯ ·� µµ�Æ¯ � ²��� ±¯ « �±� ��±�½ f : Q→ Q̂¯®�² ²« f(q0) = q̂0
� ·�� �Á��É q ∈ Q � δ̂(f(q)) ��®«µ¯ � ²� ·���®µ« f̂(δ(q)) ��«±½�� ·���²� ·���®µ« δ(q) �É ��¬µ«�±½ �Á��É ��®½±½ � ��«µ±É �É « ½�½ ��®½±½ � ��«µ±É «½�

�Á��É ¯«� q �É ±¯ ±� «� f(q) � «½� Ω(q) = Ω̂(f(q)) �º²�½ ± ±¯ ¯®- �±�½ � ¬��Á� ²« ²« ²��� ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� ¶ ±½²� «� � G(Abα,M) ±· «½� �½µÉ ±· ²��� ±¯ « Æ ±½½±½ ¯�«�É ·�� ²� ¬µ«É�� ¶ ±½ ²� «� �

G(Aα,M
κ) �Ã ���®�¯ ²« ²� �±� ��±�½ f : Q→ Q̂ ²« � «¬¯ �Á��É ¯«� q ∈ Q � ¯«� f(q) = q̂ ∈

Q̂ � «½� ²� ¯«®�«±½ � ��¬²±¯� g : VMκ

→ V ²« � «¬¯ �Á��É κÏ±½��Ë�� ¬«² p ∈ VMκ

� ±¯ «�� g(p) ∈ V M � ±½�®�� «
PEÏ� ��¬²±¯� R ·��� G(Aα,M

κ) � G(Abα,M) ²«¯®- �� � «¬¬µÉ±½ Ð���« � �� �� �� � � ¬��Á� ²� ��¯®µ �
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º²� PEÏ� ��¬²±¯� R ±¯ ���½�� � � � ²� ®½±�½ �· ²� ¯� �· ¬«±� �· ²� ¬µ«É�� P¬ �¯±±�½¯ ²� ·��� ((q, p), (f(q), g(p))) ∈ V
G(Aα,Mκ)
P ×V

G(Abα,M)
P

Æ±² (q, p) ∈ Q×VMκ � «½�
²� ¯� �· ¬«±� �· ²� ¬µ«É�� E ¬ �¯±±�½¯ ²� ·��� (m, g ◦m ◦ f−1) ∈ V

G(Aα,Mκ)
E ×V

G(Abα,M)
EÆ±² m : Q→ P(V Mκ

) �º²� ·«� ²« R ±¯ «
PEÏ� ��¬²±¯� �¯¯�½±«µµÉ ·� µµ�Æ¯ ·��� ²� ·� µµ�Æ±½ ¬��¬ ��É �· f«½� g � ��� �Á��É (q, p) ∈ Q× V Mκ � ·�� �Á��É m : Q→ P(V Mκ

) � ±·
〈p,m〉Mκ |= δ(q)

²�½
〈g(p), g ◦m ◦ f−1〉M |= δκ(f(q))«½� � ·�� �Á��É m : Q̂→ P(V M ) � ±·

〈g(p),m〉M |= δ̂(f(q))

²�½
〈p, g−1 ◦m ◦ f〉Mκ |= δ(q)Ã· δ(q) ±¯ « ��½�®½�±�½ � � ±¯�®½�±�½ �� «½ «��±� ¬��� ±�«� ²�½ ²±¯ ±¯ �®¯ ��Á±�®¯ � Ã·

δ(q) ±¯ « ��®½±½ � ��«µ±É �· ²� ·���
♦nq

′ ��
�nq

′ ·�� ¯�� � ±½��� n ¸²�½�� δ̂(f(q)) ±¯
�· ²� ·���

♦f(q′) ��
�f(q′)¾ � ²�½ ²� �µ«±� ·� µµ�Æ¯ ·��� ²� ·«� ²« � ·�� �«�² ¯®���¯¯��

v′ ∈ Succ(v) Æ±² v = g(p) ±½ ²� �«¬²
M � ²� Á���Ë p ±½ ²� �«¬²

Mκ ²«¯ ±½�½±�µÉ� «½É ¸²�½�� � ��� ²«½ n¾ ¯®���¯¯��¯ �· ²� ·��� p.k.v′ Æ±² k ∈ κ �
�

� �� �� �� ��£����£¤ �� � ��© ����	 ��� ��� ���� ��� ��! �.�!/ �)' )�#�  (!��)(� κ� � ��

()� #* � + ��(� +�1 (� � ��� (!� ����.(��)# �) #* �  �(�� �$
κ1�2"()���)� �$ � !(" *� "

 !��$ " �½ ���¯ � ¿ Ñ� «½� ²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ «�� ��®±Á«µ�½ ¸¯�� º²����� � �� �Î �Î¾ �Å�Æ � �½ κÏ�Ë¬«½¯±�½¯ �· �«¬²¯ � ¯±½�� κÏ�Ë¬«½¯±�½ � ®¬ � ±¯�� ��¬²±¯� � «�� ±½Á� µ®±Á� � �ÉÐ���« � �� �� �� � ²� �®Ï�«µ�®µ®¯ «½� ²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ «�� ��®±Ï�Ë¬��¯¯±Á� �
�

� �¥�£	 � Ñ«�±½ ·��� « ½�½ �����±½±¯±� ��®½±½ «®��«�½ Aα
Æ±² �«½¯±±�½ ¯¬ ��Ï±��«±�½ �®±µ Æ ±² ·���®µ«¯ �· CNT (Q) �· ²� ·���

∃xdiff(x) ∧
∧

i∈{1,···,k}

T (r, xi) ∧ qi(xi) ∧



∀zdiff(z, x) ⇒
∨

q∈Qz

q(z)





Æ²��� x = x1, · · · , xk
� ¬ �¯¯±� µÉ ��¬É Æ ±² k = 0 � ±¯ « Æ� ��«±½ � �É ¯«®�«±�½ � ²� � ��«µ«®��«�½ Abα

Æ±² �«½¯±±�½ ¯¬ ��±��«±�½ �®±µ Æ ±² ·���®µ«¯ �· MDL(Q) �· ²� ·���
∃x1, . . . , xk.

∧

i∈{1,···,k}

T (r, xi) ∧ qji
(xi) ∧ ∀z

∨

q∈Qz

q(z)

± �� � ²� ·���®µ« ��«±½�� �®¯ �É ���¬¬±½ ²� diff
¬��� ±�«�¯ � º²� ��¯®µ±½ ½���«µ±Ê«Ï±�½ �· �®Ï�«µ�®µ®¯ ·���®µ«¯ Æ«¯ ¯®� ±�� ±½ �Î�� � ��� Æ²��� «½ ¯«±¯�«�±µ±É «µ��±²� Æ«¯¬��¬ �¯�� � ¼µ²�®² ½� ±½ ²� ½�½ �����±½±¯±� ½���«µ ·��� Ï Abα

±¯ �Á�½ ½� ½�½ «µ��Ï½«±½ � Ï � ²� «®��«�½ Abα
¯«±¯��¯ ²� ��¬±½�¯¯ µ���« ¸Ð���« � �Î �� ¾ � Ã½ ·«� � ²�·���®µ« α̂ ²«¯ « � ���µ ±· «½� �½µÉ ±· ²� «� � SatAbα

±¯ Æ ±½½±½ ·�� ²� ¬µ«É�� P ·��� ²�±½ ±±«µ ¬ �¯±±�½ �
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� �� U�� ui�lgiefr
Ã½ ²±¯ ¯��±�½ Æ� ��Á±�Æ ¯�Á��«µ «¬¬µ±�«±�½¯ �· ²� ��®½±½ �� � ��«µ �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±Ï«½�� �²«�«���±Ê«±�½ ²�����¯ �Ã½ ¬«�±�®µ«� � ²� ®½±·��� ±½��¬ � µ«±�½ ±¯ ¯²�Æ½ � ²� µ� ·�� ²� ��®½±½ �� � ��«µ�®Ï�«µ�®µ®¯ � º²±¯ µ�«�¯ � « �½��«µ±Ê«±�½ �· « ��¯®µ ��«±½�� �É Ä �¼�¯±½� «½� »� µµ��Ï� �� �� � ��� �²«�«���±Ê«±�½ �· ²� � ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ �É � �«½¯ �· � ±¯±�®µ«±�½ �®«½±���¯ �
� �
 �� ��9�= ��?> ��?> :; ��= �;<�� �9�
¹� ��½¯±��� ²��� �Ë�� ¬ � ±½ �«µ�®µ®¯ �Ë�½��� �É ¯� �®«½±���¯ �
� �� ����  ��� �� ��� ������ ���© ���© ¦� ��� ��£¥���§�� ¹� ���½�� ²� ¯� �· ��()#�1' �� ' 2 �� "��)# $ �!+��(� «¯ ²� ¯� �®±µ ·��� ��®½±½ ¸�� � ��«µ¾ �Ë�� ¬ � ±½ ��½½��±Á�¯Ï Æ ±² ¯«� � ��½¯�®�±�½ �®µ�¯ Ï «½� � «�� ±±�½«µµÉ� �Ë ±¯�½±«µ ¸�� ®½±Á��¯«µ¾ ¯� �®«½±���¯ �Ñ��«½±�¯ �· �®«½±��� �Ë�� ¬ � ±½ ·���®µ«¯ ±¯ ���½�� «¯ ·�� �Ë�� ¬ � ±½ ·���®µ«¯ �É� �«½¯ �· « �«½¯µ«±�½ ±½ ¿ Ñ� Æ±² ²� �Ë�« �«½¯µ«±�½ �®µ� �  ±Á�½ «½É �®«½±��� �Ë��¬ � ±½ ·���®µ« α � «½É ¯� Á«�±«�µ� X �

ϕ∃Xα ≡ ∃Xϕα(r)«½�
ϕ∀Xα ≡ ∀Xϕα(r)

� �� ���� ��¥ ¥� � ��()#�' ��  ��) #�)�  !��" " +��(�! $ �!+��(� (!� �#!� #�/ + �!� �2" !����. �
#*()  ��)#�)�  !��" " +��(�! $ �!+��(� "
 !��$ " ��� ²� � ��«µ �«¯� � ��½¯±��� � ²� ·���®µ«

∃X((♦X ∧ Y ) ∧ (♦¬X ∧ Y ))Ã ¯«�¯ ²« ²� ��� ²«¯ Æ� � ±¯±½� ¯®���¯¯��¯ ±½ Y � º²±¯ ¬��¬ ��É ±¯ ½� ±½Á«�±«½®½��� �±¯±�®µ«±�½ � Ã ·� µµ�Æ¯ ²« � «¬¬µÉ±½ º²����� � �� �� �Î � ± ±¯ ½� ���½«�µ� ±½ ²�� ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ �
��¯��Á� ²« ± ±¯ ²�Æ�Á�� ��®±Á«µ�½ � ²� ��®½±½ ·���®µ«

♦2Y
�

��� ²� ��®½±½ �«¯� � ��½¯±��� ²� ��(+ �)� " !�" �!#���� ���½�� �É ·���®µ«
∀X((�(�X)) ∨ (�(�¬X)))Ã ¯«�¯ ²« ²��� ±¯ « ¯±½ µ� Á���Ë « � ±¯«½�� Æ� ·��� ²� �� � � º²±¯ ¬��¬ ��É ±¯½� ��®½±½ �±¯±�®µ«±�½ ±½Á«�±«½ � Ã ·� µµ�Æ¯ ²« � «¬¬µÉ±½ º²����� � �� �Î �� � ± ±¯ ½�

���½«�µ� ±½ ²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ �
�

� �� ���� ��¥ ¥� � ��()#�' ��  ��) #�)� �! + ��(� ' 2 �� "��)# $ �!+��(� (!� ���(� �/ �2" !����.�"
 !��$ " ³�½��«µ±Ê±½ ²� «� �Á� �Ë«�¬µ� � �½� �«½ �²��È ²« ��®½±½ � ��«µ±±�¯ �«½ � �¯±�®µ«�� �É �®«½±��� ½�½ ��®½±½ � ��«µ±±�¯ �

�
� �¥�£	 � �½ ���¯ � �®«½±��� ��®½±½ �Ë�� ·���®µ«¯ «�� ��®±Á«µ�½ � ¿ Ñ� ¯±½�� ²±¯±¯ «µ��«�É �®� ·�� ²� ��®½±½ �®Ï�«µ�®µ®¯ ²« ±¯ µ�¯¯ �Ë¬��¯¯±Á� �»�Æ�Á�� � �½ �«¬²¯ � ²� �Ë«� �Ë¬��¯¯±Á� ¬ �Æ�� �· �®«½±��� �Ë�� ¬ � ±½ ·���®µ«¯ ±¯®½È½�Æ½ �
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 �� ����;<� ��=?<:; �9= �;� 9�> � ����� �9= �;� ��9�= ��?<�
» � ��½¯±��� « Æ�«È�� ½�±�½ �· ¯� �®«½±��«±�½ ²« ±¯ � �¯ ���½�� ±½ ¯��«½±�«µ ���¯�É � �«½¯ �· ²� ½�±�½ �· ®½±·��� ±½��¬ � µ«½ �
� �� �� ��  ��� �� ��� � ¹� ¯«É ²« ²� � ��«µ ¸��¯¬ � ��®½±½ ¾ �®Ï�«µ�®µ®¯ ²«¯ ²� ®½±·���±½��¬ � µ«±�½ ¬��¬ ��É� Æ²�½ � ·�� �Á��É ·���®µ« α(X) �· ²� � ��«µ ¸��¯¬ � ��®½±½ ¾ �®Ï�«µ�®µ®¯ � ²��� ±¯ « ·���®µ« ∃BXα(X) �· ²� � ��«µ �®Ï�«µ�®µ®¯ ¸��¯¬ � « ·���®µ« ∃CXα(X)
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 � �
��	������ ���
�� �� ��� ��� �	�������
A =

〈Q,Σ, q0, δ,Ω〉 
	�� ����
L = L(A)
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 ����	����� � � �� ���� ����� 
���� q ����� �
 �� ���
� ��� ���� ���� �
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� ��� �������� ���������  ����

Tq,a
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 ��� ���� ��

a
��� ����� �� �
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 �� ��������� �	� ��

A ��� ������� 
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���� ��
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���� ��� ����

Tq,a
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 ��� � � ������� ���� A ����	� ����������� �������� ����	���
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�

Ð�� ����
A = 〈Q,Σ, q0, 0, δ〉

� � ��� �	������� �������� ���� A �	
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�������� �	������ Ω ��� ��� ���
���� �	������ 0
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�� � � 
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�
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 �� L(A) ���� ��������
 ��� ����

M
����
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�

��� ���� n ∈ IN � ��� ρn
� � �� ��������� �	� ��

A
���� Mn

� Í��
������� ��� 
�!	����
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��
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 � � &�� ���� ��
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 �
���� {Mn}n∈IN
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 ���� �� ��
 �
���������� 
	�
�!	���� � "�� ��� �� �� ���� 
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� � � �� ��� ���� 〈M,ρ〉 ����
M �
 ��� ��� �� ��

{Mn}n∈IN
���

ρ �
 � �	� ��
A

���� M � � � � �
 A �
 �� ����� '��� � ���
�	�

ρ �
 ��������� ����� M ∈ L(A)
�

"� ������	� ��� ��� �� � � ��
���� ���� ��� ����	
��� L(A) ⊆ L(A) �
 ��� �� ���� �

L(A) ⊆ L(A)

���
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 ���
�� � �� ������
 ��	
 �� 
�� ����

L(A) ⊆ L(A)
�
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��� ��� ρ � � �� ��������� �	� ��

A
����

M
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	� ����� �� 
�� ���� ����� �
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�!	���� {Mn}n∈IN
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�� L(A) ���� ��������
 ��
M

� ��� ���� n ∈ IN � ��� 	
 �����
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�
 ��� ���� ������������ ��� ����� ����
Pn(M) �� ��������� � 	���� ���� ���� v ��

Pn(M) � ��� ����
Tρ(v),λ(v)� ��� � �� �� ��� ���� λ(v)

��� �������� �� ��� �	�������
A

���� ��� �� ����� 
���� ρ(v) ��� ���
��	����� � ���� ����
Mn

� �����
 ��
L(A)

��� ��� 
�!	���� (Mn)n∈IN
��������
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M ���� �����	��
 ��� ����� ��������� 
� ��&��� � �� ��� ��
� ����
A �
 � � ���� �	������� � � �	
� ���
���� �����
 ����� �	�
 ���� ���

κÏ�����
���
 Mκ
n

�� ���
Mn
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κ = |Q| ��
���� �� �	�
 �� ���

Mn

 ����
����
 � . ����� � �� �
 � �&�
 �� � �������� �� ��� ���	� ��� �
 ���
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���� ���	��
  ��� ��� ��
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 ������� ����
 ��� �!	�������� � �����
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(6) �� "������ 4 �Î �Î �Î � �� ���
������ ��
� � � ���� 
�� ���� ��
	�� �
 �������� �� � �
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&� #Î��% ���
���� ���� � �
 � ���
�!	���� �� �� �
 ���� �
����� � � ��
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a ST_
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L � � �� � �� Ï�������� ����	��� �� ����
 ���
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A ��� ���� �������� Xq

���� � �� 
���� q �� X
����� ��� ��� 
�� �� �������
 ��� ���� �� 
���� q � ��� X0

����� ��� ��� �� ����� 
���� ���
ϕα(x,X)
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���� ��� ��� ������ ����
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� ���������� �
��� ������ ��� 
������� ������� ���� #ÎoÎ% � �� �
 ���� ����� ��� � � ��
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 �� ���
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���
�� � �� �������� ����	���
 �� ������� ����
 ��� ���� ������ �� ������� ��
����� ����	���

�� ����
 � . ��� � �� �� ����� ��
����� � � � ��� ����	���
 ���� ��� ������ �� 	�����
����!	����� �� �� ��� �� Ï����	��
 �"�� ���� ����� 4 �Î �� �� �����
 ���� � ��� (5)

��
(6) ����� (4) �� "������ 4 �Î �Î �Î �

"� �����	�� ��� ��� �� �� "������ 4 �Î �Î �Î �� ������
 �� ����� ���� ����	��� �� ���������������� ����
 ������ �� ��
��	������ ���
� � ��	����� ��
��	������  ��������� ����	��

�� �� �� (1)

�� Í�� �� (2)
��� �������'���� ��� ���
�� �� ��� ����� ��� � ����

(5)
��� ����� �� �� 
� � � ����� �� ������� 4 �Î �� � �� �������� ��
 "������ �� �� �
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�����Ï����� ����� ���� � ���� ���

�
 �� �����
 �������� �� ��� ��� ���
�� 	���� 	�Ï�������	�� � /� ��
� ����� ���� ��� 	��������	�� �� ��� ���������� 
�!	���� �� ���������������� ����
 �
 ��	����� ��
�� ���� ��� ��
 ��� �� � ��� �� ������� 4 �Î �� � ����� ���
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I � � � 
�� � �� VRZNSX RZON ���� I �
 � 
�� U ⊆ P(I)
�� 
	�
��
 ��

I 
	�� ����
I ∈ U �

∅ /∈ U � ���
U �
 ���
�� 	���� ��� �� ������ �	��
 � ��� ����� A

���
B ⊆ I � �� A ∈ U

���
A ⊆ B

����
B ∈ U � �� A ���

B ∈ U
����

A ∩B �� U �
��� ������ A ∈ U

��
I \A ∈ U

� ��
	����� ���� U �
 c NYT\Yc SR �� �� �������
 � ����� 
�� � ��� ���Ï��������� ������
� � ��
�������� � ���Ï��������� 	����� ���� ���� I �������
 ��� ��Ï����� 
	�
��
 ��

I
�/ ��� ��� ���� �� ��� �� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� Ð���� ��� ��� ����� #� Î% ���� �� I�
 �� ������� 
�� ���� ����� �
 � ���Ï��������� 	����� ���� ���� I �
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	� ���
I �
 �� ������� 
�� � ��� U � � �� 	����� ���� ���� I � ��� ��� {Mi}i∈I

� � ��
I Ï������� �� �������� �� �� Ï
��	��	��
 ���� 
�� � ���������� �����	���� τ � "�� 	��������	��
ΠU

i Mi
��

{Mi}i∈I
� ��	�� U �
 ������ �
 ��� !	������ �� ��� ����	�� 
��	��	�� ΠiMi	���� ��� �����	���� 'U

������ � ��� ����� u ���
v ∈ dom(ΠiMi)

��
u 'U v ��� ��� 
��

{i ∈ I : ui = vi}
� �����
 ��

U
� "��
 ���
��	����� �
 � �������� �� ��� �� ������ ������� �

; <=<� <= >?@AB@C D�A, K< LMN OPONQ L k `OT ZOT\O
ϕ

MPON Z] O PM\S[VRSNQ
τ
a

ΠU
i Mi

Y` Sl M_OR MW
ϕ

YW ST_ MTRQ YW
{i ∈ I : Mi |= ϕ}

[ORMTU` ZM
U

g
� 
 ���
 �� ��
 ��� �� ��������� �����	���� τ � �� ����
 �� ��� �� ������ ���� ������
; <=<� <* �ABA ��EB�< LMN OPONQ W MNlVRS

ϕ
MW Oh Y`ZOT ZYSR ` O\MT_^MN_ON RMU Y\ MT Z] O PM\S[VRSNQ

τ
a YW

{i ∈ I : Mi |= ϕ} ∈ U
Z] OT

ΠU
i Mi |= ϕ
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o4

� NMMW g �� 
������� 
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	� �
ϕ �
 �� ��� ���� ∃Rψ(R)��� ψ(R)

� �� ����	�� ���� ��� �� ���	���� τ ∪ {R}
� ��� ���� i ∈ I � ��� Ri

� � ���
�������������� ��

R
���� dom(Mi)


	�� ����
Mi |= ψ(Ri)

�� ��� ���� �� Mi |= ∃Rψ(R)
�
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	� ��� ����
{i ∈ I : Mi |= ∃Rψ} � �����
 ��

U
��� ���
�������

ψ ���
� �
{〈Mi, Ri〉}i∈I
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 � �� 
������� ���
� � �� ������� �� �������� �� �� Ï
��	��	��
 ���� ��� �����	���� τ∪{R} �
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 ������� ��� � � ������� �� 
�� ���� ��� 	��������	�� ΠU
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���
��
 ψ(R)

� ���� ���
 ���� � ����� RU
��� �����	���� ���
	�� ��

ΠiRi
� �� ��������� �� �� 	��������	�� �

ΠU
i Mi |= ψ(RU )

��� ����� ΠU
i Mi |= ∃Rψ(R)
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; <=<� <� H@C CE D5 < EFG H@F6 I /=JJ2K< �OZ
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h � � � 
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Ph(Mn)
���
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��� �
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 Ph(M) �
 ����� � ����� �
 ��
� � �� ����	�� ϕh


	������ � ����� ��� � ���� N � N |= ϕh
�� ��� ���� �� Ph(N) �
 �
�� ������  ��� Ph(M)
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 U �
 ���Ï��������� � ��� ��Ï����� 
�� {n ∈ IN : Mn |= ϕh}
� �����
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U
� �� �������� ��
 �"������ � � ���

ΠU
nMn |= ϕh
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� �� �
 �
�� ������ ��
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������ ���
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 � ��� ��
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� �� Í��� ����� 4 �Î �� �� ��� ���
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��� ��� �� ���� ��� 
�������� ���
��
 � ���
�����	��
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	�� ���� � ����� F = Ω−1(0) � F �
 � 	���� �� 
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Π1

W MNlVRS Y`OdVYPSROTZ ZM S b OS� SVZMl SZMT g
� NMMW g ����� ��& ��� ���������
��� �	������ ��� ���
�� 	���� ���� �������Ð���� 4 �� �� ��  � &�� � �� �������� Ð���� 4 �� �� �Î ���� ����	���
 �������� �� � ���� ��
Σ1

����	��
 ��� �������'���� �� � ���
 �� ����������� ��& �	������ � "��� � ��������
Ð���� 4 �� �� �� � �����	�� ��� ����� �

�� � � ���� �
; <* <� <0 H@C CE D	BAC

Σ2
.A ���?IK< kT SN[YZNSNQ ZNOO`a OPONQ l MTS_Y\

Σ2
W MNlVRSY` OdVYPSROTZ ZM S ��\]Y SVZMl SZMT g

� NMMW g �� �������� Ð���� 4 �� �� �4 � ����� Π1
����	�� �
 �!	������� �� � ��& ������������	������� � �� � �� �������� ���	������ "������ 4 �� �� �4 � �� �
 ��
� �!	������� �� � ���

���������
��� ����� �	������� � � � � ���
	�� 	���� ���� ������ �Ð���� � �� �Î �� �����	��
��� ��� �� �
�/� ����� ���� ��� �������	
 �� "������ 4 �� �Î �Î ��� ��	����� ��
��	������ �

; <* <� <1 >?@AB@C D5 < EFG H@F6 I /=J=2K< 3] O \MVTZYTU [Y`YlVRSZYMT YTPSNYSTZ W NSUl OTZMW l MTS_Y\
Σ2

OdVSR` Z] O
νµ

^ROPOR MW Z] O \MVTZYTU lV^\SR\VRV` g
� NMMW g ����� ���

νµÏ����	�� �� ��� ��	����� �	Ï����	�	
 �
 �!	������� �� � ���	�����
��
��	������ ��������� � ���� �� Σ2

����	�� � �� �
 
	� ����� �� ����� ��� ������
� �Ð��
ϕ � � � � ���� �� Σ2

����	�� ��	����� ��
��	������ ��������� �
� ��
� � �� 4 �� �� �! � � &�� ���� � ���� ����
 � ��� ����	�� ϕ �
 �!	������� �� � ������	������� � �� �������� "������ � �� �� �Î �� �
 ��	
 �!	������� � ���� ����
 � �� �

νµÏ����	��
α

�� ��� ��	����� �	 Ï����	�	
 ������ � ��� ϕ ���
α

��� ��	����� ��
��	������ ��������� � �� Ð���� � �� �� �Î � � �����	������ ���� ��� �!	������� �� ��������� � ����
 �
���� ��
��	������ ���������� � � ���� �

; <* <� <� H@C CE D-E.�BE. IAF K< LMN SN[YZNSNQ YTX TYZO \SN_YTSR
κ
a MT

κ
^Ohc ST`YMT` MW ZNOO`mNO`c g MT ZNOO`n a OPONQ l MTS_Y\

Σ2
W MNlVRS Y` OdVYPSROTZ ZM S l M_SR ��\]Y SVZMl SZMT mNO`c gS \MVTZYTU ��\]Y SVZMl SZMTn g

� NMMW g Ð��
ϕ � � � � ���� �� Σ2

����	�� � �� Ð���� 4 �� �� �! � ���� κÏ�����
���
 � ��� ����	��
ϕ �
 �!	������� �� � ����� �	������� � �	� � �� ������ Ð���� � �� �� �� � ��

κÏ�����
���
 ������ �	������ ��� �!	������� �� � ���� ����� �	������ �
�� NMMW 3]OMNOl � g� gfgf mOT_n � "��
 �����	��
 ��� ��� �� �� "������ 4 �� �Î �Î � �� ���� �

����� � ���� ���
� � ��	�����  
νµÏ����	�� �
 �!	������� �� � ��
��	������ ��������� ���
� �

��	����� ��
��	������  � ���� �� Σ2
����	�� � �� �
 
	� ����� �� ����� ��� ������
� �Ð��

ϕ � � � � ���� �� Σ2
����	�� ��
��	������ ��������� �

� ��
� � �� Ð���� 4 �� �� � � � &�� ���� � ���� κÏ�����
���
 �� ����
 � ��� ����	�� ϕ �

�!	������� �� � � ���� ����� �	������� � �� �������� "������ � �� �� �Î �� �
 ��	
 �!	������� �
���� ����
 � �� �

νµÏ����	�� α �� ��� � ���� �	Ï����	�	
 � "��� � �� Ð���� � �� �� �� ���� ���
�!	������� �� ��������� � ����
 � "�� ��	����� ��
��	������ ��������� ��
� �
 �������	
 �

�



� �� � �� �
� 	 
���� Σ2
 Î

� �� ���()+ � ()*+,-
Σ2

� ���� ��� �� ��
� ����������'����� �� ��� ��
��	������ ��������� ����� ��� �����
 �� ���
� ���� �� � ��������� ��� ��� �
& �� ����� �
 � 
�� ���� �����
� ������� ��� ������ �����
 �
# $� $% � 474�:62	 401 41�2
 42158 41 � 012345

Σ3; <� <=<= >?@AB@C D5 < EFG H@F6 I /772K< LMN OS\] YTZOU ON
k > 2

Z] ONO Oh Y`Z` S [Y`YlVRS^ZYMT YTPSNYSTZ W MNlVRS MW l MTS_Y\
Σ3

Z] SZ _MO` TMZ [ORMTU ZM Z] O
k
Z] ROPOR MW Z] O lV^\SR\VRV`]YONSN\]Q g

� NMMW g ���� #�� � ��% � � &�� ���� � ����� �� �������
k � �����

��� ��� ���� ���� � � �
������� �� ��������� ������ ��� � ��� 
��
 �� ������ ��� ���
 [0, k] �
  ������ ��� ��� ������ P������ � � ���� ��� ��� �	 Ï����	�	
 ����	�� �� ��� ����� Nk

� ���� #ÎÎ% � � &�� �������
 �
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� ��
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 �� ������ �� �
��
���� ���� �� � ���� �� 
����� ����� ����� � �� �
 
�� ��  ������ � �
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� � �

� �� �	�� �� ����� � �� ���� � �� 
�� ��� ��!	���
 � �� ���
� ����������� �� ����& ��� �� �
�����
�� � �� �
������� 
������� ��� ��� ������ P ���� �
  ������ ��� ����� ����
 
������� �� ���
� �
����	�
��� � �
����� � ��� � � �
�������  ������ 
������� �
 ������ ��� � � ��	���� 
�� ��
����
 � �� ������� � ���� 
�� !	����������� �
 ��� ���� �������� �� � �� �

����� � ����� "������ 4 �� �Î �Î �� ����� ��� ��� ������ ��� �
G ��� ���������
 [0, k−1]���� � ��
��	������ ���
�� ���

 �� ��� � �����
 CG

��� � � ��� ������� 
�����	�� � ������
{l, r}Ï��� �
 � �� 
	�� � �� ���� ��� �� ����� � �
����� �� G �
  ������ ��� ������ P �� ���
���� �� ��� �� ����� � �
����� �� ��� �����

G′ ∈ CG
�
  ������ ��� ��� ������ P �

� ��� �����
��� �
; <� <=<* � @�FI. IAF D

{l, r}��EC@,K<  ���� Predk
������ ��

Predk = {pl, pr, p0, · · · , pk}
���� ���

 ��

{l, r}Ï��� �
 �����
  ��� kÏ���������
 �
 ������ �� � � ��� ���

 ��
P(Predk)

Ï�����
M 
	�� ���� �

Î �
{pM

l , pM
r } �
 � ��������� �� ��� 
�� �� �������
 ��������� ���� rM �

� �
{pM

0 , · · · , pM
k } �
 ��
� � ��������� ��� 
�� �� �������
 ��������� ���� rM �

"�� ��� � � ���� ��� �� ����� � �
����� rM � �
 � ����� �� ��� ������ P ���
E

�
 �� ���
 � ������� ������ u ��������� ���� ��� ���� �
Î � ��� ������ P ����
�
 x ∈ {l, r} �
� � ��� ������ E ��
�� �� ����
��� 
�� �

v ∈ SuccM (u) 
	�� ����
x ∈ λM (v) �

��� ��� ���� �� �� ���� ��� �� � �
����� v �
�� ������� ���� �
 ��	
 � ������� ���� ��� ������ ���� �����
 � ������� �� ��� � �
� � ���

���� �����
 p0
� � � � � pk

� ������
 �� ����� ��� ����� �
��
���� ���� ��� ���

 ��

{l, r}Ï��� � ��� k + 1 ���������
 �
 � �
��	������ ���
�� ���
�������� �� N1

�� ������� �



 � ���� ��� � � 	 
�� �� ��� 	 
���� �������� �

; <� <= <� H@C CE < 3]O \RS`` MW
{l, r}

^U Sl O bYZ]
k+ 1

^c NYMNYZYO`a `V\] Z]SZ Z] O YT YZYSR c M`Y^ZYMT Y` b YTTYTU W MN Z] O c RSQON
P

a Y` _OX TS[RO YT mZ] O [Y`YlVRSZYMT YTPSNYSTZ W NSUl OTZ MW nl MTS_Y\
Σ3

g
� NMMW g ����� {l, r}Ï��� �
 ��� ������ ��� ��  ������ ��� �
 � ��� ��� ���� ����& ��� ���
�����
�� � �
�������  ������ 
�������� �� � ��� ���
 � �� 
	� �� �� 
����� � �� � ���
 �� �� �� �
���������!	����� �� 
�� X � ��� ������ ���� ���� ��� ������ P ����
 � 
��� l � Í���&��� ���� ���� ���
��
	����� 
������� �
  ������ �� �	�� �� ����& ���� ��� ����� �� ������ ���� ����� �� ���
����� ��������� ���� ��� �� �� ��� ��� ������ P �� ���
 ��� 
������� ����� �� 
�� X �

���� ��� 
���� � � ����� ���� ���
 ��� � � ������ �� � ���
 �� � � ���� �� Π2

����	�� � � ��� ���Ï��
���� � 
�� ���� ��� ������
� ���� ����� 
������ ���� ��� 
������� ����
 � ��� ���������
���� � ��� � � ������ �� ��� �� ������ � ���� �� Σ2

���� ������� ���� � �� �� �	�� �� ����& ���� ����� �
 � 
�������� Px = {x} ��� ��� ��������
2n + 1 ∈ [0, k] 
	�� ���� ��� �� ������ ���� ���� �� ��


µY.♦XY ∨ (Px ∧ ♦XµZ.Pk≥2n+1 ∧ (♦Z ∨ Px))

���
♦XY ≡ (X → (♦Y ∧ Pl)) ∨ (¬X → (♦Y ∧ Pr))���

Pk≥2n+1 =
∨

k≥2n+1 Pk
� � ��� �����
���� �� �
 N1

�������� ���� ���� ����& ���� ����� �
� ���� ����	����� ��� ��� ������ P 
������� ������ �� 
�� X � ���� ��� 
�	��� rM ��
x ���� ���� ����� �
 � ����� ���� x

��
x � ����� ���������� ��� ��� ������ P 
�������� ����

���� �������
 �������
 �� �������� ������ �� �!	�� ����
2n+ 1

�
���
���� �� ���� ��� ������ ��� �

G ��� ���������
 [0, k] ��� � � ������� ���� ��
�!	�������

{l, r}Ï��� �
G′ �  ��� �� 
	���

��
 � �� ������ � ��� ��� ���� ��

l � ��� ����� ��� ����
r
� � ������� � 
� ����� ��� ��� �

G
�!	��������� �� �	��
 �� 
� ��� ��� ��� �

G′ �� ������� �����
{l, r}Ï��� �

G′′ �� ��� ��
��	������ ���

 CG
��
G′ �

� � � ��� ����Ï� � ��� ����	�� ���� ����� ��� ���

 ��  ������
{l, r}Ï��� �
 �����
 � ���

��
������� �� ���
� ����� ���
 � ��� ���

 �� ������ ��� ��   ������ ������ ��� �
 � ����� ���
����	�� ��� ��
��� � � ����
����� ���� � ���� � � ��� ����	��  ��� 
�� � ������� ��� ���� 
� ��������� ��� �
 � � ��� �� �
 ��
	�� #ÎÎ% ������
 � ������� 	
 ���� ���
 ����	�� ������ � �����
Nk

�
��� ����� ���
 � �� ����� �!	�������� 
�� ������ ������
 �����
 �� ��� �	Ï����	�	
 ���������

 ��� �����
 �� ��� � ���� �� � ���������
# $� $& ��8 � 012345 50�� 68� 4	� 0 � 	�8 �:�5265: 6:7
"�� !	�
���� ������ ��� �	Ï����	�	
 �
 �!	������� �� ��� ��
��	������ ��������� ����� ���
�� � ���� �� Σk

� ��� 
�� � �������
k > 2 � ������
 � 
������� 
� ��&��� � �� �� � .����� � ����� ������ ������� � ���� �
 � ���
�!	���� �� ��� ��& �� Í�	������ #�!% �� 
��
 ���� �

�� � !	��� ������� ���

 �� �����
 � ���
 �
 ������� ��	� ��� � ���� �� Σ3
�

; <� <* <= >?@AB@C D5 < EFG H@F6 I /772K< kPON Z] O \RS`` MW U NSc ]` MW [MVT_O_ _OUNOO mMN[MVT_O_ ZNOO^b Y_Z]n OPONQ lV^\SR\V RV` W MNlVRS \ST [O ZNST`RSZO_ YT ZM S l MTS_Y\
Σ3

W MNlV^RS` g



� �� � �� �
� 	 
���� Σ2
 �

� NMMW g "�� ����� �� "������ 4 �� �� �Î �
 ��
� ��� �
� ���� � ������ � ���� ��� ����� �� ������	
�����
 �� �
 ����� ���� b YZ] MTO Oh Y` ZOTZYSR dVSTZYX \SZYMT MPON `OZ` MW O_U O` ��� ������
� �
����� ��� ��� ������ P ��� � � �����

�� �
 � � ���� �� Σ3

	���� ���� ����� � �	� �� ��
��� ���
 ���� Ð���� � �� �� �Î ���� ����&��� � ��� � ��� ����	�� α �� � �����
M ��� � � ����

��� ����&��� ��� ���
����� �� �  ������ 
������� �� G(Aα,M)
� "��
 � ����Ï����&��� ��� �

��� � � ������ � �� � ���
 �� � ���� �� Σ1
����
�	����� #�� % � �� �����

M ��
��� � ��� � ����� ���	� ����� �
 �� � �	���� ������ ��� � �	���� ����Ï����  ���� ��� ��
	����� ��������� � �
 ��
� �� � �	���� ������ ��� � �	���� ����Ï���  � � � Í�	������ 
��
 ���� ���������
  ��� � �	���� ������ ��� ����Ï����  !	����������� ���� ����
 ��� � � �
��	������

�� !	�����������
 ���� �������
 ��� � ����� � � � ���� �� Σ1
����
�	����� � � ��������� � �� �

��
 ���� ���� �����
 �� � �	���� ������ ��� � �	���� ����Ï����  �	Ï����	�	
 ����	��
 ���� � ����
����� ���� � ���� �� Σ3
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 � "��
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������� �

��	 
��	 ���	� ���	

�� Î$o� 	 � ����� �����
 ���� ��� ���� �����
 �� 
��	��	��
 ���� ��� �� NP ��� ������� ���

�� � �
 ���
� �����

�� �� �� �� �
������� 
����� ����� 
�������
 � &��� ��
� �
 Σ1

1

�������
 �� �� � 
�������
 �� ��� ���� � Z] ONO Oh Y` Z NORSZYMT`

R
`V\] Z]SZ

ϕ � ����
R �
 � �������� 
��� � ��� �

�� �� �� � ��� �����  ���

ϕ �
 � � �
� ����� ����	�� � "��
 ��
	�� ����
 ����� �� �� ���
��
����� ���� � X TYZO l M_OR Z] OMNQ��� ���
 ��
����� ���� � � ���� �� Σ1

�� ����� �����
 ���
� ������ � ���� �� NP �� ���
������� �
 ��
� 
�	� ��� � "�� ���
�� �
 ��� � ����� ���� �� ��� 
���� �
 � �������� ���	�� ��������&��� ��� ����� �������
� ��&� ������ �" �!	��
 ��Ï�" � �� ���� � 
�� �
NP Ï��������

����
��� ������� �� �����
 ��� �������� �� � ���� �� Σ1
� ��� �� �
 ��� ���� �� 
�� #! Î%���� � ���� �� NP �
 � ������� ���� � ���� �� ��Ï�" � � �	�� 
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ϕ

a \MVTZYTU [Y`YlVRSZYMT^YTPSNYST Z MT X TYZO U NSc ]` ST_ ZNV O MTRQ MT VTSNQ UNSc ]`a Z] ONO Oh Y`Z` S X TYZO ` OZ MW c SYN`MW NOUVRSN RSTUVSU O`
(Dt, Et) ⊆ Σ+ × Σ+ `V\] Z]SZa W MN OPONQ RS``M`

Mu,v
e

Mu,v |= ϕ
Y�

∃r ∈ Dt.E
+
t ,∃s ∈ E

+
t

`V\] Z]SZ
u.vω = r.sω

� NMMW g Ð��
ϕ � � � ����	�� �
 �� ��� ��� ��� (Ui, Vi)i∈I

� � ��� ���	��� ����	���
 ���������� �������� "������ ! �Î �� �� ��



� �� � 
� � �� ��� �������� ����
� � 
� �
� �  $

0 <=<* <; H@C CE < LMN OPONQ
i ∈ I

a OPONQ
(u, v) ∈ Ui × Vi

a Z] ONO Y` S ZNYc RO
t = (j, r, s) ∈

I × Σ+ × Σ+ `V\] Z]SZe
fg
r.sω = u.vω m] OT\O

Mu,v
ST_

Mr,s
SNO \MVTZYTU [Y`Yl YRSNn a

� g W MN OPONQ
n > 0

a
r.sn ∈ Uj

ST_
sn ∈ Vj

g
� NMMW g Ð��

i � u ���
v � � �
 �� ��� � ��� ��
 Mu,v |= ϕ

� �� ���������� ��
ϕ � ��� �����������

k > 0 � ��� ��
� ��
 Mu.vk ,vk |= ϕ
� . ���� � �������� "������ ! �Î �� �� ��� ���� �������

k > 0
����� �
 
�� �

ik ∈ I 
	�� ����
(u.vk, vk) ∈ Uik × Vik

� ����� ���
 �
 ��	� ��� ���������� ���
k

���
I �
 ����� � ����� �
 
�� �

j ∈ I 
	�� ����
j = ik

��� ��������� � ���
k
�� ������� � 
���� Uj

���
Vj

��� ���	��� � �� �
 ������
 ���� ����� �
 
�� �
p > 0 
	�� ����

j = ip.n
��� ����� n > 0

� /� �����	�� ��� ��� �� �� ��&���
r = u.vp ���

s = vp �
���� ����� 
	�� � ���� �� t = (j, r, s) � ������ 
� ����� � ��� ����� ��� ����	���


Dt = [r]Uj
.([s]Uj

∩ [s]Vj
)

���
Et = ([s]Uj

∩ [s]Vj
)

��� ��� \MTUNV OT\O \RS``
[w]L

�� � ����� ���
w ∈ Σ+ ��� ��
� ��� �� � ����	���

L ⊆ Σ+

������ �� � � ��� 
�� �� ���

[w]L = {w′ ∈ Σ+|∀u, v ∈ Σ∗, u.w.v ∈ L⇔ u.w′.v ∈ L}

�� ���
��	����� � 
���� Uj
���

Vj
��� ���	��� ����	���
 � ����

Dt
���

Et
��� ��
� ���	�������	���
 � � �
� � ���� ���	�� ����� ��� ��������� � ��� 
� ����� ���� �� � ����� ��� 
���� �������� ���

Dt

 ���

Et

 � �� ���� � ���

L �
 ���	��� ����� ��� ������� � ��� ����	��� ����	���

�� ��� ���� [w]L

���
w ∈ Σ∗ �� ������� �
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t = (j, r, s)

a
r.s ∈ Dt

a
s ∈ Et

a
Dt.E

+
t ⊆ Uj

ST_
E+

t ⊆ Vj
g

� NMMW g Ð��
t = (j, r, s) � � � 
� ����� ���� �� �
 �� ��� �

	 ����� � �
� ���� � ��� ����� u ���
v ∈ Σ+ � ����� L ⊆ Σ+ � � ���� [u]L.[v]L ⊆ [u.v]L

� ���� ���
 ���� �
Dt.E

+
t ⊆

⋃

n>0

[r.sn]Uj

���
E+

t ⊆
⋃

n>0

[sn]Vj

� ������� � � &�� ���� ��� ����� u ∈ Σ+ ���
L ⊆ Σ+ � �� u ∈ L

����
[u]L ⊆ L

� �� �
�����	�� ��� ��� �� �� ��� ����� �� ��
������ ���� � �� ������ Ð���� ! �Î �� �4 � � _M ���� ���� ����� n > 0 � r.sn ∈ Uj

���
sn ∈ Vj

�
�"������ ! �Î �� �� ��� Ð����
 ! �Î �� �4 ��� ! �Î �� �! �����	�� ��� ����� �� "������ ! �Î �� ��
�
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L

`V\] Z]SZ
Lϕ =

kern(L)
g

� NMMW g "�&�
L =

⋃
t∈T Dt.(Et)

ω �
 ����� �� "������ ! �Î �� �� �
Ð�� 	
 
�� � �
� ����

Lϕ ⊆ kern(L)
� Ð��

w ∈ Lϕ
� �� ��������� � ����� �
 u ���

v
	�� ����
u.vω = w

���
Mu,v |= ϕ

� �� �������� Ð���� ! �Î �� �4 � �� �
 � ���
 ���� ����� �

t = (j, r, s) 
	�� ����

u.vω = r.sω ��� r.s ∈ Dt
���

s ∈ Et
����� w = r.sω ∈ Dt.E

ω
t

�
Í�����
���� ��� w � � �� 	���� ����� � ����� �� ��� �� L � � �� � w ∈ kern(L)

� �� ���������
��
L � �� �
 � ���
 ���� ����� �
 � 
� ����� ���� �� t = (j, r, s) 
	�� ����

w ∈ Dt.(Et)
ω � ���������� Ð���� ! �Î �� �� � �� �
 � ���
 ����

w = u.vω ��� u ∈ Dt.E
+
t

���
v ∈ E+

t

� ���������� Ð���� ! �Î �� �! � �� �
 � ���
 w = u.vω ��� u ∈ Uj
���

v ∈ Vj
� ����� Mu,v |= ϕ��� ��	
 w ∈ Lϕ

�
�
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� ������� � 
���� ���

 �� 	���� �����
 �!	������� �� ���	��� ����	���
 ��� �������� �  �������� ���

 �� 	���� �����
 � �� ��� ���	����� �� � ���� �	Ï����	�	
 �
0 <=<� <* �ABA ��EB�< 3]O \MVTZYTU [Y`YlVRSZYMT YTPSNYSTZ W NSUl OTZ MW l MTS_Y\

Σ1
MT X TYZOVTSNQ UNSc ]` Y` OdVYPSROT Z MT X TYZO VTSNQ UNSc ] ZM Z] O lV^\SR\V RV`

Lµ
g

"�	
 � �� ��
�������� �� ����� 	���� �����
 � � ��� ���� � ���� �� Σ1
�
 ��� ���� ���

�!	������� ��
N1

��� � �
� ����������� ����� ��
Lµ

� �	� �� �
 �!	������� �� ��� ��
Lµ

� "��

��
	�� �
 ������ 	���� ����� 
���� � �� ��������� ������ �� ������� 	���� �����
 � ��� ��	�����
��
��	������ ��������� ����� ��� �� � ���� �� Σ1

���� ���	��
 ��� � ��������� ���
�� ���	�������	���
 #Î��% � � �� � ����	���
 �������� �� ����� ����� �	������  ��� ���� ���������

����
 � "��
 �
 ������� 
���& ��� ���	
������� ���� ����� � ���� ������ ��� � � ���� ��������
� ������� �� ��� ������� ��������

��
���� ������ ���� ����� �
 �� ��� � �� ������ Í��� ����� ! �Î �� �� �� ��������� ����������
 ��� ���� � ��� �	Ï����	�	
 ����	��
µX.(p ∨ (¬p→ �X))���� �����
 ��� 
�� �� �������
 ���� ���� ����� �
 � �� �������  ���� �� � ������ ����

p�� ��
 � �
 � �
��	������ ��������� �	� ��� �������� �� � � �� �
Σ1

����	�� � ������
� � �� �
�	�� ����� ���� � ������� ������������ �	�� ��
� � � �������� �� � �� �
Σ1

��� ���� �
 ������ ��
� #�% �
� �� � ()*+,-

Σ1
() �),	� �
*���

�� �
 �� �� �� !	�
���� ������ � ���
��� �� ��� �����

��� ����������

 ��
	�� 
����� ��"������ � �� �� �Î �
 ��	� �� � ��
����� �	�
����
 �� ����� 
��	��	��
 � "��� �
 � �
 �� ��� ��
�



� �� � 	 
���� Σ1

� � �� ��� ������ $ Î

���� ����� 
������� �� � �� ���� �
 ��
��	������Ï��������� MT X TYZO `ZNV\ZVNO` �
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��� ���� ��� �������� ������� ���
�
 ��������� ��� � ���
�!	���� �� �� � �� ��
 � ��� ��� 
	� � ��� �� �	�� ������ ����
����Ï���� � "�� �����
� ��� ��� ����� ���
���
 �� ��� �!	�������� � ����� � ���� �� Σ1

���
N1

���
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��	������ ��������� ���� �����
 ��� �� � �� ��� ��� ��	����� �	Ï����	�	
 ��� ��	�����
��
��	������ ��
� ������ �� �� � ��� ������� ��
	�� ���� �
 &��� �� ����� ���� ���� ���
����� �
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�Ï����� �������� ���� ���� ���� �
��������� 	���� ��
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 �� ���
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 � /� 
�� ���� ��� ��� ���� �����
 ��������� ��� ��
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����� ����� ��������
 
	� �� � � ��� �����
���� � 
�� ���� �� � 
������� ϕ�� � �� �
Σ1

�
 ��������� 	���� ��
��	������ ���� ����� �
 � ���

 �� 
��	��	��
 � ����	� ���
�����
��������
 �� ��� � �
��	������ ���

�
 � �� ���� ϕ �
 ����������'�� �� � ZNOO^RY�O ������������� �� NS_YV` MTO ����
� ����
 ��� ���� �����
� � ���  �

��� ����� ��� ��� ���� ���
 ������ ���� ��	�� � � �	����� ������ 
� ���� ��� ����
 ���
��� � ���� W MNbSN_ RMM� YTU � "��
 �	�� �
�����
� ���� ��
��	������ ��������� ���� �����

�� � �� �

Σ1
��� � � �����
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����	��
 ��� ���� ����� RM\SR ���� �����
 � ������ �
	�� ����	��
 ��� � � ����������'�� �� U NSc ] S\\Oc ZMN` #Îo�% � ���� ��� � ��������'����� ���	������ �� ������� �� ����� �����
 ������ ���� ����� 
�����
 �� ����
 �
0 <* <=<= � @�FI. IAF D

k� �A �E � 	
��ABC� �E,K<  ���� � � �
����� �������
k � � 
�� �� �� Ï����	�� ϕ �
 �

k
^RM\SR W MNlVRS ���	�� � � �
�Ï����� �������� x �� �� �
 �!	������� �� �������	�� �������� ���� ϕ �� ��
�������� ����� !	������� �� ϕ

�� ���
kÏ������ ������ ��

x �� �� � ��������� ����� 
	�����	�� �� ��� ���� ∀yψ ���
� �
∃yψ

 �� ϕ �� ��� �� ��� ����
∀y(d(x, y) ≤ k) → ψ ���
� �

∃y(d(x, y) ≤ k) ∧ ψ
 � � RM\SR W MNlVRS �
 ��� ���� �
 kÏ����� ���


�� �
k
�

� @CEB� < � ��� ��� ����� � ���� ��� ��	����� � ���� ����	�� α
�� � ���� �����

k � ���
�� ����
������ ϕα(x) �
 kÏ�� ��� ���	��

x
� ������ � �� �
 kÏ�� ��� ��� W MNbSN_^RMM� YTU � ������ � ��� ��
����� ��� !	����� ��
 �� ��� _YNO\ZO_

kÏ������ ������ �� ���������
∀yψ ��

∀y(dd(x, y) ≤ k) → ψ � ��� �
�������� ��� ������� ���� �� "����
 #� � Îo� % �
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A �
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A = 〈Q,ϕ(x)〉
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Q �
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����
 � ���

ϕ(x) �
 � �� Ï����	�� ����� ���	��
x �	��� �� ���

�����	���� ��
ΣÏ�����
 �������� ��� 
���� ���� �����
 ��

Q
�
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A

��
ΣÏ�����

M �
 � � ������
ρ : VM → Q
	�� ���� ���

Σ × QÏ��� ���� �����
〈rM , ρ−1〉M


���
��
 ��� ZYRYTU \MT`ZNSYT Z
ϕ(x) � � �� �

〈rM , ρ−1〉M |= ∀xϕ
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Aα
� � � ���
�� ��� �	������� �!	������� ��

α ��
 ����� � 
��� �� "���Ï
��� � �� �� �Î � ��� ��������� �����

M � ��� ��� �����

 ��� �� �
����� �� � � �
�������  ������

������� � ����	� ��������� ���� ����� 
���� α ∈ NC1

 �� ��� �
G(Aα,M) �� ��� ���
�����

�� � ��� �����
ρ : VM → P(QAα) 
	�� ���� � ��� ����� v ∈ V M ��� ����� q ∈ ρ(v) � ��� ��
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����� ������ �� A ��� ������ ������ �� B �� ��� 	 ������

g : A∗ → B∗

��
� ���� g(ε) = ε
��� ����� ������ � 	 ������

f : A+ → B


����� ��� �ONT OR �
g
� ��
� ���� � �� �����

w ∈ A∗ ��� �����
a ∈ A

�
g(w.a) = g(w).f(w.a)

�

� @CEB� < ���
� ��� ��!������� ��
����
g : A∗ → B∗ �� 
�	������� ������ �� ��� &�����

f : A+ → B
� �� 	�� � ����

f∗
�� ���
� �

g
�

1 <=<= <* � @�FI. IAF D	 IF I.@ �� �@F@BE.@G ,@� < ��F�. IAF,K< ��� ��� ��
����
f : A+ →

B
� �� ���

u ∈ A∗ � ���
fu : A+ → B

� � ��� ��
���� ������ � �� ���
v ∈ A+ � ��

fu(v) = f(u.v)
� � ��!������� ��
����

f∗ :
A∗ → B∗ � X TYZORQ U OT ONSZO_ ���� ��� ���

{fu ∈ A+ → B : u ∈ A∗}

�� ����� � �� ���� 
��� � �� ���� ��� ���� f ��� X TYZO l Ol MNQ �
"��� ��������� �� ��������� 
��������� �� � � ��� 
���� �� � ���������� ��������� ����

� ���� #�4�% � �� �
� � ��������' ��� �� ��
����
���� 
�	� ����� ������	 �	 ���� �� ��� �
�����'� ��� ������ 	 �	 ���  &����� � � ������� ��������� ��!������� ��
���� � � ������� �
����� &������ 
�� ���� � � ���� �� 
�	�����

B���� ���� A������ �b YZ] SN[YZNSNQ PSRV O SZ Z] ONMMZ ��� ����	��� ������ ������� �� � �� ��� �� ������ �� ���	 � � ���������� ��������� �����
��	� ��� �
�
��
 ��
����
���� ���� � ��� � �� �� �
��
����� � ��� ��� �
��� � ����� � �����
���� #��� � �� � �4 � !�% �. ������ � �� ����� �� ���� �� '��������� ��� 
�
��
 ��
����
���� � �� ���� � 	 ��� 	���
������� �!�������� ��������� �

1 <=<= <� � @�FI. IAF < "�� W VT\ZYMTSR �ONT OR � � ��!������� ��
����

f∗ : A∗ → B∗

�� ��� 	������
Ff : A∗ → (A→ B)

������ � �� �����
u ∈ A∗ ���

a ∈ A
� ��

(Ff (u))(a) = f(u.a)



��� �  ������ ��� ��� ������ ��4

1 <=<=<� H@C CE < 3]O l Scc YTU Z]SZ l Sc ` OPONQ mZMZSRn W VT\ZYMT
f : A+ → B

ZM Z] O mZMZSRnW VT\ZYMT
Ff : A∗ → (A→ B)

Y` MT O ZM MTO ST_ MTZMg
� NMMW g "�� 
������� 
������
���� ���� 	 ��� ��� ������ ��
����

F : A∗ → (A → B)
��

��� ������ ��
����
fF : A+ → B

������ � �� �����
u ∈ A∗ � a ∈ A

��
fF (u.a) = F (u)(a)�� ��������� ��� ������� � ��� 	������

f 7→ Ff
�

��� ����� ����� � ����� ��!������� ��
���� �� �����  
�	������� �����	���� �� ��� ��
�
������ &����� �
� @CEB� < �� �
����� ��!������� ��
����� � ��� 	�� �!���������� �� �
���� ����� &����� ��
����� ��
������ &����� � �
������� ��� ����������� ��	 ��� ��	����	 �� ��� ����� �� ���� �
�� ��������
���� � �� �����
���� � �� ����� � �� ��	���

ϕ
�� �
����� ���� ������ � �&������ 

� ��!������� ��
����� � ����� �� �� � �� ��	���
ϕ̂

��
� ���� � �� �����
f : A+ → B

�
f |= ϕ� ��� ���� �

Ff |= ϕ̂
� ��� 
�� 
��
& ���� ���� ���� ������� !���� ��	 ������ �� ���� ����	���

��!�������� �� � �� �� �
��
������ #�4�% ���� �� ��
����� �� ����	��� ��'� �
"�� � ������� ���	��� � � ���������� ��	 � � ��� �� ���� ��!������� ��
����� 
�� � �

���� �� ������� ��� �� ��� ������ ��	 �� �

1 <=<=<; � @�FI. IAF <  ���� ��� ������ ��� A ���
B

� ��� ����� ��� A/B���	 �
GA,B =

〈VP , VE , TP , TE , p0,Acc〉
�� � � ��� ��� ������ ��	 � ������ ��

VE = (A → B)
�
VP =

A∪{∗,⊥}
�
TP = (VP−{⊥})×VE

�
TE = VE×(VP−{∗})

�
p0 = ∗ ∈ VP

���
Acc = (VP +VE)ω

�

1 <=<=<0 H@C CE < 3]O l Scc YTU Z]SZ l Sc ` OPONQ mX TYZO l OlMNQn `ZNSZOUQ ZNOO
σ : (VP )+ →

VE
W MN c RSQON

P
YT U Sl O

GA,B
ZM Z] O mX TYZORQ U OT ONSZO_n `OdV OTZYSR W VT \ZYMT

f∗σ : A∗ → B∗_OX TO_a W MN OPONQ
u ∈ A∗ a OPONQ

a ∈ A
a [Q

f∗σ(u.a) = (σ(∗.u))(a)
Y` ST MTZM l Scc YTU g

�� ����� ����� � ������� � ������� ��������� ��!������� ��
���� �	 ����� �� � �!�����
������� ������� � ����� 	 �	 ��� ��� ��� 
& ��� �������� �� ������

P
�� ��	 �

GA,B
�
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������� ��	 "����� ��� 	����� �� ��������� #�4�% � �� ����� ���� � ������ � ��
����
����
����� ����� ���
��� � ���� �� � ���� �� ������ 
������ ��� 	 �� ���� ������� ����� �� ������
���
����� ������ 
������� � � � � ������ � ��������� ��� �������� � ������� � "��� ����� �������

���� �� �����
���� � �� 
�����

��� ���� ��� ���� �� �� � ��� '��� ����� ��	����
� �� 
�
��
 ��
����
���� �� ���� � "��� ��
� 	 ��� ���� ��� ���� ��� � �� ����
� ���� "����� ��� 	 ����� �� ������������ �

1 <=<* <= � @�FI. IAF < � _Y`ZNY[V ZO_ SN\]YZO\ZVNO
D

�� ������ �� � �����

D = 〈I, P, r, {Ac}c∈I∪P 〉

���� ����� ���
I

� ����� 
������� � � ��� � ��� ����� ���
P

� ���
����� ��� ������ 
������������� ���
��� � ���� �� ��� ������ 
������ ��� ����� ������ 
������ �� � ������ �� ���
���
��� �� �� ������� ��� 
����� ��� ������ 
������� � ���� ��� 	������

r : P → P(I ∪P )���� 	 ��� ����� ��� 
���
p ∈ P

�� ��� ��� 
������ r(p) ����� ��� 
���
p

���� ����� ������ �
��� � �� ����� 
������ i ∈ I ∪ P � ����� ������ �� Ai

� � ����� �� 
������ ������ � /� ������



��! ���� ��� ��  ������ ��� ��	��

����	 � ���� ��� ����� ���� ��� � ��� � ��� ��� ��	 ��� ����� � /� ���� ������ ����	 � ����

I ⊆
⋃
{r(p) : p ∈ P}

� � �� � ��� ����� �� ���� �� �� ����� ��� ��� 
��� �
 ���� ��
����
���� D

� ��� _Oc OT_OT\Q NORSZYMT �� ��� 
����� �� ������ �� � � ��� �����
���������� ��������

≺D⊆ P × P
��
� ���� � �� �����

(p1, p2) ∈ P × P
� �

p2 ∈ r(p1)
����

p1 ≺D p2
�/� ��� ���� ��
����
���� D

�� �� S\Q\RY\ _Y`ZNY[VZO_ SN\]YZO\ZVNO ���� ��������
≺D

�� �
�����
� ������� ����� �������� � �� ���� 
��� � �� � ����

�D
��� ����
�� ����� �������� 
�����

��� ��� �����
� ����� �
�� ��� ��!��� � �� ����� ��� � 
������� C ⊆ I∪P

� �� ����� � ����
AC = Πc∈CAc

� � �� �
AC�� ��� ������
� ������ �� � ��� ��������� 
������� �

C
���� �� � ���� �� ������ 
������ �

� ����
�� ���	��� � � ���������� ��
����
���� �� ��� c Yc ORYT O SN\]YZO\ZVNO #�4� � ���% �
1 <=<* <* � @�FI. IAF < � c Yc ORYT O SN\]YZO\ZVNO �� �� �
�
��
 � ���������� ��
����
���� ��
� ������ ��� �����
� �����

�D
�� � ������ ����� ��� � �� �� ����� ��� 
���

p
� �

I ∩ r(p) 6= ∅
����

r(p) = I ����
� p �� 	 ���	 �� ��
〈P,�D〉

��� ���
����� �������� ���
�
�D

�� ������ �
������� ��	 "������� ��� 	 �� � ��� 
�� ���� ����� ��� ������
��
�� ��
����
���� �

1 <=<* <� � @�FI. IAF < � ]YONSN\]Y\SR SN\]YZO\ZVNO �� � � ���������� ��
����
���� ���� �� ���
� �����
� �������� �� ����� � �� ����� ���� � 	������� ��� ������ ���
����� ���� ��� ��	 �
������ � ��� �� ���� 	 ���	 �� ��� 
����� ����

I
� � �� � �� ����� ���
���

p1
���

p2 ∈ P
� �� 

������ (p1, p2) ∈≺D
��

(p2, p1) ∈≺D
� �� �

(p1, p2) ∈≺D ∩ ≺−1
D

���� r(p1) = r(p2)
��� �� 

�
r(p1) ∩ I 6= ∅

���� r(p1) = I
�

������� ���� � ��� ����� ��
����
���� �� � ������
��
�� ��
����
���� � "�� 
������� �� ����
���
� � �� �����
���� � � ������
��
�� ��
����
���� �� ��� ��
�������� �
�
��
 �

� $%$� �8
0�3862� 78� 21	 457
 �� ��� � '��������� ��	����
� �� � ���������� ��
����
���� 
���� � � � �� ������
� � ����� �
� � �� 
��� ���& � .������ � � ��� ��� ��� ������� � ����� �� �� �������� 
������ � "��� 	 ����
���� ��� ��!���
� � ������ ���� � 

��� �� ������ 
������� ��� 
�	������� �����	����
�� ��
����
����� � ����� � �������� � ��� ��� !������� � ������� � ����� � �������� ���� ���
�����'���� �	 ��� ��
����
���� 
�	� ������ � ���� !���� ������� ���	���� �
1 <=<� <= � @�FI. IAF < � U RM[SR [O]SPYMN � � ���������� ��
����
���� D = 〈I, P, r, {Ac}c∈I∪P 〉�� ������ �� � � ��� ��!������� ��
����

f∗ : A∗
I → A∗

P

� /� ��� ���� ��� � ������� f∗ ��_Y`ZNY[V ZO_ ���� � �� ��
� ���
���
p ∈ P

� ����� �� � ��!������� ��
����
f∗p : A∗

r(p) → A∗
p���� 
�	����� ��� ������ ������ ��

f∗
�� 
������ p �� ���� ��� ��� ��� ���� ��� ������

�� 
������� r(p) �
� ��� ���
������ � ������� f∗ �� � ���������� ���� � �� ����� ����� ��!���
� uI ∈ A∗

I

� ����
��� ������ ��!���
� uP ∈ A∗

P


�	����� ��
f∗

� � �� �

uP = f∗(uI)

� ���� � �� ����� 
������ c ∈ I ∪ P
� ��� ��!���
� uc ∈ A+

c

� 
������ ��� ��� ��!���
� �
������ �� 
������ c �� �� �

uc =

{
πAc(uI)

�
c ∈ I

πAc(uP )
�
c ∈ P



��� �  ������ ��� ��� ������ ��o

� ���� � �� �����
p ∈ P

� ��� ��!���
� ur(p) ∈ A+
r(p)

� ������ ��� �� ���
���
p
� � �� � �� �����

k ∈ [0, |uI | − 1]
�

ur(p)(k) = (uc(k))c∈r(p)
��� � ������� �!������� 	��� � � �������� � �� �����

p ∈ P
�

up = f∗p (ur(p))

�� ���� 
��� � ���
{fp}p∈P

�� 
����� � _Y`ZNY[V ZO_ NOSRY�SZYMT �
f
� ������� ���� � � ����������� ����� � ������� f �� 
�	������� �����	���� �� ��� � ���������� �����'����� �

� � ���������� �����'����� {fp}p∈P
� � ����� � ������� f �� 
����� � X TYZO _Y` ZNY[V ZO_NOSRY�SZYMT ���� � 	 ������� � �� �����

p ∈ P
�
fp

��� ����� 	 �	 ����

� $%$� �0 526 5
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"�� �������� ��������� �� ��� 	�
� 	 ��������� � �� ���� � �� 
�� 
������� ���� � ��� ����
�� � � ���� � � ���������� ��
����
���� D = 〈I, P, r, {Ac}c∈I∪P 〉

� ���� � � ����� � ������� f∗ :
A∗

I → A∗
P

���� ���� � � ���������� �����'����� �
1 <=<� <= � @�FI. IAF <  ���� � 	 ������

F : AI → AP
� 
����� �� � ����� MTO^`ZOc [O]SPYMN � ��

��� ���� F �� RM\SR RQ NOSRY�S[RO ��
D

���� ����� �� ���� � ��� � 	 ������
{fp : Ar(p) → Ap}p∈P

�

����� � RM\SR NOSRY�SZYMT �

F
� ��
� ���� � �� ���

a = (ac)c∈I ∈ AI
� � ����

(ac)c∈P = F (a)
�

��� ��� � �� ��
� p ∈ P
�
ap = fp((ac)c∈r(p))

�
"��� ������ � �������� � ���������� �����'����� ����� �� �� � ��
������ ��� ��� 
����


��� ����� �� �� ��
����
���� � �������� �� � � � ���������� �
1 <=<� <* >?@AB@C D5 < /712K< � U RM[SR [O]SPYMN

f∗ : A∗
I → A∗

P

MW SN\] YZO\ZVNO
D

]S`S _Y`ZNY[V ZO_ NOSRY�SZYMT YW ST_ MTRQ YW a W MN OPONQ
u ∈ A∗

I

a Z] O l Scc YTU
Ff (u)

Y` RM\SR RQNOSRY�S[ROg
� NMMW g �� ����
���� �� ��� ������ �

u
�

��� ����� ����� � 
�	������ � � ���������� �����'����� � ��!������� ��
����
f∗ : A∗

I →
A∗

P

� ��
����
���� D
�	 ����� �� � �� �����

u ∈ A∗
I

� ��� ��� � �� 
�� �����'����� � ���
��
������ &�����

Ff
� ��
����

f
�� � �������

u
� ������� ���� �� ��� �� � �� ������ �

���������� ��
������ &������ � ���
��� � �������� �

� $%$# � 47	
 4):	83 7�1	�8747 �
0) 68� 7
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�	 �� ��� ������� ��������� � � ���������� ��������� ������	� �
1 <=<; <= � @�FI. IAF <  ���� � �� �
��
����� ϕ � ��� ������ �� � �� � � � ����� � �������� �
��� ������ _Y`ZNY[VZO_ `QTZ] O`Y` c NM[ROl

P = 〈D, ϕ〉
�� �� ��� � � ����� � ������� f ����

�������� ϕ ��� ��� � ������ 	 �	 ���  � ���������� �����'����� �
� @CEB� < �� ����� ������������ � "����� ��� 	 ����� � ���������� �������� 
������� � �����
� �������� ��� ��� 	 �������� �� ��� � ����� �� �
��
����� ϕ

��	 �������� 
������� �����
� �������� 
�� � � �����
���� ���
��� �� ��

ϕ
� �� ����� � � 
���� ���� "����� ��� 	����� ������
�

�� ����������� � ��� 
��� � ��� ������� ��� ���
� ������� ����
�� ��� � ����� �� �
��
����� ϕ�� �� ��& �� ��� ��
� �� ��
� 
������ �



�� ���� ��� ��  ������ ��� ��	��

��� ���� ��������'����� 
�	 �� � ��� � ���
� � �� 	 �� ��!���� � 	 ��� ������ �������� �
��� �� �
��
����� ϕ � "�� ���� �� ��� ������� ������
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����� 〈VP , VE , TP , TE〉

�� �
n���� 
��� � ���������� ����� �

v0 ∈ VP
�� ��� �� ����� � ������� � ���
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� � ����� ��������

σ : (VE .VP )+ → VE
�� � _Y`ZNY[VZO_ `ZNSZOUQ �

σ
�!���� ��� 
�	� ��

������
σ1 ⊗ . . .⊗ σn

� ��	 �
n

��
�� ������� ��� �
���� ���� � ����� ������� ��� ��� ��� ������ � ���������� � � ������� � ����� ��� � ������������	 �� �� ���
� ��� ��� 
����� ���� � � ������ ��������� ��� �� ������� � ���������� ���������
���	 ���� � �� 
�� ������ ��� � ������� �
� � � ���������� ��	 �� ��� ��� �����	���� � ��

��� ����� ���� ���� ���� ��� �������	 ��� ������ ���� ��� ���� � � ������ ��������� ���
���
����� 	 �� ��� ���� � � ������ _Y`ZNY[VZO_ ���������
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������ �����	 ��� ���� �� � 

�� �� � ���������� ��������� ������	� � � ���
��� 	 �� � ����	
� �� 
�� �
���� � ������ ��� ����� ��� 
����� ���� &������ ���� ��� �
���� �� � ����	 �� � "��!������� �� ������� ���� �� ���� �� ��� ���
� �� ��� �� ��
� ��
����� �� �������������� �

1 <* <� <= � @�FI. IAF D-�F�?BAFA�, GI,.BI��.@G �EC@,K<  ���� ��
n���� 
��� � ������������	 �

G = 〈V G
P , V

G
E , T

G
P , T

G
E ,Acc〉

�� ��� ���� G �� `QT\]NMTMV` ����

T G
E ⊆ V G

E ×




∏

i∈[1,n]

V G
P [i]





� �� � ��� �������	 ��� ������ 	 ���� ������ �
������ ����� ��� 
��� �

� @CEB� < ������� ���� �� ��
n���� 
��� ���
������� � ���������� ��	 �� � ��� 
�� ������
�

��� ���
��� � �������� �� ∏
i∈[1,n] V

G
P [i] ⊂ V G

E

������� ��� 
����� �� ����� �������� ��
��
� � �������� �� �������	 ��� �� ��� ��!��� � � � ������� �� ∏

i∈[1,n] V
G
P [i]

��
V G

E

�� 
����� �
`QT\]NMTMV` c M`YZYMT �� ��� ���� �� � �������� ��

V G
P −

∏
i∈[1,n] V

G
P [i]

�

1 <* <� <* >?@AB@C D�@BF@. EFG 5 < /*� 2K< � PONQ S`QT\]NMTMV` _Y`ZNY[VZO_ U Sl O
G

\ST[O `YlVRSZO_ [Q S `QT\]NMTMV` U Sl O
Ĝ

bYZ] mSRl M`Zn `Sl O cM`YZYMT YT `V\] S bSQ Z]SZZ] ONO Y` S _Y` ZNY[V ZO_ X TYZO l Ol MNQ `ZNSZOUQ YT Z] O U Sl O
G

W NMl `QT\]NMTMV` cM`YZYMT
p ∈ V G YW ST_ MTRQ YW Z] ONO Y` S _Y`ZNY[VZO_ X TYZO l Ol MNQ `ZNSZOU Q YT Z] O U Sl O

Ĝ
W NMl Z] Om\Mc Q MW Z] On `Sl O cM`YZYMT

p ∈ V
bG g

� NMMW g ���
G

� � �� ����
������� n����
��� � ���������� ��	 � � /� ����� �� �!��������
���
������� ��	 �

Ĝ
��	 ��� ��	 �

G
�� � ����� �

"�� � ��� ���� �� �� 	�&� ��� ����
�����
��� �����
�� � � �� � ����� ����
������� 	 ��� ��

G
��	 � ��
�� � �������

ei ∈ V G
E [i]

�� 	 �	 �
&�� �� ��� ��	 �
Ĝ

�� � 	 ��� � ��� 
���
Pi

��
G

�� ��� ��� �� � � ������������ 
���
êi ∈ V

bG
P [i]

� ��� �� �� � �������
ei

� ���	 � �������
êi

� ���
���
���

Pi

�� ���� 	 ��� ��
& �� �� 
�� � �������

ei
�. ������ � 	 �& ��� ��� ����
�����
��� �����
�� � ���� ��� ����	����� �� ��� 
����� � � �� � �

���
��� 	 �� ��� � �� ������
� � 
���� ��� ��	� �� � ��

������ �������	 ��� ������ 	 ����
���� ����� �� �� �� �"�� ��
��� ���� �� ���� �� � ������ ���� 
������� ��� ����� � ��� ����� 	 �	 ��� ��������  
�� ��� ��� � ��	 ����� ���
������� � �������

e ∈ V G
E

�� �������	 ��� 	 ��� �����
�������
����������� ��

ê ∈ V
bG

P

������ � �� �����
i ∈ [1, n]

� ��
ê[i] = ê[i]

�

� �������� � �� � ������ 
��� ����� � ��������� 	 ��� ��

������ 	 ��� ����
������� ������
����� ������� ���� ��� ��	 �

Ĝ
���� �� �!�������� �� ��� ��	 �

G
� �� �� � ����� 	 �	 ���

� ���������� ������� ������� ��� �� ����� �� ��	���� ��		� ����	 ���� �

"�� ������ � ��� ��� � �� � ���� �� ������ � ����� �� "�� #�� % �
�
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 ���� ��� ����� ������ ��� D ���

Σ
� �

Σ
^RS[ORO_

D
^ZNOO ����� 
�����

D
a
Σ

^ZNOO �� � �������
��
����

D∗ → Σ
����� ��	��� �� 
����� ����� ����� �� ������� � �� ��� ��!��� � ���	 ����

�
Σ

��� 
����� RS[OR` ��� ���	 ���� �
D

��� 
����� _YNO\ZYMT` �
"�� � ������� ��������� �� � ��������� �� ������ ��� �
���� �� ���� ���� ��������� �

����������� ����	��� #��o% � ��� ���� �� �� ���� � ������������
�� ��&� ����	��� ��������� �
���� �� ����������� ����	��� �

1 <� <=<= � @�FI. IAF D� �.@BFE. IF� .B@@ E�.ACE.E K< � ����� (D,Σ)
^SRZONTSZYTU ZNOO SV^ZMl SZMT �� � ����� �

A = 〈Q = Q∀ ]Q∃,D,Σ, q0, δ = δ∀ ∪ δ∃,Ω〉

����� Q �� � ����� ��� � ������ �
q0 ∈ Q∃ �� ��� �� ����� ����� �

δ∀ : Q∀ × D → P(Q∃)
���

δ∃ : Q∃×Σ → P(Q∀)
��� ��� ���������� ��
����� � ���

Ω : Q∀ → ω
�� ��� ������ 
��� ����� �

�� ����	����
A

�� � TMT _OZONl YTY`ZY\ SVZMl SZMT ���� |δ∀(q, d)| ≤ 1 ��� �����
q ∈ Q∀ � d ∈ D

 �
1 <� <=<* � @�FI. IAF D��F,K< � NVT � �� ����	����

A = 〈Q,D,Σ, i, δ,Ω〉
���� �

Σ�
��� ����

D����� t : D∗ → Σ
�� �

Q∀���� ���� (D × Q∃)
����

ρ : (D × Q∃)∗ → Q∀ ��
�
���� �

• ρ(ε) ∈ δ∃(q0, t(ε))
�

•
�� �����

w ∈ Dom(ρ)
� �

ρ(w) = q
� ���� �� ����� � ���
����

d ∈ D
��
� ����

a = t(w[1].d)
�� ������ � ��� �� ����� �� ��������� �����

q1 ∈ δ∀(q, d)
� ����� �� ���� �

��������� �����
q2 ∈ δ∃(q1, a)

��
� ���� ρ(w.(d, q1)) = q2
�

� ����
t

Y` S\\Oc ZO_ ��
A

� ��� ���� � ����� ������ � ���
ρ

�
A

����
t
��
� ���� ��

����� ������� ����
� w ��
ρ
�
statesρ(w) ∈ Acc

� � ����� ��
L(A)

��� �������� � ��� �����
���� ��� �

����� ��

A
� "�� `Y� O � �� ����	����

A
�� ������� ��

|A|
�

� @CEB� < ������� ���� ����� ���� ����	��� �� ��� ����������� ��� ��� ����������� � �
�������� ������� � ���� ��� ��	 � ���������� � ���� �� ����� �������� 
���������� � �� �� #��o%
�� �� ������� � �� ���� ���� �

� ��� ���
������ � ���� ��� ����	����

A = 〈Q = Q∀ ]Q∃,D,Σ, q0, δ = δ∀ ∪ δ∃, Acc ⊆ Qω〉

��� 	�� ����	 � � � ������ ���� � ����������� ���� Acc
���� ��� ���� �� ������ �

Q∃ � "��� �
�� ����� ��� ����������� ����	����

A′ = 〈Q′,D,Σ, q′0, δ
′,Acc′〉



��� ���� ��� ��  ������ ��� ��	��

���� Q′ = Q∃ � q′0 = q0
� �� ��
� q ∈ Q′ � Acc′ = πQ∃(Acc)

��� � �� ��
� q ∈ Q′ �

δ′(q) =
∧

a∈Σ

a(r) →
∨

q′∈δ∃(q,a)

∀z




∧

d∈D

Td(r, z) →
∧

q′′∈δ∀(q′,d)

q′′(z)





"�� �!�������
� � ������ ��� ����	����
A

��� ��� ����	����
A′ ����� � � � � ���
� 
�����!���
� � ���������� �

/ ��� ���� ����������� ����	��� ��������� � � ��������� �
������ 
����� �� � ����� ���
�
���� ���� ���� ��������� #��!% � ��	������� ����� �� ��� �
1 <� <= <� >?@AB@C D�� ��@B EFG -�?��� /=�12K< � PONQ SRZONTSZYTU ZNOO SVZMl SZMT

A
Y`

OdVYPSROTZ ZM S TMT _OZONl YTY`ZY\ ZNOO SVZMl SZMT
A′ a b YZ]

|A′| ≤ 22|A| mb YZ] i VR RON S\\Oc ^ZST\O \MT_YZYMTn g
���
� ��� ���� � �� ����	���� �� ����� ��� ���	������ ����� � ����	��� �
� �� ����

�������
��� ��� 
�� � � ��!��������� 
�	����� �

1 <� <= <� � @�FI. IAF D��.ACE.E �AC�A, I. IAF K<  ���� ��� ���� ����	���

A1 = 〈Q1,D1,Σ1, q0,1, δ1, Acc1〉

���
A2 = 〈Q2,D2,Σ2, q0,2, δ2, Acc2〉

��
� ���� ����	����
A2

�� ��� �����	������
 �
D2 = D1 ×Q∃

1

���
Σ2 = Q∀

1

� �� ����� ���

�	� ������� �

A1
� ������ ��

A2
�� � � ��� ����	����

A2 ◦ A1 = 〈T (Q),D1,Σ1, T (q0), T (δ), T (Acc)〉

������ �� � ����� �

• T (Q∃) = Q∃
1 ×Q∃

2 � T (Q∀) = Q∀
1 ×Q∀

2 �

• q0 = (q0,1, q0,2)
�

• (q′1, q
′
2) ∈ T (δ∀)((q1, q2), d) ⇔

{
q′1 ∈ δ∀(q1, d)
{q′2} = δ∀2 (q2, (d, q

′
1))

• (q′1, q
′
2) ∈ T (δ∃)((q1, q2), a) ⇔

{
q′1 ∈ δ∃(q1, a)
q′2 ∈ δ∃2 (q2, q

′
1)

• T (Acc) = {w ∈ T (Q)ω | w[1] ∈ Acc1 ∧ w[2] ∈ Acc2}

1 <� <= <; >?@AB@C D�@BF@. EFG 5 < /*;2K< LMN OPONQ ZNOO
t : D∗

1 → Σ1
a
t ∈ L(A2 ◦ A1)YW ST_ MT RQ YW Z] ONO Oh Y` Z` ST S\\Oc ZYTU NVT

ρ : (D1 × Q∃
1)

∗ → Q∀
1

MW
A1

MPON
t

`V\] Z]SZ
ρ ∈ L(A2)

g
� NMMW g "�� ���� � �������� ��� ���� � �� ��� 
�	���
���� � ��� �� �������� �	����� ���� �������� ���� �� �� 
��
��� ���� A2

�� ���������������
�
������������ � �� �������� "�����	o �� �� �� � ��� 
�� ������ ����	 � ���� �� �� ��� 
��� �

�
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� ��� ������ � � ������ ���� �� ���� � ��� � �� �� �����
��� � �� �� ��������� 	 �&� ����� ���� ������� ���� � ���������� ��	 �� �

1 <� <* <= � @�FI. IAF D+�.@BFE � � IFF IF� �AFG I. IAF K< � U Sl O bYZ] Oh ZONTSR b YTTYTU\MT_YZYMT �� � �����
G = 〈VP , VE , TP , TE , v0,A〉

����� 〈VP , VE , TP , TE〉
�� � ��	 � ����� �

v0 ∈ VE ∪ VP
�� ��� �� ����� � ������� � ���

A
�� �

(VP , VE)�
���� ����	���� � �� ��
� � ��	 � � � �������� ����

σ
�� � ������ ���	 ������� � �������

v0
 � � � �������

v0
� �� �� � ������ ��

L(A)
� "��� ��������� ������� �� � ���������� ��	 �� �

�� ��� ��!��� � �� ����� �� ��� �� 
������� � � ��	 � ���� � � ������ 
��� ����� ������ ��
�� ��
���� o �� �� �� 
����� U Sl O bYZ] YT ZONTSR b YTTYTU \MT_YZYMT �

��� ��� ������ ��	 �� � �� �� ��������� ���� ��� ����� 	�
� ����� ����� �� �����������
�� ��� � ������� ��		� �
1 <� <* <* H@C CE < � PONQ ZbM c RSQON U Sl O

G
bYZ] Oh ZONTSR mTMT _OZONl YTY`ZY\n \MT_YZYMT

AY` OdVYPSROTZ ZM S ZbM c RSQON U Sl O
A× G

bYZ] YT ZONTSR \MT_YZYMT bYZ]
|A × G| = |G|.|A|

g
� NMMW g  ���� � ��	 �

G
��� �� ����	����

A = 〈Q∀ ]Q∃, P,E, q0, δ = δ∀ ∪ δ∃,Acc〉
� /�

����	 � ���� ��� �� ����� � �������
v0

� ������ ��
V G

P

� � ��	 ���� 
������
���� 
�� � � 	���
���� v0 ∈ V G

E

�"�� �	 �
A× G

�� ������ �� � ����� �

• V A×G
P = Q∃ × V G

P

�

• V A×G
E = Q∀ × V G

E

�

• TA×G
P

�� ��� ��� � ���� � ��� ��	
((q1, p), (q2, e)) ∈ V A×G

P ×V A×G
E

��
� ���� (p, e) ∈
TG

P g
���

q2 ∈ δ∃(q1, e)
�

• TA×G
E

�� ��� ��� � ���� � ��� ��	
((q2, e), (q3, p)) ∈ V A×G

E ×V A×G
P

��
� ���� (e, p) ∈
TG

E g
���

q3 ∈ δ∀(q2, p)
�

• AccG = {w ∈ (V A×G)ω : πQ∀∪Q∃(w) ∈ Acc
�

"��� � ��� 
�� ������ 
��
& ���� ����� �� � ��� ���
& ��� ��������
σ

��	 � �������
v0 ∈ V G

P��
� ���� σ ∈ L(A)
� ��� ���� � ����� �� � � ������ �������� ��	 � �������

(q0, v0) ∈ V A×G
P�� ��� ��	 �

A× G
�

�

� @CEB� < �� ���� 
������
���� � ��� ������
P

�� ��� ��	 �
A×G

����� � �� �������� � � ��������
σ

�� ��� ��	 �
G

��� �� �

������ ��� � ��� ����	����
A

��
σ
� ������� ���� �� �� ���������

���� ��� ����	����
A

�� ��� �����	������
 � ��������� ������� ����� ������ � �� ��� 	���

����� � ��� ����	����

A
������� ����� ��� ���� � ��� �������� ���� � ���� �� �� ������ ���

��	 � �������� ���� ���� �� ����� �� ��� ������
P

�
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G = 〈VP , VE , TP , TE , v0,A〉 ������ A = 〈Q∀ ] Q∃, P,E, q0, δ = δ∀ ∪
δ∃, Acc〉

 � � � � ���������� ��	 � ���� �������� � ������ 
��� ����� � ��� ������� 
��� �����
v0 ∈ V G
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���
v0 ∈ V G
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�� ����������� ��� ��	 � �� �� 	���� �� ������'����� ������� �"�� ��	 �
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P , V
′
E , T

′
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′
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′
0,Acc〉

�� ������ �� � ����� � "�� � �������� ��� ���
������� 
��� ����� ��� � ���� �� �

• V ′
P = (VE × (Q∃ × VE)) ∪ (VP × (Q∃ × {#}))

�

• V ′
E = (VE × Q∃) ∪ (VE × Q∀)

�

• v′0 = (v0, q0)
�

• Acc = {w ∈ (V ′
E .V

′
P )ω | πQ∀∪Q∃(w) ∈ Acc}
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(e, q) ∈ VE ×Q∃ ���

��� �� ����� � �������  �
� � � ��� � ��� �������	 ��� ������ ������	������
����  	 ���� �� ��� ��� 
��� � �������

(e, (q, e)) ∈ VE × (Q∃ × VE)
�

� � ���� � ��� ��� �����	����  ���
��� �� 
���� 
������ q′ ∈ δ∃(q, e)
� ��� ����� ��� 
�����

���� �� �� � ���� ��� ���� ��� 
���� ��
G′ � �� ��� �������	 ��� � �������

(e, q′) ∈ VE ×Q∀ �

� � ���� � ��� �������	 ��� ������ 
������ p ∈ TE(e)
���

q1 ∈ δ∀(q′, p)
� ��� ��� ����

��� 
���� �� ��� ��� 
��� � �������
(p, (q1,#)) ∈ VP × (Q∃ × {#})

�

� � ������� ��� ���
�����
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n ��� ��� ��	 �

G
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e1 ∈ TP (p)
� ��� ���

�����	����  ��� 
��� ����� ��	 ��� �� �� ��� ��	��� ������� ��� #
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��� 
���� �� ��� �������	 ��� � �������
(e1, q1) ∈ VE ×Q∃ �

�
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A
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tσ
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σ
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� ��	
ρ

�
��������

σ′
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� ���� σ⊗ σ′

�� � ������ ��
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σ⊗ σ′
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��� � ���
�������� ��
����
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GD = 〈VP , VE , TP , TE , p0,Acc〉
�� � � ��

n���� 
��� � ���������� ��	 � ����� ��	 ��� ��� ���
������� ��	 �
G1 ⊗ · · · ⊗

Gn
����� � �� �����

p ∈ P = {1, · · · , n}
� ��� ��	 �

Gp
�� ��� ��	 �

Gr(p),p
������ ��

��
���� o �� �� �4 ��
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��� � �������
p0 = ∗n = (∗, ∗, · · · , ∗)
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e = (fp)p∈P ∈ VE =
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p∈P V
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E
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Fe : AI → AP
� ��� �������	 ���

������ 
������ �� ���������
a = (ai)i∈I

��� � � ����
(ai)i∈P = Fe(b)

� 	 ���� �� ��� � �������
�� ��� 
�����

pe,a = ((aj)j∈r(p))p∈P ∈ VP
� ���	 �� ��
������� �������	 ��� � �������

e
� ���

�������	 ��� ������ ������ 	 ���� ��
⊥n = (⊥,⊥, · · · ,⊥) ∈ VP
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σ : V ∗

P → VE
� � � � ������ � ���������� �������� �� ��� ���
��� ���	 ����

σ = σ1 ⊗ · · · ⊗ σn
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e ∈ VE
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Fe : AI → AP
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e
� � ������� � �� ����� ����� �����

a ∈ AI
� ����� �� ���

��� ���� ��� � �������
pe,a ∈ VP
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�����

a

�� � � ���� �� ������ ������ ��

pe,a
���
� ��� � ��������

{pe,a}a∈AI

��� � �����
� ���
��	 ��� ����� �

�� � ����� ���� ����� �� � ���!�� 	������
hσ : A∗

I → V +
P

��
� ���� hσ(ε) = (∗, · · · , ∗)��� � �� �����
u ∈ A∗

I

� �� �����
a ∈ AI

� � ����
e = σ(hσ(u))

� ��� ��� h(u.a) = hσ(u).pe,a
�/� ����� ���� ��� 	������

Fσ : A∗
I → (AI → AP )
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Fσ(u) = Fe
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u ∈ A∗
I
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σ(hσ(u))
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Fσ(u)
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Fσ(u) = (Fσp(πAr(p)
(hσ(u))))p∈P
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Fσp
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f∗σ
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