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Dans cette partie, nous regroupons les travaux d’assimilation des méthodes numériques
nécessaires a 'interaction fluide-structure. Le premier chapitre concerne la mécanique
des fluides et les méthodes numériques associées. La grande diversité des comportements
des fluides et des types d’écoulements impose de faire des hypotheses fortes, que nous
expliquerons. Le caractere particulier des équations régissant les écoulements requiert
certaines précautions quand a leur résolution.

Le deuxieme chapitre recense les méthodes basées sur une séparation d’échelles.
Celle-ci peut €tre analytique au niveau des inconnues du probleme, fondée sur le ca-
ractere périodique du matériau, ou totalement arbitraire. La séparation d’échelle peut
également étre liée a I’emploi d’une méthode de décomposition de domaine pour résoudre
le probleéme initial.

Enfin, le troisieme chapitre détaille certaines méthodes pour I’interaction fluide-structure.
Nous essaierons d’établir une classification des méthodes de couplage, et des méthodes
permettant le dialogue entre les deux milieux.
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Chapitre 1

Méthodes Eléments Finis pour les
fluides

Apres quelques considérations générales sur la modélisation des
écoulements, tant au niveau mathématique que numérique, ainsi que
sur les méthodes de discrétisation utilisées pour les milieux fluides, ce
chapitre présente les techniques adaptées a chaque type d’équation en
mécanique des fluides (diffusion, convection, dynamique) pour une
résolution par éléments finis. Enfin, une courte section s’intéresse au
cas des écoulements a surface libre, et plus généralement, a ceux
incluant une interface.
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Introduction 7

1 Introduction

1.1 Modélisations des écoulements

La description mathématique d’un écoulement commence par le choix d’un niveau
d’approximation [82], qui détermine la précision avec laquelle seront évalués 1’ensemble
des parametres du probleme, parametres qui contiennent toute 1’information disponible.
Un milieu peut par exemple étre décrit a I’échelle atomique, microscopique ou macro-
scopique, cette derniere amenant a considérer le milieu comme un milieu continu. Les
échelles de temps et d’espace sont alors choisies de maniere a prendre en compte tous les
phénomenes dynamiques présents dans le probleme considéré. Le choix d’une descrip-
tion des efforts termine la modélisation effectuée : on peut par exemple négliger les effets
visqueux, ou choisir un modele a viscosité non constante, ou bien négliger les effets de
convection. Ces choix sont guidés par des nombres sans dimensions, caractéristiques de
I’écoulement considéré : nombre de Reynolds R,, de Froude ¥,...

Un fluide est dit parfait, par opposition a un fluide visqueux, si les effets de viscosité
n’interviennent pas dans la description de son mouvement. En dehors de cas tres particu-
liers (Hélium a tres basse température), il s’agit d’une approximation, valide pour les tres
grands nombres de Reynolds. Les régimes d’écoulement envisagés dans cette thése n’ont
pas un nombre de Reynolds suffisant pour justifier cette approximation, souvent utilisée
en aérodynamique.

Un fluide newtonien est caractérisé par une viscosité indépendante de la vitesse de
cisaillement et du temps, par le fait que dans un écoulement de cisaillement simple (par
exemple entre deux plans possédant des vitesses différentes), les seules contraintes sont
des contraintes de cisaillement, et qu’elles disparaissent lorsque 1’écoulement est arrété.
La partie déviatorique du tenseur des contraintes est alors une fonction linéaire du ten-
seur taux de déformation (voir Figure 1.1). De nombreux exemples de comportement non
newtonien se trouvent dans la vie courante : le sang est un fluide dont la viscosité diminue
lorsque le taux de cisaillement augmente, il est dit rhéofluidifiant. A 1’inverse, on peut
observer une viscosité qui augmente avec le taux de cisaillement : il s’agit de la famille
des fluides rhéoépaississants, dont fait partie le sable mouillé. Le dentifrice est un cas par-
ticulier, puisqu’il possede un contrainte seuil, en dessous de laquelle aucun écoulement ne
se développe : c’est ce qui I’empéche de sortir tout seul du tube. Il entre dans la catégorie
des fluides de Bingham, comme la peinture ou le ketchup.

L’hypothese d’incompressibilité concerne I’écoulement et non pas le fluide. Elle per-
met de simplifier I’équation de conservation de la masse. Comme nous le verrons par la
suite, elle requiert des précautions particulieres lors de I’emploi de méthodes numériques.

Dans ce travail, la description retenue est celle d’un fluide visqueux newtonien en
écoulement incompressible. Nous prenons en compte les effets de convection et de visco-
sité, ce qui conduit aux équations de Navier-Stokes.
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8 Meéthodes Eléments Finis pour les fluides

contrainte de cisaillement

A a seuil

newtonien
rhéofluidifia;

rhéoépaississant

3>
>

vitesse de déformation

FIGURE 1.1 : Contraintes dans un fluide en fonction du taux de
déformation

1.2 Modélisations numériques des équations de la mécanique des fluides

Une fois les choix de la description du milieu et de la description des efforts faits,
un modele mathématique du probleme est établi, dans notre cas les équations de Navier-
Stokes pour un écoulement incompressible. La résolution numérique doit alors fournir
une solution, approchée, au systeme d’équations différentielles mises en jeu avec une
précision suffisante.

L’exigence de précision impose de prendre en compte lors de la résolution toutes
les échelles présentes dans 1’écoulement, c’est a dire d’utiliser des discrétisations spa-
tiales et temporelles au moins aussi fines que les plus petites échelles que 1’on veut
capturer. Cela peut parfois conduire a de grandes difficultés, en particulier lorsque des
échelles tres différentes sont présentes, par exemple dans le cas d’écoulements turbulents.
Ainsi, considérant les rapports entre les échelles les plus petites et celles contenant le
plus d’énergie, la résolution directe d’un probleme d’écoulement turbulent demande des
efforts numériques rapidement hors de portée, évoluant comme le cube du nombre de
Reynolds [175].

Certaines approches permettent d’éliminer certaines échelles du calcul, et ainsi de
réduire le colit des simulations d’écoulements turbulents. Elles reposent sur une séparation
des échelles entre échelles macroscopiques d’une part, qui seront résolues numériquement,
et les échelles microscopiques d’autre part, dont I’interaction avec les premieres sera
prise en compte par un modele. Ces modeles, qui ajoutent un terme dans les équations
résolues, contiennent uniquement une représentation statistique des petites échelles. Le
choix de I’inconnue macroscopique définit la méthode : I’approche Reynolds Averaged
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Numerical Simulation (RANS) [118] calcule uniquement une moyenne statistique de
la solution. En séparant I’inconnue en une moyenne statistique et une partie fluctuante
(v(x,) = v+ (x,1)), V' étant représentée par un modele de turbulence, I’inconnue du
probleme devient v. Cette moyenne ne permet bien évidemment pas une description fine
des phénomenes en jeu. En calculant uniquement une valeur moyenne et quelques modes
basse fréquence, on obtient la méthode URANS (Unsteady Reynolds Averaged Numeri-
cal Simulation), [124]. Par rapport 2 la méthode RANS, la partie fluctuante V' est toujours
représentée par un modele de turbulence, mais la résolution prend en compte les contri-
butions de modes dit cohérents, ¥, en plus de la moyenne : v(x,7) = v+ ¥(x,1) +V'(X,1).
Une autre maniere de réduire la taille du probleme est de le résoudre en projection sur une
base de fonction adéquates, comme les modes de Fourier, ou une base de fonctions op-
timales, comme celles obtenues en utilisant la POD [11]. Enfin, I’approche Large-Eddy
Simulation (LES) calcule uniquement les modes a basse fréquence présents dans la solu-
tion [175].

Dans le cas d’écoulements turbulents, on voit donc que le choix de I’approche des
équations de Navier-Stokes est un compromis entre la précision des résultats et 1’effort
numérique pour les obtenir. Dans ces travaux, nous restons dans un régime laminaire
pour les écoulements étudiés. Les approches décrites ci-dessus utilisent des modeles de
turbulence afin de prendre en compte I’effet des petites échelles (que 1’on pourrait qualifier
de “micro”) sur les grandes. Elles introduisent une échelle “micro” uniquement par son
comportement homogénéisé, qui ne permet de déterminer I’évolution de 1’écoulement que
par des grandeurs moyennes ou contenant une information réduite. Etant donné qu’elles
concernent la modélisation de la turbulence, elles ne seront pas décrites plus en détail au
chapitre 2, bien que 1’on puisse les qualifier de multi-échelles.

1.3 Discrétisation du probleme continu

L’obtention d’une solution numérique des équations continues d’un probleme de-
mande de restreindre 1’espace des solutions — en général de dimension infinie —, a un
espace de dimension finie dans lequel les fonctions sont représentées par leur valeur sur
un ensemble de points.

1.3.1 Différences finies

A la différence des autres méthodes décrites ci-apres, les différences finies sont basées
sur une version discrete des opérateurs différentiels. Les dérivées partielles par rapport
aux variables d’espace et de temps sont approchées a I’aide de développements de Taylor,
afin d’en obtenir une expression faisant intervenir les valeurs des inconnues aux noeuds
voisins et la taille de maille :
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0X  Xip1—Xi—1

L’ordre de précision obtenu dépend de la combinaison des développements de Taylor
choisie pour construire la version discrete de 1’opérateur de dérivée. L’inconvénient de
cette méthode réside dans le traitement des domaines de forme complexe.

1.3.2 Volumes finis

Les volumes finis sont basés sur la vérification de la forme forte des équations, en
moyenne, sur un petit volume que 1I’on appelle aussi élément. En transformant les intégrales
sur le volume en intégrales de bord, on peut exprimer la variation de I’inconnue (attachée
au volume) en fonction de flux sur le bord de ce volume. Ces flux dépendent des valeurs
des inconnues sur 1’élément courant et les volumes voisins, et font intervenir des calculs
d’intégrales sur le bord de chaque élément. Ces calculs d’intégrales sont relativement
simples, puisque les inconnues sont supposées constantes par volume : ils font interve-
nir des calculs d’aire et de normales, qui dépendent uniquement de la géométrie. Dans
le cas de problemes dépendants du temps, le choix d’une approximation pour I’évolution
temporelle des flux permet de définir des schémas explicites ou implicites.

Les volumes finis sont tres utilisés en mécanique des fluides, par exemple dans des
codes commerciaux (Fluent) cependant, I’existence d’outils pour la méthode des éléments
finis au laboratoire nous a fait préférer cette dernicre.

1.3.3 Méthodes sans maillage

Une communauté relativement large développe des méthodes dites sans maillage,
c’est a dire qui ne font pas appel aux notions d’élément et de fonction de forme telles
qu’employées avec les éléments finis. Les inconnues sont alors attachées a des particules
matérielles, et la formulation évidement lagrangienne des équations évite tout terme de
convection, mais déplace la difficulté vers d’autres points.

Dans la méthode des particules hydrodynamiques lissées (SPH) [63, 142], les pro-
priétés d’une particule dépendent de celles de ses voisines, dans une région limitée de
I’espace. Cette méthode donne de tres bons résultats pour les problemes a surface libre,
mais pose probléme pour la prise en compte de conditions aux limites.

A partir d’un nuage de particules, une triangulation [99] du domaine défini par exemple
par la méthode o-shape [40] permet de définir un ensemble d’éléments polygonaux, sur
lesquels sont construits des fonctions de forme de type €léments finis. Cette méthode
est appelée méthode éléments finis sans maillage (MFEM) [97, 100], et utilise la méme
démarche que la méthode particulaire des éléments finis (PFEM) [4, 98, 152], par exemple
appliquée avec succes aux écoulements de plusieurs fluides [101].

Thése d’Etienne Vergnault - Vers une approche multi-échelle pour Iinteraction fluide-structure



Equations de la mécanique des fluides 11

1.3.4 Meéthodes éléments finis

Dans un souci de compatibilité maximale avec les outils et méthodes existant au la-
boratoire, nous choisissons de résoudre les équations gouvernant les écoulements par une
méthode éléments finis. Cette méthode, si elle a été crée pour les solides, est utilisée dans
le domaine des fluides, notamment sous I’impulsion des travaux de Zienkiewicz [210].
Une méthode de type €léments finis sans maillage impose en effet de reconstruire les
éléments a chaque pas, et les autres méthodes sans maillage sont jugées trop éloignées
pour étre facilement couplées aux éléments finis utilisés pour la partie solide.

2 Equations de la mécanique des fluides

2.1 Description du mouvement

La description mathématique des écoulements de fluides repose sur le choix d’une
description de la cinématique. Parmi les trois (lagrangienne, ALE et eulérienne) utilisées
en mécanique des milieux continus, la troisieme est ici préférée pour des raisons de sim-
plicité.

La description lagrangienne, principalement utilisée en mécanique des structures, asso-
cie chaque nceud a un point matériel, qu’il suit lors du mouvement. Elle permet un suivi
aisé des interfaces et des frontieres, mais nécessite souvent un remaillage du domaine
suite aux importantes distorsions de celui-ci, par exemple dans les cas de simulation de
procédés de formage ou de crash. Ce peut étre un choix tres efficace, par exemple dans le
cas de calcul de modes de ballottement dans un réservoir [180].

Les algorithmes ALE sont tres utilisés pour les problemes d’écoulements faisant inter-
venir des frontieres mobiles ou souples. L’idée clef de la description ALE est de donner
a la grille Eléments Finis un mouvement indépendant de celui du milieu, cela en vue de
combiner les avantages des descriptions lagrangienne et eulérienne.

La description eulérienne est la plus utilisée en mécanique des fluides. Chaque nceud
correspond a un point fixe et le milieu est en mouvement par rapport a la grille d’interpola-
tion. Cette description facilite le traitement des grandes déformations du fluide, et s’avere
indispensable pour la simulation des écoulements turbulents. En contrepartie, le suivi des
interfaces requiert un traitement particulier, explicite ou implicite, abordé en section 4 de
ce chapitre.

2.1.1 Descriptions lagrangienne et eulérienne

La mécanique des milieux continus utilise généralement deux domaines : le domaine
matériel Ry constitué des points matériels X et le domaine spatial R, constitué des points
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12 Meéthodes Eléments Finis pour les fluides

x. Le point de vue lagrangien consiste a suivre les points matériels lors de leur mouve-
ment. Pour cela on utilise une grille dont les nceuds suivent en permanence les mémes
particules du milieu. Les coordonnées matérielles X permettent de repérer la configu-
ration de référence Ry. Cette configuration peut €tre la configuration initiale (formula-
tion lagrangienne totale), ou une configuration plus proche de la configuration actuelle,
généralement a la configuration au précédent incrément de temps ou de chargement (for-
mulation lagrangienne réactualisée). Le mouvement du milieu introduit un lien entre les
coordonnées matérielles et spatiales, définit par 1’application ¢ :

R

(x,1)

=

_>
|_>

0 Rx
(X,t

L’expression du gradient de la transformation permet de définir la vitesse :

o
v(X.1) = 5l

La description eulérienne permet d’examiner 1’évolution des quantités attachées aux
particules passant par une région fixée de I’espace. La vitesse a un nceud du maillage a
I’instant ¢ correspond a la vitesse de la particule coincidant avec ce nceud a I’instant ¢,
sans aucun lien avec la configuration de référence X. La dissociation du maillage et du
milieu en mouvement introduit des termes de convection dans les dérivées matérielles.
Les dérivées temporelles matérielle et spatiale sont alors reliées par la formule :

o, 3 w YU

EX:§7+Z‘W o +v-Vf (L.1)

2.1.2 Description ALE

Dans la description ALE du mouvement, la référence n’est ni le domaine spatial Ry
ni le domaine matériel Rx. Un troisieme domaine, appelé domaine de référence Ry, de
coordonnées Y est utilisé. Il est relié au autres par les applications P et ¥, liées par ¢ =
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®o¥! (figure 1.2). Le calcul de leurs gradients permet de définir les vitesses v, ¥ et w

ox

0 =
o _ ax U
J(X,1) 0 1
o (X
awn \ %,
vt % w
o(X,1) 0 1

Rx

FIGURE 1.2 : maillages : lagrangien Ry, eulérien R, et ALE Ry,

w est la vitesse de la particule dans le repere matériel Ry. Par dérivation de ¢ = P o
Y1 on obtient :

c est la vitesse de la particule vue dans le repere spatial R,. Les vitesses ¢ et w sont égales
si et seulement si ﬁ = [, c’est a dire quand le mouvement du maillage est une translation,
sans déformation ni rotation.
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14 Meéthodes Eléments Finis pour les fluides

Relation fondamentale en ALE  Afin d’exprimer les équations de conservation en
formulation ALE , il faut exprimer la dérivée temporelle totale (ou dérivée matérielle) en
fonction de la dérivée dans le repere de référence Ry :

af _of _9df  of _df

&= o=kt ge=g ke Vs (1.3)

2.2 Equations de conservation
2.2.1 Conservation de la masse

La conservation de la masse stipule que la masse contenue dans un volume de fluide
que I’on suit dans son mouvement reste constante au cours du temps. Elle s’écrit :

v
dt dt/p

En utilisant la dérivation sous le signe somme et le théoreme de Gauss-Ostrogradski on
obtient :

dp

—+V.pr= 1.4

5 TYpe=0 (1.4)
soit encore —c(lft) +pV-v=0 (1.5)

2.2.2 Conservation de la quantité de mouvement

[’équation traduisant la conservation de la quantité de mouvement relie la variation
de la quantité de mouvement d’une portion de fluide aux forces qui s’appliquent sur cette
portion de fluide. La variation de quantité de mouvement du fluide contenu dans un vo-

lume V s’écrit :
/ / (py®v) dV

0
= /Vpd—; dV sachant que a—f+y-py:0

Le fluide est soumis a un chargement volumique b et la contrainte de Cauchy dans le
milieu est 6. L’équilibre s’écrit alors :

/pd—de:/deVnL/Z-ng
v dt 1% v =

Cette relation est valable pour tout volume V;, on obtient 1’équation de mouvement sous
forme locale :

p—-=pb+V.o (1.6)
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2.2.3 Forme ALE des équations de conservation

La forme ALE des équations est facilement obtenue en partant de leur forme en
dérivée totale, et en la développant selon :

of af f

3=

d
On obtient alors, pour la conservation de la masse : a—f& +c-Vp=—pV.v et pour

conservation de la quantité de mouvement : p(g—ﬂx +c¢-Vy) =V.o+ pb. La forme
ALE des équations de conservation fait toujours apparaitre un terme de convection et
leur résolution entraine les mémes difficultés que la forme eulérienne.

3 Instabilités liées aux Eléments Finis

Le probleme des instabilités liées a I'utilisation d’une méthode Eléments Finis est
expliqué sur des exemples simples. Chaque terme est analysé séparément, selon un plan
similaire a d’autres exposés plus complets : [39, 210].

3.1 Une équation elliptique : probleme de convection stationnaire

La forme particuliere des équations de conservation exprimées dans un formalisme
eulérien rend leur résolution par une méthode Eléments Finis délicate. La présence d’un
terme de convection se traduit par un terme additionnel de diffusion négatif, ce qui peut
revenir a résoudre exactement une équation a diffusion plus faible, nulle ou négative. Dans
ces deux derniers cas, la solution est instable. L’ observation des équations résultant de la
discrétisation permet d’introduire des termes correctifs.

3.1.1 Définition du probleme

Forme forte Soit le transport d’une quantité scalaire u(x) dans un domaine Q par les
phénomenes de diffusion et de convection. La frontiere est separee en dQ =Ty UTp selon

que I’on impose la valeur de I’inconnue # ou du flux =—. Le probleme est défini par les

an

équations suivantes :

-Vu—V-(vVu) = s dans Q (1.7)

IS

u=upsurl'p
n-vVu=nhsurI'y

n est la normale sortante a Q. Le premier terme est celui de convection, le second celui de
diffusion.
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16 Meéthodes Eléments Finis pour les fluides

Forme faible Les espaces des champs cinématiquement admissibles S et cinématiquement
admissibles 2 zéro S sont classiquement définis par : § = {u € H'(Q)|u=up sur'p} et
So={u € H'(Q)| u=0surp}. La formulation variationnelle du probléme (1.7) s’écrit
alors : Trouver u € S tel que :

/W(Q'Zu)dﬂ—/WZ-(VZu)dQ:/wsdQ Vw € So
Q Q Q

soit, en utilisant le théoreme de la divergence :

/w(c_z-zu)dsz+/zw-vzuds2:/wsdQ+ whdl Ywes,  (18)
Q Q Q I'y

3.1.2 Approximation de Galerkin

La résolution numérique de I’équation (1.7) introduit un nombre de Péclet numérique,
par analogie avec celui défini pour I’équation de la chaleur. Il caractérise le rapport des
phénomenes de diffusion (a) et de convection (V) pour une taille de maille 4.

ah
P, =—
¢ v

Approximation linéaire par morceau en 1d Dans le cas d’un probléme mono-dimensionnel
et d’une interpolation linéaire par morceaux sur un maillage supposé régulier de pas A, la
forme discrete de (1.8) donne, avec s = 1 et pour tout nceud non situé sur un bord :

Wjpl —Uj—1  Ujrl] —2uj+ujg
-V =1
Y 12
. a Vv \Y a v
soit <ﬂ - ﬁ)ujﬂ +ﬁ”f — (ﬂ—kﬁ)uj,l =1 (1.9)

Afin de comprendre la source des instabilités, considérons la solution exacte de 1.7,

avecs=lety=a/v:
()_1 1 —e?
ulx)=—(x—4—s

Cette solution exacte correspond a la relation de récurrence :

Ouj_1 +0Opuj+03ujp =1

avec ] = —a(l+cothP,)/(2h) oy =a(cothP,)/h o3 =a(l—cothP,)/(2h).On peut
alors identifier un coefficient de viscosité V tel que la solution numérique corresponde a
la solution exacte : Vyymer =V+V =V+BVP, et f =cothP, — 1/P,.

Ujrl —Uj—1 Ui —2uj
L (v+V =
“on v+9) i

1 (1.10)
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Asymétrie du gradient discret L’ ajout de viscosité (1.10) est équivalent a écrire :

1—[3 Ujp1 —Uj 1—1—[3 Uj—uj1 uj+1—2uj—|—uj_1
_ =1 1.11
. Uir] —Uj—1 1—-B, wjpr—uj, 14PB, uj—uj_
td | J J J J j Wity
et donc & remplacer a=——, par — (a ; )+ 5 ( )

La discrétisation du terme de convection apparait comme un somme pondérée des flux
a droite et a gauche du nceud j, décentrant le schéma. C’est la base des méthodes dites
< upwind >.

Méthode de Galerkin et viscosité négative De manicre équivalente, la forme discrete
(1.9) donne la solution exacte d’un probleme, dont la viscosité serait : VGuerkin = V —
_sinh? P,
V=

Pe
devenir négative. Pour P, ~ 1.35, Vguerkin = O €t dans ce cas I’existence d’une solution
stable n’est pas garantie.

. Lorsque le nombre de Péclet augente, la viscosité numérique diminue et peut

Oscillations de la solution Galerkin L’équation (1.9) permet de trouver deux constantes
1+Pe\’
1-P,

de convection-diffusion homogene est évidemment oscillante.

La figure 1.3 présente la solution du probléeme (1.6) pour s = 1, x € [0,1], et 10
¢léments. Les courbes pleines correspondent a la solution obtenue par la méthode de Ga-
lerkin, les courbes interrompues a la solution exacte. La qualité de la solution approchée
dépend fortement du nombre de Péclet, et si celui-ci est trop grand, la solution devient
oscillante.

telles que u; = C1 +C . Pour P, > 1, cette solution numérique de 1’équation

3.1.3 Expressions asymétriques du gradient discret

Lorsque la convection devient le phénomene dominant (grand nombre de Péclet), la
solution approchée obtenue par la méthode de Galerkin est de mauvaise qualité. Ceci est
dG a I’utilisation d’une expression symétrique de la dérivée spatiale, alors que le probleme
est intrinseéquement non-symétrique, a cause du vecteur a. Il est alors naturel de chercher
a améliorer la solution numérique en augmentant le coefficient de viscosité, ou en utilisant
une expression asymétrique de I’opérateur gradient. Ces deux idées aboutissent en fait au
méme résultat.

Approximation upwind du terme de convection Upwind, littéralement < sous le vent > désigne
un type de méthodes utilisant une expression décentrée du gradient au nceud j. Selon le
sens de la vitesse de convection, on ne considere qu’un coté du nceud, celui en amont :

Uj—uj—1 )
aj———— sia; >0
ajuc(x;) = Wil —u; (1.12)
ajT sia; <0
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FIGURE 1.3 : Solutions du probleme de convection (1.6)

En écrivant le développement de Taylor autour du nceud j, on constate que pour a; > 0 une
) Uji—uj— aih

méthode de type upwind remplace aju,(x;) par ajjT]l = ajux(x;) — %uxx(xj) +

O(hz). Le terme supplémentaire est analogue a un terme de viscosité. Un schéma d’up-

wind ajoute donc une viscosité ¥ = ah/2 au probleme initial. Ceci permet effectivement
de compenser la diminution de viscosité engendrée par la méthode de Galerkin, mais cette

valeur est excessive. La valeur optimale obtenue par comparaison avec la solution exacte
est en effet plus faible : Vo = Pajh/2.

Fonctions de forme asymétriques Constatant la viscosité numérique trop importante
apportée par les schémas upwind, [80] propose d’utiliser des éléments possédant une in-
terpolation asymétrique des inconnues. En donnant plus de poids a I’élément situé du coté
amont du nceud, on peut aboutir a une méthode de Galerkin donnant de bons résultats en
1D. Malheureusement, employées sur des cas pluri-dimensionnels, ces méthodes abou-
tissent également a une viscosité numérique trop importante. Le méme effet de dissymétrie
peut €tre obtenu en modifiant la position des points d’intégration des €léments en fonc-
tion du nombre de Péclet [90]. Bien que donnant de bons résultats en 1D, cette méthode

introduit trop de diffusion dans les directions orthogonales au courant dans les cas pluri-
dimensionnels.

Equivalence des deux solutions Dans le cas d’une interpolation linéaire par morceaux,
I’approximation upwind du terme de convection est équivalent a 1’ajout d’une viscosité
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supplémentaire V dans 1’équation continue, lui méme équivalent a utiliser un élément
upwind dont les fonctions de forme sont asymétriques :

L
/ waux+wx(V+Vu,dx=0 Vw
0
L
(:)/ (WHVw)aux+w, vu,dx=0 Vw
0

L
= / wau x+w Vi, dx=0 VYwavecw=w-+Vw,
0

La figure 1.4 présente les résultats obtenus en utilisant une approximation décentrée
du terme de convection. ’approximation Upwind introduit une diffusion excessive. La

méthode Streamline Upwind, qui utilise des fonctions de forme asymétriques, obtient des
résultats bien meilleurs, sur cet exemple unidimensionnel.

u
1.0
1 —— Upwind ) Pe=5
091 ___ Streamline Upwind
1 exacte
0.8 G
B S
0.7
= = RS
~
0.6 y -
0.5-1 y -~
] Pe=0.9
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0 T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

FIGURE 1.4 : Solutions du probleme (1.6) obtenues avec des
approximations asymétriques du terme de convection

3.1.4 Meéthodes de stabilisation classiques

Si dans le cas 1D des méthodes simples aboutissent a de bons résultats, il n’en est pas
de méme en 2D ou 3D. L’ajout de viscosité numérique doit intervenir uniquement dans
la direction du courant (c’est a dire dans la direction du vecteur a). Les techniques de
stabilisation les plus répandues ajoutent a la forme faible (1.8) des termes qui augmentent
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la diffusion dans les zones ou la solution présente un fort gradient mais qui s’annulent si
la solution est suffisamment réguliere. Ces schémas sont appelés consistants parce qu’ils
ne modifient pas I’ordre de 1’approximation de Galerkin. Ils assurent qu’une solution de
I’équation différentielle est aussi une solution de la forme faible. Pour cela, les termes
supplémentaires doivent €tre fonction du résidu de 1’équation différentielle et calculés sur
I’intérieur des éléments.

Le probleme de convection, diffusion et réaction consiste a trouver u tel que
Legr(u)=a-Vu—V-(vVu)+ou=s (1.13)

Comme pour le probléeme de convection-diffusion, a est le champ de convection, v le coef-
ficient de diffusion et ¢ un coefficient de réaction. L., est la forme linéaire de convection-
diffusion-réaction. Pour ce probleme, on défini le résidu :

R(u)=a-Vu—V-(vVu)+0ou—s= Ly (u) —s (1.14)

Les méthodes de stabilisation s’écrivent alors sous la forme générale suivante :
Trouver u tel que :

/ (wa-Vu+vVwVu+wou)dQ
Q

+Ze‘,/Q€T(W)rK(u)dQe: Qw-hs*dQJr(w,h)pN Yw € S (1.15)

Le choix de P(w) définit la méthode de stabilisation. La méthode SUPG (Streamline
Upwind Petrov-Galerkin) [19] est tres utilisée et correspond a P(w) = a - Vw, tandis que
P(w) = Legr(w) =a-Vw—V - (vVVw) + ow définit 1a familles des méthodes GLS (Galer-
kin Least Square) [93].

La figure 1.5 présente les résultats obtenus avec les méthodes SUPG et GLS, pour le
probleme (1.13). Dans ce cas, la méthode GLS obtient le meilleur résultat.

Choix du parametre de stabilisation Le choix du parameétre de stabilisation a suscité
de nombreux travaux, démontrant I’existence de parametres optimaux en 1D pour des
éléments linéaires et quadratiques [39]. La valeur suivante sera employée dans la suite :

e (a4 N
~\ A h2

3.1.5 Meéthodes de stabilisation originales

Les méthodes de stabilisation pour les problemes de transport dominés par la convec-
tion sont encore un domaine de recherche actif. Parmi les alternatives aux méthodes clas-
siques, la méthode FIC (Finite Increment Calculus) vérifie I’équation (1.6) sur un volume
de dimension finie, ce qui revient a lui substituer une équation d’ordre supérieur. Selon
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FIGURE 1.5 : Solutions du probléme (1.13) obtenues avec les méthodes SUPG et
GLS.a=1,v=10"206=10

ses créateurs, cela permet de retrouver les parametres de stabilisation optimaux [151]. La
variational multiscale method (VMS), proposée par [88], sépare une échelle dite soluble
(par éléments finis) et une échelle dite “micro”, qui n’est pas contenue dans 1’approxi-
mation €léments finis. Avec certaines hypotheses sur la solution a I’échelle micro, cette
décomposition aboutit a une forme similaire aux méthodes de stabilisation classiques,
avec P(w) = —L}, (w), L}, étant ’opérateur adjoint de L.4-. Cette méthode est appelée
SGS (Sub-Grid Scale) et donne des résultats tres proches des méthodes SUPG ou GLS.

3.2 Une équation hyperbolique : probleme de convection non station-
naire

3.2.1 Définition du probléeme

Par rapport a la section précédente, les problemes traités ici font intervenir le temps.
L’accent sera donc mis sur la discrétisation temporelle du probléme continu :

u+ V- f(u) =s(x,1) dans Qx]0,T| (1.16a)
u(x,0) = up(x) dans Qar=0
u=up sur I ]0, T

—fn=h sur I'% x]0, T

Ou f est le flux de u. On peut généralement exprimer ce flux en fonctionde u : f = au.
Si a est a divergence nulle, on peut écrire le probleme sous forme d’une équation de
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convection :
u+a-Vu=s(x,t) dans Qx]0,T|
u(x,0) = up(x) dans Qar=0
u=up sur ' x0,T]
—au-n=nh sur I x]0, T

Les équations ci dessus décrivent le transport de la quantité scalaire u par le champ de
vitesse 4.

Remarque 1 : Conditions aux limites Pour un probleme hyperbolique les
conditions aux limites ne peuvent étre définies que sur la portion de la
frontiere sur laquelle le flux est entrant. La frontiere est donc décomposée en
deux parties, selon le signe de a-n : 0Q =T"UI T = {xcT'|a-n< 0}
etT“" ={xeT|a-n>0}

3.2.2 Discrétisation temporelle

Les méthodes en 0 sont une famille de méthodes pour I’intégration des équations
différentielles du premier ordre, qui dérivent de la méme expression :

u(t'hLl) _ u(t”)
At

= 0u, (") + (1 —0)u, (1") 4+ O((1/2 — 8)At, Ar?)

Pour certaines valeurs de 0, cette méthode est connue sous un autre nom : Euler (6 = 0),
Euler rétrograde (6 = 1), Crank-Nicholson (6 = 1/2). Seuls les schémas avec 6 > 1/2 sont
inconditionnellement stables. Employés pour I’équation de convection non stationnaire,
ces schémas donnent :

u(t™ ) —u()
At

+0a-u" =05 +(1-0)s"—(1—86)a-Vu"
D’autres méthodes (Lax-Wendroff, Leap-Frog) permettent d’atteindre des ordres supérieurs,
en exprimant par la dérivée seconde en temps du développement de Taylor en fonction

de dérivées spatiales. Les méthodes de Taylor-Galerkin, basées sur un développement de
Taylor de exp(—aAt%) permettent également d’atteindre des ordres plus élevés.

3.2.3 Discrétisation spatiale par méthode de Galerkin

Equation intégrale La forme faible de I’équation (1.17a) s’écrit :

/wutdQ—F/w(g-Zu)dQ:/wsdQ
Q Q Q
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Les espaces de fonctions admissibles et admissibles a 0 sont définis par :

V= {w(x) € H'(Q) | w(x) =0 sur T3}
S={ulu(1)e L£*(Q), 1 € [0,00] et u(x,t) = up sur )

et la forme faible du probleme 1.16 est : pour tout z €]0,T[ et w € V', trouver u € §; tel
que :

/(W’MJ—FWQ'YM)dQ—i—(W,I/tc_l'ﬂ)r‘out:/(W'S)dQ+(W,l’l)rin YweSy (1.17)
Q Q

3.2.4 Exemple de mise en ceuvre

Le probleme suivant illustre la difficulté a résoudre numériquement une équation de
transport. Soit un domaine Q = {x,x € [0, 1]} et un champ de convection a = e, uniforme.
Le probleme de convection sans terme source s’écrit :

EnI'j, = {x =0}, on impose « = 1. Deux conditions initiales différentes sont testées :

u(t=0)=H(0.1 —x)
u(t=0)=0.5%(1+cos(10mx)) * H(0.1 —x)

H est la fonction de Heaviside, la premiere condition initiale est une fonction discontinue
en espace, alors que la seconde est continue. Le maillage contient 100 nceuds, et le pas
de temps est df = 1073, Deux schémas sont utilisés pour la résolution, Euler implicite et
Taylor-Galerkin d’ordre 2. La figure 1.6 présente les solutions obtenues. La forme de la
solution u a clairement une importance. Pour un schéma temporel fixé, plus les gradients
de la solution sont forts, plus celle-ci se dégrade rapidement. La solution est alors d’aug-
menter I’ordre de précision de I’intégration temporelle. Le résultat de ce test est a retenir
pour la section 4, lors du choix d’une fonction auxiliaire.

3.2.5 Controle de la solution

Un aspect important de la résolution des équations de convection est la précision du
schéma d’intégration temporelle. Cependant, la présence de discontinuités dans la so-
lution peut générer des perturbations numériques. La solution exacte du probleme peut
étre discontinue, méme pour des problemes linéaires, dans le cas de conditions aux li-
mites discontinues, ou lors de I’avancée d’une fonction level-set discontinue par exemple.
Dans certains cas, les oscillations numériques de la solution peuvent contredire la phy-
sique (masse volumique négative par exemple). Pour traiter de tels problemes, les schémas
numériques doivent controler I’allure de la solution.
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. cosinus, ordre 1
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FIGURE 1.6 : Transport d’un scalaire u. Solutions at =0.03 et = 0.4

Certains schémas conservent la monotonie de la solution. Il ne peut ainsi pas ap-
paraitre d’oscillations. Ces schémas introduisent en général une dissipation sur I’ensemble
du domaine, ce qui est préjudiciable a la précision de la solution [69].

La solution physique d’une équation hyperbolique scalaire ne permet pas 1’apparition
de nouveaux extremums. Ainsi, la variation cumulée TV (1) = X;|u;t1 — u;| de 1’incon-
nue u# ne peut augmenter. C’est ce qu’assurent les schémas dits TVD (Total Variation
Disminishing) [78]. Ils peuvent €tre vus comme des schémas aux différences centrées,
auxquels on ajoute une dissipation calibrée de maniere a assurer la monotonie sans com-
promettre la précision. Les méthodes modernes utilisent une dissipation numérique non
linéaire dépendant du comportement local de la solution.

3.3 Une équation parabolique : probleme de convection-diffusion non
stationnaire

Les problemes envisagés dans cette section font intervenir a la fois la diffusion, la
convection et la dépendance temporelle. Ce sont des problemes paraboliques, alors que
les sections précédentes concernaient des problemes elliptiques (convection-diffusion sta-
tionnaire) ou hyperboliques (convection non stationnaire). La présence de viscosité dans
le probleme régularise le comportement de 1’écoulement, qui ne comporte pas de zones
de discontinuités. Les conditions aux limites doivent étre fixées sur I’ensemble du bord du
domaine. Cependant, des zones a forts gradients peuvent exister, et la présence conjointe
des opérateurs de dérivée temporelle et de double dérivée spatiale impose d’adapter les
méthodes de stabilisation et de discrétisation pour obtenir des schémas a la fois précis et
stables.
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3.3.1 Définition du probléme

A partir des données d’un champ de vitesse a, d’un coefficient de diffusion v, d’une
réaction G, d’un terme source s, et de conditions initiales u, trouver u(x,7) tel que :

us+aVu—V-(vWu)+ou=s dans Qx]0,T| (1.18)
u(x,0) =up(x) dans Q pours=0 (1.19)

u=up surlp (1.20)

vinVu=h surTy (1.21)

3.3.2 Discrétisation temporelle

La présence d’une double dérivée en espace restreint le choix des méthodes possibles
pour la discrétisation temporelle. En effet, selon I’ordre des fonctions d’interpolation em-
ployées, I’évaluation des dérivées spatiales est limitée, et par 1a méme celui des dérivées
temporelles. Les schémas les plus courants sont les méthodes 0, les méthodes de Runge-
Kutta, et les approximations de Padé de 1’opérateur 0 - /or.

Schémas multi-pas Les schémas multi-pas sont souvent utilisés pour I’intégration en
temps des problemes non stationnaires. Ils sont basés sur la séparation de 1’opérateur
contenant les dérivées spatiales en une somme de plusieurs opérateurs, ici 1’opérateur
de convection et celui de diffusion-réaction. Cette séparation permet de choisir les algo-
rithmes les plus adaptés pour traiter chacun des pas. L’évaluation des pas intermédiaires
peut ainsi passer par I'utilisation d’un schéma dédié aux problemes hyperboliques (ex.
Taylor-Galerkin d’ordre 3) pour la phase de convection puis pour la phase de diffusion
(ex. Cranck-Nicolson) [38].

3.3.3 Exemple de mise en ceuvre

Le probleme suivant illustre la résolution d’une équation de convection diffusion non
stationnaire. Soit un domaine Q = {x,x € [0,1]} et un champ de convection a = e, uni-
forme. Le probléeme de convection-diffusion sans terme source s’écrit :

u

ot

En x =0, on impose # = 0. La condition initiale est :

4+a-Vu+vV-Vu=0

u(t =0)=0.5% (14 cos(10mx)) « H(0.1 —x)

Le schéma temporel utilisé est le schéma de Taylor-Galerkin d’ordre 2, et la discrétisation
spatiale est effectuée avec des éléments d’ordre 1. La figure 1.7 présente les résultats ob-
tenus. On constate qu’il existe un domaine de stabilité de la méthode. Pour un nombre de
Courant donné, la présence de viscosité (P, faible) régularise la solution (premier graphe).
Pour un nombre de Péclet faible, la convection devient négligeable. Pour un pas de temps
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donné, il existe cependant limite inférieure pour le nombre de Péclet (graphe central),
exprimée par la condition CFL (Courant Friedrich Lévy) pour 1’équation de diffusion
pure : 2VAr < h?. Enfin, pour les grands nombres de Péclet (faible viscosité), la stabilité
est limitée par le schéma d’intégration en temps, comme le montre le troisieme graphe.

Pe=0.5, C=0.1
Pe=5E3, C=0.1 1 Pe=0.5, C=0 1
v

=0.2

=0.1
Pe=0.1, C=0
~

0 ‘W 0

0 x 05 O x 05 O x 0.5

FIGURE 1.7 : Convection et diffusion d’un scalaire u

3.4 Ecoulement incompressible d’un fluide visqueux

Les écoulements incompressibles de fluides visqueux sont régis par les équations de
Navier-Stokes, dont la résolution numérique fait apparaitre deux difficultés. La premiere
vient du terme de convection non linéaire, la seconde du probleme de point selle résultant
de I’action de la pression comme un multiplicateur de Lagrange sur la condition d’incom-
pressibilité.

3.4.1 Tenseur des contraintes pour un fluide newtonien

Dans un fluide au repos, les contraintes de cisaillement sont nulles et le tenseur des
contraintes est sphérique et s’écrit : 6 = —pl, avec p la pression dynamique. Dans un
fluide en mouvement, la viscosité engendre des contraintes de cisaillement, et la pres-
sion est définie a partie de la trace du tenseur des contraintes, invariante par rotation. On
décompose alors le tenseur en partie sphérique et partie déviatorique :

o=-—pl+s (1.22)

Pour un fluide newtonien, la partie déviatorique s du tenseur des contraintes ¢ dépend
linéairement du tenseur des déformations Vv :

6 = —pl+u¥’y+ ATr(Yv)l = —pl +u¥°v+ MV - v)I
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ou u est la viscosité dynamique et A le second coefficient de viscosité. Pour un écoulement
incompressible, V - v = 0 et la relation ci-dessus se réduit a la loi de Stokes :

6= —pl+2u¥’y (1.23)

34.2 Equations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes décrivent I’effet dynamique des forces extérieures et
intérieures (pression et viscosité) sur un fluide newtonien. La conservation de la masse et
de la quantité de mouvement s’écrivent alors, pour un fluide de masse volumique p :

p(y,+ (v V)y) =V-c+ph dans @x]0,T| (1.242)
V.-v=0 dans Qx]0,T| (1.24b)

Normalisation par la densité Dans le systeme (1.24), 1’équation de conservation de la
quantité de mouvement (1.24a) peut étre divisée par la masse volumique pour obtenir :

v+ Vy=V. (_§£—|—2VZS2) +b dans Qx]0,T| (1.25a)

V.-v=0 dans Qx]0,T]| (1.25b)

Dans la suite, p désignera la pression cinématique c’est-a-dire le quotient 15’ apparaissant
dans (1.25a). v est la viscosité cinématique du fluide.

3.4.3 Probleme de Navier-Stokes stationnaire

La formulation des problemes de Stokes ou Navier-Stokes en utilisant les inconnues
de vitesse, pression et champ de contrainte (1.24) permet d’employer par la suite n’im-
porte quelle relation de comportement. Ici, le fluide est supposé newtonien et la relation de
comportement (1.23) s’applique. On peut donc éliminer I’inconnue G des équations pour
obtenir une formulation en vitesse et pression. L hypothése d’un écoulement stationnaire
permet d’éliminer la dérivée temporelle du champ de vitesse dans les équations suivantes,
et par conséquent d’éliminer dans un premier temps les difficultés liées a la gestion du
temps. Le probleme est de trouver les champs de vitesse v et de pression p tels que :

—2V2-ZS1_/—|— (v-V)v+Vp=>b dansQ (1.26a)
V-y=0 dans Q (1.26b)

v=yp surlp (1.26¢)

—pn+v(n-y)v=t surly (1.26d)

Ces problemes sont des problemes d’équilibre sous contrainte. Plusieurs méthodes existent
pour traiter I’incompressibilité, ici la pression agit comme un multiplicateur de Lagrange
pour imposer la condition (1.26b). La forme faible des équations (1.26) est obtenue par
intégration par parties sur le domaine €2, apres multiplication par les champs tests adéquats.
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Espaces d’admissibilité L’équation (1.26¢) définit I’espace d’admissibilité pour le champ
de vitesse :

veCy={ve H (Q)lv=vp,surIp}

Le champ test correspondant w appartient a I’espace vectoriel associé :
weCy={weH (Q)w=0sur'p}
La seule condition portant sur la pression est qu’elle soit de carré intégrable, soit :

p,q € L*(Q) (1.27)

Forme faible du probleme Trouver (v, p) € Cy x L? tels que V (w,q) € Co x L? :
[ VEw Vo) 4w v¥0) — pV ) dQ = [ (aw-B)dQ+ (w,1)r
o T = = Q

/Q(qz-z)dQZO

Formulation par Eléments Finis En choisissant une interpolation pour les champs de
vitesse et de pression, le probléme s’écrit de maniére matricielle :

( KJrG(}’(y) g ) ( 129 ) _ ( fg) ) (1.28)

Les sous-matrices K, C, G et G correspondant respectivement aux opérateurs de diffu-
sion, convection, gradient et divergence.

3.4.4 Traitements particuliers liés a I’hypothese d’incompressibilité

Les formulations en variables primitives (vitesse et pression), appelées formulations
mixtes présentent des difficultés numériques : la pression est un multiplicateur de La-
grange destiné a imposer V - v = 0. Le probléme est alors un probleme de point selle, qui
nécessite certaines précautions numériques. En remplacant le multiplicateur de Lagrange
par un terme de pénalisation, on peut éliminer la pression des équations et se ramener a
un probleme de minimum, plus simple a résoudre. En utilisant des éléments mixtes dont
les interpolations de la vitesse et de la pression sont judicieusement choisies, le probleme
reste un probleme de point selle, mais est de rang plein. Enfin, il est possible de résoudre
le probleme avec les mémes fonctions de forme pour les deux inconnues, en ajoutant un
terme de stabilisation a la forme faible des équations. Les solutions calculées avec deux
dernieres méthodes sont comparées sur la figure 1.9. Le probleme résolu est le probleme
de Stokes ((1.26) dans lequel on néglige le terme de convection) entre deux plans pa-
ralleles.
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Pénalisation En choisissant un parametre A grand, 1’équation V - v = 0 peut étre rem-
placée par V-v = —%, ce qui, injecté dans 1’équation de conservation de la quantité de

mouvement, donne :
—2VV Vv +(v-V)y—AV(V-v) =b

La matrice résultant de la discrétisation par éléments finis du terme AV(V -v) = AVZy
a la méme structure que celle obtenue pour le terme de viscosité. Par conséquent, la
pénalisation doit imposer K My =0 sans imposer v = 0. Pour cela, la matrice K" est évaluée
avec un nombre de points de Gauss inférieur a celui utilisé pour calculer la matrice de vis-
cosité, afin d’étre de rang inférieur.

La présence du terme de pénalisation entraine néanmoins des difficultés : trop faible,
la condition d’incompressibilité n’est pas imposée, trop élevé, il détériore le conditionne-
ment de la matrice. Cette méthode n’est donc pas retenue pour ces travaux. Il faut cepen-
dant remarquer que dans le cas ou les degrés de liberté en pression coincident avec les
points de Gauss utilisés pour le calcul de K*, on montre I’équivalence entre cette méthode
de pénalisation et I’utilisation d’éléments mixtes [90]. Les références [64, 94, 129, 192]
contiennent un exposé détaillé de la méthode, et des détails concernant 1’implantation.

Interpolation mixte vitesse-pression On peut montrer que si la matrice G est de rang
plein, la matrice du probléeme (1.28) est non-singuliere. Pour assurer cela, les interpola-
tions de vitesse et de pression doivent vérifier certaines conditions, connues sous le nom
de condition LBB (d’apres Ladyzhenkaya, Babuska et Brezzi) ou condition inf-sup. Une
condition nécessaire mais non suffisante est que 1’espace de recherche de la pression soit
de dimension inférieure a celui de la vitesse. La stabilité est en général évaluée par des
tests numériques ([8, 17]), étant donné la complexité de la preuve mathématique. Si I’in-
terpolation choisie ne vérifie pas ces conditions, le champs de vitesse pourra converger
mais la pression restera oscillante. Les interpolations des champs de vitesse et de pression
les plus courantes sont illustrées sur la figure 1.8.

Stabilisation PSPG  Une autre alternative a I’emploi d’éléments mixtes est d’ajouter
un terme dans I’équation d’incompressibilité permettant d’utiliser la méme interpolation
pour les champs de vitesse et de pression. Cette méthode est connue comme stabilisation
PSPG [193], elle est en effet analogue a une technique de stabilisation, puisqu’il s’agit
d’ajouter a la formulation faible une pondération du résidu :

/Q(CIY'K) dQ— Y tpspa(Vq", R (V"))a, =0

3.4.5 Stabilisation de la formulation Eléments Finis

Le terme non linéaire et non symétrique de convection impose de stabiliser la for-
mulation de Galerkin standard. Comme dans le cas d’une équation de convection, plu-
sieurs choix sont possibles, parmi lesquels on pourra mentionner les techniques classiques
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A + Tri3+bulle / Tri3
A + Tri6/ Tri3
. + Qua8 / Qua4

FIGURE 1.8 : Paires d’interpolations vitesse-pression définissant des
éléments compatibles LBB

vitesse (module) pression
0.1 0.2 0.002 0.004
e ————
0 0.3 0 0.00585

e
FEEREE SRR D B Y N

FIGURE 1.9 : Solutions (vitesse et pression) du probleme de Stokes
obtenues avec les éléments Tri3-Tri3, Tri6-Tri3, Tri3-Tri3 + PSPG
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basées sur une pondération du résidu : SUPG ([19, 96, 95]), GLS ([92]), LS ([156]) ou
SGS ([91]). On pourra trouver une discussion concernant ces méthodes dans [23] ou
consulter les travaux de Hughes [91] qui établit un lien entre fonctions bulles et stabilisa-
tion.

3.4.6 Probleme de Navier-Stokes non stationnaire

Une grande partie des remarques faites dans le cas stationnaire s’appliquent dans le cas
ou la dérivée temporelle de la vitesse n’est pas négligée. Seules les différences importantes
seront soulignées. Les équations de Navier-Stokes s’écrivent :

0
_f _2\)2'252"‘ (v-V)v+Vp=bdans Q

V.y=0dans Q

v=vpsurlp

—pn+v(n-v)y=tsur Iy
v(t=0)=y,telque V-yy =0

Les espaces d’admissibilité sont les produits des espaces précédemment définis par 1’in-
tervalle [0, 7] :
veCi={ve HY(Q)lv=vpsur[p} x [0,T]
weCy={weH (Q)w=0surI'p} x[0,T]
p.q € Q="L*Q)x[0,T]

Les espaces contenant les solutions approchées sont construits de la méme maniere, et la
fomulation faible aboutit & : Trouver (v, p") € C! x Q tels que V (w",¢") € Cl x Q :

a h
/ (wh T VWSt V) 4wt ) phY ) dO = /
; V'V

wh V'Y (mh-l_?)d9+/mh-zdf
ot = Q r

[ (@v-yae=0
Q

Le probleme matriciel associé comporte donc une matrice de masse, en plus des matrices
déja détaillées. Son expression dépend bien entendu du schéma temporel choisi.

3.47 Méthodes de discrétisation a pas fractionné

Les méthodes a pas fractionné permettent d’éviter le probleme de point selle en séparant
le traitement des différents opérateurs des équations. On pourra consulter [21, 191, 192]
pour un exposé détaillé de ces méthodes.
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Projection de Chorin-Temam Le principe de la projection de Chorin-Temam est de
calculer séparément les champs de vitesse et de pression, en introduisant une vitesse in-
termédiaire qui est projetée sur I’espace des fonctions a divergence nulle :

premier pas : calculer \_/l’.’nf' par:

n+l_ . n
BmtAt v _VZZE** + (‘_)* . z>£** = bﬂ-ﬁ-l dans Q

(1.29)

n+1 _  n+l
Vi =Y sur [p

Les vitesses v* et v** doivent étre choisies en fonction du traitement a apporter a la non
linéarité :

yE=yt =" Euler explicite

vi=V'et v ="l semi-implicite

Ve =yt =yt Euler implicite
second pas : calculer V' ! et p"*! par :

(
XnJrl a1

L V't =0 dans Q

At
Vartl=0 dans Q (1.30)
n-ytl=nth surTp

4 Ecoulements incluant une discontinuité

Les exemples d’écoulements nécessitant de prendre en compte une discontinuité sont
nombreux. La discontinuité peut étre due a la présence de deux fluides aux propriétés
différentes, de particules solides au sein de 1’écoulement ou d’une frontiere mobile. I est
alors nécessaire de distinguer au moins deux parties du domaine. Cette distinction peut se
faire de maniere explicite, I’interface est alors décrite explicitement par les nceuds qui lui
sont attachés. C’est le cas par exemple des méthodes ALE [148] ou éléments finis espace-
temps [54], pour lesquelles le domaine se déforme au cours du temps. Pour ces méthodes
le suivi de I’interface entre fluides est treés semblable au suivi d’une interface fluide-solide,
puisque la position des noeuds correspond a la position de I’interface. La ségrégation peut
¢galement étre implicite, faisant appel a une fonction auxiliaire, définie sur le maillage,
ou les éléments, contenant au minimum une information permettant d’identifier le coté de
I’interface courant. Les descriptions eulériennes du mouvement ont recours a ce type de
méthode, les nceuds du maillage étant fixes, ils ne peuvent suivre une interface mobile.
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4.1 Méthodes explicites

Ces méthodes décrivent I’interface par la position des particules qui s’y trouvent. L’in-
terface est donc contenue dans le maillage utilisé, et son mouvement impose d’utiliser une
formulation a maillage mobile. L.’avantage d’une formulation lagrangienne [6, 146, 169]
est que le probleme d’écoulement est auto-adjoint. Cependant, les distorsions importantes
du maillage peuvent faire préférer une méthode ALE [15, 83, 168], dont I’implantation
est plus compliquée, mais qui permettent une plus grande latitude de mouvements. De ce
point de vue, les méthodes particulaires (PFEM, MFEM), en reconstruisant la connec-
tivité a chaque pas ont un avantage certain. Cependant, pour les raisons déja évoquées,
nous préférons une méthode éléments finis. Les méthodes explicites faisant appel a un
maillage mobile, seules les méthodes implicites (a maillage fixe) sont présentées ici.

4.2 Meéthodes implicites
4.2.1 Méthode de volume de fluide

La méthode VOF (Volume Of Fluid) [84], est tres populaire dans les simulations
d’écoulements a surface libre. L’information auxiliaire utilisée est le taux de remplis-
sage de chaque cellule du maillage. L’évolution de celle-ci est régie par une équation
de convection. La résolution de cette équation de transport peut €tre effectuée par le
schéma numérique utilisé pour les équations de 1’écoulement, ce qui permet d’intégrer
la méthode VOF en réutilisant des schémas déja développés. L’information de position
de la surface libre étant contenue uniquement au niveau élémentaire —dans les cellules
dont le taux de remplissage est compris entre O et 1— la description de la surface libre
sera d’autant plus précise qu’il y aura peu d’éléments impliqués (ils formeront alors une
bande étroite autour de la frontiere). La résolution numérique de 1I’équation de transport
s’accompagne en général d’une diffusion excessive, ce qui provoque un élargissement de
la bande d’éléments partiellement remplis, nuisant a la précision du repérage. Plusieurs
stratégies existent pour éviter cela, on pourra consulter de maniere non exhaustive les tra-
vaux suivants : donor-acceptor [84], la méthode SLIC [22] ou la méthode VOF sélective
[184]. Leur principe est de contrdler la variation du taux de remplissage des éléments
entre deux pas de temps, en agissant sur les flux entre éléments de la fonction auxiliaire.
Malgré des travaux récents [189, 190], le calcul de la courbure de la surface est tou-
jours un probleme. Néanmoins, la méthode VOF est I’objet de développements nouveaux
[105, 106, 127, 128].

4.2.2 Méthode de marqueurs de cellules

La méthode MAC (pour Marker And Cell) [76, 77, 200] est issue de travaux antérieurs
sur la méthode PIC [43] et emploie des particules imaginaires pour marquer la surface
libre. C’est une méthode utilisant les différences finies, ainsi les volumes élémentaires
sont désignés par “cellules”. Les particules fictives sont transportées par 1I’écoulement,
et si une cellule en contient au moins une, elle est considérée comme remplie de fluide.
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L’incompressibilité de 1’écoulement, malmenée par la méthode MAC, est assurée dans
une variante, nommée SMAC [1]. Certaines limitations furent levées par d’autres travaux,
[32, 166] concernant les pas de temps limités, et [85, 147] pour les conditions en effort
sur la surface libre. Les récentes évolutions de la méthode MAC permettent de calculer
précisément les normales et courbures a I’interface [186]. Cependant, cette méthode est
attachée aux différences finies, et les calculs de la géométrie de I’interface font intervenir
de nombreuses opérations pour chaque cellule [138].

4.2.3 Meéthode des lignes de niveau (Level-Set)

Dans cette méthode, une fonction auxiliaire scalaire ¢ permet de repérer deux fluides
et 'interface entre ceux-ci. Présentée a 1’origine par Osher et Sethian [155], plusieurs
livres exposent en détail la méthode et ses applications [154, 181, 183]. A une constante
pres, on peut supposer que 1’interface correspond a la ligne de niveau 0 de ¢ :

>0Vx e Q
o(x,1){ =0vxel (1.31)
<0Vxe Q)

L’avantage de ce type de méthode est un calcul tres simple des normales et courbures de
I’interface :

ﬂ:& k=V-n (1.32)

Vo] -

L’interface évoluant avec I’écoulement, les valeurs de la fonction ¢ doivent €tre trans-

portées par le champ de vitesse v :
00(X, 1)

B . 90(x,7)
o - 0Vx €T soit o

Le choix de la fonction distance (signée) a I’interface pour ¢ permet de simplifier encore
le calcul de la normale (n = V), et d’obtenir de meilleurs résultats qu’avec d’autres
fonctions discontinues (Heaviside, ...) [144].

La résolution numérique de 1’équation de transport ci-dessus est sujette aux erreurs
déja décrites, d’autant plus qu’aucune diffusion ne vient limiter les instabilités. En présence
de fortes variations de la courbure de I’interface, ou de forts gradients dans le champ v,
le transport de ¢ peut étre compliqué, et les propriétés de ¢ sont éventuellement per-
dues [20]. Le schéma numérique peut également faire apparaitre du bruit ou de forts
gradients, qui sont préjudiciables pour I’ensemble de la résolution. Une ré-initialisation
est donc parfois nécessaire. Plusieurs méthodes existent : Crossing Times [153] Fast Mar-
ching Method [182, 188]. Nous retenons une approche variationnelle [12]. Les références
[108, 167, 207] contiennent un exposé de travaux récents utilisant la méthode level-set.
L’inconvénient majeur de cette méthode est sa difficulté a conserver la masse (ou de
maniere équivalente, le volume dans le cas d’un écoulement incompressible). La méthode
des lignes de niveau particulaires (Particle Level-set) [42] combine une fonction auxiliaire
et des particules lagrangiennes pour corriger ce défaut.

+v-Vo=0 (1.33)
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S Conclusions pour ces travaux

La simplicité d’un maillage fixe pour la discrétisation des équations de la mécanique
des fluides est un avantage certain face aux méthodes dont le maillage est mobile et
potentiellement progressivement dégradé. Les oscillations et instabilités associées aux
méthodes a maillage fixe sont efficacement corrigées par 1’emploi de techniques de sta-
bilisation du schéma numérique, qui permettent d’obtenir une solution de qualité. La
présence d’un terme de convection dans les équations décrivant le type d’écoulement
considéré ici est associée a la méthode SUPG. La présence de discontinuités dans les
champs inconnus est écartée, soit par le caractere de I’écoulement, soit par le choix de
fonctions continues. Lorsque le probleme considéré fait intervenir une dérivée temporelle
des inconnues, celle-ci sera approchée par une méthode 6. Au moins pour ces travaux, la
précision est jugée suffisante. L’approche de problemes d’interaction fluide-structure par
une description eulérienne du fluide introduit a priori une interface dans I’écoulement,
et donc une fonction auxiliaire. Le caractere particulier de cette interface, dont on dis-
pose d’une description lagrangienne, permet de s’affranchir du traitement difficile d’une
équation de convection pure.
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Chapitre 2

Meéthodes multi-échelles

Le but de ce chapitre est de faire [’inventaire des méthodes
multi-échelles adaptées ou adaptables aux problemes d’écoulement et
d’interaction fluide-structure. Pour cela, nous explorons tant les
méthodes développées pour les milieux fluides que celles destinées aux
solides. Ces méthodes sont regroupées en quatre groupes : celles
basées sur la théorie de I’homogénéisation classique, les méthodes
basées sur un enrichissement local puis les méthodes multigrilles et
enfin les méthodes dérivant d’une décomposition de domaine.
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1 Méthodes basées une décomposition analytique de la
solution

Les trois méthodes décrites ci-dessous sont basées sur une séparation analytique des
inconnues, que I’on peut attacher a une séparation d’échelles. Cette séparation peut Etre
effectuée dans le but d’accéder a une échelle supérieure, c’est le cas de la théorie de
I’homogénéisation. Inversement, la séparation d’échelles peut aussi €tre réalisée dans le
but d’accéder a une échelle plus fine. La méthode variationelle multi-échelle considere
ainsi que la solution éléments finis n’est pas exacte, et doit étre complétée d’un champ
qualifié de microscopique, champ dont I’action au niveau macroscopique est de prendre en
compte les phénomenes ayant lieu a plus petite échelle, par exemple la turbulence. Enfin,
les méthodes d’enrichissement, peuvent étre vues comme des méthodes multi-échelles.
Elles associent en effet une description macroscopique du milieu, et une description que
I’on peut qualifier de microscopique, puisqu’attachée a un phénomene éminemment local
tel qu’une fissure.

1.1 Méthodes d’homogénéisation du matériau

Ces méthodes ne sont exactes que dans deux cas, celui d’un matériau parfaitement
aléatoire ou d’un matériau parfaitement périodique. Dans le premier cas, la méthode auto-
cohérente [81] consiste a trouver un matériau homogene tel que I’homogénéisation de ce
matériau et d’une inclusion aboutisse au méme matériau homogene.

Le cas des matériaux composites est a rapprocher du cas des matériaux périodiques.
Leur constitution en empilement de plis, eux mé€mes constitués de fibres et de matrice
permet de distinguer des volumes élémentaires représentatifs, juxtaposés pour former le
matériau. La méthode asymptotique [176] est une méthode exacte et fournit la solution
exacte dans le cas d’un milieu infini. Le résultat est néanmoins correct pour un milieu fini
si I’on exclut une zone de quelques volumes élémentaires représentatifs (VER) pres des
bords.

La séparation des échelles est réalisée sur la variable de position : OM = X +y, ou X
repére la position du VER, et y la position dans le VER. Ces deux variables ont donc un
ordre de grandeur d’écart, noté €, rapport de la taille du VER 2 la longueur caractéristique
de la structure : € = % On réalise ensuite un développement asymptotique du champ de
déplacement u :

u(X,y) = uy(X,y) +eu; (X,y) +€u,(X,y) + O(€?)

Toutes les fonctions sont considérées comme périodiques en y, de période [, suite a I’hy-
pothese de périodicité du matériau. On calcule alors les dérivées spatiales en effectuant
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une mise a I’échelle (Y = %X) :

o1 1900
Vi = -
- 0X €9dY
1
€E=¢x+ —¢&
€
1
\% :Y'&‘FEY'Z

La résolution de 1’équation d’équilibre V-6 + f = 0 (C est le tenseur des contraites et f
sont les efforts imposés) donne, suivant les ordres de €

Z'ZKSZ(ZO) =0 2.1
[ (Erlu) +ex(u)Key(w') =0 Va'y-périodique  (22)
VER
condition d’existance de u, : / (V-xK(ex(ug) +ey(u;))=0 (2.3)
VER
Les problemes (2.1)-(2.3) sont de la forme :
VyKey(u;)+gi=0 (2.4)

Ces problemes admettent une solution u; si et seulement si < g; >= 0, <> désignant la
moyenne sur un VER.

Le probléme en €2 (2.1) admet clairement une solution. Celle-ci est un déplacement
de solide pour la variable Y, limité a une translation par 1’hypothese de périodicité. On a
donc uy = uy(X) et on note €y = €x (u).

Le probleme en ¢! (2.2) admet une solution car : < V
périodicité de Key et antipériodicité de n, [yypr Kex(ug) -n =
un u;(X,Y) tel que :

-y Kex(uy) >= 0 et par
0. On peut donc trouver

[, (Kep(uy) + Kex () sey(w') =0 v 23
VER

On peut encore exprimer un opérateur de localisation reliant la déformation €y (u;) a la
déformation macroscopique €x (1) :

ey (u;) = Hex (uo) (2.0)
La condition d’existence d’une solution u, au probleme en € (2.3) fournit :
< Key(uy) +Kex(ug) >+ < f>=0 2.7
ce qui est un probléme macroscopique concernant le déplacement u, :
<K(ly+H)gy>+<f>=0 (2.8)

Le probleme (2.7) est I’expression de 1’équilibre des contraintes macroscopiques,
définies comme une moyenne sur le VER de la contrainte locale au premier ordre :

oM =< 6" >=< Ke" >=< Key(u;) + Kex (1) > (2.9)
oM =< K(I;+H)ey > (2.10)
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1.2 Meéthode variationelle Multi-échelle

La méthode variationelle Multi-échelle (en anglais Variational Multiscale Method
ou VMS) initiée dans [88, 91] propose un cadre général pour les phénomenes multi-
échelles. Les inconnues sont a priori décomposées en parties macro et micro, ’'une des
deux échelles étant supposée non résoluble numériquement sur la grille employée pour la
discrétisation du probleme. En ceci elle peut étre vue comme une méthode d’enrichisse-
ment de la solution éléments finis (macro) par une information plus riche apportée par la
résolution de I’échelle micro.

Appliquée aux probléemes de mécanique des fluides, cette méthode permet d’obtenir
une expression des parametres de stabilisation intervenant dans les méthodes de stabilisa-
tion classiques, en capturant I’effet d’échelles infra-maillage sur I’échelle "macro”, celle
des éléments finis. Plus de détails concernant I’application aux écoulements incompres-
sibles (laminaires et turbulents) figurent dans [72].

1.2.1 Equation scalaire de convection-diffusion-réaction

L’équation de convection-diffusion-réaction (CDR) d’un champ ¢ par le champ de
vitesse a, la diffusion v et la réaction ¢ s’écrit :

avo+VvV-Vo+60 =0
La forme faible associée est : Trouver ¢ tel que :

Bear(07,0) = (0",aV0)a + (VO",vVb)a + (0°,60)a = (0", o+ (0", A)r, (2.11)

Ou (¢*,0)q désigne le produit scalaire sur Q et B.4-(0*,0) est la forme bilinéaire de
convection-diffusion-réaction. On note (4 et (j les espaces d’admissibilité et d’admissi-
bilité a zéro dans lesquels on cherche les champs ¢ et ¢* respectivement.

1.2.2 Séparation de deux échelles

L’espace des solutions est arbitrairement séparé en un espace de dimension finie Cf{” et
son complémentaire C;'. L’espace de dimension finie est I’espace engendré par 1’ approxi-
mation par €léments finis de I’équation (2.11) et correspond a 1’échelle macroscopique,
supposée vérifier les conditions aux limites de Dirichlet. On note alors ¢ € (4 sous la
forme ¢ = ¢M 4 ¢ et ¢* € (p sous la forme ¢* = ¢M* + ¢"*. Dans la suite, on utilise
des approximations sur des espaces de dimension finie ¢" et ¢"* qui seront notées ¢ et
¢* par souci de clarté. En introduisant cette décomposition dans (2.11) et en utilisant ses
propriétés de linéarité, on obtient un sous probleme a résoudre pour chacune des échelles :

probleme macro : Bg, (0", 0M) + Begr (0M,0™) = (0M*, fla + (0", h)r, (2.12a)
probléme micro : Bcd,((])m*,(])M) + Bear(0™,0™) = (0™, fla+ (0", h)r, (2.12b)
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En procédant a une intégration par parties sur les intégrales sur les éléments, on peut
réécrire le systeme ci-dessus sous la forme :

Bear (9", 0M) + (Lig, 0™, 0™) + (v- (a0 + V'), 0

)Fh
= (0", N)a+ (", h)r, (2.13a)

(0™, Leard™ + Leard™) + (9™, n- (VoM +vVO™)r,
— (0", N+ ("), (2.13b)

1.2.3 Résolution de I’échelle fine

La séparation des échelles permet d’envisager différentes manieres de résoudre le
probléme associé a I’échelle micro : éléments finis hiérarchiques, fonctions de Green (ou
une approximation), fonctions bulle. L’utilisation de fonctions de forme hiérarchiques
(polyndémes d’ordre k et kY pour 1’échelle macro) définit une échelle micro dont les
fonctions de forme sont des polyndmes d’ordre k™ compris entre k et kM. L’intérét de
la méthode est alors limité, puisqu’il faut stabiliser les problemes discrets obtenus, de la
méme maniere que décrite précédemment (Chapitre 1 Section 3.1).

méthode h méthode p fonction bulle

FIGURE 2.1 : Solutions d’enrichissement pour la VMS

Solution par fonction de Green L’équivalent continu de 1’élimination de ¢ dans
(2.12a) est un projecteur noté P" sur I’espace des inconnues micro C;' dans (2.13) :

P"L.g,0" = —P"(Legr — f) dans Q (2.14a)
¢" =0 sur [, (2.14b)
n-vV¢" = —n- (VVWo—h) sur Iy, (2.14¢)

En utilisant la fonction de Green associée a I’opérateur P"'L’, avec des conditions aux
limites nulles, on peut écrire formellement la solution a 1’échelle micro comme la convo-
lution de cette fonction de Green avec Lcd,(l)M — f, soit en notant .# cette opération :

(I)m - //Z(Lcdrq) _f)
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Ceci permet d’éliminer ¢ de 1’équation en ¢, du moins formellement. Le probleme mi-
cro ainsi obtenu dépend uniquement du résidu a 1’échelle macro. Si ’on suppose que
la solution du probleme est contenue dans I’espace macro, la solution micro doit en ef-
fet étre nulle. Cette démarche pose un probleme a 1’échelle micro qu’il faut résoudre,
de maniere approchée. Plusieurs solutions sont alors envisageables, comme 1’ utilisation
d’une approximation de la fonction de Green ou de fonctions bulles. L’ approximation de
la fonction de Green offre la possibilité de restreindre celle-ci au support d’un élément, et
par conséquent d’obtenir un effet local des petites échelles sur les grandes. Les fonctions
bulles conferent également une influence locale a 1’échelle micro, et permettent, sous cer-
taines conditions [72], de résoudre un nombre fini de problemes indépendants au niveau
micro, pour en calculer I’influence sur 1’échelle macro.

1.2.4 Prise en compte de I’effet des petites échelles sur les grandes

La séparation d’échelles effectuée par la VMS permet d’introduire, du moins formel-
lement, I’effet des petites échelles sur les plus grandes, sans nécessiter de calcul explicite
des premieres. Par ce formalisme, la VMS permet d’établir un lien avec les méthodes de
stabilisation classiquement employées en mécanique numérique des fluides. Dans la suite,
on suppose que I’échelle la plus petite, appelée micro, n’est pas résolue.

Méthodes stabilisées Toutes les méthodes stabilisées classiques peuvent s’écrire selon
le méme schéma, dans lequel on ajoute a la forme faible de 1’équation concernant 1’échelle
résolue (macro) une pondération du résidu (a I’échelle macro) : Trouver ¢ € Cf“/[ tel que
VoM e o)

Bear (0M,0M) + Y (L8 0M* 1o (Leas0™ — f))a, = O™, fla+ @M h)r,  (2.15)

elts

Le choix de I’opérateur L‘Zﬂjr” définit la méthode (voir section 3.1) :
— SUPG: Lf,%’ = L opérateur de convection [19]
- GLS: Lijjrb = L4, opérateur de convection-diffusion-réaction [93]
— USFEM : L;‘erb = —L},. adjoint de I’opérateur L4, [49]

En comparant (2.15) et (2.13), on peut trouver T, a partir :

1
— de la fonction de Green g/, : T, = TN /Q /Q g, (x,x0)dQ.dQy
e e e

1
— ou de la fonction bulle Lgpp : T, = m /Q L,;;B (x0) dQ.dQo
e e

1.2.5 Bilan

La VMS offre la possibilité intéressante de calculer les parametres de stabilisation.
Dans le cas des équations de Navier-Stokes, la démarche présentée est applicable a une
version discrete en temps et linéarisée du probleme [72, 73].
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1.3 Meéthodes SDA et X-FEM

Ces deux approches sont basées sur un enrichissement local de la cinématique par
des fonctions discontinues permettant de prendre en compte la présence d’une fissure
traversant le maillage. La Strong Discontinuity Approach (SDA) emploie un enrichisse-
ment interne aux éléments, ce qui permet d’éliminer les inconnues supplémentaires du
probleéme éléments finis et de les traiter comme des variables internes [150]. La eXtended
Finite Element Method (XFEM) enrichit I’interpolation continue éléments finis classique
par des degrés de liberté supplémentaires attachés a des fonctions de forme décrivant des
discontinuités ou une solution asymptotiques locales [139, 140].

Si ces méthodes introduisent indubitablement une échelle supplémentaire dans le cal-
cul (en général celui de la fissure), elles restent des méthodes d’enrichissement local, des-
tinées a décrire des discontinuités internes (fissures, interfaces, trous) tout en employant
un maillage continu, sur lequel ces phénomenes sont repérés implicitement.

2 Meéthodes multigrilles

La résolution d’un probleme de mécanique par une méthode numérique conduit a
résoudre des problémes linéaires de la forme Ax = f. Les méthodes itératives de re-
laxation (Gauss-Seidel, Jacobi, Gradient Conjugué) sont alors plus intéressantes que les
méthodes d’inversion directe. Cependant, elles produisent un amortissement inégal sur
les modes du résidu. Ainsi, les modes a hautes fréquences ont une erreur qui décroit
plus rapidement que les modes du demi-spectre inférieur. Ces derniers pénalisent donc
la convergence de la méthode itérative. Les méthodes multigrilles initiées par [51, 187]
utilisent plusieurs grilles de tailles caractéristiques différentes, afin de transformer les
modes a basse fréquence sur la grille fine en modes a fréquence plus élevée sur la grille
grossiere, qui seront plus rapidement filtrés par la méthode de résolution. Pour plus de
développements, on pourra consulter [18, 196] Elles sont tres employées en mécanique
des fluides, par exemple pour des écoulements laminaires bidimensionnels [136], turbu-
lents [137] ou compressibles [117].

Les méthodes itératives sont basées sur la décomposition de la matrice A en deux sous-
matrices M et N : A= M — N telles que M soit inversible. L’inversion directe de A est
remplacée par des itérations : "' = M~!(Nu" + f). En introduisant I’erreur e"+! =
W1 —u", on obtient : "t = M~IN(u" — u"~') = Be" et par récurrence, ¢"*! = B"e".

21 CycleenV

Les méthodes multigrilles emploient en général plus de deux grilles. La démarche
reste la méme que pour deux grilles, nous exposerons ici la méthode pour deux grilles,
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indicées & pour la plus fine et H pour la plus grossiere. La résolution d’un systeme linéaire
sur la grille fine (obtenu par exemple par éléments finis) suit alors 1’algorithme suivant :

Si (niveau = H) Alors
| résoudre Aguy = fr (méthode directe)

Sinon
relaxer Ajuy, = fp,

calculer le résidu r, = fj, — Apuy,
projeter fy = Rry,

appeler MG(niveau - 1, Ag,vyg =0, fg)
injecter v;, = Pvy

corriger u, = up + vy,

relaxer Ajuy, = fj, (facultatif)

Fin Si

Algorithme 1: MG(niveau, Ap,v;, = 0, f3)

Les opérateurs R et P dans 1’algorithme 1 sont des opérateurs de restriction et de pro-
longement, qui permettent de passer d’une grille vers le niveau supérieur (plus grossier)
ou inférieur (plus fin).

22 Cycleen W

Lefficacité de la résolution par relaxation dépend de I’initialisation de la méthode. En
partant de la grille grossiere, on peut calculer a moindre coflit une solution approchée qui
sera utilisée pour initialiser la relaxation sur la grille de niveau inférieur. Cette démarche
correspond au cycle en W :

initialiser f;, Vk
Si (niveau = grossier) Alors
| résoudre Agvy = f
Sinon
injecter v, = Pvy
appeler MG(niveau - 1, A, vy, f1)
appeler FMG(niveau - 1, Ap,,vp, fr)
Fin Si

Algorithme 2: FMG(niveau, A,y = 0,f)

Thése d’Etienne Vergnault - Vers une approche multi-échelle pour linteraction fluide-structure



46 Méthodes multi-échelles

2.3 Définition des opérateurs sur I’ensemble des grilles

La définition des opérateurs A sur les grilles grossieres divise les méthodes multigrilles
en deux catégories :
— multigrille géométrique : I’opérateur est recalculé sur chacune des grilles
— multigrille algébrique : 1’opérateur est calculé sur la grille fine, et les versions
“grossieres” sont calculées par composition avec les opérateurs de restriction et
de prolongation.

2.4 Parallélisation des méthodes multigrilles

Dans une optique parallele, les méthodes multigrilles peuvent intervenir comme sol-
veurs locaux a I’'intérieur d’une méthode de décomposition de domaine de type Schwarz
additive [35]. La condensation du probleme initial sur les inconnues d’interface fait inter-
venir les compléments de Schur associés a chaque sous-domaine. Le systéme condensé
n’est jamais résolu directement, mais par une méthode de type Krylov. Ainsi, la résolution
ne fait intervenir que des produits matrice-vecteur entre le complément de Schur et les
inconnues d’interface. L’évaluation de ces produits requiert la résolution de problemes
linéaires posés sur les inconnues internes aux sous-domaines, résolutions effectuées par
une méthode multigrille. Dans cette démarche, le méthode multigrille est employée comme
solveur linéaire itératif a la place d’un solveur direct, I’influence de sa convergence étant
I’objet de discussions plus avancées dans [36].

Une autre maniere de conjuguer multigrille et parallélisme consiste a paralléliser les
résolutions sur les grilles grossieres [57]. Cette méthode obtient des temps de calcul plus
courts que la précédente, au moins pour des nombres réduits de sous-domaines [36].

3 Meéthodes basées sur une décomposition de domaine

3.1 Décompositions de domaine avec recouvrement

Dans [159], une méthode de décomposition de domaine avec recouvrement de type
Schwarz est proposée pour résoudre le probleme de Stokes stationnaire. Le systeme dis-
cret linéaire non défini issu de la discrétisation des équations est résolu par un algorithme
de Krylov, dont le préconditionneur est obtenu par résolution de problemes de point selle
locaux (sur les sous-domaines avec recouvrement) et d’un probleme de point selle global.
Cette méthode obtient une convergence indépendante a la fois de la taille de maille locale
et du nombre de sous-domaines.

3.2 Décompositions de domaine sans recouvrement

Les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement reposent sur une par-
tition du domaine en sous-domaine disjoints, reliés par des interfaces.

Thése d’Etienne Vergnault - Vers une approche multi-échelle pour Iinteraction fluide-structure



Méthodes basées sur une décomposition de domaine 47

Les liens sur ces interfaces distinguent trois familles de méthodes : les méthodes
primales (ex. BDD, [130]) imposent la continuité du déplacement a priori alors que
les méthodes dite duales (ex. FETI, [48]) recherchent des inter-efforts équilibrés. Les
méthodes mixtes ne requicrent aucune continuité ab-initio. La résolution du probleme
est en général itérative, et nécessite la transmission d’une information globale pour étre
efficace, en particulier pour converger indépendamment du nombre de sous-domaines.
Cette information est en général basée sur I’imposition de la continuité d’une partie des
déplacements, des efforts, ou des deux a la fois.

Décomposition en sous-domaines La décomposition d’un domaine Q en N sous-domaines
Qg pez, fait apparaitre les interfaces entre deux sous-domaines I7;; icz, la frontiere
I'r du sous-domaine Qf constituée de 1’union des interfaces entre Qf et ses voisins et
éventuellement d’une partie de dQ, et 'interface de la décomposition de domaine, T,
constituée de I’ensemble des interfaces entre deux sous-domaines. La figure 2.2 illustre
ces notations.

=

Q3

INE

FIGURE 2.2 : Notations pour la décomposition de domaine sans
recouvrement

Pour cet exposé, les modeles, interpolations et discrétisations sont choisis identiques
de chaque co6té des interfaces. Dans ce cas, les relations au travers de 1’interface sont
des relations nceud a nceud. Dans le cas contraire, 1’utilisation d’une méthode mortar
permet d’écrire les conditions de continuité et d’équilibre au niveau discret, mais com-
plique inutilement 1’exposé. La communication entre les sous-domaines fait apparaitre
quelques opérateurs : I’opérateur de trace, noté ¢ est une projection d’un sous-domaine
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sur sa frontiere, sa transposée est I’injection correspondante :

tg - Qp — I
Ug — UpE
l‘]g I — Qp
u,p — up g sur I'g,0ailleurs

Les opérateurs d’assemblage non signé A et signé A® permettent d’écrire les relations
d’équilibre et de continuité. Dans le cas choisi de discrétisation compatibles, ils sont
formés de 0,1 et —1.

Probleme décomposé Le probléme discret est décomposé en :

Kgup = fp+tEAg  pourtout E € E (2.16)
Z A%ZEME =0 (2.17)
EcE
Y Aphg =0 (2.18)
EcE

AE représente les efforts exercés par ses voisins sur le sous-domaine Q. Ils doivent étre
équilibrés (équation 2.18), et interviennent dans 1’équation d’équilibre par sous-domaine
(2.16). La continuité des déplacements fait intervenir les opérateurs d’assemblage signés
(2.17).

3.2.1 Une méthode de condensation primale : BDD

En supposant un unique champ de déplacement u;, = ZEAgu@E sur I’'interface I, les
méthodes primales vérifient automatiquement 1’équation (2.17). La recherche des champs
d’inter-effort satisfaisant (2.18) est effectuée en condensant les problemes locaux (2.16) :

Mo =SpEUbE — fe E (2.19)
Sp.E = Kob g — Kpi eKiy pKiv i (2.20)
fer = for —KieKi b fiE (2.21)
Y Aghpp =0 (2.22)
E
Y Ae(Sp.up — fer) =0 (2.23)
E
Spup = fe (2.24)
Sp=Y ApSpeAL  fo=Y Acfer (2.25)
E E

[’équation (2.24) n’est pas résolue directement, mais par un algorithme itératif. L’ uti-
lisation d’un préconditionneur améliore grandement I’efficacité de 1’algorithme. Pour
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cela, une construction classique du préconditionneur est de réaliser une somme pondérée
des inverses des contributions par sous-domaine, la pondération permettant de prendre en
compte les éventuelles hétérogénéités entre sous-domaines [107]. Il faut alors calculer les
inverses des compléments de Schur primaux par sous-domaine, qui sont les compléments
de Schur duaux. Ceux-ci font intervenir des résolutions de problemes de Neumann, avec
des efforts imposés sur I’ensemble du bord du sous-domaine. Ces problémes n’ayant pas
toujours de solution, une condition supplémentaire est imposée, qui permet d’assurer que
le résidu multipli€ par le préconditionneur appartient bien a I’'image de §,,. Cette méthode
est alors appelée "Balancing Domain Decomposition” [130].

Le calcul du préconditionneur fait intervenir des pseudo-inverses. Afin d’éviter ces
calculs, la méthode BDD peut étre modifiée de maniere a relacher la continuité des in-
connues primales sur un grand nombre de nceuds d’interface. La continuité est toujours
imposée pour un petit nombre de nceuds, en général les coins des sous-domaines, et la
continuité totale n’est obtenue qu’a convergence. Ceci permet d’assurer que les problemes
de Neumann locaux ont une solution unique. Cette méthode est appelée "Balancing Do-
main Decomposition under Constraints”, BDDC [34]. Une application pour le probleme
de Stokes (probleme de point selle) est détaillée dans [122].

3.2.2 Une méthode de condensation duale : FETI

Dans les méthodes duales, le probleme d’interface est résolu en postulant un champ
d’effort unique, assurant la vérification de (2.18). En exprimant les champs de déplacement
a partir de I’équilibre local (2.16), I’équation de continuité est transformée en probleme
condensé sur les champs d’effort aux interfaces :

up = Sq(bp +A*TAp) + Ry0ip (2.26)

A*S AT Ny, + A*Rp0u, = by (2.27)

La résolution de (2.16) sur chaque sous-domaine fait intervenir des problemes de Neu-
mann. On a alors recours aux inverses généralisées, et la solution est déterminée a une
combinaison de déplacements de solides rigides o, pres, notée R,0,. Pour avoir une so-

lution, ces problemes doivent avoir un chargement équilibré, condition qui s’écrit comme
I’orthogonalité du chargement et du noyau de la matrice de rigidité :

RE (by+A*Th) =0 (2.28)

En utilisant les notations classiques, le probleme devient :

o @)= ()

La méthode est appelée FETI pour Finite Element Tearing and Interconnecting [48].
Le probleme (2.29) est résolu par un solveur itératif. Le préconditionneur, de la méme
maniere que pour la méthode BDD est obtenu a partir de contributions locales pondérées.
La condition de compatibilité (2.28), devenue G’ A;, +e = 0 traduit I’équilibre des champs
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d’efforts d’interface A;, avec les chargements extérieurs e. Le choix d’une initialisation A
et d’un projecteur P tels que A, = Ao+ PA* et PG = 0 fait apparaitre un probléme grossier
d’équilibre des efforts pour le calcul de Ao [71].

3.2.3 Méthode de condensation mixtes

Les méthodes mixtes sont un cadre large pour les méthodes de décomposition de
domaine. Au lieu d’utiliser les inconnues primales ou duales pour condenser le probleme
décomposé, I’'inconnue d’interface ug est une combinaison linéaire de ces deux dernieres,
homogene a un effort :

ME = Mg +KEUE (2.30)

Le parametre kg peut €tre interprété comme une rigidité d’interface. Dans le cas d’in-
terfaces parfaites pour un probleme d’élasticité, la méthode peut €tre interprétée comme
I’ajout de ressorts entre les sous-domaines. Ce parametre régularise les problemes lo-
caux, dispensant du calcul des inverses généralisées mais doit étre choisi avec soin puis-
qu’il conditionne la convergence de I’algorithme itératif (non préconditionné) utilisé pour
résoudre le probleme condensé. Le choix pour kg du complément de Schur du complé-
mentaire du sous-domaine considéré, s’il aboutit a un probleme grossier tres simple (on
obtient une matrice identité), n’est pas judicieux dans un cadre de calcul parallele. Di-
verses stratégies visent alors a calculer un opérateur proche du complément de Schur,
a moindre colt, par exemple en ne considérant qu’une bande d’éléments extérieurs au
sous-domaine [160].

La régularisation des compléments de Schur locaux supprime les problémes globaux
(au niveau du préconditionneur ou de I’initialisation) des méthodes BDD et FETI. La
transmission d’information entre les sous-domaines se fait alors uniquement de voisin
a voisin, retardant la convergence. Il faut alors introduire un autre probléme grossier,
par exemple basé sur les modes de corps rigides [46] ou une base macroscopique de
déplacements et de déformations d’interface [113].

3.2.4 Approche micro-macro et méthode LaTIn

Partition du domaine L’ approche micro-macro présentée dans [110, 114] repose sur

la partition du domaine (ou structure) en sous-structures et interfaces, que 1’on considere
comme des entités mécaniques a part entiere. Ainsi, chacune possede ses propres va-
riables, en général les champs de déplacement et de contraintes sur les sous-structures,
alors que les interfaces possedent des distributions d’efforts et de déplacements, qui conferent
un caractere mixte a la méthode. Ces interfaces permettent de relier les sous-structures
entre elles et aux frontieres sur lesquelles sont imposées les conditions aux limites du
probleme.

Séparation d’échelles Contrairement aux méthodes multi-échelles qui introduisent une
séparation d’échelles sur I’ensemble des inconnues (VMS, SDA, XFEM), la séparation
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d’échelles s’effectue au niveau des interfaces uniquement, par le choix d’une base macro-
scopique, adaptable au probleme considéré. Les espaces micro et macro, et les projecteurs
associés sont définis de maniere a créer des sous-espaces supplémentaires au sens de la
forme travail. Classiquement, on choisit les parties lin€aires des quantités d’interface. Ce
choix peut étre adapté au probleme considéré, il integre par exemple une discontinuité
pour les problemes de fissuration [74].

Probleme macroscopique Le probleme a 1’échelle macro permet de transférer une in-
formation globale a I’ensemble de la structure. Il est issu de I’imposition de 1’équilibre
statique efforts macroscopiques. Dans le cas de la dynamique, ce probleme macrosco-
pique doit étre adapté pour assurer la continuité des parties macroscopiques des vitesses,
et I’équilibre des efforts [149].

Stratégie itérative de résolution La résolution du probleme décomposé est effectuée
de maniere itérative. L’ ensemble des équations du probleme est décomposé en deux groupes,
I’un contenant les équations locales éventuellement non linéaires (comportement matériau,
comportement des interfaces), définissant un espace noté I" et I’autre contenant les équations
linéaires éventuellement globales (admissibilité des champs, relations d’équilibre, équilibre
des parties macroscopiques des efforts d’interface), qui définissent un espace noté A,.
Chaque itération de la méthode consiste alors a partir d’une solution s de 1’espace Ay,

a construire une solution intermédiaire s"*!/2 appartenant a I, puis une solution s"*!
dans A,. Ces deux étapes constituent des problemes bien posés grace a I’introduction de
directions de recherche (figure 2.3).

Sn+1/2

Sref

FIGURE 2.3 : Stratégie itérative de résolution : une itération

La méthode micro-macro a été appliquée aux problemes de tenue des pieces en matériaux
composites [104] et a la propagation de fissures (MSXFEM [74]). Dans le but de traiter
des problemes de tenue de structures composites sous chargement fluide, la partie solide
du probléme d’interaction fluide-structure sera traitée par cette méthode. Cependant, elle
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n’est pas directement applicable aux problemes de mécanique des fluides, pour plusieurs
raisons. La premiere est que la séparation des équations en un groupe d’équations locales
non-linéaires et un groupe d’équations linéaires globales n’est plus possible, du fait du
terme de convection dans les équations de Navier-Stokes. La seconde est que le probleme
macroscopique est construit en imposant un équilibre statique des efforts macro sur les
sous-structures, prenant en compte le comportement homogénéisé de celles-ci. Dans le
cas d’un fluide, ce comportement n’est plus linéaire, ce qui rend impossible 1’application
du probleme macro.

3.3 Application aux probleémes types de la mécanique des fluides

Les hypotheses formulées pour ces travaux amenent a résoudre un probleme de point
selle non symétrique et non linéaire sur I’ensemble du domaine. Cette section fait le bilan
des possibilités envisagées sur la base des méthodes de condensation classiques BDD et
FETI.

3.3.1 Probleme de point selle

Probleme de Stokes Le probleme de Stokes incompressible et stationnaire, posé sur le
domaine Q, avec des conditions aux limites de Dirichlet sur I’ensemble de la frontiere,
est posé par les équations :

—VAy+Vp = f dans Q (2.31)
—V.vy=0dans Q (2.32)
v =y, sur oQ (2.33)

Avec les notations utilisées au chapitre 1. La condition de compatibilité portant sur les
données du probléme impose [, v, - ndS = 0. Pour simplifier, dans la suite, on choisit
v, = 0. Ce probléme est un probléme de point selle : Trouver (v, p) € H'(Q)? x L*(Q)
tels que :

a(w,v)+b(w,p) =< fw> VweH' (Q)* (2.34)
b(v,q) =0 VqeL*(Q) (2.35)
avece .
a(w,v) = / vViyVw (2.36)
b(v,q) = —/qu-z (2.37)

Une version discrete du systeme (2.34)-(2.35), obtenue par éléments finis, aboutit a un

systeme matriciel de la forme :
A BT [v] _[f
[B O} [P} B [0] (239)
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avec v et p des approximations des champs de vitesse et de pression, appartenant a des
sous-espaces de dimensions finies W et Q de H'(Q)? et L?(Q). Les éléments employés
pour la discrétisation sont bien slir supposés vérifier la condition inf-sup.

Une adaptation de la méthode BDDC pour le probleme (2.38) est décrite dans [122].
Nous détaillerons ici I’adaptation de la méthode FETI réalisée dans [121].

Décomposition du probleme Le domaine Q est décomposé en N sous-domaines Qf,
sans recouvrement. I" désigne I’ensemble des interfaces entre sous-domaine, c’est a dire
I’ensemble des frontieres des sous-domaines moins celles correspondant au bord de Q.
Les espaces W et Q sont alors les sommes directes d’espaces Wg et O contenant res-
pectivement les champs de vitesse nuls sur dQg et les champs de pression a moyenne
nulle sur Qf, et d’espaces Wr et Qp contenant les champs de vitesse sur I et les pres-
sions constantes par sous-domaines, dont la moyenne sur € est nulle. Le choix pour W
dépend de la méthode employée, pour une méthode primale, I’inconnue de vitesse est
continue entre les sous-domaines, et Wr est I’espace des fonctions continues sur I'. Les
algorithmes de type FETI utilisent une inconnue de chaque coté de I'interface, et W peut
s’écrire comme somme directe d’espaces contenant des fonctions définies sur 0Qg. Enfin,
FETI-DP scinde Wi en somme directe de sous-espaces indépendants par sous-domaines
et d’un espace contenant les vitesses aux coins des sous-domaines Qf, voir la figure 2.4.

|-

primale duale recondensée

FIGURE 2.4 : Degrés de liberté de Wr

Probleme condensé aux interfaces Avec cette décomposition des espaces contenant
les champs de vitesse et de pression, le probleme (2.38) s’écrit :

Ay BL A 07 [Y %I

By O Br 0 f’ = s (2.39)
Ay BT A BI| |°T r
7 Jin IT 0 Do 0
que I’on peut aisément condenser sur les inconnues vr- et pg :

Sl" Bg vr ‘flt
-1l == 2.4
{B() 0 Do 0 ( 0)
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FETI un niveau Le probleme de Stokes est donc réduit a la résolution de (2.40), avec
vr € Wret pg € Qp. Les degrés de liberté pour v sont indépendants de chaque coté d’une
interface, la contrainte de continuité s’écrit :

Brvp =0 (2.41)

Le probléme peut donc s’écrire comme un probleme de point selle sous contrainte de
continuité, ou comme un probléme de minimum, sous les contraintes Brvy = 0 et Boyy =
0. En introduisant un multiplicateur de Lagrange u pour assurer la premiere, po €étant le
multiplicateur associé a la seconde contrainte, le probleme s’€écrit :

St BT [v B ]_C*
5 o[- (] @

avec B = [Bo,Br| et A = (po,u). La démarche habituelle de FETTI est alors directement

applicable :
vr =St (ff—B"A) —Ra (2.43)
sous les conditions By = 0 et RT(]_‘; —B™)\) =0:
_ [BStft F G

f
“[ei]eler dlld =z e

Ce systeme est résolu par un gradient conjugué, avec comme projecteur :

A

RTBT 0| |«

BSrBT BR
(04

P=I1-G(G'G) 6T (2.45)

FETI deux niveaux Cette méthode ajoute une contrainte au probleme (2.44), qui est
CTP(FA—d) = 0. Celle-ci revient a rendre les sauts de vitesse sur les interfaces ortho-
gonaux aux colonnes de la matrice C, que I’on peut choisir de telle sorte a assurer la
continuité des vitesses aux coins des sous-domaines par exemple.

FETI-DP Laméthode FETIDP [45, 46] impose la continuité des champs de déplacement
sur un petit nombre de nceuds d’interface a chaque itération. Il s’agit d’'une méthode de
recondensation, ou le probleme condensé sur les inconnues d’interfaces est recondensé
sur un nombre d’inconnues plus petit. Avec la méthode FETI-DP, les champs de vitesses
sont continus aux coins des sous-domaines et I’espace Wr- est la somme directe de 1’es-
pace des degrés de liberté de coin W et de I’espace des fonctions discontinues sur le reste
de I', W : Wr = W @ Wi. La méthode introduit deux contraintes pour v, : Bayy =0
qui correspond a la continuité de v sur les interfaces et QXBA‘_)A = 0 qui correspond a la
continuité en moyenne le long des interfaces. Seule la seconde condition est imposée a
chaque itération, la premiere n’est vérifi€é qu’a convergence. Le probleme est condensé
sur les inconnues v, po et u, multiplicateur associé a la condition O Bav, = 0.
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3.3.2 Cas non symétriques

Dans le cas de matrices de rigidité non symétriques pour les sous-domaines, 1’algo-
rithme de gradient conjugué n’est plus valable. On a alors recours a un algorithme adapté :
[120, 174].

3.3.3 Traitement des non-linéarités

La non-linéarité du probleme global peut étre traitée par un algorithme de New-
ton. Dans ce cas, les problemes linéaires tangents sont résolus par une des méthodes
de décomposition de domaine décrite dans les sections précédentes [7, 47]. Pour les
équations de Navier-Stokes, [120] propose d’appliquer une méthode FETI-DP sur le
probleme linéarisé. Celui-ci étant non symétrique défini positif, I’algorithme itératif uti-
lisé est GMRes. Dans le cadre de la mécanique des solides, les résolutions successives
de problemes linéaires pour un méme pas de Newton a donné lieu a une réutilisation des
espaces de Krylov déja construits. On parle de solveurs a mémoire, comme GIRKS (Ge-
neralized Iterative Reuse of Krylov Subspaces) [171], SRKS (Selective Reuse of Krylov
Subspaces) [70] ou GKC (Generalized Krylov Correction) [170]. Le traitement de non-
linéarités concentrées dans certains sous-domaines (flambage par exemple) est possible
par des itérations non-linéaires locales (a I’intérieur de chaque sous-domaine) a I’intérieur
de chaque pas de Newton global [25, 161].

4 Conclusions pour ces travaux

Le traitement de I’interaction fluide-structure envisagé au chapitre suivant est un trai-
tement partitionné. Alternativement, les problemes posés sur le milieu solide et fluide sont
résolus, soumis a des efforts ou des déplacements venant de I’autre milieu. La méthode
employée pour résoudre le probleme fluide est libre, a condition de retourner un champ
d’effort sur I’interface. On pourrait donc envisager n’importe laquelle des méthodes décrites
dans ce chapitre. Cependant, la taille des calculs envisagés nous oriente vers une méthode
de décomposition de domaine. La méthode LaTInest utilisée au laboratoire pour la résolution
de nombreux problémes de mécanique des solides. Nous espérons tirer profit des quan-
tités d’interface mixtes de cette méthode pour la résolution de problemes de Navier-
Stokes, formulés en variables mixtes de vitesse et de pression. La compatibilité maximale
des méthodes de résolution pour le solide et le fluide, ainsi que le caractere mixte des
méthodes, devraient constituer des atouts pour le traitement de 1’interaction.
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Chapitre 3

Méthodes pour I’interaction
fluide-structure

Deux problemes distincts se posent aux cours de la résolution d’un
probleme d’interaction fluide-structure : la gestion de l’intégration
temporelle et la gestion des échanges de champs entre les milieux
fluide et solide. Une formulation monolithique du probleme permet une
avancée en temps intégrée a chaque résolution. Une stratégie
partitionnée, plus souple au niveau des solveurs, devra prendre en
compte la stabilité du schéma temporel. Les schémas explicites,
semi-explicites et implicites présentent en effet des caractéristiques
différentes, tant du point de vue de la stabilité que de la précision.
L’échange de champs au travers de la frontiere physique solide-fluide
requiert un dialogue entre deux représentations numériques
habituellement incompatibles. L’emploi d’un maillage fluide mobile
permet de suivre le solide dans son mouvement, au prix d’un effort
numérique supplémentaire : trouver le champ de vitesse non physique
a lui imposer. Les méthodes a superposition de maillage proposent un
alternative a la méthode ALE , en actualisant a chaque pas les
éléments concernés par le couplage.
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1 Stratégies de couplage

Les résolutions de problemes d’interaction fluide-structure sont traditionnellement
réparties en deux groupes. Les méthodes dites monolithiques tout d’abord, traitent 1’en-
semble du probleme d’un seul bloc, garantissant le respect des conditions d’interface a
tout moment. La résolution simultanée de toutes les équations est de plus profitable a la
stabilité du systeme. En contrepartie, le systeme est plus complexe a résoudre, du fait de
sa taille d’une part, et d’un conditionnement potentiellement mauvais, di a la présence
de matériaux aux propriétés physiques trés contrastées. L’ assemblage de deux problemes
a priori complexes donne un probleme d’interaction plus complexe encore. Du fait de
leur faible flexibilité, les méthodes monolithiques ne sont pas détaillées plus avant. On
pourra consulter les références [14, 29] pour des exposés plus complets ou Bazilevs et
al. [9] pour une application aux écoulements de sang dans les veines et [79] pour de
grands déplacements de la structure. Les formulations par éléments finis espace-temps
sont également employées pour la discrétisation de tels problemes [86, 195].

Les méthodes appelées méthodes partitionnées, d’autre part, résolvent les équations as-
sociées au fluide et au solide séparément, puis les couplent par un algorithme adéquat. De
cette maniere, la configuration du domaine fluide ne change pas pendant la résolution de
probleme fluide, et les efforts appliqués a la structure sont constants pendant la résolution
du probleme solide. Cette approche permet une construction modulaire de la résolution,
les codes de résolution pouvant étre dédi€s a I’un ou I’autre probleme, voire mé€me utilisés
en tant que boite noire [103]. Dans la suite de cette section, on considere un probleme d’in-
teraction fluide structure, discrétisé en éléments finis, dont la solution s’écrit, de maniere
tres générale :

F(X) = l Hy(xg,u(xs)) } _
Hy(x4,0(xf))
Hy et Hg sont les versions discretes des équations dans € et €, généralement non
linéraires. De maniere équivalente, et tout aussi générale, on peut considérer que le cou-
plage consiste a trouver la position de I’interface et les efforts transmis, respectivement
obtenus en résolvant les problemes solide et fluide, dont le comportement est noté Fy et
F f-

3.1

{ u(xs) = Fy(o(xy) (3.2)

1.1 Meéthodes partitionnées par point fixe

Le systeme (3.2) n’est pas résolu directement, mais par une méthode itérative. Le
probleme de la discrétisation en temps est supposé résolu en employant par exemple le
méme schéma d’intégration pour les deux milieux. Il ne reste alors plus que le probleme
de la précision et de la convergence du schéma itératif utilisé pour obtenir la solution
du probleme couplé, a un pas de temps donné. Les indices a droite désignent les pas de
temps.
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Schéma partitionné explicite La solution au pas de temps n + 1 dans chaque do-
maine dépend uniquement des variables a I’instant n dans I’autre sous-domaine. Les
résolutions sur les domaines fluide et solide, a I’'intérieur d’un méme pas de temps, sont
indépendantes, et la communication entre les deux domaines n’a lieu qu’aux piquets de
temps t,, comme l’illustre la figure 3.1. Il existe plusieurs déclinaisons de ce genre de
schéma, aussi appelé schéma de couplage faible, on pourra consulter par exemple les
références [44, 52, 53].

Méme si la dépendance vis-a-vis des variables ”internes” au domaine considéré est
implicite, c’est a dire que le schéma d’intégration temporelle a I’intérieur d’un domaine
physique est implicite, le schéma global résultant est explicite, ce qui greve la stabilité et
la précision de la résolution. En effet, la précision est au plus d’ordre un en temps, et le
schéma est conditionnellement stable. De plus, ce type de schéma ne vérifie en général
pas les lois de conservation au niveau global. Ces raisons font en général préférer une
méthode implicite [131, 132, 134].

Ce type de schéma est également appelé Jacobi par bloc, ou Schwarz additif pa-
rallélisable, par analogie avec la terminologie employée en décomposition de domaines
[185]. Dans le cas ou chaque solveur n’est appelé qu’une seule fois par pas de temps, cette
méthode revient a un schéma de point fixe explicite [135].

tn-1 o thy

FIGURE 3.1 : Schéma partitionné explicite

Schéma partitionné semi-explicite En considérant le schéma précédent comme un
schéma de Jacobi par blocs, la version Gauss-Seidel par blocs, obligatoirement séquentielle,
est dérivée en avangant un domaine avant 1’autre lors de I’intégration temporelle (fi-
gure 3.2). Le terme correspondant en décomposition de domaine serait un algorithme
de Schwarz multiplicatif séquentiel.

Méthodes de relaxation Les deux schémas décrits ci-dessus peuvent ne pas converger
sans une technique de relaxation, dont on peut montrer qu’elle assure la convergence dans
certains cas [141, 143]. Un coefficient de relaxation constant est la plus simple des solu-
tions, mais n’est bien siir pas optimal, que ce soit vis-a-vis du nombre d’itérations ou de
la garantie de la convergence. Les méthodes les plus performantes calculent le coefficient
de relaxation applicable a chaque itération, a 1’aide d’une partie ou de I’ensemble des
itérations passées [109]. La meilleure méthode est bien entendu celle qui permet d’appro-
cher au mieux le jacobien du probleme (3.2).
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FIGURE 3.2 : Schéma partitionné semi-explicite

Les méthodes dites de couplage faible sont tres utilisées pour les problemes d’aéro-
€lasticité ou de thermo-mécanique [44, 52, 164, 165]. Il est a noter que dans certains
cas, des coefficients de relaxation trés importants doivent étre utilisés, montrant ainsi les
limites de ces schémas [56].

Schéma partitionné implicite En introduisant une dépendance implicite vis a vis de
toutes les variables dans la résolution des équations de chaque sous-domaine, on aboutit a
un schéma d’intégration temporelle implicite, dont les résolutions fluide et solide peuvent
avoir lieu en parallele (figure 3.3).

Ce type de schéma est habituellement désigné par schéma de couplage fort, et per-
met d’obtenir les mémes résultats qu’une approche monolithique, méme s’il s’agit d’un
schéma partitionné [133]. Ce résultat justifie les nombreux travaux sur de tels algorithmes,
de maniere non exhaustive, on pourra consulter [102, 119, 173, 201, 202].

La différence par rapport aux méthodes monolithiques tient au fait que lors des résolu-
tions sur chaque domaine, les informations concernant 1’autre domaine ne sont pas dis-
ponibles, ou du moins a jour, et un processus itératif de résolution est nécessaire. C’est
pourquoi on désigne aussi le schéma partitionné implicite comme itératif, par opposition
a la méthode monolithique, jugée directe. Ces qualificatifs ne concernent pas les solveurs,
mais bien 1’obtention de la solution du probleme couplé.

FIGURE 3.3 : Schéma partitionné implicite
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1.2 Méthodes de Newton

L’application d’une méthode de Newton-Raphson au systeme (3.2) donne a chaque
itération k, pour le pas de temps n :

u —Fs(z’,i,g’,?
o — Fy(u;,0,)

. k+1
Is—0uF; 0ok HAun }:_ (3.3)

dFy  Ig—0Fy | | Ack™!

Méthodes de Newton par blocs En général, on ne dispose que des solveurs par sous-
domaine, c’est a dire d’un moyen de calculer les termes blocs-diagonaux de 1’équation
(3.3). L’acces aux blocs extra-diagonaux, qui font intervenir des dérivées croisées n’est
pas possible. Cependant, un tel systeme est souvent résolu par une méthode de Krylov, et
seuls les produits des matrices blocs avec un vecteur sont nécessaires [59]. En utilisant les
différences finies, ces calculs sont possibles uniquement a partir des solveurs sur chaque
sous-domaine [134].

Méthodes de Quasi-Newton par blocs Ces méthodes résultent de 1’application d’un
algorithme dit "quasi-Newton” pour résoudre I’équation (3.3). Ces algorithmes sont tres
similaires a celui de Newton-Raphson, mais different par la construction d’approxima-
tions successives de la matrice tangente, au lieu de 1’évaluer. L’ algorithme BFGS permet
de faire cela sans faire appel aux matrices jacobiennes par bloc, mais uniquement a par-
tir des résidus des équations. La résolution nécessite ainsi uniquement des appels aux
solveurs sur chaque domaine. Degroote et al. proposent, dans [29], une technique pour
construire une approximation de I’inverse de la matrice jacobienne, ce qui permet d’éviter
la résolution du probleme tangent a chaque itération de Newton. D’autres méthodes de
Newton approchées sont proposées par Tezduyar [195] ou Dettmer et Peri¢ [31].

2 Méthodes d’interface

Les déplacements de la structure délimitent le domaine sur lequel s’étend I’écoulement.
La simulation numérique du milieu fluide doit donc étre capable de prendre en compte un
domaine dont I’étendue est variable. On peut alors distinguer deux types de méthodes,
celles qui emploient un maillage mobile, qui pourra se déformer afin de suivre les mou-
vements du solide, et les méthodes a maillage fixe, pour lesquels on devra employer un
maillage couvrant toute I’étendue potentielle de 1’écoulement. Parmi ces dernicres, on
peut distinguer celles utilisant des multiplicateurs de Lagrange pour imposer les condi-
tions de coupage —Méthode du domaine fictif et ses adaptations— de celles qui n’en uti-
lisent pas —Frontiere Immergée, Eléments finis Immergés—. Enfin, certains auteurs em-
ploient une combinaison de maillages fixes et mobiles.
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2.1 Méthodes a maillage fluide mobile

Les méthodes autorisant un mouvement du maillage fluide, ou le remaillage du do-
maine possedent I’avantage certain de permettre une juxtaposition permanente des frontieres
fluides et solides. Cela permet un échange aisé des champs le long des interfaces de cou-
plage, particulierement dans le cas de maillages compatibles.

2.1.1 Méthode ALE

La plus répandue de ces méthodes est la méthode arbitrairement lagrangienne ou
eulérienne, abrégée en ALE, qui permet un mouvement des nceuds du maillage fluide, et
donc leur attribue une vitesse [37, 89]. La méthode ALE n’est pas spécifique aux fluides,
elle est également employée en mécanique des solides [87, 172], par exemple pour des
problémes de localisation [3]. La vitesse des nceuds peut étre choisie de maniere a ba-
layer tout I’intervalle entre la méthode eulérienne (pour laquelle la vitesse est nulle, le
maillage étant fixe) et la méthode lagrangienne (pour laquelle la vitesse du maillage est
la vitesse matérielle, les nceuds étant attachés aux particules). Le calcul de cette vitesse,
qui est équivalent au calcul de la nouvelle position des nceuds peut se faire suivant deux
stratégies. La premiere vise a limiter les distortions dans le maillage, qui sont source d’er-
reurs, la seconde a adapter le maillage au probleme considéré, en concentrant par exemple
les éléments dans les zones a fort gradient.

Stratégies de régularisation de maillage Les méthodes ALE utilisent en général une
description lagrangienne de la frontiere —au moins dans la direction normale a celle-ci—
et une description eulérienne loin des zones mobiles, avec une étendue de taille variable
entre ces deux parties [83, 87, 125, 126]. Dans les cas ou la position de I’interface est
elle-méme une inconnue du probleme —par exemple dans le cas de surfaces libres [15]—
une description lagrangienne de celle-ci est préférée. Plusieurs techniques permettent
de régulariser un maillage. A partir des données sur I’interface, on peut appliquer une
méthode de maillage (transfinite mapping method [205]), résoudre une équation de la-
placien [124] ou un probleme d’élasticité [2, 10] ou encore appliquer un algorithme de
régularisation de maillage [65, 177].

Stratégies d’adaptation de maillage Ces stratégies permettent d’adapter le maillage
a la solution cherchée, ce qui permet par exemple de prendre en compte le caractere
directionnel de 1’écoulement ou de concentrer les éléments dans les couches limites [75,
145]. Ces stratégies d’adaptation nécessitent un estimateur d’erreur leur fournissant une
donnée en entrée.

Applications particulieres Pour une application au cas d’interaction particulier que
représentent les parachutes et manches a air, Tezduyar et ses collaborateurs ont développé
des méthodes adaptées, qui illustrent le besoin de techniques spécifiques pour chaque
probleme d’interaction fluide-structure. En particulier, les tissus ne sont pas étanches, et
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leur perméabilité a 1’air joue un rdle important dans le vol du parachute. Cette porosité
est prise en compte par une méthode homogénéisée, HMGP [102]. La géométrie de la
structure, ou son auto-contact —contact de deux parties initialement séparées— posent cer-
tains problemes lors de I’emploi de méthodes ALE. La méthode FSI-GST régularise la
géométrie de la structure, et la méthode SENCT gere les cas d’auto-contact [178].

2.2 Méthodes a maillage fluide fixe

Dans le cas ou la description du mouvement du fluide est purement eulérienne, on
doit coupler une description en général lagrangienne du solide, avec un maillage fluide
sous-jacent. La encore, les méthodes dépendent de I’application visée. Dans le domaine
biomédical, les parois des arteres ou les globules rouges peuvent étre considérés comme
des solides incompressibles. Un couplage volumique —ou surfacique, dans le cas d’études
en 2D— entre le fluide et le solide n’est donc pas pénalisant.

Méthodes des frontieres immergées Développée par Peskin pour I’étude d’écoulements
autour de valvules cardiaques, cette méthode emploie une formulation lagrangienne pour
le solide, et une formulation eulérienne pour le fluide [162]. Celui-ci est décrit par une
méthode de différences finies, avec des conditions aux limites périodiques. Le solide est
quand a lui supposé totalement immergé, et constitué d’une réseau de fibres unidimension-
nelles, occupant un volume nul. Son influence sur le fluide est décrite par des distributions
d’efforts sur les nceuds du réseau de fibres, transférées au fluide par des approximations
de la fonction 8 de Dirac. Cette méthode, adaptée a I’étude de I’interaction entre le sang et
des valvules ou le muscle cardiaque [163], a la nage de vers aquatiques [50] ou a d’autres
applications [33, 62, 209] ne semble pas adaptée a notre étude. En effet, la modélisation
tres simple de la structure ne permet pas une analyse fine des contraintes s’y développant,
or ¢’est un des buts recherchés ici.

Méthode des éléments finis immergés IFEM Cette méthode, dont on trouvera un ex-
posé dans [208], partage beaucoup d’éléments avec la méthode des frontieres immergées
étendue EIBM [203]. Ces deux méthodes proposent de coupler un solide totalement
immergé avec un écoulement, discrétisé sur une grille fixe sous-jacente. Les nceuds la-
grangiens du solide sont couplés au fluide par des distributions de forces, mais cette
fois I’approximation de la fonction & de Dirac est approchée par les fonctions de forme
RKPM, beaucoup plus régulieres, qui permettent une plus grande précision. Ces fonc-
tions de forme sont également employées pour I’interpolation des champs de vitesse.
La discrétisation des équations sur le solide, qui peut occuper un volume non nul dans
I’écoulement, est faite par éléments finis, assurant un calcul précis des efforts internes.
Le fluide est discrétisé en éléments finis (IFEM) ou éléments spectraux (EIBM). Cepen-
dant, la formulation du couplage, qui force les champs de vitesse du solide et du fluide a
étre égaux sur I’ensemble du domaine fluide, impose une cinématique incompressible au
solide, ce qui peut étre trop restrictif.
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Méthode du domaine fictif Cette méthode propose comme les précédentes de super-
poser un maillage fixe pour résoudre les équations du milieu fluide et un maillage mobile
pour celles du solide. La partie du domaine fluide recouverte par le solide est appelée
domaine fictif. Les équations de la mécanique des fluides peuvent y €tre résolues, mais
le résultat obtenu n’a pas d’intérét en lui méme, puisqu’il correspond a une zone ou il
n’y a pas d’écoulement physique. Le couplage entre les deux domaines est effectué par
des multiplicateurs de Lagrange, soit sur I’interface fluide-solide y [68], soit sur la totalité
du domaine solide ® [67]. La procédure est décrite dans le cas ou les mouvements du
solide rigide sont connus a priori, par conséquent le seul probleme a résoudre est celui de
I’écoulement avec une inclusion solide mobile.

Q)
<

équation du mouvement > +w-V)y—-2vV ZS\_/ +Vp=>b dans Q\ o(r)
équation de continuité V-y=0 dans Q\ o(7)
CL en déplacement v =y, surl’
CL en déplacement v=v, sur ()
CI v(t=0)=y, dansQ\o()

Comme v, est la vitesse d’un solide rigide, ce champ est a flux nul sur y(¢), ce qui impose
que v, le soit aussi sur I'. Le probleme précédent est équivalent (au sens ou les restrictions
devet paQ\o(r) sont les mémes) a : Trouver v, p, A tels que Yw, g, u :

d
/w-_X_f_w.(W-V)E-FZVYSVVSK—PZ'EdQ“"/
A Yy

w \4 &-mdS:/b_wdQ (3.4a)
ot = Y(t) Q

/qZ-dezO (3.4b)
Q

/ p-(v—y)dS=0 (3.40)
¥(t) ~

v=y, surl' (3.4d)
vit=0)=y, dansQ (3.4e)

L’intégration temporelle est effectuée par séparation des opérateurs [68], ce qui permet
d’obtenir trois sous-problémes simples respectivement associés a 1’incompressibilité, la
convection-diffusion et I’influence des multiplicateurs de Lagrange.

La procédure de couplage décrite ici permet d’imposer un champ de vitesse du so-
lide vers le fluide, et donc d’utiliser les algorithmes de couplage décrits dans la section
précédente. Cette méthode semble particulierement adaptée au transport de particules ri-
gides par I’écoulement [66]. Elle a également été adaptée a des problemes d’interaction
fluide-structure ou la structure est déformable [5, 13, 28, 206]. Dans le cadre de la simu-
lation de valves cardiaques, I'introduction d’un maillage adaptatif permet d’accroitre la
précision des calculs [197, 198].
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2.3 Amélioration des conditions d’interface

L’intérét porté a la précision des résultats obtenus a proximité de I’interface fluide-
solide peut motiver des améliorations des méthodes évoquées ci-dessus. Ainsi, [61] établit
une comparaison entre deux stratégies d’amélioration. La premiere est une adaptation de
la méthode de domaine fictif couplé a des multiplicateurs de Lagrange précédemment
décrite dans [60] employant un raffinement adaptatif du maillage. La seconde emploie une
zone de transition dans un formalisme ALE autour du domaine solide, et une méthode de
domaine fictif avec multiplicateurs de Lagrange, pour assurer le couplage entre la zone
ALE et le reste du domaine fluide. Cette stratégie peut étre vue comme une stratégie de
domaine fictif avec multiplicateurs de Lagrange, ou le couplage a lieu entre une grille
fluide fixe, et un domaine mobile, constitué de ’'union du maillage solide lagrangien,
entouré d’un maillage fluide ALE . Ces deux derniers domaines sont également couplés
par des multiplicateurs de Lagrange. La figure 3.4 résume ces deux stratégies.
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FIGURE 3.4 : Stratégies d’amélioration

Thése d’Etienne Vergnault - Vers une approche multi-échelle pour linteraction fluide-structure



Conclusion pour ces travaux 67

3 Conclusion pour ces travaux

Le choix d’une grille fixe pour la résolution du probleme fluide impose d’utiliser une
méthode de couplage entre maillages superposés pour I’interaction fluide-structure. Pour
notre étude, on peut craindre que la simulation de la partie fluide comprenne trop d’erreur,
et dégrade également les résultats obtenus pour le solide. En effet, les interpolations uti-
lisées pour les champs de vitesse et de pression sont continues au travers des interfaces, ce
qui peut dégrader les prise en compte des conditions aux limites pour I’écoulement [199].
Dans ce cas, il faudrait envisager d’enrichir les interpolations utilisées.
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Deuxieme partie

Vers une méthode multi-échelle pour le
couplage fluide-structure
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Chapitre 4

Méthode de décomposition de domaine
pour les écoulements incompressibles
inspirée de la méthode LaTIn

Ce chapitre présente une méthode de décomposition de domaine pour
traiter la partie fluide des problemes d’interaction fluide-structure. La
partition du domaine en sous-domaines et interfaces conduit a une
résolution itérative du probleme initial, alternant une étape sur les
sous-domaines et une étape sur les interfaces. La convergence de cette
stratégie sans probleme macroscopique est d’autant plus lente que le
nombre de sous-domaines est grand.
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1 Rappel du probleme fluide

Nous rappelons dans cette section les équations de Navier-Stokes, puis expliquons les
choix faits pour leur résolution. Ces choix sont présentés hors du cadre de la décomposition
de domaine mais seront bien siir maintenus lors de la résolution des problemes sur les
sous-domaines. L’exposé est accompagné de remarques pratiques concernant I’implanta-
tion dans un code éléments finis.

Ce code est basé sur la librairie LM Tpp. Il s’agit d’une librairie développée au la-
boratoire, principalement par la cellule logicielle (H. Leclerc, R. Pasquier) dont le but
est de faciliter les développements des doctorants du laboratoire. Pour cela, elle propose
des outils de base (création et lecture de maillages, formulations, outils d’assemblage et
de résolution, sauvegarde de résultats, ...) qui permettent d’avancer rapidement dans ces
étapes obligatoires dans 1’écriture d’un code, et facilitent I’obtention de premiers résultats.
Il s’agit d’une plate-forme orientée objet, écrite en C++/Python, a laquelle chacun peut
contribuer via un systéme de gestion de contributions, git. Son avantage est donc double,
car elle permet de tester plus facilement des méthodes et des idées, et de pérenniser les
développements des doctorants, une fois ceux-ci stabilisés.

1.1 Formulation continue du probleme de Navier-Stokes

Considérons un écoulement non stationnaire homogene et incompressible d’un fluide
visqueux occupant un domaine Q borné par dQ. L’écoulement est soumis a des conditions
aux limites de Dirichlet v, sur 9,Q et a des efforts surfaciques f sur d,Q = dQ\ 9,Q. Les
efforts volumiques comme la gravité sont supposés sans effet sur le probléme. Leur prise
en compte ne modifie pas les résultats et les conclusions qui suivront. Le probléme est
formulé avec les inconnues de vitesse v et de pression cinématique p.

Les équations du probleme sont la conservation de la masse, I’hypothese d’incompres-
sibilité, la conservation de la quantité de mouvement, la relation de comportement d’un
fluide newtonien, les conditions aux limites en vitesse et en effort, et enfin les conditions
initiales :

Viv=0 surQ

o)
a—f (v-V)v=V.c surQ
6 =—pl+0,=—pl+2v¥'y
—pn+2VVSv~Q:I sur Q.
v =y, sur d,Q
v(t=0) =y,

v, doit étre solénoidal pour étre compatible avec 1I’hypothese d’incompressibilité. Il
n’est pas nécessaire de préciser les conditions initiales pour la pression.
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Hormis les conditions aux limites, les équations ci-dessus sont appelées équations de
Navier-Stokes, et s’écrivent sous la forme :

0
a—f+@—2vz-zsy+zp=0 4.1)

Vv=0 4.2)

1.2 Formulation faible du probleme de Navier-Stokes

La vérification en moyenne des équations (4.1) et(4.2) sur le domaine Q s’écrit, en
notant les fonctions test wet g :

0
[ G 4190~ 208 ¥+ ¥p) + ¥ pdR =0 @3
o = =
soit, apres intégration par parties :

d
/m-—X+m-vVv+2VszVSy—pZ-v_v—qY-de:/ w- fdI’ “4.4)
o ot — == a0 L

Choix des espaces d’admissibilité L’équation du probleme au sens faible ne fait inter-
venir que des dérivées de premier ordre et pour le champ de vitesse uniquement. La solu-
tion du probleéme est cherchée sur un intervalle de temps noté [0, '], les espaces définissant
les champs admissibles sont donc classiquement :

ve ¥V ={veH (Q)y=yv,sur,Q} x[0,7]
we Y= {weH (Q)w=0surd,Q} x[0,T]
p,q € Q="L*(Q)x[0,T]

L’emploi d’une stabilisation de type SUPG fait cependant intervenir des dérivées du se-
cond ordre pour le champ de vitesse. Il faudrait donc en théorie restreindre les espaces v
et Vha{ve H*(Q)v=v,surd,Q} x[0,T] et {vc H*(Q)4|yv =0 sur 9,Q} x [0,T] res-
pectivement. En pratique, ces problemes sont résolus sur des espaces de dimension finie
engendrés par des fonctions polynomiales, et donc appartenant & H>(Q). Ces restrictions
sont distinguées des espaces de dimension infinie par un exposant ”.

Dans le cas ou les conditions aux limites de Dirichlet couvrent I’ensemble de la
frontiere du domaine, la pression est déterminée a une constante pres, qui est fixée en
imposant une moyenne nulle a la pression, ou une pression nulle en un point donné du
domaine. L’ espace de recherche correspondant est alors Qy = (L*()/R) x [0, T].

Discrétisation temporelle Dans le cas de problemes d’évolution, 1’intégration tempo-
relle est réalisée par un schéma trapézoidal, aussi appelé schéma de Crank Nicholson ou
0-méthode, 6 = 1/2.
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Restriction dans le cas d’un écoulement stationnaire Le probléme de Navier-Stokes
est un probleme d’évolution. Cependant, dans certains cas, le probléme stationnaire cor-
respondant possede une solution. Cette solution peut etre obtenue comme la limite, lorsque
le temps tend vers I’infini, d’une solution du probleme non stationnaire. Ce n’est pas
I’approche que nous avons retenue ici. Nous préférons la calculer directement, comme
solution de I’équation stationnaire écrite sous forme faible :

/w~&+2vm:ﬂ—p2~m—q2zd92/ w-fdl’ 4.5)
Q - - - 0Q -

Afin de ne pas surcharger les notations, lorsqu’il y sera fait référence, les espaces d’ad-
missibilité seront notés de la méme maniere que dans le cas non stationnaire.

1.3 Résolution de I’équation non-linéaire

Le terme de convection est non linéaire, il faut donc décider d’une méthode pour
résoudre I’équation de conservation de la quantité de mouvement. Lorsque 1’on cherche
une solution non stationnaire, une des possibilités est d’employer un schéma d’intégration
explicite. Le terme de convection apparait alors au second membre, et I’équation a résoudre
est linéaire. Cependant, cette méthode n’est pas valable dans notre cas, puisque nous
voulons chercher les solutions du probleme stationnaire directement. Nous comparons
donc deux possibilités différentes pour linéariser I’équation 4.1. Dans la suite les indices
désignent les pas de temps, et les exposants correspondent aux itérations de la méthode
de linéarisation, a I’intérieur d’un pas de temps. Nous exposons uniquement la traite-
ment de 1’équation non linéaire, la condition d’incompressibilité étant linéaire. Mis a part
dans le cas d’un traitement explicite du terme de convection, 1’utilisation d’un schéma
d’intégration fait apparaitre un terme de convection dans le membre de gauche de (4.1),
pondéré par un coefficient dépendant du schéma d’intégration choisi. Pour simplifier I’ex-
posé, nous supposons que ce coefficient est unitaire, le déroulement de la méthode est le
méme si ce n’est pas le cas. En notant v ,,, une approximation de dv/dt au pas de temps n,
par exemple (v, —v,_;)/At, nous cherchons donc les solutions de :

Vin 1, Yv, —2VV - Vo, +Vp, =0 (4.6)

1.3.1 Linéarisation par itérations de Picard

Une stratégie répandue pour la résolution des problemes de Navier-Stokes est de
linéariser le probléme en remplagant le terme de convection a un pas de temps fixé v, - Vv,

parv; - Vv, réalisant ainsi un algorithme de point fixe, aussi appelé itération de Picard.
On obtient alors une équation linéaire, dont le terme de convection est fixé.

Vi v IV 2vY - VSV 4 Vpl = 0 4.7)

L’emploi d’une stabilisation SUPG n’ajoute pas de terme non-linéaire, puisque le résidu
de I’équation (4.7) dépend linéairement des champs inconnus. A chaque pas du processus
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itératif, il faut résoudre un probléme de type : Trouver v,p € V x Q. tels que, Vw,q €

TN *xQ:

(mzj +z£‘1&£>g+ (VZM@M)Q— (PhY-w)g — (4. V) g

)

+;TSUPG (v Yw) - () + v V] + Vpl =V V) = (fw)

1.3.2 Probleme tangent résultant de la linéarisation du probleme stabilisé

L ajout des termes de stabilisation introduit des termes non-linéaires supplémentaires
dans la formulation. On peut alors appliquer un algorithme de Newton a 1’équation sta-
bilisée, comme par exemple dans [41]. Cette maniere de faire impose de calculer plus de
dérivées pour construire I’opérateur tangent.

[’équation 4.6 définit un résidu non linéaire Ry, dont on note la partie bilinéaire Ry, :

RyL(v,p) =vVv+Rr(v,p) =0 (4.8)
La forme faible associée a (4.8) s’écrit : Trouverv,p € V' x Q telsque,V w,g€ 1 x Q. :

Ryr(v,w,p,q) = (w,yVv) + R (v, w, p,q) =0

Ou R est la forme faible issue de R; . Ry n’est pas une forme bilinéaire, mais correspond
a la vérification de (4.8) au sens faible. Le champ de convection étant ici v, la stabilisation
de ce probleme par la méthode SUPG amene a résoudre : Trouver v, p € V' x Q tels que
V wqg€eWxQ:

Ryr (v, w, p,q) + Y Tsurc (vVw) - Ryp(v, p) =0 (4.9)

Le probleme tangent de (4.9) s’écrit : Trouver w11 = v/ + Av.p € 9} x Q tels que
Vo ow,geWxQ:

(w, i Vvl + vV — 20 V) + R (v W, pLg)

+Y Tsure (AvWw- Ry (v, p7) + vIVw - R (Av) + VIVAY + AvWvl) =0 (4.10)
e

Remarque 2 : Une troisieme méthode serait de stabiliser I’équation ob-
tenue par application d’un schéma de Newton-Raphson a I’équation (4.6).
La stabilisation du probleme est alors délicate. Il faut en effet stabiliser le
probleme linéaire effectivement résolu, et non pas le probleme non linéaire.
Nous n’avons pas obtenu de résultat convenable avec cette méthode, proba-

blement a cause du terme source yf,Vanfl introduit par I’ opérateur tangent
de vVv.
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Convergence des schémas de linéarisation

résidu

10

-10]

10

—20|

10
—— Newton-Raphson

—— Picard

=2
107>

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
itérations

FIGURE 4.1 : Probleme de Navier-Stokes (R, = 40) : convergence des
stratégies de linéarisation

Les performances des deux solutions exposées ci-dessus sont illustrées sur le probleme
de Navier-Stokes présenté en fin de section. Pour le probléme stationnaire, et un nombre
de Reynolds modéré (R, = 40), la linéarisation de I’équation stabilisée est plus efficace
que la méthode de point fixe. Elle est aussi plus complexe a mettre en ceuvre. L’ utilisation
de la librairie LM Tpp réduit considérablement la difficulté, nous choisissons d’employer
cette méthode dans la suite.

Remarque 3 : Solveur multifrontal non symétrique Le probléme éléments
finis est non symétrique, nous utilisons la librairie UMFPACK [27] pour
inverser les systemes linéaires a chaque pas de I’agorithme de Newton.

Choix du parametre de stabilisation Pour des interpolations d’ordre un, une analyse
de I’erreur permet d’établir la dépendance de T vis a vis des parametres du probleme :
a = ||v||,h,v. Ainsi, selon [24], 1a valeur optimale de T est :

1 2a 4v

’C:(@—F?‘f‘ﬁ) (411)

[’absence de parametre optimal pour des interpolations d’ordre supérieur, a part les résul-
tats mentionnés dans [58], explique certainement le recours quasi-systématique a des in-
terpolations de degré un, et par conséquent, I’emploi de la méthode de stabilisation PSPG.
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Numériquement, 1I’expérience semble montrer que pour un ordre p, il faut employer un
paramétre proche de T/ p.

1.4 Discrétisation par Eléments Finis

Eléments mixtes de Taylor-Hood Comme précisé au premier chapitre, des éléments
triangles combinés a des fonctions de forme linéaires et quadratiques pour la pression
et la vitesse respectivement vérifient la condition inf-sup. Il n’est donc pas nécessaire
d’utiliser une méthode de stabilisation supplémentaire.

Remarque 4 : Implantation avec LM TPP

Dans LMTpp, un type unique d’élément est associé au maillage et a la for-
mulation. Sur un type d’élément, l’interpolation est définie en associant un
degré de liberté a chaque neceud. Nous choisissons des triangles a 6 neeuds, le
champ de vitesse est ainsi quadratique, ce qui est recherché, mais le champ
de pression également, ce qui n’est pas souhaité. Nous avons donc défini
une nouvelle interpolation faisant intervenir les trois degrés de liberté som-
mitaux pour la pression, et ajouté un terme au résidu r, afin de bloquer les
degrés de liberté associés aux nceuds milieux (figure 4.2). Pour des raisons
de visualisation des résultats, on comprend facilement qu’il est plus judi-
cieux de réaliser un blocage Tri3, bien que cela ne change pas les résultats
obtenus pour les degrés de liberté sommitaux.

% interpolation Tri6 't Tri6 bloqué sur 0

-,

[] interpolation Tri3 [] 7vi6 bloqué sur Tri3
- visualisations

(paraview)

Do Ps —= ) Po

Qe _ = o -""

To I ! Dy
ng ny €

n; €

FIGURE 4.2 : Blocage de degrés de liberté excédentaires

Eléments finis linéaires L’ utilisation d’interpolations polynomiales de méme ordre pour

les inconnues de vitesse et de pression conduit a des éléments qui ne vérifient pas la condi-

tion inf-sup. Il est cependant possible de contourner cette condition par I’ajout d’un terme
h2

de stabilisation supplémentaire [194]. Le parametre T, est choisi tel que : T, = v
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FIGURE 4.3 : Cas test d’illustration : écoulement autour d’un cylindre.
Géométrie du probleme

Test des interpolations vitesse-pression Pour isoler la difficulté liée a 1’incompressi-
bilité, nous considérons le probleme de Stokes, qui peut €tre obtenu a partir du probleéme
de Navier-Stokes. A faible nombre de Reynolds, le terme de convection du probléme de
peut en effet étre négligé. Les deux problemes sont des problemes de point selle, puisque
I’écoulement est incompressible. Les considérations numériques du traitement de 1’in-
compressibilité s’appliquent donc aux deux problemes. Considérons le probleme d’un
écoulement autour d’une section circulaire, tel que décrit sur la figure 4.3. La vitesse en
entrée est imposée horizontale, et parabolique en y. La figure 4.4 présente les champs de
vitesse et de pression obtenus pour différentes solutions éléments finis. L’emploi d’in-
terpolations de méme ordre (€éléments triangles et fonctions de forme linéaires) génere
des oscillations dans le champ de pression, visibles principalement en amont du cylindre.
Le champ de vitesse est néanmoins correct. La stabilisation du probleme par la méthode
PSPG ou I’emploi d’une interpolation adéquate (éléments triangles et fonctions de forme
quadratiques et linéaires) permettent d’obtenir un champ de pression juste. Les deux so-
lutions aboutissent au méme résultat.

2 Résolution du probleme par décomposition du domaine

Le domaine Q occupé par I’écoulement est décomposé en N sous-domaines disjoints
Qrcx et en interfaces I'gp, selon la figure 4.5, chacun ayant ses propres variables et
équations [112]. On note [ la restriction de toute quantité [] a Qf. Sur le sous-domaine
Qpr, les variables sont donc vg et pg, champs de vitesse et de pression. Sur I’interface
I'ggr, le champ W est la trace de v, et F g est la composante normale du tenseur des
contraintes Gg.

2.1 Formulation continue du probleme décomposé

Pour étre solutions du probleme, les champs sur les sous-domaines et sur les interfaces
doivent vérifier les conditions d’admissibilité sur les sous-domaines et les relations de
comportement d’interface.
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Vitesse (module)
Or100 0200 | | |0\'3‘OP\ ERERR

1.16e-11 0.395

Pression
A
-1.01 8.90

Vitesse (module)

0;100 0200 | | |0\'3|0\O\ [RERERN

1.55e-11 0.391

Pression

0.00 2.00 4.(;0‘ o \(\"00|
|
-0.0859 6.28
Vitesse (module)
0rt0P 0200 || |0\'3‘0\0\ ERERE
1.31e-13 0.395

Pression
0.00 2.00 4.00I o ‘6|.(‘)O‘
-0.0859 6.28

FIGURE 4.4 : Probleme de Stokes : champs de vitesse et de pression.
haut : éléments Tri3Tri3. milieu : éléments Tri3Tri3 et stabilisation
PSPG. bas : éléments Tri6Tri3 compatibles LBB
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FIGURE 4.5 : Décomposition en sous-domaines et interfaces

Conditions d’admissibilité par sous-domaine Le champ v, doit étre égal a la vitesse
d’interface sur le bord du sous-domaine :

Wi =vElaa,

Il doit également vérifier les conditions initiales dans le cas de problemes d’évolution :

Veli=0 =Yg
Le champ de contraintes de Cauchy &, doit équilibrer les efforts d’interface Fg et les
efforts d’inertie :
vy
—+vgVvp+V.6_ =0
o E=E - =

et vérifier la relation de comportement d’un fluide newtonien :

S
S, = —Pel+2vV’(vg)

Comportement des interfaces L’interface 'z entre Qf et Qg génere une relation de
comportemententre W =W ppr, W =W g, F = F gy et F' = F prp qui sont des restrictions
de Wg, Wpi, Fp et Fg respectivement. Le probleme de Navier-Stokes fait intervenir
uniquement des interfaces parfaites, pour lesquelles la relation de comportement s’€écrit :

W =W
F=—F

Remarque 5 : Conditions aux limites Les conditions aux limites sont prises
en compte comme une relation de comportement particuliére :

— pour une interface a vitesse imposée : W =W,

— pour une interface a effort imposé : F = F
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Reformulation du probleme Avec les définitions ci-dessus, le probléme posé sur 1’en-
semble du domaine € s’écrit :

Trouver (vg, pe, W, Fg)ec tels que :
1. (vg,pe,Wg,Ff) est admissible sur Qg

2. (Wg,Fp) vérifie le comportement des interfaces

Les deux points définissent deux espaces, a I’intersection desquels se trouve la solution
recherchée. Le calcul de cette solution est réalisé de maniere itérative, et exposé dans la
section 3.

2.2 Formulation faible du probléme décomposé

La formulation faible associée au probleme décomposé correspond a la vérification en
moyenne des équations de Navier-Stokes sur chaque sous-domaine. Le probleme éléments
finis correspondant est construit de la méme maniere que décrite en début de chapitre. Les
conditions d’interface sont également vérifiées de maniere faible.

Espaces d’approximation sur les interfaces Sur L’interface I'gg, les champs de vi-
tesse W et d’effort F~ doivent étre choisis avec soin. Le champ d’effort F* appartient en
effet 2 H—1/2 (Tggr), il n’est donc pas forcément continu. En élastostatique, 1’interpola-
tion des champs d’effort est choisie compatible avec la trace du champ de contrainte sur le
bord des sous-domaines. Ainsi, pour des éléments linéaires, le champ F e