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Introduction

Soit G un groupe topologique localement compact. L’ensemble S(G) de ses sous-
groupes fermés est muni d’une topologie naturelle, appelée topologie de Chabauty.
C. Chabauty a introduit cette topologie afin de généraliser le critère de compacité de
Mahler aux familles de réseaux de groupes localement compacts (voir [Cha50]).

L’étude de l’espace des sous-groupes fermés dans sa totalité est difficile. Le premier
résultat non banal est dû à I. Pourezza et J. Hubbard, qui ont montré que l’espace
des sous-groupes fermés de R2 est homéomorphe à la sphère S4 (voir [PH79]). Plus
récemment, M. Bridson, P. de la Harpe et V. Kleptsyn ont déterminé l’espace des sous-
groupes fermés du groupe de Heisenberg (voir [BdlHK09]). B. Kloeckner a montré que
l’espace des sous-groupes fermés de Rn est stratifié et simplement connexe (voir [Klo09]).
Si G est abélien, Y. de Cornulier a donné des propriétés générales sur l’espace de sous-
groupes fermés de G (voir [dC11]). Dans le chapitre II (voir la publication [Hae10b]),
nous décrivons l’espace des sous-groupes fermés du groupe R×Z (voir le théorème 7.3),
et montrons en particulier que son groupe fondamental n’est pas dénombrable (voir le
théorème 8.2).

L’espace des sous-groupes fermés de G est un espace compact, il peut ainsi servir à
définir de nombreuses compactifications. Par exemple, si X est un espace symétrique de
type non compact, l’application qui à un point de X associe son stabilisateur dans l’es-
pace des sous-groupes fermés du groupe des isométries de X est un plongement, dont
l’adhérence est la compactification de Chabauty de X. Dans [GJT98], Y. Guivarc’h,
L. Ji et J.C. Taylor ont montré par l’étude de mesures que cette compactification est
isomorphe à la compactification de Satake-Furstenberg maximale de X. Dans le cha-
pitre III (voir la publication [Hae10a]), nous établissons cet isomorphisme de manière
plus directe (voir le théorème 9.1), et retrouvons sa caractérisation comme ensemble de
sous-groupes distaux maximaux (voir le théorème 10.20). A. Borel et L. Ji définissent
également une compactification de Chabauty des espaces localement symétriques, dont
ils montrent qu’elle est dans certains cas isomorphe à la compactification de Borel-Serre
réductive (voir [BJ07, III.12]). Si X est un immeuble de Bruhat-Tits, Y. Guivarc’h et
B. Rémy ont défini de manière analogue la compactification de Chabauty de l’espace des
sommets de X, et ont montré en particulier que cette compactification est isomorphe à
la compactification polyédrale (voir [GR06]). Ce résultat a été étendu par P.E. Caprace
et J. Lécureux à une large classe d’immeubles (voir [CL09]).

La topologie de Chabauty permet également de définir des compactifications d’autres
espaces homogènes. Soient G un groupe de Lie réel connexe semi-simple, de centre fini
et sans facteur compact, Γ un réseau de G et H un sous-groupe fermé de G. L’étude
des H-orbites dans G/Γ est naturelle et très riche. Depuis les travaux de M. Ratner
(voir [Rat91]), on les comprend bien dans le cas où H est engendré par des unipotents.
Plus récemment grâce aux travaux d’Y. Benoist et de J.-F. Quint (voir [BQ11a] et
[BQ11b]), on les comprend bien lorsque l’adhérence de Zariski de H est semi-simple.
Si H = A est la composante neutre d’un tore déployé maximal au contraire, les or-
bites sont bien moins comprises (voir par exemple [EKL06], [ELMV09] et [ELMV11]).
Déjà dans le cas G = SL3(R) et Γ = SL3(Z), une conjecture de G. Margulis affirme
que les A-orbites bornées dans G/Γ sont compactes (voir [Mar97] et [Mau10]). Ainsi, il
est essentiel de mieux comprendre la géométrie de l’espace G/A, c’est-à-dire essentielle-
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ment de l’espace des plats maximaux marqués de l’espace symétrique X de G. Dans le
chapitre IV, de manière analogue à la compactification de Chabauty de X, nous consi-
dérons l’application qui à un plat maximal de X associe son stabilisateur dans G, et
appelons compactification de Chabauty de l’espace des plats maximaux de X l’adhérence
de l’image de ce plongement. Nous la décrivons complètement lorsque G = SL3(R) (voir
le théorème 13.17), et dans ce cas nous montrons que la compactification est simplement
connexe (voir le théorème 13.22), et nous la décrivons partiellement lorsque G = SL4(R)
(voir le théorème 13.25).

La complexité de cette compactification de Chabauty nous amène à définir la com-
pactification géométrique de l’espace des plats maximaux de X en le voyant comme un
sous-espace de l’espace des fermés de la compactification géodésique de X. Nous éten-
dons cette étude au cas des immeubles euclidiens localement finis fortement transitifs,
ce qui permet de traiter le cas des groupes p-adiques semi-simples. Nous montrons que
cette compactification est isomorphe à la compactification géométrique de l’espace des
appartements de l’immeuble sphérique au bord à l’infini de X (voir le théorème 14.8).
Dans le cas où K est un corps local et X est l’espace symétrique de type non compact
ou l’immeuble euclidien de G = SL3(K), nous décrivons en particulier complètement
cette compactification géométrique, et nous montrons qu’elle coïncide avec l’espace de
toutes les images d’appartements (par des morphismes de complexes polyédraux préser-
vant le type) dans l’immeuble sphérique (voir le théorème 14.7). De manière peut-être
surprenante, ce n’est plus le cas pour G = SLm(K) dès que m > 4.

Dans une autre perspective de dégénérescence de structures géométriques, nous
nous intéressons aux généralisations de la compactification de Thurston de l’espace de
Teichmüller d’une surface S compacte, connexe, orientable et de genre g > 2 (voir la
prépublication [Hae11]). Cette compactification est définie en associant à chaque classe
d’isotopie de métrique hyperbolique sur S la fonction qui à une courbe fermée simple
sur S associe la longueur de la géodésique hyperbolique isotope (voir [FLP79]). Dans le
chapitre V, en identifiant un espace symétrique de type non compact classique X à un es-
pace de classes d’isométrie de réseaux marqués d’un espace euclidien ou hermitien, nous
définissons de manière analogue une compactification de Thurston de X. Nous montrons
qu’elle est isomorphe à l’une des compactifications de Satake (voir le théorème 16.12),
ce qui répond à une question posée par F. Paulin dans [Pau10]. Nous montrons que ce
résultat reste vrai si X est l’espace symétrique du groupe de Lie exceptionnel E6(−26).

Puis nous appliquons cette étude pour définir une compactification de Thurston des
espaces de Torelli de surfaces. L’espace de Torelli de S est le quotient de l’espace de
Teichmüller de S par le groupe de Torelli de S, qui est le sous-groupe du groupe modu-
laire de S formé des classes d’homéomorphismes ayant une action triviale en homologie
(voir par exemple [Far06]). Le groupe de Torelli est encore assez peu compris : lorsque
g = 2, G. Mess a montré que le groupe de Torelli est libre sur une infinité dénombrable
de générateurs (voir [Mes92]). Lorsque g > 3, D. Johnson a exhibé une famille généra-
trice finie du groupe de Torelli (voir [Joh83]), mais on ne sait toujours pas s’il est de
présentation finie. Une étude homotopique de notre compactification pourrait permettre
d’attaquer cette conjecture.

Nous définissons une compactification de Thurston de l’espace de Torelli en le plon-
geant dans l’espace des fonctions de longueurs de Z2g. En identifiant l’espace de Torelli à
un sous-espace des classes d’isométrie de réseaux symplectiques marqués de R2g grâce à
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l’application période, nous montrons que cette compactification est Sp2g(Z)-isomorphe
à une compactification de Satake du demi-espace de Siegel Sp2g(R)/U(g) (voir le théo-
rème 17.4). Enfin, nous décrivons une stratification naturelle du bord de la compactifi-
cation de Thurston de l’espace de Torelli, indexée par le complexe des courbes fermées
simples séparantes de S (voir le théorème 17.8).

Présentons maintenant de manière plus détaillée les résultats principaux de la thèse.

Notre premier travail porte sur l’espace des sous-groupes fermés de R× Z.

Nous avons dit que la description de l’espace des sous-groupes fermés de groupes
topologiques localement compacts n’est connue que pour un petit nombre d’exemples.
Dans le chapitre II (correspondant à la publication [Hae10b]), nous décrivons l’espace
S(R × Z) des sous-groupes fermés du groupe R × Z, qui est homéomorphe par dualité
de Pontryagin à l’espace des sous-groupes fermés du dual C∗.

Soit A ⊂ R2 l’espace des « anneaux hawaïens », réunion d’une infinité dénombrable
de cercles (Ak)k∈N\{0} se rencontrant deux à deux exactement en un point et s’accumulant
sur ce point. Pour tout entier k ∈ N\{0}, considérons une copie Dk du disque fermé et
I = [0, 1]. Munissons la réunion disjointe X = I ⊔⊔k∈N\{0}Dk de la topologie telle que

les disques Dk s’accumulent sur le segment I le long des rayons de ces disques (voir la
figure 1).

Figure 1 – Le recollement X ∪g A, homéomorphe à l’espace des sous-groupes fermés
de R× Z.

Recollons enfin le cercle ∂Dk au bord de chacun des disques sur l’espace A, de la
manière suivante. Soit (Iq)q∈Q/Z une famille de segments deux à deux disjoints du cercle
∂Dk, dont l’ordre cyclique est donné par celui de Q/Z· Alors définissons gk : ∂Dk → A,
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qui sur chaque segment Iq effectue une fois le tour du cercle Akb dans le sens direct à
partir de 0, où b ∈ N\{0} désigne le dénominateur de q, et qui envoie le reste du cercle
∂Dk sur 0. Cela définit une application g :

⋃
k∈N\{0} ∂Dk → A. Prolongeons continûment

l’application g à l’extrémité 0 du segment I en définissant g(0) comme le point singulier
des anneaux hawaïens A.

Théorème. L’espace S(R × Z) est homéomorphe à la réunion de I et des disques
(Dk)k∈N\{0} s’accumulant sur I, recollée sur l’espace A par l’application g. (Voir le théo-
rème 7.3.)

De plus, nous donnons une description combinatoire du groupe fondamental de l’es-
pace des sous-groupes fermés de R× Z, et montrons en particulier le résultat suivant.

Théorème. Le groupe fondamental de l’espace S(R × Z) n’est pas dénombrable. (Voir
le théorème 8.2.)

La deuxième partie de notre travail porte sur la compactification de Chabauty des
espaces symétriques de type non compact. Elle correspond à la publication [Hae10a].

Soit X un espace symétrique de type non compact, et soit G son groupe d’isomé-
tries. On suppose que G se surjecte sur la composante neutre Isom0(X) du groupe des
isométries de X, avec noyau fini. Considérons le plongement

X → S(G)
x 7→ Gx = {g ∈ G : g · x = x}

qui à un point de X associe son stabilisateur dans l’espace S(G) des sous-groupes fermés
de G, qui permet d’identifier X avec le sous-espace de S(G) des sous-groupes compacts

maximaux de G. L’adhérence X
S

de l’image de ce plongement est appelée la compactifi-
cation de Chabauty de X. Nous appellerons ici groupes limites les groupes apparaissant
dans la frontière de X dans X

S
.

Les espaces symétriques sont des objets très riches (voir par exemple [Hel78]), et
leurs compactifications ont été très étudiées (voir par exemple les travaux de Mos-
tow [Mos73], Satake [Sat60], Borel et Ji [BJ07]...). Elles sont nombreuses, en fonction
des besoins nécessaires : compactifications géodésique, de Satake, de Furstenberg, po-
lyédrale, de Martin, de Karpelevic, etc. (voir par exemple [GJT98]). La géométrie des
espaces symétriques étant intimement liée à la structure de leurs groupes d’isométries,
il est naturel, comme dans [GJT98], d’étudier leurs compactifications de Chabauty.

Nous renvoyons à la partie 10.3 pour des détails sur la terminologie qui suit. Soient
K un sous-groupe compact maximal de G, G = KAN une décomposition d’Iwasawa de
G et X = G/K, muni de la métrique riemannienne G-invariante définie par la forme de
Killing de G, l’espace symétrique de type non compact associé. L’algèbre de Lie a de
A est une sous-algèbre de Lie abélienne maximale diagonalisable de l’algèbre de Lie g

de G. Elle définit un système de racines Σ, qui est l’ensemble des formes linéaires non
nulles α sur a dont l’espace de poids gα = {Y ∈ g : ∀H ∈ a, adH(Y ) = α(H)Y } est non
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nul. Choisissons une base ∆ de Σ, et notons a+ la chambre de Weyl fermée associée.
Notons de plus M = ZK(a) le centralisateur de a dans K.

Pour toute partie propre I de ∆, notons aI =
⋂

α∈I Kerα et aI l’orthogonal de aI
dans a pour la forme de Killing de G. Notons AI le sous-groupe de Lie connexe de G
d’algèbre de Lie aI , et AI,+ = AI ∩ exp a+.

Définissons alors le sous-groupe de Lie GI = D(Z(aI))0, composante neutre du
groupe dérivé du centralisateur de aI dans G, et KI = GI ∩ K. Soit Σ+

I l’ensemble
des racines positives qui ne sont pas combinaison linéaire des racines de I, et soit nI
la sous-algèbre de Lie somme directe des espaces de poids des éléments de Σ+

I . Notons
NI le sous-groupe de Lie connexe de G d’algèbre de Lie nI . Pour tous a ∈ A et k ∈ K,
notons

DI
a,k = kaKIMNIa

−1k−1.

Le but principal du chapitre III est de donner une nouvelle démonstration, plus
courte et plus directe, du théorème de [GJT98] donnant une description explicite des
groupes limites de la compactification de Chabauty de X.

Théorème. Soit D ∈ X
S\X un groupe limite. Alors il existe une partie propre I de ∆,

a ∈ AI,+ et k ∈ K tels que D = DI
a,k.

De plus, cette écriture est unique au sens suivant : pour I1, I2 deux parties propres
de ∆, a1 ∈ AI1,+, a2 ∈ AI2,+ et k1, k2 ∈ K, nous avons DI1

a1,k1
= DI2

a2,k2
si et seulement

si
I1 = I2 = I, a1 = a2 = a et k−12 k1 ∈ (KI ∩ aKIa−1)M.

(Voir les théorèmes 10.12 et 10.13.)

Nous retrouvons ensuite les résultats (voir [Moo79] et [Gui01]) de classification des
sous-groupes distaux maximaux et moyennables maximaux isotropiquement connexes de
G. Nous rappelons qu’un sous-groupe fermé H de G est dit distal si les valeurs propres
de son action adjointe sur g sont toutes de module 1 ; en particulier, tout sous-groupe
compact est distal. On dit qu’un sous-groupe fermé H de G est isotropiquement connexe
s’il existe un tore A′ de G déployé sur R, inclus dans H ′, tel que H = H0ZH(A

′), où
ZH(A

′) désigne le centralisateur de A′ dans H .

Théorème. La compactification de Chabauty X
S

est l’ensemble des sous-groupes distaux
maximaux de G. Les sous-groupes moyennables maximaux isotropiquement connexes de
G sont les normalisateurs de ces sous-groupes. (Voir les théorèmes 10.20 et 10.17.)

La topologie de Chabauty permet également de définir des compactifications d’autres
espaces homogènes, comme la compactification de Chabauty de l’espace des plats d’un
espace symétrique de type non compact. L’idée de considérer les stabilisateurs est dûe
à Demazure (voir [Dem80]).

Soient G un groupe de Lie réel connexe semi-simple, de centre fini, sans facteur
compact et X l’espace symétrique de G. Notons A un sous-groupe de Cartan de G,
c’est-à-dire la composante neutre d’un tore déployé maximal T de G, de normalisateur
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T ′. Par exemple, pour G = SLm(R) où m > 2, nous prendrons pour A le sous-groupe
diagonal de G à coefficients positifs.

Notons Plats(X) l’espace des plats maximaux de X, muni de la topologie induite
par la topologie de Chabauty sur l’espace F(X) des fermés de X. Le groupe G agit
transitivement sur l’espace Plats(X), et le stabilisateur du plat standard P0 est T ′, donc
l’espace Plats(X) s’identifie naturellement à l’espace homogène G/T ′. Remarquons que
l’espace Plats(X) a un groupe fondamental d’ordre 48 (voir le lemme 13.23).

Considérons le plongement

G/T ′ → S(G)
gT ′ 7→ gAg−1

qui à un plat maximal P de X associe le sous-groupe de Cartan de G qui stabilise P ,

dans l’espace S(G) des sous-groupes fermés de G. L’adhérence Plats(X)
S

de l’image de
ce plongement est appelée la compactification de Chabauty de l’espace Plats(X).

Nous décrivons explicitement cette compactification dans le G = SL3(R).

Théorème. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maximaux
Plats(X) de l’espace symétrique X de SL3(R) est le sous-espace de S(SL3(R)) des sous-
groupes fermés connexes abéliens maximaux inclus dans un sous-groupe de Borel. Cette

compactification Plats(X)
S

est simplement connexe. (Voir les théorèmes 13.17 et 13.22.)

Pour le groupe G = SL4(R), nous avons un résultat partiel.

Théorème. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maximaux
Plats(X) de l’espace symétrique X de SL4(R) est le sous-espace de S(SL4(R)) des sous-
groupes fermés connexes abéliens de dimension 3 inclus dans un sous-groupe de Borel.
(Voir le théorème 13.25.)

Par contre, l’analogue de cet énoncé est incorrect pour SLm(R), si m > 10 (voir le
lemme 13.28).

Puis nous avons étudié la compactification géométrique de l’espace des plats d’es-
paces symétriques et d’immeubles.

SoitX un espace symétrique de type non compact de rang r ou un immeuble euclidien
localement fini de dimension r fortement transitif, et notons G son groupe d’isométries.
Considérons sa compactification géodésique X

g
(voir la partie 2), et notons Plats(X)

l’espace des plats maximaux de X (i.e. l’espace des appartements si X est un immeuble
euclidien). Considérons le plongement

φ : Plats(X) → F(X
g
)

P ⊂ X 7→ P ⊂ X
g
,

et appelons son adhérence la compactification géométrique Plats(X)
g

de Plats(X).

D’autre part, notons I l’immeuble sphérique à l’infini de X, il est muni d’une struc-
ture naturelle d’immeuble sphérique topologique au sens de [BS87b]. Considérons l’es-
pace compact I(r−1) des chambres de Weyl fermées de I, et soit W le groupe de Weyl
de G.
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L’espace Plats(X) est naturellement G-isomorphe à l’espace App(I) des apparte-
ments de I. Un appartement de I est une union finie de chambres de Weyl fermées,
donc un fermé de I(r−1). L’espace App(I) est muni de la topologie induite par la topo-
logie de Chabauty sur l’espace F(I(r−1)). Considérons l’adhérence de App(I) dans cet
espace compact, elle est incluse dans le sous-espace des images d’un appartement fixé
A dans I par un morphisme de complexes polyédraux préservant le type. Cela définit
une G-compactification App(I)g de l’espace des appartements de I, que nous appelons
compactification géométrique de App(I). Nous démontrons le résultat suivant.

Théorème. La compactification géométrique Plats(X)
g

de l’espace des plats de X est
naturellement G-isomorphe à la compactification géométrique App(I)g de l’espace des
appartements de I. (Voir le théorème 14.8.)

Nous décrivons ensuite explicitement cette compactification dans le cas du groupe
G = SL3(K), où K est un corps local (commutatif non trivialement valué, complet et
localement compact, c’est-à-dire isomorphe à R, C, une extension finie de Qp ou Fq((t))
où p est premier et q est une puissance d’un nombre premier), et nous montrons dans
ce cas le résultat suivant, qui est incorrect pour SLm(K) dès que m > 4 :

Théorème. La compactification géométrique App(I)g de l’espace des appartements de
l’immeuble sphérique I de (SL3,K) est l’espace de toutes les images par des morphismes
de complexes polyédraux préservant le type de l’appartement A dans I. C’est une variété
algébrique projective irréductible. (Voir le théorème 14.7.)

Nous en déduisons l’existence de dégénérescences très particulières de plats et de
géodésiques dans l’espace symétrique de type non compact ou dans l’immeuble euclidien
X de SL3(K), dont en particulier le corollaire suivant.

Corollaire. Il existe une suite (γn)n∈N de géodésiques de X telle que la suite (γn)n∈N
converge vers un fermé F dans l’espace F(X

g
) des fermés de X

g
, qui ne soit inclus dans

aucun plat à l’infini de X. (Voir le corollaire 14.11.)

Dans une autre perspective de dégénérescence de structures géométriques, nous nous
intéressons aux espaces de réseaux marqués. Tout espace symétrique de type non com-
pact classique peut être vu comme un espace de réseaux marqués d’un espace euclidien
ou hermitien (voir par exemple [Bav05]). Dans cette partie de notre travail (contenue
dans la prépublication [Hae11]), nous nous servons de ce point de vue pour étudier une
compactification à la Thurston des espaces de réseaux marqués.

Soit m > 1 un entier, on appelle réseau marqué de covolume 1 de Rm tout morphisme
injectif de Z-modules f : Zm → Rm dont l’image est discrète et de covolume 1. L’es-
pace des classes d’isométrie de tels réseaux marqués est naturellement homéomorphe à
l’espace symétrique de type non compact Em = SLm(R)/ SOm(R). On peut définir une
compactification à la Thurston de cet espace, grâce aux distances de translation (où Rm

est muni de la norme euclidienne usuelle). Considérons l’application

φ : Em → P(R+
Zm

)

[f : Zm → Rm] 7→ [u 7→ ||f(u)|| ].
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Théorème. L’application φ est un plongement, dont on appelle l’adhérence de l’image
Em
T

la compactification de Thurston de l’espace symétrique Em. Cette compactification
est SLm(Z)-isomorphe à la compactification de Satake Em

S
associée à la représentation

tautologique de SLm(R) sur Rm. (Voir la proposition 16.11 et le théorème 16.12.)

Nous démontrons en fait un résultat plus général (voir le théorème 16.12), pour
le corps R, C ou le corps gauche H des quaternions de Hamilton, ainsi que pour des
sous-espaces de réseaux autoduaux, ce qui permet de traiter le cas de tous les espaces
symétriques de type non compact classiques. Et nous étendons ce théorème au cas du
groupe de Lie exceptionnel E6(−26) (voir le théorème 16.18), qui est la forme réelle non
compacte de rang réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel E6.

Dans la dernière partie de notre travail (également contenue dans la prépublica-
tion [Hae11]), nous étudions une compactification à la Thurston de l’espace de Torelli.

Soit S une surface compacte, connexe, orientable et de genre g > 2. L’espace de
Torelli Tor(S) de la surface S est l’espace des classes d’isotopie de surfaces hyperboliques
munies d’un marquage de leur homologie par celle de S. L’espace de Torelli Tor(S)
s’identifie au quotient de l’espace de Teichmüller de S par le groupe de Torelli T (S),
qui est le sous-groupe du groupe modulaire de S constitué des classes d’isotopie de
difféomorphismes de S ayant une action triviale en homologie.

Dans l’espoir de mieux comprendre le type d’homotopie de l’espace de Torelli, nous
allons en définir une compactification naturelle. Considérons une surface hyperbolique
X marquée par un difféomorphisme h : S → X. Le théorème de Hodge identifie l’espace
H1(X,R) avec l’espace des 1-formes différentielles harmoniques sur X, et cet espace est
muni du produit scalaire L2 : notons ‖ · ‖X la norme euclidienne associée sur H1(X,R).
Considérons alors l’application

ψ : Tor(S) → R+
H1(S,Z)

[X, h] 7→
{
ω 7→ ‖h−1∗(ω)‖X

}
,

et ψ : Tor(S) → P(R+
H1(S,Z)) son application quotient. Appelons compactification de

Thurston de l’espace de Torelli Tor(S) l’adhérence de l’image de l’application ψ dans
P(R+

H1(S,Z)). Nous allons l’identifier à une compactification à la Satake de Tor(S).

Considérons l’espace Es
2g des classes d’isométrie de réseaux symplectiques marqués

de covolume 1 de R2g, qui s’identifie à l’espace symétrique Sp2g(R)/U(g) de Sp2g(R),
aussi appelé demi-espace de Siegel. Considérons, comme précédemment, le plongement
φ : Es

2g → P(R+
Z2g

). Considérons d’autre part l’application

p : Tor(S) → Es
2g

[X, h] 7→ [h−1
∗
: H1(S,Z) = Z2g → H1(X,R) = R2g].

Alors l’application p est l’application période classique (voir le théorème 17.2), et ψ est
égal à la composée φ ◦ p. En particulier, ψ est un revêtement de degré deux sur son
image, ramifié le long du lieu hyperelliptique de Tor(S).

Appelons compactification de Satake de l’espace de Torelli l’adhérence de l’image de
l’application période dans la compactification de Satake de Es

2g = Sp2g(R)/U(g) associée
à la représentation standard de Sp2g(R) sur R2g.
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Théorème. Les compactifications de Thurston et de Satake de l’espace de Torelli sont
Sp2g(Z)-isomorphes. (Voir le théorème 17.4.)

De plus, nous décrivons une partie du bord de cette compactification : plus préci-
sément, nous décrivons l’adhérence de l’image de ψ. Considérons Ksep(S) le complexe
des courbes séparantes de S : les sommets de ce complexe simplicial sont les classes
d’homotopie de courbes fermées simples séparantes non triviales, et les (k-1)-simplexes
sont les k-uplets σ = {[γ1], . . . , [γk]} de classes de telles courbes deux à deux disjointes
et non homotopes. Notons également ΣKsep(S) l’ensemble des simplexes de Ksep(S).

Si σ = {[γ1], . . . , [γk]} est un tel (k-1)-simplexe, considérons les k+1 composantes
connexes de S\ ∪k

j=1 γj, et fixons pour chacune d’elles un homéomorphisme avec Sj\Pj,
où Sj est une surface compacte lisse sans bord de genre gj > 1, et où Pj est une partie
finie de Sj (voir la figure 2).

Figure 2 – Découpage de la surface S.

Notons

ψσ : Torσ(S) =

k∏

j=0

Tor(Sj) → R+
H1(S,Z)

([Xj, hj])06j6k 7→



ω =

k∑

j=0

κ∗jωj 7→
(

k∑

j=0

‖h−1j
∗
(ωj)‖2Xj

) 1
2



 ,

où ωj ∈ H1(Sj,Z), et où κj : S → Sj est l’application d’écrasement des Sj′, pour j′ 6= j :
pour plus de détails, voir la partie 17.3.3.

Théorème. L’adhérence de l’image de l’application ψ dans l’espace R+
H1(S,Z) est la

réunion disjointe des strates

ψ(Tor(S)) = ψ(Tor(S)) ⊔
⊔

σ∈ΣKsep(S)

ψσ(Torσ(S)).

(Voir le théorème 17.8.)
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1 La topologie de Chabauty

1.1 L’espace des fermés d’un espace topologique localement

compact

Soient X un espace topologique localement compact et F(X) l’ensemble des fermés
de X. On munit F(X) de la topologie de Chabauty (voir [Cha50], et [dlH08] pour un très
bon survol), aussi appelée topologie de Hausdorff ou de Vietoris. Les ouverts de cette
topologie sont les réunions quelconques d’intersections finies de parties de la forme :

OK = {F ∈ F(X) : F ∩K = ∅}
et O′U = {F ∈ F(X) : F ∩ U 6= ∅},

où K est un compact de X et U un ouvert de X.

Le résultat suivant est classique, on pourra se référer à [Bou59b, §5], [CEG87, Pro-
position I.3.1.2, p. 59] ou [CDP07, Proposition 1.7, p. 58] par exemple.

Proposition 1.1. L’espace topologique F(X) est compact.

Dans le cas où l’espace topologique localement compact X est muni d’une distance
induisant sa topologie, on peut décrire la convergence des suites de fermés de X pour
la topologie de Chabauty (voir par exemple [CEG87, Lemma I.3.1.3, p. 60] ou [CDP07,
Proposition 1.8, p. 60]).

Proposition 1.2. Une suite de fermés (Fn)n∈N converge vers un fermé F dans F(X)
si et seulement si F est l’ensemble des valeurs d’adhérence des suites de (Fn)n∈N, c’est-
à-dire :

1. pour tout x ∈ F , il existe une suite (xn)n∈N convergeant vers x telle que, pour tout
n ∈ N, nous ayons xn ∈ Fn ;

2. pour toute partie infinie P ⊂ N, pour toute suite (xn)n∈P convergeant vers x telle
que xn ∈ Fn pour tout n ∈ P , nous avons x ∈ F . �

Par ailleurs, on a un critère simple de métrisabilité de l’espace F(X) (voir par
exemple [CDP07, Proposition 1.8, p. 60]).

Proposition 1.3. Si de plus la distance de X est propre (i.e. les boules fermées sont
compactes), alors l’espace F(X) est métrisable, pour la distance de Hausdorff pointée
(voir [BH99, Definition 5.43, p. 76]). Si x0 est un point base de X, et si F , F ′ sont des
fermés de X, on définit dHau,x0(F, F

′) comme la borne inférieure des ε > 0 tels que :

F ∩B(x0,
1

ε
) ⊂ Vε(F

′)

et F ′ ∩B(x0,
1

ε
) ⊂ Vε(F ),

où Vε(F ′) désigne le ε-voisinage ouvert de F ′ dans X. �
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1.2 L’espace des sous-groupes fermés d’un groupe topologique

localement compact

Soit G un groupe topologique localement compact. On note S(G) ⊂ F(G) l’ensemble
de ses sous-groupes fermés, muni de la topologie induite. La proposition suivante est
immédiate.

Proposition 1.4. Le sous-espace S(G) est un fermé de F(G), donc est compact. �

Les propriétés qui suivent sont élémentaires.

Proposition 1.5. Soit f : G → H un morphisme de groupes topologiques localement
compacts, qui est une application ouverte. Alors l’application S∗(f) : S(H) → S(G)
définie par S 7→ f−1(S) est continue.

Démonstration. Soit K un compact de G, alors f(K) est un compact de H et
S∗(f)−1(OK) = Of(K) est un ouvert de S(H). Soit U un ouvert de G, alors par hy-
pothèse f(U) est un ouvert de H et S∗(f)−1(O′U) = O′f(U) est un ouvert de S(H). Ainsi
l’application S∗(f) est continue.

Proposition 1.6. Soit f : G → H un morphisme de groupes topologiques localement
compacts qui est un plongement d’image fermée. Alors l’application S∗(f) : S(G) →
S(H) définie par S 7→ f(S) est un plongement d’image fermée.

Démonstration. Soit S un sous-groupe fermé de G. Alors, puisque f est un homéo-
morphisme sur son image, f(S) est un sous-groupe fermé de f(G). Or f(G) est lui-même
un sous-groupe fermé de H , donc finalement f(S) est un sous-groupe fermé de H : ainsi,
l’application S∗(f) est bien définie.

Considérons l’application g = f−1|f(G) : f(G) → G, c’est un isomorphisme de
groupes topologiques localement compacts. Ainsi l’application S∗(g) : S(G) → S(H)
qui à S associe g−1(S) est un homéomorphisme sur son image S(f(G)), et cette appli-
cation coïncide avec l’application S∗(f).

Par ailleurs l’image de S∗(f) est le sous-espace de S(H) constitué des sous-groupes
fermés de H contenus dans le sous-groupe fermé f(G), et est fermé.

Remarquons que l’hypothèse que f réalise un homéomorphisme sur son image est
nécessaire. En effet, considérons l’identité i du groupe G = R muni de la topologie dis-
crète, à valeurs dans H = R muni de la topologie usuelle. L’identité i est un morphisme
continu de groupes topologiques, bijectif, dont l’image est bien un sous-groupe fermé de
R, mais l’application S∗(i) n’est même pas définie : tout sous-groupe (même non fermé)
de H est un sous-groupe fermé de G.

1.3 Exemples d’espaces de sous-groupes fermés

Voici les premiers exemples de calculs d’espaces des sous-groupes fermés. Adoptons
la convention que 1

∞
Z = {0} et 1

0
Z = R. Cette notation est justifiée par la proposition

suivante.
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Proposition 1.7. L’application

φR : [0,∞] → S(R)
α 7→ 1

α
Z

est un homéomorphisme. �

Notons XZ le sous-espace topologique compact de R défini par XZ = {0} ∪ { 1
n
, n ∈

N\{0}}.

Proposition 1.8. L’application φZ : XZ → S(Z) définie par 1
n
7→ nZ et 0 7→ {0} est

un homéomorphisme. �

Proposition 1.9. L’application φR/Z : XZ → S(R/Z) définie par 1
n
7→ 1

n
Z mod Z et

0 7→ R/Z est un homéomorphisme. �

Fixons p un nombre premier, et notons XQp
le sous-espace topologique compact de

[0,∞] défini par XQp
= {0} ∪ {pn , n ∈ Z} ∪ {∞} (voir la figure 3).

Proposition 1.10. L’application

φQp
: XQp

→ S(Qp)

0 7→ Qp

pn 7→ pnZp

∞ 7→ {0}

est un homéomorphisme. �

Figure 3 – L’espace des sous-groupes fermés de R, Z et Qp.

Le premier calcul intéressant est celui des sous-groupes fermés de R2.

Théorème 1.11 (Pourezza-Hubbard). L’espace des sous-groupes fermés de R2 est ho-
méomorphe à la sphère S4. Le sous-espace des réseaux de R2 de covolume 1 est homéo-
morphe au complémentaire du nœud de trèfle dans S3. (Voir [PH79].)
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En ce qui concerne l’espace des sous-groupes fermés de Rn, B. Kloeckner a établi
plusieurs propriétés.

Théorème 1.12 (Kloeckner). L’espace des sous-groupes fermés de Rn est stratifié au
sens de Goresky-MacPherson, et est simplement connexe. (Voir [Klo09, Theorems 1.2
et 1.3].)

En ce qui concerne les groupes non abéliens, le cas du groupe affine réel est bien
connu. Notons Aff le groupe R⋉R, muni du produit :

(x, y)(x′, y′) = (x+ x′, y + exy′).

Proposition 1.13. L’espace des sous-groupes fermés de Aff est homéomorphe à la
réunion d’un disque fermé et d’un segment, dont une extrémité est attachée sur le bord
du disque (voir la figure 4).

Figure 4 – L’espace des sous-groupes fermés du groupe affine.

Démonstration. Le groupe Aff admet la représentation matricielle

Aff =

{(
ex y
0 1

)
, x, y ∈ R

}
.

L’algèbre de Lie du groupe Aff est

aff =

{(
u v
0 0

)
, u, v ∈ R

}
.

L’algèbre de Lie aff admet la base

(
U =

(
1 0
0 0

)
, V =

(
0 1
0 0

))
vérifiant [U, V ] =

V . Les sous-groupes à un paramètre de Aff sont, pour [u : v] ∈ P1(R), les sous-groupes

{
exp

{
t

(
u v
0 0

)}
, t ∈ R

}
=

{(
etu etu−1

tu
v

0 1

)
, t ∈ R

}
.

Ainsi, l’exponentielle aff → Aff est un difféomorphisme.

Considérons le disque fermé D = (P 1(R) × [0,∞])/{(x, 0) ∼ (x′, 0)}, et l’espace
XAff = (D ⊔ [0,∞])/{([0 : 1],∞) ∼ 0}, recollement du disque D et du segment [0,∞]
en un point. Rappelons la convention que 1

0
Z = R et 1

∞
Z = {0}.
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Considérons l’application

f : XAff → S(Aff)

([u : v], α) ∈ D 7→ exp

(
1

α
Z(uU + vV )

)

α ∈ [0,∞] 7→ exp

(
1

α
ZU ⊕ RV

)
.

C’est un homéomorphisme.

Nous pouvons ainsi voir que le sous-espace des sous-groupes discrets est le disque
ouvert épointé, donc est ouvert dans S(Aff), ce qui est vrai dès que G est sans petit
sous-groupe (voir [BdlHK09, Proposition 3.4, p. 8]). On peut remarquer que ce sous-
espace n’est pas dense, contrairement au cas de Rn où le sous-espace des réseaux est
ouvert et dense.

Un autre « petit » groupe est le groupe de Heisenberg H = C⋉R, muni du produit :

(z, t)(z′, t′) =

(
z + z′, t+ t′ +

1

2
Im(zz′)

)
.

M. Bridson, P. de la Harpe et V. Kleptsyn ont décrit l’espace des sous-groupes fermés
de H (voir [BdlHK09]).

1.4 L’espace des sous-groupes fermés du dual d’un groupe abé-

lien

Si G est un groupe topologique localement compact abélien, notons Ĝ son dual de
Pontryagin. C’est le groupe des caractères de G, c’est-à-dire des morphismes continus de
G à valeurs dans S1, muni de la topologie compacte-ouverte. C’est un groupe topologique

localement compact abélien. On a un isomorphisme canonique entre G et son bidual ̂̂G
(voir [Pon66, Theorem 52, p. 273]).

Théorème 1.14 (Pontryagin). L’application de G×Ĝ dans S1 définie par (g, χ) 7→ χ(g)
est continue, et l’application

G → ̂̂
G

g 7→ {χ 7→ χ(g)}
est un isomorphisme de groupes topologiques. �

De plus, on a un homéomorphisme canonique entre l’espace des sous-groupes fermés
de G et celui de Ĝ.

Proposition 1.15. L’application

φG : S(G) → S(Ĝ)
H 7→ {χ ∈ Ĝ : ∀h ∈ H,χ(h) = 1}

est un homéomorphisme. (Voir [dC11, Theorem 1.1]) �

Nous avons vu un exemple de cet homéomorphisme avec les espaces de sous-groupes
fermés du groupe Z et de son dual R/Z (voir les propositions 1.8 et 1.9).



1.5 - Compactification de Chabauty d’un espace homogène 17

1.5 Compactification de Chabauty d’un espace homogène

Soit G un groupe topologique localement compact, soit H un sous-groupe fermé de
G et soit N = NG(H) le normalisateur de H dans G. L’application naturelle

φG,H : G/N → S(G)
gN 7→ gHg−1

est injective et G-équivariante, pour l’action continue de G sur S(G) par conjugaison.
Cette application est également appelée plongement de Demazure (voir [Dem80]).

Lemme 1.16. L’application φG,H est continue.

Démonstration. Puisque l’application φG,H est G-équivariante, il suffit de montrer
qu’elle est continue en N ∈ G/N .

Soit K un compact de G tel que H ∈ OK , c’est-à-dire tel que H ∩K = ∅. Soit V
un voisinage compact de e dans G tel que pour tout g ∈ V nous ayons g−1Kg ∩H = ∅.
Alors le voisinage V N de N dans G/N est tel que φG,H(V N) ⊂ OK .

Soit U un ouvert de G tel que H ∈ O′U , c’est-à-dire tel que H ∩ U 6= ∅. Soit
h ∈ H ∩ U , et soit V un voisinage compact de e dans G tel que pour tout g ∈ V nous
ayons g−1hg ∈ U . Alors le voisinage V N de N dans G/N est tel que φG,H(V N) ⊂ O′U .

Ainsi l’application φG,H est continue.

Considérons Ĝ/N la compactification d’Alexandrov de G/N , et appelons compac-

tification de Chabauty (voir la partie 2.1) de G/N l’adhérence G/N
S

du plongement

diagonal G/N → Ĝ/N × S(G) (où l’application de G/N dans S(G) est φG,H). Lorsque
l’application φG,H est de plus un plongement, alors la compactification de Chabauty de
G/N est simplement l’adhérence de l’image de φG,H.

Proposition 1.17. Si G est un groupe de Lie réel et si H est connexe, alors φG,H est
un plongement.

Démonstration. Notons g l’algèbre de Lie de G, et h celle de H . Considérons l’appli-
cation

ϕG,H : G/N → S(g)
gN 7→ Ad g(h).

Puisque le sous-groupe H est connexe, les normalisateurs de H et de son algèbre de Lie
h dans G coïncident, ainsi l’application ϕG,H est injective. L’image de l’application ϕG,H

est incluse dans le sous-espace fermé Grd(g) des d-plans de g, où d est la dimension de
H .

Si AdG est un sous-groupe algébrique de GL(g), l’application ϕG,H s’identifie à
l’application orbitale pour l’action algébrique du groupe algébrique AdG sur la variété
algébrique projective Grd(g). C’est une immersion de variétés algébriques, or son image
est localement fermée pour la topologie de Zariski (voir par exemple [Hum75, Proposi-
tion 8.3, p. 60]), c’est donc en particulier un plongement pour la topologie analytique. Si
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AdG n’est pas un sous-groupe algébrique, l’application ϕG,H s’identifie à la restriction à

G/N de l’application orbitale pour l’action algébrique de l’adhérence de Zariski AdG
Z

sur la variété algébrique projective Grd(g), c’est donc également un plongement.

L’application φG,H est la composée du plongement ϕG,H et de l’application η :
Im(ϕG,H) → S(G) qui à la sous-algèbre de Lie Ad g(h) de g associe le sous-groupe fermé
gHg−1 de G. Il suffit donc de montrer que l’application η est un plongement. Il est clair
que l’application η est injective, et elle est continue car elle coïncide avec φG,H ◦ϕ−1G,H sur
Im(ϕG,H). Montrons que η−1 est continue sur son domaine : soient g ∈ G et (gn)n∈N une
suite de G telle que la suite de sous-groupes fermés (η(Ad gn(h)) = gnHg

−1
n )n∈N converge

vers gHg−1 dans S(G). Alors puisque l’exponentielle de G est un difféomorphisme local
en 0 de g sur G, la suite de sous-algèbres de Lie (Lie(gnHg

−1
n ) = Ad gn(h))n∈N converge

vers Ad g(h).

Ainsi l’application η est un plongement, donc l’application φG,H est un plongement.

Proposition 1.18. Si G est un groupe de Lie réel, si H est connexe et si AdG est un

sous-groupe algébrique de GL(g), alors la compactification de Chabauty G/N
S

est une
réunion de G-orbites qui sont des variétés localement fermées (sous-variétés algébriques
de Grd(g)) lisses, dont la seule de dimension maximale soit G/N .

Démonstration. D’après [Hum75, Proposition 8.3, p. 60], l’adhérence de Zariski de
l’image du plongement ϕG,H est une réunion de G-orbites Zariski-localement fermées,
dont la seule de dimension maximale soit G/N . Puisque la topologie analytique est plus
fine que celle de Zariski, et puisque le plongement ϕG,H et G-équivariant, le bord de la

compactification de Chabauty G/N
S

est une réunion de G-orbites localement fermées
(sous-variétés algébriques de Grd(g)) lisses, dont la seule de dimension maximale soit
G/N .

Nous verrons deux exemples de telles compactifications lorsque G est un groupe de
Lie réel connexe semi-simple, de centre fini, sans facteur compact, lorsque H est un sous-
groupe compact maximal dans le chapitre III, et lorsque H est la composante neutre
d’un tore déployé maximal dans la partie 13.

Rappelons qu’un sous-groupe Γ de G est appelé un réseau s’il est discret et de
covolume fini pour une mesure de Haar sur G.

Proposition 1.19. Si N est un réseau de G, alors φG,H est un plongement.

Démonstration. L’application φG,H est continue et injective. Par contraposée, sup-
posons que φG,H ne soit pas un plongement. Alors il existe une suite (xn = gnN)n∈N
tendant vers l’infini dans G/N telle que la suite de sous-groupes fermés (gnHg

−1
n )n∈N

converge vers un conjugué gHg−1 de H . Quitte à extraire, on peut supposer que la suite
de sous-groupes fermés (gnNg

−1
n )n∈N converge vers un sous-groupe fermé L de G. Il est

immédiat que L normalise gHg−1, donc L est inclus dans gNg−1.

Fixons une mesure de Haar sur G. Soit K un voisinage compact de e dans G tel
que K−1K s’injecte dans G/gNg−1, et dont la mesure de Haar soit c > 0. Ainsi K−1K
s’injecte dans G/L. Alors pour n assez grand, l’application de K dans G/N qui à k
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associe kgnN est injective. Ainsi, pour n assez grand, la mesure de Haar de KgnN dans
G/N est constante égale à c. On a construit une infinité de parties de G/N disjointes
de volume c, donc G/N ne peut être de volume fini.

Cette compactification est étudiée par A. Borel et L. Ji dans le cas du quotient d’un
groupe de Lie réel connexe, semi-simple, de centre fini, sans facteur compact par un
réseau, et ils montrent dans certains cas que cette compactification est isomorphe à la
réduction de Borel-Serre réductive (voir [BJ07, III.12]).

Remarquons que l’hypothèse de covolume fini est nécessaire, comme le montre
l’exemple suivant. Soit G = Isom0(H2

R) = PSL2(R), nous allons construire une sur-
face hyperbolique X. Pour tout réel r > 0, considérons la surface hyperbolique Xr,
recollement de deux pantalons hyperboliques de longueurs r, r et 1 (voir la figure 5),
munie d’un point marqué xr sur une composante connexe du bord de longueur r.

Figure 5 – La surface à bord Xr.

Considérons une suite (rn)n∈Z de réels strictement positifs presque périodique, plus
précisément supposons qu’elle vérifie ces conditions :

• La suite (rn)n∈Z n’est pas périodique ni symétrique.
• Pour tous ε > 0 et A ∈ N, il existe N > A tel que, pour tout n ∈ J−A,AK, nous

ayons |rn − rN+n| < ε.
Considérons, pour tout n ∈ Z, la surface hyperbolique à bord totalement géodésique
Xn = Xrn de point base xn. Considérons la surfaceX recollement consécutif de toutes ces
surfaces hyperboliques avec des paramètres angulaires de recollement nuls (une « échelle
de Jacob ») : c’est une surface hyperbolique complète, connexe, orientable, sans bord, de
volume infini (voir la figure 6). Soit Γ = π1(X, x0) son groupe fondamental en le point
base x0 ∈ X0 : l’image de la représentation d’holonomie Γ → G est un sous-groupe
discret sans torsion de G. Puisque la suite (rn)n∈Z n’est pas périodique ni symétrique,
le normalisateur N de Γ dans G est égal à Γ.
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Figure 6 – La surface X.

Montrons que l’application φG,Γ n’est pas un plongement. Pour tout n ∈ N, soit Nn >

n tel que, pour tout k ∈ J−n, nK, nous ayons |rk−rNn+k| < 2−n. Par presque périodicité,
pour tout rayon R > 0, la suite de boules (BX(xNn

, R))n∈N converge au sens de Gromov-
Hausdorff vers la boule BX(x0, R). Donc la suite d’espace métriques pointés (X, xNn

)n∈N
converge vers (X, x0) pour la topologie de Gromov-Hausdorff pointée. D’après [CEG87,
Theorem I.3.2.9, p. 72], sur l’espace de Teichmüller de Γ, les topologies de Gromov-
Hausdorff pointée et la topologie quotient de la topologie de Chabauty sur l’espace de
représentations Hom(Γ, G)/G coïncident, car Γ est un sous-groupe discret sans torsion
de G. Ainsi il existe une suite (gn)n∈N d’éléments de G tels que la suite de conjugués
(gnΓg

−1
n )n∈N converge vers Γ dans S(G). On peut de plus supposer que, pour tout n ∈ N,

l’isométrie gn envoie un relevé de x0 à H2
R sur un relevé de xNn

.

Par contre, puisque Nn −→
n→+∞

+∞, la suite (xn)n∈N tend vers l’infini dans X, donc

la suite (gn)n∈N tend vers l’infini dans G/Γ. Ceci prouve que l’application φG,Γ n’est pas
un plongement.

2 Compactifications et espaces CAT(0)

2.1 Compactifications

Soit X un espace topologique localement compact. Une compactification de X est
la donnée d’un couple (K, i), où K est un espace topologique compact et i : X → K
est un plongement (i.e. un homéomorphisme sur son image) d’image ouverte et dense.
On identifie fréquemment X et i(X) par l’application i. On appelle bord de X l’espace
∂X = K\i(X). Si G est un groupe agissant continûment sur X, on dit que c’est une
G-compactification, ou compactification G-équivariante, si l’action de G sur i(X), conju-
guée par i de l’action de G sur X, s’étend continûment à K. Cette extension est alors
unique.

2.2 Espaces CAT(0)

Un espace métrique CAT(0) est un espace à courbure négative, en un sens que nous
allons préciser. La terminologie CAT est dûe à Gromov, et est un acronyme pour Cartan,
Alexandrov et Toponogov. Deux très bonnes références au sujet des espaces CAT(0) sont
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[BH99] et [BGS85].

Un espace métrique X est dit géodésique si deux points quelconques x et y de X
sont les extrémités d’un segment géodésique γ : [0, d(x, y)] → X de X (non nécessaire-
ment unique, noté [x, y], mais ceci n’entraînera pas de confusion). Un espace métrique
géodésique X est appelé CAT(0) si ses triangles sont au moins aussi fins que dans le
cas euclidien. Précisément, on demande que pour tout triangle géodésique pqr dans X
et pour tous points x ∈ [p, q] et y ∈ [p, r], si l’on désigne par pqr le triangle euclidien
de comparaison (de sommets p, q et r tels que d(p, q) = d(p, q), d(q, r) = d(q, r) et
d(r, p) = d(r, p)), et si x ∈ [p, q] et y ∈ [p, r] sont les points de comparaison dans ce
triangle (voir la figure 7), alors d(x, y) 6 d(x, y).

q

r

p

q

r

p

y

x
x

y

Figure 7 – L’inégalité CAT(0) : d(x, y) 6 d(x, y).

On dit qu’un espace métrique géodésique X est CAT(−1) si ses triangles sont au
moins aussi fins que dans le cas du plan hyperbolique H2

R. Tout espace CAT(−1) est en
particulier CAT(0).

Sous l’hypothèse CAT(0), on a alors unicité des géodésiques.

Proposition 2.1. Un espace métrique CAT(0) X est uniquement géodésique, c’est-
à-dire que par deux points distincts de X passe une unique géodésique. (Voir [BH99,
Proposition 1.4, p. 160].)

Voici le lien avec la notion riemannienne de courbure.

Théorème 2.2. Si X est une variété riemannienne complète simplement connexe de
courbure sectionnelle négative ou nulle, alors X est un espace CAT(0). (Voir [BH99,
Theorem 1A.6, p. 173].)

Deux grandes familles d’espaces CAT(0) sont les espaces symétriques de type non
compact (voir la partie 3), et les réalisations géométriques d’immeubles euclidiens ou
hyperboliques.

Si X est un espace CAT(0), on appelle plat de X toute sous-variété totalement
géodésique isométrique à un espace euclidien Rd. On appelle plat maximal tout plat de
X de dimension d maximale.
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2.3 Compactification géodésique d’un espace CAT(0)

Soit X un espace métrique CAT(0) complet (en tant qu’espace métrique). Deux
rayons géodésiques c, c′ : [0,∞[ → X sont dits asymptotes s’il existe une constante K
telle que, pour tout t ∈ [0,∞[, nous ayons d(c(t), c′(t)) 6 K. Ceci définit une relation
d’équivalence sur l’ensemble des rayons géodésiques de X ; appelons bord (visuel) de X
l’ensemble de ses classes d’équivalence, et notons-le ∂∞X. Notons de plusX

g
= X∪∂∞X.

Définissons une topologie sur l’espace X
g

(voir [BH99]), où X est ouvert dans X
g

et
un système fondamental de voisinages d’un point ξ = [c] du bord ∂∞X est donné par

U(r, ε, ξ) = {x ∈ X
g
: d(x, c(0)) > r et d(pB(c(0),r)(x), c(r)) 6 ε},

pour r > 0 et ε > 0, où pB(c(0),r)(x) désigne le projeté de x sur la boule fermée B(c(0), r)
(voir la figure 8).

Figure 8 – Le voisinage U(r, ε, ξ) du point ξ du bord.

L’espace X
g

est alors une compactification de X. De plus, si G désigne un groupe
agissant continûment par isométries sur X, l’action de G s’étend continûment au bord
∂∞X par quotient de l’action sur les rayons géodésiques, et X

g
est alors une G-

compactification de X (voir [BH99, § 8.6, p. 263]). Elle est appelée compactification
géodésique, compactification conique, compactification par le bord visuel ou compactifi-
cation de Busemann.

Exemple. Dans le cas du plan hyperbolique réel H2
R = SL(2,R)/ SO(2,R), dans le

modèle du disque ouvert, la compactification géodésique est SL(2,R)-isomorphe à la
compactification usuelle où l’on ajoute le cercle à l’infini pour obtenir le disque fermé.

3 Espaces symétriques de type non compact

Toutes les algèbres de Lie et tous les groupes de Lie considérés ici sont, sauf mention
contraire, réels.
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3.1 Décompositions de Cartan et polaire

Soit g une algèbre de Lie semi-simple, B la forme de Killing de g et ad : g 7→ gl(g)
la représentation adjointe. On rappelle que pour tous vecteurs X, Y, Z de g, nous avons

B(X, adY (Z)) = B(Y, adZ(X)) = B(Z, adX(Y )).

Et, pour tout automorphisme θ de g, et pour tous vecteurs X, Y ∈ g, nous avons

B(θ(X), θ(Y )) = B(X, Y ).

On appelle décomposition de Cartan de g toute décomposition de g en somme directe
vectorielle g = k⊕ p, où k est une sous-algèbre de Lie de g et p un sous-espace vectoriel
de g tels que, si l’on note θ l’involution de Cartan

θ : g = k⊕ p → g

X + Y 7→ X − Y,

alors θ est un automorphisme de g et la forme bilinéaire Bθ(X, Y ) = −B(X, θ(Y )) est
définie positive sur g. La forme de Killing B est ainsi définie négative sur k, et définie
positive sur p.

Théorème 3.1. Toute algèbre de Lie semi-simple g admet une décomposition de Cartan.
De plus, deux décompositions de Cartan de g sont conjuguées. (Voir [Hel78, Theorem
7.1, p. 182].)

Exemple. Soient g = sl(n,R) l’algèbre de Lie des matrices réelles n× n de trace nulle,
k = so(n,R) la sous-algèbre de Lie de g des matrices antisymétriques et p le sous-
espace vectoriel de g des matrices symétriques (de trace nulle). Alors g = k⊕ p est une
décomposition de Cartan de g, et l’involution de Cartan associée est θ : Y 7→ −tY . La
forme de Killing B(X, Y ) = 2n tr(XY ) est bien symétrique définie positive sur p, et
définie négative sur k.

Proposition 3.2. Si G est un groupe de Lie semi-simple ayant un nombre fini de
composantes connexes, alors G admet un sous-groupe compact maximal, et deux sous-
groupes compacts maximaux sont conjugués (Voir [Bor51], [OV90, Theorem 3, p. 259].)

Proposition 3.3. Soit G un groupe de Lie semi-simple de centre fini ayant un nombre
fini de composantes connexes, et soit K un sous-groupe compact maximal de G, alors il
existe une unique décomposition de Cartan de g = Lie(G) = k ⊕ p telle que k = Lie(K)
soit l’algèbre de Lie de K. De plus, l’application

ψ : p×K → G

(X, k) 7→ (expX)k

est un difféomorphisme, appelé décomposition polaire de G. (Voir [OV90, Theorem 2,
p. 256].)

L’hypothèse de centre fini est nécessaire pour la décomposition polaire, comme le

montre l’exemple du revêtement universel ˜PSL2(R) de PSL2(R). C’est un groupe de Lie
connexe semi-simple, de centre infini, non linéaire. Son seul sous-groupe compact est
le groupe trivial, donc il n’existe pas de sous-groupe compact K dont l’algèbre de Lie
appartienne à une décomposition de Cartan.
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3.2 Espaces symétriques

Une variété riemannienne connexe M est appelée un espace (globalement) symétrique
si tout point p de M est un point fixe isolé d’une isométrie involutive sp de M .

Exemple. Les sphères Sn, les espaces hyperboliques réels Hn
R et les espaces euclidiens

Rn sont des espaces symétriques, ainsi que leurs produits riemanniens.

Si M est une variété riemannienne, notons Isom(M) le groupe des isométries de M ,
muni de la topologie compacte-ouverte. Notons de plus Isom0(M) la composante neutre
de Isom(M).

Les propositions suivantes montrent comment passer d’un espace symétrique à son
groupe d’isométries, et vice versa.

Proposition 3.4. Soit M un espace symétrique, et fixons un point p0 de M . Posons
G = Isom0(M), K = {g ∈ G , g · p0 = p0} le fixateur du point p0 et σ : G → G le
morphisme g 7→ sp0gsp0. Alors G est un groupe de Lie connexe, σ est une involution de
G et K est un sous-groupe compact de G tel que (Gσ)0 ⊂ K ⊂ Gσ. De plus, l’application
suivante est un difféomorphisme :

G/K → M

gK 7→ g · p0.

En particulier, l’action de G sur M est transitive. (Voir [Hel78, Theorem 3.3, p. 208].)

Proposition 3.5. Soient G un groupe de Lie connexe, σ une involution de G et K
un sous-groupe compact de G tel que (Gσ)0 ⊂ K ⊂ Gσ. Alors pour toute structure
riemannienne G-invariante sur G/K (et il en existe), G/K est un espace symétrique.
(Voir [Hel78, Proposition 3.4, p. 209].)

Exemple. Ces propositions sont illustrées par les exemples des sphères Sn = SO(n +
1,R)/ SO(n,R), des espaces hyperboliques réels Hn

R = SO0(n, 1)/ SO(n,R) et des espaces
euclidiens Rn = Isom+(Rn)/ SO(n).

Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et K un sous-groupe
compact maximal de G. Alors, d’après la proposition 3.3, si on note g = k⊕p la décom-
position de Cartan associée à K, la décomposition polaire fournit un difféomorphisme
de l’espace symétrique G/K sur l’espace vectoriel p.

3.3 Espaces symétriques de type non compact

Un espace symétrique M est dit de type non compact si sa courbure sectionnelle est
partout négative ou nulle, et si un revêtement riemannien universel M̃ de M n’admet pas
de facteur de de Rham euclidien (i.e. si M̃ n’est pas isométrique au produit riemannien
d’une variété riemannienne M ′ et d’un espace euclidien Rn, avec n > 1).

Exemple. Les espaces hyperboliques réels Hn
R sont des espaces symétriques de type non

compact car de courbure constante strictement négative, le produit riemannien de deux
espaces symétriques de type non compact est encore de type non compact.
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On dit qu’une algèbre de Lie semi-simple g est sans facteur compact si g n’admet pas
d’idéal compact (i.e. un idéal i de g tel que la forme de Killing B|i×i soit définie négative)
autre que {0}. On dit qu’un groupe de Lie semi-simple G est sans facteur compact si
son algèbre de Lie est sans facteur compact.

Les propositions suivantes donnent des conditions suffisantes (et nécessaires à indice
fini près) pour que G/K soit un espace symétrique de type non compact :

Proposition 3.6. Soient G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et sans
facteur compact, σ une involution de G telle que dσe soit une involution de Cartan de
l’algèbre de Lie g de G, et K un sous-groupe compact de G tel que (Gσ)0 ⊂ K ⊂ Gσ.
Alors, pour toute structure riemannienne G-invariante sur G/K, l’espace G/K est un
espace symétrique de type non compact, appelé l’espace symétrique de G. (Voir [Hel78,
Theorem 3.1, p. 241].)

Proposition 3.7. Soit M un espace symétrique de type non compact. Alors G =
Isom0(M) est un groupe de Lie connexe semi-simple, de centre trivial et sans facteur
compact. (Voir [Hel78, Exercise 5, p. 250].)

Ces constructions sont presque inverses l’une de l’autre, en le sens suivant.

Proposition 3.8. Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple, de centre trivial et sans
facteur compact, et K un sous-groupe compact maximal de G. Alors, pour toute métrique
riemannienne G-invariante sur l’espace G/K, le groupe G s’identifie canoniquement à
la composante neutre Isom0(G/K) du groupe des isométries de G/K. (Voir [Hel78,
Theorem 4.1, p. 243].)

Exemple. L’espace SL(n,R)/ SO(n,R) est un espace symétrique de type non compact.
Une métrique riemannienne G-invariante sur SL(n,R)/ SO(n,R) est donnée sur l’espace
tangent en SO(n,R), isomorphe à p, par Bθ(X, Y ) = 2n tr(XY ), et cette métrique est
transportée par translation à gauche. L’importance de cet exemple est justifiée par le
fait que tout espace symétrique de type non compact se plonge, de manière totalement
géodésique et isométrique à constantes multiplicatives près, dans un SL(n,R)/ SO(n)
(voir [Ebe96, Theorem 2.6.5, p.76]).

3.4 Décompositions en espaces de racines

Dans toute cette partie, G désigne un groupe de Lie connexe semi-simple, de centre
fini, et K un sous-groupe compact maximal. Notons de plus g l’algèbre de Lie de G, k
l’algèbre de Lie de K, g = k ⊕ p la décomposition de Cartan associée, et θ l’involution
de Cartan.

Choisissons a une sous-algèbre de Lie de g abélienne contenue dans p maximale. C’est
une sous-algèbre de Cartan, c’est-à-dire une sous-algèbre de g abélienne, dont l’action
adjointe est diagonalisable sur R, maximale. On appelle sa dimension le rang (réel) de
g. Soit A l’unique sous-groupe de Lie connexe de G d’algèbre de Lie a, nous l’appelle-
rons dans cette thèse un sous-groupe de Cartan (selon les références, la définition peut
légèrement varier). C’est également la composante neutre d’un tore maximal déployé de
G, c’est-à-dire d’un sous-groupe de G abélien, dont l’action adjointe est diagonalisable
sur R, maximal.
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Si l’on note a∗ l’espace vectoriel dual de a, définissons le système de racines (restreint)
associé à a :

Σ = {α ∈ a∗\{0} : ∃Y ∈ g\{0}, ∀H ∈ a, adH(Y ) = α(H)Y }.

Cela définit la décomposition de g en espaces de racines :

g = g0 ⊕
⊕

α∈Σ

gα,

où on a posé gα = {Y ∈ g, ∀H ∈ a, adH(Y ) = α(H)Y } et g0 = zg(a) est le centralisateur
dans g de a. De plus, si l’on pose m = zk(a) le centralisateur dans k de a, alors g0 = m⊕a.
La décomposition en espaces de racines est orthogonale pour le produit scalaire Bθ.

Exemple. Pour g = sl(n,R), k = so(n,R) et p l’espace vectoriel des matrices symé-
triques de trace nulle, on peut choisir pour a la sous-algèbre des matrices diagonales.
Dans ce cas, le système de racines est

Σ = {αi,j : H 7→ Hi,i −Hj,j, ∀i, j ∈ [[1, n]], i 6= j}

et, pour i, j ∈ [[1, n]], avec i 6= j, nous avons gαi,j
= Vect(Ei,j), où (Ei,j)16i,j6n désigne

la base canonique de gl(n,R). Et g0 = a dans ce cas particulier.

On appelle les composantes connexes de a\∪α∈ΣKerα les chambres de Weyl (vecto-
rielles, ouvertes) de a. Choisissons une chambre de Weyl a+, que l’on appellera chambre
de Weyl positive. On dit alors qu’une racine α ∈ Σ est positive si α|a+ > 0 (resp. né-
gative si α|a+ 6 0). Notons Σ+ (resp. Σ− = Σ\Σ+) l’ensemble des racines positives
(resp. négatives). Soit ∆ l’ensemble des racines α ∈ Σ positives, ne pouvant pas s’écrire
α = β+ γ, avec β et γ des racines positives. Alors ∆ est une base du système de racines
Σ, c’est-à-dire que toutes les racines de Σ s’expriment de manière unique comme com-
binaison linéaire à coefficients entiers, tous de même signe, des racines de la base ∆. De
plus, toute base s’obtient ainsi, et on a

a+ = {X ∈ a : ∀α ∈ ∆, α(X) > 0}.

Exemple. Pour G = SL(n,R), on peut choisir pour chambre de Weyl positive a+ =
{H ∈ a : H1,1 > H2,2 > ... > Hn,n}. Ceci correspond au choix de la base ∆ = {αi,i+1, i ∈
[[1, n− 1]]}.

Posons M = ZK(a) le centralisateur de a dans K pour l’action adjointe, il a pour
algèbre de Lie m = zk(a) le centralisateur de a dans k. Et posons M ′ = NK(a) le
normalisateur de a dans K pour l’action adjointe. Le centralisateur de A dans G est
MA, aussi appelé tore maximal déployé, et le normalisateur de A dans G est M ′A. Le
groupe fini W =M ′/M s’appelle le groupe de Weyl de G.

Notons n et n− les sous-algèbres de Lie nilpotentes de g définies par n = ⊕α∈Σ+gα et
n− = ⊕α∈Σ−gα. On peut alors écrire la décomposition g = g0⊕n⊕n−. Notons N et N−

les uniques sous-groupes de Lie de G connexes, d’algèbres de Lie respectives n et n−.
Alors l’application K ×A×N → G définie par (k, a, n) 7→ kan est un difféomorphisme,
appelé décomposition d’Iwasawa (voir par exemple [OV90, Theorem 6, p. 275]).
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Exemple. Pour G = SL(n,R), M est égal au sous-groupe des matrices diagonales
ayant des ±1 sur la diagonale, M ′ est égal au sous-groupe des matrices de permutation
de coefficients égaux à ±1 et W est isomorphe au groupe symétrique Sn. De plus, N
est égal au sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de coefficients diagonaux
égaux à 1.

Un sous-groupe fermé propre P de G est dit parabolique si le quotient G/P est une
variété projective. Le sous-groupe MAN est un sous-groupe parabolique minimal de G,
appelé sous-groupe parabolique minimal standard. Deux sous-groupes paraboliques mi-
nimaux de G sont conjugués. Lorsque G est déployé sur R, les sous-groupes paraboliques
minimaux sont également appelés sous-groupes de Borel.

Exemple. Pour G = SL(n,R) et le choix précédent de a, le sous-groupe parabolique
minimal standard MAN est le sous-groupe triangulaire supérieur. Les sous-groupes
paraboliques contenant MAN sont les sous-groupes triangulaires supérieurs par blocs.

Définissons A+ = exp(a+) la chambre de Weyl (ouverte) positive de A, et notons a+

et A+ (les adhérences dans g et G) les chambres de Weyl fermées. Le groupe de Weyl
W agit simplement transitivement sur les chambres de Weyl de A.

De plus, tout élément g de G s’écrit g = k1ak2, où k1, k2 ∈ K et a ∈ A+ : c’est
la décomposition de Cartan KA+K de G. Et l’élément a = a(g) ∈ A+ est uniquement
déterminé par g, et est continu en g (voir par exemple [Hel78, Theorem 1.1, p. 402]).
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Le contenu de ce chapitre provient de l’article [Hae10b], excepté l’annexe.

4 Introduction

L’objet de ce chapitre est l’étude de l’espace S(R × Z) des sous-groupes fermés du
groupe topologique R×Z. Nous allons montrer que la topologie de S(R×Z) est singuliè-
rement compliquée, et ce malgré la simplicité de R×Z. Cet espace étant canoniquement
homéomorphe à l’espace des sous-groupes fermés du groupe dual C× de R × Z, cette
partie explicite aussi l’espace S(C×).

Soit A ⊂ R2 l’espace des « anneaux hawaïens » (voir la figure 9, p. 33), réunion d’une
infinité dénombrable de cercles (Ak)k∈N\{0} se rencontrant deux à deux exactement en un
point et s’accumulant sur ce point. Pour tout entier k ∈ N\{0}, considérons une copie
Dk du disque fermé et I = [0, 1]. Munissons la réunion disjointe X = I ⊔ ⊔k∈N\{0}Dk

de la topologie telle que les disques Dk s’accumulent sur le segment I le long des rayons
de ces disques (voir la figure 13, p. 42).

Recollons enfin le cercle ∂Dk au bord de chacun des disques sur l’espace A, de la
manière suivante. Soit (Iq)q∈Q/Z une famille de segments disjoints du cercle ∂Dk, dont
l’ordre cyclique est donné par celui de Q/Z. Alors définissons gk : ∂Dk → A, qui sur
chaque segment Iq effectue une fois le tour du cercle Akb dans le sens direct à partir
de 0, où b ∈ N\{0} désigne le dénominateur de q, et qui envoie le reste du cercle ∂Dk

sur 0. Cela définit une application g :
⋃

k∈N\{0} ∂Dk → A. Prolongeons continûment
l’application g à l’extrémité 0 du segment I en définissant g(0) comme le point singulier
des anneaux hawaïens A.

Théorème 4.1. L’espace S(R × Z) est homéomorphe à la réunion des disques
(Dk)k∈N\{0} s’accumulant sur I, recollés sur l’espace A par l’application g. (Voir le théo-
rème 7.3.)

Dans une première partie, nous explicitons des familles de sous-groupes fermés de
R×Z. Ensuite, nous décrivons une compactification du disque ouvert par des arguments
de géométrie hyperbolique. Ceci nous permet de décrire aisément le recollement de ces
familles de sous-groupes fermés. Enfin, nous donnons une description combinatoire du
groupe fondamental de l’espace des sous-groupes fermés de R × Z, et montrons en
particulier le résultat suivant.

Théorème 4.2. Le groupe fondamental de l’espace S(R × Z) n’est pas dénombrable.
(Voir le théorème 8.2.)

Je tiens à remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour ses relectures attentives
et ses précieux conseils, ainsi que Pierre de la Harpe pour ses nombreuses remarques
ayant permis de considérablement améliorer la présentation de l’article [Hae10b]. Je
tiens également à remercier Yves de Cornulier qui m’a fait de nombreux commentaires
précieux et expliqué plusieurs perspectives.



31

5 Les sous-groupes fermés de R× Z

Considérons le groupe topologique abélien localement compact métrisable R × Z.
Notons i : R →֒ R× Z le morphisme injectif x 7→ (x, 0) et π : R× Z → Z la deuxième
projection. Adoptons également la convention que 1

0
Z = {0} et 1

∞
Z = R.

Nous noterons E(x) la partie entière du réel x. Adoptons la convention que nous
écrirons chaque rationnel β = a

b
avec a ∈ Z et b ∈ N\{0} premiers entre eux. Si β ∈ R,

nous noterons β son image dans R/Z.

Remarquons que le dual du groupe R×Z est isomorphe à R×R/Z, donc également
au groupe multiplicatif C×, donc d’après la proposition 1.15, l’espace des sous-groupes
fermés de R× Z et celui de C× sont homéomorphes.

Nous allons maintenant décrire tous les sous-groupes fermés du groupe R× Z.

Soit H un sous-groupe fermé de R×Z. Alors H∩ (R×{0}) est un sous-groupe fermé
de R× {0} : soit donc α l’unique élément de [0,∞] tel que H ∩ (R× {0}) = 1

α
Z× {0}.

De plus π(H) est un sous-groupe de Z : soit donc n l’unique élément de N tel que
π(H) = nZ.

Si n = 0, alors H = GI
α, où nous notons

GI
α = Z(

1

α
, 0).

Si n > 0, plusieurs cas sont à distinguer.
– Si α = 0, alors π−1(n)∩H = {(γ, n)}, pour un unique γ ∈ R. Alors H = GII

γ,n, où
nous notons

GII
γ,n = Z(γ, n).

– Si 0 < α < ∞, alors π−1(n) ∩ H = {(β+p
α
, n), p ∈ Z}, pour un unique β ∈ R/Z.

Alors H = GIII
α,β,n

, où nous notons

GIII
α,β,n

= Z(
1

α
, 0) + Z(

β

α
, n).

– Si α = ∞, alors π−1(n) ∩H = R× {n}. Alors H = GIV
n , où nous notons

GIV
n = R× nZ.

Proposition 5.1. L’ensemble S(R× Z) des sous-groupes fermés de R× Z est réunion
disjointe des familles

{GI
α = Z(

1

α
, 0) : α ∈ [0,∞]}

{GII
γ,n = Z(γ, n) : γ ∈ R, n ∈ N\{0}}

{GIII
α,β,n

= Z(
1

α
, 0) + Z(

β

α
, n) : α ∈]0,∞[, β ∈ R/Z, n ∈ N\{0}}

et {GIV
n = R× nZ : n ∈ N\{0}}.

De plus, le paramétrage de chacune de ces familles est bijectif.
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Démonstration. Ceci découle de la définition et de l’unicité des paramètres α, n, β (si
n > 0 et α ∈ ]0,∞[ ) et γ (si n > 0 et α = 0), pour un sous-groupe de R× Z fermé H
donné.

Considérons la partition de S(R× Z) en trois sous-espaces :

1. Le sous-espace SI des sous-groupes fermés de R× Z dont la projection sur Z est
{0}, sauf {0}. Ses éléments sont les sous-groupes GI

α, pour α ∈ ]0,∞].

2. Le sous-espace SII des sous-groupes fermés de R × Z qui sont cycliques infinis
et ont une projection sur Z différente de {0}, ainsi que le sous-groupe {0}. Ses
éléments sont les sous-groupes GII

γ,n, pour γ ∈ R et n ∈ N\{0}, et {0}.
3. Le sous-espace SIII des sous-groupes fermés de R× Z isomorphes à Z2 ou à R×

Z. Ses élements sont les sous-groupes GIII
α,β,n

, pour α ∈]0,∞[, β ∈ R/Z et n ∈
N\{0}, ainsi que les sous-groupes GIV

n , pour n ∈ N\{0}. Notons SIII
n le sous-

espace correspondant à une valeur n ∈ N\{0} fixée, c’est-à-dire la réunion des
GIII

α,β,n
, pour α ∈ ]0,∞[ et β ∈ R/Z, et de GIV

n .

Nous allons décrire la topologie de chacun de ces sous-espaces SI , SII et SIII . Puis
nous allons décrire comment ces espaces se recollent pour former l’espace S(R× Z).

5.1 Le sous-espace SI

Proposition 5.2. L’application ψI : ]0,∞] → SI définie par α 7→ Z( 1
α
, 0) est un ho-

méomorphisme.

Démonstration. Remarquons que ψI est la composée de l’homéomorphisme φR :
[0,∞] → S(R) et de l’application S∗(i) : S(R) → S(R × Z). Or le morphisme i est
un plongement d’image fermée de R× Z, donc d’après la proposition 1.6, l’application
S∗(i) est un plongement, d’image SI .

Remarquons que l’adhérence de SI dans S est égale à SI ∪ {{0}}.

5.2 Le sous-espace SII

Considérons l’espace topologique des « anneaux hawaïens »

A =
⋃

n∈N\{0}

An

où An désigne le cercle dans la droite complexe C de centre 1
n

et de rayon 1
n

(voir la
figure 9).
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Figure 9 – L’espace des « anneaux hawaïens » A.

Considérons la bijection ψII : A → SII définie par

1

n
(1 + e2iθ) 6= 0 7→ GII

tan θ,n , où n ∈ N\{0} et θ ∈ ]− π

2
,
π

2
[

0 7→ {0}.

L’application ψII admet pour inverse l’application (ψII)−1 : SII → A définie par

GII
γ,n 7→ 1

n
(1 + e2i arctan γ) où n ∈ N\{0} et γ ∈ R

{0} 7→ 0.

Proposition 5.3. La bijection ψII est un homéomorphisme.

Démonstration. Comme l’espace de départ est compact métrisable et que l’espace
d’arrivée est métrisable, il suffit de montrer que l’application ψII est séquentiellement
continue.

Montrons que, pour tout n ∈ N\{0} et θ ∈ ]− π
2
, π
2
[, l’application ψII est continue en

z = 1
n
(1+e2iθ). Soit (zk)k∈N une suite de A convergeant vers z. Alors, à partir d’un certain

rang, le point zk s’écrit 1
n
(1+e2iθk), où de plus la suite (θk)k∈N converge vers θ. Montrons

que la suite (ψII(zk))k∈N converge vers ψII(z). Le générateur (tan θ, n) de ψII(z) est
limite de la suite (tan θk, n)k∈N d’élements de (ψII(zk))k∈N. Réciproquement, supposons
qu’une suite (pk tan θk, pkn)k∈P d’élements de (ψII(zk))k∈P converge vers (x,m), où P
désigne une partie infinie de N et où pk ∈ Z pour tout k ∈ P . Alors pk = p est constant
à partir d’un certain, donc (x,m) = p(tan θ, n) ∈ ψII(z).

Montrons que l’application ψII est continue en 0. Soit (zk = 1
nk
(1 + e2iθk))k∈N une

suite de A convergeant vers 0. Si la suite (nk)k∈N tend vers +∞, il est clair que la suite
de sous-groupes (ψII(zk))k∈N converge vers {0} = ψII(0). Sinon, quitte à extraire, on
peut supposer que la suite (θk)k∈N tend vers ±π

2
, et dans ce cas il est également clair que

la suite de sous-groupes (ψII(zk))k∈N converge vers {0} = ψII(0).

Remarquons que par compacité de l’espace des anneaux hawaïens A, son image SII

par ψII est compacte.
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5.3 Les sous-espaces SIII
n

Notons D l’écrasement {(α, β), α ∈ ]0,∞], β ∈ R/Z}/〈{∞} × R/Z〉, muni de la
topologie quotient de la topologie usuelle sur ]0,∞]×R/Z : l’espace D est homéomorphe
à un disque ouvert (on notera indifféremment un point de ]0,∞] × R/Z et son image
dans D).

Proposition 5.4. Pour tout n ∈ N\{0}, l’application ψIII
n : D → SIII

n définie par

(α, β) 7→
{
GIII

α,β,n
si α <∞

GIV
n si α = ∞

est un homéomorphisme.

Démonstration. L’application ψIII
n est bijective d’après la proposition 5.1. Les espaces

D et SIII
n étant localement compacts et métrisables, montrons que ψIII

n est séquentiel-
lement continue et séquentiellement propre. On en déduira que l’application ψIII

n est
continue, bijective et propre, donc un homéomorphisme.

Soit c = (α, β) ∈ D tel que α 6= ∞. Soit (dk)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite de D conver-
geant vers d, ce qui signifie que la suite (αk)k∈N converge vers α et que la suite (βk)k∈N
converge vers β. Alors les deux générateurs ( 1

α
, 0) et (β

α
, n) du groupe ψIII

n (d) sont les
limites des suites ( 1

αk
, 0)k∈N et ( βk

αk
, n) de (ψIII

n (dk))k∈N respectivement. Réciproquement,

soit P une partie infinie de N et soit (pk+qkβk

αk
, qkn)k∈P une suite de (ψIII

n (dk))k∈P conver-
geant vers (x,m). Alors qk = q est constant à partir d’un certain rang, et donc pk = p
également. En conclusion, l’élément (x,m) = (p+qβ

α
, qn) appartient à ψIII

n (d). On a donc
montré que la suite de sous-groupes (ψIII

n (dk))k∈N convergeait vers ψIII
n (d).

Soit d = (∞, 0) le « centre » du disque D. Soit (dk)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite
de D convergeant vers d, ce qui signifie que la suite (αk)k∈N tend vers ∞. Supposons
que αk 6= ∞ pour tout k ∈ N. Choisissons des représentants βk de βk bornés. Soit

(x, qn) ∈ ψIII
n (d), où x ∈ R et q ∈ Z. Alors la suite

(
E(xαk)+qβk

αk
, qn
)
k∈N

d’éléments de

(ψIII
n (dk))k∈N converge vers (x, qn). Puisque ψIII

n (dk) ⊂ ψIII
n (d) pour tout k ∈ N, on en

déduit que la suite de sous-groupes (ψIII
n (dk))k∈N converge vers ψIII

n (d).

Ainsi l’application ψIII
n est continue.

Soit (dk)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite sortant de tout compact de D. Montrons par
l’absurde que la suite (ψIII

n (dk))k∈N sort de tout compact de SIII
n : supposons quitte à

extraire que cette suite converge vers un sous-groupe H ∈ SIII
n . Alors, par continuité

de l’application φR
−1 ◦ S∗(i), on en déduit que la suite (αk = φR

−1 ◦ S∗(i)(ψIII
n (dk)))k∈N

converge vers α∞ = φR
−1 ◦ S∗(i)(H) ∈ ]0,∞]. Or le sous-espace {α > α∞

2
} du disque

D est un disque fermé donc est compact. Ceci est une contradiction avec le fait que la
suite (dk)k∈N sort de tout compact : ainsi la suite (ψIII

n (dk))k∈N sort de tout compact de
SIII
n , et l’application SIII

n est donc propre.

Remarquons que pour tout n ∈ N\{0} les sous-espaces SIII
n sont ouverts : en effet,

ce sont les images réciproques par π∗ : S(R× Z) → S(Z) des ouverts {nZ}.
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6 Une compactification du disque

Nous allons définir une compactification du disque ouvert D (défini en 5.3) en un
disque fermé plus fine que la compactification usuelle : il s’agit d’éclater chaque point
rationnel du bord usuel de D en le remplaçant par un petit arc de cercle. Cette méthode
est inspirée des travaux de Denjoy consistant à éclater le cercle le long de l’orbite d’une
rotation irrationnelle. On peut aussi y penser du point de vue des éclatements en géo-
métrie algébrique où, informellement, on remplace chaque point rationnel du cercle par
un demi-espace de demi-droites, au lieu de remplacer par une droite projective. Nous en
donnons une autre construction en annexe.

Proposition 6.1. Il existe un plongement ρ du disque ouvert D dans un disque fermé
D, d’image l’intérieur de D, et il existe une famille d’arcs de cercles deux à deux dis-
joints (Iq)q∈Q/Z inclus dans ∂D, dont l’ordre cyclique est donné par Q/Z, et des homéo-
morphismes fq : [−∞,∞] → Iq, tels que pour toutes suites réelles (αn)n∈N et (βn)n∈N
vérifiant :

1. la suite (αn)n∈N est strictement positive et converge vers 0,

2. la suite (βn)n∈N converge vers β ∈ Q,

3. la suite (βn−β
αn

)n∈N converge vers x ∈ [−∞,∞],

alors la suite (ρ(αn, βn))n∈N converge vers fβ(x) ∈ Iβ ∈ D.

Démonstration. Considérons le modèle du demi-plan de Poincaré pour le plan hyper-
bolique réel H2 : son bord ∂H2 est naturellement identifié à R ∪ {∞}. Considérons le
réseau arithmétique Γ = PSL(2,Z) dans le groupe des isométries préservant l’orientation
PSL(2,R) de H2, et appelons M la surface modulaire M = Γ\H2.

Considérons un voisinage de Margulis V de la pointe de M (voir par
exemple [Bus92]). Son image réciproque par le revêtement ramifié H2 → M est une
réunion invariante par Γ d’horoboules ouvertes Nq centrée en q ∈ Q∪{∞} ⊂ ∂H2, pour
tout rationnel q ∈ Q∪{∞}, d’adhérences deux à deux disjointes. Notons E =M\V , qui
est un orbifold à bord. Il admet comme domaine fondamental le quadrilatère Q, qui est
le domaine fondamental usuel de Γ privé de l’horoboule N∞ (voir la figure 10). Appelons
a, b, c et d les quatre côtés de Q : a est un arc de la géodésique joignant −1 et 1, b (resp.
d) est un arc de géodésique joignant −1

2
(resp. 1

2
) à ∞ et c est un arc d’horocycle centré

en ∞.

Soient T et S les isométries du plan hyperbolique T : z 7→ z + 1 et S : z 7→ −1
z

: il
est bien connu (voir par exemple [Ser77]) que le réseau Γ = PSL(2,Z) est engendré par
S et T .
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Figure 10 – Le domaine fondamental Q de l’orbifold E.

Considérons un quadrilatère hyperbolique convexe compact Q′, dont les côtés a′, b′,
c′ et d′ sont géodésiques, tel que les angles entre a′ et b′ et entre d′ et a′ valent π

3
, et

tel que les angles entre b′ et c′ et entre c′ et d′ valent π
2

: voir la figure 11. Soit T ′ la
translation hyperbolique d’axe la géodésique portant c′ qui envoie la géodésique portée
par le côté b′ sur la géodésique portée par le côté d′, et soit S ′ la rotation d’angle π
autour du milieu du segment a′. Soit Γ′ ⊂ PSL(2,R) le sous-groupe engendré par S ′ et
T ′.

Figure 11 – Le domaine fondamental Q′ de l’orbifold E ′.

Considérons l’orbifold hyperbolique à bord E ′, obtenu comme quotient de la surface
hyperbolique à bord Γ′·Q′ par le groupe Γ′. Il est clair qu’il existe un homéomorphisme du
quadrilatère Q sur le quadrilatère Q′, qui envoie respectivement les côtés a, b, c et d sur
les cotés a′, b′, c′ et d′. Cet homéomorphisme passe au quotient en un isomorphisme entre
les orbifolds topologiques à bord E et E ′, qui définit donc un isomorphisme des groupes
fondamentaux orbifolds θ : Γ

∼→ Γ′. Par construction de l’homéomorphisme entre E et
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E ′, l’isomorphisme θ envoie T sur T ′ et S sur S ′. Il existe ainsi un homéomorphisme η
entre les revêtements orbifolds universels Ê et Ê ′ de E et E ′ respectivement, qui est de
plus θ-équivariant.

Or Ê = H2\ ∪q∈Q∪{∞} Nq et Ê = Γ′ · Q = H2\ ∪q∈Q∪{∞} N
′
q, où N ′q est un demi-

espace ouvert de H2 pour tout q ∈ Q ∪ {∞} (voir la figure 11). Quitte à réindexer les
demi-espaces (N ′q)q∈Q∪∞, on peut supposer que l’homéomorphisme η envoie pour tout
q ∈ Q ∪ {∞} l’horocycle ∂Nq sur la géodésique ∂N ′q.

Nous allons prolonger l’homéomorphisme η en un homéomorphisme de H2 sur H2.

Fixons q ∈ Q∪{∞}. L’application η est déjà définie sur l’horocycle ∂Nq, prolongeons-
la de Nq sur N ′q : soit z ∈ Nq, et soit z′ le point de la géodésique ∂Nq situé sur la droite
euclidienne passant par q et z (lorsque q = ∞, on considère la droite « verticale » passant
par f) : voir la figure 12. Ainsi η(z′) est un point de l’horocycle ∂N ′q : considérons le
rayon géodésique γ issu de η(z′), orthogonal à ∂N ′q et inclus dans N ′q. Définissons η(z)
comme le point de γ à distance dH2(z, z′) de η(z′).

Figure 12 – Le prolongement de l’homéomorphisme η de Nq sur N ′q.

Nous avons donc défini un homéomorphisme η de H2 sur H2 qui, par construction,
est de plus (T, T ′)-équivariant : en effet T préserve la distance hyperbolique et les droites
euclidiennes, et T ′ préserve la distance hyperbolique et les géodésiques.

Le quotient de H2 par le sous-groupe 〈T 〉 engendré par l’isométrie parabolique T
s’identifie au disque épointé D\{∞}, par l’application z 7→ (Im(z),Re(z)). Les deux
composantes connexes du bord à l’infini de la surface 〈T 〉\H2 s’identifient naturellement
à {∞} et R/Z. Le disque D est alors naturellement homéomorphe à 〈T 〉\(H2 ∪ {∞}) :
nous identifierons ces deux espaces.

De même, le quotient de H2 par le sous-groupe 〈T ′〉 engendré par la translation
hyperbolique T ′ est homéomorphe à un anneau ouvert. Un domaine fondamental dans
H2 pour l’action de T ′ est donné par le domaine compris entre les deux géodésiques
portant les côtés b′ et d′. Notons I ′q = N ′q ∩∂H2 le bord du demi-espace N ′q : c’est un arc
du cercle ∂H2. Les deux composantes connexes du bord à l’infini de la surface 〈T ′〉\H2

s’identifient alors à deux cercles, qui sont les quotients de deux arcs de cercle ouverts I et
J de ∂H2 par l’action de T ′ : ce sont les deux arcs de cercle délimités par les extrémités
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de l’axe de translation de T ′. L’arc I est l’intérieur de l’arc fermé I ′∞, et l’arc J contient
tous les I ′q, pour q ∈ Q (voir la figure 11).

Appelons D l’écrasement de l’image de I dans l’anneau fermé 〈T ′〉\(H2 ∪ I ∪ J) :
l’espace D est homéomorphe à un disque fermé, dont l’intérieur s’identifie à l’image de
〈T ′〉\(H2 ∪ I). L’homéomorphisme (T, T ′)-équivariant η : H2 → H2 passe au quotient
en un homéomorphisme ρ : 〈T 〉\H2 → 〈T ′〉\H2. Cet homéomorphisme se prolonge
naturellement à D en définissant ρ({∞}) comme l’image de I dans l’écrasement D.
On obtient ainsi un plongement ρ : D → D, d’image l’intérieur de D. Pour tout q ∈ Q,
notons Iq l’arc de cercle image homéomorphe de I ′q dans D.

Il reste à vérifier que le plongement ρ vérifie la propriété souhaitée : soient (αn)n∈N
et (βn)n∈N vérifiant les trois conditions de l’énoncé de la proposition. Alors le point
zn = βn + iαn ∈ H2 converge vers le point à l’infini β ∈ Q.

Supposons tout d’abord que x 6= ±∞, alors la suite (η(zn))n∈N appartient à partir
d’un certain rang à l’horoboule Nβ . Soit z′n le point de la géodésique ∂Nβ situé sur la
droite euclidienne δn passant par β et zn. Ainsi η(z′n) est un point de l’horocycle ∂N ′β :
considérons le rayon géodésique γn issu de η(z′n), orthogonal à ∂N ′β et inclus dans N ′β.
Par définition, η(zn) est le point de γn à distance dH2(zn, z

′
n) de η(z′n).

Par la troisième hypothèse, la droite euclidienne δn converge vers la droite δ∞ passant
par β, qui fait un angle orienté cotan x avec l’axe réel : soit z′∞ la limite de la suite (z′n)n∈N,
c’est l’intersection de la droite δ∞ avec l’horocycle ∂Nβ . Alors le rayon géodésique γn
converge vers le rayon géodésique γ∞ passant par η(z′∞), orthogonal à la géodésique ∂N ′β
et inclus dans N ′β.

Par ailleurs, la distance dH2(zn, z
′
n) tend vers +∞ par l’hypothèse sur la suite (αn)n∈N,

donc la suite (η(zn))n∈N converge vers l’extrémité à l’infini du rayon géodésique γ∞ :
notons-la fβ(x) ∈ Iβ, où Iβ désigne le bord à l’infini de N ′β.

Supposons que x = ±∞, alors la suite (η(zn))n∈N converge vers l’une des deux
extrémités du désigne le bord à l’infini Iβ de N ′β .

Cette construction fournit un homéomorphisme fβ : [−∞,∞] → Iβ, et ce pour tout
rationnel β ∈ Q. La construction étant (T, T ′)-équivariante, on obtient au quotient des
homéomorphismes fq : [−∞,∞] → Iq, pour tout q ∈ Q/Z.

Alors la suite (ρ(< T > ·zn))n∈N converge vers < T ′ > ·fβ(x) = fβ(x).

Enfin, l’homéomorphisme η−1 : H2 → H2 induit au bord une surjection continue s
de H2 sur H2, qui envoie chaque arc de cercle I ′q sur le point q ∈ ∂H2. Lorsque l’on
écrase chaque arc de cercle I ′q en un point on obtient un cercle, et l’application s induit
un homéomorphisme de ce cercle sur le cercle ∂H2 : par conséquent l’ordre cyclique est
préservé, donc les arcs de cercle (I ′q)q∈Q∪∞ sont dans l’ordre cyclique donné par Q ∪∞.
Puisque l’application T ′ préserve encore cet ordre cyclique et stabilise I ′∞, les arcs de
cercle (Iq)q∈Q/Z sont dans l’ordre cyclique donné par Q/Z.



7.1 - L’adhérence des disques SIII

n
dans S(R× Z) 39

7 Le recollement des sous-espaces de sous-groupes fer-
més

7.1 L’adhérence des disques SIII
n dans S(R× Z)

Pour tout n ∈ N\{0}, définissons le lacet

gn : ∂D → A

z 7→
{

1
nb
(1 + e2i arctan(bf

−1
q

(z))) si z ∈ Iq (où q = a
b
∈ Q)

0 sinon.

Proposition 7.1. L’homéomorphisme ψIII
n : D → SIII

n , prolongé à D par l’application
ψII ◦ gn, est une surjection continue de D sur l’adhérence SIII

n de SIII
n dans S(R× Z).

Démonstration. Soit (dk)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite de D convergeant dans D vers
fq(x) ∈ Iq, où q = a

b
∈ Q et x ∈ R. Montrons que la suite de sous-groupes fermés

(ψIII
n (dk))k∈N converge vers ψII ◦ gn(fq(x)).
On vérifie que ψII ◦ gn(fq(x)) = ψII( 1

nb
(1 + e2i arctan(bx))) = Z · (bx, bn). De plus, la

suite (αk)k∈N converge vers 0 et il existe des relevés (βk)k∈N de (βk)k∈N convergeant vers
q et tels que la suite (βk−q

αk
)k∈N converge vers x.

Alors la suite ( bβk−a
αk

, bn)k∈N d’éléments de (ψIII
n (dk) = SIII

αk ,βk,n
)k∈N converge vers le

générateur (bx, bn) du groupe ψII ◦ gn(fq(x)). Par ailleurs, soient P une partie infinie de
N et des entiers sk, tk ∈ Z tels que la suite ( sk+tkβk

αk
, tkn)k∈P d’éléments de (ψIII

n (dk))k∈P
converge vers (y,m) ∈ R× Z. Alors la suite tk est constante égale à t ∈ Z à partir d’un
certain rang, et la suite (sk + tβk)k∈P converge vers 0. Puisque la suite (βk)k∈P converge
vers q, la suite (sk)k∈P doit être constante à partir d’un certain rang, égale à s ∈ Z tel
que q = −s

t
. Ainsi il existe ℓ ∈ Z tel que t = ℓb et −s = ℓa. Ainsi, on en conclut que

(y,m) = ℓ(bx, bn) ∈ ψII ◦ gn(fq(x)).
Ainsi, la suite de sous-groupes fermés (ψIII

n (dk))k∈N converge vers ψII ◦ gn(fq(x)).

Soit (dk)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite de D convergeant dans D vers un point z ∈ ∂D
n’appartenant à aucun des intérieurs des Iq, pour q ∈ Q/Z. Montrons que la suite de
sous-groupes fermés (ψIII

n (dk))k∈N converge vers ψII ◦ gn(z) = {0}.
On sait que la suite (αk)k∈N converge vers 0 et que la suite (βk)k∈N n’admet aucune

valeur d’adhérence dans Q/Z : quitte à extraire, on peut supposer qu’il existe des relevés
(βk)k∈N de (βk)k∈N convergeant vers β ∈ R\Q.

Soient P une partie infinie de N et des entiers sk, tk ∈ Z tels que la suite
( sk+tkβk

αk
, tkn)k∈P d’éléments de (ψIII

n (dk))k∈P converge vers (y,m) ∈ R × Z. Alors la
suite tk est constante égale à t ∈ Z à partir d’un certain rang, et la suite (sk + tβk)k∈P
converge vers 0. Puisque la suite (βk)k∈P converge vers β 6= 0, la suite (sk)k∈P doit
être constante à partir d’un certain rang. Puisque β est irrationnel, la seule possibi-
lité est t = sk = 0. Ainsi, la suite de sous-groupes fermés (ψIII

n (dk))k∈N converge vers
ψII ◦ gn(z) = {0}.

Remarquons que la définition de gn(z) ne fait intervenir que le dénominateur b du
rationnel q tel que z ∈ Iq. Ainsi le lacet gn effectue le tour du cercle Am exactement
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0 fois si n ne divise pas m, et ϕ(m
n
) si n divise m, où ϕ désigne la fonction indicatrice

d’Euler. Par ailleurs, ces cercles sont parcourus dans l’ordre de Q/Z.

7.2 L’accumulation des disques SIII
n sur SI

Pour tout n ∈ N\{0}, soit Dn une copie du disque fermé D, et notons Dn ⊂ Dn

le disque ouvert. Soit X la réunion des disques disjoints (Dn)n∈N\{0} s’accumulant sur
leur rayon [0,∞] : formellement, munissons X = [0,∞] ⊔ ⊔n∈N\{0}Dn de la topologie

la moins fine induisant sur [0,∞] la topologie usuelle, induisant sur
⊔

n∈N\{0}Dn la
topologie réunion disjointe, et telle que les deux projections

p1 : X →
{

1
n
, n ∈ N\{0} ∪ {∞}

}
et p2 : X → [0,∞]

d ∈ Dn 7→ 1
n

d ∈ Dn 7→ αn(d)
d ∈ [0,∞] 7→ 0 d ∈ [0,∞] 7→ d

soient continues, où αn désigne l’application

αn : Dn → [0,∞]

d = (α, β) ∈ Dn 7→ α

d ∈ ∂Dn 7→ 0.

Une base de voisinages d’un point α ∈ [0,+∞] dans X est donnée par les voisinages
p−11 (U)∩p−12 (V ), où U est un voisinage de α dans [0,+∞] et V est un voisinage de 0 dans{

1
n
, n ∈ N\{0} ∪ {∞}

}
, c’est-à-dire que ce sont des réunions d’anneaux qui s’accumulent

sur un intervalle.

De manière plus visuelle, l’espace X est naturellement homéomorphe au sous-espace
de R3, réunion pour tout n ∈ N\{0}∪{+∞} des cônes de sommet ( 1

n
, 0, 1) sur les cercles

(réduit à un point si n = +∞) dans R2 ×{0} de centre ( 1
n
, 0, 0) et de rayon 1

(n+1)2
(voir

la figure 13).

L’espace X est alors compact. Soit X l’ouvert ]0,∞] ∪⋃n∈N\{0}Dn de X.

Définissons l’application

ψX : X → S(R× Z)

α ∈ ]0,∞] 7→ ψI(α)

d ∈ Dn 7→ ψIII
n (d).

Proposition 7.2. L’application ψX est un plongement ouvert de X dans S(R× Z).

Démonstration. L’application ψX est injective. Par ailleurs, pour tout n ∈ N\{0},
l’application ψIII

n est un plongement, donc l’application ψX est un homéomorphisme de
l’ouvert Dn sur ψX(Dn). De plus, l’application ψX est un homéomorphisme de ]0,∞]
sur ψX(]0,∞]).

Montrons que l’application ψX est continue sur ]0,∞] : soit (dk)k∈N = (αk, βk)k∈N
une suite de

⋃
n∈N\{0}Dn convergeant vers α ∈ ]0,∞]. Alors dk ∈ Dnk

, où la suite (nk)k∈N
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tend vers +∞, et la suite (αk)k∈N converge vers α. Il est alors clair que la suite de sous-
groupes fermés (ψIII

nk
(dk))k∈N = (Z · ( 1

αk
, 0)+Z · ( βk

αk
, nk))k∈N converge vers le sous-groupe

fermé Z · ( 1
α
, 0) = ψI(α).

Montrons que l’application ψ−1X est continue sur ψX(]0,∞]) : soit (Hk = ψX(dk))k∈N
une suite de ψX(

⋃
n∈N\{0}Dn) convergeant vers ψX(α) =

1
α
Z ∈ ψX(]0,∞]). Alors dk ∈

Dnk
, où nk ∈ N\{0}. La projection π(Hk) = nkZ du sous-groupe fermé ψX(dk) sur

Z converge vers {0}, donc la suite (nk)k∈N tend vers +∞. Par ailleurs, par continuité
de l’application i∗ : S(R × Z) → S(R) (voir la proposition 1.5), l’intersection 1

αk
Z =

Hk ∩ (R × {0}) = i∗(Hk) converge vers 1
α
Z, donc la suite (αk)k∈N converge vers α. La

suite (dk)k∈N converge donc vers α ∈ ]0,∞] dans X.

On a donc montré que l’application ψX réalisait un homéomorphisme sur son image
S(R× Z)\SII . Puisque le sous-espace SII est fermé, l’image de ψX est ouverte.

7.3 Le recollement final

La frontière de X dans X est ∂X = {0} ∪⋃n∈N\{0} ∂Dn, qui est une suite de cercles
disjoints s’accumulant sur un point. Considérons la surjection continue

g : ∂X → A
0 7→ 0

d ∈ ∂Dn 7→ gn(d).

Ceci permet de définir le recollement X ∪g A, ainsi que l’application ψ : X ∪g A →
S(R× Z) par ψ|X = ψX et ψ|A = ψII : voir la figure 13.
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Figure 13 – Le recollement X ∪g A, homéomorphe à l’espace des sous-groupes fermés
de R× Z.

Théorème 7.3. L’application ψ est un homéomorphisme du recollement X ∪g A sur
l’espace S(R× Z).

Démonstration. D’après les propositions 7.2 et 5.3, l’application ψ est une bijection,
continue sur l’ouvert X et en restriction à A.

Si z ∈ A\{0}, alors il n’y a qu’un nombre fini d’entiers n ∈ N\{0} tels que
z ∈ gn(∂D), donc l’application ψ est continue en z. Si (xk)k∈N est une suite dans X
convergeant vers 0 dans X ∪g A, alors la projection de ψ(xk) sur {0} × Z converge
vers {0}, et le générateur 1

αk
de ψ(xk) ∩ (R × {0}) tend vers l’infini, donc la suite de

sous-groupes fermés (ψ(xk))k∈N converge vers {0} = ψ(0).

Ainsi la bijection ψ est continue de l’espace X ∪g A sur l’espace séparé S(R×Z). Or
les espaces X et A sont compacts donc normaux, donc d’après la proposition [Dug66,
Proposition 3.4, p. 145] le recollement X ∪gA est normal, donc en particulier séparé. De
plus cet espace est image continue du compact X ∪A, donc est compact. En conclusion,
l’application ψ est un homéomorphisme.



7.3 - Le recollement final 43

8 Le groupe fondamental de l’espace S(R× Z)

Pour la description du groupe fondamental des anneaux hawaïens, on se réfèrera
à [CC00] et [DS92]. Je tiens à remercier Yves de Cornulier pour m’avoir indiqué ces
articles et expliqué comment on pouvait décrire le groupe fondamental de l’espace S(R×
Z).

Choisissons 0 ∈ A pour point base du groupe fondamental π1(A). Pour tout n ∈
N\{0}, notons an ∈ π1(A) la classe du lacet qui effectue une fois le tour du cercle An

dans le sens direct. Nous allons décrire les éléments de π1(A) par des mots infinis sur
l’alphabet {an, n ∈ N\{0}}.

Pour tout n ∈ N\{0}, soit Fn le groupe libre sur l’alphabet fini {a1, . . . , an}. Consi-
dérons, pour tous 1 6 n 6 m, le morphisme pn,m : Fm → Fn trivial sur an+1, . . . , am
et valant l’identité sur Fn : ceci forme un système projectif. Soit Γ le sous-groupe de
lim
←−

Fn constitué des mots infinis sur l’alphabet {an, n ∈ N\{0}}, tels que chaque lettre

apparaît un nombre fini de fois.

Pour tout n ∈ N\{0}, soit An =
⋃n

m=1Am le bouquet des n premiers cercles de A.
La rétraction A → An qui envoie tous les cercles Am sur {0}, pour m > n, définit un
morphisme de π1(A) sur Fn. Ceci permet de définir un morphisme η : π1(A) → lim

←−
Fn,

qui est un isomorphisme de π1(A) sur Γ (voir par exemple [DS92]).

On peut ainsi montrer de nombreuses propriétés sur le groupe fondamental des an-
neaux hawaïens : il est non dénombrable, tout sous-groupe de type fini est libre, mais il
n’est pas libre (voir par exemple [CC00, Theorem 2.5, p. 234]).

Notons pour simplifier S = S(R × Z). Le plongement ψII : A → S nous permet
d’identifier A à son image dans S. Pour tout entier m ∈ N\{0}, l’image par l’application
η de la classe d’homotopie du lacet gm est le mot infini η([gm]) = bm = (bm,n)n∈N\{0} ∈ Γ,
où l’on a noté

bm,n =

n∏

i=1

a mn
pgcd(n,i)

,

où le produit est effectué dans l’ordre de i = 1 à n.

Théorème 8.1. Le morphisme naturel ξ : π1(A) → π1(S) est surjectif et a pour noyau
le sous-groupe distingué N engendré par les ([gm])m∈N\{0}.

Démonstration. La surjectivité du morphisme ξ est une conséquence immédiate du
fait que tout lacet dans S est homotope à un lacet dans A.

De plus, chaque lacet gn est homotope au lacet trivial dans S, donc le sous-groupe
N est inclus dans le noyau du morphisme ξ.

Considérons un lacet f : S1 → A basé en 0, homotope au lacet trivial dans S.
Montrons que la classe [f ] de f dans π1(A) appartient à N . Puisque f est homotope au
lacet trivial, on peut prolonger f en une application continue F : D → S, où D désigne
le disque fermé de rayon 1.
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Notons C = {cn, n ∈ N\{0}} l’ensemble des centres des disques Dn. À homotopie
près, on peut supposer que les points de F−1(C) sont isolés dans D. Par compacité de
D, on sait alors que F−1(C) est fini. Quitte à multiplier [f ] à droite par un nombre
fini de conjugués de gm, on peut supposer que F−1(C) = ∅. Or S\C se rétracte par
déformation sur A, donc le lacet f est homotope au lacet trivial dans A.

On a donc montré que le noyau du morphisme ξ est exactement N .

On a obtenu une description combinatoire du groupe fondamental de l’espace des
sous-groupes fermés de R × Z : il est isomorphe au quotient du groupe Γ par le sous-
groupe distingué M engendré par les (bm)m∈N\{0}.

Théorème 8.2. Le groupe π1(S) contient un sous-groupe isomorphe à π1(A). En par-
ticulier, le groupe π1(S) n’est pas dénombrable et n’est pas libre.

Démonstration. Cela revient à montrer que le quotient Γ/M contient un sous-groupe
isomorphe à Γ. Considérons le morphisme ζ : Γ → Γ défini par an 7→ apn pour tout
n ∈ N\{0}, où pn désigne le nème nombre premier impair.

Le morphisme ζ est injectif, montrons de plus que ζ(Γ) ∩ M = {e} : soit x =
(xn)n∈N\{0} ∈ ζ(Γ) ∩M . Fixons un nombre premier impair p.

Le mot x appartient à M , donc pour tout entier m ∈ N\{0}, on peut considérer
ym ∈ Z le nombre de conjugués des éléments b±1m qui apparaissent dans l’écriture de x
(en comptant −1 si c’est b−1m qui apparaît). Pour tout entier k ∈ N\{0}, considérons le
nombre d’occurences de la lettre a±1

2kp
. Puisque 2kp n’est pas premier, ce nombre doit

être égal à 0. Par ailleurs pour tout k′ ∈ [[0, k]], dans chaque mot b2k′p, la lettre a2kp
apparaît avec multiplicité ϕ(2k−k

′

), où ϕ désigne la fonction indicatrice d’Euler. On en
déduit, pour tout k ∈ N\{0}, l’équation

k∑

k′=0

y2k′pϕ(2
k−k′) = 0.

Ce qui donne l’équation (Ek) :

k−1∑

k′=0

y2k′p2
k−k′−1 + y2kp = 0.

On sait qu’il existe k0 tel que pour k > k0 nous avons y2kp = 0. Cela se ramène donc
à un système de k0 équations linéaires (Ek)16k6k0 en les k0 inconnues (y2kp)06k6k0−1,
inversible car triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Ainsi on en déduit que yp = 0, ce
qui implique que la lettre ap apparaît avec multiplicité 0 dans l’écriture de x.

Ceci est vrai pour tout nombre premier impair n, or x ∈ ζ(Γ) donc le mot x ne
s’écrit qu’avec des lettres an telles que n soit un nombre premier impair. On en déduit
que, pour tout entier n ∈ N\{0}, nous avons xn = e. Ainsi x = e.

Le morphisme injectif ζ vérifie ζ(Γ) ∩ M = {e}, donc il passe au quotient en un
morphisme injectif de Γ dans Γ/M .
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Annexe : Une autre présentation de la compactification
du disque

Nous allons définir ici de manière plus directe une compactification du disque vérifiant
les propriétés de la proposition 6.1.

Considérons l’écrasement Ỹ =
(
[0,∞]× R×

[
−π
2
, π
2

]Q)
/
〈
{∞} × R×

[
−π
2
, π
2

]Q〉
,

muni de la topologie quotient de la topologie produit sur [0,∞]×R×
[
−π
2
, π
2

]Q
. Consi-

dérons le sous-espace Y de Ỹ des éléments (α, β, (θq)q∈Q) tels que, si α 6= ∞, pour tout
q ∈ Q, la droite affine du plan euclidien orienté R2 passant par le point (0, q) et d’angle
θq passe également par le point (α, β) (voir la figure 14).

Figure 14 – L’espace Y .

Considérons l’action continue de Z sur Y par translation sur R et sur Q :

∀m ∈ Z, ∀(α, β, (θq)q∈Q) ∈ Y , m · (α, β, (θq)q∈Q) = (α, β +m, (θr−m)r∈Q).

Appelons D le quotient de l’espace Y par Z, muni de la topologie quotient. Remarquons
que le sous-espace D de D, quotient du sous-espace {α > 0} de Y par Z, est un ouvert
dense de D homéomorphe au disque ouvert.

Pour tout q ∈ Q, appelons Iq l’image du sous-espace de Y inclus dans {0}×(q+Z)×[
−π
2
, π
2

]Q
par Z. Le sous-espace Iq de D est constitué des classes d’éléments (α, β, (θq)q∈Q)

de Y modulo Z telles que α = 0, β = q mod Z, et pour tout q′ ∈ Q différent de q modulo
Z, θq′ = ±π

2
. Considérons l’homéomorphisme f−1q : [−∞,∞] qui à x ∈ [−∞,∞] associe

l’image de l’élément (0, q, (θ′q)q′∈Q) tel que

∀q′ > q, θq′ = −π
2
, ∀q′ < q, θq′ = +

π

2
et θq = tan x.

Le bord ∂D est homéomorphe au cercle R/Z, éclaté « à la Denjoy » (voir par
exemple [KH97, § 2, p. 403]) en remplaçant chaque point rationnel de R/Z par un
segment. On peut montrer, avec des arguments analogues à ceux de la partie 6, que
l’espace D est homéomorphe à un disque fermé, et il vérifie alors les conditions de la
proposition 6.1.
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48 Introduction

Le contenu de ce chapitre provient de l’article [Hae10a].

9 Introduction

Soit X un espace symétrique de type non compact, et soit G son groupe d’isométries.
Considérons le plongement

X → S(G)
x 7→ Gx = {g ∈ G : g · x = x}

qui à un point de X associe son stabilisateur dans l’espace S(G) des sous-groupes fermés
de G, qui permet d’identifier X avec le sous-espace de S(G) des sous-groupes compacts

maximaux de G. L’adhérence X
S

de l’image de ce plongement est appelée la compacti-
fication de Chabauty de X. Les groupes apparaissant dans la frontière de X dans X

S

sont appelés les groupes limites.

Les espaces symétriques sont des objets très riches (voir par exemple [Hel78]), et
leurs compactifications ont été très étudiées (voir par exemple les travaux de Mos-
tow [Mos73], Satake [Sat60], Borel et Ji [BJ07]...). Elles sont nombreuses, en fonction
des besoins nécessaires : compactifications géodésique, de Satake, de Furstenberg, po-
lyédrale, de Martin, de Karpelevic, etc. (voir par exemple [GJT98]). La géométrie des
espaces symétriques étant intimement liée à la structure de leurs groupes d’isométries,
il est naturel, comme dans [GJT98], d’étudier leurs compactifications de Chabauty.

Nous renvoyons par exemple à [Hel78] et à la partie 3 pour des rappels, en particulier
sur la terminologie qui suit. Soit K un sous-groupe compact maximal de G, une décom-
position d’Iwasawa G = KAN de G et X = G/K, muni d’une métrique riemannienne
G-invariante, l’espace symétrique de type non compact associé. L’algèbre de Lie a de A
est une sous-algèbre de Lie abélienne maximale de l’algèbre de Lie g de G. Elle définit
un système de racines Σ, qui est l’ensemble des formes linéaires non nulles α sur a dont
l’espace de poids gα = {Y ∈ g : ∀H ∈ a, adH(Y ) = α(H)Y } est non nul. Choisissons
une base ∆ du système de racines défini par a, et notons a+ la chambre de Weyl fermée
associée. Notons de plus M = ZK(a) le centralisateur de a dans K.

Pour toute partie propre I de ∆, notons aI =
⋂

α∈I Kerα et aI l’orthogonal de aI
dans a pour la forme de Killing de G. Notons AI le sous-groupe de Lie connexe de G
d’algèbre de Lie aI , et AI,+ = AI ∩ exp a+.

Définissons alors le sous-groupe de Lie GI = D(Z(aI))0, composante neutre du
groupe dérivé du centralisateur de aI dans G, et KI = GI ∩ K. Soit Σ+

I l’ensemble
des racines positives qui ne sont pas combinaison linéaire des racines de I, et soit nI la
sous-algèbre de Lie somme directe des espaces de poids de Σ+

I . Notons NI le sous-groupe
de Lie connexe de G d’algèbre de Lie nI . Pour tous a ∈ A et k ∈ K, notons

DI
a,k = kaKIMNIa

−1k−1.

Le but principal de ce chapitre est de donner une nouvelle preuve, plus courte et plus
directe, du théorème de [GJT98] donnant une description explicite des groupes limites
de la compactification de Chabauty de X.
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Théorème 9.1. Soit D ∈ X
S\X un groupe limite. Alors il existe une partie propre I

de ∆, a ∈ AI,+ et k ∈ K tels que D = DI
a,k.

De plus, cette écriture est unique au sens suivant : pour I1, I2 deux parties propres
de ∆, a1 ∈ AI1,+, a2 ∈ AI2,+ et k1, k2 ∈ K, nous avons DI1

a1,k1
= DI2

a2,k2
si et seulement

si
I1 = I2 = I, a1 = a2 = a et k−12 k1 ∈ (KI ∩ aKIa−1)M.

(Voir les théorèmes 10.12 et 10.13.)

Par exemple, considérons le groupe G = SL(2,R)n, dont l’espace symétrique associé

est le n-polydisque Hn
2 . Pour n = 1, la compactification de Chabauty H2

S
coïncide avec la

compactification géométrique H2
g
du disque obtenue en ajoutant un cercle à l’infini. Pour

n > 2, on voit que la compactification de Chabauty est le produit des n compactifications

de Chabauty, c’est-à-dire le produit de n disques fermés : Hn
2

S
=
(
H2
S
)n

. En effet, les

groupes limites de G sont les produits de n groupes limites de SL(2,R). En revanche,
la compactification géométrique du n-polydisque est obtenue en ajoutant une (2n− 1)-
sphère à l’infini.

Nous retrouvons ensuite les résultats (voir [Moo79] et [Gui01]) de classification des
sous-groupes distaux maximaux et moyennables maximaux isotropiquement connexes de
G. Nous rappelons qu’un sous-groupe fermé H de G est dit distal si les valeurs propres
de son action adjointe sur g sont toutes de module 1 ; en particulier, tout sous-groupe
compact est distal. On dit qu’un sous-groupe fermé H de G est isotropiquement connexe
s’il existe un tore A′ de G déployé sur R, inclus dans H ′, tel que H = H0ZH(A

′), où
ZH(A

′) désigne le centralisateur de A′ dans H .

Théorème 9.2. La compactification de Chabauty X
S

est l’ensemble des sous-groupes
distaux maximaux de G. Les sous-groupes moyennables maximaux isotropiquement
connexes de G sont les normalisateurs de ces sous-groupes. (Voir les théorèmes 10.20 et
10.17.)

La première partie de ce chapitre définit la compactification de Chabauty des es-
paces symétriques, donne la preuve du théorème 9.1 et établit la caractérisation des
groupes limites comme sous-groupes distaux maximaux. Tandis que la preuve originelle
de [GJT98] est fondée sur l’étude de mesures et l’utilisation des frontières de Fursten-
berg, la preuve présentée ici n’utilise que des arguments élémentaires de groupes de
Lie. Celle-ci semble adaptée à l’étude de la compactification de Chabauty, qui présente
l’avantage par rapport aux autres compactifications d’avoir une définition élémentaire.
La deuxième partie de ce chapitre décrit l’homéomorphisme entre les compactifications
de Chabauty et polyédrale. L’existence de cet homéomorphisme est bien connue, mais
cette correspondance ne semblait pas exister dans la littérature. Par ailleurs, la conti-
nuité de l’action de G sur la compactification polyédrale est montrée directement, alors
que dans [GJT98] elle est montrée via la compactification de Martin.

Je tiens à remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour sa disponibilité et ses
nombreux conseils, ainsi que le rapporteur de l’article [Hae10a] pour ses suggestions.
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10 La compactification de Chabauty

10.1 La définition de la compactification

Soit X un espace symétrique de type non compact, et soit G un groupe de Lie
connexe muni d’une action continue isométrique sur X. On suppose que G se surjecte
sur la composante neutre Isom0(X) du groupe des isométries de X, avec noyau fini.
Alors le groupe de Lie G est semi-simple, de centre fini et sans facteur compact. Nous
verrons en fin de paragraphe que la construction qui suit est indépendante du choix d’un
tel groupe G, ce qui permet de travailler avec des groupes de Lie ayant un centre fini
non trivial, comme par exemple SL(n,R) pour n > 2 pair.

Nous allons définir une compactification de X en plongeant X dans l’espace S(G)
des sous-groupes fermés de G, via l’application φ qui à un point x de l’espace symé-
trique associe son stabilisateur Gx dans G (lequel est fermé car l’action de G sur X est
continue) :

φ : X → S(G)
x 7→ Gx = {g ∈ G : g · x = x}.

Remarquons que l’image de φ est exactement l’ensemble des sous-groupes compacts
maximaux de G, d’après le fait que tout sous-groupe compact de G fixe un point de
l’espace métrique CAT(0) X (voir par exemple [BH99, Proposition 2.7, p. 179]).

Proposition 10.1. L’application φ est un plongement.

Démonstration. L’espace X s’identifie à l’espace homogène G/K, par le choix d’un
point base de X, où K est un sous-groupe compact maximal de G. Le groupe K est égal
à son propre normalisateur dans G, et il est connexe, donc d’après la proposition 1.17,
l’application φ = φG,K est un plongement.

Nous donnons également ici la preuve de [GJT98, Proposition 9.3, p. 133], qui a été
reprise dans l’article [Hae10a].

Choisissons un point base x0 de l’espace symétrique X, et notons K = φ(x0) = Gx0

le stabilisateur de x0 dans G : c’est un sous-groupe compact maximal. Choisissons une
décomposition de Cartan g = k⊕ p, où k est l’algèbre de Lie de K, une sous-algèbre de
Lie abélienne maximale diagonalisable a ⊂ p ainsi qu’une chambre de Weyl positive a+.

Montrons que φ est injective : soit g ∈ G tel que gKg−1 = K. Écrivons g = k1ak2
dans la décomposition de Cartan KA+K, alors aKa−1 = K, donc si k ∈ K nous avons
kak−1 = k(aka−1)a ∈ Ka. Or kak−1 ∈ P et a ∈ P , donc par unicité de la décomposition
polaire G = KP , nous avons kak−1 = a, et ce pour tout k ∈ K. Montrons que a = e.

L’exponentielle réalise un homéomorphisme de a sur A : soit donc H ∈ a tel que
expH = a. Pour tout k ∈ K nous avons aka−1 = k, donc pour tout U ∈ k nous
avons Ad a(U) = eadHU = U . Or pour toute racine α ∈ Σ il existe Uα ∈ gα non nul,
posons alors U = Uα + θ(Uα). Puisque θ(U) = U , on en déduit que U ∈ k. Par ailleurs
eadHU = eα(H)Uα + e−α(H)θ(Uα). On ne peut donc avoir eadHU = U que si α(H) = 0,
et ce pour tout α ∈ Σ : ainsi H = 0. Finalement a = e donc g ∈ K.
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Ceci montre que φ est injective : supposons φ(x) = φ(x′). L’action de G sur X est
transitive, soient donc g, g′ ∈ G tels que x = g ·x0 et x′ = g′ ·x0. Alors φ(x) = gKg−1 =
g′Kg′−1 = φ(x′), donc (g′−1g)K(g′−1g)−1 = K, ainsi d’après ce qui précède g′−1g ∈ K,
ce qui implique x = x′.

Montrons que φ est continue. Comme toute variété topologique, le groupe de Lie G
est métrisable : on peut utiliser le critère séquentiel (voir la proposition 1.3) pour montrer
la continuité de φ. Soit g·x0 ∈ X, et soit (gn·x0)n∈N une suite deX convergeant vers g·x0.
D’après la décomposition d’Iwasawa, on peut supposer que g et les gn appartiennent à
AN . Puisque (gn · x0)n∈N converge vers g · x0, il existe une suite (kn)n∈N dans K telle
que (gnkn)n∈N converge vers g. D’après la continuité de la décomposition d’Iwasawa,
on déduit que (kn)n∈N converge vers e et que (gn)n∈N converge vers g. Ainsi la suite
(g−1n )n∈N converge vers g−1. On conclut que (φ(gn ·x0))n∈N = (gnKg

−1
n )n∈N converge vers

gKg−1 = φ(g · x0) : φ est continue.

Montrons que l’application φ est propre : soit (gnKg−1n )n∈N une suite de S(G) conver-
geant vers gKg−1, montrons que la suite (gn · x0)n∈N de X converge à extraction près.

Remarquons que, si d est une distance G-invariante sur X, alors pour h ∈ G et
k ∈ K

d(hkh−1 · x0, h · x0) = d(kh−1 · x0, x0) = d(h−1 · x0, x0) = d(h · x0, x0).

Ainsi l’orbite hKh−1 ·x0 de x0 sous hKh−1 est incluse dans la sphère de centre h ·x0, de
rayon d(h · x0, x0). Donc le diamètre de hKh−1 · x0 est inférieur ou égal à 2d(h · x0, x0).
Soit g ∈ G la symétrie géodésique par rapport au point h · x0, alors g ∈ hKh−1. Or la
distance de x0 à g · x0 est égale à 2d(h · x0, x0), et ces deux points sont dans l’orbite
hKh−1 · x0. Par conséquent, pour tout h ∈ G, le diamètre de l’orbite hKh−1 · x0 de x0
sous hKh−1 est égal à 2d(h · x0, x0).

Puisque la suite (gnKg
−1
n )n∈N converge vers gKg−1 dans S(G) et que l’évaluation

en x0 est continue, la suite (gnKg
−1
n · x0)n∈N converge vers gKg−1 · x0 dans l’espace

F(M) des fermés de X, muni de la topologie de Chabauty. Cette suite appartient à
partir d’un certain rang à l’ouvert OF , où F est le compact de X défini par F =
B(h ·x0, 3d(h · x0, x0))\B(h · x0, 2d(h ·x0, x0)). De plus, le complémentaire de F dans X
a deux composantes connexes, M\B(h ·x0, 3d(h ·x0, x0)) et B(h ·x0, 2d(h ·x0, x0)). Or à
partir d’un certain rang, l’ensemble gnKg−1n · x0 intersecte B(h · x0, 2d(h · x0, x0)), donc
par connexité de gnKg−1n · x0 (car K est connexe), l’orbite gnKg−1n · x0 est incluse dans
B(h · x0, 2d(h · x0, x0)) à partir d’un certain rang. Ainsi le diamètre de gnKg−1n · x0, qui
est égal à 2d(gn · x0, x0), est borné. Donc la suite (gnK)n∈N est bornée : elle converge, à
extraction près.

L’application φ, continue, injective et propre, est donc un homéomorphisme sur son
image.

Notons X
S

l’adhérence de φ(X) dans S(G) : l’espace X
S

est compact. Le couple

(X
S
, φ) est appelé la compactification de Chabauty de l’espace symétrique X. Le groupe

G agit sur S(G) par conjugaison, et l’application φ estG-équivariante : si g ∈ G et x ∈ X,
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le stabilisateur de g · x dans X est Gg·x = gGxg
−1 = g · Gx. Ainsi, la compactification

de Chabauty X
S

est une G-compactification de X.

Notons G0 = Isom0(X) la composante neutre du groupe des isométries de X. Nous
allons montrer que la compactification de Chabauty de X dans S(G) ne dépend pas, à
isomorphisme près, du choix du groupe de Lie connexe G agissant continûment isomé-
triquement sur X, et se surjectant avec noyau fini sur G0.

Notons π : G → G0 la projection définie par l’action de G sur X. Par hypothèse,
π est un morphisme de groupes de Lie surjectif de noyau fini. En particulier, π est un
difféomorphisme local. Soit K0 un sous-groupe compact maximal de G0, et K le sous-
groupe compact maximal K = π−1(K0) de G. Choisissons une métrique riemannienne
G0-invariante à gauche, K0-invariante à droite sur G0. Alors la métrique riemannienne
tirée en arrière sur G par π est G-invariante à gauche et K-invariante à droite.

Notons φ : X → S(G) (resp. φ0 : X → S(G0)) l’application qui à un point x ∈ X
associe son stabilisateur dans G (resp. dans G0) : ce sont deux plongements de l’espace

symétrique X. Notons X
S

(resp. X
S,0

) la compactification associée.

D’après la proposition 1.5, la projection π : G → G0 induit un plongement S∗(π) :
S(G0) → S(G).

Proposition 10.2. L’application S∗(π) : S(G0) → S(G) est un homéomorphisme de

X
S,0

sur X
S

qui entrelace π, i.e. pour tous g ∈ G et x ∈ X
S,0

nous avons S∗(π)(π(g) ·
x) = g · S∗(π)(x).

Démonstration. On constate que φ = S∗(π)◦φ0, donc ceci montre que S∗(π)(XS,0) =
X
S
. Or l’application S∗(π) est un plongement, donc c’est un homéomorphisme de X

S,0

sur X
S
.

De plus, pour tous g ∈ G et x ∈ X
S,0 ⊂ S(G0) nous avons S∗(π)(π(g) · x) =

π−1(π(g) · x) = g · π−1(x) = g · S∗(π)(x).

Ceci montre par exemple que, pour étudier la compactification de Chabauty de
l’espace symétrique associé à SL(n,R), on peut travailler dans l’espace S(SL(n,R)),
plus maniable que S(PSL(n,R)).

10.2 La distalité

Si X est un espace métrique et G est un groupe d’homéomorphismes de X, on dit
que l’action de G sur X est distale si pour tous x, y ∈ X distincts il existe ε > 0 tel que
pour tout g ∈ G nous ayons d(g · x, g · y) > ε. Si g est un homéomorphisme de X, on
dit que son action sur X est distale si l’action du groupe {gn : n ∈ Z} engendré par g
est distale.

Si V est un espace vectoriel réel de dimension finie, on dit qu’un élément h ∈ GL(V )
est distal si son action linéaire sur V est distale, ce qui équivaut à demander que le
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spectre de h soit inclus dans le cercle unité S1. D’après le théorème 1 de [CG74], l’action
linéaire d’un groupe H sur V est distale si et seulement si tout élément de H est distal.

Un sous-groupe H d’un groupe de Lie G est appelé un sous-groupe distal de G si
son action adjointe sur l’algèbre de Lie de G est distale, ce qui équivaut à demander que
pour tout h ∈ H le spectre de Ad h agissant sur l’algèbre de Lie de G soit inclus dans
S1.

Cette notion, introduite par Furstenberg, provient des systèmes dynamiques (voir par
exemple [GJT98, Proposition 9.5, p. 135]). L’intérêt d’introduire ici la distalité réside
dans la proposition suivante.

Proposition 10.3. Soit G un sous-groupe de GL(V ), où V est un espace vectoriel réel
de dimension finie. Le sous-espace Sdistal(G) de S(G), constitué des sous-groupes fermés
de G dont l’action sur V est distale, est fermé.

Démonstration. SoitH un sous-groupe fermé deG adhérent à Sdistal(G), et soit h ∈ H .
Soit (hn)n∈N une suite d’éléments de G ayant une action distale sur V , convergeant vers
h. On peut voir le spectre comme application de GL(V ) à valeurs dans l’ensemble des
n-uplets de nombres complexes, à permutation près. On munit cet espace, naturellement
identifié à Cn/Sn, de la topologie quotient de Cn par l’action du groupe symétrique Sn

par permutation. Alors le spectre est continu. Puisque le cercle unité S1 est fermé, le
spectre de h est lui aussi inclus dans S1. Ainsi, H est un sous-groupe de G ayant une
action distale sur V .

Proposition 10.4. Tout sous-groupe de Lie compact d’un groupe de Lie est distal.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de Lie compact d’un groupe de Lie G. Soit
g ∈ H , alors la suite (gn)n∈N admet une valeur d’adhérence h ; et si λ est une valeur
propre de Ad g, alors λn converge à extraction près vers une valeur propre de Ad h. Or
Ad h est inversible, ce qui implique que |λ| = 1. Donc, pour tout g ∈ H , le spectre de
Ad g est inclus dans le cercle unité S1 : ainsi, H est un sous-groupe distal de G.

Proposition 10.5. La compactification de Chabauty X
S ⊂ S(G) de X est constituée

de sous-groupes distaux de G.

Démonstration. Par définition de la compactification de Chabauty, l’espace X
S

est
l’adhérence des sous-groupes compacts maximaux de G, donc d’après les proposi-
tions 10.3 et 10.4, l’espace X

S
est constitué de sous-groupes distaux de G.

Concernant l’étude des actions distales de groupes, on pourra se référer à [Abe78],
[Abe81] et [CG74].

10.3 Décompositions à l’aide d’une partie de la base

Afin de déterminer les groupes limites, nous avons besoin d’introduire des notations.
Reprenons celles de la partie 3, en particulier nous avons fixé une sous-algèbre de Cartan
a de g, le système de racines associé Σ ⊂ a∗ ainsi qu’une base ∆ du système de racines.
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Choisissons une partie I de la base ∆ du système de racines Σ. Définissons alors
le sous-espace vectoriel aI = {H ∈ a : ∀β ∈ I, β(H) = 0} =

⋂
β∈I Ker β de a, et

aI l’orthogonal de aI dans a pour la forme de Killing, qui est définie positive sur a.
Remarquons que dim aI = Card I.

Exemple. Pour G = SL(n,R), en prenant I = {αi,i+1, αj,j+1}, où 1 6 i < j 6 n − 1,
nous avons

aI =








a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an


 ∈ a : ai = ai+1 et aj = aj+1




.

Si i+ 1 < j, alors

aI =








a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an


 ∈ a :

ai = −ai+1, aj = −aj+1

et ∀k 6∈ {i, i+ 1, j, j + 1}, ak = 0




.

Si i+ 1 = j, alors

aI =








a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an


 ∈ a : ai + ai+1 + ai+2 = 0 et ∀k 6∈ {i, i+ 1, i+ 2}, ak = 0




.

Ce choix d’une partie I définit également une partition de l’ensemble des racines
Σ : soit ΣI l’ensemble des racines qui sont combinaison linéaire (à coefficients entiers)
d’éléments de I. Nous avons également

ΣI = {α ∈ Σ : ∀H ∈ aI , α(H) = 0}.
Définissons de plus ΣI = Σ\ΣI le complémentaire de ΣI , ainsi que ΣI,+ = ΣI ∩ Σ+ et
Σ+

I = ΣI ∩ Σ+.

Ceci définit également une décomposition de n en somme directe n = nI ⊕ nI , où
nI = ⊕α∈ΣI,+gα et nI = ⊕α∈Σ+

I
gα. De plus, nI et nI sont des sous-algèbres de Lie de n, et

[nI , nI ] ⊂ nI . Notons AI , AI , N I et NI les uniques sous-groupes de Lie immergés de G
connexes d’algèbres de Lie respectives aI , aI , nI et nI . Ils sont en fait fermés. Le groupe
A est égal au produit A = AI × AI , et le groupe N est égal au produit semi-direct
N = NI ⋊ N I . Le groupe A normalise NI et N I , et les groupes N I et AI commutent.
L’application exponentielle de chacun des groupes A, AI , AI , N , N I et NI est surjective
(voir par exemple [Hae08] pour des détails).

Exemple. Pour G = SL(n,R), en prenant comme ci-dessus I = {αi,i+1, αj,j+1}, où
1 6 i < j 6 n− 1 :

nI =








Ti 0 0
0 Tj−i 0
0 0 Tn−j


 ∈ a





et nI =








0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0


 ∈ a





où les blocs sont de dimensions respectives i, j − i et n − j, et où Ti ∈ gl(i,R) désigne
une matrice triangulaire supérieure stricte quelconque.
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On définit de manière analogue ΣI,−, Σ−I , N I,− et N−I , et nous avons alors des
propriétés semblables.

Posons GI = D(ZG(aI))0 la composante neutre du groupe dérivé du centralisateur
dans G de aI , ce groupe a pour algèbre de Lie gI = d(z(aI)) l’algèbre de Lie dérivée
du centralisateur de aI . Notons également KI = GI ∩ K, qui a pour algèbre de Lie
kI = gI ∩ k.

D’après [GJT98, § 2.13, p. 18], le groupe de Lie GI est connexe, semi-simple, de
centre fini et sans facteur compact, et KI en est un sous-groupe compact maximal. On
peut choisir pour sous-algèbre de Cartan de gI l’algèbre de Lie aI , dont le système de
racines associé est ΣI |aI et dont on peut choisir pour base I|aI . La décomposition en
espaces de racines de gI est

gI = gI0 ⊕
⊕

α∈ΣI

gα.

De plus, la décomposition d’Iwasawa associée est GI = KIAIN I .

10.4 Détermination des groupes limites

Fixons I une partie propre de la base ∆ du système de racines Σ. L’ensemble a+I =
aI ∩ a+ est muni d’un structure de cône simplicial fermé :

a+I =

(⋂

α∈I

Kerα

)
∩


 ⋂

α∈∆\I

{H ∈ a : α(H) > 0}


 .

Les facettes du cône a+I sont constituées des

(⋂

α∈J

Kerα

)
∩


 ⋂

α∈∆\J

{H ∈ a : α(H) > 0}


 ,

où J est une partie de ∆ contenant strictement I.

Notons a+I l’intérieur de a+I dans l’espace vectoriel aI : c’est le cône simplicial ouvert

a+I =

(⋂

α∈I

Kerα

)
∩


 ⋂

α∈∆\I

{H ∈ a : α(H) > 0}


 .

On dit qu’une suite (Hn)n∈N d’éléments de a+I tend vers +∞ dans a+I si, pour toute
racine α ∈ ∆\I, nous avons α(Hn) −→

n→+∞
+∞, c’est-à-dire que la suite (Hn)n∈N s’éloigne

de chacun des murs du cône a+I . L’exponentielle réalisant un difféomorphisme de a+I sur
A+

I = AI ∩A+, on dit qu’une suite (an)n∈N d’éléments de A+
I tend vers +∞ dans A+

I si
la suite (log an)n∈N tend vers +∞ dans a+I .

Notons de plus DI = KIMNI .
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Exemple. Pour G = SL(n,R), K = SO(n,R) et I = {αi,i+1, αj,j+1}, où 1 6 i < j 6

n− 1 :

DI =








Ui ∗ ∗
0 Uj−i ∗
0 0 Un−j


 ∈ G : Uk ∈ O(k,R)



 .

Proposition 10.6. Le sous-groupe M normalise KI , donc KIM est un sous-groupe de
Lie de G. Le sous-groupe KIM normalise NI , donc DI = KIMNI est un sous-groupe
de Lie de G, d’algèbre de Lie notée dI = (kI +m)⊕ nI .

Démonstration. Montrons que le sous-groupe M normalise l’algèbre de Lie zg(aI) :
soient m ∈M , X ∈ zg(aI) et H ∈ aI . Puisque M centralise a, nous avons

ad(Adm(X))H = [Adm(X), H ] = Adm([X,Adm−1(H)]) = Adm([X,H ]) = 0.

Ainsi Adm(X) ∈ zg(aI) donc M normalise zg(aI). On en déduit que M normalise
également son algèbre dérivée D(zg(aI)) = gI , puis que M normalise le sous-groupe de
Lie connexe GI d’algèbre de Lie gI . Or M est un sous-groupe de K, donc M normalise
GI ∩K = KI . Ainsi, KIM est un sous-groupe compact de G.

Montrons que le groupe M normalise l’algèbre de Lie nI : soient m ∈ M , α ∈ Σ,
Y ∈ gα et H ∈ a. Alors

ad(Adm(Y ))H = Adm([Y,Adm−1(H)]) = Adm([Y,H ]) = α(H) Adm(Y ).

Donc le groupe M normalise tous les espaces de racines gα, donc en particulier M
normalise l’algèbre de Lie nI .

Montrons que le groupe KI normalise l’algèbre de Lie nI : soit Y ∈ kI , écrivons la
décomposition de Y en espaces de racines Y = Y0 + Σα∈ΣIYα, où Y0 ∈ g0 et Yα ∈ gα
pour toute racine α ∈ ΣI . Soit Z ∈ nI , écrivons sa décomposition en espaces de racines
Z = Σβ∈Σ+

I
Zβ, où Zβ ∈ gβ pour toute racine β ∈ Σ+

I . Soient α ∈ ΣI et β ∈ Σ+
I . Si α+β

est une racine, celle-ci doit appartenir à Σ+
I , car dans l’écriture de α + β sur la base

∆, l’une des coordonnées des racines de ∆\I est strictement positive. Donc [Y, Z] ∈ nI .
Ainsi l’algèbre de Lie kI normalise nI , puis le groupe connexe KI normalise nI .

En conclusion, le groupe KIM normalise l’algèbre de Lie nI et également le groupe
de Lie NI . Par conséquent DI = KIMNI est un sous-groupe de Lie de G (le groupe DI

est fermé car KIM est compact et NI est fermé).

Nous allons maintenant étudier les groupes limites, c’est-à-dire les éléments de
X
S\φ(X).

Proposition 10.7. Soit (an)n∈N une suite de A+
I tendant vers +∞ dans A+

I . Alors la
suite de sous-groupes fermés (anKa

−1
n )n∈N converge vers DI dans S(G).

Exemple. Pour G = SL(3,R), K = SO(3,R) et I = {α1,2}, soit

an =




λn 0 0
0 λn 0
0 0 1

λ2
n


 ∈ A+

I ,
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où λn −→
n→+∞

+∞. Alors on peut vérifier dans ce cas particulier que la suite de sous-

groupes fermés an SO(3,R)a−1n converge vers le sous-groupe fermé

DI =

(
O(2) ∗
0 ±1

)
⊂ SO(3,R).

Fixons (an)n∈N comme dans cet énoncé. Puisque S(G) est compact, pour mon-
trer cette proposition, il suffit de montrer que toute valeur d’adhérence de la suite
(anKa

−1
n )n∈N est égale à DI : soit D une valeur d’adhérence. Supposons, quitte à ex-

traire une sous-suite, que la suite (anKa
−1
n )n∈N converge vers D. La preuve de cette

proposition, que nous donnerons plus loin, découle immédiatement des lemmes suivants.

Lemme 10.8. Nous avons l’inclusion DI ⊂ D.

Démonstration. Montrons que NI ⊂ D : soit y ∈ NI . Notons Hn ∈ aI et Y ∈ nI tels
que expHn = an et expY = y. Écrivons de plus Y = Σα∈Σ+

I
Yα, où Yα ∈ gα pour tout

α ∈ Σ+
I . Alors

a−1n yan = exp(Ad a−1n (Y )) = exp(Σα∈Σ+
I
e− adHnYα) = exp(Σα∈Σ+

I
e−α(Hn)Yα).

Or l’hypothèse que an tend vers +∞ dans A+
I signifie que α(Hn) −→

n→+∞
+∞ pour tout

α ∈ Σ+
I . Donc a−1n yan −→

n→+∞
e. Or, d’après la décomposition d’Iwasawa G = KAN−,

soient kn ∈ K, a′n ∈ A et y′n ∈ N− tels que a−1n yan = kna
′
ny
′
n. Par continuité de la

décomposition d’Iwasawa, nous avons kn −→
n→+∞

e, a′n −→
n→+∞

e et y′n −→
n→+∞

e. Puisque N−

est égal au produit semi-direct N− = N−I ⋊ N I,−, écrivons y′n = y′In y
′
n,I , où y′In ∈ N I,−

et y′n,I ∈ N−I : on a alors y′In −→
n→+∞

e et y′n,I −→
n→+∞

e.

Ainsi, puisque N I,− et AI commutent, nous avons any
′
na
−1
n = y′In any

′
n,Ia

−1
n . Soit

Y ′n,I ∈ n−I tel que exp Y ′n,I = y′n,I , alors on peut écrire Y ′n,I = Σα∈Σ−

I
Y ′n,α, où Y ′n,α ∈ gα

pour tout α ∈ Σ−I . Ainsi, any′n,Ia
−1
n = exp(Σα∈Σ−

I
eα(Hn)Y ′n,α). Comme α ∈ Σ−I et

Hn ∈ aI , nous avons α(Hn) −→
n→+∞

−∞, donc any′na
−1
n −→

n→+∞
e. Puisque a′n −→

n→+∞
e, on

en déduit que y = (ankna
−1
n )a′n(any

′
na
−1
n ) = lim

n→+∞
ankna

−1
n ∈ D.

Montrons que KIM ⊂ D. Puisque M = ZK(a), on en déduit que M commute
à AI . Par ailleurs, puisque KI ⊂ GI ⊂ ZG(aI), le groupe KI commute à AI . Soit
k ∈ KIM ⊂ K, alors k = anka

−1
n pour tout entier n ∈ N, donc k ∈ D.

Finalement DI = KIMNI ⊂ D.

Pour montrer l’inclusion réciproque, nous aurons besoin du résultat suivant. Consi-
dérons la compactification géodésique X

g
de l’espace symétrique X (voir la partie 2.3).

Proposition 10.9. Soit (Hn)n∈N une suite de a+ tendant vers l’infini, et soit I = {α ∈
∆ : α(Hn) → +∞}. Alors la suite (exp(Hn) · x0)n∈N de X converge dans X

g
vers un

point de ∂∞X, dont le stabilisateur dans G est le sous-groupe parabolique P I = KIMAN .
(Voir [GJT98, Proposition 3.9, p. 27].)

Lemme 10.10. Nous avons l’inclusion D ⊂ P I .
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Démonstration. Plaçons-nous dans la compactification géodésique X
g

de X. Puisque
la suite (an)n∈N tend vers l’infini dans A+

I , d’après la proposition 10.9, la suite (xn =
an · x0)n∈N converge vers un point x ∈ ∂∞X, dont le stabilisateur dans G est P I . Soit
d ∈ D, et soit (kn)n∈N une suite de K telle que la suite (ankna

−1
n )n∈N converge vers d.

Puisque l’action de G sur la compactification X
g

est continue, on en déduit que la suite
(ankna

−1
n · xn)n∈N = (xn)n∈N converge vers d · x = x. Par conséquent, l’élément d ∈ D

fixe le point à l’infini x, donc appartient au sous-groupe P I .

Lemme 10.11. Nous avons l’inclusion D ⊂ DI .

Démonstration. Soit d ∈ D, montrons que d ∈ DI . Puisque d ∈ P I = KIMAN et
que N = N INI , on peut supposer que d ∈ AN I . D’après la proposition 10.5, l’élément
d est distal. Or cet élément s’écrit d = au, où a ∈ A et u ∈ N I . Soit H ∈ a tel que
expH = a : alors, pour toute racine α ∈ Σ, le réel exp(α(H)) est une valeur propre de
Ad d. Par distalité, on en déduit que pour tout α ∈ Σ nous avons α(H) = 0 : ainsi H = 0
et d = u ∈ N I . Puisque l’exponentielle du groupe de Lie N est un difféomorphisme, soit
Y ∈ nI tel que expY = d.

Soit (kn)n∈N une suite de K telle que

ankna
−1
n −→

n→+∞
exp Y.

Soit Hn ∈ aI tel que expHn = an. Puisque le spectre de adY ∈ gl(g) est égal à {0},
d’après [Hel78, Theorem 1.7, p. 105], l’exponentielle est un difféomorphisme local en Y .
Donc il existe une suite (Yn)n∈N de g convergeant vers Y telle que exp Yn = ankna

−1
n pour

tout entier n ∈ N. Posons Un = Ad(a−1n )(Yn) ∈ g, de sorte que expUn = kn ∈ K. Notons
Y ′n = Ad an θ(Un), de sorte que exp Y ′n = expYn : nous allons montrer que Y ′n = Yn.

On remarque que pour tout α ∈ ΣI,+ nous avons α(Hn) = 0 donc

Y ′n,α = θ(Un)α = θ(Un,−α) = θ(Yn,−α) −→
n→+∞

θ(Y−α) = 0.

Et pour tout α ∈ Σ−I nous avons α(Hn) −→
n→+∞

−∞ et

e−α(Hn)θ(Un,−α) = θ(Yn,−α) −→
n→+∞

θ(Y−α) = 0,

donc Y ′n,α = eα(Hn)θ(Un,−α) −→
n→+∞

0.

Enfin, la composante Y ′n,0 de Y ′n sur g0 vérifie

Y ′n,0 = θ(Un,0) = θ(Yn,0) −→
n→+∞

θ(Y0) = 0.

Ainsi la distance de Y ′n à la sous-algèbre nilpotente nI,− ⊕ nI tend vers 0, donc
le spectre de la suite d’endomorphismes (adY ′n)n∈N converge vers {0}. Si on appelle
E = {Z ∈ g : | ImSp(adZ)| < π}, cela signifie que pour n assez grand nous avons
Y ′n ∈ E . Par ailleurs Y ∈ nI donc Yn ∈ E pour n assez grand. Or d’après [MT86,
Théorème 3.8.4, p. 83], l’exponentielle de G est un difféomorphisme de E sur son image,
donc comme nous avons expYn = exp Y ′n, on en déduit que Yn = Y ′n si n est assez grand.

Or les valeurs d’adhérence de la suite (Y ′n)n∈N appartiennent à nI,− ⊕ nI , donc Y ∈
(nI,− ⊕ nI) ∩ nI = {0}. On a donc montré l’inclusion D ⊂ DI .
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Notons, pour tous I ⊂ ∆, a ∈ A et k ∈ K,

DI
a,k = kaDIa−1k−1 = kaKIMNIa

−1k−1.

Théorème 10.12. Soit D ∈ X
S\X un groupe limite. Alors il existe I une partie propre

de ∆, a ∈ AI,+ et k ∈ K tels que D = DI
a,k.

Démonstration. Soit (gn)n∈N une suite de G telle que D = lim
n→+∞

gnKg
−1
n . Soit gn =

knank
′
n l’écriture de gn dans la décompositionKA+K deG : ainsi, kn, k′n ∈ K et an ∈ A+.

Soit I ⊂ ∆ l’ensemble des α ∈ ∆ tels que la suite (α(log an))n∈N soit bornée. On ne peut
avoir I = ∆ car sinon la suite (gn)n∈N serait bornée, donc convergerait à extraction près
vers un élément g ∈ G, or D = gKg−1 n’est pas un groupe limite.

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (kn)n∈N converge vers
k ∈ K et que :

∀α ∈ I, la suite (α(log an))n∈N converge

et ∀α ∈ ∆\I, la suite (α(log an))n∈N tend vers +∞.

Alors, si l’on écrit la décomposition an = aInan,I , où aIn ∈ AI et an,I ∈ AI , ceci revient à
dire que (aIn)n∈N converge vers a ∈ AI ∩A+ = AI,+ et que (an,I)n∈N tend vers +∞ dans
AI . D’après la proposition 10.7, la suite an,IKa

−1
n,I converge dans S(G) vers DI . Donc

D = lim
n→+∞

gnKg
−1
n = lim

n→+∞
kna

I
n(an,IK(an,I)

−1)aIn
−1
k−1n = kaDIa−1k−1 = DI

a,k.

Nous démontrons ensuite la fin du théorème annoncé dans l’introduction.

Théorème 10.13. Cette écriture est unique au sens suivant : soient I1, I2 deux parties
propres de ∆, a1 ∈ AI1,+, a2 ∈ AI2,+ et k1, k2 ∈ K. Alors nous avons DI1

a1,k1
= DI2

a2,k2
si

et seulement si

I1 = I2 = I, a1 = a2 = a et k−12 k1 ∈ (KI ∩ aKIa−1)M.

Lemme 10.14. L’ensemble des vecteurs X de dI tels que adgX soit un endomorphisme
nilpotent de g est la sous-algèbre de Lie nI .

Démonstration. Pour tout X ∈ nI ⊂ n, d’après la décomposition de g en espaces de
racines, on sait que l’endomorphisme adgX est nilpotent. Réciproquement, soit X ∈ dI

tel que adgX soit nilpotent : écrivons X = U + Y , où U ∈ kI + m et Y ∈ nI . Puisque
[kI + m, nI ] ⊂ nI , pour tout entier n ∈ N nous avons (adgX)n = (adg U)

n + adg Yn, où
Yn ∈ nI . Or il existe un entier n ∈ N tel que (adgX)n = 0, donc tel que (adg U)

n =
− adg Yn soit nilpotent : ainsi l’endomorphisme adg U est nilpotent, et antisymétrique
pour le produit scalaire Bθ puisque U ∈ k. Donc adg U = 0, puis U ∈ z(g) = {0} car
l’algèbre de Lie g est semi-simple. Ainsi X ∈ nI .

Lemme 10.15. Le normalisateur de l’algèbre de Lie nI dans G est P I = KIMAN .
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Démonstration. L’algèbre de Lie nI est normalisée par le sous-groupe AN .

Soit k ∈ K, et soit U ∈ k tel que expU = k. Écrivons la décomposition U =
U0 + Σα∈ΣUα de U en espaces de racines.

Si k ∈ KIM , alors U ∈ g0+gI . Pour toutes les racines α ∈ ΣI et β ∈ Σ+
I , si α+β est

une racine, nous avons α + β ∈ Σ+
I , donc [Uα, gβ] ⊂ nI . Par ailleurs [U0, gβ] ⊂ gβ ⊂ nI .

Par conséquent, nous avons [U, nI ] ⊂ nI . Ainsi k normalise l’algèbre de Lie nI .

Si k 6∈ KIM , puisque Lie(KIM) = (m + gI) ∩ k =
(
g0 ⊕

⊕
α∈ΣI gα

)
, il existe une

racine α ∈ Σ+
I telle que Uα 6= 0. Alors Uα ∈ nI , et la composante sur g0 de [U, Uα] dans

la décomposition en espaces de racines est [U−α, Uα] = [θ(Uα), Uα] car U ∈ k. Soit H ∈ a

tel que α(H) 6= 0. Alors

B([θ(Uα), Uα], H) = B([Uα, H ], θ(Uα))

= B(−α(H)Uα, θ(Uα))

= α(H)Bθ(Uα, Uα) 6= 0

Ainsi, [θ(Uα), Uα] 6= 0 : par conséquent, le vecteur [U, Uα] n’appartient pas à nI , donc U
n’appartient pas au normalisateur de nI , et par conséquent k ne normalise pas l’algèbre
de Lie nI .

En résumé, le normalisateur de l’algèbre de Lie nI dans G est KIMAN .

Lemme 10.16. Le normalisateur du sous-groupe DI dans G est KIMAINI .

Démonstration. Notons L le normalisateur du sous-groupe DI dans G. Alors L nor-
malise également la sous-algèbre nI des éléments adg-nilpotents de son algèbre de Lie
dI . Ainsi L est inclus dans le normalisateur P I = KIMAN de l’algèbre de Lie nI . Soit
x ∈ AIN I ∩ L, alors pour tout k ∈ KI , nous avons xkx−1 ∈ DI ∩GI d’après la décom-
position d’Iwasawa GI = KIAIN I . Or DI ∩ GI = KI , donc xkx−1 ∈ KI . Ceci étant
vrai pour tout k ∈ KI , on en déduit que xKIx−1 = KI . D’après la proposition 10.1
appliquée au groupe GI , on en déduit que x ∈ KI . Par conséquent, le normalisateur du
sous-groupe DI dans G est KIMAINI .

Démonstration du théorème 10.13. (Voir [GJT98, Proposition 9.116, p. 139].)

Si les groupes k1a1DI1a1
−1k−11 et k2a2DI2a2

−1k−12 sont égaux, on en déduit que les
sous-algèbres constituées d’éléments adg-nilpotents de leurs algèbres de Lie sont égales,
donc d’après le lemme 10.14 nous avons Ad(k1a1)nI1 = Ad(k2a2)nI2 . Or A normalise
nI1 et nI2 , donc si l’on pose k = k−11 k2 nous avons nI1 = Ad(k)nI2 . Par conséquent,
nous avons également NI1 = kNI2k

−1, donc d’après le lemme 10.15 leurs normalisateurs
P I1 = kP I2k−1 sont égaux.

Or, d’après le paragraphe [War72, 1.2.3, pp. 55-70], la paire (G,MAN) forme un
système de Tits, donc d’après le théorème [War72, Theorem 1.2.1.1, p. 46], les sous-
groupes paraboliques (P I)I⊂∆ sont deux à deux non conjugués, et chacun est égal à son
propre normalisateur. Ainsi, I1 = I2 = I et k ∈ P I . Or k ∈ K, donc k ∈ P I∩K = KIM .

Enfin DI = (a−11 ka2)D
I(a−11 ka2)

−1, donc d’après le lemme 10.16, nous avons
a−11 ka2 ∈ KIMAINI . Or a−11 ka2 ∈ AIKIMAI ⊂ GIM = KIMAIN I , donc a−11 ka2 ∈
KIM . Par unicité du facteur A+ dans la décomposition de CartanG = KA+K, on en dé-
duit que a1 = a2 = a. Et l’élément k appartient à KIM∩aKIMa−1 = (KI∩aKIa−1)M .
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Pour montrer la réciproque, soient I ( ∆ une partie propre de ∆, a ∈ AI,+ et
k1, k2 ∈ K tels que k−11 k2 ∈ (KI ∩ aKIa−1)M . Alors a−1k−11 k2a ∈ KIM ⊂ DI , donc

k1aD
Ia−1k−11 = k2aD

Ia−1k−12 .

10.5 Caractérisation des groupes limites

Nous commençons par retrouver la classification des sous-groupes moyennables maxi-
maux isotropiquement connexes de G effectuée par Moore [Moo79, Theorem 3.2, p. 133].
On dit qu’un sous-groupe fermé H de G est isotropiquement connexe s’il existe un tore
A′ de G déployé sur R, inclus dans H ′, tel que H = H0ZH(A

′), où ZH(A
′) désigne le

centralisateur de A′ dans H .

Théorème 10.17 (Moore). Les sous-groupes moyennables fermés maximaux et isotro-

piquement connexes de G sont les stabilisateurs des points de X
S
. Ils forment donc 2r

classes de conjugaison (où r = rang(G) = Card∆), dont des représentants sont les
groupes NG(D

I) = KIMAINI , pour I une partie de ∆.

Pour démontrer ceci, nous allons nous servir du résultat suivant. Rappelons qu’un
plat d’un espace métrique géodésique est un sous-espace fermé, complet, totalement
géodésique et isométrique à un espace euclidien Rd, où d > 1.

Théorème 10.18. Soit X une variété de Hadamard (par exemple un espace symétrique
de type non compact) et L un groupe d’isométries moyennable de X. Alors au moins
l’une des deux assertions suivantes est vraie.

1. Le groupe L fixe un point de la compactification géométrique X
g

de X.

2. L’espace X contient un plat L-invariant.

(Voir [BS87a, Theorem 2, p. 506], ou [AB98, Theorem, p. 184].)

Corollaire 10.19. Si L est un sous-groupe moyennable fermé et isotropiquement
connexe de G non compact, alors il existe une partie propre I de ∆ telle qu’un conjugué
de L soit inclus dans P I = KIMAN .

Démonstration. D’après le théorème 10.18, ou bien L fixe un point ξ de la compacti-
fication géométrique X

g
de X, ou bien L stabilise un plat F de X.

Si L fixe le point ξ, alors le groupe L est inclus dans le stabilisateur Gξ de ξ dans
G, qui est égal à un conjugué de P I , où I est une partie de ∆ (propre car L n’est pas
compact).

Si L stabilise le plat F , alors quitte à conjuguer on peut supposer qu’il s’agit du plat
F = AI · x0, où I est une partie de ∆ (propre car L n’est pas compact). Ainsi L est
inclus dans le stabilisateur NG(AI) = NK(AI)AI du plat F .

Or L est isotropiquement connexe, donc il existe un sous-groupe A′ de AI tel que
L = L0ZL(A

′). Quitte à augmenter I, on peut supposer que A′ = AI . Dans ce cas
L = L0ZL(AI) ⊂ (NK(AI)AI)0ZG(AI) = KIMAI ⊂ P I .
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Donnons maintenant la preuve du théorème 10.17.

Démonstration. Soit L un sous-groupe moyennable fermé et isotropiquement connexe
de G, non compact. D’après le corollaire 10.19, considérons I une partie propre minimale
de ∆ telle que L ⊂ KIMAN .

Faisons agir L sur le sous-espace XI = GI ·x0 deX : il s’identifie à l’espace symétrique
de type non compact associé à GI . Puisque le sous-groupe AINI est distingué dans
KIMAN , le quotient LAINI/AINI s’identifie à un sous-groupe moyennable fermé LI

de KIMAN/AINI = KIMAIN I = GIM . Puisque le groupe M ⊂ K normalise GI ,
le groupe GIM agit par isométries sur le sous-espace symétrique de type non compact
XI = GI · x0 ⊂ X.

Rappelons qu’on peut choisir dans gI pour sous-algèbre de Cartan aI , pour système
de racines Σ|aI et pour base I|aI . Supposons que LI ne soit pas compact, auquel cas
d’après le corollaire 10.19 il existe une partie propre J de I telle que LI ⊂ KJMAIN I ,
quitte à conjuguer par un élément de GI . Cela implique que L est inclus dans KJMAN ,
ce qui contredit la minimalité de I. Ainsi LI est compact, donc quitte à conjuguer par
un élément de GI on peut supposer que LI est inclus dans KIM . Ainsi le groupe L est
inclus dans KIMAINI .

Par ailleurs le groupe L = KIMAINI , extension d’un groupe compact par un groupe
résoluble, est moyennable. Et ce groupe est isotropiquement connexe car le tore AI inclus
dans L est tel que L0 = KIM0AINI et ZL(AI) = KIMAI , donc L = L0ZL(AI). Ceci
achève donc la preuve.

Le théorème suivant retrouve la classification des sous-groupes distaux maximaux
de G (voir [GJT98, Theorem 9.27, p. 144]), qui permet de caractériser intrinsèquement
les éléments de la compactification de Chabauty.

Théorème 10.20. Les éléments de X
S

sont les sous-groupes distaux maximaux de
G. Ils forment donc 2r classes de conjugaison (où r = rang(G) = Card∆), dont des
représentants sont les groupes DI = KIMNI , pour I une partie de ∆.

Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons sur le théorème suivant.

Théorème 10.21 (Conze, Guivarc’h). Si V est un espace vectoriel réel et si G est un
sous-groupe fermé distal de GL(V ), alors G est moyennable.

Démonstration. D’après le théorème [CG74, Théorème 1, p. 1083], on sait qu’il existe
un drapeau

V0 = {0} ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn = V

stable par G, et tel que pour tout i ∈ [[0, n− 1]] le groupe G opère de façon isométrique
sur Vi+1/Vi (pour un produit scalaire convenable).

Or le groupe des isométries linéaires d’un espace vectoriel euclidien est compact,
donc le sous-groupe distingué N de G constitué des éléments qui agissent trivialement
sur chacun des quotients Vi+1/Vi est cocompact. Or, dans une base adaptée au drapeau,
le groupe N est représenté par des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la
diagonale, donc est nilpotent, puis moyennable. Ainsi le groupe G, extension de deux
groupes moyennables, est moyennable.
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Donnons maintenant la preuve du théorème 10.20.

Démonstration. D’après la proposition 10.5, on sait que les éléments de X
S

sont des
sous-groupes distaux.

Réciproquement, soit L un sous-groupe distal maximal de G. Puisque l’ensemble des
éléments distaux de G est fermé dans G, le sous-groupe L est fermé par maximalité,
donc est un sous-groupe de Lie de G. Les éléments de AdL agissant sur g ont des valeurs
propres de module 1, donc ceci reste vrai lorsqu’on restreint leur action à l’algèbre de
Lie de L. Ainsi le groupe de Lie L est distal.

D’après le théorème 10.21, on sait que le groupe L est moyennable. Puis d’après
le théorème 10.17, on sait quitte à conjuguer qu’il existe une partie I de ∆ telle que
L ⊂ KIMAINI . Fixons l ∈ L, notons sa décomposition l = kan, où k ∈ KIM , a ∈ AI

et n ∈ NI . Puisque KIM centralise AI , normalise NI et que AI normalise NI , on en
déduit que pour tout entier p ∈ N nous avons lp = kpapnp, où np ∈ NI . Puisque le
groupe KIM est compact et que L est distal, on en déduit que le spectre de la suite
(Ad apnp)p∈N doit être borné. Or ce spectre est le même que le spectre de (Ad ap)p∈N,
donc il ne peut être borné que si a = 1. En conclusion, on en déduit que L est inclus
dans le sous-groupe distal KIMNI = DI , donc L = DI par maximalité.

Remarquons que tout sous-groupe fermé distal de G est à croissance polynomiale,
mais que la réciproque n’est pas vraie. Par exemple le sous-groupe abélien A est à
croissance polynomiale, mais n’est pas distal en tant que sous-groupe de G : il est distal
en tant que groupe de Lie.

11 Lien avec la compactification polyédrale

11.1 Compactification polyédrale d’un espace vectoriel

Deux références pour la compactification polyédrale sont [Lan95, § I.2, p. 21] et
[Rém99].

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie r. Soit Σ un ensemble fini non
vide de formes linéaires non nulles sur V , stable par α 7→ −α, tel qu’on obtienne une
partition de V \{0} indexée par les partitions Σ = Σ0 ⊔ Σ+ ⊔ Σ− de Σ en trois parties
de Σ, en cônes simpliciaux ouverts (facettes) définis par

FΣ0,Σ+,Σ−
=

{
x ∈ V \{0} :

∀α ∈ Σ0, α(x) = 0, ∀α ∈ Σ+, α(x) > 0
et ∀α ∈ Σ−, α(x) < 0

}
.

Notons F l’ensemble des facettes, et F0 l’ensemble des chambres (facettes de dimen-
sion maximale). Si F est une facette de cette décomposition, on note 〈F 〉 le sous-espace
vectoriel de V engendré par F . On définit la compactification polyédrale de V relative-
ment à Σ comme l’ensemble union disjointe

V
p
=
⊔

F∈F

V/〈F 〉,
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muni de la topologie que nous allons définir.

Si F0 ∈ F0 est une chambre, on appelle coin associé à F0 le sous-ensemble de V
p

:

CF0 =
⊔

F∈F , F⊂F0

V/〈F 〉,

où F0 désigne l’adhérence de F0 dans V . Remarquons que le coin CF0 contient une copie
de V , pour la facette {0}.

Soient α1, ..., αr ∈ Σ tels que F0 = {x ∈ V : ∀i ∈ [[1, r]], αi(x) > 0}. Ceci permet de
considérer l’application :

β : CF0 → ]−∞,+∞]r

x ∈ V/〈F 〉 7→ (β(x)i)i∈[[1,r]]

où β(x)i =

{
αi(x) si αi|F = 0
+∞ si αi|F > 0

.

L’application β est une bijection : munissons CF0 ⊂ V
p

de la topologie qui fait de la
bijection β un homéomorphisme de CF0 sur ]−∞,+∞]r, muni de la topologie usuelle :
en particulier, l’espace CF0 est localement compact et métrisable.

On munit V
p

de la topologie faible définie par la famille (CF0)F0∈F0 : une partie
U ⊂ V

p
est ouverte si et seulement si, pour toute chambre F0 ∈ F0, la partie U ∩ CF0

est ouverte dans CF0. L’ensemble F0 des chambres étant fini, ceci fait de V
p

un espace
compact et métrisable. Si l’on note W le groupe des automorphismes linéaires de V qui
préservent l’ensemble F des facettes, alors l’espace V

p
est une W -compactification de

V (voir [Lan95, § I.2, p. 21]).

11.2 Compactification polyédrale d’un espace symétrique

Soit X un espace symétrique de type non compact, et x0 ∈ X un point base. Soit G
un groupe de Lie connexe agissant continûment isométriquement sur X, se surjectant sur
Isom0(X) avec noyau fini. Soit K = Gx0 le stabilisateur du point x0. Soit g = k⊕ a⊕ n

une décomposition d’Iwasawa de l’algèbre de Lie g de G. Le système de racines Σ
associé à une sous-algèbre de Lie a de g abélienne diagonalisable maximale donne une
décomposition de a\{0} en cônes simpliciaux.

D’après ce qui précède, on peut définir la compactification polyédrale ap de a. Si
on choisit une chambre de Weyl (ouverte) positive a+, notons alors a+

p
l’adhérence

de a+ dans ap. Notons ∆ la base du système de racines Σ associée à la chambre de
Weyl positive a+. Les facettes de la chambre de Weyl a+ sont alors exactement les
a+I , où I parcourt les parties propres de ∆. Ainsi les facettes ajoutées pour obtenir la
compactification polyédrale de a sont les a/aI , que nous identifierons à l’orthogonal aI

de aI , où I parcourt les parties propres de ∆.

Remarquons que l’application :

K × a+ → X

(k,H) 7→ k exp(H) · x0



11.2 - Compactification polyédrale d’un espace symétrique 65

est continue et surjective. Montrons qu’elle est propre : soit (kn exp(Hn) · x0)n∈N une
suite dans l’image de cette application convergeant vers k exp(H) ·x0. Par compacité de
K, on peut supposer quitte à extraire que la suite (kn)n∈N converge vers k′ ∈ K. Alors la
suite (exp(Hn) · x0)n∈N converge vers k′−1k exp(H) · x0 dans X. Ainsi, il existe une suite
(k′n)n∈N d’éléments de K telle que la suite (exp(Hn)k

′
n)n∈N converge vers k′−1k exp(H)

dans G. Par continuité de la composante dans A+ dans le décomposition de Cartan
G = KA+K, on en déduit que la suite (exp(Hn))n∈N converge vers exp(H) dans A+, et
donc que la suite (Hn)n∈N converge vers H dans a+. En conclusion, la suite (kn, Hn)n∈N
converge vers (k′, H) dans K × a+. On a donc montré que l’application K × a+ → X
est propre.

Ainsi cette application, par passage au quotient, fournit un homéomorphisme dont
on notera l’inverse

ψ : X → (K × a+)/ ∼,
où (k,H) ∼ (k′, H ′) si k exp(H) · x0 = k′ exp(H ′) · x0.

Ceci suggère d’étendre la relation d’équivalence à G× a+
p
, en posant, si H ∈ a+ et

H ′ ∈ a+ :

(g,H) ∼ (g′, H ′) ⇐⇒ g exp(H)K exp(−H)g−1 = g′ exp(H ′)K exp(−H ′)g′−1.

Et, si I et I ′ sont des parties propres de ∆ et si H + aI ∈ a/aI et H ′ + aI′ ∈ a/aI′ :

(g,H+aI) ∼ (g′, H ′+aI′) ⇐⇒ g exp(H)DI exp(−H)g−1 = g′ exp(H ′)DI′ exp(−H ′)g′−1.

Cette définition a bien un sens car, pour toute partie propre I de ∆, le groupe AI

normalise DI . En effet, le groupe A normalise le groupe NI et centralise le groupe M .
De plus, le groupe AI centralise le groupe GI , donc en particulier centralise le groupe
KI .

Si I = ∆, alors a∆ = {0} donc on peut identifier H + a∆ et H ∈ a+. De plus, si l’on
note D∆ = K, ceci permet d’écrire la relation d’équivalence sous la même forme pour
tous les éléments de G× a+

p
:

(g,H+aI) ∼ (g′, H ′+aI′) ⇐⇒ g exp(H)DI exp(−H)g−1 = g′ exp(H ′)DI′ exp(−H ′)g′−1,

où I et I ′ sont des parties quelconques de ∆.

Proposition 11.1. L’application f : a+
p → S(G) définie par H + aI 7→

exp(H)DI exp(−H) est continue.

Démonstration. Les espaces a+
p

et S(G) étant métrisables, nous allons montrer que
f est séquentiellement continue : soit (Hn + aIn)n∈N une suite de a+

p
convergeant vers

H∞ + aJ , où Hn ∈ aIn et H∞ ∈ aJ . Le nombre de facettes étant fini, on peut supposer
quitte à extraire que la partie In ⊂ ∆ est constante, égale à I. D’après la topologie sur
a+

p
, nous avons nécessairement J ⊂ I. Or, par continuité de l’exponentielle et de l’action

de G par conjugaison sur S(G), l’application f restreinte à la facette aJ est continue :
ainsi, on peut supposer que J est strictement inclus dans I. Quitte à translater par H∞,
on peut supposer que H∞ + aJ = aJ .
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Soit U un voisinage fermé de DJ dans S(G) : montrons que exp(Hn)D
I exp(−Hn)

appartient à U si n est assez grand, ce qui montrera la continuité de f . D’après la pro-
position 10.7, il existe des constantes ε > 0 et N > 0 telles que pour tout H appartenant
à

Vε,N = {H ∈ a+ : ∀α ∈ ∆\J, α(H) > N et α ∈ J, |α(H)| 6 ε},
nous ayons exp(H)K exp(−H) ∈ U .

Puisqu’on peut choisir les Hn modulo aI , on peut supposer que pour tout α ∈ ∆\I
nous ayons α(Hn) = 0. Puisque la suite (Hn + aI)n∈N converge vers aJ dans a+

p
, on en

déduit que pour tout α ∈ I\J nous avons α(Hn) −→
n→+∞

+∞, et que pour tout α ∈ J

nous avons α(Hn) −→
n→+∞

0. Ainsi il existe un entier n0 ∈ N tel que pour tout n > n0

nous ayons Hn ∈ Vε,N .

Soit (H ′m)m∈N une suite de a+I telle que pour tout α ∈ ∆\I nous ayons α(H ′m) −→
n→+∞

+∞. Ainsi pour tout m ∈ N et tout n > n0 nous avons les deux propriétés suivantes :

∀α ∈ ∆\J, α(Hn +H ′m) > α(Hn) > N

∀α ∈ J, |α(Hn +H ′m)| = |α(Hn)| 6 ε.

C’est-à-dire que Hn + H ′m ∈ Vε,N , donc exp(Hn + H ′m)K exp(−Hn − H ′m) ∈ U . Or
lorsque l’on fait tendre m vers +∞, on en déduit d’après la proposition 10.7 que, pour
tout n > n0 nous avons

lim
m→+∞

exp(Hn +H ′m)K exp(−Hn −H ′m) = exp(Hn)D
I exp(−Hn) ∈ U.

Ceci montre la continuité de f .

Remarquons que dans [GJT98, Remark 7.34, p. 115], la continuité de l’action de G
sur la compactification polyédrale est démontrée via la compactification de Martin.

Définissons la compactification polyédrale de X par

X
p
= (G× a+

p
)/ ∼,

où l’espace X
p

est muni de la topologie quotient, et où l’inclusion X → X
p

est la
composition de l’homéomorphisme ψ : X → (K × a+)/ ∼ et de l’inclusion (K × a+)/∼
→ (G× a+

p
)/∼.

L’espace X
p

est naturellement muni d’une G-action à gauche, quotient de l’action
de G à gauche sur le premier facteur de G× a+

p
.

Si G0 désigne la composante neutre du groupe des isométries de X, alors le mor-
phisme π : G → G0 fourni par l’action de G sur X est, par hypothèse, surjectif et de
noyau fini. Les compactifications polyédrales de X obtenues pour G et G0 sont naturel-
lement isomorphes, par l’homéomorphisme π-équivariant

(G× a+
p
)/∼ → (G0 × a+

p
)/∼

[(g,H)] 7→ [(π(g), H)] .
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Proposition 11.2. L’espace X
p

est une G-compactification de X.

Démonstration. Montrons tout d’abord que l’espace X
p

est séparé. Puisque l’ap-
plication f est continue, l’application G × a+

p → S(G) qui à (g,H + aI) associe
g exp(H)DI exp(−H)g−1 est continue, et passe au quotient en une application continue
injective de X

p
dans l’espace séparé S(G). Ceci implique que l’espace X

p
est séparé.

Montrons que l’espace X
p

est compact. La projection K × a+
p → X

p
est surjective

(tout élément de G × a+
p

est équivalent à un élément de K × a+
p
) et continue (par

passage au quotient de l’inclusion K × a+
p → G × a+

p
), or l’espace X

p
est séparé et

l’espace K × a+
p

est compact, on conclut donc que X
p

est compact.

Montrons que l’espace X, identifié par l’homéomorphisme ψ : X → (K×a+)/∼ à un
sous-espace de X

p
, est dense dans X

p
. Soit (g,H + aI) un point de G× a+

p
tel que son

image x dans X
p

n’appartienne pas à ψ(X), c’est-à-dire tel que I soit une partie propre
de ∆. Tout voisinage de (g,H + aI) dans G× a+

p
intersecte G× a+, car par définition

a+
p

est l’adhérence de a+ dans ap. Ainsi, tout voisinage de x dans X
p

intersecte ψ(X).
Par conséquent, l’espace X

p
est bien une compactification de l’espace symétrique X.

L’homéomorphisme X → G × a+/ ∼ est G-équivariant, donc l’espace X
p

est une
G-compactification de X.

Proposition 11.3. Les G-compactifications de Chabauty X
S

et polyédrale X
p

de l’es-
pace symétrique de type non compact X sont G-isomorphes, via le G-homéomorphisme
ϕ : X

p → X
S

qui à la classe de (g,H + aI) associe g exp(H)DI exp(−H)g−1.

Démonstration. D’après la définition de la relation d’équivalence ∼, l’application ϕ est
bien définie et injective. D’après le début de la preuve de la proposition 11.2, l’application
ϕ est continue. D’après le théorème 10.12, l’application ϕ est surjective. Or l’espace X

p

est compact et X
S

est compact donc séparé : ainsi ϕ est un homéomorphisme, G-
équivariant.

Proposition 11.4. La compactification polyédrale X
p

est G-isomorphe à la compactifi-
cation cellulaire duale X ∪∆∗(X), telle qu’elle est définie dans [GJT98, Definition 3.40,
p. 45].

Démonstration. Nous allons vérifier que la compactification polyédrale X
p

satisfait
les hypothèses du théorème [GJT98, Theorem 3.38, p. 43], qui caractérise la compacti-
fication cellulaire duale.

Soit (kn, Hn)n∈N une suite fondamentale au sens de [GJT98, Definition 3.35, p. 41],
c’est-à-dire qu’il existe une partie propre I de ∆ telle que la suite (kn)n∈N de K converge
vers k, et si Hn = Hn,I + HI

n est la décomposition de Hn ∈ a selon a = aI ⊕ aI , alors
la suite (Hn,I)n∈N tend vers +∞ dans a+I et la suite (HI

n)n∈N converge vers H ∈ aI,+.
Alors, d’après les propositions 10.7 et 11.3, la suite (kn expHn)n∈N converge, dans la
compactification polyédrale, vers la classe d’équivalence de (k,H + aI).

Soient (kn, Hn)n∈N et (k′n, H
′
n)n∈N deux suites fondamentales. Leurs limites for-

melles au sens de [GJT98, Definition 3.35, p. 41] sont (Ad k(a+I ), k exp(H) · x0) et
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(Ad k′(a+I′), k
′ exp(H ′) · x0) respectivement. Leurs limites dans la compactification po-

lyédrale sont les classes d’équivalence de (k,H + aI) et (k′, H ′ + aI′) respectivement.
Notons a = exp(H) et a′ = exp(H ′).

Supposons que les limites formelles soient égales. Alors, d’après la proposi-
tion [GJT98, Proposition 3.4, p. 25], nous avons I = I ′ et k−1k appartient au nor-
malisateur NK(a

+
I ) = KIM de a+I dans K. De plus ka · x0 = k′a′ · x0 ∈ M , donc

a−1k−1k′a′ ∈ K. Or a et a′ appartiennent à A+, donc par unicité de la décomposition
de Cartan G = KA+K, nous avons a = a′. Par ailleurs a−1k−1k′a ∈ AIKIMAI ∩K ⊂
GIM ∩ K = KIM . Par conséquent k−1k′ ∈ aKIMa−1 ∩ KIM . Donc, d’après la réci-
proque du théorème 10.13, on en déduit que

kaDIa−1k−1 = k′a′DI′a′−1k′−1.

Donc les limites dans la compactification polyédrale des classes d’équivalence de (k,H+
aI) et (k′, H + aI) sont égales.

Réciproquement, supposons que les limites dans la compactification polyédrale soient
égales. Alors, d’après le théorème 10.13, on en déduit que I = I ′, a = a′ et k−1k′ ∈
(KI ∩ aKIa−1)M . Alors k−1k′ appartient au stabilisateur aKa−1 du point a · x0, donc

k′ exp(H ′) · x0 = k′a · x0 = ka · x0 = k exp(H) · x0.

De plus k−1k′ ∈ KIM = ZK(a
+
I ), donc d’après la proposition [GJT98, Proposition 3.4,

p. 25], nous avons Ad k(a+I ) = Ad k′(a+I ). Ainsi, les limites formelles sont égales.

Ainsi, la compactification polyédraleX
p
satisfait les hypothèses du théorème [GJT98,

Theorem 3.38, p. 43], donc est isomorphe à la compactification cellulaire duale. Ces com-
pactifications étant des G-compactifications de X (voir [GJT98, Theorem 3.43, p. 46]),
ce sont des compactifications G-isomorphes de X.

Théorème 11.5. Les compactifications de Chabauty, polyédrale, cellulaire duale
([GJT98, Definition 3.40, p. 45]), de Satake-Furstenberg maximale ([GJT98, Proposi-
tion 4.53, p. 73]) et de Martin ([GJT98, Chapter VII, pp. 103–115]) sont G-isomorphes.

Démonstration. D’après les résultats [GJT98, Theorem 4.43, p.66], [GJT98, Propo-
sition 4.53, p. 73] et [GJT98, Theorem 7.33, p. 115], les compactifications cellulaire
duale, de Satake-Furstenberg maximale et de Martin sont G-isomorphes. D’après les
propositions 11.3 et 11.4, celles-ci sont également G-isomorphes aux compactifications
de Chabauty et polyédrale.
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12 Introduction

Soient X un espace symétrique de type non compact, G un groupe de Lie réel
semi-simple de centre fini ayant un nombre fini de composantes connexes, agissant par
isométries sur X et se surjectant sur la composante neutre Isom0(X) du groupe des
isométries de X et soit S(G) l’espace des sous-groupes fermés de G, muni de la topologie
de Chabauty.

La compactification de Chabauty de X (voir la partie III) est définie en associant à
chaque point de X son stabilisateur dans G dans l’espace S(G). Dans une première par-
tie, nous définissons de manière analogue la compactification de Chabauty de l’espace
Plats(X) des plats maximaux de X en associant à chaque plat maximal son stabilisateur

dans G. Appelons l’adhérence Plats(X)
S

de l’image de ce plongement la compactifica-
tion de Chabauty de l’espace Plats(X). Nous verrons que cette compactification ne dé-
pend pas du groupe G vérifiant les conditions ci-dessus, à homéomorphisme Isom0(X)-
équivariant près. Nous allons décrire explicitement cette compactification dans le cas
facile G = SL2(R)m, et dans le cas G = SL3(R).

Théorème 12.1. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maxi-
maux Plats(X) de l’espace symétrique X de SL3(R) est le sous-espace de S(SL3(R)) des
sous-groupes fermés connexes abéliens maximaux inclus dans un sous-groupe de Borel.
(Voir le théorème 13.17.)

Nous explicitons tout d’abord l’espace des sous-algèbres abéliennes maximales de
l’algèbre de Lie du sous-groupe de Borel standard B, nous décrivons les orbites dans cet
espace sous l’action de la composante neutre B0 de B et nous montrons qu’elles forment
les cellules d’une structure de CW -complexe (voir la proposition 13.15), qui permet en
particulier d’en calculer le groupe fondamental (voir la proposition 13.16).

Pour étudier la compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maxi-
maux de l’espace symétrique X de SL3(R), nous considérons ensuite l’action de G car

toute G-orbite dans Plats(X)
S

rencontre le sous-espace des sous-algèbres abéliennes
maximales de l’algèbre de Lie du sous-groupe de Borel standard B. L’espace Plats(X)
n’est pas simplement connexe (son groupe fondamental est de cardinal 48, voir le
lemme 13.23), le résultat suivant est donc surprenant.

Théorème 12.2. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maxi-
maux Plats(X) de l’espace symétrique X de SL3(R) est simplement connexe. (Voir le
théorème 13.22.)

Pour le groupe SL4(R), nous avons une description des groupes apparaissant dans la
compactification de Chabauty, analogue au cas de SL3(R).

Théorème 12.3. Soit G un produit de copies de SL4(R), de SL3(R) et de groupes de Lie
de rang réel un, soit r le rang réel de G, et X l’espace symétrique de type non compact de

G. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maximaux Plats(X)
de X est le sous-espace de S(G) des sous-groupes fermés connexes abéliens de dimension
r inclus dans un sous-groupe de Borel. (Voir le théorème 13.27.)
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Par contre, ce résultat est incorrect pour SLm(R) si m > 10 (voir le lemme 13.28).

La description de la compactification de Chabauty de l’espace des plats maximaux
de l’espace symétrique de SL3(R) étant délicate à généraliser en dimension supérieure,
nous proposons donc une autre approche. Dans une seconde partie, nous définissons
la compactification géométrique de l’espace Plats(X) des plats maximaux d’un espace
X, qui est soit un espace symétrique de type non compact soit un immeuble euclidien
localement fini fortement transitif. Notons G un groupe agissant par isométries sur X.
Considérons le plongement G-équivariant suivant :

φ : Plats(X) → F(X
g
)

P ⊂ X 7→ P ⊂ X
g
,

et appelons son adhérence la compactification géométrique Plats(X)
g

de Plats(X).

Appelons I l’immeuble sphérique topologique à l’infini de X, et notons d sa di-
mension. L’espace des plats maximaux de X est naturellement G-isomorphe à l’espace
App(I) des appartements de I. Considérons l’espace de toutes les images par des mor-
phismes de complexes polyédraux préservant le type de A dans I, muni de la topologie
induite par la topologie de Chabauty sur l’espace F(I(d)) des fermés de l’espace com-
pact des chambres de Weyl de I. Appelons compactification géométrique de App(I) son
adhérence App(I)g dans ce sous-espace compact de F(I(d)).

Théorème 12.4. La compactification géométrique Plats(X)
g

de l’espace des plats de X
est naturellement G-isomorphe à la compactification géométrique App(I)g de l’espace
des appartements de I. (Voir le théorème 14.8.)

Nous décrivons ensuite explicitement cette compactification dans le cas du groupe
G = SL3(K), où K est un corps local :

Théorème 12.5. Pour G = SL3(K), la compactification géométrique App(I)g de l’es-
pace des appartements de I est l’ensemble de toutes les images par des morphismes de
complexes polyédraux préservant le type de l’appartement A dans I. C’est une variété
projective irréductible. (Voir le théorème 14.7.)

Ce théorème est également vrai pour tout immeuble sphérique topologique de type
Am

1 (voir le théorème 14.6), mais est incorrect pour l’immeuble sphérique topologique
de SLm(K) dès que m > 4 (voir la partie 14.4.4).

Nous en déduisons l’existence de dégénérescences très particulières de plats et de
géodésiques dans l’espace symétrique de type non compact ou dans l’immeuble euclidien
X de SL3(K), dont en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 12.6. Il existe une suite (γn)n∈N de géodésiques de X telle que la suite
(γn)n∈N converge vers un fermé F dans l’espace F(X

g
) des fermés de X

g
, qui ne soit

inclus dans aucun plat à l’infini de X. (Voir le corollaire 14.11.)
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13 Compactification de Chabauty de l’espace des plats
maximaux d’un espace symétrique de type non
compact

13.1 Définition de la compactification

Soient X un espace symétrique de type non compact, G un groupe de Lie réel
semi-simple de centre fini ayant un nombre fini de composantes connexes, agissant par
isométries sur X et se surjectant sur la composante neutre Isom0(X) du groupe des
isométries de X. Soit P0 un plat maximal de X, et T ′ le stabilisateur de P0 dans G :
c’est le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan A de G.

Notons Plats(X) l’espace des plats maximaux de X, muni de la topologie induite
par la topologie de Chabauty sur F(X). Le groupe G agit transitivement sur l’espace
Plats(X), donc l’espace Plats(X) s’identifie naturellement à l’espace homogène G/T ′.

Considérons l’application

Θ : Plats(X) → S(G)
P 7→ {g ∈ G : g(P ) = P}0.

Théorème 13.1. L’application Θ est un plongement G-équivariant.

On appelle compactification de Chabauty la G-compactification Plats(X)
S

=
Θ(Plats(X)) de Plats(X) ainsi définie.

Démonstration. Notons A la composante neutre du tore T , alors le normalisateur de
A dans G est égal à T ′. Le théorème est une conséquence du fait que l’application

Θ : G/T ′ → S(G)
gT ′ 7→ gAg−1

est un plongement, ce qui est assuré par la proposition 1.17 car A est connexe.

Afin de pouvoir décrire aisément cette compactification, nous allons montrer qu’on
peut aussi la décrire via l’espace des sous-algèbres de Lie de g (qui sont bien des sous-
groupes fermés de (g,+)). Appelons a l’algèbre de Lie de A, et considérons le plongement

θ : G/T ′ → S(g)
gT ′ 7→ Ad g(a).

On pourrait ainsi définir une autre compactification de Chabauty de G/T ′, en considé-
rant l’adhérence de ce plongement. Considérons l’application Lie : S(G) → S(g) qui à
un sous-groupe fermé de G associe son algèbre de Lie.

Théorème 13.2. L’application Lie est un homéomorphisme G-équivariant de
Θ(G/T ′) ⊂ S(G) sur θ(G/T ′) ⊂ S(g).
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Démonstration. Posons E = {Z ∈ g : Sp(adZ) ⊂ R}, alors d’après [MT86, Théo-
rème 3.8.4, p. 83] (pour G = SLn(R), mais G est un groupe linéaire), l’exponentielle
de G est un difféomorphisme de E sur son image. Ainsi, l’application Lie est un ho-
méomorphisme du sous-espace des sous-groupes fermés de G inclus dans exp(E) sur le
sous-espace des sous-algèbres de Lie de g incluses dans E . Or toute sous-algèbre de Car-
tan de g est incluse dans E , qui est fermé dans S(g), donc chaque sous-algèbre de Lie
appartenant à θ(G/T ) est incluse dans E . Ainsi l’application Lie est un homéomorphisme
G-équivariant de Θ(G/NG(T )) sur θ(G/NG(T )).

Ainsi, étudier la compactification de Chabauty de l’espace des plats maximaux de
X équivaut à étudier les limites de sous-algèbres de Cartan de g. Ces limites sont des
sous-algèbres de Lie abéliennes de g, de dimension r.

Notons G0 = Isom0(X) la composante neutre du groupe des isométries de X. Nous
allons montrer que la compactification de Chabauty de l’espace des plats maximaux de
X ne dépend pas, à isomorphisme près, du choix du groupe de Lie connexe G agissant
continûment isométriquement sur X, et se surjectant avec noyau fini sur G0.

Notons π : G → G0 la projection définie par l’action de G sur X. Par hypothèse, π
est un morphisme de groupes de Lie surjectif de noyau fini. Considérons l’application

Θ0 : Plats(X) → S(G0)

P 7→ {g ∈ G0 : g(P ) = P}.

Les deux plongements Θ : Plats(X) → S(G) et Θ0 : Plats(X) → S(G0) définissent deux

compactifications de Chabauty Plats(X)
S

et Plats(X)
S,0

. D’après la proposition 1.5, la
projection π : G→ G0 induit un plongement S∗(π) : S(G0) → S(G).

Proposition 13.3. L’application S∗(π) : S(G0) → S(G) est un homéomorphisme de

Plats(X)
S,0

sur Plats(X)
S

qui entrelace π, i.e. pour tous g ∈ G et H ∈ Plats(X)
S,0

nous avons S∗(π)(π(g) ·H) = g · S∗(π)(H).

Démonstration. On constate que Θ = S∗(π) ◦ Θ0, donc ceci montre que

S∗(π)
(
Plats(X)

S,0
)
= Plats(X)

S
. Or l’application S∗(π) est un plongement, donc c’est

un homéomorphisme de Plats(X)
S,0

sur Plats(X)
S
.

De plus, pour tous g ∈ G et H ∈ Plats(X)
S,0 ⊂ S(G0) nous avons S∗(π)(π(g) ·H) =

π−1(π(g) ·H) = g · π−1(H) = g · S∗(π)(H).

13.2 Le cas de rang un

Supposons dans cette partie tout d’abord que G = SL2(R) et que X = H2
R. Dans

ce cas, prenons pour A le sous-groupe diagonal de G avec des coefficients diagonaux
strictement positifs, et pour N le sous-groupe triangulaire supérieur avec des 1 sur la
diagonale.
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Proposition 13.4. Soit (γn)n∈N une suite de géodésiques de H2
R partant à l’infini, et

supposons quitte à extraire que les extrémités (γ+n )n∈N et (γ−n )n∈N aient une limite com-
mune ξ dans ∂∞H2

R. Alors la suite de sous-groupes de Cartan (Stab(γn)0)n∈N converge
vers le radical unipotent du fixateur de ξ dans G.

Démonstration. Pour tout n ∈ N, considérons gn ∈ G tel que Stab(γn)0 = gnAg
−1
n .

D’après la décomposition d’Iwasawa G = KAN = KNA, on peut supposer que gn ∈ N
pour tout n ∈ N. Il est alors immédiat que la suite (gnAg

−1
n )n∈N converge vers N dans

S(G). Et le sous-groupe N est le radical unipotent du fixateur AN de ξ dans G.

Proposition 13.5. La compactification de Chabauty de l’espace Plats(H2
R) des géodé-

siques de H2
R est l’espace des sous-groupes fermés de SL2(R) abéliens connexes maximaux

inclus dans un sous-groupe de Borel. Elle est naturellement SL2(R)-isomorphe au quo-
tient du tore ∂∞H2

R × ∂∞H2
R par l’involution diagonale.

Démonstration. Notons σ l’involution diagonale de ∂∞H2
R×∂∞H2

R. Appelons ξ+, ξ− ∈
∂∞H2

R les deux extrémités de la géodésique translatée par A, de sorte que ξ+ soit le point
fixé par N .

Considérons l’application

Plats(H2
R)
S →

(
∂∞H2

R × ∂∞H2
R

)
/σ

gAg−1 7→ [g · ξ+, g · ξ−]
gNg−1 7→ [g · ξ+, g · ξ+],

d’après la proposition précédente, c’est un homéomorphisme SL2(R)-équivariant pour
l’action par conjugaison sur S(G), et pour l’action quotient de l’action diagonale sur
(∂∞H2

R × ∂∞H2
R) /σ.

On déduit du cas de SL2(R) une description du cas de rang un.

Proposition 13.6. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple de centre fini ayant un
nombre fini de composantes connexes, sans facteur compact, de rang réel un, et soit X
son espace symétrique. La compactification de Chabauty de l’espace Plats(X) des géodé-
siques de X est l’espace des sous-groupes fermés de G abéliens connexes de dimension
1 inclus dans un sous-groupe de Borel.

Démonstration. Puisque tout sous-groupe compact maximal de G agit transitivement
par conjugaison sur les sous-groupes de Borel de G, nous savons que la compactification
de Chabauty de l’espace Plats(X) est incluse dans l’espace des sous-groupes fermés de
G abéliens connexes de dimension 1 inclus dans un sous-groupe de Borel.

Réciproquement, considérons un sous-groupe fermé H abélien connexe de dimension
1 inclus dans un sous-groupe de Borel B de G. Notons A le sous-groupe de Cartan de
G inclus dans B. Si H n’est pas un sous-groupe de Cartan, alors H est inclus dans le
radical unipotent de B, est normalisé par A, et le sous-groupe de Lie connexe L = AH
de G engendré par A et H est isomorphe à la composante neutre du sous-groupe de Borel
de SL2(R). Alors d’après la proposition 13.4, le sous-groupe H est limite de conjugués
de A (par des éléments de L).
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13.3 Le cas de SL3(R)

Posons G = SL3(R), K = SO3(R) et A le sous-groupe de G des matrices diagonales à
coefficients diagonaux strictement positifs. Soit M le centralisateur de A dans K, c’est-
à-dire le sous-groupe fini de G constitué des matrices diagonales à coefficients diagonaux
égaux à ±1. Et soit M ′ le normalisateur de A dans K, c’est-à-dire le sous-groupe fini de
G constitué des matrices de permutation de coefficients égaux à ±1. Notons T = MA
le centralisateur de A dans G, c’est un tore déployé maximal, et notons T ′ = M ′A le
normalisateur de A (et de T ) dans G.

Notons N le sous-groupe de G unipotent supérieur, B = MAN le sous-groupe
de Borel standard, c’est-à-dire le sous-groupe triangulaire supérieur, et B0 = AN sa
composante neutre.

Notons de plus g, k, a, n et b les algèbres de Lie de G, K, A, N et B respectivement.

NotonsX l’espace symétrique de G. Pour étudier la compactification de Chabauty de
l’espace Plats(X) = G/T ′ des plats de X, d’après le théorème 13.2, nous allons étudier
les limites de sous-algèbres de Cartan de g. D’après la décomposition d’Iwasawa G =
KAN , il suffit d’étudier les limites de sous-algèbres de Cartan incluses dans b = a⊕ n.
Nous allons déterminer toutes les sous-algèbres abéliennes de dimension 2 de b.

13.3.1 Les sous-algèbres de Lie abéliennes de b de dimension 2

Soit Y le sous-espace de S(g) constitué des sous-algèbres de Lie abéliennes de dimen-
sion 2 de b. Le groupe B0 agit sur Y par l’action adjointe. Nous allons montrer que le
sous-espace des sous-algèbres de Cartan de g incluses dans b est dense dans Y , puis nous
étudierons la manière dont les orbites de B0 forment une structure de CW -complexe sur
Y .

Notons pa : b = a⊕ n → a la projection sur a parallèlement à n.

Notons α : a → R définie par H 7→ H1,1 − H2,2 et β : a → R définie par H 7→
H2,2 − H3,3 : ces racines forment une base du système de racines associé à la sous-
algèbre de Cartan a. Les racines positives correspondantes sont Σ+ = {α, β, α + β}.
Soit (Hα, Hβ) la base de a duale de (α, β). Leurs matrices sont Hα = Diag(2

3
, −1

3
, −1

3
) et

Hβ = Diag(1
3
, 1
3
, −2

3
).

Pour toute racine γ ∈ Σ, notons de plus aγ = Ker γ et Aγ = exp aγ. Notons de plus

Aα=β = expR(Hα +Hβ).

Notons les vecteurs

Uα =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 , Uβ =




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 et Uα+β =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 .

Notons les espaces de racines nα = RUα, nβ = RUβ et nα+β = RUα+β . Et, pour toute
racine γ ∈ Σ, notons Nγ = exp nγ . Enfin, notons les deux sous-groupes paraboliques
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maximaux contenant B

P α =








∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗





 et P β =








∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗





 .

Pour tout vecteur X ∈ b, nous noterons X = Xa + xαUα + xβUβ + xα+βUα+β la
décomposition en espaces de racines de X dans la décomposition b = a+nα+nβ+nα+β .

De plus, pour tout [x : y] ∈ P1(R), notons

l[x:y] =








0 tx s
0 0 ty
0 0 0


 : t, s ∈ R



 .

On peut remaqrquer que les algèbres de Lie des radicaux unipotents de P α et P β sont
l[0:1] et l[1:0], ce sont des sous-algèbres de Lie de b abéliennes de dimension 2.

Pour toute racine γ ∈ Σ+, notons de plus lγ = aγ ⊕ nγ. On vérifie facilement que les
sous-algèbres de Lie l[x:y], pour [x : y] ∈ P1(R), et lγ, pour γ ∈ Σ+, appartiennent à Y .

Proposition 13.7. Soit l ∈ Y . Alors il y a trois possibilités (mutuellement exclusives) :

1. soit il existe un unique b ∈ N tel que l = Ad b(a) ;

2. soit il existe un unique [x : y] ∈ P1(R) tel que l = l[x:y] ;

3. soit il existe un unique γ ∈ Σ+ et un unique b ∈ N/Nγ tels que l = Ad b(lγ).

Démonstration. Distinguons selon la dimension de pa(l).

1. Si pa(l) = a, considérons une base de l constituée de deux éléments diagonalisables.
Alors l est une sous-algèbre de Cartan de g, il existe donc b ∈ G tel que l = Ad b(a).
Puisque b est l’algèbre de Lie d’un sous-groupe de Borel contenant l, on peut
supposer de plus que Ad b(b) = b, c’est-à-dire que b ∈ NG(b) = B = TN . Puisque
T ′ est le normalisateur de A, on peut supposer que b ∈ N . Et cet élément est
unique car N ∩NG(A) = {e}.

2. Si pa(l) = {0}, alors l ⊂ n. Puisque l est abélienne, la projection de l sur gα + gβ
n’est pas de dimension 2, donc est de dimension 1. Puisque l ne se surjecte pas sur
nα + nβ, cela implique que le noyau de la projection nα+β , qui est de dimension 1,
est inclus dans l. Il existe donc un unique [x : y] ∈ P1(R) tel que xUα + yUβ ∈ l.
Ainsi l = {xtUα + ytUβ + zUα+β : t, z ∈ R} = l[x:y].

3. Sinon pa(l) est de dimension 1 : soit alors X ∈ l tel que pa(X) = Xa 6= 0. Soit Y ∈ n

tel que (X, Y ) soit une base de l. Alors, puisque l est abélienne, la coordonnée de
[X, Y ] = 0 selon nα est α(Xa)Yα = 0 et celle selon nβ est β(Xa)Yβ = 0. On se
trouve alors dans l’un des trois cas suivants :

(a) Soit Xa ∈ aα. Dans ce cas on peut supposer que β(Xa) = 1 (c’est-à-dire
Xa = Hβ), et on a donc Yβ = 0. Par ailleurs la coordonnée de [X, Y ] = 0
selon nα+β est yα+β−xβyα = 0. Puisque Y 6= 0, on doit donc avoir yα 6= 0 : on
peut supposer que yα = 1. Quitte à ajouter à X un multiple de Y , supposons
que xα = 0. Alors l’élément

b−1 =




1 0 xα+β

0 1 xβ
0 0 1


 ∈ N
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est tel que Ad b−1(X) = Hβ ∈ Kerα et Ad b−1(Y ) = Uα ∈ nα. Donc l =
Ad b(aα ⊕ nα) = Ad b(lα).

(b) Soit Xa ∈ aβ. Dans ce cas symétrique au précédent, on trouve également un
élément b ∈ B0 tel que l = Ad b(lβ).

(c) Sinon, on doit avoir yα = yβ = 0 : on peut alors supposer yα+β = 1. Puisque
X et Y commutent, on en déduit que la coordonnée de [X, Y ] = 0 selon nα+β

est (α+ β)(Xa)yα+β = (α+ β)(Xa) = 0. On peut supposer que α(Xa) = 1 et
β(Xa) = −1. Alors l’élément

b−1 =




1 xα 0
0 1 −xβ
0 0 1


 ∈ N

est tel que Ad b−1(X) ∈ Xa + nα+β et Ad b−1(Y ) = Y ∈ nα+β . Donc l =
Ad b(lα+β).

Et dans chacun de ces trois cas, le normalisateur de lγ dans N est égal à Nγ , d’où
l’unicité de b modulo Nγ .

Corollaire 13.8. Sous l’action de B0, il y a 8 orbites dans Y , dont des représentants
sont a, l[1:0], l[0:1], l[1:1], l[1:−1], lα, lβ et lα+β.

Démonstration. Il suffit de vérifier que pour tout [x : y] ∈ P1(R)\{[1 : 0], [0 : 1]}, il
existe a ∈ A tel que Ad a(l[x:y]) = l[1:±1] (selon que x et y sont de même signe ou non),
et que deux de ces 8 représentants ne sont pas conjugués sous l’action adjointe de B0.

Considérons pour tous x, y et z réels l’élément

b(x, y, z) = exp




0 x z
0 0 y
0 0 0


 =




1 x z + xy
2

0 1 y
0 0 1


 ∈ N.

Le lemme suivant permet de décrire quels éléments de l’orbite de a par N convergent
vers quels éléments de Y .

Lemme 13.9. Soient (xn, yn, zn)n∈N une suite de R3 tendant vers l’infini.

1. Si xn → ∞ et (yn, zn + xnyn
2

) → (y, z) dans R2, alors lim
n→+∞

Ad b(xn, yn, zn)(a) =

Ad b(0, y, z)(lα).

2. Si yn → ∞ et (xn, zn − xnyn
2

) → (x, z) dans R2, alors lim
n→+∞

Ad b(xn, yn, zn)(a) =

Ad b(x, 0, z)(lβ).

3. Si zn → ∞ et (xn, yn) → (x, y) dans R2, alors lim
n→+∞

Ad b(xn, yn, zn)(a) =

Ad s(x, y, 0)(lα+β).

4. Si on n’est pas dans l’un de ces cas à extraction près, et si
[
xn(zn +

xnyn
2

) : yn(−zn +
xnyn
2

)
]
→ [a : b]

dans P1(R), alors lim
n→+∞

Ad b(xn, yn, zn)(a) = l[a:b].
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Démonstration. Calculons les images par Ad b(xn, yn, zn) des vecteurs Hα et Hβ de la
base de a.

Ad b(xn, yn, zn)(Hα) =




2
3

−xn −zn + xnyn
2

0 −1
3

0
0 0 −1

3


 et

Ad b(xn, yn, zn)(Hβ) =




1
3

0 −zn − xnyn
2

0 1
3

−yn
0 0 −2

3


 .

1. Supposons xn → ∞ et (yn, zn +
xnyn
2

) → (y, z) dans R2. Alors

Ad b(xn, yn, zn)(
−1

xn
Hα) −→

n→+∞




0 1 −y
0 0 0
0 0 0


 = Ad b(0, y, z)(Uα) et

Ad b(xn, yn, zn)(Hβ) −→
n→+∞




1
3

0 −z
0 1

3
−y

0 0 −2
3


 = Ad b(0, y, z)(Hβ).

Donc lim
n→+∞

Ad b(xn, yn, zn)(a) = Ad b(0, y, z)(RHβ + RUα) = Ad b(0, y, z)(lα).

2. Supposons yn → ∞ et (xn, zn − xnyn
2

) → (x, z) dans R2. Alors

Ad b(xn, yn, zn)(Hα) −→
n→+∞




2
3

−x −z
0 −1

3
0

0 0 −1
3


 = Ad b(x, 0, z)(Hα) et

Ad b(xn, yn, zn)

(−1

yn
Hβ

)
−→

n→+∞




0 0 x
0 0 1
0 0 0


 = Ad b(x, 0, z)(Uβ).

Donc lim
n→+∞

Ad b(xn, yn, zn)(a) = Ad b(x, 0, z)(RHα + RUβ) = Ad b(x, 0, z)(lβ).

3. Supposons zn → ∞ et (xn, yn) → (x, y) dans R2. Alors

Ad b(xn, yn, zn)

(−1

zn
Hα

)
−→

n→+∞




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 = Uα+β = Ad b(x, y, 0)(Uα+β)

et

Ad b(xn, yn, zn)(Hα −Hβ) −→
n→+∞




1
3

−x xy
0 −2

3
y

0 0 1
3


 = Ad b(x, y, 0)(Hα −Hβ).

Donc lim
n→+∞

Ad b(xn, yn, zn)(a) = Ad b(x, y, 0)(R(Hα − Hβ) + RUα+β) =

Ad b(x, y, 0)(lα+β).

4. Sinon, considérons le vecteur Zn de Ad b(xn, yn, zn)(a) suivant dont le coefficient
dans le coin supérieur droite (Zn)1,3 est nul :

Zn = Ad b(xn, yn, zn)
((
zn +

xnyn
2

)
Hα +

(
−zn +

xnyn
2

)
Hβ

)

=




zn
3
+ xnyn

2
−xn(zn + xnyn

2
) 0

0 −2zn
3

−yn(−zn + xnyn
2

)
0 0 zn

3
− xnyn

2


 .
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Montrons que, si l’on n’est pas dans l’un des trois premiers cas à extraction près,
les coefficients diagonaux de Zn sont négligeables devant l’un des coefficients de la
surdiagonale.
• Si xn → ∞, yn → y et zn + xnyn

2
→ ∞, alors les coefficients diagonaux de Zn

sont négligeables devant (Zn)1,2 = −xn(zn + xnyn
2

).
• Si xn → x, yn → ∞ et zn − xnyn

2
→ ∞, alors les coefficients diagonaux de Zn

sont négligeables devant (Zn)2,3 = −yn(−zn + xnyn
2

).
• Si xn → ∞ et yn → ∞, alors les coefficients diagonaux de Zn sont négligeables

devant (Zn)1,2 = −xn(zn + xnyn
2

).
Ainsi il est naturel de supposer que la suite

([
xn(zn +

xnyn
2

) : yn(−zn + xnyn
2

)
])

n∈N
converge vers [a : b] dans P1(R). Dans ce cas, la suite de droites (RZn)n∈N converge
vers R(aUα + bUβ) dans P1(b). Par ailleurs, selon les cas, l’une des deux suites de
droite (Ad b(xn, yn, zn)(Hα))n∈N ou (Ad b(xn, yn, zn)(Hα))n∈N converge vers RUα+β

dans P1(b).
On en conclut que la suite de sous-algèbres de Lie (Ad b(xn, yn, zn)(a))n∈N converge
vers l[a:b].

Le résultat suivant découle alors immédiatement du corollaire 13.8.

Corollaire 13.10. L’orbite de a sous l’action adjointe de N est dense dans Y .

Calculons les normalisateurs dans B0 de chacune des 8 sous-algèbres de Lie du co-
rollaire 13.8.

Proposition 13.11. 1. Le normalisateur NB0(a) de a dans B0 est égal à A. Donc
l’orbite de a sous l’action adjointe de B0 est homéomorphe à N , c’est-à-dire à R3.

2. Le normalisateur NB0(l[0:1]) de l[0:1] dans B0 est égal à B0. Donc son orbite est un
point.

3. Le normalisateur NB0(l[1:0]) de l[1:0] dans B0 est égal à B0. Donc son orbite est un
point.

4. Le normalisateur NB0(l[1:1]) de l[1:1] dans B0 est égal à Aα=βN . Donc son orbite
est homéomorphe à A/Aα=β, c’est-à-dire à R.

5. Le normalisateur NB0(l[1:−1]) de l[1:−1] dans B0 est égal à Aα=βN . Donc son orbite
est homéomorphe à R.

6. Pour toute racine positive γ ∈ Σ+, le normalisateur NB0(lγ) de lγ dans B0 est égal
à ANγ. Donc son orbite est homéomorphe à N/Nγ, c’est-à-dire à R2.

Démonstration. • On sait même que le normalisateur de a dans G est NG(a) = T ′.
• Il est clair que les sous-algèbres de Lie l[1:0] et l[0:1] sont normalisées par B0.
• La sous-algèbre de Lie l[1:±1] est normalisée par N , et son normalisateur dans A

est égal à Aα=β.
• Il est clair que le sous-groupe A normalise Ker γ⊕nγ . Par ailleurs le normalisateur

de Ker γ dans N est Nγ , et la sous-algèbre nγ est normalisée par N . Donc le
normalisateur de Ker γ ⊕ nγ dans B0 est égal à ANγ .

Le lemme suivant décrit les valeurs d’adhérence des autres orbites que a dans Y sous
l’action adjointe de B0, pour les représentants décrits dans le corollaire 13.8.
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Lemme 13.12. 1. Les sous-algèbres l[0:1] et l[1:0] sont normalisées par B0.

2. Pour l[1:±1], un système complet de représentants de B0 modulo NB0(l[1:±1]) =
Aα=βN est Aα+β = {Diag(λ, λ−2, λ) ∈ A : λ ∈∈ ]0,+∞[}. Soit (λn)n∈N une suite
dans ]0,+∞[ et considérons pour tout n ∈ N l’élément bn = Diag(λn, λ

−2
n , λn)

de Aα+β. Si λn → +∞ alors lim
n→+∞

Ad bn(l[1:±1]) = l[1:0] et si λn → 0 alors

lim
n→+∞

Ad bn(l[1:±1]) = l[0:1].

3. Pour lα, un système complet de représentants de B0 modulo NB0(lα) = ANα est
NβNα+β = {b(0, y, z) : y, z ∈ R}. Soit ((yn, zn))n∈N une suite de R2 tendant vers
l’infini et considérons pour tout n ∈ N l’élément bn = b(0, yn, zn) de NβNα+β. Si
[zn : y2n] → [a : b] dans P1(R), alors lim

n→+∞
Ad bn(lα) = l[a:b].

4. Pour lβ, un système complet de représentants de B0 modulo NB0(lβ) = ANβ est
NαNα+β = {b(x, 0, z) : x, z ∈ R}. Soit ((xn, zn))n∈N une suite de R2 tendant vers
l’infini et considérons pour tout n ∈ N l’élément bn = b(xn, 0, zn) de NαNα+β. Si
[−x2n : zn] → [a : b] dans P1(R), alors lim

n→+∞
Ad bn(lβ) = l[a:b].

5. Pour lα+β, un système complet de représentants de B0 modulo NB0(lα+β) = ANα+β

est {b(x, y, 0) : x, y ∈ R} (ce n’est pas un sous-groupe de B0). Soit ((xn, yn))n∈N
une suite de R2 tendant vers l’infini et considérons pour tout n ∈ N l’élément bn =
b(xn, yn, 0) de N . Si [−xn : yn] → [a : b] dans P1(R), alors lim

n→+∞
Ad bn(lα+β) =

l[a:b].

Démonstration. 1. Cela a été vu dans la proposition 13.11.

2. On remarque que Ad bn(l[1:±1]) = l[λ3
n,±λ

−3
n ], le résultat est alors clair.

3. Calculons le vecteur

Ad bn(Uα) =




0 1 −yn
0 0 0
0 0 0


 ,

ainsi on constate la limite

RAd bn (−ynHβ + znUα) −→
n→+∞

R




0 a 0
0 0 b
0 0 0


 .

Par ailleurs, l’une des deux suites (RAd bn(Hβ))n∈N ou (RAd bn(Uα))n∈N de droites
de b converge vers RUα+β . Ainsi lim

n→+∞
Ad bn(lα) = l[a:b].

4. Calculons le vecteur

Ad bn(Uβ) =




0 0 xn
0 0 1
0 0 0


 ,

ainsi on constate la limite

RAd bn (xnHα + znUβ) −→
n→+∞

R




0 a 0
0 0 b
0 0 0


 .

Par ailleurs, l’une des deux suites (RAd bn(Hα))n∈N ou (RAd bn(Uβ))n∈N de droites
de b converge vers RUα+β . Ainsi lim

n→+∞
Ad bn(lβ) = l[a:b].
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5. Le vecteur Uα+β est normalisé par bn, et on constate la limite

RAd bn (Hα −Hβ − xnynUα+β) −→
n→+∞

R




0 a 0
0 0 b
0 0 0


 .

Ainsi lim
n→+∞

Ad bn(lα+β) = l[a:b].

13.3.2 La topologie de l’espace Y des sous-algèbres de Lie abéliennes de b

de dimension 2

Considérons l’homéomorphisme de R dans R défini par z 7→ z′ = sgn(z)
√

|z|, d’in-
verse z′ 7→ z = sgn(z′)(z′)2.

Pour n = 2 et n = 3, notons Bn la compactification de Rn obtenue en ajoutant
la sphère Sn−1 à l’infini (qui est la compactification géodésique de l’espace euclidien
standard Rn). Utilisons des coordonnées homogènes pour les sphères, en identifiant Sn−1

avec (Rn\{0})/R∗+ de manière évidente. Notons B2
α, B2

β et B2
α+β trois copies disjointes

du disque fermé B2, de disques ouverts R2
α, R2

β et R2
α+β et de cercles de bord S1

α, S1
β et

S1
α+β. Considérons les trois applications continues

fα : B3\{[±1 : 0 : 0]} → B2
α

(x, y, z′) ∈ R3 7→
(
y,
(
z +

xy

2

)′)
∈ R2

α

[x : y : z′] ∈ S2 7→
[
y :
(
z +

xy

2

)′]
∈ S1

α

fβ : B3\{[0 : ±1 : 0]} → B2
β

(x, y, z′) ∈ R3 7→
(
x,
(
z − xy

2

)′)
∈ R2

β

[x : y : z′] ∈ S2 7→
[
x :
(
z − xy

2

)′]
∈ S1

β

fα+β : B3\{[0 : 0 : ±1]} → B2
α+β

(x, y, z′) ∈ R3 7→ (x, y) ∈ R2
α+β)

[x : y : z′] ∈ S2 7→ [x : y] ∈ S1
α+β .

Remarquons que ces formules étant positivement homogènes, et les domaines de dé-
finition indiqués étant les bons, ces applications sont bien définies. Soit C l’adhérence
de l’image du plongement (et nous identifions l’espace de départ et l’image de ce plon-
gement)

B3\{[±1 : 0 : 0], [0 : ±1 : 0], [0 : 0 : ±1]} → B3 × B2
α × B2

β × B2
α+β

p 7→ (p, fα(p), fβ(p), fα+β(p)).

L’espace C est la boule B3 où on a éclaté les six points {[±1 : 0 : 0], [0 : ±1 : 0], [0 : 0 :
±1]} en six disques, identifiés deux à deux (voir la figure 15).
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Figure 15 – La boule éclatée C.

Notons ∂C le complémentaire dans C de l’image de R3. Notons C ′ le complémentaire
dans ∂C des trois disques B2

α, B2
β et B2

α+β , c’est-à-dire S2 privé des six points [±1 : 0 : 0],
[0 : ±1 : 0] et [0 : 0 : ±1], et considérons l’application

g : C ′ → P1(R)

[x : y : z′] 7→
[
x
(
z +

xy

2

)
: y
(
−z + xy

2

)]
.

Prolongeons l’application g aux bords S1
α, S1

β et S1
α+β des plans R2

α, R2
β et R2

α+β, par les
formules suivantes.

gα : S1
α → P1(R)

[y : z′] 7→ [z : y2]

gβ : S1
β → P1(R)

[x : z′] 7→ [−x2 : z]
gα+β : S1

α+β → P1(R)

[x : y] 7→ [−x : y].

On obtient ainsi une application g de C0 = C ′ ∪ S1
α ∪ S1

β ∪ S1
α+β dans P1.

Lemme 13.13. L’application g : C0 → P1 est continue.

Démonstration. Il est clair que l’application g est continue sur l’ouvert C ′ de C0, ainsi
qu’en restriction à chaque S1

γ , pour γ ∈ Σ+.

Soit [y : z′] un point de S1
α, et soit ([xn : yn : z′n])n∈N une suite de C ′ convergeant

vers [y : z′] dans C. Par continuité de fβ et fα+β en [±1 : 0 : 0], cela signifie que la suite
([xn : yn : z′n])n∈N converge vers [±1 : 0 : 0] dans S2, et par continuité de fβ et fα+β en

[±1 : 0 : 0] que la suite (fα([xn : yn : z′n]))n∈N =
([
yn :

(
zn +

xnyn
2

)′])
n∈N

converge vers

[y : z′] dans S1
α. Ainsi on peut supposer que la suite (xn)n∈N tend vers l’infini, que la

suite (yn)n∈N converge vers y, et que la suite (zn +
xnyn
2

)n∈N converge vers z. Or

g([xn : yn : z′n]) =
[
xn

(
zn +

xnyn
2

)
: yn

(
−zn +

xnyn
2

)]

=

[
zn +

xnyn
2

: yn

(
− zn
xn

+
yn
2

)]
.
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Si y 6= 0, alors la suite (zn)n∈N est équivalente à (−xny
2
)n∈N, donc la suite (− zn

xn
+ yn

2
)n∈N

converge vers y, et donc la suite (g([xn : yn : z′n]))n∈N converge vers [z : y2] = gα([y : z
′]).

Si y = 0, alors on en déduit que la suite (zn)n∈N est négligeable devant (xn)n∈N, et donc
la suite (g([xn : yn : z′n]))n∈N converge vers [1 : 0] = gα([y : z′]).

Pour S1
β , la continuité de g se montre de manière identique.

Soit [x : y] un point de S1
α+β , et soit ([xn : yn : z′n])n∈N une suite de C ′ convergeant

vers [x : y] dans C. Cela signifie que la suite ([xn : yn : z′n])n∈N converge vers [0 : 0 : ±1]
dans S2, et que la suite (fα+β([xn : yn : z′n]))n∈N = ([xn : yn])n∈N converge vers [x : y]
dans S1. On peut donc supposer que la suite (xn)n∈N converge vers x, que la suite (yn)n∈N
converge vers y, et que la suite (zn)n∈N tend vers l’infini. Or

g([xn : yn : z′n]) =
[
xn

(
zn +

xnyn
2

)
: yn

(
−zn +

xnyn
2

)]
.

Puisque la suite (xnyn)n∈N est négligeable devant la suite (zn)n∈N, on en déduit que la
suite (g([xn : yn : z′n]))n∈N est équivalente à la suite ([xn : −yn])n∈N, donc converge vers
[x : −y] = gα+β([x : y]).

On a donc montré que l’application g était continue sur C0.

Considérons l’application suivante.

φ : C → Y

(x, y, z′) ∈ R3 7→ Ad b(x, y, z)a

(y, z′) ∈ R2
α 7→ Ad b(0, y, z)lα

(x, z′) ∈ R2
β 7→ Ad b(x, 0, z)lβ

(x, y) ∈ R2
α+β 7→ Ad b(x, y, 0)lα+β

c ∈ C0 7→ lg(c).

Théorème 13.14. L’application φ est continue, surjective et induit un homéomor-
phisme φ̃ du recollement C ∪g P1(R) sur l’espace topologique Y .

Démonstration. Puisque l’application P1(R) → Y définie par [a : b] 7→ l[a:b] est un
plongement, et que l’application φ factorise par g sur C0, on en déduit que l’application
φ est continue en restriction à C0. L’application φ est également continue sur l’ouvert
R3 de C.

Considérons les six applications

B2
α → Y

(y, z′) ∈ R2
α 7→ Ad b(0, y, z′)lα

[y : z′] ∈ S1
α 7→ lgα([y:z′]) ,

B2
β → Y

(x, z′) ∈ R2
β 7→ Ad b(x, 0, z′)lβ

[x : z′] ∈ S1
β 7→ lgβ([x:z′])
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et B2
α+β → Y

(x, y) ∈ R2
α+β 7→ Ad b(x, y, 0)lα+β

[x : y] ∈ S1
α+β 7→ lgα+β([x:y]).

D’après le lemme 13.12, ce sont des plongements. Puisqu’en restriction aux trois disques
B2
α, B2

β et B2
α+β , l’application φ factorise par ces plongements, on en déduit que l’appli-

cation φ est continue en restriction à C\R3.

Soit (y, z′) un point de R2
α, et soit (xn, yn, z

′
n)n∈N une suite de R3 convergeant vers

(y, z′) dans C. Cela signifie que la suite (xn, yn, z
′
n)n∈N converge vers [±1 : 0 : 0]

dans B3, et que la suite (fα(xn, yn, z
′
n))n∈N converge vers (y, z′) dans R2

α. Puisque
(xn)n∈N tend vers l’infini et que la suite

(
yn, zn +

xnyn
2

)
n∈N

converge vers (y, z), d’après
le lemme 13.9(1), on en déduit que la suite de sous-algèbres de Lie(φ(xn, yn, zn))n∈N
converge vers Ad s(0, y, z)lα = φ(y, z′).

Soit [y : z′] un point de S1
α, et soit (xn, yn, z

′
n)n∈N une suite de R3 convergeant vers

[y : z′] dans C. Cela signifie que la suite (xn, yn, z
′
n)n∈N converge vers [±1 : 0 : 0] dans

B3, et que la suite (fα(xn, yn, z
′
n))n∈N converge vers [y : z′] dans B2

α.

Supposons y 6= 0, alors la suite
(

zn+
xnyn

2

y2n

)
n∈N

converge vers z
y2

, or la suite

(xn

yn
)n∈N tend vers l’infini, donc la suite ( zn

y2n
)n∈N est équivalente à (− xn

2yn
)n∈N. Ainsi

la suite
([
xn(zn +

xnyn
2

) : yn(−zn + xnyn
2

)
])

n∈N
dans P1(R) est équivalente à la suite([

xn
z
y2

: yn
xn

yn

])
n∈N

, donc converge vers [z : y2] = gα([y : z′]). D’après le lemme 13.9(4),

on en déduit que la suite de sous-algèbres de Lie (φ(xn, yn, zn))n∈N converge vers
l[z:y2] = φ([y : z′]).

Supposons y = 0, alors la suite
(

y2n
zn+

xnyn
2

)
n∈N

converge vers 0. Donc la suite
([
xn(zn +

xnyn
2

) : yn(−zn + xnyn
2

)
])

n∈N
=
([
xn(zn +

xnyn
2

) : −yn(zn + xnyn
2

) + xny
2
n

])
n∈N

converge vers [1 : 0] = gα([y : z′]). D’après le lemme 13.9(4), on en déduit que la suite
de sous-algèbres de Lie (φ(xn, yn, zn))n∈N converge vers l[1:0] = φ([y : z′]).

La continuité de φ sur B2
β est identique.

Soit (x, y) un point de R2
α+β, et soit (xn, yn, z

′
n)n∈N une suite de R3 convergeant

vers (x, y) dans C. Cela signifie que la suite (xn, yn, z
′
n)n∈N converge vers [0 : 0 : ±1]

dans B3, et que la suite (fα+β(xn, yn, z
′
n))n∈N = (xn, yn)n∈N converge vers (x, y) dans

R2
α+β . Puisque (zn)n∈N tend vers l’infini et comme la suite (xn, yn)n∈N converge vers

(x, y), d’après le lemme 13.9(3), on en déduit que la suite de sous-algèbres de Lie
(φ(xn, yn, zn))n∈N converge vers Ad b(x, y, 0)(lα+β) = φ(x, y).

Soit [x : y] un point de S1
α+β , et soit (xn, yn, z

′
n)n∈N une suite de R3 convergeant

vers (x, y) dans C. Cela signifie que la suite (xn, yn, z
′
n)n∈N converge vers [0 : 0 : ±1]

dans B3, et que la suite (fα+β(xn, yn, z
′
n))n∈N = (xn, yn)n∈N converge vers [x : y] dans

B2
α+β . Alors la suite

([
xn(zn +

xnyn
2

) : yn(−zn + xnyn
2

)
])

n∈N
est équivalente à la suite

([xn : −yn])n∈N, donc converge vers [x : −y] = gα+β([x : y]) dans P1(R). Donc d’après
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le lemme 13.9(4), on en déduit que la suite de sous-algèbres de Lie (φ(xn, yn, zn))n∈N
converge vers l[x:−y] = φ([x : y]).

On a donc montré que l’application φ était continue sur C. Puisqu’elle factorise par
g sur C0, on en déduit qu’elle induit une application continue φ̃ de C ∪g P1(R) sur Y .

L’application φ est une bijection de R3 sur l’orbite de a dans Y sous l’action adjointe
de B0. Pour tout γ ∈ Σ+, l’application φ est une bijection de R2

γ sur l’orbite de lγ dans
Y sous l’action adjointe de B0. Et l’application φ est une bijection de P1(R) sur le sous-
espace {l[a:b] : [a : b] ∈ P1(R)} de Y . Ainsi d’après la proposition 13.7, l’application φ est
bijective. Or l’espace C∪g P1(R) est compact et l’espace Y est séparé, donc l’application
φ̃ est un homéomorphisme.

Figure 16 – Le CW -complexe Y

Corollaire 13.15. L’espace Y est un CW-complexe (voir la figure 16), dont les sim-
plexes sont donnés par les B0-orbites. Les voici, classés par dimensions.

– Il y a deux 0-simplexes, qui sont les points l[1:0] et l[0:1].
– Il y a deux 1-simplexes, qui sont les orbites de l[1:±1].
– Il y a trois 2-simplexes, qui sont les orbites de Ker γ ⊕ gγ pour γ ∈ Σ+.
– Il y a un 3-simplexe, qui est l’orbite de a.

Proposition 13.16. Le 2-squelette Y (2) de Y a le type d’homotopie qu’un bouquet formé
de deux sphères S2 et d’un plan projectif réel P2(R). En particulier, l’espace Y a pour
groupe fondamental π1(Y ) = Z/2Z, dont un générateur est donné par la classe d’homo-
topie d’un lacet parcourant une fois le cercle P1(R).
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Démonstration. Le 2-squelette Y (2) de Y est le recollement des trois 2-cellules R2
α, R2

β

et R2
α+β par les trois applications gα, gβ et gα+β sur le 1-squelette Y (1) ≃ P1(R).

Or les applications gα et gβ sont homotopes à des applications constantes, et le
recollement de R2

α+β sur P1(R) par gα+β est homéomorphe à P2(R). Ainsi le 2-squelette
Y (2) a le type d’homotopie d’un bouquet formé de deux sphères S2 et d’un plan projectif
P2(R). Ainsi le groupe fondamental de Y est isomorphe au groupe fondamental de P2(R),
c’est-à-dire Z/2Z.

13.3.3 Compactification de G/T ′

Notons Z = Plats(X)
S

la compactification de Chabauty de G/T ′ = Plats(X). Elle
s’identifie à l’adhérence du plongement θ : G/T ′ → S(g) (voir le théorème 13.2). On
peut décrire tous les éléments de cette compactification.

Théorème 13.17. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats
maximaux Plats(X) de l’espace symétrique X de SL3(R) est le sous-espace de S(SL3(R))
des sous-groupes fermés connexes abéliens maximaux inclus dans un sous-groupe de Bo-
rel.

Démonstration. Soit H un sous-groupe fermé connexe abélien maximal de SL3(R)
inclus dans un sous-groupe de Borel. Quitte à conjuguer, on peut supposer que H est
inclus dans le sous-groupe de Borel standard B, donc d’après le corollaire 13.10, le

sous-groupe H appartient à Plats(X)
S
.

Réciproquement, soit (gn)n∈N une suite de SL3(R) telle que la suite de sous-groupes
fermés (gnAg

−1
n )n∈N converge vers un sous-groupe fermé L. Quitte à multiplier chaque

gn à gauche par un élément du groupe compact K = SO3(R), d’après la décomposition
d’Iwasawa G = KAN = KB0, on peut supposer que gn appartient à B0 pour tout
n ∈ N. Ainsi L est un sous-groupe fermé connexe abélien maximal de SL3(R), inclus
dans le sous-groupe de Borel standard B.

La condition d’être inclus dans un sous-groupe de Borel est nécessaire, comme le
montre le sous-groupe fermé connexe abélien maximal de G suivant, qui n’appartient

pas à Plats(X)
S

:

KαAα =








a cos θ −a sin θ 0
a sin θ a cos θ 0

0 0 a−2


 : θ ∈ R, a ∈ ]0,+∞[



 .

On peut remarquer que ce sous-groupe stabilise une unique géodésique singulière de
X, que H ne fixe pas de chambre de Weyl à l’infini et que certains éléments de H ont
un spectre pour l’action adjointe sur g imaginaire pur. La condition d’être inclus dans
un sous-groupe de Borel peut ainsi être formulée d’autres manières.

Proposition 13.18. Soit H un sous-groupe fermé connexe abélien maximal de SL3(R).
Les assertions suivantes sont équivalentes.

• Le sous-groupe H est inclus dans un sous-groupe de Borel.
• Le sous-groupe H fixe une chambre de Weyl à l’infini de X.
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• Le spectre de l’action adjointe de H sur g est réel.
• Le sous-groupe H ne stabilise pas une unique géodésique singulière de X.

Démonstration. D’après le théorème 10.18, on sait que soit H stabilise un plat de X,
soit H fixe un point de ∂∞X. Le sous-groupe H ne peut pas fixer de point de X.

Si H ne stabilise aucun plat de X, les quatre assertions sont vraies.

Si H stabilise une unique géodésique singulière de X, les quatre assertions sont
fausses.

Si H stabilise un unique plat maximal de X, les quatre assertions sont vraies.

Nous avons donc montré l’équivalence des quatre assertions.

Il est aisé de voir que les trois premières assertions sont des conditions fermées pour
H pour la topologie de Chabauty sur S(G). Pour les deux premières, il suffit de constater
que le sous-groupe compact K agit simplement transitivement sur les sous-groupes de
Borel, et sur les chambres de Weyl à l’infini. Pour la troisième, il suffit de constater que
le spectre de l’action adjointe d’un élément de G varie continûment.

Déterminons les stabilisateurs dans G des éléments de Y .

Notons Mα=β le sous-groupe de M de cardinal 2

Mα=β =








±1 0 0
0 1 0
0 0 ±1





 ,

et notons H le sous-groupe H =Mα=βAα=βN de G :

H =








a x z
0 b y
0 0 c


 , ∀a, b, c ∈ R\{0}, ∀x, y, z ∈ R :

a

b
=
b

c



 .

Proposition 13.19. 1. Le normalisateur NG(a) de a dans G est égal à T ′.

2. Le normalisateur NG(l[0:1]) de l[0:1] dans G est égal à P α.

3. Le normalisateur NG(l[1:0]) de l[1:0] dans G est égal à P β.

4. Le normalisateur NG(l[1:1]) de l[1:1] dans G est égal à H.

5. Le normalisateur NG(l[1:−1]) de l[1:−1] dans G est aussi égal à H.

6. Pour toute racine positive γ ∈ Σ+, le normalisateur NG(lγ) de lγ dans G est égal
à MANγ .

Démonstration. 1. C’est la définition de T ′.

2. Le normalisateur de l[0:1] dans G est le stabilisateur du drapeau {0} ⊂
Vect(e1, e2) ⊂ R3 de R3, c’est-à-dire

NG(l[0:1]) = P α =








∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗





 .
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3. De même, le normalisateur de l[1:0] dans G est le stabilisateur du drapeau {0} ⊂
Vect(e1) ⊂ R3 de R3, c’est-à-dire

NG(l[0:1]) = P β =








∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗





 .

4. Soit g = (gi,j)16i,j63 appartenant à g ∈ NG(l[1:1]) équivaut à l’existence de U, U ′ ∈
l[1:1] tels que Ad g(U) = Uα+β et Ad g(U ′) = Uα + Uβ, ou encore l’existence de
x, y, x′, y′ ∈ R tels que

g




0 x y
0 0 x
0 0 0


 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 g

et g




0 x′ y′

0 0 x′

0 0 0


 =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 g.

Lorsque nous calculons ces produits :



0 xg1,1 yg1,1 + xg1,2
0 xg2,1 yg2,1 + xg2,2
0 xg3,1 yg3,1 + xg3,2


 =




g3,1 g3,2 g3,3
0 0 0
0 0 0




et




0 x′g1,1 y′g1,1 + x′g1,2
0 x′g2,1 y′g2,1 + x′g2,2
0 x′g3,1 y′g3,1 + x′g3,2


 =




g2,1 g2,2 g2,3
g3,1 g3,2 g3,3
0 0 0


 .

Ainsi cela équivaut à g2,1 = g3,1 = g3,2 = 0, et g2,2
g1,1

=
g3,3
g2,2

, c’est-à-dire
g ∈Mα=βAα=βN = H .

5. Pour l[1:−1], le même calcul donne NG(l[1:−1]) = H .

6. Pour γ = α, soit g = (gi,j)16i,j63 appartenant à NG(lα). Alors g normalise égale-
ment le radical nilpotent gα de lα, donc il existe x ∈ R\{0} tel que gxUα = Uαg.
L’élément g normalise également l’orthogonal aα de nα dans lα pour la forme de
Killing. Puisque aα est diagonale, g centralise en fait aα, ainsi gHβ = Hβg, d’où
les égalités




g1,1
3

g1,2
3

−2g1,3
3

g2,1
3

g2,2
3

−2g2,3
3

g3,1
3

g3,2
3

−2g3,3
3


 =




g1,1
3

g1,2
3

g1,3
3

g2,1
3

g2,2
3

g2,3
3

−2g3,1
3

−2g3,2
3

−2g3,3
3




et




0 xg1,1 0
0 xg2,1 0
0 xg3,1 0


 =




g2,1 g2,2 g2,3
0 0 0
0 0 0


 .

Ceci équivaut à g2,1 = g3,1 = g3,2 = g1,3 = g2,3 = 0, c’est-à-dire g ∈ MANα. Il est
immédiat que MANα normalise lα.
On montre le même résultat pour β et α + β.

Considérons l’application continue

π : G× Y → Z

(g, y) 7→ g · y,



13.3 - Le cas de SL3(R) 89

où le groupe G agit sur Z par l’action adjointe. Puisque toute G-orbite dans Z rencontre
Y , l’application π est surjective et ouverte. Choisissons comme point base (e, y0) = (e, a)
dans G× Y et z0 = π(e, y0) = a dans Z.

Commençons par démontrer un lemme de topologie générale.

Lemme 13.20. Soient (E, e0) est un espace topologique pointé localement connexe par
arcs, (F, f0) un espace topologique pointé localement simplement connexe et π : (E, e0) →
(F, f0) une application continue, surjective et ouverte, telle que π−1(f0) soit connexe par
arcs. Alors l’application π induit une surjection

π∗ : π1(E, e0) → π1(F, f0).

Démonstration. Montrons qu’on peut relever localement les chemins, à homotopie
près. Plus précisément, montrons que, pour tout e ∈ E, il existe un voisinage U de e
dans E tel que, pour tout e′ ∈ U et tout chemin c de π(e) à π(e′) dans π(U), il existe
un chemin c̃ de e à e′ dans U tel que π(c̃) soit homotope dans F à c relativement aux
extrémités.

Fixons e ∈ E et f = π(e). L’espace F est localement simplement connexe : soit donc
un voisinage simplement connexe V de f dans F . L’espace E est localement connexe
par arcs : soit donc un voisinage connexe par arcs U de e dans E tel que π(U) ⊂ V .

Soient e′ ∈ U et f ′ = π(e′). Soit c : [0, 1] → π(U) un chemin continu de f à f ′.
Considérons un chemin continu c̃ : [0, 1] → U de e à e′. Alors π(c̃) et c sont deux chemins
continus de f à f ′ inclus dans π(U), donc inclus dans V : ils sont ainsi homotopes dans
F relativement à leurs extrémités.

Ainsi, pour tout lacet ℓ de F basé en f0, il existe un chemin c̃ de E d’origine e0 et
d’extrémité appartenant à π−1(f0) tel que les deux lacets ℓ et π(c̃) (basés en f0) soient
homotopes dans F . Or π−1(f0) est connexe par arcs : soit c̃′ un chemin dans π−1(f0)
joignant les deux extrémités de c̃, alors le lacet concaténé ℓ̃ = c̃′ · c̃ basé en e0 est tel que
π(ℓ̃) soit homotope à ℓ dans F . L’application π∗ est donc surjective.

Corollaire 13.21. L’application π : (G× Y, (e, y0)) → (Z, z0) induit une surjection

π∗ : π1(G× Y, (e, y0)) → π1(Z, z0).

Démonstration. Il suffit de vérifier les hypothèses du lemme 13.20 pour l’application
π : (G× Y, (e, y0)) → (Z, z0). D’après la proposition 1.18, l’espace Z est la réunion finie
des G-orbites, qui sont des sous-variétés algébriques lisses de Gr2(g), donc l’espace Z
est localement contractile. De même, l’espace Y est la compactification de Chabauty de
l’espace homogène B/NB(A), donc l’espace Y est également localement contractile. De
plus, la préimage π−1(z0) = {(g, h · a) ∈ G× Y : gh ∈ T ′} ≃ G×G/T ′ est connexe par
arcs. Ainsi d’après le lemme 13.20 l’application π∗ : π1(G × Y, (e, y0)) → π1(Z, z0) est
surjective.

Théorème 13.22. La compactification de Chabauty Z = Plats(X)
S

de l’espace G/T ′ =
Plats(X) des plats maximaux de l’espace symétrique X de G = SL3(R) est simplement
connexe.
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Démonstration. Il suffit de montrer que les générateurs de π1(G) ≃ Z/2Z et de
π1(Y ) ≃ Z/2Z ont une image triviale par π∗ dans π1(Z). Chacun de ces générateurs
est la classe d’homotopie d’un lacet dans G×Y (1). Rappelons que Y (1) est le 1-squelette
de Y , c’est-à-dire P1(R).

D’après la proposition 13.19, l’image par π du sous-espace G × Y (1) de G × Y est
homéomorphe au quotient Q = (G/H × P1(R))/∼, avec les identifications suivantes.

(gH, [0 : 1]) ∼ (g′H, [0 : 1]) si gP α = g′P α

(gH, [1 : 0]) ∼ (g′H, [1 : 0]) si gP β = g′P β

∀[s : t] ∈ P1(R)\{[0 : 1], [1 : 0]}, (gH, [s : t]) ∼ (g′H, [−s : t]) si gH = σg′H,

où σ ∈ M\Mα=β est tel que Ad σ(l[1:1]) = l[−1:1], par exemple

σ =




−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


 ∈M.

Montrons qu’un générateur de π1(Y ) a une image par π∗ triviale dans π1(Z). Considé-
rons le lacet c suivant dans Q, dont la classe d’homotopie engendre π∗(π1(Y )), effectuant
une fois le tour du cercle Y (1) ≃ P1(R), composé des deux chemins

t ∈ [0, 1] 7→ [H, [t : 1− t]]

et t ∈ [0, 1] 7→ [H, [1− t : −t]] .
D’après les équivalences définissant Q, le lacet c est aussi la composée des deux chemins

t ∈ [0, 1] 7→ [H, [t : 1− t]]

et t ∈ [0, 1] 7→ [σH, [1− t : t]] .

Fixons un chemin c′ de H à σH dans G/H . Alors le lacet c est homotope à la composée
des quatre chemins

t ∈ [0, 1] 7→ [H, [t : 1− t]] ,

t ∈ [0, 1] 7→ [c′(t), [1 : 0]] ,

t ∈ [0, 1] 7→ [σH, [1− t : t]]

et t ∈ [0, 1] 7→ [c′(1− t), [0 : 1]] .

Or la composée des deuxième et troisième chemins est homotope à la composée

t ∈ [0, 1] 7→ [H, [1− t : t]]

et t ∈ [0, 1] 7→ [c′(t), [0 : 1]] .

Ainsi le lacet c est homotope à zéro.

Montrons qu’un générateur de π1(G) a une image par π∗ triviale dans π1(Z). Consi-
dérons le lacet d suivant dans Q, dont la classe d’homotopie engendre π∗(π1(G)) :

d : [0, 1] → Q

t 7→






1 0 0
0 cos 2πt − sin 2πt
0 sin 2πt cos 2πt


H, [0 : 1]


 .
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Ce lacet est homotope à la composée des trois chemins

t ∈ [0, 1] 7→ [H, [t : 1− t]] ,

t ∈ [0, 1] 7→






1 0 0
0 cos 2πt − sin 2πt
0 sin 2πt cos 2πt


H, [1 : 0]




et t ∈ [0, 1] 7→ [H, [1− t : t]] .

Le deuxième chemin est constant dans Q, ainsi le lacet d est homotope à zéro.

D’après le corollaire 13.21, l’application π∗ est surjective, et nous venons de montrer
que son image était triviale, donc l’espace Z est simplement connexe.

Ce résultat peut sembler surprenant, étant donné que l’espace Plats(X) n’est pas
simplement connexe, comme l’explicite le lemme suivant.

Lemme 13.23. L’espace Plats(X) des plats maximaux de l’espace symétrique de SL3(R)
a un groupe fondamental d’ordre 48.

Démonstration. L’espace Plats(X) s’identifie à l’espace homogène G/T ′, il a pour re-
vêtement l’espace homogène G/A, et ce revêtement est de degré CardT ′/A = CardM ′ =
24. Par ailleurs l’espace homogène G/A est homéomorphe à K ×N , il a un groupe fon-
damental isomorphe à celui de K = SO3(R), donc d’ordre 2. Ainsi l’espace Plats(X) a
un groupe fondamental d’ordre 48.

13.4 Le cas de SL4(R)

Posons G = SL4(R), K = SO4(R) et A le sous-groupe de G des matrices diagonales à
coefficients diagonaux strictement positifs. Soit M le centralisateur de A dans K, c’est-
à-dire le sous-groupe fini de G constitué des matrices diagonales à coefficients diagonaux
égaux à ±1.

Notons N le sous-groupe de G unipotent supérieur, B = MAN le sous-groupe
de Borel standard, c’est-à-dire le sous-groupe triangulaire supérieur, et B0 = AN sa
composante neutre.

Notons de plus g, k, a, n et b les algèbres de Lie de G, K, A, N et B respectivement.

Tout d’abord, remarquons qu’il existe une sous-algèbre de Lie de g abélienne maxi-
male incluse dans b de dimension 4 :

l0 =








0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 0
0 0 0 0







.

Puisque la dimension des sous-algèbres de Cartan est 3, la sous-algèbre de Lie l0 ne
peut être limite de sous-algèbres de Cartan. Ainsi l’analogue du théorème 13.17 est
incorrect pour le groupe SL4(R). D’après [WZ84], il s’agit (à conjugaison près) de la
seule sous-algèbre abélienne maximale de g de dimension 4. Nous allons ainsi étudier les
sous-algèbres de Lie de g abéliennes incluses dans b de dimension 3.
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Notons X l’espace symétrique de G. Pour étudier la compactification de Chabauty
de l’espace Plats(X) des plats de X, d’après le théorème 13.2, nous allons étudier les
limites de sous-algèbres de Cartan de g. D’après la décomposition d’Iwasawa G = KAN ,
il suffit d’étudier les limites de sous-algèbres de Cartan incluses dans b = a ⊕ n. Nous
allons déterminer toutes les sous-algèbres abéliennes de dimension 3 de b.

Notons pa : b = a⊕ n → a la projection sur a parallèlement à n.

Considérons les trois racines

a → R

α : H 7→ H1,1 −H2,2,

β : H 7→ H2,2 −H3,3

et γ : H 7→ H3,3 −H4,4,

elles forment une base ∆ du système de racines Σ associé à la sous-algèbre de Cartan a.
Les racines positives correspondantes sont Σ+ = {α, β, γ, α+ β, β + γ, α+ β + γ}.

Pour toute partie I ⊂ ∆, notons de plus aI = ∩δ∈I Ker δ et aI = ⊕δ∈IRHδ (l’ortho-
gonal de aI dans a pour la forme de Killing), ainsi que AI = exp aI et AI = exp(aI).
Notons ΣI,+ l’ensemble des racines positives s’écrivant comme somme de racines de I.
Notons nI = ⊕δ∈ΣI,+nδ.

Notons les vecteurs

Uα =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , Uβ =




0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , Uγ =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


 ,

Uα+β =




0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , Uβ+γ =




0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 et Uα+β+γ =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Notons, pour toute racine δ ∈ Σ, l’espace de racine nδ = RUδ et le sous-groupe
N δ = exp nδ. Soit I ⊂ ∆, notons ΣI,+ l’ensemble des racines positives s’écrivant comme
somme de racines de I. Notons nI = ⊕δ∈ΣI,+nδ et nI = ⊕δ∈Σ+\ΣI,+nδ.

Nous considérerons toujours les projections orthogonales par rapport à la forme de
Killing. En particulier, notons pα,γ : b → nα⊕nγ la projection sur nα⊕nγ parallèlement
à a ⊕⊕δ∈Σ+\{α,γ} n

δ. Et, pour toute racine positive δ ∈ Σ+, notons pδ : b → nδ la
projection sur nδ parallèlement à a⊕ nδ.

Définissons, pour tout [x : y : z] ∈ P2(R) avec x et z non nuls, la sous-algèbre de Lie
de g

l[x:y:z] =








0 ax bx c
0 0 ay bz
0 0 0 az
0 0 0 0


 : a, b, c ∈ R




.
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Et définissons, pour tout [x : y : z : t] ∈ P3(R), la sous-algèbre de Lie de g

l[x:y:z:t] =








0 0 a b
0 0 c d
0 0 0 0
0 0 0 0


 : a, b, c, d ∈ R : ax+ by + cz + dt = 0




.

Définissons également, pour tout (y, t) ∈ R2, la sous-algèbre de Lie de g

lα,y,t =








0 a b c
0 0 ay at
0 0 0 0
0 0 0 0


 : a, b, c ∈ R





et lγ,y,t =








0 0 at c
0 0 ay b
0 0 0 a
0 0 0 0


 : a, b, c ∈ R




.

Et, pour tout (x, y) ∈ R2, définissons la sous-algèbre de Lie de g

lx,y =








0 a by c
0 0 0 ax
0 0 0 b
0 0 0 0


 : a, b, c ∈ R




.

Ce sont toutes des sous-algèbres de Lie de g abéliennes de dimension 3 incluses dans b.

Pour toute paire de racines primitives distinctes {δ, δ′} ⊂ ∆, notons zδ,δ
′

l’algèbre de
Lie dérivée du centralisateur de a∆\{δ,δ′} dans g :

zβ,γ =








0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗








≃ sl3(R),

zα,γ =








∗ ∗ 0 0
∗ ∗ 0 0
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗








≃ sl2(R)⊕ sl2(R)

et zα,β =








∗ ∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗ 0
0 0 0 0








≃ sl3(R),

et notons Zβ,γ, Zα,γ et Zα,β les trois sous-groupes de Lie connexes de G d’algèbres de
Lie zβ,γ, zα,γ et zα,β respectivement.

Définissons de plus, pour tout [x : y] ∈ P1(R), les trois sous-algèbres de Lie de g
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abéliennes de dimension 2

l
α,β
[x:y] =








0 ax b 0
0 0 ay 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 : a, b ∈ R





⊂ zα,β ∩ n,

lα,γ =








0 a 0 0
0 0 0 0
0 0 0 b
0 0 0 0


 : a, b ∈ R





⊂ zα,γ ∩ n

et lβ,γ[x:y] =








0 0 0 0
0 0 ax b
0 0 0 ay
0 0 0 0


 : a, b ∈ R





⊂ zβ,γ ∩ n.

Proposition 13.24. Soit l une sous-algèbre de Lie de g abélienne de dimension 3 incluse
dans b. Alors il y a dix possibilités (mutuellement exclusives) :

1. soit il existe un unique b ∈ N tel que l = Ad b(a) ;

2. soit il existe une unique racine primitive δ ∈ ∆ et un unique b ∈ Nδ tels que
l = Ad b(aδ ⊕ nδ) ;

3. soit il existe un unique [x : y] ∈ P1(R) et un unique b ∈ Nα,β tels que

l = Ad b(aα,β ⊕ l
α,β
[x:y]);

4. soit il existe un unique b ∈ Nα,γ tel que l = Ad b(aα,γ ⊕ lα,γ) ;

5. soit il existe un unique [x : y] ∈ P1(R) et un unique b ∈ Nβ,γ tels que

l = Ad b(aβ,γ ⊕ l
β,γ
[x:y]);

6. soit il existe un unique [x : y : z] ∈ P2(R) avec x et z non nuls tel que l = l[x:y:z] ;

7. soit il existe un unique (y, t) ∈ R2 tel que l = lα,y,t ;

8. soit il existe un unique (y, t) ∈ R2 tel que l = lγ,y,t ;

9. soit il existe un unique [x : y : z : t] ∈ P3(R) tel que l = l[x:y:z:t] ;

10. soit il existe un unique (x, y) ∈ R2 tel que l = lx,y.

Ces sous-algèbres de Lie abéliennes sont toutes maximales, sauf l[x:y:z:t] qui est incluse
dans l0.

Démonstration. Distinguons selon pa(l) et pα,γ(l).

1. Si pa(l) = a, considérons une base de l constituée de trois éléments diagonalisables.
Alors l est une sous-algèbre de Cartan de g, il existe donc b ∈ G tel que l = Ad b(a).
Puisque b est l’algèbre de Lie d’un sous-groupe de Borel contenant l, on peut
supposer de plus que Ad b(b) = b, c’est-à-dire que b ∈ NG(b) = B. Puisque
MA normalise A, on peut supposer que b ∈ N . Et cet élément est unique car
N ∩NG(A) = {e}.
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2. Si pa(l) est de dimension 2, remarquons que siX ∈ b est tel que α(pa(X)), β(pa(X))
et γ(pa(X)) soient tous les trois non nuls, alors le centralisateur de X dans n est
trivial, donc par un argument de dimension X n’appartient pas à l. Ainsi il existe
une unique racine δ ∈ ∆ telle que pa(l) = aδ. Alors la projection l′ de l sur la
sous-algèbre de Lie z∆\{δ} est abélienne diagonalisable de dimension au moins 2,
donc il existe b′ ∈ N ∩ Z∆\{δ} tel que Ad b′(a∆\{δ}) = l′.
• Si δ = α, il existe deux réels x et y tels que (Hβ + xUα+β + yUα+β+γ, Hγ +
yUα+β+γ, Uα) soit une base de Ad b′−1(l). Définissons b′′ = exp(xUα+β +
yUα+β+γ) ∈ Nα, alors l’élément b = b′b′′ ∈ Nα est tel que l = Ad b(aα ⊕ nα). Par
ailleurs b est unique, car le normalisateur de aα ⊕ nα dans N est égal à ANα, et
ANα ∩Nα = {e}.

• Si δ = α, il existe trois réels x, y et z tels que (Hα + xUα+β + zUα+β+γ , Hγ +
yUβ+γ + zUα+β+γ , Uβ) soit une base de Ad b′−1(l). Définissons b′′ = exp(xUα+β +
yUβ+γ + zUα+β+γ) ∈ Nβ , alors l’élément b = b′b′′ ∈ Nβ est tel que l = Ad b(aβ ⊕
nβ). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de aβ ⊕ nβ dans N est égal à
ANβ , et ANβ ∩Nβ = {e}.

• Si δ = α, on montre comme dans le cas δ = α qu’il existe un unique b ∈ Nγ tel
que l = Ad b(aγ ⊕ nγ).

3. Si pa(l) est de dimension 1, remarquons que si X ∈ b est tel que deux des trois
réels α(pa(X)), β(pa(X)) et γ(pa(X)) soient non nuls, alors le centralisateur de
X dans n est de dimension 1, donc X n’appartient pas à l. Ainsi commençons
par le cas où pa(l) = aα,β, alors la projection l′ de l sur la sous-algèbre de Lie
zα,β ≃ sl3(R) est abélienne, donc de dimension au plus 2. Soit X ∈ l dont la
projection sur zα,β soit nulle, et dont la projection sur a soit Hγ : alors l’élément
b = exp(X − Hγ) ∈ Nα,β est tel que X = Ad b(Hγ). Or le centralisateur de Hγ

dans n est nα,β = n ∩ zα,β, donc la sous-algèbre l′ de zα,β ≃ sl3(R) est abélienne,
de dimension 2, incluse dans n : d’après la proposition 13.7, il existe un unique
[x : y] ∈ P1(R) tel que l′ = l

α,β
[x:y]. Puisque l’élément b normalise l′, on en déduit que

l = Ad b(aα,β ⊕ l
α,β
[x:y]). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de aα,β ⊕ l

α,β
[x:y]

dans N est égal à Nα,β, et Nα,β ∩Nα,β = {e}.
4. Si pa(l) = aα,γ, alors la projection l′ de l sur la sous-algèbre de Lie zα,γ ≃ sl2(R)⊕

sl2(R) est abélienne, donc de dimension au plus 2. Soit X ∈ l dont la projection
sur zα,γ soit nulle, et dont la projection sur a soit Hβ : alors l’élément b = exp(X−
Hβ) ∈ Nα,γ est tel que X = Ad b(Hβ). Or le centralisateur de Hβ dans n est
nα,γ = n ∩ zα,γ, donc la sous-algèbre l′ de zα,γ ≃ sl2(R)⊕ sl2(R) est abélienne, de
dimension 2, incluse dans n, donc l′ = lα,γ. Puisque l’élément b normalise l′, on en
déduit que l = Ad b(aα,γ ⊕ lα,γ). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de
aα,γ ⊕ lα,γ dans N est égal à Nα,γ , et Nα,γ ∩Nα,γ = {e}.

5. Si pa(l) = aβ,γ, on montre comme dans le cas où pa(l) = aα,β qu’il existe un unique
[x : y] ∈ P1(R) et un unique b ∈ Nβ,γ tels que l = Ad b(aβ,γ ⊕ l

β,γ
[x:y]).

6. Si pa(l) = {0} et pα,γ(l) est de dimension 1, soit X ∈ l tel que pα,γ(X) 6= 0, et
soient x, y, z ∈ R tels que pα(X) = xUα, pβ(X) = yUβ et pγ(X) = zUγ . Supposons
ici que x et z sont non nuls, alors le centralisateur de X dans n est l[x:y:z], donc
l = l[x:y:z]. Par ailleurs [x : y : z] est unique.

7. Si pa(l) = {0} et pα,γ(l) est de dimension 1, soit X ∈ l tel que pα,γ(X) 6= 0, et
soient x, y, z ∈ R tels que pα(X) = xUα, pβ(X) = yUβ et pγ(X) = zUγ . Supposons
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ici que x = 1 et z = 0, alors le centralisateur de X dans n est lα,y,t, où t ∈ R est
tel que pβ+γ(X) = tUβ+γ . Ainsi l = lα,y,t, et (y, t) ∈ R2 est unique.

8. Si pa(l) = {0} et pα,γ(l) est de dimension 1, soit X ∈ l tel que pα,γ(X) 6= 0, et
soient x, y, z ∈ R tels que pα(X) = xUα, pβ(X) = yUβ et pγ(X) = zUγ . Supposons
ici que x = 0 et z = 1, alors le centralisateur de X dans n est lγ,y,t, où t ∈ R est
tel que pα+β(X) = tUα+β . Ainsi l = lγ,y,t, et (y, t) ∈ R2 est unique.

9. Si pa(l) = {0} et pα,γ(l) est de dimension 0, alors l est incluse dans la sous-algèbre
de Lie abélienne l0 de dimension 4, donc il existe un unique [x : y : z : t] ∈ P3(R)
tel que l = l[x:y:z:t].

10. Si pa(l) = {0} et pα,γ(l) est de dimension 2, considérons X, Y ∈ l tels que pα,γ(X) =
Uα et pα,γ(Y ) = Uγ . Soit (x, y) ∈ R2 tels que pβ+γ(X) = xUβ+γ et pα+β(Y ) =
yUα+β. Alors le centralisateur de X et Y dans n est lx,y, de dimension 3, donc
l = lx,y. Et l’élément (x, y) ∈ R2 est unique.

Nous disposons alors d’un théorème analogue au théorème 13.17 pour SL4(R).

Théorème 13.25. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats
maximaux Plats(X) de l’espace symétrique X de SL4(R) est le sous-espace de S(SL4(R))
des sous-groupes fermés connexes abéliens de dimension 3 inclus dans un sous-groupe
de Borel.

Démonstration. Il suffit de montrer que toutes les sous-algèbres de Lie décrites dans
la proposition 13.24 sont limites de sous-algèbres de Cartan. Soit l l’une de ces sous-
algèbres de Lie.

1. Si l = a, il n’y a rien à démontrer.

2. S’il existe une racine primitive δ ∈ ∆ telle que l = aδ ⊕ nδ, alors la suite
(Ad exp(nUδ)(a))n∈N converge vers l.

3. S’il existe [x : y] ∈ P1(R) tel que l = aα,β ⊕ l
α,β
[x:y], alors d’après le théorème 13.17

appliqué au sous-groupe Zα,β ≃ SL3(R), la sous-algèbre de Lie lα,β[x:y] de zα,β (dont la
sous-algèbre de Cartan standard est aα,β) est la limite d’une suite (Ad gn(aα,β))n∈N,
où gn ∈ Zα,β pour tout n ∈ N. Alors la suite (Ad gn(a))n∈N converge vers l.

4. Si l = aα,γ ⊕ lα,γ, alors la suite (Ad exp(nUα + nUγ)(a))n∈N converge vers l.

5. S’il existe [x : y] ∈ P1(R) tel que l = aβ,γ⊕l
β,γ
[x:y], alors comme pour le cas aα,β⊕l

α,β
[x:y],

on montre que l est limite de sous-algèbres de Cartan.

6. S’il existe [x : y : z] ∈ P2(R) avec x et z non nuls tel que l = l[x:y:z], distinguons
deux cas.
• Si y est non nul, alors quitte à conjuguer l par un élément de A on peut supposer

que [x : y : z] = [1 : 1 : 1]. Toute valeur d’adhérence de la suite de sous-algèbres
de Cartan

(Ad exp(nUα + nUβ + nUγ)(a))n∈N

contient le vecteur

lim
n→+∞

Ad exp(nUα + nUβ + nUγ)

(
−1

n
Hα − 1

n
Hβ −

1

n
Hγ

)
= Uα + Uβ + Uγ ,

et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’après la proposition 13.24 nous en déduisons que cette suite de sous-algèbres
de Cartan converge vers l.
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• Si y = 0, alors la suite de sous-algèbres de Lie
(
l[x: 1

n
:z]

)
n∈N\{0}

converge vers

l = l[x:y:z]. Ainsi d’après le point précédent l est limite de sous-algèbres de
Cartan.

7. S’il existe (y, t) ∈ R2 tel que l = lα,y,t, distinguons deux cas.
• Si y et t sont non nuls, alors quitte à conjuguer par A on peut supposer que
y = t = 1. Définissons, pour tout n ∈ N, l’élément

bn = exp (nUα + nUβ + nUβ+γ) ∈ N.

Alors toute valeur d’adhérence de la suite de sous-algèbres de Cartan
(Ad bn(a))n∈N contient le vecteur

lim
n→+∞

Ad bn

(
−1

n
Hα − 1

n
Hβ

)
= Uα + Uβ + Uβ+γ,

et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’après la proposition 13.24 nous en déduisons que cette suite de sous-algèbres
de Cartan converge vers l.

• Si y ou t est nul, alors considérons deux suites réelles (yn)n∈N et (tn)n∈N, dont
tous les termes sont non nuls, convergeant vers y et t respectivement. Alors la
suite de sous-algèbres de Lie (lα,yn,tn)n∈N converge vers l = lα,y,t. Ainsi d’après
le point précédent l est limite de sous-algèbres de Cartan.

8. S’il existe (y, t) ∈ R2 tel que l = lγ,y,t, alors comme dans le cas précédent on montre
que l est limite de sous-algèbres de Cartan.

9. S’il existe [x : y : z : t] ∈ P3(R) tel que l = l[x:y:z:t], alors considérons l’action par
conjugaison du sous-groupe

NG(l0) =








∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗







.

Si le rang de la matrice

(
x y
z t

)
est 2 on peut supposer que [x : y : z : t] = [1 :

0 : 0 : 1], et si le rang est 1 on peut supposer que [x : y : z : t] = [0 : 0 : 1 : 0].
• Si [x : y : z : t] = [1 : 0 : 0 : 1], alors remarquons que la suite (l = l[1:n:1])n∈N

converge vers l, or d’après le point précédent nous savons que, pour tout n ∈ N,
la sous-algèbre de Lie l[1:n:1] est limite de sous-algèbres de Cartan, donc c’est
également le cas de l.

• Si [x : y : z : t] = [0 : 0 : 1 : 0], alors remarquons que la suite (l = l[1:0:n:1])n∈N
converge vers l, or d’après le point précédent nous savons que, pour tout n ∈ N,
la sous-algèbre de Lie l[1:0:n:1] est limite de sous-algèbres de Cartan, donc c’est
également le cas de l.

10. S’il existe (x, y) ∈ R2 tel que l = lx,y, distinguons deux cas.
• Si x et y sont non nuls, alors quitte à conjuguer par A on peut supposer que
x = y = −1. Définissons, pour tout n ∈ N, l’élément

bn = exp
(
nUα + nUγ + nUα+β + nUβ+γ + n4Uα+β+γ

)
∈ N.
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Alors toute valeur d’adhérence de la suite de sous-algèbres de Cartan
(Ad bn(a))n∈N contient les vecteurs

lim
n→+∞

Ad bn

(
1

n
Hα − 1

n
Hβ +

1

n3
Hγ

)
= Uα − Uβ+γ

et lim
n→+∞

Ad bn

(
− 1

n3
Hα − 1

n
Hβ +

1

n
Hγ

)
= Uγ − Uα+β ,

et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’après la proposition 13.24 nous en déduisons que cette suite de sous-algèbres
de Cartan converge vers l.

• Si x ou y est nul, alors considérons deux suites réelles (xn)n∈N et (yn)n∈N, dont
tous les termes sont non nuls, convergeant vers x et y respectivement. Alors la
suite de sous-algèbres de Lie (lxn,yn)n∈N converge vers l = lx,y. Ainsi d’après le
point précédent l est limite de sous-algèbres de Cartan.

Nous avons donc montré que toutes les sous-algèbres de Lie de g abéliennes de dimension
3 incluses dans b sont limites de sous-algèbres de Cartan. D’après le théorème 13.2, on en

déduit que la compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maximaux
Plats(X) de l’espace symétrique X de SL4(R) est le sous-espace de S(SL4(R)) des sous-
groupes fermés connexes abéliens de dimension 3 inclus dans un sous-groupe de Borel.

13.5 Le cas d’autres groupes

Remarquons tout d’abord que l’analogue du théorème 13.17 est incorrect pour
SLm(R) si m > 4 (nous l’avons déjà vu pour m = 4), comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 13.26. Pour m > 4, il existe un sous-groupe de SLm(R) connexe fermé abélien
maximal inclus dans un sous-groupe de Borel qui ne soit pas limite de sous-groupes de
Cartan.

Démonstration. Considérons sous-groupe Hm de SLm(R) triangulaire supérieur par
blocs de tailles ⌈m

2
⌉ et ⌊m

2
⌋

Hm =

{
exp

(
0 M
0 0

)
: M ∈ M⌊m

2
⌋,⌈m

2
⌉(R)

}
.

Le sous-groupe fermé Hm est connexe, abélien, maximal, de dimension ⌊m
2
⌋⌈m

2
⌉, inclus

dans le sous-groupe de Borel standard. Pour m > 4, cette dimension est strictement
supérieure à la dimension m − 1 de A, donc ce sous-groupe ne peut être limite de
conjugués de A.

Si l’on ajoute la condition d’être de même dimension m− 1 que le rang, alors nous
avons le théorème 13.25 pour m = 4.

Plus généralement, si nous avons deux groupes de Lie G et G′ semi-simples de centre
fini ayant un nombre fini de composantes connexes et sans facteur compact, alors leur
produit G×G′ l’est également. Par ailleurs, les sous-groupes de Cartan de G×G′ sont
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les produits des sous-groupes de Cartan de G et G′, et de même pour les sous-groupes
de Borel. Si les deux groupes G et G′ sont tels que la compactification de Chabauty de
leurs sous-groupes de Cartan est l’ensemble des sous-groupes abéliens fermés connexes
de dimension le rang inclus dans un sous-groupe de Borel, alors leur produit G×G′ le
vérifie également. Ainsi d’après la proposition 13.6 et les théorèmes 13.17 et 13.25, nous
avons en particulier le théorème suivant.

Théorème 13.27. Soit G un produit de copies de SL4(R), de SL3(R) et de groupes de
Lie de rang réel un, soit r le rang réel de G, et X l’espace symétrique de type non com-

pact de G. La compactification de Chabauty Plats(X)
S

de l’espace des plats maximaux
Plats(X) de X est le sous-espace de S(G) des sous-groupes fermés connexes abéliens de
dimension r inclus dans un sous-groupe de Borel.

Par contre, l’analogue de ce théorème est incorrect pour SLm(R) si m > 10, comme
l’explicite le lemme suivant.

Lemme 13.28. Pour m > 10, il existe un sous-groupe de SLm(R) connexe fermé abélien
de dimension m − 1 inclus dans un sous-groupe de Borel qui ne soit pas limite de
conjugués de A.

Démonstration. L’espace des sous-groupes fermés connexes abéliens de dimension m−
1 inclus dans le sous-groupeHm (défini dans la démonstration précédente) s’identifie (via
leurs algèbres de Lie) à la Grassmannienne des (m−1) plans dans l’algèbre de Lie de Hm,
donc est de dimension (m− 1)

(
⌊m

2
⌋⌈m

2
⌉ −m+ 1

)
. Si m = 2p est pair, cette dimension

est égale à 2p3 − 5p2 + 4p− 1, et si m = 2p+ 1 est impair elle est égale à 2p3 − 2p2. On
constate que si m > 10 cette dimension est supérieure à la dimension m2−m de l’espace
des conjugués de A. Or c’est une sous-variété algébrique fermée de la Grassmannienne
Grm−1(slm(R)) des (m−1) plans de l’algèbre de Lie slm(R) de SLm(R), donc elle ne peut
être entièrement incluse dans l’adhérence de Zariski du sous-espace des sous-algèbres de
Cartan : en particulier, elle n’est pas entièrement incluse dans la compactification de
Chabauty du sous-espace des sous-algèbres de Cartan.

13.6 Comparaison avec le cas complexe étudié par Iliev, Manivel

et Le Barbier Grünewald

Dans cette partie, nous décrivons les liens entre notre approche de la compactifica-
tion de Chabauty de l’espace des plats maximaux des espaces symétriques de type non
compact et les variétés de réductions étudiées par A. Iliev, L. Manivel et M. Le Barbier
Grünewald (voir [IM05a], [IM05b], [LBG11b] et [LBG11a]).

Soit G = G(C) le groupe des C-points d’un groupe algébrique sur C réductif connexe
G, et soit g son algèbre de Lie. Considérons l’espace R0 des sous-algèbres de Cartan
de g. Puisque le groupe G agit transitivement pour l’action adjointe sur R0, ce dernier
s’identifie à l’espace homogène G/T ′, où T ′ est le normalisateur d’une sous-algèbre de
Cartan de g fixée a. Notons r le rang de G, c’est-à-dire la dimension de a.

A. Iliev, L. Manivel et M. Le Barbier Grünewald considèrent l’adhérence de Zariski R
de R0 dans la grassmannienne des r-plans de g, qu’ils appellent la variété des réductions
de G : c’est la compactification de Chabauty de l’espace homogène R0 sous l’action de
G.



100

Compactification de Chabauty de l’espace des plats maximaux d’un espace symétrique
de type non compact

Si G est défini sur R et déployé sur R, supposons que a soit la complexifiée d’une
sous-algèbre de Cartan réelle de g(R), et notons X l’espace symétrique de type non
compact de G. Alors l’espace homogène RR,0 = G(R)/T ′(R) est naturellement inclus
dans R0 = G/T ′, par l’application qui à une sous-algèbre de Lie réelle de g(R) associe

son produit tensoriel avec C. Ainsi la compactification de Chabauty RR,0
an

= Plats(X)
S

de RR,0 = Plats(X) est un fermé, pour la topologie analytique réelle, de la variété des

réductions R. Notons de plus RR,0
Zar

l’adhérence de Zariski réelle de RR,0 dans R.

Remarquons tout d’abord que G(R)/T ′(R) ne s’identifie pas au sous-espace des sous-
algèbres de Cartan de g définies sur R. Considérons par exemple la sous-algèbre l de
sl2(C)

l =

{(
0 −z
z 0

)
: z ∈ C

}
,

c’est une sous-algèbre de Cartan de g définie sur R, mais qui n’est pas la complexifiée
d’une sous-algèbre de Cartan de sl2(R). Par contre, nous avons le résultat suivant.

Lemme 13.29. La compactification de Chabauty RR,0
an

de RR,0 est incluse dans la
sous-variété semi-algébrique réelle de R constituée des sous-algèbres l de g définies sur
R et pour lesquelles le spectre de l’action adjointe de l(R) sur g est réel.

Démonstration. Si l ∈ R0, il est immédiat que l ∈ RR,0 si et seulement si l est définie
sur R et Sp(ad l(R)) ⊂ R. Cette condition sur l est semi-algébrique sur R, donc RR,0

an

est inclus dans cette sous-variété semi-algébrique réelle de R.

Par contre, contrairement au cas complexe, nous avons le résultat suivant.

Proposition 13.30. L’adhérence de Zariski réelle RR,0
Zar

de RR,0 contient strictement
l’adhérence RR,0

an
pour la topologie analytique réelle.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que ceci est vrai pour G = SL2(C). L’es-
pace RR,0 des plats maximaux de G(R) est le sous-espace de P(sl2(R)) constitué des
classes d’homothétie d’éléments de sl2(R) dont les deux valeurs propres (opposées) sont
réelles et différentes de 0.

L’adhérence RR,0
an

de RR,0 pour la topologie analytique réelle est le sous-espace de
P(sl2(R)) constitué des classes d’homothétie d’éléments de sl2(R) dont les deux valeurs
propres sont réelles.

L’adhérence RR,0
Zar

de RR,0 pour la topologie de Zariski réelle est tout P(sl2(R)).

Dans le cas d’un groupe G complexe réductif connexe général, considérons une sous-
algèbre de Lie de g(R) isomorphe à sl2(R). Le même argument montre que les adhérences
de Zariski réelle et analytique réelle de RR,0 sont distinctes.

Énonçons certains résultats de A. Iliev, L. Manivel et M. Le Barbier Grünewald et
leurs conséquences sur RR,0

Zar
. Rappelons qu’un élément de g est dit régulier si son

centralisateur dans g est de dimension minimale. Une sous-algèbre abélienne l de g est
dite régulière s’il existe un élément de l régulier dont le centralisateur soit égal à l.

Théorème 13.31 (Le Barbier Grünewald). Toute sous-algèbre de Lie l de g régulière
appartient au lieu lisse de R. (Voir [LBG11b, Theorem 3.7].)
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La démonstration donne le même résultat pour RR,0
Zar

.

Théorème 13.32 (Le Barbier Grünewald). Toute sous-algèbre de Lie l ∈ R est l’algèbre
de Lie d’un sous-groupe algébrique de G. (Voir [LBG11b, Corollary 5.3].)

Le même résultat pour RR,0
Zar

en découle, et en particulier pour RR,0
an

.

Proposition 13.33 (Le Barbier Grünewald). Si la G-orbite de l ∈ R est fermée, alors
l est constituée d’éléments nilpotents. (Voir [LBG11b, Proposition 5.5].)

La démonstration donne le même résultat pour RR,0
Zar

, et en particulier pour RR,0
an

.

Proposition 13.34 (Iliev-Manivel). Pour G = PGL3(C), alors R est lisse.
(Voir [IM05b, Proposition 9].)

La démonstration donne le même résultat pour RR,0
Zar

. Par contre, la compactifi-
cation de Chabauty RR,0

an
de l’espace des plats maximaux de l’espace symétrique de

SL3(R) n’est pas lisse.

Proposition 13.35 (Iliev-Manivel). Pour G = PGL4(C), alors le lieu singulier de R
est la réunion de deux orbites isomorphes à P(C4). (Voir [IM05b, Proposition 9].)

La démonstration donne le même résultat pour RR,0
Zar

.

14 Compactification géométrique de l’espace des plats
maximaux d’espaces symétriques et d’immeubles

14.1 Immeubles

Dans cette partie, nous rappelons les définitions élémentaires des immeubles
(voir [AB08], [Ron89], [KL97] et [GP01]), ainsi que des immeubles topologiques
(voir [BS87b]).

Soit X = Sd une sphère euclidienne, X = Rd un espace euclidien ou X = Hd
R un

espace hyperbolique réel, et soit W un groupe discret d’isométries de X engendré par un
ensemble fini S de réflexions par rapport à des hyperplans (voir la figure 17). Supposons
de plus que W soit essentiel, c’est-à-dire :

• si X = Sd, on suppose que l’action linéaire de W induite sur Rd+1 ne laisse pas de
sous-espace vectoriel invariant non trivial ;

• si X = Rd ou X = Hd
R, on suppose que l’action de W sur X est cocompacte.

Considérons la structure de complexe polyédral Σ sur X (voir par exemple [BH99,
Ch. I.7, p. 97]) dont les cellules maximales ouvertes sont les composantes connexes du
complémentaire de la réunion des hyperplans des réflexions de W . Appelons chambres de
Weyl (fermées) les adhérences de ces cellules maximales ouvertes, et facettes (de Weyl,
ouvertes) les intersections non vides de chambres de Weyl.

Nous supposerons que la partie génératrice S de W est l’ensemble des réflexions par
rapport aux facettes de codimension 1 d’une chambre de Weyl fixée C0. Appelons type
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d’une facette F de C0 l’ensemble des réflexions s de S telles que F soit incluse dans
l’hyperplan de s. Si F est une facette quelconque de X, soit w un élément de W tel que
wF ⊂ C0, et appelons type de F le type de wF .

Appelons complexe polyédral S-typé un complexe polyédral (dont les cellules poly-
édrales sont de courbure constante −1, 0 ou 1, voir par exemple [BH99, Ch. I.7, p. 97])
muni d’une application qui à chaque cellule associe une partie de S, qui soit décrois-
sante pour l’inclusion. Appelons morphisme (de complexes polyédraux S-typés) tout
morphisme de complexes polyédraux (c’est-à-dire envoyant cellules sur cellules isomé-
triquement) préservant le type.

Figure 17 – Exemples d’espaces modèles (X,W ).

Un immeuble de type (X,W ) est un complexe polyédral S-typé I, muni de la distance
de longueur associée (voir [BH99, Ch. I.7, p. 97]) et muni d’une collection de sous-
complexes isomorphes isométriquement à Σ appelés appartements, vérifiant les propriétés
suivantes.

1. Si x et y sont deux cellules de I, il existe un appartement contenant x et y.

2. Si A et A′ sont deux appartements, il existe un isomorphisme de A sur A′ fixant
A ∩A′.

Sauf mention contraire, nous considérerons toujours le système d’appartements maximal
pour un immeuble. L’immeuble est appelé sphérique si X = Sd, euclidien si X = Rd

et hyperbolique si X = Hd
R. Appelons chambres de Weyl et facettes de Weyl de I les

chambres de Weyl et facettes de Weyl des appartements de I. On dit que l’immeuble
est épais si toute facette de codimension 1 est contenue dans au moins trois chambres
de Weyl. On dit que la dimension de I est d. Pour tout k ∈ J0, dK, nous noterons I<k>

l’ensemble des facettes de dimension k.

Par exemple, soit K un corps commutatif, et soit G le groupe des K-points d’un K-
groupe algébrique linéaire connexe réductif G. Considérons une réalisation géométrique
I du complexe simplicial dont la subdivision barycentrique est l’ensemble partiellement
ordonné par l’inclusion inverse des sous-groupes paraboliques de G définis sur K. Alors
I est un immeuble sphérique, appelé l’immeuble sphérique de (G,K). Le groupe G agit
par conjugaison sur ses sous-groupes paraboliques définis sur K, et agit sur l’immeuble
I par automorphismes.



14.1 - Immeubles 103

Exemple. Soit G = SLm, soit K un corps commutatif et soit G = G(K). Les sous-
groupes paraboliques de G définis sur K sont les sous-groupes propres de G définis sur
K triangulaires par blocs, à conjugaison dans K près. Les appartements de l’immeuble
sphérique de (G,K) correspondent aux sous-groupes paraboliques contenant un sous-
groupe parabolique minimal donné. Ils correspondent donc aux croix (non ordonnées)
de Kn, c’est-à-dire aux ensembles de n droites vectorielles génériques de Kn.

Un immeuble topologique (voir [BS87b]) est un immeuble I dont l’espace I<0> des
sommets est muni d’une topologie telle que pour tout k ∈ J0, dK, l’espace des facettes de
type donné ayant k sommets soit fermé pour la topologie induite par (I<0>)

k. Rappelons
en effet qu’une cellule polyédrale est par définition l’enveloppe convexe dans l’espace
modèle X d’un nombre fini de points, elle est donc en particulier déterminée par ses
sommets. Notons Tdist la topologie sur I induite par la distance polyédrale, elle n’est pas
localement compacte a priori. La topologie sur l’espace des chambres de Weyl permet
de définir une nouvelle topologie Tlc, plus grossière que Tdist, sur I, où une suite (xn)n∈N
converge vers x si

1. il existe une suite de chambres de Weyl (Cn)n∈N telle que pour tout n ∈ N nous
ayons xn ∈ Cn, et telle que la suite (Cn)n∈N converge vers une chambre de Weyl
C contenant x ;

2. si l’on désigne pour tout n ∈ N par φn l’isométrie préservant le type de Cn sur C,
alors la suite (φn(xn))n∈N converge vers x dans C.

Dès que l’espace I(0) des sommets de I est (localement) compact, la topologie Tlc est (lo-
calement) compacte. Un automorphisme d’immeuble topologique est un automorphisme
de l’immeuble I qui est également un homéomorphisme pour la topologie Tlc.

Par exemple, soit K un corps local (c’est-à-dire un corps commutatif non trivia-
lement valué, complet et localement compact, donc isomorphe à R, C, une extension
finie de Qp ou Fq((t)), avec p premier et q une puissance d’un nombre premier, voir par
exemple [Ser68, Chapitre II]), et soit G le groupe des K-points d’un K-groupe algébrique
linéaire connexe réductif G. Soit I l’immeuble sphérique de (G,K), alors le groupe G
agit transitivement sur les sommets de I<0> de type fixé, de stabilisateur un sous-groupe
parabolique maximal. Ainsi l’espace I<0> s’identifie à la réunion disjointe ⊔iG/Pi, où les
Pi sont les sous-groupes paraboliques maximaux contenant un sous-groupe parabolique
minimal fixé : munissons I<0> de la topologie induite par cette réunion disjointe finie de
variétés projectives, c’est en particulier un espace compact. Cela définit une structure
d’immeuble topologique compact sur I.

Théorème 14.1. Un immeuble euclidien I est un espace CAT(0) complet. (Voir [AB08,
Theorem 11.16, p.555].)

Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble euclidien loca-
lement fini. Son bord à l’infini ∂∞X est naturellement muni d’une structure d’immeuble
sphérique I (voir [AB08, § 11.8], [BGS85]). L’espace I<0> des sommets de I est inclus
dans ∂∞X, munissons-le de la topologie compacte induite par celle de ∂∞X. Cela définit
une structure d’immeuble topologique compact sur I, et la topologie Tlc sur I est celle
de la sphère ∂∞X.
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14.2 Distances angulaires dans un espace CAT(0)

On pourra trouver plus de détails sur les distances angulaires dans [BGS85] et [BH99].
Soit X un espace métrique CAT(0) complet. Notons ∂∞X le bord CAT(0) de l’espace
X, et X

g
= X ∪∂∞X la compactification géodésique de X (voir la partie 2.3). Si x ∈ X

et ξ ∈ ∂∞X, notons [x, ξ[ l’unique rayon géodésique issu de x et allant à ξ.

Si p, q, r sont trois points deux à deux distincts de X, notons p, q, r un triangle de
comparaison de (p, q, r) dans le plan R2 euclidien, c’est-à-dire d(p, q) = d(p, q), d(q, r) =
d(q, r) et d(r, p) = d(r, p). Définissons alors l’angle de comparaison en p entre q et r,
noté ∢p(q, r), comme l’angle euclidien non orienté entre [p, q] et [p, r] (voir la figure 18).

Figure 18 – L’angle de comparaison.

Pour tout t > 0 inférieur ou égal à d(p, q) et à d(p, q), notons qt le point de [p, q]
à distance t de p, et rt le point de [p, r] à distance t de p. Définissons alors l’angle de
comparaison au rayon t en p entre q et r, noté ∢p,t(q, r), comme l’angle de comparaison
∢p(qt, rt) en p entre qt et rt. Il est également défini par la formule

∢p,t(q, r) = 2 arcsin

(
d(qt, rt)

2t

)
,

et en particulier est continu en (q, r). Remarquons que l’angle de comparaison au rayon
t au point p se définit également si q et r appartiennent au bord à l’infini de X. De plus,
d’après [BH99, Proposition 3.1, p. 184], la fonction t 7→ ∢p,t(q, r) est croissante.

Figure 19 – L’angle de comparaison au rayon t.

Soient p ∈ X et q, r ∈ X
g

distincts de p. On appelle angle visuel en p entre q et r la
quantité

∢p(q, r) = lim
t→0

∢p,t(q, r).

Soient ξ, η ∈ ∂∞X. On appelle distance angulaire entre ξ et η la quantité

∢(ξ, η) = sup
p∈X

∢p(ξ, η),
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c’est une distance sur ∂∞X.

La distance angulaire est reliée aux angles de comparaison à grand rayon de la
manière suivante : si ξ et η sont deux points de ∂∞X, alors ∢x0,r(ξ, η) −→

r→+∞
∢(ξ, η)

(voir [BGS85, Lemma 4.4, p. 36]). On appelle la distance de longueur associée à ∢ sur
∂∞X la distance de Tits dT its : elle est définie, pour tous ξ, η ∈ ∂∞X, comme la borne
inférieure des L(c) (éventuellement +∞), où c est une application continue de [0, 1] dans
∂∞X telle que c(0) = ξ et c(1) = η, et où

L(c) = sup
0=t06t16...6tk=1

k−1∑

i=0

∢(c(ti), c(ti+1)) ∈ [0,+∞].

L’hypothèse CAT(0) implique que la somme des angles de comparaison d’un triangle
est inférieure ou égale à π.

Lemme 14.2. Pour tous p ∈ X, q, r ∈ X
g

distincts de p et t > 0 inférieur ou égal à
d(p, q) et à d(p, r), nous avons

∢p,t(q, r) + ∢q,t(r, p) + ∢r,t(p, q) 6 π.

Démonstration. La monotonie de l’angle visuel assure que ∢p,t(q, r) 6 ∢p(q, r),
∢q,t(r, p) 6 ∢q(r, p) et ∢r,t(p, q) 6 ∢r(p, q). Ainsi, nous avons l’inégalité

∢p,t(q, r) + ∢q,t(r, p) + ∢r,t(p, q) 6 ∢p(q, r) + ∢q(r, p) + ∢r(p, q) = π.

Rappelons que, d’après la partie 2.3, un système fondamental de voisinages d’un
point ξ = [c] du bord ∂∞X est donnée par

U(r, ε, ξ) = {x ∈ X
g
: d(x, c(0)) > r et d(pB(c(0),r)(x), c(r)) 6 ε},

pour r > 0 et ε > 0, où pB(c(0),r)(x) désigne le projeté de x sur la boule fermée B(c(0), r).

Lemme 14.3. Soit (yn)n∈N une suite de X telle que d(x0, yn) −→
n→+∞

+∞, et soit ξ ∈
∂∞X. La suite (yn)n∈N converge vers ξ si et seulement si

∀r > 0 , ∢x0,r(yn, ξ) −→
n→+∞

0.

Démonstration. Supposons que la suite (yn)n∈N converge vers ξ. Fixons r > 0. Alors,
pour tout ε > 0, nous savons que yn ∈ U(r, ε, ξ) pour n assez grand, donc que

∢x0,r(yn, ξ) = 2 arcsin

(
d(pB(x0,r)(x), c(r))

2r

)
6 2 arcsin

( ε
2r

)
.

Ainsi ∢x0,r(yn, ξ) −→
n→+∞

0. Réciproquement, fixons r > 0 et ε > 0. Si ∢x0,r(yn, ξ) 6

2 arcsin( ε
2r
) pour n assez grand, alors yn ∈ U(r, ε, ξ). Ainsi la suite (yn)n∈N converge vers

ξ.
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14.3 Limites de fermés dans un espace CAT(0)

Soit X un espace métrique CAT(0) complet et localement compact. Soit P un en-
semble non vide de parties fermées non vides de X, stable par isométries, vérifiant les
deux propriété suivantes.

1. Considérons le sous-espace de F(X)×X, muni de la topologie produit, constitué
des éléments P de P pointés en n’importe quel point de P . Demandons que ce
sous-espace soit fermé dans F(X)× X, et que le groupe Isom(X) des isométries
de X agisse cocompactement dessus.

2. Pour tout P ∈ P et tout ξ ∈ ∂∞X, il existe η ∈ ∂∞P opposé à ξ dans ∂∞X,
c’est-à-dire tel qu’il existe une géodésique de X dont les extrémités soient ξ et η.

Voici plusieurs familles d’exemples où ces hypothèses sont vérifiées. Dans chacun
de ces cas P est l’ensemble des plats maximaux de X, et le bord à l’infini ∂∞X est
naturellement muni d’une structure d’immeuble sphérique, ce qui implique la condition
d’opposition 2.

• X est un espace symétrique de type non compact.
• X est la réalisation géométrique d’un immeuble euclidien localement fini dont le

groupe d’isométries agit fortement transitivement.
• X est un espace CAT(−1) dont le groupe d’isométries agit cocompactement sur

les géodésiques pointées de X.

Un autre exemple est lorsque X est un immeuble hyperbolique localement fini
(voir [Bou97], [GP01]) où le groupe d’isométries agit fortement transitivement, et où
P est l’ensemble des appartements de X. Dans ce cas, puisque l’espace X est CAT(−1),
deux points distincts de ∂∞X sont toujours opposés.

Lemme 14.4. Soient P ∈ P et x0 ∈ P . Soient (yn)n∈N une suite de X convergeant
vers ξ ∈ ∂∞X et η ∈ ∂∞P opposé à ξ. Alors, pour tout r > 0, la suite (∢yn,r(x0, η))n∈N
tend vers 0.

Figure 20 – Le lemme 14.4.
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Démonstration. Fixons une géodésique γ allant de η à ξ, et fixons r > 0. Soit x′0 le
projeté de x0 sur γ, montrons tout d’abord que la suite (∢yn,r(x

′
0, η))n∈N tend vers 0

(voir la figure 21).

Figure 21 – L’angle ∢yn,r(x
′
0, η)

Puisque la suite (yn)n∈N converge vers ξ, d’après le lemme 14.3, la suite
(∢x0,r(yn, ξ))n∈N tend vers 0.

Puisque la suite (yn)n∈N converge vers ξ, d’après le lemme 14.3, la suite
(∢x′

0,r
(yn, ξ))n∈N tend vers 0. Pour tout n ∈ N, notons yn,r le point de [x′0, yn] à dis-

tance r de x′0, ξr le point de [x′0, ξ[ à distance r de x′0 et ηr le point de [x′0, η[ à distance
r de x′0. Alors la suite (yn,r)n∈N converge vers ξr. Donc la suite

∢x′

0,r
(yn, η) = 2 arcsin

(
d(yn,r, ηr)

2r

)

converge, lorsque n tend vers +∞, vers

π = ∢x′

0,r
(ξ, η) = 2 arcsin

(
d(ξr, ηr)

2r

)
.

Soit t > r, dans le triangle constitué des points x′0, yn et ηt, d’après le lemme 14.2, nous
avons

∢yn,r(x
′
0, ηt) 6 π − ∢x′

0,r
(yn, ηt) = π − ∢x′

0,r
(yn, η).

Or, lorsque t ∈ N tend vers +∞, la suite (ηt)t>r tend vers η, donc ∢yn,r(x
′
0, η) 6

π − ∢x′

0,r
(yn, η), ce qui montre le premier résultat voulu.
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Figure 22 – Les points xr,n, x′r,n et ηr,n

Pour tout n ∈ N, notons xr,n (resp. x′r,n, ηr,n) le point de [yn, x0] (resp. [yn, x′0], [yn, η[)
à distance r de yn (voir la figure 22), de sorte que

∢yn,r(x0, η) = 2 arcsin

(
d(xr,n, ηr,n)

2r

)

et ∢yn,r(
′x0, η) = 2 arcsin

(
d(x′r,n, ηr,n)

2r

)
. (1)

Puisque d(x0, yn) −→
n→+∞

+∞, la convexité de la distance montre que

d(xr,n, x
′
r,n) 6

r

min(d(yn, x0), d(yn, x′0))
d(x0, x

′
0) −→

n→+∞
0.

Ainsi par inégalité triangulaire, par l’assertion initiale et par la formule (1), nous avons

d(xr,n, zr,n) 6 d(xr,n, x
′
r,n) + d(x′r,n, zr,n) −→

n→+∞
0.

Donc la suite (∢yn,r(x0, η))n∈N tend vers 0.

Théorème 14.5. Soit (Pn)n∈N une suite d’éléments de P dont la distance à un point
base de X tend vers l’infini, telle que la suite (∂∞Pn)n∈N converge vers F dans l’espace
F(∂∞X) des fermés de ∂∞X. Alors la suite (Pn)n∈N converge vers F dans l’espace
F(X

g
) des fermés de X

g
.

Démonstration. Puisque la suite (Pn)n∈N part à l’infini, toute valeur d’adhérence de
la suite (Pn)n∈N est contenue dans ∂∞X. Soit (xn)n∈N une suite de points de (Pn)n∈N
convergeant vers ζ ∈ ∂∞X. Puisque le groupe des isométries de X agit cocompactement
sur l’espace des éléments de P pointés, on peut supposer qu’il existe P ∈ P, x ∈ P et
une suite (gn)n∈N d’isométries de X telle que la suite (gn · Pn)n∈N converge vers P dans
F(X) et que la suite (gn · xn)n∈N converge vers x dans X.

Quitte à extraire, supposons que la suite (yn = gn · x)n∈N converge vers un point ξ
de ∂∞X. En effet, cette suite part à l’infini dans X :

d(x, yn) = d(g−1n · x, x) > d(xn, x)− d(g−1n · x, xn) > d(Pn, x)− d(x, gn · xn) −→
n→+∞

+∞.
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D’après la seconde hypothèse faite sur P, considérons η ∈ ∂∞P qui soit opposé à ξ.
D’après le lemme 14.4 appliqué à l’élément P de P, au point base x ∈ P , à la suite
(yn)n∈N et au point η ∈ ∂∞P , on sait que, pour tout r > 0, la suite (∢yn,r(x, η))n∈N tend
vers 0. Fixons r > 0. Puisque la suite (gn · xn)n∈N converge vers x et comme la distance
de yn à x tend vers l’infini, on en déduit que la suite (∢yn,r(gn · xn, η))n∈N tend vers 0.

Puisque la suite (gn ·Pn)n∈N converge vers P dans F(X), choisissons pour tout n ∈ N
un élément ηn ∈ ∂∞Pn tel que la suite (gn · ηn)n∈N converge vers η dans ∂∞X. Alors la
suite (∢yn,r(gn · xn, gn · ηn))n∈N tend vers 0.

Pour tout n ∈ N, puisque gn−1 est une isométrie, on sait que ∢yn,r(gn · xn, gn · ηn)
est égal à ∢x,r(xn, ηn). Par ailleurs, puisque la suite (xn)n∈N converge vers ζ , d’après le
lemme 14.3, la suite (∢x,r(xn, ζ))n∈N tend vers 0. Donc sur la sphère de rayon r centrée en
x, les intersections avec les trois rayons géodésiques [x0, xn[, [x0, ηn[ et [x0, ζ [ convergent
vers un même point lorsque n tend vers l’infini. Ainsi ∢x,r(ζ, ηn) −→

n→+∞
0, et ce pour

tout r > 0. D’après le lemme 14.3, la suite (ηn)n∈N de (∂∞Pn)n∈N converge vers ζ . Or
par hypothèse, cette limite appartient à F . Donc toute valeur d’adhérence de la suite
(Pn)n∈N est contenue dans F . L’autre inclusion étant claire, on en déduit que la suite
(Pn)n∈N converge vers F dans l’espace F(X

g
) des fermés de X

g
.

14.4 Compactification géométrique de l’espace des apparte-

ments marqués d’un immeuble sphérique topologique

14.4.1 Définition de la compactification

Soit I un immeuble sphérique topologique compact (voir la partie 14.1) de dimension
d. Fixons un appartement A de I. Rappelons qu’un morphisme de A vers I désigne
ici un morphisme de complexes polyédraux préservant le type. Appelons appartement
marqué de I tout morphisme de A dans I, dont l’image est un appartement de I.

Notons Morinj(A, I) l’ensemble de ces appartements marqués, et considérons l’en-
semble Mor(A, I) de tous les morphismes de A dans I. Cette notation est motivée par
le fait qu’un morphisme de A dans I est un appartement marqué si et seulement s’il est
injectif (voir [AB08, Proposition 4.59, p.193]).

Un tel morphisme de A dans I est caractérisé par les images des chambres de Weyl
de A, qui sont indexées par le groupe de Weyl W de G (une fois fixée une chambre de
Weyl, dite fondamentale, de A). Munissons l’espace Mor(A, I) de la topologie induite
par la topologie produit sur l’espace compact

(
I<d>

)W
. Cette topologie coïncide avec

la topologie compacte-ouverte pour la topologie Tlc sur I. Un élément f de
(
I<d>

)W
est un morphisme si, pour toutes chambres de Weyl C, C ′ de A dont l’intersection soit
une facette non vide de type I, l’intersection f(C) ∩ f(C ′) soit une facette non vide de
même type I. C’est un nombre fini de conditions fermées, donc l’espace Mor(A, I) est
compact. On appelle compactification géométrique de l’espace Morinj(A, I) des appar-
tements marqués de I l’adhérence Morinj(A, I)

g
de cet espace dans l’espace compact

Mor(A, I). Nous allons décrire cette compactification dans le cas de l’immeuble sphé-
rique de SL3 sur un corps local K.
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Définissons également la compactification géométrique de l’espace des appartements
(non marqués) : notons App(I) l’espace des appartements de I. On appelle compactifica-
tion géométrique de l’espace App(I) des appartements (non marqués) de I l’adhérence
App(I)g de cet espace dans l’espace compact des images de l’appartement A par les
morphismes de A dans I, muni de la topologie induite par la topologie de Chabauty sur
l’espace F(I, Tlc) des fermés de l’espace I muni de la topologie Tlc.

L’application d’oubli du marquage est l’application de Morinj(A, I)
g

dans App(I)g
qui à un morphisme de A dans I associe son image. Elle est continue, surjective et
équivariante pour l’action du groupe des automorphismes d’immeuble topologique de I,
et ses fibres sont finies.

14.4.2 Le cas du type Am
1

Si I est un immeuble sphérique compact de rang 1, l’espace des sommets de I est
un espace compact I<0>, et le système complet des appartements marqués de I est
l’ensemble des couples de points distincts de I<0>. La compactification géométrique
Morinj(A, I)

g
de cet espace est simplement l’ensemble des couples quelconques de I<0>,

c’est-à-dire (I<0>)2. Autrement formulé, la compactification géométrique Morinj(A, I)
g

de l’espace des appartements marqués de I est l’espace Mor(A, I) de tous les morphismes
de A vers I.

Et l’ensemble des appartements (non marqués) de I est l’ensemble des paires de
points distincts de I<0>, dont la compactification géométrique App(I)g est l’ensemble
des paires et des singletons de I<0>, c’est-à-dire le quotient de (I<0>)2 par l’involution
diagonale.

De plus, soient deux immeubles sphériques topologiques I et I ′ sont tels que
Morinj(A, I)

g
= Mor(A, I) et Morinj(A′, I ′)

g
= Mor(A′, I ′). L’espace des appartements

de l’immeuble joint I ∗ I ′ est le produit des espaces d’appartements de I et I ′, et de
même l’espace des chambres de Weyl de I ∗ I ′ est le produit des espaces de chambres
Weyl de I et I ′. L’immeuble joint I ∗ I ′ vérifie alors la même propriété, à savoir que

Morinj(A ∗ A′, I ∗ I ′)g = Morinj(A, I)
g ×Morinj(A′, I ′)

g

= Mor(A, I)×Mor(A′, I ′)
= Mor(A ∗ A′, I ∗ I ′).

Nous avons ainsi le théorème suivant.

Théorème 14.6. Soit I un immeuble sphérique topologique de type Am
1 (par exemple

l’immeuble sphérique de SL2(K)m, où K est un corps local), alors la compactification
géométrique Morinj(A, I)

g
de l’espace Morinj(A, I) des appartements marqués de I est

l’espace Mor(A, I) de tous les morphismes de A dans I.

14.4.3 Le cas de l’immeuble sphérique de SL3

Soit K un corps local, soit G = SL3(K) et soit I l’immeuble sphérique topologique
de (SL3,K). Rappelons qu’un appartement de I est l’ensemble des sous-groupes parabo-
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liques définis sur K contenant un tore maximal K-déployé. Se donner une tore maximal
K-déployé équivaut à se donner une croix de K3, c’est-à-dire un ensemble de trois droites
linéairement indépendantes de K3. Soit A l’appartement standard de I, correspondant
à la croix canonique de K3. Un appartement est marqué si on choisit un sous-groupe
parabolique minimal, ce qui revient à choisir un ordre sur la croix de K3.

Théorème 14.7. Pour I l’immeuble sphérique topologique de (SL3,K), la compactifi-
cation géométrique Morinj(A, I)

g
de l’espace Morinj(A, I) des appartements marqués de

I est l’espace Mor(A, I) de tous les morphismes de A dans I.

Démonstration. Considérons le K-espace vectoriel K3, alors l’immeuble sphérique I
de G est le graphe des drapeaux de K3. La topologie sur le sous-espace de I<0> constitué
des sommets de I de type droite est celle de P(K3), et la topologie sur le sous-espace
de I<0> constitué des sommets de I de type plan est celle de l’espace des plans de K3,
donc par dualité s’identifie à P(K3∗), où K3∗ désigne l’espace vectoriel dual de K3.

Se donner un élément f de Mor(A, I), c’est-à-dire un morphisme f : A → I, cor-
respond à se donner trois droites (d1, d2, d3) de K3 et de trois plans (p1, p2, p3) de K3

vérifiant les conditions d’incidence de l’appartement standard, c’est-à-dire :

p1 ⊂ d2, p1 ⊂ d3, p2 ⊂ d1, p2 ⊂ d3, p3 ⊂ d1 et p3 ⊂ d2. (2)

Les droites de K3 sont les points de P(K3), et les plans de K3 sont les droites de
P(K3) : ces relations d’incidence sont celles du triangle de la figure 23.

L’espace Mor(A, I) s’identifie donc naturellement (et nous ferons cette identification
dans ce qui suit) à la sous-variété algébrique de P(K3)3×P(K3∗)3 définie par 6 équations
que nous expliciterons plus tard, qui correspondent aux 6 relations d’incidence (2). La
variété projective P(K3)3 × P(K3∗)3 est de dimension 12, et la sous-variété Mor(A, I)
est définie par 6 équations homogènes de degré 2.

La variété algébrique Mor(A, I) est la réunion disjointe des strates suivantes, que l’on
peut trouver exhaustivement en comptant le nombre de droites distinctes et le nombre
de plans distincts.

• L’ouvert Morinj(A, I) des morphismes injectifs (ou des appartements marqués) :
voir la figure 23.
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Figure 23 – La strate Morinj(A, I) : les configuration injectives.

• Les trois sous-espaces

Mor(A, I)i,j = {f ∈ Mor′(A, I) : di = dj 6= dk et pi = pj 6= pk},

où (i, j, k) décrit les permutations circulaires de (1, 2, 3) : voir la figure 24.

Figure 24 – La strate Mor(A, I)1,2.

• Les deux « tripodes »

Mor(A, I)d = {f ∈ Mor′(A, I) : d1 = d2 = d3

et p1, p2, p3 deux à deux distincts}
et Mor(A, I)p = {f ∈ Mor′(A, I) : p1 = p2 = p3

et d1, d2, d3 deux à deux distincts},

voir la figure 25.
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Figure 25 – Les strates Mor(A, I)d et Mor(A, I)p : les tripodes.

• Les trois sous-espaces

Mor(A, I)di = {f ∈ Mor(A, I) : p1 = p2 = p3 et dj = dk 6= di},

où i ∈ {1, 2, 3} et {i, j, k} = {1, 2, 3} : voir la figure 26.

Figure 26 – La strate Mor(A, I)d1 .

• Les trois sous-espaces

Mor(A, I)pi = {f ∈ Mor(A, I) : d1 = d2 = d3 et pj = pk 6= pi},

où i ∈ {1, 2, 3} et {i, j, k} = {1, 2, 3} : voir la figure 27.

Figure 27 – La strate Mor(A, I)p1.

• Le sous-espace des drapeaux complets :

Mor(A, I)p,d = {f ∈ Mor(A, I) : d1 = d2 = d3 et p1 = p2 = p3},

voir la figure 28.
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Figure 28 – La strate Mor(A, I)p,d : les drapeaux complets.

Chaque strate est une sous-variété analytique de P(K3)3×P(K3∗)3. Le groupe G agit
transitivement sur la strate Morinj(A, I), et le stabilisateur du plat marqué standard
id : A → I est le sous-groupe diagonal T ⊂ G, c’est le groupe des K-points d’un
tore (maximal) K-déployé de dimension 2. Ainsi la strate Morinj(A, I) est difféomorphe
analytiquement à la variété homogène G/T , donc est de dimension 8− 2 = 6.

Montrons que les autres strates sont de dimension strictement inférieure à 6. Le
groupe G agit transitivement sur chaque strate, donc il suffit pour ces strates d’en déter-
miner le stabilisateur d’un élément quelconque. Par exemple pour la strate Mor(A, I)1,2,
considérons l’élément f défini par d1 = d2 = Ke1, d3 = Ke3, p1 = p2 = Ke1 ⊕ Ke3 et
p3 = Ke1 ⊕Ke2. Alors le stabilisateur de f dans G est le sous-groupe

Gf =








a d 0
0 b 0
0 0 c



∣∣∣∣∣∣
a, b, c, d ∈ K, abc = 1



 ,

de dimension 3, donc la strate Mor(A, I)1,2 est de dimension 5.

On montre de même que les strates Mor(A, I)d et Mor(A, I)p sont de dimension 5,
que les strates des tripodes Mor(A, I)di et Mor(A, I)pi sont de dimension 4, et que la
strate des drapeaux complets Mor(A, I)p,d est de dimension 3.

Calculons le rang de la matrice jacobienne des équations (2, p. 111) en un élément
quelconque (d01, d

0
2, d

0
3, p

0
1, p

0
2, p

0
3) de P(K3)3×P(K3∗)3. Considérons plutôt un relevé de cet

élément dans (K3\{0})3× (K3∗\{0})3, que nous noterons également (d01, d
0
2, d

0
3, p

0
1, p

0
2, p

0
3)

pour ne pas alourdir les notations. Notons de plus 〈·, ·〉 la dualité entre K3 et K3∗, ainsi
la condition d’incidence di ⊂ pj équivaut à l’égalité

〈di, pj〉 = 0.

Les six équations d’incidence (2) amènent à définir l’application bilinéaire

f : (K3)3 × (K3∗)3 → K6

x = (d1, d2, d3, p1, p2, p3) 7→ (〈di, pj〉)i 6=j,

dont l’image dans P(K3)3 × P(K3∗)3 de l’image réciproque de {0} est Mor′(A, I).
Sa différentielle en x0 = (d01, d

0
2, d

0
3, p

0
1, p

0
2, p

0
3) est égale à

Dfx0 : (K3)3 × (K3∗)3 → K6

x = (d1, d2, d3, p1, p2, p3) 7→ (〈d0i , pj〉+ 〈di, p0j〉)i 6=j .

Montrons que, si Kd01 = Kd02 = Kd03 et Kp01 = Kp02 = Kp03, alors le rang de Dfx0 est
égal à 5, et que sinon ce rang est maximal égal à 6.



14.4 - Compactification géométrique de l’espace des appartements marqués d’un immeuble sphérique

topologique 115

Considérons une relation de dépendance linéaire entre les 6 formes linéaires
(Dfx0,ij)i 6=j composantes de Dfx0 : soient 6 scalaires (λij)i 6=j ∈ K6 tels que∑

i 6=j λijDfx0,ij = 0. En particulier, pour tout d1 ∈ K3, nous avons

∑

i 6=j

λijDfx0,ij(d
1, 0, 0, 0, 0, 0) = λ12〈d1, p02〉+ λ13〈d1, p03〉 = 0,

d’où λ12p02+λ13p
0
3 = 0. On montre de même pour toute permutation (i, j, k) de (1, 2, 3) :

λijp
0
j + λikp

0
k = 0 et λijd

0
j + λikd

0
k = 0.

• Si Kd01 = Kd02 = Kd03 et Kp01 = Kp02 = Kp03, alors pour tout λ12 ∈ K les autres
coefficients sont uniquement déterminés par λ12. Par conséquent, le rang de Dfx0

est égal à 6− 1 = 5.
• Sinon, par exemple si Kp02 6= Kp03, alors λ12 = λ13 = 0, puis on déduit que tous les

coefficients sont nuls. Ainsi le rang de Dfx0 est égal à 6.

D’après le critère jacobien (voir [Bou67, §5.11.7]), en tout point x0 de Mor(A, I)
appartenant à une strate différente de Mor(A, I)p,d, la sous-variété Mor(A, I) est lisse
de dimension 12 dans (K3\{0})3× (K3∗\{0})3, ou encore de dimension 6 dans P(K3)3×
P(K3∗)3. Or si x0 appartient à une strate différente de Morinj(A, I), cette strate est
lisse en x0 et de dimension strictement inférieure à 6. Ainsi aucun voisinage de x0 dans
Mor(A, I) n’est inclus dans Morinj(A, I), donc x0 appartient à l’adhérence Morinj(A, I)

g

de la strate Morinj(A, I).

Par ailleurs, la strate des drapeaux Mor(A, I)p,d est incluse dans Morinj(A, I)
g

: en
effet c’est la seule strate fermée, et puisque Morinj(A, I)

g
est compacte, on en déduit

que cette strate est incluse dedans.

En conclusion, nous avons montré l’égalité Mor(A, I) = Morinj(A, I)
g
. Nous avons

également montré que Mor(A, I)\Mor(A, I)p,d est une sous-variété lisse de la variété
projective P(K3)3 × P(K3∗)3 de dimension 6.

De plus, la strate de dimension maximale Morinj(A, I) est homogène sous l’action
algébrique du groupe algébrique irréductible G, donc cette strate est irréductible. Par
ailleurs elle est dense dans la variété algébrique projective Mor(A, I) pour la topologie
de Zariski comme pour la topologie analytique, donc la compactification Morinj(A, I)

g

est une variété algébrique projective irréductible.

14.4.4 Le cas d’autres immeubles

Si l’on considère le groupe G = SL4(K), alors l’analogue du théorème 14.7 est incor-
rect. En effet l’espace des appartements marqués Morinj(A, I) de I est l’espace des croix
ordonnées de K4, donc peut se voir comme l’espace des tétraèdres (numérotés) de P(K4).
Notons d1, . . . , d4 les 4 sommets du tétraèdre, p12, . . . , p34 ses 6 droites et h123, . . . , h234
ses 4 plans. L’espace des tétraèdres est de dimension 12.

Considérons la strate où d1, . . . , d4 sont deux à deux distincts, p12, . . . , p34 sont tous
égaux et h123, . . . , h234 sont deux à deux distincts (voir la figure 29). Cette strate est un
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ouvert non vide d’une sous-variété algébrique de dimension 12 de Mor(A, I), donc elle
ne peut être entièrement incluse dans l’adhérence de Zariski de l’espace des apparte-
ments marqués qui est également de dimension 12. En particulier, cette strate n’est pas
entièrement incluse dans la compactification géométrique de l’espace des appartements
marqués de I.

Figure 29 – Une strate de dimension 12.

Et, pour tout m > 4, l’immeuble sphérique de SL4(K) est un sous-immeuble de
SLm(K), donc cette même construction donne une autre strate ayant la même dimension
que la strate des appartements marqués.

14.5 Compactification géométrique de l’espace des plats maxi-

maux des espaces symétriques de type non compact et des

immeubles euclidiens

Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble euclidien lo-
calement fini. Posons G = Isom(X) le groupe des isométries de X (automorphismes
préservant le type si X est un immeuble), et supposons si X est un immeuble que G
agisse fortement transitivement sur X. Notons Plats(X) l’ensemble des plats maximaux
de X (i.e. l’ensemble des appartements si X est un immeuble), muni de la topologie
de Chabauty induite par l’espace F(X) des fermés de X, et muni de l’action de G à
gauche. Fixons P0 ∈ Plats(X) un plat maximal de X.

L’espaceX est CAT(0), notonsX
g
sa compactification géodésique (voir la partie 2.3).

Considérons le plongement G-équivariant

Plats(X) → F(X
g
)

P 7→ P,

et appelons compactification géométrique l’adhérence Plats(X)
g

de son image.

Munissons ∂∞X de sa structure naturelle d’immeuble sphérique notée I, et considé-
rons la structure d’immeuble sphérique topologique induite par la topologie compacte
de ∂∞X (voir la partie 14.1). Soit d la dimension de I.

Notons A = ∂∞P0 l’appartement fixé de I. Considérons l’espace App(I) des ap-
partements de I, et App(I)g sa compactification géométrique (voir la partie 14.4.1).
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Considérons l’homéomorphisme naturel G-équivariant

ι : Plats(X) → App(I)
P 7→ ∂∞P,

ainsi que l’application

φ : App(I)g → F(X
g
)

A ∈ App(I) 7→ P, où P est un plat de X tel que ∂∞P = A

A ∈ ∂App(I) 7→ A ⊂ ∂∞X.

Théorème 14.8. La compactification géométrique Plats(X)
g

de l’espace des plats de X
est naturellement G-isomorphe à la compactification géométrique App(I)g de l’espace
des appartements de I. Autrement dit, le diagramme de plongements G-équivariants
suivant est bien défini et commute.

Plats(X) →֒ Plats(X)
g

ι ↓≀ ≀↑ φ
App(I) →֒ App(I)g.

Démonstration. Il suffit de montrer que l’application φ est un homéomorphisme G-
équivariant de App(I)g à valeurs dans Plats(X).

Puisque G agit par isométries sur X et par automorphismes sur I, l’application φ
est G-équivariante.

La topologie de chaque espace de facettes de Weyl fermées I(k) est induite par la to-
pologie de Chabauty sur F(∂∞X), donc φ est un plongement de ∂ App(I) dans F(∂∞X).

Les espaces App(I) et Plats(X) sont chacun munis de la topologie d’espace homogène
sous l’action continue de G. De plus, le stabilisateur du plat P0 et le stabilisateur de son
appartement à l’infini A coïncident. Puisque l’application φ est G-équivariante, c’est un
homéomorphisme de App(I) sur Plats(X).

En conséquence, l’application φ est injective : en effet φ est une bijection de App(I)
dans l’ensemble Plats(X), et φ est une injection de ∂ App(I) dans l’ensemble F(∂∞X),
et les ensembles Plats(X) et F(∂∞X) sont disjoints dans F(X

g
).

Montrons que φ est continue sur App(I)g : soit donc A ∈ ∂ App(I), et soit (An)n∈N
une suite de App(I) convergeant vers A dans App(I)g. Pour tout n ∈ N, notons Pn ∈
Plats(X) l’unique plat tel que ∂∞Pn = An. Puisque la limite de la suite (An)n∈N n’est
pas un appartement à l’infini, la suite de plats (Pn)n∈N part à l’infini dans Plats(X).
Appliquons le théorème 14.5 à l’ensemble P = Plats(X) et à la suite (Pn)n∈N : la suite
(∂∞Pn = An)n∈N converge vers A dans F(∂∞X), donc la suite (Pn = φ(An))n∈N converge
vers A = φ(A) dans F(X

g
). L’application φ est donc continue.

Ainsi l’application φ est continue, injective de l’espace compact App(I)g dans l’espace
séparé Plats(X)

g
: c’est un plongement. De plus son image est un sous-espace compact

de Plats(X)
g
, contenant le sous-espace dense φ(App(I)) = Plats(X), donc l’application

φ est surjective. Finalement, l’application φ est un homéomorphisme G-équivariant de
App(I)g dans Plats(X)

g
.
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La construction ci-dessus permet également de définir une compactification géo-
métrique de l’espace des plats marqués de X : appelons plat marqué tout couple
(P,C) ∈ Plats(X) × I<d> tel que C soit une chambre de Weyl fermée de ∂∞P . No-
tons Platsm(X) l’ensemble des plats marqués de X, muni de la topologie induite par
la topologie produit sur Plats(X) × I<d>. Définissons alors la compactification géomé-
trique Platsm(X)

g
de l’espace Platsm(X) des plats marqués de X comme l’adhérence de

Platsm(X) dans l’espace compact Plats(X)
g × I<d>.

De manière équivalente, on aurait pu définir un plat marqué comme un couple
(P, f) ∈ Plats(X) × Morinj(A, I), où f : A → I est un morphisme injectif tel que
∂∞P = f(A). Ces deux formulations sont équivalentes, car le groupe de Weyl agit sim-
plement transitivement sur les chambres de Weyl de A, et coïncide avec le groupe des
automorphismes de A.

Fixons une chambre de Weyl fermée C0 de l’appartement standard A. Considérons
l’homéomorphisme naturel G-équivariant

ιm : Platsm(X) → Morinj(A, I)
(P,C) 7→ f : A → ∂∞P l’unique morphisme injectif tel que f(C0) = C,

ainsi que l’application

φm : Morinj(A, I)
g → Plats(X)

g × I<d>

f ∈ Morinj(A, I) 7→ (P, f(C0)) où P est un plat de X tel que ∂∞P = f(A)

f ∈ ∂Morinj(A, I) 7→ (f(A), f(C0)).

Comme ci-dessus, nous avons une identification entre les deux compactifications
géométriques.

Théorème 14.9. La compactification géométrique Platsm(X)
g

de l’espace des plats
marqués de X est naturellement G-isomorphe à la compactification géométrique
Morinj(A, I)

g
de l’espace des appartements marqués de I. Autrement dit, le diagramme

de plongements G-équivariants suivant est bien défini et commute.

Platsm(X) →֒ Platsm(X)
g

ιm ↓≀ ≀↑ φm

Morinj(A, I) →֒ Morinj(A, I)
g
.

Le théorème 14.8, appliqué au cas de G = SL3(K), permet de décrire des dégé-
nérescences très particulières de plats et de géodésiques dans l’espace symétrique ou
l’immeuble de Bruhat-Tits X de G (voir [BT84]). Citons également la construction de
cet immeuble de Bruhat-Tits par les normes ultramétriques (voir [IM64], [Par99] et
[RTW09]).

Appelons tripode de I tout sous-graphe de I constitué de trois segments distincts
ayant un unique sommet commun. On remarque qu’un tripode n’est inclus dans aucun
appartement de I.

Proposition 14.10. Pour tout tripode T de l’immeuble sphérique I de SL3(K), il existe
une suite (Pn)n∈N de plats maximaux de X telle que la suite (Pn)n∈N converge vers T
dans l’espace F(X

g
) des fermés de X

g
.
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En particulier, il existe des limites géométriques de plats qui ne sont pas incluses
dans des plats à l’infini.

Corollaire 14.11. Pour toute image F d’un chemin de longueur π dans A par un
morphisme dans I, il existe une suite (γn)n∈N de géodésiques de X telle que la suite
(γn)n∈N converge vers F dans l’espace F(X

g
) des fermés de X

g
.

On remarquera qu’un tel F n’est pas nécessairement un demi-appartement, et ses
extrémités peuvent ne pas être sur des sommets de I.

Démonstration. Soit f : A → I un morphisme tel que f(A) ⊃ F . Soit F0 ⊂ A un
chemin de longueur π telle que f(F0) = F . D’après le théorème 14.9, il existe une suite
(Pn, fn)n∈N de plats maximaux orientés de X, telle que la suite (fn)n∈N converge vers f
dans Mor(A, I).

Soit U un voisinage de F dans F(X
g
). Puisque la suite (fn(F0))n∈N converge vers F

dans F(∂∞X), considérons n ∈ N tel que fn(F0) ∈ U . Le chemin fn(F0) est de longueur
π dans ∂∞Pn, il définit donc un demi-plan de Pn à translation près. Soit (γm)m∈N une
suite de géodésiques parallèles de F0 qui bordent fn(F0), et qui tendent vers l’infini dans
la direction de fn(F0). Alors la suite (γm)m∈N converge vers fn(F0) dans F(Pn

g
), donc

appartient à U pour m assez grand.

Ainsi pour tout voisinage U de F0 dans F(X
g
), il existe une géodésique γ de X telle

que γ ⊂ X
g

appartienne à U . Puisque l’espace F(X
g
) est métrisable, cela prouve le

corollaire.

Lorsque X est de rang 1, toute limite géométrique de géodésiques est un point du
bord. Il est remarquable qu’il existe, par exemple dans l’espace symétrique de SL3(R),
des limites géométriques de géodésiques qui ne soiennt pas homéomorphes à un intervalle
compact, et qui ne soient pas contenues dans un plat à l’infini.
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Le contenu de ce chapitre provient de la prépublication [Hae11].

15 Introduction

Soit S une surface lisse compacte connexe orientable, de genre g > 2. La com-
pactification de Thurston de l’espace de Teichmüller Teich(S) de S est l’adhérence du
plongement Teich(S) → P(R+

π1(S)) défini par les distances de translation. Cette com-
pactification est homéomorphe à la boule fermée de dimension 6g−6, munie d’une action
continue du groupe modulaire MCG(S), et elle a permis à Thurston de classer à isotopie
près les difféomorphismes de S (voir par exemple [FLP79]).

Tout espace symétrique de type non compact classique peut être vu comme un es-
pace de réseaux marqués d’un espace euclidien ou hermitien (voir par exemple [Bav05]).
Soit m > 1 un entier, on appelle réseau marqué de covolume 1 de Rm tout morphisme
injectif de Z-modules f : Zm → Rm dont l’image est discrète et de covolume 1. L’es-
pace des classes d’isométrie de tels réseaux marqués est naturellement homéomorphe à
l’espace symétrique de type non compact Em = SLm(R)/ SOm(R). On peut définir une
compactification de Thurston de cet espace, grâce aux distances de translation (où Rm

est muni de la norme euclidienne usuelle) :

φ : Em → P(R+
Zm

)

[f : Zm → Rm] 7→ [u 7→ ||f(u)|| ].

Théorème 15.1. L’application φ est un plongement : la compactification de Thurston
de l’espace symétrique Em est l’adhérence Em

T
de l’image de φ. Cette compactification

est isomorphe (de manière SLm(Z)-équivariante) à la compactification de Satake Em
S

associée à la représentation tautologique de SLm(R) sur Rm.

Ceci répond à une question posée par Frédéric Paulin lors d’un exposé Bourbaki
(voir [Pau10]). Nous démontrons en fait un résultat plus général (théorème 16.12), pour
le corps R, C ou le corps gauche H des quaternions de Hamilton, ainsi que pour des
sous-espaces de réseaux autoduaux, ce qui permet de traiter le cas de tous les espaces
symétriques de type non compact classiques. Et nous étendons ce théorème au cas du
groupe de Lie exceptionnel E6(−26) (théorème 16.18), qui est la forme réelle non compacte
de rang réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel E6.

Puis nous appliquons cette construction pour définir une compactification à la Thurs-
ton de l’espace de Torelli. L’espace de Torelli Tor(S) de la surface S est l’espace des
classes d’isotopie de surfaces hyperboliques munies d’un marquage de leur homologie
par celle de S. L’espace de Torelli Tor(S) est le quotient de l’espace de Teichmüller par
le groupe de Torelli T (S), qui est le sous-groupe du groupe modulaire de S constitué
des classes d’isotopie de difféomorphismes de S ayant une action triviale en homologie.
Un théorème de Mess (voir [Mes92]) énonce qu’en genre 2, le groupe de Torelli est un
groupe libre sur une infinité dénombrable de générateurs. En genre supérieur ou égal à
3, le groupe de Torelli est de type fini (voir [Joh83]), mais l’une des grandes questions
est de savoir s’il est de présentation finie (voir [Far06]).
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Dans l’espoir de mieux comprendre le type d’homotopie de l’espace de Torelli, nous
allons en définir une compactification naturelle. Considérons une surface hyperbolique
X marquée par h : S → X. Le théorème de Hodge identifie l’espace H1(X,R) avec
l’espace des 1-formes différentielles harmoniques sur X, espace qui est muni du produit
scalaire L2 : notons ‖ · ‖X la norme euclidienne associée sur H1(X,R). Considérons alors
l’application

ψ : Tor(S) → R+
H1(S,Z)

[X, h] 7→ {ω 7→ ‖h∗(ω)‖X} ,

et ψ : Tor(S) → P(R+
H1(S,Z)) son application quotient. Nous montrons dans la par-

tie 17.1 que l’application ψ est un revêtement de degré 2 sur son image, ramifié sur le
lieu hyperelliptique de Tor(S). En considérant l’adhérence de l’image de ψ dans l’espace
compact P(R+

H1(S,Z)), nous définissons une compactification de l’espace de Torelli, que
nous appelons compactification de Thurston de Tor(S).

Nous allons comparer notre compactification à une autre compactification naturelle
de l’espace de Torelli. L’application période envoie l’espace de Torelli Tor(S) dans l’es-
pace symétrique Sp2g(R)/U(g). L’adhérence de l’image de l’application période dans la
compactification de Satake de Sp2g(R)/U(g) associée à la représentation standard de
Sp2g(R) sur R2g définit une compactification de l’espace de Torelli, que nous appelerons
compactification de Satake de Tor(S).

Théorème 15.2. Les compactifications de Thurston et de Satake de l’espace de Torelli
sont isomorphes de manière Sp2g(Z)-équivariante.

De plus, nous décrivons une partie de bord de cette compactification : nous allons
décrire l’adhérence de l’image de ψ (et il serait intéressant d’avoir une description ana-
logue, au moins à homotopie près, pour ψ).

Considérons Ksep(S) le complexe des courbes séparantes de S : les sommets de ce
complexe simplicial sont les classes d’homotopie de courbes fermées simples séparantes
non triviales, et les (k-1)-simplexes sont les k-uplets σ = {[γ1], . . . , [γk]} de classes de
telles courbes deux à deux disjointes et non homotopes. Notons également ΣKsep(S)
l’ensemble des simplexes de Ksep(S).

Si σ est un tel (k-1)-simplexe, considérons les k+1 composantes connexes de S\∪k
j=1

γj, et fixons pour chacune d’elles un homéomorphisme avec Sj\Pj, où Sj est une surface
compacte lisse sans bord de genre gj > 1, et où Pj ⊂ Sj est un ensemble fini de points.
Notons

ψσ : Torσ(S) =
k∏

j=0

Tor(Sj) → R+
H1(S,Z)

([Xj , hj])06j6k 7→



ω =

k∑

j=0

κ∗jωj 7→
(

k∑

j=0

‖h−1j

∗
(ωj)‖2

) 1
2



 ,

où ωj ∈ H1(Sj ,Z), et où κj : S → Sj est l’application d’écrasement des Sj′, pour j′ 6= j
(voir partie 17.3.3).



124 Compactification de Thurston des espaces de réseaux marqués

Théorème 15.3. L’adhérence de l’image de l’application ψ dans l’espace R+
H1(S,Z) est

la réunion disjointe des strates

ψ(Tor(S)) = ψ(Tor(S)) ⊔
⊔

σ∈ΣKsep(S)

ψσ(Torσ(S)).

Dans une première partie, nous rappelons quelques résultats élémentaires d’algèbre
linéaire quaternionique (voir [Bou59a]). Puis nous définissons la compactification de
Thurston de l’espace des réseaux marqués d’un espace euclidien, hermitien complexe
ou quaternionique. Ensuite, nous établissons l’isomorphisme avec la compactification de
Satake. Dans une quatrième partie, nous étendons ce résultat aux espaces de réseaux
autoduaux.

Ensuite, nous montrons que ces résultats s’appliquent à l’espace de Torelli. Et enfin,
nous décrivons la stratification d’une partie du bord de cette compactification.

Je tiens à remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour les nombreux conseils qu’il
m’a donnés pour ce chapitre. Je tiens également à remercier Daniel Massart, qui m’a
expliqué les liens entre les normes stable et L2.

16 Compactification de Thurston des espaces de ré-
seaux marqués

16.1 Algèbre linéaire quaternionique et octonionique

Soit K le corps (commutatif) R, C ou le corps (gauche) des quaternions de Hamilton
H (de base vectorielle réelle 1, i, j, k, où i2 = j2 = −1 et ij = −ji = k). Si x ∈ K,
notons x son conjugué et tr(x) sa trace réduite (avec x = x si K = R, x = a − ib si
x = a + ib ∈ K = C et x = a − ib − jc − kd si x = a + ib + jc + kd ∈ K = H).
Nous avons des inclusions évidentes R ⊂ C ⊂ H. Pour la théorie générale des formes
sesquilinéaires sur des espaces vectoriels de dimension finie sur des corps gauches, nous
renvoyons à [Bou59a].

Fixons un entier m > 1. L’espace vectoriel Km sera toujours considéré à droite, et
l’action linéaire des matrices de Mm(K) sur Km à gauche. Munissons l’espace vectoriel
Km de sa structure hermitienne standard 〈x, y〉 =∑m

i=1 xiyi.

Si M ∈ Mm(K), notons M la matrice de coefficients les conjugués de ceux de M ,
et M∗ = tM l’adjoint de M : il vérifie (MN)∗ = N∗M∗. Une matrice M est dite
hermitienne si M∗ = M , et unitaire si MM∗ = Im (ce qui équivaut à M∗M = Im), où
Im désigne la matrice identité de Mm(K).

Rappelons une définition du déterminant de Dieudonné d’une matrice à coefficients
dans H (voir par exemple [Art72, § IV.1, p. 149]). Pour cela, considérons l’application
η de Mm(H) dans M2m(C) qui à une matrice M = A+ jB, où A,B ∈ Mm(C) associe
la matrice par blocs (

A −B
B A

)
∈ M2m(C).
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C’est un homomorphisme injectif de R-algèbres à droite, équivariant pour l’adjoint.
Remarquons de plus que le déterminant de η(M) est un nombre réel positif. Ceci permet
de définir det(M) =

√
det(η(M)), le déterminant de Dieudonné de M . La matrice M

est alors inversible si et seulement si det(M) 6= 0, et si N ∈ Mm(H) alors det(MN) =
det(M) det(N). Cela permet de définir le sous-groupe SLm(H) de GLm(H). Ce sous-
groupe peut également être défini intrinsèquement : c’est le sous-groupe de GLm(H)
constitué des automorphismes linéaires de Hm qui préservent une mesure de Haar de
Hm.

Notons Um(K) le groupe unitaire de Km : c’est le sous-groupe de GLm(K) constitué
des matrices unitaires. Notons de plus SUm(K) = Um(K) ∩ SLm(K) le groupe spécial
unitaire de Km. Remarquons que lorsque K = H, le groupe SUm(H) est égal à Um(H),
et également à l’image réciproque par l’application η du sous-groupe U2m(C). Le groupe
SUm(K) est un sous-groupe compact maximal du groupe de Lie SLm(K).

Lemme 16.1 (Diagonalisation des matrices hermitiennes). Soit M ∈ Mm(H) une ma-
trice hermitienne positive. Alors il existe une matrice unitaire U ∈ Um(H) et une matrice
diagonale positive réelle D ∈ Mm(R) telles que M = UDU−1.

Démonstration. Pour le théorème général de réduction des matrices hermitiennes,
voir [Bou59a, Théorème 1, p. 90]. Nous donnons ici une preuve rapide en admettant
la diagonalisation des matrices hermitiennes complexes. L’application η : Mm(H) →
M2m(C) a pour image l’ensemble des matrices des endomorphismes qui commutent
avec l’endomorphisme réel α de C2m défini par X 7→ J X, où J est la matrice

J =

(
0 Im

−Im 0

)
.

Soit N = η(M) ∈ M2m(C) : puisque l’application η est équivariante pour l’adjoint,
la matrice N est hermitienne positive. Les sous-espaces propres complexes de N sont
orthogonaux et stables par l’endomorphisme réel α, donc il existe une matrice unitaire
U ′ ∈ U2m(C) commutant avec α telle que D′ = U ′−1NU ′ soit diagonale positive réelle.
Puisque U ′ et D′ commutent avec α, ils appartiennent à l’image de η : soit donc U ∈
SUm(H) et D diagonale positive réelle tels que U ′ = η(U) et D′ = η(D). Ainsi M =
UDU−1.

Lemme 16.2 (Décomposition polaire). Soit M ∈ Mm(K). Alors il existe une matrice
unitaire U ∈ Um(K) et une unique matrice hermitienne positive P ∈ Mm(K) telles que
M = PU .

Démonstration. Montrons tout d’abord ce résultat si M est inversible. La matrice
MM∗ est hermitienne positive, donc d’après la diagonalisation des matrices hermitiennes
positives (lemme 16.1 si K = H), considérons P l’unique matrice hermitienne positive
telle que P 2 = MM∗. La matrice P est inversible, et la matrice U = P−1M est alors
unitaire.

Si M n’est pas inversible, par densité de GLm(K) dans Mm(K), considérons une
suite (Mn)n∈N de matrices inversibles convergeant vers M . Pour tout n ∈ N, considérons
une décomposition polaire Mn = PnUn de la matrice Mn. Par compacité du sous-groupe
Um(K), on peut supposer quitte à extraire que la suite (Un)n∈N converge vers une matrice
unitaire U . Dans ce cas, la suite (Pn = MnUn

−1)n∈N converge vers une matrice P =
MU−1 hermitienne positive, et nous avons M = PU . Et la matrice P est l’unique
matrice hermitienne positive telle que P 2 =MM∗.
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Nous aurons également besoin d’identités de polarisation, la première étant immé-
diate.

Lemme 16.3 (Identité de polarisation complexe). Soit τ = a + ib ∈ C\R. Alors pour
tous u, v ∈ Cm, nous avons :

〈u|v〉 = 1

4

(
(1 +

ia

b
)
(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
− i

b

(
‖u+ vτ‖2 − ‖u− vτ‖2

))
.

Lemme 16.4 (Identité de polarisation quaternionique). Soit (q1, . . . , q4) une R-base de
H. Alors il existe quatre quaternions (λ1, . . . , λ4) ∈ H8 tels que, pour tous u, v ∈ Hm,
nous ayons :

〈u|v〉 =
4∑

l=1

(
‖u+ vql‖2 − ‖u− vql‖2

)
λl.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que
(
‖u+ vql‖2 − ‖u− vql‖2

)
= 4Re(〈u, vql〉) = 4Re(uvql) = 4Re(〈u, v〉ql).

Considérons l’application R-linéaire

ϕ : H → R4

q 7→ (4 Re(qql))l∈J1,4K.

Si q ∈ H appartient au noyau de ϕ, alors par R-linéarité 4Re(qq) = 4|q|2 = 0 donc
q = 0 : l’application ϕ est donc un isomorphisme R-linéaire. Pour tout l ∈ J1, 4K, notons
λl = ϕ−1(fl), où (f1, . . . , f4) désigne la base canonique de R4. Alors, pour tous u, v ∈ Hm,
nous avons par R-linéarité

〈u, v〉 = ϕ−1(ϕ(〈u, v〉)) = ϕ−1
(
(4 Re(〈u, v〉ql))l∈J1,4K

)

= ϕ−1

(
4∑

l=1

(4 Re(〈u, v〉ql))fl
)

=
4∑

l=1

4Re(〈u, v〉)ϕ−1(fl)

=
4∑

l=1

4Re(〈u, v〉)
(
‖u+ vql‖2 − ‖u− vql‖2

)
λl.

Nous aurons également besoin du lemme suivant.

Lemme 16.5. Soient M et M ′ deux matrices de Mm(K) telles que, pour tout u ∈ Km,
nous ayons ‖M(u)‖ = ‖M ′(u)‖. Alors il existe K ∈ Um(K) tel que KM =M ′.

Démonstration. D’après la décomposition polaire (lemme 16.2 si K = H) et modulo
multiplication à gauche par deux éléments de Um(K), on peut supposer que M et M ′

sont hermitiennes positives. D’après la réduction des matrices hermitiennes (lemme 16.1)
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et modulo multiplication à gauche par deux éléments de Um(K), on peut supposer qu’il
existe deux matrices diagonales positives D,D′ et deux matrices unitaires U, U ′ telles
que M = DU et M ′ = D′U ′. Alors, pour tout u ∈ Km, nous avons ‖Du‖ = ‖D′U ′U−1u‖.
Ainsi, si u appartient au sous-espace propre de D associé à la valeur propre maximale, on
en déduit que U ′U−1u appartient au sous-espace propre de D′ associé à la valeur propre
maximale. Puis on montre que si u appartient au sous-espace propre de D associé à
la deuxième plus grande valeur propre (s’il y en a), alors U ′U−1u appartient au sous-
espace propre de D′ associé à la deuxième plus grande valeur propre. Finalement, on
montre que la matrice unitaire U ′U−1 envoie les sous-espaces propres de D sur ceux
de D′. Quitte à permuter les coefficients de D ou D′, on en déduit que D = D′ et
D(U ′U−1) = (U ′U−1)D. D’où M ′ = DU ′ = D(U ′U−1)U = (U ′U−1)DU = KM , avec
K = U ′U−1 ∈ Um(K).

16.2 Compactification de l’espace des réseaux hermitiens mar-

qués

Si K = R, notons O = Z. Si K = C, notons O un ordre de l’anneau des entiers
d’un corps de nombres quadratique imaginaire (par exemple O = Z[i]). Enfin si K = H,
notons O un ordre dans une algèbre de quaternions A sur Q non déployée sur R — et
nous identifierons alors A ⊗Q R et H — (par exemple O = Z[1, i, j, 1+i+j+k

2
]). Ainsi O

est un Z-réseau de l’espace vectoriel réel K, et est un anneau contenant 1.

On appelle réseau (ou O-réseau lorsque l’on veut préciser O) de Km tout O-module à
droite engendré par une K-base de Km. On l’appelle réseau euclidien si K = R, hermitien
complexe si K = C et hermitien quaternionien si K = H. On appelle covolume d’un
réseau Γ le volume du quotient Km/Γ pour la mesure localement égale à la mesure de
Haar sur Km, normalisée de sorte que le covolume du réseau standard Om soit égal à
1. Un réseau marqué de Km est un morphisme de O-modules à droite de Om dans Km

dont l’image est un réseau. Le groupe GLm(O) agit à gauche par précomposition par
l’adjoint, et le groupe de Lie GLm(K) agit à droite par postcomposition par l’adjoint
sur l’ensemble des réseaux marqués de Km.

Notons Em l’espace symétrique de type non compact du groupe de Lie quasi-simple
SLm(K), c’est-à-dire l’espace homogène Em = SLm(K)/ SUm(K), où SUm(K) désigne le
groupe spécial unitaire de Km, muni de l’action à gauche par translations de SLm(K) et
d’une métrique riemannienne invariante par cette action.

Puisque O est un ordre, tout morphisme de O-modules à droite de Om dans Km

s’étend uniquement en un endomorphisme de l’espace vectoriel à droite Km, et réci-
proquement tout endomorphisme de Km se restreint en un morphisme de O-modules à
droite de Om dans Km. Ainsi nous utiliserons les mêmes notations pour ces deux points
de vue, sans risque de confusion.

Notons SL1
m(K) le sous-groupe de GLm(K) constitué des automorphismes de Km dont

le déterminant est de module 1. L’ensemble des réseaux marqués de Km de covolume 1,
muni de la topologie induite par la topologie produit sur (Km)O

m

, est muni de l’action à
droite continue et simplement transitive de SL1

m(K) par postcomposition par l’adjoint,
et est muni de l’action à gauche de SLm(O) par précomposition par l’adjoint.

Notons E ′m l’ensemble des classes d’isométrie (positive ou non) de réseaux marqués
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de Km de covolume 1, muni de la topologie quotient : deux réseaux marqués f et f ′ sont
identifiés s’il existe g ∈ Um(K) tel que g ◦ f = f ′. L’homéomorphisme entre l’espace des
réseaux marqués et SL1

m(K) passe au quotient en un homéomorphisme entre l’espace
E ′m et l’espace homogène SL1

m(K)/Um(K) = SLm(K)/ SUm(K) = Em, qui est de plus
SLm(O)-équivariant. Nous noterons dorénavant Em tant l’espace des classes d’isométrie
de réseaux marqués que l’espace symétrique, sans risque de confusion.

Rappelons ce qu’est une compactification d’un espace topologique X localement
compact : c’est la donnée d’une paire (K, i), où K est un espace topologique compact et
i : X → K est un plongement d’image dense. Si G est un groupe agissant continûment
sur X, on dit que (K, i) est une G-compactification si l’action de G sur i(X), conjuguée
par i de l’action de G sur X, s’étend continûment à K. Cette extension est alors unique.
On dit que deux (G-) compactifications (K, i) et (K ′, i′) de X sont (G-) isomorphes s’il
existe un homéomorphisme (G-équivariant) f de K sur K ′ tel que i′ = f ◦ i.

Nous allons définir une compactification de Thurston des espaces symétriques Em,
analogue à la compactification de Thurston des espaces de Teichmüller. Rappelons com-
ment celle-ci est construite (voir par exemple [FLP79]). Si E est un ensemble, notons
P(R+

E) l’espace topologique quotient de l’espace R+
E\{0}, muni de la topologie pro-

duit, par les homothéties de rapport strictement positif. Si S est une surface compacte
connexe orientée de genre supérieur ou égal à 2 et si Γ est son groupe fondamental,
l’espace de Teichmüller de S est l’ensemble des classes d’isométrie équivariante d’ac-
tions isométriques propres et libres de Γ sur le plan hyperbolique réel H2

R (voir par
exemple [Pau10]). La compactification de Thurston de l’espace de Teichmüller de S est
alors l’adhérence de l’image du plongement dans P(R+

Γ), qui à la classe d’une telle ac-
tion de Γ sur H2

R associe la classe de l’application qui à un élément γ de Γ associe la
distance de translation ℓ(γ) = infx∈H2

R

d(x, γx) de γ dans H2
R.

Nous allons modifier cette définition en remplaçant la surface S par le tore Km/Om,
et le groupe Γ par Om, le groupe fondamental du tore. Notons φ l’application de Em
dans P(R+

Om

) qui à la classe d’isométrie équivariante d’un réseau marqué associe la
classe d’homothétie de sa fonction distance de translation : un réseau marqué étant un
morphisme de O-modules à droite f de Om dans Km, notons φ([f ]) la classe d’homothétie
de l’application

Om → R+

u 7→ ‖f(u)‖,
où ‖.‖ désigne la norme hermitienne de Km.

Lemme 16.6. L’application φ est bien définie et continue.

Remarquons que puisque les espaces topologiques Em et P(R+
Om

) sont métrisables,
on peut utiliser les critères séquentiels pour montrer les propriétés topologiques de ces
espaces.

Démonstration. Composer un réseau marqué f au but par une isométrie de Km ne
change pas ‖f(u)‖, pour tout u ∈ Om. Donc l’application φ est bien définie.

Soit (fn)n∈N une suite de réseaux marqués de covolume 1, qui converge vers un réseau
marqué f de covolume 1. Alors la continuité de la norme assure que, pour tout u ∈ Om,
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la suite (‖fn(u)‖)n∈N converge vers ‖f(u)‖. Ainsi la suite (φ([fn]))n∈N converge vers
φ([f ]). Donc l’application φ est continue.

Lemme 16.7. L’adhérence de l’image de φ est l’ensemble des classes d’homothétie
d’applications

ℓf : Om → R+

u 7→ ‖f(u)‖,

où f est un endomorphisme non nul de Km. L’image de φ est l’ensemble des classes
d’homothétie d’applications ℓf pour lesquelles f est inversible.

Démonstration. Soit (fn)n∈N une suite de réseaux marqués de covolume 1, telle que la
suite (φ([fn]))n∈N converge vers la classe d’homothétie d’une application ℓ : Om → R+.

Quitte à extraire, la suite (fnK)n∈N converge vers fK dans l’espace projectif à droite
des endomorphismes de Km, où f est un endomorphisme de Km non nul. Or, pour tout
v ∈ Km et tout λ ∈ K, nous avons ‖vλ‖ = ‖v‖|λ|. Alors, à homothétie réelle près, pour
tout u ∈ Om, la suite (‖fn(u)‖)n∈N converge vers ℓ(u) = ‖f(u)‖. Donc ℓ = ℓf est bien
du type décrit.

Réciproquement, soit f un endomorphisme de Km non nul, et soit fn = f + 1
n+1

id,

pour tout entier n > n0 tel que fn soit inversible. Alors l’endomoprhisme | det(fn)|
1
mfn

appartient à SL1
m(K), donc définit un morphisme de O-modules de Om dans Km dont

l’image est de covolume 1. Et la suite (φ([fn]))n>n0 converge vers la classe d’homothétie
de l’application ℓf qui à u ∈ Om associe ‖f(u)‖ dans P(R+

Om

).

Il est clair que l’image de φ est incluse dans l’ensemble des classes d’homothétie d’ap-
plications ℓf pour lesquelles f est inversible. Réciproquement, si f est un endomorphisme
inversible de Km, alors à une homothétie réelle près on peut supposer que | det f | = 1,
et donc R∗+ℓf = φ([f ]), où f : Om → Km est bien un morphisme de O-modules dont
l’image est de covolume 1.

Lemme 16.8. L’image de φ est ouverte dans son adhérence.

Démonstration. Soit f un morphisme de O-modules de Om dans Km dont l’image est
de covolume 1. Soit (fn)n∈N une suite d’endomorphismes non nuls de Km, telle que la
suite (R∗+ℓfn)n∈N converge vers φ([f ]). À des homothéties réelles près et quitte à extraire,
on peut supposer que la suite (fn)n∈N converge vers un endomorphisme g de Km non
nul. Dans ce cas, il est immédiat que la suite (ℓfn)n∈N converge vers ℓg dans R+

Om

. Donc
R∗+ℓg = φ([f ]), et puisque f est inversible, la fonction ℓg ne s’annule qu’en 0 ∈ Om, et
donc l’endomorphisme g est inversible. L’ensemble des endomorphismes inversibles de
Km étant ouvert, on en déduit qu’à partir d’un certain rang les endomorphismes fn sont
inversibles, et donc R∗+ℓfn = φ([fn]) appartient à l’image de φ : celle-ci est donc ouverte
dans son adhérence.

Lemme 16.9. L’adhérence de l’image de φ est compacte dans P(R+
Om

).

Démonstration. Soit (ℓn)n∈N une suite dans l’adhérence de l’image de φ. D’après le
lemme 16.7, il existe pour tout n ∈ N un endomorphisme fn de Km non nul tel que,
pour tout u ∈ Om, nous ayons ℓn(u) = ℓfn(u) = ‖fn(u)‖. Par compacité de l’espace
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projectif à droite des endomorphismes de Km, quitte à extraire et à homothéties réelles
près, on peut supposer que la suite (fn)n∈N converge vers un endomorphisme f de Km

non nul. Alors la suite (R∗+ℓn)n∈N converge vers la classe d’homothétie de l’application
ℓf , et cette limite appartient à l’adhérence de l’image de φ.

Pour montrer l’injectivité de l’application φ, nous avons besoin d’un renforcement
du lemme 16.5.

Lemme 16.10. Soient f et f ′ deux endomorphismes de Km tels que, pour tout u ∈ Om,
nous ayons ‖f(u)‖ = ‖f ′(u)‖. Alors il existe k ∈ Um(K) tel que kf = f ′.

Démonstration. Notons d ∈ {1, 2, 4} la dimension de K sur R, et soit (e1, . . . , edm)
une R-base de Km formée par m copies d’une Z-base de O : ainsi, tous les élements de
cette base appartiennent à Om. Soit u ∈ Km, et soit u =

∑dm
j=1 ejuj sa décomposition

dans cette base : les scalaires uj sont donc réels. Alors

‖f(u)‖2 =
∥∥∥

dm∑

j=1

f(ejuj)
∥∥∥
2

=

dm∑

j,k=1

〈f(ej)uj|f(ek)uk〉 =
dm∑

j,k=1

ujuk〈f(ej)|f(ek)〉.

Or, par l’identité de polarisation pour le corps K (voir le lemme 16.3 ou 16.4), et par
l’hypothèse sur f et f ′, nous savons que

∀j, k ∈ J1, dmK, 〈f(ej)|f(ek)〉 = 〈f ′(ej)|f ′(ek)〉.

On en déduit donc que ‖f(u)‖ = ‖f ′(u)‖, et ceci pour tout u ∈ Km. D’après le
lemme 16.5, on en déduit qu’il existe k ∈ Um(K) tel que kf = f ′.

Proposition 16.11. L’application φ est un plongement.

Démonstration. Montrons que l’application φ est injective : soient f et f ′ deux réseaux
marqués de covolume 1, tels que φ([f ]) = φ([f ′]). Il existe donc un réel strictement
positif λ tel que pour tout u ∈ Om, nous ayons ‖f(u)‖ = λ‖f ′(u)‖ = ‖λf ′(u)‖. D’après
le lemme 16.10, on en déduit qu’il existe k ∈ Um(K) tel que kf = λf ′. Or det(kf) =
det(k) det(f) est de module 1, et det(λf ′) = λm det(f ′) = λm est un réel strictement
positif, donc λ = 1. Ainsi kf = f ′, donc [f ] = [f ′] dans Em : l’application φ est injective.

Montrons que l’application φ est propre : soit (fn)n∈N une suite de réseaux mar-
qués de covolume 1, telle que la suite (φ([fn]))n∈N converge vers φ([f ]), où f est un
réseau marqué de covolume 1. Il existe donc une suite de réels strictement positifs
(λn)n∈N telle que, pour tout u ∈ Om, la suite (λn‖fn(u)‖)n∈N converge vers ‖f(u)‖.
Ainsi la suite d’endomorphismes (λnfn)n∈N est bornée : quitte à extraire, on peut sup-
poser qu’elle converge vers un endomorphisme g de Km. Alors, pour tout u ∈ Om, la
suite (‖λnfn(u)‖)n∈N converge vers ‖g(u)‖ = ‖f(u)‖. D’après le lemme 16.10, on en
déduit qu’il existe k ∈ Um(K) tel que kg = f , et en particulier g a un déterminant de
module 1. Puisque la suite (| det(λnfn)| = λmn )n∈N converge vers | det g| = 1, on en dé-
duit que la suite (λn)n∈N converge vers 1. Donc la suite (fn)n∈N converge vers g = k−1f ,
d’où la suite ([fn])n∈N converge vers [g] = [f ] dans l’espace Em. L’application φ est ainsi
propre.

L’application φ, continue, injective et propre, est donc un plongement.
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L’adhérence de l’image de φ dans P(R+
Om

) fournit une compactification de Em, donc
de l’espace symétrique Em, que l’on appelle compactification de Thurston, et que l’on
note EmT . Notons que c’est une SLm(O)-compactification, c’est-à-dire que l’action de
SLm(O) s’étend continûment au bord de Em, où SLm(O) agit sur P(R+

Om

) à gauche par
précomposition par l’adjoint et passage au quotient R+

Om → P(R+
Om

).

Cette compactification est en fait munie d’une action continue à gauche de SLm(K) :
pour le voir, on pourrait remplacer dans la construction qui précède Om par Km. Nous
allons expliciter directement l’action de SLm(K) sur Em

T
: soit g ∈ SLm(K), et soit

R∗+ℓ ∈ EmT . D’après le lemme 16.7, il existe un endomorphisme f de Km non nul tel
que, pour tout u ∈ Om, nous ayons ℓ(u) = ‖f(u)‖. Définissons alors g · R∗+ℓ comme la
classe d’homothétie de l’application qui à u ∈ Om associe ‖f(g∗(u))‖. C’est une action
continue, qui étend l’action de SLm(O) à gauche par précomposition par l’adjoint.

16.3 Comparaison à la compactification de Satake

Nous voulons comparer la compactification de Thurston définie ci-dessus à l’une
des compactifications de Satake. Rappelons la construction de ces compactifications
(voir [Sat60]). Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple de centre fini sans
facteur compact, et soit ρ : G → SL(V ) une représentation linéaire irréductible et de
noyau fini de G dans un K-module à droite de dimension finie V . Soit K un sous-groupe
compact maximal de G contenant Ker ρ. Puisque K est compact, il existe un produit
scalaire hermitien sur V tel que ρ(K) ⊂ SU(V ). Si h∗ désigne l’adjoint d’un élément
h de SL(V ) pour le produit scalaire hermitien de V , alors l’involution de Cartan de
SL(V ) associée à SU(V ) est h 7→ (h∗)−1. Si g ∈ G est tel que ρ(g) = (ρ(g)∗)−1, alors
ρ(g) ∈ SU(V ), donc g ∈ ρ−1(SU(V )) = K car K est maximal.

Notons P(Sym(V )) l’espace projectif de l’espace vectoriel réel des applications li-
néaires hermitiennes de V dans V . Cet espace est muni d’une action naturelle de G à
gauche, définie par :

∀g ∈ G, ∀ Rh ∈ P(Sym(V )) , g ·Rh = Rρ(g)hρ(g)∗.

D’après [Sat60], l’application de G/K dans P(Sym(V )) qui à gK associe Rρ(g)ρ(g)∗

est un plongement, dont l’adhérence de l’image est appelée la compactification de Satake
de G/K associée à la représentation ρ. L’action de G sur P(Sym(V )) préserve l’image
de ce plongement, qui est de plus équivariant pour les actions de G : c’est donc une
G-compactification de G/K.

Considérons ici le groupe G = SLm(K), et le sous-groupe K = SUm(K). Considérons
la représentation ρ = id de SLm(K) pour l’action linéaire à gauche de SLm(K) sur le
K-module à droite V = Km. Considérons le plongement associé

SLm(K)/ SUm(K) → P(Sym(Km))

γ SUm(K) 7→ Rγγ∗.

Notons Em
S

l’adhérence de son image, c’est-à-dire la compactification de Satake de Em
associée à la représentation ρ.
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Théorème 16.12. Les deux compactifications Em
T

et Em
S

sont SLm(K)-isomorphes.

Démonstration. La compactification de Satake Em
S
, adhérence des classes d’homothé-

tie des matrices hermitiennes définies positives, est l’ensemble des classes d’homothétie
des matrices hermitiennes positives non nulles : en effet, soit a une matrice hermitienne
positive non nulle. Alors, pour n > n0, la matrice a + 1

n+1
Im est hermitienne, posi-

tive et inversible, donc définie positive. Ainsi (a+ 1
n+1

Im)n>n0 est une suite de matrices
hermitiennes définies positives convergeant vers a. Par ailleurs, l’ensemble des matrices
hermitiennes positives est fermé. Nous identifierons donc Em

S
avec l’espace des classes

d’homothétie de matrices hermitiennes positives non nulles.

Définissons une application ξ : EmS → P(R+
Om

). Soit a une matrice hermitienne
positive non nulle. Par diagonalisation (voir le lemme 16.1 si K = H), la matrice a admet
une unique racine carrée hermitienne positive que l’on notera

√
a, c’est-à-dire telle que√

a
2
= a. Remarquons que si λ ∈ R+, alors

√
λa =

√
λ
√
a. Définissons l’application

ξ̂(a) : Om → R+

u 7→ ‖√a(u)‖,

ce qui permet de poser

ξ : Em
S → P(R+

Om

)

Ra 7→ R∗+ξ̂(a),

application qui est bien définie.

Montrons que l’image de ξ est égale à Em
T
. D’après la définition de ξ et le lemme 16.7,

elle est incluse dedans. Maintenant, soit f un endomorphisme non nul de Km, et soit
ℓf : u 7→ ‖fu‖. Montrons alors que ξ̂(f ∗f) = ℓf , ce qui conclura par le lemme 16.7.
Soit u ∈ Om, et soit f = kp une décomposition polaire de f : k ∈ Um(K) et p est un
endomorphisme hermitien positif non nul. Alors

√
f ∗f =

√
p∗k∗kp =

√
p2 = p, donc

ξ̂(f ∗f)(u) = ‖√f ∗fu‖ = ‖pu‖ = ‖kpu‖ = ‖fu‖ = ℓf(u).

Cette application est SLm(K)-équivariante : soit a une matrice hermitienne positive
non nulle, et soit g ∈ SLm(K). D’après la décomposition polaire (voir le lemme 16.2 si
K = H), il existe une matrice unitaire k et une matrice hermitienne positive p non nulle
telles que g

√
a = pk. Soit u ∈ Om, alors

ξ̂(g · a)(u) = ξ̂(gag∗)(u) = ‖√gag∗(u)‖.

Or gag∗ = g
√
a(g

√
a)∗ = (pk)(pk)∗ = pp∗ = p2, donc

√
gag∗ = p. Ainsi

ξ̂(g · a)(u) = ‖pu‖ = ‖p∗u‖ = ‖k√ag∗u‖ = ‖√ag∗u‖ = (g · ξ̂(a))(u),

où nous renvoyons à la fin de la partie 16.2 pour la définition de l’action de SLm(K) sur

Em
T
. Nous avons ainsi ξ(g · Ra) = g · ξ(Ra).

L’application qui à une matrice hermitienne positive a associe sa racine carrée her-
mitienne positive

√
a est continue, et par continuité de la norme on en déduit que, à
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u ∈ Om fixé, l’application qui à a associe ξ̂(a)(u) est continue. Puisque l’espace P(R+
Om

)
est muni de la topologie quotient de la topologie produit sur R+

Om

, il s’ensuit que l’ap-
plication ξ̂ est continue. On en déduit que l’application quotient ξ est continue.

Montrons enfin que l’application ξ est injective : soient a et a′ deux matrices hermi-
tiennes positives non nulles telle que ξ(Ra) = ξ(Ra′). À une homothétie de rapport stric-
tement positif près, on peut supposer que ξ̂(a) = ξ̂(a′). Ainsi, pour tout u ∈ Om, nous
avons ‖√au‖ = ‖

√
a′u‖. D’après le lemme 16.10, on en déduit qu’il existe k ∈ Um(K) tel

que k
√
a =

√
a′. Par unicité dans la décomposition polaire, on conclut que

√
a =

√
a′,

d’où a = a′. Ainsi l’application ξ est injective.

Ainsi l’application ξ est une bijection continue et SLm(K)-équivariante de l’es-

pace compact Em
S

sur l’espace séparé Em
T
, donc est un homéomorphisme SLm(K)-

équivariant.

16.4 Compactification d’espaces de réseaux autoduaux

Pour les prérequis de cette partie, on renvoie à [Bav05]. Fixons τ = idR si K = R,
τ = idC ou la conjugaison si K = C, et τ la conjugaison si K = H. Fixons b une forme
τ -sesquilinéaire à gauche sur Km non dégénérée, hermitienne ou anti-hermitienne. Dans
une base adaptée, la forme b est définie par

∀x, y ∈ Km , b(x, y) = txτJy,

où J ∈ Um(K) ∩GLm(O).

Notons SU(b) le sous-groupe de GLm(K) constitué des automorphismes de Km qui
préservent b : puisque J est unitaire, le groupe SU(b) est autoadjoint. Si Λ est un O-
réseau de Km, on définit son dual par rapport à b par :

Λ∗b = {y ∈ Km : ∀x ∈ Λ, b(x, y) ∈ O}.

On dit que le réseau Λ est autodual (pour b) si Λ∗b = Λ. Par exemple, le réseau Om est
autodual.

Soit Λ0 = Om le O-réseau standard autodual de covolume 1, marqué par l’identité
f0 : Om → Λ0.

Pour l’action à droite de SLm(K) sur l’espace des réseaux marqués par postcom-
position par l’adjoint, l’orbite du réseau marqué f0 par SU(b) est constituée de ré-
seaux autoduaux. En effet, soit g ∈ SU(b), et considérons y ∈ (g∗Λ0)

∗b. Nous savons
donc que ∀x ∈ g∗Λ0, b(x, y) ∈ O. Ainsi ∀x ∈ Λ0, b(g

∗x, y) = b(x, g∗−1y) ∈ O. Donc
g∗−1y ∈ Λ∗b0 = Λ0. Ainsi (g∗Λ0)

∗b = g∗Λ0.

Dans l’identification entre l’espace Em des classes d’isométrie de réseaux marqués de
covolume 1 et l’espace symétrique SLm(K)/ SUm(K), l’ensemble des classes d’isométrie
de réseaux marqués dans l’orbite de f0 sous SU(b) s’identifie alors à l’espace homogène
SU(b) SUm(K)/ SUm(K) = SU(b)/(SU(b) ∩ SUm(K)). Notons E b

m ce sous-espace de Em.
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On supposera que le groupe SU(b) n’est pas compact, de sorte que l’espace homogène
E b
m n’est pas compact. Lorsque l’on restreint le plongement φ de Em dans EmT au sous-

espace E b
m, l’adhérence de son image définit la compactification de Thurston E b

m

T
de

l’espace E b
m.

Lorsque l’on restreint le plongement Em dans EmS au sous-espace E b
m, l’adhérence de

son image définit la compactification de Satake E b
m

S
de l’espace E b

m.

Le groupe SU(b) est un groupe de Lie réel simple non compact. Alors la compactifi-
cation de Satake définie ci-dessus est naturellement isomorphe à la compactification de
Satake associée à la représentation ρ de SU(b) dans SLm(K), restriction de l’identité de
SLm(K).

Proposition 16.13. La compactification de Thurston E b
m

T
de l’espace des réseaux mar-

qués autoduaux est SU(b)-isomorphe à la compactification de Satake E b
m

S
.

Démonstration. L’homéomorphisme SLm(K)-équivariant (voir le théorème 16.12)

entre EmT et EmS induit un homéomorphisme SU(b)-équivariant entre E b
m

T
et E b

m

S
.

Dans la suite, nous aurons besoin de savoir que dans le cas de l’espace vectoriel réel
R2g muni de la forme symplectique standard

b(x, x′) =

g∑

j=1

xjx
′
g+j − xg+jx

′
j ,

tout réseau autodual pour b est dans l’orbite du réseau Z2g.

Lemme 16.14. Tout réseau autodual pour b de R2g est l’image par un élément de
Sp2g(R) du réseau standard Z2g.

Démonstration. Soit Λ un réseau autodual de R2g de covolume 1. Soit A ∈ SL2g(R)
une matrice telle que Λ = A·Z2g. Le réseau Λ étant autodual pour la forme symplectique
b qui a pour matrice

J =

(
0 −Ig
Ig 0

)
,

on en déduit que le réseau tAJA · Z2g est dual du réseau Z2g pour le produit scalaire
standard sur R2g. Or on sait que le réseau Z2g est autodual pour le produit scalaire
standard, donc tAJA · Z2g = Z2g : en particulier tAJA ∈ SL2g(Z). C’est la matrice
d’une forme symplectique à coefficients entiers, donc par réduction il existe une matrice
B ∈ GL2g(Q) telle que tBtAJAB = J . Ainsi la matrice AB appartient à Sp2g(R).

Quitte à prendre l’image du réseau Λ par (AB)−1 ∈ Sp2g(R), on suppose que le
réseau Λ = (AB)−1A · Z2g = B−1 · Z2g est commensurable à Z2g. Le fait que Λ soit
autodual impose alors qu’il s’écrive

Λ =

g⊕

j=1

(
Zrjej ⊕ Z

1

rj
eg+j

)
,

où r1, . . . , rg sont des rationnels non nuls. Puisque la matrice

C = Diag(r−11 , . . . , r−1g , r1, . . . , rg)

appartient à Sp2g(R) et que C · Λ = Z2g, ceci conclut le lemme.
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16.5 Cas du groupe de Lie exceptionnel E6(−26)

Notons O désigne l’algèbre non associative des octonions de Cayley (voir [Bae01,
All99, MW09, CS03]). Le groupe SL3(O) (dont nous rappelons la définition ci-dessous)
est une forme réelle non compacte de rang réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel
E6, notée E6(−26). Montrons comment les résultats précédents s’étendent à ce groupe.

L’algèbre non associative O des octonions de Cayley est l’espace vectoriel réel eucli-
dien de dimension 8, de base orthonormée (e0 = 1, e1, . . . , e7), muni de la multiplication
bilinéaire définie sur cette base par la table 1.

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3
e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6
e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1
e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5
e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4
e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2
e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1

Table 1 – Table de multiplication des octonions

C’est une algèbre non associative à division, munie de la conjugaison

O → O

x = x0e0 +
7∑

i=1

xiei 7→ x = x0e0 −
7∑

i=1

xiei.

La norme euclidienne de O vérifie ‖x‖ =
√
xx =

√
xx et ‖xy‖ = ‖x‖‖y‖. Pour tout

octonion x ∈ O, on définit de plus sa partie réelle Re x = x+x
2

et sa partie imaginaire
Im x = x−x

2
.

Soit m un entier au moins égal à 2. L’espace vectoriel réel Om est naturellement
muni d’une structure euclidienne, pour le produit scalaire

〈u, v〉 =
m∑

i=1

Re(uivi) , où u, v ∈ Om.

Considérons Mm(O) l’espace vectoriel réel des matrices carrées de taille m à coefficients
dans O. En tant qu’ensemble d’endomorphismes R-linéaires de Om, muni de la compo-
sition des endomorphismes, c’est une algèbre associative. Par contre, la multiplication
n’est pas obtenue avec la formule usuelle du produit matriciel. Considérons le groupe
GLm(O) des matrices de Mm(O) qui induisent un isomorphisme de Om.

L’adjoint M∗ d’une matrice M ∈ Mm(O) pour le produit scalaire de Om est alors
la matrice transposée et conjuguée de M . On dit que la matrice M est hermitienne si
M =M∗, et on note hm(O) l’espace vectoriel réel des matrices hermitiennes. Une matrice
hermitienne M est dite positive (resp. définie positive) si pour tout x ∈ Om\{0}, nous
avons 〈x,Mx〉 > 0 (resp. 〈x,Mx〉 > 0).
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Une matrice M ∈ Mm(O) est dite unitaire si MM∗ = Im. Le sous-groupe Um(O)
de GLm(O) constitué des matrices unitaires est un sous-groupe compact maximal de
GLm(O).

Les résultats d’algèbre linéaire de la partie 16.1 se généralisent dans ce cadre, mon-
trons comment.

Le sous-espace vectoriel de O engendré par 1, e1, e2 et e4 est une algèbre associative
isomorphe au corps gauche H : nous identifierons ainsi i avec e1, j avec e2 et k avec
e4. Une base réelle de O est alors donnée par (1, i, j, k, e3, ie3, je3, ke3). Le sous-espace
vectoriel de O engendré par 1 et e3 est une algèbre commutative isomorphe à C, et nous
identifierons les deux : une C-base de O est alors donnée par (1, i, j, k). Considérons
l’isomorphisme C-linéaire à droite

β : Om → C4m = (C4)m

(xl + iyl + jzl + kwl)l∈J1,mK 7→ (xl, yl, zl, wl)l∈J1,mK.

Considérons alors l’application

η : Mm(O) → M4m(C)

M 7→
(
u ∈ C4m 7→ β(M(β−1(u))) ∈ C4m

)
,

c’est un plongement de C-algèbres à droite associatives, équivariant pour l’adjoint. L’ap-
plication η réalise le sous-groupe GLm(O) comme un sous-groupe algébrique autoadjoint
de GL4m(C) : d’après [Hel78, Theorem 7.1, p. 224], l’orbite de ce sous-groupe dans l’es-
pace symétrique de GL4m(C) est un sous-espace symétrique, donc la décomposition
polaire et la décomposition de Cartan y sont internes. En particulier, la diagonalisation
des matrices hermitiennes inversibles y est interne, donc par densité on en déduit la
diagonalisation des matrices hermitiennes quelconques. Nous pouvons donc énoncer les
deux résultats suivants.

Lemme 16.15 (Diagonalisation des matrices hermitiennes octonioniques). Pour toute
matrice hermitienne M ∈ hm(O), il existe une matrice unitaire U ∈ Um(O) et une
matrice diagonale réelle D ∈Mm(R) telles que M = UDU−1.

Lemme 16.16 (Décomposition polaire octonionique). Soit M ∈ Mm(O). Alors il existe
une matrice unitaire U ∈ Um(O) et une unique matrice hermitienne positive P ∈ hm(O)
telles que M = PU .

On dispose également d’une identité de polarisation.

Lemme 16.17 (Identité de polarisation octonionique). Soit (q1, . . . , q8) une R-base de
O. Alors il existe huit réels (λ1, . . . , λ8) ∈ R8 tels que, pour tous u, v ∈ Om, nous ayons :

〈u|v〉 =
8∑

l=1

(
‖u+ vql‖2 − ‖u− vql‖2

)
λl.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que

‖u+ vql‖2 − ‖u− vql‖2 = 4Re(u(vql)).
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Or la partie réelle des octonions est associative, donc ‖u + vql‖2 − ‖u − vql‖2 =
4Re((uv)ql). Considérons l’application R-linéaire

ϕ : O → R8

q 7→ (4 Re(qql))l∈J1,8K.

Si q ∈ O appartient au noyau de ϕ, alors par R-linéarité 4Re(qq) = 4|q|2 = 0 donc
q = 0 : l’application ϕ est donc un isomorphisme R-linéaire. Pour tout l ∈ J1, 8K, notons
λl = Re(ϕ−1(fl)), où (f1, . . . , f8) désigne la base canonique de R8. Alors, pour tous
u, v ∈ Om, nous avons par R-linéarité

〈u, v〉 = Re(uv) = Re
(
ϕ−1(ϕ(uv))

)

= Re
(
ϕ−1

(
(4 Re((uv)ql))l∈J1,8K

))

= Re

(
ϕ−1

(
8∑

l=1

4Re((uv)ql)fl

))

=

8∑

l=1

4Re((uv)ql) Re(ϕ
−1(fl))

=

8∑

l=1

(
‖u+ vql‖2 − ‖u− vql‖2

)
λl.

Définissons SLm(O) le sous-groupe de GLm(O) constitué des matrices qui préservent
une mesure de Haar sur Om. On peut également définir le déterminant d’une matrice
hermitienne, auquel cas c’est aussi le sous-groupe qui préserve le déterminant, pour
l’action suivante :

∀g ∈ GLm(O), ∀M ∈ hm(O), g ·M = gM +Mg∗.

Voici les formules définissant le déterminant des matrices hermitiennes dans les cas
m = 2 et m = 3.

• Lorsque m = 2, les matrices hermitiennes s’écrivent

h2(O) =

{(
α x
x β

)
, x ∈ O, α, β ∈ R

}
.

On définit alors le déterminant par la formule

det

(
α x
x β

)
= αβ − |x|2.

• Lorsque m = 3, les matrices hermitiennes s’écrivent

h3(O) =








α z y
z β x
y x γ


 , x, y, z ∈ O, α, β, γ ∈ R



 .

On définit alors le déterminant par la formule

det




α z y
z β x
y x γ


 = αβγ −

(
α|x|2 + β|y|2 + γ|z|2

)
+ 2Re(xyz).
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Lorsque m = 2, le groupe de Lie réel SL2(O) est isomorphe au groupe simple
Spin(9, 1), revêtement universel du groupe SO0(9, 1). C’est un groupe classique, dont
l’espace symétrique est l’espace des classes d’isométrie de réseaux orthogonaux de R10

pour une forme quadratique de signature (9, 1), donc son cas est traité dans la par-
tie 16.4.

Dorénavant nous nous placerons dans le cas m = 3. Alors le groupe de Lie simple
G = SL3(O) est une forme réelle non compacte de rang réel 2 du groupe de Lie complexe
exceptionnel E6, notée E6(−26). Le sous-groupe K = SU3(O) = SL3(O) ∩ U3(O) est un
sous-groupe compact maximal de SL3(O), isomorphe au groupe F4(−52), la forme réelle
compacte du groupe de Lie complexe exceptionnel F4.

Notons O un ordre (non associatif) de O, c’est-à-dire le sous-groupe additif engen-
dré par une base réelle de O et stable par multiplication, contenant l’anneau des entiers
Z[e0, . . . , e7] (il existe 16 tels ordres, voir par exemple [CS03, Theorem1, p. 100]). Ap-
pelons O-réseau marqué de O3 toute application O-équivariante à droite f : O3 → O3

telle que le R-espace vectoriel engendré par l’image soit égal à O3. Le covolume d’un
réseau marqué est le covolume de son image dans O3, pour une mesure de Haar sur O3

normalisée de sorte que le covolume de O3 soit égal à 1.

À toute matrice hermitienne M de h3(O) définie positive de déterminant 1, on associe
la classe d’isométrie du O-réseau marqué f : O3 → O3 de covolume 1 qui à u ∈ O3

associe ‖M∗f(u)‖. Et à toute classe d’isométrie d’un O-réseau marqué f : O3 → O3 de
covolume 1, on associe la classe à droite modulo SU3(O) d’une matrice M ∈ SL3(O) telle
que pour tout u ∈ O3 nous ayons f(u) =M∗(u), donc d’après la décomposition polaire
de G on associe une unique matrice hermitienne de h3(O) définie positive de déterminant
1. Ainsi l’espace X des classes d’isométrie de O-réseaux marqués de covolume 1 de O3

s’identifie au sous-espace de h3(O) constitué des matrices hermitiennes définies positives
de déterminant 1, et ce sont deux modèles de l’espace symétrique du groupe G.

On peut alors considérer l’application

φ : X 7→ P(R+
O3

)

[f : O3 → O3] → [u 7→ ‖f(u)‖].

On peut alors appliquer la même preuve que celle de la proposition 16.11, en rem-
plaçant « endomorphisme » par « endomorphisme R-linéaire O3-équivariant à droite ».
On en déduit que l’application φ est un plongement, et on appelle l’adhérence de son
image la compactification de Thurston X

T
de X.

Par ailleurs, la compactification de Satake de X associée à la représentation ρ : G→
EndR(h3(O)) définie par g ·M = gM +Mg∗ est l’adhérence X

S
de l’image de X dans

l’espace projectif réel P(h3(O)) de h3(O).

La preuve du théorème 16.12 est vraie dans ce cadre, et permet d’énoncer le résultat
suivant.

Théorème 16.18. Les deux compactifications X
T

et X
S

de l’espace symétrique X du
groupe de Lie exceptionnel E6(−26) sont SL3(O)-isomorphes.
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17 Compactification de Thurston de l’espace de To-
relli

17.1 L’espace de Torelli

Le but de cette partie est de construire une compactification de l’espace de Torelli
d’une surface S analogue à la compactification de Thurston de l’espace de Teichmüller
de S. Pour les définitions de base, nous renvoyons à [Far06], [Bos92] et [War83].

Soient g > 0 et q > 0 deux entiers tels que 2− 2g− q < 0. Fixons S une surface lisse
compacte connexe orientée de genre g, munie d’une partie fixée P de cardinal q, dont
les éléments sont appelés les points marqués de S. Dans le cas où q = 0, on omettra la
notation P dans ce qui suit.

Notons Diff+(S, P ) le groupe des difféomorphismes de S préservant l’orientation,
fixant P point par point, muni de la topologie compacte-ouverte.

Notons DiffH1(S, P ) le sous-groupe des difféomorphismes de S préservant l’orienta-
tion, fixant P point par point, induisant l’identité sur H1(S\P,R).

Notons Diff0(S, P ) le sous-groupe des difféomorphismes de S préservant l’orientation,
isotopes à l’identité par une isotopie fixant P .

Nous avons les inclusions Diff0(S, P ) ⊂ DiffH1(S, P ) ⊂ Diff+(S, P ).

Notons Teich(S, P ) l’espace de Teichmüller de S : c’est l’ensemble des classes d’équi-
valence de couples (X, h), où X est une surface hyperbolique orientée complète d’aire
finie et h : S\P → X est un difféomorphisme préservant l’orientation (appelé un mar-
quage), et où l’on identifie les couples (X, h) et (X ′, h′) s’il existe une isométrie préser-
vant l’orientation s : X → X ′ telle que h′ soit égal à s ◦ h modulo Diff0(S, P ), c’est-
à-dire que telle que h′ soit isotope à s ◦ h. Le groupe Diff+(S, P ) agit sur Teich(S, P )
par précomposition du marquage, de noyau d’action Diff0(S, P ). Le groupe modulaire
MCG(S, P ) = Diff+(S, P )/Diff0(S, P ) agit ainsi fidèlement sur Teich(S, P ).

Notons Tor(S, P ) l’espace de Torelli de S : c’est l’ensemble des classes d’équivalence
de couples (X, h), où X est une surface hyperbolique orientée complète d’aire finie et
h : S\P → X est un difféomorphisme préservant l’orientation, et où l’on identifie les
couples (X, h) et (X ′, h′) s’il existe une isométrie préservant l’orientation s : X → X ′

telle que h′ soit égal à s ◦ h modulo DiffH1(S, P ). Ceci revient à demander l’égalité
h′∗ = h∗ ◦ s∗ : H1(X ′,R) → H1(S\P,R).

Notons Mod(S, P ) l’espace des modules de S : c’est l’ensemble des classes d’équiva-
lence de couples (X, h), où X est une surface hyperbolique orientée complète d’aire finie
et h : S\P → X est un difféomorphisme préservant l’orientation, et où l’on identifie les
couples (X, h) et (X ′, h′) si X et X ′ sont isométriques.

Munissons l’espace de Teichmüller Teich(S, P ) de la topologie quotient de la topologie
induite par celle de Γ(⊗2TS), où à chaque couple (X, h) on associe h∗σX , en notant σX
la métrique riemannienne hyperbolique de X. L’espace de Teichmüller admet alors une
structure naturelle de variété complexe biholomorphe à C3g−3+q (voir [FLP79]).
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L’espace de Torelli Tor(S, P ) est le quotient de Teich(S, P ) par le groupe de Torelli
T (S, P ) = Diff+

H1(S, P )/Diff+
0 (S, P ). Le groupe de Torelli étant sans torsion (voir par

exemple [Far06]), on munit Tor(S, P ) de la structure de variété quotient induite par
celle de Teich(S, P ).

L’espace des modules Mod(S, P ) est le quotient de Teich(S, P ) par le groupe mo-
dulaire MCG(S, P ). On munit Mod(S, P ) de la topologie d’orbifold complexe quotient
de celle de Teich(S, P ). C’est aussi le quotient de l’espace de Torelli par le groupe
MCG(S, P )/T (S, P ) = Diff+(S, P )/Diff+

H1(S, P ).

La forme d’intersection algébrique est une forme symplectique non dégénérée sur
H1(S,Z), ce qui permet de définir un morphisme du groupe modulaire MCG(S, P )
à valeurs dans le groupe symplectique Sp2g(Z). Le noyau de ce morphisme est le
sous-groupe de Torelli T (S, P ), et ce morphisme est surjectif donc le groupe quotient
MCG(S, P )/T (S, P ) est isomorphe à Sp2g(Z) (voir [Far06]).

17.2 La compactification de Thurston de l’espace de Torelli

Soit X une surface hyperbolique connexe, orientée, d’aire finie, de genre g, avec q
cuspides, marquée par un difféomorphisme préservant l’orientation h : S\P → X. Le
premier groupe de cohomologieH1(X,R) est un espace vectoriel réel, considérons le sous-
espace vectoriel H1

c (X,R) de H1(X,R) constitué des classes de cohomologie de 1-formes
différentielles fermées à support compact. Considérons l’inclusion ι : S\P → S, elle
induit un isomorphisme ι∗ : H1(S,R) → H1

c (S\P,R). Ainsi h−1∗◦ι∗ est un isomorphisme
entre H1(S,R) et H1

c (X,R), donc ce dernier est de dimension réelle 2g.

Cet espace vectoriel est également isomorphe au premier groupe de cohomologie L2

réduite de X, ainsi qu’à l’espace vectoriel des 1-formes différentielles harmoniques sur
X (dans le cas compact c’est le théorème de Hodge, dans le cas général voir [MP90] et
[Car07, Corollary 1.6, p. 7 et Theorem 2.16, p. 27]). Nous utiliserons ici ces trois points
de vue, et lorsqu’il faudra choisir un représentant d’une classe de cohomologie à support
compact, nous choisirons l’unique représentant harmonique.

Sur l’espace H1
c (X,R) vu comme premier groupe de cohomologie L2 réduite, nous

disposons du produit scalaire L2, noté 〈·, ·〉X. On peut également voir ce produit sca-
laire grâce à l’étoile de Hodge ∗X . L’étoile de Hodge est une anti-involution de l’espace
vectoriel des 1-formes différentielles réelles sur X, définie comme la précomposition, sur
chaque plan tangent, par la rotation d’un quart de tour dans le sens positif (c’est-à-
dire la multiplication par i, pour la structure complexe sur X correspondante). L’étoile
de Hodge définit par restriction une involution sur l’espace des 1-formes différentielles
harmoniques H1

c (X,R). Le produit scalaire sur H1
c (X,R) s’exprime alors ainsi :

∀ω, ω′ ∈ H1
c (X,R), 〈ω, ω′〉X =

∫

X

ω ∧ ∗Xω′.

On notera ‖ · ‖X la norme euclidienne (L2) associée sur H1
c (X,R).

Par ailleurs, la forme d’intersection algébrique Int sur H1
c (X,R) (image de la forme

d’intersection algébrique sur H1(S,R)) est alternée et non dégénérée, et est donnée par

∀ω, ω′ ∈ H1
c (X,R), Int(ω, ω

′) =

∫

X

ω ∧ ω′ = 〈ω,− ∗X ω′〉X .
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Remarquons que l’espace vectoriel H1
c (X,R), muni de ce produit scalaire et de la

forme d’intersection, est isomorphe isométriquement symplectiquement à l’espace eucli-
dien R2g, muni de la forme symplectique standard

b(x, x′) =

g∑

j=1

xjx
′
g+j − xg+jx

′
j .

Choisissons un tel isomorphisme linéaire isométrique symplectique

ϕX : H1
c (X,R) → R2g.

Le sous-groupe de GL2g(R) préservant la forme b est U(b) = Sp2g(R).

Considérons E b
2g l’espace des réseaux de covolume 1 de l’espace euclidien R2g, auto-

duaux pour la forme symplectique b, marqués par Z2g, à isométrie près. Il s’identifie à
l’espace symétrique hermitien E b

2g = Sp2g(R)/U(g), d’après le lemme 16.14. Fixons une
base symplectique de H1(S,Z), ce qui nous permettra d’identifier H1(S,Z) avec Z2g.

L’application période de l’espace de Torelli à valeurs dans l’espace symétrique
Sp2g(R)/U(g) ou son quotient de l’espace des modules dans l’espace localement sy-
métrique Sp2g(Z)\ Sp2g(R)/U(g) est un objet très classique (voir par exemple [Gri70],
[Deb10], [Mes92], [Far06]). La nouvelle formulation ci-dessous facilitera notre compac-
tification de l’espace de Torelli, et nous ferons le lien avec la définition classique très
prochainement. Cette formulation a de plus l’avantage d’inclure le cas non compact (i.e.
P 6= ∅).

Si [X, h] ∈ Tor(S, P ), alors ϕX ◦ h−1∗ ◦ ι∗ : H1(S,Z) → R2g est un morphisme de
groupes. Définissons l’application période

p : Tor(S, P ) → E b
2g

[X, h] 7→
[
ϕX ◦ h−1∗ ◦ ι∗|H1(S,Z)

]
.

Lemme 17.1. L’application période est bien définie et continue.

Démonstration. Puisque les trois applications linéaires ι∗ : H1(S,R) → H1
c (S\P,R),

h−1
∗
: H1

c (S\P,R) → H1
c (X,R) et ϕX : H1

c (X,R) → R2g sont des isomorphismes
linéaires, l’image ϕX ◦ h−1∗ ◦ ι∗(H1(S,Z)) est un réseau de R2g.

Vérifions que ce réseau ϕX ◦h−1∗◦ι∗(H1(S,Z)) de R2g est bien autodual par rapport à
b. Soit c ∈ H1(S,R) tel que, pour tout d ∈ H1(S,Z), nous ayons b(ϕX ◦h−1∗ ◦ ι∗(c), ϕX ◦
h−1

∗ ◦ ι∗(d)) ∈ Z. Fixons d ∈ H1(S,Z). Puisque ϕX : H1
c (X,R) → R2g préserve les

formes symplectiques, on sait que Int(h−1
∗ ◦ ι∗(c), h−1∗ ◦ ι∗(d)) ∈ Z. L’isomorphisme

h−1
∗
: H1

c (S\P,R) → H1
c (X,R) provient d’un difféomorphisme préservant l’orientation

h−1 : X → S\P , donc préserve les formes d’intersection, ainsi Int(ι∗(c), ι∗(d)) ∈ Z. Enfin,
pour les formes différentielles ι∗(c) et ι∗(d) à support compact, leur nombre d’intersection
sur S\P et sur S est le même, donc Int(c, d) ∈ Z. Or on sait que le réseau standard
Z2g = H1(S,Z) de R2g est autodual pour la forme symplectique, donc c ∈ H1(S,Z).
Ainsi le réseau ϕX ◦ h−1∗ ◦ ι∗(H1(S,Z)) de R2g est autodual par rapport à b.

De plus, d’après le lemme 16.14, il est dans l’orbite de Z2g sous Sp2g(R), donc il est
de covolume 1.
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Supposons que [X ′, h′] soit égal à [X, h] dans l’espace de Torelli, alors il existe une
isométrie préservant l’orientation s : X → X ′ telle que h−1∗ = s∗◦h′−1∗ : H1(S\P,R) →
H1

c (X,R). Or l’application s∗ : H1
c (X

′,R) → H1
c (X,R) est une isométrie linéaire pré-

servant la forme d’intersection, donc les deux réseaux marqués ϕX ◦ h−1∗ ◦ ι∗|H1(S,Z) et
ϕX′ ◦ h′−1∗ ◦ ι∗|H1(S,Z) sont isométriques symplectiquement, et égaux dans E b

2g.

Remarquons également que l’application p ne dépend pas du choix de l’isomorphisme
isométrique symplectique ϕX : H1

c (X,R) → R2g : deux tels isomorphismes diffèrent par
composition au but d’une isométrie symplectique de R2g, ce qui donne une même image
dans l’espace E b

2g.

Montrons que l’application p est continue. Soit ([Xn, hn])n∈N une suite convergeant
vers [X, h] dans Tor(S, P ). Dans le fibré localement trivial donné par H1

c (·,R) au-dessus
de l’espace de Torelli Tor(S, P ), la suite (H1

c (Xn,R))n∈N converge vers H1
c (X,R). Ceci

nous permet donc d’identifier chaque H1
c (Xn,R) avec H1

c (X,R).

La forme d’intersection sur h−1n
∗ ◦ ι∗(H1(S,Z)) ⊂ H1

c (Xn,R) est donnée par l’image
de la forme d’intersection sur H1(S,Z). Puisque la suite (Xn)n∈N converge vers X dans
l’espace des modules Mod(S, P ), la suite des involutions de Hodge (∗Xn

)n∈N converge vers
l’involution de Hodge ∗X sur H1

c (X,R). Ainsi la suite des produits scalaires (〈·, ·〉Xn
)n∈N

converge vers 〈·, ·〉X.

Il reste à montre que la suite des marquages converge : on sait que la suite (hn)n∈N
converge vers h modulo Diff+

H1(S, P ), donc la suite (h−1n
∗
)n∈N converge vers h−1∗ pour la

topologie des applications linéaires de H1
c (S\P,R) dans H1

c (Xn,R) identifié à H1
c (X,R).

Nous avons montré que la suite (p([Xn, hn]))n∈N convergeait vers p([X, h]) : l’appli-
cation période est donc continue.

Théorème 17.2 (Griffiths). Dans le cas compact (P = ∅), l’application p est holo-
morphe. L’adhérence de son image p(Tor(S)) est une sous-variété analytique complexe
fermée de E b

2g, et l’image p(Tor(S)) est le complémentaire dans son adhérence d’une
sous-variété analytique complexe fermée.

Démonstration. Rappelons la définition classique de l’application période (voir [Far06,
Chapter 3, §2.1]). Nommons (α1, . . . , αg, β1, . . . , βg) la base de H1(S,Z) qui s’envoie sur
la base canonique de Z2g par l’isomorphisme fixé entre H1(S,Z) et Z2g. Considérons la
base symplectique (a1, . . . , ag, b1, . . . , bg) de H1(S,Z) obtenue par dualité de Poincaré.
Fixons [X, h] ∈ Tor(S). Soit (ω1, . . . , ωg, ω

′
1, . . . , ω

′
g) une base de H1

c (X,R), image de la
base canonique de R2g par un isomorphisme isométrique respectant la forme symplec-
tique, et choisissons pour ϕX cet isomorphisme.

Comme nous sommes ici dans le cas compact (P = ∅), l’application h∗ est définie de
H1(S,R) dans H1(X,R). La matrice période de [X, h] est alors définie comme la matrice
par blocs

Ω =




(∫
h∗(aj )

ωk

)
j,k∈J1,gK

(∫
h∗(aj )

ω′k

)
j,k∈J1,gK(∫

h∗(bj)
ωk

)
j,k∈J1,gK

(∫
h∗(bj)

ω′k

)
j,k∈J1,gK


 ∈ M2g(R).

Puisque (ω1, . . . , ωg, ω
′
1, . . . , ω

′
g) est une base symplectique deH1

c (X,R), on en déduit que
Ω ∈ Sp2g(R). Cette matrice ne dépend que du choix de la base (ω1, . . . , ωg, ω

′
1, . . . , ω

′
g), et
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deux choix de telles bases diffèrent par l’action d’une isométrie de H1
c (X,R) préservant

la forme d’intersection, c’est-à-dire par l’action de Sp2g(R) ∩ SO2g(R) = U(g). Ainsi
la matrice période appartient à l’espace symétrique E b

2g = Sp2g(R)/U(g) : cela définit
l’application période classique Tor(S) → E b

2g.

Explicitons l’identification entre l’espace E b
2g des réseaux marqués autoduaux de R2g

de covolume 1 et l’espace symétrique Sp2g(R)/U(g), décrite au début de la partie 16.2,
dans notre cas particulier. La classe d’isométrie d’un réseau marqué f : Z2g → R2g auto-
dual pour b et de covolume 1, s’identifie à la transposée de la matrice de l’isomorphisme
linéaire f de R2g, modulo multiplication par U(g) à droite. Dans le cas de la classe du
réseau marqué p([X, h]), la matrice ainsi obtenue est

Ω′ =

( (
〈h−1∗(αj), ωk〉

)
j,k∈J1,gK

(
〈h−1∗(αj), ω

′
k〉
)
j,k∈J1,gK(

〈h−1∗(βj), ωk〉
)
j,k∈J1,gK

(
〈h−1∗(βj), ω′k〉

)
j,k∈J1,gK

)
∈ M2g(R).

Or chaque produit scalaire est égal à une intégrale intervenant dans la matrice Ω : par
exemple, pour tous j, k ∈ J1, gK, nous avons

〈h−1∗(αj), ωk〉 = Int(h−1
∗
(αj), ∗Xωk) =

∫

h∗(aj )

∗Xωk =

∫

h∗(aj)

ω′k,

par dualité de Poincaré. Dans les autres cas il faut utiliser la relation ∗Xω′k = −ωk, et
on remarque alors que Ω′ = ΩJ ′, où J ′ est la matrice par blocs

J ′ =

(
0 −Ig
Ig 0

)
∈ U(g).

Ainsi les deux définitions de l’application période sont les mêmes.

D’après [Gri70, Proposition 9.3, p. 156], l’application période est holomorphe. De
plus, d’après [Gri70, Theorem 9.6], l’adhérence de l’image de l’application période est
une sous-variété analytique complexe fermée, qui contient Im p comme complémentaire
d’une sous-variété analytique complexe fermée.

Théorème 17.3 (Torelli). Dans le cas compact (P = ∅), l’application p est un revête-
ment ramifié de degré deux sur son image, ramifié sur le lieu hyperelliptique de Tor(S).

Démonstration. La forme forte du théorème de Torelli, formulée dans [Mes92, Theo-
rem 1, p. 783], énonce que l’application période est un revêtement ramifié de degré deux
sur son image, ramifié sur le lieu hyperelliptique de Tor(S).

Considérons l’application (introduite en introduction dans le cas P = ∅)

ψ : Tor(S, P ) → R+
H1(S,Z)

[X, h] 7→
(
c 7→ ‖h−1∗ ◦ ι∗(c)‖X

)
,

et son image après composition par l’application canonique R+
H1(S,Z) → P(R+

H1(S,Z)),
c’est-à-dire

ψ : Tor(S, P ) → P(R+
H1(S,Z))

[X, h] 7→
[
c 7→ ‖h−1∗ ◦ ι∗(c)‖X

]
.
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Les applications ψ et ψ sont Sp2g(Z)-équivariantes pour les actions de Sp2g(Z) (s’iden-
tifiant à MCG(S, P )/T (S, P )) sur Tor(S, P ) et de Sp2g(Z) sur Z2g = H1(S,Z).

L’application ψ est égale à la composition φ ◦ p, où φ : E b
2g → P(R+

H1(S,Z)) est le
plongement de la proposition 16.11.

Dans le cas compact (P = ∅), d’après le théorème 17.3, l’application ψ est un revête-
ment ramifié d’ordre deux sur son image. Dans le cas non compact, d’après le lemme 17.1,
l’application ψ est continue.

Notons Tor(S, P ) ∪ {∞} la compactification d’Alexandrov de Tor(S, P ), et considé-
rons le plongement diagonal de Tor(S, P ) dans

P(RH1(S,Z)
+ )× (Tor(S, P ) ∪ {∞})

donné par le produit de ψ et de l’inclusion. Appelons compactification de Thurston de

l’espace de Torelli, notée Tor(S, P )
T
, l’adhérence de l’image de ce plongement. C’est une

Sp2g(Z)-compactification.

D’autre part, considérons le plongement diagonal de Tor(S) dans E b
2g

S × (Tor(S) ∪
{∞}) donné par le produit de p et de l’inclusion. Appelons compactification de Satake

de l’espace de Torelli, notée Tor(S)
S
, l’adhérence de l’image de ce plongement. C’est

une Sp2g(Z)-compactification.

Théorème 17.4. Les compactifications de Thurston Tor(S, P )
T

et de Satake Tor(S, P )
S

de l’espace de Torelli sont Sp2g(Z)-isomorphes.

Démonstration. Il suffit de remarquer que les deux compactifications de

p(Tor(S, P )) ⊂ E b
2g, où p(Tor(S, P )) est plongé dans les deux compactifications E b

2g

T

et E b
2g

S
, sont Sp2g(Z)-isomorphes : c’est une conséquence du théorème 16.12.

17.3 Stratification d’une partie du bord de l’espace de Torelli

Dans toute cette partie, nous fixerons comme au début la partie 17.1 une surface S
lisse compacte connexe orientée de genre g, et P une partie finie fixée de S de cardinal
q, telle que 2g − 2 + q > 0.

17.3.1 Comparaison entre norme stable et norme euclidienne

Fixons une surface hyperbolique X d’aire finie connexe orientée. Appelons systole
séparante (resp. non séparante) de X la borne inférieure (qui est atteinte) des longueurs
des courbes fermées simples de X non homotopes à zéro, qui ne bordent pas une unique
cuspide, et séparantes (resp. non séparantes). Notons sns(X) la systole non séparante
de X.

Pour les rappels qui suivent, nous renvoyons à la thèse de Daniel Massart ([Mas96]).

Définissons une norme naturelle sur H1(X,R), la norme stable (voir [Gro81] et
[Mas97]). Si γ est une courbe fermée simple non homotope à zéro sur X, notons lg(γ) la
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longueur hyperbolique de l’unique géodésique dans la classe d’homotopie libre de γ. Soit
c ∈ H1(X,R). Alors on peut représenter c par un 1-cycle singulier de la forme

∑
i∈I xiαi,

où I est fini, xi ∈ R (et xi ∈ Z si c ∈ H1(X,Z)) et αi est une courbe fermée simple
non homologue à zéro sur X, qu’on appelle multicourbe. On appelle support d’une telle
multicourbe la réunion des courbes αi pour lesquelles xi 6= 0. Définissons alors la norme
stable de c par

‖c‖s = inf
c=[

∑
i∈I xiγi]

∑
|xi| lg(γi),

où
∑n

i∈I xiγi parcourt toutes les multicourbes dans la classe d’homologie de c.

Notons θX : H1(X,R) → H1(X,R) l’isomorphisme de dualité de Poincaré. Définis-
sons la norme stable sur sur H1(X,R) par ‖ω‖X,1 = ‖θ−1X (ω)‖s, où ω ∈ H1(X,R). Nous
avons par ailleurs défini une norme euclidienne sur H1

c (X,R), notons-la ‖ · ‖X,2.

Dans sa thèse ([Mas96]), Daniel Massart compare les deux normes précédemment
introduites.

Théorème 17.5 (Massart). Il existe deux constantes strictement positives a et b, ne
dépendant que du genre de X, telles que pour tout ω ∈ H1

c (X,R) nous ayons

a ‖ω‖X,1 6 ‖ω‖X,2 6
b

sns(X)2
‖ω‖X,1.

Démonstration. Dans la partie 4.2 de [Mas96], ce théorème est énoncé pour une sur-
face hyperbolique compacte sans bord. Pour la première inégalité, D. Massart utilise la
densité des formes de Strebel dans l’ensemble des 1-formes différentielles harmoniques, et
ce résultat est encore vrai pour une surface de volume fini (voir [DH75]). Et la deuxième
inégalité n’utilise même pas l’hypothèse de courbure, et elle reste vraie pour une surface
de volume fini.

Nous allons nous servir de ce théorème pour étudier l’image de Tor(S, P ) par l’ap-
plication ψ.

Lemme 17.6. Soit ([Xn, hn])n∈N une suite dans Tor(S, P ) telle que la suite
(ψ([Xn, hn]))n∈N soit bornée dans R+

H1(S,Z). Alors la systole non séparante (sns(Xn))n∈N
est minorée par une constante strictement positive.

Démonstration. Par contraposée, supposons que la systole non séparante de (Xn)n∈N
tende vers 0 : pour tout n ∈ N, soit donc γn une géodésique fermée simple de Xn non
séparante et non cuspidale, dont la longueur lg(γn) = sns(Xn) tend vers zéro. La courbe
γn est non triviale et non cuspidale, donc a un nombre d’intersection non nul avec l’un
des générateurs de

θ−1Xn
(H1

c (Xn,Z)) = hn∗ ◦ θ−1S\P ◦ ι∗(H1(S,Z)),

images des éléments de la base choisie de H1(S,Z). Quitte à extraire, on peut supposer
qu’il existe ω ∈ H1(S,Z) tel que le nombre d’intersection algébrique de γn avec hn∗ ◦
θ−1S\P ◦ ι∗(ω) soit non nul pour tout n. D’après [Bus92, Corollary 4.1.2, p. 95], on en

déduit que la longueur d’un représentant minimal de hn∗ ◦ θ−1S\P ◦ ι∗(ω) est minorée par

2 argsh
(
(sh( lg(γn)

2
))−1

)
, ce qui tend vers l’infini lorsque n tend vers +∞. Ainsi la norme

stable ‖hn∗ ◦ θ−1S\P ◦ ι∗(ω)‖s tend vers l’infini lorsque n tend vers +∞.
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Or, d’après le théorème 17.5, on sait que

‖h−1n
∗ ◦ ι∗(ω)‖Xn,2 > a‖h−1n

∗ ◦ ι∗(ω)‖Xn,1

> a‖h−1n
∗ ◦ ι∗(ω)‖Xn,1

> a‖hn∗ ◦ θ−1S\P ◦ ι∗(ω)‖s −→
n→+∞

+∞,

donc la suite de fonctions de longueur (ψ([Xn, hn]))n∈N n’est pas bornée.

Lemme 17.7. Soit ([Xn, hn])n∈N une suite dans Tor(S, P ) telle que la suite
(ψ([Xn, hn]))n∈N converge vers ℓ dans R+

H1(S,Z). Alors la suite (p([Xn, hn]))n∈N converge
dans E b

2g, et en particulier la fonction de longueur ℓ est propre.

Démonstration. D’après le lemme 17.6, on sait que la systole non séparante sns(Xn) est
minorée par une constante d > 0. Ainsi d’après le théorème 17.5, pour tout ω ∈ H1(S,Z)
non nul et tout n ∈ N, nous avons

ψ([Xn, hn])(ω) = ‖h−1n
∗ ◦ ι∗(ω)‖Xn,2 > a‖h−1n

∗ ◦ ι∗(ω) > ad > 0.

Ainsi la systole du réseau ϕXn
◦hn−1∗(H1(S,Z)) de R2g de covolume 1 est minorée par ad,

donc d’après le critère de Mahler (voir [Mah46]) on peut supposer quitte à extraire que
cette suite de réseaux de R2g non marqués converge vers un réseau Λ ⊂ R2g de covolume
1 et de systole minorée par ad. Ce réseau Λ est autodual pour la forme symplectique b
standard de R2g. Puisque la suite de fonctions de longueur (ψ([Xn, hn]))n∈N converge,
on en déduit quitte à extraire que la suite de réseaux marqués (ϕXn

◦ hn−1∗|H1(S,Z))n∈N
converge vers le réseau marqué (Λ, h), où h : H1(S,Z) → Λ est un marquage. Ainsi la
suite (p([Xn, hn]))n∈N converge vers [Λ, h] dans E b

2g.

En particulier, la suite de fonctions de longueur (ψ([Xn, hn]))n∈N converge vers ℓ =
φ([Λ, h]), qui est une application propre.

17.3.2 Le complexe des courbes séparantes

Pour plus de détails sur cette partie, on pourra consulter [Far06, Chapter 3, § 2.4].
Comme au début la partie 17.1, on considère une surface S lisse compacte connexe
orientée de genre g, et P une partie finie fixée de S de cardinal q. On dit qu’une courbe
fermée simple γ dans S\P est séparante si S\(P ∪ γ) n’est pas connexe. On dit que γ
est cuspidale si elle bord un disque épointé dans S\P , et triviale si elle borde un disque
dans S\P .

Définissons le complexe des courbes séparantes Ksep(S, P ) de S. Les sommets de
Ksep(S, P ) sont les classes d’isotopie de courbes fermées simples séparantes de S\P non
cuspidales et non triviales. Les classes d’isotopie de telles courbes γ1, . . . , γk forment un
(k-1)-simplexe de Ksep(S, P ) si ces courbes sont disjointes et si leurs classes d’isotopie
sont distinctes.

Notons ΣKsep(S, P ) l’ensemble des simplexes de Ksep(S, P ).

Au sujet du complexe des courbes non séparantes, on pourra se référer à [SS00] et
à [Irm06].
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17.3.3 Description des strates

Soit σ = {[γ1], . . . , [γk]} un (k-1)-simplexe de Ksep(S, P ). Alors S\(P ∪ ⋃k
j=1 γj)

a k + 1 composantes connexes. À difféomorphisme préservant l’orientation près (fixé),
ces composantes s’écrivent (Sj\Pj)j∈J0,kK, où Sj est une surface lisse compacte connexe
orientée de genre gj et Pj ⊂ Sj est un ensemble de cardinal qj fini, tels que 2−2gj−q−j <
0. De plus, on a les égalités

∑k
j=0 gj = g et

∑k
j=0 qj = 2k+q. Pour tout j ∈ J0, kK, notons

l’inclusion ιj : Sj\Pj → Sj. Voir la figure 30.

Figure 30 – Découpage de la surface S

Considérons, pour tout j ∈ J0, kK, l’application κj : S → Sj qui écrase chaque Sj′,
pour j′ 6= j. Considérons alors l’application

ξσ :
k⊕

j=0

H1(Sj ,R) → H1(S,R)

(ωj)j∈J0,kK →
k∑

j=0

κj
∗(ωj),

elle s’appelle le scindement symplectique de H1(S,R) associé à σ. Remarquons qu’elle
définit aussi un scindement symplectique de

⊕k
j=0H

1(Sj ,Z) → H1(S,Z), encore noté
ξσ. Il est dit symplectique car cette décomposition est orthogonale pour la forme d’in-
tersection.

Considérons, pour tout j ∈ J0, kK, l’application ψj de Tor(Sj , Pj) à valeurs dans
R+

H1(Sj ,Z), définie pour le théorème 17.4.

Appelons strate au bord de l’espace de Torelli de S associée au simplexe σ la variété
différentielle produit Torσ(S, P ) =

∏k
j=0Tor(Sj , Pj). Nous allons la relier à l’espace de

Torelli total Tor(S, P ) grâce à l’application

ψσ : Torσ(S, P ) → R+
H1(S,Z)

([Xj, hj])j∈J0,kK 7→



ω 7→

(
k∑

j=0

ψj([Xj , hj]) ◦ (ξσ−1)j(ω)2
) 1

2



 .
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Théorème 17.8. L’adhérence de l’image de l’application ψ dans l’espace R+
H1(S,Z) est

la réunion disjointe

ψ(Tor(S, P )) = ψ(Tor(S, P )) ⊔
⊔

σ∈ΣKsep(S,P )

ψσ(Torσ(S, P )).

Démonstration. Soit ([Xn, hn])n∈N une suite de Tor(S, P ) telle que la suite
(ψ([Xn, hn]))n∈N converge vers ℓ ∈ ∂ψ(Tor(S, P )). D’après le lemme 17.6, on sait que la
systole non séparante (sns(Xn))n∈N est minorée par une constante strictement positive.

Supposons que la systole de la suite (Xn)n∈N soit minorée par une constante stric-
tement positive, alors d’après par exemple [CEG87, Corollary I.3.1.7, p. 63], on sait
que la suite (Xn)n∈N est bornée dans l’espace des modules Mod(S). Quitte à extraire,
on peut donc supposer que la suite (Xn)n∈N converge vers une surface hyperbolique
X dans Mod(S). Puisque la suite ([Xn, hn])n∈N part à l’infini dans Tor(S, P ), on en
déduit que c’est la suite de marquages (hn)n∈N qui part à l’infini : il existe donc
ω ∈ H1(S,Z) tel que la suite (h−1n

∗ ◦ ι∗(ω))n∈N parte à l’infini, donc telle que la norme
stable (‖h−1n

∗ ◦ ι∗(ω)‖Xn,1)n∈N tende vers l’infini (en effet, la surface hyperbolique X a
un nombre fini de géodésiques fermées simples de longueur majorée). En conséquence,
d’après le théorème 17.5, on en déduit que la norme euclidienne (‖h−1n

∗ ◦ ι∗(ω)‖Xn,2)n∈N
tend vers l’infini, et donc la suite de fonctions de longueur (ψ([Xn, hn]))n∈N ne peut
converger.

On en déduit donc que la systole séparante de la suite (Xn)n∈N tend vers zéro.
Fixons δ > 0 suffisamment petit, inférieur à la constante de Margulis du plan hyperbo-
lique (voir par exemple [CEG87, Theorem I.2.2.2, p. 50]), et inférieur aux systoles non
séparantes des surfaces (Xn)n∈N. Considérons hn∗(σn) l’ensemble des classes d’homologie
de géodésiques fermées simples séparantes de Xn de longueur au plus δ. Ces géodésiques
sont disjointes, donc σn est un simplexe du complexe Ksep(S, P ) des courbes séparantes.
Quitte à extraire et quitte à diminuer δ, on peut supposer que σn est un (k−1)-simplexe
dont la longueur de chacune des courbes tend vers zéro.

Quitte à précomposer les marquages hn : S\P → Xn par des éléments de
Diff+

H1(S, P ), comme il n’y a qu’un nombre fini d’orbites de simplexes de Ksep(S, P )
sous l’action de Diff+

H1(S, P ), on peut supposer que le simplexe (σn)n∈N est constant,
égal à σ. Choisissons un représentant σ̃ de σ.

Notons (S0\P0), . . . , (Sk\Pk) les composantes connexes de S\σ̃. Fixons un indice
j ∈ J0, kK, et notons Xn,j la jème composante connexe de Xn\hn(σ), où l’on a choisi
les représentants géodésiques des courbes de hn(σ) : c’est une surface hyperbolique non
complète d’aire finie. Quitte à changer le marquage hn : S\P → X par un difféoméor-
phisme isotope à l’identité, on peut supposer que hn envoie les courbes de σ̃ sur les
représentants géodésiques de hn(σ). Ainsi, l’application hn,j = hn|Sj\Pj

: Sj\Pj → Xn,j

est un difféomorphisme. Alors, pour n’importe quel pointage de Xn,j dans sa partie
épaisse, la suite de surfaces hyperboliques ouvertes pointées (Xn,j)n∈N converge vers une
surface hyperbolique X∞,j pour la topologie de Gromov-Hausdorff, quitte à extraire. En
effet, la systole de Xn,j est minorée par δ. Et puisque la longueur des courbes au bord de
Xn,j tend vers 0, la surface X∞,j est complète. De plus, quitte à changer les marquages
hn,j : Sj\Pj → Xn,j par des difféomorphismes isotopes à l’identité, on peut supposer que
la suite de marquages (hn,j)n∈N converge vers un difféomorphisme h∞,j : Sj\Pj → X∞,j.
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Fixons j ∈ J0, kK, et ωj ∈ H1(Sj,Z). Montrons que

‖h−1n
∗ ◦ ι∗ ◦ κ∗j (ωj)‖Xn,2 −→

n→+∞
‖h−1∞,j

∗ ◦ ι∗ ◦ κ∗j(ωj)‖X∞,j ,2.

Pour tout n ∈ N, notons ηn = h−1n
∗ ◦ ι∗ ◦ κ∗j (ωj) ∈ H1

c (Xn,R). Rappelons-nous que par
convention ηn désigne également l’unique 1-forme différentielle harmonique dans cette
classe de cohomologie. Puisque θXn

(ηn) peut être représenté par l’image par hn d’une
multicourbe c incluse dans Sj\Pj, et que la systole de la surface Xn,j = hn(Sj\Pj) est
minorée par δ, d’après le théorème 17.5, on sait que la norme euclidienne de ηn est
majorée par ‖ηn‖Xn,2 6

b
δ log(δ)

‖ηn‖Xn,1. Or la multicourbe c est la somme formelle d’un
nombre fini de courbes fermées simples ci de Sj\Pj, or puisque la suite de marquages
(hn,j)n∈N converge vers h∞,j : Sj\Pj → X∞,j, la suite des longueurs (lg(hn,j(ci)))n∈N
converge vers lg(h∞,j(ci)), donc est bornée. Ainsi la norme stable ‖ηn‖Xn,1 de ηn est
bornée, donc la norme euclidienne ‖ηn‖Xn,2 également.

Ainsi, pour tout j′ ∈ J0, kK, la restriction ηn,j′ de ηn à Xn,j′ converge quitte à extraire
vers une 1-forme différentielle harmonique η∞,j′ sur X∞,j′. Si j′ 6= j, alors ηn,j′ est
cohomologue à zéro pour tout n ∈ N, donc η∞,j′ est cohomologue à zéro. Puisque la
surface est complète, on en déduit que η∞,j′ = 0. Et si j′ = j, alors ηn,j est cohomologue
à h−1n,j

∗ ◦ ι∗ ◦ κ∗j(ωj), donc on en déduit que η∞,j est cohomologue à h−1∞,j
∗ ◦ ι∗ ◦ κ∗j(ωj).

Par conséquent, pour les normes L2, nous avons

‖ηn‖2Xn,2 =

k∑

j′=0

‖ηn,j′‖2 −→
n→+∞

k∑

j′=0

‖η∞,j′‖2 = ‖η∞,j‖2 = ‖h−1∞,j
∗ ◦ ι∗ ◦ κ∗j (ωj)‖2X∞,j ,2

.

Nous avons donc montré que ψ([Xn, hn])(κ
∗
j (ωj)) −→

n→+∞
ψj([X∞,j, h∞,j])(ωj). Ceci

prouve donc que la suite (ψ([Xn, hn]))n∈N converge dans R+
H1(S,Z) vers

ψσ([X∞,j, h∞,j]j∈J0,kK) ∈ ψσ(Torσ(S, P )).

Réciproquement, montrons que ψσ(Torσ(S)) ⊂ ψ(Tor(S)) pour tout (k−1)-simplexe
σ de Ksep(S) : soit ([Xj , hj])j∈J0,kK ∈ Torσ(S). Fixons un entier j ∈ J0, kK, les points
marqués Pj de Sj sont de deux types : ceux qui correspondent à un point marqué de
P ⊂ S (nous les noterons P 1

j ), et ceux qui correspondent à une courbe fermée simple de
σ̃ (nous les noterons P 2

j ).

Il existe une suite de surfaces hyperboliques (Xn,j)n∈N complètes d’aire finie avec
CardP 2

j cuspides, et avec CardP 1
j composantes de bord totalement géodésique, cha-

cune ayant pour longueur 1
n+1

, marquées par hn,j : Sj\Pj → Xn,j\∂Xn,j , telle que la
suite de surfaces marquées ([Xn,j, hn,j])n∈N converge vers la surface marquée [Xj, hj ] au
sens suivant : pour tout compact K de Sj\Pj, la suite d’espaces métriques compacts
(hn,j(K))n∈N converge vers hj(K) au sens de Gromov-Hausdorff.

Pour tout j ∈ J1, kK, la courbe γj de σ̃ borde les surfaces Sj−1\Pj−1 et Sj\Pj . Pour
tout n ∈ N, il existe une composante de bord de Xn,j−1 et une de Xn,j qui correspondent
à γj : puisque ces deux composantes ont la même longueur 1

n+1
, on peut recoller ces

deux composantes ensemble. Notons Xn le résultat du recollement des k + 1 surfaces
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Xn,0, . . . , Xn,k, et hn : S\P → Xn un marquage qui coïncide avec chacun des hn,j :
Sj\Pj → Xn,j\∂Xn,j hors d’un petit voisinage de σ̃.

Alors d’après l’étude qui précède, la suite (ψ([Xn, hn]))n∈N converge vers
ψσ([Xj, hj]j∈J0,kK) dans R+

H1(S,Z).

Enfin, montrons que les strates ψσ(Torσ(S, P )) sont disjointes. Si ℓ ∈ R+
H1(S,Z) et

σ ∈ ΣKsep(S, P ), on dit que ℓ se scinde selon ξσ si :

∀(ω0, . . . , ωk) ∈
k∏

j=0

H1(Sj ,Z), ℓ(ξσ(ω0, . . . , ωk))
2 =

k∑

j=0

ℓ(ξσ(0, . . . , ωj, . . . , 0))
2.

On dit que ℓ se scinde s’il existe un simplexe σ ∈ ΣKsep(S, P ) tel que ℓ se scinde selon
ξσ.

Si ℓ ∈ ψσ(Torσ(S)), alors il est immédiat ℓ se scinde selon ξσ. Montrons que ℓ
ne se scinde pas plus finement que ξσ, c’est-à-dire qu’il n’existe aucun simplexe σ′ ∈
ΣKsep(S, P ) contenant strictement σ tel que ℓ se scinde selon ξσ′ . Cela revient à montrer
que, pour tout simplexe σ ∈ ΣKsep(S, P ), aucune fonction de longueur ℓ ∈ ψ(Tor(S, P ))
ne se scinde selon ξσ : c’est le contenu du lemme 17.9.

Lemme 17.9. Aucune fonction de longueur de ψ(Tor(S, P )) ne se scinde.

Démonstration. Supposons qu’il existe [X, h] ∈ Tor(S, P ) tel que la fonction de lon-
gueur ℓ = ψ([X, h]) se scinde selon ξσ, où σ = {[γ]} et γ est une courbe fermée simple
séparante et non cuspidale de S\P telle que h(γ) soit géodésique.

Notons S1\P1 et S2\P2 les deux composantes connexes de S\(P ∪ γ). Montrons
que h−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S1,R)) et h−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S2,R)) sont orthogonaux pour le produit
scalaire de H1

c (X,R) : soient ω1 ∈ H1(S1,R) et ω2 ∈ H1(S2,R). Alors ℓ(ξ−1σ (ω1+ω2))
2 =

‖h−1∗ ◦ ξ−1σ (ω1 + ω2)‖2X est égal à

‖h−1∗ ◦ ξ−1σ (ω1)‖2X + 2〈h−1∗ ◦ ξ−1σ (ω1), h
−1∗ ◦ ξ−1σ (ω2)〉X + ‖h−1∗ ◦ ξ−1σ (ω2)‖2X ,

mais aussi à

ℓ(h−1
∗ ◦ ξ−1σ (ω1))

2 + ℓ(h−1
∗ ◦ ξ−1σ (ω1))

2 = ‖h−1∗ ◦ ξ−1σ (ω1)‖2X + ‖h−1∗ ◦ ξ−1σ (ω2)‖2X ,

ainsi 〈h−1∗ ◦ ξ−1σ (ω1), h
−1∗ ◦ ξ−1σ (ω2)〉X = 0.

On en déduit que l’étoile de Hodge ∗X préserve h−1
∗ ◦ ξ−1σ (H1(S1,R)) et h−1∗ ◦

ξ−1σ (H1(S2,R)) : en effet, soient ω1 ∈ H1(S1,R) et ω2 ∈ H1(S2,R). Alors

〈∗Xh−1∗ ◦ ξ−1σ (ω1), h
−1∗ ◦ ξ−1σ (ω2) >= Int(h−1

∗ ◦ ξ−1σ (ω1), h
−1∗ ◦ ξ−1σ (ω2)) = 0,

donc ∗Xh−1∗ ◦ ξ−1σ (ω1) appartient à l’orthogonal de h−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S2,R)), qui est égal
à h−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S1,R)).

La surface X est conformément équivalente à une surface hyperbolique compacte
connexe orientée X ′ (marquée par h′ : S → X ′), privée de q points (marqués par
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P ). D’après l’invariance conforme (voir par exemple [Car07, Proposition 2.15, p. 27]),
l’application qui à une 1-forme différentielle harmonique sur X ′ associe sa restriction à
X est un isomorphisme de H1(X ′,R) dans H1

c (X,R). Par ailleurs, l’étoile de Hodge ne
dépend que de la structure complexe, donc l’isomorphisme entre H1(X ′,R) et H1

c (X,R)
préserve les étoiles de Hodge. Ainsi nous savons que l’étoile de Hodge ∗X′ préserve les
sous-espaces h′−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S1,R)) et h′−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S2,R)) de H1(X ′,R). Montrons
que la fonction de longueur ℓ′ = ψ′([X ′, h′]) se scinde selon ξσ, avec ψ′ : Tor(S, ∅) →
R+

H1(S,Z).

Soient ω1 ∈ H1(S1,Z) et ω2 ∈ H1(S2,Z). Alors ℓ′(ξσ(ω1, ω2))
2 est égal à

‖h′−1∗ ◦ ξσ(ω1, 0)‖2 + 2〈h′−1∗ ◦ ξσ(ω1, 0), h
′−1∗ ◦ ξσ(0, ω2)〉+ ‖h′−1∗ ◦ ξσ(0, ω2)‖2.

Or

〈h′−1∗ ◦ ξσ(ω1, 0), h
′−1∗ ◦ ξσ(0, ω2)〉 = Int(h′−1

∗ ◦ ξσ(ω1, 0), ∗X′h′−1
∗ ◦ ξσ(0, ω2)) = 0,

car h−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S1,R)) et h−1∗ ◦ ξ−1σ (H1(S2,R)) sont stables par ∗X′ et sont orthogo-
naux pour la forme d’intersection. Ainsi

ℓ′(ξσ(ω1, ω2))
2 = ℓ′(ξσ(ω1, 0))

2 + ℓ′(ξσ(0, ω2))
2,

donc ℓ′ se scinde selon ξσ.

Définissons alors l’élément t de Sp2g(Z) = Aut(H1(S,Z)) par

t : H1(S,Z) → H1(S,Z)

ω 7→ ξσ ◦
((
IdH1(S1,Z)

)
⊕
(
− IdH1(S2,Z)

))
◦ ξσ−1(ω)

= ξσ((ξ
−1
σ )1(ω),−(ξ−1σ )2(ω)).

Puisque la fonction de longueur ℓ′ scinde selon ξσ, il est immédiat que pour tout
ω ∈ H1(S,Z) nous avons ℓ′(t(ω)) = ℓ′(ω). L’action de Sp2g(Z) sur R+

H1(S,Z) est par
précomposition par l’adjoint, donc t∗ · ℓ′ = ℓ′ ◦ t = ℓ′. Ainsi ψ(t∗ · [X ′, h′]) = ψ([X ′, h′])

dans R+
H1(S,Z), donc p′(t∗ · [X ′, h′]) = p′([X ′, h′]) dans E b

2g par injectivité de l’application

φ : E b
2g → P(R+

H1(S,Z)). Par compacité de X ′ on peut appliquer le théorème 17.3, donc
on déduit que t∗ · [X ′, h′] est soit égal à [X ′, h′], soit à l’image de [X ′, h′] par l’involution
hyperelliptique de l’espace de Torelli. Puisque l’involution hyperelliptique de Tor(S, ∅)
est induite par l’élément − Id ∈ Sp2g(Z), quitte à échanger les indices de S1 et S2, on
peut supposer que t∗ · [X ′, h′] = [X ′, h′] dans Tor(S, ∅).

Considérons un difféomorphisme τ de S préservant l’orientation tel que l’image de
τ dans Sp2g(Z) soit égale à t∗, et tel que de plus τ · [X ′, h′] = [X ′, h′] dans l’espace de
Teichmüller. À isotopie près, on peut supposer que le difféomorphisme h ◦ τ ◦ h−1 est
une isométrie de X. Puisque τ ∗ préserve h′−1∗◦ξ−1σ (H1(S1,R)) et h′−1∗◦ξ−1σ (H1(S2,R)),
on en déduit que τ préserve la classe d’homotopie de la courbe γ, or h ◦ τ ◦ h−1 est une
isométrie donc stabilise la géodésique h(γ).

Le difféomorphisme τ stabilise les deux composantes connexes S1\P ′1 et S2\P ′2 de
S\γ, notons τ1 et τ2 les difféomorphismes de S1\P ′1 et S2\P ′2 induits. Puisque P ′1 et



P ′2 sont des singletons, à isotopie près on peut supposer que τ1 et τ2 s’étendent en des
difféomorphismes de S1 et S2 respectivement. Le difféomorphisme τ1 induit l’identité
sur H1(S1,Z), donc sa classe d’isotopie appartient au groupe de Torelli T (S1, P1). Or
ce groupe est sans torsion, et comme τ est une involution nous avons τ 21 = τ1, donc
τ1 appartient à Diff0(S1, P1). Ainsi l’isométrie h ◦ τ ◦ h−1 restreinte à X1 est isotope
à l’identité, donc est égale à l’identité de X1. Ainsi l’isométrie h ◦ τ ◦ h−1 est égale à
l’identité de X. Or cette isométrie induit − Id sur H1

c (X2,Z) : c’est une contradiction.
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