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Introduction

Soit G un groupe topologique localement compact. L’ensemble S(G) de ses sous-
groupes fermés est muni d’'une topologie naturelle, appelée topologie de Chabauty.
C. Chabauty a introduit cette topologie afin de généraliser le critére de compacité de
Mahler aux familles de réseaux de groupes localement compacts (voir [Chab0]).

L’étude de 'espace des sous-groupes fermés dans sa totalité est difficile. Le premier
résultat non banal est di a I. Pourezza et J. Hubbard, qui ont montré que l'espace
des sous-groupes fermés de R? est homéomorphe & la sphere S* (voir [PHT79]). Plus
récemment, M. Bridson, P. de la Harpe et V. Kleptsyn ont déterminé 1’espace des sous-
groupes fermés du groupe de Heisenberg (voir [BAIHK09]). B. Kloeckner a montré que
'espace des sous-groupes fermés de R" est stratifié et simplement connexe (voir [Klo09]).
Si G est abélien, Y. de Cornulier a donné des propriétés générales sur ’espace de sous-
groupes fermés de G (voir [dC11]). Dans le chapitre II (voir la publication [HaelOb]),
nous décrivons 'espace des sous-groupes fermés du groupe R x Z (voir le théoréme 7.3),
et montrons en particulier que son groupe fondamental n’est pas dénombrable (voir le
théoréme 8.2).

L’espace des sous-groupes fermés de GG est un espace compact, il peut ainsi servir a
définir de nombreuses compactifications. Par exemple, si X est un espace symétrique de
type non compact, I’application qui a un point de X associe son stabilisateur dans 1’es-
pace des sous-groupes fermés du groupe des isométries de X est un plongement, dont
I'adhérence est la compactification de Chabauty de X. Dans [GJT98|, Y. Guivarc’h,
L. Ji et J.C. Taylor ont montré par I’étude de mesures que cette compactification est
isomorphe a la compactification de Satake-Furstenberg maximale de X. Dans le cha-
pitre III (voir la publication [Hael0Oa]), nous établissons cet isomorphisme de maniére
plus directe (voir le théoréme 9.1), et retrouvons sa caractérisation comme ensemble de
sous-groupes distaux maximaux (voir le théoréme 10.20). A. Borel et L. Ji définissent
également une compactification de Chabauty des espaces localement symétriques, dont
ils montrent qu’elle est dans certains cas isomorphe & la compactification de Borel-Serre
réductive (voir [BJO7, I111.12]). Si X est un immeuble de Bruhat-Tits, Y. Guivarc’h et
B. Rémy ont défini de maniére analogue la compactification de Chabauty de 1’espace des
sommets de X, et ont montré en particulier que cette compactification est isomorphe a
la compactification polyédrale (voir [GR06]). Ce résultat a été étendu par P.E. Caprace
et J. Lécureux & une large classe d’'immeubles (voir [CL09)).

La topologie de Chabauty permet également de définir des compactifications d’autres
espaces homogenes. Soient G un groupe de Lie réel connexe semi-simple, de centre fini
et sans facteur compact, I' un réseau de G et H un sous-groupe fermé de G. L’étude
des H-orbites dans G/T" est naturelle et trés riche. Depuis les travaux de M. Ratner
(voir [Rat91]), on les comprend bien dans le cas ot H est engendré par des unipotents.
Plus récemment grace aux travaux d’Y. Benoist et de J.-F. Quint (voir [BQlla] et
[BQ11b]), on les comprend bien lorsque 'adhérence de Zariski de H est semi-simple.
Si H = A est la composante neutre d’'un tore déployé maximal au contraire, les or-
bites sont bien moins comprises (voir par exemple [EKLO06|, [ELMV09] et [ELMV11]).
Déja dans le cas G = SL3(R) et I' = SL3(Z), une conjecture de G. Margulis affirme
que les A-orbites bornées dans G/I' sont compactes (voir [Mar97] et [Maul0]). Ainsi, il
est essentiel de mieux comprendre la géométrie de I'espace G/A, c’est-a-dire essentielle-



ment de 'espace des plats maximaux marqués de ’espace symétrique X de G. Dans le
chapitre IV, de maniére analogue a la compactification de Chabauty de X, nous consi-
dérons 'application qui a un plat maximal de X associe son stabilisateur dans G, et
appelons compactification de Chabauty de I’espace des plats maximaux de X ’adhérence
de I'image de ce plongement. Nous la décrivons complétement lorsque G = SL3(R) (voir
le théoréme 13.17), et dans ce cas nous montrons que la compactification est simplement
connexe (voir le théoréme 13.22), et nous la décrivons partiellement lorsque G = SLy(R)
(voir le théoréeme 13.25).

La complexité de cette compactification de Chabauty nous améne & définir la com-
pactification géométrique de ’espace des plats maximaux de X en le voyant comme un
sous-espace de 'espace des fermés de la compactification géodésique de X. Nous éten-
dons cette étude au cas des immeubles euclidiens localement finis fortement transitifs,
ce qui permet de traiter le cas des groupes p-adiques semi-simples. Nous montrons que
cette compactification est isomorphe a la compactification géométrique de 'espace des
appartements de I'immeuble sphérique au bord a l'infini de X (voir le théoréme 14.8).
Dans le cas ot K est un corps local et X est I'espace symétrique de type non compact
ou 'immeuble euclidien de G = SL3(K), nous décrivons en particulier complétement
cette compactification géométrique, et nous montrons qu’elle coincide avec ’espace de
toutes les images d’appartements (par des morphismes de complexes polyédraux préser-
vant le type) dans I'immeuble sphérique (voir le théoréme 14.7). De maniére peut-étre
surprenante, ce n’est plus le cas pour G = SL,,(K) dés que m > 4.

Dans une autre perspective de dégénérescence de structures géométriques, nous
nous intéressons aux généralisations de la compactification de Thurston de 'espace de
Teichmiiller d’une surface S compacte, connexe, orientable et de genre g > 2 (voir la
prépublication [Haell]). Cette compactification est définie en associant a chaque classe
d’isotopie de métrique hyperbolique sur S la fonction qui & une courbe fermée simple
sur S associe la longueur de la géodésique hyperbolique isotope (voir [FLP79]). Dans le
chapitre V, en identifiant un espace symétrique de type non compact classique X a un es-
pace de classes d’isométrie de réseaux marqués d’un espace euclidien ou hermitien, nous
définissons de maniére analogue une compactification de Thurston de X . Nous montrons
qu’elle est isomorphe & 'une des compactifications de Satake (voir le théoréme 16.12),
ce qui répond & une question posée par F. Paulin dans [Paul0|. Nous montrons que ce
résultat reste vrai si X est I'espace symétrique du groupe de Lie exceptionnel Lg_o6).

Puis nous appliquons cette étude pour définir une compactification de Thurston des
espaces de Torelli de surfaces. L’espace de Torelli de S est le quotient de l'espace de
Teichmiiller de S par le groupe de Torelli de .S, qui est le sous-groupe du groupe modu-
laire de S formé des classes d’homéomorphismes ayant une action triviale en homologie
(voir par exemple [Far06]). Le groupe de Torelli est encore assez peu compris : lorsque
g =2, G. Mess a montré que le groupe de Torelli est libre sur une infinité dénombrable
de générateurs (voir [Mes92]). Lorsque g > 3, D. Johnson a exhibé une famille généra-
trice finie du groupe de Torelli (voir [Joh83|), mais on ne sait toujours pas s’il est de
présentation finie. Une étude homotopique de notre compactification pourrait permettre
d’attaquer cette conjecture.

Nous définissons une compactification de Thurston de ’espace de Torelli en le plon-
geant dans I'espace des fonctions de longueurs de Z29. En identifiant I’espace de Torelli &
un sous-espace des classes d’isométrie de réseaux symplectiques marqués de R?9 grace a



application période, nous montrons que cette compactification est Sp,,(Z)-isomorphe
a une compactification de Satake du demi-espace de Siegel Sp,,(R)/U(g) (voir le théo-
réme 17.4). Enfin, nous décrivons une stratification naturelle du bord de la compactifi-
cation de Thurston de I'espace de Torelli, indexée par le complexe des courbes fermées
simples séparantes de S (voir le théoréme 17.8).

Présentons maintenant de maniére plus détaillée les résultats principaux de la thése.

Notre premier travail porte sur I'espace des sous-groupes fermés de R x Z.

Nous avons dit que la description de 'espace des sous-groupes fermés de groupes
topologiques localement compacts n’est connue que pour un petit nombre d’exemples.
Dans le chapitre II (correspondant a la publication [HaelOb|), nous décrivons I'espace
S(R x Z) des sous-groupes fermés du groupe R x Z, qui est homéomorphe par dualité
de Pontryagin a ’espace des sous-groupes fermés du dual C*.

Soit A C R? l’espace des « anneaux hawaiens », réunion d’une infinité dénombrable
de cercles (Ayg) ken\{0} se rencontrant deux a deux exactement en un point et s’accumulant
sur ce point. Pour tout entier k¥ € N\{0}, considérons une copie D; du disque fermé et
I = [0, 1]. Munissons la réunion disjointe X = I LI Len oy Dy, de la topologie telle que

les disques Dy, s’accumulent sur le segment I le long des rayons de ces disques (voir la

R

Dy
lg

>

(==}

FIGURE 1 — Le recollement X U, A, homéomorphe & l'espace des sous-groupes fermés
de R x Z.

Recollons enfin le cercle D), au bord de chacun des disques sur l'espace A, de la
maniére suivante. Soit (I3)geq/z une famille de segments deux & deux disjoints du cercle
0Dy, dont l'ordre cyclique est donné par celui de Q/Z- Alors définissons g : 0Dy — A,



qui sur chaque segment I effectue une fois le tour du cercle Ay, dans le sens direct a
partir de 0, ot b € N\{0} désigne le dénominateur de g, et qui envoie le reste du cercle
0Dy, sur 0. Cela définit une application g : | keN\{0} 0D, — A. Prolongeons continiment
lapplication g a 'extrémité 0 du segment I en définissant ¢g(0) comme le point singulier
des anneaux hawaiens A.

Théoréme. L’espace S(R x Z) est homéomorphe a la réunion de I et des disques
(D) rem\(oy 8 accumulant sur I, recollée sur lespace A par application g. (Voir le théo-
réme 7.3.)

De plus, nous donnons une description combinatoire du groupe fondamental de 1’es-
pace des sous-groupes fermés de R x Z, et montrons en particulier le résultat suivant.

Théoréme. Le groupe fondamental de ’espace S(R x Z) n’est pas dénombrable. (Voir
le théoréeme 8.2.)

La deuxiéme partie de notre travail porte sur la compactification de Chabauty des
espaces symétriques de type non compact. Elle correspond a la publication [HaelOa).

Soit X un espace symétrique de type non compact, et soit G' son groupe d’isomé-
tries. On suppose que G se surjecte sur la composante neutre Isomg(X) du groupe des
isométries de X, avec noyau fini. Considérons le plongement

X = SG)
r — Gy={9geG:g-z=uza}

qui & un point de X associe son stabilisateur dans 'espace S(G) des sous-groupes fermés
de GG, qui permet d’identifier X avec le sous-espace de S(G) des sous-groupes compacts

maximaux de G. ’adhérence X de I'image de ce plongement est appelée la compactifi-
cation de Chabauty de X. Nous appellerons ici groupes limites les groupes apparaissant

dans la frontiére de X dans 78.

Les espaces symétriques sont des objets trés riches (voir par exemple [Hel78|), et
leurs compactifications ont été trés étudiées (voir par exemple les travaux de Mos-
tow |[Mos73|, Satake [Sat60]|, Borel et Ji [BJ07]...). Elles sont nombreuses, en fonction
des besoins nécessaires : compactifications géodésique, de Satake, de Furstenberg, po-
lyédrale, de Martin, de Karpelevic, etc. (voir par exemple [GJT98]). La géométrie des
espaces symétriques étant intimement liée a la structure de leurs groupes d’isométries,
il est naturel, comme dans [GJT98|, d’étudier leurs compactifications de Chabauty.

Nous renvoyons a la partie 10.3 pour des détails sur la terminologie qui suit. Soient
K un sous-groupe compact maximal de G, G = K AN une décomposition d’Iwasawa de
G et X = G/K, muni de la métrique riemannienne G-invariante définie par la forme de
Killing de G, l'espace symétrique de type non compact associé. L’algebre de Lie a de
A est une sous-algébre de Lie abélienne maximale diagonalisable de 'algébre de Lie g
de G. Elle définit un systéme de racines >, qui est ’ensemble des formes linéaires non
nulles a sur a dont l’espace de poids g, ={Y € g:VH € a,ad H(Y) = o(H)Y'} est non



nul. Choisissons une base A de ¥, et notons a* la chambre de Weyl fermée associée.
Notons de plus M = Zg(a) le centralisateur de a dans K.

Pour toute partie propre I de A, notons a; = (,.; Kera et a’ T'orthogonal de a;

dans a pour la forme de Killing de G. Notons Al le sous-groupe de Lie connexe de G
d’algebre de Lie af, et AL+ = Al Nexpat.

Définissons alors le sous-groupe de Lie G! = D(Z(a;))y, composante neutre du
groupe dérivé du centralisateur de a; dans G, et K! = G’ N K. Soit ¥} Iensemble
des racines positives qui ne sont pas combinaison linéaire des racines de I, et soit n;
la sous-algebre de Lie somme directe des espaces de poids des éléments de 7. Notons
Ny le sous-groupe de Lie connexe de G d’algebre de Lie n;. Pour tous a € Aet k € K,
notons

D!, =kaK"MNra 'k

Le but principal du chapitre III est de donner une nouvelle démonstration, plus
courte et plus directe, du théoréme de [GJT98] donnant une description explicite des
groupes limites de la compactification de Chabauty de X.

Théoréme. Soit D € 78\)( un groupe limite. Alors il existe une partie propre I de A,
a€ AlF etk € K tels que D = D .

De plus, cette écriture est unique au sens suivant : pour Iy, Iy deux parties propres

I I -
de A, a1 € Alvt | ay € A2t et ky, ky € K, nous avons Dy, = Das , S0 et seulement
St

L=0L=1a=ay=a et k;lkl € (KI ﬂaKIa’l)M.
(Voir les théoremes 10.12 et 10.13.)

Nous retrouvons ensuite les résultats (voir [Moo79] et [Gui01]) de classification des
sous-groupes distaux maximaux et moyennables maximaux isotropiquement connexes de
G. Nous rappelons qu’un sous-groupe fermé H de G est dit distal si les valeurs propres
de son action adjointe sur g sont toutes de module 1; en particulier, tout sous-groupe
compact est distal. On dit qu'un sous-groupe fermé H de G est isotropiquement connexe
s'il existe un tore A’ de G déployé sur R, inclus dans H', tel que H = HqZy(A’), ou
Zy(A') désigne le centralisateur de A’ dans H.

Théoréme. La compactification de Chabauty X est 'ensemble des sous-groupes distauz
maximauz de G. Les sous-groupes moyennables mazrimaux isotropiquement connexes de
G sont les normalisateurs de ces sous-groupes. (Voir les théorémes 10.20 et 10.17.)

La topologie de Chabauty permet également de définir des compactifications d’autres
espaces homogeénes, comme la compactification de Chabauty de 1’espace des plats d'un
espace symétrique de type non compact. L’idée de considérer les stabilisateurs est diie
a Demazure (voir [Dem80]).

Soient G un groupe de Lie réel connexe semi-simple, de centre fini, sans facteur
compact et X D'espace symétrique de G. Notons A un sous-groupe de Cartan de G,
c’est-a-dire la composante neutre d’un tore déployé maximal 7' de (G, de normalisateur



T'. Par exemple, pour G = SL,,(R) ot m > 2, nous prendrons pour A le sous-groupe
diagonal de G a coefficients positifs.

Notons Plats(X) l'espace des plats maximaux de X, muni de la topologie induite
par la topologie de Chabauty sur 'espace F(X) des fermés de X. Le groupe G agit
transitivement sur l’espace Plats(.X), et le stabilisateur du plat standard P, est 7", donc
I'espace Plats(X) s’identifie naturellement & 1’espace homogéne G/T’. Remarquons que
I'espace Plats(X) a un groupe fondamental d’ordre 48 (voir le lemme 13.23).

Considérons le plongement

T = S(@)
gT" — gAg™*

qui & un plat maximal P de X associe le sous-groupe de Cartan de G qui stabilise P,

dans l'espace S(G) des sous-groupes fermés de G. L’adhérence Plats(X )S de I'image de
ce plongement est appelée la compactification de Chabauty de 'espace Plats(X).

Nous décrivons explicitement cette compactification dans le G = SL3(R).

—_—
Théoréme. La compactification de Chabauty Plats(X)  de ’espace des plats mazximauz
Plats(X) de l’espace symétrique X de SL3(R) est le sous-espace de S(SL3(R)) des sous-
groupes fermés connexes abéliens mazrimaux inclus dans un sous-groupe de Borel. Cette

———§
compactification Plats(X)  est simplement connexe. (Voir les théorémes 13.17 et 13.22.)

Pour le groupe G = SI4(R), nous avons un résultat partiel.

Théoréme. La compactification de Chabauty Plats(X )S de [’espace des plats maximaux
Plats(X) de l’espace symétrique X de SL4(R) est le sous-espace de S(SL4(R)) des sous-
groupes fermés connezes abéliens de dimension 3 inclus dans un sous-groupe de Borel.
(Voir le théoréeme 13.25.)

Par contre, 'analogue de cet énoncé est incorrect pour SL,,(R), si m > 10 (voir le
lemme 13.28).

Puis nous avons étudié la compactification géométrique de 1'espace des plats d’es-
paces symétriques et d’'immeubles.

Soit X un espace symétrique de type non compact de rang r ou un immeuble euclidien
localement fini de dimension r fortement transitif, et notons G son groupe d’isométries.
Considérons sa compactification géodésique X’ (voir la partie 2), et notons Plats(X)
I'espace des plats maximaux de X (i.e. 'espace des appartements si X est un immeuble
euclidien). Considérons le plongement

¢ : Plats(X) — F(X7)
PcX — PcX’
et appelons son adhérence la compactification géométrique Plats(X)g de Plats(X).
D’autre part, notons Z I'immeuble sphérique a l'infini de X, il est muni d’une struc-
ture naturelle d’immeuble sphérique topologique au sens de [BS87b|. Considérons l'es-

pace compact ZU~Y des chambres de Weyl fermées de Z, et soit W le groupe de Weyl
de G.



L’espace Plats(X) est naturellement G-isomorphe a l'espace App(Z) des apparte-
ments de Z. Un appartement de Z est une union finie de chambres de Weyl fermées,
donc un fermé de Z'—Y. L’espace App(Z) est muni de la topologie induite par la topo-
logie de Chabauty sur I'espace F(Z(~Y). Considérons I'adhérence de App(Z) dans cet
espace compact, elle est incluse dans le sous-espace des images d’un appartement fixé
A dans Z par un morphisme de complexes polyédraux préservant le type. Cela définit
une G-compactification App(I)g de 'espace des appartements de Z, que nous appelons
compactification géométrique de App(Z). Nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme. La compactification géométrique Plats(X)g de l’espace des plats de X est
naturellement G-isomorphe a la compactification géométrique App(Z)g de l’espace des
appartements de Z. (Voir le théoréeme 14.8.)

Nous décrivons ensuite explicitement cette compactification dans le cas du groupe
G = SL3(K), ou K est un corps local (commutatif non trivialement valué, complet et
localement compact, ¢’est-a-dire isomorphe a R, C, une extension finie de Q, ou F,((t))
ol p est premier et ¢ est une puissance d’un nombre premier), et nous montrons dans
ce cas le résultat suivant, qui est incorrect pour SL,,(K) dés que m > 4 :

Théoréme. La compactification géométrique App(Z)g de l’espace des appartements de
Uimmeuble sphérique T de (SLs, K) est l’espace de toutes les images par des morphismes
de complexes polyédrauzx préservant le type de l'appartement A dans Z. C’est une variété
algébrique projective irréductible. (Voir le théoreme 14.7.)

Nous en déduisons 'existence de dégénérescences trés particuliéres de plats et de
géodésiques dans 'espace symétrique de type non compact ou dans I'immeuble euclidien
X de SL3(K), dont en particulier le corollaire suivant.

Corollaire. Il existe une suite (7Vn)nen de géodésiques de X telle que la suite (T ) neN
converge vers un fermé F dans [’espace ]-"(Xg) des fermés de X, qui ne soit inclus dans
aucun plat a Uinfini de X. (Voir le corollaire 14.11.)

Dans une autre perspective de dégénérescence de structures géométriques, nous nous
intéressons aux espaces de réseaux marqués. Tout espace symétrique de type non com-
pact classique peut étre vu comme un espace de réseaux marqués d’un espace euclidien
ou hermitien (voir par exemple [Bav05|). Dans cette partie de notre travail (contenue
dans la prépublication [Haell]), nous nous servons de ce point de vue pour étudier une
compactification a la Thurston des espaces de réseaux marqués.

Soit m > 1 un entier, on appelle réseau marqué de covolume 1 de R™ tout morphisme
injectif de Z-modules f : Z™ — R™ dont I'image est discréte et de covolume 1. L’es-
pace des classes d’isométrie de tels réseaux marqués est naturellement homéomorphe a
I'espace symétrique de type non compact &,, = SL,,(R)/SO,,(R). On peut définir une
compactification a la Thurston de cet espace, grace aux distances de translation (ou R™
est muni de la norme euclidienne usuelle). Considérons "application

¢:En — PRE)
[f 2" = R™] = [ue [[f(u)]]].



Théoréme. L’application ¢ est un plongement, dont on appelle l'adhérence de ['tmage
aﬁr la compactification de Thurston de l’espace symétrique &,,. Cette compactification

est SL,,(Z)-isomorphe a la compactification de Satake &, associée a la représentation
tautologique de SL,,(R) sur R™. (Voir la proposition 16.11 et le théoréme 16.12.)

Nous démontrons en fait un résultat plus général (voir le théoréme 16.12), pour
le corps R, C ou le corps gauche H des quaternions de Hamilton, ainsi que pour des
sous-espaces de réseaux autoduaux, ce qui permet de traiter le cas de tous les espaces
symétriques de type non compact classiques. Et nous étendons ce théoréme au cas du
groupe de Lie exceptionnel Eg(_o6) (voir le théoréme 16.18), qui est la forme réelle non
compacte de rang réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel FEg.

Dans la derniére partie de notre travail (également contenue dans la prépublica-
tion [Haell]), nous étudions une compactification a la Thurston de I’espace de Torelli.

Soit S une surface compacte, connexe, orientable et de genre g > 2. L’espace de
Torelli Tor(S) de la surface S est 'espace des classes d’isotopie de surfaces hyperboliques
munies d’un marquage de leur homologie par celle de S. L’espace de Torelli Tor(.S)
s’identifie au quotient de I'espace de Teichmiiller de S par le groupe de Torelli T'(5),
qui est le sous-groupe du groupe modulaire de S constitué des classes d’isotopie de
difféeomorphismes de S ayant une action triviale en homologie.

Dans l'espoir de mieux comprendre le type d’homotopie de 'espace de Torelli, nous
allons en définir une compactification naturelle. Considérons une surface hyperbolique
X marquée par un difféomorphisme h : S — X. Le théoréme de Hodge identifie ’espace
H'(X,R) avec I'espace des 1-formes différentielles harmoniques sur X, et cet espace est
muni du produit scalaire L? : notons || - ||x la norme euclidienne associée sur H!(X,R).
Considérons alors 'application

Y Tor(S) — R+H1(S’Z)
(X, h] = {w= IhT(W)x},

et ¢ : Tor(S) — IP’(R+H1(S’Z)) son application quotient. Appelons compactification de
Thurston de 1'espace de Torelli Tor(S) 'adhérence de I'image de l'application 1 dans
P(R. s #)). Nous allons I'identifier a une compactification a la Satake de Tor(S).

Considérons 'espace & des classes d’isométrie de réseaux symplectiques marqués
de covolume 1 de R*, qui s’identifie & I'espace symétrique Spy,(R)/ U(g) de Spy,(R),
aussi appelé dergli—espace de Siegel. Considérons, comme précédemment, le plongement
¢: &, — P(R,%"). Considérons d’autre part I'application

p:Tor(S) — &,

(X,h] — [V HY(S,Z) =7% - H'(X,R) = R¥].

Alors I'application p est I'application période classique (voir le théoréme 17.2), et ¢ est
égal a la composée ¢ o p. En particulier, ¢ est un revétement de degré deux sur son
image, ramifié le long du lieu hyperelliptique de Tor(S).

Appelons compactification de Satake de I'espace de Torelli 'adhérence de I'image de
I"application période dans la compactification de Satake de &5, = Sp,y,(R)/ U(g) associée
a la représentation standard de Sp,,(R) sur R*.



Théoréme. Les compactifications de Thurston et de Satake de l’espace de Torelli sont
Spo,(Z)-isomorphes. (Voir le théoreme 17.4.)

De plus, nous décrivons une partie du bord de cette compactification : plus préci-
sément, nous décrivons I'adhérence de I'image de . Considérons K*(S) le complexe
des courbes séparantes de S : les sommets de ce complexe simplicial sont les classes
d’homotopie de courbes fermées simples séparantes non triviales, et les (k-1)-simplexes
sont les k-uplets o = {[y1],. .., [7]} de classes de telles courbes deux a deux disjointes
et non homotopes. Notons également LK *?(S) ’ensemble des simplexes de K*%P(.5).

Sio={[n],---, [} est un tel (k-1)-simplexe, considérons les k+1 composantes
connexes de S\ U;‘?Zl 7;, et fixons pour chacune d’elles un homéomorphisme avec S;\ P,
ou S; est une surface compacte lisse sans bord de genre g; > 1, et o P; est une partie
finie de S; (voir la figure 2).

S()\PO Sl\Pl SQ\PQ

FIGURE 2 — Découpage de la surface S.

Notons

k
Y, : Tor,(S) = HTOI"(Sj) N RJrHl(S’Z)
j=0

1
k k 2
(X5, hilocjar = qw =Y Kjw; (Z ||hj1*(wj)||§(j> ,
=0 =0

otw; € HY(S},Z), et ou k; : S — S; est Papplication d’écrasement des S;/, pour j' # j :
pour plus de détails, voir la partie 17.3.3.

Théoréme. L’adhérence de l'image de l'application 1y dans l’espace R+H1(S’Z)
réunion disjointe des strates

Y(Tor(5)) = ¢(Tor(S)) U [ | 9o (Tore(S)).

sEXNK5ep(S)

est la

(Voir le théoreme 17.8.)
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12 LA TOPOLOGIE DE CHABAUTY

1 La topologie de Chabauty

1.1 L’espace des fermés d’un espace topologique localement
compact

Soient X un espace topologique localement compact et F(X) ’ensemble des fermés
de X. On munit F(X) de la topologie de Chabauty (voir [Chab50], et [dIHO8] pour un trés
bon survol), aussi appelée topologie de Hausdorff ou de Vietoris. Les ouverts de cette
topologie sont les réunions quelconques d’intersections finies de parties de la forme :

Ox = {FeF(X):FNK =0}
et 0 = {FeF(X):FnU+0},

ou K est un compact de X et U un ouvert de X.

Le résultat suivant est classique, on pourra se référer a [Bou5s9b, §5], [CEGS87, Pro-
position 1.3.1.2, p. 59] ou [CDP07, Proposition 1.7, p. 58] par exemple.

Proposition 1.1. L’espace topologique F(X) est compact. O

Dans le cas ou 'espace topologique localement compact X est muni d'une distance
induisant sa topologie, on peut décrire la convergence des suites de fermés de X pour
la topologie de Chabauty (voir par exemple [CEG87, Lemma 1.3.1.3, p. 60] ou [CDP07,
Proposition 1.8, p. 60]).

Proposition 1.2. Une suite de fermés (Fy,)nen converge vers un fermé F dans F(X)
si et seulement si I est l’ensemble des valeurs d’adhérence des suites de (F,)nen, ¢’est-
a-dire :

1. pour tout x € F, il existe une suite (x,)nen convergeant vers x telle que, pour tout
n € N, nous ayons x, € F, ;

2. pour toute partie infinie P C N, pour toute suite (x,),cp convergeant vers x telle
que x, € F, pour tout n € P, nous avons x € F. O

Par ailleurs, on a un critére simple de métrisabilité de l'espace F(X) (voir par
exemple [CDP07, Proposition 1.8, p. 60]).

Proposition 1.3. Si de plus la distance de X est propre (i.e. les boules fermées sont
compactes), alors l'espace F(X) est métrisable, pour la distance de Hausdorff pointée
(voir [BH99, Definition 5.43, p. 76]). Si x¢ est un point base de X, et si F', F' sont des
fermés de X, on définit dpayq,(F, F') comme la borne inférieure des € > 0 tels que :

1
FNB(xy.2) C Vi(F)

1
GtF/ﬁB(l‘o,g) - ‘/E(F),

ou V.(F") désigne le e-voisinage ouvert de F' dans X . O
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1.2 L’espace des sous-groupes fermés d’un groupe topologique
localement compact

Soit G un groupe topologique localement compact. On note S(G) C F(G) 'ensemble
de ses sous-groupes fermés, muni de la topologie induite. La proposition suivante est
immédiate.

Proposition 1.4. Le sous-espace S(G) est un fermé de F(G), donc est compact. [

Les propriétés qui suivent sont élémentaires.

Proposition 1.5. Soit f : G — H un morphisme de groupes topologiques localement
compacts, qui est une application ouverte. Alors l'application S*(f) : S(H) — S(G)
définie par S — f71(S) est continue.

Démonstration. Soit K un compact de G, alors f(K) est un compact de H et
S*(f) " (Ok) = Oyk) est un ouvert de S(H). Soit U un ouvert de G, alors par hy-
potheése f(U) est un ouvert de H et S*(f)~*(O};) = O’y est un ouvert de S(H). Ainsi

l’application S*(f) est continue. O

Proposition 1.6. Soit f : G — H un morphisme de groupes topologiques localement
compacts qui est un plongement d’image fermée. Alors Uapplication S.(f) : S(G) —
S(H) définie par S — f(S) est un plongement d’image fermée.

Démonstration. Soit S un sous-groupe fermé de G. Alors, puisque f est un homéo-
morphisme sur son image, f(.S) est un sous-groupe fermé de f(G). Or f(G) est lui-méme
un sous-groupe fermé de H, donc finalement f(.S) est un sous-groupe fermé de H : ainsi,
I'application S.(f) est bien définie.

Considérons Papplication g = f~'sq) : f(G) — G, c’est un isomorphisme de
groupes topologiques localement compacts. Ainsi 'application S*(g) : S(G) — S(H)
qui & S associe g~!(S) est un homéomorphisme sur son image S(f(G)), et cette appli-
cation coincide avec I'application S, (f).

Par ailleurs 'image de S.(f) est le sous-espace de S(H) constitué des sous-groupes
fermés de H contenus dans le sous-groupe fermé f(G), et est fermé. U

Remarquons que I'hypothése que f réalise un homéomorphisme sur son image est
nécessaire. En effet, considérons 'identité ¢« du groupe G = R muni de la topologie dis-
créte, a valeurs dans H = R muni de la topologie usuelle. L’identité ¢ est un morphisme
continu de groupes topologiques, bijectif, dont I'image est bien un sous-groupe fermé de
R, mais I"application S, (i) n’est méme pas définie : tout sous-groupe (méme non fermé)
de H est un sous-groupe fermé de G.

1.3 Exemples d’espaces de sous-groupes fermés

Voici les premiers exemples de calculs d’espaces des sous-groupes fermés. Adoptons
la convention que éZ = {0} et %Z = R. Cette notation est justifiée par la proposition
suivante.
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Proposition 1.7. L’application

or 1 [0,00] — S(R)

1
a — —7
«Q

est un homéomorphisme. O

Notons X7 le sous-espace topologique compact de R défini par Xz = {0} U {%, n e

N\{0}}-

Proposition 1.8. Lapplication ¢z : Xz — S(Z) définie par = — nZ et 0 — {0} est
un homéomorphisme. O

Proposition 1.9. L’application ¢g/z : Xz — S(R/Z) définie par % — %Z mod Z et
0 — R/Z est un homéomorphisme. 0

Fixons p un nombre premier, et notons Xq, le sous-espace topologique compact de
[0, 0o] défini par Xq, = {0} U {p", n € Z} U {oo} (voir la figure 3).

Proposition 1.10. L’application

(b(@p : XQP — S<Qp)
0 — @
Pt o= Py
oo — {0}
est un homéomorphisme. O
1z
S(R) {0} « . R
nz
S(Z) {0} @sce o o ° ° 7
p"Zy

S(Qp) {0} weee o [ ] [ ] [ ] o oo Qp

FIGURE 3 — L’espace des sous-groupes fermés de R, Z et Q,,.

Le premier calcul intéressant est celui des sous-groupes fermés de R2.

Théoréme 1.11 (Pourezza-Hubbard). L’espace des sous-groupes fermés de R? est ho-
méomorphe a la sphére S*. Le sous-espace des réseaux de R? de covolume 1 est homéo-
morphe au complémentaire du neud de trefle dans S. (Voir [PH79).) O
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En ce qui concerne l'espace des sous-groupes fermés de R", B. Kloeckner a établi
plusieurs propriétés.

Théoréme 1.12 (Kloeckner). L’espace des sous-groupes fermés de R™ est stratifié au
sens de Goresky-MacPherson, et est simplement conneze. (Voir [Klo09, Theorems 1.2

et 1.3].) O

En ce qui concerne les groupes non abéliens, le cas du groupe affine réel est bien
connu. Notons Aff le groupe R x R, muni du produit :

(z,y)(",y) = (z + 2",y +ey).

Proposition 1.13. L’espace des sous-groupes fermés de Aff est homéomorphe a la
réunion d’un disque fermé et d’un segment, dont une extrémité est attachée sur le bord
du disque (voir la figure 4).

S(Aff)

Af =R xR

R x {0} TR

FIGURE 4 — L’espace des sous-groupes fermés du groupe affine.

Démonstration. Le groupe Aff admet la représentation matricielle

Affz{(eg ?),x,yER}.

L’algebre de Lie du groupe Aff est

aff:{<g 8),u,veR}.

L’algébre de Lie aff admet la base <U = ( (1) 8 ) ( )) vérifiant [U, V] =

V. Les sous-groupes a un paramétre de Aff sont, pour [u : v] € IP’I R), les sous-groupes

ol s} {5 5 )een)

Ainsi, I'exponentielle aff — Aff est un difféomorphisme.

Considérons le disque fermé D = (PY(R) x [0,00])/{(x,0) ~ (2/,0)}, et 'espace
Xag = (D UI0,00])/{([0 : 1],00) ~ 0}, recollement du disque D et du segment [0, ]
en un point. Rappelons la convention que %Z =Ret éZ = {0}.
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Considérons 'application

fZXAff — S(Aff)
(u:v),a)eD — exp (éZ(uUJer))

1
a€0,00] — exp (—ZU @ RV) :
Q@
C’est un homéomorphisme. O

Nous pouvons ainsi voir que le sous-espace des sous-groupes discrets est le disque
ouvert épointé, donc est ouvert dans S(Aff), ce qui est vrai dés que G est sans petit
sous-groupe (voir [BAIHK09, Proposition 3.4, p. 8|). On peut remarquer que ce sous-
espace n’est pas dense, contrairement au cas de R™ ou le sous-espace des réseaux est
ouvert et dense.

Un autre « petit » groupe est le groupe de Heisenberg H = C x R, muni du produit :
1
(z,t)(2', 1) = <z +2t+t + 3 Im(zz')) :

M. Bridson, P. de la Harpe et V. Kleptsyn ont décrit I'espace des sous-groupes fermés
de H (voir [BAIHKO09]).

1.4 L’espace des sous-groupes fermés du dual d’un groupe abé-
lien

Si G est un groupe topologique localement compact abélien, notons G son dual de
Pontryagin. C’est le groupe des caractéres de GG, ¢’est-a-dire des morphismes continus de
G a valeurs dans S', muni de la topologie compacte-ouverte. C’est un groupe topologique

localement compact abélien. On a un isomorphisme canonique entre GG et son bidual G
(voir [Pon66, Theorem 52, p. 273]).

Théoréme 1.14 (Pontryagin). L’application de G X G dans St définie par (9,x) — x(9)
est continue, et 'application

G - G

g9 = {xrx(9)}

est un 1somorphisme de groupes topologiques. O

De plus, on a un homéomorphisme canonique entre ’espace des sous-groupes fermés
de G et celui de G.

Proposition 1.15. L’application

b S(G) — S(G)
H — {x€G:VheHx(h) =1}

est un homéomorphisme. (Voir [dC11, Theorem 1.1]) O

Nous avons vu un exemple de cet homéomorphisme avec les espaces de sous-groupes
fermés du groupe Z et de son dual R/Z (voir les propositions 1.8 et 1.9).
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1.5 Compactification de Chabauty d’un espace homogéne

Soit G’ un groupe topologique localement compact, soit H un sous-groupe fermé de
G et soit N = Ng(H) le normalisateur de H dans G. L’application naturelle

¢G7HZG/N — S(G)
gN +— gHg™*

est injective et G-équivariante, pour I'action continue de G sur S(G) par conjugaison.
Cette application est également appelée plongement de Demazure (voir [Dem80)).

Lemme 1.16. L’application ¢ p est continue.

Démonstration. Puisque 'application ¢g g est G-équivariante, il suffit de montrer
qu’elle est continue en N € G/N.

Soit K un compact de G tel que H € O, c’est-a-dire tel que H N K = (). Soit V
un voisinage compact de e dans G tel que pour tout g € V nous ayons ¢ 'KgN H = ().
Alors le voisinage VN de N dans G/N est tel que ¢gu(VN) C Ok.

Soit U un ouvert de G tel que H € Oy, cest-a-dire tel que H N U # (. Soit
h € HNU, et soit V un voisinage compact de e dans G tel que pour tout g € V' nous
ayons g~ 'hg € U. Alors le voisinage VN de N dans G/N est tel que ¢c g(VN) C O

Ainsi 'application ¢¢ z est continue. O

Considérons 5/1\\1 la compactification d’Alexandrov de G/N, et appelons compac-
tification de Chabauty (voir la partie 2.1) de G/N I’adhérence G/—NS du plongement
diagonal G/N — 6/7\7 x S§(G) (ou l'application de G/N dans S(G) est ¢ ). Lorsque
I'application ¢¢ i est de plus un plongement, alors la compactification de Chabauty de
G/N est simplement I’adhérence de I'image de ¢¢ u.

Proposition 1.17. Si G' est un groupe de Lie réel et si H est connexe, alors ¢ g est
un plongement.

Démonstration. Notons g l'algebre de Lie de G, et h celle de H. Considérons I’appli-
cation

ven:G/IN — S(g)
gN — Adg(h).

Puisque le sous-groupe H est connexe, les normalisateurs de H et de son algébre de Lie
b dans G coincident, ainsi I'application ¢ g est injective. L’image de 'application ¢ g
est incluse dans le sous-espace fermé Gry(g) des d-plans de g, ou d est la dimension de
H.

Si AdG est un sous-groupe algébrique de GL(g), 'application ¢q py s’identifie a
Papplication orbitale pour I'action algébrique du groupe algébrique Ad G sur la variété
algébrique projective Gry(g). C’est une immersion de variétés algébriques, or son image
est localement fermée pour la topologie de Zariski (voir par exemple [Hum?75, Proposi-
tion 8.3, p. 60]), c’est donc en particulier un plongement pour la topologie analytique. Si
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Ad G n’est pas un sous-groupe algébrique, I’application ¢¢ g s’identifie & la restriction a

G/N de l'application orbitale pour 'action algébrique de I'adhérence de Zariski Ad G’
sur la variété algébrique projective Gry(g), c’est donc également un plongement.

L’application ¢g g est la composée du plongement g g et de l'application 7 :
Im(¢e.r) = S(G) qui a la sous-algebre de Lie Ad g(h) de g associe le sous-groupe fermé
gHg ! de G. 1l suffit donc de montrer que I'application 7 est un plongement. Il est clair
que l'application 7 est injective, et elle est continue car elle coincide avec ¢ i owa}H sur
Im (g ). Montrons que ! est continue sur son domaine : soient g € G et (g, )nen une
suite de G telle que la suite de sous-groupes fermés (n(Ad g,(h)) = g.Hg, ')nen converge
vers gHg™! dans S(G). Alors puisque I'exponentielle de G est un diffécomorphisme local
en 0 de g sur G, la suite de sous-algebres de Lie (Lie(g,Hg, ') = Ad g,(h))nen converge
vers Ad g(h).

Ainsi I'application 1 est un plongement, donc 'application ¢¢ u est un plongement.
O

Proposition 1.18. Si G est un groupe de Lie réel, si H est connexe et st AdG est un

—F S
sous-groupe algébrique de GL(g), alors la compactification de Chabauty G/N  est une
réunion de G-orbites qui sont des variétés localement fermées (sous-variétés algébriques
de Grq(g)) lisses, dont la seule de dimension mazimale soit G/N .

Démonstration. D’aprés [Hum75, Proposition 8.3, p. 60|, 'adhérence de Zariski de
I'image du plongement g g est une réunion de G-orbites Zariski-localement fermées,
dont la seule de dimension maximale soit G/N. Puisque la topologie analytique est plus
fine que celle de Zariski, et puisque le plongement ¢ g et G-équivariant, le bord de la

—F S
compactification de Chabauty G/N  est une réunion de G-orbites localement fermées
(sous-variétés algébriques de Gry(g)) lisses, dont la seule de dimension maximale soit

G/N. O

Nous verrons deux exemples de telles compactifications lorsque G est un groupe de
Lie réel connexe semi-simple, de centre fini, sans facteur compact, lorsque H est un sous-
groupe compact maximal dans le chapitre III, et lorsque H est la composante neutre
d’un tore déployé maximal dans la partie 13.

Rappelons qu’un sous-groupe I' de G est appelé un réseau s’il est discret et de
covolume fini pour une mesure de Haar sur G.

Proposition 1.19. Si N est un réseau de G, alors ¢g g est un plongement.

Démonstration. L’application ¢¢ g est continue et injective. Par contraposée, sup-
posons que ¢ g he soit pas un plongement. Alors il existe une suite (z, = ¢,N)nen
tendant vers l'infini dans G/N telle que la suite de sous-groupes fermés (g, Hg, ' )nen
converge vers un conjugué gHg~' de H. Quitte a extraire, on peut supposer que la suite
de sous-groupes fermés (g, Ng,')nen converge vers un sous-groupe fermé L de G. Il est

immédiat que L normalise gH g™, donc L est inclus dans gNg~!.

Fixons une mesure de Haar sur G. Soit K un voisinage compact de e dans G tel
que K7'K s’injecte dans G/gNg™, et dont la mesure de Haar soit ¢ > 0. Ainsi K~'K
s’injecte dans G/L. Alors pour n assez grand, I'application de K dans G/N qui a k
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associe kg, N est injective. Ainsi, pour n assez grand, la mesure de Haar de K¢, N dans
G/N est constante égale & ¢. On a construit une infinité de parties de G/N disjointes
de volume ¢, donc G/N ne peut étre de volume fini. O

Cette compactification est étudiée par A. Borel et L. Ji dans le cas du quotient d’'un
groupe de Lie réel connexe, semi-simple, de centre fini, sans facteur compact par un
réseau, et ils montrent dans certains cas que cette compactification est isomorphe a la
réduction de Borel-Serre réductive (voir [BJO7, I11.12]).

Remarquons que l'hypothése de covolume fini est nécessaire, comme le montre
I'exemple suivant. Soit G = Isomg(H3) = PSLy(R), nous allons construire une sur-
face hyperbolique X. Pour tout réel r > 0, considérons la surface hyperbolique X,
recollement de deux pantalons hyperboliques de longueurs r, r et 1 (voir la figure 5),
munie d’un point marqué z, sur une composante connexe du bord de longueur r.

Ty

FIGURE 5 — La surface a bord X,.

Considérons une suite (7,,),ez de réels strictement positifs presque périodique, plus
précisément supposons qu’elle vérifie ces conditions :

e La suite (7,),ez n'est pas périodique ni symétrique.

e Pour tous e > 0 et A € N, il existe N > A tel que, pour tout n € [—A, A], nous

ayons |1, — ryin| < €.

Considérons, pour tout n € Z, la surface hyperbolique & bord totalement géodésique
X, = X,, de point base z,,. Considérons la surface X recollement consécutif de toutes ces
surfaces hyperboliques avec des paramétres angulaires de recollement nuls (une « échelle
de Jacob ») : c’est une surface hyperbolique compléte, connexe, orientable, sans bord, de
volume infini (voir la figure 6). Soit I' = m;(X, x¢) son groupe fondamental en le point
base o € X : I'image de la représentation d’holonomie I' — G est un sous-groupe
discret sans torsion de G. Puisque la suite (r,),ez n’est pas périodique ni symétrique,
le normalisateur N de I' dans G est égal a I.
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FIGURE 6 — La surface X.

Montrons que ’application ¢ r n’est pas un plongement. Pour tout n € N, soit V,, >
n tel que, pour tout k € [—n,n], nous ayons |ry —ry, x| < 27". Par presque périodicité,
pour tout rayon R > 0, la suite de boules (Bx(zy,, R))nen converge au sens de Gromov-
Hausdorff vers la boule By (xg, R). Donc la suite d’espace métriques pointés (X, zy, )nen
converge vers (X, zg) pour la topologie de Gromov-Hausdorff pointée. D’apres [CEG87,
Theorem 1.3.2.9; p. 72|, sur l'espace de Teichmiiller de T, les topologies de Gromov-
Hausdorff pointée et la topologie quotient de la topologie de Chabauty sur ’espace de
représentations Hom(I', G) /G coincident, car I' est un sous-groupe discret sans torsion
de G. Ainsi il existe une suite (g,)nen d’éléments de G tels que la suite de conjugués
(gnl'g; ) nen converge vers I' dans S(G). On peut de plus supposer que, pour tout n € N,
I'isométrie g, envoie un relevé de zy a HZ sur un relevé de zy, .

Par contre, puisque N, — o0, la suite (z,),en tend vers 'infini dans X, donc
n—-+o0o

la suite (g, )nen tend vers U'infini dans G//T". Ceci prouve que I'application ¢ r n’est pas
un plongement.

2 Compactifications et espaces CAT(0)

2.1 Compactifications

Soit X un espace topologique localement compact. Une compactification de X est
la donnée d'un couple (K,7), oi K est un espace topologique compact et i : X — K
est un plongement (i.e. un homéomorphisme sur son image) d’image ouverte et dense.
On identifie fréquemment X et ¢(X) par 'application i. On appelle bord de X 'espace
0X = K\i(X). Si G est un groupe agissant continiment sur X, on dit que c’est une
G -compactification, ou compactification G -équivariante, si I’action de G sur (X)), conju-
guée par i de 'action de GG sur X, s’étend continiiment & K. Cette extension est alors
unique.

2.2 Espaces CAT(0)

Un espace métrique CAT(0) est un espace a courbure négative, en un sens que nous
allons préciser. La terminologie CAT est diie & Gromov, et est un acronyme pour Cartan,
Alexandrov et Toponogov. Deux trés bonnes références au sujet des espaces CAT(0) sont
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[BH99)| et [BGS85].

Un espace métrique X est dit géodésique si deux points quelconques = et y de X
sont les extrémités d’un segment géodésique v : [0,d(z,y)] — X de X (non nécessaire-
ment unique, noté [x,y|, mais ceci n’entrainera pas de confusion). Un espace métrique
géodésique X est appelé CAT(0) si ses triangles sont au moins aussi fins que dans le
cas euclidien. Précisément, on demande que pour tout triangle géodésique pqr dans X
et pour tous points = € [p,q| et y € [p,r], si 'on désigne par pgr le triangle euclidien
de comparaison (de sommets p, g et T tels que d(p,q) = d(p,q), d(q,r) = d(q,T) et
d(r,p) = d(7,p)), et si T € [p,q] et ¥ € [p, 7| sont les points de comparaison dans ce
triangle (voir la figure 7), alors d(z,y) < d(Z,7).

FIGURE 7 — L'inégalité CAT(0) : d(z,y) < d(Z, 7).

On dit qu'un espace métrique géodésique X est CAT(—1) si ses triangles sont au
moins aussi fins que dans le cas du plan hyperbolique HZ. Tout espace CAT(—1) est en
particulier CAT(0).

Sous I’hypothése CAT(0), on a alors unicité des géodésiques.

Proposition 2.1. Un espace métrique CAT(0) X est uniquement géodésique, c’est-
a-dire que par deux points distincts de X passe une unique géodésique. (Voir [BH99,
Proposition 1.4, p. 160].) O

Voici le lien avec la notion riemannienne de courbure.

Théoréme 2.2. 57 X est une variété riemannienne compléte simplement connexe de
courbure sectionnelle négative ou nulle, alors X est un espace CAT(0). (Voir [BH99,
Theorem 1A.6, p. 175].) O

Deux grandes familles d’espaces CAT(0) sont les espaces symétriques de type non
compact (voir la partie 3), et les réalisations géométriques d’immeubles euclidiens ou
hyperboliques.

Si X est un espace CAT(0), on appelle plat de X toute sous-variété totalement
géodésique isométrique a un espace euclidien R?. On appelle plat mazimal tout plat de
X de dimension d maximale.



22 COMPACTIFICATIONS ET ESPACES CAT(0)

2.3 Compactification géodésique d’un espace CAT(0)

Soit X un espace métrique CAT(0) complet (en tant qu’espace métrique). Deux
rayons géodésiques ¢, ¢’ : [0,00] — X sont dits asymptotes s’il existe une constante K
telle que, pour tout ¢ € [0, 00, nous ayons d(c(t),c'(t)) < K. Ceci définit une relation
d’équivalence sur l’ensemble des rayons géodésiques de X ; appelons bord (visuel) de X
'ensemble de ses classes d’équivalence, et notons-le 9., X . Notons de plus X = XU X.

Définissons une topologie sur I'espace X° (voir [BH99|), ot X est ouvert dans X’ et
un systéme fondamental de voisinages d’un point £ = [¢] du bord 0, X est donné par

Ur,e, &) = {zx € X? : d(z,¢(0)) = r et d(pp(e()n(2), c(r) < e},

pour r > 0 et € > 0, oil pp(c(0),r) () désigne le projeté de  sur la boule fermée B(c(0),r)
(voir la figure 8).

\
N\

O X

FIGURE 8 — Le voisinage U(r, ¢, ) du point £ du bord.

L’espace X' est alors une compactification de X. De plus, si G désigne un groupe
agissant continiiment par isométries sur X, l'action de GG s’étend contintiment au bord
DX par quotient de l’action sur les rayons géodésiques, et X' est alors une G-
compactification de X (voir [BH99, § 8.6, p. 263|). Elle est appelée compactification
géodésique, compactification conique, compactification par le bord visuel ou compactifi-
cation de Busemann.

Exemple. Dans le cas du plan hyperbolique réel HZ = SL(2,R)/SO(2,R), dans le
modeéle du disque ouvert, la compactification géodésique est SL(2,R)-isomorphe a la
compactification usuelle ou 'on ajoute le cercle a 'infini pour obtenir le disque fermé.

3 Espaces symétriques de type non compact

Toutes les algébres de Lie et tous les groupes de Lie considérés ici sont, sauf mention
contraire, réels.
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3.1 Décompositions de Cartan et polaire

Soit g une algebre de Lie semi-simple, B la forme de Killing de g et ad : g — gl(g)
la représentation adjointe. On rappelle que pour tous vecteurs X, Y, Z de g, nous avons

B(X,adY(Z)) = B(Y,ad Z(X)) = B(Z,ad X (Y)).
Et, pour tout automorphisme 6 de g, et pour tous vecteurs X,Y € g, nous avons

B(O(X),0(Y)) = B(X,Y).

On appelle décomposition de Cartan de g toute décomposition de g en somme directe
vectorielle g = € & p, ol € est une sous-algebre de Lie de g et p un sous-espace vectoriel
de g tels que, si 'on note 6 1'involution de Cartan

O:g=tdp — ¢
X+Y —» X-Y,

alors 6 est un automorphisme de g et la forme bilinéaire By(X,Y) = —B(X,0(Y)) est
définie positive sur g. La forme de Killing B est ainsi définie négative sur €, et définie
positive sur p.

Théoréme 3.1. Toute algébre de Lie semi-simple g admet une décomposition de Cartan.
De plus, deuzx décompositions de Cartan de g sont conjuguées. (Voir [Hel78, Theorem

7.1, p. 182].) O

Exemple. Soient g = sl(n,R) Ialgébre de Lie des matrices réelles n x n de trace nulle,
t = so(n,R) la sous-algébre de Lie de g des matrices antisymétriques et p le sous-
espace vectoriel de g des matrices symétriques (de trace nulle). Alors g = €@ p est une
décomposition de Cartan de g, et I'involution de Cartan associée est 6 : Y — —'Y. La
forme de Killing B(X,Y) = 2ntr(XY') est bien symétrique définie positive sur p, et
définie négative sur €.

Proposition 3.2. Si G est un groupe de Lie semi-simple ayant un nombre fini de
composantes connexes, alors G admet un sous-groupe compact mazximal, et deuxr sous-
groupes compacts mazimaux sont conjugués (Voir [Bor51], [OV90, Theorem 3, p. 259].)

O

Proposition 3.3. Soit G un groupe de Lie semi-simple de centre fini ayant un nombre
fini de composantes connezes, et soit K un sous-groupe compact mazimal de G, alors il
existe une unique décomposition de Cartan de g = Lie(G) = ¢ @ p telle que £ = Lie(K)
soit l’algebre de Lie de K. De plus, ['application

vipx K — G
(X, k) — (expX)k

est un difféomorphisme, appelé décomposition polaire de G. (Voir [OV90, Theorem 2,
p. 256].) O

L’hypothése de centre fini est nécessaire pour la décomposition polaire, comme le

—~—

montre I'exemple du revétement universel PSLy(R) de PSLy(R). C’est un groupe de Lie
connexe semi-simple, de centre infini, non linéaire. Son seul sous-groupe compact est
le groupe trivial, donc il n’existe pas de sous-groupe compact K dont ’algebre de Lie
appartienne a une décomposition de Cartan.
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3.2 Espaces symétriques

Une variété riemannienne connexe M est appelée un espace (globalement) symétrique
si tout point p de M est un point fixe isolé d’une isométrie involutive s, de M.

Exemple. Les spheres S", les espaces hyperboliques réels H et les espaces euclidiens
R™ sont des espaces symétriques, ainsi que leurs produits riemanniens.

Si M est une variété riemannienne, notons Isom(M) le groupe des isométries de M,
muni de la topologie compacte-ouverte. Notons de plus Isomg(M) la composante neutre
de Isom(M).

Les propositions suivantes montrent comment passer d’un espace symétrique a son
groupe d’isométries, et vice versa.

Proposition 3.4. Soit M un espace symétrique, et fixons un point py de M. Posons
G = Isomy(M), K ={g € G, g-po = po} le fizateur du point py et ¢ : G — G le
morphisme g — S,,95,,- Alors G est un groupe de Lie connexe, o est une involution de
G et K est un sous-groupe compact de G tel que (G%)g C K C G?. De plus, l’application
sutvante est un difféomorphisme :

G/IK —- M
gK — g-po.

En particulier, Uaction de G sur M est transitive. (Voir [Hel78, Theorem 3.3, p. 208].)
O

Proposition 3.5. Soient G un groupe de Lie connexe, o une involution de G et K
un sous-groupe compact de G tel que (G7)y C K C G?. Alors pour toute structure

riemannienne G-invariante sur G/K (et il en existe), G/K est un espace symétrique.
(Voir [Hel78, Proposition 3.4, p. 209].) O

Exemple. Ces propositions sont illustrées par les exemples des sphéres S = SO(n +
1,R)/SO(n,R), des espaces hyperboliques réels Hi = SOq(n, 1)/ SO(n, R) et des espaces
euclidiens R™ = Isom (R™)/ SO(n).

Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et K un sous-groupe
compact maximal de G. Alors, d’aprés la proposition 3.3, si on note g = €@ p la décom-
position de Cartan associée & K, la décomposition polaire fournit un difféomorphisme
de lespace symétrique G /K sur l'espace vectoriel p.

3.3 Espaces symétriques de type non compact

Un espace symétrique M est dit de type non compact si sa courbure sectionnelle est
partout négative ou nulle, et si un revétement riemannien universel M de M n’admet pas
de facteur de de Rham euclidien (i.e. si M n’est pas isométrique au produit riemannien
d’une variété riemannienne M’ et d’un espace euclidien R", avec n > 1).

Exemple. Les espaces hyperboliques réels Hy sont des espaces symétriques de type non
compact car de courbure constante strictement négative, le produit riemannien de deux
espaces symétriques de type non compact est encore de type non compact.
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On dit qu'une algebre de Lie semi-simple g est sans facteur compact si g n’admet pas
d’idéal compact (i.e. un idéal i de g tel que la forme de Killing Bl;x; soit définie négative)
autre que {0}. On dit qu'un groupe de Lie semi-simple G est sans facteur compact si
son algébre de Lie est sans facteur compact.

Les propositions suivantes donnent des conditions suffisantes (et nécessaires a indice
fini prés) pour que G/K soit un espace symétrique de type non compact :

Proposition 3.6. Soient G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et sans
facteur compact, o une involution de G telle que do. soit une involution de Cartan de
lalgébre de Lie g de G, et K un sous-groupe compact de G tel que (G7)g C K C G°.
Alors, pour toute structure riemannienne G-invariante sur G/K, Uespace G/ K est un
espace symétrique de type non compact, appelé l'espace symétrique de G. (Voir [Hel78,
Theorem 3.1, p. 241].) O

Proposition 3.7. Soit M un espace symétrique de type non compact. Alors G =
Isomg(M) est un groupe de Lie connexe semi-simple, de centre trivial et sans facteur
compact. (Voir [Hel78, Ezxercise 5, p. 250].) O

Ces constructions sont presque inverses I'une de 'autre, en le sens suivant.

Proposition 3.8. Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple, de centre trivial et sans
facteur compact, et K un sous-groupe compact mazimal de G. Alors, pour toute métrique
riemannienne G-invariante sur l'espace G/ K, le groupe G s’identifie canoniquement a
la composante neutre Isomy(G/K) du groupe des isométries de G/K. (Voir [Hel78,
Theorem 4.1, p. 243].) O

Exemple. L’espace SL(n,R)/SO(n,R) est un espace symétrique de type non compact.
Une métrique riemannienne G-invariante sur SL(n,R)/ SO(n,R) est donnée sur 'espace
tangent en SO(n,R), isomorphe & p, par Byp(X,Y) = 2ntr(XY), et cette métrique est
transportée par translation a gauche. L'importance de cet exemple est justifiée par le
fait que tout espace symétrique de type non compact se plonge, de maniére totalement
géodésique et isométrique a constantes multiplicatives prés, dans un SL(n,R)/SO(n)
(voir [Ebe96, Theorem 2.6.5, p.76]).

3.4 Décompositions en espaces de racines

Dans toute cette partie, G désigne un groupe de Lie connexe semi-simple, de centre
fini, et K un sous-groupe compact maximal. Notons de plus g l'algébre de Lie de G, ¢
I’algébre de Lie de K, g = £ & p la décomposition de Cartan associée, et € I'involution
de Cartan.

Choisissons a une sous-algebre de Lie de g abélienne contenue dans p maximale. C’est
une sous-algebre de Cartan, ¢’est-a-dire une sous-algébre de g abélienne, dont I'action
adjointe est diagonalisable sur R, maximale. On appelle sa dimension le rang (réel) de
g. Soit A T'unique sous-groupe de Lie connexe de G d’algébre de Lie a, nous 'appelle-
rons dans cette thése un sous-groupe de Cartan (selon les références, la définition peut
légérement varier). C’est également la composante neutre d’un tore maximal déployé de
G, c’est-a-dire d’un sous-groupe de G abélien, dont 'action adjointe est diagonalisable
sur R, maximal.
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Si I'on note a* I'espace vectoriel dual de a, définissons le systéme de racines (restreint)
associé a a :

Y ={aeca\{0} : IV € g\{0},VH € a,ad H(Y) = a(H)Y}.

Cela définit la décomposition de g en espaces de racines :

9=200% P o,

a€Y

ouonaposé g, ={Y € g,VH € a,ad H(Y) = a(H)Y } et go = 34(a) est le centralisateur
dans g de a. De plus, si 'on pose m = 3¢(a) le centralisateur dans ¢ de a, alors go = m®a.
La décomposition en espaces de racines est orthogonale pour le produit scalaire By.

Exemple. Pour g = sl(n,R), £ = so(n,R) et p l'espace vectoriel des matrices symé-
triques de trace nulle, on peut choisir pour a la sous-algebre des matrices diagonales.
Dans ce cas, le systéme de racines est

Y= {Oé@j H— Hm — HjJ‘,VZ.,j S [[1,’”]],@ 7& j}

et, pour 4,5 € [[1,n]], avec i # j, nous avons g, , = Vect(£;;), oll (Ej;)1<i j<n désigne
la base canonique de gl(n,R). Et go = a dans ce cas particulier.

On appelle les composantes connexes de a\ U,ex Ker ac les chambres de Weyl (vecto-
rielles, ouvertes) de a. Choisissons une chambre de Weyl a*, que I'on appellera chambre
de Weyl positive. On dit alors qu'une racine a € X est positive si afq+ = 0 (resp. né-
gative si al;+ < 0). Notons X1 (resp. ¥~ = X\XT) lensemble des racines positives
(resp. négatives). Soit A l’ensemble des racines a € ¥ positives, ne pouvant pas s’écrire
a = B+, avec § et v des racines positives. Alors A est une base du systéme de racines
>, c’est-a-dire que toutes les racines de > s’expriment de maniére unique comme com-
binaison linéaire & coefficients entiers, tous de méme signe, des racines de la base A. De
plus, toute base s’obtient ainsi, et on a

at ={X€a:VaeA aX)>0}.

Exemple. Pour G = SL(n,R), on peut choisir pour chambre de Weyl positive a* =
{Hea: H1>Hys>..>H,,} Cecicorrespond au choix de la base A = {a; ;41,7 €

[[1,n = 1]]}.

Posons M = Zk(a) le centralisateur de a dans K pour laction adjointe, il a pour
algebre de Lie m = j¢(a) le centralisateur de a dans €. Et posons M’ = Ng(a) le
normalisateur de a dans K pour 'action adjointe. Le centralisateur de A dans G est
M A, aussi appelé tore mazimal déployé, et le normalisateur de A dans G est M'A. Le
groupe fini W = M'/M s’appelle le groupe de Weyl de G.

Notons n et n~ les sous-algebres de Lie nilpotentes de g définies par n = G ex+gq €t
N~ = Puexn-0a- On peut alors écrire la décomposition g = godndn~. Notons N et N~
les uniques sous-groupes de Lie de G connexes, d’algébres de Lie respectives n et n™.
Alors lapplication K x A x N — G définie par (k, a,n) — kan est un difféomorphisme,
appelé décomposition d’Iwasawa (voir par exemple [OV90, Theorem 6, p. 275]).
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Exemple. Pour G = SL(n,R), M est égal au sous-groupe des matrices diagonales
ayant des 1 sur la diagonale, M’ est égal au sous-groupe des matrices de permutation
de coefficients égaux a £1 et W est isomorphe au groupe symétrique &,,. De plus, N
est égal au sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de coefficients diagonaux
égaux a 1.

Un sous-groupe fermé propre P de G est dit parabolique si le quotient G/ P est une
variété projective. Le sous-groupe M AN est un sous-groupe parabolique minimal de G,
appelé sous-groupe parabolique minimal standard. Deux sous-groupes paraboliques mi-
nimaux de G sont conjugués. Lorsque G est déployé sur R, les sous-groupes paraboliques
minimaux sont également appelés sous-groupes de Borel.

Exemple. Pour G = SL(n,R) et le choix précédent de a, le sous-groupe parabolique
minimal standard M AN est le sous-groupe triangulaire supérieur. Les sous-groupes
paraboliques contenant M AN sont les sous-groupes triangulaires supérieurs par blocs.

‘Définissons A™ = exp(a™) la chambre de Weyl (ouverte) positive de A, et notons a*
et A+ (les adhérences dans g et ) les chambres de Weyl fermées. Le groupe de Weyl
W agit simplement transitivement sur les chambres de Weyl de A.

De plus, tout élément g de_G s'écrit g = kyako, ot ki, ky € K_et a € AT : Clest
la décomposition de Cartan KATK de G. Et I'élément a = a(g) € A+ est uniquement
déterminé par g, et est continu en g (voir par exemple [Hel78, Theorem 1.1, p. 402|).
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30 INTRODUCTION

Le contenu de ce chapitre provient de Particle [HaelOb|, excepté I'annexe.

4 Introduction

L’objet de ce chapitre est I’étude de I'espace S(R x Z) des sous-groupes fermés du
groupe topologique R x Z. Nous allons montrer que la topologie de S(R X Z) est singulié-
rement compliquée, et ce malgré la simplicité de R x Z. Cet espace étant canoniquement
homéomorphe a l'espace des sous-groupes fermés du groupe dual C* de R x Z, cette
partie explicite aussi 'espace S(C*).

Soit A C R? I'espace des « anneaux hawaiens » (voir la figure 9, p. 33), réunion d’une
infinité dénombrable de cercles (Ay) keN\ {0} se rencontrant deux a deux exactement en un
point et s’accumulant sur ce point. Pour tout entier & € N\{0}, considérons une copie
Dy, du disque fermé et I = [0,1]. Munissons la réunion disjointe X = I U UkeN\{o}D_k
de la topologie telle que les disques Dy, s’accumulent sur le segment I le long des rayons
de ces disques (voir la figure 13, p. 42).

Recollons enfin le cercle 9D, au bord de chacun des disques sur 'espace A, de la
maniére suivante. Soit (I7)zeq/z une famille de segments disjoints du cercle 9Dy, dont
lordre cyclique est donné par celui de Q/Z. Alors définissons gi : 0Dp — A, qui sur
chaque segment I; effectue une fois le tour du cercle Ay, dans le sens direct a partir
de 0, out b € N\{0} désigne le dénominateur de g, et qui envoie le reste du cercle 9Dy,
sur 0. Cela définit une application ¢ : UkeN\{O} 0D, — A. Prolongeons contintiment
I'application g a 'extrémité 0 du segment I en définissant g(0) comme le point singulier
des anneaux hawaiens A.

Théoréme 4.1. L'espace S(R x Z) est homéomorphe a la réunion des disques
(Dr)rem\oy 8 accumulant sur I, recollés sur lespace A par Uapplication g. (Voir le théo-
réme 7.3.)

Dans une premiére partie, nous explicitons des familles de sous-groupes fermés de
R x Z. Ensuite, nous décrivons une compactification du disque ouvert par des arguments
de géométrie hyperbolique. Ceci nous permet de décrire aisément le recollement de ces
familles de sous-groupes fermés. Enfin, nous donnons une description combinatoire du
groupe fondamental de l'espace des sous-groupes fermés de R x Z, et montrons en
particulier le résultat suivant.

Théoréme 4.2. Le groupe fondamental de l’espace S(R X Z) n’est pas dénombrable.
(Voir le théoréme 8.2.)

Je tiens a remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour ses relectures attentives
et ses précieux conseils, ainsi que Pierre de la Harpe pour ses nombreuses remarques
ayant permis de considérablement améliorer la présentation de l'article [HaelOb|. Je
tiens également & remercier Yves de Cornulier qui m’a fait de nombreux commentaires
précieux et expliqué plusieurs perspectives.
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5 Les sous-groupes fermés de R x Z

Considérons le groupe topologique abélien localement compact métrisable R x Z.
Notons 7 : R < R x Z le morphisme injectif z +— (z,0) et 7 : R X Z — Z la deuxiéme
projection. Adoptons également la convention que %Z = {0} et éZ =R.

Nous noterons E(z) la partie entiére du réel x. Adoptons la convention que nous

écrirons chaque rationnel 3 = ¢ avec a € Z et b € N\{0} premiers entre eux. Si § € R,

nous noterons /3 son image dans R/Z.

Remarquons que le dual du groupe R x Z est isomorphe & R x R/Z, donc également
au groupe multiplicatif C*, donc d’apreés la proposition 1.15, ’espace des sous-groupes
fermés de R x Z et celui de C* sont homéomorphes.

Nous allons maintenant décrire tous les sous-groupes fermés du groupe R x Z.

Soit H un sous-groupe fermé de R x Z. Alors HN (R x {0}) est un sous-groupe fermé
de R x {0} : soit donc a 'unique élément de [0, 00] tel que H N (R x {0}) = 17 x {0}.
De plus 7w(H) est un sous-groupe de Z : soit donc n 'unique élément de N tel que
w(H) = nZ.

Sin =0, alors H = G, ot nous notons

G =7(=,0).

1
¢ «
Sin > 0, plusieurs cas sont a distinguer.
~ Sia=0,alors 7' (n) N H = {(y,n)}, pour un unique v € R. Alors H = G, ou

nous notons

1
G = Z(vy,n).

- Si0<a<ooalors mi(n)NH = {(%,n),p € Z}, pour un unique § € R/Z.
Alors H = Gi%n, ol nous notons

1 g

GHLI = 7(—,0) + Z(=,n).

m a0+ 2l

— Sia=o00,alors 77 }(n) N H =R x {n}. Alors H = GV, o1 nous notons
GV =R x nZ.

Proposition 5.1. L’ensemble S(R x Z) des sous-groupes fermés de R x 7 est réunion
disjointe des familles

(= Z(é,O) 0 € [0,00]}
{GIl, = Z(v,n) : v € R,n e N\{0}}
e - z%, 0) + z<§,n> . 0 €)0, 00, B € R/Z,n € N\{0}}

et {GIV =R x nZ : n € N\{0}}.

De plus, le paramétrage de chacune de ces familles est bijectif.
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Démonstration. Ceci découle de la définition et de 'unicité des paramétres o, n, 3 (si
n>0eta€]0,o00[) ety (sin>0eta=0), pour un sous-groupe de R x Z fermé H
donné. N

Considérons la partition de S(R x Z) en trois sous-espaces :

1. Le sous-espace ST des sous-groupes fermés de R x Z dont la projection sur Z est
{0}, sauf {0}. Ses éléments sont les sous-groupes G, pour a €10, oc].

2. Le sous-espace 8! des sous-groupes fermés de R x Z qui sont cycliques infinis
et ont une projection sur Z différente de {0}, ainsi que le sous-groupe {0}. Ses
¢léments sont les sous-groupes G/, pour v € R et n € N\{0}, et {0}.

3. Le sous-espace ST des sous-groupes fermés de R x Z isomorphes a 72 ou a R x
Z. Ses ¢élements sont les sous-groupes Gilln, pour a €]0,¢[, 5 € R/Z et n €

N\{0}, ainsi que les sous-groupes GV pour n € N\{0}. Notons S/ le sous-
espace correspondant & une valeur n € N\{0} fixée, c’est-a-dire la réunion des
Gi%n, pour a €]0,00[ et 8 € R/Z, et de GLV.

Nous allons décrire la topologie de chacun de ces sous-espaces ST, S et ST, Puis
nous allons décrire comment ces espaces se recollent pour former 'espace S(R x Z).

5.1 Le sous-espace S

Proposition 5.2. L’application ' :]0,00] — 8! définie par o — Z(%,0) est un ho-
méomorphisme.

Démonstration. Remarquons que 1! est la composée de I’homéomorphisme ¢ :
[0,00] — S(R) et de l'application S.(i) : S(R) — S(R x Z). Or le morphisme ¢ est
un plongement d’image fermée de R x Z, donc d’aprés la proposition 1.6, 'application
S.(i) est un plongement, d’image S”. O

Remarquons que adhérence de S* dans S est égale & ST U {{0}}.

5.2 Le sous-espace S/

Considérons 'espace topologique des « anneaux hawaiens »
A= |J 4,
neN\{0}

ou A, désigne le cercle dans la droite complexe C de centre %

figure 9).

et de rayon + (voir la
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FIGURE 9 — L’espace des « anneaux hawalens » A.

Considérons la bijection ! : A — S définie par

tan@,n

0 — {0}

1 )
E(1+62w)7&0 — Gl oun € N\{0}ethe]—

SE
SE

L’application ¢!/ admet pour inverse I'application (¢!1)~!: S — A définie par

1 .
G{,In = — (14 e 7)ot € N\{0} et v €R
’ n
{0} — 0.

Proposition 5.3. La bijection 1! est un homéomorphisme.

Démonstration. Comme l'espace de départ est compact métrisable et que ’espace
d’arrivée est métrisable, il suffit de montrer que I'application 1!! est séquentiellement
continue.

Montrons que, pour tout n € N\{0} et § €] —Z, 2|, I'application '’ est continue en
z = ~(1+€*?). Soit (2k)ren une suite de A convergeant vers z. Alors, a partir d'un certain
rang, le point z; s’écrit %(1 +€2%) ot de plus la suite (6 )ren converge vers 6. Montrons
que la suite (Y11(2;))ren converge vers !1(z). Le générateur (tanf,n) de !1(z) est
limite de la suite (tan @, n)reny d’élements de (1! (2;))ren. Réciproquement, supposons
qu'une suite (pytan 8y, ppn)rep d’élements de (1! (2;,))kep converge vers (z,m), ot P
désigne une partie infinie de N et ol p, € Z pour tout k € P. Alors pp = p est constant

a partir d’'un certain, donc (x,m) = p(tanf,n) € ¥ (z).

Montrons que l'application 1!/ est continue en 0. Soit (z, = nLk(l + €%%)),.cn une
suite de A convergeant vers 0. Si la suite (ny)ren tend vers +oo, il est clair que la suite
de sous-groupes (1! (21))ren converge vers {0} = 7(0). Sinon, quitte a extraire, on

peut supposer que la suite (0 )ren tend vers %, et dans ce cas il est également clair que
la suite de sous-groupes (¢!1(2;,))ren converge vers {0} = !1(0). O

Remarquons que par compacité de I'espace des anneaux hawaiens A, son image S*/
par ¢! est compacte.
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5.3 Les sous-espaces S/

Notons D Décrasement {(a,3),a €]0,00],8 € R/Z}/{{oc} x R/Z), muni de la
topologie quotient de la topologie usuelle sur ]0, 0o] x R/Z : 'espace D est homéomorphe
a un disque ouvert (on notera indifféeremment un point de ]0, 00] X R/Z et son image

dans D).

Proposition 5.4. Pour tout n € N\{0}, Uapplication Y1 . D — S définie par

(a’ B) — a,B,n

- GHUL  sia < oo
GV 51 (¢ = 00

est un homéomorphisme.

Démonstration. L’application 1! est bijective d’aprés la proposition 5.1. Les espaces
D et SHT gtant localement compacts et métrisables, montrons que 1! est séquentiel-
lement continue et séquentiellement propre. On en déduira que I'application ¥ est
continue, bijective et propre, donc un homéomorphisme.

Soit ¢ = (a, B) € D tel que a # oco. Soit (di)ren = (i, Br)ken une suite de D conver-

geant vers d, ce qui signifie que la suite (ax)ren converge vers a et que la suite (Br)ren
converge vers (3. Alors les deux générateurs (+,0) et (g,n) du groupe ¥!1(d) sont les

limites des suites (aik, 0)ken et (g—‘;, n) de (Y1 (dy))ren respectivement. Réciproquement,
Pk+qkBk

ag

geant vers (x,m). Alors gz = q est constant a partir d’un certain rang, et donc p, = p

également. En conclusion, élément (z,m) = (2292 ¢n) appartient a ¢! (d). On a donc

o )

montré que la suite de sous-groupes (/1 (dy))ren convergeait vers 11 (d).

soit P une partie infinie de N et soit ( , kM) rep une suite de (P11 (dy))zep conver-

Soit d = (00,0) le « centre » du disque D. Soit (di)ren = (a, Br)ren Une suite
de D convergeant vers d, ce qui signifie que la suite (ag)ren tend vers  00. Supposons
que o # oo pour tout £ € N. Choisissons des représentants [ de [ bornés. Soit

(z,qn) € YHI(d), ot z € R et q € Z. Alors la suite (M,qn> d’éléments de
keN

ag
(I (dy))pen converge vers (z,gn). Puisque ¥ (dy) C ¥ (d) pour tout k € N, on en
déduit que la suite de sous-groupes (¥2/7(d},))ren converge vers ¥ (d).

Ainsi Iapplication /! est continue.

Soit (dy)ken = (o, Br)ren une suite sortant de tout compact de D. Montrons par
I'absurde que la suite (211(dy))ren sort de tout compact de ST : supposons quitte a
extraire que cette suite converge vers un sous-groupe H € 37111 I Alors, par continuité
de I'application ¢r ' 0 S*(i), on en déduit que la suite (ar = ¢r 0 S*(i) (V1 (dp)))ken
converge Vvers i, = ¢r 0 S*(i)(H) € )0, 0c]. Or le sous-espace {a > 2=} du disque
D est un disque fermé donc est compact. Ceci est une contradiction avec le fait que la
suite (dy)ren sort de tout compact : ainsi la suite (211 (dy))ren sort de tout compact de
SHI et Dapplication S est donc propre. O

Remarquons que pour tout n € N\{0} les sous-espaces S,f T sont ouverts : en effet,
ce sont les images réciproques par 7, : S(R x Z) — S(Z) des ouverts {nZ}.
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6 Une compactification du disque

Nous allons définir une compactification du disque ouvert D (défini en 5.3) en un
disque fermé plus fine que la compactification usuelle : il s’agit d’éclater chaque point
rationnel du bord usuel de D en le remplacant par un petit arc de cercle. Cette méthode
est inspirée des travaux de Denjoy consistant & éclater le cercle le long de 1'orbite d'une
rotation irrationnelle. On peut aussi y penser du point de vue des éclatements en géo-
métrie algébrique ot, informellement, on remplace chaque point rationnel du cercle par
un demi-espace de demi-droites, au lieu de remplacer par une droite projective. Nous en
donnons une autre construction en annexe.

Proposition 6.1. Il existe un plongement p du disque ouvert D dans un disque fermé
D, d’image Uintérieur de D, et il existe une famille d’arcs de cercles deuz ¢ deux dis-
joints (Ig)geqz inclus dans 0D, dont l'ordre cyclique est donné par Q/Z, et des homéo-
morphismes fz : [—00,00] — Iz, tels que pour toutes suites réelles (oun)nen €t (Bn)nen
vérifiant :

1. la suite (ay)nen est strictement positive et converge vers 0,

(

2. la suite (5,)
(Bn—

(

en converge vers 3 € Q,

= 3

3. la suite Jnen converge vers T € [—00, 0],

Qn

alors la suite (p(tn, B))nen converge vers fgz(x) € I € D.

Démonstration. Considérons le modeéle du demi-plan de Poincaré pour le plan hyper-
bolique réel H? : son bord OH? est naturellement identifié¢ & R U {oc}. Considérons le
réseau arithmétique I' = PSL(2, Z) dans le groupe des isométries préservant 1’orientation
PSL(2,R) de H?, et appelons M la surface modulaire M = I'\H?.

Considérons un voisinage de Margulis V' de la pointe de M (voir par
exemple [Bus92]). Son image réciproque par le revétement ramifi¢ H? — M est une
réunion invariante par I' d’horoboules ouvertes N, centrée en ¢ € QU {oo} C OH?, pour
tout rationnel ¢ € QU{oo}, d’adhérences deux a deux disjointes. Notons £ = M\V', qui
est un orbifold a bord. Il admet comme domaine fondamental le quadrilatére @), qui est
le domaine fondamental usuel de I" privé de ’horoboule N, (voir la figure 10). Appelons
a, b, c et d les quatre cotés de @ : a est un arc de la géodésique joignant —1 et 1, b (resp.
d) est un arc de géodésique joignant —1 (resp. 3) a 0o et ¢ est un arc d’horocycle centré
en oo.

Soient T et S les isométries du plan hyperbolique 7' : 2z +— 2z +1et S : 2z — _71 sl
est bien connu (voir par exemple [Ser77]) que le réseau I' = PSL(2,Z) est engendré par
SetT.



36 UNE COMPACTIFICATION DU DISQUE

M

1

Wl

O
/0O

-1

0
R/Z

N

N, -
NONY
1

2

| 1ol .
Aol >

FI1GURE 10 — Le domaine fondamental () de 'orbifold F.

Considérons un quadrilatére hyperbolique convexe compact (', dont les cotés o', ¥,
c et d' sont géodésiques, tel que les angles entre a’ et V' et entre d' et o’ valent %, et
tel que les angles entre 0" et ¢’ et entre ¢’ et d’ valent § : voir la figure 11. Soit 7" la
translation hyperbolique d’axe la géodésique portant ¢’ qui envoie la géodésique portée
par le coté b sur la géodésique portée par le coté d’, et soit S’ la rotation d’angle w

autour du milieu du segment a’. Soit IV C PSL(2,R) le sous-groupe engendré par S’ et
1.

I J I

FIGURE 11 — Le domaine fondamental )* de 'orbifold E’.

Considérons 'orbifold hyperbolique & bord E’, obtenu comme quotient de la surface
hyperbolique & bord I'V-@Q)’ par le groupe I'. 1l est clair qu’il existe un homéomorphisme du
quadrilatére (Q sur le quadrilatére @', qui envoie respectivement les cotés a, b, ¢ et d sur
les cotés ', U, ¢ et d’. Cet homéomorphisme passe au quotient en un isomorphisme entre
les orbifolds topologiques & bord E et E’, qui définit donc un isomorphisme des groupes
fondamentaux orbifolds § : I' = I'. Par construction de ’homéomorphisme entre E et
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E', isomorphisme 6 envoie T' sur T" et S sur S'. Il existe ainsi un homéomorphisme 7
entre les revétements orbifolds universels F et E’ de E et E' respectivement, qui est de
plus #-équivariant.

Or E = H?*\ Ugequioo} Ny et E =17+ Q = H?\ Ugequioo} N,, ott Nj est un demi-
espace ouvert de H? pour tout ¢ € Q U {oo} (voir la figure 11). Quitte a réindexer les
demi-espaces (N/)qeouso, O peut supposer que 'homéomorphisme 7 envoie pour tout

q
q € QU {oo} I'horocycle ON, sur la géodésique ON;.

Nous allons prolonger ’homéomorphisme 1 en un homéomorphisme de H? sur H?.

Fixons ¢ € QU{oo}. L’application 7 est déja définie sur I’horocycle N, prolongeons-
la de N, sur N, : soit z € Ny, et soit 2’ le point de la géodésique JN, situé sur la droite
euclidienne passant par ¢ et z (lorsque ¢ = oo, on considére la droite « verticale » passant
par f) : voir la figure 12. Ainsi 7(z’) est un point de I'horocycle ON; : considérons le
rayon géodésique v issu de 7(z’), orthogonal & ON, et inclus dans NV,. Définissons 7(z)
comme le point de « & distance dyz2(z, 2’) de n(2’).

FIGURE 12 — Le prolongement de ’homéomorphisme 7 de N, sur N;.

Nous avons donc défini un homéomorphisme 7 de H? sur H? qui, par construction,
est de plus (T, T")-équivariant : en effet T" préserve la distance hyperbolique et les droites
euclidiennes, et T” préserve la distance hyperbolique et les géodésiques.

Le quotient de H? par le sous-groupe (T') engendré par l'isométrie parabolique T
s’identifie au disque épointé D\{oc}, par lapplication z +— (Im(z), Re(z)). Les deux
composantes connexes du bord a I'infini de la surface (T)\H? s’identifient naturellement
a {oo} et R/Z. Le disque D est alors naturellement homéomorphe & (T')\ (H? U {oc}) :
nous identifierons ces deux espaces.

De méme, le quotient de H? par le sous-groupe (T”) engendré par la translation
hyperbolique 7" est homéomorphe & un anneau ouvert. Un domaine fondamental dans
H? pour I'action de T" est donné par le domaine compris entre les deux géodésiques
portant les cotés b’ et d'. Notons [} = ﬁc’lﬁ OH? le bord du demi-espace N , 1 Cest un arc
du cercle OH?. Les deux composantes connexes du bord a l'infini de la surface (T")\H?
s’identifient alors & deux cercles, qui sont les quotients de deux arcs de cercle ouverts I et
J de OH? par I’action de 7" : ce sont les deux arcs de cercle délimités par les extrémités
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de I'axe de translation de 7”. L’arc [ est I'intérieur de I'arc fermé I, et I'arc .J contient
tous les I, pour ¢ € Q (voir la figure 11).

Appelons D l'écrasement de I'image de I dans I'anneau fermé (T")\(H2 U I U J) :
I'espace D est homéomorphe & un disque fermé, dont l'intérieur s’identifie a I'image de
(T"\(H? U I). L’homéomorphisme (T, T")-équivariant n : H?> — H? passe au quotient
en un homéomorphisme p : (T)\H?> — (T")\H?. Cet homéomorphisme se prolonge
naturellement a4 D en définissant p({oo}) comme I'image de I dans I'écrasement D.

On obtient ainsi un plongement p : D — D, d’image l'intérieur de D. Pour tout ¢ € Q,

notons I, 'arc de cercle image homéomorphe de I dans D.

Il reste a vérifier que le plongement p vérifie la propriété souhaitée : soient (cv,)nen
et (Bn)nen vérifiant les trois conditions de ’énoncé de la proposition. Alors le point
2y, = Bn + iy, € H? converge vers le point & I'infini 8 € Q.

Supposons tout d’abord que x # +oo, alors la suite (1(z,))nen appartient a partir
d’un certain rang a I’horoboule Ng. Soit 2/, le point de la géodésique ONg situé sur la
droite euclidienne 6, passant par 3 et z,. Ainsi 7(z,,) est un point de I'horocycle INj :
considérons le rayon géodésique 7, issu de 7(z],), orthogonal & ON, 5 et inclus dans Nj.
Par définition, 7(z,) est le point de v, a distance dyz2(z,, 2/,) de n(z.,).

Par la troisiéme hypothése, la droite euclidienne §,, converge vers la droite d,, passant
par 3, qui fait un angle orienté cotan x avec ’axe réel : soit 2. la limite de la suite (2/,)nen,
c’est 'intersection de la droite d avec 'horocycle ONg. Alors le rayon géodésique 7,
converge vers le rayon géodésique v, passant par 7(z._ ), orthogonal & la géodésique ON, 5
et inclus dans Nj.

Par ailleurs, la distance dyz(z,, 2/,) tend vers +o0o par ’hypothése sur la suite (ay, )nen,
donc la suite (1(2,))nen converge vers Uextrémité a U'infini du rayon géodésique 7., :
notons-la fz(x) € Ig, ot I désigne le bord a I'infini de Nj.

Supposons que x = =00, alors la suite (1(z,))neny converge vers 'une des deux
extrémités du désigne le bord a Uinfini I5 de Nj.

Cette construction fournit un homéomorphisme fg : [—o0,00] = [ 3, et ce pour tout
rationnel 5 € Q. La construction étant (7', 7")-équivariante, on obtient au quotient des
homéomorphismes fz : [—00, 00] — Iz, pour tout ¢ € Q/Z.

Alors la suite (p(< T > -2,))nen converge vers < T > - fs(z) = fz(2).

Enfin, ’homéomorphisme n~! : H? — H? induit au bord une surjection continue s
de H? sur H2, qui envoie chaque arc de cercle I, sur le point ¢ € OH?. Lorsque ’on
écrase chaque arc de cercle I; en un point on obtient un cercle, et 'application s induit
un homéomorphisme de ce cercle sur le cercle 9H? : par conséquent 1'ordre cyclique est
préservé, donc les arcs de cercle (I} ),equeo sont dans ordre cyclique donné par Q U oo.
Puisque lapplication 7" préserve encore cet ordre cyclique et stabilise I/, les arcs de
cercle (I3)geq/z sont dans I'ordre cyclique donné par Q/Z. O
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7 Le recollement des sous-espaces de sous-groupes fer-
meés

7.1 L’adhérence des disques S!!! dans S(R x Z)

Pour tout n € N\{0}, définissons le lacet
gn:0D — A

) 1 ' \ )
. %(1 + e2zarctan(bf§ (Z))) S1z € [E (Ou q=13 c (@)
0 sinon.

Proposition 7.1. L’homéomorphisme 11 : D — SHT, prolongé a D par Uapplication
VT og,, est une surjection continue de D sur 'adhérence SIT de SHT dans S(R x Z).

Démonstration. Soit (di)ren = (, B1.)ken une suite de D convergeant dans D vers

fa(z) € I, o ¢ = § € Q et x € R. Montrons que la suite de sous-groupes fermés

(V1 (dg))ken converge vers ¥ o g, (fz(z)).

On vérifie que 7 o g,(fz(z)) = (L (1 4 e arctan(te))) = Z - (bz,bn). De plus, la
suite (ag)ren converge vers 0 et il existe des relevés (Bk)ren de (B)ren convergeant vers
q et tels que la suite (2=4), oy converge vers z.

a

Alors la suite (bﬁjl—;“, bn)ren d’éléments de (117 (dy) = Sif@n)kGN converge vers le

générateur (bz,bn) du groupe ¥ o g,(fz(z)). Par ailleurs, soient P une partie infinie de
N et des entiers s, t, € Z tels que la suite (%, tin)rep d’éléments de (YL (dy))rep
converge vers (y,m) € R x Z. Alors la suite ¢ est constante égale a t € Z a partir d'un
certain rang, et la suite (sy +tfx)rep converge vers 0. Puisque la suite (S )rep converge
vers ¢, la suite (sy)rep doit étre constante a partir d’'un certain rang, égale a s € Z tel
que ¢ = —3%. Ainsi il existe £ € Z tel que t = b et —s = fa. Ainsi, on en conclut que

(y,m) = L(bx, bn) € P! 0 gu(fo(x)).

Ainsi, la suite de sous-groupes fermés (217 (dg))ren converge vers ! o g, (fz(z)).

Soit (dg)ren = (i, By )ken une suite de D convergeant dans D vers un point z € D
n’appartenant & aucun des intérieurs des I, pour § € Q/Z. Montrons que la suite de
sous-groupes fermés (1217 (d},))ren converge vers ¢! o g,(2) = {0}.

On sait que la suite (ay)ren converge vers 0 et que la suite (/3,)reny n’admet aucune
valeur d’adhérence dans Q/Z : quitte a extraire, on peut supposer qu’il existe des relevés

(Br)ren de (B, )ren convergeant vers 3 € R\Q.

Soient P une partie infinie de N et des entiers si,t, € Z tels que la suite
(%,tkn)kep d’éléments de (Y1 (dy))rep converge vers (y,m) € R x Z. Alors la
suite ¢y est constante égale a ¢t € Z a partir d'un certain rang, et la suite (sy + 55 )rep
converge vers 0. Puisque la suite (8x)rep converge vers 5 # 0, la suite (sg)rep doit
étre constante a partir d'un certain rang. Puisque [ est irrationnel, la seule possibi-

lité est t = s, = 0. Ainsi, la suite de sous-groupes fermés (Y1 (dy,))ren converge vers

Yo gu(2) = {0}. =

Remarquons que la définition de g,(z) ne fait intervenir que le dénominateur b du
rationnel ¢ tel que z € I;. Ainsi le lacet g, effectue le tour du cercle A,, exactement
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0 fois si n ne divise pas m, et () si n divise m, olt ¢ désigne la fonction indicatrice
d’Euler. Par ailleurs, ces cercles sont parcourus dans 'ordre de Q/Z.

7.2 L’accumulation des disques S!// sur &'

Pour tout n € N\{0}, soit D,, une copie du disque fermé D, et notons D, C D,
le disque ouvert. Soit X la réunion des disques disjoints (En)nEN\{O} s’accumulant sur
leur rayon [0, 0] : formellement, munissons X = [0, 00] U [ |,cp (o) Dn de la topologie
la moins fine induisant sur [0,00] la topologie usuelle, induisant sur ||, oy o) D, la
topologie réunion disjointe, et telle que les deux projections

pr: X — {L,neN\{0} U{oc}} et py: X — [0, 0]
de D, — 1 de D, = an(d)
de0,00] — 0 de[0,00] — d

soient continues, ou «,, désigne I'application

a,: D, — [0, <]

d=(a,p) €D, — «
dedD, — 0.

Une base de voisinages d'un point « € [0, +00] dans X est donnée par les voisinages

pH(U)Npy (V), ot U est un voisinage de o dans [0, +00] et V est un voisinage de 0 dans

L n e N\{0} U {co}}, c’est-a-dire que ce sont des réunions d’anneaux qui s’accumulent
sur un intervalle.

De maniére plus visuelle, 'espace X est naturellement homéomorphe au sous-espace

de R?, réunion pour tout n € N\{0}U{+oco} des cones de sommet (£,0,1) sur les cercles

(réduit a un point si n = +o0) dans R? x {0} de centre (+,0,0) et de rayon —=z (voir

EEsye
la figure 13).
L’espace X est alors compact. Soit X I'ouvert ]0, co] U Unem (oy Dn de X.

Définissons ’application

Yx: X — SR xZ)
a€l0,00] = YP(a)
de D, ~ ¢H(a).

Proposition 7.2. L’application 1x est un plongement ouvert de X dans S(R x 7).

Démonstration. L’application ¢x est injective. Par ailleurs, pour tout n € N\{0},
I'application 11! est un plongement, donc 'application ¢x est un homéomorphisme de
louvert D,, sur x(D,). De plus, Papplication ¢y est un homéomorphisme de |0, 0]

sur ¥y (]0, o0]).

Montrons que I'application x est continue sur |0, 00] : soit (dy)ren = (o, Br)ren
une suite de UneN\{o} D,, convergeant vers « € |0, 00]. Alors dy, € D, , ot la suite (ng)ren
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tend vers 400, et la suite (ay)ren converge vers av. Il est alors clair que la suite de sous-
groupes fermés (V51! (dy))ken = (Z- (5-,0) +Z- (5—:, nk))ken converge vers le sous-groupe
fermé Z - (£,0) = ¢! («).

Montrons que I’application 15" est continue sur 1y (]0, o0]) : soit (Hy = ¥x (dy))ren
une suite de ¥x (U,en (o) D,,) convergeant vers ¢y (a) = 27 € ¢x(]0,00]). Alors dj €
D,,, ot n, € N\{0}. La projection 7(Hj) = nzZ du sous-groupe fermé 1x(dy) sur
Z converge vers {0}, donc la suite (ng)reny tend vers +oo. Par ailleurs, par continuité
de l'application ¢* : S(R x Z) — S(R) (voir la proposition 1.5), I'intersection a—lkZ =
H, N (R x {0}) = i*(Hy) converge vers =7, donc la suite (ay)ren converge vers a. La
suite (dj)pen converge donc vers a € |0, o] dans X.

On a donc montré que 'application ¥ x réalisait un homéomorphisme sur son image
S(R x Z)\S!L. Puisque le sous-espace S/ est fermé, 'image de ¢x est ouverte. O

7.3 Le recollement final

La frontiére de X dans X est 0X = {0} U UneN\ (0} dD,,, qui est une suite de cercles
disjoints s’accumulant sur un point. Considérons la surjection continue

g:0X — A
0 — 0
de oD, ~ gn(d).

Ceci permet de définir le recollement X U, A, ainsi que l'application ¢ : X Uy A —
S(R x Z) par ¥|x = x et |4 = ¢'! : voir la figure 13.
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YA

Ay

>

FIGURE 13 — Le recollement X Ug A, homéomorphe a l'espace des sous-groupes fermés
de R x Z.

Théoréme 7.3. L’application b est un homéomorphisme du recollement X U, A sur
Uespace S(R x Z).

Démonstration. D’apreés les propositions 7.2 et 5.3, I'application ¢ est une bijection,
continue sur 'ouvert X et en restriction a A.

Si z € A\{0}, alors il n’y a quun nombre fini d’entiers n € N\{0} tels que
z € gn(0D), donc 'application v est continue en z. Si (7;)ren est une suite dans X
convergeant vers 0 dans X U, A, alors la projection de v (z;) sur {0} x Z converge
vers {0}, et le générateur a—lk de ¥(x) N (R x {0}) tend vers l'infini, donc la suite de
sous-groupes fermés (¢ (zy))ren converge vers {0} = ¢(0).

Ainsi la bijection v est continue de l'espace X U, A sur I'espace séparé¢ S(R x Z). Or
les espaces X et A sont compacts donc normaux, donc d’aprés la proposition [Dug66,
Proposition 3.4, p. 145] le recollement YUQ A est normal, donc en particulier séparé. De
plus cet espace est image continue du compact X U.A, donc est compact. En conclusion,
I’application 1) est un homéomorphisme. O
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8 Le groupe fondamental de ’espace S(R x Z)

Pour la description du groupe fondamental des anneaux hawaiens, on se référera
a [CCO00] et [DS92|. Je tiens a remercier Yves de Cornulier pour m’avoir indiqué ces
articles et expliqué comment on pouvait décrire le groupe fondamental de I'espace S(R x

Z).

Choisissons 0 € A pour point base du groupe fondamental 7(.A). Pour tout n €
N\{0}, notons a,, € m(A) la classe du lacet qui effectue une fois le tour du cercle A,
dans le sens direct. Nous allons décrire les éléments de 71(A) par des mots infinis sur

I'alphabet {a,,n € N\{0}}.

Pour tout n € N\{0}, soit F}, le groupe libre sur 'alphabet fini {a4,...,a,}. Consi-
dérons, pour tous 1 < n < m, le morphisme p,, ,,, : F,, — F, trivial sur apq1,...,apn
et valant l'identité sur F;, : ceci forme un systéme projectif. Soit I' le sous-groupe de
liin F,, constitué des mots infinis sur alphabet {a,,n € N\{0}}, tels que chaque lettre

apparait un nombre fini de fois.

Pour tout n € N\{0}, soit A, = J'_, A, le bouquet des n premiers cercles de A.
La rétraction A — A, qui envoie tous les cercles A, sur {0}, pour m > n, définit un

morphisme de 7 (A) sur F),. Ceci permet de définir un morphisme 7 : m;(A) — lim F,,,
—

qui est un isomorphisme de 7 (A) sur I' (voir par exemple [DS92]).

On peut ainsi montrer de nombreuses propriétés sur le groupe fondamental des an-
neaux hawalens : il est non dénombrable, tout sous-groupe de type fini est libre, mais il
n’est pas libre (voir par exemple [CC00, Theorem 2.5, p. 234|).

Notons pour simplifier S = S(R x Z). Le plongement ¥/ : A — S nous permet
d’identifier A a son image dans S. Pour tout entier m € N\{0}, 'image par I’application
n de la classe d’homotopie du lacet g, est le mot infini 1([gm]) = b = (bmn)nemjoy € T,
ou 'on a noté

n
b = [ [ arzme s,
=1

ou le produit est effectué dans 'ordre de i = 1 a n.

Théoréme 8.1. Le morphisme naturel £ : m(A) — m1(S) est surjectif et a pour noyau
le sous-groupe distingué N engendré par les ([gm])men (0} -

Démonstration. La surjectivité du morphisme & est une conséquence immeédiate du
fait que tout lacet dans S est homotope a un lacet dans A.

De plus, chaque lacet g, est homotope au lacet trivial dans S, donc le sous-groupe
N est inclus dans le noyau du morphisme €.

Considérons un lacet f : S' — A basé en 0, homotope au lacet trivial dans S.
Montrons que la classe [f] de f dans m;(.A) appartient & N. Puisque f est homotope au
lacet trivial, on peut prolonger f en une application continue F': D — S, ott D désigne
le disque fermé de rayon 1.
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Notons C' = {c,,n € N\{0}} I'ensemble des centres des disques D,. A homotopie
prés, on peut supposer que les points de F'~*(C) sont isolés dans D. Par compacité de
D, on sait alors que F'~}(C) est fini. Quitte & multiplier [f] & droite par un nombre
fini de conjugués de g,,, on peut supposer que F~1(C) = (. Or S\C se rétracte par
déformation sur A, donc le lacet f est homotope au lacet trivial dans A.

On a donc montré que le noyau du morphisme £ est exactement N. O

On a obtenu une description combinatoire du groupe fondamental de 1'espace des
sous-groupes fermés de R x Z : il est isomorphe au quotient du groupe I' par le sous-
groupe distingué M engendré par les (by,)mem {0}-

Théoréme 8.2. Le groupe m1(S) contient un sous-groupe isomorphe & w1 (A). En par-
ticulier, le groupe m1(S) n'est pas dénombrable et n'est pas libre.

Démonstration. Cela revient & montrer que le quotient I'/M contient un sous-groupe
isomorphe a I'. Considérons le morphisme ¢ : I' — I' défini par a, — a,, pour tout
n € N\{0}, ou p, désigne le n°* nombre premier impair.

Le morphisme ( est injectif, montrons de plus que ((I') N M = {e} : soit z =
(n)nem oy € ¢(I') N M. Fixons un nombre premier impair p.

Le mot z appartient & M, donc pour tout entier m € N\{0}, on peut considérer
Ym € Z le nombre de conjugués des éléments bE! qui apparaissent dans Pécriture de x
(en comptant —1 si c’est b,)! qui apparait). Pour tout entier & € N\{0}, considérons le
nombre d’occurences de la lettre aécklp. Puisque 2¥p n’est pas premier, ce nombre doit
étre égal & 0. Par ailleurs pour tout & € [[0, ]}, dans chaque mot byw,, la lettre asx,
apparait avec multiplicité p(25*), ot ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. On en
déduit, pour tout & € N\{0}, I’équation

k
Z ka/pgp(Qkik/) = 0.
k'=0

Ce qui donne I'équation (Ej) :

k—1
> Y, 25T g, = 0.
k'=0

On sait qu'’il existe ko tel que pour k > ky nous avons yor, = 0. Cela se rameéne donc
a un systéme de ko équations linéaires (Ej)i<p<k, en les ko inconnues (yar,)o<k<io—1,
inversible car triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Ainsi on en déduit que y, = 0, ce
qui implique que la lettre a, apparait avec multiplicité 0 dans I'écriture de .

Ceci est vrai pour tout nombre premier impair n, or z € ((I') donc le mot = ne
s’écrit qu’avec des lettres a, telles que n soit un nombre premier impair. On en déduit
que, pour tout entier n € N\{0}, nous avons z,, = e. Ainsi = = e.

Le morphisme injectif ¢ vérifie ((I') N M = {e}, donc il passe au quotient en un
morphisme injectif de I" dans I'/M. O
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Annexe : Une autre présentation de la compactification
du disque

Nous allons définir ici de maniére plus directe une compactification du disque vérifiant
les propriétés de la proposition 6.1.

Considérons D'écrasement Y = ([O, oo] x R x [, g}Q> / <{oo} xR x [, g}(@>,
muni de la topologie quotient de la topologie produit sur [0, 00] x R X [_7”, g]Q Consi-
dérons le sous-espace Y de Y des éléments (o, 53, (6,)4ecq) tels que, si a # oo, pour tout

q € Q, la droite affine du plan euclidien orienté R? passant par le point (0, ¢) et d’angle
6, passe également par le point (a, 8) (voir la figure 14).

+00
q [ D
.8y
5 4 .
0 - 00
(07
— 0

FIGURE 14 — L’espace Y.

Considérons l'action continue de Z sur Y par translation sur R et sur Q :

Vm € Z,V(a, Bv (Hq)qu) ey y M- (av 67 (eq)qu) = (av 6 +m, (QT—M)TEQ)'

Appelons D le quotient de l'espace Y par Z, muni de la topologie quotient. Remarquons
que le sous-espace D de D, quotient du sous-espace {a >0} de Y par Z, est un ouvert
dense de D homéomorphe au disque ouvert.

Pour tout ¢ € Q, appelons I7 I'image du sous-espace de Y inclus dans {0} x (¢+Z) x
(=X, 7] © par Z. Le sous-espace I de D est constitué des classes d’éléments («, 3, (6,)4c0)
de Y modulo Z telles que a = 0, § = ¢ mod Z, et pour tout ¢’ € Q différent de ¢ modulo
Z, 0y = £%5. Considérons I'homéomorphisme f,~ L [~00,00] qui & 2 € [~00, 00] associe
I'image de I'élément (0, ¢, (0;)ycq) tel que

T 7r
Vg > q,0, = —5 Vg < q,0, = +§ et 0, = tanx.

Le bord 9D est homéomorphe au cercle R/Z, éclaté « a la Denjoy » (voir par
exemple [KH97, § 2, p. 403]) en remplagant chaque point rationnel de R/Z par un
segment. On peut montrer, avec des arguments analogues a ceux de la partie 6, que
I'espace D est homéomorphe & un disque fermé, et il vérifie alors les conditions de la
proposition 6.1.
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48 INTRODUCTION

Le contenu de ce chapitre provient de l'article [Hael0al.

9 Introduction

Soit X un espace symétrique de type non compact, et soit G son groupe d’isométries.
Considérons le plongement

X = SG)
r = Gy={9eCG:g x=ua}

qui & un point de X associe son stabilisateur dans l'espace S(G) des sous-groupes fermés
de G, qui permet d’identifier X avec le sous-espace de S(G) des sous-groupes compacts

maximaux de G. L’adhérence X de I'image de ce plongement est appelée la compacti-

fication de Chabauty de X. Les groupes apparaissant dans la frontiére de X dans x°
sont appelés les groupes limites.

Les espaces symétriques sont des objets trés riches (voir par exemple [Hel78]), et
leurs compactifications ont été trés étudiées (voir par exemple les travaux de Mos-
tow [Mos73], Satake [Sat60], Borel et Ji [BJ07]...). Elles sont nombreuses, en fonction
des besoins nécessaires : compactifications géodésique, de Satake, de Furstenberg, po-
lyédrale, de Martin, de Karpelevic, etc. (voir par exemple [GJT98]). La géométrie des
espaces symétriques étant intimement liée a la structure de leurs groupes d’isométries,
il est naturel, comme dans [GJT98|, d’étudier leurs compactifications de Chabauty.

Nous renvoyons par exemple a [Hel78| et a la partie 3 pour des rappels, en particulier
sur la terminologie qui suit. Soit K un sous-groupe compact maximal de GG, une décom-
position d’Iwasawa G = KAN de G et X = G/K, muni d’une métrique riemannienne
G-invariante, I'espace symétrique de type non compact associé. L’algébre de Lie a de A
est une sous-algebre de Lie abélienne maximale de ’algébre de Lie g de G. Elle définit
un systéme de racines X, qui est ’ensemble des formes linéaires non nulles o sur a dont
I'espace de poids g, = {Y € g: VH € a,ad H(Y) = a(H)Y} est non nul. Choisissons
une base A du systéme de racines défini par a, et notons a* la chambre de Weyl fermée
associée. Notons de plus M = Z(a) le centralisateur de a dans K.

Pour toute partie propre I de A, notons a; = [),; Kera et a’ lorthogonal de a;
dans a pour la forme de Killing de G. Notons Al le sous-groupe de Lie connexe de G
d’algebre de Lie al, et AL+ = A Nexpat.

Définissons alors le sous-groupe de Lie G! = D(Z(az))y, composante neutre du
groupe dérivé du centralisateur de a; dans G, et K! = G’ N K. Soit ¥ I'ensemble
des racines positives qui ne sont pas combinaison linéaire des racines de I, et soit n; la
sous-algebre de Lie somme directe des espaces de poids de 3. Notons N; le sous-groupe
de Lie connexe de G d’algébre de Lie ny. Pour tous a € A et k € K, notons

D!, =kaK'"MNpa 'k

Le but principal de ce chapitre est de donner une nouvelle preuve, plus courte et plus
directe, du théoréme de [GJT98| donnant une description explicite des groupes limites
de la compactification de Chabauty de X.
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Théoréme 9.1. Soit D € YS\X un groupe limite. Alors il existe une partie propre I
de A, a € AL+ et k€ K tels que D = D} ;.

De plus, cette écriture est unique au sens suivant : pour Iy, Iy deux parties propres
de A, ay € Alvt | ay € A2t et ky, ky € K, nous avons Déll b = Dg k, St et seulement
St

L=L=1Ia=a=aqacethky 'k € (K'naK'a™")M.
(Voir les théorémes 10.12 et 10.13.) O

Par exemple, considérons le groupe G = SL(2,R)", dont 'espace symétrique associé

. . . S ...
est le n-polydisque Hy. Pour n = 1, la compactification de Chabauty Hy ~ coincide avec la
compactification géométrique Hy” du disque obtenue en ajoutant un cercle a linfini. Pour
n > 2, on voit que la compactification de Chabauty est le produit des n compactifications

de Chabauty, c¢’est-a-dire le produit de n disques fermés : ]HTQS = (]HTQS> . En effet, les

groupes limites de G sont les produits de n groupes limites de SL(2,R). En revanche,
la compactification géométrique du n-polydisque est obtenue en ajoutant une (2n — 1)-
spheére a l'infini.

Nous retrouvons ensuite les résultats (voir [Moo79] et [GuiO1|) de classification des
sous-groupes distaux maximaux et moyennables maximaux isotropiquement connexes de
G. Nous rappelons qu’un sous-groupe fermé H de G est dit distal si les valeurs propres
de son action adjointe sur g sont toutes de module 1; en particulier, tout sous-groupe
compact est distal. On dit qu'un sous-groupe fermé H de G est isotropiquement connexe
s'il existe un tore A" de G déployé sur R, inclus dans H', tel que H = HyZy(A’), ou
Zp(A’) designe le centralisateur de A" dans H.

Théoréme 9.2. La compactification de Chabauty X° est Uensemble des sous-groupes
distauzr mazimauxr de G. Les sous-groupes moyennables maximauz isotropiquement

connexes de G sont les normalisateurs de ces sous-groupes. (Voir les théoréemes 10.20 et
10.17.)

La premiére partie de ce chapitre définit la compactification de Chabauty des es-
paces symétriques, donne la preuve du théoréme 9.1 et établit la caractérisation des
groupes limites comme sous-groupes distaux maximaux. Tandis que la preuve originelle
de [GJTI8] est fondée sur 'étude de mesures et 1'utilisation des frontiéres de Fursten-
berg, la preuve présentée ici n'utilise que des arguments élémentaires de groupes de
Lie. Celle-ci semble adaptée a 1’étude de la compactification de Chabauty, qui présente
I’avantage par rapport aux autres compactifications d’avoir une définition élémentaire.
La deuxiéme partie de ce chapitre décrit I’homéomorphisme entre les compactifications
de Chabauty et polyédrale. L’existence de cet homéomorphisme est bien connue, mais
cette correspondance ne semblait pas exister dans la littérature. Par ailleurs, la conti-
nuité de l'action de G sur la compactification polyédrale est montrée directement, alors
que dans [GJT98| elle est montrée via la compactification de Martin.

Je tiens a remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour sa disponibilité et ses
nombreux conseils, ainsi que le rapporteur de I'article [HaelOa| pour ses suggestions.
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10 La compactification de Chabauty

10.1 La définition de la compactification

Soit X un espace symétrique de type non compact, et soit G un groupe de Lie
connexe muni d’une action continue isométrique sur X. On suppose que G se surjecte
sur la composante neutre Isomy(X) du groupe des isométries de X, avec noyau fini.
Alors le groupe de Lie G est semi-simple, de centre fini et sans facteur compact. Nous
verrons en fin de paragraphe que la construction qui suit est indépendante du choix d’un
tel groupe G, ce qui permet de travailler avec des groupes de Lie ayant un centre fini
non trivial, comme par exemple SL(n,R) pour n > 2 pair.

Nous allons définir une compactification de X en plongeant X dans 'espace S(G)
des sous-groupes fermés de G, via I'application ¢ qui a un point x de I'espace symé-
trique associe son stabilisateur G, dans G (lequel est fermé car 'action de G sur X est
continue) :

p: X — S(G)
r — G,={9g€G: g -x=ux}.

Remarquons que I'image de ¢ est exactement 1’ensemble des sous-groupes compacts
maximaux de G, d’aprés le fait que tout sous-groupe compact de G fixe un point de
I'espace métrique CAT(0) X (voir par exemple [BH99, Proposition 2.7, p. 179]).

Proposition 10.1. L’application ¢ est un plongement.

Démonstration. L’espace X s’identifie a ’espace homogéne G /K, par le choix d'un
point base de X, ou K est un sous-groupe compact maximal de GG. Le groupe K est égal
a son propre normalisateur dans G, et il est connexe, donc d’apreés la proposition 1.17,
I’application ¢ = ¢¢ k est un plongement.

Nous donnons également ici la preuve de [GJT98, Proposition 9.3, p. 133], qui a été
reprise dans 'article [HaelOa].

Choisissons un point base zy de l'espace symétrique X, et notons K = ¢(zg) = Gy,
le stabilisateur de xy dans G : c’est un sous-groupe compact maximal. Choisissons une
décomposition de Cartan g = € @ p, o £ est 'algebre de Lie de K, une sous-algébre de
Lie abélienne maximale diagonalisable a C p ainsi qu'une chambre de Weyl positive a*.

Montrons que ¢ est injective : soit ¢ € G tel que gKg~! = K. Ecrivons ¢ = kjaks

dans la décomposition de Cartan KA+ K, alors aKa~' = K, donc si k € K nous avons
kak™' = k(aka™')a € Ka. Or kak™ € P et a € P, donc par unicité de la décomposition
polaire G = K P, nous avons kak~' = a, et ce pour tout k € K. Montrons que a = e.

L’exponentielle réalise un homéomorphisme de a sur A : soit donc H € a tel que
exp H = a. Pour tout k¥ € K nous avons aka™' = k, donc pour tout U € & nous
avons Ada(U) = e 7 = U. Or pour toute racine a € ¥ il existe U, € g, non nul,
posons alors U = U, + 0(U,). Puisque (U) = U, on en déduit que U € ¢. Par ailleurs
1 = e, + e~HQ(U,). On ne peut donc avoir e* U = U que si a(H) = 0,
et ce pour tout o € ¥ : ainsi H = 0. Finalement a = e donc g € K.
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Ceci montre que ¢ est injective : supposons ¢(x) = ¢(z’). L’action de G sur X est
transitive, soient donc g, ¢’ € G tels que x = g-xg et 2’ = ¢’ - xg. Alors ¢(z) = gKg~ ! =
dKg™' = ¢(2'), donc (¢'"1g)K(g"tg)~! = K, ainsi d’aprés ce qui précede ¢'tg € K,
ce qui implique x = z’.

Montrons que ¢ est continue. Comme toute variété topologique, le groupe de Lie G
est métrisable : on peut utiliser le critére séquentiel (voir la proposition 1.3) pour montrer
la continuité de ¢. Soit g-zg € X, et soit (g, Tg)nen une suite de X convergeant vers g-zy.
D’aprés la décomposition d’Iwasawa, on peut supposer que g et les g, appartiennent a
AN. Puisque (g, - To)nen converge vers g - xo, il existe une suite (k,)neny dans K telle
que (gnkn)nen converge vers g. D’aprés la continuité de la décomposition d’Iwasawa,
on déduit que (ky)nen converge vers e et que (g,)nen converge vers g. Ainsi la suite
(g nen converge vers g1, On conclut que (¢(gn - o) )nen = (9K g, ' )nen converge vers
gKg' = ¢(g-x0) : ¢ est continue.

Montrons que lapplication ¢ est propre : soit (¢, K g, ')nen une suite de S(G) conver-
geant vers g/ g~!, montrons que la suite (gn - To)nen de X converge a extraction preés.

Remarquons que, si d est une distance G-invariante sur X, alors pour h € G et
ke K

d(hkﬁh_l - X, h - IL‘Q) = d(kﬁh_l - X, IL‘Q) = d(h_l - X, l‘o) = d(h - X, l‘o).

Ainsi 'orbite hKh™! -z de 2 sous hKh™! est incluse dans la sphére de centre h- g, de
rayon d(h - g, xg). Donc le diameétre de hKh™! - xq est inférieur ou égal a 2d(h - x¢, x).
Soit g € G la symétrie géodésique par rapport au point h - xg, alors ¢ € hKh™!. Or la
distance de xy & g - zg est égale a 2d(h - xg, zp), et ces deux points sont dans l'orbite
hKh=! - xy. Par conséquent, pour tout h € G, le diamétre de I'orbite hKh™! - 29 de zg
sous hIKh™! est égal & 2d(h - xg, z0).

Puisque la suite (g,K g, )nen converge vers gKg~! dans S(G) et que I'évaluation
en o est continue, la suite (g,K g, ! - 2¢)nen converge vers gKg~' - 2y dans I'espace
F(M) des fermés de X, muni de la topologie de Chabauty. Cette suite appartient a
partir d'un certain rang a l'ouvert Op, ou F' est le compact de X défini par F' =
B(h-x0,3d(h- 19, 20))\B(h - x0,2d(h - 79, 70)). De plus, le complémentaire de F dans X
a deux composantes connexes, M\ B(h -z, 3d(h - 29, 0)) et B(h- g, 2d(h -z, 10)). Or &
partir d'un certain rang, I’ensemble g, Kg, ! - x¢ intersecte B(h - xq,2d(h -z, xy)), donc
par connexité de g,Kg, !z (car K est connexe), l'orbite g,Kg, ! - ¢ est incluse dans
B(h - zg,2d(h - xg, 1)) & partir d’un certain rang. Ainsi le diamétre de g, Kg, ' - g, qui
est égal & 2d(gy, - zo, xo), est borné. Donc la suite (g, K )nen est bornée : elle converge, a
extraction pres.

L’application ¢, continue, injective et propre, est donc un homéomorphisme sur son
image. 0

Notons X° I'adhérence de ¢(X) dans S(G) : lespace X° est compact. Le couple

(78, ¢) est appelé la compactification de Chabauty de 'espace symétrique X . Le groupe
G agit sur S(G) par conjugaison, et 'application ¢ est G-équivariante:sig € Get x € X,
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1

le stabilisateur de ¢ - z dans X est G,, = gG,97" = ¢ - G,. Ainsi, la compactification

de Chabauty X7 est une G-compactification de X.

Notons G® = Isomg(X) la composante neutre du groupe des isométries de X. Nous
allons montrer que la compactification de Chabauty de X dans S(G) ne dépend pas, a
isomorphisme prés, du choix du groupe de Lie connexe G agissant continiiment isomé-
triquement sur X, et se surjectant avec noyau fini sur G°.

Notons 7 : G — G° la projection définie par l'action de G sur X. Par hypothése,
7 est un morphisme de groupes de Lie surjectif de noyau fini. En particulier, 7= est un
difféeomorphisme local. Soit K un sous-groupe compact maximal de G°, et K le sous-
groupe compact maximal K = 7~ 1(K?) de G. Choisissons une métrique riemannienne
G-invariante & gauche, K°invariante a droite sur G°. Alors la métrique riemannienne
tirée en arriére sur GG par 7w est G-invariante a gauche et K-invariante a droite.

Notons ¢ : X — S(G) (resp. ¢° : X — S(G?)) 'application qui & un point z € X
associe son stabilisateur dans G' (resp. dans G°) : ce sont deux plongements de 'espace

) =S S, . . .
symétrique X. Notons X (resp. X 0) la compactification associée.

D’apreés la proposition 1.5, la projection 7 : G — G° induit un plongement S*() :
S(G% — S(G).

Proposition 10.2. L’application S*(r) : S(G°) — S(G) est un homéomorphisme de
X% sur X° qui entrelace m, i.e. pour tous g € G et x € X nous avons S* (m)(7(g) -

7) = g- 8" (m)(x).

Démonstration. On constate que ¢ = S*(7) 0 ¢", donc ceci montre que S*(7) (78’0) =

X°. Or I'application §*(7) est un plongement, donc c¢’est un homéomorphisme de x>0

sur X
De plus, pour tous g € G et z € X% ¢ S(G°) nous avons S*(7)(w(g) - z) =
i (n(g)-x) =g -7 (z) = g S (m)(x). a

Ceci montre par exemple que, pour étudier la compactification de Chabauty de
I'espace symétrique associé a SL(n,R), on peut travailler dans 'espace S(SL(n,R)),
plus maniable que S(PSL(n,R)).

10.2 La distalité

Si X est un espace métrique et G' est un groupe d’homéomorphismes de X, on dit
que 'action de G sur X est distale si pour tous z,y € X distincts il existe € > 0 tel que
pour tout g € G nous ayons d(g - z,g-y) = €. Si g est un homéomorphisme de X, on
dit que son action sur X est distale si 'action du groupe {¢" : n € Z} engendré par g
est distale.

Si V' est un espace vectoriel réel de dimension finie, on dit qu’un élément h € GL(V)
est distal si son action linéaire sur V est distale, ce qui équivaut a demander que le
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spectre de h soit inclus dans le cercle unité S'. D’apres le théoréme 1 de [CG74], 'action
linéaire d'un groupe H sur V est distale si et seulement si tout élément de H est distal.

Un sous-groupe H d’un groupe de Lie G est appelé un sous-groupe distal de G si
son action adjointe sur l'algébre de Lie de G est distale, ce qui équivaut a demander que

pour tout h € H le spectre de Ad h agissant sur I'algebre de Lie de G soit inclus dans
St.

Cette notion, introduite par Furstenberg, provient des systémes dynamiques (voir par
exemple [GJT98, Proposition 9.5, p. 135]). L’intérét d’introduire ici la distalité réside
dans la proposition suivante.

Proposition 10.3. Soit G un sous-groupe de GL(V'), ou V' est un espace vectoriel réel
de dimension finie. Le sous-espace Syisir(G) de S(G), constitué des sous-groupes fermés
de G dont l'action sur V est distale, est fermé.

Démonstration. Soit H un sous-groupe fermé de G' adhérent a Syista1(G), et soit h € H.
Soit (hy)nen une suite d’éléments de G ayant une action distale sur V', convergeant vers
h. On peut voir le spectre comme application de GL(V') a valeurs dans ’ensemble des
n-uplets de nombres complexes, & permutation prés. On munit cet espace, naturellement
identifié¢ a C"/&,,, de la topologie quotient de C™ par l'action du groupe symétrique &,
par permutation. Alors le spectre est continu. Puisque le cercle unité S! est fermé, le
spectre de h est lui aussi inclus dans S*. Ainsi, H est un sous-groupe de GG ayant une
action distale sur V. 0

Proposition 10.4. Tout sous-groupe de Lie compact d’un groupe de Lie est distal.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de Lie compact d'un groupe de Lie G. Soit
g € H, alors la suite (¢"),en admet une valeur d’adhérence h; et si A est une valeur
propre de Ad g, alors \" converge a extraction prés vers une valeur propre de Ad h. Or
Ad h est inversible, ce qui implique que |[A\| = 1. Donc, pour tout g € H, le spectre de
Ad g est inclus dans le cercle unité S! : ainsi, H est un sous-groupe distal de G. O

Proposition 10.5. La compactification de Chabauty X° ¢ S(G) de X est constituée
de sous-groupes distauzr de G.

. P . . , =S
Démonstration. Par définition de la compactification de Chabauty, I'espace X est
I’adhérence des sous-groupes compacts maximaux de G, donc d’aprés les proposi-

tions 10.3 et 10.4, I'espace X est constitué de sous-groupes distaux de G. O

Concernant I’étude des actions distales de groupes, on pourra se référer a [Abe78|,

[Abe81]| et [CGT4].

10.3 Décompositions a ’aide d’une partie de la base

Afin de déterminer les groupes limites, nous avons besoin d’introduire des notations.
Reprenons celles de la partie 3, en particulier nous avons fixé une sous-algébre de Cartan
a de g, le systéme de racines associé ¥ C a* ainsi qu'une base A du systéme de racines.
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Choisissons une partie I de la base A du systéme de racines Y. Définissons alors
le sous-espace vectoriel a; = {H € a : V3 € [,8(H) = 0} = (N5, Ker 3 de a, et
a’ T'orthogonal de a; dans a pour la forme de Killing, qui est définie positive sur a.
Remarquons que dim a’ = Card .

Exemple. Pour G = SL(n,R), en prenant [ = {41, 41}, oul <i<j<n—1,
nous avons

aq 0 0
ar = 0o . 0 Ea:ai:aiﬂetaj:ajﬂ
0 0 ay,
Sii+ 1<y, alors
aq 0 0
I_ . = TGy, G = Q4
@ = 0 "~ 0 )€ vk it 1,5, +1) an=0
0 0 a,
Sii+1=j, alors
ay 0 0
al = 0 . 0 |€aiaitat+as=0etVkd {i,i+1,i+2},a;=0
0O 0 a,

Ce choix d’une partie [ définit également une partition de ’ensemble des racines
¥ : soit X! I'ensemble des racines qui sont combinaison linéaire (a coefficients entiers)
d’éléments de I. Nous avons également

Y={a€eX:VH € as,a(H)=0}.

Définissons de plus ¥; = 3\X! le complémentaire de ¥/, ainsi que X1T = 2T N EF et
SH=¥, N5t

Ceci définit également une décomposition de n en somme directe n = n! @ n;, on
nl = Baexl+0a €t Ny = @aezjgw De plus, n! et n; sont des sous-algébres de Lie de n, et

[n? n;] C n;. Notons A7, Ay, NT et Ny les uniques sous-groupes de Lie immergés de G
connexes d’algébres de Lie respectives al, a7, nf et n;. Ils sont en fait fermés. Le groupe
A est égal au produit A = A! x A;, et le groupe N est égal au produit semi-direct
N = N; x N!. Le groupe A normalise N; et N’, et les groupes N! et A; commutent.
L’application exponentielle de chacun des groupes A, A!, A;, N, N’ et N; est surjective
(voir par exemple [Hae08| pour des détails).

Exemple. Pour G = SL(n,R), en prenant comme ci-dessus I = {11, 41}, ol
1<i<i<n—1:

T, 0 0
n! = 0 Tj-; 0 €a
0 0 T
0 * =
et ny = 0 0 =% ca
0 00

ou les blocs sont de dimensions respectives i, j — i et n — j, et ou T; € gl(i,R) désigne
une matrice triangulaire supérieure stricte quelconque.
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On définit de maniére analogue Y0~ Y7 NI

propriétés semblables.

et N;, et nous avons alors des

Posons G! = D(Zg(az))o la composante neutre du groupe dérivé du centralisateur
dans G de ay, ce groupe a pour algébre de Lie g/ = 0(3(a;)) l'algebre de Lie dérivée
du centralisateur de a;. Notons également K = G! N K, qui a pour algébre de Lie
t=gine

D’aprés [GJT98, § 2.13, p. 18], le groupe de Lie G! est connexe, semi-simple, de
centre fini et sans facteur compact, et K! en est un sous-groupe compact maximal. On
peut choisir pour sous-algébre de Cartan de g’ 1'algébre de Lie af, dont le systéme de
racines associé est X!|;r et dont on peut choisir pour base I|,. La décomposition en

espaces de racines de g’ est
o =gi® P g

aex!

De plus, la décomposition d’Iwasawa associée est GI = KT ATNT.

10.4 Détermination des groupes limites

Fixons I une partie propre de la base A du systéme de racines 3. L’ensemble a} =
ar Nat est muni d’un structure de cone simplicial fermé :

Ez(ﬂKera)ﬂ ﬂ{HEa:a(H)}O}

ael a€A\I

Les facettes du cone a; sont constituées des

<ﬂKera>ﬁ ﬂ {He€a:a(H)>0}],

acJ aEA\J
ou J est une partie de A contenant strictement 1.

Notons a; lintérieur de a;} dans I'espace vectoriel a; : c¢’est le cone simplicial ouvert

a}r:<ﬂKera>ﬂ ﬂ {Hea:alH)>0}

aecl acA\I

On dit qu'une suite (H,)neny d’éléments de af tend vers +o0o dans aj si, pour toute

racine @ € A\I, nous avons a(H,) — +o00, c’est-a-dire que la suite (H,,)nen s'¢loigne
n—-+0o0o

de chacun des murs du cone a; . L’exponentielle réalisant un diffeomorphisme de a; sur
A;r = A;N AT on dit qu'une suite (a,),eny d’éléments de A}r tend vers +oo dans A}r si
la suite (logay,)nen tend vers +oo dans af .

Notons de plus Df = KM N;.
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Exemple. Pour G = SL(n,R), K = SO(n,R) et I = {41,011}, o1 <i < j <

Ui % *
D! = 0 Ui = €G:U,€0kR)
0 0 U,

Proposition 10.6. Le sous-groupe M normalise K!, donc K'M est un sous-groupe de
Lie de G. Le sous-groupe KM normalise N;, donc D! = K'MN; est un sous-groupe
de Lie de G, d’algébre de Lie notée o = (¢! +m) @ n;.

Démonstration. Montrons que le sous-groupe M normalise 1'algébre de Lie 34(ay) :
solent m € M, X € 34(a;) et H € a;. Puisque M centralise a, nous avons

ad(Adm(X))H = [Adm(X), H] = Adm([X, Adm ™ (H)]) = Adm([X, H]) = 0.

Ainsi Adm(X) € j34(a;) donc M normalise 34(ar). On en déduit que M normalise
également son algébre dérivée D(34(ar)) = g’, puis que M normalise le sous-groupe de
Lie connexe G! d’algébre de Lie gf. Or M est un sous-groupe de K, donc M normalise
GI'N K = K. Ainsi, KM est un sous-groupe compact de G.

Montrons que le groupe M normalise I'algébre de Lie n; : soient m € M, a € X,
Y € g, et H € a. Alors

ad(Adm(Y))H = Adm([Y, Adm~"(H)]) = Adm(]Y, H]) = a(H) Adm(Y).

Donc le groupe M normalise tous les espaces de racines g,, donc en particulier M
normalise ’algeébre de Lie n;.

Montrons que le groupe K! normalise 'algébre de Lie n; : soit Y € €/, écrivons la
décomposition de Y en espaces de racines Y = Yy + X exrYa, o Yy € go et Y, € g4
pour toute racine a € ¥!. Soit Z € n;, écrivons sa décomposition en espaces de racines
7 = ZﬁeZ?Zﬁ, ol Zs € gp pour toute racine 3 € X7. Soient « € X et f € XF. Sia+
est une racine, celle-ci doit appartenir a X}, car dans I'écriture de o + 3 sur la base
A, 'une des coordonnées des racines de A\I est strictement positive. Donc [Y, Z] € n;.
Ainsi lalgébre de Lie ' normalise n;, puis le groupe connexe K’ normalise n;.

En conclusion, le groupe KM normalise I'algébre de Lie n; et également le groupe
de Lie Nj. Par conséquent DI = KTM N; est un sous-groupe de Lie de G (le groupe D!
est fermé car K'M est compact et N; est fermé). O

Nous allons maintenant étudier les groupes limites, c’est-a-dire les éléments de
=S
X \o(X).

Proposition 10.7. Soit (a,)nen une suite de A}L tendant vers +oo dans A;’. Alors la
suite de sous-groupes fermés (a,Ka')nen converge vers DT dans S(G).

Exemple. Pour G = SL(3,R), K = SO(3,R) et I = {a2}, soit

A 0 0
Ay = O >\n 0 € A}’—,
0 0 é



10.4 - Détermination des groupes limites 57

ou A, — +oo. Alors on peut vérifier dans ce cas particulier que la suite de sous-
n——+00

groupes fermés a, SO(3,R)a, ! converge vers le sous-groupe fermé

D! = ( 082) i*l ) C SO(3,R).

Fixons (a,)neny comme dans cet énoncé. Puisque S(G) est compact, pour mon-
trer cette proposition, il suffit de montrer que toute valeur d’adhérence de la suite
(a,Ka,;Ypen est égale & DT : soit D une valeur d’adhérence. Supposons, quitte a ex-
traire une sous-suite, que la suite (a,Ka, l)neN converge vers D. La preuve de cette
proposition, que nous donnerons plus loin, découle immédiatement des lemmes suivants.

Lemme 10.8. Nous avons l'inclusion D! C D.

Démonstration. Montrons que Ny C D : soit y € N;. Notons H,, € aj et Y € n; tels
que exp H,, = a, et expY = y. Ecrivons de plus Y = ZQGE;LYOH ou Y, € g, pour tout
a € X} . Alors

a;lyan = exp(Ad agl(y)) = eXp<2a€2}re_ adHnYa) = eXp(Zaezfe_a(Hn)Ya)-

Or I'hypothése que a, tend vers +o0o dans A} signifie que a(H,,) —> 400 pour tout

—+00

a € Xf. Donc a,'ya, — e. Or, d’aprés la décomposition d’ Iwasawa G = KAN™,

n—-+4o0o

soient k, € K, al, € A et y, € N~ tels que a,! yan =k anyn Par continuité de la
décomposition dlwasawa nous avons k, — e, a, — eety, — e. Puisque N~

n——+0o00 n——+0o00 n——+oo

est égal au produit semi-direct N~ = Ny x N~ écrivons y;, = yly,, ;, ou y| € N~
ety ;€ N :onaalorsy? — eet —)e

yn,[ I Yn n—-+o0o yn[ n—-+o00

Ainsi, puisque N©~ et A; commutent, nous avons a,y,a,' = ygany;’lafll. Soit
Yo €ny tel que expY; =y, ;, alors on peut écrire Y, ; = X cp- Y\, 00 Y € ga
pour tout a € X7. Ainsi, ay, ;a,' = exp(Eoen- € o)y ). Comme o € X et
H, € a;, nous avons «(H,) — —oo, donc a,y,a nl — e. Puisque a/, — e, on

n——+o0o n——+0o00 n——+0o00
en déduit que y = (apkna,t)d, (any,a, ') = lim a,k,a,' € D.
n——+0o00

Montrons que KM C D. Puisque M = Zg(a), on en déduit que M commute
a Aj. Par ailleurs, puisque K/ ¢ G! C Zg(a;), le groupe K! commute & A;. Soit
ke KIM C K, alors k = a,ka; ' pour tout entier n € N, donc k € D.

Finalement D = K'MN; C D. O

Pour montrer I'inclusion réciproque, nous aurons besoin du résultat suivant. Consi-
dérons la compactification géodésique X’ de 'espace symétrique X (voir la partie 2.3).

Proposition 10.9. Soit (H,)nen une suite de a* tendant vers Uinfini, et soit [ = {a €
A : a(H,) — +oo}. Alors la suite (exp(H,) - %o)nen de X converge dans X vers un
point de O, X, dont le stabilisateur dans G est le sous-groupe parabolique P1 = K'MAN.
(Voir [GJT%’, Proposition 3.9, p. 27].) O

Lemme 10.10. Nous avons l'inclusion D C P!.
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Démonstration. Placons-nous dans la compactification géodésique X de X. Puisque
la suite (a,)nen tend vers l'infini dans A}, d’aprés la proposition 10.9, la suite (z,, =
Ay + To)nen cONverge vers un point x € 9., X, dont le stabilisateur dans G est P!. Soit
d € D, et soit (k)nen une suite de K telle que la suite (a,kna,!),en converge vers d.
Puisque Paction de G sur la compactification X’ est continue, on en déduit que la suite
(ankna;t - Tp)nen = (Tn)nen converge vers d - x = x. Par conséquent, I’élément d € D
fixe le point & l'infini 2, donc appartient au sous-groupe P!. O

Lemme 10.11. Nous avons linclusion D C D'.

Démonstration. Soit d € D, montrons que d € D!. Puisque d € P! = K'MAN et
que N = NNy, on peut supposer que d € AN'. D’aprés la proposition 10.5, I’élément
d est distal. Or cet élément s’écrit d = au, ot a € A et u € NT. Soit H € a tel que
exp H = a : alors, pour toute racine a € X, le réel exp(a(H)) est une valeur propre de
Ad d. Par distalité, on en déduit que pour tout o € ¥ nous avons a(H) = 0 : ainsi H =0
et d = u € N!. Puisque I'exponentielle du groupe de Lie N est un difféomorphisme, soit
Y en! tel que expY = d.

Soit (ky)nen une suite de K telle que

anknagl — expV.
n—-—+o0o
Soit H,, € a; tel que exp H,, = a,. Puisque le spectre de adY € gl(g) est égal a {0},
d’aprés [Hel78, Theorem 1.7, p. 105], ’exponentielle est un difféomorphisme local en Y.
Donc il existe une suite (Y},),en de g convergeant vers Y telle que exp Y, = a,kna,, ! pour
tout entier n € N. Posons U,, = Ad(a,')(Y,) € g, de sorte que expU,, = k,, € K. Notons
Y! = Ada,0(U,), de sorte que exp Y., = expY,, : nous allons montrer que Y, =Y.

On remarque que pour tout a € X" nous avons a(H,) = 0 donc

V0 =0Un)a=0(Un—-a) =0Yn_a) — 0(Y_,)=0.

n—-+4o0o

Et pour tout o € ¥} nous avons «(H,,) T et
n——+00

e_“(H")Q(Un,—a) = Q(Yn,—a) — Q(Y—a) = O’

n—-+0oo
donc Y/, = g, _,) — 0.
’ n—-+o00

Enfin, la composante Y, ; de Y, sur gy vérifie

Yio = 0(Uno) = 0(Yao) —> 0(¥) = 0.

Ainsi la distance de Y/ a la sous-algébre nilpotente n/:~ @ n; tend vers 0, donc
le spectre de la suite d’endomorphismes (ad Y, ),en converge vers {0}. Si on appelle
E={{Z € g : |ImSp(ad Z)| < 7}, cela signifie que pour n assez grand nous avons
Y! € £. Par ailleurs Y € n! donc Y, € £ pour n assez grand. Or d’aprés [MTS86,
Théoréme 3.8.4, p. 83|, 'exponentielle de G est un difféeomorphisme de £ sur son image,
donc comme nous avons exp Y;,, = exp Y, on en déduit que Y,, = Y si n est assez grand.

Or les valeurs d’adhérence de la suite (Y),ey appartiennent a n’~ @ ny, donc Y €
(n!~ @ ny)Nnf = {0}. On a donc montré l'inclusion D C DI. O
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Notons, pour tous I C A,a € Aet k € K,

D!, =kaD'a 'k~ = kaK'MNya™ k™"

Théoréme 10.12. Soit D € YS\X un groupe limite. Alors il existe I une partie propre
de A, a € AL+ et k€ K tels que D = D},

Démonstration. Soit (g,),en une suite de G telle que D = 1i111 g Kg;t. Soit g, =
n——+00

knank! Vécriture de g, dans la décomposition KATK de G : ainsi, k,,, k', € K et a, € AT.
Soit I C A l'ensemble des o € A tels que la suite (a(log a,,))nen soit bornée. On ne peut
avoir I = A car sinon la suite (g, )nen serait bornée, donc convergerait a extraction prés
vers un élément g € G, or D = gK ¢! n’est pas un groupe limite.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (k,),en converge vers
k € K et que :

Va € I, lasuite (a(logay,))nen converge

et VYa e A\I, lasuite (a(logay,))nen tend vers + oo.

Alors, si 'on écrit la décomposition a, = ala, r, on al, € AT et a, ; € Aj, ceci revient a
dire que (al),en converge vers a € AT N AT = AL+ et que (ay,.1)nen tend vers +o0o dans
Aj. D’aprés la proposition 10.7, la suite anJKagll converge dans S(G) vers D!. Donc

D= lim g¢,Kg,' = lim knafb(an,lK(anJ)’l)afl_llfl =kaD'a 'kt = D! .

n
n—-+o0o n—-+o0o

Nous démontrons ensuite la fin du théoréme annoncé dans 'introduction.

Théoréme 10.13. Cette écriture est unique au sens suiwvant : soient Iy, Iy deux parties
propres de A, ay € Alvt, ay € A2t et ki, ky € K. Alors nous avons Dii b= Dalz kg S
et seulement si

L=0L=1a=ay=a et k;lkl € (KjﬂaKIa_l)M.

Lemme 10.14. L’ensemble des vecteurs X de d' tels que ady X soit un endomorphisme
nilpotent de g est la sous-algébre de Lie ny.

Démonstration. Pour tout X € n; C n, d’apres la décomposition de g en espaces de
racines, on sait que 'endomorphisme ady X est nilpotent. Réciproquement, soit X € 9!
tel que ady; X soit nilpotent : écrivons X = U +Y,ou U € ¢ + m et Y € n;. Puisque
(6 +m, n;] C ny, pour tout entier n € N nous avons (ady X)" = (ady U)" + ad, Y, ou
Y, € n;. Or il existe un entier n € N tel que (ady X)" = 0, donc tel que (ady U)" =
—adgy Y, soit nilpotent : ainsi I'endomorphisme ady U est nilpotent, et antisymétrique
pour le produit scalaire By puisque U € ¢. Donc ad, U = 0, puis U € 3(g) = {0} car
I’algébre de Lie g est semi-simple. Ainsi X € n;. O

Lemme 10.15. Le normalisateur de l’algebre de Lie n; dans G est P = KIMAN.
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Démonstration. L’algébre de Lie n; est normalisée par le sous-groupe AN.

Soit k € K, et soit U € £ tel que expU = k. Ecrivons la décomposition U =
Up + YnesU, de U en espaces de racines.

Sik € KIM, alors U € go+g’. Pour toutes les racines o € X! et 8 € X7, si a+ 3 est
une racine, nous avons « + 3 € X}, donc [U,, gs] C n;. Par ailleurs [Uy, gs] C g5 C n;.
Par conséquent, nous avons [U,n;] C n;. Ainsi k normalise I'algébre de Lie n;.

Si k ¢ K'M, puisque Lie(K'M) = (m+ g') Nt = (go ® P,cxr a), il existe une
racine o € Z;r telle que U, # 0. Alors U, € ny, et la composante sur go de [U, U,] dans
la décomposition en espaces de racines est [U_, U,] = [0(Uy), U,] car U € ¢. Soit H € a
tel que a(H) # 0. Alors

B([0(Ua), Us], H) = B([Ua, H],0(Us))
= B(—a(H)Ua, 0(Us))
= Q(H)BQ(UO”U@)%O

Ainsi, [0(U,),U,] # 0 : par conséquent, le vecteur [U, U,] n’appartient pas a n;, donc U
n’appartient pas au normalisateur de ny, et par conséquent k ne normalise pas l'algébre
de Lie n;.

En résumé, le normalisateur de 'algébre de Lie n; dans G est K!MAN. O
Lemme 10.16. Le normalisateur du sous-groupe D' dans G est K!MA;Nj.

Démonstration. Notons L le normalisateur du sous-groupe D! dans G. Alors L nor-
malise également la sous-algebre n; des éléments adg-nilpotents de son algebre de Lie
9!, Ainsi L est inclus dans le normalisateur P! = KM AN de I'algébre de Lie n;. Soit
r € AINT N L, alors pour tout k € K, nous avons zkz~! € D! N G! d’aprés la décom-
position d’'Iwasawa G! = K'A'N!. Or D' N G! = K', donc zkz~! € K'. Ceci étant
vrai pour tout & € K', on en déduit que zK'z~! = K!. D’aprés la proposition 10.1
appliquée au groupe G, on en déduit que # € K. Par conséquent, le normalisateur du
sous-groupe D! dans G est K!MA;Nj. O

Démonstration du théoréme 10.13. (Voir [GJT98, Proposition 9.116, p. 139].)

Si les groupes k:lathaflkl_l et k:gagDI?aQ*lkgl sont égaux, on en déduit que les
sous-algebres constituées d’éléments adg-nilpotents de leurs algebres de Lie sont égales,
donc d’aprés le lemme 10.14 nous avons Ad(kjai)n;, = Ad(keaz)nz,. Or A normalise
n;, et ny,, donc si 'on pose k£ = kfle nous avons n;, = Ad(k)ny,. Par conséquent,
nous avons également Ny, = kN, k™!, donc d’apreés le lemme 10.15 leurs normalisateurs
P = P2k~ sont égaux.

Or, d’apres le paragraphe [War72, 1.2.3, pp. 55-70], la paire (G, MAN) forme un
systéme de Tits, donc d’aprés le théoréme [War72, Theorem 1.2.1.1, p. 46], les sous-
groupes paraboliques (P?);ca sont deux & deux non conjugués, et chacun est égal a son
propre normalisateur. Ainsi, [, = Iy =TI et k € PL.Ork € K,donck € PINK = KIM.

Enfin D! = (a;'kay)D!(a;'kay)™, donc d’aprés le lemme 10.16, nous avons
ay'kay € KTMA;N;. Or aj'kay € AIKTMA" ¢ G'M = K'MA'N', donc a;'ka, €
KTM. Par unicité du facteur A+ dans la décomposition de Cartan G = K AT K, on en dé-
duit que a; = ay = a. Et Pélément k appartient & K!MNaK!Ma™ = (K'NnaKTa=*)M.
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Pour montrer la réciproque, soient I C A une partie propre de A, a € ALt et
ki, ky € K tels que k'hy € (K NaK'a™")M. Alors a™'k; *koa € K'M C D', donc

kiaD'a 'kt = kgaD%a ky !

10.5 Caractérisation des groupes limites

Nous commencons par retrouver la classification des sous-groupes moyennables maxi-
maux isotropiquement connexes de G effectuée par Moore [Moo79, Theorem 3.2, p. 133].
On dit qu’un sous-groupe fermé H de G est isotropiquement conneze s’il existe un tore
A" de G déployé sur R, inclus dans H', tel que H = HoZy(A’), ot Zy(A’) désigne le
centralisateur de A’ dans H.

Théoréme 10.17 (Moore). Les sous-groupes moyennables fermés maximauz et isotro-

piquement connexes de G sont les stabilisateurs des points de X°. Il forment donc 2"

classes de conjugaison (o r = rang(G) = CardA), dont des représentants sont les
groupes Ng(D!) = KIMA;N;, pour I une partie de A.

Pour démontrer ceci, nous allons nous servir du résultat suivant. Rappelons qu’'un
plat d’'un espace métrique géodésique est un sous-espace fermé, complet, totalement
géodésique et isométrique & un espace euclidien R, ot d > 1.

Théoréme 10.18. Soit X une variété de Hadamard (par ezemple un espace symétrique
de type non compact) et L un groupe d’isométries moyennable de X. Alors au moins
['une des deux assertions suivantes est vraie.

1. Le groupe L fize un point de la compactification géométrique X' de X.
2. L’espace X contient un plat L-invariant.
(Voir [BS87a, Theorem 2, p. 506/, ou [AB98, Theorem, p. 184].) O

Corollaire 10.19. Si L est un sous-groupe moyennable fermé et isotropiquement

connexe de G non compact, alors il existe une partie propre I de A telle qu’un conjugué
de L soit inclus dans PP = KIMAN.

Démonstration. D’apres le théoreme 10.18, ou bien L fixe un point § de la compacti-
fication géométrique X’ de X, ou bien L stabilise un plat F de X.

Si L fixe le point &, alors le groupe L est inclus dans le stabilisateur G¢ de £ dans
G, qui est égal & un conjugué de P, ot I est une partie de A (propre car L n’est pas
compact).

Si L stabilise le plat F', alors quitte a conjuguer on peut supposer qu’il s’agit du plat
F = A - xg, ou [ est une partie de A (propre car L n’est pas compact). Ainsi L est
inclus dans le stabilisateur Ng(A;) = Ng(Ar)A; du plat F.

Or L est isotropiquement connexe, donc il existe un sous-groupe A’ de A; tel que
L = LyZp(A). Quitte & augmenter I, on peut supposer que A’ = A;. Dans ce cas
L=1LoZ(A;) C (Ng(Ap)Ar)oeZa(Ar) = KIMA; C P, O
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Donnons maintenant la preuve du théoréme 10.17.

Démonstration. Soit L un sous-groupe moyennable fermé et isotropiquement connexe

de GG, non compact. D’aprés le corollaire 10.19, considérons I une partie propre minimale
de A telle que L ¢ KIMAN.

Faisons agir L sur le sous-espace X! = G-z de X : il s’identifie & espace symétrique
de type non compact associé a G!. Puisque le sous-groupe A;N; est distingué dans
KTMAN, le quotient LA;N;/A;N; s’identifie & un sous-groupe moyennable fermé L7
de KITMAN/A;N; = KIMA!NT = GI'M. Puisque le groupe M C K normalise G/,
le groupe G'M agit par isométries sur le sous-espace symétrique de type non compact
X' =aG'r. ro C X.

Rappelons qu’on peut choisir dans g/ pour sous-algébre de Cartan af, pour systéme
de racines Y|y et pour base I|,r. Supposons que L! ne soit pas compact, auquel cas
d’aprés le corollaire 10.19 il existe une partie propre J de I telle que L ¢ K/MAI N,
quitte a conjuguer par un élément de G?. Cela implique que L est inclus dans K/ M AN,
ce qui contredit la minimalité de I. Ainsi L’ est compact, donc quitte a conjuguer par
un élément de G on peut supposer que L est inclus dans K/M. Ainsi le groupe L est
inclus dans K'MA;N;.

Par ailleurs le groupe L = KM A;N;, extension d’un groupe compact par un groupe
résoluble, est moyennable. Et ce groupe est isotropiquement connexe car le tore A; inclus
dans L est tel que Ly = KIMyA; Ny et Z(A;) = KIMA;, done L = LoZ;(Ar). Ceci
achéve donc la preuve. O

Le théoréeme suivant retrouve la classification des sous-groupes distaux maximaux
de G (voir |GJT98, Theorem 9.27, p. 144]), qui permet de caractériser intrinséquement
les éléments de la compactification de Chabauty.

Théoréme 10.20. Les dléments de X sont les sous-groupes distaux mazrimaur de
G. lls forment donc 2" classes de conjugaison (ot r = rang(G) = Card A), dont des
représentants sont les groupes DT = KM Ny, pour I une partie de A.

Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons sur le théoréme suivant.

Théoréme 10.21 (Conze, Guivarc’h). Si V est un espace vectoriel réel et si G est un
sous-groupe fermé distal de GL(V'), alors G est moyennable.

Démonstration. D’aprés le théoréme [CGT74, Théoréme 1, p. 1083], on sait qu’il existe
un drapeau

Vo={0}cVicCc...CcV,=V

stable par G, et tel que pour tout i € [[0,n — 1]] le groupe G opére de fagon isométrique
sur V;11/V; (pour un produit scalaire convenable).

Or le groupe des isométries linéaires d’un espace vectoriel euclidien est compact,
donc le sous-groupe distingué N de G constitué des éléments qui agissent trivialement
sur chacun des quotients V;y1/V; est cocompact. Or, dans une base adaptée au drapeau,
le groupe N est représenté par des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la
diagonale, donc est nilpotent, puis moyennable. Ainsi le groupe G, extension de deux
groupes moyennables, est moyennable. O
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Donnons maintenant la preuve du théoréme 10.20.

. . . =S
Démonstration. D’aprés la proposition 10.5, on sait que les éléments de X~ sont des
sous-groupes distaux.

Réciproquement, soit L un sous-groupe distal maximal de G. Puisque ’ensemble des
éléments distaux de G est fermé dans G, le sous-groupe L est fermé par maximalité,
donc est un sous-groupe de Lie de G. Les éléments de Ad L agissant sur g ont des valeurs
propres de module 1, donc ceci reste vrai lorsqu’on restreint leur action a ’algebre de
Lie de L. Ainsi le groupe de Lie L est distal.

D’aprés le théoréme 10.21, on sait que le groupe L est moyennable. Puis d’apres
le théoréme 10.17, on sait quitte a conjuguer qu’il existe une partie I de A telle que
L c K'MA;N;. Fixons | € L, notons sa décomposition | = kan, ot k € K'M, a € A;
et n € N;. Puisque KM centralise A;, normalise N; et que A; normalise Ny, on en
déduit que pour tout entier p € N nous avons I’ = kPa’n,, ou n, € N;. Puisque le
groupe K'M est compact et que L est distal, on en déduit que le spectre de la suite
(Ad aPny)pen doit étre borné. Or ce spectre est le méme que le spectre de (Ada?)en,
donc il ne peut étre borné que si @ = 1. En conclusion, on en déduit que L est inclus
dans le sous-groupe distal KM N; = D, donc L = D! par maximalité. O

Remarquons que tout sous-groupe fermé distal de G est a croissance polynomiale,
mais que la réciproque n’est pas vraie. Par exemple le sous-groupe abélien A est a
croissance polynomiale, mais n’est pas distal en tant que sous-groupe de G : il est distal
en tant que groupe de Lie.

11 Lien avec la compactification polyédrale

11.1 Compactification polyédrale d’un espace vectoriel

Deux références pour la compactification polyédrale sont [Lan95, § 1.2, p. 21| et
[Rém99|.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie r. Soit ¥ un ensemble fini non
vide de formes linéaires non nulles sur V| stable par a — —a, tel qu’on obtienne une
partition de V\{0} indexée par les partitions ¥ = ¥y LI ¥, U¥X_ de X en trois parties
de X, en cones simpliciaux ouverts (facettes) définis par

Va € Yo, a(z) =0, Va € X, a(z) >0
Fyozew = {SL’EV\{O}Z et VaéE(,)a(:U) <0 et }

Notons F I'ensemble des facettes, et Fy 'ensemble des chambres (facettes de dimen-
sion maximale). Si F' est une facette de cette décomposition, on note (F') le sous-espace
vectoriel de V' engendré par F. On définit la compactification polyédrale de V relative-
ment & > comme ’ensemble union disjointe

V= | viF),

FeF
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muni de la topologie que nous allons définir.

Si Fy € Fy est une chambre, on appelle coin associé a Fy le sous-ensemble de V7 :

CFO = |_| V/<F>7

FeF, FCFy

ot Fy désigne I'adhérence de Fyy dans V. Remarquons que le coin C, contient une copie
de V, pour la facette {0}.

Soient ay, ..., € ¥ tels que Fy = {x € V : Vi € [[1,7]], ;(z) > 0}. Ceci permet de
considérer I'application :

/BICFO — ]—OO,+OO]T
zeV/(F) — (B(x)i)iefn.n

ot B(a); = { aifa) i =0

+oo  silp >0

L’application 3 est une bijection : munissons C'y, C V" de la topologie qui fait de la
bijection 8 un homéomorphisme de Cp, sur | — 0o, +00|", muni de la topologie usuelle :
en particulier, 'espace Cr, est localement compact et métrisable.

On munit V” de la topologie faible définie par la famille (Cp,)per, : une partie
U C V" est ouverte si et seulement si, pour toute chambre Fy € Fy, la partie U N Cr,
est ouverte dans C'g,. L’ensemble JF des chambres étant fini, ceci fait de V* un espace
compact et métrisable. Si I'on note W le groupe des automorphismes linéaires de V' qui
préservent Uensemble F des facettes, alors U'espace V' est une W-compactification de
V' (voir [Lan95, § 1.2, p. 21]).

11.2 Compactification polyédrale d’un espace symétrique

Soit X un espace symétrique de type non compact, et g € X un point base. Soit G
un groupe de Lie connexe agissant contintiment isométriquement sur X, se surjectant sur
Isomy(X) avec noyau fini. Soit K = G,, le stabilisateur du point z,. Soit g=¢t P acdn
une décomposition d’Iwasawa de 'algébre de Lie g de G. Le systéme de racines X
associé a une sous-algébre de Lie a de g abélienne diagonalisable maximale donne une
décomposition de a\{0} en cones simpliciaux.

D’aprés ce qui précéde, on peut définir la compactification polyédrale a” de a. Si
on choisit une chambre de Weyl (ouverte) positive a™, notons alors at’ Padhérence
de a® dans @”. Notons A la base du systéme de racines X associée a la chambre de
Weyl positive a®. Les facettes de la chambre de Weyl a®™ sont alors exactement les
a/, ou I parcourt les parties propres de A. Ainsi les facettes ajoutées pour obtenir la
compactification polyédrale de a sont les a/a;, que nous identifierons & I'orthogonal af
de ay, ou I parcourt les parties propres de A.

Remarquons que ’application :
Kxat — X
(k,H) — kexp(H) - xg
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est continue et surjective. Montrons qu’elle est propre : soit (k,exp(H,) - To)nen une
suite dans 'image de cette application convergeant vers k exp(H) - xy. Par compacité de
K, on peut supposer quitte a extraire que la suite (k,),en converge vers k' € K. Alors la
suite (exp(H,) - xg)nen converge vers k' *kexp(H) - xo dans X. Ainsi, il existe une suite
(k! Ynen d’éléments de K telle que la suite (exp(H,)k! )nen converge vers k' kexp(H)
dans G. Par continuité de la composante dans A+ dans le décomposition de Cartan
G = KATK, on en déduit que la suite (exp(H,,))nen converge vers exp(H) dans A™, et
donc que la suite (H,)nen converge vers H dans at. En conclusion, la suite (ky,, H,)nen
converge vers (k', H) dans K x at. On a donc montré que 'application K x at — X

est propre.

Ainsi cette application, par passage au quotient, fournit un homéomorphisme dont
on notera l'inverse

V: X = (K xat)/~,
ou (k,H) ~ (K',H') si kexp(H) - xo = k' exp(H') - xo.

Ceci suggere d’étendre la relation d’équivalence & G x a*’, en posant, si H € a® et
H €at:

(9, H) ~ (¢, H') <= gexp(H)K exp(~H)g™" = ¢'exp(H') K exp(~H")g'~".
Et, si I et I’ sont des parties propres de A et si H +a; € a/a; et H +ap € a/ay :
(9, H+a;) ~ (¢, H+ap) <= gexp(H)D" exp(—H) g™ = ¢ exp(H') D" exp(—H")g'~".

Cette définition a bien un sens car, pour toute partie propre I de A, le groupe A;
normalise D’. En effet, le groupe A normalise le groupe N; et centralise le groupe M.

De plus, le groupe A; centralise le groupe G, donc en particulier centralise le groupe
KT

Si I = A, alors an = {0} donc on peut identifier H + ax et H € a™. De plus, si I'on
note D? = K, ceci permet d’écrire la relation d’équivalence sous la méme forme pour
tous les éléments de G x a*

(9. H+ap) ~ (¢, H +ay) <= gexp(H)D' exp(—H)g ™" = ¢ exp(H'") D" exp(—H")g' !,

ot I et I’ sont des parties quelconques de A.

Proposition 11.1. L’application f : o — S(G) définie par H + a;
exp(H)D" exp(—H) est continue.

Démonstration. Les espaces at’ et S (G) étant métrisables, nous allons montrer que
f est séquentiellement continue : soit (H,, + aj, )nen une suite de at? convergeant vers
Ho +ay, ou H, € al» et Hy, € a’. Le nombre de facettes étant fini, on peut supposer
quitte & extraire que la partie I, C A est constante, égale a I. D’aprés la topologie sur
o+’ nous avons nécessairement J C I. Or, par continuité de 'exponentielle et de Paction
de G par conjugaison sur S(G), application f restreinte a la facette a’ est continue :
ainsi, on peut supposer que J est strictement inclus dans I. Quitte & translater par H.,,
on peut supposer que Hy, + a; = ay.
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Soit U un voisinage fermé de D7 dans S(G) : montrons que exp(H,,)D! exp(—H,,)
appartient a U si n est assez grand, ce qui montrera la continuité de f. D’aprés la pro-
position 10.7, il existe des constantes € > 0 et N > 0 telles que pour tout H appartenant
a

Vin={Hca" :Vac A\Ja(H) > NetacJ|aH) <},

nous ayons exp(H)K exp(—H) € U.

Puisqu’on peut choisir les H,, modulo a7, on peut supposer que pour tout o € A\I
nous ayons «(H,) = 0. Puisque la suite (H,, + a;),en converge vers a; dans at’, on en
déduit que pour tout o € I\J nous avons «(H,) —+> +00, et que pour tout o € J

n—-—+0oo
nous avons «(H,) — 0. Ainsi il existe un entier ng € N tel que pour tout n > ng

n—-+o0o
nous ayons H,, € V, y.

Soit (H!,)men une suite de a} telle que pour tout o € A\ nous ayons «(H},) —

n—-+o0o
+00. Ainsi pour tout m € N et tout n > ng nous avons les deux propriétés suivantes :

Vae A\J, «(H,+H),)>a(H,) >N
Va e J, |a(H,+ H),)| = |a(H,)| <e.
C’est-a-dire que H, + H], € V., donc exp(H, + H])K exp(—H,, — H},)) € U. Or

lorsque 'on fait tendre m vers +oo, on en déduit d’aprés la proposition 10.7 que, pour
tout n = ng nous avons

lim exp(H, + H))K exp(—H, — H!) = exp(H,,) D" exp(—H,) € U.

m—-+00

Ceci montre la continuité de f. O

Remarquons que dans [GJT98, Remark 7.34, p. 115], la continuité de 'action de G
sur la compactification polyédrale est démontrée via la compactification de Martin.

Définissons la compactification polyédrale de X par
X' =(Gxa")/ ~,

ol l'espace X' est muni de la topologie quotient, et ou l'inclusion X — X7 _est la
composition de I'homéomorphisme 1 : X — (K x a*)/ ~ et de I'inclusion (K x a*)/~
— (G % a+p) [~

L’espace X' est naturellement muni d’une G-action a gauche, quotient de Paction
de G a gauche sur le premier facteur de G x at’.

Si G° désigne la composante neutre du groupe des isométries de X, alors le mor-
phisme 7 : G — G° fourni par l'action de G sur X est, par hypothése, surjectif et de
noyau fini. Les compactifications polyédrales de X obtenues pour G et G° sont naturel-
lement isomorphes, par I’homéomorphisme m-équivariant

(Gxat’)/~ = (G"xa™")/~
(g, H)] = [(n(g), H)].
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Proposition 11.2. L’espace X' est une G-compactification de X .

Démonstration. Montrons tout d’abord que l'espace X' est séparé. Puisque 'ap-
plication f est continue, l'application G x a*’ — S(G) qui a (g, H + a;) associe
gexp(H)D!exp(—H)g~! est continue, et passe au quotient en une application continue
injective de X' dans Uespace séparé S (G). Ceci implique que l'espace X" est séparé.

Montrons que ’espace X7 est compact. La projection K x at’ = X7 est surjective
(tout élément de G x a*’ est équivalent & un element de K x a*) et continue (par
passage au quotlent de linclusion K x at’ — G x at’ ), or l'espace X7 est séparé et
I'espace K x at’ est compact, on conclut donc que X' est compact.

Montrons que] Pespace X, identifi¢ par 'homéomorphisme ) : X — (K > X at)/~aun
sous-espace de X', est dense dans X" Soit (9, H+ a;) un point de G x at’ tel que son
image = dans X" n’appartienne pas a (X)), c’est-a-dire tel que I soit une partie propre
de A. Tout voisinage de (g, H + a;) dans G X at” intersecte G x a*t, car par définition
at’ est I'adhérence de a* dans @. Ainsi, tout voisinage de x dans X" intersecte ¥(X).
Par conséquent, Pespace X est bien une compactification de I'espace symétrique X.

L’homéomorphisme X — G x at/ ~ est G-équivariant, donc 'espace X" est une
G-compactification de X. O

Proposition 11.3. Les G-compactifications de Chabauty X7 et polyédrale X* de l’es-
pace symetmque de type non compact X sont G-isomorphes, via le G-homéomorphisme

0: X — x° qui a la classe de (g, H + ay) associe gexp(H)D! exp(—H)g™.

Démonstration. D’aprés la définition de la relation d’équivalence ~, 'application ¢ est
bien définie et injective. D’aprés le début de la preuve de la proposition 11.2, I’ apphcatlon
@ est continue. D’ apres le théoréme 10.12, ’application ¢ est surjective. Or 'espace X"’

est compact et X est compact donc séparé : ainsi ¢ est un homéomorphisme, G-
équivariant. O

Proposition 11.4. La compactification polyédrale X est G-isomorphe a la compactifi-
cation cellulaire duale X UA*(X), telle qu’elle est définie dans [GJTI8, Definition 3.40,

p. 45].

Démonstration. Nous allons vérifier que la compactification polyédrale X" satisfait
les hypothéses du théoréme [GJT98, Theorem 3.38, p. 43|, qui caractérise la compacti-
fication cellulaire duale.

Soit (ky,, Hy)nen une suite fondamentale au sens de [GJT98, Definition 3.35, p. 41|,
c’est-a-dire qu’il existe une partie propre I de A telle que la suite (k,),en de K converge
vers k, et si H,, = H, 1 + Hé est la décomposition de H,, € a selon a = a; ® a’, alors
la suite (H, r)nen tend vers +oo dans af et la suite (H]),en converge vers H € alt,
Alors, d’apreés les propositions 10.7 et 11.3, la suite (k, exp H,)n,en converge, dans la
compactification polyédrale, vers la classe d’équivalence de (k, H + a;).

Soient (ky, Hp)nen et (k!, H! )nen deux suites fondamentales. Leurs limites for-
melles au sens de [GJT98, Definition 3.35, p. 41] sont (Adk(a}),kexp(H) - xo) et
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(Ad K (a},), k" exp(H') - o) respectivement. Leurs limites dans la compactification po-
lyédrale sont les classes d’équivalence de (k, H + ar) et (k', H + ap) respectivement.
Notons a = exp(H) et a’ = exp(H').

Supposons que les limites formelles soient égales. Alors, d’aprés la proposi-
tion [GJT98, Proposition 3.4, p. 25|, nous avons I = I’ et k~'k appartient au nor-
malisateur Ng(af) = K'M de af dans K. De plus ka - g = k'd’ - xy € M, donc
a 'k~ 'k'a’ € K. Or a et a’ appartiennent & A+, donc par unicité de la décomposition
de Cartan G = KA+ K, nous avons a = &'. Par ailleurs a 'k 'k'a € AIK'MA'NK C
G'M N K = K'M. Par conséquent k&' € aK!Ma=' N K!M. Donc, d’aprés la réci-
proque du théoréeme 10.13, on en déduit que

kaD'a k™' = Ka' D"/ K1

Donc les limites dans la compactification polyédrale des classes d’équivalence de (k, H +
ar) et (', H + ay) sont égales.

Réciproquement, supposons que les limites dans la compactification polyédrale soient
égales. Alors, d’aprés le théoréme 10.13, on en déduit que I = I’, a = a’ et k™K' €
(K'naKta=t)M. Alors k=K’ appartient au stabilisateur aKa~! du point a - 2, donc

Kexp(H') - xg=FkKa-xyg=ka-xy=kexp(H) - .

De plus k7 'k € KM = Zy(a}), donc d’aprés la proposition [GJT98, Proposition 3.4,
p. 25, nous avons Ad k(af) = AdK'(af). Ainsi, les limites formelles sont égales.

Ainsi, la compactification polyédrale X satisfait les hypothéses du théoréme [GJTI8,
Theorem 3.38, p. 43|, donc est isomorphe a la compactification cellulaire duale. Ces com-
pactifications étant des G-compactifications de X (voir [GJT98, Theorem 3.43, p. 46)|),
ce sont des compactifications (GG-isomorphes de X. O

Théoréme 11.5. Les compactifications de Chabauty, polyédrale, cellulaire duale
([GITI8, Definition 3.40, p. 45]), de Satake-Furstenberg mazimale ([GJT98, Proposi-
tion 4.53, p. 73]) et de Martin (|GJT98, Chapter VII, pp. 105-115]) sont G-isomorphes.

Démonstration. D’aprés les résultats [GJT98, Theorem 4.43, p.66], [GJT98, Propo-
sition 4.53, p. 73] et [GJT98, Theorem 7.33, p. 115], les compactifications cellulaire
duale, de Satake-Furstenberg maximale et de Martin sont G-isomorphes. D’aprés les
propositions 11.3 et 11.4, celles-ci sont également G-isomorphes aux compactifications
de Chabauty et polyédrale. O
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12 Introduction

Soient X un espace symétrique de type non compact, G un groupe de Lie réel
semi-simple de centre fini ayant un nombre fini de composantes connexes, agissant par
isométries sur X et se surjectant sur la composante neutre Isomg(X) du groupe des

isométries de X et soit S(G) 'espace des sous-groupes fermés de GG, muni de la topologie
de Chabauty.

La compactification de Chabauty de X (voir la partie III) est définie en associant a
chaque point de X son stabilisateur dans G dans l'espace S(G). Dans une premiére par-
tie, nous définissons de maniére analogue la compactification de Chabauty de ’espace
Plats(X) des plats maximaux de X en associant a chaque plat maximal son stabilisateur

dans G. Appelons I'adhérence Plats(X )S de 'image de ce plongement la compactifica-
tion de Chabauty de 'espace Plats(X). Nous verrons que cette compactification ne dé-
pend pas du groupe G vérifiant les conditions ci-dessus, & homéomorphisme Isomg(X)-
équivariant prés. Nous allons décrire explicitement cette compactification dans le cas

facile G = SLy(R)™, et dans le cas G = SL3(R).

Théoréme 12.1. La compactification de Chabauty Plats(X)S de l’espace des plats mazxi-
mauz Plats(X) de Uespace symétrique X de SL3(R) est le sous-espace de S(SL3(R)) des
sous-groupes fermés connezes abéliens maximaux inclus dans un sous-groupe de Borel.
(Voir le théoréeme 13.17.)

Nous explicitons tout d’abord l'espace des sous-algebres abéliennes maximales de
I’algébre de Lie du sous-groupe de Borel standard B, nous décrivons les orbites dans cet
espace sous l'action de la composante neutre By de B et nous montrons qu’elles forment
les cellules d’une structure de CW-complexe (voir la proposition 13.15), qui permet en
particulier d’en calculer le groupe fondamental (voir la proposition 13.16).

— 5
Pour étudier la compactification de Chabauty Plats(X)  de 'espace des plats maxi-
maux de l'espace symétrique X de SL3(R), nous considérons ensuite 'action de G car

toute G-orbite dans Plats(X) rencontre le sous-espace des sous-algébres abéliennes
maximales de I’algébre de Lie du sous-groupe de Borel standard B. L’espace Plats(X)
n'est pas simplement connexe (son groupe fondamental est de cardinal 48, voir le
lemme 13.23), le résultat suivant est donc surprenant.

Théoréme 12.2. La compactification de Chabauty Plats(X)S de l’espace des plats mazi-
maux Plats(X) de l'espace symétrique X de SL3(R) est simplement connexe. (Voir le
théoréme 13.22.)

Pour le groupe SL4(R), nous avons une description des groupes apparaissant dans la
compactification de Chabauty, analogue au cas de SL3(RR).

Théoréme 12.3. Soit G un produit de copies de SL4(R), de SL3(R) et de groupes de Lie
de rang réel un, soit r le rang réel de G, et X [’espace symétrique de type non compact de
G. La compactification de Chabauty Plats(X)S de l’espace des plats maximauz Plats(X)
de X est le sous-espace de S(G) des sous-groupes fermés connezes abéliens de dimension
r inclus dans un sous-groupe de Borel. (Voir le théoreme 13.27.)
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Par contre, ce résultat est incorrect pour SL,,(R) si m > 10 (voir le lemme 13.28).

La description de la compactification de Chabauty de I'espace des plats maximaux
de Tespace symétrique de SL3(R) étant délicate a généraliser en dimension supérieure,
nous proposons donc une autre approche. Dans une seconde partie, nous définissons
la compactification géométrique de I'espace Plats(X) des plats maximaux d’un espace
X, qui est soit un espace symétrique de type non compact soit un immeuble euclidien
localement fini fortement transitif. Notons GG un groupe agissant par isométries sur X.
Considérons le plongement G-équivariant suivant :

¢ : Plats(X) — F(X)
PcX — PcX’

et appelons son adhérence la compactification géométrique Plats(X )g de Plats(X).

Appelons Z I'immeuble sphérique topologique a l'infini de X, et notons d sa di-
mension. [’espace des plats maximaux de X est naturellement G-isomorphe a l'espace
App(Z) des appartements de Z. Considérons l'espace de toutes les images par des mor-
phismes de complexes polyédraux préservant le type de A dans Z, muni de la topologie
induite par la topologie de Chabauty sur l'espace F(Z®) des fermés de l'espace com-
pact des chambres de Weyl de Z. Appelons compactification géométrique de App(Z) son
adhérence App(Z)g dans ce sous-espace compact de F(Z(¥).

Théoréme 12.4. La compactification géométrique Plats(X)g de l’espace des plats de X

est naturellement G-isomorphe a la compactification géométrique App(I)g de [’espace
des appartements de . (Voir le théoréme 14.8.)

Nous décrivons ensuite explicitement cette compactification dans le cas du groupe
G = SL3(K), ou K est un corps local :

Théoréme 12.5. Pour G = SL3(K), la compactification géométrique App(I)g de l’es-
pace des appartements de L est [’ensemble de toutes les images par des morphismes de
complezes polyédraux préservant le type de l'appartement A dans Z. C’est une variété
projective irréductible. (Voir le théoréeme 14.7.)

Ce théoréme est également vrai pour tout immeuble sphérique topologique de type
AT (voir le théoréme 14.6), mais est incorrect pour l'immeuble sphérique topologique
de SL,,(K) dés que m > 4 (voir la partie 14.4.4).

Nous en déduisons 'existence de dégénérescences trés particuliéres de plats et de
géodésiques dans 'espace symétrique de type non compact ou dans I'immeuble euclidien
X de SL3(K), dont en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 12.6. Il existe une suite (7V,)nen de géodésiques de X telle que la suite
(Fm)nen converge vers un fermé F dans Uespace F(X') des fermés de X', qui ne soit
inclus dans aucun plat o Uinfini de X. (Voir le corollaire 14.11.)
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13 Compactification de Chabauty de ’espace des plats
maximaux d’un espace symétrique de type non
compact

13.1 Définition de la compactification

Soient X un espace symétrique de type non compact, G un groupe de Lie réel
semi-simple de centre fini ayant un nombre fini de composantes connexes, agissant par
isométries sur X et se surjectant sur la composante neutre Isomg(X) du groupe des
isométries de X. Soit Py un plat maximal de X, et T” le stabilisateur de Py dans G :
c’est le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan A de G.

Notons Plats(X) I'espace des plats maximaux de X, muni de la topologie induite
par la topologie de Chabauty sur F(X). Le groupe G agit transitivement sur ’espace
Plats(X), donc l'espace Plats(X) s’identifie naturellement a I’espace homogene G/7".

Considérons I'application

© : Plats(X) — S(G)
P — {geG : g(P)=P}.

Théoréme 13.1. L’application © est un plongement G-équivariant.

On appelle compactification de Chabauty la G-compactification Plats(X)S =
O(Plats(X)) de Plats(X) ainsi définie.

Démonstration. Notons A la composante neutre du tore 7', alors le normalisateur de
A dans G est égal a T". Le théoréme est une conséquence du fait que 'application

0:¢/T - S(@)
gT" — gAg™!

est un plongement, ce qui est assuré par la proposition 1.17 car A est connexe. U

Afin de pouvoir décrire aisément cette compactification, nous allons montrer qu’on
peut aussi la décrire via l'espace des sous-algébres de Lie de g (qui sont bien des sous-
groupes fermés de (g, +)). Appelons a I’algébre de Lie de A, et considérons le plongement

0:G/T" — S(g)
gT" — Adg(a).

On pourrait ainsi définir une autre compactification de Chabauty de G/T”, en considé-
rant 'adhérence de ce plongement. Considérons l'application Lie : S(G) — S(g) qui a
un sous-groupe fermé de G associe son algébre de Lie.

Théoréme 13.2. L’application Lie est un homéomorphisme G-équivariant de

O(G/T") C S(G) sur O(G/T") C S(g).
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Démonstration. Posons € = {Z € g : Sp(ad Z) C R}, alors d’aprés [MT86, Théo-
réme 3.8.4, p. 83| (pour G = SL,(R), mais G est un groupe linéaire), I'exponentielle
de G est un difféeomorphisme de £ sur son image. Ainsi, I'application Lie est un ho-
méomorphisme du sous-espace des sous-groupes fermés de G inclus dans exp(€) sur le
sous-espace des sous-algebres de Lie de g incluses dans £. Or toute sous-algébre de Car-
tan de g est incluse dans &, qui est fermé dans S(g), donc chaque sous-algébre de Lie
appartenant a 0(G/T) est incluse dans €. Ainsi 'application Lie est un homéomorphisme

G-équivariant de ©(G/Ng(T)) sur 0(G/Ng(T)). O

Ainsi, étudier la compactification de Chabauty de 'espace des plats maximaux de
X équivaut a étudier les limites de sous-algébres de Cartan de g. Ces limites sont des
sous-algébres de Lie abéliennes de g, de dimension 7.

Notons G° = Isomg(X) la composante neutre du groupe des isométries de X. Nous
allons montrer que la compactification de Chabauty de I’espace des plats maximaux de
X ne dépend pas, a isomorphisme prés, du choix du groupe de Lie connexe GG agissant
continfiment isométriquement sur X, et se surjectant avec noyau fini sur G°.

Notons 7 : G — G la projection définie par 'action de G sur X. Par hypothése,
est un morphisme de groupes de Lie surjectif de noyau fini. Considérons I'application

0 : Plats(X) — S(G°)
P — {g€G°: g(P)=P}.

Les deux plongements © : Plats(X) — S(G) et ©° : Plats(X) — S(G°) définissent deux

compactifications de Chabauty Plats(X )S et Plats(X )S’O. D’aprés la proposition 1.5, la
projection 7 : G — G° induit un plongement S*(7) : S(G°) — S(G).

Proposition 13.3. L’application S*(m) : S(G°) — S(GQ) est un homéomorphisme de

Plats(X)S’O sur Plats(X)S qui entrelace 7, i.e. pour tous g € G et H € Plats(X)S’O
nous avons 8*(w)(w(g) - H) = g - S*(7)(H).

Démonstration. On constate que © = &*(7) o O donc ceci montre que
S*(m) (Plats(X)Sp) = Plats(X)S. Or Papplication S*(7) est un plongement, donc c’est
un homéomorphisme de Plats(X)&O sur Plats(X)S.

De plus, pour tous g € G et H € Plats(X)S’O C 8(G°) nous avons §*(7)(n(g) - H) =
N n(g)-H)=g-7"'(H) =g-S(m)(H). O

13.2 Le cas de rang un

Supposons dans cette partie tout d’abord que G = SLy(R) et que X = HZ. Dans
ce cas, prenons pour A le sous-groupe diagonal de G avec des coefficients diagonaux
strictement positifs, et pour N le sous-groupe triangulaire supérieur avec des 1 sur la
diagonale.
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Proposition 13.4. Soit (V,)nen une suite de géodésiques de HZ partant a linfini, et
supposons quitte a extraire que les extrémités (v, )nen et (7, Jnen aient une limite com-
mune & dans O H%. Alors la suite de sous-groupes de Cartan (Stab(7,)o)nen converge
vers le radical unipotent du fizateur de & dans G.

Démonstration. Pour tout n € N, considérons g, € G tel que Stab(v,)o = gnAg, "
D’aprés la décomposition d’Iwasawa G = KAN = KN A, on peut supposer que g, € N
pour tout n € N. Il est alors immédiat que la suite (g,Ag, ),en converge vers N dans
S(G). Et le sous-groupe N est le radical unipotent du fixateur AN de £ dans G. O

Proposition 13.5. La compactification de Chabauty de l’espace Plats(H2) des géodé-
siques de HZ est ’espace des sous-groupes fermés de SLo(R) abéliens connexes mazimaux
inclus dans un sous-groupe de Borel. Elle est naturellement SLy(R)-isomorphe au quo-
tient du tore O, JHZ X O, HZ par linvolution diagonale.

Démonstration. Notons o I'involution diagonale de 0,,H2 x 0., HZ. Appelons £1,£7 €
05 HZ les deux extrémiteés de la géodésique translatée par A, de sorte que £ soit le point
fixé par N.

Considérons I'application

Plats(IZ). — (O H2 x 0oH2) Jo
gAg™" = [g-&T,g- &)
gNg™' = [g-&F,9-€7,

d’aprés la proposition précédente, c’est un homéomorphisme SLy(R)-équivariant pour
l’action par conjugaison sur S(G), et pour I'action quotient de l'action diagonale sur
(O HE x 0, ,HZ) /0. O

On déduit du cas de SLy(R) une description du cas de rang un.

Proposition 13.6. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple de centre fini ayant un
nombre fini de composantes connexes, sans facteur compact, de rang réel un, et soit X
son espace symétrique. La compactification de Chabauty de ’espace Plats(X) des géodé-
siques de X est l’espace des sous-groupes fermés de G abéliens connezres de dimension
1 inclus dans un sous-groupe de Borel.

Démonstration. Puisque tout sous-groupe compact maximal de GG agit transitivement
par conjugaison sur les sous-groupes de Borel de G, nous savons que la compactification
de Chabauty de l'espace Plats(X) est incluse dans I’espace des sous-groupes fermeés de
G abéliens connexes de dimension 1 inclus dans un sous-groupe de Borel.

Réciproquement, considérons un sous-groupe fermé H abélien connexe de dimension
1 inclus dans un sous-groupe de Borel B de G. Notons A le sous-groupe de Cartan de
G inclus dans B. Si H n’est pas un sous-groupe de Cartan, alors H est inclus dans le
radical unipotent de B, est normalisé par A, et le sous-groupe de Lie connexe L = AH
de G engendré par A et H est isomorphe a la composante neutre du sous-groupe de Borel
de SLy(R). Alors d’aprés la proposition 13.4, le sous-groupe H est limite de conjugués
de A (par des éléments de L). O
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13.3 Le cas de SL3(R)

Posons G = SL3(R), K = SO3(R) et A le sous-groupe de G des matrices diagonales &
coefficients diagonaux strictement positifs. Soit M le centralisateur de A dans K, c’est-
a-dire le sous-groupe fini de G constitué des matrices diagonales a coefficients diagonaux
égaux a +1. Et soit M’ le normalisateur de A dans K, ¢’est-a-dire le sous-groupe fini de
G constitué des matrices de permutation de coefficients égaux a +1. Notons T'= M A
le centralisateur de A dans G, c’est un tore déployé maximal, et notons 7" = M'A le
normalisateur de A (et de T') dans G.

Notons N le sous-groupe de G unipotent supérieur, B = MAN le sous-groupe
de Borel standard, c’est-a-dire le sous-groupe triangulaire supérieur, et By = AN sa
composante neutre.

Notons de plus g, €, a, n et b les algeébres de Lie de G, K, A, N et B respectivement.

Notons X l'espace symétrique de GG. Pour étudier la compactification de Chabauty de
I'espace Plats(X) = G/T" des plats de X, d’aprés le théoréme 13.2, nous allons étudier
les limites de sous-algebres de Cartan de g. D’apres la décomposition d’Iwasawa G =
K AN, il suffit d’étudier les limites de sous-algébres de Cartan incluses dans b = a @ n.
Nous allons déterminer toutes les sous-algébres abéliennes de dimension 2 de b.

13.3.1 Les sous-algébres de Lie abéliennes de b de dimension 2

Soit Y le sous-espace de S(g) constitué des sous-algébres de Lie abéliennes de dimen-
sion 2 de b. Le groupe By agit sur Y par 'action adjointe. Nous allons montrer que le
sous-espace des sous-algebres de Cartan de g incluses dans b est dense dans Y, puis nous

étudierons la maniére dont les orbites de By forment une structure de CW-complexe sur
Y.

Notons p, : b = a®n — a la projection sur a parallélement a n.

Notons v : @ — R définie par H — Hy; — Hyp et f : a — R définie par H —
Hy9 — Hs3 : ces racines forment une base du systéme de racines associé a la sous-
algébre de Cartan a. Les racines positives correspondantes sont Xt = {a, 3, + §}.
Soit (Hy, Hg) la base de a duale de (o, 3). Leurs matrices sont H, = Diag(2, 5, 5) et
Hy = Diag(1, 1, =2).

Pour toute racine vy € ¥, notons de plus a, = Kervy et A, = exp a,. Notons de plus

Aazﬁ = exp R(Ha —+ Hﬁ)

Notons les vecteurs

010 00 0 00 1
Us=[000|,0;=[00 1| etUps=|000
00 0 00 0 00 0

Notons les espaces de racines n® = RU,, n® = RUj et n®*# = RU,,, 5. Et, pour toute
racine v € X, notons N? = expn”. Enfin, notons les deux sous-groupes paraboliques
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maximaux contenant B

* % x % %
P = * % ok et PP = 0 * =*
0 0 =% 0 % =x

Pour tout vecteur X € b, nous noterons X = X, + 2,Uy + 23Us + 2043Uq4p la
décomposition en espaces de racines de X dans la décomposition b = a+n®+n” +not8,

De plus, pour tout [z : y] € P}(R), notons

0 tz s
[y = 0 0 ty ct,seR
0 0 O

On peut remaqrquer que les algébres de Lie des radicaux unipotents de P® et P? sont
lo:1) et I[1.0), ce sont des sous-algebres de Lie de b abéliennes de dimension 2.

Pour toute racine v € ¥*, notons de plus [, = a, & n?. On vérifie facilement que les
sous-algebres de Lie [, pour [z : y] € P!(R), et [, pour v € BT, appartiennent a Y.

Proposition 13.7. Soit [ € Y. Alors il y a trois possibilités (mutuellement exclusives) :
1. soit il existe un unique b € N tel que | = Adb(a) ;
2. soit il existe un unique [z : y] € P1(R) tel que [ = [y ;
3. soit il existe un unique v € X1 et un unique b € N/N7 tels que | = Adb(L,).

Démonstration. Distinguons selon la dimension de pq([).

1. Sipy(l) = a, considérons une base de [ constituée de deux éléments diagonalisables.
Alors [ est une sous-algébre de Cartan de g, il existe donc b € G tel que [ = Ad b(a).
Puisque b est l'algebre de Lie d'un sous-groupe de Borel contenant [, on peut
supposer de plus que Adb(b) = b, c’est-a-dire que b € Ng(b) = B = TN. Puisque
T est le normalisateur de A, on peut supposer que b € N. Et cet élément est
unique car N N Ng(A) = {e}.

2. Si py(l) = {0}, alors [ C n. Puisque [ est abélienne, la projection de [ sur g, + ggs
n’est pas de dimension 2, donc est de dimension 1. Puisque [ ne se surjecte pas sur
n® +n?, cela implique que le noyau de la projection n®*?, qui est de dimension 1,
est inclus dans [. Il existe donc un unique [z : y] € PY(R) tel que zU, + yUs € 1.
Ainsi [ = {2tUy + ytUs + 2Uqqp 1 1,2 € R} = [y

3. Sinon p,(I) est de dimension 1 : soit alors X € ['tel que p,(X) = Xy #0.S0it Y €n
tel que (X,Y") soit une base de [. Alors, puisque [ est abélienne, la coordonnée de
[X,Y] = 0 selon n® est a(X,)Y, = 0 et celle selon n° est B(X,)Ys = 0. On se
trouve alors dans 'un des trois cas suivants :

(a) Soit X, € a,. Dans ce cas on peut supposer que 5(X,) = 1 (c’est-a-dire
X, = Hp), et on a donc Yz = 0. Par ailleurs la coordonnée de [X,Y] =0
selon N est y,1 5 —15Ys = 0. Puisque Y # 0, on doit donc avoir y, # 0 : on
peut supposer que y, = 1. Quitte a ajouter & X un multiple de Y, supposons
que z, = 0. Alors I’élément

1 0 xa+ﬁ
bvl=[01 23 |eN
00 1
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est tel que Adb™'(X) = Hz € Kera et Adb™*(Y) = U, € n® Donc [ =
Adb(a, ®n*) = Adb(l,).

(b) Soit X, € ag. Dans ce cas symétrique au précédent, on trouve également un
¢lément b € By tel que [ = Adb(lg).

(c) Sinon, on doit avoir y, = yz = 0 : on peut alors supposer y,s = 1. Puisque
X et Y commutent, on en déduit que la coordonnée de [X, Y] = 0 selon n®*+#
est (a+ B)(Xa)Yat+s = (a4 B)(Xy) = 0. On peut supposer que a(X,) =1 et
B(X,) = —1. Alors I’élément

1 z, O
b'=10 1 —a5 | €N
0 0 1
est tel que Adb™1(X) € X+ n®"? et Adb™1(Y) = Y € n*® Donc [ =
Et dans chacun de ces trois cas, le normalisateur de [, dans N est égal a N7, d’ou
I'unicité de b modulo N7. O

Corollaire 13.8. Sous l’action de By, il y a 8 orbites dans Y, dont des représentants
sont a, U0, Yoy, ey, ey s I et lays.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour tout [z : y] € PYR)\{[1 : 0],[0 : 1]}, il
existe a € A tel que Ada(ljzy)) = l1.41] (selon que et y sont de méme signe ou non),

et que deux de ces 8 représentants ne sont pas conjugués sous l’action adjointe de Bj.
O

Considérons pour tous x, y et z réels 1’élément

0 =z =z I 2 z+%
b(x,y,z)=exp|[ 0 0 y | =] 0 1 Y € N.
0 0 0 0 0 1

Le lemme suivant permet de décrire quels éléments de 'orbite de a par N convergent
vers quels éléments de Y.
Lemme 13.9. Soient (Z,,, Yn, 2n)nen une suite de R® tendant vers linfini.
1. Sizy, — 00 et (Yn, 2y + 22) = (y,2) dans R?, alors nl_i)r&()Ad b(Zpy Yn,y 2n)(a) =
Adb(0,y, z)(ly).
2. Siyn — 00 et (T, 2, — ) — (x,2) dans R?, alors nEIfoo Adb(xy,, Yn, 2n)(a) =
Adb(z,0,2)(I).
3. 8 z, = 00 et (xn,y,) — (x,y) dans R?, alors ngrfoo Adb(z,, Yn, 20)(a) =
Ads(2, 9, 0) (I )

4. Si on n’est pas dans l'un de ces cas a extraction pres, et si

xnyn
2

xnyn
2

[:Un(zn + ) yn(—2n + )| = [a: b

dans P*(R), alors lim Adb(x,, yn, z)(a) = [ay.

n—-+4o0o
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Démonstration. Calculons les images par Ad b(z,,, Yn, 2,,) des vecteurs H, et Hg de la
base de a.

L g, ke
Adb(xp, Yn, 2n)(Hy) = 0 _?1 0 et
0 0 —
e
Adb(xn, yn, 2n)(Hp) = 0 % —Yn
0 0 —
1. Supposons x, — 00 €t (Yn, 2, + £2) — (y, z) dans R*. Alors
_1 L —y
Adb(zp, Yn, 20)(— 0 O = Adb0,y,2)(U,) et
TL*) o
" 0 O

0
Adb(zp, Yn, 2n)(Hp) 5 —y | =Adb(0,y,2)(Hg).
0
(

Donc lim Adb(x,, yn, 2,)(a) = Adb(0,y, 2)(RHg + RU,) = Ad b(0, y, 2)(l,)-

n—-4o0o

2. Supposons y, — 00 et (zy, 2, — 2) — (x, z) dans R?. Alors

2 gz —z
3
Adb(xy, Yn, 20)(Hy) — 0 _?1 0 = Adb(z,0,z2)(H,) et
n—+oo 0 0 _?1
_1 0 0 =
Adb(xp,, Yn, 2n) (—Hg) —— 0 0 1 | =Adb(x,0,2)(Up).
n n—+oo 00 0
Donc lim Adb(x,, yn, 2n)(a) = Adb(x,0, 2)(RH, + RUz) = Ad b(z, 0, z)([3).

n—-+o0o

3. Supposons z, — 00 et (T, yn) — (z,y) dans R% Alors

0 01
Adb(zp, Yn, 2n) (_—1Ha) — 0 0 0 | =Ussp=Adb(z,y,0)(Ussp)
n n—+oo 00 0
et
s —x oy
Adb(zn, Yn, 2n) (Ho — Hp) - 0 3 vy | =Adb(z,y,0)(H, — Hp).
Donc lim Adb(x,,yn, zn)(a) = Adb(z,y,0)(R(Hy — Hp) + RUs:p) =

n—-+4o0o

Ad b($7 Y, O)([a-l—ﬁ)-

4. Sinon, considérons le vecteur Z,, de Ad b(x,, Yy, 2,)(a) suivant dont le coefficient
dans le coin supérieur droite (Z,,); 3 est nul :

Zn = Adb(zn,Yn, 2n) ((zn + xnyn) H, + (—zn + ll?nyn> Hg)

2 2
TrEE G ss) 0

= 0 3zn _yn(_zn + nTyn)
0 0 Zn __ InlYn

3 2
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Montrons que, si I’'on n’est pas dans I'un des trois premiers cas a extraction pres,
les coefficients diagonaux de Z,, sont négligeables devant I'un des coefficients de la

surdiagonale.
® Six, = 00, Yy — y et z, + 7 — o0, alors les coefficients diagonaux de Z,
sont négligeables devant (Z,)12 = —xn(2, + =).

InYn

e Six, = x y, = 00etz, — Yt — 00, alors les coefficients diagonaux de Z,
sont négligeables devant (Z,)s,3 = —yn(—2n + *5%).
e Siz, — ocoety, — 00, alors les coefficients diagonaux de Z,, sont négligeables

devant (Z,)12 = —n (2, + 752).

Ainsi il est naturel de supposer que la suite ([2,(z, + Z22) : y,(—2, + 222 )neN

converge vers [a : b] dans P1(R). Dans ce cas, la suite de droites (RZ,),cn converge
vers R(aU, + bUs) dans P!(b). Par ailleurs, selon les cas, 'une des deux suites de

droite (Adb(2p, Yn, 2n)(Ha))nen 0u (Ad b(Zn; Yn, 2n) (Ha) )nen converge vers RU,

dans P!(b).
On en conclut que la suite de sous-algebres de Lie (Ad b(2,,, Yn, 2,)(a))nen converge
vers ljg:p)- O

Le résultat suivant découle alors immeédiatement du corollaire 13.8.

Corollaire 13.10. L’orbite de a sous l’action adjointe de N est dense dans Y . L

Calculons les normalisateurs dans By de chacune des 8 sous-algébres de Lie du co-
rollaire 13.8.

Proposition 13.11. 1. Le normalisateur Ng,(a) de a dans By est égal a A. Donc
lorbite de a sous l’action adjointe de By est homéomorphe a N, c¢’est-a-dire a R3.

2. Le normalisateur Ng,(ljp.1)) de Iy dans By est égal a By. Donc son orbite est un
point.

3. Le normalisateur NBO([[LO]) de lj1.0 dans By est égal a By. Donc son orbite est un
point.

4. Le mormalisateur NBO([[M}) de l1.1) dans By est égal a Aq—gN. Donc son orbite
est homéomorphe & AJ/A,—p, c’est-a-dire a R.

5. Le normalisateur NBO([[I:A]) de lj1.—1) dans By est égal a Aq—gN. Donc son orbite
est homéomorphe a R.

6. Pour toute racine positive v € ¥, le normalisateur Np,(1,) de L, dans By est égal
a ANY. Donc son orbite est homéomorphe & N/N7, c’est-a-dire a R

Démonstration. e On sait méme que le normalisateur de a dans G est Ng(a) =T".
e Il est clair que les sous-algeébres de Lie [j1.o) et [jp.) sont normalisées par Bj.
e La sous-algebre de Lie ;.1 est normalisée par N, et son normalisateur dans A
est égal & A,—p.
e Il est clair que le sous-groupe A normalise Ker y@n?. Par ailleurs le normalisateur
de Kervy dans N est N7, et la sous-algebre n” est normalisée par N. Donc le
normalisateur de Kery @& n” dans By est égal & AN". O

Le lemme suivant décrit les valeurs d’adhérence des autres orbites que a dans Y sous
I’action adjointe de By, pour les représentants décrits dans le corollaire 13.8.
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Lemme 13.12. 1. Les sous-algebres lj.q) et I, sont normalisées par By.

2. Pour .41, un systéme complet de représentants de By modulo NBO<[[1::t1]) =
Ag—pN est Ay = {Diag(\M, A2, A) € A : A €€]0,+00[}. Soit (A\n)nen une suite
dans 10, +o00[ et considérons pour tout n € N ’élément b, = Diag(\,, \,,;% \n)
de Aatp. St Ay — 400 alors lim Adb,([1.41]) = I et si A\, — 0 alors

n—-+00
lim Adb,(lg+1) = lo1-

n—-+00

3. Pour l,, un systéme complet de représentants de By modulo Np,(l,) = AN® e
NANeHB = 1p(0,y,2) : v,z € R}. Soit ((yn, 2n))nen une suite de R? tendant vers
Uinfini et considérons pour tout n € N [’élément b, = b(0,y,, 2,) de NP NP, Sj
[z, : y2] = [a : b] dans PY(R), alors nl—1>I—Poo Adb,(la) = lay.-

4. Pour lg, un systeme complet de représentants de By modulo Np,(lg) = ANP est
NENoHB = {b(x,0,2) : x,2 € R}. Soit ((xn, 2n))nen une suite de R? tendant vers
Uinfini et considérons pour tout n € N [’élément b, = b(z,,,0,2,) de N*N°7. Sj
[—22 : 2,] — [a: 0] dans P}(R), alors lim Ad by, (lg) = ljau)-

5. Pour I, g, un systéme complet de représentants de By modulo Ng, (I 5) = ANTP
est {b(x,y,0) : x,y € R} (ce n’est pas un sous-groupe de By). Soit ((Tn, Yn))nen
une suite de R? tendant vers l'infini et considérons pour tout n € N [’élément b,, =
b(Zp, Yn,0) de N. Si [—z, : yn] — [a : b] dans PY(R), alors nl_i)r&()Ad b (latp) =

la:t) -
Démonstration. 1. Cela a été vu dans la proposition 13.11.

2. On remarque que Ad bn([[lzil}) = [[/\;,”i/\;s}, le résultat est alors clair.

3. Calculons le vecteur

01 —y,
Adb,(U,)=1| 0 0 0 ,
00 O

ainsi on constate la limite

RAdb, (—ynHg + 2,Uy) — R

n—-+4o0o

o O O
o O 2
o ot O

Par ailleurs, 'une des deux suites (R Ad b, (H3))nen ou (R Ad b, (Uy))nen de droites
de b converge vers RU, . Ainsi 1ir+n Ad b, (la) = [0
n—-+0oo

4. Calculons le vecteur

00 =z,
Adb,(Ug)=1 0 0 1 ,
00 0
ainsi on constate la limite
0 a O
RAdb, (xnHy +2,U3) — R 0 0 b
n——+oo 0 O 0

Par ailleurs, 'une des deux suites (R Ad b, (H,))nen ou (R Ad b, (Up) )nen de droites
de b converge vers RU,g. Ainsi lirf Ad b, (Is) = g
n—-+0oo
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5. Le vecteur U, est normalisé par b, et on constate la limite

0 a O
RAdb, (Hy, — Hs — 2,ynUays) — R 0 0 b
n—4o0o 0 O 0
Ainsi lim Adby,(lags) = a)- O

n—-+4o0o

13.3.2 La topologie de ’espace Y des sous-algébres de Lie abéliennes de b
de dimension 2

Considérons 'homéomorphisme de R dans R défini par z — 2’ = sgn(z)+/|z|, d’'in-
verse 2/ — z = sgn(2)(2')%

Pour n = 2 et n = 3, notons B" la compactification de R"™ obtenue en ajoutant
la sphére S"~! a Pinfini (qui est la compactification géodésique de I'espace euclidien
standard R"). Utilisons des coordonnées homogenes pour les spheéres, en identifiant S"*
avec (R™\{0})/R*. de maniére évidente. Notons B}, B3 et B, ; trois copies disjointes
du disque fermé B?, de disques ouverts R%, R3 et R?, 5 et de cercles de bord S}, S} et
St - Considérons les trois applications continues

fo :BN\{[£1:0:0]} — B?
(z,y,7) €R® — (y, <z+%)/)€Ri
[x:y:2]€S* {y:(z—l—x—)/] €St

fa :B\{[0:£1:0]}

1
s3]
=N

/ 3 AN 2
(r,y,2") € R’ (x,(z 2)) € Rj
[z:y:2]€S* {x:(z—%)}eg%
Jarp :BA{[0:0:£1]} — B2 ;4
(SL’, Y, Z/) S RB = ('Ta y) S Ri-{—ﬁ)
[x:y:2]€S® = [z:y]€Si,

Remarquons que ces formules étant positivement homogenes, et les domaines de dé-
finition indiqués étant les bons, ces applications sont bien définies. Soit C' I’adhérence
de I'image du plongement (et nous identifions ’espace de départ et I'image de ce plon-
gement)

B\{[£1:0:0],[0: £1:0],[0:0: 1]} — B’ xB2 x B} x B4

p = (0 fa(p), f5(P); fars(p))-

L’espace C est la boule B? ot on a éclaté les six points {[£1:0:0],[0: +1:0],[0:0:
+1]} en six disques, identifiés deux a deux (voir la figure 15).
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FIGURE 15 — La boule éclatée C.

Notons OC' le complémentaire dans C' de I'image de R?. Notons C’ le complémentaire
dans 9C' des trois disques B2, ]B%% et thLg, c’est-a-dire S? privé des six points [+1 : 0 : 0],
[0:+1:0] et [0:0:£1], et considérons 'application

g:C" = PYR)

z:y: 2] — [x(z+%>:y(—z+%)].

Prolongeons I’application g aux bords S}, S}; et S} . des plans R?, R% et R? L, Dar les
formules suivantes.

9o : St — PYR)
y:2] = [z:97
95:Sp — PY(R)
[x:2] — [—2%:/]
ga+6:Szlx+6 - P1<R)
[z:y] = [-zayl

On obtient ainsi une application g de Cy = C"US, USjUS] 5 dans P'.
Lemme 13.13. L’application g : Co — P! est continue.

Démonstration. Il est clair que 'application g est continue sur 'ouvert C’ de Cj, ainsi
qu’en restriction a chaque S}/, pour y € XF.

Soit [y : 2/] un point de S}, et soit ([z, : Yn : 2,])nen une suite de C’ convergeant
vers [y : 2'] dans C'. Par continuité de fz et foip en [£1: 0 : 0], cela signifie que la suite
([Zn @ Yn : 28] nen converge vers [£1 : 0 : 0] dans S?, et par continuité de fz et f,. g en

[£1:0: 0] que la suite (fo([Tn : Yn : 2L]))nen = ([yn : (2 + mnzy”)/])NEN converge vers

[y : 2] dans S!. Ainsi on peut supposer que la suite (z,),en tend vers l'infini, que la

suite (yn)nen converge vers y, et que la suite (2, + ), cy converge vers z. Or

ol 02D = [ (0 5 s (ot 25

_ T (_Fn Yn
= {szr 5 .yn< xn+2)}.
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Tny
2
converge vers y, et donc la suite (g([z,, : Yn : 2.]))nen converge vers [z : y%] = go([y : 2']).
Siy = 0, alors on en déduit que la suite (z,),en est négligeable devant (x,,),en, et donc

la suite (g([xn : Yn : 25]))nen converge vers [1: 0] = go([y : 2']).

Siy # 0, alors la suite (2,)nen est équivalente a (—*2%),, .y, donc la suite (—;—Z + B )nen

Pour Sé, la continuité de g se montre de maniére identique.

Soit [ : y] un point de S}, 5, et soit ([z, : Yn : 2] nen une suite de C” convergeant
vers [x : y] dans C. Cela signifie que la suite ([z, : yn : 2] )nen converge vers [0: 0 : 1]
dans $?, et que la suite (fors([Tn @ Un : 20]))neny = ([T : Yn))nen converge vers [z : y]
dans S'. On peut donc supposer que la suite (z,,),en converge vers x, que la suite (1, )nen
converge vers y, et que la suite (z,),en tend vers Uinfini. Or

g([zn 2 Yn : Z;LD = [xn <zn + anyn) 1 Un <—Zn + anyn)] .

Puisque la suite (z,y,)nen est négligeable devant la suite (2,)nen, on en déduit que la
suite (g([Tn : Yn : 2]))nen est équivalente a la suite ([z, 1 —yn])nen, donc converge vers

[z —y] = gass([z : Y]).

On a donc montré que 'application g était continue sur Cj. U

Considérons 'application suivante.

p:C — Y
(z,y,7) €R® = Adb(z,y,2)a
(y,2) €R2 +— Adb(0,y,2)l,
(z,2') €RF — Adb(z,0,2)ls
(z,9) €ERLy = AdD(z,y,0)l0ss
ceCy = Iy

Théoréme 13.14. L’application ¢ est continue, surjective et induit un homéomor-
phisme ¢ du recollement C U, P1(R) sur 'espace topologique Y .

Démonstration. Puisque Papplication P'(R) — Y définie par [a : b] — [ est un
plongement, et que I'application ¢ factorise par g sur Cy, on en déduit que 'application
¢ est continue en restriction a Cy. L’application ¢ est également continue sur 1'ouvert

R3 de C.

Considérons les six applications

B — Y
(y,2) €RZ +— Adb0,y,2)l,
ly:21€S, = L

B — Y
(z,2') €RF — Adb(z,0,2)ls
[o: 2T €Ss = Loy
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et B, s — Y
(w,9) €RG s = Adb(z,y,0)larg

) 1
[z:yl €Sass = lguis(lo)-

D’apreés le lemme 13.12, ce sont des plongements. Puisqu’en restriction aux trois disques
B2, B% et B2 15, Vapplication ¢ factorise par ces plongements, on en déduit que 'appli-
cation ¢ est continue en restriction a C'\R?.

Soit (y,2’) un point de R2, et soit (T, Yn, 2, )nen une suite de R? convergeant vers
(y,2') dans C. Cela signifie que la suite (z,,Yn, 2, )nen converge vers [£1 : 0 : 0]
dans B3, et que la suite (fa(Tn,¥Yn,2,))nen converge vers (y,2’') dans RZ. Puisque
(n)nen tend vers l'infini et que la suite (yn, Zn + :”"Qy")n o converge vers (y,z), d’apres
le lemme 13.9(1), on en déduit que la suite de sous-algébres de Lie(¢(xn, Yn, 2n))nen

converge vers Ad s(0,y, 2)l, = ¢(y, 2).

Soit [y : 2'] un point de S}, et soit (2, Yn, 2/, )nen une suite de R? convergeant vers

[y : 2] dans C. Cela signifie que la suite (2, Yn, 2}, )nen converge vers [£1 : 0 : 0] dans
B3, et que la suite (fo(Tn, Yn, 2,) )nen converge vers [y : '] dans B2.

Zn+ ﬂcn2yn

Supposons y # 0, alors la suite <72> converge vers
neN

n

z
y2)
(£*)nen tend vers Dinfini, donc la suite (;—g)neN est équivalente & (=3 )nen. Ainsi

la suite ([zn(zn + 222) : yn(—20 + 222)]) oy dans P'(R) est équivalente & la suite

or la suite

([xny% Y ”‘“—"]) . donc converge vers [z : y?] = go([y : 2]). D’aprés le lemme 13.9(4),

n
Yn
on en déduit que la suite de sous-algébres de Lie (P(Zy,Yn, 2n))neny converge vers

[[z:yQ] = (b([y : Z/]).

Supposons y = 0, alors la suite ( v

([ Cen +252) syn(=20 + 2592)]) o = ([ (e +552) 0 =gz + 252) + 20gi])
converge vers [1 : 0] = g,([y : 2/]). D’apreés le lemme 13.9(4), on en déduit que la suite
de sous-algebres de Lie (¢(2n, Yn, 2n))nen converge vers lj.o = ¢([y : 2']).

) converge vers 0. Donc la suite
neN

La continuité de ¢ sur B% est identique.

Soit (x,y) un point de RiJrﬁ, et soit (zy,Yn, 2, )neny une suite de R* convergeant
vers (x,y) dans C. Cela signifie que la suite (2, Yn, 2, )nen converge vers [0 : 0 : +1]
dans B3, et que la suite (fois(Zn,Yn, 2h))nen = (Tn, Yn)nen converge vers (z,y) dans
R? , 5. Puisque (z,)nen tend vers l'infini et comme la suite (,, Yn)nen converge vers
(z,y), d’aprés le lemme 13.9(3), on en déduit que la suite de sous-algeébres de Lie

(¢(xna Yn, Zn))neN converge vers Ad b($7 Y, O)([a-l—ﬁ) = gb(l‘) y)

Soit [z : y] un point de S}, 4, et so0it (2n,Yn, 2, )nen une suite de R® convergeant
vers (x,y) dans C. Cela signifie que la suite (2, Yn, 2, )Jnen converge vers [0 : 0 : +1]
dans B3, et que la suite (fois(Tn, Yn, 25))nen = (Tn, Yn)nen converge vers [z : y| dans

InYn

B2 5. Alors la suite ([zn(zn + 222) : yn(—2z0 + = )])neN est équivalente & la suite
([Zn : —Yn])nen, donc converge vers [z : —y] = garp([z : y]) dans P1(R). Donc d’apreés
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le lemme 13.9(4), on en déduit que la suite de sous-algébres de Lie (¢(2n, Yn, 2n))nen
converge vers l,._,) = ¢([z : y]).

On a donc montré que I'application ¢ était continue sur C. Puisqu’elle factorise par
g sur Cp, on en déduit qu’elle induit une application continue ¢ de C'U, P*(R) sur Y.

L’application ¢ est une bijection de R? sur l'orbite de a dans Y sous I’action adjointe
de By. Pour tout v € ¥, 'application ¢ est une bijection de R% sur 'orbite de [, dans
Y sous l'action adjointe de By. Et 'application ¢ est une bijection de P!'(R) sur le sous-
espace {ljz4 : [a: b] € PY(R)} de Y. Ainsi d’apreés la proposition 13.7, 'application ¢ est
Eijective. Or l'espace C'U, P*(R) est compact et 'espace Y est séparé, donc 'application
¢ est un homéomorphisme. O

lo:1)

FIGURE 16 — Le CW-complexe Y

Corollaire 13.15. L’espace Y est un CW-complexe (voir la figure 16), dont les sim-
plexes sont donnés par les By-orbites. Les voici, classés par dimensions.

— Il y a deuz 0-simplexes, qui sont les points [j1.g et ljo.1).

— Iy a deuz 1-simplexes, qui sont les orbites de ljj.4q).

~ 1l y a trois 2-simplexes, qui sont les orbites de Kery & g, pour v € X7

— Il y a un 3-simplexe, qui est ['orbite de a.

O

Proposition 13.16. Le 2-squelette Y de Y a le type d’homotopie qu’un bouquet formé
de deux spheres S? et d’un plan projectif réel P2(R). En particulier, l'espace Y a pour
groupe fondamental m(Y') = Z/27Z, dont un générateur est donné par la classe d’homo-
topie d’un lacet parcourant une fois le cercle PY(R).
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Démonstration. Le 2-squelette Y de Y est le recollement des trois 2-cellules R?, R
et R? +p bar les trois applications ga, gs €t gaips sur le l-squelette Y ~ PYR).

Or les applications g, et gz sont homotopes & des applications constantes, et le
recollement de R, ; sur P'(R) par go4p est homéomorphe a P*(R). Ainsi le 2-squelette
Y ale type d’homotopie d'un bouquet formé de deux sphéres S? et d’un plan projectif
P?(R). Ainsi le groupe fondamental de Y est isomorphe au groupe fondamental de P?(R),
c’est-a-dire Z/27Z. O

13.3.3 Compactification de G/T"

Notons Z = Plats(X)S la compactification de Chabauty de G/T" = Plats(X). Elle
s'identifie & I'adhérence du plongement 6 : G/T" — S(g) (voir le théoréme 13.2). On
peut décrire tous les éléments de cette compactification.

—_—
Théoréme 13.17. La compactification de Chabauty Plats(X) de l’espace des plats
mazimauz Plats(X) de l'espace symétrique X de SL3(R) est le sous-espace de S(SL3(R))
des sous-groupes fermés connexes abéliens maximauz inclus dans un sous-groupe de Bo-
rel.

Démonstration. Soit H un sous-groupe fermé connexe abélien maximal de SL3(R)
inclus dans un sous-groupe de Borel. Quitte & conjuguer, on peut supposer que H est
inclus dans le sous-groupe de Borel standard B, donc d’apres le corollaire 13.10, le

— S
sous-groupe H appartient a Plats(X) .

Réciproquement, soit (g, )nen une suite de SL3(R) telle que la suite de sous-groupes
fermés (g, Ag, ') nen converge vers un sous-groupe fermé L. Quitte & multiplier chaque
gn & gauche par un élément du groupe compact K = SO3(R), d’aprés la décomposition
d’Iwasawa G = KAN = KBy, on peut supposer que g, appartient & By pour tout
n € N. Ainsi L est un sous-groupe fermé connexe abélien maximal de SL3(R), inclus
dans le sous-groupe de Borel standard B. O

La condition d’étre inclus dans un sous-groupe de Borel est nécessaire, comme le
montre le sous-groupe fermé connexe abélien maximal de GG suivant, qui n’appartient

pas a Plats(X)S

acos) —asinf 0
K“A, = asin acosf 0 : 0 eR,a€]0,400]
0 0 a2

On peut remarquer que ce sous-groupe stabilise une unique géodésique singuliére de
X, que H ne fixe pas de chambre de Weyl a l'infini et que certains éléments de H ont
un spectre pour 'action adjointe sur g imaginaire pur. La condition d’étre inclus dans
un sous-groupe de Borel peut ainsi étre formulée d’autres maniéres.

Proposition 13.18. Soit H un sous-groupe fermé connexe abélien mazximal de SL3(R).
Les assertions suivantes sont équivalentes.

e Le sous-groupe H est inclus dans un sous-groupe de Borel.

o Le sous-groupe H fixe une chambre de Weyl a l'infini de X.
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e Le spectre de l’action adjointe de H sur g est réel.
o Le sous-groupe H ne stabilise pas une unique géodésique singuliere de X .

Démonstration. D’aprés le théoréme 10.18, on sait que soit H stabilise un plat de X,
soit H fixe un point de 0,,X. Le sous-groupe H ne peut pas fixer de point de X.

Si H ne stabilise aucun plat de X, les quatre assertions sont vraies.

Si H stabilise une unique géodésique singuliére de X, les quatre assertions sont
fausses.

Si H stabilise un unique plat maximal de X, les quatre assertions sont vraies.

Nous avons donc montré 1’équivalence des quatre assertions. O

Il est aisé de voir que les trois premiéres assertions sont des conditions fermées pour
H pour la topologie de Chabauty sur S(G). Pour les deux premiéres, il suffit de constater
que le sous-groupe compact K agit simplement transitivement sur les sous-groupes de
Borel, et sur les chambres de Weyl a I'infini. Pour la troisiéme, il suffit de constater que
le spectre de 'action adjointe d’un élément de G varie contintiment.

Déterminons les stabilisateurs dans G des éléments de Y.

Notons M,—g le sous-groupe de M de cardinal 2

+1 0 0
My—p = 0 1 0 ,
0 0 +1

et notons H le sous-groupe H = M,—gA,—sN de G :

a_b

,Va,b,c € R\{0},Vz,y,z € R : =

a
H = 0
0

o oK
0« oW

Proposition 13.19. 1. Le normalisateur Ng(a) de a dans G est égal o T".
2. Le normalisateur Ng(ljo.1)) de lp.q) dans G est égal a P°.
Le normalisateur N¢(Ip.g) de 1.0 dans G est égal a P5.
Le normalisateur Ng(I.)) de 1.1y dans G est égal a H.

Le normalisateur Ng(ljp.—1)) de lp.—q) dans G est aussi égal a H.

S @ o

Pour toute racine positive v € ¥, le normalisateur Ng(L,) de |, dans G est égal

a MAN"?.

Démonstration. 1. C’est la définition de T".

2. Le normalisateur de [,y dans G est le stabilisateur du drapeau {0} C
Vect (e, e5) C R? de R3, c’est-a-dire

Ng(lo)) = P* =

O * *
S %k ¥
* % %
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3. De méme, le normalisateur de [j1.) dans G est le stabilisateur du drapeau {0} C
Vect(ey) C R? de R?, c’est-a-dire

Ne () = PP =

S O %
* % %
* % %

équivaut a lexistence de U, U’ €

4. Soit g = (gi;)1<i,j<3 appartenant & g € Ng(Ijr.1))
= U, + Uz, ou encore l'existence de

(1] tels que Adg(U) = Uaqp et Adg(U’)
z,y, 2",y € R tels que

0 =z vy 0 0 1
gl 0 0 =« = 000 |g
0 0 O 0 00
0 « 010
et g1 0 0 o = 001 |g.
0 0 O 000
Lorsque nous calculons ces produits :
0 zg11 Yg11+ xg12 931 932 933
0 Zg21 Ygo1+ g2 = 0 0 0
0 xg31 ygs1+ 932 0 0 0
0 2g11 Vg1 +2'g12 921 922 923
et | 0 2'gor Y'go1+2'go0 = 931 932 933
0 2'gsq ¥'gs1+ 2932 0 0 0
Ainsi cela équivaut & go1 = g31 = g32 = 0, et Zi—’f = %, c’est-a-dire

g € MazﬁAa:[gN =M.
5. Pour [j1._y), le méme calcul donne Ng(lj.—y) = H.

6. Pour v = «, soit g = (gij)1<ij<3 appartenant a Ng(l,). Alors g normalise égale-
ment le radical nilpotent g, de [,, donc il existe z € R\{0} tel que gxU, = U,g.
L’élément g normalise également l'orthogonal a, de n® dans [, pour la forme de
Killing. Puisque a, est diagonale, g centralise en fait a,, ainsi gHg = Hpgg, d’ou
les égalités

g1,1 1,2 —291,3 g1,1 g1,2 91,3
3 3 3 3 3 3
92,1 92,2 —2g2.3 _ 92,1 92,2 92,3
3 3 3 - 3

3.1 93,2  —2033 —2931 —2932 —293.3
3 3 3 3 3 3
0 zg1q1 O 92,1 922 923
et 0 zg2n O = 0 0 0
0 xgs31 0 0 0 0

Ceci équivaut & go1 = g31 = g32 = g1,3 = ga,3 = 0, c’est-a-dire g € MAN®. 1l est
immédiat que M AN® normalise [,.
On montre le méme résultat pour S et o + 5. O

Considérons 'application continue

m:GxY — Z
(9.y) — g-v,
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ol le groupe G agit sur Z par 'action adjointe. Puisque toute G-orbite dans Z rencontre
Y, Papplication 7 est surjective et ouverte. Choisissons comme point base (e, o) = (e, a)
dans G x Y et zy = m(e, yp) = a dans Z.

Commengons par démontrer un lemme de topologie générale.

Lemme 13.20. Soient (E,eq) est un espace topologique pointé localement connexe par
arcs, (F, fo) un espace topologique pointé localement simplement conneze et 7 : (E, ey) —
(F, fo) une application continue, surjective et ouverte, telle que 7=1(fy) soit connexe par
arcs. Alors application m induit une surjection

e s T (E, eq) = m(F, fo).

Démonstration. Montrons qu’on peut relever localement les chemins, & homotopie
prés. Plus précisément, montrons que, pour tout e € F| il existe un voisinage U de e
dans FE tel que, pour tout ¢’ € U et tout chemin ¢ de 7(e) a w(e’) dans 7w(U), il existe
un chemin ¢ de e a ¢ dans U tel que 7(¢) soit homotope dans F' & ¢ relativement aux
extrémités.

Fixons e € E et f = m(e). L’espace F est localement simplement connexe : soit donc
un voisinage simplement connexe V' de f dans F'. L’espace E est localement connexe
par arcs : soit donc un voisinage connexe par arcs U de e dans E tel que 7(U) C V.

Soient ¢ € U et f' = w(€'). Soit ¢ : [0,1] — w(U) un chemin continu de f a f’.
Considérons un chemin continu ¢ : [0, 1] — U de e a ¢’. Alors 7(¢) et ¢ sont deux chemins
continus de f a f’ inclus dans 7w(U), donc inclus dans V' : ils sont ainsi homotopes dans
F relativement a leurs extrémités.

Ainsi, pour tout lacet ¢ de F' basé en fy, il existe un chemin ¢ de E d’origine ¢, et
d’extrémité appartenant a 7 1(fy) tel que les deux lacets £ et m(¢) (basés en fy) soient
homotopes dans F. Or 7~'(f,) est connexe par arcs : soit ¢ un chemin dans 7 *(f)
joignant les deux extrémités de ¢, alors le lacet concaténé { = ¢ -7 basé en e est tel que
7(¢) soit homotope a ¢ dans F'. L’application 7, est donc surjective. O

Corollaire 13.21. L’application 7w : (G x Y, (e,y0)) — (Z, z0) induit une surjection
T m (G XY, (e,y0)) = m(Z, 20).

Démonstration. Il suffit de vérifier les hypothéses du lemme 13.20 pour I'application
m: (G xY,(e,y0)) = (Z,2). D’aprés la proposition 1.18, I'espace Z est la réunion finie
des G-orbites, qui sont des sous-variétés algébriques lisses de Gra(g), donc 'espace Z
est localement contractile. De méme, 'espace Y est la compactification de Chabauty de
I'espace homogéne B/Np(A), donc l'espace Y est également localement contractile. De
plus, la préimage 77 1(20) = {(g,h-a) e G XY : gh € T'} ~ G x G/T" est connexe par
arcs. Ainsi d’apreés le lemme 13.20 I'application 7, : 7 (G X Y, (e,yo)) — m1(Z, o) est
surjective. ]

Théoréme 13.22. La compactification de Chabauty Z = Plats(X)S de lespace G/T' =
Plats(X) des plats mazimauz de 'espace symétrique X de G = SL3(R) est simplement
conneze.
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Démonstration. Il suffit de montrer que les générateurs de m(G) ~ Z/27Z et de
m(Y) ~ Z/27 ont une image triviale par m, dans m(Z). Chacun de ces générateurs
est la classe d’homotopie d’un lacet dans G x Y (). Rappelons que Y est le 1-squelette
de Y, c’est-a-dire P'(R).

D’aprés la proposition 13.19, I'image par 7 du sous-espace G x Y de G x Y est
homéomorphe au quotient Q = (G/H x P}(R))/~, avec les identifications suivantes.
(gH,[0:1]) ~ (¢'H,[0:1]) si gP* = g'P"
(gH,[1:0]) ~ (¢'H,[1:0]) si gP" = g'P"
Vst € BR[O 1], [1: 0]}, (gH, [s:4]) ~ (9'H, [~s: 1)) si gH = og'H,

ot 0 € M\M,—3 est tel que Ado(Ify.q]) = [[—1.1], par exemple

-1 0 0
o= 0 -1 0 | e M.
0 0 1

Montrons qu'un générateur de 7 (Y') a une image par m, triviale dans m (Z). Considé-
rons le lacet ¢ suivant dans @), dont la classe d’homotopie engendre 7, (m (Y)), effectuant
une fois le tour du cercle Y ~ PY(R), composé des deux chemins

te0,1] — [H,[t:1—1]]
ett€l0,1] — [H,[1—1t:—t].
D’aprés les équivalences définissant (), le lacet ¢ est aussi la composée des deux chemins
te0,1] — [H,[t:1—t]]
ett€0,1] — [oH,[1—1t:1].

Fixons un chemin ¢ de H a o H dans G/H. Alors le lacet ¢ est homotope a la composée
des quatre chemins

te0,1] — [H,[t:1—1],

tef0,1] — [d(1),[1:0],

tel0,1] — [oH,[1—1t:t]]
ett€[0,1] — [d(1—1t),[0:1]].

Or la composée des deuxiéme et troisiéme chemins est homotope a la composée
tel0,1] — [H,[1—1t:t]
et t€0,1] — [d(¢),[0:1]].

Ainsi le lacet ¢ est homotope a zéro.

Montrons qu’un générateur de m(G) a une image par , triviale dans m (Z). Consi-
dérons le lacet d suivant dans @), dont la classe d’homotopie engendre 7, (m (G)) :

d:[0,1] —» @
1 0 0

t 0 cos2mt —sin2nt | H,[0: 1]
0 sin27t cos2mt
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Ce lacet est homotope & la composée des trois chemins

tel0,1] — [Ht:1-1]],
1 0 0
tel0,1] — 0 cos2mt —sin27t | H,[1:0]
0 sin2nt  cos?2mt
ett€[0,1] — [H,[1—t:t].

Le deuxiéme chemin est constant dans (), ainsi le lacet d est homotope a zéro.

D’apreés le corollaire 13.21, I'application , est surjective, et nous venons de montrer
que son image était triviale, donc 'espace Z est simplement connexe. O

Ce résultat peut sembler surprenant, étant donné que 'espace Plats(X) n’est pas
simplement connexe, comme l’explicite le lemme suivant.

Lemme 13.23. L’espace Plats(X) des plats mazimauz de l'espace symétrique de SL3(R)
a un groupe fondamental d’ordre 48.

Démonstration. L’espace Plats(X) s’identifie a '’espace homogéne G/T”, il a pour re-
vétement l'espace homogeéne G/ A, et ce revétement est de degré Card 7" /A = Card M’ =
24. Par ailleurs I’espace homogéne G /A est homéomorphe & K x N, il a un groupe fon-
damental isomorphe a celui de K = SO3(R), donc d’ordre 2. Ainsi 'espace Plats(X) a
un groupe fondamental d’ordre 48. O

13.4 Le cas de SL4(R)

Posons G = SL4(R), K = SO4(R) et A le sous-groupe de G des matrices diagonales a
coefficients diagonaux strictement positifs. Soit M le centralisateur de A dans K, c’est-
a-dire le sous-groupe fini de GG constitué des matrices diagonales a coefficients diagonaux
égaux a £1.

Notons N le sous-groupe de G unipotent supérieur, B = MAN le sous-groupe
de Borel standard, c’est-a-dire le sous-groupe triangulaire supérieur, et By = AN sa
composante neutre.

Notons de plus g, €, a, n et b les algeébres de Lie de G, K, A, N et B respectivement.

Tout d’abord, remarquons qu’il existe une sous-algebre de Lie de g abélienne maxi-
male incluse dans b de dimension 4 :

o O OO
o O OO
S O ¥ %
S O * ¥

Puisque la dimension des sous-algébres de Cartan est 3, la sous-algebre de Lie [y ne
peut étre limite de sous-algébres de Cartan. Ainsi I'analogue du théoréme 13.17 est
incorrect pour le groupe SL4(R). D’aprés [WZ84|, il s’agit (& conjugaison prés) de la
seule sous-algebre abélienne maximale de g de dimension 4. Nous allons ainsi étudier les
sous-algebres de Lie de g abéliennes incluses dans b de dimension 3.
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Notons X l'espace symétrique de GG. Pour étudier la compactification de Chabauty
de l'espace Plats(X) des plats de X, d’aprés le théoréme 13.2, nous allons étudier les
limites de sous-algébres de Cartan de g. D’apreés la décomposition d’Iwasawa G = K AN,
il suffit d’étudier les limites de sous-algébres de Cartan incluses dans b = a @ n. Nous
allons déterminer toutes les sous-algébres abéliennes de dimension 3 de b.

Notons p, : b = a @ n — a la projection sur a parallélement & n.

Considérons les trois racines

a - R
a:H w— Hp; — Hys,
B:H — Hyy— Hsj
ety: H — Hzs— Hyy,

elles forment une base A du systéme de racines ¥ associé a la sous-algébre de Cartan a.
Les racines positives correspondantes sont ¥+ = {«, 8,7, a+ 3,8+ v,a + B+ ~}.

Pour toute partie I C A, notons de plus a; = Nse; Ker 6 et al = @se;RHs (I'ortho-
gonal de a; dans a pour la forme de Killing), ainsi que A; = expa; et AT = exp(al).
Notons ¥+ I'ensemble des racines positives s’écrivant comme somme de racines de I.
Notons nf = @gexr+n’.

Notons les vecteurs

0100 000 0 0000
0000 00 10 000 0
V=1looo0o0l Y=looool|l Y% |ooo1l
0000 000 0 000 0

0010 0000 000 1
0000 000 1 0000
Vas=1 0000 | Y"=| 000 0 ctUatsty =1 0 0 0 0
0000 0000 0000

Notons, pour toute racine § € X, l'espace de racine n° = RU; et le sous-groupe
N° = expn®. Soit I C A, notons X1F I'ensemble des racines positives s’écrivant comme
somme de racines de I. Notons n/ = @scxr 0’ et ny = @5€2+\21,+n‘5.

Nous considérerons toujours les projections orthogonales par rapport a la forme de
Killing. En particulier, notons p,, : b — n® @n” la projection sur n* @ n” parallelement
aad @5ez+\{a,~,} n®. Et, pour toute racine positive § € £t, notons ps : b — n° la
projection sur n’ parallélement & a @ ns.

Définissons, pour tout [z : y : z] € P*(R) avec x et z non nuls, la sous-algebre de Lie
de g

0 ar bxr c
B 0 0 ay bz .
[[m:y:z} = 00 0 ax ca,b,ceR
0 0 0 O
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Et définissons, pour tout [z : y : z : t] € P3(R), la sous-algebre de Lie de g

laiyize) = ca,b,e,de€R :ar+by+cz+dt =0

o O O O
o O O O
SO o Q
o O s

Définissons également, pour tout (y,t) € R?, la sous-algébre de Lie de g

(/0 a b c
_ 0 0 ay at |
[a,y,t = 0 0 0 0 La, b, cc R
(\0 0 0 O
(/0 0 at c
et [+ 8 8 %y Z ca,b,ceR
(\0 0 0 O

Et, pour tout (x,y) € R?, définissons la sous-algébre de Lie de g

0 a by c
00 0 ax

ey = 00 0 b a,b,ceR
00 0 O

Ce sont toutes des sous-algebres de Lie de g abéliennes de dimension 3 incluses dans b.

Pour toute paire de racines primitives distinctes {5, 4’} C A, notons 3> 1’

Lie dérivée du centralisateur de aa\ (55 dans g :

algebre de

p

By — 25[3(R),

* % x O

(S
|
oo oo

~ 5l(R) @ sly(R)

\
* % O DO ¥k %k ¥ O

S O ¥ ¥
S O ¥ ¥

et 320 = ~ sl3(R),

O O OO ¥ ¥ OO ¥ X ¥ O

O ¥ *x *
O * % X
O ¥ X x

\ Vs

et notons Z%7, Z%7 et Z*8 les trois sous-groupes de Lie connexes de G d’algébres de
Lie 377, 37 et 3P respectivement.

Définissons de plus, pour tout [z : y] € PY(R), les trois sous-algebres de Lie de g
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abéliennes de dimension 2

(/0 ar b O
[O;i} = 8 8 aoyg ca,beR Y C 3PN,
(\0 0 0 0
(/0 a 0 0
(7 = 8 8 8 2) ca,beR P C3*7Nn
(L \0 0 0 0
(/0 0 0 0
et[ﬁjy} = ggag: al; cabeR Y C3?7nn
00 0 O

\

Proposition 13.24. Soit [ une sous-algebre de Lie de g abélienne de dimension 3 incluse
dans b. Alors il y a diz possibilités (mutuellement exclusives) :

1.
2.

L o =R >

10.

soit il existe un unique b € N tel que | = Ad b(a) ;

soit il existe une unique racine primitive 6 € A et un unique b € Njs tels que

[ = Adb(a; ®n?);
soit il existe un unique [x : y] € PY(R) et un unique b € N, 5 tels que

[ = Adb(aas & [0);

soit il existe un unique b € N, tel que | = Adb(a,, @ [*7);

. soit il existe un unique [z : y] € PY(R) et un unique b € Ng., tels que

[=Adb(ag, & []);

soit il existe un unique [x : y: z] € P*(R) avec © et z non nuls tel que | = [y ;

soit il existe un unique (y,t) € R? tel que [ =y, ;
soit il existe un unique (y, ) € R? tel que [ = ['y,y,t ;
[:y:z:t]) € PA(R) tel que [ = gy ;

soit il existe un unique (z,y) € R? tel que [ =[,,,.

soit il existe un unique | :

Ces sous-algebres de Lie abéliennes sont toutes maximales, sauf [.,...q qui est incluse
dans [j.

Démonstration. Distinguons selon p,(l) et p, - ([).

1.

Si pa(I) = a, considérons une base de [ constituée de trois éléments diagonalisables.
Alors [ est une sous-algébre de Cartan de g, il existe donc b € G tel que [ = Ad b(a).
Puisque b est l'algebre de Lie d'un sous-groupe de Borel contenant [, on peut
supposer de plus que Adb(b) = b, c’est-a-dire que b € Ng(b) = B. Puisque
MA normalise A, on peut supposer que b € N. Et cet élément est unique car
NN Ng(A) = {e}.
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2. Sipq(l) est de dimension 2, remarquons que si X € b est tel que a(pq(X)), B(pa(X))
et y(pa(X)) soient tous les trois non nuls, alors le centralisateur de X dans n est
trivial, donc par un argument de dimension X n’appartient pas a [. Ainsi il existe
une unique racine 6 € A telle que py(l) = as. Alors la projection I' de [ sur la
sous-algébre de Lie 32\ est abélienne diagonalisable de dimension au moins 2,
donc il existe ' € N N ZAM%} tel que Ad b (a®M) =T,

e Si 0 = a, il existe deux réels x et y tels que (Hg + 2Unss + yUntptry, Hy +
YUss 1+, Uy) soit une base de Add~!([). Définissons V' = exp(zUaip +
YUns51++) € Ny, alors élément b = b’V € N, est tel que [ = Ad b(a, & n*). Par
ailleurs b est unique, car le normalisateur de a, ®n® dans N est égal a AN, et
AN*N N, = {e}.

e Sid = q, il existe trois réels x, y et z tels que (Hy + 2Usyp + 2Unt g4y, Hy +
yUstn + 2Ust 51+, Up) soit une base de Ad '~ ([). Définissons 0" = exp(xU, 5+
YUpiy + 2Untp1y) € Ng, alors I'élément b = 0’0" € Nj est tel que [ = Adb(ag &
n?). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de ag ®n” dans N est égal a
ANP et ANP N Ny = {e}.

e S5i 0 = o, on montre comme dans le cas § = o qu’il existe un unique b € N, tel
que [ = Adb(a, &n?).

3. Si py(l) est de dimension 1, remarquons que si X € b est tel que deux des trois
réels a(pa(X)), B(pa(X)) et v(pa(X)) soient non nuls, alors le centralisateur de
X dans n est de dimension 1, donc X n’appartient pas a [. Ainsi commengons
par le cas ol pq(l) = a,p, alors la projection I de [ sur la sous-algébre de Lie
397 ~ sl3(R) est abélienne, donc de dimension au plus 2. Soit X € [ dont la
projection sur 3* soit nulle, et dont la projection sur a soit H, : alors I’élément
b =exp(X — H,) € Nop est tel que X = Adb(H,). Or le centralisateur de H,
dans n est n®? = n N 3*% donc la sous-algébre I' de 3*¥ =~ sl3(R) est abélienne,
de dimension 2, incluse dans n : d’aprés la proposition 13.7, il existe un unique
[z : y] € PY(R) tel que ' = [[O;i - Puisque I'élément b normalise I, on en déduit que
[=Adb(a,s® [[O;i }). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de a, g ® [[O;f/}
dans N est égal & N*# et NP NN, 5 = {e}.

4. Si pa(l) = a4, alors la projection I de [ sur la sous-algébre de Lie 37 ~ sly(R) &
5l (R) est abélienne, donc de dimension au plus 2. Soit X € [ dont la projection
sur 3*7 soit nulle, et dont la projection sur a soit Hg : alors I'élément b = exp(X —
Hg) € N, est tel que X = Adb(Hpg). Or le centralisateur de Hgz dans n est
n*7” =nN3*7, donc la sous-algébre I de 37 ~ sl (R) @ sly(R) est abélienne, de
dimension 2, incluse dans n, donc [' = [*7. Puisque 1’élément b normalise I, on en
déduit que [ = Adb(a,,, @ [*7). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de
Aoy @ [“7 dans N est égal & N7, et N*" N N, , = {e}.

5. Sipa(l) = ag,, on montre comme dans le cas ot p(l) = a, 3 qu'il existe un unique
[z : y] € PY(R) et un unique b € Nj, tels que [ = Ad b(ag., [@L])

6. Si pa(l) = {0} et po(I) est de dimension 1, soit X € [ tel que p,-(X) # 0, et
solent x,y, z € R tels que po(X) = 2U,, ps(X) = yUp et p,(X) = 2U,. Supposons
ici que x et z sont non nuls, alors le centralisateur de X dans n est [}.,..;, donc

[ = l[gy:.]- Par ailleurs [z : y : 2] est unique.

7. Si pa(l) = {0} et po~(l) est de dimension 1, soit X € [ tel que po~(X) # 0, et
solent x,y, z € R tels que po(X) = 2U,, ps(X) = yUp et p,(X) = 2U,. Supposons
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10.

ici que x = 1 et 2z = 0, alors le centralisateur de X dans nest [,,, ot € R est
tel que pgi~(X) = tUgyr. Ainsi [ = [y, et (y,t) € R? est unique.

Si pa(l) = {0} et pa~(I) est de dimension 1, soit X € [ tel que p,(X) # 0, et
solent z,y, z € R tels que po(X) = 2U,, ps(X) = yUp et p,(X) = 2U,. Supposons
ici que z = 0 et z = 1, alors le centralisateur de X dans nest [,,, out € R est
tel que pots(X) = tUqsp. Ainsi [ =1, ,;, et (y,t) € R? est unique.

Si pa(l) = {0} et pa~(I) est de dimension 0, alors [ est incluse dans la sous-algébre
de Lie abélienne [y de dimension 4, donc il existe un unique [z : y: 2 : ] € P3(R)
tel que [ = [y

Sipa(l) = {0} et pa~(I) est de dimension 2, considérons X, Y € [tels que p,(X) =
Us €t por(Y) = U,. Soit (z,y) € R? tels que pgy(X) = 2Usyy €t parp(Y) =
yUqyp. Alors le centralisateur de X et Y dans n est [,,, de dimension 3, donc
[ =1, Et Vélément (z,y) € R? est unique.

Nous disposons alors d’un théoréme analogue au théoréme 13.17 pour SL4(R).

—_—
Théoréme 13.25. La compactification de Chabauty Plats(X) de [’espace des plats
mazimauz Plats(X) de l'espace symétrique X de SL4(R) est le sous-espace de S(SLy(R))
des sous-groupes fermés connexes abéliens de dimension 3 inclus dans un sous-groupe

de Borel.

Démonstration. Il suffit de montrer que toutes les sous-algébres de Lie décrites dans
la proposition 13.24 sont limites de sous-algebres de Cartan. Soit [ I'une de ces sous-
algeébres de Lie.

1.
2.

5. Sl existe [z : y] € PY(R) tel que [ = aW,EB[B’:y , alors comme pour le cas a, 3®I

Sil=a,iln’y arien & démontrer.
Sl existe une racine primitive § € A telle que [ = a; @ n%, alors la suite
(Ad exp(nUs)(a))nen converge vers I.

S'il existe [z : y] € PY(R) tel que [ = a, 5 @ [‘[);5], alors d’aprés le théoréme 13.17

appliqué au sous-groupe Z*# ~ SL3(RR), la sous-algébre de Lie [([);Z] de 3 (dont la

sous-algébre de Cartan standard est a®?) est la limite d’une suite (Ad g, (a®*?))nen,
otl g, € Z%" pour tout n € N. Alors la suite (Ad g,(a)),en converge vers [,

Sil=a,, ® lan, alors la suite (Ad exp(nU, + nU,)(a))nen converge vers I.

a76

[=:9] EK

on montre que [ est limite de sous-algebres de Cartan.

S'il existe [z : y : 2] € P*(R) avec « et z non nuls tel que [ = [,,.,], distinguons

deux cas.

e Si y est non nul, alors quitte a conjuguer [ par un élément de A on peut supposer
que [z :y:z] =[1:1:1]. Toute valeur d’adhérence de la suite de sous-algebres
de Cartan

(Adexp(nU, + nUs + nU.,)(a))pen

contient le vecteur

1 1 1
lim Ad U, U U)|—H,——Hz;——-H, | =U,+Uzg+ U,
Jim Adexp(nUs +nUs +n v)( - —Hp— v) +Us + U,
et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’aprés la proposition 13.24 nous en déduisons que cette suite de sous-algébres
de Cartan converge vers .
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7.

10.

e Si y = 0, alors la suite de sous-algebres de Lie ([[x:;:zo o converge vers
n neN\{0
[ = l4:y:2). Ainsi d’aprés le point précédent [ est limite de sous-algebres de
Cartan.

S'il existe (y,t) € R? tel que [ = I, ;, distinguons deux cas.
e Si y et ¢ sont non nuls, alors quitte a conjuguer par A on peut supposer que
y =t = 1. Définissons, pour tout n € N, I’élément

b, = exp (nUy + nUg + nUs.) € N.

Alors toute valeur d’adhérence de la suite de sous-algébres de Cartan
(Ad b, (a)),en contient le vecteur

1 1

n—-+4o0o

et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’apres la proposition 13.24 nous en déduisons que cette suite de sous-algebres
de Cartan converge vers [.

e Si y ou t est nul, alors considérons deux suites réelles (Y, )nen €t (n)nen, dont
tous les termes sont non nuls, convergeant vers y et t respectivement. Alors la
suite de sous-algebres de Lie (Iy4, 1, )Jnen converge vers [ = I, ,,. Ainsi d’aprés
le point précédent [ est limite de sous-algébres de Cartan.

S’il existe (y,t) € R? tel que [ = [, ,,;, alors comme dans le cas précédent on montre
que [ est limite de sous-algebres de Cartan.

S'il existe [z 1y : z : t] € P2(R) tel que [ = [y, alors considérons l'action par
conjugaison du sous-groupe

k% %
ok k%
Nelo) =910 0 « =
0 0 *x x

Si le rang de la matrice ( ;C Y] est 2 on peut supposer que [z :y:z:t] =[1:

0:0:1], et si le rang est 1 on peut supposer que [z :y:z:t=[0:0:1:0].

e Sifx:y:z:t =[1:0:0:1], alors remarquons que la suite (I = [f.p.1])nen
converge vers [, or d’aprés le point précédent nous savons que, pour tout n € N,
la sous-algebre de Lie [}, est limite de sous-algeébres de Cartan, donc c’est
également le cas de [.

e Sifr:y:2z:t=[0:0:1:0] alors remarquons que la suite (I = [1:0:n:1))nen
converge vers [, or d’aprés le point précédent nous savons que, pour tout n € N,
la sous-algebre de Lie [[1.0.5:1 est limite de sous-algebres de Cartan, donc c’est
également le cas de [.

S'il existe (z,y) € R? tel que [ = [, distinguons deux cas.
e Si x et y sont non nuls, alors quitte a conjuguer par A on peut supposer que
x =y = —1. Définissons, pour tout n € N, I’élément

bn = exp (nUa + nUﬂ, + nUa+5 + nU5+7 + n4Ua+5+7) e N.
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Alors toute valeur d’adhérence de la suite de sous-algébres de Cartan
(Ad b, (a))nen contient les vecteurs

1 1 1

n——+0oo
t lim Adb 1H 1H 1H = U, -U,
SR AI  Tatle TR e TR ) = Uy T Vs,

et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’apreés la proposition 13.24 nous en déduisons que cette suite de sous-algébres
de Cartan converge vers .

e Si x ou y est nul, alors considérons deux suites réelles (z,)nen €t (Yn)nen, dont
tous les termes sont non nuls, convergeant vers = et y respectivement. Alors la
suite de sous-algebres de Lie (I, ;. )nen converge vers [ = [, . Ainsi d’aprés le
point précédent [ est limite de sous-algébres de Cartan.

Nous avons donc montré que toutes les sous-algébres de Lie de g abéliennes de dimension
3 incluses dans b sont limites de sous-algébres de Cartan. D’apreés le théoréme 13.2, on en

—
déduit que la compactification de Chabauty Plats(X) de I'espace des plats maximaux
Plats(X) de I'espace symétrique X de SL4(R) est le sous-espace de S(SL4(R)) des sous-
groupes fermés connexes abéliens de dimension 3 inclus dans un sous-groupe de Borel.
O

13.5 Le cas d’autres groupes

Remarquons tout d’abord que l'analogue du théoréme 13.17 est incorrect pour
SL(R) si m > 4 (nous lavons déja vu pour m = 4), comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 13.26. Pour m > 4, il existe un sous-groupe de SL,,(R) connexe fermé abélien
mazximal inclus dans un sous-groupe de Borel qui ne soit pas limite de sous-groupes de
Cartan.

Démonstration. Considérons sous-groupe H,, de SL,,(R) triangulaire supérieur par
blocs de tailles [ ] et | %]

0 M
H,, = {exp<0 0 ) : MGMLZLJJ?](R)}'

Le sous-groupe fermé H,, est connexe, abélien, maximal, de dimension | % |[%], inclus
dans le sous-groupe de Borel standard. Pour m > 4, cette dimension est strictement
supérieure a la dimension m — 1 de A, donc ce sous-groupe ne peut étre limite de

conjugués de A. O

Si 'on ajoute la condition d’étre de méme dimension m — 1 que le rang, alors nous
avons le théoréme 13.25 pour m = 4.

Plus généralement, si nous avons deux groupes de Lie G et G’ semi-simples de centre
fini ayant un nombre fini de composantes connexes et sans facteur compact, alors leur
produit G x G’ I'est également. Par ailleurs, les sous-groupes de Cartan de G x G’ sont
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les produits des sous-groupes de Cartan de G et GG’, et de méme pour les sous-groupes
de Borel. Si les deux groupes G et G’ sont tels que la compactification de Chabauty de
leurs sous-groupes de Cartan est I’ensemble des sous-groupes abéliens fermés connexes
de dimension le rang inclus dans un sous-groupe de Borel, alors leur produit G x G’ le
vérifie également. Ainsi d’aprés la proposition 13.6 et les théorémes 13.17 et 13.25, nous
avons en particulier le théoréme suivant.

Théoréme 13.27. Soit G un produit de copies de SLy(R), de SL3(R) et de groupes de
Lie de rang réel un, soit r le rang réel de G, et X [’espace symétrique de type non com-

—_—S
pact de G. La compactification de Chabauty Plats(X) de lespace des plats mazimauz
Plats(X) de X est le sous-espace de S(G) des sous-groupes fermés connezes abéliens de
dimension r inclus dans un sous-groupe de Borel.

Par contre, I’analogue de ce théoréme est incorrect pour SL,,(R) si m > 10, comme
I'explicite le lemme suivant.

Lemme 13.28. Pourm > 10, il existe un sous-groupe de SL,,(R) conneze fermé abélien
de dimension m — 1 inclus dans un sous-groupe de Borel qui ne soit pas limite de
conjugués de A.

Démonstration. L’espace des sous-groupes fermés connexes abéliens de dimension m—
1 inclus dans le sous-groupe H,, (défini dans la démonstration précédente) s’identifie (via
leurs algebres de Lie) a la Grassmannienne des (m—1) plans dans l’algébre de Lie de H,,,
donc est de dimension (m — 1) (| %][%] —m + 1). Si m = 2p est pair, cette dimension
est égale a 2p® — 5p% +4p — 1, et si m = 2p + 1 est impair elle est égale a 2p® — 2p%. On
constate que si m > 10 cette dimension est supérieure a la dimension m? —m de 1'espace
des conjugués de A. Or c’est une sous-variété algébrique fermée de la Grassmannienne
Grm-1(80,(R)) des (m—1) plans de 'algébre de Lie sl,,(R) de SL,,,(R), donc elle ne peut
étre entierement incluse dans 'adhérence de Zariski du sous-espace des sous-algébres de
Cartan : en particulier, elle n’est pas entiérement incluse dans la compactification de

Chabauty du sous-espace des sous-algébres de Cartan. U

13.6 Comparaison avec le cas complexe étudié par Iliev, Manivel
et Le Barbier Griinewald

Dans cette partie, nous décrivons les liens entre notre approche de la compactifica-
tion de Chabauty de I'espace des plats maximaux des espaces symétriques de type non
compact et les variétés de réductions étudiées par A. Iliev, L. Manivel et M. Le Barbier
Griinewald (voir [IMO05a], [IM05b|, [LBG11b] et [LBG11al).

Soit G = G(C) le groupe des C-points d’'un groupe algébrique sur C réductif connexe
G, et soit g son algeébre de Lie. Considérons l'espace R, des sous-algebres de Cartan
de g. Puisque le groupe G agit transitivement pour 'action adjointe sur R, ce dernier
s’identifie & I’espace homogéne G/T", ou T” est le normalisateur d’une sous-algébre de
Cartan de g fixée a. Notons r le rang de G, c¢’est-a-dire la dimension de a.

A. Iliev, L. Manivel et M. Le Barbier Griinewald considérent I’adhérence de Zariski R
de Ry dans la grassmannienne des r-plans de g, qu’ils appellent la variété des réductions
de G : c’est la compactification de Chabauty de ’espace homogéne R sous 'action de

G.
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Si G est défini sur R et déployé sur R, supposons que a soit la complexifiée d'une
sous-algeébre de Cartan réelle de g(R), et notons X l'espace symétrique de type non
compact de G. Alors 'espace homogéne Rro = G(R)/T"(R) est naturellement inclus
dans Ry = G/T", par l'application qui & une sous-algébre de Lie réelle de g(R) associe

son produit tensoriel avec C. Ainsi la compactification de Chabauty RROML = Plats(X)
de Rgo = Plats(X) est un fermé, pour la topologie analytique réelle, de la variété des

réductions R. Notons de plus RR,OZCLT I'adhérence de Zariski réelle de Rr o dans R.

Remarquons tout d’abord que G(R)/T"(R) ne s’identifie pas au sous-espace des sous-
algébres de Cartan de g définies sur R. Considérons par exemple la sous-algebre [ de

51y(C)
(1 7))

c’est une sous-algebre de Cartan de g définie sur R, mais qui n’est pas la complexifiée
d’une sous-algébre de Cartan de sly(R). Par contre, nous avons le résultat suivant.

Lemme 13.29. La compactification de Chabauty RROW de R, est incluse dans la
sous-variété semi-algébrique réelle de R constituée des sous-algebres | de g définies sur
R et pour lesquelles le spectre de l'action adjointe de [(R) sur g est réel.

Démonstration. Si [ € Ry, il est immédiat que [ € Ry si et seulement si [ est définie
sur R et Sp(ad [(R)) C R. Cette condition sur [ est semi-algébrique sur R, donc RROM
est inclus dans cette sous-variété semi-algébrique réelle de R. U

Par contre, contrairement au cas complexe, nous avons le résultat suivant.

Proposition 13.30. L’adhérence de Zariski réelle RR,OZGT de Rry contient strictement
l’adhérence RROW pour la topologie analytique réelle.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que ceci est vrai pour G = SLy(C). L'es-
pace Rg des plats maximaux de G(R) est le sous-espace de P(sly(R)) constitué des
classes d’homothétie d’éléments de sly(R) dont les deux valeurs propres (opposées) sont
réelles et différentes de 0.

L’adhérence RR,OM de Rg o pour la topologie analytique réelle est le sous-espace de
P(sly(R)) constitué des classes d’homothétie d’éléments de sly(R) dont les deux valeurs
propres sont réelles.

L’adhérence RR,OZGT de Rg, pour la topologie de Zariski réelle est tout P(sly(R)).

Dans le cas d'un groupe G complexe réductif connexe général, considérons une sous-
algebre de Lie de g(R) isomorphe a sl3(R). Le méme argument montre que les adhérences
de Zariski réelle et analytique réelle de R sont distinctes. O

Enoncons certains résultats de A. Iliev, L. Manivel et M. Le Barbier Griinewald et
leurs conséquences sur %Zw. Rappelons qu'un élément de g est dit régulier si son
centralisateur dans g est de dimension minimale. Une sous-algebre abélienne [ de g est
dite réguliére s’il existe un élément de [ régulier dont le centralisateur soit égal a [.

Théoréme 13.31 (Le Barbier Griinewald). Toute sous-algébre de Lie | de g réguliére
appartient au lieu lisse de R. (Voir [LBG11b, Theorem 3.7].) O
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La démonstration donne le méme résultat pour RROZGT
Théoréme 13.32 (Le Barbier Griinewald). Toute sous-algébre de Lie | € R est l’algébre
de Lie d’un sous-groupe algébrique de G. (Voir [LBG11b, Corollary 5.3].) O

N . —Zar . . . —an
Le méme résultat pour Rgo  en découle, et en particulier pour Rro .

Proposition 13.33 (Le Barbier Griinewald). Si la G-orbite de | € R est fermée, alors
[ est constituée d’éléments nilpotents. (Voir [LBG11b, Proposition 5.5].) U

P . A . 5 “4ar . . ——an
La démonstration donne le méme résultat pour Ry , et en particulier pour Rgp .

Proposition 13.34 (Iliev-Manivel). Pour G = PGL3(C), alors R est lisse.
(Voir [IMO05b, Proposition 9].) ]

La démonstration donne le méme résultat pour RR,OZGT. Par contre, la compactifi-
cation de Chabauty RROM de 'espace des plats maximaux de ’espace symétrique de
SL3(R) n’est pas lisse.

Proposition 13.35 (Iliev-Manivel). Pour G = PGL4(C), alors le lieu singulier de R
est la réunion de deux orbites isomorphes a P(C*). (Voir [IM05b, Proposition 9/.) O

, . N , —Zar
La démonstration donne le méme résultat pour Rg

14 Compactification géométrique de ’espace des plats
maximaux d’espaces symétriques et d’immeubles

14.1 Immeubles

Dans cette partie, nous rappelons les définitions élémentaires des immeubles
(voir [ABOS8|, [Ron89|, [KL97| et [GPO1]), ainsi que des immeubles topologiques
(voir [BS87b]).

Soit X = S? une sphére euclidienne, X = R? un espace euclidien ou X = H% un
espace hyperbolique réel, et soit W un groupe discret d’isométries de X engendré par un
ensemble fini S de réflexions par rapport a des hyperplans (voir la figure 17). Supposons
de plus que W soit essentiel, c’est-a-dire :

e si X =S¢ on suppose que 'action linéaire de W induite sur R*! ne laisse pas de

sous-espace vectoriel invariant non trivial ;

e si X =R?ou X = HY, on suppose que I'action de W sur X est cocompacte.
Considérons la structure de complexe polyédral ¥ sur X (voir par exemple [BH99,
Ch. 1.7, p. 97]) dont les cellules maximales ouvertes sont les composantes connexes du
complémentaire de la réunion des hyperplans des réflexions de W. Appelons chambres de
Weyl (fermées) les adhérences de ces cellules maximales ouvertes, et facettes (de Weyl,
ouvertes) les intersections non vides de chambres de Weyl.

Nous supposerons que la partie génératrice S de W est I’ensemble des réflexions par
rapport aux facettes de codimension 1 d’une chambre de Weyl fixée Cy. Appelons type
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d’une facette F' de Cj l'ensemble des réflexions s de S telles que F' soit incluse dans
I’hyperplan de s. Si F' est une facette quelconque de X, soit w un élément de W tel que
wkF C Cy, et appelons type de F' le type de wF'.

Appelons complexe polyédral S-typé un complexe polyédral (dont les cellules poly-
édrales sont de courbure constante —1, 0 ou 1, voir par exemple [BH99, Ch. 1.7, p. 97])
muni d’une application qui a chaque cellule associe une partie de .S, qui soit décrois-
sante pour l'inclusion. Appelons morphisme (de complexes polyédraux S-typés) tout
morphisme de complexes polyédraux (c’est-a-dire envoyant cellules sur cellules isomé-
triquement) préservant le type.

VAVAVAY.
VAVAVAVA
AVAVAYA

§? R’ H

FIGURE 17 — Exemples d’espaces modéles (X, W).

Un immeuble de type (X, W) est un complexe polyédral S-typé Z, muni de la distance
de longueur associée (voir [BH99, Ch. 1.7, p. 97]) et muni d’une collection de sous-
complexes isomorphes isométriquement a Y appelés appartements, vérifiant les propriétés
suivantes.

1. Si x et y sont deux cellules de Z, il existe un appartement contenant z et y.

2. Si A et A" sont deux appartements, il existe un isomorphisme de A sur A’ fixant

AN A

Sauf mention contraire, nous considérerons toujours le systéme d’appartements maximal
pour un immeuble. L'immeuble est appelé sphérique si X = S¢, euclidien si X = RY
et hyperbolique si X = H%. Appelons chambres de Weyl et facettes de Weyl de Z les
chambres de Weyl et facettes de Weyl des appartements de Z. On dit que I'immeuble
est épais si toute facette de codimension 1 est contenue dans au moins trois chambres
de Weyl. On dit que la dimension de Z est d. Pour tout k € [0, d], nous noterons Z<*>
I’ensemble des facettes de dimension k.

Par exemple, soit K un corps commutatif, et soit G le groupe des K-points d’'un K-
groupe algébrique linéaire connexe réductif G. Considérons une réalisation géométrique
Z du complexe simplicial dont la subdivision barycentrique est I’ensemble partiellement
ordonné par l'inclusion inverse des sous-groupes paraboliques de G définis sur K. Alors
7 est un immeuble sphérique, appelé 1'immeuble sphérique de (G,K). Le groupe G agit
par conjugaison sur ses sous-groupes paraboliques définis sur K, et agit sur 'immeuble
7 par automorphismes.
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Exemple. Soit G = SL,,, soit K un corps commutatif et soit G = G(K). Les sous-
groupes paraboliques de G définis sur K sont les sous-groupes propres de G définis sur
K triangulaires par blocs, a conjugaison dans K pres. Les appartements de I'immeuble
sphérique de (G, K) correspondent aux sous-groupes paraboliques contenant un sous-
groupe parabolique minimal donné. Ils correspondent donc aux croiz (non ordonnées)
de K", c’est-a-dire aux ensembles de n droites vectorielles génériques de K".

Un immeuble topologique (voir [BS87b]) est un immeuble Z dont I'espace Z<%> des
sommets est muni d’une topologie telle que pour tout k € [0, d], U'espace des facettes de
type donné ayant k sommets soit fermé pour la topologie induite par (I<0>)k. Rappelons
en effet quune cellule polyédrale est par définition ’enveloppe convexe dans l’espace
modéle X d’un nombre fini de points, elle est donc en particulier déterminée par ses
sommets. Notons 7y la topologie sur Z induite par la distance polyédrale, elle n’est pas
localement compacte a priori. La topologie sur I'espace des chambres de Weyl permet
de définir une nouvelle topologie 7., plus grossiére que Tgs;, sur Z, ot une suite (z,)nen
converge vers x si

1. il existe une suite de chambres de Weyl (C,,),en telle que pour tout n € N nous
ayons x,, € C,, et telle que la suite (C,),en converge vers une chambre de Weyl
C contenant x;

2. si 'on désigne pour tout n € N par ¢,, I'isométrie préservant le type de C), sur C,
alors la suite (¢, (x,))nen converge vers x dans C.

Dés que Pespace Z(®) des sommets de Z est (localement) compact, la topologie Ty, est (lo-
calement) compacte. Un automorphisme d’immeuble topologique est un automorphisme
de 'immeuble Z qui est également un homéomorphisme pour la topologie 7.

Par exemple, soit K un corps local (c’est-a-dire un corps commutatif non trivia-
lement valué, complet et localement compact, donc isomorphe & R, C, une extension
finie de Q, ou F,((¢)), avec p premier et ¢ une puissance d’un nombre premier, voir par
exemple [Ser68, Chapitre 11]), et soit G le groupe des K-points d'un K-groupe algébrique
linéaire connexe réductif G. Soit Z I'immeuble sphérique de (G, K), alors le groupe G
agit transitivement sur les sommets de Z<%> de type fixé, de stabilisateur un sous-groupe
parabolique maximal. Ainsi I'espace Z<° s’identifie & la réunion disjointe LI;G/P;, ot les
P; sont les sous-groupes paraboliques maximaux contenant un sous-groupe parabolique
minimal fixé : munissons Z<% de la topologie induite par cette réunion disjointe finie de
variétés projectives, c’est en particulier un espace compact. Cela définit une structure
d’immeuble topologique compact sur Z.

Théoréme 14.1. Un immeuble euclidien T est un espace CAT(0) complet. (Voir [ABOS,
Theorem 11.16, p.555].)

Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble euclidien loca-
lement fini. Son bord a I'infini 05, X est naturellement muni d’une structure d’immeuble
sphérique Z (voir [ABOS, § 11.8], [BGS85|). L’espace Z<°> des sommets de Z est inclus
dans 0, X, munissons-le de la topologie compacte induite par celle de d,, X . Cela définit
une structure d’immeuble topologique compact sur Z, et la topologie 7;. sur Z est celle
de la spheére 0,,.X.
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14.2 Distances angulaires dans un espace CAT(0)

On pourra trouver plus de détails sur les distances angulaires dans [BGS85] et [BH99|.
Soit X un espace métrique CAT(0) complet. Notons d,, X le bord CAT(0) de I'espace
X, et X7 = X U0, X la compactification géodésique de X (voir la partie 2.3). Siz € X
et £ € 05X, notons [z, &[ 'unique rayon géodésique issu de x et allant a &.

Si p,q,r sont trois points deux & deux distincts de X, notons p,q,7 un triangle de
comparaison de (p, ¢,r) dans le plan R? euclidien, c’est-a-dire d(p, q) = d(p,q), d(q,r) =
d(g,7) et d(r,p) = d(7,p). Définissons alors 1'angle de comparaison en p entre q et r,
noté <J,(q,r), comme ’angle euclidien non orienté entre [p,q] et [p,7] (voir la figure 18).

?

p ¢ Pog(qr) 1

FIGURE 18 — L’angle de comparaison.

Pour tout ¢t > 0 inférieur ou égal a d(p,q) et a d(p,q), notons ¢, le point de [p, ¢]
a distance t de p, et r, le point de [p,r] & distance t de p. Définissons alors ’angle de
comparaison au rayon t en p entre ¢ et r, noté <, ;(q,r), comme 'angle de comparaison
<Ip(qt, ) en p entre ¢ et 1. 11 est également défini par la formule

d(q, Tt)) 7

2t

<pi(g,7) = 2arcsin <

et en particulier est continu en (g, 7). Remarquons que I'angle de comparaison au rayon
t au point p se définit également si ¢ et r appartiennent au bord a U'infini de X. De plus,
d’aprés [BH99, Proposition 3.1, p. 184], la fonction ¢ — <, (g, r) est croissante.

r

FIGURE 19 — L’angle de comparaison au rayon .

Soient p € X et ¢,r € X’ distincts de p. On appelle angle visuel en p entre ¢ et r la
quantité

<p<Q7 T) = P_{%Zp,t(qa T)-

Soient &, 1 € J,,X. On appelle distance angulaire entre £ et n la quantité

<(£7 77) = sup <Ip<§7 77)7
peX
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c’est une distance sur 0., X.
La distance angulaire est reliée aux angles de comparaison a grand rayon de la

maniére suivante : si £ et 1 sont deux points de 0 X, alors <, .(&,m) — <(&,n)

r—+400

(voir [BGS85, Lemma 4.4, p. 36]). On appelle la distance de longueur associée a < sur
Oso X la distance de Tits drys : elle est définie, pour tous &, € 0, X, comme la borne
inférieure des L(c) (éventuellement +00), ou ¢ est une application continue de [0, 1] dans
O0xo X telle que ¢(0) =€ et ¢(1) =1, et o

k-1

L= sup S alelt),eltin)) € [0, +o0].

O=to<t1 <. <=1 i=0

L’hypotheése CAT(0) implique que la somme des angles de comparaison d’un triangle
est inférieure ou égale a .

Lemme 14.2. Pour tous p € X, q,7 € X' distincts de p et t > 0 inférieur ou égal a
d(p,q) et a d(p,r), nous avons

Zp,t(Qa T) + Zq,t(ra p) + Zr,t(pa q) < .

Démonstration. La monotonie de l'angle visuel assure que <,.(q,7) < <p(q,7),
Tgt(r,p) < I, (r,p) et <rt(p,q) < < (p, q). Alnsi, nous avons 'inégalité

Dpi(q, 1) + Tgu(r, p) + Tt (P @) < (g, ) + L, p) + o (p, ) = .

O

Rappelons que, d’aprés la partie 2.3, un systéme fondamental de voisinages d’un
point & = [¢] du bord 0, X est donnée par

Ur,e, &) = {zx € X? : d(z,¢(0)) > 7 et d(pp(e)n(2), c(r) < e},
pour 7 > 0 et € > 0, oil pg(c(0),r) () désigne le projeté de = sur la boule fermée B(c(0), 7).

Lemme 14.3. Soit (y,)nen une suite de X telle que d(zo,yn) 7, oo et soit €
n——+0o0

O0soX . La suite (Yn)nen converge vers £ si et seulement si

Vr >0, <uor(Yn,§) — 0.

n—-+o0o

Démonstration. Supposons que la suite (y,)nen converge vers £. Fixons r > 0. Alors,
pour tout € > 0, nous savons que y, € U(r,&,§) pour n assez grand, donc que

d Zo,Tr Y .
Lo, (Yn» §) = 2arcsin ( (P (@) C<T))) < 2arcsin (23) :

2r r

Ainsi <up 0 (Yn, &) —> 0. Réciproquement, fixons 7 > 0 et ¢ > 0. Si Ty (Y, §) <

n—-4o0o

2 arcsin(5;) pour n assez grand, alors y,, € U(r, ¢, §). Ainsi la suite (y,)nen converge vers
. 0
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14.3 Limites de fermés dans un espace CAT(0)

Soit X un espace métrique CAT(0) complet et localement compact. Soit P un en-
semble non vide de parties fermées non vides de X, stable par isométries, vérifiant les
deux propriété suivantes.

1. Considérons le sous-espace de F(X) x X, muni de la topologie produit, constitué
des éléments P de P pointés en n’importe quel point de P. Demandons que ce
sous-espace soit fermé dans F(X) x X, et que le groupe Isom(X) des isométries
de X agisse cocompactement dessus.

2. Pour tout P € P et tout £ € 0,,X, il existe n € 0, P opposé a & dans 0, X,
c’est-a-dire tel qu’il existe une géodésique de X dont les extrémités soient & et 7.

Voici plusieurs familles d’exemples ol ces hypothéses sont vérifiées. Dans chacun
de ces cas P est 'ensemble des plats maximaux de X, et le bord & l'infini 0, X est
naturellement muni d’une structure d’immeuble sphérique, ce qui implique la condition
d’opposition 2.

e X est un espace symétrique de type non compact.

e X est la réalisation géométrique d’'un immeuble euclidien localement fini dont le

groupe d’isométries agit fortement transitivement.

e X est un espace CAT(—1) dont le groupe d’isométries agit cocompactement sur

les géodésiques pointées de X.

Un autre exemple est lorsque X est un immeuble hyperbolique localement fini
(voir [Bou97|, [GPO01]) ou le groupe d’isométries agit fortement transitivement, et ou

P est 'ensemble des appartements de X. Dans ce cas, puisque l'espace X est CAT(—1),
deux points distincts de 0, X sont toujours opposés.

Lemme 14.4. Soient P € P et xg € P. Soient (yn)neny une suite de X convergeant
vers £ € 0xX et n € 0xP opposé a . Alors, pour tout r > 0, la suite (<y, (20, N))nen
tend vers 0.

74

Ono X

FIGURE 20 — Le lemme 14.4.



14.3 - Limites de fermés dans un espace CAT(0) 107

Démonstration. Fixons une géodésique v allant de n a &, et fixons r > 0. Soit x| le
projeté de zp sur -y, montrons tout d’abord que la suite (<, ,(z(,7))nen tend vers 0
(voir la figure 21).

FIGURE 21 — L’angle <, ,(x(,n)

Puisque la suite (yn)nen converge vers §, d’aprés le lemme 14.3, la suite
(Zxoﬂ"(yna g))neN tend vers 0.

Puisque la suite (y,)nen converge vers &, d’aprés le lemme 14.3, la suite
Lot +(Yn, &) )nen tend vers 0. Pour tout n € N, notons y, . le point de [z(,y,] & dis-
0 y y El 0 y
tance r de x, & le point de [z(,£[ & distance r de z{ et 7, le point de [z}, n] & distance
r de xj. Alors la suite (yn,)nen converge vers .. Donc la suite

2r

A(Yn,r, m))

Z:}:é,r(@/na 77) = 2arcsin (

converge, lorsque n tend vers +oo, vers

T = Ty (M) = 2arcsin <W> :

Soit t > r, dans le triangle constitué des points z, y, et n;, d’aprés le lemme 14.2, nous
avons

Zyn,r<x67 nt) < ™ — Zx()ﬂ"(yn; nt) =T — <x6,r<yn7 77)

Or, lorsque t € N tend vers 400, la suite (1), tend vers n, donc <, .(z(,n) <
T — Zup (Yn,n), ce qui montre le premier résultat voulu.
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Ono X

FIGURE 22 — Les points @, ,, 7;.,, et 1.,

T

Pour tout n € N, notons z,.,, (resp. ., N.,) le point de [y,,, zo] (resp. [Yn, o], [Yn,1])
a distance r de y, (voir la figure 22), de sorte que

< d r,ny 'ir,n
Ty,.r(x0,m) = 2arcsin <M)

2r
d 'r, y HIrymn
et Ty, ('xo,m) = 2arcsin (%) . (1)
r
Puisque d(xq, y,) —+> 400, la convexité de la distance montre que
n—-+0oo
,

d(Typ, 7)) < d(zo,xy) — 0.

min(d<ynu SL’Q), d<yn7 I{))) e

Ainsi par inégalité triangulaire, par 'assertion initiale et par la formule (1), nous avons

d<~rr,n7 Zr,n) < d<$r,n7 l’;,n> + d(.ﬁlf’r’n, zr,n) — 0.
n—-+o00

Donc la suite (<, (0, 7))nen tend vers 0. O

Théoréme 14.5. Soit (P,)nen une suite d’éléments de P dont la distance a un point
base de X tend vers l'infini, telle que la suite (800_13n)n6N converge vers F' dans l’espace

F(%X) des fermés de 0. X. Alors la suite (Py)nen converge vers F dans [’espace
F(X7) des fermés de X°.

Démonstration. Puisque la suite (P,),en part a Uinfini; toute valeur d’adhérence de
la suite (P,),en est contenue dans 0,X. Soit (,)nen une suite de points de (P, )nen
convergeant vers ( € 0, X . Puisque le groupe des isométries de X agit cocompactement
sur l'espace des éléments de P pointés, on peut supposer qu’il existe P € P, x € P et
une suite (g, )nen d’isométries de X telle que la suite (g, - P,)nen converge vers P dans
F(X) et que la suite (g, - ©,)nen converge vers z dans X.

Quitte & extraire, supposons que la suite (y, = g, - T)nen converge vers un point &
de 05X . En effet, cette suite part a l'infini dans X :

d(z,y,) = al(g;1 cx,x) =2 d(x,, T) — al(g;1 cx,xy) 2 d(Py,x) —d(z, gy - ) — 400.

n—-+4o0o
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D’aprés la seconde hypothése faite sur P, considérons 1 € 0, P qui soit opposé a &.
D’aprés le lemme 14.4 appliqué a I'élément P de P, au point base x € P, a la suite
(Yn)nen €t au point n € 0. P, on sait que, pour tout r > 0, la suite (<, (2, 1))nen tend
vers 0. Fixons r > 0. Puisque la suite (g, - 2, )nen converge vers x et comme la distance
de y, & x tend vers I'infini, on en déduit que la suite (<, »(gn - Tn,N))nen tend vers 0.

Puisque la suite (g, - P, )nen converge vers P dans F(X), choisissons pour tout n € N
un élément 7, € 0. P, tel que la suite (g, « Ny )nen converge vers 1 dans 0,,X. Alors la
suite (<Ty,.+(9n - Tn, Gn - M) )nen tend vers 0.

Pour tout n € N, puisque g, ! est une isométrie, on sait que Ly (Gn - Ty G - )

est égal & T, (2, n,). Par ailleurs, puisque la suite (z,),en converge vers ¢, d’aprés le
lemme 14.3, la suite (<, (25, () )nen tend vers 0. Donc sur la sphére de rayon r centrée en
x, les intersections avec les trois rayons géodésiques [z, x,[, [, N et [xo, ([ convergent
vers un méme point lorsque n tend vers 'infini. Ainsi <,,((,7n) njoo 0, et ce pour

tout r > 0. D’aprés le lemme 14.3, la suite (7, )nen de (0o Pn)nen converge vers ¢. Or
par hypothése, cette limite appartient a F'. Donc toute valeur d’adhérence de la suite
(P,)nen est contenue dans F'. L’autre inclusion étant claire, on en déduit que la suite

(P,)nen converge vers F' dans Iespace F(X”) des fermés de X7 O

14.4 Compactification géométrique de l’espace des apparte-
ments marqués d’un immeuble sphérique topologique

14.4.1 Définition de la compactification

Soit Z un immeuble sphérique topologique compact (voir la partie 14.1) de dimension
d. Fixons un appartement A de Z. Rappelons quun morphisme de A vers Z désigne
ici un morphisme de complexes polyédraux préservant le type. Appelons appartement
marqué de Z tout morphisme de A dans Z, dont I'image est un appartement de Z.

Notons Mor;,,;(A,Z) I'ensemble de ces appartements marqués, et considérons l'en-
semble Mor(A,Z) de tous les morphismes de A dans Z. Cette notation est motivée par
le fait qu'un morphisme de A dans Z est un appartement marqué si et seulement s’il est
injectif (voir [ABO8, Proposition 4.59, p.193]).

Un tel morphisme de A dans Z est caractérisé par les images des chambres de Weyl
de A, qui sont indexées par le groupe de Weyl W de G (une fois fixée une chambre de
Weyl, dite fondamentale, de .A). Munissons l'espace Mor(.A4,Z) de la topologie induite

par la topologie produit sur l'espace compact (I<d>)W. Cette topologie coincide avec

la topologie compacte-ouverte pour la topologie 7, sur Z. Un élément f de (I<d>)w
est un morphisme si, pour toutes chambres de Weyl C', C’ de A dont l'intersection soit
une facette non vide de type I, intersection f(C) N f(C") soit une facette non vide de
méme type . C’est un nombre fini de conditions fermées, donc 'espace Mor(A,Z) est
compact. On appelle compactification géométrique de I'espace Mor;,;(A,Z) des appar-
tements marqués de Z ’adhérence Mormj(A,I)g de cet espace dans 1’espace compact
Mor(A,Z). Nous allons décrire cette compactification dans le cas de I'immeuble sphé-
rique de SL3 sur un corps local K.
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Définissons également la compactification géométrique de ’espace des appartements
(non marqués) : notons App(Z) Iespace des appartements de Z. On appelle compactifica-
tion géométrique de 1'espace App(Z) des appartements (non marqués) de Z 1’adhérence
App(Z)g de cet espace dans 'espace compact des images de 'appartement A par les
morphismes de A dans Z, muni de la topologie induite par la topologie de Chabauty sur
lespace F(Z,T;.) des fermés de 'espace Z muni de la topologie 7.

L’application d’oubli du marquage est I'application de Mor;,;(\A, I)g dans App(Z)g
qui & un morphisme de A dans 7 associe son image. Elle est continue, surjective et
équivariante pour l'action du groupe des automorphismes d’immeuble topologique de Z,
et ses fibres sont finies.

14.4.2 Le cas du type A"

Si Z est un immeuble sphérique compact de rang 1, ’espace des sommets de Z est
un espace compact Z<> et le systéme complet des appartements marqués de Z est
I'ensemble des couples de points distincts de Z<Y>. La compactification géométrique
Mor;,; (A, I)g de cet espace est simplement 1’ensemble des couples quelconques de Z<>,
c’est-a-dire (Z<°>)2. Autrement formul¢, la compactification géométrique Mormj(A,I)g
de l'espace des appartements marqués de Z est I’espace Mor(.A, Z) de tous les morphismes
de A vers 7.

Et I'ensemble des appartements (non marqués) de Z est l'ensemble des paires de
points distincts de Z<°>, dont la compactification géométrique App(I)g est I’ensemble
des paires et des singletons de Z<%>, c’est-a-dire le quotient de (Z<°>)? par I'involution
diagonale.

De plus, soient deux immeubles sphériques topologiques Z et Z' sont tels que
Mormj(A,I)g = Mor(A,Z) et Mormj(A’,I’)g = Mor(A’,Z"). L’espace des appartements
de 'immeuble joint Z * Z' est le produit des espaces d’appartements de Z et 7', et de
méme 'espace des chambres de Weyl de Z * 7’ est le produit des espaces de chambres
Weyl de Z et Z’. L’immeuble joint Z x Z' vérifie alors la méme propriété, & savoir que

Mor;y,; (A * A", T 7Y = Mor;,,; (A, 7)’ x Mor;,,; A,z
= Mor(A,Z) x Mor(A',7")
= Mor(Ax A, ZxT).

Nous avons ainsi le théoréme suivant.

Théoréme 14.6. Soit Z un immeuble sphérique topologique de type AT (par exemple
Uimmeuble sphérique de SLa(K)™, ou K est un corps local), alors la compactification
géométrique Mor;,; (A, I)g de lespace Mor;,;(A,T) des appartements marqués de T est
lespace Mor(A,T) de tous les morphismes de A dans Z. O

14.4.3 Le cas de 'immeuble sphérique de SL;3

Soit K un corps local, soit G = SL3(K) et soit Z I'immeuble sphérique topologique
de (SL3, K). Rappelons qu'un appartement de Z est 'ensemble des sous-groupes parabo-
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liques définis sur K contenant un tore maximal K-déployé. Se donner une tore maximal
K-déployé équivaut a se donner une croiz de K3, ¢’est-a-dire un ensemble de trois droites
linéairement indépendantes de K3. Soit A I'appartement standard de Z, correspondant
a la croix canonique de K®. Un appartement est marqué si on choisit un sous-groupe
parabolique minimal, ce qui revient & choisir un ordre sur la croix de K3.

Théoréme 14.7. Pour Z [’immeuble sphérique topologique de (SL3,K), la compactifi-
cation géométrique Mor;,,; (.A,I)g de Uespace Mor;,;(A, L) des appartements marqués de
T est l'espace Mor(A,T) de tous les morphismes de A dans T.

Démonstration. Considérons le K-espace vectoriel K2, alors I'immeuble sphérique Z
de G est le graphe des drapeaux de K®. La topologie sur le sous-espace de Z<°> constitué
des sommets de Z de type droite est celle de P(K?), et la topologie sur le sous-espace
de Z<°> constitué des sommets de Z de type plan est celle de I'espace des plans de K3,
donc par dualité s’identifie a P(K"), ot K*" désigne I’espace vectoriel dual de K3.

Se donner un élément f de Mor(A,Z), c’est-a-dire un morphisme f : A — Z, cor-
respond & se donner trois droites (dy, ds,ds) de K3 et de trois plans (pi, ps, p3) de K3
vérifiant les conditions d’incidence de 'appartement standard, c¢’est-a-dire :

p1 Cda, p1 Cds, p2 Cdy, pp Cdz, p3 Cdyet p3 Cdy. (2)

Les droites de K® sont les points de P(K?), et les plans de K?® sont les droites de
P(K3) : ces relations d’incidence sont celles du triangle de la figure 23.

L’espace Mor(A, Z) s’identifie donc naturellement (et nous ferons cette identification
dans ce qui suit) & la sous-variété algébrique de P(K?)? x P(K®")? définie par 6 équations
que nous expliciterons plus tard, qui correspondent aux 6 relations d’incidence (2). La
variété projective P(K?)3 x P(K?*")? est de dimension 12, et la sous-variété Mor(A,T)
est définie par 6 équations homogeénes de degré 2.

La variété algébrique Mor(.A, Z) est la réunion disjointe des strates suivantes, que l'on
peut trouver exhaustivement en comptant le nombre de droites distinctes et le nombre
de plans distincts.

e L’ouvert Mor;,;(A,Z) des morphismes injectifs (ou des appartements marqués) :

voir la figure 23.
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di

b2
p3

ds3
b1
do

FIGURE 23 — La strate Mor;,;(A,Z) : les configuration injectives.

e Les trois sous-espaces
MOI'(A,I)Z‘J = {f € MOI‘I(A,I> : dz = dj # dk et pi = pj # pk},

ou (i, 7, k) décrit les permutations circulaires de (1,2, 3) : voir la figure 24.

FIGURE 24 — La strate Mor(A,Z); o.

e Les deux « tripodes »

Mor(A,Z)y = {f € Mor'(A,Z): dy =dy=ds
et p1, pa, p3 deux a deux distincts}

et Mor(A,Z), = {f€Mor'(A,Z): pr=p:=p;
et dy,dy, ds deux a deux distincts},

voir la figure 25.
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dy
P1=DpP2 =Dp3

FIGURE 25 — Les strates Mor(A,Z), et Mor(A,Z), : les tripodes.

e Les trois sous-espaces
Mor(A,Z)4, = {f € Mor(A,Z) : p1 = p2 = ps et d; = dj, # d;},
oui € {1,2,3} et {i,4,k} = {1,2,3} : voir la figure 26.

dy = d3

[P

P1 =Dp2=Dp3
FIGURE 26 — La strate Mor(A,Z),,.
e Les trois sous-espaces
Mor(A,Z),, = {f € Mor(A,Z) : dy =dy =ds3 et p; = pi # pi},

ouie {1,2,3} et {4,4,k} ={1,2,3} : voir la figure 27.

FIGURE 27 — La strate Mor(A,Z),,.

e Le sous-espace des drapeaux complets :
Mor(A,Z)pq={f € Mor(A,Z) : dy =dy = d3 et p; = ps = p3},

voir la figure 28.
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di =dy =ds3

P1=DpP2 =P3

FIGURE 28 — La strate Mor(A,Z),q : les drapeaux complets.

Chaque strate est une sous-variété analytique de P(K3)? x P(K3")3. Le groupe G agit
transitivement sur la strate Mor;,;(A,Z), et le stabilisateur du plat marqué standard
id : A — T est le sous-groupe diagonal T' C G, c’est le groupe des K-points d’un
tore (maximal) K-déployé de dimension 2. Ainsi la strate Mor;,;(A, Z) est difféomorphe
analytiquement a la variété homogene G /T, donc est de dimension 8 — 2 = 6.

Montrons que les autres strates sont de dimension strictement inférieure a 6. Le
groupe G agit transitivement sur chaque strate, donc il suffit pour ces strates d’en déter-
miner le stabilisateur d'un élément quelconque. Par exemple pour la strate Mor(.A, Z); o,
considérons 1’élément f défini par d; = dy = Key, d3 = Kes, p1 = ps = Ke; @ Keg et
p3 = Key @ Key. Alors le stabilisateur de f dans G est le sous-groupe

Gy = a,b,c,d € K, abc =1},

o O
O o X
o O O

de dimension 3, donc la strate Mor(.A,Z); 2 est de dimension 5.

On montre de méme que les strates Mor(.A,Z), et Mor(A,Z), sont de dimension 5,
que les strates des tripodes Mor(A,T)4, et Mor(A,Z),, sont de dimension 4, et que la
strate des drapeaux complets Mor(.A,Z), 4 est de dimension 3.

Calculons le rang de la matrice jacobienne des équations (2, p. 111) en un élément
quelconque (&%, d3, d3, p¥, p3, p3) de P(K3)? x P(K3")3. Considérons plutot un relevé de cet
élément dans (K3\{0})? x (K3"\{0})?, que nous noterons également (d?, d3, d3, p?, p3, p3)
pour ne pas alourdir les notations. Notons de plus (-, ) la dualité entre K3 et K3*, ainsi
la condition d’incidence d; C p; équivaut a I'égalité

<di,pj> = 0
Les six équations d’incidence (2) aménent & définir 'application bilinéaire
FEKPx (KT - K°
x = (di,dz,d3,p1,p2,p3) = ({dispj))izj,
dont I'image dans P(K?)? x P(K3")? de I'image réciproque de {0} est Mor’(A, ).
Sa différentielle en z° = (d9,d3, d3, pl, p3, p3) est égale &
Dfo: (K*)? x (K¥)? — KO
w = (d1,dy, ds, p1,pa,p3) = ((d,p;) + (di, DF) )i

Montrons que, si Kdj = Kdj = Kd§ et Kp? = KpJ = Kp3, alors le rang de D fo est
égal & 5, et que sinon ce rang est maximal égal & 6.



14.4 - Compactification géométrique de l’espace des appartements marqués d’un immeuble sphérique
topologique 115

Considérons une relation de dépendance linéaire entre les 6 formes linéaires
(D fyo0,j)iz; composantes de Df,o : solent 6 scalaires ()\;)iz; € K°® tels que

- NiiD fr0:; = 0. En particulier, pour tout d; € K°, nous avons

iz NijDfroi; = 0. B ticuli tout d; € K?

Z )\UDf$O,U(d17 07 07 07 07 0) = )\12<d1,p8> + )‘13<dlapg> = 07
i#£]

d’ott A19p3 4+ A13p3 = 0. On montre de méme pour toute permutation (4, j, k) de (1,2, 3) :

o Si KdY = Kdy = Kdj et Kp{ = Kpd = Kpl, alors pour tout \j» € K les autres
coefficients sont uniquement déterminés par \j5. Par conséquent, le rang de D f,o
est égal 4 6 — 1 =5.

e Sinon, par exemple si Kp) # Kp3, alors A\jo = A\;3 = 0, puis on déduit que tous les
coefficients sont nuls. Ainsi le rang de D f,0 est égal & 6.

D’aprés le critére jacobien (voir [Bou67, §5.11.7]), en tout point z° de Mor(A,Z)
appartenant a une strate différente de Mor(.A,7), 4, la sous-variété Mor(.A,Z) est lisse
de dimension 12 dans (K*\{0})? x (K3"\{0})3, ou encore de dimension 6 dans P(K?*)3 x
P(K3")3. Or si 2° appartient a une strate différente de Mor;,;(A, ), cette strate est
lisse en 2° et de dimension strictement inférieure & 6. Ainsi aucun voisinage de z° dans
Mor(A, Z) n’est inclus dans Mor;,,;(A, Z), donc z° appartient a I’adhérence Mor;,; (A, 7)°
de la strate Mor;,;(A, Z).

Par ailleurs, la strate des drapeaux Mor(.A,Z), 4 est incluse dans Mormj(A,I)g s en
effet c’est la seule strate fermée, et puisque Mory,; (A,I)g est compacte, on en déduit
que cette strate est incluse dedans.

En conclusion, nous avons montré ’égalité Mor(A,7Z) = Mormj(A,I)g. Nous avons
également montré que Mor(A,Z)\ Mor(A,Z),q est une sous-variété lisse de la variété
projective P(K?)3 x P(K3*")? de dimension 6. O

De plus, la strate de dimension maximale Mor;,;(.A,Z) est homogéne sous Iaction
algébrique du groupe algébrique irréductible GG, donc cette strate est irréductible. Par
ailleurs elle est dense dans la variété algébrique projective Mor(.A,Z) pour la topologie
de Zariski comme pour la topologie analytique, donc la compactification Mor;,,;(\A, I)g
est une variété algébrique projective irréductible.

14.4.4 Le cas d’autres immeubles

Si 'on considére le groupe G = SL4(K), alors I'analogue du théoréme 14.7 est incor-
rect. En effet I'espace des appartements marqués Mor;,; (A, Z) de T est I'espace des croix
ordonnées de K*, donc peut se voir comme I'espace des tétracdres (numérotés) de P(K?).
Notons d, ..., ds les 4 sommets du tétraedre, pis, ..., p3s ses 6 droites et hiag, ..., hosy
ses 4 plans. L’espace des tétraédres est de dimension 12.

Considérons la strate o dy, . .., d, sont deux a deux distincts, pio, ..., p3s sont tous
égaux et hios, ..., hosy sont deux a deux distincts (voir la figure 29). Cette strate est un
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ouvert non vide d’une sous-variété algébrique de dimension 12 de Mor(.A,Z), donc elle
ne peut étre entiérement incluse dans ’adhérence de Zariski de ’espace des apparte-
ments marqués qui est également de dimension 12. En particulier, cette strate n’est pas
entiérement incluse dans la compactification géométrique de I'espace des appartements
marqués de Z.

h123 h124

h134

h234

P12 = P13 = P14
T do d3 = P23 = P24 = P34

FIGURE 29 — Une strate de dimension 12.

Et, pour tout m > 4, 'immeuble sphérique de SL4(K) est un sous-immeuble de
SL.,(K), donc cette méme construction donne une autre strate ayant la méme dimension
que la strate des appartements marqués.

14.5 Compactification géométrique de ’espace des plats maxi-
maux des espaces symétriques de type non compact et des
immeubles euclidiens

Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble euclidien lo-
calement fini. Posons G = Isom(X) le groupe des isométries de X (automorphismes
préservant le type si X est un immeuble), et supposons si X est un immeuble que G
agisse fortement transitivement sur X. Notons Plats(X') 'ensemble des plats maximaux
de X (i.e. 'ensemble des appartements si X est un immeuble), muni de la topologie
de Chabauty induite par 'espace F(X) des fermés de X, et muni de l'action de G a
gauche. Fixons Py € Plats(X) un plat maximal de X.

L’espace X est CAT(0), notons X’ sa compactification géodésique (voir la partie 2.3).
Considérons le plongement G-équivariant

Plats(X) — F(X")
P —

il

et appelons compactification géométrique ’adhérence Plats(X)g de son image.

Munissons 0, X de sa structure naturelle d’immeuble sphérique notée Z, et considé-
rons la structure d’immeuble sphérique topologique induite par la topologie compacte
de 05X (voir la partie 14.1). Soit d la dimension de Z.

Notons A = 0. Py 'appartement fixé de Z. Considérons ’espace App(Z) des ap-
partements de Z, et App(I)g sa compactification géométrique (voir la partie 14.4.1).




14.5 - Compactification géométrique de l'espace des plats mazimaux des espaces symétriques de type
non compact et des immeubles euclidiens 117

Considérons 'homéomorphisme naturel G-équivariant

¢t : Plats(X) — App(Z)
P — 0.P,

ainsi que 'application

¢o:App(T)’ — F(X')
A€ App(Z) +— P, ou P est un plat de X tel que d,,P = A
A€ dApp(Z) — ACIX.

Théoréme 14.8. La compactification géométrique Plats(X)g de l’espace des plats de X

est naturellement G-isomorphe a la compactification géométrique App(I)g de [’espace
des appartements de L. Autrement dit, le diagramme de plongements G-équivariants
sutvant est bien défini et commute.

Plats(X) < Plats(X)’
A e
App(Z) — App(Z)".

Démonstration. Il suffit de montrer que ’application ¢ est un homéomorphisme G-
équivariant de App(Z)” a valeurs dans Plats(X).

Puisque G agit par isométries sur X et par automorphismes sur Z, 'application ¢
est G-équivariante.

La topologie de chaque espace de facettes de Weyl fermées Z*) est induite par la to-
pologie de Chabauty sur F (0., X ), donc ¢ est un plongement de 0 App(Z) dans F (0. X).

Les espaces App(Z) et Plats(X') sont chacun munis de la topologie d’espace homogéne
sous l'action continue de GG. De plus, le stabilisateur du plat Py et le stabilisateur de son
appartement & 'infini A coincident. Puisque ’application ¢ est G-équivariante, c¢’est un
homéomorphisme de App(Z) sur Plats(X).

En conséquence, I'application ¢ est injective : en effet ¢ est une bijection de App(Z)
dans I'ensemble Plats(X), et ¢ est une injection de 0 App(Z) dans 'ensemble F (0 X),

et les ensembles Plats(X) et F(0X) sont disjoints dans F(X”).

Montrons que ¢ est continue sur App(I)g : soit donc A € 9 App(Z), et soit (A, )nen
une suite de App(Z) convergeant vers A dans App(I)g. Pour tout n € N, notons P, €
Plats(X) I'unique plat tel que 0., P, = A,,. Puisque la limite de la suite (A,),en n’est
pas un appartement a l'infini, la suite de plats (P,),en part a linfini dans Plats(X).
Appliquons le théoréme 14.5 & 'ensemble P = Plats(X) et a la suite (P,),en : la suite

(O P = Ap)nen converge vers A dans F(0xX ), donc la suite (P, = ¢(A,,))nen converge
vers A = ¢(A) dans F(X”). L’application ¢ est donc continue.

Ainsi 'application ¢ est continue, injective de I'espace compact App(Z )g dans I'espace
séparé Plats(X )g : ¢’est un plongement. De plus son image est un sous-espace compact
de Plats(X)’, contenant le sous-espace dense ¢(App(Z)) = Plats(X), donc I'application

¢ est surjective. Finalement, I'application ¢ est un homéomorphisme G-équivariant de
App(Z)’ dans Plats(X)’. O
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La construction ci-dessus permet également de définir une compactification géo-
métrique de l'espace des plats marqués de X : appelons plat marqué tout couple
(P,C) € Plats(X) x Z<% tel que C soit une chambre de Weyl fermée de 9., P. No-
tons Plats,,(X) l'ensemble des plats marqués de X, muni de la topologie induite par
la topologie produit sur Plats(X) x Z<%. Définissons alors la compactification géomé-
trique Plats,,(X)’ de Despace Plats,,(X) des plats marqués de X comme I'adhérence de
Plats,,(X) dans l'espace compact Plats(X)’ x Z<¢.

De maniére équivalente, on aurait pu définir un plat marqué comme un couple
(P, f) € Plats(X) x Mor;,;(A,Z), ot f : A — T est un morphisme injectif tel que
O0so P = f(A). Ces deux formulations sont équivalentes, car le groupe de Weyl agit sim-
plement transitivement sur les chambres de Weyl de A, et coincide avec le groupe des
automorphismes de A.

Fixons une chambre de Weyl fermée Cy de 'appartement standard A. Considérons
I’homéomorphisme naturel G-équivariant

L : Plats,,(X) — Mor,;(A,7)
(P,C) — f:A— 0,P 'unique morphisme injectif tel que f(Cy) = C,

ainsi que 'application

G - Morin; (A, 7)) — Plats(X)’ x T
f € Mor;; (A, Z) — (P, f(Cy)) ot P est un plat de X tel que 0P = f(A)
f € 8M0rinj<Auz) = (f(A)7 f(CO))

Comme ci-dessus, nous avons une identification entre les deux compactifications
géométriques.

Théoréme 14.9. La compactification géométrique Platsm(X)g de [’espace des plats
marqués de X est naturellement G-isomorphe a la compactification géométrique
Mor;y; (A,I)g de l’espace des appartements marqués de L. Autrement dit, le diagramme
de plongements G-équivariants suivant est bien défini et commute.

Plats,,(X) <  Plats,(X)’

tm 2 T dm
Mor;,; (A, Z) — Mormj(A,Z)g.

Le théoréme 14.8, appliqué au cas de G = SL3(K), permet de décrire des dégé-
nérescences trés particulieres de plats et de géodésiques dans l'espace symétrique ou
I'immeuble de Bruhat-Tits X de G (voir [BT84]). Citons également la construction de
cet immeuble de Bruhat-Tits par les normes ultramétriques (voir [IM64], [Par99] et

[RTW09)]).

Appelons tripode de Z tout sous-graphe de Z constitué de trois segments distincts
ayant un unique sommet commun. On remarque qu’un tripode n’est inclus dans aucun
appartement de Z.

Proposition 14.10. Pour tout tripode T' de I"immeuble sphérique T de SL3(K), il existe
une suite (Pn)neN_ de plats mazimauzr de X telle que la suite (Py)nen converge vers T
dans Uespace F(X') des fermés de X°.
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En particulier, il existe des limites géométriques de plats qui ne sont pas incluses
dans des plats a I'infini.

Corollaire 14.11. Pour toute image F d’un chemin de longueur © dans A par un
morphisme dans I, il existe une suite (yl)neN de géodésiques de X telle que la suite
(F)nen converge vers F dans Uespace F(X?) des fermés de X°.

On remarquera qu'un tel F' n’est pas nécessairement un demi-appartement, et ses
extrémités peuvent ne pas étre sur des sommets de Z.

Démonstration. Soit f : A — Z un morphisme tel que f(A) D F. Soit Fy C A un
chemin de longueur 7 telle que f(Fy) = F. D’aprés le théoréme 14.9, il existe une suite

(Py, fn)nen de plats maximaux orientés de X, telle que la suite (f,),en converge vers f
dans Mor(A,Z).

Soit U un voisinage de F dans F(X?). Puisque la suite (f,(Fp))nen converge vers F
dans F(0xX), considérons n € N tel que f,(Fp) € U. Le chemin f,(Fp) est de longueur
7 dans Oy P, il définit donc un demi-plan de P, a translation prés. Soit (7., )men une
suite de géodésiques paralléles de Fy qui bordent f,,(Fp), et qui tendent vers I'infini dans
la direction de f,(Fp). Alors la suite (F)men converge vers f,(Fy) dans F(P,”), donc
appartient a U pour m assez grand.

Ainsi pour tout voisinage U de Fy dans F (79), il existe une géodésique v de X telle
que v C X7 appartienne a U. Puisque lespace F (Xg) est métrisable, cela prouve le
corollaire. O

Lorsque X est de rang 1, toute limite géométrique de géodésiques est un point du
bord. Il est remarquable qu’il existe, par exemple dans l'espace symétrique de SL3(R),
des limites géométriques de géodésiques qui ne soiennt pas homéomorphes a un intervalle
compact, et qui ne soient pas contenues dans un plat a 'infini.
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Cinquiéme partie

Compactifications a la Thurston
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Le contenu de ce chapitre provient de la prépublication [Haell].

15 Introduction

Soit S une surface lisse compacte connexe orientable, de genre g > 2. La com-
pactification de Thurston de Iespace de Teichmiiller Teich(S) de S est I'adhérence du
plongement Teich(S) — P(R,™)) défini par les distances de translation. Cette com-
pactification est homéomorphe a la boule fermée de dimension 6g—6, munie d'une action
continue du groupe modulaire MCG(S), et elle a permis & Thurston de classer a isotopie
pres les difféomorphismes de S (voir par exemple [FLP79)]).

Tout espace symétrique de type non compact classique peut étre vu comme un es-
pace de réseaux marqués d'un espace euclidien ou hermitien (voir par exemple [Bav05]).
Soit m > 1 un entier, on appelle réseau marqué de covolume 1 de R™ tout morphisme
injectif de Z-modules f : Z™ — R™ dont I'image est discréte et de covolume 1. L’es-
pace des classes d’isométrie de tels réseaux marqués est naturellement homéomorphe a
I'espace symétrique de type non compact &, = SL,,(R)/SO,,(R). On peut définir une
compactification de Thurston de cet espace, grace aux distances de translation (ou R™
est muni de la norme euclidienne usuelle) :

¢:En — PR
[f 2" = R"] = [u— [[f(u)]]].

Théoréme 15.1. L’application ¢ est un plongement : la compactification de Thurston
de l'espace symétrique &, est l’adhérence ZT de limage de ¢. Cette compactification

est isomorphe (de maniére SL,(Z)-équivariante) & la compactification de Satake fo
associée a la représentation tautologique de SL,,(R) sur R™.

Ceci répond a une question posée par Frédéric Paulin lors d'un exposé Bourbaki
(voir [Paul0]). Nous démontrons en fait un résultat plus général (théoréme 16.12), pour
le corps R, C ou le corps gauche H des quaternions de Hamilton, ainsi que pour des
sous-espaces de réseaux autoduaux, ce qui permet de traiter le cas de tous les espaces
symétriques de type non compact classiques. Et nous étendons ce théoréme au cas du
groupe de Lie exceptionnel Eg(_s6) (théoréme 16.18), qui est la forme réelle non compacte
de rang réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel Fjg.

Puis nous appliquons cette construction pour définir une compactification a la Thurs-
ton de l'espace de Torelli. L’espace de Torelli Tor(S) de la surface S est 'espace des
classes d’isotopie de surfaces hyperboliques munies d’'un marquage de leur homologie
par celle de S. L’espace de Torelli Tor(S) est le quotient de 'espace de Teichmiiller par
le groupe de Torelli T'(.S), qui est le sous-groupe du groupe modulaire de S constitué
des classes d’isotopie de difféomorphismes de S ayant une action triviale en homologie.
Un théoréme de Mess (voir [Mes92]) énonce qu’en genre 2, le groupe de Torelli est un
groupe libre sur une infinité dénombrable de générateurs. En genre supérieur ou égal a
3, le groupe de Torelli est de type fini (voir [Joh83]), mais I'une des grandes questions
est de savoir 8'il est de présentation finie (voir [Far(06]).
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Dans I’espoir de mieux comprendre le type d’homotopie de 'espace de Torelli, nous
allons en définir une compactification naturelle. Considérons une surface hyperbolique
X marquée par h : S — X. Le théoréme de Hodge identifie 'espace H'(X,R) avec
I’espace des 1-formes différentielles harmoniques sur X, espace qui est muni du produit
scalaire L? : notons || - || x la norme euclidienne associ¢e sur H'(X,R). Considérons alors
I’application

¥ Tor(S) — RGP
(X h] = {w = |7 (W)llx T

et 1 : Tor(S) — P(R+H1(S’Z)) son application quotient. Nous montrons dans la par-
tie 17.1 que I'application v est un revétement de degré 2 sur son image, ramifié sur le
lieu hyperelliptique de Tor(S). En considérant 'adhérence de I'image de 1) dans l'espace
compact P(R? 1(S’Z)), nous définissons une compactification de I’espace de Torelli, que

nous appelons compactification de Thurston de Tor(S).

Nous allons comparer notre compactification & une autre compactification naturelle
de l'espace de Torelli. L’application période envoie I'espace de Torelli Tor(S) dans l'es-
pace symétrique Spy,(R)/ U(g). L’adhérence de I'image de 'application période dans la
compactification de Satake de Spy,(IR)/ U(g) associée a la représentation standard de
Spgg(R) sur R% définit une compactification de I’espace de Torelli, que nous appelerons
compactification de Satake de Tor(S).

Théoréme 15.2. Les compactifications de Thurston et de Satake de ’espace de Torelli
sont isomorphes de maniére Sp,,(Z)-équivariante.

De plus, nous décrivons une partie de bord de cette compactification : nous allons
décrire 'adhérence de I'image de ¢ (et il | serait intéressant d’avoir une description ana-
logue, au moins & homotopie prés, pour ).

Considérons K*?(S) le complexe des courbes séparantes de S : les sommets de ce
complexe simplicial sont les classes d’homotopie de courbes fermées simples séparantes
non triviales, et les (k-1)-simplexes sont les k-uplets o = {[v1],..., [y]} de classes de
telles courbes deux a deux disjointes et non homotopes. Notons également XK *%P(S)
I'ensemble des simplexes de K*P(S).

Si o est un tel (k-1)-simplexe, considérons les k+1 composantes connexes de S\ Ule
7;, et fixons pour chacune d’elles un homéomorphisme avec S;\ P;, ou S; est une surface
compacte lisse sans bord de genre g; > 1, et ou P; C S; est un ensemble fini de points.
Notons

k
(e TorU(S)—HTor(S]) o RHNSD)
=0
‘ )
(X hiDosjer = Qw = Kjw; = (Zﬂh ( H2> 7
7=0

ot w; € HY(S;,Z), et ou k; : S — S; est application d’écrasement des S;/, pour j' # j
(voir partie 17.3.3).
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Théoréme 15.3. L’adhérence de l'image de 'application i dans [’espace R+H1(S’Z)

la réunion disjointe des strates

Y(Tor(S)) = &(Tor(S)) U [ | wo(Tor,(S)).

cELK5er(S)

est

Dans une premiére partie, nous rappelons quelques résultats élémentaires d’algébre
linéaire quaternionique (voir [Boub9al). Puis nous définissons la compactification de
Thurston de 'espace des réseaux marqués d'un espace euclidien, hermitien complexe
ou quaternionique. Ensuite, nous établissons 'isomorphisme avec la compactification de
Satake. Dans une quatriéme partie, nous étendons ce résultat aux espaces de réseaux
autoduaux.

Ensuite, nous montrons que ces résultats s’appliquent a I’espace de Torelli. Et enfin,
nous décrivons la stratification d’une partie du bord de cette compactification.

Je tiens a remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour les nombreux conseils qu’il
m’a donnés pour ce chapitre. Je tiens également & remercier Daniel Massart, qui m’a
expliqué les liens entre les normes stable et L2.

16 Compactification de Thurston des espaces de ré-
seaux marqués

16.1 Algébre linéaire quaternionique et octonionique

Soit K le corps (commutatif) R, C ou le corps (gauche) des quaternions de Hamilton
H (de base vectorielle réelle 1,i,7,k, on i = j2 = -1l et ij = —ji = k). Si v € K,
notons T son conjugué et tr(x) sa trace réduite (avec T = z si K = R, T = a — ib si
r=a+ibeK=CetT=a—-ib—jc—kdsiz=a+ib+ jc+kd € K = H).
Nous avons des inclusions évidentes R C C C H. Pour la théorie générale des formes
sesquilinéaires sur des espaces vectoriels de dimension finie sur des corps gauches, nous
renvoyons a [Boub9a].

Fixons un entier m > 1. L’espace vectoriel K™ sera toujours considéré a droite, et
I'action linéaire des matrices de M,,(K) sur K™ a gauche. Munissons ’espace vectoriel
m “p e o m —
K™ de sa structure hermitienne standard (z,y) = > " | T;y;.

Si M € M,,(K), notons M la matrice de coefficients les conjugués de ceux de M,
et M* = M ladjoint de M : il vérifie (MN)* = N*M*. Une matrice M est dite
hermitienne si M* = M, et unitaire si MM* = I,,, (ce qui équivaut & M*M = I,,), ol
I, désigne la matrice identité de M,,(K).

Rappelons une définition du déterminant de Dieudonné d’une matrice a coefficients
dans H (voir par exemple [Art72, § IV.1, p. 149]). Pour cela, considérons I'application
n de M,,(H) dans Ms,,,(C) qui & une matrice M = A+ jB, on A, B € M,,(C) associe

la matrice par blocs B
A —-B
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C’est un homomorphisme injectif de R-algébres & droite, équivariant pour 1’adjoint.
Remarquons de plus que le déterminant de n( M) est un nombre réel positif. Ceci permet
de définir det(M) = \/det(n(M)), le déterminant de Dieudonné de M. La matrice M
est alors inversible si et seulement si det(M) # 0, et si N € M,,,(H) alors det(MN) =
det(M)det(N). Cela permet de définir le sous-groupe SL,,(H) de GL,,(H). Ce sous-
groupe peut également étre défini intrinséquement : c’est le sous-groupe de GL,,(H)
constitué des automorphismes linéaires de H™ qui préservent une mesure de Haar de
H™.

Notons U,,(K) le groupe unitaire de K™ : ¢’est le sous-groupe de GL,,(K) constitué
des matrices unitaires. Notons de plus SU,,(K) = U,,(K) N SL,,(K) le groupe spécial
unitaire de K”. Remarquons que lorsque K = H, le groupe SU,,(H) est égal a U,,(H),
et également & I'image réciproque par 'application 7 du sous-groupe Uy, (C). Le groupe
SU,»(K) est un sous-groupe compact maximal du groupe de Lie SL,,(K).

Lemme 16.1 (Diagonalisation des matrices hermitiennes). Soit M € M,,(H) une ma-

trice hermitienne positive. Alors il existe une matrice unitaire U € U,,(H) et une matrice
diagonale positive réelle D € M.,,(R) telles que M = UDU™!.

Démonstration. Pour le théoréme général de réduction des matrices hermitiennes,
voir [Boub9a, Théoréme 1, p. 90]. Nous donnons ici une preuve rapide en admettant
la diagonalisation des matrices hermitiennes complexes. L’application n : M,,(H) —
My, (C) a pour image l'ensemble des matrices des endomorphismes qui commutent
avec ’'endomorphisme réel a de C*™ défini par X — J X, ot J est la matrice

0 Iy
J—(—]m 0)'

Soit N = n(M) € My, (C) : puisque 'application n est équivariante pour ’adjoint,
la matrice N est hermitienne positive. Les sous-espaces propres complexes de N sont
orthogonaux et stables par '’endomorphisme réel «, donc il existe une matrice unitaire
U’ € Uy, (C) commutant avec a telle que D' = U'"'NU’ soit diagonale positive réelle.
Puisque U’ et D’ commutent avec «, ils appartiennent a 'image de 7 : soit donc U €
SU,,(H) et D diagonale positive réelle tels que U' = n(U) et D' = n(D). Ainsi M =
UDU!L. O

Lemme 16.2 (Décomposition polaire). Soit M € M., (K). Alors il existe une matrice
unitaire U € U, (K) et une unique matrice hermitienne positive P € M., (K) telles que
M = PU.

Démonstration. Montrons tout d’abord ce résultat si M est inversible. La matrice
M M* est hermitienne positive, donc d’aprés la diagonalisation des matrices hermitiennes
positives (lemme 16.1 si K = H), considérons P l'unique matrice hermitienne positive
telle que P2 = MM*. La matrice P est inversible, et la matrice U = P~'M est alors
unitaire.

Si M n’est pas inversible, par densité de GL,,(K) dans M,,(K), considérons une
suite (M, )nen de matrices inversibles convergeant vers M. Pour tout n € N, considérons
une décomposition polaire M,, = P,U,, de la matrice M,,. Par compacité du sous-groupe
U (K), on peut supposer quitte a extraire que la suite (U, ),en converge vers une matrice
unitaire U. Dans ce cas, la suite (P, = MnUn_l)neN converge vers une matrice P =
MU' hermitienne positive, et nous avons M = PU. Et la matrice P est I'unique
matrice hermitienne positive telle que P? = MM*. O
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Nous aurons également besoin d’identités de polarisation, la premiére étant immé-
diate.

Lemme 16.3 (Identité de polarisation complexe). Soit 7 = a 4+ ib € C\R. Alors pour
tous u,v € C™, nous avons :

(o = 1 (14 ) (et ol = = o) = § (bt orlP = = o7l )

O
Lemme 16.4 (Identité de polarisation quaternionique). Soit (qq, ..., qs) une R-base de
H. Alors il existe quatre quaternions (A, ..., \y) € H® tels que, pour tous u,v € H™,

nous ayons :
4

(o) =Y~ (llu+vall® = llu = va*) A

=1
Démonstration. Remarquons tout d’abord que
(lu +vail® = lu—vail|*) = 4Re({u, var)) = 4 Re(Tvg) = 4 Re((u, v)q).
Considérons 'application R-linéaire
o:H — R*
q — (4Re(qq))icp ap-

Si ¢ € H appartient au noyau de ¢, alors par R-linéarité 4 Re(qq) = 4|q|* = 0 donc
g = 0 : Papplication ¢ est donc un isomorphisme R-linéaire. Pour tout [ € [1,4], notons

= 1 (f1),ou (fi,..., f1) désigne la base canonique de R*. Alors, pour tous u,v € H™,
nous avons par R-linéarité

(u,v) = o (e((u,0)) = ¢~ ((4Re({u, v)@)) hiepr.a1)
= (Z (4Re((u,v)q )f)
=1

— Z 4Re((u,v))o~ ' (f1)

= Z4Re(<u,v)) (llu +val* = lu — vaql?) A

Nous aurons également besoin du lemme suivant.

Lemme 16.5. Soient M et M’ deux matrices de M,,(K) telles que, pour tout u € K™,
nous ayons ||M(u)|| = ||M'(u)||. Alors il existe K € U,,(K) tel que KM = M'.

Démonstration. D’aprés la décomposition polaire (lemme 16.2 si K = H) et modulo
multiplication & gauche par deux éléments de U, (K), on peut supposer que M et M’
sont hermitiennes positives. D’aprés la réduction des matrices hermitiennes (lemme 16.1)
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et modulo multiplication a gauche par deux éléments de U,,(K), on peut supposer qu'il
existe deux matrices diagonales positives D, D’ et deux matrices unitaires U, U’ telles
que M = DU et M’ = D'U’. Alors, pour tout v € K™, nous avons ||Dul| = || D'U'U~ul|.
Ainsi, si u appartient au sous-espace propre de D associé a la valeur propre maximale, on
en déduit que U'U~'u appartient au sous-espace propre de D’ associé & la valeur propre
maximale. Puis on montre que si v appartient au sous-espace propre de D associé a
la deuxiéme plus grande valeur propre (s'il y en a), alors U'U v appartient au sous-
espace propre de D’ associé & la deuxiéme plus grande valeur propre. Finalement, on
montre que la matrice unitaire U'U~! envoie les sous-espaces propres de D sur ceux
de D’. Quitte a permuter les coefficients de D ou D’, on en déduit que D = D’ et
DU'UY = (UUYHD. Dou M' = DU = D(U'U YU = (U'UY)DU = KM, avec
K=UU"e€U,(K). O

16.2 Compactification de ’espace des réseaux hermitiens mar-
qués

Si K = R, notons O = Z. Si K = C, notons O un ordre de 'anneau des entiers
d’un corps de nombres quadratique imaginaire (par exemple O = Z[i]). Enfin si K = H],
notons O un ordre dans une algébre de quaternions A sur Q non déployée sur R — et
nous identifierons alors A ®g R et H — (par exemple O = Z[1,1, j, 1+%ﬁk]) Ainsi O
est un Z-réseau de ’espace vectoriel réel K, et est un anneau contenant 1.

On appelle réseau (ou O-réseau lorsque 'on veut préciser O) de K™ tout O-module a
droite engendré par une K-base de K™. On I'appelle réseau euclidien si K = R, hermitien
compleze si K = C et hermitien quaternionien si K = H. On appelle covolume d’un
réseau I le volume du quotient K™ /T" pour la mesure localement égale a la mesure de
Haar sur K™, normalisée de sorte que le covolume du réseau standard O™ soit égal a
1. Un réseau marqué de K™ est un morphisme de O-modules & droite de O™ dans K™
dont I'image est un réseau. Le groupe GL,,(O) agit & gauche par précomposition par
I’adjoint, et le groupe de Lie GL,,(K) agit & droite par postcomposition par ’adjoint
sur I’ensemble des réseaux marqués de K™.

Notons &, I'espace symétrique de type non compact du groupe de Lie quasi-simple
SL(K), c’est-a-dire 'espace homogéne &, = SL,,(K)/ SU,,(K), ou SU,,(K) désigne le
groupe spécial unitaire de K™, muni de 'action & gauche par translations de SL,,(K) et
d’une métrique riemannienne invariante par cette action.

Puisque O est un ordre, tout morphisme de O-modules & droite de O™ dans K™
s’étend uniquement en un endomorphisme de l’espace vectoriel a droite K™, et réci-
proquement tout endomorphisme de K™ se restreint en un morphisme de O-modules a
droite de O™ dans K™. Ainsi nous utiliserons les mémes notations pour ces deux points
de vue, sans risque de confusion.

Notons SL! (K) le sous-groupe de GL,,(K) constitué des automorphismes de K™ dont
le déterminant est de module 1. L’ensemble des réseaux marqués de K™ de covolume 1,
muni de la topologie induite par la topologie produit sur (K™)©" est muni de 'action a
droite continue et simplement transitive de SL. (K) par postcomposition par 1'adjoint,
et est muni de l'action a gauche de SL,,(O) par précomposition par ’adjoint.

Notons £ 1'ensemble des classes d’isométrie (positive ou non) de réseaux marqués
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de K™ de covolume 1, muni de la topologie quotient : deux réseaux marqués f et f’ sont
identifiés sl existe g € U,,(K) tel que go f = f’. L’homéomorphisme entre 1'espace des
réseaux marqués et SL}n(K) passe au quotient en un homéomorphisme entre 1’espace
! et Tespace homogeéne SL! (K)/U,,(K) = SL,,(K)/SU,,(K) = &,,, qui est de plus
SL.,(O)-équivariant. Nous noterons dorénavant &, tant l'espace des classes d’isométrie
de réseaux marqués que ’espace symétrique, sans risque de confusion.

Rappelons ce qu’est une compactification d’un espace topologique X localement
compact : ¢’est la donnée d’une paire (K, i), ot K est un espace topologique compact et
1 : X — K est un plongement d’image dense. Si GG est un groupe agissant contintiment
sur X, on dit que (K1) est une G-compactification si I'action de G sur i(X), conjuguée
par ¢ de l'action de G sur X, s’étend contintiment a K. Cette extension est alors unique.
On dit que deux (G-) compactifications (K,i) et (K’,7) de X sont (G-) isomorphes s’il
existe un homéomorphisme (G-équivariant) f de K sur K’ tel que i/ = f o 1.

Nous allons définir une compactification de Thurston des espaces symétriques &,,,
analogue a la compactification de Thurston des espaces de Teichmiiller. Rappelons com-
ment celle-ci est construite (voir par exemple [FLP79]). Si F est un ensemble, notons
P(R,”) I'espace topologique quotient de I’espace R,*\{0}, muni de la topologie pro-
duit, par les homothéties de rapport strictement positif. Si S est une surface compacte
connexe orientée de genre supérieur ou égal a 2 et si I' est son groupe fondamental,
I’espace de Teichmiiller de S est ’ensemble des classes d’isométrie équivariante d’ac-
tions isométriques propres et libres de I' sur le plan hyperbolique réel HZ (voir par
exemple [Paul0]). La compactification de Thurston de l'espace de Teichmiiller de S est
alors 'adhérence de I'image du plongement dans ]P)(RJFF), qui a la classe d’une telle ac-
tion de T' sur H% associe la classe de 1'application qui & un élément v de T' associe la
distance de translation £(7) = inf,cp2 d(z, yx) de v dans HZ,.

Nous allons modifier cette définition en remplagant la surface S par le tore K™ /O™,
et le groupe I' par O™, le groupe fondamental du tore. Notons ¢ 'application de &,,
dans P(R,°") qui & la classe d’isométrie équivariante d'un réseau marqué associe la
classe d’homothétie de sa fonction distance de translation : un réseau marqué étant un
morphisme de O-modules & droite f de O™ dans K™, notons ¢([f]) la classe d’homothétie
de 'application

om — Ry
w = [l
ou ||.|| désigne la norme hermitienne de K™.

Lemme 16.6. L’application ¢ est bien définie et continue.

Remarquons que puisque les espaces topologiques &, et P(R+Om) sont métrisables,
on peut utiliser les critéres séquentiels pour montrer les propriétés topologiques de ces
espaces.

Démonstration. Composer un réseau marqué f au but par une isométrie de K™ ne
change pas || f(u)]|, pour tout u € O™. Donc I'application ¢ est bien définie.

Soit (f)nen une suite de réseaux marqués de covolume 1, qui converge vers un réseau
marqué f de covolume 1. Alors la continuité de la norme assure que, pour tout u € O™,
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la suite (||fn(u)||)nen converge vers || f(u)]|. Ainsi la suite (¢([fn]))nen converge vers
o([f])- Donc I'application ¢ est continue. O

Lemme 16.7. L’adhérence de limage de ¢ est 'ensemble des classes d’homothétie
d’applications

gfom — R+
w o= [ f ],

ou [ est un endomorphisme non nul de K™. Ltmage de ¢ est ’ensemble des classes
d’homothétie d’applications Ly pour lesquelles f est inversible.

Démonstration. Soit (f,,)nen une suite de réseaux marqués de covolume 1, telle que la
suite (¢([fn]))nen converge vers la classe d’homothétie d'une application ¢ : O™ — R,.

Quitte a extraire, la suite ( f,,K),en converge vers fK dans 'espace projectif a droite
des endomorphismes de K™, ou f est un endomorphisme de K™ non nul. Or, pour tout
v € K™ et tout A € K, nous avons [|[vA|| = ||v|||A|. Alors, & homothétie réelle prés, pour
tout u € O™, la suite (|| fn(w)]|)nen converge vers £(u) = || f(u)||. Donc ¢ = ¢; est bien
du type décrit.

Réciproquement, soit f un endomorphisme de K™ non nul, et soit f, = f + n%rl id,

pour tout entier n > ng tel que f, soit inversible. Alors Iendomoprhisme |det(f,)| f,,
appartient & SL! (K), donc définit un morphisme de O-modules de O™ dans K™ dont
I'image est de covolume 1. Et la suite (¢([fn]))nsn, converge vers la classe d’homothétie
de P’application £; qui & u € O™ associe ||f(u)|| dans P(R,°").

Il est clair que I'image de ¢ est incluse dans I’ensemble des classes d’homothétie d’ap-
plications ¢; pour lesquelles f est inversible. Réciproquement, si f est un endomorphisme
inversible de K™, alors & une homothétie réelle prés on peut supposer que |det f| = 1,
et donc R* 4y = ¢([f]), ot f: O™ — K™ est bien un morphisme de O-modules dont
I'image est de covolume 1. O

Lemme 16.8. L’image de ¢ est ouverte dans son adhérence.

Démonstration. Soit f un morphisme de O-modules de O™ dans K™ dont 'image est
de covolume 1. Soit (fy,)nen une suite d’endomorphismes non nuls de K™, telle que la
suite (R £y, )nen converge vers ¢([f]). A des homothéties réelles prés et quitte a extraire,
on peut supposer que la suite (f,)nen converge vers un endomorphisme g de K™ non
nul. Dans ce cas, il est immédiat que la suite (¢, ),en converge vers ¢, dans R.°". Donc
R4y = &([f]), et puisque f est inversible, la fonction ¢, ne s’annule qu’en 0 € O™, et
donc 'endomorphisme ¢ est inversible. L’ensemble des endomorphismes inversibles de
K™ étant ouvert, on en déduit qu’a partir d'un certain rang les endomorphismes f,, sont
inversibles, et donc R% £y, = ¢([f,]) appartient a I'image de ¢ : celle-ci est donc ouverte
dans son adhérence. O

Lemme 16.9. L’adhérence de l'image de ¢ est compacte dans P(R,C™).

Démonstration. Soit (¢,),en une suite dans l'adhérence de I'image de ¢. D’aprés le
lemme 16.7, il existe pour tout n € N un endomorphisme f,, de K™ non nul tel que,
pour tout u € O™, nous ayons ¢,(u) = {s, (u) = || f.(u)]]. Par compacité de 'espace
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projectif & droite des endomorphismes de K™, quitte a extraire et & homothéties réelles
prés, on peut supposer que la suite (f,),en converge vers un endomorphisme f de K™
non nul. Alors la suite (R* ¢,,)nen converge vers la classe d’homothétie de 'application
Uy, et cette limite appartient & ’adhérence de I'image de ¢. O

Pour montrer l'injectivité de I'application ¢, nous avons besoin d’un renforcement
du lemme 16.5.

Lemme 16.10. Soient f et f' deux endomorphismes de K™ tels que, pour tout u € O™,
nous ayons || f(w)| = [|f (w)||. Alors il existe k € U, (K) tel que kf = f'.

Démonstration. Notons d € {1,2,4} la dimension de K sur R, et soit (e, ..., €4nm)
une R-base de K™ formée par m copies d’une Z-base de O : ainsi, tous les élements de
cette base appartiennent & O™. Soit u € K™, et soit u = Zj | €ju; sa décomposition
dans cette base : les scalaires u; sont donc réels. Alors

nmwﬂfmw

Or, par l'identité de polarisation pour le corps K (voir le lemme 16.3 ou 16.4), et par
I’hypotheése sur f et f’, nous savons que

Vi k€ [Ldm], (f(e;)|f(er)) = (f'(ej)[f (ex)).

On en déduit donc que ||f(u)]| = ||f'(u)|l, et ceci pour tout u € K™. D’aprés le
lemme 16.5, on en déduit qu’il existe k € U,,(K) tel que kf = f'. O

9 dm
= D el flen)u) = ZW%%WW

J:k=1 7,k=1

Proposition 16.11. L’application ¢ est un plongement.

Démonstration. Montrons que 'application ¢ est injective : soient f et f’ deux réseaux
marqués de covolume 1, tels que ¢([f]) = &([f]). Il existe donc un réel strictement
positif A tel que pour tout u € O™, nous ayons || f(u)|| = M| f'(w)|| = [|Af(w)||. D’apreés
le lemme 16.10, on en déduit qu'il existe k € U, (K) tel que kf = Af’. Or det(kf) =
det(k) det(f) est de module 1, et det(Af’) = AN™det(f’) = A" est un réel strictement
positif, donc A = 1. Ainsi kf = f’, donc [f] = [f'] dans &, : Iapplication ¢ est injective.

Montrons que l'application ¢ est propre : soit (f,)neny une suite de réseaux mar-
qués de covolume 1, telle que la suite (¢([fn]))nen converge vers ¢([f]), ou f est un
réseau marqué de covolume 1. Il existe donc une suite de réels strictement positifs
(An)nen telle que, pour tout u € O™, la suite (A, || fn(w)||)nen converge vers || f(u)]].
Ainsi la suite d’endomorphismes (A, fn)nen est bornée : quitte & extraire, on peut sup-
poser qu’elle converge vers un endomorphisme g de K™. Alors, pour tout u € O™, la
suite (|| Anfrn(w)]|)nen converge vers ||g(u)|| = || f(w)]. D’aprés le lemme 16.10, on en
déduit qu’il existe k € U,,(K) tel que kg = f, et en particulier g a un déterminant de
module 1. Puisque la suite (| det(\, f,)| = A")nen converge vers |det g| = 1, on en dé-
duit que la suite (\,)nen converge vers 1. Donc la suite (f,,)nen converge vers g = k71 f,
d’out la suite ([f,])nen converge vers [g] = [f] dans l'espace &,,. L’application ¢ est ainsi
propre.

L’application ¢, continue, injective et propre, est donc un plongement. O
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L’adhérence de I'image de ¢ dans P(R,°™) fournit une compactification de &,,, donc
de l'espace symétrique &,,, que 'on appelle compactification de Thurston, et que 1'on
note ZT. Notons que c’est une SL,,(QO)-compactification, c’est-a-dire que 'action de
S L, (0) s’étend contintiment au bord de &,,, ot SL,,,(O) agit sur P(R,“") a gauche par
précomposition par 'adjoint et passage au quotient R,°" — P(R,°™).

Cette compactification est en fait munie d’une action continue a gauche de SL,,(K) :
pour le voir, on pourrait remplacer dans la construction qui précéde O™ par K™. Nous

allons expliciter directement ’action de SL,,(K) sur ZT : soit g € SL,,(K), et soit

Ri{ € ZT. D’aprés le lemme 16.7, il existe un endomorphisme f de K™ non nul tel
que, pour tout u € O™, nous ayons ¢(u) = || f(u)||. Définissons alors g - R% ¢ comme la
classe d’homothétie de 'application qui & u € O™ associe ||f(g*(u))||. C’est une action
continue, qui étend l'action de SL,,(O) a gauche par précomposition par I’adjoint.

16.3 Comparaison a la compactification de Satake

Nous voulons comparer la compactification de Thurston définie ci-dessus a 1'une
des compactifications de Satake. Rappelons la construction de ces compactifications
(voir [Sat60]). Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple de centre fini sans
facteur compact, et soit p : G — SL(V') une représentation linéaire irréductible et de
noyau fini de G dans un K-module & droite de dimension finie V. Soit K un sous-groupe
compact maximal de GG contenant Ker p. Puisque K est compact, il existe un produit
scalaire hermitien sur V' tel que p(K) C SU(V). Si h* désigne I'adjoint d’un élément
h de SL(V') pour le produit scalaire hermitien de V', alors I'involution de Cartan de
SL(V) associée a SU(V) est h — (h*)71. Si g € G est tel que p(g) = (p(g)*)~!, alors
p(g) € SU(V), donc g € p~}(SU(V)) = K car K est maximal.

Notons P(Sym(V')) l'espace projectif de 'espace vectoriel réel des applications li-
néaires hermitiennes de V' dans V. Cet espace est muni d'une action naturelle de G a
gauche, définie par :

Vg € G,YRh € P(Sym(V)) , g-Rh = Rp(g)hp(g)".

D’apres [Sat60|, Papplication de G/ K dans P(Sym(V')) qui & gK associe Rp(g)p(g)*
est un plongement, dont I’adhérence de 'image est appelée la compactification de Satake
de G/K associée a la représentation p. L’action de G sur P(Sym(V')) préserve I'image
de ce plongement, qui est de plus équivariant pour les actions de G : c’est donc une
G-compactification de G/ K.

Considérons ici le groupe G = SL,,,(K), et le sous-groupe K = SU,,,(K). Considérons
la représentation p = id de SL,,(K) pour l'action linéaire & gauche de SL,,(K) sur le
K-module & droite V' = K™. Considérons le plongement associé

SL,,(K)/SU,,(K) — P(Sym(K™))
YSUL(K) — Ryy*.

=S . . . .
Notons &, I'adhérence de son image, c’est-a-dire la compactification de Satake de &,
associée a la représentation p.
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Théoréme 16.12. Les deuxr compactifications ZT et as sont SL,, (K)-isomorphes.

Démonstration. La compactification de Satake ZS, adhérence des classes d’homothé-
tie des matrices hermitiennes définies positives, est ’ensemble des classes d’homothétie
des matrices hermitiennes positives non nulles : en effet, soit @ une matrice hermitienne
positive non nulle. Alors, pour n > ng, la matrice a + %Hlm est hermitienne, posi-
tive et inversible, donc définie positive. Ainsi (a + —=1I,,,)nsn, est une suite de matrices

n+1
hermitiennes définies positives convergeant vers a. Par ailleurs, I'ensemble des matrices

hermitiennes positives est fermé. Nous identifierons donc &,,  avec 'espace des classes
d’homothétie de matrices hermitiennes positives non nulles.

Définissons une application £ : ZS — P(R.°™). Soit a une matrice hermitienne
positive non nulle. Par diagonalisation (voir le lemme 16.1 si K = H), la matrice a admet
une unique racine carrée hermitienne positive que 'on notera /a, c’est-a-dire telle que
\/52 = a. Remarquons que si A € Ry, alors v Aa = v/A\y/a. Définissons I'application

-~

€(a) : O™ — Ry
u =~ [Va(ull,

ce qui permet de poser

£:8.° = PR

Ra — R%&(a),

application qui est bien définie.

Montrons que I'image de £ est égale a aT. D’aprés la définition de € et le lemme 16.7,
elle est incluse dedans. Maintenant, soit f un endomorphisme non nul de K™, et soit
l; : u || ful|. Montrons alors que £(f*f) = {f, ce qui conclura par le lemme 16.7.
Soit u € O™, et soit f = kp une décomposition polaire de f : k € U,,(K) et p est un

endomorphisme hermitien positif non nul. Alors /f*f = /p*k*kp = \/P = p, donc
E(f ) () = VI Full = |lpull = [kpul| = || full = £;(w).

Cette application est SL,,(K)-équivariante : soit a une matrice hermitienne positive
non nulle, et soit g € SL,,(K). D’aprés la décomposition polaire (voir le lemme 16.2 si
K = H), il existe une matrice unitaire k et une matrice hermitienne positive p non nulle
telles que gv/a = pk. Soit u € O™, alors

~ -~

£(g - a)(u) = £(gag™)(v) = [|Vgag*(u)|.
Or gag* = gv/a(gy/a)" = (pk)(pk)* = pp* = p?, donc \/gag® = p. Ainsi

¢(g - a)(u) = |lpull = [p"ull = [|kvagull = |Vagrull = (g - £(a))(u),

ol nous renvoyons a la fin de la partie 16.2 pour la définition de I’action de SL,, (K) sur
ZT. Nous avons ainsi {(g - Ra) = g - £(Ra).

L’application qui & une matrice hermitienne positive a associe sa racine carrée her-
mitienne positive y/a est continue, et par continuité de la norme on en déduit que, a
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u € O™ fixé, Papplication qui & a associe & (a)(u) est continue. Puisque I'espace P(R,°™)
est muni de la topologie quotient de la topologie produit sur R, il sensuit que Pap-
plication £ est continue. On en déduit que I'application quotient & est continue.

Montrons enfin que Iapplication £ est injective : soient a et a’ deux matrices hermi-
tiennes positives non nulles telle que £ (Ra) = ¢(Ra’). A une homothétie de rapport stric-
tement positif prés, on peut supposer que g(a) = g(a'). Ainsi, pour tout u € O™, nous
avons ||v/au|| = ||[va'u||. D’aprés le lemme 16.10, on en déduit qu'il existe k € U,,(K) tel
que kv/a = V/a. Par unicité dans la décomposition polaire, on conclut que v/a = vd/,
d’ott @ = d’. Ainsi application £ est injective.

Ainsi Papplication & est une bijection continue et SL,,(K)-équivariante de l'es-

_S - .
pace compact &, sur l'espace séparé EmT, donc est un homéomorphisme SL,,(K)-
équivariant. 0

16.4 Compactification d’espaces de réseaux autoduaux

Pour les prérequis de cette partie, on renvoie a [Bav05]. Fixons 7 = idg si K = R,
7 = id¢ ou la conjugaison si K = C, et 7 la conjugaison si K = H. Fixons b une forme
T-sesquilinéaire a gauche sur K™ non dégénérée, hermitienne ou anti-hermitienne. Dans
une base adaptée, la forme b est définie par

Va,y € K™, b(z,y) = &" Jy,

ott J € Up(K) N GL, (0).

Notons SU(b) le sous-groupe de GL,,(K) constitué des automorphismes de K™ qui
préservent b : puisque J est unitaire, le groupe SU(b) est autoadjoint. Si A est un O-
réseau de K™, on définit son dual par rapport & b par :

A ={y e K™ : Vo € A, b(z,y) € O}.

On dit que le réseau A est autodual (pour b) si A** = A. Par exemple, le réseau O™ est
autodual.

Soit Ag = O™ le O-réseau standard autodual de covolume 1, marqué par l'identité
fo : Om — Ao.

Pour l'action a droite de SL,,(K) sur 'espace des réseaux marqués par postcom-
position par l’adjoint, l'orbite du réseau marqué f, par SU(b) est constituée de ré-
seaux autoduaux. En effet, soit g € SU(b), et considérons y € (g*Ag)**. Nous savons
donc que Vr € g*Ag,b(x,y) € O. Ainsi Vo € Ao, b(g*z,y) = b(z,g*'y) € O. Donc
gy € AP = Ag. Ainsi (g"Ao)* = g Ao.

Dans l'identification entre 'espace &,, des classes d’isométrie de réseaux marqués de
covolume 1 et I'espace symétrique SL,,(K)/ SU,,(K), I'ensemble des classes d’isométrie
de réseaux marqués dans l'orbite de fy sous SU(b) s’identifie alors a 1’espace homogéne
SU(b) SU,,(K)/ SU,,(K) = SU(b)/(SU(b) N SU,,(K)). Notons &, ce sous-espace de &,,.
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On supposera que le groupe SU(b) n’est pas compact, de sorte que I’espace homogéne
EY n’est pas compact. Lorsque 'on restreint le plongement ¢ de &,, dans EnT au sous-

. . . . =T
espace £ T'adhérence de son image définit la compactification de Thurston £b° de
'espace £ .

Lorsque I’on restreint le plongement &, dans &,,° au sous-espace &P I'adhérence de

—S
son image définit la compactification de Satake Eb, de 'espace E2,.

Le groupe SU(b) est un groupe de Lie réel simple non compact. Alors la compactifi-
cation de Satake définie ci-dessus est naturellement isomorphe a la compactification de
Satake associée a la représentation p de SU(b) dans SL,, (K), restriction de 'identité de
SL,(K).

oy . . =T
Proposition 16.13. La compactification de Thurston E?," de ’espace des réseaux mar-

-
qués autoduaux est SU(b)-isomorphe a la compactification de Satake EP, .

Démonstration. L’homéomorphisme SL,,(K)-équivariant (voir le théoréme 16.12)

=T . S. .. : o =T | =S
entre &, et &y, induit un homéomorphisme SU(b)-équivariant entre £, et E5 . O

Dans la suite, nous aurons besoin de savoir que dans le cas de I'espace vectoriel réel
R29 muni de la forme symplectique standard

g9
AN e _ )
b(z,x') = g TiTy, i — Tgyj Ty,
=1

tout réseau autodual pour b est dans 'orbite du réseau Z%9.

Lemme 16.14. Tout réseau autodual pour b de R?9 est l’image par un élément de
Spay(R) du réseau standard 9.

Démonstration. Soit A un réseau autodual de R* de covolume 1. Soit A € SLy,(R)
une matrice telle que A = A-Z29. Le réseau A étant autodual pour la forme symplectique

b qui a pour matrice
_ 0 _Ig
(1 0)

on en déduit que le réseau ‘AJA - Z?9 est dual du réseau Z?9 pour le produit scalaire
standard sur R?. Or on sait que le réseau Z%9 est autodual pour le produit scalaire
standard, donc 'AJA - Z* = 729 : en particulier 'AJA € SLy,(Z). C'est la matrice
d’une forme symplectique a coefficients entiers, donc par réduction il existe une matrice
B € GLyy(Q) telle que 'B'AJAB = J. Ainsi la matrice AB appartient a Sp,,(R).

Quitte a prendre I'image du réseau A par (AB)™! € Spy,(R), on suppose que le
réseau A = (AB)™'A - 7% = B7!.7% est commensurable a Z?. Le fait que A soit
autodual impose alors qu’il s’écrive

7 1
A= <Z"’j€j ® Z;%ﬂ‘) :
j=1 J
ou ry,...,ry sont des rationnels non nuls. Puisque la matrice
C = Diag(r;* rotr Ty)
— lag 1,...,g,1,...,g

appartient a Sp,,(R) et que C'- A = 729 ceci conclut le lemme. O
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16.5 Cas du groupe de Lie exceptionnel Eg_sg)

Notons @ désigne 'algébre non associative des octonions de Cayley (voir [Bae01,
Al199, MWO09, CS03|). Le groupe SL3(Q) (dont nous rappelons la définition ci-dessous)
est une forme réelle non compacte de rang réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel
Eg, notée Fg_6). Montrons comment les résultats précédents s’étendent a ce groupe.

L’algebre non associative @ des octonions de Cayley est I'espace vectoriel réel eucli-
dien de dimension 8, de base orthonormée (eq = 1, €y, ..., e;7), muni de la multiplication
bilinéaire définie sur cette base par la table 1.

€1 €9 €3 €4 €x €g €7
e1| =1 | eq4 er | —ea| eg | —e5 | —es
€y | —€4 -1 €5 €1 —e€3 €7 —€g
€3 | —€7 | —¢€5 —1 (& €9 —€4 €1
€4 €9 —e€1 | —€ —1 €7 €3 —€5
€5 | —€g €3 —€o | —€7 | — 1 €1 €4
eg | es | —er| eq | —e3| —e1 | =1 | e
er | es eg | —e1| es | —eq4 | —ey | —1

TABLE 1 — Table de multiplication des octonions

C’est une algébre non associative a division, munie de la conjugaison

O — 0

7 7
T = g€y + g Ti€;, W T = XTp€y — E €X;€;.
i=1 i=1

La norme euclidienne de O vérifie ||z|| = VZz = vaT et ||zy|| = ||z|/||y||. Pour tout
octonion x € O, on définit de plus sa partie réelle Rex = %f et sa partie imaginaire
Imzy = %%

5
Soit m un entier au moins égal a 2. L’espace vectoriel réel O™ est naturellement
muni d’'une structure euclidienne, pour le produit scalaire

(u,v) = ZRe(u_ivi) , ot u,ve™.

i=1

Considérons M,,,(0) 'espace vectoriel réel des matrices carrées de taille m a coefficients
dans Q. En tant qu’ensemble d’endomorphismes R-linéaires de O™, muni de la compo-
sition des endomorphismes, c’est une algébre associative. Par contre, la multiplication
n’est pas obtenue avec la formule usuelle du produit matriciel. Considérons le groupe
GL,,(0) des matrices de M,,(0) qui induisent un isomorphisme de Q™.

L’adjoint M* d’une matrice M € M,,(Q) pour le produit scalaire de Q™ est alors
la matrice transposée et conjuguée de M. On dit que la matrice M est hermitienne si
M = M*, et on note b,,,(0) 'espace vectoriel réel des matrices hermitiennes. Une matrice
hermitienne M est dite positive (resp. définie positive) si pour tout z € @™\{0}, nous
avons (z, Mz) > 0 (resp. (z, Mz) > 0).
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Une matrice M € M,,(0) est dite unitaire si MM* = I,,,. Le sous-groupe U,,(O)
de GL,,(Q) constitué des matrices unitaires est un sous-groupe compact maximal de
GL,,(0).

Les résultats d’algeébre linéaire de la partie 16.1 se généralisent dans ce cadre, mon-
trons comment.

Le sous-espace vectoriel de O engendré par 1, ey, es et e4 est une algébre associative
isomorphe au corps gauche H : nous identifierons ainsi ¢ avec e;, j avec ey et k avec
e4. Une base réelle de O est alors donnée par (1,1, 7, k, es, ies, jes, kes). Le sous-espace
vectoriel de O engendré par 1 et ez est une algébre commutative isomorphe a C, et nous
identifierons les deux : une C-base de O est alors donnée par (1,4, 7, k). Considérons
I'isomorphisme C-linéaire a droite

6 . @m N C4m — ((34)771
(o +iyr + jz + kw)iepm) = (@0, Y, 2 W) ieqi,m] -

Considérons alors 'application

T]:Mm(@)) — _/\/{4m<(C)
M o (ueC™ s B () € C),

c’est un plongement de C-algebres a droite associatives, équivariant pour l'adjoint. L’ap-
plication 7 réalise le sous-groupe GL,,(Q) comme un sous-groupe algébrique autoadjoint
de GLyn (C) : d’apres [Hel78, Theorem 7.1, p. 224|, 'orbite de ce sous-groupe dans l'es-
pace symétrique de Gly,,(C) est un sous-espace symétrique, donc la décomposition
polaire et la décomposition de Cartan y sont internes. En particulier, la diagonalisation
des matrices hermitiennes inversibles y est interne, donc par densité on en déduit la
diagonalisation des matrices hermitiennes quelconques. Nous pouvons donc énoncer les
deux résultats suivants.

Lemme 16.15 (Diagonalisation des matrices hermitiennes octonioniques). Pour toute
matrice hermitienne M € 4,,(Q), il existe une matrice unitaire U € U, (Q) et une
matrice diagonale réelle D € M,,(R) telles que M = UDU™!,

Lemme 16.16 (Décomposition polaire octonionique). Soit M € M., (Q). Alors il existe
une matrice unitaire U € U,,(Q) et une unique matrice hermitienne positive P € §,,(0)
telles que M = PU.

On dispose également d’une identité de polarisation.

Lemme 16.17 (Identité de polarisation octonionique). Soit (q1,...,qs) une R-base de
Q. Alors il existe huit réels (M, ..., \s) € R® tels que, pour tous u,v € Q™, nous ayons :

8

(o) =Y (llu+val® = [lu = val*) A

=1

Démonstration. Remarquons tout d’abord que

lu+vall* = lu—val* = 4 Re(@(va)).
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I I” =

Or la partie réelle des octonions est associative, donc |u + vg
4Re((uv)q,). Considérons 'application R-linéaire

— |lu — vg

0:0 — R®
qg — (4 Re(qm))le[[m}]-
Si ¢ € O appartient au noyau de ¢, alors par R-linéarité 4 Re(qq) = 4|q|?> = 0 donc
q pp y ¥, p aq q
g = 0 : Papplication ¢ est donc un isomorphisme R-linéaire. Pour tout [ € [1, 8], notons

A = Re(o71(f1)), ou (fi,...,[fs) désigne la base canonique de R®. Alors, pour tous
u,v € @™, nous avons par R-linéarité

(u,v) = Re(uv) =Re (¢~ (p(u)))
— Re (prl ((4 Re((ﬂv)Ql))le[[l,Sﬂ))

= Re (s@‘l <Z4Re((ﬂv)qz)fz>>

= 3 4Re((@)a) Re(¢ (f))

=1
8

= Z(HUWLU%”Z - Hu—vquQ) Al O

=1

Définissons SL,,,(0) le sous-groupe de GL,,(Q) constitué des matrices qui préservent
une mesure de Haar sur O™. On peut également définir le déterminant d’une matrice
hermitienne, auquel cas c’est aussi le sous-groupe qui préserve le déterminant, pour
I’action suivante :

Vg € GLn(0),YM € b, (0), g- M = gM + Mg".

Voici les formules définissant le déterminant des matrices hermitiennes dans les cas
m=2etm=3.
e Lorsque m = 2, les matrices hermitiennes s’écrivent

52(@)2{(; ;) ,xe@,a,BeR}.

On définit alors le déterminant par la formule

det(; Z>:a6—|x|2.

e Lorsque m = 3, les matrices hermitiennes s’écrivent

a Z oy
b3<@>: < /8 x 7x7y7ze®7a7/877€R
y T v

On définit alors le déterminant par la formule

det | — aBy — (alal® + Blyl? + 712P%) + 2 Re(ayz).

8 ™ vl
= 8
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Lorsque m = 2, le groupe de Lie réel SLy(Q) est isomorphe au groupe simple
Spin(9, 1), revétement universel du groupe SOg(9,1). C’est un groupe classique, dont
I'espace symétrique est 1'espace des classes d’isométrie de réseaux orthogonaux de R!°
pour une forme quadratique de signature (9, 1), donc son cas est traité dans la par-
tie 16.4.

Dorénavant nous nous placerons dans le cas m = 3. Alors le groupe de Lie simple
G = SL3(0) est une forme réelle non compacte de rang réel 2 du groupe de Lie complexe
exceptionnel Fg, notée Fg_g). Le sous-groupe K = SU3(0) = SL3(Q) N U3(Q) est un
sous-groupe compact maximal de SL3(Q), isomorphe au groupe Fj(_sz), la forme réelle
compacte du groupe de Lie complexe exceptionnel Fj.

Notons O un ordre (non associatif) de O, c’est-a-dire le sous-groupe additif engen-
dré par une base réelle de Q et stable par multiplication, contenant ’anneau des entiers
Zleg, . .., eq] (il existe 16 tels ordres, voir par exemple [CS03, Theoreml, p. 100]). Ap-
pelons O-réseau marqué de Q3 toute application O-équivariante a droite f : 0% — Q?
telle que le R-espace vectoriel engendré par I'image soit égal & Q3. Le covolume d’un
réseau marqué est le covolume de son image dans @3, pour une mesure de Haar sur Q3
normalisée de sorte que le covolume de O3 soit égal a 1.

A toute matrice hermitienne M de h3(Q) définie positive de déterminant 1, on associe
la classe d’isométrie du O-réseau marqué f : O3 — Q3 de covolume 1 qui & u € O3
associe | M* f(u)]]. Et & toute classe d’isométrie d’'un O-réseau marqué f : O3 — Q3 de
covolume 1, on associe la classe a droite modulo SU3(Q) d’une matrice M € SL3(0) telle
que pour tout u € O3 nous ayons f(u) = M*(u), donc d’aprés la décomposition polaire
de G on associe une unique matrice hermitienne de h3(Q) définie positive de déterminant
1. Ainsi I'espace X des classes d’isométrie de O-réseaux marqués de covolume 1 de Q3
s’identifie au sous-espace de h3(Q) constitué des matrices hermitiennes définies positives
de déterminant 1, et ce sont deux modéles de 1'espace symétrique du groupe G.

On peut alors considérer ’application

X — PR
[f: 0= 0] = [u— [ f(u)]l]

On peut alors appliquer la méme preuve que celle de la proposition 16.11, en rem-
placant « endomorphisme » par « endomorphisme R-linéaire O3-équivariant & droite ».
On en déduit que 'application ¢ est un plongement, et on appelle 'adhérence de son

image la compactification de Thurston X de X.

Par ailleurs, la compactification de Satake de X associée a la représentation p : G —
Endg(h3(0)) définie par g - M = gM + Mg* est 'adhérence X° de I'image de X dans
I'espace projectif réel P(h3(Q)) de h3(QO).

La preuve du théoréeme 16.12 est vraie dans ce cadre, et permet d’énoncer le résultat
suivant.

Théoréme 16.18. Les deuxr compactifications X et X° de l’espace symétrique X du
groupe de Lie exceptionnel Eg_s) sont SL3(0)-isomorphes.
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17 Compactification de Thurston de 1’espace de To-
relli

17.1 L’espace de Torelli

Le but de cette partie est de construire une compactification de ’espace de Torelli
d’une surface S analogue a la compactification de Thurston de l'espace de Teichmiiller
de S. Pour les définitions de base, nous renvoyons a [Far06|, [Bos92| et [War83].

Soient g > 0 et ¢ > 0 deux entiers tels que 2 —2g — ¢ < 0. Fixons S une surface lisse
compacte connexe orientée de genre g, munie d'une partie fixée P de cardinal ¢, dont
les éléments sont appelés les points marqués de S. Dans le cas ot ¢ = 0, on omettra la
notation P dans ce qui suit.

Notons Diff " (S, P) le groupe des diffeomorphismes de S préservant l'orientation,
fixant P point par point, muni de la topologie compacte-ouverte.

Notons Diff 1 (S, P) le sous-groupe des difféeomorphismes de S préservant 1'orienta-
tion, fixant P point par point, induisant 'identité sur H*(S\ P, R).

Notons Diff (.S, P) le sous-groupe des difféomorphismes de S préservant 1’orientation,
isotopes a l'identité par une isotopie fixant P.

Nous avons les inclusions Diffy(S, P) C Diff ;1 (S, P) C Diff* (S, P).

Notons Teich(S, P) 'espace de Teichmiiller de S : ¢’est 1’ensemble des classes d’équi-
valence de couples (X, h), ot X est une surface hyperbolique orientée compléte d’aire
finie et A : S\P — X est un difféomorphisme préservant I'orientation (appelé un mar-
quage), et ou l'on identifie les couples (X, h) et (X', h') §'il existe une isométrie préser-
vant lorientation s : X — X' telle que A’ soit égal a s o h modulo Diffy(S, P), c’est-
a-dire que telle que A’ soit isotope & s o h. Le groupe Diff* (S, P) agit sur Teich(S, P)
par précomposition du marquage, de noyau d’action Diffy(S, P). Le groupe modulaire

MCG(S, P) = Diff * (S, P)/ Diffy(S, P) agit ainsi fidélement sur Teich(S, P).

Notons Tor (S, P) l'espace de Torelli de S : c’est 'ensemble des classes d’équivalence
de couples (X, h), ou X est une surface hyperbolique orientée compléte d’aire finie et
h : S\P — X est un difféeomorphisme préservant 'orientation, et ot l'on identifie les
couples (X, h) et (X', 1) §'il existe une isométrie préservant l'orientation s : X — X’
telle que A’ soit égal & s o h modulo Diff 51 (S, P). Ceci revient & demander 1'égalité

h* =h*os*: HY(X',R) — H'(S\P,R).

Notons Mod(SS, P) l'espace des modules de S : ¢’est 'ensemble des classes d’équiva-
lence de couples (X, k), ou X est une surface hyperbolique orientée compléte d’aire finie
et h: S\P — X est un diffeomorphisme préservant 'orientation, et ot 'on identifie les
couples (X, h) et (X', ') si X et X’ sont isométriques.

Munissons l’espace de Teichmiiller Teich(S, P) de la topologie quotient de la topologie
induite par celle de T'(®*T'S), ot a chaque couple (X, h) on associe h*ox, en notant ox
la métrique riemannienne hyperbolique de X. L’espace de Teichmiiller admet alors une
structure naturelle de variété complexe biholomorphe a C3~3t¢ (voir [FLP79]).
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L’espace de Torelli Tor (.S, P) est le quotient de Teich(S, P) par le groupe de Torelli
T(S, P) = Diff},, (S, P)/ Diff{ (S, P). Le groupe de Torelli étant sans torsion (voir par
exemple [Far06]), on munit Tor(S, P) de la structure de variété quotient induite par
celle de Teich(S, P).

L’espace des modules Mod(S, P) est le quotient de Teich(S, P) par le groupe mo-
dulaire MCG(S, P). On munit Mod(S, P) de la topologie d’orbifold complexe quotient
de celle de Teich(S, P). C’est aussi le quotient de l'espace de Torelli par le groupe
MCG(S, P)/T(S, P) = Diff (S, P)/ Dift},, (S, P).

La forme d’intersection algébrique est une forme symplectique non dégénérée sur
HY(S,Z), ce qui permet de définir un morphisme du groupe modulaire MCG(S, P)
& valeurs dans le groupe symplectique Sp,,(Z). Le noyau de ce morphisme est le
sous-groupe de Torelli T'(S, P), et ce morphisme est surjectif donc le groupe quotient
MCG(S, P)/T(S, P) est isomorphe a Sp,,(Z) (voir [Far06]).

17.2 La compactification de Thurston de I’espace de Torelli

Soit X une surface hyperbolique connexe, orientée, d’aire finie, de genre g, avec q
cuspides, marquée par un diffécomorphisme préservant l'orientation h : S\P — X. Le
premier groupe de cohomologie H!( X, R) est un espace vectoriel réel, considérons le sous-
espace vectoriel H}(X,R) de H'(X,R) constitué des classes de cohomologie de 1-formes
différentielles fermées a support compact. Considérons lUinclusion ¢ : S\P — 5, elle
induit un isomorphisme ¢* : H*(S,R) — HL(S\P,R). Ainsi h~"o.* est un isomorphisme
entre H'(S,R) et H!(X,R), donc ce dernier est de dimension réelle 2g.

Cet espace vectoriel est également isomorphe au premier groupe de cohomologie L?
réduite de X, ainsi qu’a ’espace vectoriel des 1-formes différentielles harmoniques sur
X (dans le cas compact c’est le théoréme de Hodge, dans le cas général voir [MP90| et
[Car07, Corollary 1.6, p. 7 et Theorem 2.16, p. 27|). Nous utiliserons ici ces trois points
de vue, et lorsqu’il faudra choisir un représentant d’une classe de cohomologie & support
compact, nous choisirons I'unique représentant harmonique.

Sur I'espace H!(X,R) vu comme premier groupe de cohomologie L? réduite, nous
disposons du produit scalaire L?, noté (-,-)x. On peut également voir ce produit sca-
laire grace a 1’étoile de Hodge *x. L’étoile de Hodge est une anti-involution de ’espace
vectoriel des 1-formes différentielles réelles sur X, définie comme la précomposition, sur
chaque plan tangent, par la rotation d'un quart de tour dans le sens positif (c’est-a-
dire la multiplication par i, pour la structure complexe sur X correspondante). L’étoile
de Hodge définit par restriction une involution sur ’espace des 1-formes différentielles
harmoniques H!(X,R). Le produit scalaire sur H} (X, R) s’exprime alors ainsi :

kuw/ € H01<X7R)7 <w7w,>X = / W/\*Xw/-
X

On notera || - || x la norme euclidienne (L?) associée sur H!(X, R).

Par ailleurs, la forme d’intersection algébrique Int sur H}(X,R) (image de la forme
d’intersection algébrique sur H'(S,R)) est alternée et non dégénérée, et est donnée par

Vw,w' € HYX,R), Int(w,w’):/ wAw = (w,—xx )x.
X
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Remarquons que l'espace vectoriel H!(X,R), muni de ce produit scalaire et de la
forme d’intersection, est isomorphe isométriquement symplectiquement a I’espace eucli-
dien R?9, muni de la forme symplectique standard

g

N ! _ !

b(x,z') = E TT, 0 — Ty T
7j=1

Choisissons un tel isomorphisme linéaire isométrique symplectique
ox : H{(X,R) — R%.

Le sous-groupe de GLy,y(R) préservant la forme b est U(b) = Sp,,(R).

Considérons 539 I'espace des réseaux de covolume 1 de 'espace euclidien R?9, auto-
duaux pour la forme symplectique b, marqués par Z%9, a isométrie prés. Il s’identifie &
Pespace symétrique hermitien €5, = Spy,(R)/ U(g), d’aprés le lemme 16.14. Fixons une
base symplectique de H'(S,Z), ce qui nous permettra d’identifier H'(S,Z) avec Z?9.

L’application période de l'espace de Torelli & valeurs dans l'espace symétrique
Spy,(R)/ U(g) ou son quotient de I'espace des modules dans l'espace localement sy-
métrique Spy,(7Z)\ Spy,(R)/ U(g) est un objet trés classique (voir par exemple [Gri70],
[Deb10], [Mes92], [Far06]). La nouvelle formulation ci-dessous facilitera notre compac-
tification de l'espace de Torelli, et nous ferons le lien avec la définition classique trés
prochainement. Cette formulation a de plus I'avantage d’inclure le cas non compact (i.e.

P #0).

Si [X,h] € Tor(S, P), alors ox o h™'" o 1" : HY(S,Z) — R? est un morphisme de
groupes. Définissons ’application période

p: Tor(S,P) — 55’9
[X, h] — [QOX Oh_l* OL*|H1(S7Z)j| .

Lemme 17.1. L’application période est bien définie et continue.

Démonstration. Puisque les trois applications linéaires * : H'(S,R) — H!(S\P,R),
Rt . HYS\P,R) — HXX,R) et px : H{(X,R) — R* sont des isomorphismes
linéaires, 'image ¢y o h™'" o t*(H*(S,Z)) est un réseau de R,

Vérifions que ce réseau @ xoh ™ or*(H(S,Z)) de R? est bien autodual par rapport &
b. Soit ¢ € H(S,R) tel que, pour tout d € H'(S,Z), nous ayons b(px oh™  oi*(c), px o
h=1" o0 1*(d)) € Z. Fixons d € H'(S,Z). Puisque ¢y : H:(X,R) — R* préserve les
formes symplectiques, on sait que Int(h=" o t*(¢),h™'" 0 1*(d)) € Z. L’isomorphisme
Rt HY(S\P,R) — H!(X,R) provient d'un difféomorphisme préservant I'orientation
h~': X — S\ P, donc préserve les formes d’intersection, ainsi Int(¢*(c), t*(d)) € Z. Enfin,
pour les formes différentielles t*(¢) et ¢*(d) a support compact, leur nombre d’intersection
sur S\ P et sur S est le méme, donc Int(c,d) € Z. Or on sait que le réseau standard
7?9 = HY(S,Z) de R* est autodual pour la forme symplectique, donc ¢ € H(S,Z).
Ainsi le réseau px o h™1" o t*(H(S,Z)) de R* est autodual par rapport a b.

De plus, d’aprés le lemme 16.14, il est dans 'orbite de Z?9 sous Spyy(R), donc il est
de covolume 1.
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Supposons que [X’, 1] soit égal a [X, h] dans 1'espace de Torelli, alors il existe une
isométrie préservant Porientation s : X — X' telle que h™!" = s*o 'Y : HY(S\P,R) —
H!(X,R). Or I'application s* : H}(X',R) — H!(X,R) est une isométrie linéaire pré-
servant la forme d’intersection, donc les deux réseaux marqués @x o h=1" o 1*| mi(s,z) et
wxr o b1 o 1¥| H1(s,z) sont isométriques symplectiquement, et égaux dans 55’9.

Remarquons également que ’application p ne dépend pas du choix de I'isomorphisme
isométrique symplectique px : H}(X,R) — R? : deux tels isomorphismes différent par
composition au but d’une isométrie symplectique de R?9, ce qui donne une méme image
dans Pespace 5 .

Montrons que l'application p est continue. Soit ([X,, hy|)nen une suite convergeant
vers [X, h] dans Tor(S, P). Dans le fibré localement trivial donné par H} (-, R) au-dessus
de l'espace de Torelli Tor(S, P), la suite (H!(X,,R)),en converge vers H}! (X, R). Ceci
nous permet donc d’identifier chaque H!(X,,R) avec H! (X, R).

La forme d’intersection sur b, " o *(H'(S,Z)) C H}(X,,R) est donnée par I'image
de la forme d’intersection sur H'(S,Z). Puisque la suite (X, ),en converge vers X dans
I'espace des modules Mod (.S, P), la suite des involutions de Hodge (*x,, )nen converge vers
'involution de Hodge *x sur H!(X,R). Ainsi la suite des produits scalaires ({-, ) x, )nen
converge vers (-, ) x.

Il reste & montre que la suite des marquages converge : on sait que la suite (h,)nen
converge vers h modulo Diff (S, P), donc la suite (h,**),en converge vers h™'" pour la

topologie des applications linéaires de H!(S\ P, R) dans H}(X,,,R) identifi¢ & H} (X, R).

Nous avons montré que la suite (p([X,, hn]))nen convergeait vers p([X, h]) : Pappli-
cation période est donc continue. O

Théoréme 17.2 (Griffiths). Dans le cas compact (P = 0), Uapplication p est holo-
morphe. L’adhérence de son image p(Tor(S)) est une sous-variété analytique complexe
fermée de 5, et limage p(Tor(S)) est le complémentaire dans son adhérence d’une
sous-variété analytique complexe fermée.

Démonstration. Rappelons la définition classique de I'application période (voir [Far06,
Chapter 3, §2.1]). Nommons (ay, ..., o, 31, ..., 3,) la base de H'(S,Z) qui s’envoie sur
la base canonique de Z* par Iisomorphisme fixé entre H'(S,Z) et Z?. Considérons la
base symplectique (ay,...,aq,b1,...,b,) de Hy(S,Z) obtenue par dualité de Poincaré.
Fixons [X, h] € Tor(S). Soit (wy,...,wy,w),. .., w)) une base de H!(X,R), image de la
base canonique de R?J par un isomorphisme isométrique respectant la forme symplec-
tique, et choisissons pour px cet isomorphisme.

Comme nous sommes ici dans le cas compact (P = (), application h, est définie de
H,(S,R) dans H;(X,R). La matrice période de [X, h] est alors définie comme la matrice
par blocs

w W/)
(fh*(aj) k)j,ke[[l,g]] <fh*(aj) *) jkelLgl
(fh*(bj) wk) fh*(bj) Wi

Puisque (wy, ..., wy, ), ..., wy) est une base symplectique de H!(X,R), on en déduit que

Q € Spy, (R). Cette matrice ne dépend que du choix de la base (w1, . .., wy, wy, ..., w;), et

0= € My, (R).

J-k€[l,g] Jk€[l,g]
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deux choix de telles bases différent par ’action d’une isométrie de H! (X, R) préservant
la forme d’intersection, c’est-a-dire par 'action de Spy,(R) N SOy (R) = U(g). Ainsi
la matrice période appartient & ’espace symétrique 559 = Spy,(R)/ U(g) : cela définit
I'application période classique Tor(S) — Egg.

Explicitons I'identification entre 1’espace 559 des réseaux marqués autoduaux de R29
de covolume 1 et I'espace symétrique Sp,,(R)/ U(g), décrite au début de la partie 16.2,
dans notre cas particulier. La classe d’isométrie d’un réseau marqué f : Z29 — R?9 auto-
dual pour b et de covolume 1, s’identifie & la transposée de la matrice de I'isomorphisme
linéaire f de R*, modulo multiplication par U(g) a droite. Dans le cas de la classe du
réseau marqué p([X, h]), la matrice ainsi obtenue est

;o (<h_1*<&j),Wk>)j7k€[[17g]] ((h_l*(aj),w;))me[[l,gﬂ
o ( (<h_1*<ﬁj>’wk>)j7k€[[l,g}] (<h_1*<ﬁj>’wl,c>)j,ke[[l,g]] & M)

Or chaque produit scalaire est égal a une intégrale intervenant dans la matrice €) : par
exemple, pour tous j, k € [1, ¢], nous avons

07 (o)) = (0 ) = [ = [,
h*(a]) h*(a’j)

par dualité de Poincaré. Dans les autres cas il faut utiliser la relation *xw; = —wy, et
on remarque alors que ' = QJ', ou J’ est la matrice par blocs

J = ( 2 _019 ) c U(yg).

Ainsi les deux définitions de 'application période sont les mémes.

D’aprés |Gri70, Proposition 9.3, p. 156|, Papplication période est holomorphe. De
plus, d’aprés [Gri70, Theorem 9.6|, 'adhérence de I'image de I'application période est
une sous-variété analytique complexe fermée, qui contient Im p comme complémentaire
d’une sous-variété analytique complexe fermée. O

Théoréme 17.3 (Torelli). Dans le cas compact (P =), Uapplication p est un revéte-
ment ramifié de degré deux sur son image, ramifié sur le lieu hyperelliptique de Tor(S).

Démonstration. La forme forte du théoréme de Torelli, formulée dans [Mes92, Theo-
rem 1, p. 783], énonce que I'application période est un revétement ramifié de degré deux
sur son image, ramifié sur le lieu hyperelliptique de Tor(S). O

Considérons I'application (introduite en introduction dans le cas P = ()

¥ Tor(S, P) — RS2
(X,h] — (c— A1 o F0)lx)
et son image aprés composition par I'application canonique R, 52 P(R. ‘(s ’Z)),
c’est-a-dire
¥ Tor(S,P) — PR D)
X0 o e [0 2 (@llx]
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Les applications 1) et 1) sont Spy, (Z)-équivariantes pour les actions de Spy,(Z) (s’iden-
tifiant & MCG(S, P)/T(S, P)) sur Tor(S, P) et de Spy,(Z) sur Z* = H'(S,Z).

L’application ¢ est égale a la composition ¢ o p, ot ¢ : Sé’g — PR 1(S’Z))
plongement de la proposition 16.11.

est le

Dans le cas compact (P = (}), d’aprés le théoréme 17.3, I'application 9 est un revéte-
ment ramifié d’ordre deux sur son image. Dans le cas non compact, d’apres le lemme 17.1,
I’application 1) est continue.

Notons Tor (S, P) U {oo} la compactification d’Alexandrov de Tor (S, P), et considé-
rons le plongement diagonal de Tor(S, P) dans

PR 5P) % (Tor(S, P) U {oc})

donné par le produit de ¢ et de I'inclusion. Appelons compactification de Thurston de
—— T

I'espace de Torelli, notée Tor(S, P)

Spy, (Z)-compactification.

, adhérence de I'image de ce plongement. C’est une

—S

D’autre part, considérons le plongement diagonal de Tor(S) dans £5, x (Tor(S) U

{o0}) donné par le produit de p et de Uinclusion. Appelons compactification de Satake
—S
de l'espace de Torelli, notée Tor(S) , 'adhérence de 'image de ce plongement. C’est
une Sp,,(Z)-compactification.
S —

Théoréme 17.4. Les compactifications de Thurston Tor(S, P)
de l'espace de Torelli sont Sp,,(Z)-isomorphes.

et de Satake Tor (S, P)S

Démonstration. 11 suffit de remarquer que les deux compactifications de

T
p(Tor(S, P)) C &3,, ou p(Tor(S, P)) est plongé dans les deux compactifications £5
—S
et &5

5y » sont Spy (Z)-isomorphes : c’est une conséquence du théoréme 16.12. U

17.3 Stratification d’une partie du bord de I’espace de Torelli

Dans toute cette partie, nous fixerons comme au début la partie 17.1 une surface S
lisse compacte connexe orientée de genre g, et P une partie finie fixée de S de cardinal
q, telle que 2g — 2 +q > 0.

17.3.1 Comparaison entre norme stable et norme euclidienne

Fixons une surface hyperbolique X d’aire finie connexe orientée. Appelons systole
séparante (resp. non séparante) de X la borne inférieure (qui est atteinte) des longueurs
des courbes fermées simples de X non homotopes a zéro, qui ne bordent pas une unique
cuspide, et séparantes (resp. non séparantes). Notons sns(X) la systole non séparante
de X.

Pour les rappels qui suivent, nous renvoyons a la thése de Daniel Massart ([Mas96]).

Définissons une norme naturelle sur H;(X,R), la norme stable (voir |Gro81]| et
[Mas97]). Si «y est une courbe fermée simple non homotope a zéro sur X, notons lg(v) la
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longueur hyperbolique de I'unique géodésique dans la classe d’homotopie libre de ~. Soit
c € Hi(X,R). Alors on peut représenter ¢ par un 1-cycle singulier de la forme ., x;qs,
ou [ est fini, z; € R (et x; € Z si ¢ € H(X,Z)) et o est une courbe fermée simple
non homologue & zéro sur X, qu’on appelle multicourbe. On appelle support d’une telle
multicourbe la réunion des courbes a; pour lesquelles x; # 0. Définissons alors la norme
stable de ¢ par

lells = _inf ]Zbﬁillg(%),

c= [Ziel Ti%Yi
ol Z’:E ; Ti7y; parcourt toutes les multicourbes dans la classe d’homologie de c.

Notons 0x : H;(X,R) — H'(X,R) l'isomorphisme de dualité¢ de Poincaré. Définis-
sons la norme stable sur sur H'(X,R) par |w|/x1 = |05 (w)]s, ot w € HY(X,R). Nous
avons par ailleurs défini une norme euclidienne sur H} (X, R), notons-la | - || x.2.

Dans sa thése (|[Mas96]), Daniel Massart compare les deux normes précédemment
introduites.

Théoréme 17.5 (Massart). Il existe deux constantes strictement positives a et b, ne
dépendant que du genre de X, telles que pour tout w € H (X, R) nous ayons

b

< < — .
@ lollxa < el < ooy el

Démonstration. Dans la partie 4.2 de [Mas96|, ce théoréme est énoncé pour une sur-
face hyperbolique compacte sans bord. Pour la premiére inégalité, D. Massart utilise la
densité des formes de Strebel dans I’ensemble des 1-formes différentielles harmoniques, et
ce résultat est encore vrai pour une surface de volume fini (voir [DH75]). Et la deuxiéme
inégalité n’utilise méme pas I’hypothése de courbure, et elle reste vraie pour une surface
de volume fini. O

Nous allons nous servir de ce théoréme pour étudier I'image de Tor(S, P) par 'ap-
plication .

Lemme 17.6. Soit ([X,, hy|)nen une suite dans Tor(S,P) telle que la suite
(W([ X0, hn)))nen soit bornée dans RSO Alors la systole non séparante (sns(X,,))nen
est minorée par une constante strictement positive.

Démonstration. Par contraposée, supposons que la systole non séparante de (X,,)nen
tende vers 0 : pour tout n € N, soit donc 7, une géodésique fermée simple de X,, non
séparante et non cuspidale, dont la longueur 1g(+, ) = sns(X,,) tend vers zéro. La courbe
v, est non triviale et non cuspidale, donc a un nombre d’intersection non nul avec 'un
des générateurs de

Oxs (H (X0, Z)) = a0 05l 0 " (H'(S,2),

images des ¢léments de la base choisie de H*(S,Z). Quitte & extraire, on peut supposer
qu'il existe w € HY(S,Z) tel que le nombre d’intersection algébrique de v, avec h,, o
Gg\lp o *(w) soit non nul pour tout n. D’aprés [Bus92, Corollary 4.1.2, p. 95|, on en

déduit que la longueur d’un représentant minimal de h,,, o GE\IP o t*(w) est minorée par

2 argsh ((sh(%))*), ce qui tend vers l'infini lorsque n tend vers +o0o. Ainsi la norme

stable ||A,, o GE\IP o 1*(w)||s tend vers I'infini lorsque n tend vers +oco.



146 COMPACTIFICATION DE THURSTON DE L’ESPACE DE TORELLI

Or, d’apres le théoréme 17.5, on sait que

Ih o W)llx,2 > alhy' o (W)llx,a
> allhy'" o (w)]x
-1 *
2 allhp. 0 b p ot (W)l e +o00,
donc la suite de fonctions de longueur (¢([X,,, hn]))nen n’est pas bornée. O

Lemme 17.7. Soit ([X,,hn])nen une suite dans Tor(S, P) telle que la suite
(([ X, hn]) Jmen converge vers € dans RSP Alors la suite (p([ X, hn]))nen converge
dans 55’9, et en particulier la fonction de longueur € est propre.

Démonstration. D’aprés le lemme 17.6, on sait que la systole non séparante sns(.X,,) est
minorée par une constante d > 0. Ainsi d’aprés le théoréme 17.5, pour tout w € H(S,Z)
non nul et tout n € N, nous avons

(X ) (W) = (10" 0 0" (@) ]lx,2 = allhy ™ 0" (w) = ad > 0.

Ainsi la systole du réseau px, oh, ' (H(S,7Z)) de R* de covolume 1 est minorée par ad,
donc d’apreés le critére de Mahler (voir [Mah46]) on peut supposer quitte & extraire que
cette suite de réseaux de R?% non marqués converge vers un réseau A C R? de covolume
1 et de systole minorée par ad. Ce réseau A est autodual pour la forme symplectique b
standard de R%. Puisque la suite de fonctions de longueur (¢([X,,, hn]))nen converge,
on en déduit quitte & extraire que la suite de réseaux marqués (px, o hn_1*| H(S,Z) )neN
converge vers le réseau marqué (A, h), ou h : H(S,Z) — A est un marquage. Ainsi la
suite (p([Xn, hn]))nen converge vers [A, h] dans &3,.

En particulier, la suite de fonctions de longueur (¢([X,, hy]))nen converge vers ¢ =
®([A, h]), qui est une application propre. O]

17.3.2 Le complexe des courbes séparantes

Pour plus de détails sur cette partie, on pourra consulter [Far06, Chapter 3, § 2.4].
Comme au début la partie 17.1, on considére une surface S lisse compacte connexe
orientée de genre g, et P une partie finie fixée de S de cardinal ¢. On dit qu’'une courbe
fermée simple v dans S\ P est séparante si S\(P U~) n’est pas connexe. On dit que 7
est cuspidale si elle bord un disque épointé dans S\ P, et triviale si elle borde un disque
dans S\ P.

Définissons le complexe des courbes séparantes K*P(S,P) de S. Les sommets de
K*(S, P) sont les classes d’isotopie de courbes fermées simples séparantes de S\ P non
cuspidales et non triviales. Les classes d’isotopie de telles courbes 7, . .., 7, forment un
(k-1)-simplexe de K*P(S, P) si ces courbes sont disjointes et si leurs classes d’isotopie
sont distinctes.

Notons X K*P(S, P) I'ensemble des simplexes de K*P(S, P).

Au sujet du complexe des courbes non séparantes, on pourra se référer a [SS00| et
a [Irmo06].
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17.3.3 Description des strates

Soit 0 = {[ml],..., )} un (k-1)-simplexe de K*%(S,P). Alors S\(P U U?Zlvj)
a k + 1 composantes connexes. A difféomorphisme préservant l'orientation prés (fixé),
ces composantes s’écrivent (S;\F;)jefo,x], ol S; est une surface lisse compacte connexe
orientée de genre g; et P; C S, est un ensemble de cardinal g; fini, tels que 2—2g,—q¢—j <
0. De plus, on a les ¢galités Z?:o gj =get E?:o ¢; = 2k+q. Pour tout j € [0, k], notons
l'inclusion ¢; : S;\P; — S;. Voir la figure 30.

it Y2

So\Po Sl\Pl SQ\PQ

FI1GURE 30 — Découpage de la surface S

Considérons, pour tout j € [0, k], application x; : S — S; qui écrase chaque Sj,
pour j’ # j. Considérons alors I’application

k
& EPH'(S,R) — HY(SR)
§=0
k
(@ )jeoar — D K" (w)),
=0

elle s’appelle le scindement symplectique de H*(S,R) associ¢ a o. Remarquons qu’elle
définit aussi un scindement symplectique de @?:0 H(S;,Z) — H'(S,Z), encore noté
& Il est dit symplectique car cette décomposition est orthogonale pour la forme d’in-
tersection.

Considérons, pour tout j € [0, k], 'application 1; de Tor(S;, P;) a valeurs dans
RJFHI(SJ"Z), définie pour le théoréme 17.4.

Appelons strate au bord de I'espace de Torelli de S associée au simplexe o la variété
différentielle produit Tor, (S, P) = H?:o Tor(S;, Pj). Nous allons la relier & 'espace de
Torelli total Tor(S, P) grace a 'application

Uy : Tory (S, P) — RS2
k

(X5 D jeog WH<Z%([Xjahj])o(fol)j(w)2>

J=0
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Théoréme 17.8. L’adhérence de l'image de 'application i dans [’espace R+H1(S’Z)

la réunion disjointe

$(Tor(S, P)) = (Tor(S, P))U || o(Tors(S, P)).

cETKseP(S,P)

est

Démonstration. Soit ([X,,, h,])ney une suite de Tor(S, P) telle que la suite
(Y([ Xy hn]))nen converge vers ¢ € 0i(Tor(S, P)). D’aprés le lemme 17.6, on sait que la
systole non séparante (sns(X,,)),en est minorée par une constante strictement positive.

Supposons que la systole de la suite (X,,),en soit minorée par une constante stric-
tement positive, alors d’aprés par exemple [CEG87, Corollary 1.3.1.7, p. 63|, on sait
que la suite (X, )nen est bornée dans l'espace des modules Mod(S). Quitte & extraire,
on peut donc supposer que la suite (X,),en converge vers une surface hyperbolique
X dans Mod(S). Puisque la suite ([X,,,hy])nen part a linfini dans Tor(S, P), on en
déduit que c’est la suite de marquages (h,)neny qui part a lUinfini : il existe donc
w € Hy(S,Z) tel que la suite (b1 o t*(w))nen parte & linfini, donc telle que la norme
stable (||h,;*" o t*(w)]|x,.1)nen tende vers infini (en effet, la surface hyperbolique X a
un nombre fini de géodésiques fermées simples de longueur majorée). En conséquence,
d’aprés le théoréme 17.5, on en déduit que la norme euclidienne (||h; 1" o t*(w)| x, 2)nen
tend vers l'infini, et donc la suite de fonctions de longueur (¢([X,, hy]))nen ne peut
converger.

On en déduit donc que la systole séparante de la suite (X,,)n,en tend vers zéro.
Fixons ¢ > 0 suffisamment petit, inférieur a la constante de Margulis du plan hyperbo-
lique (voir par exemple [CEG87, Theorem 1.2.2.2, p. 50]), et inférieur aux systoles non
séparantes des surfaces (X,,)nen. Considérons h,,(c,) 'ensemble des classes d’homologie
de géodésiques fermées simples séparantes de X,, de longueur au plus §. Ces géodésiques
sont disjointes, donc o, est un simplexe du complexe K*?(S, P) des courbes séparantes.
Quitte a extraire et quitte & diminuer 0, on peut supposer que o, est un (k — 1)-simplexe
dont la longueur de chacune des courbes tend vers zéro.

Quitte & précomposer les marquages h, : S\P — X, par des éléments de
Diff}, (S, P), comme il n’y a quun nombre fini d’orbites de simplexes de K*?(S, P)
sous l'action de Diff}, (S, P), on peut supposer que le simplexe (0,)nen est constant,
égal & 0. Choisissons un représentant ¢ de o.

Notons (So\F), - - ., (Sk\Px) les composantes connexes de S\&. Fixons un indice
J € [0,k], et notons X, ; la jéme composante connexe de X, \h, (o), ot 'on a choisi
les représentants géodésiques des courbes de h, (o) : ¢’est une surface hyperbolique non
compléte d’aire finie. Quitte & changer le marquage h,, : S\P — X par un difféoméor-
phisme isotope a l'identité, on peut supposer que h, envoie les courbes de ¢ sur les
représentants géodésiques de hy, (o). Ainsi, 'application hy,; = hy|s)\p, + S\ P — X,
est un diffeomorphisme. Alors, pour n’importe quel pointage de X, ; dans sa partie
épaisse, la suite de surfaces hyperboliques ouvertes pointées (X, ;)nen converge vers une
surface hyperbolique X, ; pour la topologie de Gromov-Hausdorff, quitte a extraire. En
effet, la systole de X, ; est minorée par . Et puisque la longueur des courbes au bord de
X, ; tend vers 0, la surface X ; est compléte. De plus, quitte a changer les marquages
hyj + S;\P; — X, ; par des diffeomorphismes isotopes a I'identité, on peut supposer que
la suite de marquages (A, ;)nen converge vers un difféomorphisme ho ;@ S;\P; = Xoo ;-
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Fixons j € [0, k], et w; € H'(S;,Z). Montrons que

1t o0t o 5wl — Iy 04" 0 w35l 2

Pour tout n € N, notons 7, = h;'" o 1* o Ki(wj) € H!(X,,R). Rappelons-nous que par
convention 7, désigne également 1'unique 1-forme différentielle harmonique dans cette
classe de cohomologie. Puisque 0y, (1,) peut étre représenté par I'image par h, d’une
multicourbe ¢ incluse dans S;\P;, et que la systole de la surface X, ; = h,(S;\F;) est
minorée par 9§, d’aprés le théoréme 17.5, on sait que la norme euclidienne de 7, est
majorée par ||n, | x, .2 < m”nnHXn,l- Or la multicourbe ¢ est la somme formelle d’un
nombre fini de courbes fermées simples ¢; de S;\P;, or puisque la suite de marquages
(hnj)nen converge vers hoo; @ S;\P; = Xo;, la suite des longueurs (1g(hy, ;j(¢i)))nen
converge vers 1g(he j(c;)), donc est bornée. Ainsi la norme stable ||n,| x,1 de 7, est
bornée, donc la norme euclidienne ||7,||x, 2 également.

Ainsi, pour tout j’ € [0, k], la restriction 7, ; de 7, & X,  converge quitte a extraire
vers une l-forme différentielle harmonique 7o ;v sur Xoo . Si j° # j, alors 7, est
cohomologue a zéro pour tout n € N, donc 7. ;s est cohomologue a zéro. Puisque la
surface est compléte, on en déduit que 7 ; = 0. Et si j' = j, alors 7, ; est cohomologue
a h;;* 0 * o K}(w;), donc on en déduit que 74 ; est cohomologue a hgol,j* 0" o K} (wj).
Par conséquent, pour les normes L?, nous avons

k k
_1 *
B = D2 sl = S ol = sl = 10, 00" 0 w3 @)z o
J'=0 J'=0

Nous avons donc montré que 9([Xy, hn]) (K} (w))) e ;i ([Xoo,js Prooj]) (w;). Ceci

prouve donc que la suite (¢([Xy, An]))nen converge dans R, H(52)

Vo ([Xoo js hocilicto1) € Yo (Tors (S, P)).

vers

Réciproquement, montrons que v, (Tor,(S)) C 1(Tor(S)) pour tout (k—1)-simplexe
o de K*P(S) : soit ([Xj,h;])jepor € Tors(S). Fixons un entier j € [0, k], les points
marqués P; de S; sont de deux types : ceux qui correspondent a un point marqué de
P C S (nous les noterons le), et ceux qui correspondent & une courbe fermée simple de
& (nous les noterons Pf)

Il existe une suite de surfaces hyperboliques (X, j)nen complétes d’aire finie avec
Card sz cuspides, et avec Card le composantes de bord totalement géodésique, cha-
cune ayant pour longueur n%q, marquées par h,; : S;\P; = X,,;\0X,,;, telle que la
suite de surfaces marquées ([.X,, ;, fn ;] )nen converge vers la surface marquée [X;, h;] au
sens suivant : pour tout compact K de S;\P;, la suite d’espaces métriques compacts

(hnj(K))nen converge vers h;(K) au sens de Gromov-Hausdorff.

Pour tout j € [1,k], la courbe ~; de & borde les surfaces S;_1\P;_1 et S;\P;. Pour
tout n € N, il existe une composante de bord de X,, ;_; et une de X, ; qui correspondent
a 7y; : puisque ces deux composantes ont la méme longueur n+r1, on peut recoller ces
deux composantes ensemble. Notons X,, le résultat du recollement des k£ + 1 surfaces
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X005 Xng, et by 0 S\P — X,, un marquage qui coincide avec chacun des h, ; :
Si\P; = X, ;\0X,,; hors d'un petit voisinage de &.

Alors d’aprés l'étude qui précede, la suite (U([X,, hy]))neny converge vers
1
Yo ([X5, hylsepory) dans Ry 52,

Enfin, montrons que les strates ¢, (Tor, (S, P)) sont disjointes. Si ¢ € R, (57) et
o € XK*P(S, P), on dit que ¢ se scinde selon &, si :

k k

Y(wo,. .. wi) € [[H'(S).2), 0(&(wo, ... wi)® =D _L(&N0, ... wj,....0))

J=0 J=0

On dit que ¢ se scinde s’il existe un simplexe o € XK*?(S, P) tel que ¢ se scinde selon

§o-

Si 0 € y(Tor,(9)), alors il est immédiat ¢ se scinde selon &,. Montrons que ¢
ne se scinde pas plus finement que &,, c¢’est-a-dire qu’il n’existe aucun simplexe o’ €
YK (S, P) contenant strictement o tel que ¢ se scinde selon . Cela revient a montrer
que, pour tout simplexe o € XK*(S, P), aucune fonction de longueur ¢ € ¢(Tor(S, P))
ne se scinde selon &, : c’est le contenu du lemme 17.9. U

Lemme 17.9. Aucune fonction de longueur de 1(Tor(S, P)) ne se scinde.

Démonstration. Supposons qu'il existe [X, h] € Tor(S, P) tel que la fonction de lon-
gueur ¢ = ¥ ([X, h]) se scinde selon &,, ot 0 = {[7]} et v est une courbe fermée simple
séparante et non cuspidale de S\ P telle que h(7) soit géodésique.

Notons Si\P; et So\P» les deux composantes connexes de S\(P U ). Montrons
que h™1" o &Y (HY(S),R)) et h™1" o £S1(H(S,, R)) sont orthogonaux pour le produit
scalaire de H} (X, R) : soient w; € H'(S1,R) et wy € H'(Sy, R). Alors £(£; (wy +ws))? =
A1 0 & (wy + wa)||% est égal a

IR o & wi)lx +2(h T 0 & W), A 0 & (wa))x + ([T 0 & (wa) 1%
mais aussi a
(h™ 0 & (w))? +e(h™ o & (wn))? = |h " o & wi)[lX + 1 o & (wa) %

ainsi (R 0 &N wy), h ™ 0 &5 (wa)) x = 0.

On en déduit que l'étoile de Hodge *x préserve h™" o & 1(HY(S1,R)) et h™!" o
EY(HY(S9,R)) : en effet, soient wy € H(S1,R) et wy € H'(Sy, R). Alors

(kxh™ 0 & wi), B 0 &7 (wa) >=TInt(A™ 0 & (w1),h ™" 0 & (wa)) =0,

donc *xh™1" o £ (w) appartient & Porthogonal de h=1" o & 1(H(S,, R)), qui est égal
ah™ "o &Y HY (S, R)).

La surface X est conformément équivalente & une surface hyperbolique compacte
connexe orientée X’ (marquée par h' : S — X'), privée de ¢ points (marqués par
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P). D’apreés l'invariance conforme (voir par exemple [Car07, Proposition 2.15, p. 27]),
Papplication qui & une 1-forme différentielle harmonique sur X’ associe sa restriction a
X est un isomorphisme de H!(X’ R) dans H!(X,R). Par ailleurs, I’étoile de Hodge ne
dépend que de la structure complexe, donc I'isomorphisme entre H' (X', R) et H}(X,R)
préserve les étoiles de Hodge. Ainsi nous savons que 'étoile de Hodge *x/ préserve les
sous-espaces W'~ o &Y HY(S1,R)) et W71 o &S (HY (S, R)) de HY(X',R). Montrons
que la fonction de longueur ¢ = /([ X', h']) se scinde selon &,, avec ¢’ : Tor(S, () —
RJ’_HI(S,Z).

Soient wy € H'(S1,Z) et wo € H'(S5,Z). Alors '(&,(wy,ws))? est égal &
1A' 0 &g (wr, 0)|17 + 2(h 1 0 & (wi, 0), A 0 £5(0,wa)) + [|W'71 0 & (0, wy)||.
Or
(W1 0 &o(wr, 0), K71 0 65(0,wa)) = Int ('™ 0 & (wi, 0), % h ™" 0 £5(0,w2)) = 0,

car h™1" o &1 (HY(S1,R)) et b=t 0 &1 (HY(S,, R)) sont stables par #x et sont orthogo-
naux pour la forme d’intersection. Ainsi

g/(&T(wl’ w2))2 = g/(fo(wlv 0))2 + £/<£0<07 w2))27

donc ¢ se scinde selon &,.

Définissons alors I'élément ¢ de Spy,(Z) = Aut(H'(S,Z)) par

t: H'(S,Z) — HY(S,7Z)
w = o ((dpsz) @ (—1dmes,z)) 0 & (w)
=& (6 )1(w), = (6 )2(w)).

Puisque la fonction de longueur ¢’ scinde selon &,, il est immédiat que pour tout
w € H'(S,Z) nous avons {'(t(w)) = ¢'(w). L’action de Spy,(Z) sur R, (52 est par
précomposition par 'adjoint, donc t* - ¢/ = ¢’ ot = ¢'. Ainsi ¢(t* - [ X', h']) = ([ X', I])
dans R, 2 donc p/(t*- [ X7, 1)) = p/([X", I']) dans &5, par injectivité de I'application
O 559 — IP’(]R+H 1(S’Z)). Par compacité de X’ on peut appliquer le théoréme 17.3, donc
on déduit que t*- [ X', I'] est soit égal a [ X', I], soit & I'image de [ X', A'] par 'involution
hyperelliptique de 1'espace de Torelli. Puisque I'involution hyperelliptique de Tor(S, ()
est induite par I'élément —1Id € Spy,(Z), quitte & échanger les indices de Sy et Sy, on
peut supposer que t* - [X', h'] = [X', 1] dans Tor(S, 0).

Considérons un difféomorphisme 7 de S préservant l'orientation tel que 'image de
7 dans Spy,(Z) soit égale a t*, et tel que de plus 7 - [X', '] = [X', A'] dans P'espace de
Teichmiiller. A isotopie prés, on peut supposer que le difféomorphisme ho 7o h™! est
une isométrie de X. Puisque 7* préserve h' 1 o &1 (H(S, R)) et K/~ o0& (HY(Sy, R)),
on en déduit que 7 préserve la classe d’homotopie de la courbe «y, or ho7oh™! est une
isométrie donc stabilise la géodésique h(7).

Le diffeomorphisme 7 stabilise les deux composantes connexes S;\P| et So\P; de
S\, notons 7 et 7 les difféeomorphismes de S\ P et S5\ Pj induits. Puisque P| et



Py sont des singletons, & isotopie prés on peut supposer que 71 et 7o s’étendent en des
difféeomorphismes de S; et Sy respectivement. Le difféomorphisme 7 induit 'identité
sur H'(S},Z), donc sa classe d’isotopie appartient au groupe de Torelli T'(Sy, P;). Or
ce groupe est sans torsion, et comme 7 est une involution nous avons 712 = 71, donc
7, appartient a Diffy(Sy, Py). Ainsi I'isométrie h o 7 o h™! restreinte & X; est isotope
a lidentité, donc est égale a l'identité de X;. Ainsi I'isométrie h o 7 o h™! est égale a
l'identité de X. Or cette isométrie induit —Id sur H!(X3,Z) : c’est une contradiction.

O
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